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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é mostrar a importancia da Teoria da Transfor-
mada de Fourier Discreta como ferramenta nas analises de dados obtidos de simulacoes
numéricas com modelos de Sistemas Dinadmicos em Mecanica Celeste. Mostraremos as
principais motivagoes e justificativas presentes no desenvolvimento das Transformada de
Fourier continua, discreta, e de algoritmos computacionais para Fast Fourier Transform.

Esse desenvolvimento serd aplicado na dinamica de rotacao de satélites naturais.

Palavras-chave: Transformada Réapida de Fourier, Métodos Numéricos, Anélise de Fou-

rier, Transformada de Fourier.



Abstract

The main objective of this work is to show the importance of Discrete Fourier Transfor-
mation as a tool in the analyses of data obtained from numerical simulations of Dynamical
Systems models in Celestial Mechanics. We will show the main motivations and justi-
fications presented in development of continuous and discrete Fourier Transform, and
computational algorithms to Fast Fourier Transform. We will apply these theoretical

development in dynamics of rotation of naturals satellites.

Keywords: Fast Fourier Transform, Numerical Recipes, Fourier Analysis, Fourier Trans-

form.
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1 Introducao

1.1 Estruturacao do Trabalho

O objetivo principal desse trabalho é mostrar a importancia da Teoria da Transformada
de Fourier em topicos de Mecanica Celeste. Para isso, serd imprescindivel entendermos

os principais conceitos que constituem a Teoria da Transformada de Fourier.

Inicialmente, os principais conceitos da Teoria da Transformada de Fourier serao abor-
dados no Capitulo 2. Acreditamos que o bom entendimento dos conceitos desenvolvidos
para Transformada de Fourier continua ajudam no estudo do caso discreto, bem como

motivam o estudo das Séries de Fourier.

Uma vez definido a Transformada de Fourier, precisamos estudar suas propriedades
e em quais condi¢oes elas sao universais (Capitulo 3). Com isso, podemos entender sua
conceitualizacao discreta e seus aspectos computacionais através do desenvolvimento de

algoritmos (Capitulo 4).

Em seguida, abordamos um dos principais topicos dissertados no trabalho: Transfor-
mada Rdpida de Fourier (Capitulo 5). Sera a transformada rapida de Fourier (FFT) que
nos fornecera os algoritmos para simularmos computacionalmente as aplicagoes desenvol-

vidas na segunda parte desse trabalho.

No Capitulo 6, apresentaremos um problema tipico de rotacao de satélite em Meca-
nica Celeste, na qual o uso dos métodos para obtencao da FFT (estudados no capitulo

anterior) se faz necessario na analise dos dados.

Adicionalmente, o Apéndice A, ajudard na tarefa de compreender aspectos matemaéti-
cos, que fazem parte de uma abordagem mais rigorosa sobre as transformadas continuas
de Fourier. Além disso, temos a transcri¢ao de todos os algoritmos computacionais usados
para o calculo dos exemplos expostos nas se¢oes de Transformada Discreta de Fourier e
FFT (Apéndices B, C e D).

10
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1.2 Uma breve introducao histérica

A Teoria da Transformada de Fourier e, mais amplamente, o que chamamos de Anélise
de Fourier, possui um desenvolvimento tedérico muito mais recente na histéria do que as

teorias mais gerais envolvidas pelo tema Mecanica Celeste.

Em Paris, nos primeiros anos do séc. XIX, J. B. Fourier (1768-1830) deu inicio aos
estudos de séries que se aproximavam de funcoes, sem dizer se de fato tais séries eram
convergentes e obtidas de modo tnico, trabalho que coube ao seu aluno, Dirichlet (1805-
1859). Na mesma época, P. S. Laplace (1749-1827) langou seu famoso trabalho Mécanique
Céleste, publicado em cinco volumes entre os anos de 1799 a 1805, onde relacionava as
nocoes do Calculo Diferencial e Integral com as muitas no¢oes empiricas até entao aceitas
na area (BOYER, C. B. et al, 2010).

Podemos citar como exemplo, que o trabalho de Laplace traduziu para a linguagem
do Célculo muitas demonstra¢des construidas com argumentos geométricos nos trés vo-
lumes da obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, escrita por Isaac Newton
(1643-1727), e publicada em 1687.

Ao longo da historia, o trabalho inicialmente desenvolvido por Fourier ganhou im-
portantes contribuicoes direta e indiretamente de matematicos como o proprio Dirichlet
e 0 matematico alemao Wierstrass (1815-1897), dando um passo enorme da matemaética
discreta a continua, merecendo, entao, mais estudos que a tornariam conhecida como Anéa-
lise de Fourier. Mas nao foi a esmo esse esforco entre os matematicos para desenvolver

tal teoria: suas aplicacoes, sobre tudo na fisica, ganharam uma notével indispensabilidade.

E evidente, entretanto, que a sua utilidade chegue as areas mais diversas como crip-
tografia, processamento de imagens (médicas, comerciais, etc.), oceanografia e até em
areas de enfoque teodrico, como Fisica e Quimica Quéantica, Teoria dos Niumeros, Teoria
das Probabilidades, das Distribuicoes, e Analise Matematica, através da investigacao de

solucoes em Equagoes Diferenciais Parciais, por exemplo.

Talvez, a aplicacao mais conhecida, ou pelo menos a mais discutida atualmente, seja
no campo do conhecimento de Processamento Digital de Sinais, que constitui uma sub-

area das Ciéncias da Computacao, Eletronica e Telecomunicacao.



2 Transformada de Fourier e inversa

Introduziremos, neste capitulo, a definicao da Transformada de Fourier e alguns pe-
quenos conceitos que nos ajudarao a entender mais claramente os estudos apresentados

nos demais capitulos.

A priori, é importante que saibamos manipular com certa habilidade as expressoes que
definem tanto a transformada quanto a Transformada Inversa de Fourier, para isso, te-
mos alguns exemplos que nos auxiliarao nesse entendimento e que servirao como aplicacgao,

principalmente, para as propriedades das transformadas que estudaremos no Capitulo 3.

No decorrer desta introducao, também apresentaremos uma motivacao matemaéatica
para o desenvolvimento da Transformada de Fourier, da qual notaremos que a Série de

Fourier é um caso particular da transformada.

2.1 Transformada de Fourier

Antes de avangarmos, discutiremos brevemente o conceito de integral impropria que é

essencial e presente tanto na definicao da Transformada de Fourier quanto em sua inversa.

Sabemos que as integrais improprias sao de dois tipos: de func¢oes definidas em um
intervalo limitado porém nao fechado e, de funcoes definidas num intervalo ilimitado.
Veremos as defini¢oes para cada um dos casos, respectivamente, e algumas observacoes

sobre elas.

Definigao 2.1.1. Seja f : (a,b] — R. Considere ¢ > 0 tal que f seja integravel em
l[a + &,b]. Definimos

b b
/ f(z)dr = lim f(z)dz, (2.1)

e—0t+ ate

desde de que o limite exista e seja finito.

Embora a defini¢ao (2.1.1) suponha que,para qualquer valor que se atribua a f(a),
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obtém-se sempre uma fungao f : [a,b] — R integréavel, esse é um resultado que pode
ser demonstrado, mas que nio o faremos neste trabalho. E possivel também, obter uma
defini¢do analoga para o caso de f: [a,b) — R.

Definiremos o outro tipo de integral impropria.

Definigao 2.1.2. Seja f : [a, +00) — R, f integravel em [a, t], para todo ¢t > a. Definimos

o f(x)dx = lim /tf($)d$, (2.2)

a t—+o0

desde de que o limite exista e seja finito.

Em ambas as defini¢oes, dizemos que a integral é impropria se o limite existir e for
finito. No entanto, mesmo nos casos onde o limite existir, mas for +00 ou —oo, continu-
aremos a dizer que é uma integral imprépria, embora seja classificada como divergente.
Tanto no célculo das integrais improprias, quanto nas defini¢oes das transformadas, esta-
mos interessados no caso onde a integral seja convergente, ou seja, limites que existam

e sejam finitos.

Existe um caso mais geral da defini¢do (2.1.2), na qual a fungao é definida em um

3

intervalo (—oo, +00). Nesse caso, usaremos a defini¢ao a seguir.

Definigao 2.1.3. Seja f : (—oo, +00) — R, f integravel em [—t,t], para todo t > 0, e

um ponto arbitrario a € R. Definimos

/Z f(x)dx = /Oo f(z)dx + /:o f(x)dz, (2.3)

desde que ambas as integrais do 2° membro sejam convergentes.

Note que, em todas as defini¢cdes, a funcao f assume valores em R e que, embora
as fungoes apresentadas nas definigoes a seguir assumam valores em C, as variaveis de

integracao sao reais. Portanto, as observacgoes feitas anteriormente continuam véalidas.

Definiremos, agora, a Transformada de Fourier.

Definigao 2.1.4 (Transformada de Fourier). Seja f : R — C. Sua transformada de
Fourier, F' : R — C, é dada pela expressao:

FIAE) = F(¢) = / " b) e gy,
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—i2m€x

Observe que na defini¢ao (2.1.4) existe o fator integrando e , que pode ser subs-

tituido pela expressao mais geral:

o i(2mnéx) _ cos(2mnéx) — isen(2mnér) (2.4)

com n = 1, conhecida como Férmula de Euler.

Essencialmente, se a integral da defini¢ao (2.1.4) existe para todo valor do parametro
&, entao a defini¢ao (2.1.4) exibe F(£) como transformada de Fourier de f(x).

Dizemos que f(x) é uma fun¢ao com parametro de tempo z, e F'(§) é uma fungio com
parametro de frequéncia &. Neste trabalho, representaremos as fung¢oes com parametro de
tempo por letras mintsculas e as fungoes com parametro de frequéncia por letras maits-

culas.

Exemplo 2.1.1. Considere a funcao degrau unitario:

f(x)z{ Lol < (2.5

0, |z|>1.

Sua Transformada de Fourier é dada pela expressao:
FNE = | rae i

M ,N—oc0

N .
= lim / f(z)e ™ dy
M

1 1 N
— lim / f(x)e—izmc&dx + / f($)e—i27ra:§d$ + ]\}im f($)€_i2ﬂx€d{£
—M —1 — 00

M—oo 1

1
, 2
- /1 e 2y = pr: sen(27¢).

Portanto, F'(§) = %, e

Observe os graficos de f(z) e de F(£), respectivamente:
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0,8

0,6

0,4

0,2

(a) ' : (b)

Figura 2.1: (a) Fung¢do Degrau (Eq. 2.5); (b) Transformada de Fourier (Eq. 2.6)

Vejamos mais um exemplo para a Transformada de Fourier:

Exemplo 2.1.2. Considere a func¢ao triangular:

1—2fz|, |z[ <3
Sua Transformada de Fourier é dada pela expressao:
FNE = [ rae i
N
_ . —i27wx€
[ s
: : (2.8)
= f($)e_i2”5d$ = / (1-— 2|:E])e_i2”§d$
-} -}
= /2 e 12T g — 2/2 |z|e ™™ d.
-} -}
Utilizando técnicas de integragao, sabemos que:
1
2 S 2sen(7§) 2 B cos(m¢) 59
[ pleremsan = 2EE N s~ e 29
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Assim, teremos que a ultima igualdade em (2.8), sera dada pela expressao:

sen(m§) [ 2sen(rf) 2 cos(m§) _ _cos(m§) — 1
(R e ) mep B
Portanto, F'(§) = —%, e R

Observe os graficos de f(z) e de F(£), respectivamente:

‘ |
JITTTCT]

Figura 2.2: (a) Fungdo Triangular (Eq. 2.7); (b) F(¢) = —%

A definicao a seguir geralmente é exibida na forma de Teorema, passivel de demons-
tracao, no qual definimos uma expressao e mostramos sua injetividade e sobrejetividade,
para que depois possamos afirmar que ela é, de fato, a expressao que define a Transfor-
mada Inversa. Sua demonstragido pode ser encontrado na integra em (FIGUEREDO, p.

203), citado na referéncia [9]. No entanto, considere a defini¢do a seguir.

Definigao 2.1.5 (Transformada Inversa de Fourier). Seja f : R — C, e F(£) sua trans-
formada de Fourier, entao:

o0

FFIf) = flx) = / F(€) ¥ de,

o0

A defini¢do (2.1.5) permite determinar a fun¢ao que deu origem a Transformada de

Fourier.
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Portanto, se apresentarmos a funcao:

F(§) = % (2.11)

do exemplo (2.1.1), a defini¢do (2.1.5) garante que encontraremos como f(z) a fungio

degrau unitéario, tal como descrita no exemplo (2.1.1).

Embora tenhamos definido a Transformada de Fourier e sua inversa, deixaremos para
tratar das propriedades no Capitulo 3, devido sua importancia no desenvolvimento teoérico

da versao discreta da transformada.

2.2 Condicao para as funcoes da Transformada

Antes de entrarmos na proxima sec¢ao, precisaremos impor algumas condicoes as fun-
¢oes das definigdes (2.1.4) e (2.1.5). Ao estudar as motiva¢des para a origem da Trans-
formada de Fourier e sua inversa, descreveremos da Integral de Fourier que, por sua vez,

exige as condigoes que serao definidas a seguir:

Condigao 2.2.1. Suponha f: R — R nas seguintes condicoes:
i. f é seccionalmente continua em qualquer intervalo finito.

ii. f é absolutamente integravel em (—o0, 00).

Entendemos f seccionalmente continua, como uma funcao f que possui apenas um
namero finito de descontinuidades (todas de primeira espécie) em qualquer intervalo li-

mitado.

Note que, se f : R — C, dizemos que f estd nas condigbes impostas em (2.2.1) se
suas partes real e imaginaria, que sao funcoes de R em R, satisfazem individualmente a
condigdo (2.2.1). Ou seja, se f assumir valores em C, f(x) = g(z) + ih(x), entdo além de

g,h : R — R serem seccionalmente continuas, temos:

[ lataids < o

—00

(2.12)

/_00 |h(z)|dz < 0o

o0
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Note que, para haver Transformada de Fourier e sua inversa, tal como definido em

(2.1.4) e (2.1.5) respectivamente, a condi¢do (2.2.1) é suficiente, mas ndo necessaria.

Se analisarmos a seguir, para uma funcao f ter Transformada de Fourier e sua inversa,
basta que ela seja integravel em (—o0,00). Além do mais, a integral no sentido de Ri-
emman para o intervalo (—oo, 00), implica em uma integral do tipo impropria e com dois

processos independentes de limite, como visto na defini¢ao (2.1.3).

Admita f: R — R, entao dizemos

/: f(@)dz = lim /_JL F(a)da, (2.13)

M,N—oc0

de modo que f s6 precisa ser continua no intervalo [—M, N], exceto, possivelmente, em
um numero finito de pontos. Nesse sentido, notamos um conjunto de fun¢oes muito maior
do que o conjunto das fungoes que satisfazem as condi¢oes em (2.2.1). Como exemplo,
sen(z)/x ,sex #0

0 ,sex =0
cuja integral é convergente, mas nao absolutamente convergente.

podemos citar a funcdo f(x) = , que é seccionalmente continua e

Veremos nas proximas se¢oes ser mais conveniente trabalhar com uma classe restrita
de funcoes, justamente pelas propriedades que suas transformadas apresentaram como

consequéncias dessa restri¢ao.

2.3 Séries de Fourier - Um caso particular da Transfor-

mada

Estudaremos alguns conceitos que nos ajudarao a entender a Transformada de Fourier

dentro de um contexto mais geral.

E relevante a relagdo que a Série de Fourier guarda com a Transformada de Fourier.
Essa relacao se revela como um caso particular da transformada através, por exemplo, da

restri¢do do tipo da fun¢ao f usada nas defini¢bes (2.1.4) e (2.1.5).

Para percebermos isso mais efetivamente, vamos percorrer o caminho inverso, ten-

tando generalizar o conceito j4 bem conhecido da Série de Fourier.



Séries de Fourier - Um caso particular da Transformada

Definigao 2.3.1 (Série de Fourier). Seja f : R — R uma fungdo periddica, de periodo

To. Definimos a Série de Fourier de f(x), como:
% + Z an, cos(2mnéx) + b, sen(2mnéx)], (2.14)
n=1

onde £ = X ¢ a frequéncia fundamental, e a magnitude dos senoides é dado pelos coefici-

To
entes

9 [To/2

ap = — f(z) cos(2mnéz)dz, n=20,1,2...,
To J-1y)2

(2.15)

9 [To/2

b, = — f(z)sen(2mnéx)dx, n=123....
To J-1y)2

Como a fungdo nas defini¢oes (2.1.4) e (2.1.5) assumem valores complexos, é conveni-
ente observar a versao complexa da defini¢ao (2.3.1) acima. Para isso, considere a Formula

de Euler na expressao (2.4).

De (2.4), segue que:

i(2mnéx) —i(2mnéx) i(2mnéx) _ ,—i(2mnéx)
e +e e e
5 ; sen(2mnéx) = 5
1

(2.16)

cos(2mnér) =

Aplicando as expressoes acima em (2.14), podemos reescrever a série da seguinte forma:

1 [e.9]
@ 52_: —Zb z(27rn£m 4= Z an—i—zb ) —i 2Tm£x) (2.17)

E possivel simplificar a expressdo (2.17) manipulando indices negativos:
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9 To/2
a_p = — f(z) cos(—2mn&x)dx
To J-1y)2
= ay, n=1223 ...,
2 T()/2
bop = — f(z)sen(—2mn&x)dx (2.18)
To J-1y)2
o [To/2
= —— f(z)sen(2mn&x)dx
To J -1y )2
= —b,, n=123,....
Portanto:
-1
Zan i(2mnér) _ Z anei(Zfrnch‘) :
(2.19)
00 -1
Zibne—i@ﬂnfm) _ Z Z'bnei(%rnfz) .
n=1 n=-—oo
Substituindo (2.19) em (2.17), temos:
1 o) o0
— —|— 3 2 — iby,) ei2mnée) — HZOO ' 2me) (2.20)

A equacao (2.20) é a Série de Fourier expressa na forma complexa, com coeficientes

também complexos dados pela expressao:

n=0,%1,42,... . (2.21)

Combinando as expressoes em (2.18) com os coeficientes dados na definigao (2.3.1),

temos que

1 To/Q

a, = — f<x>672'27rn£xdx’

To J -1y )2

Note que, a menos do indice n e do fator

n=0+1,42,... . (2.22)

, a integral acima é semelhante com a inte-
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gral que define a Transformada de Fourier na defini¢ao (2.1.4). Analogamente, podemos
dizer que o membro direito da equagao em (2.20) é semelhante a expressao que define a
Transformada Inversa de Fourier na definigao (2.1.5), exceto pelo fato da expressao ser

discreta.

Surge, entao, algumas perguntas naturais, por exemplo, como definiriamos a Série de
Fourier se Ty — oo? Sabemos que se isso ocorrer, as condi¢oes para que haja a Série de
Fourier para funcoes desse tipo nao serao satisfeitas, pois se Ty — oo, entao essa funcao

nao sera periodica.

No entanto, para essas funcoes, é possivel obter um desenvolvimento em forma inte-

gral, chamada Integral de Fourier.

Definicao 2.3.2 (Integral de Fourier). Seja f : R — R, nas condigoes (2.2.1). Definimos

a Integral de Fourier da fun¢ao f(x), como:

jgajLA(w)cosﬁux)%—l?@u)sen(waﬁ]dw, (2.23)

onde w é a frequéncia e os coeficientes sao dados pelas expressoes

Alw) = %/_OO f(t) cos(wt)dt, w =0,
h (2.24)

WV
o

B(w) = %/_OO f(t) sen(wt)dt, w

De modo analogo a Série de Fourier, vamos escrever a Integral de Fourier na forma
complexa. Das mesmas expressoes em (2.16), e combinando as expressoes na defini¢ao
(2.3.2), segue que:

/Ooo [A(w) cos(wz) + B(w) sen(wz)] dw =
1 o] oS
- ;/0 /_Oo f(t)(cos(wt) cos(wz) + sen(wt) sen(wz))dt dw (2.25)

_ %Am/Zf@amwx—mﬁdw
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1 0o oo ‘ '
_ %/0 /OO f(t) [ezw(z—t) +6—zw(m—t)] dt dw

= — et dw+ — / / e @@= dt g

[ e s [ st "
1 Y iw(x—t) 1 ’ > iw(z—t)

= — f(t)e dt dw + — f(t)e dt dw
271— 0 —00 27T —0o0 J —00

1 o o0 )
= o /_ . /_ ) f®)e*@Ddt duw .

Como tltimo passo, podemos fazer:

(2.26)

1 o) [ee) ) ]
) [ /_ ) f(t)e"“’tdt] e . (2.27)

Se trocarmos a varidvel w = 27, entao reescrevemos a expressao anterior como:
oo oo . )
/ { / f(t)e—mffdt] e e (2.28)
—0o0 — 0o

Dizemos entao que a expressao (2.28) é a forma complexa da Integral de Fourier
definida em (2.3.2).

Note que, em (2.28), a expressao dentro dos colchetes é exatamente a Transformada
de Fourier da fung¢ao f(x) e a expressao que a complementa, fora dos colchetes, é a Trans-
formada Inversa de F(€), tal como nas defini¢oes (2.1.4) e (2.1.5). Assim, da expressao
(2.28), temos:

Fe) = [%f@ki%%ﬁ
(2.29)

f() = / " R(©)erede

[e.e]

Portanto, em um contexto geral, vemos que o conceito de Transformada de Fourier,
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bem como sua inversa, podem ser generalizados partindo do conceito de Séries de Fourier,

um caso bem especifico, que s6 funciona para fungoes periddicas em uma situagao discreta.

Note também, que evitamos falar que a Série de Fourier representa a f(x) periodica,
de periodo Tj. Isso porque a representacao, nesse sentido, significa a convergéncia da Série
de Fourier para a fungao f(z), assunto que geralmente envolve estudos das condigoes de
Dirichlet para convergéncia dessa série, bem como o 1° e 0 2° teorema sobre convergéncia

uniforme da Série de Fourier.

Além disso, ainda ha o Teorema de Fourier, que especifica em quais condigoes e para
onde converge a Integral de Fourier ao representar uma classe mais geral de funcoes nao

periddicas.

2.4 Qutras formas de representar a Transformada de

Fourier

Existem outras formas de se representar as transformadas definidas em (2.1.4) e (2.1.5).
Basicamente, todas elas sao consequéncias do tipo de frequéncia que analisamos no tiltimo
membro da igualdade em (2.25); isto é, para "separarmos" as integrais no tltimo membro
de (2.25) podemos usar tanto a frequéncia angular, representada pela letra w, quanto a

frequéncia fundamental &.

A relacao entre as duas é dado pela expressao w = 27, como apresentada na defini¢ao

(2.3.2). Apresentaremos dois modos bastante usados para separar as integrais em (2.25).

1 o 1 ° - -
1° Modo: e “dt| e“ dw, 2.30
V2T /_oo {\/271’ /_oof() } ( )
onde definimos
Fw)= ——= [ fea
W)= —— e ,
V2T J oo

1 - W
flz) = \/—Q_W/—OOF(W)G dw.

(2.31)

Esse modo é o mais utilizado nas literaturas de Analise Matematica e Analise de Fou-
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rier. Ha também literaturas que definem a transformada do seguinte modo:

1 ) ) ' '
2° Modo: —/ [/ f(t)e“”tdt} e“dw,
271— —0o —o

onde definimos
F)= [ rwea

flx) = L /00 F(w)e™*dw.

2 J_

(2.32)

(2.33)

Seja como for, tanto as expressoes no 1° modo quanto no 2° modo sao equivalentes as

defini¢oes (2.1.4) e (2.1.5), bastando apenas que se substitua o uso da frenquéncia angular

w pela frequéncia fundamental &, respeitando a relacao existente entre elas.

Por questao de conveniéncia, manteremos como padrao as expressoes usadas nas defini-

¢oes (2.1.4) e (2.1.5), respectivamente, para a Transformada de Fourier e a Transformada

Inversa de Fourier.



3 Propriedades da Transformada de

Fourier

Definido a Transformada de Fourier, iremos discutir algumas de suas propriedades,
tais como a continuidade e a linearidade, as derivadas de transformacoes, transformacoes
de derivadas e o teorema da convolucao, muito util no estudo da Transformada Discreta

de Fourier.

No entanto, para prosseguirmos o estudo sobre as propriedades das transformadas, de
forma que os resultados obtidos sejam matematicamente tautologicos, necessitaremos de

uma restri¢cao na classe de fun¢oes apresentadas.

Se, na defini¢ao (2.1.4), bastava que que f fosse absolutamente integravel, agora preci-
saremos que ela pertenca ao Espaco de Schwartz, um subespaco das funcoes infinitamente
diferenciaveis, i.e., de classe C*. Nas duas sec¢oes seguintes, apresentamos um estudo al-
gébrico e analitico mais rigoroso sobre a composicao desse espaco, como sendo um espaco
vetorial de fun¢oes que, além de obedecerem a condicao (2.2.1), sdo de decrescimento

rapido.

3.1 Funcoes da Integral de Fourier

Visto as definigoes (2.1.4) e (2.1.5), é natural nos perguntarmos para quais tipos de

’

funcoes a Transformada de Fourier apresenta melhores "condi¢oes" de trabalho.

Como discutido anteriormente, vimos que a condi¢ao (2.2.1) é suficiente, mas nao ne-
cessaria para que ocorra a Transformada de Fourier, i.e., a exigéncia de que a funcao seja
absolutamente integravel nao é essencialmente necessaria. No entanto, buscar restricoes
para as funcoes que definem a transformada, nos permite entender mais claramente a

natureza da propria Transformada de Fourier.

25
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Nesse sentido, admita o exemplo (2.1.1), onde f(x) representa a fungao degrau unita-
rio. Embora f(z) satisfaga a condicao (2.2.1), vemos que a propria F (&) = (2/2n€) sen(27€)
nao a satisfaz. No entanto, é possivel encontrar funcoes cujas transformadas pertencem

ao mesmo conjunto, ou seja, f e F' possuem as mesmas caracteristicas.

Veremos também que, restringindo um pouco mais essas fungoes, encontraremos na
transformacao F|[f] caracteristicas de um Operador Linear, que trara propriedades im-

portantes para o desenvolvimento da Transformada Discreta de Fourier.

Como primeiro passo dessa restricao, considere o conjunto de func¢oes de classe C*
definidas em R e assumindo valores em C, denotado por C*(R;C). E claro que toda
fungdo f € C*(RR; C) é continua, assim como todas as suas derivadas, e tdo logo também

sao fungoes integraveis.

Fica claro que as fungoes de C*(R; C) possuem transformadas, mas estamos procu-
rando uma classe ainda mais restrita de func¢oes. Em particular, procuramos o conjunto
de funcoes chamados de decrescimento rapido, fungoes que, assim como suas deriva-

das, decaem para zero mais rapido do que qualquer polinoémio.

Definicao 3.1.1. Seja f : R — C, infinitamente diferenciavel, tal que:

lim 2" f@(z) =0,

|x|—o00

para todo n,q € IN, onde f9(z) denota a g-ésima derivada de f(z).

Dizemos também que, toda funcao da defini¢ao (3.1.1), é chamada de Funcgao de

Schwartz.

Observe que a definicao acima mostra f e suas derivadas tendem para 0, quando

|z| — oo, mais rapidamente do que poténcias ™, que tendem para o infinito.

Em outras palavras, nas condigdes da defini¢ao (3.1.1), dados n,q > 0, existe uma

constante M (n,q), tal que:

2" @ (x)] < M(n,q), Yz € R. (3.1)

Para ver que (3.1.1) implica em (3.1), note que o limite em (3.1.1) nos permite en-
contrar um N > 0 tal que |2"f@(z)| < 1, para todo |z| > N; mas a funcio z"f(@(z) é

continua e limitada no intervalo [—N, N], ou seja, existe M; > 0 tal que |z"f(@ (x)] < My,
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para todo |z| < N.

Portanto, se tomarmos M (n,q) = max(1, M;), vemos claramente que (3.1.1) implica
em (3.1).

Falta verificar se (3.1) implica em (3.1.1). Se tomarmos n + 1 e ¢ para (3.1), entao
teremos 2" @ (z)| < M(n+1,q), que nos levara a |2" f9(z)| < |z|"*M(n+1,q), como

queriamos.

Essa equivaléncia entre as duas expressoes, nos permite fazer a seguinte proposi¢ao:

Propriedade 3.1.1. Se f : R — C é uma funcdo de Schwartz, entdo 2" f e f(@ tam-
bém sdo de Schwartz. Consequentemente, 2" f@, Vn, g € N, também é uma funcio de

Scwhartz.

E possivel, ainda, reescrever o limite na definicao (3.1.1) utilizando a notacio geral de
polinomios e de operadores diferenciais. Suponha um polinémio p € P,,(R), m € N, e

D™ o operador diferencial da fun¢ao f, n € IN, e f como na definigao (3.1.1), entao

lim p(x)D"f(x) =0. (3.2)

|z|—o0

A proposigao (3.1.1), entdo, nos diz que os operadores diferenciais levam fung¢oes do
conjunto de Schwartz em outras fungoes do mesmo conjunto. Isso nos estimula a pensar
que, se o conjunto das fungoes de Schwartz formassem um espaco vetorial, entao esses
operadores seriam de fato operadores lineares nesse espacgo e, talvez, o mesmo poderia

ocorrer com as integrais, em especial, com a Transformada de Fourier.

Mas, outra questao que deve ser discutida antes disso, é o fato das funcoes de Schwartz

satisfazerem a condicao (2.2.1).

Propriedade 3.1.2. Seja f : R — C uma func¢ao de Schwartz. Entao f(z) satisfaz a
condigao (2.2.1).

Demonstracao. Assegurada a hipotese, pelo fato de f ser continua em cada intervalo
[—M, N], tem-se que f é limitada e integravel e, portanto, |f| também é integravel nesse

mesmo intervalo.
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Para provar a convergéncia da integral impropria de f, vamos usar a expressao (3.1)

3

comn = 2e q=0. Obtemos a seguinte majora¢ao:

/ |f(z)|dx < M(2,0)/ 2| 2dx = 2M (2,0). (3.3)
|z|>1 |z|>1
Portanto,
oo 1
/ | (a)|dz < / F(2)|dz + 2M(2,0) < oo. (3.4)
—00 -1
O

Vamos analisar outra propriedade muito importante das func¢oes de Schwartz, que

também facilita o estudo da Transformada de Fourier.

3.1.1 Funcoes de Suporte Compacto

Algumas func¢des de Schwartz ainda revelam a propriedade de Suporte Compacto.

Definicao 3.1.2. Seja f : R — C. Definimos como Suporte Compacto de uma fung¢ao o

conjunto:

supp := {x € R|f(x) # 0}, onde a barra indica o fecho do conjunto.

Essa propriedade, na verdade, é referente ao dominio das funcoes analisadas. Por

exemplo:

] ~ 0, se v <a ou x>Db,
Exemplo 3.1.1. Considere a fun¢ao f(x) = T
e @a? (a-b)? se a <x <b,

onde —0c0 < a < b < oo.

O suporte compacto da fun¢ao f(z) acima é o intervalo [a, b], exatamente o fecho do

conjunto de pontos onde a func¢ao nao assume valores nulos.

Fica claro, também, que o calculo da Transformada de Fourier de fun¢oes com suporte
compacto elimina os processos de limite impostos pelas integrais indefinidas e, uma vez
seccionalmente continua no intervalo [a, b], onde esta definida, basta que se integre a fun-

¢ao com relacao a esse intervalo.
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Em particular, algumas fungoes de Schwartz sao periodicas tais que, para um inter-
valo fechado contido no periodo, a funcao assume valores nao nulos e, assintoticamente,
os valores assumidos sao nulos. Como exemplo, considere a funcao definida no exemplo

(3.1.1) tomando a = —b; a fungdo fica, entdo, com suporte compacto em [—b, b].

Na préatica, isso significa que a integral em (2.1.4) pode ser escrita na seguinte forma,

para uma funcao f de Schwartz com periodo 2a, como dito anteriormente:

/OO e f(x)de = /—a e f(x)dx + /a e 2T f(x)dw + /00 e T f(x)dx. (3.5)

e} —0o0 —a

E claro que a primeira e a terceira parcelas do lado direito da igualdade (3.5) escondem
um processo de limite, afinal, sao integrais impréprias. No entanto, vemos que ela possui

suporte compacto apenas no intervalo [—a, a]. Assim, podemos escrever (3.5) como:

a

/OO efigﬂgl‘f@,)dx _ / e*iZﬂ'fl‘f(x)dx + / eii%&f(x)dx. (3.6)
—o0 lz|>a —a

A expressao / e~ 278 f(1)dx pode ser definida quando observado o comportamento
|z|>a
assintotico de f que, nesse caso, possui valores nulos quando aplicamos o limite da inte-

gral imprépria. Portanto, facilitando ainda mais a obtencao da transformada através da

exXpressao:

/OO e~ 2T f (1) da = /a e~ f (1) d. (3.7)

o0 —a

Podemos concluir, portanto, que o conjunto das Func¢oes de Schwartz é ideal para se
estudar Transformada de Fourier, especialmente para aquelas que sao peridédicas ou sé

possuem suporte compacto.

3.2 Espaco de Schwartz

Na se¢ao anterior, definimos as fun¢oes de Schwartz em um subconjunto de C*(RR; C).

Agora veremos que, na verdade, esse subconjunto é um espaco vetorial sobre C.
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O que faremos agora é definir o conjunto das Funcoes de Schwartz, e mostrar que ele

esta contido propriamente em C*(R;C).

Propriedade 3.2.1. Se L(RR) é o conjunto das Fungoes de Schwartz, entao L(R) &
C>*(R;C).

Demonstragao. A defini¢do (3.1.1) mostra que: Vf € L(R) = f € C*(R;C). Portanto,
fica demonstrado que L(R) C C*(R;C).

Falta provar que L(R) # C*(R;C), ou seja, que L(RR) esta contido propriamente em

C>(RR; C). Para isso, considere a func¢ao f(x) = isen(z).

Esta claro que f € C®(R;C), verificamos entdao que o limite na definigao (3.1.1) é

equivalente a:

lim p(z)f9(z) = lim (14 |z|)™|isen'?(z)| = oo, (3.8)

para todo m € IN e todo ¢ € IN.

Portanto, existe f € C*(R;C) tal que f ¢ L(R), logo L(R) # C*(R;C) e, assim,
demonstramos que L(R) & C>*(R; C).
O]

Nao é dificil ver que o conjunto dos elementos em C*(RR; C), munidos com a soma e
a multiplica¢ao usuais, formam um espaco vetorial sobre o corpo C. Demonstraremos o

seguinte:

Propriedade 3.2.2. (L(R),+,.) é um subespaco vetorial proprio de (C*(R;C),+,.),

sobre o corpo C.
Demonstracao. Embora todo subespacgo vetorial seja um espacgo vetorial, iremos utilizar
o teorema equivalente para demonstrar o subespaco:

1. Elemento Neutro: Seja O(x) a funcao identicamente nula. Note que:

lim (1+ |2))™|O09 (z)| = | llim (14 |x[)™0 = 0.
T|—o0

|x|—o00

Logo, O(x) € L(R) para todo m € N e todo g € IN.
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2. Combinacdo Linear: Seja f,g € L(R). Queremos provar que (af@ + Bg@) €
L(R), para todo «, f € C, ou seja:

Va,B € C: ‘llim (1+ |z)™|afD 4+ BgD| =0, (3.9)

para cada m,q € IN.

Mas, pela desigualdade triangular e da hipotese, o limite em (3.9) pode ser majorado

por:

dim (14 )™ (| f 9] +18119']) <

(1ol oty ) + i 1510+ 1) "15 ) =0

Ou seja, (3.9) é majorada por um limite convergente em 0. Portanto, Vo, 5 € C,
(af@ + Bg@) € L(R), para cada m,q € IN.

Logo, dos itens (1) e (2), fica provado que (L(R),+,.) é um subespago vetorial proprio
sobre o corpo C .

]

Corolario 3.2.1. (L(R),+,.) é um espago vetorial sobre o corpo C, denominado Espago
de Schwartz.

Demonstracio. E imediato, uma vez que todo subespaco vetorial é um espaco vetorial. [
Corolario 3.2.2. O Espaco £ de Schwartz, é um espaco vetorial sobre o corpo R.
Demonstracao. Também é imediato, afinal R C C. O

Portanto, note que a Integral de Fourier estd definida sobre um espago vetorial. Isso
enriquece muito o estudo e o tratamento da Transformada de Fourier que, entre outras

propriedades que serao estudadas a seguir, ¢ uma transformacao linear.

Para todas as propriedades discutidas a seguir, considere F[f](§) = F(§), onde f € L.

3.3 Transformada como Transformacao Linear

Usamos amplamente essa propriedade nos dois primeiros exemplos do calculo de Trans-
formadas de Fourier. A linearidade das transformadas esta intimamente ligada a lineari-

dade da integral, que é uma transformacao linear.
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Teorema 3.3.1. Seja f : R — C, f € £. A Transformada de Fourier F'(£) é uma

transformacao linear, tal que,

F : L — C*®(R;C) satisfaz

(3.10)
Flaf + Bg] = aF|[f] + BFlg], Va,B € C, Vf,ge L
Demonstra¢ao. Considere, Vo, f € C, com f,g € L, queremos provar:
Flaf + B9l = aF[f] + BFlg]. (3.11)
De fato,
Flaf+p9= [ ¥ laf(a) + sylo))ds
= oF[f]+ 5Flgl.
Portanto, F é uma transformacao linear.
m

3.4 Transformada de Fourier da derivada

Na linguagem popular, dizemos que a Transformada de Fourier "destréi" derivadas.

Observe o teorema a seguir:

Teorema 3.4.1. Seja f: R — C uma funcao de L, entao

FID"f] = (i2r€)" F[f), (Vn)(n € N). (3.13)

Demonstracao. A prova segue facilmente por inducao em n. Para n = 1, temos

| e s — e s izng [ e e = (1209 FA- (3:14)

o0
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A peniltima igualdade segue de integracao por partes. Repare que a expressao

e~ 26 f ()| é nula, uma vez que f € L por hipitese.
Suponha que (3.13) vale para n — 1, mostraremos que vale para n:
FID"fI(§) = FIDD " )(E) = (2n) FID" f](€)
= (i2m§) (i2m&)" "' F[£1(€) (3.15)

= (i2m)" FLf1(£).

3.5 Derivada da Transformada de Fourier

Teorema 3.5.1. Se f : R — C for uma fun¢ao de L, entao F|[f] sera infinitamente

diferenciavel, e:

D¢ Flf] = Fl(—i2mz)" f(2)]. (3.16)

Demonstra¢ao. De modo analogo a demonstra¢ao do Teorema (3.4.1), aqui a demonstra-

¢ao também segue por inducao em n. Faremos para n = 1:

DIFIIE) = Db [ e payds

[e.9]

- / " DY () d
- (3.17)

= /_OO (—i2mz)e "™ f(x)da

o0

= Fl(—i2mx) f(2)](E).

Supondo que (3.16) vale para n — 1, mostraremos que vale para n:
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DgF(fI(€) = De(D L)
= Dg(F[(=i2ma)" ' f(2))(§)) = Fl(—i2mz)(—i2rx)" "' f(2))(§)  (3.18)

= F[(—i2mz)" f(2))(£).

3.6 Transformada como Operador Linear

Até agora vimos que a Transformada de Fourier é uma transformacao linear. Veremos

a seguir que, na verdade, a transformada é operador linear no Espaco de Schwartz.

Para demonstrar esse teorema, usaremos duas proposicoes acerca do decrescimento

rapido das funcoes de Schwartz, discutidas com detalhe na secao 3.1.

Teorema 3.6.1. Se f : R — C é uma fungao de L, entao F[f](£) também sera uma
funcao de L.

Demonstra¢ao. Usando o Teorema (3.4.1) e o Teorema (3.5.1), temos

§"DEFf] = €M Fl(—i2ma)" f] = Fl(—i2m D)™ {(—i2mx)" f }]. (3.19)

Mas, pelas proposigoes (3.1.1) e (3.1.2), a expressao (—i2wD,)™ {(—i2wx)" f} estd em
L e o primeiro membro da expressao (3.19) é limitado pois, pelo Lema de Riemann-
Lebesgue (Apéndice A),

lim £"DEF[f|(§) = lim F[(—i2nD,)"(—i2mz)" f(2)](§) = 0. (3.20)

€00 |§| =00

Portanto, F[f](§) € L, como queriamos demonstrar.

3.7 Limite e Continuidade

O teorema a seguir nos ajuda a compreender um pouco mais a natureza do decresci-

mento rapido que acompanha as transformadas de funcoes que pertencem ao Espaco de
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Schwartz.

Para demonstra-la, também usaremos o Lema de Riemann-Lebesgue, enunciado e de-

monstrado no Apéndice A.

Teorema 3.7.1. Seja f: R — C, f € L. A transformada F({) é continua e se anula no

infinito:

lim F(£) =0.

|§]—o0

Demonstrag¢ao. Sobre a continuidade de F', o teorema (3.6.1) mostra que F(§) € L, desde
que f € L. Entao, pela hipotese, F'(£) é de classe C*, logo, continua.

Tomaremos um intervalo [—a, a] e reescreveremos F'(£) como:

/ N e f(x)de = / e 2 () + / f(z) dz. (3.21)

oo —a |z|>a

Para demonstrar que F'(£) se anula no infinito, considere o intervalo dado anterior-

mente e um € > 0, tal que:

€

/||> f@)ldr < & (3.22)

No entanto, o corolario (A.0.1), do Lema de Riemann-Lebesgue, assegura que:
a

lim e~ 27 f (1) dx = 0. (3.23)

gl—00 J_q

Portanto, para algum |£| > &, pelo mesmo lema e de (3.22), temos

F(©)| < ‘ [ e i

+/|m|>a |f(x)] dx < e. (3.24)

Ao aplicarmos o limite na desigualdade anterior, obtemos:

dado € > 0, 3¢, tal que |lim F(&) =0. (3.25)

&|l—oo
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]
3.8 Transformada da Translacao
Teorema 3.8.1. Se f: R — C é uma funcao de L, entao:
Flf(x = a)](€) = e F[£](€). (3.26)
E, analogamente:
Fle?me f(x))(€) = FIfI(E — a). (3.27)

Dizemos que (3.26) é uma transla¢ao com respeito ao tempo, e (3.27) é uma transla¢ao

com relacao a frequéncia.

Demonstra¢io. Primeiramente, demonstraremos (3.26). Para demonstrar essa proprie-

dade, usaremos usaremos uma mudanca de varidvel em f e =277,

Fie—al© = [ e -

[e.9]

_ / 6—1’271'{(93-1-(1) f(l’)dl’
- (3.28)

€—i27r§a /'OO e—i27r§xf(x)dx

oo

e PO Ff1(8)-

De modo analogo, se usarmos a relacao de transformada inversa, demonstraremos

(3.27):

o0

FIFE- )= [ e F(¢ - a)d = ¢ f(a). (3.9

[e.9]

]

3.9 Produto e Transformada de Convolucao

Antes de tratarmos diretamente do Teorema da Convolucao, descreveremos sobre al-

guns aspectos importantes do Produto de Convolucao, sobretudo devido a sua importancia
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no desenvolvimento da versao discreta da Transformada de Fourier.

Definigao 3.9.1 (Produto de Convolugao). Sejam f,g: R — C. Definimos o produto de

convolugao da fungao f(z) pela g(y) como

(f * 9)a / f(@ — v)g(y)dy (3.30)

Em particular, se f,g € L, entdo a integral da definigdo (3.9.1) converge uniforme-

mente, pois:

(f + ' I |czy\ <o, (331)

onde M = sup |f(z)|, Vz € R.

A seguir, analisaremos alguns exemplos de Produto de Convolugao para que depois

possamos explorar sua utilidade na aplicacao de Transformadas de Fourier.

Exemplo 3.9.1. Considere as seguintes funcoes:

1 L, |z| <

f@)_{o, 2] > 0 ’g<x>_{o, ] >0 (3.32)

Agora, precisamos calcular a integral da defini¢ao (3.9.1) para as fungoes f(x) e g(x)

m (3.32). Observe que a integral é calculada para a expressao:

flx—y)g(y). (3.33)

O que nos leva a funcao:

. (3.34)
0, |[z—y/>0

ﬂx—wdwz{

Desde que a variavel de integracao seja ¥y, o parametro x é uma constante. Note tam-
bém, que a fungao degrau f(x — y) possui um centro em z, assim como ¢(y) possui um

centro em 0.
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Mas, se variarmos a constante x em relacao ao dominio da funcao f, teremos uma
sequéncia de fungoes f,(x, — y) cuja area abaixo do seu grafico sera sobreposta a area

abaixo do grafico de g(y) somente para alguns indices n, tais que —2 < z,, < 2.

Em outras palavras, ao variar o centro = da fungao f(x — y), criaremos a impressao
de "deslocamento" da funcao degrau ao longo da abscissa, de modo que as éareas de g(y)
e f(x —y) serdo sobrepostas no instante em que z estiver contido no intervalo fechado

[—2,2], um subconjunto do dominio.

Observe a figura (3.1). Comparamos a sobreposigao das fun¢oes g(y) e f(x —y), para
quatro valores distintos de z.

1
0.89 0,8
1
0.6 0,6
]
0,4 0,41
]
021 02-
1

T T T T T 1 T T T 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

(a) ’ (b) ’

— f12y) — g B2y e
1
0,8" 0,8"
]
0:67 067
|
0.4 0:4-1
]
0.2 02
1

-1 0 1

(c) »’ G . »’

Figura 3.1: Graficos de g(y) centrado em y = 0 (Eq. 3.32), e f(x — y) centrado em: (a)
v=-3(b)r=—3(c)z=75; (d) v =}

O que foi discutido acima, fornece subsidios para a nocao intuitiva do significado da
integral da fungdo em (3.34). Nesse sentido, a convolugdo, i.e., a funcdo integral, € uma

fungao que mede a variagdo da area abaixo do grafico da equagao (3.34), com relac¢ao ao
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parametro x. Ao calcularmos a convoluc¢ao, temos:

2—|l", |x|<2
(f + )z / fl@—y) )dy—{ AN (3.35)

O grafico da convolucao (3.35) esta ilustrado na figura (3.2).

)

Figura 3.2: Fungao Triangular (Eq. 3.35)

Na figura anterior, percebemos que convolugao (3.35) possui amplitude A = 2, definida

para valores no intervalo fechado [—2,2].

Exemplo 3.9.2. Considere as funcoes:

1, Jz] <1

3.36
0, |z|>1 (3.36)

f(x) = cos(x) , g(x) = {

Como no exemplo anterior, precisamos calcular a funcao que serd integrada ao apli-

carmos a defini¢do (3.9.1):

£l = y)g(y) = { s (3.37)

Analogamente a observacao anterior, o termo x na func¢ao integrando é constante em

relacao a variavel de integragao y.
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Aplicando a integral da defini¢ao (3.9.1) para a funcao em (3.37), obtemos a convolu-

(f *g)(x) =sen(x + 1) —sen(z — 1). (3.38)

Os graficos das fungoes (f * g)(x), f(x) e g(x) estao dados na figura (3.3).

[— ow 1) 2]

Figura 3.3: Produto de convolugao (f * g)(z), f(z) e g(z)

A proposicao a seguir merecera uma observacao mais cuidadosa antes de sua demons-

tragao.
Propriedade 3.9.1. Se f,g € L, entao f*g € L.

Precisaremos observar duas ocorréncias. A primeira diz respeito a diferenciabilidade

de fungoes do tipo:

G(z) = /OO f(z,y)dy, (3.39)

considerando f : I x R — R uma funcao continua, I C R, com derivada parcial

fe: I x R — R também continua.

Se supusermos que a integral abaixo seja convergente



Produto e 'Transformada de Convoluc¢ao

/ " ey | (3.40)

entdo, podemos afirmar que a funcdo integral G(z) em (3.39) é derivavel, e possui como

derivada a expressao em (3.40).

Em particular, temos

D" (f # g)(x) = / 5@ — y)g(y)dy, (3.41)

uma vez que a integral acima converge uniformemente em —oo < x < 00, pois

|f"(x —y)g(y)| < Milg(y)l, (3.42)

considerando M; = sup | f™ (x)].

A segunda ocorréncia, é conhecida como Formula de Leibniz:
Lema 3.1 (Formula de Leibniz). Seja f,g € L. Para m > 0, entao
m - m k m—k
x (f*g)zz<k)(:rf)*(l’ 9)- (3.43)
k=

0

F isso ocorre, pois

™ (f xg) = /OO " f(x —y)g(y)dy

o0

(3.44)

o k=0

_ /_Oo 3 ( TZ ) (x —y)*flz—y)y" " g(y)dy.

Discutido essas duas ocorréncias, podemos demonstrar a proposi¢ao (3.9.1).

Demonstra¢ao. (Demonstragdo da Proposi¢ao (3.9.1)) Devemos provar que z™D"(f *
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g)(x) € L. Mas se usarmos a Formula de Leibniz e a expressao (3.41), teremos

Z"D"(f x g)(a) = Y ( " ) @D 1) * (@) (3.45)

m
k=0

No entanto, a proposi¢ao (3.1.1) nos garante que tanto (x*D"f), quanto (z™ *g),

estao em L. Portanto, 2™ D"(f * g)(x) € L, demonstrando a proposi¢ao.
]

De modo geral, a proposi¢ao (3.9.1) em conjunto com os demais teoremas visto neste
capitulo, garante que a Transformada de Fourier de uma convolugao é uma funcao de
Schwartz, se a propria convolucao for uma funcao pertencente ao espago de Schwartz. Ou
seja, a transformada continua sendo um operador linear, mesmo quando observamos o

teorema a seguir:

Teorema 3.9.1 (Teorema da Convolugao). Sejam f,g: R — C fungdes de L, entdo:

F1f +g1(&) = FLfE)Flgl(E)- (3.46)

Demonstragao. Mudando a ordem de integracdo e usando o teorema (3.8.1):

_ / Z { / Z e (g _ s)dx] o(s)ds

- /OO (e F[f1(6)) g(s)ds (3.47)

—00

A= [ e [ IR s>g<s>ds] dr

]

Além do seu importante aspecto teérico, o Teorema da Convolucao nos traz uma
enorme praticidade no calculo de transformadas de funcoes que sao obtidas por uma
convolugao, uma vez que transformam uma integral aparentemente complicada na multi-

plicacao simples das transformadas desses sinais continuos que compoem a convolucao.
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Exemplo 3.9.3. Considere as fun¢oes f(x) e g(z) do exemplo (3.9.1).

1 1, |z| <1

B .zl <1 B <
f(ﬂf)—{O’ 2] > 0 ,9(96)—{0’ >0 (3.48)

Ainda do exemplo (3.9.1), sabemos que a convolucao (f*¢g)(z) é dada pela expressao:

hz) = (f*g)(x / flx—y) )dy—{Q_m’ ol <2 (3.49)

0, |z|>2

Note que o lado direito da expressao (3.49) é semelhante (a menos da amplitude e
intervalo de definigao) a fun¢ao do exemplo (2.1.2), cuja Transformada de Fourier é dada

pela expressao:

_cos\me) — 4 (3.50)

Esperamos, portanto, que a Transformada de Fourier de h(z) seja semelhante também

a expressao (3.50).

Por outro lado, o teorema (3.9.1) nos assegura que podemos poupar o trabalho de cal-
cular a convolugao h(zx), para depois calcularmos sua Transformada de Fourier, bastando

que calculemos as transformadas de f(z) e g(z).

Conhecemos as transformadas de f(z) e g(z) pelo exemplo (2.1.1). Seja, entao, F'(§)
e G(§) tais que:

Flg - 2225 Glo) - 22 (3.51)
Pelo teorema, temos
FIR(E) = F©)G(E) = S2m) (352)
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cos(4m€)—1
— e

Considere a seguinte identidade trigonométrica: sen?(27¢) = . Se a usarmos

na equacao (3.52), obtemos:

_cos(4mf) — 1

MO ==y

(3.53)

Observe que, como esperado, o Teorema da Convolugao garante a transformada (3.53)
a proporcionalidade com relagdo a amplitude e & frequéncia da fungao triangular (3.49).

Essa proporcionalidade também pode ser observado comparando os graficos das figuras
(2.1.2 (b)) e (3.4).

A figura (3.4) exibe o grafico da transformada H (), dada pela expressao (3.53).

—7 LI(3)

Figura 3.4: Transformada de Fourier (Eq. 3.53)

Brigham (1974, p. 60) sistematiza o uso do Teorema da Convolucao, discutida no
exemplo (3.9.3), através da ilustragdo na figura (3.5). Para isso, ele considera as fungoes
degrau h(t) e z(t), com parametros no tempo ¢, de amplitude A, definidas no periodo Tj

e com frequéncia f.

Nos proximos capitulos, estudaremos a Transformada Discreta de Fourier e os algo-
ritmos que compoem o objeto central de estudo desse trabalho, as transformadas rapidas

de Fourier.

Esse estudo torna-se mais facil & medida que conhecemos a definicao analitica e as

propriedades da Transformada de Fourier, vistas nesse capitulo.
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I nin | with

CONNVOLUTION

| 1) | X1

T, AT,
MULTIPLICATION

]’l'; f 2 '

Figura 3.5: Sistematizagao do uso do Teorema da Convolugao. (BRIGHAM, 1974, p. 60).



4 Transformada de Fourier Discreta

4.1 Teorema da Amostragem

Considere a funcao f : R — C. Na maioria das situacoes, a funcao f serd amos-
trada em um eventual intervalo em seu dominio. Seja T" € R a diferenca entre amostras

consecutivas. Entao, calculamos pontualmente a amostra fazendo:

fo = F(ET), k=0,+1,42,... (4.1)

onde T também é chamado de taza de amostragem; se a taxa de amostragem ¢ medida

em segundos, por exemplo, entao Tk sera o niimero de amostras tiradas a cada segundo.
Para calcularmos uma aproximacao discreta da funcao f como um todo, através de

(4.1), é necessario usarmos a nogao de impulsos equidistantes. Em particular, para o

mesmo intervalo 7" em (4.1), podemos escrever a fungao A : R — R, tal que:

Az) = i d(x — kT), keZ, (4.2)

k=—00

onde §(z) é a fungao Delta de Dirac.

Uma aproximacao discreta para f, contendo suas amostras, pode ser escrita como:

F@)A@) = S FRD)5(@ — kT), (4.3)

k=—o00

Para toda taxa de amostragem 7, hd uma frequéncia especial f. chamada frequéncia

critica de Nyquist, onde:

fom—. (4.4)

46
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Para nao confundir com a nossa notacao, embora nao seja usual, faremos: &. = f..

A frequéncia critica de Nyquist é importante por duas razoes distintas, porém, relaci-

onadas. A primeira delas, é o conhecido teorema da amostragem:

Teorema 4.1.1 (Teorema da Amostragem). Seja f : R — C uma funcao continua. Se

L
2T

para todo [£] > &, FI(§) =0, entdo f(x) é unicamente determinada pela expressao:

f(z) for amostrada a uma taxa T e sua frequéncia tiver magnitude inferior a £. = ie.,

27 (z — kT))
w(x — kT)

fao) =T 3 f1) ™2

k=—o00

Demonstracao. Em outras palavras, o teorema nos diz que, dado um sinal continuo cuja
frequéncia seja limitada no intervalo (—¢&.,¢&.), é possivel representé-lo com erro nulo

através das amostras discretas fy.

Com base nisso, e sabendo que as Transformadas de Fourier de um sinal sao determi-
nadas de modo biunivoco, basta compararmos a transformada inversa de uma funcao F(§)
qualquer, com a transformada inversa da mesma F'(£), mas, amostrada. Se a igualdade

se revelar verdadeira, provamos o teorema.

Para isso, seja F'(§) a transformada de Fourier de uma fun¢ao f : R — C, continua

em seu dominio, com & € (—¢,,&,.), satisfazendo as condigbes do teorema.

Por outro lado, do Teorema da Convolugao em (3.9.1), temos que a transformada da

fungdo de f(z), amostrada a uma taxa 7" de seu dominio, é dada pela equacao:

Flf(@)A(z)] = F(&) * FIAI(S). (4.5)

Note que: F[F[A]] = A(z), onde A(x) é definida pela expressdo em (4.2).

Considere, também, a func¢ao degrau Q(§) de amplitude 7', de modo que a igualdade

abaixo seja verdadeira:

F(&) = (F(&) x FIA[(€)) Q(E). (4.6)
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Ainda do Teorema da Convolucao (3.9.1) e da expressao acima, temos:
FIF|(x) = F(F(&) = FIA|€)QE)] (z)

= f(x) = [f(x)A@)] * q(x)

= fle)= Y [fRT)(x — kT)] % q(x)
h=eo (4.7)

= flx) =Y f(kT)g(x — kT)

k=—00

L= TS D) Se“[i?f{xk;fm

k=—o00

]

Note que, em termos de frequéncia, dizemos que o teorema (4.1.1) s6 vale para fungoes
continuas cuja frequéncia satisfaca —&. < & < &, em particular, chamamos essas fungoes

continuas de frequéncia limitada.

O segundo fato é a discussao que envolve as func¢oes continuas que nao sao de frequén-
cia limitadas. Se, eventualmente, nao considerarmos a condicao da limitacao de frequéncia
da fungao e aplicarmos o teorema (4.1.1), teremos que toda magnitude da frequéncia de
f(z) fora do intervalo (—¢&., &), que é nao nula, sera falsamente "traduzida" para a amos-

tragem, distorcendo seu verdadeiro valor. Esse fenomeno é chamado de aliasing.

Podemos nos convencer disso se observarmos, por exemplo, as funcdes 271t e gi2mét
que terao exatamente a mesma amostra em um intervalo 7' se, e somente se, & e & di-
ferirem por um multiplo de 1/7, que é exatamente a largura da frequéncia no intervalo
(=&, &:). Do contrario, teremos frequéncias sobrepostas, i.e., com valores diferentes para

0 mesmo intervalo 7.

No entanto, podemos contornar o efeito de aliasing se soubermos o limite natural da
frequéncia da funcao que queremos amostrar, ou ainda, impormos um limite para essa
frequéncia através de filtros de sinais. Um desses filtros é a conhecida funcao degrau
unitario (2.5), cuja escolha do dominio para quais os valores de sua imagem sejam um,

definem a limitagao na frequéncia observada.
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Existe, na verdade, um conjunto de técnicas para a limitacao de frequéncias de sinais
dados por funcoes que chamamos de janelamento de sinais, parte integrante de uma teoria

mais geral denominada Andlise de Sinais.

Retomaremos brevemente esse assunto no final do proximo capitulo (segao 5.4), depois
de definirmos a Transformada Rapida de Fourier, devido & necessidade trabalharmos com

janelas de amostras e possiveis erros de calculo numérico.

4.2 Desenvolvimento Teodrico

Considere a funcao f : R — C, continua, e a sua Transformada de Fourier F. Para
discretiza-las, primeiro é necessirio preparar uma amostra de f; a amostra pode ser
escrita como f(x)Ag(x), onde Ay é uma fun¢ao impulso, como definido em (4.2). A taxa

de amostra é T' € R. De (4.3), a amostra da funcdo f é dada por:

f(@)Do(z) = fla) Y S(z—kT)= )  f(KT)S(x —kT), (4.8)

k=—o00 k=—o00

No proximo passo, a amostra da funcao calculada acima é truncada pela multiplicacao

com a funcao retangular ¢, definida como:

1 T <x <1 L
g=1{ ¢ T srtsheT o (4.9)
0, caso contrario

onde Ty é a "duracao" da funcdo de truncamento. Note que a funcdo ¢ nao é centrada em

0 nem em %; o fato de nao ser centrado em 0 é para nao deixar confusa a notacao que

adotamos, e o fato de nao ser centrado em % se tornard mais claro no desenvolvimento

que faremos adiante.

Ainda assim, o truncamento assegura:

T

f(@)Ao(t)g(x) = p  f(KT)o(x — kT), (4.10)

e
Il

onde assumimos que ha N impulsos equidistantes entre o intervalo de truncamento, i.e.,
— T
N =%.
O proximo passo na modificacao da funcao f, continua, em sua equivalente discreta,
para que possamos aplicar a transformada, é utilizar a equagao (4.10). Para tanto, preci-

samos da convolugao de (4.10) com a fungdo A;, dada pela equagao:
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Ai(z) =T, i 3z —rTp). (4.11)

r=—00

Temos, entao:

=

[f(@)Ao(z)g()] * Ay (z) = [ - FRT)S(x = KT) | % |To > 6(x —rTo)
= 4T Z_f(kT) §(x + Ty — rT)
. (4.12)
=Ty ST PR 0o — KT)
+ T - fET) 6(x =Ty —7T) +---

Note que a equacao (4.12) é periodica, com periodo Tp, e pode ser reescrita como:

00 N—1

fla) =T > Z_ F(ET)6(x — kT — rTy) | . (4.13)

Usamos a notacao f(x) para dizer que a expressao em (4.13) é uma aproximacao de
f em T,

Podemos, agora, justificar a escolha da funcao retangular (4.9) usado no efeito de
truncamento. Note que o resultado da convolugao em (4.13) é uma fun¢ao periodica com
periodo T que consiste de N amostras. Se a funcao retangular é escolhida de modo que
o valor da amostra coincida com cada ponto final da funcao retangular, entao a convolu-
¢ao da funcao de truncamento com os impulsos espacados em T resultarao no efeito de
aliasing. Isto é, o N-ésimo ponto do periodo coincidird com o primeiro ponto do préoximo
periodo. Para garantir que esse efeito de aliasing nao ocorra, é necessario escolher o in-

tervalo de truncamento tal como é dado pela fun¢ao ¢ em (4.9).

Enfim, para desenvolver a ideia de uma transformada de Fourier para a equagao em

(4.13), é necessario buscar a relacdo que a Transformada guarda com a Série de Fou-
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rier, discutida no capitulo (2). Dizemos que a Transformada de Fourier de uma fungao

periddica f é uma sequéncia de impulsos equidistantes:

F ( n) = i ad(§ — n&o), §o = i, (4.14)

TO n=—oo TO
onde
1 (To-T/2 _ '
o, = — f(x)e~#mme/To gy n=0,+1,+2, ... (4.15)
To J 12

Substituindo (4.13) em (4.15), temos:

1 TofT/Q 00 N-1 )
ap = — To Z FT)o(z — KT — rTy) | | e 2mme/Toqy, (4.16)
TO —T/2 r=—oo \ k=0
de modo que:
N-1 To—T/2 ' N-1 '
a, = > f(kT) / O(x — kT)e e/ Tody = = f(kT)e~ > T/T, (4.17)
k=0 -T/2 k=0
Se To = NT, entao (4.17) pode ser escrito como:
N-1
an = f(kT)e 2N, (4.18)
k=0

e a Transformada de Fourier da equacao (4.13) seré:

co N-1

P (%) = 3 N fkT)e N, (4.19)

n=—o0 k=0

Numa observagao rapida da expressao em (4.19), nao fica 6bvio que a transformada
F(n/NT) possui somente N valores complexos distintos computaveis. Afim de esclarecer

esse fato, seja n = r, onde r € Z é arbitrario, entao temos em (4.19):

=

P (%) -2 F(ET)e—i2mkr/N. (4.20)

B
Il
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Agora, facamos n = r + N; note que:

ei2k7r(7“+N)/N _ eiZkﬂ'T/Nef’L'Qkﬂ _ e*’iZTFT/N. (421)

Desde que: e 2™ = cos(2km) — isen(2kn) = 1, Vk € Z, temos:

F 7'+N . N=
NT N -

0 k=0

—_

N-1
—i2kn(r+N)/N  _ —i2knr/N  _ (T
F(ET)e N F(kT)e P (NT) .

Portanto, ha somente N valores distintos para o qual a expressao em (4.19) pode ser
calculada; F(n/NT) é periodica com N amostras. Equivalentemente, podemos expressar

a Transformada de Fourier em (4.19) como:

=z

~ n .
ja (—) _ Tei2kmn/N —0.1....N—1. 422
NT - f(k )6 5 n 07 , , ( )

e
Il

A equagdo em (4.22) é a expressdo geral para Transformada de Fourier Discreta.
Essa expressao relaciona N amostras de tempo e N amostras de frequéncia através da
transformada continua. Assim, vemos a transformada discreta como um caso especial da

transformada continua.
Veremos alguns exemplos utilizando um algoritmo computacional simples, com base

na equagao (4.22), para calcular a transformada discreta de fung¢oes continua. O algoritmo

encontra-se no apéndice.
Exemplo 4.2.1. Considere a funcao f : R — R, tal que:

F(&) = cos (%%) , (4.23)

com N = 256 e T' = 0,25. Queremos:
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31
~ n ‘
F() = Z £(k0, 25) [cos(2kmn/256) + i sen(2kmn,/256)] n—0.1,... 255

(4.24)
As amostras de f(x) estao ilustradas nos grafico abaixo.

0,54

-0,54

oo oo oo oo R} oo oo oo

oo oo oo oo 00 [eXe) oo oo

00 00 00 00 00 00 [e]e]
e @ @ @ © ® : 8
0 50 100 150 200 250

1B 8

[ o Amostras de f(x)]

Figura 4.1: Amostras de f(x) (Eq. 4.23)

Por sua vez, as Transformada de Fourier Discreta (TFD) de f(z), esta ilustrada no
grafico abaixo. Note que separamos a parte real e a parte imaginaria da transformada,

embora isso nao seja perceptivel na ilustracao devido a proximidade dos pontos.

30

204

T T T T T T
0 50 100 150 200 250

| o Parte Imaginaria ° Parte Reall

Figura 4.2: Transformada de Fourier Discreta da eq. (4.23)

No gréfico acima, a parte real da TFD para (4.23), reflete exatamente os pulsos que

3

definem a Transformada de Fourier analitica de (4.23).
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Observe mais um exemplo:

Exemplo 4.2.2. Considere a funcao f : R — R, tal que:

flx) =™, (4.25)
com N =256 e T = 0,25. Queremos:
n 31
. (@) = ) f(k0,25) [cos(2kmn/256) + i sen(2kmn /256)] n=0,1,...,255.
k=0
(4.26)

16 ]
14
0,8 0.8
o
°
0,6
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0.6-° ]
0,4
. i
0,2
0,4+
o
0
°
029, -0,2-
9 i
% -0,4-
0 T T T T T ' T T T T T
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
| ° Amostras de f(x)l b | o Parte Imaginaria ° Parte Reall
() (b)

Figura 4.3: (a) Amostras de f(z) (Eq. 4.25); (b) TFD da eq. (4.25)

Vale lembrar que a TFD de sinais continuos sempre contém sua respectiva parte real

e parte imaginaria, mesmo que uma delas seja nula.

Loégico que, computacionalmente, é mais facil manipular este sinal decompondo-o em
dois outros sinais - a saber: parte real e imaginaria - por motivos que ficarao mais claros

na proxima secao.

4.2.1 Inversa da Transformada de Fourier Discreta

A Inversa da Transformada de Fourier Discreta é dada pela equacao:
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Para demonstrar que (4.27) é de fato a transformada inversa da expressao (4.22),
substituiremos (4.27) em (4.22):

. N-1[ 4 N-1 .
o — _ nll 2mrk/N —i2mnk/N
F(NT) [N F(NT>€ ]e
k=0 r=0
(4.28)
| Nl N—1
— ( ) i2mrk/N _—i2mnk/N F( )
e e
N &~ po NT

A identidade anterior é conseguida se observarmos a seguinte relagao de ortogonali-

dade:

Nt N ser=mn
z :6127r'rk/N6—127mk/N — ) o (429)
— 0, caso contrario

Dessa forma, fica demonstrado que a expressao dada por (4.27) é a inversa discreta da

transformada.

Como exemplo, veremos as transformadas inversas das TDF calculadas nos exemplos
(4.2.1) e (4.2.2), respectivamente.

Analogamente ao algoritmo anterior, o algoritmo computacional para a transformada
inversa é calculada com base na equagdo (4.27), e encontra-se disponivel no apéndice deste
trabalho.

No entanto, ha uma diferenca: enquanto que no algoritmo anterior precisaivamos ape-
nas das amostras de f, nesse algoritmo precisamos das amostras da fungdo F'(n/(NT)),
uma func¢ao complexa.

Consideramos, entao, conhecidas a parte real e imaginaria que compoem F. Assim,

temos:

P = () ()
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De certo modo, nos exemplos anteriores, fica também justificada a escolha de calcular
o sinal da TFD separando-a em dois outros sinais, justamente para que possam servir de
amostras para o calculo da transformada inversa e outras possibilidades de calculo, por

exemplo.

Exemplo 4.2.3. Considere conhecida a parte real e imaginaria (Figura (4.2)) que com-

poem a Transformada de Fourier Discreta de (4.23).

Sabemos que o par de transformadas sao obtidas de modo tinico. Portanto, espera-

se que a transformada inversa das fungoes expostas nos graficos da figura (4.2), seja
f(ET) = cos(2n KT).

De fato, serd exatamente essa a funcao calculada pelo algoritmo, se substituirmos a

expressao em (4.30) em (4.27). Observe o grafico:

148 ® ® & ® & ® & q

o oo oo od oo oo [ee} oo of

o oo oo (eX0) oo oo oo oo o

o o o |0 o O o O o 0 o O o O o O

b (e le] o0 (e Jte] Qoo o Q o0 (e lale] oo

[e}e] op [e}e] [eXe] O O [e o] (e} e] [e}e]
o0 op 00 [o]e] (oo} [e]e}

0o 0o
—1—| @® Q'f @ B @® @ ® @

T 7
0 50 100 150 200

| ©  Transformada Inversa Discreta|

Figura 4.4: Transformada Inversa da Fourier Discreta Eq. (4.23)

Exemplo 4.2.4. Considere conhecida a parte real e imaginaria (Figura (4.3) - (b)) que

compoem a Transformada de Fourier Discreta de (4.25).

Do mesmo modo, como no exercicio anterior, esperamos que a transformada inversa

das funcdes expostas nos graficos da figura (4.3), seja f(kT) = e=(KT),

Novamente, esta serd a funcao calculada pelo algoritmo, observe:
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Figura 4.5: Transformada Inversa da Fourier Discreta Eq. (4.25)

Essa técnica da decomposicao do sinal da transformada em dois sinais distintos tam-

bém é amplamente usada como recurso computacional para o cédlculo das transformadas
rapidas de Fourier, objeto de estudo do proximo capitulo.



5 Transformada Rapida de Fourier
FFT

Para desenvolvermos uma teoria sobre a transformada rapida de Fourier (FFT), nédo
precisamos necessariamente de um conhecimento profundo sobre a construcao de algorit-

mos. No entanto, requer que dominemos o que foi discutido no capitulo anterior.

Isto, porque a FFT é um método bem especifico para se calcular uma série de pontos,
tal como nos diz (4.22), mais rapidamente do que outros algoritmos disponiveis para esse

tipo de série numérica.
Nesse sentido, nossa discussao se dard no aspecto computacional do algoritmo FFT,

explorando justificativas e motivagoes matematicas, através da fatoracao de matrizes, re-
cursividade de funcoes e técnicas algébricas de indexacao.

5.1 Formulacao Matricial

Considere a seguinte nota¢ao para a mesma igualdade em (4.22):

N-1
Ze”’f”’“/Nf k), n=0,1,...,N—1 (5.1)
=0
Note que: trocamos kT por k, e n/NT por n.
Para facilitar a notagao no desenvolvimento a seguir, facamos:
W = e /N, (5.2)

Perceba, também, que a equagao (5.1) descreve N equagoes de N parcelas cada. Para

analisar a expansao da expressao (5.1), observe o exemplo a seguir.

28



Formulacao Matricial

Exemplo 5.1.1. Suponha que N = 4; temos de (5.1) que:

F(0) = fO)W? + f(HWO + fJW + f(3)W?,
F(1) = O + FOW + FW? + )W, 53
F(2) = fO)W° + f(l)W (2)W + @)W,
F(3) = fOW? + fOW? + f(2)WE + fFB)W?.
Podemos representar mais facilmente as equagoes em (5.3) na forma matricial, se
fizermos:
F(0) wo wo wo wo £(0)
F(1) _ wo wt w2 ws f(1) (5.4)
F(2) wo w2 w* we f(2)
F(3) wo w? weé w? f(3)

Observando o exemplo anterior, notamos que podemos representar a expansao de (5.1)

como em (5.4), mas na forma matricial compacta, como:

F(n) = W™f(k). (5.5)
Observe que, se seguirmos a expansao em (5.5) estritamente, teremos:
(N)(N —1) adi¢oes complexas, (5.6)
(N)? multiplica¢oes complexas. '

Desse modo, qualquer algoritmo que execute essa expansao teria complexidade na or-
dem de O(N?). Os melhores algoritmos para FFT sdo aqueles que reduzem o ntiimero de

adicoes e multiplicacoes e, portanto, sua ordem de complexidade.

No entanto, a partir da expressao (5.5) é possivel desenvolver varias abordagens mate-
maticas para a elaboragao de algoritmos de FFT e, entre os mais estudados, estao aqueles
que possuem a menor complexidade algoritmica, tais como os métodos fornecidos por
Danielson-Lanczos, Cooley-Tukey, Sande-Tukey. Esses dois ultimos foram estudados em
meados da década de 60, enquanto Danielson e Lanczos desenvolveram um método no

inicio dos anos 40.

Nosso proximo objetivo é discutir as motivagoes e a origem dos dois primeiros algorit-

mos.
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5.2 Algoritmo Danielson-Lanczos

Danielson e Lanczos perceberam que a expansao das equagoes em (5.1) sempre pode-
riam ser re-organizados de forma a separarem as parcelas de acordo com os fatores f(n),

respeitadas algumas condicoes.

Em geral, note que se os pontos de entrada N forem sempre da forma 27, v € IN—{0},
sempre haverd um ntimero par de parcelas e de equacoes. Na verdade, mais do que isso,

temos o seguinte lema:

Lema 5.2.1 (Danielson-Lanczos). Seja N = 27, onde v € IN — {0}. Entao podemos

escrever a Transformada Discreta de Fourier do seguinte modo:

N_q N_q
2 2
F(n)= e~ f(2k) + wn Z e~ f(2k+1)
k=0 k=0 (5.7)

— Fpar(n> _'_ Wn Ffmpar(n).

Demonstragao. Seja N da forma 27, com v € IN— {0}, de acordo com a hipotese do lema.
Entao podemos dividir a soma em (5.1), cujo tamanho é N, em duas somas menores de
tamanho (N/2):

N-1
F(TL) — Z e—iZﬂnk/Nf(k>

k=0
N/2-1 N/2—1

_ Z €—i27rn(2k)/N f(Qk?) + Z 6—z’27m(21€+1)/N f(2k’+1)
k=0 k=0 (5.8)
N/2-1 N/2-1

_ Z 6—i27rn(2k)/N f(Qkf) + Wwn Z 6—i27rn(2k)/N f<2k’+1)
k=0 k=0

— Fpar(n) 4 Wn Fimpar(n»
O

A principal utilidade do lema (5.2.1) ¢ dividir a transformada discreta em dois com-
ponentes - par e fmpar, respectivamente - que também sao Transformadas Discretas de

Fourier, embora tenham a metade do tamanho original de N.
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Nesse sentido, observamos que a necessidade de N = 27, uma poténcia de 2, é impe-
rativo. Sem essa restricao sobre os dados de entrada, nao seria possivel haver a divisao

exata de N tal como o lema Danielson-Lanczos nos revela.

Antes de discutirmos mais profundamente o que de fato queremos com o lema (5.2.1),

veja um exemplo onde o aplicamos:

Exemplo 5.2.1. Suponha, novamente, N = 4. Note que, de acordo com a hipotese do

lema, temos que v = 2. Entao, podemos escrever:

F(n) = FP(n) + W"F™ (), n=0,1,2,3. (5.9)

Fazendo,

1
(n) =Y e f2k) + W Ze (2k + 1). (5.10)
k=0

k=0

Desenvolvendo a expressao anterior, temos:

F(0) = [E°F(0) + €/ (2)] + WO (1) + S (3)],
P(1) = [2£(0) + e 222 + WHLS(1) + e 224 (3)], _
P(2) = [E°(0) + e 2 F(2)] + WELS(1) + e 2 (3)] |
F(8) = [E°F(0) + e A (2)] + WS (1) + e 20 f(3)]

Trocando as exponenciais pelo termo W, e aplicando as distributivas, temos que:

F(0) = WOf(0) + W2 F(2) + WOF(1) + WOF(3),
F(1) = WOF(0) + W2F(2) + W' f(1) + W[ (3), (5.12)
F(2) = WPf(0) + WHf(2) + W2 (1) + WOf(3),
F(3) = WPf(0) + WOF(2) + W3F(1) + W (3).

E se temos os valores de f(n), n = 0,1,2,3, obtemos entdo os valores numéricos das

transformadas discretas.

Note que, exceto pela ordem das parcelas e fatores, as equagoes em (5.12) sdo iguais
a (5.3).

Outro ponto de discussao importante, e que na verdade é o foco principal do desenvol-
vimento do algoritmo baseado no lema (5.2.1), é a possibilidade de se aplica-lo de forma
recursiva. De fato, se recorrermos ao lema uma segunda vez, o tamanho original de N
sera reduzido & N/4 e, se aplicarmos uma terceira vez, reduziremos para N/8 e assim

sucessivamente.
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Observe que ha um padrao na recursividade, podemos dizer que:

Propriedade 5.2.1. Se ¢ for o namero de recorréncia da aplica¢ao do lema (5.2.1) e N
o tamanho original dos dados de entrada (N satisfazendo as hipoteses do lema (5.2.1)),

entao o tamanho de N a cada o recorréncia sera:

N

> (5.13)

E féacil perceber que a recorréncia s6 é possivel enquanto o < 7 e, que 0 caso mais

interessante, ocorre quando o = .

Em outras palavras, a recursividade nos permite quebrar cada componente par e impar

da transformada discreta em mais outras duas componentes par e impar, respectivamente.

Para o = 1, observe que:

F(n) = F*(n) + 1/[/2"71"Fiml°m”(n)7 n=0,1,...,N —1. (5.14)

Agora, para o = 2, podemos fazer:

{ Foor () Fiparlipar] (n) + WZnF[par][impar](n) (5.15)

Fimpar(n) _ F[l’mpar][par] (n) + W2nF[impar][1’mpar] (TL)

Combinando as equagdes (5.15) e (5.14), e simplificando a notagao fazendo [par| = P

e [impar| = I, temos:

F(n) = [FPP(n) + W2 FP L (n)] + W™ [FP(n) + W FH(n)]. (5.16)

Onde as expansoes dos termos que se iniciam com par, sao obtidas observando somente
a primeira parcela da equagao no lema (5.2.1), substituindo k por 2k, no termo que termina

em par, e por 2k + 1 no impar. Fazendo isso, teremos:

FPP(n) = 3" e ™55 f(2(2k) = Y e 2™ f(4k)
k=0 k=0
2 (2k41) < o (akt2)
W2 EP () = 3 e 2R o0k 4 1) = Y e 2N fak42) - (5:17)
k=0 k=0
|
_ W?n Z 6—i27rn%f(4k + 2)
\ k=0
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De modo analogo, para resolver as expansoes dos termos que se iniciam com impar,
analisaremos somente a segunda parcela da equagdo no lema (5.2.1), substituindo & por

2k no termo que termina em par, e por 2k + 1 no impar:

( %_1
F'P(n)y =" e ™% f(4k + 1)
k=0
&1 |
. 2(2k+1 . 4k+2
W2nFII(n) — eszTrni( N+ >f(2(2k i 1) + 1) — 67127”1( J )f(4]€ 4 3)
k=0 k=0
-1
. 4k
— W2n efz27rn%f<4k 4 3)
\ k=0

(5.18)

Para ilustrar a recursividade em (5.16), vamos usar o exemplo (5.2.1).

Exemplo 5.2.2. Suponha N = 4, entdo v = 2. Vamos aplicar o lema (5.2.1) com o = 2.

Observe que o comprimento de N ¢ 4/2? = 1, "eliminando" o efeito do somatoério em

k, ou melhor dizendo, fazendo k = 0 para qualquer n. Entdo, de (5.16):

F(n) = [f(0) + W™ f(2)] + W"[£(1) + W™ f(3)]. (5.19)

Paran =0,1,2, 3, teremos:

F(0) = [(0) + WP (2)] + WOLF(1) + WOF(3)]
P(1) = [£(0) + W2 (2)] + W'F(1) + W2F(3)], 520
F(2) = [£(0) + W*(2)] + W2F(1) + W),
F(3) = [1(0) + WOF(2)] + W3F(1) + WPF(3))

Note também, que as equagbes anteriores sdo iguais as calculadas em (5.12), com

o=1.

Além de ilustrar a recursividade para ¢ = 2, o exemplo anterior também ilustra o caso
onde ¢ = 7, e a consequéncia desse fato é justamente a independéncia que a transfor-
mada discreta ganha com relagao ao termo k. Logico que, quanto maior for v empregado
no calculo de N, maior serd o grau o de recursividade do lema Danielson-Lanczos para

obtermos a independéncia do termo k.
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No entanto, os ganhos ainda sao enormes ao compararmos a complexidade desse algo-

ritmo baseado no lema (5.2.1), com os de complexidade O(N?).

Se repararmos nas expressoes geradas pela recursividade, onde ¢ = v, com N = 27,
para algum v € IN — {0}, notaremos que sempre havera N multiplicagdes e adi¢oes com
termos complexos, mas o que muda é a quantidade de execucoes dessas operacgoes, que sO

aconteceram o vezes.

Podemos dizer, entao, que a complexidade do algoritmo de Danielson-Lanczos ¢ de
ordem O(No), ou mais precisamente, se observarmos que o = logs N, termos que a com-
plexidade é de ordem O(N logs N).

Nosso proximo passo, também se origina da discussao do v = o. Como sabemos,
quando isso ocorre, as transformadas discretas tornam-se independentes de k, fazendo

com que as componentes pares e impares dependam apenas de f(n). Em outras palavras:

(3n) (0 < n < N — 1), tal que  FPIPTIP-IPIIP _ 05y (5.21)

Um tnico n, porque a Transformada de Fourier é obtida de modo tinico. A questao

principal é como relacionar uma sequéncia de P’s e de I’s com um tnico n.
Uma resposta vem do proprio método de Danielson-Lanczos ao separar as componen-
tes da transformada discreta em pares e impares, fazendo as respectivas substituigcoes do

argumento k das funcdes f, ora por 2k, ora por 2k + 1.

Observe a seguinte tabela obtida do exemplo (5.2.2), em comparagdo com a equagao

(5.16):

Tabela 5.1: Indexacao Binaria

Transformada | Dependéncia f(n)
FPP f(0)
FP f(2)
P f(1)
F1 f@3)

Se reescrevermos a sequéncia de P’s e I's, fazendo P =0 e I = 1, e os valores numé-
ricos assumidos por n para a base binaria, conseguiremos uma relacao biunivoca entre a

nova sequéncia e os novos valores assumidos por n.
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Tabela 5.2: Método bit-reverse para N = 4

Transf. Indice Bin. | Dependéncia f(npinario)
P 7(00)
PO 7(10)
F1 F(01)
F f(11)

As duas tabelas acima sao equivalentes.

Note que F'% depende somente de f(00), onde npingrioc = 00. Observe também, que

’

F° depende de f(10), npinario = 10 correspondente a n = 2.

Aliés, esse padrao consiste em inverter os bits da sequéncia de P’s e I’s para obter o
Nico Npinario, argumento da funcao f da qual depende a transformada. Esse método é

chamado de bit-reverse.
De modo simples, invertendo os bits de npinaric = 00, entao teremos que F%° = f(00);

se invertermos os bits de npinaric = 01, entdo teremos que F°' = f(10), e assim sucessiva-

mente. Observe a tabela para N = &:

Tabela 5.3: Método bit-reverse para N = 8

Transformada | Transf. Indice Bin. | Dependéncia f(npinario) | Dependéncia f(n)
FPPP FOOO f(ooo) f(o)
FPPI 001 £(100) f(4)
FPIP 010 f(010) f(2>
FPII FOll f(llO) f(6)
FIPP FIOO f(O()l) f(l)
FIPI F101 f(l()l) f(5)
FIIP FllO f(Oll) f(g)
FI Flil f(lll) f(7)

Esse método pode ser usado para qualquer N satisfazendo as condigdes do lema (5.2.1)

e o =n1.

Vejamos alguns exemplos utilizando os algoritmos de Danielson-Lanczos desenvolvido
na linguagem Fortran77 e no programa de Maple®, com linguagem computacional sim-

bolica. Ambos algoritmos encontram-se nos apéndices D e E, respectivamente.

Exemplo 5.2.3. Considere a fungao f : R — R, continua:

f(z) = cos(2mz), (5.22)
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com N =4e¢T =0.25.

As amostras recolhidas da funcao, sao exibidas no gréafico abaixo:

04 —

c o o o O 9 o O

1 2 1 ']

Figura 5.1: Eq. (5.22): Amostras através do Fortran77

Com estes parametros, calculamos a FFT para a funcao acima e obtemos os seguintes

resultados ilustrados nos graficos abaixo:

0,8
0,6
0,4

0,2

Figura 5.2: FFT para Eq. (5.22): (a) Resultado obtido no Fortran77; (b) Resultado
obtido no Maple®

Calculamos também, a FFT para mesma funcao apresentada, mas com N = 64 e
T = 0,25. Observe:
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0,8

0,6

0,4

0,24

Figura 5.3: FFT para Eq. (5.22): Resultado obtido no Maple®, N =64 e T = 0,25

Veremos um segundo algoritmo para a FFT que parte da mesma problematizagao

apresentada inicialmente pela formulacao matricial da Transformada Discreta de Fourier.

5.3 Algoritmo Cooley-Tukey

Antes de desenvolvermos uma base tedrica mais geral para o algoritmo de Cooley-
Tukey, considerando N = 27, estudaremos alguns casos especificos partindo de N =4 e

N = 8 com o objetivo de explorar e justificar a ideia principal desse método.

Vamos, entao, definir algumas notagoes com as quais trabalharemos ao longo desta
secao. Considere o seguinte reajuste na notacao da Transformada de Fourier Discreta
dada em (5.1), utilizando o termo W"*:

N-1

F(n) =Y W fy(k), n=0,1,...,N—1, (5.23)
onde W = e=27/N,

Na discussao desse método, precisaremos utilizar a base teorica do bit-reverse para os
argumentos k e n com a finalidade de calcular as transformadas a partir (5.23). Mas, por

enquanto, vamos apenas apresentar as notacoes.

Para isso, assumimos N = 4, portanto 7 = 2, e representaremos k e n na forma binaria

com 2 bits cada:

k=0,1,2,3 — k= (ki, ko) = 00,01, 10, 11,
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n=20,1,2,3 — n = (ny,no) = 00,01, 10, 11.

De forma compacta, podemos escrever k e n da seguinte maneira:

{ k= 2k + ko, (5.24)

n = 2n1 + ng.

Os tnicos valores que cada k; e n;, j = 0,1, podem assumir ou serd 1 ou 0.

Usando a representacao em (5.24), podemos reescrever (5.23) para o caso N = 4,

comao:

1 1

nl, Tlo Z Z fo ]{71, ko 2n1+no 2k1+k0). (525)

ko=0 k1=0

Note que a quantidade de somatorios em (5.25) agora depende intrinsecamente do

valor de + para poder ordenar os bits da representagao binaria de k.

Agora, considere o termo WP. Sabemos que, se W = WaeW? entio:

W(2n1+n0)(2k1+k‘o) W(2n1+n0)2k1 W(2n1+n())/<:o

— [W4TL1]€1]W27L0]€1W 2n1+n0 k()
— 2ok Cratnolko (5.26)

Note que o termo no colchete representa a unidade:

WA A e, (5.27)

Portanto, a equagao (5.25) pode sera escrita como:

171
F(ni,mg) = Z [Z Jo(ka, k?o)W%Okl] Py ratrolko, (5.28)

k1=0

A equagao anterior representa toda a fundamentacao desse método para o calculo da
FFT. Para ilustrar esse ponto de vista, consideremos cada somatério em (5.28) individu-

almente. Primeiro, vamos analisar a mais interna delas:
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f1(7l0, /fo) = Z fo(klyko)W2n0k1~ (5-29)

k1=0

Expandindo as equacoes em (5.29), temos:

£1(0,0) = £5(0,0) + fo(1, 0)W?,
f1(071) :f0(071>+f0(171)wo7 (5 30)
fi(1,0) = fo(0,0) + fo(1,0)WW?, '
f(1,1) = fo(0,1) + fo(1,1)W2.
Escrevendo as equacoes anteriores sob a forma matricial, temos:

£1(0,0) 10 wWe 0 f0(0,0)

A0, 1) | |01 0 wo fo(0,1)

A0 | |10 W2 o0 fo(1,0) (5:31)

fi(1,1) 01 0 W? fo(1,1)

Por sua vez, analisaremos o somatorio mais externo, escrevendo-o em funcao de
f1(no, ko). Fazendo

1

fz(noml) = Z fl(n07k0)W(2m+no)kO, (5-32)

ko=0

obtemos, de modo analogo, a forma matricial das equacoes expandidas em:

f2(070) 1 WY 0 0 fl(0,0)
f0,1) | |1 W2 0 0 £(0,1)
Lo | o 0o 1 wt £(1,0) (5.33)
f2(1,1) 0o 0 1 W3 A1)

Antes de prosseguirmos com o desenvolvimento teorico, repare no resultado da multi-

plicagdo das matrizes quadradas dadas em (5.33) e (5.31), respectivamente:

1 W 0 o0 10 WO o 11 1 1
1 W20 0 01 0 WwWo 1 w2 wo w2

- (5.34)
00 1 WH|]|10 W2 o0 1wt w2 ow?
00 1 ws|[l0o1 0 W2 1 w3 w2 wh
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E possivel mostrar que a matriz obtida em (5.34) é equivalente a matriz quadrada na
expressao (5.4) através de duas relacoes de equivaléncia, a saber: (a) classes de equiva-

léncia geradas pelo resto da divisdo de nk por N e (b) a linha-equivaléncia de matrizes.

Lema 5.3.1. Seja n,k € {0,1,...,N —1}. Se W = ¢~?"/Nentio:

Wnk _ W(nk)mod(N). (535)

Demonstragao. Isso na verdade ocorre pela natureza trigonométrica do termo W. Seja n

e k como no enunciado do lema, e r € {0,1,..., N — 1} tal que:

r = (nk)mod(N). (5.36)

Entao, do algoritmo da divisao, temos

('q)(¢ € N) tal que nk = gN +r. (5.37)

Para provar o lema, entao, basta mostrar que a igualdade abaixo ocorre:

W =wr. (5.38)

Por outro lado, de (5.37):

Wk — N+ — e[ CFR) (e ] _ —izem —i2n g (5.39)

E, desde que: ¢ € N = 74" = 1, entao:
Wk = =278 = W, (5.40)
O

De fato, o lema nos permite separar o fator nk em classes de equivaléncia de 7, onde

r € {0,1,..., N —1}. Observe, por exemplo, que o proprio valor maximo assumido por
nk, (N —1)(N —1) = N2 — 2N + 1, pertence a classe 7 = 1.

Nesse sentido, o termo W5 em (5.34) é equivalente ao termo W', quando N = 4, pois
5€ 1.
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Assegurado os resultados do lema, e usando a linha-equivaléncia entre matrizes para

trocar a linha 2 pela 3, teremos de (5.34):

1 1 1 1 WO WO WO Wo
1wl w2 oW WO Wl w2 Wi
1T w2 wo w2 | | w0 w2 w4t we (5.41)
1 wE w2 W Wo W3 We WO

Posto isso, dizemos que houve uma fatoragao da matriz (5.41) em duas matrizes qua-

dradas nas respectivas expressoes em (5.31) e (5.33).

A ideia principal do algoritmo de Cooley-Tukey é exatamente essa, ao fatorar a matriz
quadrada de (5.4) na multiplicagdo de duas matrizes, como em (5.34), aliado ao uso do
método bit-reverse para os somatoérios, reduzimos a complexidade do algoritmo para a

ordem de O(N LogaN), como no algoritmo de Danielson-Lanczos.

Retornando ao problema principal, analisando (5.33), dizemos que a transformada

discreta é dada pela expressao:

F(ni,n0) = fa(no,nq). (5.42)

Isto é, a transformada discreta é obtida de um somatério na ordem reversa de bits,

com respeito aos valores de F'(nq,ngp).

As equagodes a seguir resumem a formulagao original para o caso N = 4 do algoritmo

de Cooley-Tukey, de carater recursivo:

(

1
fl(no, k’o) = Z fo(k’l, k‘o)WQnokla

k1=0

1
Falno,ma) = > fi(ng, ko) WEmimolko,
ko=0

F(ni,ng) = fa(no,n1).

(5.43)

\

Vejamos um outro caso.

Exemplo 5.3.1. Suponha N = 8, portanto v = 3. Neste caso, temos que:
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De (5.23), temos:

1
F n27n17n0 E E

n = 4ny + 2n1 + ny,
k = 4ky + 2k + ko,

1

ko=0 k1=

Fatorando o termo WP:

W(4n2 +2n1+no)(4ka+2k1+ko) —

0 0

X W(4n2+2n1+n0)k0

Observe que W8 = 1, entdo teremos:

W(4n2+2n1 +’no)4k2 —

W(4n2+2n1 +n0)2k1 —

|:W8(2n2k’2 ] [WS n1k2 ] W4 ’nokg) — W4(’n0k2)
8(n2k1 (2n1+n0 2]6‘1 _ (2n1+n0)2k1
(W |w =W

n; = 0 ou 1,
ki:Ooul.

Fatorado o termo WP, podemos reescrever (5.45) como:

F(nanyi,ng) =

X W(2n1+n0)2k1 W(4n2+2n1+n0)k0

Que nos leva ao conjunto de equagcoes:

;

\

S (no,khko

fz(no,nhko) =

f3(n07 ny, n?) -

F(”Zy ny, nO) -

Z fo(ka, ky, ko) WAnokz),

ko=0
1

k1=0
1

ko=0
f3(n07 niy, nZ)-

Z f2(no,n1>k‘0)W(

Z f1(no, ky, ko)W @Enatno)2ks

4dna+2n1+no)ko

1
E fO /{:2,]61, ko 4n2+2n1+no)(4k‘2+2k1+k0).
ko=

W(4n2 +2n14n0)4dks W(4n2 +2n14n0)2k1

> kom0 Sk Doka—o Jo(ka, i, hig) W A0R)

9

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)
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5.3.1 Generalizacao para Cooley-Tukey
Até agora discutimos o algoritmo Cooley-Tukey para os casos particulares N = 4 e

N = 8. Agora, desenvolveremos um resultado mais geral para o caso N =27, v € N—{0}.

Assim como foi feito em (5.24), escreveremos n e k de modo generalizado, fazendo:

(5.50)

n=2"1n,_ 1 +27"n 5+ ...+ n,
k=2"7"1ky 14272k, o+ ...+ k.

Note que a quantidade de bits empregada na numeragao binaria de n e k depende

essencialmente de +.

Com o uso dessa notac¢ao, podemos reescrever (5.23) com a forma:

1 1 1

F(?’L,y_l, Ny—2,... ,7’1,0) = Z Z . Z f(k*y—ly k,',y_g, ceey k’o)Wp, (551)

ko=0k1=0  ky_1=0

onde

P = (2771717_1 + ...+ no)(Q'Y*lky_l + ...+ ko) (552)

Desde que Wt = WeW?, entdo teremos que:

Wp — W(walnpy_1+...+n0)(2771k7_1)W(2771n7_1+.,.+n0)(2772k.,_2)

X ... x W nrtednoko (5 53)

Precisamos fatorar o termo W, como fizemos em (5.46). Se, a principio, consierarmos

o primeiro fator do lado direito de (5.53), teremos:

W@Wiln“kl+'--+”0)(2V71kw—1) = W2”f(2v*2n«,71kw—1)} |:W27(27*3n«,72kw71)
X ... X WQW(”lkwfl)Ww—l(nok%l)

= W2 (k1) - (5.54)
Lembrando que a unidade sob o termo W ocorre quando:

W =WV = [em 2NN = 1, (5.55)
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E, de modo andalogo, se considerarmos o segundo fator, temos:

W(2’**1n7,1+...+n0)(2'“2k7,2) — W27(2773n771k772)i| |:W27(2774n"/*2k7*2)

X .. x Wk ) 22 (n0ky —2)

= W2 k2 Cnutno) (5 56)

Continuando esse processo até que o ultimo fator em (5.53) seja analisado, de (5.51)

teremos:

F(n'yflan'nya"'?nO): ZZ Z fO Y- 17 y— 27"'7k0>

=0k1=0 1=0
o0 ko (5.57)
W2 n()k’y 1 W2 k7,2(2n1+n0) .

X

% W(Q'V_ln7,1+27_2n7,2+...+n0)k0.

Esta equagado, assim como a (5.28) para o caso N = 4, constitui a ideia principal para

o desenvolvimento do algoritmo de Cooley-Tukey para o caso geral N = 27.

Se desenvolvermos cada um dos v somatorios, de forma individual, no final do processo

teremos um conjunto de equagoes que nos revelara a Transformada Discreta de Fourier:

fl(n(],k'y—27-..,k0) - Z fO y— 17 - 27,_.’/{;0)W2W_1(”0k771)

’Ylo

fo(no, i, ky—s, ... ko) = Z Fi(no, ky—a, ... ko)W Ram2mitno)

720

—1 —2
f’Y(n07 niy,... 7n’Y—1) = Z f’Y—l(nOa ni, ..., kO)W(Q'Y my=1 27 g2t )o
ko=0
\ F(n"/—lanw—Qa"wnO) = f’y(n(),nla"')n"/—l)

(5.58)

Assim como observamos no algoritmo de Danielson-Lanczos, a formulagao (5.58), co-
nhecido como algoritmo de Cooley-Tukey, possui v equacoes que representam as N equa-
¢oes do problema original em (5.5). Note que, de (5.58), ha somente uma soma e uma

multiplicacao com termos complexos e, portanto, no conjunto geral do algoritmo podemos



Janelamento de Sinais e os efeitos de Leakage

ver que ha N~ multiplicagoes.

Em outras palavras, observamos que a complexidade do algoritmo em (5.58) é de or-
dem O(N7), ou de modo geral, O(N log,N).

No proximo topico, trataremos do efeito de leakage e da necessidade de uma escolha
criteriosa no janelamento de fung¢oes (ou sinais) para a realiza¢do bem sucedida da FFT,

independentemente do método escolhido para calcula-la.

5.4 Janelamento de Sinais e os efeitos de Leakage

Nos exemplos utilizados durante todo esse capitulo, as funcoes periddicas possuem um
numero inteiro de ciclos no periodo de observacao das amostras e, assim, suas respectivas

FFT foram calculadas para essas amostras bem comportadas.

Na tentativa de contornar os efeitos de aliasing, por exemplo, podemos limitar a
frequéncia do sinal amostrado através de sua multiplicacao pela funcao (2.5), que se
enquadra como filtro ou um janelamento desse sinal. Em alguns casos, a utilizacao de
certos filtros aliado ao tempo de observacao do sinal, pode revelar outro tipo de efeito: o

efeito de leakage.

Basicamente, o leakage é um efeito que traduz de forma erronea as frequéncias nao
exatas de um sinal, dentro de um periodo onde ele é amostrado, quando sua transformada

de Fourier é calculada.

Para entendermos melhor esse efeito, considere uma fungao senoide com um ntmero
inteiro de ciclos dentro do periodo observado. O grafico desse senoide é representado a

seguir:

a o5 1 1.5 2 2.8 a 35 4 a5 5

Figura 5.4: fungdo y = 2sen(27z) com ntimero inteiro de ciclos.
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Observe que o periodo no qual o sinal é observado - e que seus valores sao amostrados

- contém um numero inteiro de frequéncias. Sua FFT é representada pelo gréafico abaixo:

2.5 1 v - -1

1.5

0.5¢

Oty
o

Figura 5.5: FFT da funcao senoide.

Considere, por sua vez, a mesma fungao senddica observado no grafico (5.4), mas com

um numero nao inteiro de ciclos dentro do periodo observado, e sua FF'T, ambas exibidas

pela figura (5.6) a seguir.

30

ol ---Elﬁmmnmnnu LB 1P P 9| YL LS YR R L B
(b) o 5 0 1a i) 25

Figura 5.6: (a) fun¢do com um nimero nao inteiro de ciclos. (b) FFT da fungao sendide.
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Comparando as duas FFT, notamos que ha um ruido na transformada rapida da fun-
¢cao cujas amostras sao colhidas em um periodo que contém um niimero nao inteiro de
ciclos. No entanto, se ambas sao a mesma funcao, apenas com o periodo de observacao
diferente, entao suas FFT deveriam ser iguais.

Note que a amplitude mais alta no grafico (5.4) chega ao valor de 2 pontos, enquanto
o efeito leakage faz com que a frequéncia mais alta exibida no grafico (5.6), item (b),
chega proximo a 1,4 pontos. Essa reducao é ocasionada devido a distribuicao indevida de
energia da raia com maior amplitude as raias adjacentes, que passam de quase nulas no

primeiro grafico para valores consideravelmente altos, como demonstrados anteriormente.

Esse é o efeito de leakage, que é evidenciado pela utilizacao de um filtro inadequado
para o sinal, no caso, a fungao degrau (2.5). Entretanto, muitas vezes a escolha do periodo
de observacao do sinal é uma condicao experimental imposta devido aos mais diversos fa-

tores, e o surgimento do leakage se torna inevitavel.

Podemos, contudo, minimizar os efeitos de leakage escolhendo um janelamento mais

adequado. A seguir, mostraremos a fungao que define a janela Hanning.

Definicao 5.4.1 (Fun¢do Hanning). Considere uma amostra com tamanho N. Para essa
amostra, a funcao Hanning é dada por:

1 2mn
~(1- = —0.1,...N—1
h(n) = 2< (N)) PR T (5.59)

0, caso contrario.

O grafico da fungao Hanning esta representado na figura a seguir:

1

0,81

0,6

0,4

0,24

0,2 0,4 0,6 0,8 1
tempo

o

Figura 5.7: grafico da fun¢ao Hanning.
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Ao aplicarmos a janela Hanning na fungao exibida pelo grafico (5.6), item (a), com
um numero nao inteiro de ciclos, obtemos uma nova FF'T com reducao consideravel nos
efeitos de leakage. E possivel observar, inclusive, que a maior amplitude se aproxima a

1,8.

il {
O T T T e TR T IS LR TP A P T P T P A VP o (R o AL
o 5 10 16 20 25 30

Figura 5.8: FFT da fungao y = 2sen(27x) aplicada a fun¢ado Hanning.

A metodologia de aplicagao da janela Hanning é bem simples e embasada pelo uso
do teorema (3.9.1), o Teorema da Convolucdo. Na verdade, é preciso entender que as
reducoes de leakage s6 ocorrem devido a convolucao da FFT do sinal, com ruido, por um

filtro adequado que os reduzem.

No entanto, o teorema (3.9.1) garante que essa convolugao ocorre se multiplicarmos
esse sinal (antes de transformé-lo) pela func¢ao inversa do filtro. Em particular, a funcao
Hanning, assim como as fungdes degrau unitério e a triangular (2.7), sdo exemplos de
transformadas inversas desses filtros. As figuras (2.1), item (b), e (2.2), item (b)), ilus-

tram as transformadas das funcoes degrau unitario e triangular, respectivamente.

A figura abaixo ilustra a transformada de Fourier da funcao Hanning, definida em
(5.4).
Amplitude

TA ﬂ m ﬂ / m L((')\bu['is{?djace:es

Frequéncia

Figura 5.9: FFT da funcao Hanning.
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Notamos que a transformada da janela Hanning apresenta os chamados 16bulo princi-
pal, bem maior em amplitude, e os l6bulos adjacentes. Note também, que as transforma-
das das funcoes triangular e degrau também possuem lobulos. De fato, o que ocasiona o
efeito leakage é a convolucao do filtro pela transformada do sinal cujas raias do espectro
se sobrepoem aos vales entre l6bulos, isso faz com que os valores das amplitudes das raias

espectrais sejam distribuidas as raias adjacentes.

O filtro ideal é aquele que tenta ajustar cada raia espectral ao centro de cada 16-
bulo, deixando, por sua vez, a maior raia no centro do l6bulo principal. Outro fato é
que, quando h& um nimero inteiro de ciclos dentro do periodo de observacao, geralmente

a situacao do filtro ideal ocorre com maior facilidade se aplicado a funcao degrau unitéario.

No caso do periodo de observacao nao conter um niimero inteiro de ciclos, precisamos
encontrar um filtro adequado a cada espectro do sinal. Nao existe uma regra especifica
para isso, é uma questao pontual que requer sensibilizacao de quem estuda o sinal, e tao
pouco havera um filtro ideal. E necessario estudar otimizactes para a aplicacdo de filtros
e, assim, o efeito de leakage sera reduzido, mas ele é inevitavel e sempre estara presente

nesses Ccasos.

Os espectros gerados para as aplicagoes do proximo capitulo possuem o janelamento
Hanning em seu processamento, isso ajuda a identificar com erro menor as frequéncias
com maior amplitude, tornando mais exato o céalculo de algumas variaveis e facilitando

sua leitura e interpretacao.



6 Aplicacoes em Mecanica Celeste

Neste capitulo, analisaremos as aplicacoes dos métodos desenvolvidos para a Trans-

formada de Fourrier e que foram estudadas nos capitulos 4 e 5.

Essencialmente, apresentaremos um problema classico em Mecanica Celeste nao com
o intuito de enfatizar seu desenvolvimento teérico em si, mas com a finalidade de usar a
Transformada de Fourier como ferramenta para sua resolucao numeérica, uma vez que as

solucoes analiticas nem sempre sao conhecidas.

6.1 Movimento Rotacional - Momento de Quadripolo

Permanente

Nosso objetivo é calcular o movimento rotacional de um planeta sob torque externo,
exercido pelo momento de quadripolo permanente, devido a existéncia de uma estrela
distante.

Para discutirmos movimento rotacional, apresentaremos as Equacoes de Euler que
descrevem a rotacao de um corpo rigido em um sistema de referéncia com eixos fixo a ele

e paralelos aos seus eixos de inércia.

Considere um planeta permanentemente deformado, com um sistema referencial de
coordenadas (z,y, z) cujo ponto O de origem é interno a ele, e cujos eixos desse sistema
sao paralelos aos eixos de inércia do planeta. Considere também, um vetor de rotacao

com origem em O. Escrevemos as Equacgoes de Euler, como:

Aw, — (B — Clwyw, = Ny,
Buw, — (C — Aw,w, = N, (6.1)
Cw, — (A — Blwyw, =N,

onde A, B e C sao os momentos de inércia com relacao aos eixos x,y e z, respectivamente,

€ Wy, Wy € W, sao as projecoes do vetor de r%’bagéo em cada um dos eixos de coordenada.
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Apresentamos também, as equagoes para as componentes do torque externo ﬁ, se-

guindo os eixos de coordenadas:

N, — i’>(j((f—513)y,7:7
r
3G(A—C
N, :W, (6.2)
N, — 3G(B —5A)xy7
r

onde G é a constante de gravitacdo universal.

No entanto, nosso problema é um potco mais simples do que sugere as equacoes em
(6.1) e (6.2). Enquanto as Equagdes de Euler se referem a um vetor de rotacdo arbitrario
e de origem em O, nos suporemos um vetor de rotacdo normal ao plano orbital e com a

mesma origem no ponto O.

Isso implica que as projecoes do vetor de rotacdo em dois dos eixos de coordenadas
serdo aproximadamente nulos, uma vez que o sistema de referéncia possui um de seus
planos, digamos o formado pelos eixos x e y, coincidentes ao plano orbital do planeta. Na
pratica, podemos desprezar os componentes w, € w,, reduzindo as equagoes (6.1) e (6.2)
em:

Cw, = M (6.3)

=

T\)

Na figura a seguir, representamos graficamente a rotacao de um planeta com massa

my, € o eixo de rotagao normal ao plano orbital:

estrela perrcent

Figura 6.1: Movimento rotacional planetario sob torque externo (RIBEIRO, 2012).
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Vemos 1) como o angulo entre a linha estrela-planeta, r, e o eixo principal A associado
com o minimo momento de inércia do planeta. O angulo 6 é medido com respeito a uma

direcao fixa no espaco.

Definindo w, = 6, e tomarmos o0s cossenos diretores com respeito aos eixos z e y, dados
x . .
por — = cos e y_ sen 1, respectivamente, onde ¢ = f — @ (Fig. (6.1)), poderemos
r

T
reescrever a equacao (6.3) como:

. 3 (B—A\GM
0 = 5 <T) F sen 2¢, (64)

onde o angulo 6 é medido com respeito a uma diregao fixa no espaco.

Dizemos que a equacao (6.4), descreve o movimento rotacional de um planeta sob um
eixo de rotacao normal ao plano orbital deste, com relacao a estrela que exerce um torque

através do momento de quadripolo permanente.

6.2 Sistema Terra-Lua

Uma vez desenvolvida a equacgao generalizada do movimento rotacional planetario,
aplicaremos (6.4) no Sistema Terra-Lua. Isso significa que adotaremos o planeta Terra no
papel da estrela que exerce o torque no movimento rotacional da Lua que, por sua vez,

assumira o papel do planeta.

Portanto, para os efeitos de simulacao numérica, usaremos os dados conhecidos do

sistema:
Dados Terra Lua
Massa | 3,003 x 107Mgy; | 1,23 X 1072 Mrperra
Semi-Eixo Maior (ua) - 2,57 x 1073
Periodo Sideral Orbital (dias) - 27,32
Excentricidade - 5,49 x 1072
Movimento Médio n - 3,66 x 1072
wo - 6,66 x 1073
8%4 - 2,80 x 107*

Tabela 6.1: Elementos Orbitais do Sistema Terra-Lua (MURRAY e DERMOTT, 1999).

A solu¢ao numérica da equagao (6.4) fornecera uma fungao que mostra o comporta-
mento do angulo 6 através do tempo. Esse comportamento nos revelard muito sobre o
movimento rotacional do satélite, sendo possivel a determinagao de algumas caracteristi-

cas do sistema.
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Em particular, parte da metodologia consiste em identificar ressonancias entre os cor-
pos celestes observados, ver (CALLEGARI e YOKOYAMA, 2010; CALLEGARI e RO-
DRIGUEZ, 2013; CALLEGARI e RIBEIRO, 2014), por exemplo. Para isso, procuramos

grandes valores (picos) de amplitudes associadas a suas respectivas frequéncias angulares.

Mas para realizarmos tal analise, primeiramente é necessario complementarmos essa
metodologia solucionando numericamente a equagdo (6.4), que envolvera o integrador
RA15 desenvolvido em Everhart (1985). Entdo, no proximo passo, utilizaremos o algo-
ritmo de Danielson-Lanczos para obtermos a FF'T da variavel angular v e, assim, identi-

ficarmos as possiveis ressonancias orbitais no sistema estudado.

Apresentamos os resultados a seguir para o conjunto de dados observado na tabela
(6.2), com as condigoOes iniciais para 6y = 1° e 6y = n, onde n ¢ o movimento médio

apresentado na tabela (6.2), aplicados na equacgao (6.4):
B = mumnr s cumer me mumee s meene ST e ST e

1 11 10tica(+Forcdda) |

008 4 —— - —— - — = = - - — - — -~ -

007 —f — -

002 — - - - — - frmee onllr ol comie = prese B e o
-4 Livre | I
| | |

-— 7 - ==
|
|

I I
I I
[ I
QU — == == == = |- =k ==t == == ==
[ [ [ [ I [ [
[ [ I [ I [ [

| | | | | | | l | I
LR T T

0 0.01 002 003 004 005 008 007 008 009 0.1
Frequéncia

Figura 6.2: Espectro de v para 6y = 1° e o = n.

Observe que ocorrem dois picos de amplitude significativos, o primeiro proximo a
bl
frequéncia 0,001 e o segundo na frequéncia 0,0366. Essas frequéncias sao, respectiva-

mente, chamadas de libragoes livres e otica (incluindo a libracao for¢ada).



Sistema Terra-Lua

84

Para entendermos melhor o movimento rotacional e orbital da Lua em relacao a Terra,

realizaremos uma leitura mais cuidadosa do grafico exibido na figura (6.2).

Observe que a maior amplitude esta associada a uma frequéncia proxima de 3,66 x
1072. No entanto, em nossos calculos, sabemos que a frequéncia angular ¢ definida pela

exXpressao:

W= (6.5)

onde T é o periodo do movimento medido em dias.

Portanto, sabendo que w = 3,66 x 1072, temos que o periodo do movimento de rotacao
é T = 27,32 dias. Isso significa que a Lua leva aproximadamente 27 dias para dar uma
volta completa sob seu eixo de rotacao. De fato, como consideramos inicialmente 90 =n,
temos que a velocidade de rotacao é proxima da velocidade orbital média. Esse fenomeno

ocorre com a Lua e é chamado de sincronismo "spin-orbit", ou ressonancia "spin-orbit".

Basicamente, a libracao 6tica da Lua é um conjunto do oscilagoes em seus movimentos
longitudinais, que faz com que ela nao se apresente sempre na mesma posicao entre uma

lua cheia e outra, por exemplo.

Ainda, segundo a expressao (6.5), temos que a primeira amplitude observada, na
magnitude aproximada de 1 x 1073, que revela um periodo perto de 1000 dias e, aproxi-
madamente 2, 86 anos, esta relacionada a libragao livre. Este fenomeno ocorre pois a Lua

nao é totalmente esférica, de forma que B — A # 0.

O periodo da libracao livre é dado de forma aproximada pela expressao analitica:

27 B-A

onde Ts = 27,32 é o movimento médio do satélite.

Portanto, temos que wy = 0,0066656, o que nos revela um periodo Ty = 942 dias, apro-
ximadamente. Isso explica a primeira frequéncia encontrada em torno de w =1 x 1073

que, pela expressao (6.5), também revela um periodo aproximado de 1000 dias.

Existe ainda um componente fundamental na variacao angular de 1, chamada de li-
bracao forcada, que ocorre devido a érbita nao circular da Lua em torno da Terra e a sua
forma nao esférica. Seu periodo ¢ igual a da libragao 6tica, porém, sua amplitude é muito

menor que as demais amplitudes e esta sobreposta a o6tica.
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Ha casos, ainda, em que a analise do espectro se torna mais dificil, sobretudo nos
corpos celestes que possuem uma dinamica totalmente cadtica em seu movimento. Hipé-
rion, uma das luas de Saturno, possui uma dinamica complexa que dificulta prever seu

movimento de rotac¢ao, por exemplo. (WISDOM et al, 1984).

Os graficos da figura, a seguir, mostram o espectro calculado para a rotacao do satélite

Hipérion:

S O

2 §

ﬁ-: E i.: ,
E

E =T

(] . Mﬁ_‘l”éllﬁ!ﬁ;‘ :\ I : I
I oz " g °™ a2 : : 20 ‘ #a 120 : 180
(a) Frequéncia (b) Periodo (T=1/w)

Figura 6.3: Espectro de ¢ para o satélite Hipérion: (a) por frequéncia; (b) por periodo.

Para esta simulagao, usamos os dados conhecidos do sistema Saturno-Hipérion, exibi-

dos abaixo:
Dados Saturno Hipérion
Massa | 2,858 x 107* Mgy | 1,34 X 107" Mrperra
Semi-Eixo Maior (ua) - 9,87 x 1073
Periodo Sideral Orbital (dias) - 21,27
Excentricidade - 1,04 x 107!
Movimento Médio n - 4,69 x 1072
% - 2,80 x 1072

Tabela 6.2: Elementos Orbitais do Sistema Saturno-Hipérion (MURRAY e DERMOTT,
1999).

Observe que o maior pico ocorre proxima da amplitude 1,6, associada a frequéncia
w = 4,69 x 1072, Comforme a equagdo (6.5), temos que o periodo orbital de Hipérion se
aproxima de 21,27 dias, tal como também ¢é indicado pela figura (6.3), no item (b), que

possui seu maior pico associado ao periodo de mesmo valor.
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No entanto, observe que o espectro de Hipérion, apresentado na figura (6.3), se difere
bastante do espectro da Lua, apresentado na figura (6.2). Isso se deve ao fato de que
Hipérion é bem menos esférica do que a Lua e, assim, o torque exercido por Saturno difi-
culta uma previsao exata do seu movimento rotacional, refletindo no céalculo as oscilagoes

das raias espectrais.

Observamos, assim, que a anélise espectral de corpos celestes podem revelar muito

sobre sua natureza fisica através do estudo do seu movimento.

Lembramos também, como dissemos no final do capitulo anterior, que todos os espec-
tros calculados neste capitulo possuem o filtro Hanning em seu processamento. A titulo
de ilustracao, portanto, considere a frequéncia livre wg no espectro do sistema Terra-Lua.
Mostraremos uma comparacao entre os espectros com o janelamento Hanning e sem o
filtro.

FFT - Frequéncia Livre
Sem filtro Hanning
Com filtra Hanning

DUy ot e S e S e T e e
0018 ! : ' ]
oot L - i el SR i
I I I
DE — = = = = | p— 1 | | S——— SC—— R | Spe———
O . | | |
g am ; i ;
£ 0008 — - - ~ - fromesiensfidiie: sl el e e e
< | oL
0.008 ' e
0.004
11 (o P eyt cn PR | (SR e e e Ko
0

00015 .00z 0.0025 0003

Frequéncia

Figura 6.4: Espectro de ¥ do sistema Terra-Lua.

Notamos que o espectro com o filtro Hanning possui uma precisao maior na determi-

" de energia no calculo

nacao da frequéncia livre. Isso se deve ao controle do "vazamento'
da FFT as raias espectrais adjacentes, tal como discutido no capitulo 5. No entanto, fica
evidente que mesmo aplicando o filtro, o efeito de leakage existe e que a determinacao

exata da frequéncia com maior amplitude nao é imediata.



7 Conclusao Final

De modo geral, o estudo de teorias mateméticas que parecem abstratas e com fim em
si mesma, a priori, permite a quem as estudam elaborar estratégias de resolucao inteligen-
tes e diretamente focado na resolucao de um problema delimitado, porém, promovendo o

progresso e o conhecimento cientifico em varias areas.

Nesse sentido, vemos que o estudo da Transformada de Fourier nos permite nao so
sua aplicacao simples e direta nos estudos de Mecanica Celeste, mas também permite
entender melhor o proprio problema proposto e quais os possiveis métodos de resolucao

dentro do seu proprio ambito.

O estudo do movimento orbital de satélites, nesse trabalho, envolveu anélises espec-
trais para a identificacao de orbitas ora regulares, como a da Lua, ora cadticas, como o
caso de Hipérion. Mas como construir espectros que sejam capazes de simular um sistema
dinadmico de movimentos entre satélites e seus planetas? Além de conhecermos bem o
problema proposto, necessitamos de ferramentas capazes de simulé-los numericamente. E

nesse momento que encontramos na Transformada de Fourier uma aliada.

O primeiro passo, seria entender as defini¢coes basicas sobre a Transformada de Fou-
rier. Entendé-la como a generalizacao das Séries de Fourier, por exemplo, nos ajudam
a compreender que a Integral de Fourier também pode representar analiticamente uma
outra funcao cuja expressao desconhecemos, embora nos sejam dados um conjunto de
suas amostras, segundo algumas condigoes favoraveis. Assim, esse aspecto pode fornecer
estratégias de recuperacao de sinais a partir da simples observacao em um certo periodo

de tempo.

Destarte, torna-se essencial discutir suas propriedades analiticas até conseguirmos fer-
ramentas para um passo importante: a Transformada de Fourier Discreta. Ao estudarmos
uma versao discreta para a transformada, conheceremos também os possiveis problemas
e vantagens de sua implementagao computacional que, por sua vez, nos for¢cara a buscar
novas metodologias para a construcao de algoritmos eficientes, como vimos em Danielson-

Lanczos e Cooley-Tukey.
87
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Enfim, o estudo da Transformada de Fourier proporcionou nao somente um conheci-
mento sobre ela e a Fast Fourier Transform (FFT), mas também um conhecimento mais
aprofundado sobre as dinamicas de movimentos dos satélites, em Mecanica Celeste. De
certo modo, mesmo fora do escopo desse trabalho, esse estudo permitiu compreender a
importancia da transformada em outras areas do conhecimento, com aplicacoes em pro-
blemas bem diferentes dos desenvolvidos aqui, mas que exigem como métodos de solucao

as mesmas ideias que foram empregadas nesse trabalho.
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A Lema de Riemann-Lebesgue

Discutiremos o lema de Riemann-Lebesgue importante para mostrar que a transfor-
mada em (2.1.4) e em (2.1.5) é limitada.

Lema A.0.1 (Riemann-Lebesgue). Seja f : [a,b] — R uma fung¢io definida e absoluta-

mente integravel no intervalo [a, b]. Entao:

lim/ f(z)sen(tx)dz =0, (A1)

t—o00

b
1im/ f(z) cos(tx)dx = 0. (A.2)

t—o00

Demonstrag¢ao. Suponhamos, inicialmente, que f seja limitada, portanto:

aM, M > 0, tal que |f(z)| < M, para todo z € [a, b]. (A.3)

Como consequéncia imediata, dado ¢ > 0, existe uma parti¢do 7 do intervalo [a, b|

Tra=290< <...<T, =0, (A4)
tal que:

Slf,m] — s[f, 7] <e, (A.5)

onde
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ZM —xj_1), M;=sup{f(z):z;1 <z <z},

E mj(x; —xj_1), m; =inf{f(x):2;1 <z <}
sao as somas superior e inferior, respectivamente, associadas a particao .

Considere a parti¢ao do intervalo [a, b] determinada pelos pontos z; = a + —L— n(b 2> bara

j=20,1,...,n. Entao,

/ab f(z) sen(tz)dz = Zn;f(%')/ sen(tz)dz

+; / %jl[f(a:) — f(z))]sen(tz)dz . (A7)

Agora, observe que:

e — cos(tx) | 2

/ sen(tz)dzr| = | cots( z) < 7 (A.8)

Tj—1 Tj—1

e que:

|f(x) — f(z;)] < Mj; —my, para x;_1 < = < z;j. (A.9)

Usando as estimativas (A.8) (A.9) em (A.7), obtemos:

2nM &

sen tl’ < n— + (MJ — mj)(xj — ZL'j_1> . (AIO)

7j=1

Note que a expressao anterior é exatamente a diferenga em (A.5). Portanto, dado

e > 0, tome n tal que essa diferenga seja menor que /2. Logo, dado € > 0, temos:

x)sen(tr)dr| < e, (V) (t = to). (A.11)

Provando, entdo, a igualdade (A.1). De modo analogo, podemos provar a igualdade
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(A.2)

[]

Corolario A.0.1. Seja f : [a,b] — R uma func¢do absolutamente integravel em seu
dominio. Entao:
b .
lim [ e ™ f(x)dr = 0. (A.12)

t—o0 a

Demonstragao. Nao é dificil notar que podemos reescrever (A.0.1) como:

lim ’ cos(2ntx) f(x)dxr — i lim b sen(2ntx) f(x)dx. (A.13)

t—o00 a t—o00 a

Que nos revela as mesmas condicoes do Lema de Riemann-Lebesgue.



B Algoritmo TFD e Inversa - Maple®
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B.1 Transformada de Fourier Discreta

Para calcular a Transformada de Fourier Discreta - Discrete Fourier Transform (DFT):

DFT(N,T) — Procedure

> DFT := proc (N, T)

local i, k, h, M, A, B, C, F;

global R, Q, listaR, listaQ , listaxi, listat;

M :—= N-1;
#Zerando "vetores"
for i from 0 to M do
R[i] := 0;

Qli] :— 0
Fli] = 0
W|i]| = 0;
hli] := 0
end do;

#Obtendo amostras de f(x)

i = 0;
for i from 0 to M do
hi] = evalf(f(Txi))
end do;

94
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#Calculando a DFT para f(x)
i = 0; k := 0;

for 1 from 0 to M do

for k from 0 to M do

R[i| := evalf (R]i]+Tx«h|[k]|*cos(—2xPixixk/N));
Qli] := evalf (Q[i]+Txh|[k|*sin(—2«Pixixk/N))
end do;

end do;

#Gerando Lista de Pontos para plotagem
listaxi :— [seq(i, i — 0 .. M)];
listaR := [seq(R[i], i =0 .. M)];
listaQ := [seq(Q]i], i =0 .. M)];
listat := |[seq(h|i|, i =0 .. M)|;

A :— plot(Vector(listaxi), Vector(listaR), style — point,
symbol = circle , color = red, axes = box, gridlines = true,
legend = "Parte Real");

B := plot(Vector(listaxi), Vector(listaQ), style = point,
symbol — circle , color — blue, axes — box, gridlines — true,
legend = "Parte Imaginaria");

plots|[display|({A, B})
end proc;
plot (Vector(listaxi), Vector(listat), style = point, symbol = circle ,

color = brown, axes — box, gridlines — true,
legend — "Amostras de f(x)")

B.2 Inversa da Transformada de Fourier Discreta

Para calcular a Inversa da Transformada de Fourier Discreta - Inverse Discrete Fourier
Transform (IDFT):

IDFT := proc (N, Dxi)
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local i, k, r, q, g, H, L, M, a, b;

global listar , listaq , listax , listag;

#Zerandox" vetores"
for k from 0 to M do
r[k| = 0;

qlk] = 0
glk|] = 0
wlk| := 0;
H[k| (= 0
Llk] : = 0
end do;

#Obtendo amostras de F‘(x)
k :— 0;

for k to M do

H|k| = R|k];
L{k] = Q[k][;
end do;

#Calculando a IDFT para f(x)
k := 0; i := 0;

for k from 0 to M do

for 1 from 0 to M do

r|k|] :— evalf(r[k]+Dxix(H[i]-L[i])*cos(—2%xPixixk/N));
qlk] = evalf(q[k]+Dxix(H[i]+L[i])*sin(—2%Pixixk/N));
end do;

glk] := evalf(r[k]+q[k]);

end do;

#Gerando Lista de Pontos para plotagem
listax := [seq(k, k =0 .. M)]|
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listar := |[seq(r[k], k =0 .. M)];
listaq := [seq(q[k], k = 0 .. M)J;
listag := [seq(g|k], k=0 .. M)];

a := plot(Vector(listax), Vector(listar), style = point,
symbol = circle , color — red, axes — box, gridlines — true,
legend — "Parte Real");

b := plot(Vector(listax), Vector(listaq), style = point,
symbol = circle , color = blue, axes = box, gridlines = true,
legend = "Parte Imaginaria");

plots|display|({a, b})
end proc
plot (Vector(listax ), Vector(listag), style = point, symbol = circle ,

color = gold, axes = box, gridlines = true,

legend = "Transformada Inversa Discreta");



C Algoritmo Danielson-Lanczos -
Fortran77

O algoritmo esta dividido em duas partes:

1° - H& o programa principal que colhe as amostras, prepara os vetores de frequéncia e
os demais parametros para a funcao "fourl". Depois de calculada a FFT, reorganiza

os vetores no arquivo saida.dat para serem exibidos;

2° - Subrotina "fourl": calcula a FFT discreta pelo algoritmo de Danielson-Lanczos,

utilizando bit-reverse. Algoritmo original extraido de [14].
Observe o codigo-fonte:
PROGRAM FFT
C —> Declarando e Preparando variaveis
INTEGER n,nn,dnn,i,j,isign
REAL data (1600000),ff(1600000),gg(1600000),a
REALx8 X,Y,NLINHAS,TT,DELTAT,T
REAL%8 uu, fuu , pi
pi=4.0d0xdatan (1.0d0)

C —> Preparando arquivos para escrita

OPEN(1,FILE="entrada.dat’ ,STATUS="UNKNOWN’ )
OPEN(2 ,FILE="saida .dat ’ ,STATUS="UNKNOWN")

C — Lendo dados inseridos na tela

WRITE(*,1) 08
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1 FORMAT(1X, 'Tempo de Integracao:’,\)
c WRITE (% ,%) ’Tempo de Int.:’

READ (% ,%)TT

WRITE (% ,2)
2 FORMAT(1X, *Espacamento da Malha: ' \)
c WRITE (% ,x) ’Espacamento: ’

READ (s ,*) deltat

C —> Colhendo Amostras, gravando no Arquivo entrada.dat (tempo, amostra)
DO uu=0.0d0,TT, deltat
fuu=1.0d0xdcos (uux3.0d0x*pi)
WRITE (1 ,%)uu, fuu
ENDDO

C —> Verificando o nimero de linhas no arquivo entrada.dat
Nlinhas—1.0d04TT/deltat

3 CONTINUE

x—~dlogl0(Nlinhas)/(dlog10(2.0D0))
y=dnint (x)

IF (dmod(x,y).eq.0.0d0) THEN
GOTO 4

ELSE

Nlinhas=Nlinhas —1.0D0

ENDIF

GOTO 3

C— Reajustando as amostras colhidas ao vetor complexo

data(i)= p.real da amostra, e data(i+1)= 0 (imagindrio da amostra)
4 CONTINUE

WRITE(* ,%) ’x, Nlinhas ,T(Nlinhas)=",x, Nlinhas , ( Nlinhas —1.0d0) % de]
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PAUSE

nn=idint (Nlinhas)

dnn=2%nn

rewind (1)
1=1
n—0

DO WHILE (n.le.nn—1)
READ(1,*)t,a

data(i)—a
data(i+1)=0.0d0

n.eq.0) gg(n+1)=0.0d0

n.ge.l. and. n.le.nn/2—-1) gg(n+1) n/(nnxdeltat)
n.eq.nn/2) gg(n+1)-1.0d0/(2.0d0xdeltat)
n.ge.nn/2+1. and. n.le.nn—1) THEN

ff (n+1)=—gg(n—1-2%j)

=i

ENDIF

n—n-+1
i—i+2
ENDDO

C — CALCULO DA FFT

isign—1
CALL FOURI(data ,nn,isign)

n—0
i—1

DO WHILE(n. le .nn—1)
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tf=2.0d0*((data(i)**2+data(i+1)**2)*+0.5d0)/nn
IF(n.eq.0) WRITE(2,%) gg(n+1),tf/2.0d0
I[F(n.ge.l.and.n.le.nn/2—1) WRITE(2,%)1.0d0/gg(n+1),tf
IF(n.eq.nn/2) write(2,%) 1.0d0/gg(n+1),tf

n—n-+1
i—i-+2

ENDDO

END

SUBROUTINE fourl (data ,nn,isign)

INTEGER isign ,nn

REAL data(2*nn)

INTEGER i ,istep ,j ,m,mmax,n

REAL tempi,tempr

DOUBLE PRECISION theta ,wi,wpi,wpr,wr,wtemp

n=2*nn
j=1

C —> Ordenacao Bit—Reverso
DO 11 i=1,n,2

IF(j.gt.i) THEN
tempr=data(])
tempi=data (j+1)
data(j)=data(i)
data(j+1)—data(i+1)
data(i)=tempr
data(i+1)=tempi
ENDIF
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m-n /2

1 IF ((m.ge.2).and.(j.gt.m)) THEN
j=j-m
m-m/2
GOTO 1
ENDIF

j=Jj+m

11 CONTINUE

C — Execuc¢do do Método Danielson—Lanczos, com loop de Log2(nn) vezes
mmax—2

2 I[F (n.gt.mmax) THEN

istep —2xmmax
theta=6.28318530717959d0/(isign *mmax)
wpr=—2.d0*sin (0.5d0xtheta )2

wpi=sin (theta)

wr—1.d0

wi=0.d0

DO 13 m—=1,mmax, 2
C —> Foé6rmula de Danileson—Lanczos
DO 12 i=m,n,istep

j—1-Hmmax
tempr=sngl (wr)xdata(j)—sngl(wi)xdata(j+1)
tempi=sngl (wr)*data(j+1)+sngl(wi)xdata(j)
data(j)=data(i)—
data(j+1)—data(i+1)—tempi
data(i)=data(i)+tempr
data (i (

tempr

i+1l)=data(i+1)+tempi
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12 CONTINUE

C— Recorréncia trigonométrica
wtemp—wr
WI—WTI*WpPr—wixwpi+wr
Wi—wixwpr+wtemp*wpi+wi

13 CONTINUE

mmax—istep

GOTO 2

ENDIF

RETURN

END
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Algoritmo também dividido em duas partes, adaptado do codigo-fonte em Fortran77.

Na primeira procedure (FFTT), ha os preparativos para a chamada da segunda pro-

cedure (fourl) e a reorganizacao para exibir os célculos através do grafico. A procedure

fourl é a exata adaptagao da subrotina homonima do codigo-fonte em Fortran77.

Observe o codigo-fonte:

D.1 Procedure FFTT

FFTIT := proc (T, deltaT, sign)

local z, p, ¢, isinal, listax , listaG, DT, M, dataf,

gg, tf, i;

p :— T
c = 0;
DT := deltaT;

isinal := sign;

for z from 0 by DT to p do
dataf|c| := 0;

dataf|c+1] := 0;

c :— c+2

end do;

c : = 0;
for z from 0 by DT to p do
dataf|c]| :— evalf(f(z));

104

dataG, abssG,
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dataf|[c+1] := 0;

c :— c+f2

end do;

M := (1/2)%xc—1;

Iprint ("nn:", M, "cont:" 6 c¢—2);

fourl (dataf, M, isinal);

c 0;

for z from 0 to M do
gglz| = 0

end do;

for z from 0 while ¢ <= M-1 do
if ¢ =0 then gg|c+1] = 0 end if;
if 1 < ¢ and ¢ < (1/2)*M-1 then gg|c+1] :— evalf(c/(M«DT)) end if;

if ¢ = (1/2)*M then gg|c+1| := evalf((1/2)/DT) end if;

c :— c+1;
end do;
¢ 0; 1 :— 1;

for z from 0 while ¢ <= M-1 do
tf :— 2xsqrt(datali]|"2+data|i+1]"2)/M;
if ¢ = 0 then abssG|c| = gg|c+1|; dataG|c| := (1/2)*tf end if;

if 1 <= ¢ and ¢ <= (1/2)*M-1 then abssG|c| := 1/gg[c+1];
dataG|c| :— tf end if;

if ¢ = (1/2)%«M then abssG|c| := 1/gg|c+1]; dataG|c| := tf end if;



Procedure fourl 106

c = c+1l; 1 = 1+2;

end do;

listax := [seq(abssG|z], z =0 .. (1/2)«xM-1)];
listaG :— [seq(dataG|z], z — 0 .. (1/2)«xM—-1)];

Iprint ("g", listax ); Iprint ("DATAG", listaG );

plot (Vector(listax ), Vector(listaG), style — point, symbol — circle ,

color = red, axes = normal, gridlines = true)

end proc

D.2 Procedure fourli

fourl proc (dat, nn, isig)

local i, k, j, m, n, istep, mmax, tempi, tempr, thete, wr, wi, wpi,

global data;

n := 2xnn;
AR

k :— 0;

isign isig;

for k from 0 to n do
data|k] :— dat[k]|
end do;

for i by 2 to n do
if i < j then

tempr := datalj|;

tempi := data|j-+1];
data|j] :— datali];
data|j+1] :— data|i-+1];
data|i| := tempr;

data|i+1] := tempi

wpr,
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end if;
m := (1/2)x*n;

for k from 0 while 2 <= m and m < j do

o

m :— (1/2)*m
end do;

j = Jim
end do;

mmax = 2;

for k from 0 while mmax < n do

istep := 2xmmax;

thete := 6.28318530717959/((isign *mmax));
wpr :— —2xsin (.5*thete )" 2;

wpi :— sin(thete);

wr = 1;

wi = 0;

for m by 2 to mmax do

for i from m by istep to n do

j = 1+mmax;

tempr := wrxdata|j|]—wixdata[]+1];
tempi :— wrxdata|j+1]—wixdata[]];
data|j] := data|i]|—tempr;
data|j+1] := data|i+1]—tempi;
data|i| := data|i|+tempr;
data|i+1] :— data|i-+1]+tempi;

end do;

wtemp = Wwr;

WI = WI*Wpr—wixwpi4wr;

wi = WwWixwprfwtempxwpi+wi;

end do;

mmax :— 1istep
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end do

end proc



