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F [f ](ξ) =
∫ ∞

−∞
f(x)e−i2πxξdx

= lim
M,N→∞

∫ N
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f(x)e−i2πxξdx

= lim
M→∞
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f(x)e−i2πxξdx+
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f(x)e−i2πxξdx+ lim
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f(x)e−i2πxξdx
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2πξ
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F [f ](ξ) =
∫ ∞

−∞
f(x)e−i2πxξdx

= lim
M,N→∞

∫ N

−M
f(x)e−i2πxξdx

=

∫ 1
2

− 1
2

f(x)e−i2πxξdx =

∫ 1
2

− 1
2

(1− 2|x|)e−i2πxξdx

=

∫ 1
2

− 1
2

e−i2πxξdx− 2

∫ 1
2

− 1
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|x|e−i2πxξdx
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2 sen(πξ)
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∫ ∞
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 ��
 ������-�
 �����0� � �������� ,� �
����� �
 
���&��-�
 ���� � �����
 �� $���
/

���
��� �� %������ � 
�� ��&��
�	 ��
���&���
�
 �� 1������� �� %������ ���	 ��� 
�� &�2	

����� �
 ������-�
 ��� 
���� �������
 � 
������

�������� �	�	
	 3����#� f : R→ R ��
 
�������
 ������-�
�

�� f 4 
��������
���� ����(��� �
 �������� �����&��� ������

��� f 4 �"
�����
���� ������ &�� �
 (−∞,∞)�

!������
�
 f 
��������
���� ����(���	 ��
� �
� ������ f ��� ��

�� �����
 �


�5
��� ����� �� ��
������������
 �����
 �� ���
���� �
�4���� �
 �������� �����&��� ��/


������

6��� ���	 
� f : R → C	 ��2�
�
 ��� f �
� ��
 ������-�
 �
��
��
 �
 ������� 
�


��
 �����
 ���� � �
���� ���	 ��� 
�� ����-�
 �� R �
 R	 
���
��2�
 ����&�����
���� �

�������� �������� 7� 
�8�	 
� f �

�
�� &�����
 �
 C	 f(x) = g(x) + ih(x)	 ����� ��4
 ��

g, h : R→ R 
���
 
��������
���� ����(���
	 ��
�
�

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∫ ∞

−∞
|g(x)|dx <∞

∫ ∞

−∞
|h(x)|dx <∞

������



������ �� �	
���� � �
 ���	 ������
��� �� ������	�
��� ��

���� ���	 
��� 
���� ������������ �� ������� � ��� �������	 ��� ���� ������� ��

������� � ������� ���
�����������	 � ����� !� ������� " ���������	 ��� �!� ������#����

$� ����������� � ��%���	 
��� ��� ��� !� f ��� ������������ �� ������� � ��� �������	

&���� ��� ��� ��'� ����%�#��� �� (−∞,∞)� (�"� �� ����	 � ����%��� �� ������� �� )�*

����� 
��� � ��������� (−∞,∞)	 ��
���� �� ��� ����%��� �� ��
� ��
�+
��� � ��� ����


�������� ����
�������� �� ������	 ���� ����� �� ����� !� �����,��

(����� f : R→ R	 ���!� ��-����

∫ ∞

−∞
f(x)dx = lim

M,N→∞

∫ N

−M
f(x)dx, ����,�

�� ���� ��� f �+ 
������ ��� ����.��� �� ��������� [−M,N ]	 �/����	 
������������	 ��

�� �0���� ����� �� 
������ ����� �������	 ������� �� ���'���� �� ��� 1�� ����� �����

�� ��� � ���'���� ��� ��� 1�� ��� �������-�� �� ����� 1�� �� �������� 2��� �/��
��	


������ ����� � ��� !� f(x) =

{
sen(x)/x 	 �� x �= 0

0 	 �� x = 0
	 ��� " �������������� ����.��� �

��'� ����%��� " ������%����	 ��� �!� �&����������� ������%�����

3������ ��� 
�+/���� �� 1�� ��� ���� ����������� ���&��
�� ��� ��� ������ ��������

�� ��� 1��	 '��������� 
���� 
��
�������� ��� ���� ������������� �
���������� ����

�������4����� ����� ������ !��

��� �����	 
� ��
���� � �� ��	� ������
��� 
� ����	����

��
�

5���������� ��%��� ��������� ��� ��� �'����!� � �������� � ������������ �� �������

������ �� �� �����/�� ���� %�����

6 ��������� � ���� !� ��� � $"��� �� ������� %����� ��� � ������������ �� ��������

5��� ���� !� �� ������ ���� �� ���� 
��������� �� ������������ �����"�	 
�� �/��
��	 ��

������ !� �� ��
� �� ��� !� f ����� ��� ����� 1�� ������� � ��������

7��� 
����&����� ���� ���� ������������	 ����� 
�������� � �����
� �������	 ���*

����� %�������-�� � �������� '# &�� ���
����� �� $"��� �� ��������



������ �� �	
���� � �
 ���	 ������
��� �� ������	�
��� ��

�������� 	
�
� ������ 	� 
������

 ���� f : R → R ��� ������ �����	���� 	� �����	�

T0� �������� � ����� 	� 
������ 	� f(x)� �����

a0
2

+
∞∑
n=1

[an cos(2πnξx) + bn sen(2πnξx)] , ���� 


��	� ξ = 1
T0

� � ���!�"���� ���	����#�$� � � ��%��#�	� 	�� �����	�� � 	�	� ��$�� ������&

��#��

an =
2

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(x) cos(2πnξx)dx, n = 0, 1, 2, . . . �

bn =
2

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(x) sen(2πnξx)dx, n = 1, 2, 3, . . . �

����'


(��� � ������ ��� 	�����)�� ����� 
 � �����'
 ������� *�$���� ����$�+��� � ���*���&

��#� �,���*�� � *����� ����$�+� 	� 	������� ���-��
 ������ .��� ����� �����	��� � 
����$�

	� /�$�� �� �+������� ��� 
�

�� ��� 
� ��%�� !���

cos(2πnξx) =
ei(2πnξx) + e−i(2πnξx)

2
; sen(2πnξx) =

ei(2πnξx) − e−i(2πnξx)

2i
� ����0


1�$����	� �� �+�����)�� ����� �� ���� 
� ��	���� �������*�� � ����� 	� ��%���#� ������

a0
2

+
1

2

∞∑
n=1

(an − ibn)e
i(2πnξx) +

1

2

∞∑
n=1

(an + ibn)e
−i(2πnξx). ����2


3 �����*�$ ����$����� � �+������� ����2
 ������$��	� ��	���� ��%�#�*���



������ �� �	
���� � �
 ���	 ������
��� �� ������	�
��� ��

a−n =
2

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(x) cos(−2πnξx)dx
= an n = 1, 2, 3, . . . �

b−n =
2

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(x) sen(−2πnξx)dx

= − 2

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(x) sen(2πnξx)dx

= −bn, n = 1, 2, 3, . . . �

������

	
��
��
�

∞∑
n=1

ane
−i(2πnξx) =

−1∑
n=−∞

ane
i(2πnξx) �

∞∑
n=1

ibne
−i(2πnξx) = −

−1∑
n=−∞

ibne
i(2πnξx) �

������

�����������
 ������ �� ������� ���
��

a0
2

+
1

2

∞∑
n=−∞

(an − ibn)e
i(2πnξx) =

∞∑
n=−∞

αne
i(2πnξx) � ������

� ���
��
 ������ � 
 ����� �� �
����� � !����
 �
 "
��
 #
�!$� 
� #
� #
�%#������

�
���� #
�!$� 
� �
�
� !�$
 � !�����
�

αn =
an − ibn

2
, n = 0,±1,±2, . . . � ������

&
����
��
 
� � !����'�� �� ������ #
� 
� #
�%#������ �
�
� �
 ��%����
 ���(����

���
� ���

αn =
1

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(x)e−i2πnξxdx, n = 0,±1,±2, . . . � ������

)
�� ���� 
 ���
� �
 *���#� n � �
 "
�
� 1
T0
� 
 ����+�
$ 
#��
 � ����$,
��� #
� 
 ����-



������ �� �	
���� � �
 ���	 ������
��� �� ������	�
��� ��

���� ��	 
	��	 � 
���������
� 
	 �����	� �� 
	������ �������� ��������	��	� ��
	���


��	� ��	 � �	���� 
��	��� 
� 	������ 	� ���� � ! �	�	�"���	 � 	#��	���� ��	 
	��	 �


���������
� $�%	��� 
	 �����	� �� 
	������ �����&�� 	#'	�� �	�� ���� 
� 	#��	���� �	�


��'�	���

(���	� 	����� ������� �	������� ��������� ��� 	#	����� '��� 
	����)���� � (!��	 
	

�����	� �	 T0 → ∞* (��	��� ��	 �	 ���� �'���	�� �� '��
��+	� ���� ��	 "�,� � (!��	 
	

�����	� ���� ����+	� 
	��	 ���� ��� �	��� ������	����� ���� �	 T0 → ∞� 	���� 	��� ������

��� �	�- �	��.
�'��

/� 	������� ���� 	���� ����+	�� ! ����)%	� ���	� �� 
	�	�%��%��	��� 	� ����� ���	0

����� '"���
� $��	���� 
	 �����	��

�������� 	
�
	 �$��	���� 
	 �����	��
 (	,� f : R→ R� ��� '��
��+	� �������� 1	������

� $��	���� 
	 �����	� 
� ������ f(x)� '���2

∫ ∞

0

[A(ω) cos(ωx) +B(ω) sen(ωx)] dω, ����3�

��
	 ω ! � ��	��4�'�� 	 �� '�	�'�	��	� ��� 
�
�� �	��� 	#��	��+	�

A(ω) =
1

π

∫ ∞

−∞
f(t) cos(ωt)dt, ω � 0,

B(ω) =
1

π

∫ ∞

−∞
f(t) sen(ωt)dt, ω � 0.

������

1	 ��
� ��-���� 5 (!��	 
	 �����	�� %���� 	�'�	%	� � $��	���� 
	 �����	� �� �����

'����	#�� 1�� �	���� 	#��	��+	� 	� ����6�� 	 '�������
� �� 	#��	��+	� �� 
	������

���3���� �	��	 ��	2

∫ ∞

0

[A(ω) cos(ωx) +B(ω) sen(ωx)] dω =

=
1

π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f(t)(cos(ωt) cos(ωx) + sen(ωt) sen(ωx))dt dω

=
1

π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f(t) cos(ω[x− t])dt dω

����&�



������ �� �	
���� � �
 ���	 ������
��� �� ������	�
��� ��

=
1

2π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f(t)

[
eiω(x−t) + e−iω(x−t)

]
dt dω

=
1

2π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f(t)eiω(x−t)dt dω +

1

2π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f(t)e−iω(x−t)dt dω

=
1

2π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f(t)eiω(x−t)dt dω +

1

2π

∫ 0

−∞

∫ ∞

−∞
f(t)eiω(x−t)dt dω

=
1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(t)eiω(x−t)dt dω �

������

���� 	
���� 
����� 
������ ������

1

2π

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt

]
eiωxdω � ������

�� ��������� � �������
 ω = 2πξ� ����� ������������ � ��
������ �������� �����

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
f(t)e−i2πξtdt

]
ei2πξxdξ � ������

 ������ ����� !"� � ��
������ ������ # � ����� �����	
� �� $���%��
 �� &�"����

��'���� �� ���(����

)��� !"�� �� ������� � ��
������ ������ ��� ��
�*���� # ���������� � +�����������

�� &�"���� �� �"�,�� f(x) � � ��
������ !"� � ���

������� ���� ��� ��
�*����� # � +����-

������� $������ �� F (ξ)� ��
 ���� ��� ��'��,.�� ���/�0� � ���/�1�� 2����� �� ��
������

������� ������

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

F (ξ) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−i2πξtdt

f(x) =

∫ ∞

−∞
F (ξ)ei2πξxdξ

����3�

4�������� �� "� �������� %���
� ����� !"� � �������� �� +����������� �� &�"�����
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 ��
���
� ����� ��� �����
���
��� �
������ �� �������� �� ������ �� ��	�����

	� �
�� ��� ���������� �	� �� �	�����
 �
�
 �	����� ��������
� �� 	�
 ���	
� � �������
!

"��� �
����� �	� �
��
��� �
�
� �	� 
 ����� �� ��	���� ���������
 
 f(x) ��������
�

�� ������� T0! #��� ����	� 
 ���������
� �� ����� �������� �������
 
 ���
���$���
 �
 �����

�� ��	���� �
�
 
 �	�� � f(x)� 
��	��� �	� ���
������ ��
��
� ���	��� �
� ��������� ��

%����&��� �
�
 ���
���$���
 ����
 ������ ��� ���� � '◦ � � �◦ ������
 ����� ���
���$���


	������� �
 ����� �� ��	����!

(��� ������ 
���
 &) � *�����
 �� ��	����� �	� ��������
 �� �	
�� ��������� � �
�


���� ���
���� 
 #�����
� �� ��	���� 
� ���������
� 	�
 ��
��� �
�� ���
� �� �	����� � �

��������
�!

��� �����	 
����	 
� �����	����� � ����	
����
� 
�

�������

+,����� �	��
� ����
� �� �� ���������
� 
� ��
������
�
� ������
� �� -�!'!./ � -�!'!0/!

1
���
������ ���
� ��
� � � ������	$���
� �� ���� �� ����	$���
 �	� 
�
���
��� �� 2�����

������ �
 ��	
��
�� �� -�!�0/3 ���� �� �
�
 4���
�
����4 
� ������
�� �� 2����� ������

�� -�!�0/ ������� 	�
� �
��� 
 ����	$���
 
��	�
�� ���������
�
 ���
 ����
 ω� �	
��� 


����	$���
 �	��
����
� ξ!

( ���
� � ����� 
� �	
� � �
�� ���
 �,����� � ω = 2πξ� ���� 
�������
�
 �
 ������ �

-�!�!�/! (�������
����� ���� ����� �
��
��� 	�
��� �
�
 ���
�
� 
� ������
�� �� -�!�0/!

�
◦
�����

1√
2π

∫ ∞

−∞

[
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt

]
eiωxdω, -�!�5/

���� ��������

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

F (ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt,

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω.

-�!�'/

+��� ���� � � �
�� 	�����
�� �
� �����
�	�
� �� (�)���� 6
���)���
 � (�)���� �� ��	7
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� ��	��
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� ��� ������ 
 	�
������
�
 �� ������	� �����

�
◦
�����

1

2π

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt

]
eiωxdω, ������

���� ��������

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

F (ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt,

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω.

������

���
 ���� ���� 	
�	� 
� � !����"�� �� #◦ ���� ��
�	� �� �◦ ���� �$� ����%
���	�� &�

�����'"�� ���#��� � ���#�(�� �
�	
��� 
!��
� ��� �� ����	�	�
 � ��� �
 ������)���
 
����
�

ω !��
 �����)���
 ����
���	
� ξ� ���!��	
��� 
 ���
'$� � ��	��	� ��	�� ��
��

*�� ����	$� �� ���%���)���
� �
�	������ ���� !
��$� 
� � !����"�� ��
�
� �
� �����+

'"�� ���#��� � ���#�(�� ���!��	�%
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� ��� �� 
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���
�����
���� ������ ������ ���������
�
�� ��

�
� 
���
���� �� ������ �� ������� ��
����������

!�� �� �������� "#�$�%&� ������� ��� ��� f ����� ��������
���� �����
'���� ���
� �
���(

��
�
�� ��� ��� ��
����� �� )����� �� !�*+�
�,� �
 ��������� ��� ������� �������
����

����
����'����� ����� �� ������ C∞� ��� ���� ������ ���������� ��
������
�� �
 ������ ��(

�-�
��� � ����.���� 
��� 
���
��� ���
� � ��
������� ����� ������� ��
� ����� �
 ������

����
��� �� ������� ���� ��-
 �� �������
�
 � �������� "#�#�$&� ��� �� �����������	


�����
�

��� �����	
 �� 
��	���� �	 �����	�

/���� �� ��������� "#�$�%& � "#�$�0&� - ����
�� ��� ��
�����

�� ��
� ����� ����� ��

������� � 	
�����

��� �� ���
��
 ��
������ 
��*�
�� 1���������1 �� �
����*��

2�
� ��������� ����
��

����� ��
�� ��� � �������� "#�#�$& - ���������� 
�� ��� ��(

����'
�� ��
� ��� ���

� � 	
�����

��� �� ���
��
� ����� � �3��4���� �� ��� � ������ ����

��������
���� �����
'��� ��� - ���������
���� ������'
��� �� �������� �����
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� �� ������� ��� �����
 � �
�����

���� ��� ��
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��� ���
�
���� �

����
�,� �� �
 �
�� 	
�����

��� �� ���
��
�
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������� �	 
����
	� �� ���
��
 ��

����� �����	
� �	
��� 
 ���
��
 �������� 
�	� f(x) ���������� � �����
 	����� ������

��
� �
�
�� f(x) ��������� � �
�	���
 ��������  �

� !�� � ��"���� F (ξ) = (2/2πξ) sen(2πξ)

��
 � �������#� �
 ������
� $ �
��% �� ���
����� ����&�� ��'�� ������
�
�	�� ��������


�
 
��

 �
�'���
� 
� ��'�� f � F �
����
 �� 
��
�� ��������%�������

(���

� ��
�$
 !��� ����������	
 �
 �
��
 
��� ����� ����&��� ���
������

� ��

������
�
���
 F [f ] ��������%������ 	� �
 )����	
� *������ !�� ����� ��
����	�	�� �
�

�
������� ���� 
 	���� 
� �
���
 	� +�����
�
�	� ,������� 	� -
������

.


 ���
���
 ����
 	���� ��������
� �
���	��� 
 �
�'���
 	� ����&�� 	� ������ C∞

	�/��	�� �
 R � ����
��	
  ��
��� �
 C� 	��
��	
 �
� C∞(R;C)� 0 ����
 !�� �
	�

�����
 f ∈ C∞(R;C) $ �
��%���� ����
 �


 �
	�� �� ���� 	��� �	��� � ��
 �
�
 ��
�$


��
 ����&�� ������� ����

-��� ����
 !�� �� ����&�� 	� C∞(R;C) �
����
 ������
�
�	��� 
�� ����

� ��
���

���	
 �
� ������ ���	� 
��� �������� 	� ����&��� �
 ����������� ��
����

� 
 �
�'���


	� ����&�� �1�
�	
� 	� �����������	
 �����
� ����&�� !��� ����
 �


 ���� 	��� ��

	��� 	����
 ���� #��
 
��� ����	
 	
 !�� !���!��� �
���2
�
�


������
 ������ 3�'� f : R→ C� ��/����
���� 	��������� ��� ��� !��4

lim
|x|→∞

xnf (q)(x) = 0�

���� �
	
 n, q ∈ N� 
�	� f (q)(x) 	��
�� � q�$��
� 	��� �	� 	� f(x)�

,�#�

� ��
�$
 !��� �
	� �����
 	� 	�/����
 �5������ $ �1�
�	� 	� �����
 ��

������	��

)���� � !�� � 	�/����
 ���
� 

���� f � ���� 	��� �	�� ���	�
 ���� 0� !���	


|x| → ∞� 
��� ����	�
���� 	
 !�� �
�6����� xn� !�� ���	�
 ���� 
 ��/���
�

�
 
����� ���� ���� ��� �
�	��&�� 	� 	�/����
 �5������ 	�	
� n, q � 0� ������ �
�

�
������� M(n, q)� ��� !��4

|xnf (q)(x)| �M(n, q), ∀x ∈ R. �5���

7���  �� !�� �5����� �
����� �
 �5���� �
�� !�� 
 ��
��� �
 �5����� �
� ���
��� ���

�
����� �
 N > 0 ��� !�� |xnf (q)(x)| � 1� ���� �
	
 |x| > N 8 
�� � �����
 xnf (q)(x) $

�
��%��� � ��
���	� �
 ����� ��
 [−N,N ]� 
� ��'�� ������ M1 > 0 ��� !�� |xnf (q)(x)| �M1�



������� �	 
����
	� �� ���
��
 ��

���� ���� |x| � N 	


�������� 
� �������
 M(n, q) = max(1,M1)� ����
 ���������� ��� ��	�	�� �������

�� ��	��	

����� �������� 
� ��	�� ������� �� ��	�	��	 �� �������
 n + 1 � q ���� ��	��� �����

������
 |xn+1f (q)(x)| �M(n+1, q)� ��� ��
 ������ � |xnf (q)(x)| � |x|−1M(n+1, q)� ����

��������
	

 

� �������!���� ����� �
 ���
 �"���

#�
� ��
 ������� $�%�� � 
�&����� �����
�'��(

����������� �	
	
	 �� f : R → C ) ��� $��'�� �� ��*+���%� ����� xnf � f (q) ���,

-)� 
�� �� ��*+���%	 .��
������������� xnf (q)� ∀n, q ∈ N� ���-)� ) ��� $��'�� ��

��+*���%	

/ ��

����� ������ ���
������ � ������ �� �����'�� ��	�	�� �����%���� � ����'�� &���� ��

�����0���
 � �� ���������
 ��$��������
	 �����*� �� �����0��� p ∈ Pm(R)� m ∈ N� �

Dn � �������� ��$�������� �� $��'�� f � n ∈ N� � f ���� �� �����'�� ��	�	��� �����

lim
|x|→∞

p(x)Dnf(x) = 0 	 ��	��

1 �����
�'�� ��	�	��� ������ ��
 ��% ��� �
 ���������
 ��$��������
 ����� $��'#�
 ��

���2���� �� ��*+���% �� �����
 $��'#�
 �� ��
�� ���2����	 3

� ��
 �
������ � ���
��

���� 
� � ���2���� ��
 $��'#�
 �� ��*+���% $����

�� �� �
��'� ��������� ����� �

�


���������
 
����� �� $��� ���������
 �������
 ��

� �
��'� �� �����%� � ��
�� �������

������� ��� �
 ����&���
� �� �
������� ��� � 4���
$������ �� �������	

5�
� ����� ���
��� ��� ���� 
�� ��
������ ����
 ��

�� ) � $��� ��
 $��'#�
 �� ��*+���%


���
$�%���� � �����'�� ��	�	��	

����������� �	
	�	 ��2� f : R → C ��� $��'�� �� ��*+���%	  ���� f(x) 
���
$�% �

�����'�� ��	�	��	

��������	
��� 1

�&����� � *��6��
�� ���� $��� �� f 
�� �������� �� ���� ���������

[−M,N ]� ���,
� ��� f ) �������� � ����&����� �� ��������� |f | ���-)� ) ����&����� ��

�

��
�� ���������	



������� �	 
����
	� �� ���
��
 ��

���� ������ � 	�
����

	�� �� �
������ ��������� �� f � ����� ���� � ��������� ������

	�� n = 2 � q = 0� ������� � �����
�� �� ���!��"

∫
|x|�1

|f(x)|dx �M(2, 0)

∫
|x|�1

|x|−2dx = 2M(2, 0). �����

�����
���

∫ ∞

−∞
|f(x)|dx �

∫ 1

−1
|f(x)|dx+ 2M(2, 0) <∞. ���#�

$���� �
������ ����� ����������� ����� �������
�� ��� %�
!&�� �� '	()���*� +��

����,� %�	����� � ������ �� -��
�%������ �� .�������

����� �����	
 �	 ��
���	 ���
����

/������ %�
!&�� �� '	()���* ��
�� ������� � ����������� �� '������ 0����	���

�������� 	
�
�
 '� � f : R→ C� 1�2
���� 	��� '������ 0����	�� �� ��� %�
!�� �

	�
 �
��"

supp := {x ∈ R|f(x) �= 0}, �
�� � ����� �
��	� � %�	(� �� 	�
 �
���

3��� ������������ 
� �������� , ��%���
�� �� ���4
�� ��� %�
!&�� �
��������� ���

�������"


������ 	
�
�
 0�
������ � %�
!�� f(x) =

{
0, se x � a ou x � b,

e
− 1

(x−a)2
− 1

(x−b)2 , se a < x < b,
�
�� −∞ < a < b <∞�

� ������� 	����	�� �� %�
!�� f(x) �	��� , � �
������� [a, b]� �������
�� � ����� ��

	�
 �
�� �� ��
��� �
�� � %�
!�� 
�� ������ ������� 
�����

.�	� 	����� ����,�� +�� � 	5�	��� �� -��
�%������ �� .������ �� %�
!&�� 	�� �������

	����	�� �����
� �� ���	����� �� ������ �������� ����� �
������� �
��2
���� �� ��� ��*

��		��
����
�� 	�
�4
�� 
� �
������� [a, b]� �
�� ���5 ��2
���� ����� +�� �� �
����� � %�
6

!�� 	�� ����!�� � ���� �
��������



������ �� 	
���
�� ��

�� ����	
����
 ������� ������� �� �
������ ��� ���	��	
�� ��	� ���
 ���� �� 	�����

���� ��
���� 
���	�� �� ��� ���
 � ������ ������ ������� ��� ����� �
 ���	����	
������


�� ������� �����	��� ��� �����! "��� �#�����
 
���	���� � ������ ��$�	�� �� �#�����

%&!'!'( ������� a = −b) � ������ $
�
 �����
 
�� ������� 
����
�� �� [−b, b]!

*� ��+�	
�
 	��� �	��	$
� ��� � 	������� �� %�!'!,( ���� ��� ��
�	�� �� ����	��� �����


���� ��� ������ f �� �
������ 
�� ��� ��� 2a
 
��� �	�� �����	�������-

∫ ∞

−∞
e−i2πξxf(x)dx =

∫ −a

−∞
e−i2πξxf(x)dx+

∫ a

−a
e−i2πξxf(x)dx+

∫ ∞

a

e−i2πξxf(x)dx. %&!.(

/ 
���� ��� � ��	��	�� � � ���
�	�� ���
���� �� ���� �	��	�� �� 	�������� %&!.( ��
�����

�� ���
���� �� �	�	��
 �$���
 ��� 	������	� 	������	��! *� �������
 ����� ��� ��� �����	

������� 
����
�� ������ �� 	�������� [−a, a]! 0��	�
 ������� ��
����� %&!.( 
���-

∫ ∞

−∞
e−i2πξxf(x)dx =

∫
|x|>a

e−i2πξxf(x)dx+
∫ a

−a
e−i2πξxf(x)dx. %&!1(

0 �#�������
∫
|x|>a

e−i2πξxf(x)dx ���� ��� ��$�	�� ������ �2������� � 
������������

���	����	
� �� f ���
 ����� 
���
 �����	 ������� ����� ������ ���	
���� � �	�	�� �� 	����

���� 	������	�! 3�������
 ��
	�	����� �	��� ��	� � �2������ �� ������������ �����4� ��

�#�������-

∫ ∞

−∞
e−i2πξxf(x)dx =

∫ a

−a
e−i2πξxf(x)dx. %&!5(

3������ 
��
��	�
 ��������
 ��� � 
��6���� ��� 7������ �� �
������ 4 	���� ���� ��

������� 8����������� �� 7���	��
 ����
	������� ���� ������� ��� ��� ���	��	
�� �� ��

������� ������� 
����
��!

��� �����	 
� �
������

*� ����� �����	��
 ��$�	��� �� ������� �� �
������ �� �� ��2
��6���� �� C∞(R;C)!

0���� ������� ���
 �� �������
 ���� ��2
��6���� 4 �� ������ �����	�� ��2�� C!



������ �� 	
���
�� ��

� ��� ��	�
�� �
�	� � �����	 � �������� ��� ������� �� �����	��� � 
���	�	 ��� ���

���� �������  	� 	��
���� �
 C∞(R;C)!

����������� �	
	�	 �� L(R) � � �������� ��� ������� �� �����	��� ���"� L(R) �

C∞(R;C)!

��������	
��� # ������"� $�!%!%& 
���	� ���' ∀f ∈ L(R) ⇒ f ∈ C∞(R;C)! (�	������

��� ��
����	��� ��� L(R) ⊂ C∞(R;C)!

�����  	�)�	 ��� L(R) �= C∞(R;C)� �� ����� ��� L(R) ���� �������  	� 	��
���� �


C∞(R;C)! (�	� ����� �������	� � ����"� f(x) = i sen(x)!

*��� ���	� ��� f ∈ C∞(R;C)� )�	����
�� ���"� ��� � ��
��� �� ������"� $�!%!%& �

����)������ �'

lim
|x|→∞

p(x)f (q)(x) ≡ lim
|x|→∞

(1 + |x|)m|i sen(q)(x)| =∞, $�!+&

 �	� ���� m ∈ N � ���� q ∈ N!

(�	������ �,���� f ∈ C∞(R;C) ��� ��� f /∈ L(R)� ��
� L(R) �= C∞(R;C) �� ����
�

��
����	�
�� ��� L(R) � C∞(R;C)!

-"� � ���.��� )�	 ��� � �������� ��� ���
����� �
 C∞(R;C)� 
������ ��
 � ��
� �

� 
���� �����"� ������� ��	
�
 �
 �� ��� )���	��� ��/	� � ��	 � C! 0�
����	�	�
�� �

��
�����'

����������� �	
	
	 (L(R),+, .) � �
 ��/�� ��� )���	���  	1 	�� �� (C∞(R;C),+, .)�

��/	� � ��	 � C!

��������	
��� *
/�	� ���� ��/�� ��� )���	��� ���� �
 �� ��� )���	���� �	�
�� �������	

� ���	�
� ����)������  �	� ��
����	�	 � ��/�� ���'

%! 
������� ������� ���� O(x) � ����"� ��������
���� ����! -��� ���'

lim
|x|→∞

(1 + |x|)m|O(q)(x)| = lim
|x|→∞

(1 + |x|)m0 = 0.

2�
�� O(x) ∈ L(R)  �	� ���� m ∈ N � ���� q ∈ N!



����������	� 
��� ������������� 
����� ��

�� ��������	� 
�����
 ���� f, g ∈ L(R)� 	
����
� ��
��� �
� (αf (q) + βg(q)) ∈
L(R)� ���� �
�
 α, β ∈ C� 

 �����

∀α, β ∈ C : lim
|x|→∞

(1 + |x|)m|αf (q) + βg(q)| = 0, �����

���� ���� m, q ∈ N�

���� ���� �����
������ ������
��� � �� ��� ����� 
 ������ �� ����� �
�� ��� ���
���


�
��

lim
|x|→∞

(1 + |x|)m(|α||f (q)|+ |β||g(q)|) �
(

lim
|x|→∞

|α|(1 + |x|)m|f (q)|
)
+

(
lim
|x|→∞

|β|(1 + |x|)m|g(q)|
)

= 0.

!
 ����� ����� " ���
���� �
� 
� ������ �
��������� �� 0� #
�����
� ∀α, β ∈ C�

(αf (q) + βg(q)) ∈ L(R)� ���� ���� m, q ∈ N�

$
�
� �
� ����� ��� � ���� %�� ��
���
 �
� (L(R),+, .) " 
� �
&����'
 ���
���� �� ���


�
&�� 
 �
��
 C �

��������� ������ (L(R),+, .) " 
� ����'
 ���
���� �
&�� 
 �
��
 C� ���
�����
 (���'


�� ���)���*�

��������	
��� + �������
� 
�� ��* �
� �
�
 �
&����'
 ���
���� " 
� ����'
 ���
�����

��������� ������ ! (���'
 L �� ���)���*� " 
� ����'
 ���
���� �
&�� 
 �
��
 R�

��������	
��� ,��&"� " �������
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����������	� 	
 ����

� 	� 	
�
��	� ��

������� ����	� ���� f : R → C� f ∈ L� 	 
���
������� �� ������� F (ξ) � ���

����
�������� ������� ��� ����

F : L → C∞(R;C) 
���
���

F [αf + βg] = αF [f ] + βF [g], ∀α, β ∈ C, ∀f, g ∈ L
������

��������	
���  ��
������ ∀α, β ∈ C� !�� f, g ∈ L� �������
 "��#��$

F [αf + βg] = αF [f ] + βF [g]. ������

%� �����

F [αf + βg] =

∫ ∞

−∞
e−i2πξx[αf(x) + βg(x)]dx

=

[
α

∫ ∞

−∞
e−i2πξxf(x)dx

]
+

[
β

∫ ∞

−∞
e−i2πξxg(x)dx

]

= αF [f ] + βF [g].

������

&�������� F � ��� ����
�������� �������

��� �����	
����� �
 �
���
� �� �
������

'� ���(��(�� "�"����� ������
 ��� � 
���
������� �� ������� )��
��*�) ����#���
�

+,
��#� � ������� � 
�(���$

������� ��
�	� ���� f : R→ C ��� ������ �� L� �����

F [Dnf ] = (i2πξ)nF [f ], (∀n)(n ∈ N). ������

��������	
��� 	 "��#� 
�(�� ��!������� "�� ������� �� n� &��� n = 1� ����


∫ ∞

−∞
e−i2πξxf (1)(x)dx = e−i2πξxf(x)|∞−∞+i2πξ

∫ ∞

−∞
e−i2πξxf(x)dx = (i2πξ)F [f ](ξ). ����-�



�������� �� ���	
���
��� �� ������� ��

� ������	
� 	�
������ ���
� �� 	��������� ��� ������� ������ �
� � ���������

e−i2πξxf(x)|∞−∞ � �
��� 

� ��� �
� f ∈ L ��� �	�������

�
����� �
� ��� �! ���� ���� n− 1� 
�������
�� �
� ���� ���� n"

F [Dnf ](ξ) = F [D(Dn−1f)](ξ) = (i2πξ)F [Dn−1f ](ξ)

= (i2πξ)(i2πξ)n−1F [f ](ξ)

= (i2πξ)nF [f ](ξ).

��� #!

��� �����	
	 
	 ��	�
����	
	 
� �������

������� ��	�
� �� f : R → C $�� 

� $
���� �� L� ����� F [f ] ���% 	�&�	��
����

�	$����'	%���� �"

Dn
ξF [f ] = F [(−i2πx)nf(x)]. ��� (!

��������	
��� )� 
��� ��%���� * ��
��������� �� +����
� ���,� !� ��
	 � ��
������-

��� ��
.�
 ���
� ��� 	��
��� �
 n� /���
�� ���� n = 1"

D1
ξF [f ](ξ) = D1

ξ

∫ ∞

−∞
e−i2πξxf(x)dx

=

∫ ∞

−∞
D1

ξ [e
−i2πξxf(x)]dx

=

∫ ∞

−∞
(−i2πx)e−i2πξxf(x)dx

= F [(−i2πx)f(x)](ξ).

��� 0!

�
����� �
� ��� (! ���� ���� n− 1� 
�������
�� �
� ���� ���� n"



����������	� 
��� ��
��	�� ���
�� ��

Dn
ξF [f ](ξ) = D1

ξ(D
n−1
ξ F [f ])

= D1
ξ(F [(−i2πx)n−1f(x)](ξ)) = F [(−i2πx)(−i2πx)n−1f(x)](ξ)

= F [(−i2πx)nf(x)](ξ).
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��� �����	
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�
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� ������

�	
 ��
�� ���
� ��� � ������
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����� 
 ��� 	�����
�����
 ������� �����
�

� ������ ���� �� �������� � 	�����
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'��� ���
��	��� ���� 	�
����� ������
� ����  �
 
���(�� �#��#� �
 ��#���#����	


�) ��
 ��� ����(�� �� "#$%��	&� ���#�	���� #
� ��	��$� �� ����
 3.1�

������� ��	�
� "� f : R → C 
 ��� �����
 �� L� ��	�
 F [f ](ξ) 	��*
� ���) ���

�����
 �� L�

��������	
��� +����
 
 ��
���� ������� � 
 ��
���� ���,���� 	��
�

ξmDn
ξF [f ] = ξmF [(−i2πx)nf ] = F [(−i2πDx)

m {(−i2πx)nf}]. ����-�

.���  ����  �
 
���(�� ������� � �����/�� � �0 �����
 (−i2πDx)
m {(−i2πx)nf} ��	) ��

L � 
  ������
 ���*�
 �� �0 �����
 ����-� 
 ����	��
  
���  ��
 1��� �� 2������3

1�*����� �� 4���#� ���

lim
|ξ|→∞

ξmDn
ξF [f ](ξ) = lim

|ξ|→∞
F [(−i2πDx)

n(−i2πx)nf(x)](ξ) = 0. ���/5�

'
�	��	
� F [f ](ξ) ∈ L� #
�
 ����6��
� ���
��	����

��� ������ � �
����������

7 	�
���� � ������ �
� �8��� � #
� ������� ��  
�#
 ���� � ��	���&� �
 ��#���#�3

���	
 �) ��
 ��� �#
� ��$� �� 	�����
������ �� ����(�� ���  ��	��#�� �
 !� ��
 ��
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���� 
�����	������ 	����� �������� � ���� 
� ����������������� �������
� � 
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����	��
� �� �� �
��� ��

������� ��	�
� ��!� f : R→ C� f ∈ L� � 	����"����
� F (ξ) � ���	#��� � �� ����� ��

��$��	�%

lim
|ξ|→∞

F (ξ) = 0.

��������	
��� ����� � ���	����
�
� 
� F � � 	������ &��'�() ���	�� *�� F (ξ) ∈ L� 
��
�
*�� f ∈ L� +�	,�� ���� ���-	���� F (ξ) � 
� ������ C∞� ����� ���	#����

.�������� �� ��	��/��� [−a, a] � �������/������ F (ξ) ����%

∫ ∞

−∞
e−i2πξxf(x)dx =

∫ a

−a
e−i2πξx f(x) +

∫
|x|>a

f(x) dx. &��0()

���� 
�����	��� *�� F (ξ) �� ����� �� ��$��	�� �����
��� � ��	��/��� 
�
� ��	������

���	� � �� ε > 0� 	�� *��%

∫
|x|>a

|f(x)|dx < ε

2
. &��00)

1� ��	��	�� � ��������� &��2�()� 
� ���� 
� ����������������� �������� *��%

lim
|ξ|→∞

∫ a

−a
e−i2πξxf(x)dx = 0. &��0�)

���	��	�� ���� ����� |ξ| > ξ0� ���� ����� ���� � 
� &��00)� 	����

|F (ξ)| �
∣∣∣∣
∫ a

−a
e−i2πξx f(x)

∣∣∣∣+
∫
|x|>a

|f(x)| dx < ε. &��03)

�� ���������� � ����	� �� 
�������
�
� ��	������ ��	����%


�
� ε > 0, ∃ ξ0 	�� *�� lim
|ξ|→∞

F (ξ) = 0. &��0�)
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������� ��	�
� �� f : R→ C � ��� 	�
��
 �� L� �
��
�

F [f(x− a)](ξ) = e−i2πξaF [f ](ξ). ������

�� �
��
����
���

F [ei2πxaf(x)](ξ) = F [f ](ξ − a). ������

�����
� ��� ������ � ��� ���
�����
  
� ���!���
 �
 ���!
� � ������ � ��� ���
�����
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��������	
��� $���������
��� ���

�������
� ������� $��� ���

����� ���� !�
!���%

����� ������
� ������
� ��� ����
�� �� &���'&�� �� f � e−i2πξx�

F [f(x− a)](ξ) =

∫ ∞

−∞
e−i2πξxf(x− a)dx

=

∫ ∞

−∞
e−i2πξ(x+a)f(x)dx

= e−i2πξa
∫ ∞

−∞
e−i2πξxf(x)dx

= e−i2πξaF [f ](ξ).

����(�

�� �
�
 �
'�
�
� �� �����
� � ������
 �� ���
�	
����� �
&����� ���

�������
�

�������

F [F (ξ − a)](x) =

∫ ∞

−∞
ei2πξxF (ξ − a)dξ = ei2πxaf(x). ����)�

��� ��
���
 � �����	
����� �� �
��

���
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�� �������	�
����� �
 ������ �
�����
 �
 ��
������
�
 �� ����
���

�������� 	
�
� �������� �� �����	�����
 ���
� f, g : R→ C� ����
��� � ������� ��

�����	���� �
 ������ f(x) ��	
 g(y) ����

(f ∗ g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y)dy. ���� �

!� �
��
��	
�" �� f, g ∈ L" ����� 
 
���#�
	 �
 ����
��� ���$�%� ������#� ��
�����&

�����" ��
�'

|(f ∗ g)(x)| �M

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
|g(y)|dy

∣∣∣∣ <∞, ����%�

���� M = sup |f(x)| , ∀x ∈ R�

( ��#�
�" 
�
	
�
����� 
	#��� �)���	�� �� ������� �� �����	���� �
�
 *�� ����
�

����
��� �)�	��
� ��
 ��
	
�
�� �
 
�	
�
��� �� ��
������
�
� �� ����
���


������ 	
�
�
 ����
���� 
� ��#�
���� ����+��'

f(x) =

{
1, |x| � 1

0, |x| > 0
" g(x) =

{
1, |x| � 1

0, |x| > 0
. ����,�

(#��
" ����
�
��� �
	��	
� 
 
���#�
	 �
 ����
��� ���$�%� �
�
 
� ����+�� f(x) � g(x)

�� ����,�� -.����� *�� 
 
���#�
	 / �
	��	
�
 �
�
 
 �)�������'

f(x− y)g(y). ������

- *�� ��� 	��
 0 ������'

f(x− y)g(y) =

{
1, |x− y| � 2

0, |x− y| > 0
. ����1�

����� *�� 
 �
�
2��	 �� 
���#�
��� ���
 y" � �
�3����� x / ��
 �����
���� 4��� �
�&

./�" *�� 
 ������ ��#�
� f(x − y) �����
 �� ������ �� x" 
��
� ���� g(y) �����
 ��

������ �� 0�



������� � ��	
����
	�	 �� ��
������� ��

���� �� ��	
�	��� � 
�������� x �� 	������ �� �����
� �� ������ f � ��	���� ���

������

� �� ������� fn(xn − y) 
��� �	�� ���
�� �� ��� �	��
� ��	� ���	� ���� ! �	��

���
�� �� �	��
� �� g(y) �������  �	� ������ ���

�� n� ��
� ��� −2 � xn � 2"

#� ���	��  ����	��� �� ��	
�	 � 
���	� x �� ������ f(x − y)� 
	
�	���� � 
� 	�����

�� $�����
������$ �� ������ ���	�� �� ����� �� ���

���� �� ���� ��� �� �	��� �� g(y)

� f(x − y) ��	�� ���	� ����� �� 
������� �� ��� x ���
��	 
���
�� �� 
���	���� ��
%���

[−2, 2]� �� ���
������� �� �����
�"

&���	�� � ���	� '�"()" *�� �	���� � ���	� ��
��� ��� ������� g(y) � f(x− y)�  �	�
����	� ����	�� �
��
���� �� x"

'�) '�)

'
) '�)

+
��	� �"(, -	��
�� �� g(y) 
���	��� �� y = 0 '#�" �"�.)� � f(x− y) 
���	��� ��, ���
x = −5

2
/ ��� x = −1

2
/ ��� x = 1

2
/ ��� x = 5

2
/

& ��� ��
 �
�
��
�� �

��� ��	��
� ������
��  �	� � ����� 
���
�
�� �� �
��
�
��� ��


����	�� �� ������ �� '�"�0)" 1���� ����
��� � 
���������� 
"�"� � ������ 
����	��� 2 ���

������ ��� ���� � ��	
���� �� �	�� ���
�� �� �	��
� �� ������� '�"�0)� 
�� 	������ ��
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� 	��
��

(f ∗ g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y)dy =

{
2− |x|, |x| � 2

0, |x| > 2
. ������

� ����

 �� 

��
����
 ������ ��	� ����	���
 �� ����� ��� ��

!����� �� � !����
 "��������� �#$� �����

%� ����� ��	���
�� ���
�&��
� $�� 

��
����
 ������ �
���� �����	��� A = 2� �������

���� ���
��� �
 ��	�����
 '�
(��
 [−2, 2]�

������� �	
	�	 )
������� �� '���*���

f(x) = cos(x) � g(x) =

{
1, |x| � 1

0, |x| > 1
. ����+�

)
�
 �
 �,����
 ��	���
�� ���
����
� 
��
���� � '����
 $�� ���� ��	������ �
 ����-


���
� � �������
 �����.��

f(x− y)g(y) =

{
cos(x− y), |y| � 1

0, |y| > 1
. ����/�

����
�����	� 0 
&�������
 ��	���
�� 
 	���
 x �� '����
 ��	������
 1 

��	��	� ��

������
 0 �������� �� ��	������
 y�
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�	���� ������� ���� � ��	��� 
� ������� ���
��� � ��	 ���!

���"

(f ∗ g)(x) = sen(x+ 1)− sen(x− 1). ����#�

$� ��%���� 
�� ��	�&
� (f ∗ g)(x)� f(x) 
 g(x) 
���� 
�
�� 	� ����� ������

'����� ���" (��
��� 

 ��	 ������ (f ∗ g)(x)� f(x) 
 g(x)

� ���������� � �
���� �
�
�
�% ��� ���
� ���� ���� ���
�
��� �	�
� 

 ��� 

��	�!

�������

����������� �	
	�	 )
 f, g ∈ L� 
	��� f ∗ g ∈ L�

(�
�����
��� ���
� �� 
��� �����*	����� � ����
��� 
�+ �
��
��� , 
��
�
	�������
�





 ��	�&
� 
� ����"

G(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dy, ������

��	��

��	
� f : I × R → R ��� ��	��� ��	�-	��� I ⊂ R� ��� 

�� �
� �������

fx : I ×R→ R ����.� ��	�-	���

)
 �����
���� /�
 � �	�
���� ����0� �
1� ��	 
��
	�




������� � ��	
����
	�	 �� ��
������� ��

∫ ∞

−∞
fx(x, y)dy � ������

	
��
� �
�	�
� ������ ��	 � ��
��
 �
�	���� G(x) 	� ������ � �	�����	�� 	 �
����  
�


�	������ � 	!��	���
 	� �������

"� ����� ����� �	�
�

Dn(f ∗ g)(x) =
∫ ∞

−∞
f (n)(x− y)g(y)dy, ������

��� �	# ��	 � �
�	���� � ���  

�	��	 �
��
��	�	
�	 	� −∞ < x <∞� �
��

|fn(x− y)g(y)| �M1|g(y)|, ����$�

 

���	��
�
 M1 = sup |f (n)(x)|�

% �	��
�� 
 
��&
 ��� �  

'	 ���  
�
 ()����� �	 *	�+
�#,

���� ��� �()����� �	 *	�+
�#�� ���� f, g ∈ L� ���� m � 0� �	
��

xm(f ∗ g) =
m∑
k=0

(
m

k

)
(xkf) ∗ (xm−kg). ������

" ���
 
 
��	� �
��

xm(f ∗ g) =
∫ ∞

−∞
xmf(x− y)g(y)dy

=

∫ ∞

−∞

m∑
k=0

(
m

k

)
(x− y)kf(x− y)ym−kg(y)dy.

������

-�� ����
 	���� ���� 
 
��&
 ���� �
�	�
� �	�

����� � ��
�
����
 ��������


���	�
������ �-	�

������
 �� .�
�
����
 �������� -	�	�
� ��
��� ��	 xmDn(f ∗



������� � ��	
����
	�	 �� ��
������� ��

g)(x) ∈ L� ��� �� ���	
�� � �
	
��� �� ������� � � ���	����� ������� ��	�
��

xmDn(f ∗ g)(x) =
m∑
k=0

(
m

k

)
(xkDnf) ∗ (xm−kg) ������

�� �������� � �	����� �� ������� ��� !�	���� "�� ����� (xkDnf)� "����� (xm−kg)�

����� �
 L� #�	������ xmDn(f ∗ g)(x) ∈ L� ��
����	���� � �	����� ���

$� 
��� !�	��� � �	����� �� ���%��� �
 &��'���� &�
 �� ��
��� ���	�
�� (���� �����

&��)����� !�	���� "�� � *	���+�	
��� �� ���	��	 �� �
� &��(��� �� , �
� +�� �� ��

-&./�	��� �� � �	
�	�� &��(��� �� +�	 �
� +�� �� ��	���&���� �� ���� � �� -&./�	��� 0�

��'�� � �	���+�	
��� &������� ����� �
 ���	���	 �����	� 
��
� "����� ����	(�
�� �

���	�
� � ��!��	1

������� ��	�
 �*��	�
� �� 2��(��� ���� -�'�
 f, g : R→ C +�� 3�� �� L� �����1

F [f ∗ g](ξ) = F [f ](ξ)F [g](ξ). ����4�

��������	
��� ������� � �	��
 �� ����!	� �� � ������ � ���	�
� ���5���1

F [f ∗ g](ξ) =
∫ ∞

−∞
e−i2πξx

[∫ ∞

−∞
f(x− s)g(s)ds

]
dx

=

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
e−i2πξxf(x− s)dx

]
g(s)ds

=

∫ ∞

−∞

(
e−i2πξsF [f ](ξ)) g(s)ds

= F [f ](ξ)
∫ ∞

−∞
e−i2πξsg(s)ds

= F [f ](ξ)F [g](ξ).

����6�

7�,
 �� ��� �
��	����� ����&�� ��
	�&�� � *��	�
� �� 2��(��� �� ��� �	�� �
�

���	
� �	���&����� �� &8�&��� �� �	���+�	
���� �� +�� 3�� "�� ��� ������� ��	 �
�

&��(��� ��� �
� (�� "�� �	���+�	
�
 �
� ����!	�� ���	����
���� &�
���&��� �� 
����9

���&� �� ��
���� ��� �	���+�	
���� ������ ������ &���)���� "�� &�
�3�
 � &��(��� ���



������� � ��	
����
	�	 �� ��
������� ��

������� �	
	�	 ������	
	 �� �
���	� f(x) 	 g(x) �� 	�	���� ��������

f(x) =

{
1, |x| � 1

0, |x| > 0
� g(x) =

{
1, |x| � 1

0, |x| > 0
. ������

����� �� 	�	���� �������� ���	��� �
	 � ������
� � (f ∗ g)(x) ! ���� �	�� 	��
	�� �"

h(x) = (f ∗ g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y)dy =

{
2− |x|, |x| � 2

0, |x| > 2
. ������

#�$	 �
	 � ���� ��
	�$� �� 	��
	�� � ������ ! �	�	�%��$	 �� �	��� �� �����$
�	 	

��$	
���� �	 �	&��� �� ' �
�� � �� 	�	���� �(���(�� �
)� *
�����
���� �	 +�

�	
 ! ����

�	�� 	��
	�� �"

−cos(πξ)− 1

(πξ)2
� ���,-�

.��	
����� ��
$��$�� �
	 � *
�����
���� �	 +�

�	
 �	 h(x) �	)� �	�	�%��$	 $���!�

' 	��
	�� � ���,-��

/�
 �
$
� ����� � $	�
	�� ������� ��� ���	0

� �
	 ���	��� ��
��
 � $
����%� �	 ���1

�
��
 � ������
� � h(x)� ��
� �	���� ����
��
��� �
� *
�����
���� �	 +�

�	
� ���$����

�
	 ����
�	��� �� $
�����
����� �	 f(x) 	 g(x)�

���%	�	��� �� $
�����
����� �	 f(x) 	 g(x) �	�� 	�	���� �(������ 2	)�� 	�$ �� F (ξ)

	 G(ξ) $��� �
	"

F (ξ) =
sen(2πξ)

πξ
� G(ξ) =

sen(2πξ)

πξ
� ���,��

/	�� $	�
	��� $	���

F [h](ξ) = F (ξ)G(ξ) =
sen2(2πξ)

(πξ)2
. ���,(�



������� � ��	
����
	�	 �� ��
������� ��

�������	� 
 ������
� ����
��
�� 
	�������
	��
� sen2(2πξ) = − cos(4πξ)−1
2

� �� 
 ��
	���

�
 ���
��� ������� ��
�����

H(ξ) = −cos(4πξ)− 1

2(πξ)2
. ������

����	�� ���� ���� �� �	
��� � !��	��
 �
 �����"���� �
	
�
� # 
	
��$�	�
�
 ������


  	� �	����
"��
�� ��� 	�"
��� # 
� "�
��� � # $	���%���
 �
 $����� 
	�
���"
	 ����&��

'��
  	� �	����
"��
�� 

����  ��� ��	 ����	�
�� ��� 
	
��� �� �	()��� �
� )��	
�

���*�� ���� � ������

+ )��	
 ����� �,��� � �	()�� �
 
	
��$�	�
�
 H(ξ)� �
�
  �"
 �, 	����� �������

-���	
 ���� !	
��$�	�
�
 �� -��	��	 �'�� �����

.	��/
� �*&0��  � 12� ���
��

�3
 � ��� �� !��	��
 �
 �����"����� �����
��
 ��

�,�� "� ���&���� 

	
��� �
 �"��
	
��� �
 )��	
 ������ 4
	
 ����� �"� �������	
 
� $���5��

���	
� h(t) � x(t)� ���  
	6��
	�� �� 
�� � t� �� 
� "�
��� A� ��)���
� ��  �	7��� T0

� ��� $	���%���
 f �

8��  	9,���� �
 7
�"��� ��
��
	���� 
 !	
��$�	�
�
 :���	�

 �� -��	��	 � �� 
"��;

	�
��� ��� ��� 5�� � ��<�
� ���
	
" �� ��
��� ����� 
	
�
"/�� 
� 
	
��$�	�
�
� 	( ��
�

�� -��	��	�

'��� ��
��� 
�	�
;�� �
�� $(��" # �����
 ��� ���/������ 
 ��)����� 
�
"7
��
 � 
�

 	� 	���
��� �
 !	
��$�	�
�
 �� -��	��	� ���

� ����� �
 7
�"��



������� � ��	
����
	�	 �� ��
������� ��

������ 	
�� ��
����������� �� �
� �� ������� �� ����������
 ����� !"# $%&�# '
 ()*




� ��������	�
� 
� ��
���� ��������

��� ������	 
	 ����
�	���

��������� 	 
���
� f : R → C� �	 �	����	 �	� ����	����� 	 
���
� f ���� 	����

��	�	 �� �� ������	� ������	�� �� ��� �������� ���	 T ∈ R 	 ��
�����	 ����� 	�����	�

����������	�� ���
�� �	����	��� �����	������ 	 	�����	 
	������

fk = f(kT ), k = 0,±1,±2, . . . �  !�"#

���� T �	�$%� % �&	�	�� �� ���� �� �����	�
�� ' �� 	 �	(	 �� 	�����	)�� % �����	

�� ��)������ ��� �(������ ���
� Tk ���� � �*���� �� 	�����	� ���	�	� 	 �	�	 ��)�����

+	�	 �	����	���� ��	 	���(��	�
� �������	 �	 
���
� f ���� �� ����� 	��	�%� ��

 !�"#� % ���������� ��	���� 	 ���
� �� �������� �,������	����� �� �	������	�� �	�	 �

����� ������	�� T ��  !�"#� ������� �������� 	 
���
� Δ : R→ R� �	� ,���

Δ(x) =
∞∑

k=−∞
δ(x− kT ), k ∈ Z,  !�-#

���� δ(x) % 	 
���
� .���	 �� .��	��

/�	 	���(��	�
� �������	 �	�	 f � �������� ��	� 	�����	�� ���� ��� ������	 �����

f(x)Δ(x) =
∞∑

k=−∞
f(kT )δ(x− kT ),  !�0#

+	�	 ���	 �	(	 �� 	�����	)�� T � &� ��	 
��,�1���	 ������	� fc �&	�	�	 �	��
�����

�	����� �� ���
���� �����

fc =
1

2T
.  !�!#

!2



������� �� ���	
����� ��

���� ��� 	��
���
� 	�� � ����� �������� ������ ��� ���� ������ 
������� ξc = fc�

� 
������	
� 	���
	� �� ����
�� � 
� �������  �� ���� ��!"�� �
��
�����  ����� ����	
#

������� �  �
��
�� ������ � � 	��$�	
�� ������� �� �������	�� �

������� ��	�	 %&������ �� �������'��(� )��� f : R → C ��� 
����� 	�������� )�

f(x) 
�� ��������� � ��� ��*� T � ��� 
������	
� �
+�� ��'�
���� 
�
��
�� � ξc =
1
2T
� 
����

 ��� ���� |ξ| ≥ ξc, F (ξ) = 0� ����� f(x) � ��
	������ ������
����  ��� �* �������

f(x) = T

∞∑
k=−∞

f(kT )
sen[2πξc(x− kT )]

π(x− kT )
.


���������
�� ,� ������  ���+���� � ������� ��� �
! ���� ���� �� �
��� 	������� 	���


������	
� ���� �
�
���� �� 
����+��� (−ξc, ξc)� �  ����+�� �� ������-#�� 	�� ���� 
���

����+�� ��� �������� �
�	����� fk�

.�� ���� �
���� � ������� ��� �� &����
������� �� /���
�� �� �� �
��� ��� ������
#

����� �� ���� �
���+�	�� ����� 	�� ������� � �����
������ 
�+���� �� ��� 
����� F (ξ)

��������� 	�� � �����
������ 
�+���� �� ����� F (ξ)� ���� ���������� )� � 
'�������

�� ��+���� +������
���  ��+���� � ��������

���� 
���� ���� F (ξ) � �����
������ �� /���
�� �� ��� 
����� f : R → C� 	�������

�� ��� �����
�� 	�� ξ ∈ (−ξc, ξc)� ���
�
�!���� �� 	���
�"�� �� ��������

��� ����� ����� �� &������ �� .��+������ �� %0�1�2(� ����� ��� � �����
������ ��


����� �� f(x)� ��������� � ��� ��*� T �� ��� �����
�� � ����  ��� ��������

F [f(x)Δ(x)] = F (ξ) ∗ F [Δ](ξ). %��3(


��� ���� F [F [Δ]] = Δ(x)� ���� Δ(x) � ��4�
��  ��� �* ������ �� %��5(�

.���
����� ������� � 
����� ��'��� Q(ξ) �� �� �
���� T � �� ���� ��� � 
'�������

���
*� ���� +������
���

F (ξ) = (F (ξ) ∗ F [Δ](ξ))Q(ξ). %��6(



������� �� ���	
����� ��

����� �� 	
��
�� �� 
��������� ������� 
 �� 
���
���� ������ �
����

F [F ](x) = F [(F (ξ) ∗ F [Δ](ξ))Q(ξ)] (x)

⇒ f(x) = [f(x)Δ(x)] ∗ q(x)

⇒ f(x) =
∞∑

k=−∞
[f(kT )δ(x− kT )] ∗ q(x)

⇒ f(x) =
∞∑

k=−∞
f(kT )q(x− kT )

⇒ f(x) = T
∞∑

k=−∞
f(kT )

sen[2πξc(x− kT )]

π(x− kT )
.

��� �

!��
 "�
� 
� �
���� �
 #�
"�$����� ��%
��� "�
 � �
��
�� ������� �& ���
 ���� #���'
�

����(���� ��)� #�
"�$���� �����#��� −ξc < ξ < ξc� 
� ����������� �*������ 
���� #���'
�

����(���� �
 ��������	
 �	�	

�
�

+ �
,���� #��� - � ��������� "�
 
�����
 �� #���'
� ����(���� "�
 ��� ��� �
 #�
"�$�.

��� ���������� /
� 
�
������
��
� ��� ������
������ � �������� �� ��������� �
 #�
"�$����

�� #����� 
 ���������� � �
��
�� �������� �
�
��� "�
 ���� ��,�����
 �� #�
"�$���� �


f(x) #��� �� ���
����� (−ξc, ξc)� "�
 - ��� ����� �
�0 #�����
��
 1�����%���1 ���� � ����.

���,
�� �������
��� �
� �
����
��� ������ 2��
 #
�3�
�� - �*����� �
 
�	
�	���

4��
��� ��� ����
��
� ����� �
 �5�
�������� ��� 
�
����� �� #���'
� ei2πξ1t 
 ei2πξ2t

"�
 �
��� 
�����
��
 � �
��� ������� 
� �� ���
����� T �
� 
 ���
��
 �
� ξ1 
 ξ2 ��.

#
���
� ��� �� �6������ �
 1/T � "�
 - 
�����
��
 � ���,��� �� #�
"�$���� �� ���
�����

(−ξc, ξc)� 7� �����0���� �
�
��� #�
"�$����� ��5�
������� ��
�� ��� �����
� ��#
�
��
� ����

� �
��� ���
����� T �

!� 
������� ���
��� ��������� � 
#
��� �
 �������, �
 ���5
���� � �����
 ������� ��

#�
"�$���� �� #����� "�
 "�
�
��� ��������� �� ������ �������� �� �����
 ���� 
���

#�
"�$���� �����-� �
 8����� �
 ������� 9� �
��
� 8����� - � ���*
���� #����� �
,���

����0��� �:�;�� ��)� 
����*� �� ���(��� ���� "���� �� �����
� �
 ��� ���,
� �
)�� ���

�
8�
� � ��������� �� #�
"�$���� �5�
������



����������	��
� ���
��� ��

������	 
� ��
����	 �� ��
��
�� �� ���
���� ��
� � ��������� �� �
����
���� �� ��
���

����� ��
 ��
���� ��� �������� �� ����������� 	� 
����
	 ��
�� �
���
�
�� �� ��� ���
��

���� ��
�� ��
���
��� ��
��
� 	� �����
�

 �����
���� !
�����
�� ���� ����
�� 
� "
�� �� �
#���� ���$���� %����� &��'	 ������

�� ��"
�
��� � (
�
���
����  )���� �� *��
��
	 ������ + 
���������� �
�!����
��� ���

��
���� �� �����
�� � ����$���� �

�� �� �)����� 
���
����

��� ������	
�����
	 ������	

,�
����
� � ��
��� f : R → C	 ��
�$
��	 � � ��� (
�
���
���� �� *��
��
 F � -�
�

����
���.)/���	 �
����
� � 
�����)
�� �
���
�
 ��� �����
� �� f 0 � �����
� ���� ��


���
��� ���� f(x)Δ0(x)	 �
�� Δ0 � ��� ��
��� �������	 ���� ��"
��� �� %��1'� 2 ����

�� �����
� � T ∈ R� 3� %��4'	 � �����
� �� ��
��� f � ���� ��
5

f(x)Δ0(x) = f(x)
∞∑

k=−∞
δ(x− kT ) =

∞∑
k=−∞

f(kT )δ(x− kT ), %��6'

7� �
#���� �����	 � �����
� �� ��
��� ��������� ����� � �
�
���� ���� �������������

��� � ��
��� 
���
����
 q	 ��"
��� ����5

q =

⎧⎨
⎩ 1, se − T

2
< x < T0 − T

2
0, caso contrário

, %���'

�
�� T0 � � 8��
����8 �� ��
��� �� �
�
����
��� 7��� ��� � ��
��� q 
�� � ��
�
��� ��

0 
�� �� T0

2
0 � ���� �� 
�� ��
 ��
�
��� �� 0 � ��
� 
�� �����
 ��
���� � 
������ ���

��������	 � � ���� �� 
�� ��
 ��
�
��� �� T0

2
�� ��

�
) ���� ���
� 
� ����
�������
��

��� ��
���� ����
���

2�
�� �����	 � �
�
����
�� ������
�5

f(x)Δ0(t)q(x) =
N−1∑
k=0

f(kT )δ(x− kT ), %��9:'

�
�� ��������� ��� �) N �������� ���������
��� �
�
� � �
��
���� �� �
�
����
��	 ����	

N = T0

T
�

; �
#���� ����� 
� ����"����� �� ��
��� f 	 ��
�$
��	 �� ��� ��������
�� ����
���	

��
� ��� �������� ������
 � �
�
���
����	 � �����.�
 � ������� %��9:'� -�
� ��
��	 �
���/

����� �� ��
������� �� %��9:' ��� � ��
��� Δ1	 ���� ���� �������5
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� ���
��� ��

Δ1(x) = T0

∞∑
r=−∞

δ(x− rT0). ������

�	
��
 	�����

[f(x)Δ0(x)q(x)] ∗Δ1(x) =

[
N−1∑
k=0

f(kT )δ(x− kT )

]
∗
[
T0

∞∑
r=−∞

δ(x− rT0)

]

= · · · + T0

N−1∑
k=0

f(kT ) δ(x+ T0 − rT )

+ T0

N−1∑
k=0

f(kT ) δ(x− kT )

+ T0

N−1∑
k=0

f(kT ) δ(x− T0 − rT ) + · · ·

������

���	 ��	 � 	������ ������ � �	�������
 ��
 �	����� T0
 	 ���	 �	� �		������ ��
��

f̃(x) = T0

∞∑
r=−∞

[
N−1∑
k=0

f(kT )δ(x− kT − rT0)

]
. ���� �

!��
�� � ������� f̃(x) ���� ��"	� ��	 � 	#��	���� 	
 ���� � � �
� ����#�
���� �	

f 	
 T0�

$��	
��
 �%���
 &����'��� � 	���()� �� *����� �	���%�(�� ���+� ����� �� 	*	��� �	

������
	���� ���	 ��	 � �	��(���� �� ���,�(���� 	
 ���� � � �
� *����� �	������� ��


�	����� T0 ��	 �������	 �	 N �
������� -	 � *����� �	���%�(�� � 	���()��� �	 
��� ��	

� ,�(�� �� �
����� �������� ��
 ���� ����� '��( �� *����� �	���%�(��
 	���� � ���,�(�.

��� �� *����� �	 ������
	��� ��
 �� �
��(��� 	�������� 	
 T0 �	��(����� �� 	*	��� �	

�(�����%� /��� �
 � N .���
� ����� �� �	����� ���������0 ��
 � ���
	��� ����� �� ���#�
�

�	������ $��� %������� ��	 	��	 	*	��� �	 �(�����% ��� ������
 � �	�	��0��� 	���()	� � ��.

�	�,�(� �	 ������
	��� ��( ��
� � ���� �	(� *����� q 	
 ���+��

1�'

 ���� �	�	�,�(,	� � ��	�� �	 �
� �����*��
��� �	 2����	� ���� � 	������ 	


���� �
 � �	�	��0��� 3����� � �	(���� ��	 � �����*��
��� %����� ��
 � -���	 �	 2��.
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���� 
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�� ���� ������� �
� � ���
�������� �� ��
���� �� 
�� �

���

�������	� f  
�� ���
!
	�� �� ���
���� ��
������
���"

F̃

(
n

T0

)
=

∞∑
n=−∞

αnδ(ξ − nξ0), ξ0 =
1

T0
, �#��#�

�
��

αn =
1

T0

∫ T0−T/2

−T/2
f̃(x)e−i2πnx/T0dx, n = 0,±1,±2, . . . �#����

$
%����
�
�� �#��&� �� �#����� �����"

αn =
1

T0

∫ T0−T/2

−T/2

[
T0

∞∑
r=−∞

(
N−1∑
k=0

f(kT )δ(x− kT − rT0)

)]
e−i2πnx/T0dx, �#��'�

�� ���� �
�"

αn =
N−1∑
k=0

f(kT )

∫ T0−T/2

−T/2
δ(x− kT )e−i2πnx/T0dx =

N−1∑
k=0

f(kT )e−i2πknT/T0 . �#��(�

$� T0 = NT � �
��� �#��(� ���� ��� ��	���� 	���"

αn =
N−1∑
k=0

f(kT )e−i2πkn/N , �#��)�

� � ���
�������� �� ��
���� �� ��
���� �#��&� ���*"

F̃
( r

NT

)
=

∞∑
n=−∞

N−1∑
k=0

f(kT )e−i2πkn/N . �#��+�

,
�� �%���-���� �*���� �� �.������� �� �#��+�� 
�� /	� �%-�� �
� � ���
��������

F̃ (n/NT ) ����
� ����
�� N -������ 	�����.�� �����
��� 	���
�*-���� 0/� �� ��	����	��

���� ����� ��1� n = r� �
�� r ∈ Z  ��%���*���� �
��� ����� �� �#��+�"

F̃
( r

NT

)
=

N−1∑
k=0

f(kT )e−i2πkr/N . �#��2�



����������	��
� ���
��� ��

������ 	�
���� n = r +N 
 ���� ����

ei2kπ(r+N)/N = ei2kπr/Ne−i2kπ = e−i2πr/N . ������

����� ���� e−i2kπ = cos(2kπ)− i sen(2kπ) = 1� ∀k ∈ Z� ������

F̃

(
r +N

NT

)
=

N−1∑
k=0

f(kT )e−i2kπ(r+N)/N =
N−1∑
k=0

f(kT )e−i2kπr/N = F̃
( r

NT

)
.

��������� �� ������� N ������� � �� ���� !��� � ���� � �"!����#� �� ����$� !��� ���

%��%�����
 F̃ (n/NT ) & !�� '� %� %�� N ��������� (�� ������������� !������ �"!������

� )����	������ �� *��� �� �� ����$� %����

F̃
( n

NT

)
=

N−1∑
k=0

f(kT )e−i2kπn/N , n = 0, 1, . . . , N − 1. ������

� ����
#� �� ������ & � �"!����#� ����� !��� )����	������ �� *��� �� � �%�����

(��� �"!����#� ����% ��� N �������� �� ���!� � N �������� �� 	����+�% � �����&� ��

�����	������ %���,���� ��� �� ����� � �����	������ � �%���� %��� �� %��� ��!�% �� ��

�����	������ %���,����

-������ ������ �"��!��� �� � .���� �� ����� ��� %��!���% ���� � �!���� %�� /���

�� ����
#� ������� !��� %��%���� � �����	������ � �%���� �� 	��
0�� %���,���� 1 ����� ���

��%�����2�� �� �!+�� %��

������� �	
	�	 3��� ���� � 	��
#� f : R→ R� ��� ����

f(x) = cos

(
2π

8
x

)
, ����4�

%�� N = 256 � T = 0, 25� 5��������



����������	��
� ���
��� ��

F̃
( n
64

)
=

31∑
k=0

f(k0, 25) [cos(2kπn/256) + i sen(2kπn/256)] , n = 0, 1, . . . , 255.

������

�	 
��	
�
	 �� f(x) �	
�� ���	
�
�
	 ��	 ������ 
�
����

�����
 ���� ���	
�
	 �� f(x) �� � �����

!�� 	�
 "�#$ 
	 %�
�	&���
�
 �� ������� '�	���

 �%�'� �� f(x)$ �	
� ���	
�
�
 ��

������ 
�
���� (�
�  �� 	�)
�
��	 
 )
�
� ��
� � 
 )
�
� ��
������
 �
 
�
�	&���
�
$

�����
 �		� ��� 	�*
 )����)
+"�� �
 ���	
�
,�� ��"��� - )�������
�� ��	 )��
�	�

�����
 ���� %�
�	&���
�
 �� ������� '�	���

 �
 � � ������

(� ������ 
���
$ 
 )
�
� ��
� �
 %�' )
�
 ������$ ��.�
� ��
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� �	 )��	�	  ��

������ 
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�
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�
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������� 	
�� �	 �
�	����

������� �	
	
	 ��������� 
 ������ f : R→ R� �
� ����

f(x) = e−t, ������

��	 N = 256 � T = 0, 25�  ����	���

F̃
( n
64

)
=

31∑
k=0

f(k0, 25) [cos(2kπn/256) + i sen(2kπn/256)] , n = 0, 1, . . . , 255.

����!�

"� 
	����
� �� f(x) � ��
 ��
�����	
�
 �������
 ����� ������
�
� ��� #�$%�� 
�
�
��

�
� ���

&�#��
 ��'� ��
 "	����
� �� f(x) �(�� �����) ��
 *&+ �
 ��� ������

,
�� ��	��
� ��� 
 *&+ �� ���
�� ����-���� ��	��� ����.	 ��
 ���������
 �
��� ��
�

� �
��� �	
#��$��
� 	��	� ��� �	
 ���
� ��/
 ���
�

01#��� ���� ��	���
����
�	����� . 	
�� �$��� 	
�����
� ���� ���
� ����	�����2� �	

���� ������ ���
�� 2 
 �
���� �
��� ��
� � �	
#��$��
 2 ��� 	������ ��� %�
��� 	
�� ��
���

�
 ��1
�	
 ������

����� ����	
� �� 
	��
��	���� �� ���	��	 ��
�	���

" 3�����
 �
 *�
�����	
�
 �� &������ +������
 . �
�
 ���
 ���
����
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f(kT ) =
1

N

N−1∑
n=0

F̃
( n

NT

)
ei2πnk/N , k = 0, 1, . . . , N − 1. ������

�	
	 ��
����
	
 ��� ������ � �� �	�� 	 �
	����

	�	 ����
�	 �	 ���
����� �������

���������
�
�� ������ �
 �������

F̃
( n

NT

)
=

N−1∑
k=0

[
1

N

N−1∑
r=0

F̃
( r

NT

)
ei2πrk/N

]
e−i2πnk/N

=
1

N

N−1∑
r=0

F̃
( r

NT

)[
N−1∑
k=0

ei2πrk/Ne−i2πnk/N
]
= F̃

( n

NT

)
.

������

� �������	�� 	���
��
 �  ����!���	 �� ����
�	

�� 	 ��!����� 
�"	#�� �� �
��!��	"�$

�	���

N−1∑
k=0

ei2πrk/Ne−i2πnk/N =

{
N, se r = n

0, caso contrário
. ����%�

&���	 ��

	� ' 	 ��
����
	�� ��� 	 ���
����� �	�	 ��
 ������ � 	 ����
�	 ��� 
��	 �	

�
	����

	�	�
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�
�� 	� �
	����

	�	� ����
�	� �	� )&*  	" �"	�	� ��� ���
�"��

�����+� � �������� 
���� ���	
�����

��	"�!	
���� 	� 	"!�
��
� 	���
��
� � 	"!�
��
�  �
���	 ���	" �	
	 	 �
	����

	�	

����
�	 �  	" �"	�	  �
 �	�� �	 ���	#�� ������� � �� ���
	$�� ������,��" �� 	�-��� � �����

�
	�	".��

/� ���	���� .0 �
	 ����
��#	� ����	��� ��� �� 	"!�
��
� 	���
��
 �
� ��0�	
�� 	��$

�	� �	� 	
���
	� �� f � ����� 	"!�
��
� �
� ��	
�� �	� 	
���
	� �	 ���#�� F̃ (n/(NT ))�

�
	 ���#��  �
�"��	�

(������
	
��� ������  ��.� ��	� 	 �	
�� 
�	" � �
	!��0
�	 ���  �
�1�
 F̃ � ����
�

��
���

F̃
( n

NT

)
= Re

(
F̃
( n

NT

))
+ iIm

(
F̃
( n

NT

))
. ���23�
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������� �	
	�	 !��
�
��� �������
� � ����� ���� � �	�"������ #��"��� #$ %&& ��� ��	�

�'�	 � ����
���	�
� 
� ������� ��
����� 
� #$ %(& 

)���	�
 ��� � ��� 
� ����
���	�
�
 
*� ����
�
 
� 	�
� +���� ,�������� �
�����


� ��� � ����
���	�
� �����
� 
�
 ���-'�
 ����
��
 ��
 "�����
 
� �"��� #$ %&� 
���

f(kT ) = cos(2πKT ) 

�� ����� 
��� �����	���� �

� � ���-*� �������
� ���� ��"����	�� 
� 
��
������	�
 �

�����

*� �	 #$ (.& �	 #$ %/& 0�
���� � "�����1

��"��� $ $1 ����
���	�
� 2����
� 
� ������� ��
����� 3� #$ %(&

������� �	
	�	 !��
�
��� �������
� � ����� ���� � �	�"������ #��"��� #$ (& � #�&& ���

��	�'�	 � ����
���	�
� 
� ������� ��
����� 
� #$ %�& 

�� 	�
	� 	�
�� ��	� �� �����4��� ��������� �
����	�
 ��� � ����
���	�
� �����
�


�
 ���-'�
 ����
��
 ��
 "�����
 
� �"��� #$ (&� 
��� f(kT ) = e−(KT ) 

5���	����� �
�� 
��� � ���-*� �������
� ���� ��"����	�� ��
����1
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� �� �� �	��������
	 ��	����	 �	��� � �	��
����	 �� �
�	��
�

�	�� �	 ��
��
	� �� ���  �� �	�����	� 	  �� �	� �����
��	 �	 ���!
�
	 ��
���	��

"�
	� �	� �� � ��� # �� �#
	�	 ��� �����!$�	 ���� �� ��
��
�� ��� �#��� �� �	�
	��


�
 �	�	 �	� ��% �&�''�� ���� ���������
� �	  �� 	�
�	� �
�	��
�	� ����	�!���� ���� ����


��	 �� �#��� ���#�����

����� ���
��	� �	��� ��������	 �� ���� �	 �����
	 �	���
���	��
 �	 �
�	��
�	 ����

�(�
	����	 )��
�$��
���� � �	
����*�� ��
���
����� �
���#� �� ��
	����	 �� ��
��%��� ���

����������� �� ����*�� � 
#������ �
�#������ �� ����(���	�

��� �����	
��� 

�����
	

+	������� � ������
� �	
���	 ���� � ����� ����
���� �� �&�''�,

F (n) =
N−1∑
k=0

e−i2πnk/Nf(k), n = 0, 1, . . . , N − 1. �-�.�

���� ���� 
�	���	� kT �	� k� � n/NT �	� n�

���� ����
�
�� � �	
���	 �	 ������	
�����
	 � ������� �����	�,

W = e−i2π/N . �-�'�

�������� 
���#��  �� � � ����	 �-�.� �������� N � ���*�� �� N �����
�� ����� ����

���
���� � �(�����	 �� �(������	 �-�.�� 	������ 	 �(���
	 � �������
-/



��������	� 
����
��� ��

������� �	
	
	 ������	 
�� N = 4� 
���� �� ����� 
���

F (0) = f(0)W 0 + f(1)W 0 + f(2)W 0 + f(3)W 0,

F (1) = f(0)W 0 + f(1)W 1 + f(2)W 2 + f(3)W 3,

F (2) = f(0)W 0 + f(1)W 2 + f(2)W 4 + f(3)W 6,

F (3) = f(0)W 0 + f(1)W 3 + f(2)W 6 + f(3)W 9.

�����

������� ��������
	� �	�� �	������
� 	� �
�	���� �� ����� �	 ����	 �	
����	�� ��

 !������

⎡
⎢⎢⎢⎣
F (0)

F (1)

F (2)

F (3)

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣
W 0 W 0 W 0 W 0

W 0 W 1 W 2 W 3

W 0 W 2 W 4 W 6

W 0 W 3 W 6 W 9

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣
f(0)

f(1)

f(2)

f(3)

⎤
⎥⎥⎥⎦ . ���"�

#$���%	��� � �&����� 	�
������ ��
	��� 
�� ������� ��������
	� 	 �&�	��'� �� �����

���� �� ���"�� �	� �	 ����	 �	
����	� ����	�
	� �����

F(n) = Wnkf(k). �����

#$���%� 
��� �� ��(������ 	 �&�	��'� �� ����� ��
��
	���
�� 
�������

{
(N)(N − 1) 	������ ������&	��

(N)2 ���
�����	���� ������&	��
���)�

*���� ����� 
�	�
��� 	�(���
�� 
�� �&���
� ���	 �&�	��'� 
���	 ������&��	�� �	 ��+

��� �� O(N2)� #� �������� 	�(���
��� �	�	 ,,- �'� 	
����� 
�� ����!�� � �.���� ��

	������ � ���
�����	���� �� ���
	�
�� ��	 ����� �� ������&��	���

/� ��
	�
�� 	 �	�
�� �	 �&�����'� ����� 0 ����1%�� �����%��%�� %2��	� 	$���	(��� �	
�+

�2
��	� �	�	 	 ��	$��	�'� �� 	�(���
��� �� ,,- �� ��
�� �� �	�� ��
��	���� ��
'� 	
�����


�� ������� 	 ����� ������&��	�� 	�(��1
���	� 
	�� ���� �� �0
���� ���������� ���

*	�������+3	��!��� 4����5+-�6�5� �	���+-�6�5� 7���� ���� .�
���� ���	� ��
��	��� ��

��	��� �	 �0�	�	 �� )8� ��
�	�
� *	������� � 3	��!�� �����%��%��	� �� �0
��� ��

��1��� ��� 	��� "8�

/���� ��9&��� �$:�
�%� 0 �����
�� 	� ��
�%	���� � 	 ���(�� ��� ���� ��������� 	�(���
+

����



��������� 	
����
����
����
 ��

��� �����	
�� �
�	�������
�����

������	
� � ����

	 ���������� ��� � �����	�
 ��	 �������	 �� ����� 	����� �
���

���� 	�� ���
�����
��
	 ��  
��� � 	�������� �	 �������	 �� ��
��
 �
� 
	  �!
��	 f(n)"

��	���!���	 ������	 �
������	�

#� �����" �
!� ��� 	� 
	 �
�!
	 �� ��!���� N  
��� 	����� ��  
��� 2γ" γ ∈ N−{0}"
	����� $�%��& �� �'���
 ��� �� �������	 � �� �������	� (� %������" ���	 �
 ��� �		
"

!��
	 
 	�����!� ����)

���� ����� �������	
������

	�� *�+� N = 2γ " 
��� γ ∈ N − {0}� #�!�
 �
���
	

�	���%�� � ,���	 
����� ��	���!� �� -
����� �
 	�����!� �
�
)

F (n) =

N
2
−1∑

k=0

e−i2π
n(2k)
N f(2k) + W n

N
2
−1∑

k=0

e−i2π
n(2k)
N f(2k + 1)

= F ���(n) + W n F �����(n).

���.�

��������	
��� *�+� N ��  
��� 2γ" �
� γ ∈ N−{0}" �� ��
��
 �
� � $��/!�	� �
 �����

#�!�
 �
���
	 ��%���� � 	
�� �� �����" ��+
 !����$
 0 N " �� ���	 	
��	 ���
��	 ��

!����$
 (N/2))

F (n) =
N−1∑
k=0

e−i2πnk/Nf(k)

=

N/2−1∑
k=0

e−i2πn(2k)/N f(2k) +

N/2−1∑
k=0

e−i2πn(2k+1)/N f(2k + 1)

=

N/2−1∑
k=0

e−i2πn(2k)/N f(2k) + W n

N/2−1∑
k=0

e−i2πn(2k)/N f(2k + 1)

= F ���(n) + W n F �����(n).

���1�

2 ��������� �!������� �
 ���� ���3��� 0 ��%���� � !���	 
����� ��	���!� �� �
�	 �
��

�
���!�	 � ��� � 4����" ��	���!�%����!� � ��� !���0� 	�
 ,���	 
�����	 ��	���!�	 ��

-
�����" ���
�� !��$�� � ��!��� �
 !����$
 
������� �� N �



��������� 	
����
����
����
 ��

����� �����	
� 
���
���
� ��� � �������	�	� 	� N = 2γ� ��� �
������ 	� 2� � �����


����
� ��� ���� 
���
���
 �
�
� 
� 	�	
� 	� ���
�	�� ��
 ��
�� �
������ ����
 � 	�����


����� 	� N ��� �
�
 
 ����  ������
��!���"
� �
� 
������

#���� 	� 	������
�
� ���� �

$��	������ 
 ��� 	� $��
 ���
��
� �
� 
 ���� %&�'��(�

��)� �� ������
 
�	� 
 �������
�*

������� �	
	�	 ���
���� �
�������� N = 4� �
�� ���� 	� ��

	
 �
� � ���+���� 	


����� ���
� ��� γ = 2� ,���
� �
	��
� ���
���
*

F (n) = F ���(n) +W nF �����(n), n = 0, 1, 2, 3. %&�-(

.�"��	
�

F (n) =
1∑

k=0

e−i2π
n(2k)

4 f(2k) + W n

1∑
k=0

e−i2π
n(2k)

4 f(2k + 1). %&��/(

 �����
����	
 � ���
����
 ����
�

� ���
�*

F (0) = [e0f(0) + e0f(2)] +W 0[e0f(1) + e0f(3)],

F (1) = [e0f(0) + e−i2π2/4f(2)] +W 1[e0f(1) + e−i2π2/4f(3)],

F (2) = [e0f(0) + e−i2πf(2)] +W 2[e0f(1) + e−i2πf(3)],

F (3) = [e0f(0) + e−i2π6/4f(2)] +W 3[e0f(1) + e−i2π6/4f(3)].

%&���(

0

���	
 �� ���
�������� ���
 ��
�
 W � � �������	
 �� 	���
��������� ���
� ���*

F (0) = W 0f(0) +W 0f(2) +W 0f(1) +W 0f(3),

F (1) = W 0f(0) +W 2f(2) +W 1f(1) +W 3f(3),

F (2) = W 0f(0) +W 4f(2) +W 2f(1) +W 6f(3),

F (3) = W 0f(0) +W 6f(2) +W 3f(1) +W 9f(3).

%&��'(

, �� ���
� 
� ���

�� 	� f(n)� n = 0, 1, 2, 3� 
����
� ����
 
� ���

�� ����
��
� 	��

�
���$

��	�� 	���
�����

�
�� ���� �����
 ���� 

	�� 	�� ��
����� � $��

��� �� �����1�� �� %&��'( ��
 �2����

� %&�3(�

4��

 �
��
 	� 	�������
 ���

������ � ��� �� ��
	�	� � 
 $
�
 �
������� 	
 	�����
��

������
 	
 ��2

���
 �����	
 �
 ���� %&�'��(� � � �
�������	�	� 	� �� �����5��
 	� $

��


���
�����  � $��
� �� 
��


�
�
� �
 ���� ��� ��2��	� ��"� 
 ������
 

�2���� 	� N

��
5 
�	�"�	
 6 N/4 �� �� ������
�
� ��� ��
���
� ��"� 
�	�"�
��
� ��
� N/8 � �����

���������������



��������� 	
����
����
����
 ��

������� 	
� �� 

 ������ �� ���
���������� ����
�� ����� 	
��

����������� �	
	�	 �� σ ��� � ��
��� �� ����������� �� ��������� �� ��
� � !�!"# � N

� $�
���� ���%���� ��� ����� �� ��$���� �N ��$��������� �� ���&$���� �� ��
� � !�!"##�

��$�� � $�
���� �� N � ���� σ ����������� �����

N

2σ
� !"'#

( ����� �������� 	
� � ����������� �& ) ����*��� ��	
��$� σ � γ �� 	
� � ���� 
���

��$�������$�� ������ 	
���� σ = γ!

+
 �
$��� ��������� � ���
��������� ��� ���
�$� 	
����� ���� ��
�����$� ��� � *
���

�� $�������
��� ������$� �
 
��� �
$��� �
�� ��
�����$�� ��� � *
���� ������$���
��$�!

,��� σ = 1� ������� 	
��

F (n) = F ���(n) +W 2σ−1nF �����(n), n = 0, 1, . . . , N − 1. ������

��	
�� 
�
� σ = 2� 
	���	� ����
�

{
F ���(n) = F ����������(n) +W 2nF ������������(n)

F �����(n) = F ������������(n) +W 2nF ��������������(n)
. ������

�	�������	 �� �������� ������ � ������� � ���
�������	 � �	 ��!	 ������	 [
�
] = P

� ["�
�
] = I�  ��	��

F (n) = [F PP (n) +W 2nF PI(n)] + W n [F IP (n) +W 2nF II(n)]. ����#�

$��� �� �%
������ �	�  �
�	� ��� �� ������� �	� 
�
� �!	 	� ���� 	���
&���	 �	��� �

� 

����
� 
�
���� �� �����!	 �	 ���� ���'���� ���� � ����	 k 
	
 2k� �	  �
�	 ���  �
����

�� 
�
� � 
	
 2k + 1 �	 "�
�
� (�����	 ���	�  �
��	��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

F PP (n) =

N
22
−1∑

k=0

e−i2πn
2(2k)
N f(2(2k)) =

N
4
−1∑

k=0

e−i2πn
4k
N f(4k)

W 2nF PI(n) =

N
22
−1∑

k=0

e−i2πn
(2(2k+1))

N f(2(2k + 1)) =

N
4
−1∑

k=0

e−i2πn
(4k+2)

N f(4k + 2)

= W 2n

N
4
−1∑

k=0

e−i2πn
4k
N f(4k + 2)

. ����)�



��������� 	
����
����
����
 ��

�� ���� �	
����
 ���� �������� �� ����	���� ��� ������ ��� �� �	����� ��� �����


�	���������� ����	�� � ����	�� ������� �� ������� 	� ���� ����� !
 ��"������	�� k ���

2k 	� ����� ��� �����	� �� ���
 � ��� 2k + 1 	� �����#

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

F IP (n) =

N
4
−1∑

k=0

e−i2πn
4k
N f(4k + 1)

W 2nF II(n) =

N
4
−1∑

k=0

e−i2πn
2(2k+1)

N f(2(2k + 1) + 1) =

N
4
−1∑

k=0

e−i2πn
(4k+2)

N f(4k + 3)

= W 2n

N
4
−1∑

k=0

e−i2πn
(4k)
N f(4k + 3)

.

��� $!

%��� �������� � ������������� �� ��� �!
 ����� ���� � ������� ����� !�

������� �	
	
	 &���	'� N = 4
 �	��� γ = 2� (���� ������� � ���� ����� ! ��� σ = 2�

)"����� ��� � ��������	�� �� N * 4/22 = 1
 +�����	�	��+ � �,���� �� �����-��� ��

k
 �� ���'�� ��.�	��
 ,�.�	�� k = 0 ���� �������� n� /	���
 �� ��� �!#

F (n) = [f(0) +W 2nf(2)] +W n[f(1) +W 2nf(3)]. ��� 0!

%��� n = 0, 1, 2, 3
 �������#

F (0) = [f(0) +W 0f(2)] +W 0[f(1) +W 0f(3)],

F (1) = [f(0) +W 2f(2)] +W 1[f(1) +W 2f(3)],

F (2) = [f(0) +W 4f(2)] +W 2[f(1) +W 4f(3)],

F (3) = [f(0) +W 6f(2)] +W 3[f(1) +W 6f(3)].

����1!

2��� ���"*�
 ��� �� �������� �	�������� ��� ������ �� ���������� �� ��� �!
 ���

σ = 1�

3�*� �� �������� � ������������� ���� σ = 2
 � ������� �	������ ���"*� ������� � ����

�	�� σ = γ
 � � ��	����4	��� ����� ,��� * 5������	�� � �	����	�4	��� ��� � ���	�,��6

���� �������� ��	'� ��� ������� �� ����� k� 7-���� ���
 ���	�� ����� ,�� γ ���������

	� �
����� �� N 
 ����� ���
 � ���� σ �� ������������� �� ���� ��	�����	67�	�.�� ����

�"������ � �	����	�4	��� �� ����� k�



��������� 	
����
����
����
 ��

�� �������	 �
 �����
 �
��� 
�� ������
 �� ����������
 � �������
���� ��

� �����

�
��� ��
���� �� ���� �������	 ��� �
 �� �������
���� O(N2)�

�� ���������
 ��
 �����

��
 ������
 ���� ��� �

!
����	 ���� σ = γ	 ��� N = 2γ 	

���� ��� � γ ∈ N − {0}	 ��������
 " � 
����� ��!��# N � ��
��
��$��
 � ��
$��
 ���

�����
 ��������
	 ��
 � " � � �� % � " ���
���� �� ���� $��
 ��

�
 �����$��
	 " � 
&

����������� σ !�'�
�

(�����
 �
'��	 �����	 " � � �������
���� �� �����
��� �� )��
��
���*���'�
 % ��

����� O(Nσ)	 � ��

 ����

������	 
� ��
��!����
 " � σ = log2 N 	 �����
 " � � ����

����
���� % �� ����� O(N log2 N)�

��

� ��&�
�� ��

�	 ����%� 
� ��
�
�� �� �

� 

�� �� γ = σ� +��� 
�����
	

" ���� 


� ������	 �
 ����
,������
 �

�����
 �������
� 
�����������
 �� k	 ,�'����

��� " � �
 ����������
 ����
 � -�����
 �������� �����
 �� f(n)� .� � ���
 ����!��
/

(∃!n) (0 � n � N − 1), ��� " � F PIPIIP ...IPIIP = f(n). ������

0� 1�
�� n	 ���" � � 2���
,������ �� 3� �
�� % ���
�� �� ���� 1�
��� 4 " �
���

��
��
��� % ���� �����
����  �� 
�" 5��
� �� P 6
 � �� I6
 ���  � 1�
�� n�

0�� ��
��
�� !�� �� ��&��
� �%���� �� )��
��
���*���'�
 �� 
������ �
 ���������

��
 �� ����
,������ �

����� �� ����
 � -�����
	 ,�'���� �
 ��
����
!�
 
 �
�
� 
$��
 ��

��� ����� k ��
 , �$��
 f 	 ��� ��� 2k	 ��� ��� 2k + 1�

7�
��!� � 
�� 
��� ������ ���
�� �� ������� �������	 �� �������$�� ��� � �" �$��

������/

2����� ���/ 8�����$�� 9
�#�
�

2���
,������ )�����5��
� f(n)
F PP f(0)
F PI f(2)
F IP f(1)
F II f(3)

�� ���
���!����
 � 
�" 5��
� �� P 6
 � I6
	 ,�'���� P = 0 � I = 1	 � �
 !�����
 � �%�

�
��
 �

 �
��
 ��� n ���� � ��
� �
�#�
�	 ���
�� 
����
  �� ����$�� �
 �-!��� ����� �

��!� 
�" 5��
� � �
 ��!�
 !�����
 �

 �
��
 ��� n�



��������� 	
����
����
����
 ��

������ ��	
 ��
��� ����������� ���� N = 4

������� ������ ���� ����������� f(n�������)
F 00 f(00)
F 01 f(10)
F 10 f(01)
F 11 f(11)

�� ���� 
������ ����� ��� ���� ����
���

!�
� ��� F 00 ������� �����
� �� f(00)" ���� n������� = 00� #���� � 
�����" ���

F 01 ������� �� f(10)" n������� = 10 ������������
� � n = 2�

���$�" ���� ������ ������
� �� �� ��
�� �� ��
� �� ��������� �� P %� � I%� ���� ��
�� �

&���� n�������" ��'����
� �� ���(�� f �� ���� ������� � 
������������ )��� ��
��� �

�*����� �� ������������

�� ���� �������" �� ��
���� �� ��
� �� n������� = 00" ��
�� 
������ ��� F 00 = f(00)+

�� �� ��
����� �� ��
� �� n������� = 01" ��
�� 
������ ��� F 01 = f(10)" � ����� ������� �,

���
�� #���� � � 
����� ���� N = 8


������ ��-
 ��
��� ����������� ���� N = 8

������������ ������� ������ ���� ����������� f(n�������) ����������� f(n)
F PPP F 000 f(000) f(0)
F PPI F 001 f(100) f(4)
F PIP F 010 f(010) f(2)
F PII F 011 f(110) f(6)
F IPP F 100 f(001) f(1)
F IPI F 101 f(101) f(5)
F IIP F 110 f(011) f(3)
F III F 111 f(111) f(7)

)��� ��
��� ���� ��� ����� ���� �������� N ��
����.���� �� �����(/�� �� ���� 0��	�12

� σ = γ�

3�4���� ��'��� �5������ �
���.���� �� ��'���
��� �� ���������,6���.�� ����� �� ���

�� ���'��'�� 7��
���88 � �� ���'���� �� ������" ��� ���'��'�� �����
������� ���,

�9����� ����� ��'���
��� �����
���,�� ��� ��������� � � )" ������
� ����
��

������� �	
	�	 :�������� � ���(�� f : R→ R" ���
;���


f(x) = cos(2πx), 0��		2



��������� 	
����
����
����
 ��

��� N = 4 � T = 0.25�

�� 	���
�	� �����
��	� �	 ������� ��� ������	� �� ������ 	�	����

�����	 ���� � � !��""#� ����
�	� 	
�	$%� �� ���
�	�&&

'�� ��
�� (	�)��
���� �	����	��� 	 ��* (	�	 	 ������ 	���	 � ��
���� �� ������
��

�����
	��� ����
�	��� ��� ������� 	�	����

!	# !�#

�����	 ��"� ��* (	�	 � � !��""#� ��� +����
	�� ��
��� �� ���
�	�&&, ��� +����
	��
��
��� �� -	(���

'	����	��� 
	��%�� 	 ��* (	�	 ����	 ������ 	(�����
	�	� �	� ��� N = 64 �

T = 0, 25� .����$��
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��
��
� ��

������ 	
�� ��
 ���� ��
 �	
���� ��������� ������ �� ������� N = 64 � T = 0, 25

���� �� � ������� ������� � ���� � ��
 ��� ����� ��  �� � ������ ���!�"#�

����������� ���$��� ���� ���� %�� ���"#�  ����$��� �� 
����%�� ��� &��$���� �� �������


��� �����	
�� ����
�����
�

'���� �� �����(��(�� �� � � ���� ��)��$�  ��� ����� ���� � ������� � �� *����+,


�-�+� $����������� N = 2γ� �������� �� ������ $���� ����$./$�� �������� �� N = 4 �

N = 8 $� � ��0���(� �� �1������ � 0����/$�� � ����� ����$���� �����  2����


�� ��� ���#�� ��/��� ���� �� ����"3�� $� �� ����� ������4��� �� �� ����� �����

��"#�
 *�������� � �������� ���0���� �� ����"#� �� 
����%�� ��� �� ������� &��$����

���� � �	
5�� �����!���� � ��� � W nk�

F (n) =
N−1∑
k=0

W nkf0(k), n = 0, 1, . . . , N − 1, �	
���

���� W = e−i2π/N 


6� ���$���#� �����  2����� ���$����� �� �����!�� � ���� ��)��$� �� ����������� ���� ��

���� ����� k � n $� � /�������� �� $��$���� �� �����%�� ���� � ������ �	
���
 ���� ���

��������� (� �� ������ ���������� �� ����"3��


7��� ����� ���� � �� N = 4� �������� γ = 2� � ������������ �� k � n �� %�� � ���8���

$� 2 ���� $����

k = 0, 1, 2, 3 → k = (k1, k0) = 00, 01, 10, 11,



��������� 	���
��
��
� ��

n = 0, 1, 2, 3 → n = (n1, n0) = 00, 01, 10, 11.

�� ����	 
���	
�	
 ������� ��
����� k � n �	 �������� �	����	�

{
k = 2k1 + k0,

n = 2n1 + n0.
������

�� ���
�� �	����� ��� 
	�	 kj � nj
 j = 0, 1
 ����� 	������ �� ��� 1 �� 0�

!�	��� 	 ���������	"#� �� ������
 ������� ����
����� ����$� �	�	 � 
	�� N = 4



����

F (n1, n0) =
1∑

k0=0

1∑
k1=0

f0(k1, k0)W
(2n1+n0)(2k1+k0). ������

%��� ��� 	 ��	����	�� �� ���	�&���� �� ������ 	���	 ������� ��������
	����� ��

�	��� �� γ �	�	 ����� �����	� �� '��� �	 ���������	"#� '�� ��	 �� k�

(���	
 
�������� � ����� W p� )	'���� ���
 �� W a+b = W aW b
 ���#��

W (2n1+n0)(2k1+k0) = W (2n1+n0)2k1W (2n1+n0)k0

= [W 4n1k1 ]W 2n0k1W (2n1+n0)k0

= W 2n0k1W (2n1+n0)k0 . ������

%��� ��� � ����� �� 
��
*��� ���������	 	 ����	���

W 4n1k1 = [W 4]n1k1 = [e−i2π4/4]n1k1 = 1. ����+�

,���	���
 	 ���	"#� ������ ���� ��� ��
���	 
����

F (n1, n0) =
1∑

k0=0

[
1∑

k1=0

f0(k1, k0)W
2n0k1

]
W (2n1+n0)k0 . ������

( ���	"#� 	������� ���������	 ���	 	 ����	����	"#� ����� �-���� �	�	 � 
 �
��� �	

../� ,	�	 ������	� ���� ����� �� ����	
 
����������� 
	�	 ���	�&��� �� ������ ��������0

	������� ,�������
 �	��� 	�	���	� 	 �	�� ������	 ���	��



��������� 	���
��
��
� ��

f1(n0, k0) =
1∑

k1=0

f0(k1, k0)W
2n0k1 . ������

�	
��
��
� �� �������� �� ������� ������

f1(0, 0) = f0(0, 0) + f0(1, 0)W
0,

f1(0, 1) = f0(0, 1) + f0(1, 1)W
0,

f1(1, 0) = f0(0, 0) + f0(1, 0)W
2,

f1(1, 1) = f0(0, 1) + f0(1, 1)W
2.

������

��������
� �� �������� ���������� ��� �  ���� ��������!� ������

⎡
⎢⎢⎢⎣
f1(0, 0)

f1(0, 1)

f1(1, 0)

f1(1, 1)

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 0 W 0 0

0 1 0 W 0

1 0 W 2 0

0 1 0 W 2

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣
f0(0, 0)

f0(0, 1)

f0(1, 0)

f0(1, 1)

⎤
⎥⎥⎥⎦ . ����"�

#�� ��� ��$� ���!�������� � �����%��� ���� �	������ ��������
�&� ��  ���'� 
�

f1(n0, k0)� (�$��
�

f2(n0, n1) =
1∑

k0=0

f1(n0, k0)W
(2n1+n0)k0 , ������

�������� 
� ��
� ��)!�*�� �  ���� ��������! 
�� �������� �	
��
�
�� ���

⎡
⎢⎢⎢⎣
f2(0, 0)

f2(0, 1)

f2(1, 0)

f2(1, 1)

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 W 0 0 0

1 W 2 0 0

0 0 1 W 1

0 0 1 W 3

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣
f1(0, 0)

f1(0, 1)

f1(1, 0)

f1(1, 1)

⎤
⎥⎥⎥⎦ . ������

+���� 
� 
�����*������ ��� � 
������!������� ��%����� ��
��� �� ����!��
� 
� ��!��&


!����'� 
�� �����$�� ���
��
�� 
�
�� �� ������ � ����"�� ���
������������

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 W 0 0 0

1 W 2 0 0

0 0 1 W 1

0 0 1 W 3

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣

1 0 W 0 0

0 1 0 W 0

1 0 W 2 0

0 1 0 W 2

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1

1 W 2 W 0 W 2

1 W 1 W 2 W 3

1 W 3 W 2 W 5

⎤
⎥⎥⎥⎦ . ����,�
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� ��

� ������	
 ����
�
 ��	 � ���
�� ������ 	� ������ � 	�����
	��	 � ���
�� ����
��� ��

	��
	���� ����� ��
���� �	 ���� 
	
�� 	� �	 	�����
!�"��# � ���	
$ (a) "
���	� �	 	�����%


!�"�� &	
���� �	
� 
	��� �� ������� �	 nk ��
 N 	 (b) � 
��'�%	�����
!�"�� �	 ���
��	��

���� ������ (	)� n, k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}� (	 W = e−i2π/N # 	����$

W nk = W (nk)mod(N). ������

��������	
��� *��� �� �	
���	 �"�

	 �	
� ����
	�� �
�&������
�"� �� �	
�� W � (	)� n

	 k "��� �� 	���"���� �� 
	��# 	 r ∈ {0, 1, . . . , N − 1} ��
 ��	$

r = (nk)mod(N). ����+�

,����# �� �
&�
���� �� �������# �	���

(∃!q)(q ∈ N) ��
 ��	 nk = qN + r. ������

-�
� �
���
 � 
	��# 	����# ����� ����
�
 ��	 � �&��
���	 ������ �"�

	$

W nk = W r. ����.�

-�
 ���
� 
���# �	 ������$

W nk = W (qN+r) = e−i2π[
(qN+r)

N ] = e−i2π[q+
r
N ] = e−i2qπe−i2π

r
N . ����/�

,# �	��	 ��	$ q ∈ N⇒ e−i2qπ = 1# 	����$

W nk = e−i2π
r
N = W r. ������

0	 1���# � 
	�� ��� �	
���	 �	��
�
 � 1���
 nk 	� "
���	� �	 	�����
!�"�� �	 r# ���	

r ∈ {0, 1, . . . , N − 1}� 2��	
�	# ��
 	�	��
�# ��	 � �
3�
�� ��
�
 �4���� �������� ��


nk# (N − 1)(N − 1) = N2 − 2N + 1# �	
�	�"	 5 "
���	 r = 1�

6	��	 �	�����# � �	
�� W 5 	� ������ � 	�����
	��	 �� �	
�� W 1# ������ N = 4# ����

5 ∈ 1�
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�������	
� �� �����
	
�� 
� ���	� � ��	�
� 	 ����	������	�����	 ��
�� �	
����� �	�	


���	� 	 ����	 2 ���	 3� 
������ 
� ������ 

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1

1 W 1 W 2 W 3

1 W 2 W 0 W 2

1 W 3 W 2 W 1

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣
W 0 W 0 W 0 W 0

W 0 W 1 W 2 W 3

W 0 W 2 W 4 W 6

W 0 W 3 W 6 W 9

⎤
⎥⎥⎥⎦ . ������

!��
� ����� 
������ ��� ����� ��	 "	
��	#$� 
	 �	
��� ������ �� 
�	� �	
����� ��	�


�	
	� �	� ������
��	� �%�����&�� �� ������ � �������

� �
��	 �������	� 
� 	�����
�� 
� '����(�)�*�( + �%	
	���
� ���	� 	� "	
��	� 	 �	
���

��	
�	
	 
� ����� �	 ���
�����	#$� 
� 
�	� �	
������ ���� �� ������� 	��	
� 	� ��� 
�

�+
�
� ,�
�������� �	�	 �� ���	
-����� ��
������ 	 ������%�
	
� 
� 	�����
�� �	�	 	

��
�� 
� O(N Log2N)� ���� �� 	�����
�� 
� .	��������/	������

0�
���	�
� 	� ���,���	 �������	�� 	�	���	�
� ������� 
������ ��� 	 
�	��"���	
	


�����
	 + 
	
	 ���	 �%�����$� 

F (n1, n0) = f2(n0, n1). ����1�

2�
� +� 	 
�	��"���	
	 
�����
	 + �,
�
	 
� �� ���	
-��� �	 ��
�� ������	 
� ,�
��

��� ������
� 	�� �	����� 
� F (n1, n0)�

�� ���	#&�� 	 ������ ������� 	 "�����	#$� ������	� �	�	 � �	�� N = 4 
� 	�����
��


� '����(�)�*�(� 
� �	�3
�� ��������� 

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f1(n0, k0) =
1∑

k1=0

f0(k1, k0)W
2n0k1 ,

f2(n0, n1) =
1∑

k0=0

f1(n0, k0)W
(2n1+n0)k0 ,

F (n1, n0) = f2(n0, n1).

������

4�5	��� �� ��
�� �	���

������� �	
	�	 6�����	 N = 8� ���
	�
� γ = 3� 7��
� �	��� 
���� ��� 



��������� 	���
��
��
� ��

n = 4n2 + 2n1 + n0� ni = 0 �� 1,

k = 4k2 + 2k1 + k0� ki = 0 �� 1.
���		


�� ����

� ������

F (n2, n1, n0) =
1∑

k0=0

1∑
k1=0

1∑
k2=0

f0(k2, k1, k0)W
(4n2+2n1+n0)(4k2+2k1+k0). ���	�


��������� � ����� W p�

W (4n2+2n1+n0)(4k2+2k1+k0) = W (4n2+2n1+n0)4k2W (4n2+2n1+n0)2k1

× W (4n2+2n1+n0)k0
. ���	�


������� ��� W 8 = 1� ����� ��������

W (4n2+2n1+n0)4k2 =
[
W 8(2n2k2)

] [
W 8(n1k2)

]
W 4(n0k2) = W 4(n0k2)

W (4n2+2n1+n0)2k1 =
[
W 8(n2k1)

]
W (2n1+n0)2k1 = W (2n1+n0)2k1

. ���	�


�������� � ����� W p� ������� ���������� ���	�
 �����

F (n2n1, n0) =
∑1

k0=0

∑1
k1=0

∑1
k2=0 f0(k2, k1, k0)W

4(n0k2)

× W (2n1+n0)2k1W (4n2+2n1+n0)k0
. ���	�


 �� ��� !��� �� ���"���� �� ����#$���

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f1(n0, k1, k0) =
1∑

k2=0

f0(k2, k1, k0)W
4(n0k2),

f2(n0, n1, k0) =
1∑

k1=0

f1(n0, k1, k0)W
(2n1+n0)2k1 ,

f3(n0, n1, n2) =
1∑

k0=0

f2(n0, n1, k0)W
(4n2+2n1+n0)k0 ,

F (n2, n1, n0) = f3(n0, n1, n2).

���	%




��������� 	���
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��
� ��

����� �����	
��	
�� �	�	 ���
��������

��� ���	� 
��
������ � ����	���� ������������ ��	� �� 
���� ��	��
���	�� N = 4 �

N = 8� ���	�� 
���������	���� �� 	������
� ���� ��	�� ��	� � 
��� N = 2γ� γ ∈ N−{0}�

����� 
��� ��� ����� �� ���� !� ��
	���	���� n � k 
� ��
� ����	���"�
�� ��"��
�#

{
n = 2γ−1nγ−1 + 2γ−2nγ−2 + . . .+ n0,

k = 2γ−1kγ−1 + 2γ−2kγ−2 + . . .+ k0.
����$!

%��� &�� � &�����
�
� 
� '��� ���	���
� �� ����	�()� '��*	�� 
� n � k 
����
�

�����
�������� 
� γ�

��� � ��� 
���� ����()�� ��
���� 	���
	���	 �����! 
�� � ��	��#

F (nγ−1, nγ−2, . . . , n0) =
1∑

k0=0

1∑
k1=0

. . .

1∑
kγ−1=0

f(kγ−1, kγ−2, . . . , k0)W p, ����+!

��
�

p = (2γ−1nγ−1 + . . .+ n0)(2
γ−1kγ−1 + . . .+ k0). �����!

,��
� &�� W a+b = W aW b� ���)� ��	���� &��#

W p = W (2γ−1nγ−1+...+n0)(2γ−1kγ−1)W (2γ−1nγ−1+...+n0)(2γ−2kγ−2)

× . . .×W (2γ−1nγ−1+...+n0)k0 . �����!

-	�
������ ����	�	 � ��	�� W � 
��� ."���� �� ��� /!� 0�� � �	��
1���� 
�����	�	���

� �	����	� ����	 
� ��
� 
�	���� 
� �����!� ��	����#

W (2γ−1nγ−1+...+n0)(2γ−1kγ−1) =
[
W 2γ(2γ−2nγ−1kγ−1)

] [
W 2γ(2γ−3nγ−2kγ−1)

]
× . . .×W 2γ(n1kγ−1)W 2γ−1(n0kγ−1)

= W 2γ−1(n0kγ−1). ���� !

2��'	��
� &�� � ���
�
� ��' � ��	�� W �
�		� &���
�#

W 2γ = WN = [e−i2π/N ]N = 1. �����!
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�� �� ���� 	
���
�� �� ��
�����	���� � ��
�
�� �	���� ������

W (2γ−1nγ−1+...+n0)(2γ−2kγ−2) =
[
W 2γ(2γ−3nγ−1kγ−2)

] [
W 2γ(2γ−4nγ−2kγ−2)

]
× . . .×W 2γ−1(n1kγ−2)W 2γ−2(n0kγ−2)

= W 2γ−2kγ−2(2n1+n0). ������

��
��
�	
�� ���� �������� 	�� ��� � ������ �	��� �� ���� � ��!	 	
	���	��� �� ����"�

��������

F (nγ−1, nγ−2, . . . , n0) =
1∑

k0=0

1∑
k1=0

. . .
1∑

kγ−1=0

f0(kγ−1, kγ−2, . . . , k0)

× W 2γ−1(n0kγ−1)W 2γ−2kγ−2(2n1+n0) . . .

× W (2γ−1nγ−1+2γ−2nγ−2+...+n0)k0 .
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���	 ���	#$�� 	���� ���� 	 ���%&� �	�	 � �	�� N = 4� ��
������ 	 ����	 ���
���	� �	�	

� ����
'��'���
�� �� 	�
������ �� �����()*�+�( �	�	 � �	�� 
��	� N = 2γ�

,� ����
'��'����� �	�	 �� ��� γ ���	�-����� �� ����	 �
��'���	�� 
� .
	� �� ��������

������� �� ��
!�
�� �� ���	#/�� ��� 
�� ��'��	�� 	 *�	
�����	�	 0������	 �� 1�������

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f1(n0, kγ−2, . . . , k0) =
1∑

kγ−1=0

f0(kγ−1, kγ−2, . . . , k0)W 2γ−1(n0kγ−1)

f2(n0, n1, kγ−3, . . . , k0) =
1∑

kγ−2=0

f1(n0, kγ−2, . . . , k0)W 2γ−2kγ−2(2n1+n0)

���

fγ(n0, n1, . . . , nγ−1) =
1∑

k0=0

fγ−1(n0, n1, . . . , k0)W
(2γ−1nγ−1+2γ−2nγ−2+...+n0)k0

F (nγ−1, nγ−2, . . . , n0) = fγ(n0, n1, . . . , nγ−1)

.
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�� ��	 ���	 � ��	

���������	#$� ��� ������ ������8�� �� ����	
��� 
� ��
!�
�� 
��	� �� 	�
������ �������



����������� 	� 
����� � �� �
����� 	� ������� ��

��� ��� �	 Nγ 
���
��
�������

�
 ������ ��������� �������
�� ��� � ��
����
���� �� �����
�
� �
 ������ � �� �� 

��
 O(Nγ)� �� �� 
��� ������ O(N log2N)�

!� ��"�

� �"�
��� �������
�� �� �#�
�� �� ���$��� � �� %�����
���� �� �
� �������

��
���
��� %� &�%���
�%�� �� #�%���� ��� �
%�
�� ���� � ����
'��(� ��
 �����
�� �� ))*�


%����%��%��
�%�� �� 
����� ������
�� ���� ������	 ���

��� ������	��
� �� 
����� � �� ����
�� �� �������

!�� ���
���� ��
�
'���� ����%�� ���� ���� ���+����� �� #�%���� ���
"�
��� ������
 �


%,
��� 
%��
�� �� �
���� %� ���+��� �� ��������(� ��� �
������ �� ���

� ���� �������
���

))* #���
 ���������� ���� ����� �
������ ��
 ��
���������

!� ��%���
�� �� ��%���%�� �� �#�
��� �� ��
��
%�� ��� ���
���� ����
�� �


��� �

#����-%�
� �� �
%�� �
������� ������� �� ��� 
���
��
���(� ���� #�%�(� �.���� ��� ��

�%������ ��
� /���� �� �
 &�%���
�%�� ����� �
%��� �
 ����%� ������ � ��
�
'��(� ��

������ /����� ��
��� �� ��
�� �� ��������(� �� �
%��� ���� ������� ����� �
�� �� �#�
��0 �

�#�
�� �� ��������

1��
��
�%��� � ���$��� � �
 �#�
�� ��� �����' �� #��
� ���2%�� �� #����-%�
�� %(�

������ �� �
 �
%��� ��%��� �� �
 ���+��� �%�� ��� � �
�������� ���%�� ��� ���%�#��
���

�� )���
�� � ����������

3��� �%��%���
�� 
����� ���� �#�
��� ��%�
���� �
� #�%�(� ��%�
�� ��
 �
 %,
���


%��
�� �� �
���� ��%��� �� ���+��� ���������� 4 ��	/�� ����� ��%�
�� � �������%���� �

����
�0

)
���� ��50 #�%�(� y = 2 sen(2πx) ��
 %,
��� 
%��
�� �� �
�����



����������� 	� 
����� � �� �
����� 	� ������� ��

������� 	
� � ���
��� �� 	
�� � ����� � ��������� � � 	
� ��
� ������� ��� ����������

� ������ 
� ������ ������� �� ���	
������� �
� ��� � ������������ ����  �!"�� ����#�$

�� 
�� %�%$ ��� �� �
�&�� ���'����

(��������) ��� �
� ��*) � ����� �
�&�� ���'���� ��������� ��  �!"�� +%�,-) ��� ���


� ������ ��� ������� �� ������ ������ �� ���
��� ���������) � �
� ���) ����� �#������

���� " 
�� +%��- � �� 
���

+�-

+�-

�� 
�� %��$ ��� �
�&�� ��� 
� ������ ��� ������� �� ������� ��� ��� �� �
�&�� ���'����



����������� 	� 
����� � �� �
����� 	� ������� ��

��������	� �
 	��
 ��
� ������
 ��� �� �� ���	� �� ����
�����	� ����	� 	� ����

��� ����
 ���
���
 
�� �����	�
 �� �� �����	� ��� ������ �� ������ ��� ������� 	�

�����
�  � �������� 
� ��!�
 
�� � ��
�� ������� �����
 ��� � �����	� 	� �!
��"����

	��������� ����� 
��
 ��
 	�"����� 
�� �#���
�

 ��� ��� � �������	� ���
 ���� �� #��$�� %&�'( ���#� �� "���� 	� 2 �����
� ��������

� ������ ���)�#� ��* ��� ��� � �����+���� ���
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���#� ��.,��� / 1, 4 �����
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����#�� 	� ���� ��� ����� �������	� /
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�
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���� � ������ 4�����# � 	�	� ���5

h(n) =

⎧⎨
⎩

1

2

(
1− cos

(
2πn

N

))
, n = 0, 1, . . . , N − 1,

0, ��
� ����������
%&�&6(

7 #��$�� 	� ������ 4�����# �
�� �����
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Aω̇x − (B − C)ωyωz = Nx,

Bω̇y − (C − A)ωzωx = Ny,

Cω̇z − (A− B)ωxωy = Nz,

01�23
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−→
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Nx =
3G(C − B)yz

r5
,

Ny =
3G(A− C)zx

r5
,

Nz =
3G(B −A)xy

r5
,

G

O

O

x y

ωx ωy

Cω̇z =
3G(B −A)xy

r5
.
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 [a, b]� &��"
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lim
t→∞

∫ b

a

f(x) sen(tx)dx = 0, �(���

lim
t→∞

∫ b

a

f(x) cos(tx)dx = 0. �(���

��������	
��� ���
�)�	
�* �������	����* ��� f �� � ��	���
�* �
�����
'

∃M,M > 0, ��� ��� |f(x)| �M * ���� �


 x ∈ [a, b]. �(�+�

,
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�����-���� �	�
����* 
�

 ε > 0* �.���� �	� �����!"
 π 

 �����%��
 [a, b]

π : a = x0 < x1 < . . . < xn = b, �(���

��� ���'

S[f, π]− s[f, π] < ε, �(���
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S[f, π] =
n∑

j=1

Mj(xj − xj−1), Mj = sup{f(x) : xj−1 � x � xj},

s[f, π] =
n∑

j=1

mj(xj − xj−1), mj = inf{f(x) : xj−1 � x � xj}.
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� xj = a+ j
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∫ b

a

f(x) sen(tx)dx =
n∑

j=1

f(xj)

∫ xj

xj−1

sen(tx)dx

+
n∑

j=1

∫ xj

xj−1

[f(x)− f(xj)] sen(tx)dx � �����

��
��� 
 ����� !
�"

∣∣∣∣∣
∫ xj

xj−1

sen(tx)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣− cos(tx)

t

∣∣∣∣
xj

xj−1

∣∣∣∣∣ � 2

t
� ���#�

� !
�"

|f(x)− f(xj)| �Mj −mj� ���� xj−1 � x � xj. �����

$����
 �� ����������� ���#� ����� �� ������ 
 ���
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∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) sen(tx)dx

∣∣∣∣ � 2nM

t
+

n∑
j=1

(Mj −mj)(xj − xj−1) � ���%&�
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a

f(x) sen(tx)dx

∣∣∣∣ < ε, (∀t)(t � t0). ���%%�
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lim
t→∞

∫ b

a

e−i2πtxf(x)dx = 0. ��� ��

��������	
��� !�� " ����#�� ����� $�	 %��	
�� �		�#�	�	� ���&� � #�
��

lim
t→∞

∫ b

a

cos(2πtx)f(x)dx− i lim
t→∞

∫ b

a

sen(2πtx)f(x)dx. ��� ��
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