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Resumo

O objetivo deste trabalho é mostrar duas maneiras de se calcular o discriminante de um
corpo de nimeros. Da primeira forma, utilizando a teoria algébrica dos niimeros classica vimos
como calcular o discriminante dos corpos quadraticos e corpos ciclotomicos. Através desta teoria
¢é possivel calcular o discriminante somente desses corpos com um arduo trabalho. Da segunda
maneira utilizando os caracteres de Dirichlet e seus condutores vimos o célculo do discriminante
para qualquer corpo abeliano de uma maneira nao muito trabalhosa. Finalmente, utilizando

esses resultados damos aplicacoes sobre reticulados algébricos.

Palavras-chave: discriminante, caracter de Dirichlet, condutor, empacotamento esférico, re-

ticulados, densidade de empacotamento, densidade de centro.



Abstract

The aim of this work is to make a parallel between two forms of computing discriminants
of fields of numbers. In the first form, by classic algebraic number theory we computed the
discriminant of quadratics fields and ciclotomic fields. Through of this theory, is possible to
computing the discriminant alone of this fields with a arduous work. In the second form using
Dirichlet’s character and their conductors we computed the discriminant of any abelian field of

a form not very hard. Finally, using this results we give applications on algebraic lattices.

Keywords: discriminant, Dirichlet character, conductor, sphere packing, lattices, density of

packing, density of center.
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Introducao

A teoria dos cédigos corretores de erros nasceu em 1948, com o famoso trabalho de Shannon
[1], onde foi demonstrado o Teorema da Capacidade de Canal. Em linhas gerais, este resultado
diz que para transmissao de dados abaixo de uma taxa C (simbolos por segundo), chamada
de capacidade do canal, é possivel obter a probabilidade de erro tao pequena quanto se deseja
através de cédigos corretores de erros eficientes.

A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no caso de valores altos da
relagao sinal-ruido (SNR), um cédigo de bloco 6timo para um canal com ruido gaussiano branco
(AWGN), limitado em faixa consiste em um empacotamento denso de sinais dentro de uma es-
fera, no espaco euclidiano n-dimensional, para n suficientemente grande. Assim, se estabeleceu
o vinculo entre empacotamento esférico e Teoria da Informacao.

Um empacotamento esférico é a distribuicao de esferas de mesmo raio no espago Euclidiano
de modo que duas a duas toquem-se no maximo em um ponto. Um problema relacionado ao
empacotamento esférico é o de distribuir esferas no espaco de modo que elas ocupem a maior
parte desse espacgo, ou seja, que esta distribuicao tenha alta densidade. Os empacotamen-
tos esféricos cujo conjunto dos centros das esferas formam um subgrupo discreto do R™ sao
denominados empacotamentos reticulados.

Os empacotamentos interessantes sao aqueles associados a um reticulado Az em que as
esferas tenham raio maximo, onde possamos cobrir a maior area possivel. Para a determinacao
deste raio, temos que fixado k > 0, a intersec¢ao do conjunto compacto {x € R"; |z| < k} com o
reticulado Ag é um conjunto finito, de onde segue que o nimero Ag,, = min{|Al; A € Ag, A # 0}
estd bem definido e (Ag,)? é a norma minima. Temos que p = Ag, /2 é 0 maior raio para o
qual é possivel distribuir esferas centradas nos pontos de Ag e obter um empacotamento. Dessa
forma, o estudo dos empacotamentos reticulados é equivalente ao estudo dos reticulados.

A densidade de empacotamento de um reticulado Ag, que é definida como a proporcao do

espaco R™ coberto pela uniao das esferas, é dada por

Volume de uma esfera de raio p
A(Ag) =

Volume do reticulado

Se B(p) é a esfera com centro na origem e raio p, temos que o seu volume é dado por

vol(B(p)) = vol(B(1))p",
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onde vol(B(1)) é o volume da esfera de raio 1. Assim, a densidade de empacotamento é dada

por
n

p
A(Ag) =vol(B(1))————.
(5) = vol(B() 7

Deste modo, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro, chamado de densidade de

centro, que é dado por
T

_r
vol(Ag)

Por volta de 1948, através do trabalho de Claude Shannon, podemos observar que o problema

6(Ag) =

de encontrar empacotamentos esféricos densos em um dado espaco é equivalente a encontrar
cédigos corretores de erros eficientes. A partir de entao associou o estudo dos cédigos ao dos
reticulados. Com isso, surgiram varias familias de reticulados, cada uma delas visando dar uma
melhor contribuicao no que diz respeito a densidade de empacotamento. Dentre tais familias,
destaca-se a descrita por Minkowski, chamado método algébrico, que consiste em tomar um
corpo de nimeros de grau n e o seu anel de inteiros e obter um homomorfismo de modo que a
imagem de um ideal nao nulo do anel de inteiros obtido por este homomorfismo é um reticulado
de posto n em R".

Em outras palavras tomando K um corpo de nimeros de grau n, Ix o anel de inteiros de
K e A um ideal nao nulo de Ix. Se ox é o homomorfismo candénico, ou de Minkowski, de K,

definido por
ox(x) = (01(x), ..., 00 (), Rop 41(2), SOr 41(T), . .., ROp 410 (T), SOy 40 (7)),
entao ox(A) é um reticulado com volume
vol(ox(A)) = 27" |D(K/Q)[*N(A).

Logo, sua densidade de centro é dada por

2r2pn
[DK/Q)[V2N(A)’

d(ox(A)) =

onde ry é a metade do nimero de monomorfismos imagindarios, N(A) é a norma do ideal A e
D(K/Q) o discriminante de K sobre Q.

Assim, se A = I, temos que N(Ix) = 1 e portanto,

972
ID(K/Q)['*

Deste modo, conseguindo corpos de niimeros com discriminante minimo, obtemos maiores den-

6(ox(Ix))

sidades de centro e consequentemente melhores reticulados.
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Assim, o préximo passo é obter corpos de nimeros K com discriminante minimo. De acordo
com o Teorema de Kronecker-Weber, todo corpo de nimeros K, abeliano de grau finito, esta
contido em alguma extensao ciclotomica Q((y,), e neste caso usamos a férmula do Condutor-
Discriminante para calcular o discriminante de K. Temos dois caminhos na busca deste objetivo,
no primeiro é trabalharmos diretamente com os subgrupos do grupo de Galois de K sobre Q,
e assim explicitar o grupo de caracteres associados a K e os condutores de seus elementos. No
segundo, dando atencao direta ao grupo dos caracteres associados ao corpo K, sem explicita-
los, mas calculando os possiveis valores dos condutores dos seus caracteres e a quantidade de
caracteres para cada valor possivel do condutor. Com o primeiro enfoque vimos resultados
que dao respostas para os casos dos subcorpos de Q((,) com p primo e r inteiro positivo.
No segundo caso, vimos uma férmula geral para o célculo do discriminante dos subcorpos de
Q(Gn)- A férmula para o discriminante dos subcorpos de Q((,r) com p primo fmpar depende
apenas do seu grau, e para o caso p = 2 depende do grau e do fato do subcorpo ser ou nao
ciclotomico. Para o caso geral, a formula depende dos graus das intersecgoes do subcorpo K
com alguns subcorpos particulares de Q((,).

A partir destes fatos, vimos alguns métodos para encontrarmos o discriminante minimo, e
deste modo utilizando os corpos de ntimeros que possuem discriminate minimo, podemos obter
melhores reticulados.

Assim, estruturamos o trabalho da seguinte maneira: No Capitulo 1, vimos conceitos basicos
da teoria algébrica dos niimeros, tais como mddulos Noetherianos, elementos inteiros, norma e
traco, norma de um ideal, discriminante, corpos quadraticos e corpos ciclotomicos. No Capitulo
2, vimos como calcular o discriminante de polinomios, corpos quadraticos e corpos ciclotomicos,
utilizando a teoria algébrica dos numeros classica. No Capitulo 3, vimos os caracteres de
Dirichlet, seus condutores e algumas propriedades que sao uteis para o calculo do discriminante
de corpos de niimeros abelianos. No Capitulo 4, vimos como calcular o discriminante de corpos
de ntimeros abelianos utilizando os caracteres de Dirichlet, e alguns critérios para encontrar

discriminantes minimos. Finalmente, no Capitulo 5, vimos algumas aplicagoes em reticulados.
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Capitulo 1

Teoria algébrica dos nimeros

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos conceitos basicos da teoria algébrica dos numeros envolvendo
modulos Noetherianos, elementos inteiros, norma e trago, norma de um ideal, discriminante,
corpos quadraticos e corpos ciclotomicos. Para tal utilizamos as referéncias [2], [3], [4], [5], [6],

[7], [8], [9] e [10].

1.2 Moddulos Noetherianos

Nesta secao apresentamos a definicao e algumas propriedades sobre médulos e médulos No-

etherianos, necessarias para o entendimento das demais secoes.

Definigao 1.2.1 Seja R um anel. Um R-mddulo M é um grupo abeliano (M, +), junto com a
fungao o : R x M — M dada por a(r,m) =rm, comr € R e m € M, satisfazendo para todo

r,s€ Rom,ne M:
1. (r+s)m =rm + sm
2. r(m+n) = rm + ™
3. r(s-m)=(r-s)m
4. 1-m=m.

A funcao o € chamada uma R-ac¢ao sobre M. Se R ¢ um corpo K, entdo um R-mddulo € o

mesmo que um espaco vetorial sobre K.
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Definicao 1.2.2 Um R-submodulo de M € um subgrupo N de M tal que se n € N,r € R,

entao rn € N.

Definicao 1.2.3 Um mddulo M ¢é dito finitamente gerado se possuir um conjunto finito de
geradores. Um R-mddulo M que possui uma base (ndo necessariamente finita) é chamado de

modulo livre, e o numero de elementos da base é chamado posto de M.

Observagao 1.2.1 Nem todo mddulo finitamente gerado possui uma base, e nem todo submaoddulo

de um maodulo livre € livre.

Definicao 1.2.4 Seja R um dominio. Dizemos que um R-mddulo M € livre de tor¢ao se nao

existe a € R, a # 0, tal que am = 0, para todo m € M.

Teorema 1.2.1 [2, Theorem 1, p.92] Todo mddulo finitamente gerado livre de tor¢ao sobre um
dominio de ideais principais € um mdodulo livre.

Demonstragao: Sejam R um dominio de ideais principais, M um R-mddulo livre de tor¢ao
e {aq,...,an} um conjunto de geradores de M. Se {[,...,0,} € um conjunto de elementos
de M linearmente independentes, entao {ay, ..., n, B1,..., B} € linearmente dependente, para

1<i<nel<j<m. Assim, existem a;,b;1,...,bi,, € R, ndo todos nulos, tais que
a; oy + bz‘71ﬁ1 + ...+ bz,nﬁn = 0. (11)

Temos que a; € nao nulo, pois b;y,...,b;, sio todos nao nulos e {B,...,0B,} € linearmente
independente. Seja entdo L o submddulo de M gerado por {B,...,B,}. Logo, L € livre, pois o

conjunto de geradores é uma base. Da Equagdo (1.1) temos que a;a; = —(bi 151 + ... 4+ bi o),

e isto implica que a;oy; € L. Tomando a = H a; temos que ac; € L para todo 1 < i < n e como
i=1
{aq,...,a,} € um conjunto de geradores de M, seque que aM C L, entdo aM é um submddulo

livre. Agora, considere a funcao f : M — aM definida por f(m) = am para todo m € M.

Como M ¢€ livre de torcao, temos que f é um isomorfismo. Portanto, M ¢é livre. [ ]

Definicao 1.2.5 Sejam R um anel e M um R-mddulo. Dizemos que M €é um R-mddulo

Noetheriano se satisfaz uma das sequintes condicoes:
1. Toda familia nao vazia de R-submddulos de M tem um elemento mazimal.
2. Toda sequéncia crescente de R-submddulos de M € estaciondria.
3. Todo R-submddulo de M ¢é finitamente gerado.
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Um anel R € Noetheriano se R considerado como um R-mddulo for Noetheriano.

Proposicao 1.2.1 [3, Lemma 1, p.47] Sejam A C R anéis. Se P é um ideal primo de R,
entdo PN A € um ideal primo de A.

Demonstracgao: Seja a aplicagao composta p : A ~“ R R/P, ondei en sdo as aplicagoes
inclusdo e projecdo, respectivamente. Como 7 e i sdo homomorfismos, seque que a fun¢ao
p = moi é um homomorfismo. Além disso, como p(x) = (roi)(z) =n(x) =x+P ep(x) =0
se, e somente se, © € PN A, seque que ker(p) = ANP. Assim, A/PNA ~ Im(p) C R/P.
Como R/P ¢é um dominio, seque que A/P N A é um dominio. Portanto, P N A € um ideal

primo de A. =

Proposicao 1.2.2 [3, Lemma 2, p.48] Sejam R um anel. Se P € um ideal primo de R que

contém um produto de ideais A; ... A, de R, entao P contém pelo menos um dos A;, para

algum i =1,2,...,n.
Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que A; € P, para todo j = 1,2,...,n. Assim,
para cada j = 1,2,...,n, existe a; tal que a;j € A; e aj € P. Como P € primo, seque que

ay...on &P Mas oy ..., € Ay ... A, CP, 0 que € um absurdo. Portanto, P contém pelo

menos um dos ideais A;, para algum i =1,2,... n. [ ]

Proposicao 1.2.3 [3, Lemma 3, p.48] Se R é um anel Noetheriano, entio todo ideal de R
contém um produto de ideais primos.

Demonstracgao: Sejam R um anel Noetheriano e F o conjuntos dos ideais de R que nao
contém um produto de ideais primos. Mostraremos que F = (). Suponhamos, por absurdo, que
F # 0. Como R é Noetheriano, seque que F possui um elemento mazimal M. Temos que M
nao € um ideal mazimal, pois caso contrdario, M seria primo e assim, M & F. Assim, existem
z,y € R—M tal que xy € M. Além disso, temos que M C (x)+M e M C (y)+ M. Portanto,
(x) + M e (y) + M nao pertencem a F. Assim,

PiPs... Py Clx)+Me Q1Qs...Q, C (y)+ M,
onde P;, Q; sao ideais primos de R. Logo,
(PiPy... P)(Q19Qs...9,) C ({x) + M)({y) + M) C M,

o que € um absurdo. Portanto, F = (), e seque que todo ideal de R contém um produto de ideais

PrIMmos. ]
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Corolario 1.2.1 /2, Lemma 2, p.199] Se R é um anel Noetheriano tal que 0 é o uinico elemento
nilpotente, entdo o ideal nulo € a interseccao finita de ideais primos.
Demonstragao: Pela Proposicao 1.2.3 seque que se R € um anel Noetheriano e A € um ideal

de R, A # R, entdo existem ideais primos P1,..., P, de R tal que Py ... P, C A. Assim, sem

perda de generalidade, tomando A como sendo o ideal nulo, temos que 0 = HP?', onde 0s
i=1

tdeais primos P; sao distintos e e; > 1, para i = 1,...,r. Mostremos que P, N ... NP, = 0.

Sea€PrN...NP,, entao ot € Pi1 . P = 0. Logo v é nilpotente, mas por hipdtese,

como 0 € o unico elemento nilpotente, seque que o = 0. Portanto, 0 =Py N...NP,. [ ]

Teorema 1.2.2 [3, Theorem 1, p.21] Sejam R um anel de ideais principais e M um R-mddulo

livre de posto n. Se M' é um R-submddulo de M, entdo:
1. M’ € livre de posto r, para 0 < r < n.

2. Se M' # 0, entao eziste uma base {v1,...,v,} de M e elementos nao nulos ay,...,a, € R

tais que {ayvy,...,a,v,.} € uma base de M' e que a; divide a;yq, para 1l <i <r—1.

Demonstracao: Para M’ = (0) o ideal nulo, o resultado € valido. Assim, suponhamos M' #
(0). Seja L(M, R) o conjunto das formas lineares sobre M. Tomando u € L(M, R), temos que
u(M") € um submodulo de R, um ideal de R. Podemos escrever u(M') = Ra,, onde a, € R,
uma vez que o ideal € principal. Se uw € L(M,R) € tal que Ra, € mazimal através de Ra,,
para e € L(M, R), pela defini¢ao 1.2.5. Assim, tomamos uma base {x1,...,x,} que identifica
M com R". Seja p; - M — R a projecao sobre a i-ésima coordenada, isto € p;(x;) = J;;.
Como M’ # (0), para o menor i, 1 < i < n, p;(M') € nao nulo. Assim a, # (0). Pela
nossa construcao eziste v' € M’ tal que u(v') = a,. Logo, devemos mostrar que para todo
e € L(M,R), temos que a,le(v'). Assim, se mdc(a,,e(v')) = d, entdo d = ba, + ce(v'), onde
b,c € R, e dai d = (bu + ce)(v'). Agora, como (bu + ce) é uma forma linear sobre M, temos
que Ra, C Rd C u(M'), e pela mazimalidade de Ra,, seque que Rd = Ra,, e assim temos

que a,, divide e(v'). Em particular, a,|p;(v"), entdo seja p;(v') = a,b;, com b; € R. Tomando

v = g bix;, temos que v' = a,v. Como, u(v') = a, = a,u(v), seque que u(v) = 1, observando
i=1
que a, # 0. Assim, devemos mostrar que

o M = ker(u) + Rv, e

o M' = (M'Nker(u))+ RV, onde v' = a,v.
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Para a primeira afirmagdo, se x € M, entdio v = u(x)v + (z — u(x)v), logo u(x — u(z)v) =
u(z) —u(x)u(v) =0, uma vez que u(v) =1, entao v — u(x)v € ker(u). Assim, mostramos que
Rv + ker(u) = M, portanto, Rv N ker(u) = (0). Para a sequnda afirmacao, sejay € M', logo
u(y) = bay, onde b € R, entdo y = ba,v+ (y —u(y)v) = ' + (y — u(y)v). Novamente, é claro
que y —u(y)v € ker(u) e também que y —u(y)v =y—bv' € M’, isto €, y —u(y)v € M’ Nker(u)
e bv' € Rv' C Ru, e isto prova a sequnda afirmacgao. Agora, provaremos o item 1 por indugao
sobre o postor de M'. Ser =0, M'" = (0) e a prova € direta. Se r >0, da sequnda afirma¢ao
seque que M' N ker(u) tem posto r — 1, e assim € livre de acordo com a hipdtese de indugao.
Como, na sequnda afirmacao a soma € direta, obtemos uma base para M’ adicionando v' a base
para M’ Nker(u). Assim M’ é livre e 1 € verdadeiro. Provaremos 2 por indug¢ao sobre o posto n
de M. Novamente o cason = 0 € trivial. Por 1, temos que ker(u) € livre de posto n—1, uma vez
que na primeira afirmacao, a soma € direta. Aplicamos a hipdtese de inducao sobre o modulo
livre ker(u) e seu submddulo M' N ker(u): se M' N ker(u) # (0), entao existem r < n, uma
base {vg,...,v,} de ker(u), e elementos nao nulos as, ..., a, de R tais que {agvs, ..., a,v,} €
uma base para M' Nker(u) e a; divide a;y1, para 2 <i <r—1. Tomando a mesma notagdo que
acima, chamamos a; = a, e v = v. Entdo, da primeira afirmacao seque que, {vy, v, ..., vy}
¢ uma base para M, da sequnda e do fato que v' = ajv; seque que, {ajvy,...,a,v.} € uma
base para M'. Falta provar que ailay. Se e é a forma linear sobre M definida pela relagdo
e(vy) = e(vy) =1 ee(v;)) =0, para i > 3. Entao ay = a, = e(a,vy) = e(v') € e(M'), entao
Ra, C e(M'). Pela mazimalidade de Ra, podemos concluir que e(M') = Ra, = Ra;. Como

as = e(agvq) € e(M'), vemos que as € Ray, isto € a|as. n

1.3 Elementos inteiros

Nesta secao veremos o conceito de elementos inteiros sobre um anel enfocando suas principais

propriedades.

Definicao 1.3.1 Sejam A C R anéis. Um elemento a« € R é chamado inteiro sobre A se «
€ raiz de um polinémio monico com coeficientes em A, isto €, se existem ag,aq,...,0,_1 € A,
nao todos nulos, tal que o™ + ap_10™ 4+ ... + a0 + ag = 0. Em particular, todo elemento de

A € inteiro sobre A.

Exemplo 1.3.1 O elemento a = %(1 + \/5) € R ¢ inteiro sobre Z, pois é raiz do polinomio

monico 22 —x — 1 com coeficientes em Z.
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Observacao 1.3.1 Se R ¢ o corpo complexo e os coeficientes do polinomio monico sao nimeros
racionais, o elemento o € chamado numero algébrico. Se os coeficientes do polinomio monico

sao numeros inteiros, o elemento o é chamado inteiro algébrico.

Exemplo 1.3.2

2711 , . . , . . , . N . A .
1. O elemento o = e5 € C é um inteiro algébrico, pois € raiz do polinémio ménico x° — 1

com coeficientes em 7.

2. O elemento a = 2—72 € C € um numero algébrico, pois € raiz do polinomio monico x — %

com coeficientes em Q.

Teorema 1.3.1 [/, Teorema 1.1] Sejam A C R anéis e a um elemento de R. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
1. « € inteiro sobre A.
2. O anel Ala] € um A-mddulo finitamente gerado.
3. Eziste um subanel B de R contendo A e o que € um A-mddulo finitamente gerado.
Demonstracao: (1) = (2) Como « € inteiro seque que
Q"+ a1 " P aa+ay=0,

onde ag,aq,...,a,_1 € A e ndo sao todos nulos. Seja M o submddulo de R gerado por
{1,a,...,a" Y. Temos que M C Ala]. Por outro lado, temos que o™ = —(ap_1a™ ' + ... +
aia + ag) € M e por indugao seque que o™ € M para todo j > 0. Assim Ala] C M e deste
modo Ala) = M. Portanto, Ala] é um A-mddulo finitamente gerado.
(2) = (3) Neste caso, € suficiente tomar B = Alal].
(3) = (1) Seja {B1,...,0n} um conjunto finito de geradores de B como um mddulo sobre A,
ou seja, B=Ap1+ ...+ AB,. Como a € B e B ¢ um subanel de R seque que af3; € B para
todoi=1,...,n. Assim, af3; = Zamﬂj, coma;; € A paral <i,j <n. Dai
j=1
O{ﬁi — Zamﬂj = O, € Z(Oj— — CL@j)ﬁj = 0

j=1 j=1

Tomando % =0, temos que
J

n

Z(O“Si,j —a;;)3; =0, parai=1,... n.

=1
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Assim, temos um sistema de n equagoes lineares homogéneas em {(y, ..., Bn}, ou seja,

( n

Y (ady;—a1;)8;=0

j=1

n

> (adn; —an;)B; =0

\ J=1

Escrevendo na forma matricial obtemos que

0651,1 — a1 0451,2 —ai2 ... Oé51,n — Q1 ﬁl 0
0452,1 — a1 a52,2 — Q22 ... Oé52,n — Q2 Ba 0
a(sn,l - an,l aén,Q - an,Z I Oéén,n - an,n ﬁn 0

Seja d o determinante det(d; joo — a; ;). Pela regra de Cramer temos que df; = 0 para todo j =
1,2,...,n. Como B é gerado por {f,...,0B.}, seque que dB =0, e em particular d1 = d = 0.
Deste modo, temos que d é um polinomio monico em «, onde o termo com ordem madxima

aparece na expansao do produto

H(@',ia - ai,i) = H(%Oé — Qi) = H(Oé — Qi)

i=1 i=1 i=1
das entradas da diagonal principal. Portanto, a € raiz de um polinomio monico com coeficientes

em A, ou seja, o € inteiro sobre A. [ |

Proposicao 1.3.1 [/, Coroldrio 1.2] Sejam A C R anéis e ay,aa, ..., a, € R. Se a; € inteiro
sobre A e «; € inteiro sobre Alay,...,q; 1], para i = 2,...,n, entio Alay,ag,...,a,] é um
A-maodulo finitamente gerado.

Demonstracao: A prova serd feita por indug¢ao sobre n. O caso n = 1 seque do item
2 do Teorema 1.3.1. Agora suponhamos que o resultado € verdadeiro para n — 1, ou seja,
que B = Alay, ..., a, 1] é um A-mddulo finitamente gerado. Logo, existe um conjunto finito
{61, B2,...,0,} de geradores de B sobre A. Assim, B = i ApB;. Pelo ttem 2 do Teorema 1.3.1
obtemos que Alay, ag, ..., an] = Blay] € um B-mddulo ]]‘Z;Llitamente gerado, e assim possui um

q
congunto finito de geradores {v1,7z,...,7,}. Deste modo, podemos escrever Blay,| = ZB%.
k=1

Assim,

q q p
Alog, g, .. ] = ZB% = Z(Z ABj) e = ZAﬁij,
k=1 Jk

k=1 j=1

20



e deste modo (B )1<j<pi<k<q € um conjunto finito de geradores de Alon, aa, . .., o] como um

A- mddulo. Portanto, Aloay, ay, ..., o] € um A-mddulo finitamente gerado. [ |
Corolario 1.3.1 Sejam A C R anéis. Se aq, ..., ay, sao elementos de R que sdo inteiros sobre
A, entao Aoy, o, ..., ap] € um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstragao: Uma vez que se o; € inteiro sobre A entdo «; € inteiro sobre Alay, o, ..., 1],
para i =1,2,...,n, o resultado seque pela Proposicao 1.3.1. [ |

Corolario 1.3.2 [3, Corollary 1, p.29] Sejam A C R anéis. Se o e 3 sao elementos de R que
sao inteiros sobre A, entao oo+ 3, o — 3 e af3 sdao inteiros sobre A.

Demonstragao: Como Alw, 3] é um subanel de R e a, 3 € Ala, 3] seque que o+ 3, a — [ e
af € Ala, 8]. Pela Proposi¢ao 1.3.1, como « e 3 sao inteiros sobre A, seque que Ala, 5] € um
A-mdédulo finitamente gerado. Logo existe um subanel B = Ala, ] de R contendo A, o + (3,
a—fF eapf e Alw,3]. Assim, pelo item 3 do Teorema 1.3.1, seque que a + 3, « — 3 e af s@o

inteiros sobre A. n

Definigao 1.3.2 Sejam A C R anéis. O conjunto dos elementos de R que sdo inteiros sobre

A € chamado fécho inteiro de A em R, ou anel dos inteiros de A em R e denotado por Ir(A).
Corolario 1.3.3 [4, Corolario 1.3/ Se A C R sao anéis, entao:

1. O congunto Ir(A) é um subanel de R que contém A.

2. Todo subanel de R que é um A-mddulo finitamente gerado estd contido em Ir(A).
Demonstracgao:

1. Pelo Coroldrio 1.3.2 temos que Ir(A) € um subanel de R. Como todo elemento de A €

inteiro sobre A seque que Ir(A) contém A.

2. Sejam B um subanel de R que é um A-mddulo finitamente gerado e {aq,...,a,} um
conjunto finito de geradores de B. Se a € B, entao Ala] € finitamente gerado como
A-maodulo, pois « = a1 + ... + az,, com a; € A. Assim pelo Teorema 1.53.1 seque que

« € inteiro sobre A, ou seja, o € Ig(A). Portanto B estd contido em Ir(A). [

Definicao 1.3.3 Sejam A um dominio e K o seu corpo de fracoes. O fécho inteiro de A em

K € chamado fécho inteiro de A e denotado por Ix(A).
Definicao 1.3.4 Sejam A C R anéis. Quando Ir(A) = R dizemos que R ¢ inteiro sobre A.
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Proposicao 1.3.2 [3, Proposition 2, p.29] (Transitividade) Sejam A C B C R anéis. Assim,
R ¢ inteiro sobre B e B € inteiro sobre A, se, e somente se, R ¢ inteiro sobre A.

Demonstragao: Suponhamos R inteiro sobre B e B inteiro sobre A. Se a € R, entdo a €
inteiro sobre B. Logo a € raiz de um polinémio monico f(x) = 2™ + by_12" 1 + ... + bz + by
com coeficientes em B. Tomando B' = Alby, ..., b,_1] temos que a € inteiro sobre B'. Como
B € inteiro sobre A, seque que os b;s sao inteiros sobre A. Pela Proposicao 1.3.1 seque que
B'la] = Alby, . .., by_1,a] é um A-mddulo finitamente gerado, e pelo Teorema 1.3.1 seque que o
€ inteiro sobre A. Portanto R € inteiro sobre A. Reciprocamente, suponhamos que R € inteiro
sobre A. Se o € R, entdo « € raiz de um polinomio monico com coeficientes em A, ou seja,
A"+ ap,_ 10" Faia+ag =0 coma; € A para todoi=1,...,n—1. Como A C B, seque
que a; € B para todo i =1,...,n—1, ou seja, a € inteiro sobre B. Assim R € inteiro sobre B.
Agora, se « € B e como B C R seque que o € R. Por hipdtese, seque que o € inteiro sobre A.

Portanto B € inteiro sobre A. n

Proposicao 1.3.3 [3, Proposition 3, p.29] Sejam A um dominio e B um anel tal que B C A
e A € inteiro sobre B. Assim, A € um corpo se, e somente se, B € um corpo.

Demonstracgao: Suponhamos que A € um corpo e seja o um elemento nao nulo de B. Logo
a € A e possui inverso ot € A. Como A € inteiro sobre B, seque que o~ € A € raiz de um
polinémio monico com coeficientes em B, ou seja, a™™ 4+ ap_ja " 4+ .+ a7t Fag =0
com a; € B, parai = 1,2,...,n — 1. Multiplicando por o' obtemos que ™' = —(a,_1 +
oot a0 4+ aga™ Y, o que mostra que ot € B. Assim B é um corpo. Reciprocamente,
suponhamos que B € um corpo e seja 3 um elemento nao nulo de A. Pelo Teorema 1.3.1, temos
que B[f] é um B-mddulo finitamente gerado. Como B é um corpo, seque que B[] é um espago
vetorial de dimensdo finita sobre B. Por outro lado, a fungao de B[S] em B3] que leva y em
By € uma transformagdo linear injetiva, uma vez que B[f] é um dominio. Como a dimensdo
de B[] sobre B ¢ finita, seque que também ¢ sobrejetora. Assim, existe 3 € B[] C A tal que

/ . Y g 4
B3 =1, ou seja, B € inversivel em A. Portanto, A € um corpo. [ ]

Definicao 1.3.5 Sejam A C R anéis. Dizemos que A ¢é integralmente fechado em R quando
Ir(A) = A. Se A € um dominio e K é o seu corpo de fragdes, dizemos que A € integralmente

fechado se Ix(A) = A.

Exemplo 1.3.3

1. Sejam A um dominio e K o seu corpo de fragoes. O fécho inteiro Ix(A) é integralmente

fechado.
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2. Todo anel de ideais principais € integralmente fechado.

3. Todo anel fatorial é integralmente fechado.
De fato:

1. Temos que K também € o corpo de fragoes de Ix(A) e que o fécho inteiro de Ix(A), dado
por Ix(Ix(A)), € inteiro sobre Ix(A). Como A C Ix(A) seque que Ix(A) € inteiro sobre
A. Portanto, Ix(Ix(A)) = Ix(A) e assim Ix(A) € integralmente fechado.

2. Por definicao, um anel de ideais principais € um dominio. Seja o um elemento de K o
corpo de fragoes de A. Suponha que o € Ix(A), ou seja, que o € inteiro sobre A. Logo a é
raiz de um polinémio moénico com coeficientes em A, ou seja, "+ ap_1a" L+ +ajo+
ag=0coma; € A, parai=1,2,...,n—1. Tomando o = IE’, onde b e c sao elementos de A
e primos entre si, e substituindo na equacao obtemos que lc’—z—l—an_llc’:—:i—l—. . .—i—all—c’—l—ao =0.
Agora, multiplicando por c¢™ ficamos com b™ + a,_1b"tc + ... + a;bc™ ! + apc” = b* +
c(@n 1" 1. a2 +apc™t) = 0. Assim 0" = —c(a,_ 1" 4.+ abc 2 +apc™ L),
e assim ¢ divide b". Como b e ¢ sao primos entre si, aplicando repetidamente o Lema de
Fuclides, seque que c divide b. Logo, ¢ € um elemento inversivel em A, e assim o = %’ e A.

Portanto A € integralmente fechado.

3. O argumento é andlogo ao item anterior.

1.4 Extensoes de corpos

Nesta secao veremos o conceito de extensoes de corpos e suas principais propriedades que serao

utilizados no restante do trabalho.

Definigao 1.4.1 Sejam R um anel e K um corpo tal que K C R. Um elemento o € R €
chamado algébrico sobre K se for raiz de um polinomio com coeficientes em K. Caso contrdrio,
« é chamado transcendente sobre K. Se v € algébrico sobre K, entdo o polindmio monico mq(x)

de grau minimo tal que my(a) =0 € chamado polinémio minimal de a sobre K.

Definicao 1.4.2 Sejam R um anel e K um corpo. O conjunto dos elementos de R que sdo

algébricos sobre K € chamado fécho algébrico de K em R e denotado por Ix(K).

Exemplo 1.4.1 O elemento oo = /7 — /3 € algébrico sobre Q, pois € raiz do polinémio x* —

2022 + 16 com coeficientes em Q.
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Definicao 1.4.3 Sejam R um anel e K um corpo tal que K C R. Dizemos que R € algébrico
sobre K se todo elemento de R € algébrico sobre K. Se R € um corpo, R é chamado uma

extensao algébrica de K.

Observacao 1.4.1 Sejam K C LL corpos.

1. O fécho algébrico de K em L € igual a K se, e somente se, L é uma extensao algébrica

sobre K.

2. Todo elemento algébrico sobre K é um elemento inteiro sobre K. Em particular, sobre

corpos, elementos algébricos e inteiros sao equivalentes.

Definicao 1.4.4 Sejam K e L corpos tal que K C L. Chamamos de dimensao de I sobre K e
denotamos por [L : K] o grau de I sobre K.

Assim podemos reescrever as equivaléncias do Teorema 1.3.1 para corpos da seguinte forma:

Teorema 1.4.1 [3, p.30] Sejam K e L corpos tal que K C L e a um elemento de L. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. « € algébrico sobre K.
2. [K[a] : K] € finito.

Demonstracao: (1) = (2) Suponhamos que « € algébrico sobre K com polinémio minimal
me(x) de grau n. Temos que K(a) € espago vetorial sobre K gerado por {1,c,...,a" '}
Observamos que K(a) € fechado sobre a adi¢ao, subtragao e multiplicagio por a. Como o™ =
—my () + o™ = g(a), onde d(g) < n, seque que K(a) € fechado sobre a multiplicag¢do e assim
K(a) € um anel. Finalmente, mostramos que se v € K(a), v # 0, entao + € K(a). Temos
que v = h(a), onde h(z) € Klz] e d(h) < n. Como my(x) € irredutivel seque que mey(z) e
h(x) sao coprimos. Assim, existem p(z),q(x) € K[z] tal que map(z) + h(x)q(x) = 1. Logo, 1
= ma()p(a) + h(a)g(a) = h(a)g(e). Assim q(a) = 2 € K(a) e [K(a) : K] = n. Portanto
[K(a) : K] € finita.

(2) = (1) Se [K(e) : K] = n, entdo {1,a,...,a"} € linearmente dependente. Logo ezistem
agp, ay, . ..,a, € K, nao todos nulos, tais que ag + a;ax + ... + a,a™ = 0 e dai temos que a é
algébrico sobre K. ]
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Corolario 1.4.1 /3, p.31] Toda extensao finita é algébrica.
Demonstragao: Sejam L e K corpos tal que K C L, [L: K] =m < o0 e € L. Como K|a]
¢ um subespago de L seque que [K(a) : K] =n < m < co. Pelo Teorema 1.4.1 seque que « €

algébrico sobre K. Assim I € uma extensdo algébrica. [ |

Definicao 1.4.5 Seja L uma extensao do corpo Q. Se o grau de 1L sobre Q € finito, dizemos

que I € um corpo de nimeros.

Teorema 1.4.2 [3, Proposition 1, p.31] (Multiplicidade dos Graus) Sejam K, I e M corpos.
Se M € uma extensao algébrica finita de I e I € uma extensao algébrica finita de K, entao M
¢ uma extensao algébrica finita de K e [M : K] = [M : L][L : K].

Demonstragao: Sejam {aq, o, ..., an} uma base de M sobre I e {1, o, ..., 0n} uma base
de L. sobre K. Verifiguemos que {a151,...,an0,} € uma base de M sobre K. Se a € M,
entao a = a1y + axf2 + ... + a, By, onde a; € L, para j = 1,2,...,n. Agora, como cada
a; € L, seque que podemos escreve-lo como a; = by + baca + ... + bpouy,, onde b; € K, para
1=1,2,...,m. Assim o = zn:a]ﬂj = Zbi,jaiﬁj’ onde b j € K. Logo {a151,...,anB,} gera

Jj=1 2%

M sobre K. Da relagao Z b, joi3; =0, temos que Z(Z b ;a;)B; = 0. Como {f1, Ba, ..., n}
irj j=1 i=1

¢ linearmente independente, seque que meai = 0 e novamente como {ay, s, ..., o} €
i=1

linearmente independente seque que b; ; = 0 para todo i =1,2,...,mej=1,2,...,n. Assim,

{101, ..., amPn} € linearmente independente. Portanto é uma base de Ml sobre K. Além disso,

temos que [M : K] = [M : L][L : K]. ]

Definicao 1.4.6 Sejam L e M extensoes de um corpo K. Dizemos que dois elementos a € IL

e a € M sdo conjugados sobre K se existe um K-isomorfismo ¢ de K(a) em K(a') tal que

pla) =a.

Definicao 1.4.7 Sejam L e M extensoes de um corpo K. Dizemos que L e M sdo conjugados
sobre K, ou sao K-isomorfos, se existe um K-isomorfismo o de . em M tal que o(a) = a, para

todo a € K.

Definicao 1.4.8 Seja K um corpo. Dizemos que K tem caracteristica m se ma = 0 para todo
elemento o € K, e m € o menor inteiro positivo com esta propriedade. Se ma # 0 para todo

elemento nao nulo « e inteiro positivo m, dizemos que K tem caracteristica zero.
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Observacao 1.4.2 Todo corpo possui um unico subcorpo minimal, chamado subcorpo primo,
e este € isomorfo a Q ou a Z,, onde p é primo. Se € isomorfo a Q o corpo tem caracteristica

zero e se € isomorfo a Z, o corpo tem caracteristica p.

1.5 Norma e traco

Nesta secao veremos os conceitos de norma e traco de um elemento e suas principais proprieda-
des que serao tuteis para o desenvolvimento das propriedades do anel dos inteiros de um corpo
e também do calculo do discriminante.

Sejam A C R anéis tal que R é um A-modulo livre de posto finito n. Sejam {ay, ..., a,}
uma base de R sobre A e ¢ : R — R um homomorfismo. Assim

(
o(ay) = ajpon + appas + ...+ apan

QO(O(Q) = A91Q] + Q200 + ... + A9,y

L QD(Oén) = Qp101 + Apaig + ...+ AppnOip,

com a;; € A, e 1 <4,j7 <n. Na forma matricial, temos

@(041) ay; @12 ... QA1p (031
@(042) B Q21 Q22 ... QA2p e%)
(,D(Ckn) an,l an,2 Lo @n,n 7%

Definicao 1.5.1 Sejam A C R anéis tal que R é um A-mddulo livre de posto n. Seja o

endomorfismo ¢, : R — R dado por ¢,(x) = ax, com a € R. Definimos:

1. O traco de a € R relativo a A, como o traco do endomorfismo p, e denotamos por

Trria(c) = Trr/a(pa)-

2. A norma de o € R relativo a A, como o deteminante do endomorfismo p, e denotamos

por Nrya(a) = det(ea).

3. O polinomio caracteristico de o € R relativo a A, como o polinomio caracteristico do

endomorfismo g, e denotamos por fo(x) = det(xl — p,).

Observagao 1.5.1 Seja A C R anéis tal que R é um A-mddulo livre de posto finito. Se
a,B € R eac A, entao
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1. 9o+ 95 = Pats;
2. 9o O Pg=Pag €
3. Paa = QP4

Além disso, a matriz de p, em rela¢ao a uma base de R sobre A é a matriz diagonal onde a é

a entrada de todas as diagonais.

Para um endomorfismo ¢, segue da Algebra Linear que:

1. O trago de ¢ ¢é definido por Trg/a(p) = Z @i

i=1

2. A norma de ¢ é definida por Ng/a(p) = det(ay;), e

3. O polinémio caracteristico de ¢ é definido por det(zl — ¢) = det(zd; ; — a; ;).
Para os endomorfismos ¢ e p temos que:

L. Trrja(e + p) = Trria(p) + Trr/alp),

2. det(p - p) = det(p)det(p) e

3. det(xl — @) = a™ — (Trga(e))z™ ' 4 - + (=1)"det(yp).

Agora, sejam K,IL e M corpos tal que KC M CILe[L:K]=n. Sea,F€LeacKkK, entdo

valem as seguintes propriedades:

—_

. Tryx(a+ B) = Trox(a) + Trox(B)
2. Tryx(ac)=aTry ()

3. Tryx(a) = na

4. Nyjg(a) = a"

5. Npjk(ae) = a" Ny k()

6. Npjx(aB) = Npjx(a) Ny (B)

7. Nu(a) = Nuyw(Nom(@))
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Proposicao 1.5.1 [3, Proposition 1, p.36] Sejam K um corpo finito ou de caracteristica zero,
L uma extensao algébrica de K de grau n e o um elemento de L. Se aq, ..., «, sdo as raizes

do polinomio minimal de o sobre K, cada uma repetida [L : K(a)]-vezes, entdao:
1. Tryg(a) =ar + ...+ ag,
2. Nuyk(a)=o1...a5 €
3. me(r) = (r —aq)(x —ag) - (T — ay).

Além disso, o polindmio caracteristico € a [L : K(«)]-ésima poténcia do polinémio minimal de
a sobre K.

Demonstragao: Suponhamos que a é um elemento primitivo de L sobre K, ou seja, L = K|a/].

Se mo(z) = 2"+ a, 12" ' +.. .4 ag, coma; € K parai=0,1,...,n—1, € o polinémio minimal
de o sobre K, entao I é K-isomorfo a % e{l,a,...,a" '} é uma base de L sobre K. Além
disso, temos que a matriz do endomorfismo p, : L. — 1L com relagao a base {1,c, ..., a" 1}
€ dada por
[0 0 0 —ay |
M- 10 0 —a
00 - 1 —ap1 |

Assim, temos que det(zl — ¢,) € o determinante da matriz

I z 0 --- 0 aop |
-1 z --- 0 a
xl, — M =
i O O “ e _1 x+an_1_

Logo, pelo cdlculo do determinante da matriz xI,, — M, obtemos o polinomio caracteristico f(x)

de a, que € igual a my(x), o polinémio minimal de ov. Mas por defini¢do temos que,

falz) = det(x] — pq(x)) = det(xl, — M) = 2" — (Trix(pa))z™ ' + ...+ (=1)"det(pa).

Além disso, como a € primitivo seque que

me(z) =(r — )z —ag)...(r —ay,) = 2" — (Zai) 2N (=) (Hog) :
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e dai obtemos que
2" — (Troe(pa))e™ + .+ (=1)" det(py) = 2" — (Z ai> e (=) <H ai) .
i=1 i=1

Portanto, Tryk(pa) = Trix(a Zal e Nuk(pa) = Nuk(o Hal Consideremos,

=1 =1
agora, o caso geral. Se [L : K[a]] = m, € suficiente mostrarmos que o polinémio caracteristico

fa(z) de a, com relagao a L sobre K, € igual a m-ésima poténcia do polindmio minimal de «
sobre K. Se {ay,...,a.} € uma base de K[a] sobre K e {f1,...,08n} € uma base de I sobre
Kla], entao {a101,...,.Bm} € uma base de I sobre K. Pelo Teorema 1.4.2 temos que n = rm.
Seja M = (a;n) a matriz do endomorfismo de K[a] sobre K com relagdo a base (a;)1<i<,. Assim
ooy = Z(azh)ozh, e deste modo o(o;f3;) = (Z azhah> B = Zaih(ahﬁj). Logo,

h

(
aa1B = aponfr + apasfy + ..o+ aan By

aasf = agon Br + aganf + ...+ agan

| @01 = ananfy + arpaefy + .+ a2y

Agora, ordenamos a base {ay [, ..., 0.0} de L sobre K, de modo que a matriz do endomor-
fismo seja da forma ] ]
M 0 0
M — 0o M - 0 |
0 0 - 0 M |

isto €, M se repete m-vezes na diagonal principal como blocos diagonais na matriz My. Assim,

[l — M 0 0 0

0 e, —M - 0 0
:CITL_M:L: . . . . . ?
0 0 o 0 al,—M |

e det(zl, — M;) = det(zl, — M)™. Dessa forma, fo(v) = det(xl, — My) € o polinémio
caracteristico de a sobre K e det(x1, — M) € o polinomio minimal de o sobre K, de acordo com

a primeira parte da demonstracao. [ |

Observacao 1.5.2 Da Proposicao 1.5.1, seque que:
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1. Tryx(a) = mTrge (o),
2. NL/K<C¥) = (NK[a}/K(a))m €
5. falz) = (ma(z))™.

Exemplo 1.5.1 Sejam L = Q(v/7) e a = —1 + /7 € Q(\/7). O polinémio caracteristico de o
sobre Q € fo(x) = 22422 —6, Tryjg(a) = —2 e Nyjg(a) = —6. Se M = Q(i,V/7), entdo temos
que m = [M : L] = 2. Assim, pela Observagao 1.5.2, seque que Tryg(e) = 2(TrLjg(a)) =
2. (~2) = —4 ¢ Nygjala) = (Nujg(a))? = (~6)* = 36.

Proposicao 1.5.2 [3, Proposition 2, p.38] Sejam A um dominio e K seu corpo de fragoes,
onde K tem caracteristica zero. Se I é uma extensao finita de K e o € I é um elemento
inteiro sobre A, entao os coeficientes do polinomio caracteristico f, sdao inteiros sobre A. Em
particular, Try k(o) e Nyjk(a) sdo inteiros sobre A.

Demonstragao: Pela Proposicao 1.5.1, temos que o polinomio caracteristico de o é dado por
falx)=(r—a1)(r—a9)...(xr—an,), onde ay, ..., a, sGo as Taizes do polinémio minimal de «.
Como os coeficientes de f,(x) sGo a menos de isomorfismos somas e produtos dos «;, seque que
€ suficiente mostrar que 0s oy Sao inteiros sobre A, uma vez que, pelo Coroldrio 1.3.2, temos
que a soma, a diferenca e o produto sao inteiros sobre A. Pela Teoria de Galois temos que,
cada o; é um conjugado de o sobre K e assim eziste um K-isomomorfismo o; : K[a] — Kloy]
tal que o;(a) = «y, para todo i = 1,...,n. Assim, como « € inteiro sobre A, seque que
Q" + a0 P+ aja+ag =0, com a; € A, nio todos nulos. Aplicando o; obtemos que
oi(Q)" + ap_10;(Q)" ... +ag =0, e consequentemente af + a, 1ol 4. ..+ aja; +ag =0,
ou seja, «; € inteiro sobre A, para cada i = 1,2,...,n. Portanto os coeficientes de fo(z) sdo

inteiros sobre A. m

Corolario 1.5.1 /3, Corollary, p.38] Se A é um anel integralmente fechado, entao os coeficien-
tes do polinomio caracteristico fo(x) sio elementos de A. Em particular, Tryx(a) e Npjk(a)
sao elementos de A.

Demonstragao: Os coeficientes do polinomio caracteristico fo(x) sdo elementos de K e sdo
inteiros sobre A. Como A € integralmente fechado, os coeficientes de fo(x) pertencem a A.

Assim, Tryx(a) e Nyjk(a) sao elementos de A. ]

Proposicao 1.5.3 [5, Proposicao 1.2.3] Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo
de fragoes, L uma extensao finita de K de graun e I,(A) o anel dos inteiros de A em L. Sejam

{ou, ..., an} uma base de L. sobre K, onde det(Trx(asa;)) # 0 e € L. Se Tryx(af) =0
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para todo B € L, entdo a = 0.
Demonstracgao: Se o € L, entdio a = aya1 +asan+. .. +ayay,, ondea; € K, parai=1,...,n.
Assim, € suficiente mostrarmos que se Tr(aa;) =0, para cada j = 1,...,n, entdo a = 0. Deste

modo, temos que

0 = Tryk(aa;) = aiTryk(onoy) + aTryk(asa;) + ..+ a Tk (ogaj),

para cada j =1,...,n, e na forma matricial temos que
T’I“]L/]K(OélOél) T?”L/K(OQOQ) e T?"L/K(Oénal) aq 0
T’I“]L/K(O./l(lfg) TTL/K(O[QOQ) Ce T’I‘L/K(Oénozg) a9 . 0
| Tryk(oaan) Tropg(aea,) oo Trpx(anoas) || an | | 0 ]
Como det(Tryk(a;j)) # 0 seque que a1 = az = ... = a, = 0. Portanto, o = 0. (]

Corolario 1.5.2 [5, Corolario 1.2.2] Com as mesmas hipdteses da Proposi¢ao 1.5.3, temos que
a aplicagao
p : L — Homg(L,K) dada por p(a) = Sa, onde So(3) = Tri(afB), com B € L é um
isomorfismo.

Demonstragao: Se ay,ay € L, entao

plar + @2)(B) = Saytas (B) = Trik((an + a2) ) = Tryjx (a1 B) + Tryx(azf)
= 50, () + S0, (B) = (plar) + p(2))(B), e
plac)(B) = Saa(B) = Trijx(aaf) = aT'ri(af) = aSq(B) = ap(a)(B),
para todo B € L. Assim, p é um homomorfismo. Agora, se o € L € tal que p(a)) = 0, entdo
p(a)(B) = Sa(B) = Trux(af) =0, para todo 3 € LL. Pela Proposi¢io 1.5.3, seque que o = 0.
Assim p € injetora. Além disso, como dimglL = dimg(Homg (L, K)), seque que p € sobrejetora.

Portanto, p é um isomorfismo. |

Teorema 1.5.1 [5, Teorema 1.2.1] Se A é um anel integralmente fechado, K seu corpo de
fragoes, L uma extensao finita de K de grau n e I,(A) o anel dos inteiros de A em L, entao
IL(A) é um A-submddulo de um A-mddulo livre.

Demonstragao: Seja {aq,...,a,} uma base de L. sobre K. Pelo Coroldrio 1.4.1 temos que

~ . , , . / ~ , . . .
toda extensao finita € algébrica, logo todos os a,s sao algébricos sobre K, ou seja, existem a; €

n—1
i

A, parai=0,1,...,n, nao todos nulos, tal que a o + an_10) " + ...+ ag = 0. Supondo, sem

perda de generalidade, que a,, # 0 e multiplicando esta equagdo por a™*, obtemos que
a’ Napal + ... 4 ag) = (an)™ + ap_1(ap)”  + ... +a" tag = 0,

31



ou seja, ancy € inteiro sobre A, para i = 1,2,...,n. Agora, seja a,o; = [B; € IL(A), para
i=1,2,...,n. Mostremos que {f1,...,0B,} € uma base de L sobre K. Para isso, suponhamos

que b1B1 +bafa+ ...+ b0, =0, onde b; € A, parai=1,...,n. Logo bia,a; + baa,cg + ... +

bnanay, =0, e como {ayq,...,a,} € uma base de L sobre K seque que b;a,, = 0 e portanto b; = 0
para i =1,...,n. Assim, {01,...,0,} € linearmente independente e como possui n elementos
seque que € uma base de I sobre K. Pelo Coroldrio 1.5.2, seque que para i,7 = 1,...,n, existe

uma base dual {1, ..., v} tal que p(3;)(v;) = Sp,(7v;) = Trix(Biy;) = 6i5. Agora, se o € I (A)
entao af; € I(A), para i = 1,...,n. Pelo Coroldrio 1.5.1, seque que Tryx(af;) € A, para
1 =1,...,n. Assim, como o = c171 + ... 4+ CyYn, com ¢; € K, para v = 1,...,n, seque que
Trix(af) = ¢ € A, para i = 1,...,n. Portanto, I.(A) é um submddulo de um A-mddulo

livre gerado por {v1,...,Vn}- [

Corolario 1.5.3 [5, Coroldrio 1.2.3, 1.2.4] Com as mesmas hipdteses do Teorema 1.5.1, se A

€ um anel principal, entao:

1. I (A) é um A-mddulo livre de posto n.

2. Se AC I,(A) é um ideal, entdo A € um A-mddulo livre de posto n.
Demonstragao:

1. Se A é um anel principal, entdo temos que um submddulo de um A-mddulo livre € livre
de posto menor ou igual a n. Logo, pelo Teorema 1.5.1, seque que I (A) contém uma base

de L sobre K que possui n elementos. Portanto, I (A) tem posto n.

2. Sejam o um elemento nao nulo de A e {ay,...,a,} uma base de I,(A). Se ayacy +...+
anpacy, =0, coma; € A, parai=1,...,n, entéo a;ao =0 parai=1,...,n. Como A € um
dominio seque que a; = 0, parai = 1,...,n. Assim {aay,...,ac,} € A € linearmente

independente sobre A. Portanto A ¢ um A-mddulo livre de posto n. [ |

1.6 Norma de um ideal

Nesta secao apresentamos o conceito de norma de um ideal do anel dos inteiros de um corpo de
nuimeros e suas principais propriedades que serao tuteis para o calculo da densidade de centro

de reticulados obtidos via corpos de numeros através do homomorfismo de Minkowski.
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Defini¢ao 1.6.1 Sejam K um corpo de niumeros, Ix(Z) o anel dos inteiros e A um ideal de

Ix(Z). A norma do ideal A é definida como sendo o nimero de elementos do anel quociente

IKAZ) , ou seja,

Ix(Z)
N(A) =
()= 0
Exemplo 1.6.1 Seja A um ideal principal de Z[i], onde i* = —1, gerado por 2 — i. Assim,
s
% ={z+ A; xz € Z[i]}. A norma de A é o nimero das classes laterais de A. Uma vez que

2 —i = 0(mod.A), seque que 2 = i(mod.A). Assim para x = a + bi, com a, b € Z, temos que
r=a+bi =a+2b(modA). Como (2+1)(2—1) =5 € A, seque que as classes laterais de A
em Z[i] sao {0, 1, 2, —1, =2}, ou seja, N(A) = 5.

Observagao 1.6.1 Se a € um elemento nao nulo de Ix(7Z), entao pelo Coroldrio 1.5.1, temos

que N(a) € Z.

Proposicao 1.6.1 [3, Proposition 1, p.52] Se a € Ix(Z), entdo

Ix(Z)
[K(Z)Oé’

IN()| = #

onde Ix(Z)o =< a > € o ideal de Ix(Z) gerado por c.

Demonstragao: Pelo Coroldrio 1.5.3, temos que Ix(Z) é um Z-mddulo livre de posto n.
Como ¢ : Ix(Z) — Ix(Z)a definida por p(a) = aa, para o € Ix(Z), é um isomorfismo,
seque que Ix(Z)a é um Z-mddulo livre de posto n. Como Z é um anel principal e Ix(Z) é
um Z-mddulo livre seque que eziste uma base {e1,...,e,} de Ix(Z) e ¢1,...,¢cn € Z tal que

{c1€1,...,chen} € uma base de Ix(Z)a. A aplicagio o : Ix(Z) — Z/ciZ X ... X L]c, 7

definida por @ZJ(Z a;e;) = (ay,dy, ...,d,) € um homomorfismo sobrejetor, e ker(¢) = Ix(Z)a,
i=1

n
pois a = E a;e; € ker(y) se, e somente se, ¥(a) = 0 se, e somente se, a; =0, parai =1,...,n,
i=1
se, e somente se, a; € ¢;Z, parai=1,...,n, se, e somente se, ¢; divide a;, parai=1,...,n, se,
n

e somente se, a = Z a;e; = Z bicie;. Comob; € Z, parai =1,2,... n, seque que a € Ix(Z)a.
i=1 i=1
Portanto ker(y)) = (), e deste modo

Ix(2) ) Ix(Z)o = Z) ey 7 % -+ X L) cn .

Assim, #A%é = C103...Cy. Seja a aplicagdo Z-linear p : Ix(Z) — Ix(Z)a definida por p(e;) =
ciei, parai = 1,...,n. Logo, u(er) = cie1+0es+...40e,, ..., ule,) = 0e1+. . .+cue, edet(p) =

C1Cy . .. Cp. Por outro lado, temos que B = {cieq,...,chen} e C ={aeq, ..., ae,} sio bases de
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Ix(Z)a, e portanto existe um automorfismo v : Ix(Z)a — Ix(Z)a tal que v(cie;) = ae;, para
i=1,...,n. Como a matriz mudanca de base é inversivel, seque que det(v) € inversivel em Z,
isto €, det(v) = £1. Também, (vou)(e;) = v(u(e;)) = v(ce;) = aey, para it =1,...,n. Assim,
(vop)(a) = aa. Finalmente, N(a) = det(vou) = det(v)det(n) = £lciea. .., = i#lﬁ%)a.

Portanto, |N(«)| = #Iﬁ%)w ]

Proposigao 1.6.2 [5, Proposicao 1.7.2] A N(A) € finita.
Demonstragao: Se o € A é um elemento nao nulo, entio Ix(Z)a C A. Além disso, podemos

escrever Ix(Z)/ A como um quociente de Ix(Z)/Ix(Z)a. Assim,

Ix(Z Ix(Z A
L &(Z) _  Ik(Z)
IK(Z>Oé .A ]K(Z)Oé
Mas pela Proposicdo 1.6.1 temos que #IL“?(ZZ)L ¢ finito. Portanto #% € finito. [ |

1.7 Discriminante de uma n-upla

Nesta secao veremos o conceito do discriminante de uma n-upla enfocando suas principais

propriedades.

Definicao 1.7.1 Sejam A C R anéis tal que R € um A-mddulo livre de posto finito n. Seja

{ai,...,a,} um conjunto de elementos de R. Definimos o discriminante de {ay, ..., a,} por

Dga(oa, ..., an) = det(Trpa(ic;)),
ondei,j=1,2,...,n.

Exemplo 1.7.1 Se K = Q(+/7) € um corpo de mimeros e {1,v/7} é um conjunto de elementos
de K, entao

Dxjo(1,V7) = Treo(l)  Trep(V7) | |2 0 _og

Trio(VT) Tre(V7)? 0 14

Proposigao 1.7.1 [3, Proposition 1, p.38] Sejam A C R anéis tal que R é um A-mddulo livre

de posto finito n. Se {B,..., B} € um conjunto de elementos de R tal que 3; = Zaijaj, com
j=1

aij € Aparai=1,...,n, entao Dg/a(f1,...,0,) = (det(a;;))*Drjaloa, ..., o).

Demonstracgao: Por definicdo temos que

DR/A(ﬁb s 7ﬁn) = det(TrR\A(ﬁrﬁs))v
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n n n

onde 67" = E Qi O, ﬂs = E As;Qj, € ﬁrﬁs = E Qi Qi O QL5 ASSim;

i=1 j=1 i=1

n

Traga(B:6s) = ) ariag Trra(ciay),

=1

e na forma matricial obtemos que

(Trria(Br0s)) = (ari)(Trra(qic;)) (ag)

Logo,

Drja(Br, ..., Bn) = det(Trria(B:6s)) = det((ar)(Trralaia;))(as;)’)
= det(a,;)det(Trria(cia;))det((as)') = (det(a;;))*Dryalar, ..., ay).

Coroldrio 1.7.1 /3, p.39] Sejam A C R anéis tais que R é um A-mddulo livre de posto finito

n e A um dominio. Se {ay,...,an} e {f1,...,0.} sdo bases de R, entio Dr/a(a, ..., 0p) €

Dpa(B1,- .., Bn) sdo associados ou ambos possuem determinantes nulos.

Demonstracao: Como {aq,...,a,} e {f1,...,0u} sdo bases de R, seque que existem elemen-
n

tos a;; € A tais que B; = Zaijai, para todo j =1,...,n. Assim, pela Proposicao 1.7.1, temos
que =1
DR|A(ﬁla s 7ﬁn) - (det(aij))QDRM(ab ce 7an)-

Como (a;j) € uma matriz inversivel, seque que det(a;;) € uma unidade do anel A. Assim
Drja(ay,...,an) € Dria(B,...,B,) sdo elementos associados ou ambos determinantes sio

nulos. ]

Exemplo 1.7.2 No Ezemplo 1.7.1, vimos que o discriminante da base {1,/7} de Q(\/7) ¢ 28.
Tomando {1 + VT, —4 — \/7} como outra base de K, pela Proposicao 1.7.1, temos que

2
1 1
D jo(1+ V7, —4—V7) = L Dy o(1,V7) = (3)%28 = 756.
Proposigao 1.7.2 [2, p.97] Sejam A um dominio, R anel tal que A C R e R é um A-mddulo
livre de posto finito n. Se o conjunto {a,...,a,} de elementos de R € linearmente dependente
sobre A, entao

DR/A<Oél, e ,ozn) =0.
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Demonstracao: Como {ay,...,a,} € linearmente dependente sobre A, seque que existem
ai,...,a, € A, nao todos nulos, tal que a1 + ... + apa, = 0. Reordenando e tomando
. . / / ! !
a; # 0, consideremos o conjunto {ay,...,q,} de elementos de R, onde oy = 0 e o = @
. . / .
para i = 2,...,n. Assim, o; = a1,0q0 + ...+ ap 00 parat = 1,2,....n, onde a;; = aj, e se
. . . . . i /
i > 1 temos que a;; = 1 para j =i e aj; = 0 para j # i. Temos que Dgsa(oy, ..., o) =
Drja(0, a2, ..., a,) = 0, pois a matriz da aplicagdio trago possui a primeira linha nula. Assim,

pela Proposicao 1.7.1, seque que

/

0= DR/A<07 Q, . .. Jan> = DR/A(O/lJ s 7an) = (det(ai,j))2DR/A(alv cee Jan)‘

Mas
aq 0 0
0 1 0
(0:5) = A
00 - 1
logo det(a; ;) = a1 # 0. Portanto, como A é um dominio seque que Dgja(ay,...,0p) =0.

Lema 1.7.1 (Lema de Dedekind)[3, p.39] Se G é um grupo, K um corpo, e oy,...,0, sdo
homomorfismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, entao os O';S sao linearmente inde-
pendentes sobre K.

~ / ~ . .
Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que os o;s sao linearmente dependentes. Assim,

n
. ~ , / ~
existem aq,...,a, € K, nao todos nulos, tal que E a;o; = 0, com o numero r dos a;s nao
i=1
- . / ~ ~ ~
nulos o menor possivel. Temos que r > 2, pois 0s 0,5 sao nao nulos. Se g € G, entdao

a101(g) + azoe(g) + ... + a,0.(g) = 0. (1.2)

Como os 025 s@o homomorfismos, seque que a Equagdo (1.2) é vdlida para todo g € G. Assim,

para gh, com h € G, temos que

0101901 (1) + a205(0)a (k) + - + 4,0, (g)ore (h) = 0. (13)
Multiplicando a Equagao (1.2) por o1(h) obtemos que

a101(g)o1(h) + agoa(g)oi(h) + ...+ a.0.(g)o1(h) = 0,
e subtraindo da Equagdo (1.3) seque que

ay(01(h) = 03(h))oa(g) + - - + ar(01(h) = or(h))or(g) = 0.
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Como isso wale para todo g € G e como tomamos r o menor possivel, seque que
az(o1(h) — o2(h)) = 0. Assim o1(h) = oa2(h), para todo h € G, pois ay # 0. Mas isto contradiz

. ’ ~ .. ’ - . .
a hipdtese de que os ;s sao distintos. Portanto os ;s sao linearmente independentes. [ ]

Proposicao 1.7.3 [3, Proposition 3, p.39] Sejam IL uma extensao finita de graun de um corpo
K, onde K € finito ou tem caracteristica zero, € o1,...,0,, 0s distintos K-isomorfismo de L.

Se{ay,...,a,} € uma base de L. sobre K, entdo
D]L/K(Oél, c. ,Oén) = det(ai(ozj))Q 7& 0.

Demonstragao: Por definicao Dy k (o, ..., o) = det(Tryx(a;e)). Como o trago de ajor €

a soma de seus conjugados, seque que

Dyk(on, ..., 0) = det(Tryx(a;o)) = det (Z ak(aiaj)> :
k=1

Mas, temos que

0'1(0(1) 02(041) Un(al) 0'1(0(1) 0'1(0(2) 01<Oén)
0'1(042) 02(a2> s O'n(OéQ) 0'2(061) 0'2(042) e UQ(Oén) _ Z O_k(aiaj)‘
L oi(an) o2(an) -+ on(an) 1L o) on(ag) -+ op(an) |

Assim, det <Z ak(aiaj)> = det (0;(;))? . Portanto, Dy g (v, ..., ay,) = det(oi(a;))?. Agora,

k=1
n

se det(o;(ej)) = 0, entao existem ay,...,a, € C, ndo todos nulos, tal que Zaiai(ozj) =0,

=1
n

para 7 =1,...,n. Pela linearidade concluimos que Zaiai(a) = 0, para todo o € L, o que é
i=1
um absurdo, pois pelo Lema 1.7.1 os o; sao linearmente independentes. Logo det(o;(a;))* # 0.

Portanto, DL/K(Ozl, Ce, Q) = det(Uz’(%’))Q # 0. "

Exemplo 1.7.3 Sejam K = Q(v/7) e a = a+b/7T € K. Como [K: Q] = 2, seque que existem
dois Q—isomorfismos, 01,09, onde o1(a + bﬁ) = a+b/7 e oy(a + bﬁ) =a — bJ/7. Como
{1,V/7} ¢ uma base de Q(+/7) sobre Q seque que

2

Dy o(1,V/7 = (—2V/7)? = 28.

- 1 1
|V VT
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Proposicao 1.7.4 [6, Proposition 2.17] Se K é um corpo finito ou de caracteristica zero, . =

K[a] uma extensdo finita de K de grau n e mq(x) o polinémio minimal de v sobre K, entao

’

Dyx(La,....a" ™) = (=1)2" " DNy (e (@),

onde m,(x) ¢ a derivada de mo(x).

Demonstracao: Sejam o,a?,...,a"

as raizes de my(x) em uma extensio de K, que sao
conjugados de o. Pela Proposi¢io 1.7.3, seque que Dyx(1,c,...,a" 1) = det(o;(a?))?, onde
o, 1 <i < n, sio K-isomorfismos de K[a]. Além disso, temos que

oi(@) oz(a) - on(@) oi(a1) o2(a)’ on(c)!
, a? a?) - o,(a? a)? a)? o o,(a)?
ooy | 7 D o) || el el e |
@) oa0”) o alen) | | @) ow@) e o)
que é um determinante de Vandermonde. Logo, det(o;(a’)) = H (o' — ), e assim,
1<i<j<n
Dix(La,...,a" ") = H (o — )2
1<i<j<n

n

Por outro lado, como o polindmio minimal de o é dado por my(x) = H(x —a') segue que

mo(e) =3 I w—ae mifad) = I (@@ —a),

J=1 i=1,i#j 1=1,i#j

Assim
n
[[malen) = [ (@@ =0,
j=1 =L
n

e como Hm;(aj) = Nyjx(m,(a)), seque que
j=1

Nyg(mg(@) = J[ (@@ —a)) (1.4)

i.j=1,i]

n
Agora, em H (o — ') cada fator (o' — o?) para i < j aparece duas vezes, uma como
ij=1,ij
(o' — a?) e outra como (o — a'), e o produto das duas é —(a' — a?)?. Assim, no produto da

s

FEquagao (1.4) aparece o termo (—1)%, onde s é o niumero de pares (i,7), com 1 <i < j <mn,
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ou seja, Ny x(m,(a)) = H (—1)*(a* — o’)%. Mas, para

1<i<j<n
(=1, temos j=2.3,....n e s=1
1 =2, temos j=3,4,....n e s=2

1=n—1, temos j=nes=1.
\

, _ ((n=D+Dn—-1 _ 1
Assim (n — 1)+ (n—2) + ... +1 = F—~"— =
(—1)%”("_1) H (o' —a?)?. Portanto NL/K(m;(a)) = (

1<i<j<n

n(n — 1) = s. Logo Nyx(m,(a)) =
_1)%"("_1)D]L/K(1, a,...,a" 1) e deste

modo
1

Duk(l,a,...,a" ") = (=1)2"" "Ny g (m,, (o).

Exemplo 1.7.4 Sejam L = Q(v/7) e my(2) = 22 — 7 o polinomio minimal de o = \/7 sobre
Q. Temos que m, (V7)) =27, e NL/K(Qﬁ) = —28. Assim, pela Proposicao 1.7.4, seque que
Deye(L V) = (~1) Ny (il (V7)) = 28,

1.8 Corpos quadraticos

Nesta secao apresentamos os corpos quadraticos e suas principais propriedades enfocando o

anel dos inteiros desses corpos.

Definicao 1.8.1 Um corpo quadrdtico é uma extensao de grau 2 sobre o corpo Q dos nimeros

rACIONALS.

Proposicao 1.8.1 [6, Proposition 3.1] Todo corpo quadrdtico é da forma Q(\/E), onde d € um
inteiro livre de quadrados.

Demonstragao: Se K ¢ um corpo quadrdtico, entdo todo elemento o € K tal que o & Q €
de grau 2 sobre Q. Pelo Teorema do Elemento Primitivo temos que K = Q(«). Tomando
o polinomio minimal de o sobre K, mq(z) = 2* + bx + ¢, e resolvendo a equacdo quadrdtica

a? + ba + ¢ = 0, obtemos que 2a = —b + /b2 — 4c. Portanto, K = Q(a) = Q(v1? — 4c).

U uv

Observando que b*> — 4c é um nimero racional da forma — = —, com u,v € Z, temos que
v v

Q(vb? —4c) = Q(y/uv). Assim, como uv € Z, seque que uv € fatorado em produtos de primos.

Portanto, Q(y/uv)= Q(v/d), onde d € inteiro livre de quadrados. [
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Observacao 1.8.1

1. Pela Proposicao 1.8.1, temos que todo corpo quadrdtico € da forma @(\/E), onde d € um
inteiro livre de quadrados. Portanto, {1, \/E} € uma base de K sobre Q.

2. 0 elemento Vd € K é uma raiz do polinémio irredutivel > — d, e seu conjugado é
—Vd. Assim, existe um automorfismo o tal que o : Q(vd) — Q(v/d) é dado por
o(a+bvd) =a—bVd.

Lema 1.8.1 /3, p.35] Sejam K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, onde d é um inteiro livre de
quadrados. Se o = a + bV/d é um inteiro algébrico, entdo 2a e 2b sdo nimeros inteiros.

Demonstragao: Pelo item 2 da Observagao 1.8.1, temos que existe um automorfismo o tal que
o Q(Vd) — Q(V4d) ¢ dado por o(a) = o(a+bvd) = a—bv/d. Como o() também € raiz da
mesma equagao de o, seque que o(a) € Ix(Z). Como a e o(«) € Ix(Z), pelo Corolario 1.3.2,
seque que a+o(a) € Ix(Z) e ao(a) € Ig(Z). Além disso, a+o(a) = (a+bVd) + (a —bV/d) =
2a € Q e ao(a) = (a+bvVd)(a—bVd) = a> —db* € Q. Como Z é um anel de ideais principais,
pelo Exemplo 1.3.3, seque que 7 é integralmente fechado e portanto 2a € Z e a* — db* € Z.
Assim, temos que (2a)? — d(2b)*> € Z, e como 2a € Z, seque que (2a)?> € Z. Por outro lado,
se 2b € 7, o seu denominador teria um fator primo p e este fator apareceria como p* no
denominador de d(2b)?. Sendo d livre de quadrados, seque que d(2b)* € Z, o que é um absurdo.
Portanto, 2b € Z. [ |

Teorema 1.8.1 [6, Theorem 3.2] Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, onde d € 7 € livre
de quadrados, ou seja, d # 0(modulo 4). Se d #Z 1(modulo 4), entdo o anel dos inteiros Ix(Z)
¢ ZINVd] e {1,/d} € uma base de Z[\/d] como um Z-médulo.

Demonstragao: Seja a = a + bv/d com a,b € Q um inteiro algébrico sobre Z. Pelo Lema

1.8.1 temos que a = g,b = %,
respectivamente, temos que u*—dv? € 47. Se d # 1(modulo 4), entdo d = 2 ou d = 3(modulo 4).

com u,v € Z, e a* — db* € Z. Substituindo a e b por % e %,

Assim, u e v sao pares. Se por absurdo, v fosse impar, entio v = 1(modulo 4). Como u*>—dv? €
47 seque que u® — d(4k + 1) € 4Z o que implica que u* — d € 4Z. Assim, u? = d(modulo 4).
Portanto, d = 1(modulo 4) ou d = 0(modulo 4), o que € um absurdo por hipdtese. Assim,
sendo v par, temos que v? = 0(modulo 4) e deste modo u* € 4Z. Portanto, u também é par.
Assim, u e v sdo pares. Logo, a,b € Z e a = a+bVd € Z[\/d]. Portanto, Ix(Z) C Z[\/d]. Por
outro lado, tomando o € Z[\/d], temos que o € raiz do polinémio x* — 2ax + a*> — db? € Zx).

Assim, Z[v/d) C Ix(Z), e portanto, Z[\/d] = Ix(Z). ]
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Teorema 1.8.2 [6, Theorem 3.2] Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, onde d € 7 € livre
de quadrados, ou seja, d Z 0(modulo 4). Se d = 1(modulo 4), entdo o anel dos inteiros Ix(Z)

1+d 1++d
9

Demonstragao: Se d = 1(modulo 4), entao u,v tem a mesma paridade. Assim, se u e v

W/ e {1, %g} ¢ uma base de Z como um Z-mdédulo.

sdo pares temos que a,b € Z, e que o = a + bV/d € Z[\/a] Se u e v sao impares, entdio

d 1 d 1 d
a = 34— %_ €7 +2\/_ . Portanto, temos que Ix(Z) C Z +2\/_ . Por outro lado,
1 d 1 d
sea=a-+b ( +2\/_> € Z +2\/_ com a,b € Z, entao temos que « € raiz do polinomio

1 —d)b?
2 — (2a + b)x + (a2 +ab — u) € Zlx], pois d = 1(modulo 4). Assim, seque que

A
1+vd 1++d
2 2

Z C Ix(Z). Portanto, Z = Ix(Z). [

1.9 Corpos ciclotomicos

Nesta secao apresentamos o conceito dos corpos ciclotomicos, seu subcorpo maximal real e
algumas de suas propriedades, que serao tteis para o calculo do discriminante destes corpos.

Também veremos o anel dos inteiros desses corpos.

Definicao 1.9.1 Seja K um corpo. Um elemento ¢ € K tal que (" = 1 é chamado raiz n-
ésima da unidade, onde n € um inteiro positivo. Dizemos que ( € uma raiz n-ésima primitiva

da unidade se (" =1 e (™ # 1 para 1 < m < n.

Proposicao 1.9.1 [7, p.205] Sejam m,n € Z tal que mdec(m, n) = 1. Temos que Ck (L, para
0<k<m-—1e0<I<n—1, éuma raiz mn-ésima primitiva da unidade se, e somente se,
C* € uma raiz m-ésima primitiva da unidade e ¢, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Demonstragao: Se (¥ ndo é uma raiz m-ésima primitiva da unidade, entdo temos que
1

mde(k, m) = d > 1. Assim, (CE¢))"@ = ((Ck¢hym™)a = 13 = 1, o que é absurdo, pois
mn . k. . L. L. . 1 7
—— < mn. Reciprocamente, se (; € uma raiz m-ésima primitiva da unidade e (, € uma

d
raiz n-ésima primitiva da unidade, entao mdc(k, m) = mde(l, n) = 1. Assim,
(Cheh) =1 4= Chocls =1 4= (e = G 4= Chm = G o= (Gh)™ = ()™ =

(CF)ne =171 = (¢F )" = 1 <= m|na.

Como mdc(m, n) = 1 seque que ml|a. De modo andlogo, n|a. Ainda, usando o fato de que

Im

mde(m, n) = 1 seque que mnla. Assim temos que, (C¥¢L)™ = (¢™)*(¢")™ = 1. Logo mn
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¢ a menor poténcia tal que (C* ¢ )™ = 1. Portanto ¢* (! é uma raiz mn-ésima primitiva da

unidade. n

Observacao 1.9.1

1. Pela Definicao 1.9.1, temos que as raizes n-ésimas da unidade sao as raizes do polinomio

" — 1.
2. O numero de raizes n-ésimas primitivas da unidade € dado por
o(n) =#{0 <m < n:mde(m,n) =1;m,n € Z},
onde p é a fungao de Euler.

Seja U, = {¢*,...,("} o conjunto de todas as raizes distintas de 2" — 1 em K, ou seja, de
todas as raizes n-ésimas da unidade. Como (¢'¢2)" = (C)™(¢)" = (") (") =1 e (g—g) =
(6" _ (G

W = w = 1, segue que o conjunto U,, ¢ um grupo multiplicativo. Agora, como todo grupo
n

n n

multiplicativo finito num corpo é ciclico, temos que U,, é um grupo ciclico. Assim, podemos
representar as n rafzes n-ésimas da unidade por (,, ¢2,...,¢" = 1, onde ¢, é um gerador do

grupo U,,. As raizes n-ésimas primitivas da unidade sdo os geradores do grupo U,, isto é, os

elementos ¢* com mdc(k, n) =1, para k =1,2,...,n.

Lema 1.9.1 /7, p.204] Sejam m,n € Z. Se mdc(m, n) = 1, entdo U, = U, X U,, onde U,
denota o grupo de todas as n-ésimas raizes da unidade.

Demonstragao: Seja a sequinte func¢ao:

¢ Up x Uy — Upn

(a, b) — ab

i) ¢ esta bem definida, pois (ab)™ = (a™)"(b™)™ =1

i1) ¢ € homomorfismo, pois ¥ (a, b), (¢,d) € Uy, x U, temos que ¢((a, b)(c, d)) = ¢(ac, bd) =
(acbd) = (ab)(cd) = ¢(a, b)o(c, d).

i1i) ¢ € injetora: Temos que provar que Ker(¢) = {(a, b) € Uy, x U, : ¢(a, b) = 1} = {1}.
Deste modo, temos que mostrar que para ¥ (a, b) € U, x U, tal que ¢(a, b) = ab = 1 =
a = b = 1. Para isto, sejam a = C* eb =, onde0 <k <m—-1e0<1<n-1.
Assim, ab = 1 <= (*(¢ =1 <= ¢ = (! = " = (" < % = 1. Logo, como
Cm € uma raiz m-ésima primitiva da unidade, seque que m|nk. Como mde(m, n) = 1 seque

que m|k, e isto implica que k = mx. Analogamente n|l, e isto implica que | = ny. Deste
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modo, ¢k = (™ =1 = (™ = (!, ou seja, ¢¢ = (7 = 1. Isto implica que k = 1 = 0,
pois Cm € Cp Sao raizes m-ésima e n-ésima primitivas da unidade, respectivamente. Portanto
ab=1<= a="0b=1. Portanto Ker(¢) = {1} e assim ¢ é injetora.

iv) ¢ € sobrejetora: Como o(U,, X Uy,) = o(Unn) € ¢ € injetora, seque que ¢ € sobrejetora. Por
iii) e iv), ¢ € bijetora. Portanto ¢ € isomorfismo. [

Definicao 1.9.2 O polinémio ¢, (x) = H (x — ¢J) € chamado de n-ésimo polinémio
j=1,mdc(jn)=1
ciclotomico.

Proposicao 1.9.2 [7, p.206] Se n é um inteiro positivo, entio x" — 1 = H da(z).
dn
Demonstragao: Seja f(z) = 2" — 1. As raizes de f(zx) sdo 1,(,, (2, ..., ¢ Assim,

1= (= D= )= ). (@ = 7).

Analisando os periodos de cada raiz de f(x), e escrevendo todas as raizes de mesmo periodo

como um polinomio da forma

Ga(r) = H (= Cn),

d=DPeriodo ¢

seque que " — 1 = H Ga(z). ]
din

Exemplo 1.9.1 Seja f(z) = a* — 1. As raizes de f(x) sdo 1,(, (3 e ¢ que possuem periodos
1,4,2 e 4, respectivamente. Assim, ¢1(x) =x — 1, ¢o(x) = (x — 3) e du(x) = (x — &) (x — ).
Como os divisores de 4 sao 1,2 e 4, temos que
wt =1 =[] dalw) = d1(2)da(x)pa(x) = (x = 1) (& — )z — G (x — ¢F).
dln

Corolario 1.9.1 Se n é um inteiro positivo, entao

" —1
On(2) = "
[T ¢a(x)
d|n,d<n
Demonstracgao: E uma consequéncia direta da Proposicao 1.9.2. |

Exemplo 1.9.2 Pelo Coroldrio 1.9.1 temos que

2

¢r(z) =2 —1 Po(z) =2 =z +1

z—1

23— P
¢3($): 711:LU2+5L’+]. ¢4($):m:$2+1

8
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Observacao 1.9.2 Quando n = p, onde p € um niumero primo, o p-ésimo polinomio ci-
clotomico € dado por

-1 2P -1
B o1(x) T a1

Definicao 1.9.3 Um corpo ciclotomico é um corpo gerado por uma raiz n-ésima da unidade

Pp(x) S N T

sobre o corpo Q dos numeros racionais.

Definicao 1.9.4 Dado n um inteiro positivo, definimos a raiz n-ésima da unidade (, como

27 L ;. . A .
en e o corpo Q((,) é chamado o n-ésimo corpo ciclotémico.

Teorema 1.9.1 [7, Theorem 6, p.204] Se (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entao
[Q(¢n) : Q] = p(n), onde ¢ € a fungdo de Euler.

Demonstragao: Seja f(x) um polinémio monico, irredutivel e de menor grau de ¢, sobre Q.
Logo " —1 = f(x)g(z), com g(x) € Q[z]. Pelo Lema de Gauss seque que f(x), g(z) € Z(z). Sep
¢ um primo tal que p t n, entdo (P € uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Assim, (CP)"—1 =
f(C2)g(CP), ou seja, f(CP)g(CP) = 0. Logo, se (¥ nao € raiz de f(x), entao (¥ € raiz de g(z), e (,
¢ raiz de g(zP). Portanto, temos que f(x) | g(zP), ou seja, g(xP) = f(x)h(z), com h(z) € Z[x],
pelo Lema de Gauss. Mas, pelo Teorema de Fermat, temos que a? = a(mod p), e dai seque que
g(xP) = g(x)P(mod p). Assim, f(x)h(z) = g(x)P(mod p), ou seja, g(x)? = f(z)h(x)(mod p).
Portanto, g(C,)P = 0, pois, ¢, € raiz de f(x). Recursivamente chegamos que §(C,) = 0, ou seja,

f e g tem uma raiz em comum. Assim, ™ —1 = fg, e deste modo x™ — 1 tem raizes miiltiplas.

n—1 n—1

Logo, nx = 0 e dai, para qualquer o € Z,, temos que na = 0. Como a caracteristica
de Z, € p seque que p | m, o que contradiz o fato de termos suposto que p t n. Portanto (P
¢ raiz de f(x) para todo p tal que p ¥ n e mde(p,n) = 1. Portanto d(f(x)) > 9(g(x)), pois
toda raiz de ¢, (x) € raiz de f(x), e como f(z) | dn(x), seque que (on(x)) > O(f(x)). Assim,
I(f(x)) = 0(¢u(x)) = (n). u

Corolério 1.9.2 Se ¢, ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entio [Q(¢,+¢; ') : Q] = @,

onde p € a fungao de Euler.

Demonstragao: Temos que Q C Q(¢, + ¢, ') € Q(¢,). Agora, pelo Teorema 1.9.1 temos que
[Q(¢) = Q] = @(n). Assim, pelo Teorema 1.4.2 basta mostrar que [Q((,) @ Q(G, + ¢ 1) = 2.
Mas isso seque do fato que o polinomio f(x) = x* — ((, + () + 1 tem ¢, como raiz e é

irredutivel sobre Q(C, + ¢;Y). Portanto, [Q(¢, + (1) : Q) = 292, n

Proposicao 1.9.3 O n-ésimo polinomio ciclotomico ¢,(x) € irredutivel sobre Q.

Demonstragao: Temos que existe um unico polinémio minimal my(z) tal que my(¢,) = 0.
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Pelo Teorema 1.9.1 seque que (mq(z)) = O(¢dn(z)) € ¢n(¢n) = 0. Portanto my, = ¢p, € assim

On(x) € irredutivel sobre Q. ]

Corolario 1.9.3 [7, p.205] Se m e n sao primos entre si, entio Q((n)Q(Cn) = Q(Gnn)-

Demonstracgao: Segue da Proposi¢ao 1.9.1. |

Lema 1.9.2 [8, p.24] Se ¢, € uma raiz p-ésima primitiva da unidade e K = Q((,), onde p €

um nimero primo, entdao:
1. TTK/@(CIZ) =—1,paraj=1,...,p—1.
2. TTK/Q(l—Q{) =p,paraj=1,...,p—1.
5. Nisg(G—1) = (=1)""'p e Ngjo(l — ¢) = p.
4 p=0-G)1-¢)...(1=¢7).
Demonstracao:

1. Pela Observagao 1.9.2 temos que o p-ésimo polinomio ciclotomico de (, € dado por
Gp(x) = 2Pt + 2P + ...+ x+ 1. As raizes de ¢p(x) sio G, (2. .., CETN. Assim,
0=¢p(¢)) = e (e A +1, e dai seque que A 4§ =-1
Portanto, Trgq((]) = g‘{;(p‘” + gg(p‘” +...+¢=-1paraj=1,...,p— 1L

2. Temos que Trg (1 — 1) = Trro(l) — Trryo(E)). Mas como [Q[(,] : Q] = p — 1 segue
que Trgyg(l) =14+ 1+...+1=p—1, e do item 1 temos que Trgo(¢)) = —1. Assim,
obtemos que Trg g(l — C{;) =p—1+1=p.

3. Como ¢, — 1 € uma raiz do polinomio f(z) dado por f(x) = xP~' + Z p zi1

j=p—1 \ J
seque que, N(G — 1) = (=1)"7'p, e N(1 = G) = N((=1)(¢, = 1)) = N(=1)N(G — 1) =
(~1P (=1 = (12 p = .

4. Como (, (2, ..., CE" sdo raizes do polindmio monico ¢p(x) = xP~' + 2P + ...+ x +1,
segue que xP ' + P2+ x4+ 1= (x— )z —¢)...(x— ). Assim, tomando
x =1, obtemos que (1 —G)(1—=¢))...(1 =) =p. [

Lema 1.9.3 [8, Lema 2.5.3] Se K = Q((,), onde p é um nimero primo, Ix(Z) € o anel dos

inteiros de K, e a € Ix(Z), entdo:
1 (1= Q) k(2) N Z= pZ = (p).
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2. Trgjg(a(l — () € pZ, para todo o € Ix(Z).
Demonstracgao:

1. Pelo item 4 do Lema 1.9.2 temos que p = (1 — (,)(1 —¢2)...(1 — &), Assim, p €
(1 —¢p)Ix(Z), e portanto, (p) C (1 — ) NZ. Por outro lado, suponhamos que o ideal
pZ & (1= () Ik(Z)NZ C Z. Como pZ ¢é mazimal, seque que (1—(,)Ig(Z)NZ =Z . Dai,
1€Z, eentaol = (1—(y)a, coma € Ix(Z). Assim, 1 —(, € inversivel, e portanto 1 — Cg
sao inversiveis em Ix(Z). Deste modo, (1 —G)(1 =) ... (1 =¢271) = p € inversivel em

Z, o que € um absurdo. Portanto, pZ = (1 — (,)Ix(Z) N Z.

2. Cada conjugado a;(1 — () de a(l — ¢) ¢ um maltiplo de (1 — ¢}) em Ix(Z), onde i =
1,2,...,p—1. Como

1-C=01-G)CT +¢ 72+ + G+ 1),

seque que 1—{’; ¢ um maltiplo de 1 -, em Ix(Z). Como o trago € a soma dos conjugados,

seque que

Trjg(a(l —¢)) = ar(l — () + az(1 — Cg) +.ootap(l— C;I;J) = B(1 = ¢),

onde B € Ix(Z). Portanto, Trxg(a(l — (p)) € Ixk(Z). Como Z € integralmente fechado,
seque que Trg g(a(l — () € Z. Assim,

Trisg(a(l = Gp)) € (1= G)Ix(Z) N Z=pZ.

Teorema 1.9.2 [3, Theorem 2, p.43] O anel dos inteiros de K = Q((,), onde p é um nimero
primo, € Z[G) e {1,{y, ..., (7%} € uma base de Z[Cy] como um Z-mddulo.

Demonstracao: Seja Ix(Z) o anel dos inteiros de Q((,). Temos que Z[(,] C Ix(Z). Agora,
vamos provar que Ix(Z) C Z[(]. Se o € Ix(Z) C Q((,), entao

a:a0+a1Cp+...+ap,2C£’2, com a; € Q, parai=0,1,...,p— 2.
Multiplicando por 1 — ¢, em ambos os lados obtemos que
a(l=¢)=a(l1—=G)+ai(G—C)+ ... +apa(E =M.
Pelo Lema 1.9.3 seque que
Triso(a(l = ¢)) = aTrxe(l = G) + arTrryo(G — ) + - .- + apoTriy(E 2 — 1) € pZ.

46



Assim, como Trgg(¢—¢)) =0, parai =1,2,...,p—2, seque que agTrg/o(1—C,) = aop € pZ,

onde ag € Z. Analogamente, como (' = (b~ € Ig(Z), seque que
(o — ao)g“p’l =a;+a(+ ...+ ap_2§[{”3.

Multiplicando ambos os lados por 1 — ¢, obtemos que

(O‘ - CLO)C (1 - Cp) = a1(1 - Cp) + a2€p( Cp) +.oo+ ap—2C£_3(1 - CP)?

e assim, pelo Lema 1.9.3, seque que

Tryjo((a—ag)¢, ' (1-G)) = a1 Trrjo(1—Cp)+a2Tro(Gp—C)+- - Aap—2Tro(¢h >~ %) € p.

Logo, a1Trg)o(1 — () = a1p € pZ, onde ay € Z. Prossequindo, desta forma, temos que a; € Z,
para cada i =1,--- ,n. Assim, o € Z[(y]. Portanto, Z[(y] = Ix(Z). n

Proposicao 1.9.4 O anel dos mteiros de K = Q(¢, + C_ ), onde p é um nimero primo é
ZIG+ ¢ e {G+ G- ,C;gl + gp 2" } € uma base de Z[Gy, + ('] como um Z-mddulo.

Demonstracao: Temos que o anel dos inteiros de Q((,) € Z[(y]. Como ¢, € inteiro, seque que
€ uma base de K sobre Q e como Qp’l ¢ inteiro e pelo Coroldrio 1.3.2, seque que Cp—i—CZjl também.
Portanto Z[C, + ¢, '] € Ix(Z). Mostremos, agora, que Ix(Z) C Z[(, + ¢, ']. Se o € Ix(Z) um

inteiro algébrico, entao

p1 1 1
a:al((p+C;1)+a2(C5+Cp_2)+...+a;)2;1(§p2 +¢p? ), ondea; € Q, parai:1,2,...pT.

p—1
Temos que mostrar que a; € Z. Multiplicando o por Cp , obtemos que

p—1 ptl
G a=alp?® + ale + a2Cp + a2Cp -t CLPT—quil + Ap_t,
que € um inteiro algébrico de Q((,), logo pertence a Z[(y]. Assim seque que a; € Z, para
i=12,..., 25 Partam‘o ]K( ) = Z[G+ (Y, ou seja, o anel dos inteiros de K é Z[Cp—ll—g_ ].
p—1 i1—p
Como {Cp+(;1, . ,Cp2 +(p2 } € uma base de K sobre Q e como {Cp+<’p Lo ,Q,, +G2 P C
Z[Cp+Clj1] C Ix(Z), seque que ¢ suficiente mostrar que {C,+¢; L Cp —|—Cp 7 } € linearmente

independente, para 1sso, sejam ay,as, . ..,ap—1 € Z tal que
2

p—1 1—-p

a1(G+ G ) +axG+ G+ Fami(Gp? +67)=0.

Logo
a1y + a1l + a4 axl T+ L+ ans 1gp " a4, 1gp —0
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Como {1,(, ... ,C;j_2} ¢ uma base de Z[(,] sobre Z, seque que estes elementos sdo linearmente

_|_

p—1
independentes, e deste modo temos que a; = ag = ... = ap-1 = 0. Assim {(, + Cp_l, e G2
1— 2&

2

1-p 1-p
Gp? } € linearmente independente. Portanto, {C,+C", ..., (2 +Gp? } € uma base de Z[(,+(,) ]

sobre 7. ]

", onde p € um niumero primo e r € um inteiro maior que 1,

Observagao 1.9.3 Quandon =p
o p"-ésimo polinomio ciclotomico é dado por
P —1 P 1 —1 -1 -1
rle) = = e o S
¢P (ZE) ¢1 ($)¢2(ZE) o Cbp?“*l ([E) l’pr_l ] Z T xX

Lema 1.9.4 [8, p.26] Seja K = Q(()), onde p € um nimero primo e r € um inteiro maior que

1. Se Ix(Z) € o anel dos inteiros de K, e o € Ix(Z), entao:

1. (1= ¢)Ik(Z) N Z= pZ = (p).
2. Trxo(a(l —¢))) € pZ, para todo o € Ix(Z).

Demonstragao: A demonstracao é andloga a feita no Lema 1.9.5. |

Lema 1.9.5 [9, Lemma 1, p.30] Temos que Z[1 — (yr] = Z[(pr].
Demonstragao: Por defini¢io temos que Z[a] = {>_ a;a’; a; € Z}. Assim, para todo o €

Z[1 — (yr] temos que

a = ag+ar(l—Cpr)+ag(l—Cr) 4.+ agy- 11 (1 — CPT)(p—l)pT’1

= ((lo +a +...+ a(p,l)prq) + (—a1 — 20,2)Cpr —+ ...,

Assim, a = by + b1y + 020 + ... + b(p,l)prqgl(,f_l)pr_l, e portanto o € Z[(yr]. Agora, se
_ r—1
a € Z[(yr], entdo a = ag + a1(pr + agggT +...+ a(p_l)prqggf P Como Gr=1—(1—=¢r),

entdo podemos escrever o da forma

-1

) az(l = (1=Gr) + . Fagoyprr (1= (1= G )™
+ag(1 =21 —=Cr+ (1= ))H)) + ..
= ap+a; —a;(1—C(p)+ay—2as(1 — () +ax(l— ()2 + ...

o = a0+a1(1—(1—CpT)
1—¢)

= a0+a1—a1( _Cpr

= (@+ar+a+...+app1-1)+(—a1—2a—...—((p—1)p""

(1 =)+ (az—3az+...) (1= () + ...,

- 1)a(p_1)pr_1_1)

ou seja, o = by +b1(1—Cpr)+b2(1—Cpr)?+. . .+b(p_1)p'r71(1_Cp7‘)(p71)p7‘_1 € Z[1—(yr|. Portanto,
ZlGr] = Z[1 = Gpr]. u
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Proposicao 1.9.5 [9, Lemma 2, p.31] Se K = Q((yr), onde p é um nimero primo e r é um

interro mator que 1, entao:

1. NK/@(C,ZT) — (_1)(17—1)137"71’
2. Trio(Gr) = -1,
8. Trr(A) = (p—1)p" 1A, onde A € um ideal,
4. Nigjo(A) = APDr
d. H(l — C;fr) =p, com 1<k <p", etal quep fk. Em particular, Nxg(1 — () = p,
k
0. T?’K/@(l — () =(p— 1)pT_1 + 1.
Demonstracgao:
1. Temos que NK/Q(C}ZT) = Cgrfgfl e ng(p_l)pril. Como Cgr e C;;Fpr_l sao conjugados seque
. y — r—1 r— y T— .
que prgﬁl . Ci,:r(p D - (—1)®=De""" " Portanto, N jo(Gr) = (=1)®=D2"" para j =
0,...,p" 1 emde(j,p") = 1.
. . . . _ 1 . . .
2. Temos que Trg(Gr) = G + CZJ)ZH +...+ C;,f(p D" Como G (Gr) = G + Cf,:rl +
. r_1 . . - r—1
- Cg:r(pfl)p +1 =0, seque que (Jr + 7+ ..+ C;f(pfl)p = —1. Portanto,
Tricjo(¢l) = —1.
3. TrgpA)=A+ A+ ...+ A=(p-1)p A4
4. NK/Q(.A) = .AA .. .A - A(p_l)pr_l.
SL’pT - 1 r—1 2 r—1 ( _1) r—1
5. Como ¢pr<.’f):ﬁ:1+xp +x  + .+ PP seque que todos os
x _—
C;fr, onde 1 < k < p" e tal que p 1 k sdo raizes de ¢,r(x) uma vez que sio raizes de
2?" — 1 mas ndo de 2" — 1. Deste modo, ¢pr(z) = H(x — () e existem exatamente
k
o(p") = (p— Dp"t valores de k pois ¢y (x)) = (p— 1)p" . Tomando x = 1, obtemos
p" p”
que (1) = [ 1=¢)=1+1""+.. 41079 =p Portanto, [ (1-¢) =p.
k=1,plk k=1,ptk
p'f'
Agora, como Ngg(1 — () = H (1 =), seque que Ngjo(l — () = p.
Jj=Lplj
6. Como Trgjg(l — () = Trryg(l) — Tk/o(Gyr), seque, pelo item 3, que Trg g(l) = (p —

L)p™ =t e pelo item 2, que Trxg(Cyr) = —1. Portanto, Trro(l — () = (p—1)p" ' + 1.m
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Teorema 1.9.3 [9, Theorem 9, p.29] Sejam K uma extensao finita de graun de Q, {aq, ..., a,}
uma base de K sobre Q, onde o; € Ix(Z) e Dgjg(av, ..., a,) = d. Se o € Ig(Z), entdo o pode

ser escrito na forma
mioy + ...+ muay,
d )

commj; €Z e mJQ- divisivel por d, para j =1, 2,...,n.

Demonstracao: Seja o € Ix(Z). Como Ix(Z) C K seque que o € K. Sendo {ay,...,an} uma

base de K sobre Q, temos que o pode ser escrito na forma
a=a01 + ...+ a0,

coma; € Q, para j =1,...,n. Sejam o4, ...,0, 0s Q-monomorfismos de K em C. Aplicando

cada o;, para i =1,...,n, em «, obtemos um sistema de n equacoes dado por
O',L'(Oé) = CllO'i(Oél) + ..+ anai(ozn),

para i = 1,...,n. Resolvendo esse sistema pela regra de Cramer, obtemos que as n raizes sao

dadas por a; = Y onde § = det(o;(cy;)) e; € obtido de 6 trocando a j-ésima coluna por o;(c).

5 )
Temos que 0sy;, paraj =1, 2,...,n, ed sao inteiros algébricos uma vez que sao obtidos a partir

dos s, que sao, por hipdtese, inteiros algébricos. Pela Proposicao 1.7.3, temos que 6* = d

e portanto da; = d% = 62% = 07; € um inteiro algébrico. Como Z € integralmente fechado
seque que daj € Z, para j =1, 2,...,n. Seja m; = da;, para j =1, 2,...n. Se mostrarmos que
2 2

. m=
7] € 7, teremos que m? € divisivel por d. Mas, como 7] € Q e como Q € o corpo de fracoes
2

m=
de 7 entao é suficiente mostrarmos que 7] ¢ um inteiro algébrico. Como m; = da; = dv;
2
2_22_(522_612[/ mj_2/ . . laébri . . . .
seque que m; = d*aj = 0°y; = dv;. Logo - =7 fum inteiro algébrico pois v; € um inteiro

mia + ...+ mya,
d )

m; €ZL e m? divisivel por d, para j =1, 2,...,n. ]

2
m:
algébrico. Portanto Fj € 7Z e assim m? € divisivel por d. Assim, o =

j com

Lema 1.9.6 [9, p.31] Seja K = Q((,r), onde p € um nimero primo e r € um inteiro maior que

-1
1. Se DQ(Cp’”)/Q(L Cprv ... >C]:()€ )p

Demonstragao: Pela Observagao 1.9.3 temos que o p"-ésimo polinomio ciclotomico € dado

7‘—171

) =d, entdo d = p® para algum s € N.

por -
xP
Gpr (7)) = P
Logo
1= 6 ()ale), (15)
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r—

onde g(z) = 2 — 1. Derivando ambos os lados da Equacio (1.5) obtemos que

pra’ T = g (2)g(x) + dpr (2)g (),
e substituindo x por (,r obtemos que
PG = 1 (Gr)g(Er) + D (Gr) g (Gor)-
Como ¢pr(Gr) = 0 seque que p&h ™" = @1, (&r)9(&r), ou seja,
P&t = G (6r)a ().

Logo,
p = Cpr gb;;r (CpT )g(CpT)a

e aplicando a fun¢ao norma em ambos os lados da iultima igualdade ficamos com

p(pfl)pr NQ(Cp /Q((b (Cp ))NQ(CPT)/Q(CPTg(CPT))'

Assim, pela Proposicao 1.7.4, temos que

—_— T 1
PP = £ Dgesa(L - G T Noe (G g(Gor).

Portanto, d|pr(7’_1)ppl7 ou seja, d = p°®, para algum inteiro s. [ ]

Teorema 1.9.4 [9, Theorem 10, p.30] O anel dos inteiros de K = Q((,r), onde p é um nimero
primo e r é um inteiro maior que 1, € Z[Cy] e {1,(pr, - ,Cl(ﬁ 1)7)#1_1} ¢ uma base de Z[(yr]
como um Z-modulo.

Demonstracao: Mostraremos que Ix(Z) = Z[1 — (yr]. Suponhamos, por absurdo, que Ix(Z) #
Z[1 — (pr]. Se o € Ix(Z), entdo pelo Teorema 1.9.3 temos que

o — mg + 7711(1 — Cp'r> + ...+ M(p,l)prqil(l — Cpr)(p—l)prﬂ_l
ps )

onde m; € Z, para i = 1,2,...,(p — 1)p"~'. Pelo Lema 1.9.6, temos que d = p°*, onde s € N.
Logo, eziste o € Ig(Z) tal que nem todos os m;s sao divisiveis por p*. Suponhamos que m;,
com j < (p—1)p", nao seja divisivel por p*. Deste modo, temos que existem q,r € Z tal que

m; = p’q+ 1, onde 0 <1 < p°. Assim, substituindo m; na equacdo de o obtemos que

mo+mi(1—& )+ ...+ @q+r)(1—Gr) + ...+ mp_yp—1-1(1 — gpr)@—l)ﬂ’l—l
P '

o =

ol



Logo, Ix(Z) possui um elemento da forma

6 _ T(l - Cpr)j_l + mj(l - Cpr)j + .« o + m(pfl)pr—lfl(l - Cpr)(p—l)pT71—1
pS

Multiplicando ambos os lados por p*~ !, ficamos com

ﬁpsfl _ T(l - Cp’“)j_l + mj(l — Cp’“)j +. Tt m(P—l)pT‘l—l(l - Cpr)(p_l)pr_l_l
p )

que pode ser escrito como

CLj_l(]_ — Cpr)jil + CLj(]_ — Cpr)j —f- e —|— a(p_l)pr—l_l(l — Cpr>(pfl)pT*171
D )

onde a; € Z e a; nao € diwisivel por p. Agora, pelo item 5, da Proposi¢ao 1.9.5, temos que
p’r

H(l — () = p. Logo m € Z[1 — Gyr] uma vez que 1 — (. € divisivel, em Z[1 — Gyr], por
(1 — (pr). Assim, ﬂ%})j € Z[1 — (] e dat U%’I;)j € Ix(Z). Subtraindo termos que estao em
Ix(Z), obtemos que U:t—éw) € Ix(Z). Dai Ngjg(1 — ()| Nrjola;). Mas, como Ngjq(a;) = af,
seque do item 5 da Proposi¢ao 1.9.5, quep | a

n
YR

Z[1 — (yr). Agora, pelo Lema 1.9.5, temos que Z[1 — (,r] = Z[yr]. Portanto, Ix(Z) = Z[(yr]. ®

0 que € um absurdo pois p{ a;. Assim, Ix(Z) =

Proposicao 1.9.6 O anel dos inteiros de K = Q((,r + Cl}l), onde p € um numero primo e r é
(=1)p" "1 (1-p)p"~1)
um inteiro maior que 1 € Z[(y + CI;l] e {Gr + Cp_rl, oG 2+ G * ) € uma base de

Z[Cyr + C'] como um Z-mddulo.

Demonstracao: Temos que o anel dos inteiros de Q(Cyr) € Z[(yr]. Como (pr € inteiro, seque
que Cp71 ¢ inteiro e pelo Coroldrio 1.3.2, seque que Cyr + §p71 também € inteiro. Portanto
Z|Cyr + (') € Ix(Z). Mostremos agora que Ix(Z) C Z[Gy + ('], Se a € Ix(Z) é um inteiro

algébrico, entao

(p—1)p"~* (1-p)p"~*
2

a=a(Gr + () +Fax(C+ 7))+ + @y (- ),

onde a; € Q, para 1 =1,2,..., %. Temos que mostrar que a; € Z. Multiplicando o por
(p=1)p" !
2

o , obtemos que

(p=1)p" 1 (p-1)p" " 142 (p—1)p" L2 (p—1)p" 44 (p=1)p" "1 -4
2

Cpr o = algp 2 + alng 2 + CLQCpr 2 -+ CLQCpr 2 —+ ...

(p—1)p" "
T Aoyt T
2

T Ap-1pr-1,
2

que € um inteiro algébrico em Q((yr), logo pertence a Z[(y]. Assim seque que a; € Z, para

i = 1,2,...,%. Portanto Ix(Z) = Z[(yr + C]D?l], ou seja, o anel dos inteiros de K €
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(p=1)p" " a-pp""
Z[Cy + ('], Como {Cp: + ¢ ,1Cpr > 4G * )} € uma Z-base de K sobre Q e como
(p=1)p"™ (1=p)p"™

{Gr + ¢ G 2 + G 2} CZ[Gr + ('] C Ik(Z), seque que € suficiente mostrar

que € linearmente independente. Para isso, sejam ay,asa, ..., 04 1,1 € Z e suponhamos que
2

(p—1)p" 1 (1-p)p"~t

a1 (G + gp:l) + ag(gjr + gﬁ) + ...+ @yt (Cr > +¢r 2 ) =0.

Logo
- - (—=1)p" ! (a—p)p" !
(p—1)pr—1-1 2 (p—1)pr—1—2 fe=lp R
a/lcpr + alé—pr + G’QCpT + GQCpr + PP + a/(pfl);rfl Cpr 2 —|— a/(pfl)zp""fl CpT 2 = O
(p-1)p" -1y ~
Como {1, (..., Cpr } € uma base de Z[(yr| sobre Z, seque que estes elementos sdo
linearmente independentes, e dai seque que a; = ag = ... = a(p,l)zprq = 0. Assim {( +
1 (p=1)p" ! a-pp"—t . . 1 (p=1)p"
Corvoo s G 2 A+ 2} € linearmente independente. Portanto, {(pr+Cpy. .., G >+
(1-p)p"~!
Cpr ® ) €uma base de Z[(y + ('] sobre Z. ]

Agora, nosso objetivo é determinar o anel dos inteiros para qualquer corpo ciclotomico
Q(¢y), onde ¢, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Esta generalizagao seguird de um
resultado mais geral considerando os inteiros algébricos de um corpo composto KL, onde K e
L sao corpos de nimeros. Para isso, se K e Il sao corpos de ntimeros, entao o corpo composto
KIL, que é definido como o menor subcorpo de C que contém K e IL, consiste de todas as somas
finitas

a1+ +a.5., ondeo; €K, e §; €L, parat =1, 2,...,r.

Se Ix(Z), I(Z) e IxL(Z) sao os anéis dos inteiros algébricos de K, I e KL, respectivamente,

entao Ixp(Z) contém o anel
IK(Z)I]L(Z> = {Oélﬂl + ...+ Oérﬂr Loy € IK, ﬁz S I]L, parat =1, 2, ... ,7’}.

Em geral, ndo temos uma igualdade. Entretanto, podemos mostrar que Ixy(Z) = Ix(Z)I(7Z)
sob certas condicoes sobre os corpos ciclotomicos. Sejam m e n os graus de K e L, respectiva-
mente, sobre Q, e seja d = mdc(dy, dy), onde dy e dy sao os discriminantes de Ix(Z) e I1(Z),
respectivamente.

Teorema 1.9.5 [9, Theorem 12, p.33] Se [KL : Q] = mn, entdo Ixy(Z) C éIK(Z)IL(Z).
Demonstragao: Sejam {a1,...,a,} uma base de Ix(Z) sobre Z e {f1,...,0B.} uma base

de I(Z) sobre Z. Assim, temos que B = {a;0;,1 = 1,...,m; j = 1,...,n} é uma base de
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Ix(Z)I(Z) sobre Z e também uma base de KL sobre Q. Se o € Ixp(Z), entdo pelo Teorema

1.9.3 temos que « pode ser escrito na forma

m;;
o= Ma, (1.6)
0

onde r e todos 0s m;; estao em Z, e que estes mn + 1 inteiros nao tem fatores comuns maiores
que 1, ou seja, mdc(r, mdc(m;;)) = 1. Para mostrarmos o teorema, temos que mostrar que
r|d para qualquer o. Para isto, devemos mostrar que r|dy e r|ds pois assim, pela defini¢ao de
maximo divisor comum, teremos que r |d. Temos que todo monomorfismo o de K em C extende
a um monomorfismo (que também denotamos por o) de KL em C, firando L. Portanto, para

cada o temos que

o) = > “o(a:)g;.

— T
Z7J
n m m
ij . .
Tomando x; = E Tjﬁj, para cada © = 1,....m, obtemos m equacoes 5 ola;)z; = o(a)
j=1 i=1

ﬂ, onde d € o

J

determinante da matriz formado pelos coeficientes o(«;) e 7; € obtido de 0 trocando a i-ésima

para cada o, e resolvendo este sistema pela regra de Cramer, obtemos que x; =

coluna por o(a), para i = 1,2,...,m. Temos que § e todos os ~y; sao inteiros algébricos, pois

todos os o(a;) e o(a) sdo, e além disso §* = dy. Se e = dy, temos que ex; = éy; € Ic(Z), onde

i3 e I(Z) NL = I, (Z).

Ic(Z) € o anel dos inteiros algébricos de C, e portanto ex; = E
=1

Como {f1,...,Pn} forma uma base integral para Iy,(Z), concluimos que os nimeros racionais

€My5

devem ser inteiros, e deste modo r divide em;j, para todo i e j. Como assumimos que r €
r

relativamente primo com mdc(m;;), seque que rle = dy. Da mesma forma mostramos que, r|ds.
Assim, r|dy e r|ds. Portanto, v|d e dai d = kr, com k € Z, ou seja, r = T Substituindo na

Equagao (1.6) temos que

o = - T]Oéiﬁj = E Z kmijoz,ﬂj.
i,J i.j
1 1
Logo o € =Ix(Z)I,(Z). Portanto Ixy (Z) C =Ix(Z)IL(Z). ]

d d

Corolario 1.9.4 [9, Corollary 1, p.34] Se [KL : Q] = mn ed = 1, entdo Ixy(Z) = Ix(Z)IL(Z

~—

Demonstragao: Temos que Ix(Z)IL(Z) C IxL(Z), e pelo Teorema 1.9.5, temos que Ixy (Z) C
LIx(Z)IL(Z). Como por hipdtese d = 1, seque que Ixi.(Z) C Ix(Z)IL(Z). Portanto, Ix.(Z) =
Ix(Z)IL(Z). -
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Teorema 1.9.6 [9, Corollary 2, p.34] O anel dos inteiros de K = Q((,) € Z[(,) e {1, (, -

¢ uma base de Z[(,] como um Z-mdédulo.

.771

Demonstragao: O teorema jd foi provado se n € primo ou se € uma poténcia de um primo.
Agora, sen ndao € primo ou nao € uma poténcia de um primo, entdo podemos escrever n = nins,
para inteiros relativamente primos ny, no matores que 1. Vamos mostrar por inducao que se
o resultado também € vdlido para nqi e ng, entao o resultado é valido para n. Para aplicar o

Coroldrio 1.9.4, temos que mostrar que

1. Q) = QG )QGns) € como consequéncia ZiCu) = Z[Gn, 1 ZICus].

2. p(n) = p(n)p(ny).
3. d=1.

De fato:

1. Do Corolario 1.9.3 temos que Q((,) = Q(Cn, )Q(Cny)-

2. Como ny e ny sao relativamente primos seque que p(n) = p(nq)e(ns).

1

8. Pela Proposi¢do 1.7.4 temos que D(1,a,...,a" ') = (=1)z2"""YN(m/ (a)). Seja d,, e
dy, 0s discriminantes de Z[C,,| € Z[Cn,], respectivamente. Como my(x) = 2™ — 1, seque
ni—1

que m(z) = nyz™ 1, e substituindo x por C,, temos que ml, (G, ) = it = 2. Assim

aplicando a fun¢ao norma em ambos os lados e usando a sua linearidade temos que
©(n1)

() = Nogye(m) _ nf
Y Ngupa(Gn) £

N, )/a(m

Portanto d,,, = j:nf(nl), e isto implica que dn1|nf(n1). Analogamente, dn2|n§(n2). Sendo

d = mdc(d,,, d,,), temos que

d|d, € dy, [n{™) = djn{"™
d|dy, e dp,|n2") = d|n2™).

w(n1) (n2))

Como mdc(ny"™, ny =1 seque que d|1, e portanto d = 1.

Assim, pelo Coroldrio 1.9.4 temos que Z[Cy,|Z[Cn,] = Z[(,). Portanto Ix(Z) = Z|[(,). n

Proposigao 1.9.7 [10, Proposition 2.16] O anel dos inteiros de K = Q((,+¢; 1), para qualquer
*w(n>

e(n)
n, €L+, e {G+GY o G 4G 2} € uma base de Z[C, + ¢t como um Z-médulo.

Demonstracgao: Temos que o anel dos inteiros de Q((,) € Z((,). Como (, € inteiro temos
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que ¢ 1 € inteiro e pelo Coroldrio 1.5.2, temos que (, + (' também € inteiro. Portanto
Z[Cn + CY C Ix(Z) o anel dos inteiros de K. Agora, mostremos que Ix(Z) C Z[C, + ;1] Se

a € Ix(Z) € um inteiro algébrico, entao

a=a1(G+GN)+a(+G) F .t aem (G +

2

e(n)

onde a; € Q, para 1 =1,2,..., @. Temos que mostrar que a; € Z. Multiplicando o por (2,

obtemos que

p(n) p+1

p=3 pt3 p=5
P a=a6’ FaG” +axG? +aG? + ot aem O+ e,

que € um inteiro algébrico em Q((,), logo pertence a Z((,). Assim seque que a; € Z, para

i=1,2,..., @. Portarﬁt? IK(Z)(:> Z[C, + ¢ Y, ou seja, o anel dos inteiros de K € Z[(, +<§7)jl].
o(n) —o(n @(n)
Como {C + Yoo G + G 2} € uma base de K sobre Q e como {C, + Yoo G2 +
—¢(n)
(o 2} CZIC+ ¢ C Ix(Z), seque que € suficiente mostrar que € linearmente independente.

Para isso, sejam ay,as,...,0.m) € Z e suponhamos que
2

(n) —p(n)

ar(G+ ¢+ a(C+ G+t aem (G? + 6 ® ) =0.

2

Logo
) ) Y e(n) o(n)
CL1C7L+CL1C;$ +a2<n+a2<£ +...+CLMC7L2 "—CLMgnQ =0.
2 2
Como {1,C,, ..., (P72} € uma base de Z|[(,] sobre Z, temos que estes elementos sdao linearmente
o(n)
independentes, e dai seque que a; = ag = ... = apm = 0. Assim, seque que {C,+C1, ..., 6 ? +
2

—¢(n)

(o 2} € linearmente independente, e portanto é uma base de Z[(, + ¢ '] sobre Z. (]
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Capitulo 2

Discriminante via teoria algébrica dos

numeros

2.1 Introducao

Neste capitulo veremos como calcular o discriminante de uma extensao de anéis utilizando a
teoria algébrica dos nimeros. Deste modo, na Secao 2.2 veremos que o discriminante de uma
extensao de anéis é um ideal. Na Secao 2.3 veremos o calculo do discriminante de polinomios.
Na Secao 2.4 veremos o calculo do discriminante dos corpos quadraticos. Na Secao 2.5 veremos o
calculo do discriminante dos corpos ciclotomicos. Neste capitulo foram utilizadas as referéncias

[21, 3], [5], [6], [8], [9] e [10].

2.2 Discriminante

Nesta secao apresentamos o conceito de discriminante de uma extensao de anéis. Para isso,
sejam A e R anéis tais que A C R e R é um A-modulo livre de posto finito n. A Proposicao
1.7.1 mostra que o discriminante de bases de R sobre A sao associados em A, isto é, a matriz
(a;;) que expressa uma base em termos da outra tem uma inversa com entradas em A. Assim

det(a;j) e det((a;;)~") sdo inversiveis em A. Podemos entdao formular a seguinte definigao:

Definicao 2.2.1 Sejam A C R anéis tal que R € um A-mddulo livre de posto finito n. De-
finimos o discriminante de R sobre A como o ideal de A, gerado por Dgsa(a, ..., o), onde

{a1,...,a,} € uma base de R sobre A, e denotamos D(R/A).
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Proposicao 2.2.1 [3, Proposition 2, p.39] Sejam A C R anéis tal que R é um A-mddulo livre
de posto finiton. Se D(R/A) possui um elemento que nao € um divisor de zero, entdo o conjunto
{on,..., 0, } de elementos de R € uma base de R sobre A se, e somente se, Dr/a(ay, ..., ap)
gera D(R/A).

Demonstracao: Se o conjunto {a,...,a,} € uma base de R sobre A, por defini¢io temos

que Dpya(ay, ..., an) gera D(R/A). Reciprocamente, suponhamos que Dgja(ou, ..., o) gera

D(R/A). Se{f,...,Bn} € uma outra base de R sobre A, entdo o; = Z a;j3;, com a;; € A para
j=1
1 <4,j < n. Pela Proposi¢ao 1.7.1 seque que Dgja(an, ..., a) = det(ai;)*Drja(Bus ..., Bn)-

Mas por hipotese temos que,
ADpgja(aq, ..., an) = D(R/A) = ADgja(B1, - .., Bn).
Assim, existe a € A tal que Dr/a(B1, ..., 0n) = aDgrja(ou, ..., ay), e deste modo
Drsa(ar,...,a,)(1 —adet(a;)?) = 0.

Temos que Dpya(a, ..., ay) nao € um divisor de zero, pois caso contrdrio, como Dgja(ou, ..., o)
gera D(R/A) teriamos que todo elemento de D(R/A) seria um divisor de zero, o que ndo ocorre.
Assim, 1 — adet(a;;)? =0 e dai, adet(a;;) det(a;;) = 1. Logo det(a;;) € inversivel e portanto a

matriz (a;;) € inversivel. Consequentemente {a, ..., a,} € uma base de R sobre A. ]

Proposicao 2.2.2 [2, p.198] Sejam Ry, ..., R, anéis comutativos contendo um dominio A. Se

cada anel R;, parai=1,2,...,r, € um A-mddulo livre de posto finito, entao

D(R; % ... x R,JA) = ﬁD(Ri/A).

i=1
Demonstragao: Por inducao, € suficiente provarmos a afirmac¢ao para n = 2. Assim, se
{a1,...,a,} € uma base de Ry sobre A e se {f1,...,0s} € uma base de Ry sobre A, entao
{(a1,0),...,(,0),(0,61),...,(0,85)} € uma base de Ry x Ry sobre A. Tomando ~; = (a;,0)
parai=1,...,r e v,y = (0,5i) para i =1,...,s, temos que D(R; X Ry/A) € o ideal princi-
pal de A gerado por det(Trr, xry/a(Viv;)) = Drixroja(YV1s- -3 Yrts). Agora, se @ € Ry, entao
TrR xryA(0,0) = Trg, /a(0), que podem ser deduzidos considerando as matrizes do endomor-
fismo 9,0 de Ri X Ry € g de Ry, relativos as bases {f1, ..., Brys} € {ou, ..., a.}, respectiva-

mente. Analogamente, temos que Trg, xr,/a(0,0) = Trp,/a(0). Assim

T'rg, /a(oua;) 0
0 TR, a(Bi5;)
= det(T?“Rl/A(OéiOéj)) det(TTRQ/A(ﬁiﬁj))7

det(Trr, xryya(viv;)) = det
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e este elemento gera o ideal D(Ry/A)D(Ry/A). ]

Definicao 2.2.2 Sejam A C R anéis. Dizemos que o traco em R é degenerado se existe um

elemento o € R, a # 0, tal que Trrja(af) = 0 para todo § € R.

Definicao 2.2.3 Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que V ¢é uma K-
dlgebra se existe uma multiplicacio de V- x V em V dada por (a,b) — ab satisfazendo para

todo a,b,c eV e a € K:
1. a(b+c) = ab + ac.
2. a(ab) = (aa)b = a(ab)
3. a(bc) = (ab)c
4. FExiste 1y, € V' tal que aly = a = lya.

Se além disso ab = ba, dizemos que V € uma K-dlgebra comutativa.

Proposicao 2.2.3 [2, p.198] Sejam K um corpo e R uma dlgebra comutativa de dimensao n

sobre K. Entdo D(R/K) =0, se e somente se, o traco em R sobre K € degenerado.

Demonstracao: Suponhamos que D(R/K) =0 e tomemos uma base {ay,...,a,} de R sobre
K. Assim, temos que Dgx(an, ..., o) = det(Trpx (i) = 0. Logo o congunto (T gk (cic;))
¢ linearmente dependente, ou seja, existem elementos aq,...,a, de K nao todos nulos tal que

n

Z a;Trpx (o) =0, para todo j =1,... n.
i=1

Tomando o = Zaiai temos que a # 0 e para todo = Z bjaj, com b; € K temos que
i=1 j=1

TT’R/K(OKﬁ) = Z CLibjTT’R/K(OéZ'Oéj) =0.
ij=1
Portanto, o traco em R € degenerado. Reciprocamente, suponhamos que o traco em R seja
degenerado. Tomemos o € R, o # 0, tal que Trrx(aB) = 0 para todo 3 € R e consideremos

uma base {ay,...,an} de R sobre K tal que oy = . Assim, D(R/K) € o ideal de K gerado
por Dpx(aq, ..., 0p) = det(Trr/k (o)) = 0. Portanto D(R/K) = 0. [

Definicao 2.2.4 Seja K um corpo.
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1. Um polinémio ménico f(x) € K[z] é chamado separdvel se f(x) e sua derivada f () sdo

primos entre si.

2. Um elemento a € C algébrico sobre K é chamado separdvel se € raiz de um polinomio

separdvel f(x) € K[z].
3. Uma extensao . de K é chamada separdvel se todo o € I for separdvel sobre K.

Definicao 2.2.5 Um corpo K € chamado perfeito se toda extensdao I de K ¢ separdvel.

Proposicao 2.2.4 [2, p.199] Sejam K um corpo perfeito e R uma K-dlgebra comutativa de
dimensao finita. Entdo D(R/K) # 0 se, e somente se, 0 é o unico elemento nilpotente de R.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que R contém um elemento o # 0 nilpotente. Seja
{av,...,a,} uma base de R sobre K, tal que oq = o. Como R € comutativa, seque que acy;
também € nilpotente, para todo j =1,...,n. O polinomio minimal do endomorfismo Yuqa; € 2",
para algum r > 0. Pela Proposicao 1.5.1 temos que o polinomio caracteristico € um maltiplo do
polinomio minimal, tendo o mesmo fator irredutivel e grau n. Logo o polinomio caracteristico
de poa; € 2", e dai Trrx(ac;) = 0 para todo j = 1,...,n. Portanto Dgix(ou,...,an) =
det(Trr/k(acj) = 0, pois a matriz do trago tem a primeira linha nula. Assim D(R/K) =0, o
que € um absurdo por hipotese. Portanto, 0 € o unico elemento nilpotente de R. Reciprocamente,
suponhamos que 0 € o unico elemento nilpotente de R. Como todo ideal de R é um subespaco
vetorial de R, e como R tem dimensao n sobre K, seque que toda cadeia de subespagos, também
de ideais, de R deve ser finita. Assim R € um anel Noetheriano. Pelo Coroldrio 1.2.1 podemos
escrever 0 = P1N...NP,, onde cada P; € um ideal primo de R. Como P;NK ¢ um ideal de K,
seque que P,NK =0, parai=1,...,r. Assim K C R/P;(a menos de isomorfismo) e R/P; é um
K-espaco de dimensao finita que é também um dominio. Pelo Teorema 1.3.1, temos que todo
elemento de R/P; € inteiro sobre K e pela Proposi¢ao 1.8.3 seque que R/P; é um corpo, logo P;

¢ um ideal mazimal de R. Agora, como os ideais sao maximais, seque que P; + ﬂPj = R, pois
J#i
caso contrdrio, teriamos ﬂpj C P; e assim P; € P; para algum j # i. Logo P; = P; pelo fato
J#1
T T
dos ideais serem distintos, o que ndo acorre. Assim R = R/0 = H R/P; = HL“ onde IL;, para
=1 =1

i=1,...,r, € uma extensao de K. Pela Proposi¢cio 2.2.2 seque que D(R/K) = HD (L;/K).

Como o corpo LL; é uma extensdo finita, seque pelo Corolario 1.4.1, que L; é uma extensao

algébrica de K, para todo v = 1,...,r. Por hipotese, temos que K é um corpo perfeito, logo
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IL; € separavel sobre K, para todo i = 1,...,r. Assim, existe um elemento a; € 1L tal que
Try, (i) # 0. Logo, o trago ndo € degenerado, pois se existir o #0 tal que TTLi/K(a/ﬁ) =0
para todo € L, temos para oy = o ('~ toy) que Try, k(o) = 0, o que ndo ocorre. Pela

Proposicao 2.2.3, seque que D(L;/K) # 0. Assim, D(L;/K) =K e dai D(R/K) =K #0. =

Proposicao 2.2.5 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fracoes e . uma extensao
separdvel finita de K. Se My C My sao dois modulos livres de posto finito n sobre A, contidos
em L, entao D(M,/A) divide D(My/A) (como ideais principais). Em particular, se D(M;/A) =
D(My/A).u para alguma unidade de A, entao My = M.

Demonstracao: Sejam {aq,...,a,} uma base de My sobre A, e {(i,...,0,} uma base de
My sobre A. Como My C M,, seque que [3; = Zai,jaj. Pela Proposicao 1.7.1 temos que

i=1
Drjx(Br, ..., Bn) = (det(a;;)?)Drjx(ou, - . ., on,). Portanto D(My/A) divide D(M,/A). ]

2.3 Discriminante de polinémios
Nesta secao apresentamos o conceito de discriminante de polinomios.

Definicao 2.3.1 Sejam K um corpo e f(x) € K[z] um polindmio ménico de grau n com raizes

ai, ..., 0. O discriminante de f(x) € definido por
1) n n
D(f) =]](a; —a)* = (-1)" = (s —a) = I] ] (a5 — ).
i<j i#j i=1 j=i+1

Exemplo 2.3.1 Seja f(z) = 2 + ax + b € Q[z]. As raizes de f(z) sdo

—a ++va? —4b —a—+va? —4b
5 )

€ Qg =
2

a1 =
Assim D(2? 4+ ax + b) = (ag — aq)* = a? — 4b.

Exemplo 2.3.2 Seja f(x) = 2 + aga? + box + ¢o € K[z], onde K € um corpo de caracteristica

diferente de 2 ou 3. Vamos reduzir este polinomio a fi(x) = 23 + bx + c¢. Temos que

(x+1)%+ag(x + D> +bo(z+1) 4+ co = 2° +32%1 + 321* + IP + agz® + 2axl + agl? + by + byl + co.

—ag

3
P+ apx? +2apxl +agl® + by +bol +co = 22+ (312 +2a0l + bo)x + (I3 + agl® + bol + o) = 23 +bx +c.

3

Fazendo | = e substituindo apenas no primeiro termo contendo x* ficamos com x® — agx® +
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Sejam oy, e ag as raizes distintas de f(x) e A = (o —ag) (o — ag) (e —az) = H(ozz» — ;).

i<j
Por definigao temos que D(f) = A% e
1 1 1
A=lo oy a3 |= H(ai — ;).
2 2 2 i<j
o oy aj
Assim,
1 1 1 1 ap o 3 artas+as af+as+al
D(f)=|a1 ay a3 1 ozg =| o+ o+ a3 oz%—i—oz%—l—ozg oz%%—ag—i—ozg
2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 4 4 4
a7 a5 a3 1 a3 aj ait+aj+a; o) +ayt+ag o] +a;+ag

Por outro lado, temos que x® + bx + ¢ = (v — ay)(z — az)(x — ag), e dividindo ambos os lados

por x3 ficamos com

1 1 1 1 1
1 + bﬁ + C; = (1 — Oélg)“. — Oég;)(l — 043;).
Logo
1., 1.4 B 1 1 1
1+ b(;) + C(;) =(1- al;)(l — 0425)(1 - 0435)-

Substituindo % por y obtemos que 1+ by* + cy® = (1 — aqy)(1 — aoy)(1 — azy), e usando que

L(log(f(x))) = % obtemos que

2by + 3cy? @ o o
Y vy L 2 3 ),
14 by? + cy? l—ay 1—ay 1—azy
ou seja,
1 1 1 1
2by + 3cy? = —(« +a +a :
J Y 1+ (by? + cy?) (11—a1y 1 — agy 31—a3y)
Agora, usando o fato queplr—vzl—v+v2—03+--- elivzl+v+v2+v3+---, temos que

o lado esquerdo desta ultima equacgao fica como
(2by + 3cy*) (1 — (by® + cy®) + (by* + cy®)? — ...) = 2by + 3cy® — 2b%y° — . ..

e o lado direito fica como
—(a1(1+aqy+ (a1y)? +...) + ®(1+ ay + (wy)* +...) + as(l + azy + (azy)* +...) +...)
= —(a1+as+az+(af + a3 +a3)y+ (af + a3 +ad)y® + (a7 + a3 +a3)y’ +...).
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Da igualdade seque que

041+042+C¥3:0
ol +as+ai=-2b

of + a3 +aj = =3¢

4 4 o4 op2
| o + oy +ay =207,

e substituindo na matriz do discriminante temos que

3 0 -2
D(fy=] 0 —2b —3c |=—4b>—27c%
2 —3¢ —2b?

Exemplo 2.3.3 Sejam f(z) = 2" +bx+c € K[z] e a uma raiz de f(x). Logo f (o) = na ' +b.
Mas temos que f(a) = a" +ba + ¢ = 0 implica que o™ = —ba — ¢ e dai na™ ' = —nb — nca™1.
Assim podemos escrever f (a) = na™ ' +b = (—nb—nca™') + b= —(n — 1)b —nca~t. Logo,
obtemos que a~' = (—nc) N (f (a) + (n — 1)b) e a = —ne(f () + (n — 1)b)~L. O polinémio
minimal de f'(a) sobre K € o numerador de ¢ f(—nc(f ()4 (n—1)b)~"), e calculando obtemos

que

!/ ’

(f (@) +(n—1)b)" —nb(f (@) + (n— 1)b)" 1 4+ (=1)"c" " n"
A norma de f'(a) € (—1)" vezes o termo constante deste polinémio, isto ¢,
n"c" (=) (n — 1)"
Assim pela Proposicdo 1.7.4 temos que
" = () e 4 () = 1)),

Dgso(L, ...«

Observagao 2.3.1 No Exemplo 2.5.3, para n = 2 obtemos D(f) = b? — 4c, como no Ezemplo
2.8.1, e para n = 3, obtemos que D(f) = —27c* — 4b> como no Exemplo 2.3.2.

2.4 Discriminante de corpos quadraticos

Nesta secao apresentamos o calculo do discriminante de corpos quadraticos, ou seja, dos corpos

da forma K = Q(v/d), onde d é um inteiro livre de quadrados.

Proposicao 2.4.1 [6, Theorem 3.3] Sejam K = Q(\/d), onde d € Z ¢ livre de quadrados e
Ix(Z) € o anel dos inteiros de K. Se d # 1(modulo 4), entdo o discriminante de Ix(Z) é dado
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por 4d.
Demonstragao: Pelo Teorema 1.8.1, temos que se d # 1(modulo 4), entdo {1,v/d} é uma

base do anel dos inteiros de K. Assim, por definicao, temos que

Tr(l) Tr(Vd) | |2 0

= = 4d.
Tr(vVd) Tr(vd)? 0 2d

DK/(@(L \/E) =

Proposicao 2.4.2 [6, Theorem 3.3] Sejam K = Q(v/d), onde d € Z ¢ livre de quadrados e
Ix(Z) € o anel dos inteiros de K. Se d = 1(modulo 4), entdo o discriminante de Ix(Z) é dado

por d.

2

1+\/E} .

Demonstracao: Pelo Teorema 1.8.2, temos que se d = 1(modulo 4), entao {1,

uma base do anel dos inteiros de K. Assim,

1
Tr(1) Tr +Vd
Do (1,114 ’ P 14+d-1=d

s = 2 = = —_ = .

e 2 1+Vd 1+Vd 1t
Tr Tr 2
2 2
|

Exemplo 2.4.1 Seja K = Q(v/5) um corpo de niimeros. Como 5 = 1(modulo 4), seque pelo

1 5
Teorema 1.8.2, que {1, 3 + g € uma base de K. Assim, pela Proposicdo 2.4.2, temos que

145
Tr Tr
Dw@(laﬁ\/g): X ( 2 >2 -\ 1}L5
2 TT<1+\/5> TT(H\/B) R

—1+5—-1=5.

2 2

2.5 Discriminante de corpos ciclotomicos

Nesta secao apresentamos o calculo do discriminante de corpos ciclotomicos, ou seja, corpos da

forma K = Q((,), onde ¢, é uma raiz n-ésima da unidade.

Proposicao 2.5.1 [6, Theorem 3.6] Se K = Q((,), onde p € um nimero primo impar, entdo

o discriminante de Q((,) sobre Q € dado por

1

DejolL, G ) = (<)%
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Demonstracao: Pelo Teorema 1.9.2, temos que {1,(,... ,Cg_z} ¢ uma base integral. Pela

Proposicao 1.7.4, temos que

(p=1)(p—2) ’

Dijo(1,Gpr- -, %) = (1) 2 Nijo(9,(4),

onde gzﬁ},(x) € a derwada do p-ésimo polinomio ciclotomico ¢,(x) que € dado por

P —1

rx—1"

pp(x) =P P+ aP P+t +l=

Derivando-o de ambos os lados obtemos que
(G- Vpg — (@ -1) g
(Cp - 1)2 - Cp ‘

Assim, aplicando a norma, usando sua linearidade e o Lema 1.9.2 temos que

/ N, —n) N pp—l o P*l]_pfl
Vol () = ol R

b, ((p) =

— P2,

2 _ _

s . ;. _ . (p=1)(p=2)
Além disso, como p € impar, seque que (—1)P~2 = —1, e assim (—1)" 2

(=1
— (-1

Portanto,
1

Dijo(1,Gpr -, (272 = (=1)'7 P2,

Proposicao 2.5.2 [10, Proposition 2.1] Se K = Q((,»), onde r > 1 € Z e p é um nimero

primo impar, entdo o discriminante de Q((,r) sobre Q é dado por
D]K/Q(l, Cpr, e 7(;%?_1)177‘71_1) _ j:pprfl(r(p_l)_l)'

Demonstracao: Pelo Teorema 1.9.4 temos que {1,(pr, . .. ,C(g_l)ppl_l} ¢ uma base integral.

4
Pela Proposicao 1.7.4, temos que

—1)p"—1-1 /
Di/g(L, G- G = £Nikjg(h (Gr)),
onde qb;r (x) € a derivada do p"-ésimo polinomio ciclotomico que é dado por

— (p—Dp! (p—2)p" ! prt _ a —1
bpr(x) = +x +...+x +1_po_1.

Derivando ambos os lados obtemos que

, B prar NP = 1) — (2 — 1)pr e !
¢p" (Z‘) - (mpr—l . 1)2 )
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ou seja,

r_ r—1 7 _ r—1__
oy P ) — (@ -
s p") — r—1
p @ -0
Mas como Cg: =1 seque que Cﬁ:fl = (e%)pr*1 —er = Cp. Assim,
: P —p’
¢pT (Cp’") = rflp = r—1

o —1 (=G )G
Agora, aplicando a fun¢do norma em ambos os membros e usando sua linearidade temos que

_ Ne/o(=p") .
Nico(1 = ) Ni/o(Gr)

Ni/a(pr (Gr)

Mas, pela Proposi¢ao 1.9.5, temos que

Niyg(Gr) = +1,

Nijg(=p") = (=p") 7", e

Nijo(1 = 6) = Nijo(Nxjow) (1 = &) = Nja(l = G =p7

/ Lr—Dp ! N
Assim, Ngjg(¢pr(Gr)) = 29}'7 = +p” =D portanto
p

— r—1__ . N
Dijg(1, Gy -, CETIP TNy = =D,

) SpT

Proposicao 2.5.3 [9, Ezercise 23, p.43] Sejam K, e M corpos de nimeros tais que K C 1L C
M. Se [L: K] =n e [M: L] =m, entio D(M/K) = D(L/K)™ Ny (D(M/L)).

Demonstracao: Sejam {aq,...,an} e{B1,...,0m} bases de L sobre K e M sobre I, respecti-
vamente. Sejam o1, ...,0, 0s K-homomorfismos de . em C e 7,..., T, 0s L-homomorfismos
de M em C. Fizemos uma extensao normal N de Q tal que M C N. Deste modo, todos os
o5 e TJ{S podem ser extendidos aos automorfismos de N. Assim firamos uma extensao de cada

e novamente denotamos estas extensoes por o; e T;. Sejam A e B matrizes (mn) x (mn) tais que

A 0 -+ 0 omi(Br) oim(Be) - oimi(Bm)
a 0 Ay 0 onde A, — 0ﬂ2'(51) 0ﬂ2'(52) 0i72'(5m) ;
0 0 Tt An XTI Uﬂ?n(ﬁl) O'iTm<52) e O-iTm(ﬁm) mxm

ou seja A tem o;1,(B) na linha m(i — 1) + h e na coluna m(i — 1) + k, onde 1 < i < n,
1<h<m,1<k<m,1<j<mnezeros em todo o resto. Desta forma, A consiste de n

blocos m X m arranjados diagonalmente do topo esquerdo ao inferior direito. Temos, ainda, que
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Biy Bz -+ By oi(ay) 0 e 0
Boy By -+ Bo, 0 oila;) - 0
B -21 '22 | 2  onde By — | ( i)

Bnl Bn2 te Bnn 0 0 T Ji(aj)

mnxmn mXm
ou seja, B tem o;(a;) na linha m(i — 1) +t e na coluna m(j — 1) +1t, para cada 1 <t < m,
onde1 <1 <n,1<j5<mezeroem todo o resto. Desta forma, B ¢é obtido por um multiplo

correspondente da matriz identidade m x m. Assim, temos que

det A = [ det 4, = [[ det(our(h),

i=1 =1

e deste modo

(det A)* = [ [ o det(7;(6¢))* = Nejx(det(7;(5r))?) = Neyse(D(M/L)).

i=1
Portanto, (det A)* = Npx(D(M/L)).

Temos ainda que det B = det(o;(c;))™, e assim
(det B)? = det(o;(a;))*™.
Mas, como temos que
D(L/K) = Dyjk(ay, ... an) = det(o;(;))?,

seque que

(det B)? = D(L/K)™.

Assim (det B)?*(det A)? = D(L/K)™Nyx(D(M/L)). Por outro lado, temos que

AlBll AlBU T AlBln

AyB AyB <o AyBs,
AB — 2' 21 2. 22 . 2. 2 7

Aanl Aanl e Aann

onde
0¢T1(ﬁ1)0¢(04j) Uz‘Tl(ﬁQ)Ui(Olj) Uﬂl(ﬁm)ai(aa‘)

4B, = JiT2(ﬁl.)Uz’(Oéj) 0’1'7_2(/62.)0_1'(06]') am(ﬁﬁf)ai(aj) |

0iTm(B1)0i(a;)  0iTm(B2)oi(as) - oiTm(Bm)oi(y)
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ou seja, AB tem o;7,(Bx)0i(j) na linha m(i—1)+h e na coluna m(i—1)+k, onde 1 <i <mn,
1<h<<m, 1<k<m,1<7j5<n ezeros em todo o resto. Mas, temos que

oih(Br)oi(a;) = oimn(Bra;),

pois Ty, fiza 0s o, ou seja (o) = aj, e assim 0,7 (Bra;) = o Th(Bk)oiTh(ay) = 0 (k)i ().
Dessa forma,

det(AB) = det(o;m,(8k)oi(c;)) = det(om(Brey;)),

(det(AB))? = (det(o:74(Bk;)))* = Duyx(cuf;) = D(M/K).

Portanto (det(AB))? = D(M/K). Agora, como (det(AB))? = (det A)?(det B)?, seque que

D(M/K) = D(L/K)™ Ny/x(D(M/L)).

Na préxima proposicao omitiremos a demonstragao, visto que utiliza a teoria de diferente,

que nao faz parte do enfoque do nosso trabalho.

Proposicao 2.5.4 [2, p.217] Sejam K e L corpos de nimeros tais que K C L. Se [KL : L] =n
e [KL : K] =m, entio Ny o(D(KL/L)) divide D(K/Q)™ e Ng,o(D(KL/K)) divide D(L/Q)™.

Defini¢ao 2.5.1 Sejam K e L corpos de nimeros, {aq,...,an} € {B1,...,0m} bases de K
sobre Q e IL sobre Q, respectivamente. Dizemos que K e L sdo linearmente disjuntos se

{161, ..., anfm} € uma base de KIL sobre Q.

Proposicao 2.5.5 [2, p.218] Sejam K e IL corpos de nimeros de grau n e m, respectivamente.
Se os discriminantes D(K/Q) e D(L/Q) sao relativamente primos e os corpos sao linearmente
disjuntos, entao

D(KL/Q) = D(K/Q)"™ D(L/Q)".

Demonstracgao: Pela Proposi¢ao 2.5.3 temos que
D(KL/Q) = D(K/Q)™ Nx,o(D(KL/K)) = D(L/Q)" Ny o(D(KL/L)).

Dai D(K/Q)™ e D(L/Q)" dividem D(KILL/Q) e como, por hipdtese, sao relativamente primos
seque que D(K/Q)"D(L/Q)" divide D(KILL/Q). Por outro lado, pela Proposicio 2.5.4, temos
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que Ni o(D(KL/L)) divide D(K/Q)™, e assim D(KL/Q) = D(L/Q)"Nv,o(D(KL/L)) divide
D(L/Q)"D(K/Q)™. Portanto

D(KL/Q) = D(K/Q)"™ D(L/Q)".

Teorema 2.5.1 [10, Proposition 2.7] Se K = Q((,), onde n é um inteiro maior que 1, entao

o discriminante de Q((,) sobre Q € dado por

D . o)1 N nen)
K/@(,Cm---,gn )— W-

pln

Demonstracao: Pela Proposi¢ao 2.5.5, se n = p*p*?, K = Q((pe1) e L = Q((pe2) seque que
D(KL/Q) = D(K/Q)" D(L/Q) 2!
Aplicando a funcdo logaritmo em ambos os lados e usando suas propriedades seque que
log | D(KL/Q)| = [L : Q] log | D(K/Q)| + [K : Q] log | D(L/Q).

Como toda extensdo ciclotomica é Galoisiana, temos que [KLL : Q] = [K: Q|[L : Q)], e assim

log | D(KL/Q)| _ log| D(K/Q)| | log |D(L/Q)|
KL : Q] K: Q] [L: Q)

De modo geral, tomando n = pr” temos que
i=1
log D(</Q)| _ 106 |DESQ) | 108IDES/Q)| _ $- 1og|DE/Q)
[Q(¢n) : Q) [Q(¢er) = Q) [Q(Ger) - Q] &= elp)

onde K; = Q(Cp%), 1=1,2,...,r. Assim, pelo Teorema 1.9.1 e pela Proposicao 2.5.2, temos

k3

que

(&3

r -i_l(ai(pi—l)—l) r ai—1
log | D(K/Q)| log p; P oy(ps — 1) — 1)
e =) =2

p(n) — P ipi—1) —~ PN (pi—1)

log p;




e consequentemente,

v(n)

log |D(K/Q)| = (n) <1og<n> ~log (Hp )) =log | +——
i=1 Hpiﬁl

w(n)

Assim, |[D(K/Q)| = [ ——

= , € portanto,

[

=1

ety = (e

pr(n /(p—1)"

pln

Doua(Ls Gas -
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Capitulo 3

Caracteres de Dirichlet

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos os caracteres de Dirichlet, seus condutores e algumas propriedades
que serao uteis para o calculo do discriminante de corpos de niimeros abelianos. Esses caracteres
descrevem parte da aritmética de um corpo abeliano e mostram que qualquer grupo abeliano
finito pode ser analisado como um subgrupo de um grupo de Galois de um corpo ciclotomico
Q(¢,). Deste modo, na Secgao 3.2, veremos conceitos dos caracteres de Diririchlet juntamente
com suas principais propriedades. Na Sec¢ao 3.3, veremos os caracteres de Dirichlet definidos
modulo p”, onde p é um primo impar e r um inteiro positivo. Na Secao 3.4, veremos os caracteres
de Dirichlet definidos médulo 2", onde r é um niimero inteiro positivo. Neste capitulo utilizamos

as referéncias [10], [11], [12], [13] e [14].

3.2 Caracteres de Dirichlet

Nesta secao apresentamos os caracteres de Dirichlet juntamente com suas principais proprieda-

des, com o intuito de usa-las no calculo do discriminante dos corpos de ntimeros abeliano.

Definicao 3.2.1 Sejam G um grupo, K um corpo e K* o grupo multiplicativo dos elementos
inversiveis de K. Um homomorfismo de grupos o : G — K* é chamado de caracter de G em

K.

Observacao 3.2.1

1. Pelo Lema de Dedekind 1.7.1 temos que se {o1,...,0,} sao caracteres distintos de G em

K*, entdo {o1,...,0,} € linearmente independente.
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2. O conjunto dos caracteres forma um grupo.

Definicao 3.2.2 Um homomorfismo multiplicativo x : (Z/nZ)* — C* é chamado de caracter

de Dirichlet definido modulo n.

Observagao 3.2.2 Um caracter de Dirichlet x definido modulo n satisfaz as sequintes propri-

edades:

2. x(a) = x(a+ n), para todo a inteiro positivo,
3. x(ma) = x(m)x(a), para quaisquer m e a inteiros positivos,

4. x(a) =0, para todo a tal que mdc(a,n) # 1.

a—1

Exemplo 3.2.1 Uma fun¢io x dada por x(a) = (—1)2 , para todo a impar e x(a) = 0,
para todo a par, € um caracter de Dirichlet modulo 4, uma vez que satisfaz as condigoes da

Observacao 3.2.2, para n = 4.

Observacao 3.2.3 Sejam n e m inteiros positivos. Se n divide m, entdo o caracter x :
(Z/nZ)* — C* induz wm homomorfismo X : (Z/mZ)* — C*, wvia a composicio com o

homomorfismo candénico sobrejetor 6 : (Z/mZ)* — (Z/nZ)*.

Definigao 3.2.3 Seja x um caracter de Dirichlet. Definimos o condutor de x e denotamos por

fx, 0 menor valor de n que satisfaz a condigcao 2 da Observagao 3.2.2.

Observacao 3.2.4 Podemos extender o homomorfismo x a wma funcdo x : Z — C tomando

x(a) =0 se mdc(a, f,) # 1.

Exemplo 3.2.2 Seja G = (Z/AZ)* = {1,3}. O grupo de caracteres de Dirichlet de G ¢

{x0,x1} € podemos descrevé-los através da sequinte tabela:

Xo | X1
1 1 1
3| 1| -1
fol| 1] 4

Exemplo 3.2.3 Seja G = (Z/10Z)* = {1,3,7,9}. O grupo de caracteres de Dirichlet de G é

{X0, X1, X2, X3} € podemos descrevé-los através da sequinte tabela:
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Xo | X1 | X2 | X3
111 1|1]|1
g 1| 1]|-1]-1
711 ]-1]1]|-1
911 |-1|-1]|1
l 1] o] ]9

Os caracteres x1, X2 € X3 podem ser definidos mddulo 5, pois x;(a +5) = x;(a), para todo a e
i =1,2,3. Assim, como 5 € o minimo que isso ocorre, seque que o condutor de x; € fy, = 5,

para i =1,2,3.

Teorema 3.2.1 [12, Lemma 3.2] Seja x um caracter de Dirichlet definido médulo m. Se n
divide m, entao o condutor de x é n se, e somente se, x(a) = 1 quando mdec(a,m) =1 e
a = 1(mod n).

Demonstracao: Suponhamos que n divide m e que o condutor de x é n. Se X' € um caracter
induzido por um caracter x, entdo para qualquer a tal que mdc(a,m) = 1 temos que x'(a) =
x0(a) = x(a), onde 6 é o homomorfismo dado na Observagao 3.2.3. Assim, se a = 1(mod n),
entdo x'(a) = x(a) = x(1) = 1. Reciprocamente, suponhamos que n divide m e que X (a) = 1
para qualquer a tal que mde(a,m) =1 e a = 1(mod n). Para qualquer b tal que mdc(b,n) = 1,
podemos determinar ag tal que mdc(ag,m) = 1 e ag = b(mod m). Seja x(b) = x'(a). O valor
de x(b) nao depende da escolha de ag, pois se ag = bo(mod n), com mdc(by,m) = 1, entdo
by = pag(mod m), para algum p primo, tal que p nao divide m. Como a = 1(mod n) seque
por hipdtese que x (a) = 1, e dai X (by) = X (p)x (a0) = X (ao). Tomando x(c) = 0 quando
mdc(c,n) # 1 obtemos x. Visto que X (a) = x(a) quando mdc(a,m) = 1, concluimos que X €

induzido por X. ]

Teorema 3.2.2 [11, Teorema 4.1.3] Seja x um caracter de Dirichlet. Se x € induzido por um
caracter X' mddulo n e também por um caracter X' mddulo m, entdo x € induzido por um
caracter X' mddulo t, onde t = mdc(m,n).

Demonstragao: Suponhamos que x seja definido médulo q, onde m|q, n|q e sejat = mdc(m,n).
Pelo Teorema 3.2.1 basta mostrarmos que se mdc(a,q) =1 e a = 1(mod t), entdo x(a) = 1,
para termos que o caracter x mddulo q € induzido pelo caracter X' mddulo t. Assim, va-
mos supor que mde(a,q) = 1 e a = 1(mod t). Pelo Teorema Chinés dos Restos, eziste um
inteiro k satisfazendo k = 1(mod m) e k = a(mod n), e deste modo podemos assumir que

mdc(k,q) = 1. Tomando r = ak™'(mod q), temos que r = 1(mod n) e r = a(mod m). Além
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disso, v = ak~'(mod q) implica que a = kr(mod q), e o fato de k = r = 1(mod n) implica
que x(k) = x(r) = 1. Portanto, temos que x(a) = x(k)x(r) =1, como queriamos demonstrar.

Portanto x € induzido por x mddulo t. ]

Exemplo 3.2.4 Seja G = (Z/8Z)* = {1,3,5,7}. O grupo de caracteres de Dirichlet de G ¢

{X0, X1, X2, X3} € podemos descrevé-los através da sequinte tabela:

X0 | X1 | X2 | X3

S| O L |~
NN NN~
|
~
~
I
~

Pelo Teorema 3.2.1 o condutor do caracter x2 € fy, = 4, pois temos que 4|8, mdc(5,8) = 1,

5= 1(mod 4) e x2(5) = 1.

Definigao 3.2.4 Um caracter de Dirichlet x € chamado par se x(—1) =1 e impar se x(—1) =
—1.

Exemplo 3.2.5 No Exemplo 3.2.2 o caracter x, € impar, pois 3 = —1(mod 4) e x1(3) = —1.
No Ezemplo 3.2.3 o caracter xs € par, pois 9 = —1(mod 10) e x3(9) = 1.

Definicao 3.2.5 Um caracter de Dirichlet definido mddulo o seu condutor é chamado caracter

Pprimitivo.

Exemplo 3.2.6 No Exemplo 3.2./ os caracteres x1 e x3 definidos mdodulo 8 sao primitivos. O

caracter xo nao € primitivo, pois seu condutor é f,, = 4.

Definicao 3.2.6 Sejam x e v dois caracteres de Dirichlet primitivos com condutores f, e

fv, respectivamente. Definimos o homomorfismo xv : (Z/mmc(fy, fu)Z)" — C* dado por
x¥(a) = x(a)¥(a).

Observacao 3.2.5 O caracter xy é primitivo.
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Exemplo 3.2.7 Sejam x um caracter definido mddulo 8 por x(1) =1, x(3) = —1, x(5) = —1,
X(7) = 1 e ¥ um caracter definido mddulo 4 por (1) = 1, ¥(3) = —1. Assim o caracter
XV : (Z)8Z)* — C*, onde (Z/8Z)* = {1,3,5,7}, tem os valores

xv(l) =1

xv(3) = xB)v(3) =1
x¥(5) = x(6)y(1) = -1
x(7) = x(My3) = -1

Portanto, xi tem condutor 8, e deste modo € primitivo.

Observagao 3.2.6 Seja x um caracter e ¢ = x o seu conjugado complezo. Se mdc(a, f,) =1,

entdo v(a) = x(a)™'. Logo x(a) = x(a)¥(a) = 1, para todo a.

Proposigao 3.2.1 [11, Exemplo 4.5] Sejam x e 1 dois caracteres de Dirichlet primitivos com
condutores f, e fy, respectivamente. Se mdc(fy, fy) =1, entao fyy = fyfp-

Demonstracao: Sejam x : (Z/nZ)* — C* e ¢ : (Z/mZ)* — C*. Por defini¢ao xv :
(Z)mmc(fy, fp)Z)* — C*. Por hipdtese temos que mdc(fy, fy) = 1, e assim seque que f, e
fu s@o relativamente primos, logo mmc(fy, fy) = fyfu € pela minimalidade de f, f, concluimos
que o condutor de x € fyfy, ou seja, fyp = fyfu- [ |
Exemplo 3.2.8 Sejam x um caracter mdédulo 4 definido por x(1) = 1, x(3) = —1 e ¢ um
caracter modulo 5 definido por (1) =1, ¥(2) = —1, ¥(3) = —1, ¥(4) = 1. Os caracteres x e
Y sao primitivos com condutores f, = 4 e f, =5, e deste modo mdc(fy, fy) = 1. Portanto,

pela Proposigao 3.2.1, temos que o condutor de x¢ € f,, = 20.

Observacao 3.2.7

1. A wvantagem de usarmos caracteres de Dirichlet primitivos é evidente quando tomamos
um produto de varios caracteres com varios condutores, pois o modulo de defini¢ao cresce

rapidamente.

2. Algumas vezes € vantajoso pensar mos caracteres de Dirichlet como os caracteres dos
grupos de Galois de corpos ciclotomicos. Se identificarmos Gal(Q(¢,)/Q) com (Z/nZ)*,

entao o caracter de Dirichlet mddulo n é chamado um caracter de Galois.

Exemplo 3.2.9 No Ezemplo 3.2.3, temos que (Z/10Z)* ~ Gal(Q(C10)/Q). Mas como Q((5) C
Q(Go) € [Q(Cro) : Q) = 2 = [Q(Gs) : @, seque que QGuo) = Q). Assim, um caracter midulo

10 e um caracter modulo 5 sao caracteres do mesmo grupo de Galois.
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Exemplo 3.2.10 No Ezemplo 3.2.4, temos que (Z/87)* ~ Gal(Q((s)/Q). O nicleo do carac
ter xo € {1,5(mod 8)}. Assim, seja K o corpo fizo por {oy,05}. Como (§ =1 e (§ = —1 seque
que o5(ag + a1Cs + a2l + asl§) = ag + a1 + axlg” + as(z® = ag — a1l + aa(§ — as(§. Temos
que Q C Q(&) € Q(&) e que [Q(&) : Q) = 2. Sendo ¢2 uma raiz 4-ésima da unidade e como

(1,2} gera Q(C), seque que K = Q(Cy). Assim, Gal(Q(Gs) /Q(Cr)) ~ {ow, 05}, e temos que

X2 : % — C*, onde

(2/8z)"  Gal(Q(G)/Q)
{1,5} — Gal(Q(¢s)/Q(C4))

Portanto, xo € um caracter de (Z/AZ)*.

~ Gal(Q(C4)/Q) ~ (Z/AZ)".

Defini¢ao 3.2.7 Sejam x um caracter de Dirichlet do grupo de Galois Gal(Q((,)/Q) e K o

corpo fizo do nicleo de x. O corpo K € chamado corpo associado a .

Observacao 3.2.8

1. O corpo K associado a x é um subcorpo de Q((,), e se n é o menor valor, entdo n € o

condutor de x.
2. O corpo K depende somente de x.

3. Se X é um grupo finito de caracteres de Dirichlet e mmc(f,,) = n, onde x; € X, entdo

X € um subgrupo do grupo dos caracteres de Dirichlet Gal(Q((,)/Q).

Definicao 3.2.8 Seja X um grupo finito de caracteres de Dirichlet, H a interseccdao dos nicleos

destes caracteres e K o corpo fixo de H. O corpo K é chamado corpo associado a X.
Observacao 3.2.9
1. Como X € isomorfo a Gal(K/Q), seque que o grau de K/Q € igual a ordem de X.

2. Se X ¢ ciclico, gerado por x, entao K é precisamente o mesmo corpo associado a X

mencionado acima.

Observacao 3.2.10 Observemos que

Callic/g) - ColQC)/D) _ (Z/nz) i

Gal(Q(¢n)/K) H
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Temos que X € o congunto dos automorfismos de Gal(K/Q) em C*, ou ainda equivalentemente,
¢ o conjunto dos automorfismos de Z/"Z) em C*. Se x : (Z/nZ)* — C*, entdo podemos

M — C* dado por X(a) = x(a). Temos que X é um caracter de Dirichlet, pois

definir x :
a=b<=ab' € H <= x(ab™') =1<+= x(a)x(b7!) =1 <= x(a) = x(b). Mais ainda, x é

um homomorfismo. Assim, definindo

T X — g B O,

X — X
temos que T estd bem definido, e Ty # Ty <= existe x € (Z/n7Z)*, tal que T () # To(x). Assim,
T71(Z) = 1o(Z) e portanto T € injetiva e deste modo

(Z/nZ)"

7 — C*}.

o(X) < of conjunto dos homomorfismos de

Por outro lado, se x : — C* é um homomorfismo, definimos X' : (Z/nZ)* — C* por

(Z/nz)*
H
X (a) = x(@). Temos que X' estd bem definida e X € um homomorfismo, pois x (ab) = x(ab) =

x(@)x(b) = x'(a)x'(b). Além disso, se x1 # X2, entdo X, 7 Xy. Assim,
o{T : (Z/nZ)" — C* : 7 é um homomorfismo} < o(X),

isto €,
o(X)=of{r: (Z/nZ)* — C* : 7 € um homomorfismo}.

Deste modo, X é o conjunto dos homomorfismos de (Z/nZ)* — C*.

Exemplo 3.2.11 Se X ¢ o grupo de caracteres de (Z/nZ)* satisfazendo x(—1) = 1, entdo a
conjugagao compleza ((, — (') estd no nicleo de cada x; € X. O corpo K associado a X
¢ Q¢+ ¢7Y), que é o subcorpo mazimal real de Q((,), ou seja, Q € Q(¢, + ;1) € Q(&y).
Considerando a correspondéncia (Z/nZ)* — Gal(Q((,)/Q), temos que 1 € a identidade e —1
€ a conjugacdao complexa. Assim, a conjugacdo complexa estd no nicleo de qualquer x € X. Em
geral, se x € um caracter e K € o corpo fizo por x, entio K C R se, e somente se, x(—1) = 1.
De fato, se x(—1) =1, entio K C R, pois K é um subcorpo de Q(¢, + ¢ '). Agora, se K C R,

entao os automorfismos estao no nicleo de x (sé os reais). Portanto, x(—1) = 1.

Exemplo 3.2.12 Consideremos o grupo G = (Z/12Z)* = {1,5,7,11}. O grupo de caracteres

de Dirichlet associado a G € {xo0, X1, X2, X3} € podemos descrevé-los pela tabela abaizo:
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Xo | X1 | X2 | X3
1 1111 1]1)| o0
5 1|1 |-1]|-1] o3
=5 |1 |-1]|-1|1] oy
11=-1| 1 | -1| 1| -1]|o0on
Ix 114 12] 3

Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois sao:

HQZ{O'l} Hl :{01705}
H2={01,<711} H3={01>U7}
H4 - G

Assim, temos que Ky = Q((12) = Q(v/—3)Q(v/—1) € fizado por Hy, K, € fizado por H; e os
caracteres associados sao {xo,x1}. Assim K tem condutor 4, e deste modo K; = Q((4) =
Q(v/—1). O corpo Ky € fivado por Hs, e o0s caracteres associados sao {xo, X2}. Assim Ky tem
condutor 12, e deste modo Ky = Q((12) = Q(V3). O fato que xo(—1) = 1 informa que Ky ¢
um subcorpo real. O corpo Ks € fizrado por Hs e os caracteres associados sao {xo, x3}. Assim

K3 tem condutor 3 e deste modo Kz = Q((3) = Q(v/—3). O corpo Q € fizado por G.

Estas nogoes preliminares podem ser usadas no conjunto dos caracteres dos grupos abelianos

finitos, o que faremos agora.

Definicao 3.2.9 Seja G um grupo abeliano finito. Definimos o grupo G como o grupo dos

caracteres de G em C*.

Lema 3.2.1 Se G e Gy sao grupos abelianos finitos, entdao
G1/>-<\C¥2 ~ dl X ng.

Demonstragao: Seja
0 : élXéQ — G1XG2

(X1 x2) —  xixe

Assim
L 9(()(17 Xz)(@h 902)) = Q(Xlsﬂl, X2902) = X1¥P1 X202 = X1X2¥P1¥P2 = 9(X1X2)9(901<P2)-

2. xaxz(a, 1) = xala)x2(1) = xala) = 1 e xaxz(1,a) = x1(1)xz2(a) = x2(a) = 1.
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3.

Se p € Gm% entdo existe (Q|a,, P|a.) € G, x Gy tal que 0(¢icy, P1G2)-

— A A
Portanto 6 € um isomorfismo, ou seja, G X Go ~ G X Gj. ]

Proposicao 3.2.2 [10, Lemma 3.1, Corollary 3.2] Se G € um grupo abeliano finito e G € o

grupo

entao

1.

2.

dos homomorfismos multiplicativos de G em C*, ou seja, dos caracteres de G em C*,

G ¢é isomorfo a G,

G € isomorfo a G.

Demonstragao:

1.

Pelo Teorema fundamental dos grupos abelianos temos que qualquer grupo abeliano finito

pode ser escrito como um produto direto de subgrupos ciclicos, isto €,

Gy X ... X D,

—

Pelo Lema 3.2.1 temos que G~ Lipy, X ... % Z: Assim, € suficiente provarmos quando
G ¢é ciclico. Seja G um grupo ciclico de ordem n, ou seja, G = (g). Se ¢, = e e
Y € G, entdo x(9) = ¢*, para 0 < k < n (k # n, pois caso contrdrio x = xo). Como
x(g™) = x(g)™, temos que x € determinado pelo seu valor em g. Reciprocamente, se
0 < k < n definimos x(g™) = ¢, temos que x estd bem definida e é um caracter de
Dirichlet. Assim, existem exatamente n caracteres em G. Agora, seja x1 € G tal que
x1(9) = ¢, Se x € G e x(g9) = ¢k, entio x(g9) = x1(g9)¥, isto é, x¥ = x. Isto prova que
G ¢ ciclico e gerado por x1. Portanto, G e G sdo grupos ciclicos de mesma ordem, logo
G~G.

Seja

0: G — é , onde 8,(x) = x(9).
g — b,
Temos que 0 € um homomorfismo. Suponhamos que o nicleo de 0 € dado por H que €

um subgrupo de G. Assim, para qualquer caracter x de G temos que x(b) = 1, para todo

be H. Isto significa que x pode ser visto como um caracter de G/H. Assim,

. o(G)
e < —
o(6) = olC) < ofG/11) = 2,
e deste modo o(H) =1 e H = {Id}. Portanto, 0 ¢ injetiva e GG ]
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Observagao 3.2.11 As vezes é conveniente identificarmos é’ = (@, e assim temos uma fun¢ao
bilinear natural )
b: GxG — C*
(9:x) — x(9)-

FEsta funcgao € ndao degenerada, pois se x(g) = 1 para todo x € G, entdo g =1 pelo item 2 da
Proposi¢ao 3.2.2; e se x(g) = 1 para todo g € G, entdo x = 1. Além disso, se x(g) = 1 para
todo x € G, temos que (g) C G, e G/{g) tém a mesma quantidade de caracteres distintos que
G. Mas, o(G) < %, e isto so € possivel se o({(g)) =1, isto €, g = 1.

N

Proposigao 3.2.3 [10, Proposition 3.3, 3.4] Se H é um subgrupo de G e H+ = {x € G :
x(h) =1, Yh € H}, entio

1. H* ¢ isomorfo a CT/?{,

2. H éisomorfo a G/H*,

3. (HH)t =H.
Demonstracao:
1. Seja
0: H- — G/H, ondex(g) = x(9)-
X — X
Tomando a composi¢cao
G/H —¥ C*
T7r /‘gowr
G

temos que pom = x,0(x) = X = ¢ e ©(g) = p(n(g9)) = x(g). Assim, (pom)(h) = 1.

Portanto, 6 é um isomorfismo.

2. Seja a funcgio b: G x G — C* dada por b(g,x) = x(g). Tomando a restri¢ao de G por
H obtemos b : H x G — H dada por b'(h,x) = x(h). Se (ho,x0) € H x G, pertence ao
niicleo de b', entio b (hg, Xo) = Xo(ho) = 1, e deste modo xo € H*. Portanto H x H* ¢

o miicleo de b'. Resta mostrar que b € sobrejetiva. Pelo item 1, seque que

o) = ol) = o ) = 27
Assim .
o) = o(H) — 2G)__ oG



HxG
Ker(b')’

Agora, pelo Teorema do Isomorfismo, temos que Im(b') o~ ou seja,

. HxG H @&
o~ 22X =

~

Portanto H ~ %

3. Seh € H, entao h é dado por h : x — x(h) que leva H+ em 1, e assim H C (H*)*. Para

a outra inclusao, pela demonstra¢ao do item 2, temos que o(H) = O‘()ﬁ) eo(HY) = Z((f]))
o(G@)

Assim obtemos que o((H)*) = Sy = o(H), e deste modo, ambos tem a mesma ordem.

Portanto sdo iguais, ou seja, H = (H+) . ]

Proposicao 3.2.4 [10, p.23] Se X € o grupo dos caracteres de Dirichlet associados a um corpo
de numeros 1L, entao erxiste uma fungao bilinear b : Gal(L/Q) x X — C*.

Demonstracao: SeK é um subcorpo del eY = {x € X : x(g9) = 1, para todo g € Gal(L/K)},

entao .
Y = Gal(L/K)* = % = Gal(K/Q).

Por outro lado, tomando um subgrupo Y C X e K como o corpo fivro de Y+ = {g € Gal(L/Q) :
x(g9) = 1, para todo x € Y}, pela teoria de Galois, temos que Y+ = Gal(L/K), pois Gal(K/Q) ~

Gal(L/Q)/Gal(L/K). AssimY = (Y1) = Gal(L/K)* = Gal(K/Q), e deste modo temos uma

correspondéncia biunivoca entre os subgrupos de X e os subcorpos de . dada por

p: G «— C
Y +—— {corpo fizo de Y},

onde G ={H C X : H é subgrupo} eC ={K CL:K ¢ subcorpo}. SeY = Z, entio Y+ = Z+,

e deste modo temos que o corpo fixo de Y+ é o mesmo corpo fizo de Z+. Seja ainda,

v: C — §
K — Y =Ga(L/K).

Temos que (o) (Y) = 9(corpo fizo de Y1) =Y e (por))(1) = 1. Assim, @ e sdo bijetoras,
e deste modo existe uma correspondéncia biunivoca entre os subgrupos de X e os subcorpos de

L dada por
K —  Gal(L/K)t
Y «— {corpo fizo de Y1}.
Portanto, temos uma correspondéncia biunivoca entre todos os grupos de caracteres de Di-

richlet e os subcorpos dos corpos ciclotomicos, pois quaisquer dois grupos podem ser vistos
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como subgrupos de um grupo maior. Como Gal(K/Q) é um grupo abeliano finito, seque que

Y = Gal(K/Q) = Gal(K/Q). Este isomorfismo é ndo canénico e deste modo existe a forma

bilinear natural nao degenerada dada por

b: Gal(K/Q) xY — C*
(9,x) — x(9)-

Proposicao 3.2.5 [14, Lema 3.7] Se Xk, € o grupo dos caracteres associados ao corpo K;,

para 1 = 1,2, entao:
1. Xk, C Xk, se, e somente se, K; C K.
2. O grupo gerado por Xk, e Xk, € associado ao corpo composto KiK.

Demonstracao:

1. Suponhamos Xx, C Xg,. Sejam Hy = ﬂ Ker(x) e Hy = m Ker(x). Como
XEXK, X€Xk,
Xk, C Xk, seque que Hy C Hy. Agora, por defini¢ao, temos que K; € o corpo fixo por H;,

para i = 1,2. Assim, K; C Ky. Por outro lado, se K; C Ky, temos que Q C K; C Ky C
Q(¢,) para algum n inteiro positivo, Xx, = Gal(Q((,/K1))*t e Xk, = Gal(Q((,/Ky))*.

Como Gal(Q((/Ky)) C Gal(Q(¢./Ky)), seque que Gal(Q(¢,/Ky))T C Gal(Q(¢,/Ky)) .
Portanto, Xk, C Xk,.

2. Seja X o grupo associado a KiKs. Pelo item 1, temos que o grupo gerado por Xk, e
Xk, estd contido em X, ou seja, (Xk,, Xk,) C X. Agora, como K; C KiK,, seque que
Xk, C Xk, Xk,, parai=1,2. Assim, (Xx,, Xk,) C X. Agora, se (Xk,, Xk,) & X, entdo

existe um corpo L C KKy associado a (Xk,, Xk,) C X. Mas, novamente pelo item 1,

temos que
KiCL € KK,
K, CL C KKy,
o que é um absurdo. Assim, X = (Xg,, Xk,) e L = K;Ks. [

Corolario 3.2.1 [14, Lema 3.8/ Se K é um subcorpo de Q((,) e se s,d sao divisores de n,

entao
Xrnas) N Xrnoe,) = Xkno);
onde t = mdc(d, s).
Demonstragao: Pela Proposi¢io 3.2.5 temos que Xxng(c,) N Xrnoc,) = XKnoc)na)- Mas
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Q(Ca) N Q&) = Q(¢), onde t = mdc(d, s). Portanto, Xxngc,) N Xrno,) = Xkna(), onde
t =mdc(d, s). ]

3.3 Caracteres de Dirichlet médulo p”

Nesta secao apresentamos algumas propriedades particulares dos caracteres de Dirichlet com

condutores sendo poténcia de um nimero primo impar.

Lema 3.3.1 [12, Lemma 3.1] Se g € um inteiro tal que g = g(mod p”) é um gerador do grupo
multiplicativo (Z/p"Z)*, onde p é um nimero primo impar e r um inteiro positivo, entao para
todo 0 < j < r, temos que g® = 1(mod p?) se, e somente se, k = 0(mod (p — 1)p’~1).

Demonstragao: Suponhamos que para todo j tal que 0 < j < r temos que g* = 1(mod p’), ou
seja, g¥ = 1+ p't, para algum t € Z. Elevando ambos os lados a p-ésima poténcia obtemos que
g =1+ p’tlty, onde t; € Z. Sequindo este raciocinio obtemos que gkprfj =1+p"t,_;, onde
tr—j € Z. Assim, gWﬁj = 1(mod p"), e deste modo temos que (p — 1)p"~1 divide kp"7. Logo,
kp=) = (p—1)p"1q, onde q € Z, e assim k = (p — 1)p’~1q. Portanto k = 0(mod (p —1)p’~1).
Por outro lado, suponhamos que k = 0(mod (p—1)p’~'). Como o grupo multiplicativo (Z/p’Z)*
tem ordem (p — 1)p~t e mdc(p, g) = 1, pelo Teorema de Fermat, seque que g* = 1(mod p?). m

Se g é um inteiro tal que g = g(mod p”) é um gerador do grupo (Z/p"Z)* e se x é um caracter
de Dirichlet, entdo existem (p — 1)p"~! caracteres de Dirichlet definidos sobre (Z/p"Z)*, uma

r—1

vez que (Z/p"Z)* tem ordem (p — 1)p" ', e tais caracteres sdo completamente determinados

pela imagem de g. Por outro lado, pelo Teorema 3.2.1, temos que

L=x(D) =x(@"" ) =x@* "

Logo x(g) é uma raiz (p — 1)p"~!-ésima da unidade. Assim, dado um caracter de Dirichlet

i
(p—1)pr—1-

caracteres e (p — 1)p"~! possibilidades para i, concluimos que todos

moédulo p”, temos que existe um inteiro ¢, onde 0 < ¢ < (p — 1)p"~1, tal que x(g) = ¢

r—1

Como existem (p — 1)p

os caracteres definidos médulo p" sao da forma
Xl(g) = C(ip—l)pr_17
parai=0,1,...,(p—1)p" "

Teorema 3.3.1 [12, Lemma 3.3] Se i é um inteiro tal que 0 < ¢ < (p — 1)p"!, entdo o

condutor f,, de x; € p"~7 se, e somente se, p! = mdc(i,p").
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Demonstragao: Suponhamos que o condutor de x; € fy, =p" 7, parai=0,1,...,(p—1)p .
Se H={g* € (Z/p"Z) : g* = 1(mod p"9)}, entio x;(x) = 1, para todo x € H, e em particular

Xi(g® VP77 = 1. Por outro lado, temos que

_ r—j—1 i(p—1)pr—J—1
Xi(g(p e ):C(](fil);{‘)—l )

il = (p— 1)p"" M. Logo i = p't e assim

e deste modo, eziste t € Z tal que i(p — 1)p
mdc(i,p") = p’. Reciprocamente, suponhamos que mdc(i,p") = p’ e mostremos que f,, = p" 7.
Para i = 0 o resultado € imediato. Assim, se i # 0, entdo i = p’t, para algum t € Z. Deste
modo, x pode ser definido mddulo p"™7 se, e somente se, x;(x) = 1, para todo v € H. Como
H C (Z/p"Z)*, seque que o(H)|(p—1)p"~t. Como g* = 1(mod p"7), pelo Lema 3.3.1, seque que
a = 0(mod (p— 1)p"1) e assim o(g) = (p — 1)p" 7' = o(H). Portanto H = (g=Dr" 77"y,

Finalmente, temos que

_ r—7—1 i(p—1 r—j—1 -1 Tﬁl’i —j ’L'i‘
xalg® Py = QT e g

e assim x; pode ser definido mddulo p"~7. Portanto o condutor f,, de x; € p". ]

Exemplo 3.3.1 Sen = 5%, entdo o grupo G tem ordem (p—1)p"~* = 5.4 = 20 e € dado por G =
(Z)257)" = {1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14,16,17, 18,19, 21,22, 23,24}. O grupo de Galois de
Q(C25) sobre Q ¢ dado por {017 02,03,04,06,07,08,09,011,012,013,014, 016,017,018, 019, 021,

092,093,094 }. Caracterizamos o grupo G pela Tabela abaizo.

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 X12 X13 X14 X15 X16 X17 X18 X19

20: 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2! = 1 ¢20 3o 3o 3o 50 | ¢S <o 5o 5o -1 36 ¢32 3o 3o 36 36 30 38 30
22=4 | 1 | ¢3 | S5 | S50 | S0 | -1 | ¢35 | S50 | 36 | ¢36 | 1 | 3o | S0 | ¢S50 | SHo | -1 | ¢35 | S8 | S30 | 30
2% = 1] ¢8| B0 | S50 | S35 | S0 | S30 | Sho | S30 | S50 | -1 | <30 | S50 | 36 | S50 | Sho | S50 | ¢35 | S30 | <36
=16 | 1 [ ¢ [ Bo [ a3 [ aaS | 1 o | B | a3 | aas | 1 | ad [ B | a8 1 | el | B | ad | <8
2 =7 1|68 | -1 | ¢a0 | 1 | 6Bo | -1 | ¢a | 1 | 6Bo | -1 [ 6p | 1 | ¢S | -1 |G | 1 |65 | 1 | ¢
2°=14 | 1 | ¢S | ¢35 | 636 | S30 | -1 | 636 | S50 | 5o | S35 | 1 | S50 | G306 | 36 | S50 | -1 | <36 | S50 | SBo | 3o
2" =3 1| 3o | 36 | So0 | S50 | S50 | S50 | S8 | S36 | 80 | -1 | S35 | S50 | S50 | S36 | S50 | <50 | S30 | <¢So | <50
2% =56 1| ¢80 | 636 | S50 | 30 | 1 | SBo | $30 | S50 | S35 | 1 | 8o | 36 | S50 | S35 | 1 | ¢S | ¢36 | S50 | 3
2°=12 | 1 | ¢S | S50 | SHo | S50 | S50 | Sa0 | S50 | S50 | G20 | -1 | G50 | B0 | 36 | S50 | S50 | S50 | S5 | S3o | S3o
210 — 94 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
2 =23 | 1 | BB | B cho | B S | A B | | 1 | ceo | B[ B | dd | B | S| dh | 8] <
22 =21 | 1 | ¢ | G50 | 30 | S0 | 1 | ¢35 | S30 | S50 | SBo | 1 | 33 | S50 | S35 | S5 | 1 | G35 | 5o | ¢36 | SBo
28 =17 | 1 | f [ ¢S | <88 [ 38 | <o | 38 | <dd | cdo | BT v [ B | <3S | <o | Bo | <38 | Bo [ <0 | <) | Lo
2 =9 | 1 | 65 | B0 | S50 | €36 | -1 | S50 | 30 | S36 | S50 | 1 | S35 | ¢Bo | 30 | 36 | -1 | S30 | 36 | $36 | S5
2'%=18 | 1 | ¢0 | -1 | ¢ | 1 | ¢8| -1 | ¢ | 1 | ¢ | -1 | ¢S | 1 | ¢s6 | L | B | 1 |G | -1 | B
20— [ 1 | od8 |3 | B [ do | 1 | edS |3 | o | ¢do | 0 [ 8 [ 3 [ ¢Bo [ ¢do | v |88 cl2] ¢S [ ¢do
21 =02 | 1 | 3F | Bd LB B | o | B | a0 |l [ B [ ceo | ad8 | ¢Bo | B | B 8| B
2" =19 | 1 | 636 | <50 | 30 | <50 | -1 | ¢So | S0 | S50 | SBo | 1 | <36 | <36 | S50 | <36 | -1 | 8o | ¢S | S50 | SBo
29 =13 | 1 [ 29 | ¢35 [ Al | aS | ads [ aad | add [ ] | ¢S | B0 | B | ¢S | B0 [ B | Bo | B | o
Fx; 1 52 52 52 52 5 52 52 52 52 5 52 52 52 52 5 52 52 52 52

O condutor f,, de x; € 5%, para i = 1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14,16,17,18, uma vez que
mdc(i,5%) =1 =5 e assim pelo Teorema 3.3.1, temos que f,, = 5>~ = 52. Para j = 5,10,15,
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o condutor f, de x; €5, uma vez que mdc(j, 52) = 5, e assim novamente pelo Teorema 3.5.1

temos que fy, = 5271 = 5. Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois sdo:

Hy = {01} Hy = {01,07,02,018}
H, = {01,024} Hs = {01016a067021>011}

Hs; =G H, = {‘717047016701470670470217‘797011a019}-
Assim, temos que Ky = Q((o7) € fizado por Hy, Ky € fixrado por Hy, Ky € fizado por Hj,
Kz € fixado por Hsz, Ky € fizado por Hy e Q € firado por G. Dessa forma os caracteres
associados a Ko sao HoL = é; a Ky sao Hf = {X0> X2, X45 X65 X8, X105 X12, X14; X16, X18}, @ Ky

sa0 Hzl = {XO;X47X8:X127X16}; a K3 sao Hg;l = {X07X57X10,X15}; a Ky sao H4L = {Xo,Xlo} €
a Q sao H = {xo}-

3.4 Caracteres de Dirichlet mdédulo 2"

Nesta secao veremos algumas propriedades dos caracteres de Dirichlet com condutores sendo

uma poteéncia do nimero primo dois.

Proposicao 3.4.1 [13, Lemma 1.1] Se t € 7 € tal que, t > 3, entio 52 = 1(mod 2'"1) e
527" % 1(mod 2Y).

Demonstragao: Temos que

% =G+ DT T+ B+ DB+ 1)
Logo,
G- =6""+D)E* T +1) .. B2+ DB+ 15— 1).
Como
X)) ="+ ) =...=06G>+1)=(+1) =2(mod 4) e (5—1) = 0(mod 4),

seque que 52" —1 = k2!"1 onde k € impar. Assim, 5° " = 1(mod 2:=) e 52" % 1(mod 2').m

Corolario 3.4.1 [13, p.464] A ordem de 5(mod 2') € 272
Demonstracao: Pela Proposicio 3.4.1 temos que 5% ° = 1(mod 2'™Y), para todo t > 3. Mas,
1sto implica que 5277 = 1(mod 2'), para todo t > 2. Assim, para todo inteiro t > 2, temos que

5277 = 1(mod 2¢) e 5% % 1(mod 2'), o que mostra que a ordem de 5 mddulo 2! é 202, ]
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Proposicao 3.4.2 [13, Lemma 1.2] Se t € Z ¢é tal que, t > 3, entdo (—1)25° = 1(mod 2) se,
e somente se, a € par e b = 0(mod 2'72).

Demonstragao: Suponhamos que (—1)%5° = 1(mod 2'). Se, por absurdo, a for impar, entdo
—5° = 1(mod 2t), isto €, 5° = —1(mod 2). Mas, isto ndo pode ocorrer pois temos que 5° +1 =
2(mod 4). Assim, 4 1 5° + 1 e consequentemente nenhuma poténcia de 2 com expoente maior
que 1 divide 5° + 1, ou seja, 5° # —1(mod 2'). Portanto a € par. Assim, como 5° = 1(mod 2Y),
pelo Coroldrio 3.4.1, seque que a ordem de 5(mod 2') € 22 e portanto b = 0(mod 2'~2).
Reciprocamente, se a for par e b = 0(mod 2!=2), entdo pelo Coroldrio 3.4.1 temos que (—1)*5° =

1(mod 2%). -

Temos que (Z/277Z)* = (—1,5) = {(=1)*5%a € {1,2} e b € {1,2,...,2"72}}. Assim, um
caracter de (Z/2"Z)* é completamente determinado pelas imagens de —1 e 5. Pelo Coroldrio
3.4.1 temos que a ordem de 5(mod 2') é 272 e a ordem de —1(mod 2') é 2. Assim dado

X € (ZW)* temos que x(—1) = (—1)%, parai € {1,2} e x(5) = (4,2, paral € {1,2,...,2"2}.

Denotaremos esses caracteres por x; ;.

Teorema 3.4.1 [13, Lemma 2.2] Se x;; ¢ um caracter de (Z/2"Z)*, entdo o condutor f,,, de
Xi1, para l =2""2 ¢ dado por
1sei=2

in,l =

4 se1=1.
Demonstragao: Se z € (Z/2"7)*, entdo ¥ = (—1)25°.

o Sei=2, entio x;,(7) = xi((—1"5%)) = (—=1)%*¢2", = 1. Assim o caracter x;; € o trivial

e fx =1
1 se Z=50a=2)

—1 se 7 = —15%(a = 1),

e portanto x;; nao € trivial. Se x = 1(mod 4), entdo T = 5°, pois 5* = 1(mod 4) e

o Sei=1, entio xi;(%) = xi (F1°5Y)) = (=1)%¢2 5 = (1) =

—5" = —1(mod 4). Assim, para todo z tal que * = 1(mod 4) temos que x;,(T) = 1, e

portanto fy,, = 4. [ |

Teorema 3.4.2 [13, Lemma 2.2] Se x;; ¢ um caracter de (Z/2"7Z)*, entdo o condutor f,,, de

Xii, para l # 272 € dado por
27‘
mde(l,24)
Demonstragao: Como x;(5) = CL» # 1, para 0 < 1 < 2772, seque que fros > 4, uma

vez que 5 = 1(mod 4). Assim, fy,, = 2", onde u > 2. Seja & = (—1'5%) € (Z/2"Z)*. Se

in,l =
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x = 1(mod 2%), entdo pela Proposicio 3.4.2, temos que (—1)*5° = 1(mod 2%), b = 0(mod 2%~2)
e a = 2. Portanto, T = 5%, onde t € {1,2,...,2""*}. Como fros = 2%, se x = 1(mod 2%)
seque que, devemos ter x; (%) = xi (5°) = 52722 = 1. Assim 1272 = 0(mod 2"7?), ou
seja, 1272 = 2"72t. Logo | = 2%t e assim | = O(mod 2"~%). Por outro lado, devemos
ter xi(52"7°) # 1, wma vez que se xi,(5°° ") = 1, entdo para x = 1(mod 2“~) temos, pela
Proposicao 3.4.2, que 51277 ¢ portanto x;,(Z) = (Xi,z(gzwg’))t =1, o que contradiz o fato de
2% ser o condutor de x;;. Mas, xi,(5%"") = Cé%:fs # 1 se, e somente se, 12" % 0(mod 2"72%).
Assim, 12973 #£ 2"2t e deste modo | # 277"t ou seja, | # 0(mod 2"~*T1). Agora, como
I = 0(mod 2"7") el # O(mod 27"%*), seque que mdc(l,2") = 2% e assim 2" = —2%

T mdce(l,27) "
27‘

Reciprocamente, se 2% = de([57) mostremos que fy,, = 2*. De fato, se mde(l,2"7) = 2"

entao | = 0(mod 2"7") e | # 0(mod 2"~“*1). Deste modo, temos que

~  — z4ou—2 _ U—21.9r—u T—2
o Sex = 1(mod 2") entao T = 52" e x;y(T) = (X F " = (T = 1.

o Sex=1(mod 2“') e x % 1(mod 2*) entio T = 52" € 52" % 1(mod 2v). Assim, pela
Proposicdo 3.4.2, temos que 2473 # 0(mod 2“72), ou seja, 243 £ 2u=2¢, para qualquer
to € Z. Logo t # 2ty e deste modo t é impar. Portanto | # 0(mod 2"~“*1) e t € impar, e

assim

Xia(Z) = xin (527 = ¢, # 1.

Assim, x:,(Z) =1 para todo x = 1(mod 2“) e existe T tal que x = 1(mod 2*7'), x = 1(mod 2*)

e Xi(Z) # 1. Logo, f\,, = 2" [

Observacao 3.4.1 Observe que nao existe caracter com condutor 2, uma vez que todo caracter

definido maodulo 2 € trivial e assim tem condutor 1.

Exemplo 3.4.1 Sen =21, entdo o grupo G tem ordem 2"~! = 23 ¢ é dado por G = (Z/16Z)* =
{1,3,5,7,9,11,13,15}. O grupo de Galois de Q((16) sobre Q é {0y, 03,05, 07, 09,011,013, 015, }-
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O grupo G ¢ caracterizado pela tabela abaixo.

X24 | X2,3 | X2,2 | X2,1 | X1,4 | X1,3 | X1,2 | X1,1
= (—1)? 1 1 1 1 1 1 1 1 | oy
3=-153 1 G| =1 ¢ | -1]=G| 1 |- o3
5=(-1)%5 1 =1 G 1 S =1| & | os
7=—-1.52 1 /-1 1 |-1|-1} 1 |-1| 1 | o7
9=(-1)?5* | 1 | =1 | 1 | =1| 1 | =1 | 1 | =1 |09
11=-1.5 1 S =11 G | -1|=-¢C| 1 |-G |on
13 = (_1)253 1 G | -1 2 1 G | -1 er 013
15=-1 1 1 1 1 | -1 -1|-1] -1 |05

1 24 | 23 | 24 | 22 | 24 | 23 | 2t

Pelo Teorema 3.4.1, temos que o condutor fy,, de xo4 €1, pois | = 2 =4ei=2 ¢eo0
condutor fy,, de x14 € 4, pois | = 2""2 =4 e¢i=1. Agora, pelo Teorema 3.4.2, temos que o
condutor de X23, X2,1, X1,3 € X1,1 € 24 pois mde(l, 21) =1 e o condutor de x22 € X12 € 23 pois

mde(l,2') = 2. Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois sdo:

HOI{Ul} Hs = {01707709,013}
H, ={o01,015} Hy={01,05,09,013}
H2:{01,U7} H5={01,U3,09,U11}

HﬁZG.

Assim, temos que Ko = Q((i6) € fizado por Hy, Ky € fizado por Hy, Ky € fixrado por Hy, Kj
€ fizrado por Hs, Ky € fizrado por Hy, Ky € fizado por Hs e Q € fixrado por G. Dessa forma
0s caracteres associados a Kq sao HOL = @, a K; sao Hf = {X2.4: X233, X2.2, X21}, o Ky sdo
Hi = {x24,X22,X13: X1.1}, @ K3 sao Hy = {x24}, a Ky sao Hy = {x24,x14}, a K5 sdo
Hy = {x24,x12} € a Q sdo Hy = {x2.4}.
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Capitulo 4

Discriminante de corpos de numeros

abelianos via caracteres de Dirichlet

4.1 Introducao

Neste capitulo veremos como calcular o discriminante de corpos de nimeros abelianos via
caracteres de Dirichlet fazendo uso da férmula do condutor discriminante, ou seja, do seguinte

teorema.

Teorema 4.1.1 [10, Theorem 3.11] (Formula do condutor discriminante) Se K é um corpo de
numeros associado a um grupo X de caracteres de Dirichlet, entao o discriminante de K sobre
Q € dado por

D(K/Q) = (=1)"* I] fo

XX

onde ry € a metade do nimero de automorfismos complexos de K.

Deste modo, na Secao 4.2 veremos o calculo do discriminante de subcorpos de Q((,), onde
(pr ¢ uma raiz p"-ésima primitiva da unidade com p um primo fmpar e r um inteiro positivo.
Na Segao 4.3, veremos o calculo do discriminante de subcorpos de Q((s+), onde (or é uma raiz
2"-ésima primitiva da unidade com r um inteiro positivo. Na Secao 4.4, fazendo uso do Teorema
de Kroenecker-Weber [10, Theorem 6, p. 341], veremos o célculo do discriminante de corpos de
nimeros abelianos. Na Secao 4.5, veremos o cdlculo do discriminante minimo de alguns corpos

de numeros. Neste capitulo foram utilizadas as referéncias [10], [12], [13], [14], [15] e [16].

89



4.2 Discriminante de subcorpos de Q(Cpr)

Nesta secao apresentamos o discriminante de um corpo de nimeros K, contido em uma extensao
ciclotomica do tipo Q((,r).

Sejam p um primo {fmpar, r um inteiro positivo e K um subcorpo de Q({,). Como o grau
de K sobre Q é um divisor de (p—1)p"~!, segue que [K : Q] = up’, onde u é um divisor de p—1
e0<j<r—1 Sejam H o subgrupo de Galois Gal(Q((,r)/Q) isomorfo a (Z/p"Z)*que fixa
K e Xk o grupo dos caracteres associados a K, isto é, Xx = {x € (m)* tal que x(i) = 1,
para todo i € H}.

Lema 4.2.1 Se j € um inteiro positivo e p € um numero primo, entao

G+ p—1) - @ - 1)

L+ 2p+3p° + ... 4+ G+ 1) =

(p—1)?
Demonstragao: Se S;.1 = 1+p+p*+...+p'™ entao pSjy1 = p+p*+...+p" "2 Subtraindo
a primeira equacgdo da sequnda obtemos que Sji1 = pj;_gl_l. Portanto
P21

l+p+p*+...+p 1=
p—1

Assim, derivando ambos os lados obtemos que

d

1+2p+3p2+...+jpf—1+(j+1)pf‘:%(

P — 1) _ G2t -1 - (P - 1)
p—1 (p—1)2 ’

0 que prova o lema. [ |

Teorema 4.2.1 [12, Theorem 4.1] Se K é um subcorpo de Q({yr) com [K : Q] = up’, onde p
¢ um primo impar, v um inteiro positivo, u um divisor de (p —1) e 0 < j < r —1, entao o

discriminante de K sobre Q é dado por

|D(K/Q)| = p’e,

. pj+1_1

onde B = ul(j + 2)p ) — 1
Demonstragao: Como [Q(¢yr) : Q] = (p—1)p"! seque que o grupo de Galois Gal(Q((,r)/Q) €
ciclico de ordem (p—1)p"~t. Seja g € Z tal que sua classe g é um gerador do grupo multiplicativo

(Z)p"Z)*. Se H é um subgrupo do grupo Gal(Q((,r)/Q) que fiza K, entao H € ciclico de ordem

p—Lp~" p—-1, . R
( up)J = ==y

Se g, ¢ um gerador de H, entao pelo Teorema 3.2.1 temos que um caracter x modulo p"

associado a K (ou seja, x € Xx) se, e somente se, x(0,) = 1. Como a ordem de a mddulo p"
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¢ igual a ordem de H, seque que a ordem de a é (p— 1)p" =7~ tu=. Assim podemos supor sem

perda de generalidade que a = g(mod p"), onde d = up’, uma vez que
PG D T g(p—l);n“1 = 1(mod p").
Deste modo, temos que

Xz(d) = Xz(gd) = (g(ip_l)pr—1)d = Czipi_l)pr—l-

Logo, se x; € um caracter definido médulo p”, pelo Lema 3.3.1, temos que x;(a) = 1, ou
seja, x; € associado a K se, e somente se, di = 0(mod (p — 1)p"™'), ou equivalentemente
1= %jm, com 0 <t <d-1. Comod = up’, seque que x;(a) = 1 se, e somente se,
i = % =(p-1p 7 Hut, com0<t<up’—1. Set =0, entaoi =0 e o condutor de
Xi € fr, =1. Set #0, entaot = p'ty, ondel € Z, 0 <1 < j e mdc(ty,p) = 1. Observe que para
cada 0 <1< j—1 existem up’'"1(p — 1) elementos t; nessas condigoes. Assim, pelo Teorema
3.8.1, temos que o0s condutores dos correspondentes x; sao todos iguais a pT17!. Sel = j,

entdo existem u — 1 elementos t,, com mdc(tg,p) = 1, e 0s condutores dos correspondentes x;

sao todos iquais a p. A tabela abaixo resume esses resultados.

l nimero de y; froy =D
0 up’'(p—1) P
1 up’2(p — 1) I
g1 | up’(p—1) =u(p —1) P’
J u-1 p

Na primeira coluna temos os possiveis valores de [, na sequnda os numeros de caracteres nao
triviais para os quais i = (p— 1)p" I~ u~t e mdc(ty, p) = 1, e na terceira o condutor desses
caracteres. Pelo Teorema 4.1.1 (Formula do condutor discriminante) temos que o discriminante
de K, é a menos de sinal, igual ao produto dos condutores dos caracteres x; que sao associados
a K. Usando este resultado e a tabela obtemos:

DE/Q|= ] A = @ P ). D). p)

X A ~ ~~ ~" J\W—/
XSk upi=L(p—=1)  upi=2(p—1) u(p—1) u—1

= (P T o) (i ) (p2)ulp=1)pusl
= pUtDw " p=1) piup’ “2(p=1) | g2ulp—1) pu—1

- pﬁw,j),
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Buy = G+Dup’p—1)+jup’2(p—1)+...+2u(p—1)+ (u—1)
= ulp—-D[G+Dp +p 2+ 42 +u—1
D[+ 1y 2p] a1

j J
_ up-1) (z 1 1 ulp-1) u(p —1) _
—— P +u—1 +u—1
J J
—up+u+u u(p—1 _ S
= M_lzbz(z—i_l)pl—i___l
i=0 p p i=0 p
= 20Dy 4 2p 4 3p2 4. 4 jp- P+ D+ - L
Agora, pelo Lema 4.2.1, seque que
_u(p=1) | G2 (=) - (2 -1) u _ ; @1 1
R B = e R R T [ e T

. . it _ ) . i1

= u [(j +2)p — P Lip-l) p(pif 1)} —1=u [(] +2)p — p—(p;(pjll)) } —1
‘ , +1_

= [(y +2)p’ — %_1)”} ~ 1.

Assim, |D(K/Q)| = p’w3), onde Blug) = U [(j +2)p — (pg;jf)l)} — 1, o que prova o teorema. m

Corolario 4.2.1 [12, corollary 4.1] O discriminante do corpo ciclotémico Q((yr), onde p é um

primo impar e r € um inteiro positivo, € dado por
[D(Q(Gr)/Q)| = pPo-tr-1)

onde ﬂ(pfl,rfn =(p-1) [(T + 1)pr_1 p 1 } -1
Demonstragao: Nas condigoes do Teorema 4.2.1 temos que [Q((yr) : Q] = (p — D)p™™!, e
deste modou=p—1 e j=r—1. Assim, aplicando o resultado obtemos que |D(Q((yr)/Q)| =

PP onde ge-Lr-D = (p—1) [(r +1)p ! — ’;:—_1} — 1, o que prova o coroldrio. [

Corolario 4.2.2 [16, coroldrio 14] Se K é um subcorpo de Q((yr) com [K: Q] = 3, ou seja, K
¢ uma cubica, entao D(K/Q) = p* se p # 3 ou D(K/Q) = 81 se p = 3.

Demonstragao: Temos que [K : Q] = 3 = up’, e deste modo se p # 3, nas condigoes
do Teorema 4.2.1 temos que u = 3 e 7 = 0. Assim, aplicando o resultado obtemos que
|D(Q(¢r)/Q)| = pPeo, onde Bz = 3[2p° — 2 _1] 1 = 2. Portanto |D(K/Q)| = p*. Agora,
sep =3, entiou=1¢j=1. Assim, |D(K/Q)| = 3°"", onde g0V = [3.3 — 32 =l -1=4.
Portanto |D(K/Q)| = 3* = 81. n
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Corolario 4.2.3 [12, corollary 4.2] Se K é um subcorpo de Q((,), onde p € um primo impar,

entdo o discriminante de K sobre Q € dado por

ID(K/Q)| = p ¥,

Demonstracao: Novamente nas condi¢oes do Teorema 4.2.1 temos que r = 1, e deste modo

j=0¢e[K: Q] = u Aplicando o resultado obtido temos que |[D(K/Q)| = p“(2_%)_1 =

u(2—1)—1 u—1 _

P =p p[K:Q]_l, 0 que prova o coroldrio. -
Observacgao 4.2.1 Pelo Coroldrio 4.2.3 temos que o discriminante do corpo Q((,) sobre Q é

dado por
ID(Q(G)/Q)] = p.

Exemplo 4.2.1 Se n = 32, entdo o grupo G tem ordem (p — 1)p"~! = 2.3 = 6 ¢ € dado por
G = (Z/)92) = {1,2,4,5,7,8}. O grupo de Galois de Q({y) sobre Q € {01, 09,04,05,07,08}.

Caracterizamos o grupo G pela tabela :

Xo | X1 | X2 | X3 | X4 | X5
=11 1|1 |1|1]|1]|o0o
2! = TG |Gl-1]¢ |80
22=4 | 1|6 |G| ]G |G |o
2 =8| 1 |-1|1|-1|11]-1]og
=T 1 G |G| 1|6 |G| o
=51 |C|¢|-1|¢|¢]|os

Fri 10813 83|83

Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois sao:

HOZ{Ul} H2={01,04,07}

Hy = {01,038} H3 =G ={01,09,04,08,07,05}.
Assim, temos que Ky = Q({y) € fizado por Hy, Ky € firado por Hy, Ky € fizado por Hj
e Q € fizado por G. Dessa forma os caracteres associados a Ky sdo Hi> = é, a Ky sao
Hi = {x0, X2, x4}, a Ky sdo Hy = {xo0,x3} e a Q sio H = {xo}. Agora, para K temos que
[K; : Q] = 3, e deste modo nas condi¢oes do Teorema 4.2.1 temos que u =1 e j = 1. Assim

|ID(K;/Q)| = 3% | onde B = (3.3— 32_1) —1=(9-4)—1=4. Portanto |D(K;/Q)| = 3*.

2

Analogamente para Ky temos que [Ky : Q] = 2, e novamente nas condigées do Teorema 4.2.1
temos que u =2 e j = 0 e seque que |D(Ky/Q)| = 3720, onde a0y = 2(3.1-2)—1=2-1= 1.
Portanto |D(Ky/Q)| = 3. Para Ky = Q(y) podemos aplicar o Coroldrio 4.2.1 e assim seque que

|D(Ko/Q)| = 3°00, onde By = 2(3.3— 2= —1=2(9—-4)—1=9. Portanto |D(K,/Q)| = 9.
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Exemplo 4.2.2 Sen = 33, entdo o grupo G tem ordem (p — 1)p"~' = 2.32 = 18 ¢ € dado por
G = (Z)272)* = {1,2,4,5,7,8,10,11,13, 14,16, 17, 19, 20,22, 23,25, 26}. O grupo de Galois de
Q(Car) sobre Q € dado por {01702,04,05707,08,010,011,013,014,016,017,019702070227023,

095,096 }. O grupo G ¢ caracterizado pela tabela abaizo.

xo | x1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 xs | xo | x10 | xa1 | xi2 | x13 | x14 | x15 | x16 | x17
20=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T_ p) 3 1 5 G 7 g 0 1 i) i3 7 5 6 7
27 =2 1 Gis | Cig | Cis | Sis | Sus | Sis | Sis | Sis | -1 Gis | Cis Gis | S8 | Sis | S8 | Sis | Sis
3 _ 2 1 6 8 10 12 14 16 2 1 6 8 10 12 14 16
2" = 1 Cis | Cis | S8 | Sis | S8 | €18 | Sis | Cis 1 Gs | Cis | ¢ Cis | S8 | Sig Cig | Cis
3 _ 3 6 12 15 3 6 12 15 3 6 12 15
2 =38 1 Cis | Cis -1 ¢ig | Sis 1 Cig | S1s | -1 ¢ig | Cis 1 Cis (18 -1 ¢ig Cig
T_ 1 3 ) 6 p) G 10 14 1 8 [P 6 3 G 10 4
2" =16 1 Cis | Cis | Sig | Cis | Cis | Sis | Sis | Cis 1 Cis | Cis | Sis | Sis | Sis | Cis | Sis | Cis
5 _ 5 10 15 2 7 12 17 1 4 6 T 16 3 8 13
2 =5 1 | s | Cis | Gig | Cis | G | G5 | Cis | Gis | -1 | Gig | Cis | Gs | Cis | Sis | Cis | Sis | Sis
20=10 | 1 | % | Gf | 1 | B | GE | 1 | <P | GE | 1 | B | GE | 1 | B | GE | T | B | G
7 7 4 3 0 17 G 13 p) 6 5 i) B 5 5 1
2" =20 1 Cis | Cis | Cis | Cis | Cis | Cis | Siw | Sis | -1 Gs | Sis | Gi8 18 s | S8 | Sis Cis
S _ 8 16 6 4 1 12 2 10 8 16 6 1z 1 12 2 10
2" =13 1 Cis | Si18 | Svs | Sis | Sis | G158 | Sis | Sis 1 Cis | Sis Srs | Cis Cis | Si8 Cis | Cis
9 -

29 = 26 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
10 _ 10 3 12 1 11 3 16 B 10 3 2 1 11 3 6 s
2 =25 1 Clg C18 C18 Clg 418 <18 Clg 418 1 418 418 C1g CIS 418 41)8 CIS CIS
11 11 4 15 8 12 5 16 4 17 12 7 2 15 10 7
2 =23 | 1 | Gy | G | G | Sis | G | G | s | G | -1 | Gs | Sis | Ge | Sis | Gs | Gs | Gis | Cs
2 _ 12 6 12 6 12 6 12 6 12 6 12 6
277 =19 1 ¢ig | Cis 1 ¢ig | ¢is 1 ¢ig | ¢is 1 ¢ig Cis 1 ¢ig (18 1 ¢ig (s
3 _ 13 B 3 6 1 3 14 1 17 2 7 2 5 10 5
270 =11 1 Gig | Sis | Cis | Cis | Sis | Sis | Cis | Giw | -1 | Gis | CGis | Gis | Cis | Sis | Cis | S8 | Gis
14 14 10 6 2 16 12 8 4 14 10 6 2 16 12 8 4
277 =22 1 Gig | Cis | Cis | Cis | Cis | Cis | Cis | Cis 1 Gig | Cis | Cis | Cis | Cis | Gis | Gis | Cis
5 _ 15 12 6 3 15 12 6 3 15 12 6 3
2 =17 1 Clg <18 -1 Clg Clg 1 Clg 418 -1 ClS 418 1 ClS 418 -1 418 CIS
6 _ 16 14 12 10 s 3 1 2 16 14 2 10 s G 1 2
20 =7 1 Cig | Gis | €15 | Sis | Sis | Sis | Cis | Cis 1 Gis | Gis Gs | Gis Gis | Cis | Cis Gis

17 17 16 15 14 13 12 11 10 8 7 6 5 4 3 2
27" =14 1 Gg | Sis | G8 | Gs | G | GE | Sis | Gs | -1 | Gis | Cis | Gs | Sis | Cis | Cis | Sis | Gis
Fx; 1 33 33 32 33 33 32 33 33 3 33 33 32 33 33 32 33 33

Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois G sao:

Hy = {01} Hy = {01, 08,010, 02,019,017}
Hy = {o1,0%} Hy = {01,04,016,010, 013, 025, 019, 022, 07 }

Hy = {0170107019} Hs =G

Assim, temos que Ko = Q((a7) € fizado por Hy, Ky € fixrado por Hy, Ky € fizado por Hs,
K3 ¢ fixado por Hsz, Ky € fizado por Hy e Q € firado por G. Dessa forma os caracteres
associados a Ky sdo Hy = G, a K, sdo Hi = {x0, X2, X4) X6> X8 X10, X125 X14, X16}, @& Ko sdo
Hy = {Xo0, X3, X6: Xo, X12, X15}, @ K3 sao Hy = {X0, X6, X12}, a Ky sdo Hi = {xo0,X9.} ¢ a Q
sio H = {xo}. Agora, para K temos que [Ky : Q] = 9 = 3%, e deste modo nas condigoes do
Teorema 4.2.1 temos que uw =1 e j = 2. Assim seque que |D(K;/Q)| = 3°02, onde B2 =
(4.3% — £21) — 1 = 22. Portanto |D(K,/Q)| = 3% Para Ky temos que [Ky : Q] = 6 = 2.3, ¢
assim nas condi¢oes do Teorema 4.2.1 temos que u = 2 e j = 1. Assim |D(K,/Q)| = 3fen,
onde By = 2(3.3 — L;l) —1=9. Portanto |D(Ky/Q)| = 3°. Analogamente para Kz temos
que [Ks : Q] = 3, e deste modo u = 1 e j = 1. Assim seque que |D(K3/Q)| = 3°0.1, onde
By = (3.3 — 322—’1) — 1 = 4. Finalmente, para Ky temos que [Ky : Q] = 2, e deste modo
u=2ej=0. Assim seque que |D(Ky/Q)| = 3°20, onde Bpg = 22— 37) -1 = 1.
Portanto |D(K,/Q)| = 3. Para Ko = Q((27) podemos aplicar o Coroldrio 4.2.1 e assim seque
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que |D(Ko/Q)| = 3%02, onde Bua) = 2(4.9 — 2=1) — 1 = 2(36 — 13) — 1 = 45. Portanto
|D(Ko/Q)| = 3%.

Coroldrio 4.2.4 O discriminante do subcorpo mazimal real K = Q((yr + (') do corpo Q(¢,r)
sobre Q ¢é dado por
ﬂ p—1 1
IDK/Q)| =p =Y,

onde Beor, yy = zl(r+1D)(p—1p " —p" = 1].
Demonstragao:
Q(¢Gr)
2
Temos que Q((pr + (')

| en)
2
Q
Como [K : Q] = (pflgprfl, pelas hipdteses do Teorema 4.2.1, seque que u = p%l ej=r—1.
Assim, aplicando o resultado obtemos que |D(K/Q)| = pﬂ(p?’“”, onde

_ — r—1+4+1_
5(717;177«—1) = b [(7‘ —1+2)pt = pTll} —1
_ p—1 r—1 1
= ¢t [(Hl)p —Zfl}—l

5
= Sp-pt B -1

= dr+)p-pt—p —1],

0 que prova o coroldrio. [ |

Observacgao 4.2.2 Pelo Coroldrio 4.2.4 temos que o discriminante do subcorpo Q((, + Cp_l)
de Q(¢,) sobre Q € dado por

ID@Q(¢ +GH/Q) =p'T.

Exemplo 4.2.3 Para n = 3%, o discriminante do subcorpo K = Q(Co + (5*) do corpo Q((o)
sobre Q € dado por |D(K/Q)| = 3.0, onde By = 5(3.23—9—1) = (18 — 10) = 1(8) = 4.
Portanto, |D(K/Q)| = 3.

Exemplo 4.2.4 Paran = 3%, o discriminante do subcorpo K = Q(Cor + (37") do corpo Q(Cor)
sobre Q € dado por |D(K/Q)| = 3°02, onde B2 = 1(4.2.9 — 27 — 1) = 3(44) = 22. Portanto,
|D(K/Q)| = 3%.

95



4.3 Discriminante de subcorpos de Q((or)

Nesta secao veremos o discriminante de subcorpos de Q((sr), onde r é um inteiro positivo.
Deste modo, para calcularmos tal discriminante trabalhamos com o grupo dos caracteres de
(Z)277)*.

Assim, sejam K um subcorpo de Q((ar) e o subgrupo H do grupo de Galois de Q((s-) sobre
Q, que fixa K. Tomando o subgrupo Xx do grupo dos caracteres de (Z/2"7Z)* cujo nicleo
contém H temos que o discriminante de K serd o produto dos condutores desses caracteres.
Como Q((yr) tem grau 277! segue que o subgrupo H do grupo de Galois Gal(Q((xr)/Q) que

fixa K tem ordem 2"~ e satisfaz uma das seguintes formas:

1. H~ (532",

2. H~ (=527,

3. H~(-1,52"").
Lema 4.3.1 [14, Lema 3.6/ Se m é um nimero inteiro tal que m > 1, entdo

m2" 2+ (m—1)2" 7 + .+ 32421 =2""Ym-1).
Demonstracgao: Se x # 1, entdo
A R

Derivando ambos os lados obtemos que

ma™ 7+ (m— D™ 2 4+ 3t =
para todo x # 1. Tomando x = 2, temos que
m2" 4+ (m—1)2" 2+ +12=m2™ — (m +1)2™ — 16 + 12.

Assim

m2™ 4 (m - 1)2m 2 4+ 12=2"2m —m — 1) — 4,

e deste modo

m2™ 4 (m = 12" 2 41244 =2"(m — 1).

Assim, dividindo ambos os lados por 2, obtemos que
m2" 24 (m—1)2" P 4 4+ 64+2=2""(m 1),
0 que prova o lema. [ |
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Teorema 4.3.1 [13, Theorem 3.1] Se K é um subcorpo de Q((ar), com [K: Q] = 2™, e se
H ¢ o subgrupo de Gal(Q((or)/Q) que fiza K e H ~ (52" ), entdo o discriminante de K sobre
Q € dado por

D(K/Q)| = 22"V,

Demonstracao: Sejam H ~ (52%2} e Xiy um caracter de Dirichlet associado a K, ou seja,
Xii(Z) =1, para todo & € H. Mas, temos que x;,(Z) = 1, para todo T € H se, e somente se,
xi(52"77) = 77 =1 se, e somente se, 122 = 0(mod 272). Assim | = 0(mod 2"~™), ou
seja, | = k2™ onde k € {1,2,...,2™72} e deste modo os caracteres associados a K sdo os

Xig tais quei € {1,2} el € {27—™,2.27—™ 3.27—™ .. 2m~2.27=™} Portanto, temos que existem
2m—2
2

= 2™=2 cqracteres

2.2m=2 = 9m=1 caracteres associados a K. Se | = 2""™, entdo existem 2
Xi com condutor 2™. Se | = 2r=mHl o k=2 ou 2M73, entdo existem 2? caracteres. A tabela

abairo resume esses resultados.

mdc(l,27) | nimero de x;, frin
9r—m 2'27”2_2 — 9m—2 2T2_Tm — 9om
gromtl | 9 200 —gm=3 | S 2 = gm-l
r—3 am—(m-1 _ 2" _ 93
2 2.2 _ 9| 29
22 ei=1 1 22
212 e j =2 1 1

Pelo Teorema 4.1.1(Férmula do condutor discriminante) temos que o discriminante de K € a
menos de sinal, igual ao produto dos condutores dos caracteres x;; que sao associados a K.

Portanto usando este resultado e a tabela obtemos

DEK/Q)| = [ fe,=20=@"..2m@E 2 (2029)2°

J/

Xi,leXK om—2 2;LC3
= (2m)2" (g2 (23)292]
= Qm2"TF o(m-1)277F L (93)2 92

Assim, « = m2™ 2+ (m—1)2""3+...+3.2+2.1. Pelo Lema 4.3.1, seque que o = 2™ (m—1).
Portanto, |D(K/Q)| = 22" "= o que prova o teorema. n

Lema 4.3.2 Se m € um numero inteiro tal que m > 1, entdao
(m+1)2" 24 m2™ 3 4 (m—1)2" ™+ . +3=m2™ ! — 1.
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Demonstragao: Se x # 1, entao
2™ 2t =

Derivando ambos os lados temos que

((m + 2)a™H —32%)(z — 1) — 2™+ 4 23

(m+Da™ +ma™ "+ .. +32° = @1

Logo,

((m+ 1)z™2 — (m + 2)z™ ) — 223 + 322

(m+ Da™ +ma™ "+ ... +32° = @12 :

para todo x # 1. Tomando x = 2, temos que
(m+ 12" +m2" "+ +12=(m+1)2" — (m +2)2"*" -4
=2"2(m+1) — (m+2)] — 4
=2"m — 4 =22(m2m™ ! —1).

Assim, temos que

(m+1)2" +m2™ 4. 412 =2*(m2™ ! - 1),
Portanto, dividindo ambos os lados por 2% obtemos que
(m+1)2" 2 4 m2™ 3 4 +3=m2™ ! —1,
0 que prova o lema. [

Teorema 4.3.2 [13, Theorem 3.1] Seja K um subcorpo de Q((ar) com [K : Q] = 2™~ 1. Se
H ¢ o subgrupo de Gal(Q(Cyr)/Q) que fiza K e H ~ (=52"") ou H ~ (—1,5""), entdo o

discriminante de K sobre Q € dado por
ID(K/Q) = 27"
Demonstracao:
o Se H ~ <—52m*2> e se Xi1 € Xk, entao x;;(T) =1 para todo T € H, se, e somente se,

Y (=577 = (=), =1,

se, e somente se,

B = (1)
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Sei =1, entio ¢}2"," = —1, e assim 12"~ = 0(mod ? = 2"73), ou seja, [2m72 = 2" 3¢,

para algum t € Z. Assim | = 2777 ou seja, | = 0(mod 2"™71) e deste modo
[ € {2r—m 3.2r—m~1 52r—m=1" (2m~1 — )21} ¢ neste caso temos que existem
L;Hl = 2m=2 caracteres associados a K. Se i = 2, entdo 532 =1, e assim 122 =

0(mod 2772), ou seja, 1272 = 2772t para algum t € Z. Assim | = 27"™t, ou seja,
I = 0(mod 2"~™) e deste modo | € {27—™ 2.2r=™ 3.27—™ .. . 2m=29"=m1 ¢ peste caso
temos que existem 2™ 2 caracteres. Assim, no total temos 2.2™"2 = 2™~ caracteres
associados a K. A tabela abaizo nos ajudard a calcular o discriminante, para isto usaremos

novamente a formula do condutor discriminante.

mdc(l,2") | mimero de Xiy | fy.,
2r—m—1 2m—2 2m+1
or—m 2m73 om
2r—m+1 2m—4 2m—1
2r—m+2 2m—5 2m—2
2r=3 1 23

Assim,

ID(K/Q)| = 2% = 2(mFH2" 2gm2"=o(m=1)2""1 5390 _ g(m+1)2" 2 4m2" = (m—1)2" " 443

)

onde a = (m + 1)2™72 4+ m2™=3 4 (m — 1)2™~1 + ... 4+ 3. Pelo Lema 4.3.2, temos que
o =m2™ ' — 1. Portanto, |D(K/Q)| = 2m2" ' ~1.

Se H ~ (-1, 52m_1) e se xi1 € Xk, entao x;;(T) =1 para todo T € H, se, e somente se,
- —om—1
Xi(—1) = x,(5°" ) =1

se, e somente se,
; l2m—1
<_1)l = Gor—2 = 17
se, e somente se,
i=2el=0(mod2~™").

Assim, i = 2 el € {27~ 2.2r—m=1 3 or=m=1 " gm=lgr=m=11 " Novamente usamos a
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formula do condutor discriminante e a tabela abaizo.

mdc(l,2") | nimero de xi1 | fy.,
2r—m—1 2m—2 2m+1
or—m 2m—3 om
2r7m+1 2m74 2m71
2r—m+2 2m—5 2m—2
27"73 1 23
2r—2 1 1

Assim,

ID(K/Q)| = 2% = 2(m+1)2"~2gm2"=29(m=-1)2""19300 _ o(m+1)2"~2m2m =2+ (m-1)2" "'+ +3

Y

onde a = (m+1)2m"2 + m2™ 3 + (m — 1)2™~1 + ... 4+ 3. Analogamente ao caso anterior

obtemos que o = m2™~' — 1. Portanto, |D(K/Q)| = 22" "'~1 0 que prova o teorema. m

Corolério 4.3.1 Se K ¢ um subcorpo de Q((ar), com [K: Q] =2m"1 e se H € o subgrupo de
Gal(Q((r)/Q) que fita K e H ~ (52"°), entdo o corpo fizo por H é K = Q((am).

Demonstragao: Seja ozom—2 o automorfismo gerador de H. Pela Proposicio 3.4.1, temos
que 57" = 1(mod 2™), ou seja, 5¥" " = 1+ 2™k, para algum k € Z. Assim ogm-2(Com) =

m 7 7/ .
ot ¥ = (om, e deste modo o corpo fizo por H é Q(¢am), o que prova o coroldrio. [ ]

Corolario 4.3.2 Seja K um subcorpo de Q((yr), com [K: Q| = 2™t Se H é o subgrupo de
Gal(Q((r)/Q) que fita K e H ~ (=5*"7") ou H ~ (—1,5*"""), entdo o corpo fizo por H é
K # Q(¢am).

Demonstragao: Seja 0_gym—2 0 automorfismo gerador de H. Pela Proposicao 3.4.1, temos

que —5*""" % 1(mod 2™), ou seja, —52"" # 1+ 2™k, para todo k € Z. Assim o_zom-—2(Com) #

o2 = Cym, e deste modo H ndo fiva Cym. Portanto, o corpo fivo por H ~ (52%2} ¢ diferente
de Q(Cam). Analogamente, tomando o 1 zam-1 temos o resultado. n

Corolario 4.3.3 [13, Theorem 3.2] Se K = Q({am) € um subcorpo de Q((ar) tal que K : Q] =
271 entio o discriminante de K sobre Q € dado por |D(K/Q)| = 22" ' (m=1),

Demonstracao: Se K = Q((om), entao pelo Coroldrio 4.53.1, temos que K € firado por H ~
<52m*2). Logo, pelo Teorema 4.3.1, seque que |D(K/Q)| = 22" m=1) o que prova o coroldriom
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Corolario 4.3.4 [13, Theorem 3.2] Se K # Q((am) € um subcorpo de Q((ar) tal que [K: Q] =
21 entio o discriminante de K sobre Q ¢ dado por |D(K/Q)| = 2m2" ' ~1,

Demonstracao: Se K # Q((om), entdo pelo Coroldrio 4.3.2, temos que K € fixrado por H ~
(=52"7"Y ou H ~ (—1,5*""). Assim, pelo Teorema 4.3.2, seque que |D(K/Q)| = 2m2" =1 o

que prova o coroldrio. [ ]

Exemplo 4.3.1 Se n = 23, entdo o grupo G tem ordem 2"~' = 22 = 4 ¢ ¢é dado por G =
(2/872)* = {1,3,5,7}. O grupo de Gal(Q((s)/Q) € {o1,03,05,07}. Além disso, temos que
“1 = 7 e assim seque que 1 = —1°, 3 = —1°, 5 = 5* ¢ 7 = —1. Portanto G ~ (—1,5%).

Caracterizamos o grupo G pela tabela:

Xo | X1 ] X2 | X3
7= 1| ¢ | -1]¢ | o7
=1 1|-1]|1]-1]|0
=3 1|C]|-1]¢]|os
=5 111|111 ]|o0s
fo |1 1] 1] 1

Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois sao:

Hy = {05} ~ (5%)
H1 = {0'170'5} ~ <;1,54>
HZ - {01703a05707} = <__1754>

Assim, temos que Ko = Q((g) € fizado por Hy ~ (5%), K, € fizado por H, ~ (—1,5%) e Q € fizado
por G. Dessa forma os caracteres associados a Ky sao Hy = G, a Ky sdo Hi = {x0,x2} e a Ky
¢ H = {xo}. Agora, para K, temos que [K; : Q] = 2, e deste modo nas condi¢oes do Teorema
4.3.2 seque que m = 2. Como Hy ~ (—1,5%) seque que |D(K;/Q)| = 22" '~1 = 222-1 — 93,
Portanto |D(K,/Q)| = 23. Para Ky = Q(¢g) podemos aplicar o Coroldrio 4.5.3 e assim seque
que |D(Ko/Q)| = 22" (m=1) = 2 Portanto |D(Ky/Q)| = 2.

Corolério 4.3.5 O discriminante do subcorpo K = Q((or + (') do corpo Q((or) sobre Q é
dado por
ID(K/Q)| = 20—,

Demonstracgao:
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Temos que
Q(¢r)
2
Q(Cr + &)
|gr—2
Q
Como [Q(¢xr) : Q] = 2771 € [Q(Car) : K] = 2 seque que [K : Q] = 2772, Assim, nas condi¢oes

do Coroldrio 4.5.4, temos m =1 —1 e K = Q((or + (') # Q(Com), uma vez que Q((or + (50)
| = gm2mTI—1 _

¢ o subcorpo real. Assim, o discriminante de K sobre Q é dado por |D(K/Q)

_ r—2__ <
2r=12""2=1 " que prova o coroldrio. u

Exemplo 4.3.2 O discriminante do subcorpo K = Q((o + (') do corpo Q((2) sobre Q é dado
por [D(K/Q)] = 27 = 1/2.

4.4 Discriminante de corpos de nimeros abelianos

Nesta se¢ao veremos o discriminante de corpos de nimeros abelianos. Para isso, seja K um
corpo de numeros abeliano. Pelo Teorema de Kroenecker-Weber, temos que o corpo K esta
contido em algum corpo ciclotéomico Q((,,). No caso de corpos de niimeros nao abelianos, nao

temos conhecimento de um processo para o cdlculo de seu discriminante.

Defini¢ao 4.4.1 Seja K um corpo de nimeros abeliano. O menor inteiro m tal que K C Q(()

¢ chamado de condutor do corpo K.

Seja Hg o subgrupo do grupo de Galois Gal(Q((,,)/Q) que fixa K. Como Gal(Q(()/Q) ~
(Z/mZ)*, segue que Hy pode ser visto como um subgrupo de (Z/mZ)*. Seja Xk o grupo dos
caracteres associados a K, isto é, o conjunto dos elementos de (Z/mZ)* cujo niicleo contém Hy.
Assim, Xk é um subgrupo de (Zm)*, isomorfo ao grupo de Galois Gal(Q((,,)/Q). Portanto
[Q(¢m) : Q] = | Xk|, onde 0 médulo denota o nimero de elementos do conjunto. Para o cdlculo
do discriminante de K, novamente veremos que a idéia de contagem de quantos caracteres

existem para cada valor do condutor também sera utilizada.

Lema 4.4.1 [15, Lemma 3] Se Ay, As, ..., A, sdo conjuntos e B, = Z |A;, N A; |, para
ir=1,....n
r=1,...,n ei; <ij41, entao

n

Ay UL UA =) (1) By

k=1
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Demonstragao: A demonstracao serd feita por inducao sobre n. Se n = 1, o resultado €

vdlido. Se n = 2, entao |A; U Ay| = |Ay, N Ay, | + |Ag, N Ay,|. Para n > 2, suponhamos, sem

perda de generalidade, que Ay N A; = 0, para todo j = 2,...,n. Assim, |[Ay U...UA,| =

|A1]+|AsU. .. UA,|. Por hipdtese de indugao, temos que |AsU...UA,| = Z(—l)kHCk, onde
k=1

C, = Z AN NA;| parar =1,...,n—1 eix =2,...,n. Mas, como AyNA; =0, para todo

Jj=2,...,n, seque que Z |A;,N...NA; | = Z |A;,N...NA;. |, pois quando iy = 1 temos

1=2,...,n ix=1,....,n
n

que Ay N...NA;, =0. Assim |A;; N...NA; | =0, e portanto, |A;U...UA,| = Z(—l)k+lBk,

k=1
0 que prova o lema. [ |

Sejam K um corpo de niimeros abeliano contido no corpo ciclotomico Q((,,). Pela Proposicao
3.2.5 temos que Xg C Xg(,), € deste modo os condutores dos caracteres de Xk sao divisores
de m. Para o calculo do discriminante de K teremos que determinar o nimero de caracteres
de Xk cujo condutor é d, para cada d divisor de m. O conjunto Xgng(,) consiste exatamente
de todos os caracteres de Xk cujo condutor divide d, e deste modo os caracteres de Xi de
condutor d, pertencem a Xgng(c,), cuja ordem é [KNQ((y) : Q]. Assim, o nimero de caracteres
de K que tem condutor d é [KNQ({y) : Q] — n(d), onde n(d) é o nimero de caracteres de Xk
cujo condutor é um divisor proprio de d. Se [ é um divisor préprio de d, entao [ é um divisor de
d/p, para algum p primo divisor de d. Assim, um caracter y associado a K tem condutor [, se,

e somente se, x € UXKQQ( ). Por outro lado, n(d) =| UXKQQ(CM) |. Assim, o ntimero de

Ca/p
pld pld
caracteres associados a K de condutor d é [KNQ({y) : Q]— | U Xkn(cy,,) |- Logo, pela férmula
pld

do condutor discriminante, temos que se K é um corpo de ntimeros abeliano de condutor m,

entao

ID(K/Q)| = [ d*. onde ay = [KNQ(Ca) : Q)= | | Xknae, | -

dlm pld

O nosso objetivo agora é vermos um método para simplificar esta férmula.

Lema 4.4.2 [1}, Lema 3.10] Se d = p{*p5* ... po", entao

T T

| Xknac 1= D 1 Xenoey | = D | Xk0Q(Caspy ) |+ F (D" Xk ) |

p|d i=1 i1,i2=1

onde 11 < 1.

Demonstragao: Seque do item 2 da Prosi¢ao 3.2.5, do Coroldrio 3.2.1 e do Lema 4.4.1 =
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Teorema 4.4.1 [15, Theorem 1] Se K é um corpo de nimeros abeliano de condutor m, onde

— Q1,2 (o7 g
m=py'py’...p.", entao

m[K:Q]

IDK/Q)| = ——

11"
i=1

&%)

onde 3; = Z[K N Q(Cm/p’;) : QJ.

n=1
Demonstragao: Seja d um divisor de m, onde d = pi'p% ... ptr, com 0 < t; < a;. O miimero

de caracteres associados a K de condutor d €
KN Q) : Q- | | Xrnoc, I
pld

onde p é um primo impar. Mas pelo Lema 4.4.2, temos que
[KNQ(C) : Q- | | Xxnaw,,) =1 Xenae | —Z | Xnatca) | = D | Xxn@uymy »0,) |

pld 11,82
—(=1)"" | Xkn(ayp, . ) 1= Xxn0ca) | = | Xx0(Ca),) |
— | Xk Q(Cuping) | =+ = (D" Xkr0aspy o) | -
Assim, |D(K/Q)| = Hdo“i, onde
dm
aq = Xxroea) | = | Xxnoa,) | = | X&nCapm) | = = D™ | Xxnapy o |-

X
Dessa forma, |D(K/Q)| = H h‘d Km@(c‘”', e temos as sequintes possibilidades para hy :
dlm

1. Sed=pi'p?...ptn, onde 0 < t; < oy, parai=1,2,...,k, entdo

n -1/ 5 n (=1)k+1
hg = d (Hpid> <H pipjd> ( H Piy - - -Pi,ﬂ)
i=1

ij=1 i1in=1
n L | k-1
> (=1 ) 2D i
= 4%° ! szzo =1.
i1

2. Sed=pip.. .pff, onde t;, = oy, para algum iy e 0 < t; < oy, para i # iy, entao

k -1 /g k (=1)k
ha = d(qu,d) (H pz-pjd)..( 11 ppd)
j=2

ij=2 i1 ip =2
k—1 k—1
X kE—1 i k—2
POV I D B
= dZ:O Hp;_ = 1.
i=1
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Analogamente, set;, = oy, tiy = iy, ... b, =y, onde 0 < t; < oy, parai # iy,19,. .., 0

e2<s<k-—2, temos hg=1.

3. Sety, = ay,, tiy =y, ..., ti, = a;,, onde 0 < t; < oy, para © # iy,09,...,0s € s =k — 1,

ou seja, d =m/pl, para 1 < nay, 1 < j <k, temos que hy = d(p;d)~" = p;*.
4. Seti=qy, parai=1,2,... k, ou seja, d =m entao hg = m.
Resumindo, temos

m se d=m,
ha =19 p; se d=mpl, paral <n<aqo; el <i <Kk,
1 sed#med#mp!, paral <n<aqo; el <i<k.

Assim,
| Xxnacy)| | Xxnacy)! ko I Xkna(e,n)! K:Q] Ly ~Xxnoc,n)l
IDE/Q)| = []h = hn {1 e ™ ) == O T 1]
dlm i=1 \n=1 i=1 \n=1
e | =20 I Xknatg | e | D KN Q) Q)
— m[K:Q]H p; n=1 _ m[K:Q]H p; n=1
i=1 i=1
mlE:Ql
k Y
II»"
i=1
onde [3; = Z[K N Q(Cmypn) = Ql, 0 que prova o teorema. [

n=1
Corolario 4.4.1 [14, Coroldrio 3.5] Se K é um subcorpo de Q((yr) com [K : Q] = up’, onde
p € um primo impar, v um inteiro positivo, u um divisor de (p —1) e 0 < j < r —1, entdo o
discriminante de K sobre Q € dado por
|D(K/Q)| = ptea,
. . j+1_
onde B, j = ul[(j +2)p’ — pjp_l 1.

Demonstragao: Como [K : Q] = up’, seque que o menor inteiro m tal que K C Q((n) €

m = p'tl. Assim, pelo Teorema 4.4.1, temos que

m/K:Ql

IDK/Q)| = 51—

1%
=1
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Qj+1

onde = Z[Kﬂ Q(Cmypn) = Q|. Mas, temos que

n=1
> KNQGmypr) 1 Q= D KNQ(Gprijpn) 1 Q= [KNQ(Gr) : Q.
n=1 n=1 n=0
Como [Km@(gpo) Q) =1, [ KNQ(() : Q] = u, [Km@(gpz) Q) =wup, ..., [KNQ({n) : Q] =
up”_l, para n > 1, seque que

i[Km@(gpn) : Q] = 1Hutup+. . +up Hup = 1+u(l+p+.. 4P 24p" ) = 1+u (p]—_l) :

n=0 p—1
Portanto,
K:Q] j+1)up’ (G+Dupl 1) upd — (B2 TRV O
IDIE/Q = 57 = P = e = pU G = O
117 prHE D)
D;
i=1 A _ »
_ pu[<j+1>pf—”j:f+pﬂ'—pf1—1 :pu[<j+2>pf—<’;f:f D=1 pul+2) - Pl L
0 que prova o coroldrio. [ ]

Corolario 4.4.2 [14, Coroldrio 3.6] Se K = Q((am) € um subcorpo de Q((ar) tal que [K: Q] =
21 entdo o discriminante de K sobre Q ¢ dado por |D(K/Q)| = 22" " (m=1),

Demonstracao: Se K = Q((em), entdo temos que o condutor de K é 2™ e [KNQ(() : Q] =
QL) NQ(&) : Q = [Q(¢y) : Q=21 parai > 1 e [Q((y) : Q] = 1, para i = 0. Assim,

pelo Teorema 4.4.1, temos que

B (Qm)[K:Q]
IDK/Q)| = —55—
onde .
B = Y KNQGmp) Q=) KNQ(Gn): Q)
n=1 n=0
= 1+1+2+224 .. F2m3 4 om2
:1+2m11_1+2m1_1_2m1
Portanto,
(Zm)[K:Q] 2m2m_1 gt
ID(K/Q)| = e = g = g(m=1)2mt
0 que prova o coroldrio. [ |

Corolario 4.4.3 [1/, Coroldrio 3.6] Se K # Q((am) € um subcorpo de Q((ar) tal que [K : Q] =
21 entio o discriminante de K sobre Q ¢ dado por |D(K/Q)| = 2m2" ' ~1,
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Demonstragao: Se K # Q((om), entdo 2™ € o menor inteiro tal que K C Q(Cym+1). Assim

Q(¢ar)
|
Q(Cam+1)

2

K
|2m71

Q

Como [Q(Com+1) : Q] = 2™ e [K : Q] = 2™, seque que [Q((om+1) : K] = 2. Logo, [Q((y) :
KNQ(&i)] =2, para todo i € {1,2,...,m}. Assim, [KNQ({) : Q] = w =

=20 = 9i-2
para i > 2, e [KNQ((i) : Q] = 1, para i = 0,1. Portanto, novamente pelo Teorema 4.4.1,

2

temos que
(2m+1)[K:Q]
[DK/Q) = 55—
onde
m—+1 m
B = D KNQGrs) Q=) [KNQ):
n=1 n=0
= 1+1+1+2+224.. 42m 3 42m2
e e i
Assim,
(2m+1)[K:Q} 9(m+1)2m=1 o 1\gm—l_gm—1_ N
|ID(K/Q)| = S RN o(m+1)2 2 1 _ gm2 L
0 que prova o coroldrio. [ |

Corolario 4.4.4 [14, Coroldrio 3.7] O discriminante do corpo K = Q((,), ondem = pi'ps? ... ppk,

€ dado por
me(m)
IDK/Q)| = ——¢-
prt

plm

Demonstracao: Temos que [Q((n) @ Q] = ¢(m). Além disso, temos que KN Q(Cm/pg') =
Q(¢m) ﬂ@((m/pg) = Q((m/p?). Logo, [Kﬂ@({m/pg) : Q] = p(m/plr). Assim, pelo Teorema 4.4.1,

temos que
mK:Q]

IDK/Q)| = 5—

11"
i=1
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onde

a;

B = [KNQ(C,, /) Zs@ m/p}) = p(m/p;) + o(m/p}) + ... + o(m/pi)
n=1
= o(pps ..ty )+90(p1 PP TR ) (P e T )
= o8 els® .. p?’fp?ﬁl- D)+ e8P s PP )
+ e e S DT D PR
= oY .. .pi P o )(w(p?i_l)+90(p?"_2)+-~-+90(p?"‘°”))
= (PP . P o) (s — VP TP+ o+ (p— Dp+ (0 — 1) + 1)
= so(p?lp?---pf’llp?ﬁl- ML (pi— DA +pi+p?+ .+ pl T+ p )]
a;—1
= pp'py® oA P )[1+(pz 1) (};—_1>}
= @ ps? . P o) (L4 — 1) = P (T RS D)
= “"(”il)so(pl Py* . p/fpii?- k)
_ ertpy? o p Hlpalpzﬁl -PY)
pzfl
_ g(m)
pi—1°
Portanto,
K:Q) o(m)
m m
ID(K/Q)| = —, = R
H le) pr-t
p;’
=1 p|m
0 que prova o coroldrio. [ |

Corolario 4.4.5 [14, Coroldrio 3.8] Seja K um corpo de niimeros abeliano de condutor m. Se

KN Q(Gnyp) = Q, para todo primo p divisor de m, entdo
ID(K/Q)| = mL
Demonstracao: Pelo Teorema 4.4.1, temos que
m[lK Q]

ID(K/Q)| =

)

G
i=1

ay

onde [3; = Z[Kﬂ Q(Cmypr) : Q). Assim, se KN Q(Cnyp)

= Q, para todo primo p divisor de m,

n=1
entao [3; = Z[K N Q(Cmypr) = Q] = Z[@ Q] = Z 1 = «;. Portanto,
(K:Q] (K:Q]
DK/Q)] = T— = =— =m¥,
m

[
=1

0 que prova o coroldrio.
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Corolario 4.4.6 [14, Coroldrio 3.9] Seja K um corpo de nimeros abeliano de condutor m. Se
[K: Q] =p € primo, entao
|D(K/Q)| = m"™.

Demonstragao: Temos que KN Q((y p) € um subcorpo de K e diferente de K, uma vez que
se KN Q(Cmyp) = K, teriamos que K C Q(myp), 0 que contraria a minimalidade de m. Além
disso, como K : Q] = p € primo, seque que K N Q(Gnyp) = Q. Assim, pelo Coroldrio 4.4.5,
seque que

ID(K/Q)| = m! ¥ = mP~,

0 que prova o coroldrio. [ |

4.5 Discriminante minimo

Nesta se¢ao, veremos alguns fatos sobre o calculo do discriminante minimo de corpos de niimeros
abelianos. Esses resultados serao de bastante utilidade para encontrarmos reticulados algébricos

com maior densidade de centro.

Proposicao 4.5.1 [14, Coroldrio 3.10] Se K € um corpo de nimeros abeliano de condutor m
e [K: Q] = p € primo, entdo o discriminante minimo de K é o menor valor entre p*®=" ¢
(kp+ 1)P71, onde k € inteiro positivo e kp + 1 é primo.

Demonstragao: Temos que |D(K/Q)| = m? onde m é o condutor do corpo K. Vamos
procurar o menor inteiro possivel para o condutor m. Se m = pi'ps*...pp¥, entdo p(m) =
(pr—1)p 2 = D)ps* " (e — Dpp* ™. Temos que plp(m) se, e somente se, p|(pi—1), para
algum i, ou p\p?j_ , para algum j. Para que m seja minimo devemos ter m = p? oum = kp+1,
onde kp+1 € primo. Como as extensoes Q(Cxpi1) € Q((p) sao ciclicas, uma vez que p e kp+ 1

sdo primos, seque que elas contém subcorpos de grau p, pois ple(kp + 1) e plo(p?), e assim

seque o resultado. [ |

Corolario 4.5.1 [14, Coroldrio 3.11] O discriminante minimo de uma cibica galoisiana € 49.
Demonstragao: O discriminante minimo de uwma ciubica é o menor elemento do conjunto
{326-D (3.2 + 1)3=D} = {81,49}. Logo, o menor valor possivel para o discriminante de uma

cubica € 49. [ |

Exemplo 4.5.1 Alguns discriminantes minimos encontrados utilizando a Proposicao 4.5.1,
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para corpos K com dimensao p primo:

p | D(K) |

2 3

3 49

5 1641

7 20124293

11| 6,727499949 x 1020

Usando a idéia de contar os elementos do grupo de caracteres associado a um corpo de

numeros abeliano K temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.5.2 [14, Proposicio 3.1] Se K e L. sao corpos de nimeros linearmente disjuntos
sobre Q, ou seja, [KL : Q] = [K: QL : Q] e D(K/Q) e D(L/Q) sao relativamente primos,

entao
|ID(KL/Q)| = |D(K/Q)‘[H‘:Q]]D(L/@)’[K:@].
Demonstracao:

Temos o sequinte diagrama

KL

Q

Sejam Xx e X1, 0s grupos de caracteres associados a K e a L, respectivamente. Pela Proposi¢ao
3.2.5 temos que, o grupo de caracteres Xy associado ao corpo composto KIL é gerado por

Xk e Xp. Mas, como Xg e Xy, sao abelianos seque que Xgy, € gerado por XxXp. Tomando,

K:Q]=rellL:Q]=s, temos que Xx = {X0, X15---» Xr— l}eXL—{wo,wl,...,ws 1} Asszm

pela formula do condutor discriminante, temos que D(K/Q) = fol, e D(L/Q) = waj

Por outro lado, temos que xo = o, Xi # ¥, para i # j, uma vez que D(K/Q) e D(L/Q) sa0
relativamente primos, e x;0; # Xi¥m, para t # j ou l # m, pois a ordem de XgXy, € rs, ja
que [KL : Q] = [K: QJ[L : Q|. Assim, Xg1, = XgX = {xi¢;; 0 <i<r—1 e0<j<
s — 1}, e seque novamente pela formula do condutor discriminante, que D(KL/Q) = H Fxiw; -

Agora, como D(K/Q) e D(L/Q) sdo relativamente primos, seque que fy, e fy, tambem 5G0
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relatiwamente primos. Assim fy., = fx, [y, € deste modo

s—1

r—1 [L:Q] [K:Q]
1 few = 11 Fatu, = (H f) (H fwj) = [D(K/Q)[" | DL/Q) ",
.3 4,J i=0 j=0

Portanto,
|D(KL/Q)| = |D(K/Q)|™¥|D(L/Q)|*¥,

0 que prova a Proposi¢ao. [ |
Corolario 4.5.2 [14, Coroldrio 3.12] Se m e n sao relativamente primos, entao

1D(Q(6inn) /Q)| = | D(Q(6m) /Q) 7™ D(Q(Cn) /Q) 7.

Demonstracao: Sejam X,,, X, € Xy, 0s grupos de caracteres associados a Q((n), Q(¢,) e
Q(Gmn), respectivamente. Como m e n sdo relativamente primos, seque que X, N X, = {xo}-
Por outro lado, o grupo gerado por X,, e X, € Xp,. Assim, os corpos Q((n) € Q(¢,) sao
linearmente disjuntos e Q((n)Q(G) = Q(Cnn). Assim, pela Proposicao 4.5.2, temos que

DQGun)/Q| = [D(Q(Ga)/Q)[RED(Q(G,)/Q) [
= [D(QGn)/ Q)™ DQ(G) /R,

0 que prova o coroldrio. [ |

Teorema 4.5.1 [1], Teorema 3.5] Se K é um corpo de nimeros abeliano de condutor m, onde
m = pl'ps? ... ppk, entao
K .
- < ID(K/Q)| < mIat,

k
¢(m)

Demonstragao: Pelo Teorema 4.4.1, temos que

m[K:Q]

ID(K/Q) = —,

11»"
i=1

&%)

onde (3; = Z[K N Q(Cmypr) : Q. Como

0= 3105 Q1 < A= KN Q) 01 £ D [QGwi) @ = 3 o) = 7,
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seque que

<
k — k - k
[ TIpt T
=1 =1 =1

_ m[K:Q]—l.
m

Portanto,
(K:Q]
m Ql—
= < [D(K/Q)| < m*Q L
[Tre™
i=1
0 que prova o teorema. [ |

Teorema 4.5.2 [1], Teorema 3.6] Se K é um corpo de nimeros abeliano de condutor m, onde

— 1 2 (875 5
m=py'py’...p.", entao

m(l—%)[K:Q} < |D(K/Q)| < mKQ-1

Demonstragao: Pelo Teorema 4.4.1, temos que

m[K:Q]

ID(K/Q)| = 5—

ks
i=1

%)

onde [3; = Z[K N Q(Cmypr) : Q). Por outro lado, temos que

n=1
> - K:Q o K:Q
6 =310:0Q < f=S KNQUuy) @ < S B _alk:0
n=1 n=1 n=1 p p
e deste modo
mK:Q _ mK:Q] mK:Ql B mKQ] RQ1
= =m
k = K = K m ’
a; [K: ; a;
Hpi Qs Hpi Hpi
i=1 i=1 i=1
assim 0 K0
m[K:Ql _ mK:Q] :m(l—%)[K:Q}
k K m[KZQ]/P ’
Hpiozz[ :Ql/p
i=1
e portanto
m(lf%)[K:Q} S |D(K/Q)| S m[K:Q]_l,
0 que prova o teorema. [ ]
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Corolario 4.5.3 [14, Teorema 3.7] Se K € um corpo de nimeros abeliano de condutor m, onde

m = pl'ps? ... ppk, entao
¢ \
max :ﬂﬂ,m(l;)m&@] < |D(K/Q)| < mI*@-1,
[Tef™
\ =1 J
Demonstracgao: Segue dos Teoremas 4.5.1 e 4.5.2. [ |
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Capitulo 5

Reticulados

5.1 Introducao

Os reticulados tém se mostrado bastante titeis em aplicagoes na Teoria das Comunicagoes. In-
tuitivamente, um reticulado no R™ é um conjunto infinito de pontos dispostos de forma regular.
Deste modo, no presente capitulo faremos um estudo sobre reticulados no R", explicitando
alguns reticulados construtivos conhecidos na literatura, e a obtencao de reticulados via o
homomorfismo canonico. Nas Secoes 5.2 e 5.3 apresentamos os conceitos de reticulado, empa-
cotamento esférico, densidade de empacotamento e densidade de centro. Em seguida, na Secao
5.4 veremos o homomorfismo canoénico, e através dele obtemos um método de gerar reticulados
no R"”. Os reticulados obtidos desta maneira dependem diretamente do anel dos inteiros de
um corpo de nimeros. O grande desafio é encontrar o anel dos inteiros de qualquer corpo de
nuimeros, uma vez que sao conhecidos apenas o anel dos inteiros dos corpos quadraticos e dos
corpos ciclotomicos. Na Secao 5.5, faremos o estudo em particular de reticulados de posto 3
utilizando as cubicas reais e as abelianas. Neste capitulo utilizamos as referéncias [3], [5], [16],

17], [18] e [19].

5.2 Reticulados

Nesta secao apresentamos o conceito de reticulados, enfocando suas principais propriedades.

Definicao 5.2.1 Sejam K um corpo, R C K um anel, V um espaco vetorial de dimensao

finita n sobre K e {vy,...,v,} vetores de V linearmente independentes sobre K, com m < n.
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O conjunto dos elementos de V' da forma

m
{x = Zaivi, com a; € R} ,

=1

¢ chamado reticulado com base 3 = {vy,..., vy} e serd denotado por Ag.
Observacao 5.2.1 FEstamos interessados nos casos em que K=R, R=7,V =R" e m = n.

Definicao 5.2.2 Seja = {v1,...,v,} uma Z-base do reticulado Ag C R". O conjunto

PB:{IGR”IQJZZ)\iUz‘,OS)\i<1},

=1

é chamado regiao fundamental de Ag.

Exemplo 5.2.1 Temos que Ag = Z* ¢ um reticulado gerado pelos vetores v = (1,0) e vy =

(0,1) com regigo fundamental descrita na figura abaizo.

(%

[ J [ J [ J [ J [ J [ J [ J [ J

[ J [ J [ J [ J [ J [ J [ J [ J

[ J [ J [ J [ J [ J [ J [ J [ J
Z2

Exemplo 5.2.2 Temos que Ag = {(a,b) € Z* a+b = 0(mod2)} é um reticulado gerado pelos

vetores v1 = (2,0) e va = (1,1) com regiao fundamental descrita pela figura abaizo.
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Observagao 5.2.2 Seja Ag um reticulado do R™ com base § = {vy,...,v,}. Secy,...,c, sao

elementos quaisquer de Ag, entdo ¢; = E a;;vj, com a;; € Z. Assim, temos que {c1,...,c,} €
j=1
uma base de Ag se, e somente se, det(a;j) € um elemento inversivel de Z.

Definicao 5.2.3 Seja A C R"™ um subgrupo. Se ANK € finito, para todo subconjunto compacto

K do R™, entao A é chamado discreto.
Exemplo 5.2.3 Temos que Z" é um subconjunto discreto do R™.

Lema 5.2.1 [5, Lema 2.6.1] O conjunto dos pontos de um reticulado A no R™ é discreto.

Demonstragao: Seja {vy,...,v,} uma base do reticulado A. Temos que as condi¢oes(z,ve) =
0,...,{(x,v,) = 0 fornecem um sistema linear com n — 1 equagdes lineares homogéneas e n
incognitas. Como este sistema tem uma solugao nao nula, seque que existe um vetor x ortogonal
aos vetores vq, ..., v,. Se (x,v1) = 0, entdo o vetor x seria ortogonal a todos os vetores do R™,
o que € impossivel. Assim, (x,v1) # 0. O vetor sy = [1/{x,v1)]/x também é ortogonal a
todos os vetores va, ..., v, € (s1,v1) = 1. Deste modo, para todo 1 < i < n, podemos escolher
um vetor s; tal que (s;,v;) = 1 e (s;,v;) # 1, para i # j. Agora, suponhamos, que o vetor
z=a1z21+ ...+ apz, de A, com a; € Z,i = 1,2...,n, pertence a uma bola de raio r. Como

ap = (z, sx), pela inequacao de Cauchy-Schwartz, seque que
larl] = 1[{z, si)| < [l2][lskl] < rllskll,

onde r||sk|| nao depende de z. Portanto, existe wum nimero finito de possibilidades para ay, e o

conjunto de todos os z € A tal que ||z|| < r € finito. [

116



O préximo teorema diz que um reticulado é gerado sobre Z por uma base do R", ou seja,

por uma Z-base do reticulado dado.

Teorema 5.2.1 [3, Theorem 1, p.53] Se A é um subgrupo discreto do R™, entao A € gerado
como um Z-modulo por r vetores linearmente independentes sobre R, com r < n.
Demonstracao: Sejam (3 = {vy,...,v.} um conjunto de vetores de A que sdo linearmente

independentes sobre R, onde r € o maior possivel com r < n, e

PgZ{xER”:x:Zaivi,Ogaigl}

i=1
o paralelepipedo construido a partir destes vetores. Temos que Pg € fechado e limitado, logo
Pz € compacto. Agora, como A é discreto, seque que Pg N A € finito. Tomando v € A,

pela mazimalidade de r, seque que {x, vi,...,v.} € linearmente dependente. Assim, ezistem
N eRi=1,...,7r, nao todos nulos, tal que r = Z Aiv;. Para cada j € N, seja
i=1

T

v =jr— Y [jM]vi € A, (5.1)

i=1
onde [k] denota o maior inteiro menor ou iqual a k. Assim,

T

=1

i=1 i=1
Deste modo, tomando j =1 na Equacao (5.1) obtemos que

r

T, =T — Z[)\i]vi, ou seja, r =11 + Z[)\Z]vZ

=1 =1
Assim, como x1 € P,NA e este € finito, seque que A € finitamente gerado como um Z-mdodulo.

Por outro lado, do fato de P, N A ser finito e N ser infinito, existem inteiros j e k, tais que
T T

z; = x. Da Equagao (5.1), seque que v; = x), = jr — Z[j)\i]vi = kx — Z[k)\i]vi —

i=1 =1

T T

(G =Bz =D ([HA] = kX))o = (G — k:)Z/\m =D (GN] — BADv = (G — kA =

N O (20
A = A = A = R

por um numero finito de elementos, que sao combinagoes lineares com coeficientes racionais

, ou seja, \; € Q. Assim, A € gerado como um Z-moddulo

dos vis. Seja d # 0 um denominador comum destes coeficientes. Consideremos o conjunto dA.

T
Temos que dA C ZZUZ'. Dai, pelo Teorema 1.2.2, seque que existe uma base {s1,...,s,} do
i=1
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Z-mdodulo Z Zv; e inteiros o, tal que {aysy, ..., a.8,.} gera dA sobre Z. Como o Z-mddulo dA\

i=1
r

tem o mesmo posto de A e como ZZUZ' C A, seque que o posto de dA > r. Pela maximalidade
i=1
de r decorre que o posto de dA €1 e 0s als sao nao nulos, pois caso contrario dA nao teria posto

r. Assim os s}s sao linearmente independentes sobre R, uma vez que {vy, ..., v} € linearmente
independente sobre R. Portanto, dA\ € gerado por r vetores linearmente independentes sobre R

e consequentemente A também € gerado por r vetores linearmente independentes sobre R.  m

Observacao 5.2.3 Seque do Teorema 5.2.1 que um subconjunto discreto do R"™ é um reticulado.

5.3 Empacotamento esférico

Nesta secao apresentamos os conceitos de empacotamento esférico, densidade de empacota-

mento e densidade de centro, relacionando-os e enfocando algumas das principais propriedades.

Definicao 5.3.1 Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento no R", é
uma distribuicao de esferas de mesmo raio no R™ de forma que a intersec¢ao de quaisquer duas
esferas tenha no madximo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento indicando apenas o

conjunto dos centros das esferas e o raio.

Um problema classico do empacotamento esférico consiste em encontrar um arranjo de
esferas identicas no espacgo FEuclidiano n-dimensional de forma que a fragao do espago coberto
por essas esferas seja a maior possivel. Isto pode ser visto como a versao euclidiana do 18
Problema de Hilbert, proposto em 1900.

A Teoria dos Cédigos Corretores de Erros nasceu em 1948, com o famoso trabalho de
Shannon, onde foi demonstrado o Teorema da Capacidade do Canal. Em linhas gerais, este
resultado diz que para transmissao de dados abaixo de uma certa taxa C' (simbolos por segundo),
chamada de capacidade do canal, é possivel obter a probabilidade de erro tao pequena quanto
se deseja através de cddigos corretores de erros eficientes.

A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no caso de valores altos da
relagao sinal-ruido (SNR), um cédigo de bloco 6timo para um canal com ruido gaussiano branco
(AWGN), limitado em faixa consiste em um empacotamento denso de sinais dentro de uma es-
fera, no espaco euclidiano n-dimensional, para n suficientemente grande. Assim, se estabeleceu

o vinculo entre empacotamento esférico e Teoria da Informacao.
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Para cada n, Minkowski provou a existéncia de reticulados no espago euclidiano n-dimensional

com densidade de empacotamento esférico A satisfazendo

A )

— 9on-1 )

onde £ é a funcao zeta de Riemann. Como consequéncia, obtém-se
1
—logas A > —1. (5.2)
n

Depois disto, Leech mostrou como usar codigos corretores de erros para construir empacota-
mentos esféricos densos no R", e Conway e Sloane provaram que reticulados satisfazendo a cota
de Minkowski, dada pela Equagao (5.2) sdo equivalentes a cddigos atingindo a capacidade do
canal.

Dentre os métodos de geracao de reticulados, o homomorfismo de Minkowski apresenta ca-
racteristicas interessantes. Usando Teoria Algébrica dos Nimeros, Craig reproduziu o reticulado
de Leech A,y através da representagao geométrica de um ideal do anel dos inteiros de Q((sg)-
Com o mesmo método, ainda obteve a familia A" em dimensées n = p — 1, através de Q((,),
onde p é um numero primo.

Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais problemas é a obtencao de
reticulados com alta densidade e que sejam ao mesmo tempo manipulaveis. Lembramos que os
reticulados de maior interesse sao aqueles com maior densidade de empacotamento.

Para que possamos prosseguir no estudo de reticulados, precisamos da nocao de volume. O
volume no R™ é bem conhecido e pode ser facilmente transferido para o R-espaco V' através do
isomorfismo natural entre R™ e V', e definido por meio de uma base {vy,...,v,}. Além disso,
é possivel restringir a subconjuntos C' de V' que sao reunioes finitas da regiao fundamental,

usando apenas as seguintes propriedades de volume.
1. vol(z + C) = vol(C), para todo x € V.
2. vol(yC') = y™vol(C), para todo vy € R, v > 0.

3. Se CNC" =10, entao vol(C'UC") = vol(C) + vol(C").

Defini¢ao 5.3.2 Sejam {vq,...,v,} uma base de um reticulado A C R™ e P, a sua regiao fun-
damental. Se v; = (vi1,Via, ..., Vi), Para i =1,2,... . n, entdo o volume da regido fundamental

P,, denotado por vol(P,), € definido por
vol(P,) = |det(B)|,
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onde

V11 V12 -+ Vin

V21 V22 -+ Uzp
B =

Unt Un2 - Unn

Proposigao 5.3.1 [3, Lemma 1, p.55] O volume da regiao fundamental independe da base do
reticulado.

Demonstragao: Sejav = {vy,...,v,} uma base de um reticulado A CR". Ses={sy,...,s,}

€ uma outra base de A, entao, s; = g Q;jv;, com o;; € Z. Assim,
=1

vol(Ps) = | det(a;)|vol(Py).

Como a matriz de mudanca de base (a;;) € inversivel, seque que det(cy;) = £1. Portanto,

vol(Ps) = vol(P,). ]

Observacgao 5.3.1 Sendo ' uma outra base para Ag, seque que vol(Ag) = vol(Ag ), pois (e
G diferem pelo produto de uma matriz inversivel com entradas inteiras. Deste modo, podemos

definir o volume de Ag como o volume de uma regiao fundamental.

Definicao 5.3.3 Seja 8 = {v1,va,...,v,} uma base de um reticulado A C R™. O volume do
reticulado Ag é definido por vol(Ag) = vol(P,).

Definicao 5.3.4 Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos

centros das esferas formam um reticulado Ag de R™.

Exemplo 5.3.1 Empacotamento do reticulado Ag = 7.

Z2
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Definicao 5.3.5 Dado um empacotamento no R", associado a um reticulado Ag, com [ =
{v1,..., 0.} uma Z-base, definimos a sua densidade de empacotamento como a propor¢ao do

espaco R™ coberta pela uniao das esferas.

Estamos interessados nos empacotamentos associados a um reticulado Ag em que as esferas
tenham raio maximo, onde consigamos cobrir a maior area possivel. Para a determinacao deste
raio, observe que fixado k£ > 0, a intersec¢ao do conjunto compacto {x € R"; |z| < k} com o
reticulado Az é um conjunto finito, de onde segue que o nimero Ag,, = min{|\|; A € Ag, A # 0}
estd bem definido e (Ag,)? é chamado de norma minima. Observamos que p = Ag,, /2 é
o maior raio para o qual ¢ possivel distribuir esferas centradas nos pontos de Ag e obter um
empacotamento. Dessa forma, o estudo dos empacotamentos reticulados é equivalente ao estudo
dos reticulados.

A densidade de empacotamento de um reticulado Ag é definida por

Volume de uma esfera de raio p

A(Ag) =

Volume do reticulado

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos que o seu volume é dado

por
vol(B(p)) = vol(B(1))p",

onde vol(B(1)) é o volume de uma esfera de raio 1. Assim, a densidade de empacotamento é

dada por

V2

A(Ag) = U01(5(1))Uolfz e

Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro, chamado de densidade de

centro, que é dado por
n

0(Ag) = vol[EAﬁ) :

Exemplo 5.3.2 Seja Ag = Z* um reticulado do R? gerado pelos vetores (1,0)e(0,1). Temos
que o raio de empacotamento € p =1/2, e vol(B(1)) = w.1 = m. Assim, o volume do reticulado
¢ vol(Ag) =1, a densidade de empacotamento é

p? 1

=T =

AAg) = vol(B(1))- s =7 %

e a densidade de centro é §(Ag) = 1/4.

Exemplo 5.3.3 Seja Ag = Z" um reticulado do R™, gerado pelos vetores vy = (1,0,...,0),

0,1,...,0),...,v, = (0,0,...,1). A forma quadrdtica |v|> = 2? + ... + 22 assume o valor
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. . N : 1
minimo quando x; = 1 para algum i =1,....,n, e os demais sao nulos. Assim [v|* =1¢ep= 3

Visto que v(Ag) = |det B|, e B neste caso é a matriz identidade, temos que o vol(Ag) =1, e

1

portanto, §(\g) = o
Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado Ag do R™ é encontrar um

empacotamento com maior densidade. Em dimensao um, temos que os pontos de coordenadas

inteiras da reta formam um reticulado cuja a densidade de empacotamento é a melhor possivel

dada por A = 1. Neste caso as “esferas” sao intervalos como podemos ver na figura abaixo.

esfera
——
o—|—eo | o
-1 0 1

A resposta também é conhecida para dimensao dois, o reticulado hexagonal com base

g = {(1,0),(—l ﬁ)} e p = 2 é o de maior densidade, dada por A = ~ 0,9069. O

27 2 2

SR
V)

empacotamento deste reticulado é dado por

Em dimensao trés Gauss mostrou em 1831 que o reticulado denominado face — centered —
cubic, denotado por fce (pilha de laranjas ou bala de canhdes) é o empacotamento com maior
s

densidade), sendo A = —— = 0, 7405.
) V18
Ja para dimensoes n > 4 conhece-se apenas algumas densidades de determinados empacota-
mentos, mais ainda nao se sabe qual a melhor densidade. O empacotamento mais denso conhe-
cido é o reticulado denominado checkerboard D,. Analogamente ao anterior, este reticulado

consiste de todos os pontos (z,v, z, w) € R* tais que z + y + 2z + w = 2k, com z,y, z,w, k € Z.

5.4 Reticulados via corpos de nimeros

Nesta se¢ao descrevemos o método de Minkowski, que consiste na obtencao de um homomor-
fismo de um corpo de nimeros K no R", de modo que a imagem de um ideal nao nulo do anel

dos inteiros Ix(Z) por este homomorfismo é um reticulado de posto n no R”.
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Para isso, seja K um corpo de niimeros de grau n. Temos que existem n monomorfismos
distintos o, : K — C, uma vez que o polinémio minimal de um elemento primitivo de K sobre
Q tem somente n raizes em C. Assim, o; é chamado real, se 0;(K) C R, caso contrario, o; é
chamado imaginario. Quando todos os monomorfismos sao reais o corpo K é chamado total-

mente real e quando os monomorfismos sao todos imaginarios o corpo K é chamado totalmente

imaginario.
Se a : C — C ¢é a conjugagao complexa, entao para todo j = 1,...,n, temos que a o 0; = oy,
para algum 1 < k£ < n, e que 0; = o se, e somente se, 0;(K) C R. Assim, usando 7

para denotar o nimero de indices, tal que 0;(K) C R, podemos ordenar os monomorfismos
o1,...,0, de tal modo que oy,...,0, sejam os monomorfismos reais e que 0y, 1rytj; = Op 15,
para j = 1,...,79. Assim n—r; é um nimero par e deste modo podemos escrever r1 + 2ry = n.

Dai, para cada x € K, temos que o homomorfismo o : K — R" definido por
ox (1) = (01(2),. .., 0p 4ry () € R™ x R?2,

¢ um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomorfismo canonico de K em R™ x
R272, ou homomorfismo de Minkowski. Geralmente identificamos R™ x R?"2 com R", e este

homomorfismo pode também ser visto como

UK(x) = (Ul(x)v sy Opy ((ﬂ), §}%O.?“lJrl(x)? %Urﬂrl(x)’ ce 7%UT1+T2 (l‘), %O’Tl+r2($)),

onde R(x) e I(z) representam, respectivamente, as partes real e imaginaria do nimero complexo

x.

Exemplo 5.4.1 Sejam K o corpo quadrdtico dado por K = Q(v/=T7), e {01,002} o grupo dos
Q-monomorfismos de K em C, onde o1(a+ b\/—7) = a+ b\/—7 e o2(a + b\/—7) = a — b\/—7,
com a,b € Q. Como K ¢ totalmente imagindrio temos que, 1 = 0 e 19 = 1. Assim, para

r=a+b/-T7 €K, coma,beQ, temos ox(z) = (Roy(x), So1(z)) = (a,b).

Exemplo 5.4.2 Sejam K o corpo ciclotomico dado por K = Q((5), onde (5 = e e {01, 09,

03, 04} 0 grupo dos Q-monomorfismos de K em C. Como K é um corpo totalmente complezo,
temos que s =0 e t = 2. Os 4 monomorfismos sao dados por o1((5) = (s, (o(Cs) = ¢, () =
G, 04(¢) = ¢4 Sex = a+ bl + 2+ dGE + e € K, coma, b, c,d, e € Q, temos que

ox(z) = (Ro1(x), Sor(z), Roa(x), Sos(x)).

Uma das aplicagoes deste homomorfismo é a geragao de reticulados no R™, onde os princi-
pais parametros podem ser obtidos via teoria algébrica dos nimeros, através de propriedades

herdadas de K. Isto pode ser visto de maneira formal nos seguintes resultados.
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Proposicao 5.4.1 [3, Proposition 1, p.56] Seja K um corpo de nimeros de graun. Se M C K

¢ um Z-mddulo livre de posto n. com Z-base (;)1<i<n, €ntao
1. ox(M) é um reticulado no R",
2. vol(og(M)) = 272 |det(0:(x;))].

Demonstragao:

1. Para cada i fixo temos que

O-K(xi) - (Ul (xl)v <oy Opy (xl)v %0-7'1"!‘1 (x1>7 %0-7"14-1(1‘1')7 SR ’%O—Tﬁ-m (xl)v %UTH-M (Il))7 (53)

onde R e & denotam, respectivamente, as partes real e imagindria do niumero complexo x;.
Agora, tomamos a matriz que tem a i-ésima coluna dada pela Equagao (5.3), e calculamos
o seu determinante d. Como

1

R(z) = 3(z+7)
Iz) = (-2,

para z € C, e fazendo transformagoes elementares no determinante, a saber, a adi¢ao da

(s+21)-ésima linha a sua anterior e em sequida a subtragao da (rq+ 20— 1)-ésima coluna

a sua posterior, para l =1,...,19, seque que

01(1‘1) 01(&72') 01(33”)

0'2(513'1) O'Q(SCi) O'Q(.I'n)

o, (71) O, (T;) O, (Tn)
d= gR(Um-&-l(ml)) %(Jrﬁ-l(xi)) 8%(01”1+1(517n))
S(op41(21)) S(ory41(1)) S(07141(2n))
R0 4y (1)) R0, 4ry (73)) R(0r1 415 (Tn))
%(0T1+T2(x1)) %(0—7“1-%1“2 (ml)) %(Jrﬁ-m(ajn))
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ONE

)

0'1(1'1>

02(131)

Ory ('Tl)
0-7"1+1(x1> + 041 ('Tl)

Or1(71) — 0y g1 (1)

Ori+rg (.1'1) + Orq4rs (5131)

Orq4ry <x1> = Orq4rg (xl)

01 (Z’n)

oo(zy)

Oy (Tn)
0ri+1(Tn) + Ory41(2n)

0ri41(%n) = O 11(2n)

Ory+rg (xn) + Oy 4y ()

Ory+ry (SL’n) = Ori4rg (xn)

o1(z1) o1 (x;) o1 ()
o9(x1) oo(x;) oo(zy,)
] 2 ] 2 O (71) oy (75) O (7)
- (5) <Z) | opga(a) Ori41(25) Ory+1(n)
0_T1+1(x1) 0T1+1($i) UT1+1(95n)
Ori4ry (xl) Ori4rg (xl) Or14rg (In)
Oy 4rg (xl) Ory+ry (xz} Ory+ry (xn)
o1(z1) o1(z;) o1(zn)
0'2(&71) O'Q(l’i) Ug(xn)
_ <i)t Ur1(x1> Un(xi) Ur1<$n)
21 Ory11(21) Ory1(2:) Ory1(Tn)
Ory12(21) Ory12(2) Ory42(Tn)
Ori142rq9 (171) Ori+42ry (xl) 014219 ((L‘n)
= (2¢) 7" det(0y(z;)).
Assim, d = (2i) " det(o4(z;)), para i, 7 = 1,...,n. Como (z;)1<i<n € uma base de K

sobre Q, segue da Proposicao 1.7.3 que det(o;(x;)) # 0, e portanto, d # 0. Assim, os
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vetores ox(x;) do R™ sdo linearmente independentes e geram ox(M), ou seja, ox(M) €

um reticulado do R™.
n
2. Se{xy,...,x,} € uma Z-base de M, entao m = Zaixi, com a; € 7, e assim, m € M.
i=1

Logo, ox(m) = ZaiaK(aEi), com a; € Z, ou seja, ox(M) = {Z a;ox(z;); a; € Z}.
i=1 i=1

Portanto, vol(ox(M)) = |d| = 27"2|det(0:(x;))|. "

Exemplo 5.4.3 Se K = Q(v/7), entdo seu anel dos inteiros é Z[\/T] e {1,\/T} é uma Z-base.

Como K ¢€ totalmente real, seque que ro =0, e assim

(1) oV = |det LovT = 1/T.
oa(1) oo

vol (ox (Z[VT]) = |det 1 -7

35

Portanto, a imagem do homomorfismo candnico ox(Z[\/7])) C R? é um reticulado de posto 2

do R?, cujo volume é 27,

Exemplo 5.4.4 Se K = Q(\/—7), entdo seu anel dos inteiros é Z {

€ uma Z-base. Como K € totalmente imagindrio, seque que ro = 1, e assim

1++/-7
1+v=7], 1 1 — 1
vol(ox (Z [Tb =3 det 1 | -7 = §ﬁ
2

] )

14+ v=7

Portanto, ox(Z [ 5

1
]) C R? € um reticulado de posto 2 do R* com volume 5\/7

Exemplo 5.4.5 Se K = Q((5), onde (5 = e, entdo seu anel dos inteiros é Z[Gs) e {1,¢5) €

uma Z-base. Como K € totalmente imagindrio, seque que ro =1, e assim

_ Ly [ 20 @ _L) 16
vol(ok (Z[G]) = 2 det oa(1)  02(¢5) 2 o e

1 1 /b 1 /5 1
= 5‘5‘7‘(‘5*7)'—5“5

Portanto, a imagem do homomorfismo canénico ox(Z[\/5]) ¢ um reticulado de posto 2 no R?,

cujo volume é -

Proposicao 5.4.2 [3, Proposition 2, p.57] Sejam K um corpo de nimeros de graun e D(K/Q)
o discriminante de K sobre Q. Se Ix(Z) é o anel dos inteiros de K, A um ideal nao nulo de

Ix(Z) e ry o nimero de monomorfismos imagindrios, entao

126



1. ox(Ix(Z)) é um reticulado com volume vol(og(Ix(Z))) = 27| D(K/Q)|z.
2. ox(A) é um reticulado com volume vol(ox(A)) = 27| D(K/Q)|2 N (A).
Demonstracgao:

1. Temos que Ix(Z) € um Z-mdédulo livre de posto n. Assim pela Proposi¢ao 5.4.1 seque que
ox(Ix(Z)) € um reticulado do R™ e vol(ox(Ix(Z))) = 27| det(0:(x;))|, com {z1,...,z,}
uma Z-base de Ix(Z). Pela Proposi¢io 1.7.3, temos que D(K/Q) = det(oy(z;))?, € assim
seque que vol(og(Ix(Z))) = 27| D(K/Q)|z.

2. Analogamente, temos que ox(A) € um reticulado do R™. Como Ix(Z)/A é isomorfo a
ox(Ix(Z))/ok(A), seque que ox(A) é um subgrupo de ox(Ix(Z)) de indice N(A). Além
disso, como um dominio fundamental de ox(A) € a unido disjunta de N(A) cdpias de um

dominio fundamental de ox(Ix(Z)), seque que vol(ox(A)) = 22| D(K/Q)|2 N (A). ]
Definicao 5.4.1 O reticulado ox(A) € chamado de realizag¢io geométrica do ideal A.

Observacao 5.4.1 Segue das Proposicoes 5.4.1 ¢ 5.4.2, que a densidade de centro do reticulado

ox(A) € dada por .
) 0K A)) = 2p1 . A
A = DN o4

Proposicao 5.4.3 [17, p. 225] Se K é um corpo de nimeros e x € K, entao

|0K($)|2 = cx.Trg (o),

onde

1, se K for totalmente real, ou seja, ro = 0,
CKR =
57 € K for totalmente imagindrio, ou seja, 11 = 0.

Demonstracao: Seja K um corpo de nimeros de graun tal que r1+2ry = n. Como og(x) € R™,
seque que

lox(2)]? = (01(2))” + ... + (00,(2))* + R(07,11(2))* + S0, 41(2))* + .. + R(0r,40,(2))* +
S(0ry 41 ().

Observe que R(or(x))? + S(or(x))? = op(z)or(x) = o4 (2T), para ry +1 < k < r; +ry. Logo,

lowc(2)* = (01(2))* + -« + (07, (2))? + 0011 (2T) + -+ + Oy, (2T).
Assim, se ry = 0, entdo
|O—K(x)|2 = 0'1(1'3) +e oy, ([L’T) = O—T2+1(xf) +eeet UT2+T2(ZET)7
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uma vez que, sendo T a conjugacao complexa, temos que
Ory1j(7T) = (T 0 04)(2T) = 0;(2T),

para j =1,...,79. Logo,

2o (x)]> = 01(3T) + -+ + 00, (2T) + 011 (3T) + -+ + Opyiy (2T) = Y _ 03(a7),
=1

e como 0s 0;,(xT) sao os conjugados de xT, seque que

1
ok (z)|* = §T7°K/@($f)-

Analogamente, se ro = 0, entdo

low(z)]* = (01(2))* + -+ + (07, (2))?,

oi(z) = (T o0y)(x) = 0y(T)
seque que 0;(2T) = 04(2)0y(T) = o4(x)oi(x) = (04(2))? e assim, |og(z)]? = o1(2T)+. . .40, (2T).
Portanto,

ok (2)]? = Z 0,(2T) = Tryo(2T).

Exemplo 5.4.6 Se K = Q(\/7), pelo Teorema 1.8.1, temos que o seu anel de inteiros é Z[\/7),
e pela Proposicio 2.4.1 seque que D(K/Q) = 28. Logo, dado x = a + b\/7 € Z[\/T], obtemos
que T = a® + 2ab\/7 + Tb?. Assim,

log (7)]? = Trio(xx) = 2(a® + 7b?),
e esta forma quadrdtica assume valor minimo 2 quando a =1 e b= 0. Portanto,

8(ox(Z[VT))) = 4%/? ~ 0,09449.

Observagao 5.4.2 Se K é um corpo de niumeros e A € um ideal nao nulo do anel dos inteiros

Ix(Z), entao o raio de empacotamento do reticulado ox(A) pode ser reescrito da forma:

plox(A)) = %min{|aK(ac)|, reA x#£0} = %mm {\/CKTT‘K/Q(.TE), reA v # 0} :

Fazendo t 4 = min{Trg q(27), x € A, x # 0} temos que:
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1. Se K ¢ totalmente real, entao

)’ ta)®
5(o(A)) = <@)n - <4> - <ZA
ST IDK/QIEN(A)  [DK/Q)EN(A)  [D(K/Q)EN(A)

2. Se K ¢ totalmente imagindrio, entdao

n \/%TA " Z%tﬁ ti

o) = 2V BE 2
: [DK/Q)IEN(A)  [DK/QIEN(A)  |DK/Q)ZN(A)

t3 2 fion

_ (ﬁ)j _ i Gk

SN(A)  |D(K/Q)]ZN(A)

S
~
~
e
=
=
S
=
~
e

Portanto a densidade de centro é a mesma para ambos os casos.

Exemplo 5.4.7 Se K = Q(i), entdo o seu anel dos inteiros € Z[i] e D(K/Q) = —4. Logo, dado
x = a+bi € Zi|, temos que 2T = (a+ bi)(a — bi) = a* — abi + abi + b* = a® + b, Trgo(2T) =
2(a* +0?) eta =2, para a =1eb = 0. Portanto,

S(ox(Z]i))) = G _6G)_1_ 0, 25.

5.5 Reticulados de posto 3

Nesta secao veremos a construcao de reticulados de posto 3 no R? de 2 maneiras. Na primeira
partimos de um polinomio irredutivel de grau 3 que possua as 3 raizes reais. Na segunda
partimos de uma extensao ctibica galoisiana dos racionais que esta contida numa extensao p-
ciclotomica. Em ambos os casos explicitamos alguns fatos sobre o reticulado obtido, e através
do primeiro método conseguimos obter o reticulado que possui a maior densidade de centro

conhecida.

5.5.1 Cubicas reais

Sejam f(z) = 2%+ az? + bz + ¢ um polindmio com coeficientes inteiros e a, 3 e 7y as raizes reais
~ . . / . ,

de f. Temos que «, [ e y sao reais se, e somente se, a derivada f (z) possui duas raizes x; e s,

reais distintas, e f(z1) e f(x2) tenham sinais distintos, ou seja, f(z1) < 0 < f(z2). Podemos

escrever este resultado da seguinte maneira:
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Proposigao 5.5.1 [16, Lema 1] Se f(z) = 23 + azx* + bz + ¢ € um polinémio com coeficientes

inteiros, entio suas raizes «, 3 e v sdo reais se, e somente se a®> —3b > 0 e /(a? — 3b)3 >

203 —9ab+27c |
|-

Demonstragao: Seja f(z) = z° + ax® + bx + c. Temos que a sua derivada é dada por

—a—va?—3b —a+vVa?—3b
3

! , ~ )
[ (z) = 32% + 2ax + b, e suas raizes sio v, = 5 e Ty = . Assim a? — 3b deve

ser um numero positivo. Aplicando x1 e xo no polindmio f(x), obtemos

flay) = (FemeZBbys | (zamya?8b)2 | j(zamVa5h) 4

= %(QCL?’ + 2v/a? — 3ba® — 9ab — 6+/ (a2 — 3b)b + 27¢)
—  L(2a + 2(a® — 3b)\/(a® — 3b) — 9ab + 27¢),

e deste modo f(x1) > 0 se, e somente se \/(a? —3b)3 > 2“3%"“270. Analogamente, para 4

obtemos

flag) = (FotvaT=i)3 | q(=ataShy> 4 p(—abyaSh) 4

(
= +(2a® — 2va® — 3ba® — 9ab + 6/(a® — 3b)b + 27¢)
= -(2a® — 2(a® — 3b)\/(a® — 3b) — 9ab — 27c),

e deste modo f(x2) < 0 se, e somente se \/(a®? — 3b)3 > —w. Portanto,

2a® — 9ab + 27¢ |
5 .

(a2 — 3b)% > |

Corolério 5.5.1 [16, Coroldrio 2] Se f(x) = 2*+ax®+bx+c € um polindmio com coeficientes
inteiros, entdo suas raizes a, 3 ey sao reais se, e somente se a>—3b > 0 e c(27c+4a® —18ab) <
b*(a? — 4b).

Demonstracao: Considerando a desigualdade \/(a? — 3b)3 >| 2“3+ab+27c | da Proposicao
5.5.1 e elevando ambos os membros ao quadrado obtemos

2a® — 9ab + 27¢

(a® — 3b)3 > ( 5 )2
Logo
6 _ 2a,4 3 212 _ 2
6 — 9atb + 2702 — 2T > 4a” — 36a°b 4 108a’c —}—481& b* — 486abc + 729c ’
e assim

108a%h? — 108 — 81a%h? > 108a’c — 486abe + 7292,

Deste modo,

27a%b* — 108b* > ¢(108a® — 486ab + 729¢),
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e dividindo ambos os membros por 27 obtemos que
b?(a® — 4b) > c(4a® — 18ab + 27¢).
[ |

Se a, 3 e 7y sao raizes reais do polindmio moénico f(x) = ® +ax?+ bx + ¢, entao pela relagao
de Girard obtemos que
at+f+v=—a
af+ay+py=0>
afy = —c.
Sejam vy, vy e vz vetores do R? que geram um reticulado A do R3, onde v; = (a, 3,7),v9 =

(v, a, B) e vg = (8,7, ). Assim, o volume do reticulado é dado por

vol(A) = |det(M)],

onde
a By
M=y ap
By a
Logo, a densidade de centro de A é dada por
n 3
S(A) = P P

T wol(A)  |det(M)]’

onde p é o raio de empacotamento de A, que é dado por p = %min{|/\|7 A€ AN N#0}
Lema 5.5.1 [16, Lema 3] O determinante da matriz M definida acima € dado por
det(M) = —a(a* — 3b).

Demonstragao: Temos que det(M) = o+ 32 +~3 —3afvy. Por outro lado, como a+ 3+~ =
—a, seque que

o+ 3%+ +2(aB + ay + By) = a, (5.5)
e desta forma obtemos o* + 3% +~* = a® — 2b. Multiplicando o lado direito da Equagao (5.5)

por —a e o lado esquerdo por o+ B+ 7y, que sao equivalentes, obtemos a sequinte equa¢ao
d+ B+ +af +ay’ +a’f+ 7+ oty + 5y =
P+ P+ +abla+B)+ayla+y)+8v(B+7) =
0¥ + B +7° — af(y+a) — av(B+a) = By(a+a) =
—a(a® — 2b) = —a® + 3ab,
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e deste modo

o+ 4+ = 3aBy — alaB + ay + By) = —a® + 2ab.
Portanto, o + 3 +~* — 3afy = —a® + 3ab, e seque que, det(M) = —a® + 3ab = —a(a? — 3b).m
Lema 5.5.2 [16, Lema 4] Se v = xvy + yva + zvs € um vetor do reticulado A, entao
[v]? = (a® — 2b)(2® + 3 + 2%) + 2b(ay + 22 + y2).
Demonstragao: Se v = (ax + Sy + vz, ax + By + vz, ax + By + v2), entdo
ol = (a®+ 5" +9%)(@* +y* + 2%) + 2(af + av + B) (zy + 22 + y2)
= (a® — 2b)(2* + y* + 22) + 2b(zy + 22 + y2),

0 que prova o lema. [
Exemplo 5.5.1 Seja f(x) = 23+622+9x+1. Temos que f € irredutivel e satisfaz a Proposi¢do

5.5.1. Pelo lema 5.5.2, a forma quadrdtica que mede o quadrado do comprimento dos vetores

do reticulado € dada por
Q(z,y,2) = 18(z + y* + 2> + 2y + 22 + y2),

que assume o valor minimo 18 para a entrada (1,0,0). Dessa forma, obtemos que o raio de
empacotamento € p = smin{|\; A € A} = @. Agora, pelo Lema 5.5.1, temos que det(M) =
—54. Portanto, a densidade de centro de A é dada por

(x/ﬁ):s

2

S(A) = ~ 0, 17678,

que € a maior densidade de centro conhecida, para reticulados de posto 3, cujo reticulado € o

da familia dos Laminados.

Exemplo 5.5.2 Seja f(z) = 23 — 92% + 23z — 15. Temos que f € irredutivel e satisfaz a
Proposicao 5.5.1. A forma quadrdtica que mede o quadrado do comprimento dos vetores do

reticulado € dada por
Q(x,y,2) = 35(x® + y* + 2°) + 46(zy + 22 + y2),

que assume o valor minimo 24 para a entrada (1,—1,0). Dessa forma, obtemos que o raio de
empacotamento € p = smin{|\; A € A} = @. Agora, pelo Lema 5.5.1, temos que det(M) =
108. Portanto, a densidade de centro de A é dada por

(@)3

() = 1208

~ 0, 136.
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Exemplo 5.5.3 Seja f(x) = 23 +4x*+4x+1. Temos que f € irredutivel e satisfaz a Proposi¢do
5.5.1. A forma quadrdtica que mede o quadrado do comprimento dos vetores do reticulado é
dada por

Q(z,y,2) =8(2® + 9> + 22 + oy + 22 + y2),

que assume o valor minimo 8 para a entrada (1,0,0). Dessa forma, obtemos que o raio de
empacotamento é p = imin{|Al; A € A} = ‘/7{5. Agora, pelo Lema 5.5.1, temos que det(M) = 16.
Portanto, a densidade de centro de A € dada por

(2

27 ~0.1 )
16 0,17678

o(A) =
Teorema 5.5.1 [18, Teorema 5.5.1] Seja f(z) = 2° + ax® + bx + ¢, onde a,b,c € Z e A um
reticulado. Se f(x) satisfaz ($)> = b e c(27c 4+ 4a® — 18ab) < 0, entao o reticulado A possui
densidade de centro recorde.

Demonstragao: Temos que sua forma quadrdtica € dada por
[v]? = 2b(z* + y* + 2% + 2y + 22 + y2),

que assume o valor minimo 2b na coordenada (1,0,0). Assim, p = @ e |det(M)| = |alb, e

deste modo a densidade de centro € dada por

5(A):‘@/2: ”%‘@zﬂﬂ—ﬁ—imo,nms.

|la|b 8|alb Vb 8 42

Este Teorema diz que se f(x) satisfaz as condigdes dadas, obtemos uma familia de reticulados
cuja densidade de centro é recorde, como podemos notar nos Exemplos 5.5.1 e 5.5.3, ressaltando

que para cada polindbmio obtemos reticulados diferentes.

5.5.2 Cubicas abelianas
Teorema 5.5.2 [19, Teorema 8.2.3] Se n = p{* ...p% € a fatorag¢ao de n em fatores primos e

r=#{pi; 3lep),i=1,2..., s},

~ . r_ P
entao existem 25+ cibicas em Q((,).
Demonstragao: Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois temos que existe uma corre-

pondéncia biunivoca entre corpos e grupos. Assim, tomando Q C K C Q((,), temos que

K:Q]=(G: H), onde G=Gal(Q(¢,/Q)) ~ (Z/nZ)".
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Assim, o objetivo é encontrar a quantidade de subgrupos de (Z/nZ)* de indice 3, o que equivale a
determinar a quantidade de subgrupos de ordem 3. Seja G este subgrupo. Sendo G = {e, z, 1%},
onde a ordem de x € 3. A ordem de x* também é 3 e assim G tem ordem 3. Assim, temos
que cada subgrupo é formada pelo elemento neutro mais um par de elementos de ordem 3 cada.
Assim, existem s/2 subgrupos de ordem 3, onde s € a quantidade de elementos de ordem 3 que
vao formar os subgrupos. Se n = 2°p*...p%, entdo pelo Teorema Fundamental dos Grupos

Abelianos Finitos temos que

Z Z A
— ) G X () XX (
nz Py 2% pes 7

( )*7

onde G € um grupo, cuja ordem € uma poténcia de 2. Assim, dado um elemento g tal que

g € G x (=Z) x...x(=£)* temos que g € da forma (go, g1, -.,9s). Deste modo, g tem

pTIZ m
ordem 3 se, e somente se, (9o, g1,---,9s) = (1,1,...,1) <
(
% = 1
g = 1
3 _
\ gs - ]‘

Encontrar o niimero de solu¢oes para este sistema € equivalente a resolver a equacio x3 = 1,
3

para todo i = 1,...,s. Se 3 1 o(H;), entao x; = 1 possui somente a solugdo trivial, onde

H; ~ (p‘?Ziz)*’ para todo i = 1,...,s. Se 3| o(H;) e H; € ciclico, entdo existem 3 solugdes para
x3 = 1. Por outro lado, o(H;) = ¢(p{*) e deste modo temos que 3 | ¢(p§*). Portanto, a solugdo

do sistema é uma s-upla, onde cada coordenada pode ser 1 ou 3 elementos e estas possibilidades

equivalem a quantidade de primos tais que 3 | @(pi*). n

Observagao 5.5.1 Seja n = pq, com p e q nimeros primos distintos. Temos que @(n) =
(p—1)(g— 1) e deste modo, se 31 (p—1) e31(q—1), entdo r =0, e assim seque que existe

30;1 = 0 cubica na extensao Galoisiana Q((p,) sobre Q. Se3 | (p—1) e31(¢g—1), entaor =1

e assim existe % =1 cubica na extensio Galoisiana Q((p,) sobre Q. Ainda, se 3| (p—1) e

~ . . 2_ 47 - ~ .
31 (¢—1), entdo r =2 e assim existem >51 = 4 cibicas na extensio Galoisiana Q(() sobre

Q.

Exemplo 5.5.4 Seja n = 21 = 3.7. Temos que p(21) = ¢(3)¢(7) = 2.6 =12 ¢ 312, 3| 6.
Assimr =1 e seque que existe uma cibica em Q((a1) que estd contida em Q((r), pois p(7) = 6

e 3|6. Portanto, Q((3) ndo contribui na quantidade de cubicas de Q((a1).

134



Exemplo 5.5.5 Sejan =55 = 11.5. Temos que p(55) = ¢(11)p(5) = 10.4 = 40 ¢ 3110, 3 1 4.

Assim r =0 e seque que nao existe nenhuma cibica em Q((ss).

Observacao 5.5.2 Pela Observagdo 5.4.1, dado um ideal A do anel dos inteiros Ix(Z), temos
que a densidade de centro da realizacdo geométrica de A € dada por
972 e
|D(K/Q)|2 N (A)
Agora, quando K € uma ciubica e tomando o ideal Ix(Z), o proprio anel dos inteiros de K,

temos que N (Ix(Z)) =1 e ro = 0. Portanto,

d(ox(A)) =

3

d(ox(Ix(Z)) = WK?W

Além disso, da Proposicao 5.4.3, seque que
low () = Trijg(ad).

Exemplo 5.5.6 Seja K uma cibica tal que K C Q((o). Como [Q({y) : Q] = 6, pelo Teorema
5.5.2, seque que 1 = #{pi; 3lo®i"),i = 1,2...,s} = 1. Assim emiste 3+ = 1 cibica em
Q(&), que € o subcorpo mazimal real K = Q((o + (5'). Tomando o = (o + (' teremos
K = Q(a) e f(x) = 2® — 3x + 1 € o polindmio irredutivel de o sobre Q. Temos ainda, que o
anel de inteiros de K € Zla]. Agora, pelo Coroldrio 4.2.2, seque que D(K/Q) = 81. Assim, dado

T = ag + a0 + axa?, seque pela Observacao 5.5.2, que
lox(2)]* = Trig(z®) = 3[(ag + 2a2)* + (a1 — a2)* + af + a3).

Esta forma quadrdtica assume valor minimo 3 quando ag = 1, ay = as = 0. Logo, o raio de

empacotamento € p = 1/|ox(z)|? = \/73 Assim,

(5

S

5(ow(Z]a))) = ~ 0,07217.

Ne}

Portanto, do ponto de wista de empacotamento esférico este reticulado nao tem um bom de-
sempenho, visto que em dimensao 3 a maior densidade de centro conhecida € aproximadamente

0, 17678.

Exemplo 5.5.7 Seja K uma cibica tal que K C Q(¢7). Como [Q((7) : Q] = 6, pelo Teorema
5.5.2, seque que r = #{p;; 3|lo(py),i =1,2...,s} = 1. Assim existe % =1 cubica em Q(¢r),
que € o subcorpo mazimal real K = Q(¢; + (). Tomando a = (7 + (7 * teremos K = Q(a)

e f(z) = 2® + 2% — 22 — 1 € o polinémio irredutivel de o sobre Q. Temos ainda, que o anel
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de inteiros de K € Z[a]. Agora, pelo Corolario 4.2.2, seque que D(K/Q) = 49. Assim, dado

T = ag + a0 + axa, seque pela Observacao 5.5.2, que
low(z)]> = Trijg(z?) = 3[(ap + 2a2)* + (a1 — a2)* + af + a3).

Esta forma quadrdtica assume valor minimo 3 quando ag = 1, ay = as = 0. Logo, o raio de

empacotamento € p = 1+/|ox(z)|? = \/7?: Assim,

d(ox(Z[a))) = ()" ~ 0,01326.

S

~J

Portanto, este reticulado também nao tem um bom desempenho.
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