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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma importante ferramenta no estudo da Teoria de
Controle de Equagoes Diferenciais Parciais, o método HUM (Hilbert Uniqueness Method),

introduzido por J. L. Lions em meados dos anos 80, ver [7] e [8].

Palavras-Chave: EDP, Controle, HUM.



Abstract

The aim of this work is to present an important tool in the study of the Control Theory for
Partial Differential Equations, c¢f. HUM method (Hilbert Uniqueness Method), introduced by
J. L. Lions around the 80’s, see [7] e [§].

Keywords: PDE, Control Theory, HUM
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Introducao

Muitos fenomenos fisicos podem ser modelados por problemas matematicos envolvendo equagcoes
diferenciais parciais, em particular pelos problemas de evolugao onde temos a presenca de uma
variavel representado o tempo e uma variavel representando as dimensoes fisicas do fenomeno
em observacao.

Uma vez modelado o fenomeno, buscaremos interferir no fenomeno por meio de um mecanismo,
a ser chamado controle, a fim de obter uma solucao do problema que, nao apenas represente
matematicamente o fendomeno, mas que possua condigoes inicial e final pré-determinadas. Mais
precisamente, estudaremos o caso de controle na fronteira para fendmenos governados pela

equagao da onda.



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Neste capitulo apresentaremos, de maneira sucinta, alguns dos conceitos basicos necessarios ao
que segue. Para maiores detalhes, recomendamos as referéncias aqui citadas e a bibliografia

nestas contida.

1.1 Os Espacos de Sobolev H™

Nesta segao introduziremos alguns dos espagos de Sobolev e estabeleceremos algumas de suas
propriedades basicas. Outros detalhes, bem como generalizagoes, podem ser obtidos em [1] ou
ainda em [4].

Sejam ]a,b[C R, um intervalo aberto e limitado, e m € N*. Seja u € L*(a, b) uma funcio
cujas derivadas distribucionais D7u, j = 1,...,m sejam também elementos de Lz(a, b). Para

tais funcoes definimos o valor :
m 2
Jul, = {z HDjqu} | 1)
§=0

onde [|-]| denota a norma usual de L*(a, b).

Definimos o espago de Sobolev H"(a, b) como segue
H™(a,b) = {u € L*(a,b); D’u € L*(a,b), para 1 < j < m}, (1.1.2)

Observamos que C™(a,b) C H™(a,b). Além disso, a expressao (1.1.1) define uma norma em
H™ (Ja, b]).

Tem-se, portanto, o seguinte resultado.

Proposicao 1.1.1. O espago H"(a,b) munido da norma (1.1.1) € de Banach.

10
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Demonstragao. Seja (uy,)uen+ sequéncia de Cauchy em H™(a,b). Pela defini¢do da norma ||-||,,
segue que, para cada j € {0,1,...,m}, (D7u,),en+ é sequéncia de Cauchy em L%(a,b). Sendo
este espaco completo, existem v; € L?(a, b) tais que D’u,, — v; em L*(a, b) e, conseqiientemente,
em D'(a,b). Em particular, para j = 0 temos u, — vy em D'(a,b). Logo, pela continuidade
da derivagao em D'(a,b) segue que D*u,, — D¥vy em D'(a,b) para qualquer k € {0,1,...,m}.
Mas por unicidade do limite devemos ter v; = D’vy em D’(a,b) para todo j € {1,...,m}.

Assim, temos vy € H™(a,b) e u,, — v, neste espago, o que conclui a demonstragao. Il

Também nao ¢ dificil verificar que a aplicacao

(U, 0)m = i”: (D’u, D7v),Yu,v € H™(a, b). (1.1.3)

J=0

é um produto interno em H™(a, b) e que a norma (1.1.1) provém deste produto.

Assim, concluimos que H™(a, b) munido da norma (1.1.1) e do produto interno (1.1.3) é um
espaco de Hilbert.

Dentre os importantes resultados pertinentes aos espagos de Sobolev, destacamos o teorema
de Meyers e Serin, publicado em 1964 e intitulado ” H = W”, por permitir formular, de maneira
equivalente, o espago H™(a,b) como sendo o completamento de C™(a,b) com relagdo a norma
(1.1.1).

Outros resultados também de grande importancia sao as imersoes de Sobolev. Entretanto,
tais imersoes sao de dificil obtencao e podem ser encontradas na bibliografia citada antes.
Porém, em se tratando de espagos de Sobolev definidos em intervalos limitados da reta, uma
imersao se faz necessaria e pode ser obtida sem muito esforco.

Primeiramente, lembramos que para dois espacos de Banach, digamos (V, ||-||\,) e (U, [|-|ly),
sendo V subespaco de U, dizemos que V esta continuamente imerso em H quando existir ¢ > 0,
constante, tal que [jv]|; < c||v|y, para todo v € V. Neste caso denotamos V — H para
representar a imersao continua. Podemos ver sem muita dificuldade que, pela definicao de
H™ (a, b) e pela norma (1.1.1) a este associada, temos H™ (a, b) continuamente imerso em L?(a, b),
e escrevemos H™(a, b) < L%(a,b). Além disso, sdo vélidas ainda as imersoes H’ (a, b) < H*(a, b)
para quais quer 7,k € N* com k < j.

A seguir mostraremos que no caso de m = 1 temos H'(a,b) continuamente imerso em
C([a,b]). Em C([a, b]) estamos considerando a norma da convergéncia uniforme, isto é, a norma
dada por

||U||c([a,b]) = zfg[%}z] lu(x)|,Yu € C([a,b]). (1.1.4)
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Proposicao 1.1.2. H'(a,b) estd continuamente imerso em C(|a,b]).

Demonstracio. Seja u € H'(a,b). Neste caso temos u, Du € L*(a,b). Fixando arbitrariamente

xy €la, b[, definimos a fungao
v(x) = u(x) —/ Du(s)ds,¥ x €]a,b]. (1.1.5)

E facil ver que a derivada distribucional de v é nula. Logo, segue que v é constante em L2(a, b),

ou seja, existe ¢ € R tal que v(z) = ¢ em q.t.p. de |a, b[. Disto segue que
u(z) = c+/ Du(s)ds, q.t.p. de |a,b]. (1.1.6)

Isto prova que existe uma func¢ao continua em [a, b] que coincide com u em q.t.p. do intervalo
[a,b]. Neste sentido, H'(a, b) estd imerso em C([a, b]).

Provaremos a seguir a continuidade da imersao. Seja u € H'(a,b). Pela primeira parte, pode-
mos identificar © com um elemento de C([a,b]). Seja x¢ € [a,b] tal que |u(xy)| = Iren[(llr})] lu(z)].
Temos N

u(z) = u(zo) +/ Du(s)ds,¥ x € [a,b]. (1.1.7)

Observe que se (o = b entao devemos mudar o sinal da integral. Logo, calculando o valor
absoluto temos
b

b
u(@)] < Julzo)] + / [Du(s)lds = 1 |u £0)|ds + / Du(s)|ds

a

< / lu(s ]ds—l—/ |Du(s)|ds,V z € [a,b]. (1.1.8)

Utilizando em seguida a desigualdade de Schwarz temos

lu(x)] < ﬁ {/ab |u(3)|2ds}é + ﬁ {/ab |Du(s)|2ds}é V€ la,bl, (1.1.9)

donde segue imediatamente que

1 1
;2[%] lu(z)| < cllu||,, onde ¢ = max { b b a} : (1.1.10)
provando a continuidade da imersao. O

Desta imersao podemos concluir o seguinte.
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Corolério 1.1.3. H"(a,b) estd continuamente imerso em C™([a, b]).

Devido a imersdo continua de H'(a, b) em C(a, b) é comum dizer, por abuso de linguagem, que
os elementos H'(a, b) sdo funcdes continuas em [a, b]. Portanto, se u € H'(a,b) entdo podemos
calcular u(a) e u(b), no sentido de que estes representam os valores da fungao continua, a
qual identifica-se com u, avaliadas nos respectivos pontos. A estes valores chamamos traco da
funcao u. Em particular, destaca-se o subespaco das func¢oes que possuem traco nulo, o qual

serd denotado por Hj(a,b), isto é, temos
Hj(a,b) = {u € H'(a,b); u(a) = u(b) = 0}. (1.1.11)

Entretanto, Hj(a, b) é comumente definido como sendo o completamento de C5°(a, b) com relacio
a norma ||-||;. De maneira geral, definimos H{'(a,b) como sendo o completamento de C°(a, b)
com relagao a norma ||-||,..

Sabemos que o espaco L*(a, b) é separavel e reflexivo. Logo, estas propriedades se estendem

aos espacos de Sobolev aqui definidos.
Proposicao 1.1.4. Os espagcos H"(a,b), m € N*, sao reflexivos e separdveis.

Outros importantes espacos de Sobolev sdo os duais topoldgicos de H{'(a,b). Com efeito,

denotaremos por H™"(a, b) o dual topoldgico de H{'(a,b), ou seja,
H™"(a,b) = {f : H{'(a,b) — R; f é linear e limitada}. (1.1.12)

Devido a densidade de C3°(a,b) em Hg'(a,b), o espago H ™ (a,b) pode ser visto como sub—
espaco de distribuicdes no intervalo Ja, b[, no sentido de que H™*(a, b) < D’(a,b). O resultado
a seguir caracteriza o espago H " (a, b).

Proposicao 1.1.5. Seja f € D'(a,b). Entao f € H ™ (a,b) se, e somente se, existirem fungoes
Vo, V1, Um € L*(a,b) tais que f = vy + zm: (=1)? D7v;, ou seja,
j=1
(fiu) 1, = (vo,u) + Z (=1)?(Dvj, Du),Vu € Hy'(a,b). (1.1.13)

Jj=1

Além disso, temos

m 3
1l (ay = inf [Z ||vj||2] V0, UL, -+ ., Um € LP(a,b) satisfazem (1.1.13) p .  (1.1.14)
=0



Temos portanto a seguinte cadeia de imersoes

Hi" (a,b) — H™(a,b) — L*(a,b) — [H™(a,b)] — H ™(a,b) — D'(a,b).

14

(1.1.15)

A seguir, apresentaremos a desigualdade de Poincaré-Friedrichs a fim de obtermos uma

norma para H{'(a,b) que seja equivalente aquela definida por (1.1.1).

Lema 1.1.6 (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs). Para toda fun¢do u € Hy(a,b) temos

lul® < C (|1 D],

onde C' > 0 € constante.

Demonstracio. Seja u € Hy(a,b) qualquer. Neste caso temos
u(x) :/ Du(s)ds,¥ z € [a, b].

Calculando em seguida o valor absoluto em (1.1.17) temos

u(z)| < / Du(s)|ds < V5= a{/ Dus)2ds}, Vo € [a,]

Por fim, quadrando e integrando em [a, b] obtemos

/a ’u(e)Pds < (b— a)? / ’ | Du(s)|ds.

Portanto, basta tomar C'= (b — a)? em (1.1.19) e o resultado segue.

Consideremos a seguinte aplicagao

Il : H'(a,0) — R
w = ullg = [|Dull.
Nao é dificil ver que (1.1.20) é norma em H'(a, b).
Coroldrio 1.1.7. Em Hy(a,b), as normas |||, e ||-||, sdo equivalentes.

Demonstracio. Com efeito, se u € Hj(a,b) entdo temos

lullf = llull® + | Dul|* < Co || Dul|”.

(1.1.16)

(1.1.17)

(1.1.18)

(1.1.19)

(1.1.20)

(1.1.21)
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onde Cyp = 1+ C, com C' > 0 a constante obtida através da aplicacao do lema de Poincaré-
Friedrichs. Por outro lado, a desigualdade |ju||] > ||Du|* é valida para qualquer u € H'(a, b).
Logo temos

1Dull® < flully < Co || Dull®, (1.1.22)

onde Cy > 0 é constante. Estas desigualdades permitem concluir que em H(l](a7 b) as normas

-, e |||l sdo equivalentes. O
-1 e IIllg q

De modo geral, definindo em Hg'(a, b) a norma
u € Hy'(a,b) — || D"ul| € R, (1.1.23)

podemos verificar facilmente que (1.1.1) e (1.1.23) sao normas equivalentes em H{'(a, b).

Os resultados acima permitem concluir que o operador linear

L:HX(a,b) — H'(a,b), L:zm:(—nﬂ'p% (1.1.24)

Jj=1

¢ um isomorfismo linear. Em particular, o operador de Laplace em dimensao 1, a dizer

— A :Hi(a,b) — H'(a,b)
u — —Au= D*u(= ug,) (1.1.25)

é um isomorfismo linear.

1.2 Funcoes a Valores Vetoriais

Nesta secao faremos uma breve introducao as fungoes a valores vetoriais, isto é, funcoes definidas
na reta e tomando valores em um espaco de Banach. As demonstracoes dos resultados aqui
apresentados podem ser encontrados em [6].

Sejam X um espaco de Hilbert reflexivo e separdvel, com norma ||-||, e produto interno (-, -)x,
e |a,b[ um intervalo aberto e limitado de R. Para 1 < p < oo, denotaremos por LP(a, b; X) o
espaco das classes de fungbes u :Ja,b[— X para as quais temos |u(-)||x € LP(a,b). A estes

espagos serao atribuidos as normas

1
b P
p < .
el p o) = {/ Hu(t)det} , sel<p<oo; (1.2.1)

esssup [[u(-)||x, se p = 00.
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Proposicao 1.2.1. Para 1 < p < oo o0 espago LP(a,b; X), munido da norma (1.2.1), é Banach.

As propriedades de reflexibilidade e separabilidade pertinentes a X podem ser estendidas

para o espaco L”(a, b; X) como descritas no préximo resultado.

Proposicao 1.2.2. Sendo X reflexivo e separdvel, seque que LF(a,b; X) é separdvel, para 1 <

p < oo e reflexivo, para 1 < p < 00.

Seja 1 < p < co. Chamaremos conjungado de p ao nimero p’, assim denotado, obtido da

maneira seguinte

00, sep=1;
: P . .
= S <p<
p p—1 se P < 05 (1.2.2)
1, se p = Q.

Formalmente, p e p/ satisfazem a equacao % + z% =1.
Denotando por X' o dual topolégico de X, o préximo resultado fornece uma caracterizacao

para o dual topoldgico de LP(a, b; X).

Proposicao 1.2.3 (Phillips). Para 1 < p < 0o, vale a identificagdo

[LP(a,b; X)] ~ L7 (a,b; X'), (1.2.3)
onde p' € o conjugado de p. Para p = oo vale a inclusao

[L°(a,b; X)]" C L' (a,b; X). (1.2.4)

Proposicao 1.2.4. Sejam u € LP(a,b; X) ev € Lp'(a,b;)(), onde 1 < p< oo ep € conjugado
de p. Entao a fungdo t €la,bl— (v(t),u(t))_,, € R € integrdvel 4 Lebesgue e ainda

b
/ <U(t)7u(t)>—1,1dt < HUHLP(a,b;X) ”UHLP’(a,b;x') ) (1'2'5)

onde (-, ~>_1’1 denota a dualidade entre os espacos X e X.

Seja agora Y espago de Hilbert separavel e reflexivo, com norma |||y e produto interno

(+,-)y. Por £(X,Y) denotaremos o espago das aplicagoes lineares e continuas de X em Y.

Proposicao 1.2.5. Sejam u € LP(a,b;X) e A € L(X,Y), com A fechado. Para 1 < p temos
Au € [P(a,b;Y) e
HAUHLP(a,b;Y) < HAHL(X,Y) HUHLP(a,b;X)' (1.2.6)
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Em particular, para p =1 vale

/b Au(t)dt = A/bu(t)dt. (1.2.7)

Demonstracao. Veja [5] pagina 3. O]

Observacao 1.2.1. A integral acima é definida do mesmo modo que no caso X = R, isto é, como

limite de somas de Riemann tomadas na norma ||-||y.

Corolario 1.2.6. Se u € LP(a,b;X) e f € X, temos

< f / bu(t)dt>_m _ / D)t (1.2.8)

onde (-, ~>7171 representa a dualidade entre os espaco X e X.

1.3 Outros Resultados

Nesta secao apresentaremos resultados técnicos necessarios ao desenvolvimento do que segue.

Proposigao 1.3.1. Sejam m € L'(0,T), tal que m(s) >0 em q.t.p. de [0,T], ea > 0 constante
real. Suponha que g € L>(0,T) € tal que g(t) =0 em [0,T] e ainda

907 <2 +2 [ m(s)a(s)ds, (1.3.1)

para todo t €]0,T[. Entdo

t
g(t) <2 (a+/ m(s)ds) , em [0,T]. (1.3.2)
0
Demonstracao. Seja € > 0 arbitrario. Considere a seguinte funcao
t
Ve (t) = V2(a + ) + 2/ m(s)g(s)ds, parat € [0,T]. (1.3.3)
0

Observe que v.(t) > 0 para todo t € [0,7]. Ainda, derivando no sentido usual a expressao

(1.3.3) obtemos
dy.
dt

(t) =2m(t)g(t), em q.t.p. de [0, T]. (1.3.4)
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Por outro lado, ¢ facil ver que por (1.3.1) e (1.3.3) segue

S0(0)? < () <= (1) < V/200) = ﬁ2w<v@ (1.3.5)
para todo ¢ € [0, T]. Assim, (1.3.4) e (1.3.5) implican
@ <V2m(t), em q.t.p. de [0, 7). (1.3.6)
Integrando (1.3.6) de 0 a ¢ < T obtemos
P (t) < V2(a+e)? + ﬁ/otm(s)ds, em [0, 7. (1.3.7)
Por fim, combinando (1.3.5) e (1.3.7) temos
g(t) < 2(a+e)? +2 /Ot m(s)ds, em [0, T]. (1.3.8)

Como ¢ > 0 foi tomado arbitrério, a desigualdade (1.3.2) decorre imediatamente de (1.3.8)

fazendo € — 0. O

Outro resultado a ser utilizado é o teorema de Lax-Milgram. Logo, a definicao de forma
bilinear, continua e coerciva definida em um espaco de Hilbert H se faz necessaria. Com efeito,
diremos que uma aplicacao bilinear b : H x H — R é continua se existir a > 0, constante real,

para a qual temos

b )| < o ully [[o]ly . Vi, v € (1.3.9)

e coerciva se existir 3 > 0, constante real, satisfazendo
b(u,u) > B ||ull?,Yu € H. (1.3.10)

Segue portanto o resultado.

Proposicao 1.3.2 (Lax-Milgram). Sejam H um espago de Hilbert e b: Hx H— R uma forma

bilinear, continua e coerciva. Entdo, para todo v € H existe um tinico elemento v € H tal que

b(u,z) = (v,2)y V2 € H. (1.3.11)



Além disso, se b € simétrica entao o elemento u € caracterizado por

1 _ 1
ueH e §b(u,u) — (v, W)y y = min {ib(u,z) — {0, 2)

Demonstracao. Veja [2] pagina 84.

b

19

(1.3.12)



Capitulo 2

A Equacao de Onda Linear

Neste capitulo formularemos o problema de controlabilidade exata na fronteira para a equacao

de onda linear e homogéna, bem como resolveremos aplicando o método HUM.

2.1 Formulacao do Problema

Consideremos uma corda elastica de comprimento L > 0 e perfeitamente flexivel, esticada
sobre um eixo z. A corda movimenta-se sobre um plano contendo o eixo x, de modo que esse
movimento seja caracterizado por pequenas oscilagoes no sentido vertical em relagao ao eixo
considerado. Suponha ainda que a corda possua extremidade x = 0 fixa e que a extremidade
x = L movimente-se de acordo com uma dada fungao v = v(t), onde t é a variavel representando
o instante de observacao do movimento. Suponhamos ainda, sem perda de generalidade, que a
densidade linear de massa e a tensao em cada ponto da corda sejam constantes, digamos ambas
iguais a 1. Denotando por u = u(z,t) a posigao de cada ponto x da corda em cada instante ¢, o

principio de Hamilton fornece a seguinte representacao matematica para o fenomeno observado

U (2, t) — Uz (x,t) = 0, em (0, L) x (0,7), (2.1.1)
2 2
onde uy(x,t) = %(x, t) e Uuge(x,t) = %(x, t), e com condigdes de fronteira
T
u(0,t) = 0,u(L,t) = v(t), em (0,7). (2.1.2)

Se denotarmos 1y = ud(z) e u; = ub(x) a posicao e a velocidade, respectivamente, de cada

ponto x da corda no instante inicial de observagao t = 0, obtemos a condigao

u(z,0) = u(z), us(x,0) = uj(z), em (a,b). (2.1.3)

20
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Com isso, as equagoes (2.1.1)-(2.1.3) constituem o que se chama problema misto para vi-
bracdes transversais de uma corda eldstica.

O par {u,u} constitui o que chamamos configuragao incial do sistema (2.1.1)-(2.1.2). De
maneira andloga podemos definir configuracao em qualquer instante ¢ € [0, 7]. Em particular,

se {ud, ur} é a configuracao final entao temos
u(z, T) = u(z), us(z, T) = up(z), em (0, L). (2.1.4)
Assim, o problema a ser tratado pode ser formulado da seguinte maneira.

Problema: Para quaisquer configuragoes inicial e final, a dizer {ul, uj} e {u},ut}, existe um
controle v de modo que o sistema (2.1.1)-(2.1.3) possua uma tnica solu¢ao u satisfazendo

a condicao adicional (2.1.4).

Observe que a formulagao acima ¢é vaga, no sentido de que nao foi especificado o espago onde
residem as configuragoes inicial e final, bem como o espago onde reside o controle. Além disso,
nao foi especificado também o conceito de solucgao a ser adotado para o sistema (2.1.1)-(2.1.3).
Assim, as se¢oes que seguem procuram fornecer tais especificagoes, e também a resolucao deste

problema através do método HUM.

2.2 Solucao Ultrafraca

Nesta se¢ao introduziremos o conceito de solugao a ser adotado para o problema (2.1.1)-(2.1.3).

Porém, sao necessario alguns resultados pertinentes ao seguinte problema

Pr(,1) = Paa(x, t) = f(2,1), em (0, L) x (0,T);

(0,1) = 0,9(L,t) =0, em (0,7T); (2.2.1)

p(@,0) = @o(), pi(2,0) = @a(x),  em (0, L),
onde f, ¢ : [0, L] x[0,T] — R e ¢y, ¢1 : [0, L] — R sao fungdes dadas. O problema (2.2.1) acima
difere do primeiro no que diz respeito a presenca de uma forga externa f e também pelo fato
de as extremidades da corda estarem ambas fixas, veja (2.2.1),. O problema (2.2.1) é também
chamado adjunto, ou homogéneo associado, a (2.1.1)-(2.1.3).

O resultado a seguir fornece a definigdo de solugao fraca para o problema adjunto (2.2.1).

Teorema 2.2.1. Dados oy € Hy(0, L), @1 € L*(0,L) e f € L'(0,T; L?(0, L)), existe uma tinica
fungdao ¢ : [0, L] x [0,T] — R satisfazendo
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(i) @ € L%(0,T; Hy(0, L));

(ii) @ € L(0,T;L(0,L));

(171) %((pt(t), v) + (¢(t),v)y = (f(t),v), para qualquer v € Hy(0, L) no sentido de D'(0,T);
(iv) @i € L0, T; H(0,L)) € oy — 0uu = f em L'(0,T; H (0, L));

(v) ©(0) =¢o e v (0) = ¢1.

Definigao 2.2.1 (Solugao Fraca). A funcao ¢ obtida no teorema 2.2.1 recebe o nome de solug¢do

fraca para o problema (2.2.1).

Demonstracio do teorema 2.2.1. Sejam ¢y € Hy(0,L), p1 € L*(0,L) e f € L'(0,T;L%(0, L))
arbitrarios. A demonstracao sera feita com base no método de Faedo-Galerkin, que consiste em

aproximar a funcao desejada por fungoes mais regulares. Sendo assim, consideremos a seguinte

{wn(:c) = <%)ésin [%x]  ne N*} |

Esta sequéncia consiste dos autovetores do operador de Laplace

sequéncia de funcoes

A € L(Hy(0,L);HY(0, L)),

e seus respectivos autovalores A, = \/? , n € N*. Além disso, o operador A é um isomorfismo
linear de Hj(0, L) em H™'(0, L) (veja [10] pag. 304). Também ndo é dificil ver que neste caso
a sequéncia (w,),en- é base ortonormal para o espaco (L*(0, L), |-||) e, por conseguinte, é base
ortogonal para (Hg(0, L), ||||)-

Seja m € N* fixo porém arbitrario. Denotemos por V,, o espaco gerado pelos m-primeiros
elementos da sequéncia (w,,), isto é, V,, = span{ws, ..., w,}. Formulamos a seguir o seguinte

problema aproximado:

encontrar uma funcao ¢ : [0,7] — V,, satisfazendo:
(@) (i (t),v) + (™ (t),v)y = (f(£),v),Yv € Vi € q.t.p. em [0, TT; (2.2.2)

(b) ©™(0) = 5" 7" (0) = o7,

onde @' e ¢I" sao as aproximagoes em V,,, de ¢q e 1, respectivamente. Neste caso, pela escolha

da base temos

i — g em H(0,L) e " — @1, em L*(0, L) (2.2.3)
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e também sao validas as seguintes expressoes

m

Py = Z (900, _> Z Yo, wiwy, e @' = Z (1, wi)wy. (2.2.4)
k=1 A/ g k=1 k=1

O problema (2.2.2) possui uma tnica solucao, a dizer ¢, dada por
=3 g, (B, (2.25)
j=1

onde {gm, : [0,T] — R;1 < j < m} é solugao do sistema de edo’s lineares de segunda ordem

abaixo
Iim; () + Xjgm; (8) = (f (), w;);

(2.2.6)

A férmula da variagao das constantes fornece a seguinte expressao para as fungoes g,

_ (o w)) sin ; w;) cos| ,w;) sin (t — s)|ds
g, (1) = P2 inly /o  osly i+ = [ ) smlyA — s)ds. (227
parat € [0,T] el < j < m.

Compondo entao (2.2.5) e (2.2.7) obtemos a férmula explicita para a solugdo aproximada

@™ e donde segue a regularidade
©™ € C(0,T;H5(0, L)) € L>®(0,T;Hg(0, L)). (2.2.8)

Disto segue que a derivada distribucional vetorial e a derivada usual de ¢™ coincidem. Logo,

derivando (2.2.5) e (2.2.7) no sentido usual obtemos

=3 g, (0w, (2:29)
j=1
com

Gy (£) = (p1,07) cos[y/At] — /2y sin[y/X,t] + / (f(s),wy)sin[y/ N, (¢ — s)ldt,  (2.2.10)

para t € [0,7] e 1 < j < m. Novamente, compondo (2.2.9) e (2.2.10) obtemos a férmula
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explicita para ¢}* e também a regularidade
" € C(0,T;L*(0,L)) C L=(0,T;L*(0, L)). (2.2.11)

Contudo, como m € N* foi tomado arbitrario concluimos a existéncia de uma sequéncia de
fungoes (¢ )men+ satisfazendo o problema (2.2.2) e com regularidades (2.2.8) e (2.2.11).

Vamos mostrar que a sequéncia (¢m,)men+ converge para a funcao desejada. Para isso,
fixemos m € N* qualquer. Pelas féormulas (2.2.9) e (2.2.10) vemos facilmente que ¢}*(t) € V,,
para todo t € [0,7]. Logo, tomando v = ¢}"(t) em (2.2.2)(a) obtemos a identidade

d1l

S @I+ IR @I = (0,9 (0), ematp. de 0,T). (2212)

Integrando esta ultima igualdade de 0 a t < T" obtemos

Sllly O3 + e 1"} = S let o + Nl l1%} +/0 (f(s),1"(s))ds, em q.t.p. de [0, 7.
(2.2.13)
Esta féormula descreve a energia associada a solugao aproximada ¢™.

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz e majoracoes claras chegamos a desigualdade

%{Ilsom(t)llﬁ||<p’t”(7t)|!}2 < 2{||¢?IIV+II¢TII}2+2/O LF () Tl ()]l + llels)ll o Fds. (2.2.14)

Aplicando entdo a proposicao 1.3.1 com g¢(t) = [|l¢"()lly + [T, m(s) = | f(s)] e
a=llefly + [l¢7]| obtemos a desigualdade

le™ @Bl + [l (B < 2 {II%OSLHV + [l [l + /Ot Hf(S)IIdS} , em [0, 77, (2.2.15)
donde, pela convergéncia (2.2.3) somada a desigualdade de Bessel, resulta
le™ @)l + e @l < 2 [leolly + lorll + 170z (2:2.16)
para todo t € [0, 7] e para todo m € N*. Disto segue que

||<Pm||L°°(0,T;H},(07L)) + ||‘PT||L°°(0,T;L2(0,L)) <4 [||4P0||v + llenll + ||f||L1(O,T;L2(0,L))} ’ (2.2.17)

ou seja, as sequéncias (™) men- € (7 )men- sao limitadas em L™ (0, T; H3(0, L)) e L*°(0, T'; L*(0, L)),

respectivamente.
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Aplicando em seguida o teorema de Banach-Alaoglou-Bourbaki (veja [2] pdgina 42) existem
uma subsequéncia de (¢™), a qual continuaremos denotando por (¢™), e uma fungdo ¢ €

L>(0,T; Hg(0, L)) tais que

©™ 5, em L=(0,T;H (0, L)) = [L'(0,T;H7'(0, L))]; (2.2.18)
e 5 gy, em L®(0,T;L3(0, L)) = [LY(0,T; L*(0, L))]'; (2.2.19)

. * A . . . .
onde o sinal 7 — 7 representa a convergéncia weak-star para os respectivos duais. Com isto,
temos provado (i) e (i7).

A fim de provarmos (iii), observemos que a convergencia (2.2.18) significa que para cada

w € L0, T;H (0, L)) temos

(" w)_y = /0 (™(t), w(t))_y,dt — /0 (o), w(t)) _y dt = (@ w) 1, (2.2.20)

onde (-,-)_; ; denota tanto a dualidade entre os espagos H;(0, L) e H1(0, L) como a dualidade
entre os espacos L(0,7;Hy(0,L)) e L'(0,7;H"(0,L)). Em particular, para w = vf, onde
v € Hy(0,L) e 8 € D(0,T) temos w € L'(0,T;H;(0,L)) e (w(t), ™)), = ("), w(t))v,
bem como (w(t), ¢(t)) _, ; = (¢(t),w(t))y. Nestas condigoes, (2.2.20) fica

/0(¢m(t),v)v9(t)dt—>/0 (p(t),v)g0(t)dt. (2.2.21)

Analogamente, a convergéncia (2.2.19) implica

/O (o (1), 0)0(H)dt — /0 (@ (1), v)0(1)dt, (2.2.22)

para todo § € D(0,T) e todo v € Hy(0, L), ou seja, para cada v € H5(0, L) temos (¢"(+),v) —
(¢:(+), v) no sentido de distribuigoes reais no intervalo [0, T]. Pela continuidade da operagao de

derivagao em D’(0,7T) concluimos

/0 (o (), )0(E)dt — /O (1), (1) (2.2.23)

para todo 6 € D(0,T) e todo v € Hy(0, L).
Assim, fixando m € N* e fazendo n > m com n — oo segue de (2.2.2)(a), (2.2.21) e (2.2.23)
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a identidade

A%(¢t<t>yv)9(t)dt+/o (sO(t),v)ve(t)dt:/O (f(t),v)dt (2.2.24)

para todo v € V,, e todo § € D(0,T). Agora, sendo (w,)nen- base ortogonal para Hy(0, L)
concluimos que (2.2.24) é vélida para todo v € H{(0,L) e todo § € D(0,T). Disto segue
portanto a afirmagao (7).

Provemos agora a afirmacao (iv). De (2.2.24) temos

—/0 (wt(t),v)e’(t)dtzfo (f(t) + paa(t),v) 1 O(t)dt, (2.2.25)

para todo v € H}(0, L) e todo @ € D(0,T). Denotando g = f+p,, temos g € L' (0, T; H(0, L)).
Logo, de (2.2.25) temos

T T
- [ etoroan = [ awp.o) (22.26)
0 0 -11
para todo 6 € D(0,T) e todo v € Hy(0, L). Disto segue que

—/OTgot(t)G’(t)dt: /OTg(t)e(t)dt, em H™'(0, L) (2.2.27)

para todo 0 € D(0,T), ou seja, g é a derivada distribucional vetorial de ;. Denotando esta
derivada por ¢ a afirmacdo (iv) segue.

Provemos agora (v). Primeiramente, observemos que como ¢ € L'(0,T;Hy(0, L)) e ¢, €
L*(0,7;L%(0, L)) segue que ¢ € C(0,T;Hy(0,L)) (ver [9] pagina 11). Analogamente, como
@, € LY0,T;L%(0,L)) e py € L0, T;H(0,L)) segue que ¢, € C(0,T;L*(0,L)). Logo, faz
sentido calcularmos ¢(0) bem como ¢;(0).

Para ¢(0) seja m € N* fixo porém arbitrario. Tomando w = w,,#’, onde 6 € C*(0,T) com

6(0) =1 e 0(T) = 0 segue da convergéncia (2.2.18) o seguinte

/0 (©"(t), w0 (t)dt — /0 (p(t), w,)0' (t)dt, quando n — oo. (2.2.28)

Ja por (2.2.19) temos

/0 (0t (), wm)0(t)dt — /0 (e(t), wm)B(t)dt, quando n — oo. (2.2.29)
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d

Agora, como — (¢"(+), wn) = (¢} (), wn) decorre de (2.2.28) e (2.2.29) o seguinte
| gl — [ Lm0k (22:30)

ou ainda (¢"(0),w,) — (©(0),w,,) para todo m € N*. Por outro lado temos (¢™(0),w,,) =
(25, wm) = (Yo, wy,). Portanto (¢(0),w,,) = (o, w,) para todo m € N*, donde segue que
£(0) = o em HL(0, 1.

Para ¢;(0), seja 6 > 0 e defina

—1 ,se 0 <t <0
s(t) =4 0 (2.2.31)

0 ,sed<t<T

que pertence a H'(0, 7). Multiplicando em seguida (2.2.2)(a) por 5 e integrando em [0, T]

obtemos

5 5 5
| wrosois [ o000 = [ (10,060 (223
0 0 0
Utilizando integracao por partes na primeira integral do primeiro membro de (2.2.32) obtemos

& 1) é
—(sOT,vH%/O (@Z”(t),v)dw/o (gom(t),v)vﬁg(t)dt:/o (f(t),v)05(t)dt. (2.2.33)

Fazendo entao m — oo em (2.2.33) vem

) ) 1)
o)+ 3 [ o [ eoobsna= [r.onoe @2

para todo v € H}(0, L). Por outro lado, utilizando o Teorema Fundamental do Célculo temos

5 | o = = [ wonma

1) )
= - [ el [ Lm0
°d
= (sot(l),v)+/0 - (u(t), 0)05 (1)t (2.2.35)

Substituindo (2.2.35) em (2.2.34) e fazendo § — 0 obtemos

(0:(0),v) = (01, v), (2.2.36)
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para todo v € Hj(0, L). Logo ¢;(0) = ¢1, como querfamos provar.
Por fim, resta provarmos a unicidade. Seja entdo v : [0, L] x [0,7] — R uma outra funcao

satisfazendo (i) — (v). Vamos mostrar que 1) = . Defina z = ¢ — 1. A fungao z satisfaz
(i) = € L=(0,T; H(0, 1)

(i) z € L°°(0,T;L*(0, L));
4
dt
(iv) 2z € LY(0,T;H7H(0,L)) e 2y — 24w = 0 em L' (0, T; H (0, L));

(z(t),v) + (2(t),v)y = 0, para qualquer v € H}(0, L) no sentido de D'(0, T);

(v) 2(0) =0 e z(0) =0.

Vamos mostrar que nestas condi¢oes devemos ter z = 0, donde seguira o resultado.

Para isto, seja s € (0,T) e defina ¢ : [0,T] — H;(0, L) por

—/ z(T)dr, se0<t<s;
t

0, ses<t<T.

C(t) = (2.2.37)

Note que ¢ € C'(0,T;H;(0,L)) € L*®°(0,T;H;(0,L)) e também (,(t) = z(t) para todo

t € (0,s). Logo, utilizando integragao por partes temos
0 — /0 (G, ) = ()
= [ ezttt [ €. 20)s
_ /Os%(g(t),zt(t))dt—/os (Ct(t),zt(t))dt+/os (C(t), 2(1)) wdlt
— (6 2(9) = (€0 (0) = [0,z + [ (G0, Gl
= 5 | U@ = 1P

= —%{HZ(S)II2 + 1O} (2.2.38)

donde segue que z(s) = 0. Como s foi escolhido arbitrariamente concluimos que z = 0 pois z é

continua. Isto conclui a demonstracao do teorema. O]

Corolario 2.2.2. Nas condi¢oes do teorema (2.2.1), a solu¢ao fraca ¢ possui a sequinte regu-

laridade

@ € C(0,T; Hy(0, L)) nC*(0,T; L*(0, L)). (2.2.39)
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Corolario 2.2.3. A aplicacao linear

{00, 1, f} € Hy0,L) x L*(0.L) x L*(0,T;L*(0, L))
= {0} € L%(0,T; Hy(0, L)) x L>(0,T;L*(0, L)) (2.2.40)

€ continua.

Lema 2.2.4 (Identidade Fundamental). Para qualquer solu¢do fraca de (2.2.1), digamos por

exemplo ¢, é vdlida a identidade

: / B(L) oL, 1)t = (hipu(t), / / (@) {pa (1) + ol )2}t

0

T L
/ h(x)op(z,t) f(x, t)dedt  (2.2.41)
o Jo

para toda fungao h € C*([0, L]), com h(0) = 0.

Demonstragao. Seja {po, p1, f} € D(0,L) x D(0,L) x D((0, L) x (0,7)). Pelo teorema (2.2.1)
existe uma tnica solugao fraca, a dizer ¢, para o problema (2.2.1). Ora, devido a regularidade
do dado inicial podemos concluir que de fato temos ¢ solucao cldssica para (2.2.1). Assim,
¢ satisfaz (2.2.1), pontualmente. Logo, para qualquer h € C*([0, L]) segue que multiplicando
(2.2.1), por h e integrando em (0, L) x (0,7") obtemos

// z)u(z, t)dedt — // T)QPue(z, t)dxdt = // f(z, t)dzdt.  (2.2.42)

(0,L)x(0,T) x (0, (0,L)x(0,T)

Utilizando integracao por partes em cada uma das integrais no primeiro membro de (2.2.42)

obtemos

// 2)pu(x, t)drdt = (he.(t), ou(t))[o +5 // ) gy, t)Pdedt  (2.2.43)

(0,L)x(0,T) (OL)>< (0,7)

// ) pus (2, t)dadt = / h(L) |@a(L,1)] dt—% // 2) ooz, t)Pdadt. (2.2.44)

x(0,T) (0,L)x(0,T7)

Substituindo (2.2.43) e (2.2.44) em (2.2.42) obtemos a identidade (2.2.41) para a solugao classica
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(hea(t), ()5 <
<
<
<
<

bem como
// ) |y (, )P dxdt
(0,L)x(0,T))
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2 sup (h.(t), w(t))

t€[0,T
2 max |h(z)] sup le@ll Sup]llsot( )l

z€[0,L] tel0,T te0,T

2M HSOHLOO(U,T;Hg(o,L)) ||80t|||_°°(o,T;H2(o,L))
M{||90||L°°(O,T;H})(O,L)) + ||S0t||L°°(O,T;H2(0,L))}2
MCQ{HSOOHH})(O,L) + HSOIHLQ(O,L) + HfHLl(O,T;LQ(O,L))}27 (2.2.45)

< // )| {lga (O + [u(, £) P} ddt

N

T
2 2
M [ le@I + ol
0
MA@l 0,713 0,) + HSOt”|_°°(0,T;L2(0,L))}2

MCQ{HSDOHH}J(O,L) + ||901|||_2(07L) + ||f|||_1(o,T;|_2(o,L))}2a
(2.2.46)

N

N

onde M > m[mz] |h(z)| + m[euz] |he(z)] e C = C(L,T) > 0 é constante obtida através da
z€(0, ze|0,

aplicagao do corolédrio 2.2.3. Ainda

// flx, t)dzdt <

(0,L)x(0,T)

N

N

N

N

<

/ / )| F()pn (o, 1) dadt
v | "), et

M / OO
M / Lol + lor(t)

M / LNl oo zaitio.0 + 96 hioriziony )

MC{|lpolly + llpr ]l + Hf”Ll(O,T;LZ(O,L))} ; (2.2.47)

onde M e C sao constantes determinadas como acima.
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Combinando (2.2.45), (2.2.46), (2.2.47) e (2.2.41) obtemos a majoracao

T
/O e (L, O dt < K{llwollg + ol + 1l oz} (2.2.48)

onde K = K(M,C) > 0 é constante.

Suponha agora que {o, 1, f} € H5(0,L) x L*(0,L) x L'(0,T;L*(0,L). Por densidade
podemos aproximar cada uma das fungoes dadas por fungoes testes nos respectivos espagos, ou
seja, existe ao menos uma sequéncia {@{*, 1", f™ tmen+ € D(0, L) x D(0, L) x D((0, L) x (0,T))
tal que

5" — o em Hy(0, L);
O — 1 em L*(0, L); (2.2.49)
f™ — fem L'(0,T;L%(0, L)).

Considere a sequéncia (¢™)nen+ constituida das solugoes classicas relativa a sequéncia de dados
iniciais {@", 1", f™ bmen satisfazendo (2.2.49). Sejam m,n € N* tais que m > n. Devido a
linearidade do problema (2.2.1) temos ,, — ,, solugao classica para (2.2.1) bem como a seguinte

majoracao

T
/0 @i (L 1) — (L t)dt < K{llog' — ¢hlly + et = @3l + 15" = £ llo oz b
(2.2.50)
Ora, como para cada u € N* temos ¢*(L,-) € L*(0,T) segue pelas convergéncias (2.2.49) e por
(2.2.50) que a sequéncia {¢*(L,-)}.en é de Cauchy em L*(0,7). Logo, existe um elemento
® € L*(0,T) para o qual temos ¢*(L,-) — ® em L*(0,T).
Observe que a fun¢ao ® depende do dado inicial {pg, ¢1, f} mas ndo depende da escolha da
sequéncia {pf), i, f*}en+. Logo, basta definirmos ¢, (L, ) =: ®, onde ¢ é a respectiva solugao

fraca, e o resultado segue. O]

Corolario 2.2.5 (Trago e Desigualdade Direta). Para qualquer solugao fraca de (2.2.1), di-

gamos por exemplo ¢, sao vdlidas as sequintes propriedades
(Z) Som(Lv ) S L2(O7T)7

(17) existe Cy = C1(T, L) > 0 constante real tal que

(L, ‘)HL2(0,T) < Cl[H@OHH})(o,L) + ”SﬁlHLQ(o,L) + ”fHLl(O,T;H(l)(O,L))]' (2.2.51)
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Temos, portanto, todos os requisitos necessarios para introduzir o conceito de solucao ul-
trafraca para (2.1.1)-(2.1.3) de modo a generalizar as nogoes classica e fraca de solugoes. Este
tipo de solugao foi concebido por J. L. Lions, veja por exemplo [7] e [3], ao estudar o problema
(2.1.1)-(2.1.3) com dados iniciais ug e u; menos regulares que aqueles adotados para solugoes
classicas e fracas, ou seja, quando os dados iniciais uy e u; pertencem a L*(0, L) e H™(0, L),
respectivamente.

Primeiramente, reescrevemos o sistema (2.1.1)-(2.1.3) da seguinte forma

U (2, 1) — Uge(x, ) = 0, em (0,L) x (0,7);
u(0,t) = 0;u(L,t) = v(t), em (0,7); (2.2.52)
u(z,0) = ug(x); ue(x,0) = uy(z), em (0,L).

A seguir, procederemos de maneira heuristica a fim de motivar a definicao de solucao ultra-
fraca para (2.2.52). De fato, multiplicando ambos os lados da equagdo (2.2.52); por uma funcao
v = p(z,t), comz € (0,L) et € (0,T), integrando por partes em (0, L) x (0,7") e lembrando
as condicoes (2.2.52), e (2.2.52), obtemos

0—/ / ulon — Qux dxdt—{—/ {u(z, T)p(x, T) — u(x, T)p(x, T) }dx
/ {1 (2)p(,0) — uo() oy, 0) e — / [ (L, )L, 8) — v(t)ga (L, )}t
+/ {u(0,t)p(0, ) }dt (2.2.53)

Observe que nada podemos afirmar sobre os valores u(x,T), u;(z,T), u,(L,t) e u,(0,t).

Logo, supondo que ¢ satisfaz

Ou(x,t) — @up(z,t) = f(x,t), em (0,L) x (0,T);
©(0,t) = 0; (L, t) =0, em (0,7); (2.2.54)
gp(aZ,T) = 0; ¢t<x>T) =0, e (Oa L),

a expressao (2.2.53) fica

/OT/OL“(":’t)f(W)dxdtZ/OLul(x)w(w’O)dw—/OLuo(x)sat(x,O)dw—/OTv(t)sox(L,t)dt.
(2.2.55)
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Vimos antes que para cada f € L'(0,7;L*(0, L)) o problema (2.2.55) admite uma tnica
solucao {, o} € L=(0,T; Hy(0, L)) xL°°(0, T; L*(0, L)). Logo, uma vez que pretendemos tomar
ug € L*(0,L) e uy € HY(0, L), o lado direito de (2.2.55) fara sentido sempre que v € L*(0, L) e
motivard a definicdo de um funcional linear u definido em L'(0,7;L*(0, L)) o qual adotaremos
como solugao. Isto motiva a seguinte defini¢cao de solugao para o problema (2.2.52).
Definigdo 2.2.2 (Solugdo Ultrafraca). Dados ug € L*(0,L), u; € H7'(0,L) e v € L*(0,7),
dizemos que uma funcio u € L°°(0,T;L*(0, L)) é uma solucdo ultrafraca de (2.2.52) se para

cada f € L'(0,T;L*(0, L)) é valida a seguinte identidade

| [ ute et = 00y = (0D = [ o@en(za (2250

onde ¢ é a respectiva solucao fraca do problema adjunto (2.2.54).

Teorema 2.2.6. Dados ug € L*(0,L), u; € H'(0,L) e v € L*(0,T), o problema (2.2.52)
admite uma unica solucao ultrafraca, a dizer uw. Além disso, esta solucdo possui a sequinte

reqularidade
w € C(0,T; L0, L)) nC*0,T; H (0, L)). (2.2.57)

Eziste ainda uma constante C = C(T, L) > 0 para a qual temos a desigualdade
HUHLOO(O,T;L?(O,L)) + HutHLOO(o,T;H—l(o,L)) < C[HUO”L?(O,L) + HulHH—l(o,L) + HUHLQ(O,T)]' (2.2.58)

Demonstracio. Sejam ug € L*(0,L), u; € H'(0,L) e v € L*(0,T). Definindo a seguinte
aplicacdo u : L*(0,7;L%(0, L)) — R dada por

U(f)=<u1,s0(0)>1,1—(uo,sot(0))—/0 v(t) (L, t)dt,V f € L10,T;L%(0,L)),  (2.2.59)

onde ¢ é a solugao fraca de (2.2.54) correspondente ao dado inicial {0,0, f}. Esta aplicacdo
estd bem definida devido ao teorema 2.2.1. Além disso, do corolario 2.2.3 permite concluir que

u é linear. Calculando o valor absoluto temos

|u(f)]

N

”uluH*l(O,L) [oe(0)ll + lluoll [[0(0) [ + ||U||L2(0,T) oz (L, ')HL?(O,T)
< A{lJuoll + Hul||H_1(0,L)}{|’90HL°°(O,T;H3(O,L)) + HSOtHLoo(o,T;LQ(o,L))} + ||UHL2(0,T) = (L, ')HLQ(O,T)
< Clluoll + llurlly-10,) + l0llz . ¢ I oz 0,n)) (2.2.60)

para toda funcao f € L'(0,T;L*(0,L)), onde C = C(T,L) > 0 é constante obtida através
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da aplicacao do corolario 2.2.3. Isto implica que o funcional linear v é continuo. Logo, pela
proposicdo 1.2.3 podemos identificar « com um elemento de L*(0,T;L*(0, L)), o qual contin-

uaremos denotando por u. Além disso temos

HUHLO"(O,T;LQ(O,L)) < C{lluoll + HU1HH—1(0,L) + HUHLQ(O,T)} (2.2.61)

Note que

) = (o f) s = [, S0t = [ o g0 = [ [ e st gz
" ’ S (2.2.62)
Segue portanto, que u é uma solugao ultrafraca para o problema (2.2.52).
Para a unicidade, suponha que z seja outra solugao ultrafraca para o problema (2.2.52)

correspondente ao dado inicial {ug,u;,v}. Entao, temos

T L T
| [ et = w0 = wo0t0) — [ w(Oga(L)at £ € L0, T30, ),
o Jo 0
(2.2.63)
para qualquer f € L*(0,7;L%(0, L)). Logo, por (2.2.59) e (2.2.63) obtemos

(u—2z,f) 1, = /OT /OL (u—z)fdxdt =0, (2.2.64)

para todo f € L*(0,7;L%(0, L)), em particular para toda f € D((0,L) x (0,T)). Assim, apli-
cando o lema de Du Bois Raymond (ver [4], pagina 10) segue que u—z = 0 em L*°(0, T; L*(0, L)),

donde concluimos a unicidade. Para a regularidade veja [9], pagina 106. O]

Corolario 2.2.7. A aplicacdo linear

{ug,u,v} € L*0,L) x H*(0,L) x L*(0,T)
= {u,u} € L°(0,T; 130, L)) x L=(0,T; H (0, L)) (2.2.65)

onde u € a solugao ultrafraca de (2.2.52) correspondente ao dado inicial {ug,ur,v}, € continua.

2.3 Resolucao do Problema

Nesta se¢ao daremos uma definicao matematica para o problema de contolabilidade exata pro-

posto antes e utilizaremos o método HUM para resolvermos esse problema.
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Definigao 2.3.1 (Controle Exato). Dado T' > 0, dizemos que o problema (2.2.52) é ezatamente
controldvel no tempo T se existir v € LQ(O,T) tal que para qualquer dado inicial {ug,u;} €
L2(0, L) x H7'(0, L) o problema (2.2.52) admite uma solucdo ultrafraca, a dizer u, que satisfaz

a seguinte condicao adicional
u(z,T) = 0,u(z,T) =0, em (0,L). (2.3.1)

Diremos simplesmente que (2.2.52) é exatamente controldvel se for controldvel para algum

T > 0.

O método HUM, idealizado por J.-L. Lions, que utilizaremos a seguir, consiste na obtencao
de um certo critério de unicidade e na construcao de um espaco de Hilbert, por completamento,
onde obteremos controlabilidade exata para o problema (2.2.52).

A seguir apresentamos o resultado principal deste trabalho.

Teorema 2.3.1. Existe Ty > 0 para o qual o sistema (2.2.52) é exatamente controldvel para

todo T > Tj.

Demonstragdo. Suponha T > 0 suficientemente grande. Seja o dado inicial {¢g, ¢1} € D(0,T)?

qualquer. Entao, aplicando o teorema 2.2.1, o problema

0i(2,1) — Pae = 0, em (0, L) x (0,7);
@(Oﬁt) =0; @(L’ t) =0, em (07 L); (2'3‘2)
Sp(x7 O) = 900<x); (pt(x7 0) = (p1<$€), em (07 L)a

admite uma tinica solugdo, a dizer ¢. Além disso, do coroldrio 2.2.5 temos o,(L,-) € L*(0,T).

Logo podemos formular o seguinte problema adjunto

Uy (x,t) — e (z,t) = 0, em (0,L) x (0,7);
¥(0,t) = 0;9(L,t) = pu(L,t), em (0,7T); (2.3.3)
W(x, T) = 0;¢(x, T) =0, em (0, L).

Aplicando o teorema 2.2.6 a este problema obteremos uma tnica solucao ultrafraca, a dizer .
Podemos ainda calcular os instantes iniciais {1(0),1,(0)} € L*(0, L) x H™'(0, L). Nao ¢ dificil

ver que, neste caso, a identidade (2.3.1) fica

/O |a( L, 1)t = (4(0), 1) 15 — (1(0), o). (2.34)
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Por outro lado, a unicidade das solugoes obtidas e a linearidade assegurada nos corolédrios

2.2.3 e 2.2.7 permitem concluir que a aplicacao

A:D(0,L)> — H(0,L) x L*(0,L)
{wo, 01} = Mo, 01} = {1:(0), —(0)} (2.3.5)

onde 1 é a correspondente solugao ultrafraca do problema (2.3.3), com ¢ solugao fraca do
problema (2.3.2) correspondente ao dado inicial {¢g, 1}, é linear.

Considere agora a aplicacao

() : DO, L x D(0,L)? — R
{eo, o1} {8061 = ({po, o1} {€os &1 HF = (Mo, 01}, {60, &1}) 1, (2.3.6)

onde (-,-)_, , denota a dualidade entre os espagos H™'(0, L) x L(0, L) e Hy(0, L) x L*(0, L).

Considere o seguinte resultado.

Lema 2.3.2 (Desigualdade Inversa). Existe Ty > 0 tal que para cada T > Ty podemos encontrar
Cy = Cy(L,T) > 0, constante, satisfazendo

C2 {0, prdull < llve(Ls )l 2oy » (2.3.7)

para qualquer {po, p1} € H, com ¢ a respectiva solugao fraca do problema (2.3.2).

Com o lema (2.3.2) podemos verificar que (-, -)g é um produto interno em D(0, T)?xD(0, T)>.
Logo este define uma norma que serd denotada por ||-||. Podemos entao completar D(0,7)?
com respeito a norma ||| a fim de obtermos um espaco de Hilbert, o qual denotaremos por F.

Observe que pelo exposto acima, se {¢g, 1} € D(0, L)? entao temos

Mo, o1} {0, o1}) 4
{:(0), —¥(0)}, {wo,w1}>
= (¥4(0), o) _ 1—(@&(0),901)
- [ e ofa

oz (L, ')HﬁQ(O,T)

2
H{SOO,%}”F =

{
{

N

2 2 2
OI[HSOOHH})(O,L) + ||901||L2(0,L)] =0 H{Sﬁoa 901}||H5(0,L)xL2(0,L) ) (23‘8)
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onde C; > 0 é uma constante obtida no coroldrio 2.2.5. Assim, pela densidade de D(0, L)? em
Hg (0, L) x L*(0, L) podemos concluir de (2.3.8) o seguinte

H=:Hy(0,L) x L*(0, L) C F. (2.3.9)

Ora, pela definigao do operador A, a inclusao (2.3.9) permite estender o operador linear A ao
subespaco H de F.
Desejamos mostrar que o operador A : H — H’ é, de fato, continuo e sobrejetivo. Primeira-

mente, observemos que para quaisquer {pg, p1}, {&0, &1} € H temos

(Mo, o1} {€0: &1} m :/o (L, 0)E: (L, T)dt = (pa(L, ), &Ly )z (o,r) (2.3.10)

onde ¢ e £ sao as solugoes fracas de (2.3.2) correspondente aos dados iniciais {¢g, 1} € {&o,&1}

respectivamente. Além disso, do corolario 2.2.5 temos

(Mo, 1} &, &P n| < CF Heo, o1}l {€o, €1}l (2.3.11)

Fixando apenas {yg, ¢1} na desigualdade acima e lembrando que A{pg, v1} € H' chegamos a

1A { @0, 1}l < CF {0, @1}y - (2.3.12)

Variando agora {¢g, ¢1} em H, e lembrando que a constante C; > 0 independe de dado {pq, ¢1}
podemos concluir a continuidade do operador A.

Decorre ainda do lema acima e de (2.3.10) a seguinte desigualdade

022H{9007(;01}H2H g <A{9007501}7{9007S01}>H'7H 5 (2313)

para qualquer {¢y, ¢1} € H. Disto segue que a aplicagao bilinear continua

{@0, o1}, {&0, &1} € Hx H = (AMwo, p1}, {0, &1 Hw (2.3.14)

é coerciva. Aplicando em seguida a proposicao 1.3.2 de Lax-Milgram concluimos que para cada

{no,m} € H' existe um tnico elemento {yy, @1} € H para o qual temos

<A{9007 901}7 {607 51}>H’,H = <{7707 771}> {507 51}>H’,H >v{607 fl} S Ha (2'3'15)
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donde segue que A{o, p1} = {no,m}. Logo, segue que o operador A : H — H’ é sobrejetivo.
Contudo, concluimos que A : H — H’ é isomorfismo linear. Assim, para quaisquer vy €
L2(0,L) e uy; € H*(0, L) temos {u;, —uo} € H' e, portanto, existe um tinico par {@g, ;} € H
tal que
Mo, o1} = {ur, —uo}- (2.3.16)

Por outro lado, pela definicao do operador A temos

Mo, o1} = {:(0), =¢(0)}, (2.3.17)

onde v é a soludo ultrafraca do problema (2.3.3), com ¢ a solugao fraca de (2.3.2) correspondente

ao dado inicial {¢g, ¢1}. De (2.3.16) e (2.3.17) concluimos

(0)=wuy e  Y(0) =uy. (2.3.18)

Entretanto, para {ug, u1,.(L,-)} € L*(0,L) x H3(0, L) x L*(0,T) o teorema 2.2.6 garante a
existéncia de uma tnica soluc¢do ultrafraca, a dizer u, para o problema (2.2.52). Ora, nao é
dificil ver que pelas propriedades de linearidade e reversabilidade no tempo temos que ¥ = wu.

Logo, a solugao u de (2.2.52) satisfaz a condigao adicional

wz, T)=v,T)=0 e ul(x,T)=1(x,T)=0. (2.3.19)
Assim, tomando v = ¢,(L,-) € L*(0,T) como controle concluimos, a menos da verificacio do
lema 2.3.2, que (2.2.52) é exatamente controldvel no tempo 7. O

A seguir provaremos o lema 2.3.2 a fim de justificar o resultado anterior.

Demonstracio do Lema 2.3.2. Sejam {pg, 1} € H = H(0,L) x L*(0,L) e ¢ a respectiva
solucao fraca de (2.3.2). Entao, o lema 2.2.4 aplicado a esta solucao, com h = idj 1) a funcao

identidade em [0, L] fornece

g /O |%(L,t)\2dt=(z’d[o,mox(t>,got(t))|§+% /0 /0 (eon(a, O + [on(, )P Ydadt (2.3.20)
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Denotando X = (idjo, 1)@ (t), ¢:(t))[§ temos

1X| = |(idp, (1), e:(t)5 ]
2 sup ‘ idjo,) (t),got(t))|

ot<T

/A

/N

2L sup ||¢(t )||H(1)(07L) sup |l¢:()]l12(0.1)
t€[0,T t€[0,T7

/N

2L H90||L°°(0,T;H(1)(0,L)) HSOtHLw(o,T;L?(o,L))

N

2 2
L{ellie om0, + l0ellioo oz 0,00}

N

2
L/l o.7010.2y) + 1€l 0,200,000}
LC? |[{po, 901}||H1(0L xL2(0,L) (2.3.21)

N

onde C' = C(L,T) > 0 é constante obtida aplicando-se o corolario (2.2.3).

Agora, analisando o segundo termo no segundo membro de (2.3.20) temos

T L T
[:A|%@ﬂﬁH%@UWMtZ‘/HW@MwLHW%@Mm@Wt

N

[ (s 0l + Csup 02N
t€[0,T]

te(0,T

N

2 2
/0 {lellie om0,y + leellio oz 0,0

N

T{llelleormno.ny T l#ellieorizo.n)}’
2
< TC? {0, @1}||H5(07L)X|_2(07L) ) (2.3.22)

onde C' = C(L,T) > 0 é constante obtida com a aplicagdo do corolario 2.2.3. Combinando

(2.3.20), (2.3.21) e (2.3.22) obtemos

L T ) 1 T L ) )
5 [ lezora > —pxieg [ [ el + oo
0 o Jo
T - 9
> [-L+ 5]0 {0, @1}k 0,0)x12(0,1) - (2.3.23)
ou ainda

L. 2 g 2 2

T — 5]0 {0, ‘:01}||H5(0,L)><L2(0,L) < / lpa(L, )| dt = [l (L, ')||L2(O,T)‘ (2.3.24)
0

L
Logo, tomando T > 3 o lema 2.3.2 segue. [
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