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Resumo

A presente dissertacao é um estudo de bifurcagoes de pontos de equilibrio em
sistemas dinamicos suaves por partes com uma unica fronteira de descontinuidade.
O objetivo deste trabalho € investigar os cendrios que podem surgir nos retratos
de fase, de duas classes especificas de sistemas, quando um parametro real age
como perturbagao do sistema inicial. Particularmente estudamos bifurcagoes para
pontos de equilibrio de fronteira. Damos atencao especial aos sistemas planares,
onde observa-se o aparecimento de ciclos limite. Além disso, dedicamos uma secao
ao estudo de bifurcagoes “grazing-sliding”, quando ocorre a colisao de um ciclo
limite com a fronteira de descontinuidade. Procuramos exemplificar o texto com

aplicacoes.

Palavras-chave: Bifurcagoes, grazing-sliding, sistemas de Filippov.



Abstract

This work is a study of bifurcations of equilibrium points in piecewise-smooth
dynamical systems with a single boundary discontinuity set. The goal of this study is
to investigate the scenarios that can arise in the phase portraits, for two special class
of systems, when a real parameter acts a perturbation of the unperturbed system.
Particularly, we study bifurcations of boundary equilibrium points. We give special
attention to planar systems, where it can arise limit cycles. In addition, we dedicate
a section studying ‘grazing-sliding’ bifurcations, when it occurs the collision of a
limit cycle with the boundary discontinuity set. We try to illustrate the text with

applications.

Keywords: Bifurcations, grazing-sliding, Filippov systems.
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Introducao

A teoria dos sistemas dinamicos é fruto de um longo desenvolvimento cientifico. Determinar
sua origem nao é uma tarefa simples. No entanto, podemos identificar rudimentos desta teoria
ja no século XVI, nos trabalhos de mecanica celeste de Johannes Kepler e na formalizacao
da mecanica classica de Isaac Newton. Considerados fundadores da teoria moderna dos
sistemas dinamicos, os matematicos Aleksander Lyapunov e Henri Poincaré introduziram varios
conceitos da analise qualitativa das equacoes diferenciais, tais como estabilidade de solucoes,

comportamento assintético, entre outros.

Dentro desta abrangente drea, o estudo dos sistemas dinamicos suaves por partes (ou
sistemas nao-suaves) é recente e tem ganhado grande destaque no cenério da pesquisa cientifica.
Os trabalhos pioneiros de Andronov [1] sobre bifurca¢oes em sistemas nao-suaves, e Filippov [3]

sobre movimento deslizante, forneceram a base para o desenvolvimento desta linha de pesquisa.

Assim, motivados pelos crescentes avancos no desenvolvimento desta teoria e pelas questoes
em aberto ainda existentes, realizamos um estudo de bifurcacoes em sistemas dinamicos suaves

por partes. Tais sistemas sao dados por um conjunto finito de equacoes diferenciais ordinéarias

= F(x,u), v€S5;, peR,

onde S; é um aberto de R" e cada intersecao nao vazia S; N S; é uma variedade (n — 1)-

dimensional, chamada fronteira de descontinuidade.

Dentre as aplicagoes estudadas destacamos o circuito de Chua, cuja dinamica pode ser dada

10



Introducao 11

por um sistema 3-dimensional do tipo

i = aly—z—h(z))
y = z-y+tz
z = =Py

onde h representa a caracteristica do resistor nao-linear (um dos elementos que compdem o
circuito). Este modelo pode ser abordado do ponto de vista de sistemas suaves por partes,

onde as fronteiras de descontinuidade sao induzidas pela fungao h.

No intuito de auxiliar a compreensao dos conceitos e resultados desenvolvidos, optamos por

inserir diversas figuras nos exemplos, demonstragoes e até mesmo em algumas defini¢oes.

Estruturamos este trabalho da seguinte maneira:

Capitulo 1: Apresentamos os conceitos que serao utilizados no decorrer do trabalho, entre eles
defini¢oes formais de sistemas dinamicos suaves por partes, fronteira de descontinuidade, grau
de suavidade, campos deslizantes, e bifurcacoes induzidas pela descontinuidade. Antes disso,

apresentamos uma breve introducao a teoria qualitativa de sistemas dinamicos suaves.

Capitulo 2: Tratamos de bifurcagdes de pontos de equilibrio de fronteira em sistemas com
grau de suavidade uniforme. Analisamos os cendrios de bifurcacao que ocorrem em tais
sistemas através da perturbacao de um parametro real. Dividimos esta andlise em duas secoes,
tratando este estudo para fluxos continuos suaves por partes e fluxos de Filippov separadamente.
Neste capitulo, fornecemos também alguns exemplos de aplicagoes com abordagem de sistemas

nao-suaves.

Capitulo 3: Apresentamos uma classe especifica de bifurcacao global em um sistema de Filippov
planar conhecida como bifurcagao grazing-sliding, a qual envolve deslize na colisao de um ciclo
com a fronteira de descontinuidade. Fornecemos um exemplo deste tipo de bifurcagao através
de uma bifurcacao de Hopf padrao de sistemas suaves. Além disso, estudamos um exemplo de

aplicacao apresentando esse fenomeno.
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A estrutura deste trabalho é baseada no livro [2] e complementada pelas referéncias [8] e [13].
Além destas, as obras [5], [6] e [11] também foram utilizadas como base para as defini¢oes e teoria
de sistemas suaves, nas quais constam as demonstracoes dos resultados classicos enunciados.
Para as aplicagoes e exemplos, consultamos alguns trabalhos (veja [7], [9], [10], [13]) com o
intuito de aprofundar os exemplos expostos em [2].

Claramente, toda a teoria aqui discutida é apoiada em diversas obras de grande importancia

para o desenvolvimento da teoria de sistemas dinamicos nao-suaves, dentre as quais destacamos

[1], [3] e [4].



CAPITULO

Teoria qualitativa de sistemas dinamicos suaves

por partes

O objetivo deste capitulo é expor de forma sucinta a estrutura matematica e as notagoes
que utilizaremos no decorrer deste trabalho. Comegamos apresentando uma breve introdugao a
teoria qualitativa para sistemas dinamicos suaves, incluindo uma rapida revisao de bifurcacoes
para tais sistemas, destacando que estas também fazem sentido para sistemas suaves por partes.
Em seguida, introduzimos formalmente os sistemas dinamicos suaves por partes, dos quais
abordaremos basicamente duas categorias: os sistemas continuos suaves por partes e os sistemas
de Filippov. Apresentamos também os conceitos de estabilidade estrutural e bifurcagao para
sistemas suaves por partes. A definicao pratica de bifurcacao induzida pela descontinuidade

(DIB) é dada a partir de um ponto de vista topolégico.

1.1 Sistemas dinamicos suaves

Comegamos com uma definicao formal de um sistema dinamico e recordamos os conceitos
essenciais da teoria de sistemas dinamicos suaves que também podem ser aplicados a sistemas
nao-suaves. A grosso modo, sistemas dinamicos sao sistemas cujos estados evoluem ao longo
do tempo. Conhecendo-se o estado presente do sistema e as leis que regem sua evolucao, o
comportamento de um sistema desse tipo pode ser previsto, em certa medida, desde que essas

leis nao se alterem com o tempo. Assim, um sistema dinamico pode ser definido através de trés

13



1.1 Sistemas dinamicos suaves 14

componentes: um espago de seus estados possiveis (espaco de estados), um conjunto nao-vazio

representando o espaco de tempo, e uma lei de evolucao de estado no tempo.

Seja X um espaco de estados. Podemos definir um operador ¢ em X que evolui elementos

xo previamente conhecidos através de um “tempo” ¢t para um estado x;:
o X - X
t _
zo — ¢'(20) = @y

O tempo t assume valores em um conjunto de indices 7, o qual geralmente é discreto (os inteiros
Z) ou continuo (os nimeros reais R). O operador ¢' é chamado um operador evolugao e

define um sistema dinamico quando munido de uma estrutura de semi-grupo.

Definicao 1.1 Um espaco de estados X, um conjunto de tempo T e um operador evolugio ¢'

definem um sistema dinamico se
(i) ¢°(z) =z, para todo x € X,

(ii) ¢"*5(z) = ¢'(¢°(x)), para todo x € X e para todos t,s € T em que ambos os membros da

equacao estao definidos.

A Definicao 1.1 é bastante geral e engloba as duas grandes vertentes da teoria dos sistemas
dinamicos, a saber, os sistemas dinamicos de tempo continuo e os de tempo discreto. Vamos

considerar aqui apenas sistemas do primeiro tipo, isto é, quando 7 for um intervalo I C R.

Considere um sistema de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs)
t=F(z), xe€DCR" (1.1)

onde D ¢ um dominio (aberto e conexo) e F' : D C R" — R™ é um campo de vetores
suficientemente diferencidvel (suave). Se definirmos X =D, 7 = C Re ¢'(z) = ¢(z,t), onde

o(z,t) é o fluxo que leva a condigao inicial x para sua solu¢do no momento t:

Pr0)=v ,  Sg(rt) = Flp(n.1), (1.2)
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entao {X,7,¢'} define um sistema dinamico de tempo continuo.

A partir de agora, quando escrevermos ‘sistemas dinamicos’, ficara subentendido que
estamos tratando de sistemas de tempo continuo, isto é, quando o operador evolugao for um

fluxo gerado por um sistema de EDOs dados por (1.1) e (1.2).

Dizemos que um sistema dinamico é suave de indice r, ou C", se as r primeiras derivadas
de ¢ em relagdo a x existem e sao continuas em todo ponto x € X. Assim, se supormos o
campo F em (1.1) de classe C"~! para algum r > 2, entao (1.2) implica que o fluxo p(x,t) é

um indice mais suave e portanto o sistema dinamico {D, I, p} é C".

Definigao 1.2 O subconjunto O(zy) = {x € D : & = p(xo,t),t € I} chama-se érbita através
do ponto xq. O retrato de fase do sistema dinamico € o particionamento do espaco de estados

em orbitas.

Definicao 1.3 Um ponto xy € D C R" € dito um ponto de equilibrio de (1.1) se F(xy) = 0.

Definicao 1.4 Um ciclo (ou uma 6rbita fechada) é uma orbita periddica, ou seja, uma
orbita v nao reduzida a um ponto tal que cada ponto x € 7 satisfaz o(x,t + ty) = p(x,t) para

algum to > 0.

Definicao 1.5 Uma orbita fechada v em uma vizinhanga na qual nao existem outros ciclos €

chamada um ciclo limite.

O conceito de iséclina é de grande utilidade pois permite analisar o comportamento de um
sistema dinamico, principalmente no caso planar.

Considere um sistema suave & = F(x), com x = (z1,...,2,) € De F = (f1,..., fa), isto é,

.fl = fl(l'l, .. .,LL’n)

(1.3)

T, = fn(xla cee 7$n)
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A z;-iséclina de (1.3) é o conjunto dos pontos em D onde &; se anula, isto é, o conjunto dos
pontos determinado por fj(x,...,x,) = 0. As z;-iséclinas geralmente separam D C R" em

um conjunto de regioes, em cada uma das quais o campo de vetores F' tem uma “determinada

direcao”.
To4 T = C/d
/ 1 ©2 =a/b
|
N7
7

Figura 1.1: Iséclinas e dire¢des do campo de vetores F(xz1,z2) = (w1(a — bxa), x2(—c + dx1)).

1.1.1 Estabilidade assintética e estrutural

Geralmente, ao considerar aplicacoes fisicas, é de interesse que a dinamica do sistema apresente
um comportamento estavel, isto é, que o estado final da dinamica nao se altere por pequenas

alteragoes nas condigoes iniciais.

Defini¢ao 1.6 Um ponto de equilibrio xo de (1.1) é (Lyapunov) estavel se para toda
vizinhanca Uy C D de xy existe uma vizinhanca Uy C Uy de xy tal que toda solugdo ¢(t)

de (1.1) com p(0) € Uy estd definida e em Uy para todo t > 0.

Definicao 1.7 Um ponto de equilibrio xo de (1.1) € dito assintoticamente estavel se:
1. g é (Lyapunov) estdvel;

2. lim ¢(t) = xo, diminuindo Uy se necessdrio.
t—-+o00

Definicao 1.8 Seja xo um ponto de equilibrio de & = F(x), onde F': D C R — R" € um
campo suave. Seja L : W — R uma funcao continua e diferencidvel numa vizinhanca W C R™

de xo. Dizemos que L é uma funcao de Lyapunov de F' em xq se:
1. L(zg) =0 e L(x) > L(xg) para cada x € W\{xo};

2. L(z) = 2 (L(p(t,x)))|,_, <0 em W.

t=0 —
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Se L <0 em W\{zo}, dizemos que L ¢ uma fungio de Lyapunov estrita.

Teorema 1.1 Seja xy € D um ponto de equilibrio para o sistema dindmico suave (1.1) .
1. Se existe uma funcao de Lyapunov L : W C R" — R de F' em x, entao xq € estdvel;

2. Se ewiste uma funcao de Lyapunov estrita L : W C R"™ — R de F' em xy, entdo xy €

assintoticamente estavel.

A demonstragao deste teorema, também conhecido por Critério de Lyapunov, pode ser

encontrada em [11].

Um dos objetivos da teoria de sistemas dinamicos é o de classificar a dinamica
qualitativamente. Informalmente, sistemas estruturalmente estaveis sao aqueles em que todos os
sistemas “préximos” possuem dinamica qualitativamente “equivalente”. A nocao de proximidade

e equivaléncia deve, portanto, ser formalizada.

Vamos denotar por 2" = Q"(D) o espago dos campos de vetores de classe C" em D, r > 1.

Consideramos em " a topologia C", cujas vizinhancas basicas de raio € de um campo Fy € )"

sao dadas por V(Fp,e) = {F € 0} |F — Fyl|, < €}, onde
1], = max{[|F, [DEY, ... [ D"F}- (1.4)

Observagao 1.1 Agqui, ||.| denota a norma de vetores e/ou matrizes em R™, ou seja,

onde v = (x1,...,2,) e A= (a;).

Considere dois sistemas dinamicos

t=F(z), veDCR", (1.5)

t=G(z), v€DCR", (1.6)
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onde F,G sao campos suaves em D. Dizemos que os sistemas (1.5) e (1.6) estao e-préximos
em D se |F — G|, < e para algum £ > 0, ou equivalentemente, se F,G € Q" estdao em uma

mesma vizinhanca basica V. de Q".

Definigao 1.9 Uma perturbacao a um parametro do sistema (1.5) € outro sistema dado por
t=F(z)+pg(z), €D CR", peR, (1.7)

onde g € suave em D e pu € um parametro pequeno.

Observe que se ;= 0 em (1.7), temos (1.5). Assim, (1.7) pode ser reescrito como
& =G(r,pn), r€eDCR", pekR (1.8)

com G(x,0) = F(z). A perturbagao (1.7) tem tamanho méaximo ¢ se (1.7) estd e-préximo do

sistema (1.5).

Definicao 1.10 Dois sistemas dinamicos & = F(x) e © = G(x) sio topologicamente
equivalentes se existe um homeomorfismo h : R® — R" que leva as orbitas do primeiro

sistema nas orbitas do sequndo, preservando a orientacao das trajetorias.
Uma vez definido equivaléncia topoldgica, podemos definir estabilidade estrutural.

Definicao 1.11 Um sistema é estruturalmente estavel se existe um ¢ > 0 tal que todas

perturbacoes de tamanho mdzimo € para o campo de vetores F' sao topologicamente equivalentes

a F.

Existe também o conceito de conjugacgao de sitemas suaves, onde o tempo de percurso de

uma trajetoria é preservado pelo homeomorfismo.

Definicao 1.12 Dois sistemas & = F(z) e = G(x) sdo ditos topologicamente conjugados

se existe um homeomorfismo h : R™ — R"™ tal que

p(,t) = h™ (P(h(2),1)) (1.9)

onde (x,t) e ¥(y,t) sdo os fluros gerados pelos campos F' e G, respectivamente.
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Definigao 1.13 Um ponto de equilibrio xo de um sistema dindmico suave © = F(z) chama-se

hiperbélico se todos os autovalores de JF (xy) := F,(zo) tém parte real nao nula.

A demonstragao do seguinte teorema também pode ser encontrada em [11].

Teorema 1.2 (Hartman-Grobman). Sejam F : D C R" — R™ um campo vetorial suave
e xg € D um ponto de equilibrio hiperbolico. Entao, existem vizinhangas W de xo em D e U

de 0 € R™ tais que F|y € topologicamente conjugado a F,(xo)|v.

1.1.2 Bifurcacoes de sistemas suaves

Considere novamente um sistema dinamico suave que depende de parametros, isto é,

&= F(x,n), ©e€R", pelRP. (1.10)

Ao considerar uma perturbacao do sistema sob a acao dos parametros, seu retrato de fase
pode variar. Assim, existem duas possibilidades: ou o sistema permanece topologicamente
equivalente ao original, ou sua topologia muda. Definimos entao uma bifurcacao simplesmente
em termos da perda de estabilidade estrutural quando um parametro age como perturbacao do

sistema.

Definigao 1.14 Uma bifurcagao ocorre em um parametro gy se o sistema dinamico nao é

estruturalmente estdvel.

Um diagrama de bifurcagcao ¢é uma representacao grafica que auxilia no estudo de como
o retrato de fase do sistema varia com o parametro. FEste diagrama consiste de um plano
onde o eixo horizontal representa o parametro e o eixo vertical o estado do sistema. Podemos
entdo tragar nesse plano o conjunto dos pontos de equilibrio do sistema (ramo de equilibrios),
facilitando assim o estudo da variacao da dinamica em relagao ao parametro. Veja Figura 1.2.

Virios tipos de bifurcacao de sistemas suaves tém sido estudadas e classificadas; veja

Kuznetsov [6] para detalhes.
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T 4 €T A €T 4

2

3

(a) t=p—ux (b) ©=pxr—=z (¢c) ©=px—=x

Figura 1.2: Diagramas de bifurcacao associados a bifurcagoes a um parametro do tipo (a) dobra, (b)
transcritica, (c) pitchfork.

1.2 Sistemas dinamicos suaves por partes

Comecamos com uma definicao geral de sistemas dinamicos suaves por partes em um espaco

n-dimensional.

Definicao 1.15 Um fluxo suave por partes ¢ dado por um conjunto finito de EDOs
t=F(x,n), x€5S8;, peR,

onde U;S; = D, e cada S; € um aberto de R". Aqui, qualquer intersegcao nao vazia ¥;; 1= Eﬂgj
¢ uma variedade (n— 1)-dimensional contida nas fronteiras 0S; e 0S;. Além disso, cada campo
de vetores F; € suave tanto mo estado x quanto mo parametro p, e define um fluro suave
i(x, pu,t) em um aberto U D S;. Em particular, cada fluro @; estd bem definido em ambos os

lados da fronteira 0.5;.

Um fluxo suave por partes também serd chamado, indistintamente, um sistema suave por
partes, ou ainda, um campo de vetores suave por partes. Os abertos S; sao regioes
do dominio D, e uma variedade ;; entre duas regioes S; e S;, ¢ dita uma fronteira de

descontinuidade ou um conjunto de descontinuidade.

Observe que a Definicao 1.15 nao especifica como a dinamica do sistema evolui dentro de
um conjunto de descontinuidade ;. Isto depende basicamente de como as dinamicas dos
campos F; e F; se comportam préximo a fronteira. Uma possibilidade seria o fluxo suave por
partes cruzar transversalmente a fronteira de descontinuidade ¥;;, como na Figura 1.3; neste

caso podemos, sem perda de generalidade, fixar ¥;; como pertencente a uma tnica regiao .S;
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Figura 1.3: Campo de vetores suave por partes

e, assim, aplicamos F; em vez de [ em ;. No entanto, pode ocorrer o caso em que o fluxo
suave por partes torna-se confinado a fronteira apds o contato com a mesma. Neste caso, a
formulagao de Filippov pode ser utilizada para descrever o comportamento do sistema dentro
do conjunto de descontinuidade.

A seguinte definicao é bastante 1til e nos permitira identificar o comportamento do fluxo

suave por partes na vizinhanca de um ponto de XJ;;.

Definicao 1.16 O grau de suavidade em um ponto xy € 3;; de um sistema suave por partes
¢ a mais alta ordem r para a qual as expansoes em séries de Taylor de @;(xo,t) e ;(xo,t) em
relagdo a t, calculadas em t = 0, coincidem em termos de O(t" ). Isto €, a primeira derivada

parcial ndo nula em relagdo a t da diferenca (p;(o,t) — ¢;j(z0,t))|i=0 € de ordem r.

Considere um fluxo local com um tnico conjunto de descontinuidade ¥4, isto é, um sistema

suave por partes escrito como

Fi(z,p), se z€S5, pnekR

Fy(x,u), se z €8y, pelR

onde F; gera um fluxo ¢; e F, gera um fluxo p,. Temos

0pi(x,t)

S| = Fleis,0) = R),

t=0

D?pi(x,t)
Ot?

_ (Fpi(,1)))
ot

_ OF; 0p;

t=0

== -FZ,:EE(‘T:)a
t=0

t=0

onde Fj, denota a matriz jacobiana do campo Fj. Analogamente,
33(,01'(1‘, t) _ 2 OF; Op; o O*F; 0pi \ Op; n OF; 824)(%
ot3 ~Ot\ Oyp; Ot S\ \9p? Ot ) ot Op; Ot

= E,xmﬂ2 + F;Q,IFZU

t=0 t=0 t=0
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etc. Assim, se Fy e F, diferem na k-ésima derivada parcial com relagao ao estado x, os fluxos ¢
e 9 diferem na (k + 1)-ésima derivada parcial com relagao a t. Logo, se Fi(x) # Fy(x) em um
ponto x € Y5 entao temos grau de suavidade r = 1 em z. Sistemas com uma tnica fronteira
de descontinuidade >15 e de grau r = 1 em x € Y5, sao ditos ser do tipo Filippov em .

Por outro lado, se Fi(xz) = Fy(z) em um ponto z € Y5 mas existe uma diferenca nas
matrizes jacobianas Fi, # F5, em x, entao o grau de suavidade é r = 2. J4 uma diferenca
na segunda derivada F} ., # Fb,, da grau de suavidade r = 3, etc. Sistemas com grau de

suavidade dois ou mais em x € Y15 sao chamados sistemas continuos suaves por partes em .

Note que o grau de suavidade é dado apenas em um ponto da fronteira de descontinuidade.
Assim, ainda temos casos em que o grau de suavidade ¢ o mesmo em todos pontos em ;; e
casos em que nao é (veja Exemplo 1.1). Esta distingao sera crucial quando iniciarmos o estudo

de bifurcagoes em pontos de 3;; no Capitulo 2. Dessa forma faz sentido a seguinte definigao.

Definicao 1.17 Um conjunto de descontinuidade ¥;; ¢ dito ser uniformemente descon-
tinuo em algum dominio D se o grau de suavidade do sistema € o mesmo para todos os pontos
¥ij N'D. Dizemos que a descontinuidade ¢ uniforme com grau m se a primeira derivada
parcial nao nula de F; — F; avaliada em Y;; € de ordem m —1. Além disso, o grau de suavidade

uniforme € um se F;(z) — Fj(x) # 0 para todo x € ¥;; N D.

Exemplo 1.1 Considere em R? o sequinte sistema suave por partes

Fi(xy,22), se x9>0
&= (21,2) = ) i : (1.11)
Fy(x1, 1), se x93 <0

onde Fy(xy, 1) = (1, —x1), Fa(wy,22) = (1,1) € L1 = {(z1,72) € R? : 2y = 0}. Observe que

Fi(x1,29) = Fy(x1,22) se, e somente se, x; = —1.

Logo, (1.11) tem grau de suavidade r = 1 em todos os pontos de ¥15\{(—1,0)}. Por outro lado,
Fi, # Fy, em R? e portanto, (1.11) tem grau de suavidade r =2 em (—1,0).
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Um sistema suave por partes arbitrario com um tinico conjunto de descontinuidade ¥ := >y,
pode localmente ser escrito como
Fi(x), se H(z)>0

&= , (1.12)
Fy(x), se H(z)<0

onde r € R", com H : R" — R uma funcao suave tal que 0 € R é valor regular de H, e
¥ = HY0).
A seguir apresentamos duas abordagens existentes na literatura utilizadas para descrever o

comportamento de um fluxo suave por partes no conjunto de descontinuidade.

1.2.1 Campos deslizantes

Nesta secao estamos interessados em sistemas que apresentam grau de suavidade m = 1 em
pontos de Y. Sistemas desse tipo podem apresentar “movimento deslizante” em . Para
introduzir o conceito de “movimento deslizante” serd util considerarmos um sistema local da

forma (1.12), isto é
Fi(z), se H(x)>0

Y

Fy(z), se H(zx)<0

para um conjunto de descontinuidade entre duas regioes definido por ¥ = H~1(0), com

Si={re€D:H(z) >0} e Sy={reD:H(x) <0}

A regiao de ¥ onde ocorre o “movimento deslizante” é conhecida por regiao de deslize, definida

a seguir:

Definigao 1.18 Uma regiao de deslize em um conjunto de descontinuidade de um sistema
da forma (1.12) com grau de suavidade m = 1 € dada pelo conjunto dos pontos de ¥ = H~*(0)
para 0S quais

(H,Fy) - (H,F) < 0.

Notagao: Regiao de deslize (Xg).

Note que, em uma regiao de deslize, a componente H,F; de F} normal a X, tem sinal oposto

a H,Fy. Assim, nessa regiao, a fronteira ¥ estd simultaneamente atraindo (ou repelindo) de
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ambos os lados; veja Figura 1.4.

Nk
227/ GERN\\\\N

Figura 1.4: Regioes de Deslize: atraindo (a) e repelindo (b).

A regiao de deslize repelindo também é conhecida na literatura como regigo de escape (%.).

Proposicao 1.1 Nas regioes de deslize o grau de suavidade do sistema é sempre um.

Demonstragao. Suponha que exista © € ¥, para o qual Fy(x) = Fy(x). Logo, H, Fi(z) =
H,Fy(z) e, entao, (H.Fi(x)) - (H.Fa(z)) = (H.Fi(2))* > 0. Contradigao.
Portanto, Fi(z) # Fy(x) para todo z € ¥.

Além das regioes de deslize, existe outro tipo de regiao em ¥, conhecida por regiao de

costura (X.) e caracterizada por

(H,Fy) - (H,Fy) > 0.

. P i\\f\\\
Ny LR

Figura 1.5: Regides de Costura.

Observagao 1.2 A reciproca da Proposi¢cao 1.1 nao vale; isto €, em um ponto x € ¥ o sistema

pode ter grau de suavidade r = 1 (Fl(x) + Fg(x)) sem que x pertenca a uma regido de deslize.

Veja Figura 1.5.
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Mesmo com todas essas consideracoes feitas até o momento, nada foi dito sobre como é a
evolugao do sistema nas regioes de deslize. Existem duas abordagens na literatura para esse
proposito, quando o sistema esta escrito na forma padrao (1.12). Especificamente, trata-se do
Método de Controle de Utkin [12] e do Método Convexo de Filippov [3].

No Método de Utkin o sistema flui segundo o campo de vetores deslizante Fio, que ¢ a
média dos dois campos de vetores I} (na regiao S;) e Fy (na regiao S») mais um controle

B(x) € (—1,1) na dire¢ao da diferenga entre os campos de vetores, ou seja,

F+F, Fh-F

Fis = 1.1
12 5 + 5 B(x) (1.13)
onde
H,F, + H,F
= 1.14
B(x) H.F _I.T, (1.14)

Ja o Método de Filippov toma uma combinacao convexa simples dos dois campos de vetores,

ou seja,
F12 = (1—0{)F1+O[F2 (115)
com a(x) € (0,1), onde
H.F,
a(r) = ————F—~. 1.16
() Ho(Fy — Fy) (1.16)

Neste caso, (1.15) é chamado um campo de Filippov.

‘F2

So

Figura 1.6: Campo de Filippov.

Quando nao houver perigo de ambiguidade, escreveremos Fj, := F,; para representar um

dos campos de vetores acima, os quais sao também chamados campos deslizantes.
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E interessante notar que:

oo 1 2P MR -H(R-F)  HR+HE
T H(R-F) T HF - HF | H - HF

2 2 2

F+F, F-F F+F, F-F
1 2 12 lg- 2 12 1

_ F1+F2 +20[(F2—F1) (FQ—Fl)
2 2 2 2

(2ac — 1)

= F1 + Oé(FQ — F1> = (1 — Oé)Fl + CVFQ.

Assim, os dois métodos apresentados acima sao algebricamente equivalentes com § = 2a—1.
Além disso, em ambos os casos, o campo de vetores Fy é ortogonal a H, e assim é tangente a

3. De fato, para o Método de Filippov temos:

(H,, F)) = (H,, (1—a)F +aF)

|
2
i;
3
_|_
£
EF
5

= 0,

uma vez que o = —Hzfi 7 Como os dois métodos sao algebricamente equivalentes, o mesmo

Hy(F1—F>

vale para o Método de Utkin.

1.2.2 Estabilidade e bifurcacao de sistemas suaves por partes

O estudo de sistemas dinamicos suaves por partes tem por objetivo estender os conceitos bem
estabelecidos de sistemas suaves. Nesse sentido, é necessario descrever o que se entende por

bifurcagoes em sistemas nao-suaves.

Considere um conjunto invariante geral de um sistema suave por partes. Bifurcagoes que

envolvem conjuntos invariantes contidos em uma unica regiao S; para todos os valores de
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parametro de interesse podem ser estudadas usando a teoria de bifurcacoes para sistemas suaves.
No entanto, outras bifurcacoes sao exclusivas para sistemas suaves por partes, as quais envolvem,
tipicamente, interacoes de um conjunto invariante com uma fronteira de descontinuidade. Dessa
forma, a definicao de bifurcagao para sistemas nao-suaves é dada assim como para o caso
suave, do ponto de vista topoldgico. Neste caso, chamamos uma bifurcacao induzida pela

descontinuidade (DIB - “discontinuity-induced bifurcation”).

Definicao 1.19 Dois sistemas suaves por partes

&= Fi(x),x €8, i = Fy(z),z € S,

com fronteiras de descontinuidade ¥;; e i-j sao topologicamente equivalentes por partes

se!

1. Eles sao topologicamente equivalentes, isto €, existe um homeomorfismo h : R" — R"”
que leva as orbitas do primeiro sistema nas orbitas do sequndo, preservando a orientacao
das trajetdrias, tal que o(x,t) = h=(@(h(x),s)), onde a aplicacio t — s(t) é continua e

moversivel.

2. O homeomorfismo h preserva cada uma das fronteiras de descontinuidade, isto €, h(¥X;;) =

Definigao 1.20 Um sistema suave por partes € estruturalmente estavel por partes se
existe um € > 0 tal que todas perturbacoes de tamanho mdzrimo ¢ do sistema leva a retratos
de fase topologicamente equivalentes por partes, e deize o niumero de fronteiras e os respectivos

graus de suavidade inalterados.

Definigao 1.21 Uma bifurcagao induzida pela descontinuidade (DIB) ocorre em um
parametro (g em que o sistema suave por partes nao € estruturalmente estdvel por partes.
Isto €, existe uma perturbacao arbitrariamente pequena que conduz a um sistema que nao €

topologicamente equivalente por partes.

Nosso principal objetivo agora é uma analise e classificacao dos tipos mais comuns de DIBs.
Realizamos este estudo nos capitulos posteriores, investigando bifurcagoes em equilibrios de

fronteira e bifurcagoes “grazing-sliding”.



CAPITULO

Bifurcagoes em pontos de equilibrio de fronteira

Neste capitulo comecamos nosso estudo das bifurcagoes em sistemas dinamicos suaves
por partes com um unico conjunto de descontinuidade. Dividiremos nossa andlise em duas
secoes, cada uma dedicada a um tipo genérico de sistema, isto é, estudaremos bifurcacoes em
fluxos continuos suaves por partes (mais precisamente, em sistemas com grau de suavidade
uniforme m = 2 em ¥) e em fluxos de Filippov (sistemas com grau de suavidade uniforme
m = 1 em ) separadamente. E essencial iniciarmos definindo os tipos de equilibrios de cada
sistema considerado, pois agora existe a possibilidade de equilibrios sobre a fronteira. Sendo
assim, introduzimos os conceitos de equilibrio de fronteira e pseudo-equilibrio, respectivamente.
Apresentamos uma classificacao dos cenarios genéricos mais simples de bifurcacoes que podem
ocorrer em cada caso, e damos atencao especial aos sistemas planares, os quais possuem uma

teoria mais desenvolvida.

Antes de iniciarmos mnosso estudo de bifurcacoes, convém enfatizar que os sistemas
aqui considerados sao aqueles que possuem grau de suavidade wuniforme na fronteira de
descontinuidade. Os sistemas suaves por partes sem grau de suavidade uniforme em ¥ nao

se enquadram em nenhuma das classes de sistemas consideradas aqui.

28
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2.1 Fluxos continuos suaves por partes

Inicialmente vamos nos concentrar em sistemas continuos suaves por partes, isto é, sistemas
com um unico conjunto de descontinuidade X e grau de suavidade m = 2 sobre ..

Nesta secao restringiremos nossa atengao para uma regiao D do espaco de fase onde o sistema
pode ser descrito em termos de um conjunto local de coordenadas como introduzido no Capitulo

1:

Fi(x,p), se H(x,u) >0
o) Blen (z, 1) | 2.1)
Fy(z, p), se H(x,p) <0

ondex € R", p € R, Fy, [y : R*™ — R" e H : R""! — R sio funcdes suaves tanto no estado

r quanto no parametro p em todo D, e ¥ = H~1(0).

Toda teoria estudada nesta secao tem como base a seguinte propriedade.

Proposicao 2.1 Considere o Sistema (2.1) nas condi¢oes acima. Entdo, devido a hipdtese

de continuidade, pode-se definir

FQ(‘%"M) =F1($aﬂ)+J(9U7M)H(9U7M) (22>

para alguma funcao suave J : R"™™ — R™ de modo que Fy = Fy quando H(x,u) = 0.

Demonstragao. Faremos a prova para n = 2. O caso geral segue imediatamente ajustando as
notagoes. Por simplicidade vamos suprimir a dependéncia ao parametro . Como ¥ é variedade
I-dimensional, existe um difeomorfismo local ¢ : D C R? — U, C R? tal que o(X) = S e
H(x1,29) = .

Observe que estao bem definidos os campos suaves F 1, ﬁg : Uy € R? — R? dados por
ﬁlelogp_l e ﬁnggocp_l.

Temos assim um novo sistema suave por partes

) Fi(x), se x>0
Tr = ) €T = (xlaxZ)a

Fy(z), se x9<0
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Uo

€1

Figura 2.1: Esquema da Demonstracao 2.1.

com fronteira de descontinuidade 3 = {z2 = 0}. Dado (21,0) € 5 temos:
Fy(21,0) = Frog ' (21,0) = Fy 0 o7 (21,0) = Fy(21,0),

pois o~ (z1,0) € ¥ e ¥ é uniformemente descontinuo com grau m = 2.
Assim, (Fy — Fy)(z1,0) = 0, para todo (z1,0) € ©. Afirmamos que existe uma funcio suave

J: Uy C R2 — R? tal que

(132 — ﬁl)(xl, To) = o - J(x1,29), (x1,22) € Up. (2.3)

De fato, a fungao J = (71,72) sera suave se, e somente se, suas funcoes coordenadas ji, k = 1,2
o forem. Denote Fy — I} por F, onde F(x1,x5) = (fi(x1,x2), fo(x1,22)). Observe que F (e
portanto as f,) sdo suaves e que F'(z1,0) = (0,0). Assim, para k = 1,2 defina j, : Uy C R? —

R por
fk(x17$2)’ se Ty # 0

Jr(w1,m2) 1= o 2
a—x’;(%@ﬂm:w se x9=10
Entao, j,. é suave.

Com efeito, j, é continua em Uy, basta ver que

fk(331,$2)

. . B . B . Je(zy, 22) — fu(21,0)
lim  ggp(zy,20) = lim — = lim =
(@1,22)— (21,0) (@1,22)—(21,0) T (@1,22)—(@1,0) |[(71,72) — (71,0)]]

9 .
= anl;(‘le 1.2)‘12:0 = jk(l.la 0)

Além disso, ji = fi/xo ¢é diferencidvel para todo xo # 0. Mostremos a diferenciabilidade de jj
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em (z1,0) € Uy. Note que (xl, 0) = 88 <g£’; (x1,0)> e, para cada x; fixado arbitrariamente,

temos
djk

> (11,0) = d—QO)

DJk
8372

_ lim Jr(x1, 22) — Jr(1,0)
(z1,02)—(21,0) ||(21, 22) — (21, 0)]|
fi(@1, 22) /29 — @—1;2(901:0)

= lim
(z1,22)—(21,0) To
. fr(@y, 29) — 22 - g—ﬁ’;(xl,())
= lim 5
(z1,22)—(21,0) )
. gk (w1, w2) — 3 (21,0)
= lim
(z1,22)—(21,0) 21’2
1 02%f,

= 5 . a—x%($1,0)

Logo, gi’“ (x1,0) e gx (x1,0) existem e sao suaves, pois f, e suas derivadas o sdo. Analogamente,
observa-se que todas as derivadas parciais de j; sao dadas em termos das derivadas parciais de
fx, as quais sempre existem e sao suaves. Portanto, as fungoes ji, k = 1,2, sdo suaves. Assim,
a funcao J = (j1,j2) : Uy C R — R? definida por

~ L. F(xq, 29), se x9 #£0
J(Jfl,l‘g) — x2 (1 2) 2

(%(1’1,0) di (x1,0)>, se x9 =20 .

é suave e satisfaz (2.3). Agora, tome J : D C R2 — R2 como J = J o . Entdo J ¢ suave
(pois J e ¢ 0 sdo) e vale que Fy(p) = Fi(p)+J(p)H(p), para todo p € D. De fato, dado p € D,

temos p = (21, 72), com (z1,72) € Up; logo,

F(p) = F

como queriamos. [ |
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Localmente, > divide D em duas regioes S; e Sy, onde o sistema ¢ suave e definido pelos

campos de vetores I e F5, respectivamente. Explicitamente,
Si={x€D:H(zx,pu) >0},
So={xeD:H(zx,p) <0}

Podemos identificar diferentes tipos de equilibrios de (2.1).

Definicao 2.1 Chamamos um ponto p € D um equilibrio admissivel de (2.1) se p € tal que

Fl(pmu)zo e H(pvl’b)>0

ou

F2(p7:u):0 e H(p7:u)<0

Dizemos que um ponto q¢ € D é um equilibrio virtual de (2.1) se

Fi(g,p) =0 mas H(qg,p) <0

ou

Fy(q,0) =0 mas H(q,p) > 0.

Para alguns valores do parametro do sistema, é possivel existir um equilibrio no conjunto

de descontinuidade X.

Definigao 2.2 Chamamos um ponto p € D um equilibrio de fronteira de (2.1) se

Fi(p,p) = Fa(p,p) =0 e H(p,u) =0.

Podemos entao definir uma bifurcagao em equilibrio de fronteira como segue.

Defini¢ao 2.3 O sistema suave por partes (2.1) sofre uma bifurcagao em equilibrio de

fronteira em p = p* se existe um ponto x* tal que, para i =1,2:

1. Fy(a*,p*) =0;
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2. H(z*, pu*)=0;
3. F . (x*, u*) € inversivel (equivalentemente, det(F; .(x*,u*)) #0);
4. Hy(z*, 1) — Hz(x*7u*)[ﬂ;lﬂu](x* ) #0.

Observagao 2.1 Os dois primeiros itens da Definicao 2.3 dizem apenas que ™ € um equilibrio

*

de fronteira em p = p*. O terceiro item é crucial para a teoria que Seque, uma vez que
podemos analisar apenas a ‘parte linear’ do sistema considerado e entdo, com o Teorema da
Funcao Implicita, concluir a validade dos resultados obtidos para o sistema nao-linear completo.
Além disso, a condicao 3 € necessdaria para ocorrer a condicdo 4. Esta, por sua vez, significa
que 0s ramos de equilibrios, x*(u) e x=(n), dos campos Fy e Fy respectivamente, cruzam X

transversalmente no ponto de bifurcagio em equilibrio de fronteira (z*, u*). Com efeito, das

condigoes 1, 2 e 3 temos
Fi(z*,u*) =0, H(",p)=0 e det(F,.(z",u")) #0.

Pelo Teorema da Fungao Implicita, existe uma vizinhanga V de (x*, u*) e uma aplicagdo suave

v = a(p) tais que x* = x(p*), Fi(z(p),pn) =0 emV, e

dx

@(u*) = —[F ) F ) (", ).

Assim, o ramo de equilibrio suave x(u) cruza a fronteira ¥ = H~1(0) transversalmente se, e

somente se, (VH (x*, u*), (' (n*), 1)) # 0, isto ¢,
(Ho(2™, 1), Hu(2", 1), (= [Fig Fil (a7, 1%), 1)) = Hua", 1) —Hy (2%, 0*)[F ) Frl (27, 17) # 0.

VH

VY (xl’ 1) (x(:u)a :u)
/<x*,u*> >

Figura 2.2: Ramo de Equilibrios de F; transversal a .
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2.1.1 Classificacao dos cendrios mais simples

Sem perda de generalidade, vamos supor (2.1) em uma regiao Dy C R"™ contendo a origem e

x = 0 um equilibrio de fronteira de (2.1) para p = 0, isto é,

Fi(0,0) = F5(0,0) =0 e H(0,0) =0.

Procuraremos desdobrar os cenérios de bifurcacao que podem ocorrer quando p é perturbado
numa vizinhanca de zero. Especificamente, sobre a variagdo de pu, temos um dos seguintes

cenarios:

Persisténcia: Um equilibrio admissivel na regiao S; torna-se um equilibrio de fronteira
(ponto onde ocorre a bifurcagdo) e em seguida se transforma em um equilibrio virtual.

Simultaneamente, um equilibrio virtual na regiao S; torna-se admissivel.

Dobra nao-suave: Dois ramos de equilibrio admissivel colidem no ponto de bifurcacao em

equilibrio de fronteira, e se transformam em dois ramos de equilibrio virtual.

Apresentamos agora definigdes mais precisas dos cenarios de persisténcia e dobra nao-suave.

Definicao 2.4 Dizemos que o sistema suave por partes (2.1) apresenta uma persisténcia para
uw =0 se, quando variamos o parametro p em uma vizinhanga de zero, um ramo de equilibrio
admissivel e um ramo de equilibrio virtual se cruzam no ponto de equilibrio de fronteira x = 0.
Ao fazé-lo o equilibrio virtual torna-se admissivel e vice-versa. Ou seja, assumimos que existem

ramos de equilibrios suaves x(p) e v~ (u) tais que x(0) = 2~ (0) e
1. Fy(zT,p) =0, H(z",p) >0 e Fy(x ,pu)=0,H(z",p) >0 para p<0;
2. Fi(zt,u)=0,H(z",u) <0 e Fy(z ,pu)=0,H(z",pu) <0 para p>0

ou vice-versa. Veja Figura 2.5.

Definigao 2.5 Dizemos que a bifurcacao em equilibrio de fronteira em pu = 0 € dobra nao-

suave, sobre a variacao de p em uma vizinhanga de zero, quando dois ramos de equilibrios
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pw<0 pw=70 w>0

Figura 2.3: Cendrio de persisténcia em um sistema bidimensional linear por partes. A regiao
pontilhada (lisa) dos ramos z* e ™ representa os equilibrios virtuais (admissiveis) do sistema.

admissiveis colidem no ponto de equilibrio de fronteira x = 0 e ambos tornam-se ramos de
equilibrios virtuais apos o ponto de bifurcacdo. Ou seja, existem ramos de equilibrios suaves

xt(p) e x™(p) tais que z7(0) =27 (0) e
1. Fy(2™,p) =0, H(z" ) >0 e Fy(z™,p) =0,H(z7, 1) <0 para p<0;
2. Fy(xt,pu)=0,H(xt,u) <0 e Fo(z~,pu)=0,H(z",p) >0 para p> 0.

Veja Figura 2.4.

2 S17 '.'.'.','.'.....,_____“'E.
r
<0 =0 w>0

Figura 2.4: Cenério de dobra nao-suave em um sistema bidimensional linear por partes. A regiao
pontilhada (lisa) dos ramos 2" e ™ representa os equilibrios virtuais (admissiveis) do sistema.

Vamos obter agora condigoes para distinguir entre estes dois casos fundamentais em sistemas

n-dimensionais arbitrarios.

Teorema 2.1 Considere, para uma regiao Dy C R™ contendo a origem, o sistema continuo

suave por partes

Fi(a, ), H(w,p) >0
o) Blep), se Hiw,p) | (2.4)
Fy(w,p), se H(x,p) <0

onde v € R*, p € R, F{,F, : R""! — R" ¢ H : R"™! — R sao0 funcoes suaves em Dy, e

¥ = HY0). Suponha que (2.4) sofre uma bifurca¢io no equilibrio de fronteira z* = 0 para
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w* = 0. Entao, assumindo que

1+CTN'E #0,

onde Ny = F1,(0,0), CT = H,(0,0), E=J e J:R"™ — R" € uma fungdo suave tal que
F=F + JH, temos

1. Um cendario de persisténcia em (0,0) se

1+CTN'E > 0.

2. Um cendrio de dobra nao suave em (0,0) se

1+CTN'E <.

Demonstragao. Seja 2™ € Dy um equilibrio admissivel de (2.4), isto é,
Fi(zt,u)=0 e H(zt p):=30">0.
Analogamente, para x~ € Dy ser admissivel, devemos ter
Fx,p)=Fx ,pu)+Ja ,u)Hx",u)=0 e H(@ ,pu):=46 <0.

Como (2.4) sofre uma bifurcagao no equilibrio de fronteira x = 0 para p = 0, segue da condigao
3 da Definicao 2.3 que F} ,(0,0) e F5,(0,0) sao inversiveis. Entao, considerando a linearizagao

do sistema sobre o ponto (z*, u*) = (0,0) temos

N1$++M1/L:O (25)
CTs™ +Bpu=6" (2.6)
€
NQ.I‘_ + leu = Nl.’L'_ + M1/.L + Eé" =0 (27)
CTe~ +Bu=06" (2.8)

onde Ny = Fy o, My = Fy ,, Ny = F5,, My = F, ,,CT = H,, B= H,, e E = J sao calculados em
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(0,0). Como N; é inversivel, temos de (2.5)
zt = —Nl_lMlu,

e, substituindo em (2.6), obtemos

6t = (B - CT'N; M) (2.9)
Analogamente, de (2.7) temos

r7 = N7 (M + ES)
e, substituindo em (2.8) e usando (2.9) obtemos
(B — CTN; M) 5t

— — : 2.10
(1+CTN{'E) (1+CTN{'E) (2.10)

Agora, a partir de (2.10) concluimos
e 07 = H(x",p) e 6~ := H(x™, ) tém o mesmo sinal se a condicio 1 + CTN;'E > 06
satisfeita. Neste caso temos um cendrio de persisténcia (veja Definigao 2.4);
e J* e~ tém sinais opostos se a condicio 1 +CTN;'E < 0 é satisfeita. Neste caso temos
um cendario de dobra nao-suave (veja Defini¢ao 2.5).

Observacao 2.2 Como o Sistema (2.4) sofre uma bifurcagio em x* =0 para p* =0, temos
F1(0,0) = F5,(0,0)=0 , H(0,0)=0,

det(F;2(0,0)) #0 e H,(0,0) — H,(0,0)[F; ' F;,](0,0) #0, para i=1,2.

Pelo Teorema da Fungao Implicita, existem ramos de equilibrios suaves, x*(u) e x~ (), de Fy e
Fy respectivamente, e vizinhancas Vi, Vs de (0,0), tais que z7(0) = 0 =27(0), Fi(zt(u), pu) =0
em Vi, e Fy(z7(u), ) = 0 em Vy. Assim, as conclusoes acima continuam vdlidas para o sistema

nao-linear completo na vizinhanga Vi N Vs de (0,0).
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Exemplo 2.1 Considere o sistema linear por partes tridimensional

. L Nz — Mp, se Cta >0
T = (21, %, 23) = , (2.11)
Nox — Mp, se CTz <0

onde
-1 1 0 -1 10 0
N, = -3 01|, Na= -3 01|, M=10 GCT=<100)-
-2 0 0 —24+¢ 0 0 1

Note que CTx = x1 e a fronteira de descontinuidade é ¥ = {xr € R3 : z; = 0}. Denote

Fi(x,pn) = Nyo — Mp e Fy(z, ) = Nox — Mpu. Uma vez que

Fl((O,IQ,.Tg),,M) = <x27$37 _M) = FQ((07I27$3)7 :u)v

para todo (0,x9,x3) € X, o grau de suavidade uniforme é m = 2 e, portanto, (2.11) é um
sistema continuo linear por partes. Neste caso, temos E = J = (0,0,¢), isto €, podemos
escrever Fy(x,p) = Fi(x, p) +x1J. Além disso, como det(Ny) = —2 a matriz Ny € inversivel.
Logo, 1 + CTN;'E =1—¢/2 e entdo ocorre um cendrio de persisténcia se € < 2 e um cendrio
de dobra nao-suave se ¢ > 2. A Figura 2.5 mostra os efeitos de uma bifurcacao no equlibrio
de fronteira (x,p) = (0,0) para e =1 eec = 6. Se e = 1, os ramos de equilibrios de F; e
Fy sao, respectivamente, xt(u) = (—p/2, —p/2, =3u/2) e 2~ (u) = (—p, —p, —3u). Por outro
lado, para € = 6, temos que o ramo de equilibrio de Fy permanece enquanto o ramo de Fy €

a(p) = (w/4, 1/4,3u/4).

10— 1

O\ 0 ..........
-1 ‘ 1 ‘

-1 0 1 -1 0 n 1

(a) (b)

Figura 2.5: Diagramas de bifurcagdo de (2.11) mostrando (a) um cendrio de persisténcia quando
e =1 e (b) um cendrio de dobra nao-suave quando € = 6.
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2.1.2 O circuito de Chua

O circuito de Chua é um sistema eletronico com grande importancia no desenvolvimento da
teoria dos sistemas dinamicos. Introduzido em 1983 pelo professor Leon O. Chua em uma
visita a Universidade de Waseda no Japao, como citado em [9], este circuito é conhecido por
apresentar um comportamento cadtico.

O circuito de Chua é composto por dois capacitores C; e Cy, um indutor L, um resistor R e

um elemento (resistor) nao-linear Nr com curva caracteristica exibida na Figura 2.6.

W’ ’l:NRu

mo-I=

~ Cl @ NR ml .1 »
—1 : V01

&
L
h

Figura 2.6: (a) Esquema do circuito de Chua, e (b) Curva caracteristica do resistor nao-linear Ng.

Neste sistema denotamos:

o Vo, Vi,: voltagens dos capacitores C e Cfy, respectivamente;

e ip: corrente elétrica através do resistor R;

e i;: corrente elétrica sobre o indutor L;

® iy, : corrente elétrica através do resistor nao-linear Np.

A relagao entre a voltagem V' e a corrente ¢ para os elementos do circuito é dada por:
e Capacitor: C’% =

e Indutor: L% =V,

e Resistor: V=R-i.

Aplicando as leis de Kirchoff para os nés A, B e para os lagos C, D, E no circuito da Figura

2.7, obtemos

dVe,
dt

ir =ip+ Co (2.12)
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(2.13)

(2.14)
Ve, = Ve, + R-ip=0 (2.15)
Vo, = Ng ing, =0 (2.16)

Ve,

Da equacao (2.15) temos igr = %. Substituindo nas equagoes (2.12) e (2.13) obtemos

o seguinte sistema de equagoes diferenciais que descreve a dinamica do Circuito de Chua

dv, ‘
Cr= = Ve, — Vo) —ing
G5 = 1V, = Vo) +in (2.17)
L% = _VC2

Note que a equ¢ao (2.16) estabelece uma dependéncia entre a corrente iy, e a voltagem

Ve, que neste caso é dada pela seguinte equacao da curva caracteristica

(mo —ml)(

9 ‘V01+1|+’VC1_1‘>'

iNR = iNR(VCH) = leC'l +
O sistema (2.17) pode ser transformado no seguinte sistema de equagoes 3-dimensional

= aly—z—h(z))
y = T-y+z (2.18)
z = —Py

onde h(z) = myz + (mLle) (|z + 1] + |z — 1|) representa a caracteristica do resistor nao-linear.
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Basta definir:
x=Veo, y=Veo,, z=1iy, a=1/Cy, f=1/L, Cy=1, R=1.

Assim, o circuito de Chua pode ser abordado sob o ponto de vista de sistemas dinamicos

descontinuos. De fato, o sistema (2.18) pode ser reescrito como

Fi(x,y,z) se x<-—1
Xx=(&,9,2) =% Fy(x,y,2) se —l<z<1, (2.19)

Fy(z,y,2) se x>1

onde

F1<.'L',y,Z) = (a(y - (2m1 - mo)(L’),l‘ —y+tz _ﬁy)v
Fy(z,y,2) = (a(y —x — (miz + (mo —mn))), x —y + z, —5y)7
Fs(z,y,2) = (aly — @ — mox), @ — y + 2z, —By).

Neste caso, o sistema suave por partes (2.19) tem duas fronteiras de descontinuidade dadas

por X1 = H;1(0) e ¥y = H,*(0), com
Hi(z,y,2)=x+1 e Hyx,y,2z)=x—1,
as quais nao se intersectam. Observe que dado P = (—1,y,2) € ¥; tem-se
F(P) = (a(y + 1+ 2my —mg), =1 —y + 2, —By) = F2(P),
e, dado @Q = (1,y,2) € X9 tem-se
B(P) = (aly —1—mp),1 —y+z,—By) = F3(P).
Além disso, como

—a(l+(2my —mg)) «a 0 —a(l+my) o 0
Fl x = 1 -1 1 s FQ,X = 1 -1 1
0 -6 0 0 -3 0



2.1 Fluxos continuos suaves por partes 42

0 -3 0
conclui-se que (2.19) tem grau de suavidade m = 2 sobre qualquer uma das fronteiras 3y, ¥y

e, portanto, temos um sistema continuo suave por partes.

Podemos ainda estudar cendrios de bifurcacao em um circuito de Chua considerando sua

dinamica governada pelo sistema adimensional (2.18), isto é

i = aly—z—h(z))
y = rT—y+z )
z = —By

onde «, 3 sao parametros positivos. Para tanto, suponha que a caracteristica do resistor nao-
linear seja dada por

h(z) = =([2z] + ),

onde p € R. Assim, temos o sistema suave por partes

Filz,y,z) = (alyt+x+pn),r —y+ 2z, — se x>0
(5.9.5) = 1(z,y,2) = (aly n,r—y By) | (2.20)

Fg(l',y,z> = (a(y_3x+ﬂ)7x_y+za_ﬁy) se x <0
com uma tnica fronteira de descontinuidade dada por ¥ = H~%(0), com H(z,y,z) = x. Note
que dado (0,y,z) € ¥ temos F1(0,y,2) = (a(y + n), —y + z,—0y) = F»(0,y,2). Além disso,

uma vez que « # 0,

a o 0 —3a a 0
Fix=11 -1 1 |# 1 -1 1 | =k
0 -3 0 0 -3 0
qualquer que seja x = (x,y,z) € R® Logo, o grau de suavidade é uniforme m = 2 e

portanto (2.20) é um sistema continuo suave por partes. Considerando a variagao do parametro

i, os ramos de equilibrios de F; e Fy sao 7 (u) = (—p,0,p) e 27 (u) = (1/3,0,—p/3),
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respectivamente. Assim, temos

e Para u < 0;
Como o () = (—p,0,1) € St ={H > 0} e a7~ () = (1/3,0,—p/3) € 52 = {H < 0}

temos que z T, 2~ sao equilibrios admissiveis de (2.20).

e Para i = 0;
Neste caso, (0,0,0) é um equilibrio de fronteira de (2.20), uma vez que F1((0,0,0), u) =
F5((0,0,0), 1) = (0,0,0) e H((0,0,0), 1) = 0.

e Para p > 0;
Agora, z7(p) = (=, 0,p) € Sp e &~ (n) = (1/3,0,—p/3) € Sy e, portanto, 7,27 sao
equilibrios virtuais de (2.20).

Podemos observar entdo um cenario de dobra nao-suave. Veja Figura 2.8-(a).

1 1=

0 f——= 0
T €
-1 . -1

-1 0 7 1 -1

Figura 2.8: Diagramas de bifurcacdo para o circuito de Chua mostrando (a) um cendrio de dobra nao
suave de (2.20) e (b) cendrios de persisténcia de (2.21).

Suponha agora que a caracteristica do resistor nao-linear é dada por

—23 — x4+ pPr, se >0
h(z) = ) ,
23— 2 —plr, se x<0

com p € R. Assim, temos o seguinte sistema suave por partes

L Fl(x»yvz):(a(y+$3_u2x)7x_y+zu_ﬂy) se x>0
(T,9,2) = : (2.21)
Fg(l‘,y,Z):(Oé(y—.Z’g—i-MQ(I)),CL’—y—f—Z, _ﬁy) se <0

com uma Unica fronteira de descontinuidade ¥ = {z = 0}. Dado (0,y,2) € X temos
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Fl(oa Y, Z) = (O./y, -y + Z, _By) = F2(Oa Y, Z) €, como

aBz*—p?) a 0 a(=322+p?) a 0
Fix = 1 -1 1 | # 1 —1 1 | = Fox
0 -3 0 0 -3 0

sobre ¥ (i.e., quando = = 0), segue que (2.21) tem grau de suavidade uniforme m = 2 e,
portanto, é um sistema continuo suave por partes. Sob a variagao de p podemos obter ramos de

equilibrios de F} e F5. Neste caso, cada campo possui dois ramos de equilibrios, os quais ainda

coincidem; precisamente temos x) (u) = z (1) = (11,0, —p) e z (1) = z, (1) = (—pu, 0, p).
Segue que
e Para pu < 0;

() € Sy = {x < 0} é equilibrio virtual de (2.21),
x, (1) € Sy = {z < 0} é equilibrio admissivel de (2.21),
zf (n) € Sy = {x > 0} é equilibrio admissivel de (2.21),

)

z, () € Sy = {x > 0} é equilibrio virtual de (2.21).

e Para = 0;
Neste caso, (0,0,0) é um equilibrio de fronteira de (2.21), uma vez que Fi((0,0,0), u) =
F5((0,0,0), 1) = (0,0,0) e H((0,0,0), 12) = 0.

e Para p > 0;
)l (u) € S; = {x > 0} é equilibrio admissivel de (2.21),
z, (u) € S1 = {x > 0} é equilibrio virtual de (2.21),
zf (u) € Sy = {x < 0} é equilibrio virtual de (2.21),
)

x, (1) € So = {x < 0} é equilibrio admissivel de (2.21).

Podemos observar entao dois cendrios de persisténcia ocorrendo simultaneamente. De fato, os
ramos de equilibrios = (1) e 2, (1), de F} e F; respectivamente, colidem no ponto de equilibrio
de fronteira. Ao fazé-lo, o ramo de equilibrio virtual x} () torna-se admissivel enquanto o
ramo de equilibrio admissivel z, (x) torna-se virtual. De modo andlogo nota-se persisténcia ao

considerar os ramos de equilibrios x; (1) e z;, (11). Veja Figura 2.8-(b).
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2.1.3 Sistemas continuos suaves por partes no plano

O estudo das bifurcagoes em equilibrios de fronteira de sistemas suaves por partes é recente.
Diante disso, concentraremos nos sistemas planares, para os quais ja existem diversos resultados
importantes. No caso planar, os unicos tipos de conjuntos invariantes envolvidos em uma
bifurcacao em equilibrio de fronteira sao os ciclos limites. O trabalho pioneiro de Andronov
et. al. [1] ja estabelecia o aparecimento de um ciclo para campos de vetores continuos lineares
por partes em R?, com uma tnica fronteira de descontinuidade. Posteriormente, e ainda sob
a hipétese de continuidade, Lum and Chua [7] conjecturaram que o nimero maximo de ciclos
limites que podem surgir em tais sistemas é um. Entao, em 1998, Freire et. al. [4] provaram
a veracidade da conjectura de Lum and Chua, e estabeleceram condigoes para a existéncia de
ciclos limites em uma bifurcacao em equilibrio de fronteira. Os resultados obtidos por Freire

et. al. podem ser resumidos no seguinte teorema:

Teorema 2.2 ([2]). Considere um sistema linear por partes no plano da forma

Niz +Mp, se CTz >0
p={ a , (2.22)
Now + Mp, se Clz <0
comx €R%, € R e Ny = Ny +ECT. Suponha que det(Ny) # 0, 1+CTN;LE # 0, tr(Ny) # 0,
det(Ny) # tr(Ny)?/4 e det(Ny) # tr(Ny)? /4.

1. Se tr(Ny)tr(N2) > 0, entdao nenhum ciclo limite estd envolvido na bifurcagao.
2. Se tr(Ny)tr(Ny) < 0, entao:

a) Se temos uma bifurcacdo em um ponto de equilibrio de fronteira com 1+CTN;7'E > 0
1

(persisténcia) e hd pelo menos um foco envolvido, entao:

i. Se o caso foco-nd é observado, entdo o ciclo existe e € estdvel se tr(Jac) <0 (o
no € estdvel) e instdvel se tr(Jac) > 0, onde Jac € a matriz jacobiana obtida
pela linearizacao do sistema sobre o no.

it. Se em vez disso, observa-se o caso foco-foco, entao assumindo que o; £ 103,
Jj = 1,2 sao os autovalores dos dois focos com 3; > 0 e e # 1, existe um

. 7 ’ ﬂﬂ' ﬂ71' . ’ ﬂﬂ' ﬂﬂ'
ciclo que € estdvel se ef1 eb2” < 1, e instavel se ePr ef2" > 1.
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1. Se 0s casos no-no ou sela-sela sao observados, entao nao existe ciclo.

(b) Se temos uma bifurcagao em um ponto de equilibrio de fronteira com 1+CTN'E <0
(dobra nao-suave) entao um ciclo limite pode apenas cercar um foco.
1. Se os equilibrios sao no-sela entao nao existe nenhum ciclo limite.

1. Se temos uma bifurcagao sela-foco, entao:

A. Se o foco € instdvel e a variedade instdvel do ponto de sela espirala no interior

da variedade estdvel, entao existe um ciclo limite estdvel.

B. Se o foco € estavel e a variedade estdvel do ponto de sela espirala no interior

da variedade instavel, entao existe um ciclo limite instdvel.

C. Se em vez disso as respectivas variedades espiralam no exterior, entao nao

existe ciclo limite.

A seguir exibimos alguns exemplos que ilustram o Teorema 2.2.

Exemplo 2.2 Considere

0 1 4 , 1
N, = C E= ,C:<01)eM:
-1 =21 2.6 0
Assim, temos o sequinte sistema bidimensional linear por partes
(
0 1 T 1
+ , se x9 >0
S 1 -21 T 0
T = (21,29) = (2.23)
0 5 T 1
+ , se w9 <0
—1 0.5 To 0
onde
T 2 T 5
C'x=x9, Y={x€R :29=0} e Ny=N,+EC =
-1 0.5

Observe que

det(N1> =1 7é 0, tT(Nl)

—2.1+40

1 = det(Ny) # tr(Ny)?/4 = 1.1025
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5 = det(No) # tr(Ny)?/4 = 0.0625

—-21 -1
Como Ny € inversivel com inversa N;' = , temos 1+ CTN7'E =5 > 0
1 0

(persisténcia). Escrevendo
Fi(z,p) == Nyo+ Mp = (o + p, —z1 — 2.129) €

Fy(x, p) := Nox + Mp = (b + p, —x1 + 0.529)

encontramos os ramos de equilibrios x*(u) = (2.1, —p) e 2~ (u) = (=0.1p, —0.2u), de Fy e
Fy respectivamente. Note que o ponto x7(0) = (0,0) = 27(0) € um equilibrio de fronteira do

sistema (2.23). Como o sistema € linear por partes, temos
Fia(z" () =Ni e Foa(a™(n)=Noy peR

Além disso, de tr(Ny) < 0, det(Ny) > 0 e det(Ny) < tr(Ny)?/4 conclui-se que os equilibrios
de Fy sao nds estaveis para qualquer p € R. Analogamente, de tr(Ny) > 0, det(Ny) > 0
e det(Ny) > tr(No)?/4 tem-se que os equilibrios de Fy sao focos instdveis qualquer que seja
p € R. Assim, como tr(Ny)tr(Ny) = —1.05 < 0, 1+ CTN; ' E > 0, com um foco envolvido (Ny)
e tr(Jac) = tr(Ny) = —2.1 < 0, segue por 2.(a).i do Teorema 2.2 que existe um ciclo limite

estdvel na bifurcagdo do equilibrio de fronteira (0,0). Veja a Figura 2.9.

Figura 2.9: Retratos de fase do Exemplo 2.2. (a) N6 estavel (u = —1) (b) Foco Instavel com um ciclo
limite estdvel (u = 1).
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Exemplo 2.3 Suponha que

0 1 1 . 1
N, = . E= ,C:<01>6M:
-1 -1 1.5 0
0 5
Novamente temos Ny = Ny + ECT = (foco instdvel). Assim,
-1 0.5

tr(N;) = =1 <0, tr(Ny) =0.5>0, det(N;)=1>0, 1+C'N;'E=5>0.

Neste caso Ny € foco estdvel com autovalores ay + i3, = —% + i@. Além disso, os autovalores
de Ny sdo agtifly = iii@. Assim, por 2.(a).ii do Teorema 2.2, existe um ciclo limite estdvel
na bifurcagao do equilibrio de fronteira (0,0), visto que e Tem T = evievm o~ (0.232 < 1.

Os ramos de equilibrios de
Fy(z,p) = Nyx + Mp = (22 + p, =11 —12) €

Fy(x, p) := Nox + Mp = (b + p, —x1 + 0.529)

sao xt(p) = (u,—p) e () = (=0.1p, —0.2u), respectivamente. Na Figura 2.10 temos os

retratos de fase para os valores de parametro p = +1.

Figura 2.10: Retratos de fase do Exemplo 2.3. (a) Foco estavel (x = —1) (b) Foco Instavel com um
ciclo limite estével (u = 1).
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Exemplo 2.4 Considere agora

0 -1 6 - 1
N, = . E= ,C:<01>6M:
-1 -1 1.5 0
5
Temos entio N sela e novamente Ny = N; + ECT = foco instdvel. Logo,
-1 0.5

tr(N;) = -1 <0, tr(Ny)=05>0, 1+C'N;'E=-5<0.

Assim, estamos nas condi¢oes do Teorema 2.2 com um cendrio de dobra nao-suave; portanto,
existe um ciclo limite estdvel na bifurca¢io do equilibrio de fronteira (0,0). Note que x™ () =

(—p,p) ex™(p) = (=0.1p, —0.21) sao os ramos de equilibrios de

Fi(z,p) == Nix + Mp = (=22 + p1, =11 —12) €

Fy(x, p) := Nox + Mp = (5xy + p, —x1 + 0.529)

respectivamente. Veja Figura 2.11.

2 2
To IE2.
0 N4 : )
-2 -2
—4 0 X1 3 —4 0 e 3

Figura 2.11: Retratos de fase do Exemplo 2.4. (a) Sem conjuntos limite (x = —1) (b) Foco Instavel
com um ciclo limite estavel e um ponto de sela (= 1).

2.2 Fluxos de Filippov

Nosso objetivo agora é estudar bifurcacoes de equilibrios em sistemas de Filippov, isto é,
sistemas com grau de suavidade é m = 1 sobre . Assim, como Fj(z) # Fy(x) para todo x € X,

nao veremos bifurcacoes de codimensao um onde ambos os campos de vetores se anulam em
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um equilibrio de fronteira como na secao anterior. No entanto, agora héa a possibilidade de um
“movimento deslizante” na fronteira de descontinuidade (regiao de deslize), onde a dinamica do
sistema é determinada pelo campo de vetores deslizante Fy. Além disso, também pode existir a
presenga de equilibrios do fluxo deslizante (chamados pseudo-equilibrios); desdobraremos assim
um novo tipo de bifurcacao em equilibrio de fronteira. Uma descricao completa da dinamica
em dimensao n ainda nao é conhecida. Portanto, vamos tratar do caso de sistemas de Filippov

planares, exibindo os resultados obtidos de Kuznetsov et. al. [13].

Considere entao sistemas de Filippov que localmente para alguma regiao D C R"™ podem

ser escritos sob a forma

Fi(x,pn), se H(x,u) >0
o) flen) (@, 1) | (2.24)
FQ([L’,M), s€ H(‘,L.a:u) <0

Assim como no caso dos campos de vetores suaves por partes continuos da Se¢ao 2.1, podemos
identificar diferentes tipos de equilibrios em um sistema de Filippov. Temos as seguintes

definigoes:
Definicao 2.6 Dizemos que um ponto x € D é um equilibrio admissivel de (2.24) se
Fl(xmu)zo e H(x7lu’)>0
ou
Fy(w,p) =0 e H(z,p) <0.
Definigao 2.7 Chamamos um ponto & um pseudo-equilibrio de (2.24) se para algum escalar
a temos que T satisfaz
Fi(Z,p) +a(Fy— F)(Z,u) =0 e H(z,u)=0.
Se 0 < a <1, entao x € dito um pseudo-equilibrio admissivel. Por outro lado, dizemos que T
€ um pseudo-equilibrio virtual se a < 0 ou v > 1.
Podemos classificar alguns tipos de pseudo-equilibrios.

Definigao 2.8 Um pseudo-equilibrio © € 3 é chamado uma pseudo-sela se uma das sequintes

condigoes € satisfeita:
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=
8

t € X, (regiao de deslize repelindo) e & € um ponto de equilibrio atrator para Fy; ou

to
8

T € X4 (regiago de deslize atraindo) e & € um ponto de equilibrio repulsor para Fy.

Um pseudo-equilibrio & € 3 é um pseudo-né estavel (resp. pseudo-né instavel) se & € 3

(resp. & € ¥.) e T € um ponto de equilibrio atrator (resp. repulsor) para Fy. Veja Figura 2.12.

8 N I N 7 B N B4
NVAR/ERNEVER

(a) (b) ()

Figura 2.12: Pseudo-equilibrios: (a) pseudo-sela, (b) pseudo-né estével e (c) pseudo-né instavel.

Definicao 2.9 Um ponto & é chamado um equilibrio de fronteira de (2.24) se
Fi(z,u) =0 ou Fy(z,pu) =0,

e H(z,p) =0.

Definimos entao uma bifurcacao em equilibrio de fronteira da seguinte maneira.

Definicao 2.10 O sistema suave por partes de Filippov (2.24) sofre uma bifurcagao em
equilibrio de fronteira em u = p* em relacdo ao campo de vetores F;,i = 1,2, se existir um

ponto x* tal que:
1. Fy(a*, p1*) = 0, mas F;(z*, p*) # 0;
2. H(x*, p*) =0;
3. Fi o(x*, u*) € inversivel (equivalentemente, det(F; ,(x*, u*)) #0) parai =1 e 2;

4. Hy(x, 1) — Hw(x*,u*)[ﬂ;lﬂ,u](x*,u*) # 0.

Antes de iniciarmos o estudo dos cenarios de bifurcacao em sistemas de Filippov,

apresentamos um exemplo aplicado simples.
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Exemplo 2.5 Em Fisica, no estudo de oscilacdes e ondas, € comum considerar como primeiros
exemplos de modelos mecanicos com movimento oscilatorio os chamados sistemas massa-mola.
Oscilagoes mecanicas (e elétricas) ocorrem quando um sistema sofre uma perturbagdo a partir
de uma posicao de equilibrio estdvel, e equacoes diferenciais lineares aparecem na descri¢ao
de tais fenomenos. O tipo de movimento oscilatorio mais comum é o movimento harmonico
simples. Considere um corpo sdlido (um bloco) com massa m preso a uma mola sobre uma
superficie horizontal. Suponha que o atrito entre o bloco e a superficie € desprezivel e que o
bloco ocupa a posicao ug = 0 quando o sistema estd em repouso. Ao deslocar o bloco a uma
distancia u a partir de sua posi¢ao de equilibrio, a mola exerce sobre ele uma forca restauradora
F, = —ku proporcional ao seu deslocamento (lei de Hooke), onde k é uma constante que mede
a rigidez da mola. O sinal negativo indica que a for¢a agindo sobre o bloco tem sentido oposto
ao seu deslocamento e que a mola nao exerce forca sobre o corpo quando em sua posi¢cao de
equilibrio. Assim, o bloco comeca a oscilar sobre a superficie e a equa¢ao de movimento €
obtida a partir da sequnda lei de Newton (F,.; = ma, onde F,.s € a resultante de todas as
forcas externas que agem sobre o sistema), ou seja

d*u
m—
dt?

= —ku,

d*u

sendo a = vl

a aceleracdo do bloco. Este tipo de movimento é chamado movimento harmonico

simples e € dado por uma equacdo diferencial linear homogénea de sequnda ordem.:

2

d“u
Mmoo + ku = 0. (2.25)

No entanto, em situagoes mais realistas, deve-se considerar o atrito produzido pela resisténcia

da superficie. Neste caso, a equac¢ao do movimento do bloco torna-se

d
me— 4 vd—? +ku =0, (2.26)

onde vy € uma constante de amortecimento. A Equagao (2.26) também € facilmente estabelecida
a partir da sequnda lei de Newton. Neste caso, Fr.s = F,,+ f, onde f = —yv € a forca de atrito
cinético, a qual € proporcional a velocidade v = du/dt do bloco. O sinal negativo indica que

a forca de atrito se opoe ao movimento do bloco, tendendo a pard-lo. Neste caso, o sistema €
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dito amortecido.

Afim de manter um sistema amortecido oscilando indefinidamente, uma energia mecanica deve
ser injetada ao sistema. Isto pode ser feito aplicando uma for¢a externa E(t) a massam. Dessa
forma temos um sistema mecanico forcado. O movimento oscilatorio forcado do bloco com forca

periodica cossenotdal € dada pela equacao:

d*u du
- = 2.2
mos +7dt + ku = bcos(wt), (2.27)

onde b e w sao a amplitude e a frequéncia angular da for¢a de excitagao externa E(t) = bcos(wt).

As equagoes de movimento (2.25), (2.26) e (2.27) dos modelos mecanicos massa-mola acima
podem ser reduzidas a sistemas dinamicos suaves lineares no plano através de uma simples
mudanga de varidveis. Agora, com base na equagao de movimento for¢ado (2.27), um modelo
mecanico com abordagem de sistemas suaves por partes pode ser fornecido. De fato, considere
um sistema massa-mola sob acdo de duas forcas externas distintas em suas respectivas regioes,

como na Figura 2.15.

U(). =0
B, ; B,

Figura 2.13: Sistema massa-mola sob a acao de duas forgas externas distintas.

Suponha que m =1 e E;(t) = b;cos(wt), i = 1,2, by # by. Assim, a equagao do movimento
¢ dada por
i+ vy + ku = by cos(wt), se u <0
i+ vy + ku = by cos(wt), se u >0

Fazendo a mudanca de varidveis x = u, y = 1, obtemos:

t=y e y=-—y—kx+bcos(wt), i=12.

Logo, a dinamica deste modelo mecanico é dada pelo sequinte sistema linear por partes
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bidimensional:

. o Fi(x), se <0
X = (2,9) = 7 (2.28)
Fy(x), se x>0

onde ¥ = {x =0} e F;(X) = (y, —yy — kx + b; cos(wt)). Note que dado (0,y) € X temos
Fi(0,y) = (y, —vy + by cos(wt)) #+ (y, —yy + by cos(wt)) = F5(0,y),

pois by # by. Portanto, o Sistema (2.28) tem grau de suavidade uniforme igual a um, ou seja,

(2.28) € um sistema de Filippov.

2.2.1 Classificacao dos casos possiveis

Sem perda de generalidade, vamos tomar (2.24) em uma regiao Dy C R™ contendo a origem e

supor que x = 0 é um equilibrio de fronteira com relagao a F; para p = 0, isto é,
F1(0,0)=0 e H(0,0)=0.

Buscaremos agora condigoes que classifiquem o comportamento deste equilibrio em um
desdobramento da bifurcacao. Mostraremos que, quando p é perturbado, cendrios semelhantes
aqueles apresentados para sistemas continuos suaves por partes sao possiveis. Ou seja, podemos

observar:

Persisténcia: quando um ramo de equilibrio admissivel se transforma em um ramo de

pseudo-equilibrio admissivel; veja Figura 2.14.

& d F

S >
P R LR i 4| %
p<0 p=0 >0

Figura 2.14: Cenério de persisténcia em um sistema bidimensional linear por partes. A regiao
tracejada (lisa) em X representa costura (deslize).

Dobra nao-suave: quando um ramo de equilibrio admissivel e um ramo de pseudo-equilibrio

admissivel se tornam virtuais apds colidirem no equilibrio de fronteira. Veja Figura 2.15
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B s <

p<

>0

Figura 2.15: Cenério de dobra nao-suave em um sistema bidimensional linear por partes. A regiao
tracejada (lisa) em X representa costura (deslize).

Teorema 2.3 Considere, para uma regiao Dy C R™ contendo a origem, o sistema de Filippov

. Fl(xmu>7 s€ H(‘/L.mu) >0
Tr =

, (2.29)
FQ(xulu>7 s€ H<xuu)<0

onde x € R*, p € R, [, F, : R* — R""! ¢ H : R""!' — R sdo fungdes suaves em Dy, e

¥ = H1(0). Suponha que (2.29) sofre uma bifurca¢io no equilibrio de fronteira z* = 0 para
w* =0 em relagao ao campo Fy. Entao, assumindo que

CT'N'E #0,
onde Ny = I ,(0,0), CT = H,(0,0), E = Fy, — I} temos
1. Um cendrio de persisténcia em (0,0) se
CTN['E < 0.

2. Um cendrio de dobra nao suave em (0,0) se
CT'N'E > 0.
Demonstragao. Sejam x € Dy um equilibrio de F} e & € Dy um pseudo-equilibrio; isto é

Fi(x,u) =0, H(z,u):=A MAER
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Como (2.29) sofre uma bifurcacdo no equilibrio de fronteira = 0 para p = 0 em relagdo ao
campo F, temos pelo item 3 da Definigdo 2.10 que Ny = F;,(0,0) é inversivel e, portanto,

podemos considerar a linearizagao do sistema sobre o ponto (z*, i*) = (0,0):
Niz+ Mp=0  C'z+Bu=2X\ (2.30)

NiZ+ Myp+Fa=0, C'i+Bp=0, (2.31)

onde Ny = F,(0,0), My = F1,(0,0), CT = H,(0,0), B = H,(0,0) ¢ E = F, — Fy. Assim, de
(2.30) temos x = —N; "My e
A= (B—CIN M) (2.32)

Além disso, de (2.31), # = —N; "My — Ny ' Ea e substituindo em CT# + B = 0, obtemos

(B—CTN{ "My _ A
CTN;'E CTN'E’

o =

(2.33)

Agora, note que do item 4 da Definicdo 2.10 temos B — CTN;'M; # 0. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que B — CTN; ' M; < 0. Assim, de (2.32) concluimos que \ := H(z, 1)

e i tém sinais opostos. Assim, se a condicio CTN;'E < 0 for satisfeita temos de (2.33):

e Para i < 0;

Neste caso, A = H(z,p) > 0 e entdo = é equilibrio admissivel. Além disso, de a =

A - e
TR < 0, temos ¥ pseudo-equilibrio virtual.
e Para i = 0;

De (2.32) e (2.33) notamos H(z, ) = 0 e a« = 0. Portanto, Fy(Z, ) =0 = Fy(z, ). Além
disso, o sistema sofre bifurcagdo no ponto de equilibrio de fronteira x* = 0. Assim, para
pw=0temos r =2 =2" = 0.

e Para p > 0;

(B—CTN;'Mi)u

CTNTE e podemos tomar

Aqui, A = H(z,u) < 0e 0 < a < 1 uma vez que o =
1 > 0 suficientemente pequeno para que a < 1. Logo, neste caso, x é equilibrio virtual e

Z pseudo-equilibrio admissivel.

Assim, para CTN| 'E < 0 podemos observar um cendrio de persisténcia, isto é, um ramo

de equilibrio admissivel se torna um ramo de pseudo-equilibrio admissivel apds a colisao com
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o equilibrio de fronteira (ponto onde ocorre a bifurcacdo do sistema). Por outro lado, se a

condicio CTN;'E > 0 for satisfeita temos

e Para p < 0;

Neste caso, x é equilibrio admissivel visto que A = H(x, ) > 0. Além disso, 0 < o =

CTTA*E < 1 e portanto & é pseudo-equilibrio admissivel, para |u| > 0 suficientemente
1
pequeno.
e Para pu = 0;

*

Aqui x = 1 = 2* = 0 é equilibrio de fronteira.

e Para u > 0;
Agora temos A = H(z, ) < 0 e a < 0. Logo, neste caso, z é um equilibrio virtual e & um

pseudo-equilibrio virtual.

Portanto, observamos que um ramo de equilibrio admissivel e um ramo de pseudo-equilibrio
admissivel se tornam virtuais apds colidirem no ponto de equilibrio de fronteira, onde ocorre a

bifurcagio. Temos assim um cenario de dobra nao-suave para C* N, 'E > 0.
[
Observacgao 2.3 Ao considerar B—CTN; "M, > 0 na demonstracdo do Teorema 2.3 entdo, de

(2.32), conclui-se que \ e y tém o mesmo sinal. Logo, os cendrios de persisténcia (CTN{'E <

0) e dobra nao-suave (CTN;'E > 0) aparecem ao perturbar v = —pu.

2.2.2 Sistemas de Filippov planares

Apresentamos agora alguns dos resultados de Kuznetsov et. al [13] sobre bifurcagoes locais
a um parametro em sistemas de Filippov planares, que fornece retratos de fase genéricos
topologicamente distintos préximo a uma bifurcagao em equilibrio de fronteira.
Considere um sistema de Filippov planar
Fl(‘ra:u)? s€ H(QE,/J) >0

i = : (2.34)
FQ(waﬁL)? s€ H(QE,/J) <0

onde ¥ = (71, 15) € R? p € R, F},i = 1,2, sdo fungoes suaves,

Si={zeR?: H(z,pn) >0}, So={reR*: H(x,u) <0} e S =H'0)
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para alguma fungao suave H(x, u) com H,(x, ) # 0 para todo (z, p) tal que H(x, u) = 0.

Definicao 2.11 Um ponto T € ¥ tal que H,(T)F\(T) = 0 e F1(T) # 0 € dito um ponto
tangente a X. O ponto tangente T € visivel (respec. invisivel) se a orbita pi(z, p,t) de
& = Fi(x,p), partindo de T, pertence a Sy (respec. Ss) para todo |t| # 0 suficientemente

DEGUENO.

Definicoes semelhantes de ponto tangente sao validas para o campo de vetores F5.

Assuma, sem perda de generalidade, que ¥ é dada localmente por {xs = 0}, isto é, H(z) =
Zo. Suponha que T é um ponto tangente a > de acordo com a Definicao 2.11. Genericamente,
T nao é um ponto tangente para [F,, de modo que Fy(T') é transversal a ¥, bem como todos
os vetores Fy(x) com x € 3 proximo de 7. Assim, em uma vizinhanga de um ponto tangente

genérico, as Orbitas do sistema sao como na Figura 2.16.

S1

S

Figura 2.16: Pontos tangentes visivel (a) e invisivel (b) de um sistema de Filippov planar. A regiao
sélida (pontilhada) da fronteira ¥ representa a regiao de deslize (costura).

Podemos distinguir trés casos principais envolvendo a colisao de equilibrios hiperbélicos com

a fronteira.

Foco-Fronteira: Suponha que o foco é instavel com rotagao no sentido hordrio (caso o foco
seja estavel e/ou com rotagao no sentido anti-hordrio basta inverter todas as setas nas figuras
e/ou refletir as figuras em rela¢ao ao eixo vertical). Existem cinco casos genéricos e em cada
um deles existe um ponto tangente visivel quando ¢ < 0 e um ponto tangente invisivel quando
1> 0. Os casos sao distinguidos pela posicao relativa das iséclinas do foco e o comportamento
da orbita partindo do ponto tangente visivel em S;, bem como pela direcao do movimento em
Ss. Os desdobramentos destes casos podem ser vistos na Figura 2.17. Nos casos (1), (2) e (5)

temos um cenério de dobra nao-suave, enquanto em (3) e (4) podemos notar persisténcia.
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<0 =0 w>0

Sy
w<0 w=>0 n>0

Figura 2.17: Bifurcacao foco-fronteira. Os casos (1), (2) e (5) correspondem a dobra nao-suave,
enquanto (3) e (4) s@o cenarios de persisténcia.

No caso (1), temos um ciclo deslizante (i.e., um ciclo limite com um segmento da regiao
de deslize) estével envolvendo o foco instavel x para p < 0. O segmento deslizante do ciclo

termina no ponto tangente visivel 7" e comeca em um ponto onde a trajetoria do foco encontra
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Y transversalmente, localizado entre 7' e uma pseudo-sela . O dominio de atracao deste ciclo
¢ limitado pela separatriz estavel de . Quando p — 0 o ciclo estéavel encolhe enquanto os
pontos z, T" e & colidem simultaneamente em z* para p = 0. Para p > 0 pequeno, nao existem
equilibrios ou ciclos e a regiao de deslize atraindo comega no ponto tangente invisivel 7.

No caso (2), a érbita partindo do ponto tangente visivel T, para u < 0 pequeno, retorna a
¥ a direita da pseudo-sela Z. Os retratos de fase para ;1 =0 e g > 0 sdo como no caso (1).

No caso (3), um ciclo deslizante estavel passando pelo ponto tangente visivel T' envolve o
foco instavel x para pu < 0. Ao contrario do caso (1), nao ha pseudo-equilibrio nas proximidades.
Quando p — 0, o ciclo estavel encolhe e o foco x colide com o ponto tangente T. Para p > 0
nao existe nenhum ciclo e todas dérbitas préximas tendem a um pseudo-né estavel T que existe
proximo ao ponto de tangéncia invisivel 7.

No caso (4), a regiao de deslize repelindo comega no ponto tangente visivel T', para pu < 0.
Uma vez que o foco é instavel e a direcao do movimento em S, mudou, todas as orbitas deixam
uma pequena vizinhanca de x* em g = 0. O mesmo ocorre para i > 0 com a unica diferenca
que existe um pseudo-né instavel proximo ao ponto tangente invisivel 7.

No caso (5) nao existe atrator préximo ao ponto de bifurcacao z*, onde ocorre a colisao de
uma pseudo-sela  com o ponto tangente visivel T e o foco x, quando u — 0. Ap6s a colisao,

temos apenas um ponto tangente invisivel 7.

No-Fronteira: Suponha que o né é estavel. Dependendo da direcao de movimento em So,
existem dois casos genéricos, cujos desdobramentos sao apresentados nas Figuras 2.18 e 2.19.
Casos com nés instaveis ou nés com isoclinas diferentemente inclinadas podem ser reduzidos
aos casos considerados.

Considere o caso ilustrado na Figura 2.18. Neste caso observamos que o no estavel x e o
ponto tangente visivel 7' coexistem para p < 0 e colidem em g = 0. Para g > 0 temos um
pseudo-né estavel T e um ponto tangente invisivel T. Aqui temos um cenario de persisténcia.

Agora, no caso da Figura 2.19, o n6 estavel x coexiste com uma pseudo-sela e um ponto
tangente visivel T" para p < 0. Apods a colisao desses pontos ha apenas um ponto de tangéncia

invisivel para p > 0. Observamos assim um cenario de dobra nao-suave.

Sela-Fronteira: Temos aqui trés casos genéricos distintos, determinados pela inclinagao das
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S

S5
<0 pnw=0 >0

Figura 2.18: Bifurcacao né-fronteira com cenério de persisténcia.

uw=20

Figura 2.19: Bifurcac¢ao né-fronteira com cendrio de dobra nao-suave.

iséclinas da sela. Todos os outros casos (isto é, quando a sela estd com outra orienta¢ao ou o
movimento em Sy é invertido) podem ser reduzidos aos trés considerados. Em todos os casos,
existe um ponto tangente invisivel para u < 0, e um ponto tantente visivel para pu > 0. Os
casos (1) e (2) sao dobras nao-suaves, enquanto (3) corresponde a persisténcia. Veja Figura
2.20.

No caso (1), a sela z, o ponto tangente invisivel 7" e o pseudo-né estével & coexistem para
1 < 0. Estes trés pontos colidem quando = 0 e apds a colisao hé apenas um ponto tangente
visivel T" para p > 0.

No caso (2) o desdobramento é andlogo ao caso (1), com a diferenca sutil da posicao do
pseudo-né T em relacao ao ponto de interseccao da variedade instavel da sela x com a fronteira
3.

No caso (3), para u < 0 a sela z coexiste com o ponto tangente invisivel 7', enquanto para

1 > 0 existe uma pseudo-sela = e um ponto tangente invisivel 7.

Teorema 2.4 ([2]). Considere um sistema de Filippov planar da forma

Fi(z,p) = Nyz+ Mp, se Clz >0
P 1(z, 1) 1 M ’ (2.35)
Fy(x, 1) = Nox + Mp, se CTax <0

comz € R?, i € R. Suponha que det(Ny) # 0, C'N7YE # 0, tr(Ny) # 0, det(N,) # tr(Ny)?/4



2.2 Fluxos de Filippov 62

SQ SQ

w <0 pw=0 w>0

Figura 2.20: Bifurcacao sela-fronteira. Nos casos (1) e (2) temos dobra nao-suave. O caso (3)
apresenta persisténcia.

e CTE #0, onde E = F, — F.
1. Setr(N,)CTE < 0, entdo nenhum ciclo limite estd envolvido na bifurcacao.
2. Se tr(N,;)CTE > 0, entao:
(a) Se temos uma bifurcacdo em um ponto de equilibrio de fronteira com CTN;'E < 0

(persisténcia), entao um ciclo limite envolverd um foco:

1. Se uma transicao de um pseudo-nd para um foco € observada, entdao o ciclo
existe e € estdvel se tr(Ny) > 0 (o foco é instavel) e instavel se tr(Ny) < 0.

it. Se uma transi¢ao do tipo pseudo-nd/né ou pseudo-sela/sela é observada, entdio

nao existe ciclo.

(b) Se temos uma bifurcacdo em um ponto de equilibrio de fronteira com CTN{'E > 0

(dobra nao-suave) entao um ciclo limite pode apenas cercar um foco.



2.2 Fluxos de Filippov 63

i. Se os equilibrios sao pseudo-nd/sela ou pseudo-sela/nd entao nao existe nenhum

ciclo limite.
ii. Se temos uma bifurcacao pseudo-sela/foco, entao:

A. Se o foco € instdvel e a variedade instavel da pseudo-sela espirala no interior

da variedade estdvel, entao existe um ciclo limite estdvel.

B. Se o foco € estavel e a variedade estdvel do ponto de sela espirala no interior

da variedade instdavel, entao existe um ciclo limite instdvel.

C. Se em vez disso as respectivas variedades espiralam no exterior, entao nao

existe ciclo limite.
Vamos ilustrar este teorema com os seguintes exemplos.

Exemplo 2.6 Considere

0 1 -3 .
N, = , E= ,C:<01>eM:
-1 0.5 5

Neste caso, x = (x1,x2), a fronteira de descontinuidade 3 coincide com o eizo-xq, e
Fi(x,u) = No+ Mp = (x5 + p, —x1 + 0.529).

O campo de Filippov € dado por Fy = F| + aF = (29 + 11 — 3, —21 + 0.529 + Hv).

Além disso, como E = Fy — Fy, podemos determinar Fy:

0 1 1 — 6.9 1
F2:F1+E:<$2+M—3,—.’E1+0.5.’I)2+5>: +u

-1 0.5 Ty — 3 0

Note que o sistema considerado € de Filippov pois dado (z1,0) € ¥ temos

Fi(21,0) = (p, —21) # (0 — 3, =21 + 5) = Fa(21,0).

Agora,
tr(Ny) =0.5>0, det(N;)=1>0, tr(Ny)*/4 < det(Ny),

logo Fy (e, portanto Fy) tem um foco instdvel na origem (em (6.5,3), respectivamente) para
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p=0. Além disso, C"E =5 >0, C'N;'E = =3 < 0 (persisténcia) e tr(N;)CTE = 2.5 > 0.

Ainda temos:

Ramo de equilibrios de Fy: xt(u) = (—0.5u, —pu);

Ramo de pseudo-equilibrios: &(u) = (51/3,0);

Isdclinas do foco (Fy): axq-isdclina € dada por &1 = 0, isto €, pela reta v = —pu; € a ro-isdclina

€ obtida fazendo 9 = 0, ou seja, € dada pela equacao r1 = 0.5x5;

Orientagao do foco (Fy): Serd a mesma para qualquer valor de pn € R. Assim, em = 0 e

fazendo xs = 0 obtemos Fy(x1,0) = (0, —x1). Este comportamento do campo Fy sobre o eizo-x;

fornece a orientacdao do foco no sentido hordrio.

Agora, como (CTFy) - (CTFy) = (21 — 5) temos:

Regido de deslize: (CTFy) - (CTFy) < 0= 3; = {(x1,15) € ¥;0 < 11 < 5};

Regido de costura: (CTFy) - (CTFy) > 0= Y. = {(z1,72) € ;21 <0 ou x; >5};

Tangéncias com %.: sio dadas por (CTFy) - (CTFy) = 0. Neste caso, ocorrem nos pontos (0,0)

e (5,0).

Note que as condigoes 2.(a).i do Teorema 2.4 estao satisfeitas e, portanto, existe um ciclo

limite estdvel na bifurca¢ao do equilibrio de fronteira (0,0). Veja Figura 2.21.

Exemplo 2.7 Suponha agora
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Figura 2.21: Retratos de fase do Exemplo 2.6. Foco instdvel com um ciclo limite estavel (u = —1), e

pseudo-né estével (u = 1).

A fronteira de descontinuidade e o campo Fy sao os mesmos do Exemplo 2.6, isto ¢€,
Y ={zy =0}, Fi(x,u) = No+ Mp = (3 + p, —x1 + 0.525).
Neste caso, o campo de Filippov é dado por Fy = Fi +aF = (x9+ p+2.6, —21 +0.525+ 10c) e

0 1 x1 — 8.7 1
-1 0.5 To + 2.6 0

O sistema considerado também é de Filippov uma vez que dado (x1,0) € X temos
F1($1,0) = (/j’a _xl) 7£ (:LL +2.6, -1 + 10) = F2($17 O)

Novamente o campo Fy (e, portanto Fy) tem um foco instdvel na origem (em (8.7, —2.6),
respectivamente) quando p = 0. No entanto, C'E = 10 > 0, CTN;' = 2.6 > 0 (dobra
nao-suave) e tr(N,)CTE =5 > 0. Além disso:

Ramo de equilibrios de Fy: x*(p) = (—0.50, —p);

Ramo de pseudo-equilibrios: T(p) = (—1004/26,0);

o x1 —isoclina : 19 = —p
Isdclinas do foco (F}):

To — 1soclina : 1 = 0.5x,

Orientacao do foco (Fy): sentido hordrio.
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Regiao de deslize: g = {(x1,12) € £;0 < 7 < 10};

Regiao de costura: 3. = {(z1,22) € L;21 <0 ou z; > 10};

Tangéncias com : ocorrem nos pontos (0,0) e (10,0).

Assim, nas condigoes 2.(b).1i do Teorema 2.4, existe um ciclo limite estdvel na bifurcagdao do

equilibrio de fronteira (0,0). Os retratos de fase do sistema para p = —1,0, e 1 sao mostrados

na Figura 2.22.

p=—1

p=0

_____________ ﬁ

-3 0 3
IU/:

Figura 2.22: Retratos de fase do Exemplo 2.7. Foco instdvel com um ciclo limite estdvel e pseudo-sela
(= —1), e sem conjuntos limite (p = 1).



CAPITULO

3

Bifurcacoes grazing-sliding

Em um sistema de Filippov, qualquer bifurcagao pode ser classificada como local ou global.
Nas secoes anteriores estudamos bifurcagoes locais a um parametro real em sistemas planares,
as quais surgem em uma vizinhanca fixa, porém arbitrariamente pequena, de um ponto no
plano. Todas as outras bifurcacoes que nao essas sao chamadas bifurcagoes globais.

Veremos agora uma classe de bifurcacoes globais em sistemas de Filippov planares.

Precisamente, estudamos bifurcacoes de ciclos em sistemas

Fi(x,pn), se x€8
o ] i) ' uER, (3.1)
Fy(z,p), se x €95,

r € R%2. No entanto, nao consideraremos bifurcacoes que envolvam ciclos contidos em apenas
uma das regioes S; ou Sy, pois neste caso o problema se reduz ao estudo de bifurcagoes de
ciclos em sistemas suaves. Estamos interessados em bifurcacoes a um parametro que envolvam

deslize na fronteira de descontinuidade.

3.1 Colisao de um ciclo limite com a fronteira

As solugoes periédicas do Sistema (3.1) podem estar inteiramente contidas em S; ou Ss.
No entanto, podem existir solugoes periddicas envolvendo a fronteira de descontinuidade,

subdivididas em duas classes:

67
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Solucgoes periddicas com deslize: as quais téem um segmento de deslize em 3;

Solucgoes periddicas cruzando a fronteira: que possuem apenas pontos isolados em comum

com Y.

(a) (b)

Figura 3.1: Solugoes periddicas com (a) deslize , (b) cruzando a fronteira .

As bifurcacoes de ciclos que estudamos aqui sao conhecidas por “bifurcagoes grazing-sliding”.
Tratam-se de bifurcagoes globais a um parametro, e o caso mais simples ocorre quando um
ciclo limite inteiramente contido em uma regiao S; colide com a fronteira de descontinuidade
>, originando um ciclo com deslize. Nesse processo existe um primeiro ponto de contato do
ciclo com ¥ (onde o ciclo é tangente a fronteira) para algum valor do parametro p € R, o qual
SUpPOMOS Ser Zero.

Dois casos genéricos sao possiveis e dependem da estabilidade do ciclo tangente Ly em p = 0.
Veja Figura 3.2. No caso (1) o ciclo Ly é estavel e, para p < 0, existe um ciclo limite estavel
L, C S;. Este ciclo se torna um ciclo deslizante para p > 0. No caso (2) o ciclo Ly é instavel
e, para p < 0 existem dois ciclos limite: um ciclo instavel Lj; C Sy e um ciclo deslizante estdvel

L,,. Neste caso, quando p > 0 nao existe nenhum ciclo.

51

(1) NS
S
w>0
S
(2) DNANN
S

w<0

Figura 3.2: Bifurcagoes grazing-sliding.
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O préximo exemplo consiste de um tipo especial de bifurcagao em sistemas suaves, chamada
bifurcacao de Hopf. Através desta fornecemos um exemplo explicito de uma bifurcagao grazing-

sliding em um sistema de Filippov planar.

Exemplo 3.1 Considere inicialmente o sistema suave

Ty = pry — T — 11 (2?2 + 23) (3.2)

Ty = Xy + pxe — 2o(2? + 23)
com 1t €R ez = (x1,29) € R?. Uma mudanca para coordenadas polares nos fornece o sistema

ro= pr—nr?

. (3.3)
6 = 1

onde r1 =rcosl, xo = rsend, r > 0.
E facil ver que a origem € o tnico ponto de equilibrio de (3.2) para qualquer valor de

uo—1

p. A matriz jacobiana associada a (3.2), calculada em (0,0) € ., com autovalores
I
/ 2__ 2
Ay = 2 4“2 i i+ 1. Logo, pelo Teorema de Hartman-Grobman, concluimos que:
e Para p <0, a origem é um foco atrator;

Para pp > 0, a origem é um foco repulsor;

e Para yt = 0 nao podemos concluir nada através da linearizacao, pois o equilibrio deixa de

ser hiperbdlico.

Para ver o que acontece quando . passa por zero considere o sistema em coordenadas polares
(3.3). Este sistema tem orbitas periddicas, as quais sao dadas porr = \/ji, 0 = t, isto ¢, quando

o raio € constante (i =0). Assim, temos:

e Para p < 0y
O sistema nao possui orbitas periodicas pois r € R. Além disso, como r > 0 temos que
7= ur—r3 <0 e, portanto, todas as soluc¢oes tendem da origem (foco atrator hiperbélico)

quando t — +o0.
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e Para pp > 0;
Neste caso, para cada p > 0 temos uma solugao periddica dada pelo circulo v = /i de
periodo 2m. Note que para 0 <1 < /it temos 1 = r(p — r3) >0, ou seja, a origem € um
foco repulsor hiperbdlico. Analogamente, 7 < 0 quando r > \/u, isto €, a origem € um

foco atrator hiperbolico. Portanto, para cada p > 0 temos um ciclo limite estavel dado

por v,(t) = /p(cost, sent)”.

e Para p = 0;
Aqui, 7 = —r3 < 0, e a origem também é um foco atrator (ndo-hiperbélico), o qual
¢ originado pela colisao do foco repulsor hiperbolico com o ciclo limite estdvel quando

> 0. Neste caso, =0 é o valor do parametro onde ocorre a bifurca¢ao.

Neste tipo de bifurcacao, chamada bifurcacao de Hopf, ndo surgem novos equilibrios. Em vez
disso, na troca de estabilidade (em p = 0) ocorre a transicao de pontos de equilibrio para ciclos

limite. Veja Figura 3.3.

pw<0 w=20 w>0

Figura 3.3: Bifurcagdo de Hopf.

Vamos apresentar agora explicitamente um exemplo em que ocorre uma “bifurcacao grazing-

sliding”.

Exemplo 3.2 Considere o sequinte sistema suave por partes

pry — oo — (2} + 23)
, Sse x9>—1

2, .2

Ty + pry — T2(x] + 23)

0
1

, se X9 < —1

onde u > 0. Neste caso, H(xy,79) = x5+ 1 de modo que ¥ = H71(0) = {x € R?; 25 = —1}.
Observe que dado (x1,—1) € ¥ temos Fy(z1,—1) = (pz1 + 1 — 21 (22 + 1), 21 —p+ (22 + 1)) e
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Fy(xy,—1) = (0,1). Supondo Fy(xy,—1) = Fy(xy,—1), ou seja,

vi(p— (a1 +1)) = -1
T —p+(af4+1)=1

S

1
:xl(x1—1):—1:x%—x1+1=0:x1=§+i—,

obtemos um absurdo, pois x; € R. Assim, Fy(x) # Fy(x) para todo x € ¥ e, portanto, o sistema
(3.4) é de Filippov. Como vimos no Exemplo 3.1, o campo Fy pode ser dado em coordenadas
polares:

F=pr—r3, =1

e consiste de uma forma normal da bifurcacao de Hopf. Nesta bifurcacao, quando p > 0 surge
um ciclo limite estavel dado por r = \/li. Neste caso, como estamos supondo (3.4) definido

apenas para > 0, este ciclo que surge na bifurcacao de Hopf € persistente para o sistema (3.4).

Portanto, temos que se 0 < p < 1, o ciclo do campo Fy também é um ciclo de (3.4). Se
w=1, temos um ciclo tangente a fronteira de descontinuidade em (0, —1). Agora, para pn > 1,
o ciclo adquire um segmento de deslize que comega no ponto x4, = (1,4, —1), 1, > 0, e termina

no ponto x, = (x1, —1), 1 = 0. Veja Figura 3.4.

S

4

h

S

S

v

Figura 3.4: Cenério grazing-sliding.

3.1.1 Modelo Presa-Predador

Considere uma comunidade composta de duas espécies, uma das quais consiste de predadores,
com populagao w9, e a outra consiste de presas, com populagao x;. Assuma que a espécie de

predadores tenha apenas a espécie de presas como alimento. Além disso, suponha que

e Na auséncia de predadores, a populacao de presas cresce a uma taxa proporcional a
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populacao atual, isto é,

T, =ary, a>0, quando xo = 0;

e Na presenca de predadores, a populacao de presas decresce a uma taxa proporcional ao

nimero de encontros presa/predador. Um modelo simples é dado por

Ty = —brixe, b >0, para xy > 0;

e Na auseéncia de presas, a populacao de predadores decresce a uma taxa proporcional a
populacao atual:

Ty = —cxy, ¢>0, quando x; = 0;

e Na presenca de presas no ambiente, a populacao de predadores cresce a uma taxa

proporcional aos encontros presa/predador:

Ty = dx1xe, d >0, para x; > 0.

Um modelo abrangendo todas estas situagoes é dado pelo seguinte sistema

1 = x1(a — bxy) (3.5)
i’Q = $2<—C+ dJZl) 7

onde a,b,c,d sao parametros positivos e z1,x2 > 0 uma vez que estamos tratando de
populacoes. O modelo descrito acima é conhecido como modelo predador-presa de Lotka-
Volterra. Investigamos seu retrato de fase.

Observe inicialmente que os equilibrios de (3.5) ocorrem na origem e em (z, x2) = (¢/d, a/b).
; . . . . p a — bxs —bay . .
Além disso, a matriz jacobiana associada é . Assim, na origem temos
dxs —c+dx

uma sela com autovalores a e —c (equilibrio hiperbdlico), cujas variedades instavel e estavel sdo o
eixo-x; e eixo-Ty, respectivamente. O outro ponto de equilibrio (¢/d, a/b) nao é hiperbdlico pois
os autovalores da matriz jacobiana nesse ponto sao imaginarios puros +iy/ac. Portanto, nao

podemos afirmar nada sobre a estabilidade deste equilibrio. Podemos analizar o comportamento
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do campo de vetores I associado ao Sistema (3.5) determinando suas isdclinas. Temos:
x1-iséclinas: sdo dadas por @7 = 0, ou seja, pelas retas 1 = 0 e xo = a/b;
xo-iséclinas: dadas por o =0 e z1 = ¢/d.

As isoclinas x; = ¢/d e xo = a/b dividem a regidao x1, 2 > 0 em quatro regioes, nas quais o
campo de vetores tem as diregoes indicadas na Figura 3.5-(a). Assim, as solugoes do sistema
giram em torno do ponto de equilibrio (¢/d,a/b) no sentido anti-horério. Para determinar o
comportamento preciso das solugoes procuramos uma funcao de Lyapunov. Considere a funcao
l(x1,22) = dxy — clnxy + bry — aln zy, definida no primeiro quadrante W = {(x1, z3) : 1, 25 >
0}. Definindo L : W — R por L(xy,z2) := l(x1,22) — l(c/d,a/b) vemos que L é uma fungao
de Lyapunov em (c¢/d,a/b). Portanto, (¢/d,a/b) é um ponto de equilibrio estavel. Como
L(z) = (VL(x), F(z)) = 0 e VL(z) # 0 para todo 2 € W, conclufimos que L é constante ao
longo de toda orbita de F' e L nao é constante em nenhum conjunto aberto. Assim, toda orbita
de (3.5) (exceto o ponto de equilibrio (¢/d,a/b) e os eixos coordenados) é uma érbita fechada
(veja [5] para detalhes) e coincide com a projecao das curvas de nivel de L no plano-z;xs. Veja

Figura 3.5.

T4 xry = C/d xs3 Tk

—]

/

— /b
1\_»/1'302@ x

> 2 >

€ €1 €

(b) ()

Figura 3.5: Esboco das (a) iséclinas e diregoes do campo de vetores, (b) do gréfico de x5 = L(x1,x2)
e (c) do retrato de fase do sistema predador-presa de Lotka-Volterra.

No entanto, em varias situacoes de interagao entre espécies do tipo predador-presa, este
modelo classico de Lotka-Volterra nao é o mais apropriado. Desse modo, modelos mais
realisticos na dinamica de populagoes foram implementados, entre eles o modelo de Rosenzweig-
MacArthur, o qual é uma modificacao do modelo de Lotka-Volterra que considera as taxas de
natalidade das presas e predadores. Neste modelo a populacao de presas cresce logisticamente
na auséncia de predadores e as presas consumidas sao convertidas em novos predadores.

Precisamente,
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jjl = (1 — .22'1)1'1 — kzizy
. aten (3.6)
jfg = 707:;::12 — MIo

onde, na primeira equagao

e (1 — 1)z representa o crescimento logistico das presas;

_ kxixo

o2 ¢ o consumo de presas com resposta funcional do predador ¢(z;1) = ka1 /(o + 21);

e na segunda equagao

’;“’Tl:ff: conversao de presas consumidas em novos predadores;

e —muxy: taxa de mortalidade dos predadores (m > 0).

Observe que um fator de interacao nos modelos predador-presa de Lotka-Volterra e
Rosenzweig-MacArthur nao considerado é o da superlotacao de predadores. Afim de evitar
a extincao das presas, a populagao predadora deve ser colhida quando abundante, isto é,
quando xy > u, para algum limite estabelecido g > 0. Assim, acrescentamos uma taxa de
mortalidade extra a segunda equagao de (3.6). Portanto, se assumirmos que a populagao de

presas ¢ explorada em esfor¢o constante M > 0 temos o seguinte sistema para xo > p:

jjl = (1 — .]71)1'1 - % (3 7)
j)Q = —l;a;lxxf — Mroy — MI'Q

Dessa forma, considerando a modelagem mais realistica de Rosenzweig-MacArthur para zo < p,

somos conduzidos ao seguinte sistema suave por partes:

Fi(x1,29) = ((1 —x1)x] — %, % — mxg), se Ty >

(3.8)

i — (11.3‘1,1.32) -

Fy(xy,m0) = ((1 — )X — ’;ﬂ—{ff, ’Zﬁr—l:ff — mxy — sz), se Ty < i

Neste caso, ¥ = {z = (v1,29) : w3 = p}, S1 = {x : w9 > u} e Sy = {x : 2o < u}. Este
sistema ¢é de Filippov pois dado (z1, p) € ¥ temos Fy(z, u) # Fo(z, p) ja que M > 0. Podemos

determinar as isoclinas:

11 —iséclina : x9 = %(1 —)(a+ 1)
e de Fi: ;
T9 — 180clina : T =2
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. ’ . . _ 1
. de By ry —iséclina 1 xo = (1 —x1)(a + 21)

’

9 — iséclina : T = %

Em contraste com o modelo de Lotka-Volterra, o retrato de fase do modelo de Rosenzweig-
MacArthur apresenta um ciclo limite. Em [13] sao fornecidos os retratos de fase do Sistema
(3.8) para os seguintes valores dos parametros: k = 0.3556, a = 0.33, m = 0.0444, M =
0.2067. Podemos notar claramente uma bifurcacao do tipo grazing-sliding, onde o ciclo limite

presa-predador classico torna-se um ciclo deslizante.

s

()

Figura 3.6: Retratos de fase de (3.8): (a) ciclo limite estdvel em p = 2.75, (b) ciclo tangente em
uw=2,44 e (c) ciclo deslizante estavel em p = 1.625. Fonte: Kuznetsov [13], pg.2183-2184.
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