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RESUMO

Neste trabalho estudaremos o Espectro de Fucik para o p-laplaciano ¥,, o qual é
definido pelos pontos («, 3) € R? para os quais 0 seguinte problema
p—1 \p-1
—Aju =« (u*) - B (u ) em Q (PF)
u =0 sobre 09,

tem solugcédo nao trivial. Partindo de resultados j4 conhecidos para o Problema de
Autovalor do Operador p-Laplaciano provamos a existéncia de duas curvas ftriviais
para o espectro de Fucik, bem como mostramos algumas de suas propriedades. Além
disso, utilizando de uma versdo do Teorema do Passo da Montanha para uma C!
variedade conseguimos o primeiro ponto ndo trivial e partindo dele construimos uma
curva no plano que pertence ao Espectro de Fucik. O resultado mais importante desse
trabalho garante que essa curva é a primeira curva nao-trivial do Espectro de Fucik.
Estudamos também ao final d o t exto a lgumas p ropriedades e ¢ omportamentos da
curva obtida como o fato dela ser continua, estritamente decrescente e nos limite

convergir para as linhas triviais.

Palavras-chave: Equacgdes Diferenciais Parciais. Operador p-Laplaciano. Espectro de
Fucik. Teorema do Passo da Montanha.






ABSTRACT

In this work we going to be studying the Fucik Spectrum for the p-Laplacian ¥,,, which

is defined as the points (a, 3) € R? that the following problem

{Apu =« (u*)pil - B (u’)pil in Q

u =0 over 09,

(PF)

has a non-trivial solution. Starting from the well-known results for the Eigenvalue Pro-
blem of the p-Laplacian Operator, we got the initial results for the Fucik Spectrum
proving the existence of two ftrivial curves, as well as show some of their properties.
Furthermore, using a version of the Mountain Pass Theorem for a C' manifold, we are
able to get the first non-trivial point and starting from it we will build a curve in the plane
that belongs to the Fucik Spectrum. The most important result of this work assures that
this curve is the first non-trivial curve of the Fucik Spectrum. We also will have studied
at the end of the text some properties and behaviors of the obtained curve, such as the

fact that it is continuous, strictly decreasing and, in the limit, converges to trivial lines.

Keywords: Partial Differential Equations. p-Laplacian Operator. Fucik Spectrum. Moun-
tain Pass Theorem.
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Simbologia

|2 Medida de Lebesgue do conjunto 2 C RY;
o5 Fronteira do conjunto Q0 C R¥;
Q' cc Conjunto ¥ C €, com ' compacto;
Up — U Convergéncia fraca;
Up — U Convergéncia forte;
ct Ccl = C'Q,R);
Z(X) Conjuntos das partes do conjunto X;
Wy (Q) Espaco de Sobolev;
W= (Q) Espaco dual de W, (Q);
on (1) sequéncia real que converge para 0 quando n — oo;
’ / p
p p = —;
p—1
) «_ PN

p - N - p?
Apu —Ayu = div (|Vu|pi2 Vu);
[ull, Jull, = (Jq ul")?
(PS) Palais-Smale;
L>(Q) L=(Q) = () LM9);

k=1
() C>(Q) = [ C*(Q);

k:OZOO
Ce () C5o(Q) = (1 Co(9);

k=0
ut ut = max{u,0};

u u~ = max{—u,0}.






Introducao

O Problema de Autovalor (PA),

(PA)
u =0 sobre 0f).

{ ~Aju = Auff? em Q
ja é bem conhecido e foi amplamente estudado, como continuagao aos estudos do espectro
do operador laplaciano usual.

Em [32] prova-se o primeiro autovalor do operador —A, em Wy () é caracterizado
variacionalmente por

- inf{/ Vul s e Wi (), [ Jul’ = 1}.
Q Q

Em [7], obtém-se uma sequéncia de autovalores A, tal que quando n — +oo temos
que
AL < Ay < A3 < L < A

Em [2], Anane e Tsoul caracterizam o segundo autovalor do Problema (PA) como
sendo
Ao = min{A > A;; A é um autovalor de (PA)}

e garantem a nao existéncia de nenhum outro autovalor entre o primeiro e o segundo
autovalor.

A partir do espectro usual do operador —A, denotado por oy, na década de 70, Sva-
topluk Fucik em [25], estudou uma generalizagio, considerando pesos distintos na parte
positiva e negativa da funcao u. Dancer foi quem deu inicio aos estudos do caso em
que temos as chamadas ”jumping non-linearities”. Desde entao, comecaram os primeiros
resultados para o Espectro de Fucik %,,.

Em [15], garante que, localmente, 35 é formado por curvas que partem de (\;, ),
onde {\;} s@o autovalores distintos de —A.

Em [38], garante que ¥y contém curvas continuas e estritamente decrescentes. Quando
p = 2, N = 1, nos mostra que X, tem o mesmo comportamento que o caso semilinear
unidimensional estudado em [24].
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Em [17], usa uma abordagem variacional para o estudo da primeira curva nao-trivial
de ¥,. Essa curva, para o caso em que p = 2, coincide com a obtida em [14] e [38], mesmo
que a abordagem variacional usada neste trabalho difira da usada nos outros trabalhos.
Outros trabalham trataram de 3, durante a década de 90, veja [4, 35].

Nesse trabalho, apresentamos os resultados publicados por Cuesta, de Figueiredo e
Gossez em [13], onde, de maneira pioneira, é estudado o espectro de Fucik do operador
—A,. Apresentaremos a construcao e um estudo qualitativo da primeira curva nao-trivial

de XJ,.

O Capitulo 1 contém uma breve recapitulacao sobre Teoria dos Pontos Criticos e
Espagos de Sobolev afim de tornar esse texto auto contido.

O Capitulo 2 trata do estudo do seguinte problema:

{—Apu = « (u+>p_1 - B (u_)p_l em {2
u =20 sobre 0,

(PF)

chamado de Problema de Fucik (PF) e do Espectro de Fucik X,, que é o conjunto dos
pontos («, §), para os quais (PF) admite uma solu¢ao nao-trivial. Através de uma abor-
dagem variacional construiremos no plano R? a curva ¢ onde cada ponto pertence a %,
e esta associado a um ponto critico do seguinte funcional

Jo: McW;*(Q) — R
u—s Jy(u) = /Q|Vu|p—s/<u+)p,

onde

M = {u e Wi (Q) ; /Qyuv’ _ 1}. (1)

Para construirmos a curva % utilizaremos os resultados ja conhecidos do Problema (PA)
junto aos conceitos do capitulo anterior, para assim obtermos as primeiras propriedades
e resultados do Espectro de Fucik.

Na Secdo 2.2, mostramos as primeiras propriedades do Espectro de Fucik e consegui-
mos provar que @1 e —p sdo os dois primeiros pontos criticos do funcional .J;, respectiva-
mente ponto de minimo global e minimo local estrito. Através dos resultados dessa secao
junto a uma versao do Teorema do Passo da Montanha para uma C! variedade, conse-
guimos o terceiro ponto critico do funcional, descrito no principal resultado do capitulo:

Teorema 2.16. Para cada s > 0, (s+c(s),c(s)) € X, onde c¢(s) > A\ € definido pela
sequinte formula minimax

= inf 75 )
“0) = ey )
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O Capitulo 3 dedica-se a explorar algumas propriedades da curva % afim de provar
que ela é a primeira curva nao-trivial no Espectro de Fuc¢ik. Mostraremos que as linhas
triviais sao isoladas em 3, e exploramos uma condicao para encontrarmos pontos criticos
do funcional J,.

O resultado mais importante deste capitulo, é o seguinte teorema.

Teorema 3.1. Seja s > 0. O ponto (s+ c(s),c(s)) € o primeiro ponto nao trivial de 3,
na reta paralela a diagonal passando por (s,0).

A demonstracao do resultado precedente se d& por contradicao, obtida através da cons-
trugdo de um caminho em M, utilizando-se de propriedades topoldgicas desse conjunto.

Por fim, no Capitulo 4 exploramos algumas propriedades da curva %', estudando o seu
comportamento assintotico, mostrando que perto do infinito com respeito a cada eixo, €
se aproxima decrescentemente das linhas triviais de ¥,. Mostramos ainda que ¢ é uma
curva continua.






1 Preliminares.

Visando a boa compreensao deste trabalho, durante esse capitulo apresentaremos con-
ceitos e resultados utilizados ao longo do texto. Divido em duas secoes, primeiramente
desenvolvemos a Teoria de Pontos Criticos e por fim, a segunda secao é dedicada aos Es-
pacos de Sobolev. Durante esse capitulo, consideraremos 2 C RY um aberto nao-vazio.

1.1 Teoria de Pontos Criticos

Com base em [1, 21, 37], apresentamos nessa se¢do defini¢oes e resultados da teoria
dos pontos criticos que serao utilizados ao longo do texto.

Definicao 1.1. Seja 2 C RY um aberto. Dizemos que f : Q x R — R é uma funcdo de
Carathéodory quando

o f(-,s) é mensuravel para todo s € R.

o f(x,-) é continua para quase todo x € Q.

Definigdo 1.2. Sejam X um Espago de Banach, X’ seu dual topolégicoe I : X — R. [
possui derivada de Fréchet I' no ponto u € X quando existe um funcional linear T' € X'
tal que

Iu+v) —I(u) — T(v)

lim = 0.
lofl—0 [ v]]

A derivada de Fréchet no ponto u quando existir é tnica e denotaremos por I'(u). I é
dito ser de classe C' em Q, ou I € C' (2, R) quando existe a derivada de Fréchet em todo
ponto u € Qe I' : Q — X’ for continua.

Definigao 1.3. Seja E um espaco de Banach e I € C'(FE,R). Dizemos que ¢ € R é um
valor critico de I quando existe u € X tal que I'(u) =0 e I(u) = c.

Definicao 1.4. Uma variedade diferencidvel de dimensdo m e classe C* é um par orde-
nado (M, ) onde M é um espago topologico de Hausdorff, com base enumeravel e 81 é
um atlas maximo de dimensdo m e classe C* sobre M.

Teorema 1.5 (Multiplicadores de Lagrange). Sejam X um espago de Banach, J,I € C' (X, R),
e xog um extremo local de J|pr, onde M = {x € X ; I(x) = I(xo)}. Se I'(zg) # 0 entao
eriste t € R tal que

J (zo)v = tI'(zo)v

para todo v € X.

Demonstragio. Ver [21] Teorema 3.1. ]

25
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Corolario 1.6. A derivada de J|y, tem norma dada por:

1T Tar (), := min [[J"(w) — t1'(u)]|x -

teR
Demonstragao. Ver [21] Corolario 3.1. |

Definicao 1.7. Um ponto v € M é um ponto critico de J sujeito ao vinculo M quando
1 s ()], = 0.

Definicao 1.8. Um funcional J : X — R, X um espago de Banach, ¢ dito ser um
Funcional Semicontinuo Inferiormente se J~'{(a,+o0)} é aberto em X para qualquer
a € R.

Definigao 1.9. Uma fungao J satisfaz a condigdo de Palais-Smale em M, ( abreviado
como (PYS)), se qualquer sequéncia (u,) C M tal que J (u,) ¢é limitada e ‘ J! (un)H* — 0,

possui uma subsequéncia fortemente convergente para um ponto de M.

Definicao 1.10. Sejam F um Espaco de Banach e J : E — R um funcional de classe C*.
Se existirem ¢ € R e (u,) C E tal que

J(u,) — ¢ e J(u,) — 0,

dizemos que (u,,) é uma sequéncia (PS), para I. Se tal sequéncia possui uma subsequéncia
convergente, diz-se I satisfaz a condicao (P5S5).,.

Teorema 1.11 (Principio Variacional de Ekland). Sejam X wum espago métrico completo
ed: X — (—o0,+00] um funcional semicontinuo inferiormente. Se @ for limitado
inferiormente e sejam € > 0, A >0 e u € X dados de forma que

) €
d(u) < 1£1(fQ5 + 5
entao existe v. € X tal que
(a) @(v)) < D (u);

(b) d(u,ve) <

)

> =

(¢) para cada w # v. € X
D(ve) < D (w) + eAd (ve, w) .

Demonstragio. Ver [16] Teorema 4.2 |

Proposigao 1.12. Sejam E um Espago de Banach ¢ I : E — R funcional de classe C*
limitado inferiormente. Se I satisfaz a condi¢io de (PS) no nivel ¢ com ¢ = inf,ep I(u),
entao c € atingido em um ponto ug € E e ug é um ponto critico de I.
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Teorema 1.13 (Teorema do Passo da Montanha em uma C! variedade). Seja M uma
variedade de classe C', f : M — R uma funcio de classe C' e ug,u1 € M e e > 0 tais
que

(G1) Jlur —wollp > €
(G2) nf{f (u) ;ue M e [lu—mullg=e} >max{f(u),f(u)}.
Se:
(M1) | satisfaz a condigio (P.S) em M;
(M2)T = {y €€ ([-1,4+1], M) ;v (~1) = ug ¢ v (1) =w} # 0.
entao

i e A

¢ um valor critico de f.

Demonstragio. Ver [27], segue do Teorema 3.2. [ |

1.2 Espacos de Sobolev

Os espacgos de Sobolev sao objetos de extrema importancia para este trabalho. Nessa
segdo apresentamos definigoes e resultados com base em [9].
Seja 0 C RY um aberto e p € R tal que 1 < p < 0.

Definigao 1.14. Dado 1 < p < oo, i = 1,2,..., N, denotaremos por W7 (Q) o Espaco
de Sobolev definido por

W (Q) = {ue I”(Q) 3g1,9,...,9n5 € LP(Q) tal que vale (1.1)},

onde

0¢ :—/Qgigb Ve X (Q), Vi=1,2,...,N. (1.1)

Uu
Q axi

Denotaremos por W, ? () o fecho de C! (Q) em W' (Q),

Lp 1oy T
W (2) = Ce(Q)

ou
Para u € W,? (Q), definimos 5p. —die denotaremos por
T

vu:<8u ou 8u>.

8x1’8x2r"’8xN

Definigéo 1.15. O espaco W, (€2) é munido da norma
lully, = llul, + [V, .

Observagao 1.16. W'? (Q) é um espaco de Banach separavel para todo 1 < p < oo e
reflexivo para 1 < p < co. Quando p = 2 é um espago de Hilbert separavel.
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Definicao 1.17. Sejam FE, F5 espagos normados com E; C E,. Dizemos que E; estd
imerso continuamente em Es ou que a tmersio Fy — Ey € continua quando a aplicagao
identidade i : Ey — Es, tal que i(x) = x para todo x € F; é uma aplicagdo continua.

Corolério 1.18 (Imersoes de Sobolev). Sejam Q um aberto de classe C' e 1 < p < 0.
Entao temos as sequintes imersoes continuas.

WP (Q) — LP" (Q) sep < N

WP (Q) — L7(Q) Vq € [p,+o0), sep =N

WP (Q) — L™ (Q) sep > N.
Demonstragao. Ver [9] Corolario 9.14. |

Definicao 1.19. Sejam FE;, F5 espacgos normados com E; C E,. Dizemos que E; estd
imerso compactamente em FEs ou que a imersdo E1 — Fy é compacta quando a aplicagao
identidade i : Fy — Fj, tal que i(z) = x para todo x € F; é uma aplicagdo compacta.

Teorema 1.20 (Rellich-Kondrachov). Supondo que Q2 é limitado e de classe C'. Entdo
temos as sequintes imersoes compactas:

WP (Q) — L1(Q) Vqe[lp), sep < N

WP (Q) — L7(Q) Vq € [p,+00), sep =N

W (Q) — C(ﬁ) sep > N.
Demonstragio. Ver [9] Teorema 9.16. |

Lema 1.21. Seja u € W' (Q) com 1 < p < oo. Supondo que supp u é um subconjunto
compacto de Q, entdo u € Wy ().

Demonstragio. Ver [9] Lema 9.5 |
Teorema 1.22. Supondo que Q seja de classe C'. Seja
ue W (Q)nc(Q)
com 1 < p<oo. Entio as sequintes propriedades sdo equivalentes:
(1) u =0 em 09;
(i1) ue Wy"P(Q).
Demonstragio. Ver [9] Teorema 9.17. |

Corolario 1.23 (Desigualdade de Poincaré). Seja 1 < p < oo e Q um aberto limitado.
Entao existe uma constante C' = C (2, p) tal que

lull, < Cllully,

para todo u € Wy (Q).

Demonstragao. Ver [9] Corolario 9.19. |



2 Construcao de uma Curva em >,

Na literatura, ja ¢ bem conhecido o Problema de Autovalor do —A,,, a saber:

{—Apu = AMuf’™ em Q (PA)

u =0 sobre 0f2.
Uma funcio u € Wy™* (Q) é dita uma soluciio fraca do problema (PA) se
AJVMWJVUV¢::A%JMWQM¢ Vo € WEP ().

Definigcdo 2.1. Dizemos que A é um autovalor de (PA), se existir u € Wy?(Q), u # 0,
tal que u satisfaz (PA) no sentido fraco. Nesse caso, u é dito uma autofun¢do associada

a .

Defini¢ao 2.2. O espectro do operador —A, ¢ definido como o conjunto o,, onde
o, = {A € R; X\ é autovalor de — A, }.

Da Teoria de Regularidade para equacoes quasilineares elipticas, temos que solugoes
do Problema de Autovalor (PA) pertencem a L™ (Q) e sdo de classe C% (), veja [36].

De acordo com [32], o primeiro autovalor pode ser caracterizado variacionalmente
como

M::iﬁ{/ﬁvmpmtem@m«n,/ﬁmp:1} (2.1)
Q Q
e também o infimo acima é igual a
/ Vo
A= mf . (2.2)

vEW, P ( | |P
v;éO

M = {uGW&’p(Q);/Q]uV = 1}.

A seguir, listamos alguns resultados classicos conhecidos para o operador —A,,.

Seja

« Para todo v € M, o infimo é atingido em (2.1) se, e somente se, v é autofungao
associada a Aq;

e A >0, \; ésimples no sentido de que o seu autoespaco associado é unidimensional;

e Qualquer autofungao associada a um autovalor positivo 0 < A # A\; muda de sinal;

29



30 Construgao de uma Curva em 33,

» Existe uma autofunc¢ado ¢, associada a A1, tal que p; >0 e / lo1]P =
Q

e )\ éisolado.
Veja [36].

Definicao 2.3. Dizemos que («, 5) € ¥, ou que pertence ao Espectro de Fucik, se u # 0
e u e Wy? (Q) é solugio do problema

{—Apu = a (u*)pil - B (uf)pil em () (PF)
u =0 sobre 0f).

Uma funcao u € Wy (Q) é dita uma solucdo fraca do Problema de Fucik se
o -1 p—1
Vul ?vuve = [a(ut) o~ [ B (u VoeWiT(Q). (23
L1vul?vuve = [a(@) "o~ [8(u) 0 Voewir@. (23
Observagao 2.4. Note que (A, \) € ¥, para todo A € g,,. De fato,
—Aju = AMuff 7P = Ay = A (u*)p_l - A (u’)p_l.
Como u=u"—u", |u] =u" +u~ e usando u™,u~ >0,

—Aju = Mul P u

= AMul?ut — Muf P
et
=\ (u+>p_1 - A (u )p ' (2.5)

Nos calculos acima, usamos os seguintes fatos:

(2.4)

e onde u > 0 temos -
|u|p*2 = (u+) e |u|p*2 u =0.

e onde u < 0 temos -
luP=* = (u‘) e |uf?ut=0.

Observacao 2.5. Note que

= {AeR; (M) e, }.
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2.1 Resultados técnicos

Lema 2.6. Seja (v,) C Wy (Q), v, # 0 de forma que v, >0 ¢.5. ¢ |v, > 0] = 0. Entdo

AN

Un|?
o, 4.
Q n
Demonstragio. Seja (wy,) dado por

Un,

el

Wy,

Supondo por contradicio que (w,) admite uma subsequéncia limitada em W, ? (), entio
segue da reflexidade de Wy ? (Q) que existe w € Wy? () de maneira que, a menos de
uma subsequeéncia,

w, — w em WyP (Q).

Das Imersoes de Sobolev Compactas,
w, — w em LP(Q),

entdo, w > 0 q.s. em 2. Como v,, > 0 qg.s. em (2, entdo w, > 0 q.s em 2 e dai w > 0 q.s.
em 2, mas como |lw, ||, =1 segue entdo que

ol [l = [

Afirmacgao: Eziste € > 0 tal que
lw > ¢ = {z € Q; w(x) > e} > 0.
De fato, pois do contréario teriamos que para todo ¢ > 0,
{x e Q;w(x) >e} =0 (2.6)

atentando-se que |w > €| ndo pode ser negativo,visto que é a medida de um conjunto.
Podemos reescrever como

1
{z e w() >0} = | {xEQ;w(x) > }
neN n
Entao pela sub-aditividade da medida de Lebesgue

{z e Q;w() >0} < >

neN

)

{mEQ;w(m) > 1}

n

mas de (2.6), com ¢ = %, temos que
1
Hxéﬂ;w(z) > }' =0 = HzeQ;w() >0} =0
n
— w = 0q.s. em ()

entrando em contradi¢do com o fato de que |lwl|l, = 1. Entdo de fato existe £ > 0 de
forma que a afirmacao é verdadeira. [ |
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2.2 Propriedades do %,

Essa secao dedica-se a estudar algumas das propriedades do Espectro de Fucik X,,.

Proposigao 2.7. As linhas triviais {\1} x R e R x {\} estdo contidas em %,,.

.:I'.| (:k

Figura 2.1: Linhas triviais em X,.

Demonstragdo. De fato, usando que as autofuncgoes associadas a \; tem sinal definido,
mostraremos que (A, 3) € ¥, onde § € R.

Considerando u = ¢y, temos que ¢; € Wy?(Q) e ¢1 > 0 em Q, logo 97 = 0 e
|1 = ¢F. Assim, da forma fraca do problema (PA), para todo ¢ € W, 7 (Q)

/Q|V901|p_1V901V¢ = )\1/Q|<P1|p_2 10

= [ xn(er) o+ [B(er)" o

para todo f € R, mostrando que (A1, 3) € ¥,. Para concluirmos que R x {\;} C ¥,
basta considerarmos u = —¢; e procedermos de forma anéloga. |

A Figura 2.2, na proxima pagina, é uma forma de visualizacdo do proximo resultado.
Proposigao 2.8. X\ ({M} X RUR x {\})) C {(a, B) € R?*; a > A, B> A}

Demonstragdo. Suponhamos por contradigao que exista (a, §) € 3\ ({A1} x RUR x {\1})),
com « < A\;. Entao existe u € Wol’p (Q), u # 0 tal que para todo ¢ € Wol’p (Q)

/Q|Vu|p_2 VuVep = /QOt (u*)pilgb — /Qﬁ (u’)pil o.

Se ut # 0, entdo, considerando ¢ = u* na forma fraca de (PF), temos

+P _ +\p _/sz‘VUJr)p
/Q‘Vu‘—a/ﬂ(u):>oz— > A\,

L

o que é uma contradicao.
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Logo ut =0 e u = —u~. Além disso, para todo ¢ € Wy™* (),
falw) o= [ B() e
—— [B(u)0

= | Blul*us,

VulP 2 VuVe
Q

o que implica que 8 € g,. Como A; é o tnico autovalor com autofuncoes que nao mudam
de sinal, segue que 5 = A\{, o que contraria a nossa hipétese. O caso em que 8 < A\ é
analogo.

;ﬂn
EA¢ >,

M i

Figura 2.2: Conjuntos de pontos nao pertencentes ao %,

[ |
Vamos definir os seguintes funcionais
Jo: Wo(Q) — R
J, ::/vp—/ 7.
e
I:Wy?(Q) — R
I ::/ P,
ur— I(u) = | lul
M={ueWs(Q); I(w)=1} = I"'{1}, (2.7)
j; =Jgl .
M

Como consequéncia do Teorema 1.5 e do Corolario 1.6, para o funcional definido acima,
temos o seguinte resultado.
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Proposicao 2.9. u é um ponto critico de Js se, e somente, se existe t € R tal que
J(uw)v = tI'(u)v (2.8)
para todo v € Wy (Q).

Demonstracio. Seja u ponto critico de .J,. Note que Js, I € O (Wol’p (Q) ,R) e

1 1 1
I'(u)u = f/ luP "% uu = f/ lulP = = # 0. (2.9)
pJa pJa p

Como Wy* (©) é um Espaco de Banach, pelo Teorema 1.5, existe ¢t € R tal que
J (u)v = tI' (u)v

para todo v € W, (Q).
Por outro lado, suponha que existe ¢ € R tal que para todo v € Wol P (Q) vale (2.8),
entao

T(wo =t (W =0 = |[Ji(u) =t (w)|_ =0
—L,p
Portanto, do Corolario 1.6
1S e (u), = 0
e u é um ponto critico sujeito ao vinculo M. [

Lema 2.10. Os pontos de ¥, que passam por (s,0) e € paralela a diagonal sio exatamente
da forma (s + Js (u), Jg (u)) onde u € ponto critico de Js.

Demonstracio. Seja s € R fixo, v um ponto critico de J, e consideremos a reta r; como
sendo a reta que passa por (s,0) e é paralela a diagonal do plano (a, ().

At

Figura 2.3: Reta r, paralela a diagonal principal
Queremos entao mostrar que os pontos de ¥, que estao na reta ry sao da forma

(s + ¢, c) onde ¢ é valor critico de ZS,
Como « é um ponto critico de J;, pelo Proposicao 2.9 para todo v € W,? (Q)

J(uw)v =tI'(u)v <= /Q]Vu|p_2 VuVov — S/Q (u*)pilv = t/Q luP"> v, (2.10)
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Do lado direito de (2.10) temos

/Q \Vul["~? VuVo =

s(u+>p_1v + / tulP % uv

<s ()" o+ ¢l qu)

( ()" ot a2 (u +—u_)v>

(s ()" bt a2t —t\uv“u-u)
(s () ot (@) ot (w) )
(s+1) (ut)" lv—/ﬂt(u_)p_lv,

mostrando que u ¢ solugao fraca do Problema (PF). Portanto (s +t,t) € %,.
Agora, seja u € M e considerando u = v em (2.10)

/Q|Vu\p72 VuVu —s/Q (u+)p_1u = t/ﬂ lufP P uu = /Q\Vu|p —S/Q (u+>p = t/Q |ul?

o que implica em

I I I
»

z>\:>\:>\z>\z>\:>\

Js(u) = t.

Logo,

J(u) —tl'(u) =0 < J,(u) =t

Portanto o multiplicador de Lagrange t de J; é exatamente o valor critico do ponto critico
u € M. Concluindo que todos os pontos de ¥, que estao em ry sao da forma

(s + 7, (w) , T, (w)
com u ponto critico de J;. [ |

Com o proximo resultado teremos o primeiro ponto critico do funcional, um ponto de
minimo global.

Proposicao 2.11. ¢ é um ponto de minimo global de j; com j; (p1) = A\ —s. O ponto
corresponde em ¥, € da forma (A1, \1 — $) que se encontra na reta trivial vertical passando

por (A1, A1).

Demonstracao. Primeiro mostremos que para todo u € M,

T, (u) > m/QW - S/Q (ut)". (2.11)

De fato,

v

/Q|Vu\p —S/Q(qu)p )\1/Q]u|p - s/g(qu)p
SVl =
W (2.12)

AL
Q

A

IA
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onde (2.12) é verdade por (2.2). De (2.11), se u € M, como
)’ < / P=1 2.13

T (0) > A — s (2.14)

temos que

Agora, notemos que

T = [19eil =s [ (¢t)"
_ L|V¢1|p _ s (2.15)

Usando que ¢4 ¢ auto fungao associada ao autovalor A; do —A,,, tomando ¢; como funcgao
teste, temos que

L1verl = x [ el = A (2.16)
Q Q
Assim, por (2.16) em (2.15) garantimos que

Jo(p1) = M — 5. (2.17)

Por fim, do Lema 2.10, com u = ¢, o ponto correspondente de ¥, na reta r, ¢ exatamente
da forma

(s+Ja(e1) Ju(pn)) = (s+ M — s, M1 — 5)
= ()\1,)\1 —8)

e (A1, A1 — s) estd na intersecgao da reta ry com a reta vertical {\;} x R. |

Um propriedade muito importante do Espectro de Fucik é o fato dele ser simétrico em
relacao a diagonal principal, provamos a seguir.

Proposicao 2.12. ¥, é simétrico em relagio a diagonal principal.

Demonstragio. Supondo que (a, §) € ¥, entao existe u € Wy (92) onde u é solucéo no
sentido fraco de

{—Apu =a@W)’' =B )" em Q
u =0 sobre 09.
Considerando v = —u, observe que
—A,(0) = Ay(w)
(o) =)
=3 (v+)p_1 -« (v_)p_l .
Logo (B, a) € 3, provando ¥, ser simétrico em relagdo a diagonal. [ |

O segundo ponto critico do funcional que encontraremos ¢ um ponto de minimo local
conforme temos na proposicao a seguir.
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Proposigao 2.13. —p; € um ponto de minimo local estrito de J. com J, (p1) =A1. O
ponto corresponde em ¥, € da forma (A + s, A1) e se encontra na reta trivial horizontal
passando por (A1, \1).

Demonstragio. Quando s = 0, os dois valores criticos J, (p) e Js (—¢1) coincidem assim
como os pontos correspondentes em 3,
Suponhamos por contradi¢do que existe uma sequéncia (u,,) C M com u,, # —p1, tal
que
U, —> —p; em WOLP (Q)

Primeiro, notemos que para um n suficientemente grande, (u,) troca de sinal. De fato,
como —p; < 0 e u, — —¢1 q.s., entao u, deve ser < 0 em algum conjunto de medida
positiva.

Ainda, se u,, <0 q.s em (), entao

To(w) = [Vl = s | ()"

- / Vun” > A,
Q
pois u,, # *p1, 0 que contradiz J, (un) < A1. Portanto, (u,) troca de sinal.
Definimos
/ ‘Vu,f ‘p
Q
Ty = )
+ p
u
/()
Temos

T, (uy) = /Q‘Vu:[)p + /Q‘Vu;‘p — S/Q(uf{)p
= (rn—s)/§2<u;[>p + /Q’Vu;‘p
(rn—s)/Q (urf)p - Al/fz(u;y. (2.18)

v

Por outro lado,

Ty (up) < A = )\1/Q|un|p = )\1/9 (uf{)p + )\1/9 (u;)p. (2.19)

Usando o fato que
) >0,
[ ()

de (2.18) e (2.19) temos que

(rn—s)/ﬂ ()" + >\1/Q ()’

IN
>
=
—
/
£
_l’_
N—
S
+
kg
—
/N
c
S |
N—
S

n

Logo, (r,) é limitada.
Agora, pelas Imersoes de Sobolev,

U, — —p; em LP(9)
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e como (u,) troca de sinal,
lu, > 0] — 0.

Pelo Lema 2.6,
Th — +00,

contradizendo (r,,) ser limitado.
Portanto, —¢; é um ponto de minimo local estrito e pelo Lema 2.10

(s 1 (1) T (=¢1) = (. hi = 9)

¢ o ponto correspondente em X,,. [ |

Até entdo temos dois pontos criticos do funcional J;, obtidos nas Proposicdes 2.11
e 2.13. A partir de agora buscaremos o terceiro ponto critico. O seguinte Lema nos
garante uma das hipdteses do Teorema do Passo da Montanha, Proposicao 1.13.

Lema 2.14. J; satisfaz a condi¢ao (PS) em M.

Demonstragcdo. Mostraremos que uma sequéncia Palais-Smale de J; qualquer converge a
menos de uma subsequéncia.
Considerando (u,) C M sequéncia (P.S) para Js, temos que J; (u,,) é limitada e

|

Seja (t,) € R sequéncia de forma que

Js (un)

J, (uy) — tI' (un)HE, — 0.

= min ’
* teR

‘/Q|Vun|p2 Vi, Vo — s/g (u+)”_1¢—tn/ﬂ|un|p*2un¢ <ealdly, (2.20)
para todo ¢ € Wy™ (), com €, — 0.
Como J; (u,,) € limitado, entao existe C' > 0 tal que
C = J,(un)
> lually, — s [[ut]]- (2.21)

Como )
Jad|] < lually = 1,

temos de (2.21) que
C > lualf, - s,

concluindo entéo que (u,) é limitada em Wy ().
Agora pelas Imersoes de Sobolev, como (u,) é limitada, existe subsequéncia que con-
verge fracamente em Wy (Q) e fortemente em L (Q), isto é

U, —u em Wy (Q)

U, —u em L'(Q), p<r<p.

Note que, por (2.20) (¢,) é limitada e, portanto ¢, — t a menos de uma subsequéncia.
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Por outro lado,
V2 Va0 — s [ ()6 b [ u o+ = 0,(1)
Q Q Q
e, portanto, pelo Lema de Brezis-Lieb (veja [10], Teorema 2) e a convergéncia em L" (£2),
/ Va2 VuVe — s/ («*)"" o - t/ W 2up = 0 Vo € WEP(Q).  (2.22)
Q Q Q
Sabemos, por outro lado que
/Q VP> Vi, (Va — Vaay) = O (1) (2.23)

De [21], pdgina 108, como Vu,, Vu € RY, existe C, > 0 tal que

Cy |V — Vul’ < (|Vu,[" > Vu, — |Vul’ > Vu, Vu, — Vu) se p>2

2
p<|v|v|un |vp||)2p < (|Vua|"™ Vu = [Vul"* Vu, Vi, = V) se 1<p<2
Up| — | VU

Assim,

Cylfun =l = Gy | [V = Vuf

IN

/Q( V[P Vu, — |Vul’ > Vu, Vu, — Vu)

_ P p—2 . p—2 p
_ (/Q|Vun] [ 17wl VunVu> (/Q|Vu| VuVu, + [ [Vl )
(2.24)

Usando em (2.22) ¢ = u,, e ¢ = u, temos, respectivamente,
/ V"~ Vi, Vu, = s/ (u*)pil Up + t/ P~ wu, (2.25)
Q Q Q
vul' = s [ (ut) 4t [ Jul? 2.26
Livul = s [ ()" + ¢ [ Ju (2:26)
Logo, de (2.23), (2.24), (2.25) e (2.26), mais o fato de que u,, - v em L" (), p < r < p*,
Cp llun = ully, < On(1) + On(1)

entao
U, — u em WyP(Q).

O seguinte lema nos garante a hipdtese (M2) do Teorema do Passo da Montanha,
Proposicao 1.13.
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Lema 2.15. Seja g > 0 tal que

Js (u) > Js (=¢1) (2.27)

para todo u € B(p1,60) N M com u # —py, sendo a bola em WyP (). Entdo para
qualquer 0 < e < &g,

inf{J,(u);ueM e Ju— (=), =¢c} > Ji(—¢1). (2.28)
Demonstragdo. Suponhamos por contradi¢cao que exista um ¢ tal que 0 < € < gg e
inf {J,(w) s u€ M o Ju= (=g, =¢} = T (~1).
Assim, para todo n € N, existe u,, € M de forma que
[un = (=@1)ly, = €

e tal que
~ 1
Js (uy) < M+ —.
(u ) S AL+ 2

Definamos C' como
C = {ueM;a—é < lu— (=), < 5+6},
onde § > 0 é dado de forma que
0<e—0 e e+6 < e

Observe que C' é um espago métrico completo e J: é limitado inferiormente em C'. Assim,
pelo Principio Variacional de Ekeland, para cada n € N, existe v, € C' de forma que:

(i) T (vn) < Js (un) ; (2.29)
(i) lon — tnlly < (2:30)
(i) T () = T () o=l (2.31)

Mostremos agora que (v,) C C' é (PS) para J,.
Precisamos mostrar que:

/
o Js (v,) é limitado;

Ji (va)||. — 0.

Por (2.29), temos que

portando J,(v,) ¢ limitado.
Mostremos agora que
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Sejam n > L ewe Wy* tal que w € T,, M, ou seja

(I'(v) , w) = / o [P~ v = 0. (2.32)
Q
Seja t € R e definamos u; como
Up + tw

T (2.33)
|| vn, +thp

Uy =

Precisamos mostrar que u; € C' para t suficientemente pequeno, pois assim poderemos
usar a desigualdade (2.31). Separando em partes, segue

1. u; € M pois o consideramos como sendo um vetor normalizado com a norma | - ||,

2. Para t suficientemente pequeno:

lim e — (— )| L
m [|(uy — (— = |llm — (—
it e = ool = W, S, ~ Y
Un
=| (o)
Tonl, .
= Jlom = (—g1)lly, -

3. Estimando ||v, — (—%)HLP

loa = (=0l = [Jon = tn + 10 = (—1),,,

< o = uallyy + un = (=),

A

< Jlow = tally, + [Jum = (=00)1, |

g% por (2.30) =¢ por (H2)
1
n

<0+ e

Por outro lado, de forma analoga conseguimos

v — (_901)”1,1; = |l(=p1) — un + up — UnHLp

> [(=p1) — wally, — llun — vally,
1

> e — —
n

> e — 0.

Portanto, para t suficientemente pequeno, u; € C' e daqui em diante consideremos u =
em (2.31).

Seja r(t) :== [lv, + twl|, e note que
Jo (ug) = J (uy) (2.34)
L <v+tw>
[[vn + twl],
1
= m Js (v, + tw)
= LJs(vn—l—tw).

r(t)?
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Como v, € M, substituindo a igualdade acima em (2.31) dividindo por ¢t em ambos os
lados temos:

Js (vn) 1 1
- Js (v, +tw) < — — Uy . 2.35
2 g et ) < =l (235)
Entao,
|| || | Up + Tw
U — Up 1, =\ — Un
P v + tw”p 1p

Un + tw — vy o, + twl],
v + twl],

Lp
ot tw = (@,
r(t)
1
R0 (L = () vn + twlly, -
Substituindo a igualdade acima em (2.35), obtemos
Js (vn) 1 1
t t?”(t)pj (U + U)) ntr(t) ||( T( ))U + w”l,p
Js (vn) 1 1
< 1 — r(t t — tw) .
t — ntr(t) It () o + 7~U||1,p * tr(t)pjs (b + o)
JS n t .
Subtraindo M em ambos os lados da desigualdade segue
Js (vn) — Js (v, + tw) 1
< 1—r(t t
t — ntr(t) ||( T( ))U’fl + w”l,p
Js(vn + tw)
Js (vp + tw) — —=
+ ()7 (vn + tw) ;
) o+ vl + (o = 7] et )
= —r(t)) v, + tw — — — | Js (v, + tw).
ntr(t) Lp tr(tyy  t
(2.36)
Vamos trabalhar agora com o termo que acompanha Jg(v, + tw),
1 1 1 —r()? 1 )P —1
R i O r(t) (2.37)
tr(t)r t tr(t)p r(t)r t

onde o termo em evidencia ¢ exatamente o quociente diferencial de r(¢)? préximo de t = 0.
De fato,

d

» _.orp—=r@O) . rh)P -1
%r(t) = lim ——— = lim ————.

h—0 h h—0 h

(2.38)

t=0
Separando (2.36) em trés termos, respectivamente da direita para a esquerda definimos

por A(t), B(t), C(t)

A(t) = (tré)p - 1) T, (v, + tw) .
B) = o (1= r() v, + 1],

Js (v) — Js (vp, + tw)
t
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Trabalhando com A(t) usando (2.37), temos:

lim A(t) = lim < L 1) Js (v, + tw)

t—0 =0 \ tr(t)r t
p_
— lim r(t) 1\ Js (vp +tw).
t—0 t r(t)P
Como ” p
r(t)P —1
im -7 = ()P _r _
1% ; = dtr(t) = (I'(vy),w) =0 (2.39)
e
Js (v, + tw)
r(t)”
¢ limitado conforme ¢ — 0 segue que
11_1}1% A(t) = 0. (2.40)

Para B(t), note que
1 1

1
1—1r(t))v, +t < 1—17r(t)) v, — ||t
g =@ vt bl < W= @) vl + s el
11 1-r(t) t
Sar lvally, + ntr(f) [wlly, -
Note que:

1-p

lim T(t)t_ L (/Q |vn|p>‘° (I (o), w) = 0.

Entao,

_ 1
lim B(t) < - Jwlly, - (2.41)

t—0
Por outro lado,

lim (1) = lim 20 = s (o + fw)

= (J;(vn) , w). (2.42)

t—0 t—0 t
Usando (2.40), (2.41), (2.42) e Cauchy-Schwatz conseguimos
1
(5 (vn) s w)] < —lwll,, (2.43)

para todo w € W,? (Q) e w € T, M.
Agora, consideremos o caso mais geral. Seja w € Wol P (Q) e consideremos «, de forma
que (w — a,v,) satisfaca a equagao (2.32), ou seja, tal que

(I' (vp) , w— v, ) = 0.

Note que
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Por outro lado, como v, € M, temos que

O = /Q|vn|P*1w — (I (0) , w). (2.44)

Agora, vamos usar a Desigualdade de Holder em «,, com p% e p conjugados de Holder

1
entre si.

oo e = (0 (o)

Q
= [lwl,
(2.45)
Como Js(vy,) é limitado,
/|an|p —3/ (vf{)p <C = /|an|p < C+ s/ (vn)?
Q Q Q Q
<C +s/ vP
Q
= (C+ s,
logo (vy) é limitada em Wy ().
Agora estimando [|a, v, |, ,,
HanvnHl,p < |an| ||Un||1,p
< Cllwllyy llonlly,
< Clwly, (2.46)

onde C' := C(C + s). Mostramos que
(I'(vy), w—auu,) =0
e portanto w — ayv, € Ty, M. Logo, usando (2.44) e (2.43)

’(js/(vn) 3 w_anvn>’ = ’

IA
|
B
|
S

S
I~
Eal

S

< enllwly,

onde usamos (2.46) com ¢, = g Definindo

—~

Tn = <Js (Un) ) Un>=

temos .,
(S (0n) s w) = 7l I'(vn) )| < e ]y,

onde &, — 0. Portanto concluimos que

|

Logo, (v,) é sequéncia (PS) para J, em M. [ |

-/

Js (vp)

-/

Jy (vn) — [’(vn)HLp — 0.

= min ‘
* T ER
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2.3 O terceiro ponto critico do funcional.

Com as propriedades que temos até entao do Espectro de Fucik, o resultado dessa secao
nos fornece um terceiro ponto critico do funcional J, através de uma formula minimax.

Teorema 2.16. Para cada s > 0, (s+ c(s),c(s)) € X,, onde c(s) > A\ € definido pela
sequinte formula minimax N
c(s) := inf max J,(u). (2.47)

Y€l uey[-1,1]

Demonstracio. Afim de aplicarmos o Teorema do Passo da Montanha, considerando
01, —p1 € WyP () existe € > 0 de forma que

o1 = (=p)ll,, > €
pois 1 # —py. Isso garante a primeira hipétese do Teorema do Passo da Montanha.

Agora, da Proposigao 2.13, —¢; ¢ minimo local estrito do funcional J,. Por outro
lado, da Proposi¢ao 2.11, ¢ é minimo global de J,, entao

max {73(901), Js(—%)} = J. (=)

Enquanto, por (2.28) temos

inf {j;(u) cueM e |u— (—<p1)||17p = 6} > I(—%) = max {j;(gpl), Js (—901)}.

Portanto a segunda hipdtese do Teorema do Passo da Montanha é satisfeita.

O Lema 2.14 garante que J, satisfaz a condi¢ao de Palai-Smale em M e notemos que
considerando ¢, € Wy (Q) e o caminho + dado por

tor + (1 —[t[9)
[tor + (1= [t D),

() =
temos que v € C'([—1,1], M) onde
(=) = - e (1) = ¢
Portanto
F={yed(-1L+1, M);v(-1)=—p1 e v(1) =1} # 0.
Entao pela Proposicao 1.13

— inf J,
) = LAy S

¢ um valor critico do funcional J,.

Ainda,

c(s) > maX{Js(—gpl),JS (gpl)} = AL (2.48)
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Para s > 0, o Lema 2.10 nos diz que o terceiro ponto (s+ c(s),c(s)) € ¥, esta na
paralela a diagonal passando por (s,0). Considerando para s > 0, construimos a curva

¢ :RT — R xR
s — (s+c(s),c(s)).

o
J" G
| s

Figura 2.4: Curva ¢

Durante o proximo capitulo, estudaremos varias propriedades dessa curva €.
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Durante esse capitulo, provaremos que as linhas triviais no Espectro de Fucik, sao
isoladas em X, e que X, é fechado. O objetivo deste Capitulo ¢ demonstrar o Teorema 3.1,
que nos diz que a curva € construida no final do Capitulo 2 é a primeira curva nao-trivial
no Espectro de Fucik X, no sentido de ser definida a partir do primeiro ponto critico do
funcional fora das curvas triviais.

3.1 Resultados técnicos
O préximo resultado nos diz que as curvas triviais no Espectro de Fucik,
{MF xR e R x {\}
sao isoladas.

Proposigao 3.1. Nao existe uma sequéncia no Espectro de Fucik, (o, B,) € X,, com
a, > A1 ou B, > A\ de forma que

(s Bn) — (a, B),
coma =M\ ou = M\.

Demonstragao. Suponhamos por contradicao (HC).

(HC) Existe uma sequéncia (o, 5,) € £,, a, > A ou 3, > Ay onde

(n, Bn) — (@, B),

com o = A\ = J5 (—¢1).

Como (ay, B,) € X,, para cada (ay, 5,), existe u, € Wy (Q) tal que u, é solucdo nio
trivial de . .
—Apu, = ay (uZ)p — B (u;)p em (). (3.1)

Como a equagao é homogénea de grau (p—1), se u, satisfaz a equacao, qualquer multiplo
de u,, também satisfara.

Suponhamos sem perda de generalidade que u,, € M. Trabalhemos com a forma fraca
de (3.1),

/Q|Vun]p_2 Vu, Vo = oén/Q (wf)" "o - 5”/9 (u;)""6 Yo e WiT(Q). (32)

47
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Considerando ¢ = u,,, conseguimos a estimativa

L1vul = au [ ()" = 8. [ (u)
< o [ ()" 4 8 ]
< C(/Q (u:>p+/g(un)p>
= C [ ful”

= C.

Logo (u,) é limitada em Wy (Q) e, tal como na demonstracdo do Lema 2.14, mostra-se
que
U, — u em Wy? (Q). (3.3)

Usando (3.3) junto com (HC) temos que

(O‘naﬂn) — ()\175)'

Considerando o lado esquerdo da forma fraca (3.2) como sendo um elemento do dual de
Wy (Q), i.e., definindo

T :Wy”(Q) —R
U — T(uy) = /Q Vo Vi, Vb

com ¢ € Wol P (Q) fixo, sabemos que T' é um funcional continuo e T' € W LY Como Up
converge fortemente para u em W,"” (Q), entdo

T(uy) = /Q V[P Ve, Ve — /Q VuP 2 VuVe = T(u). (3.4)

Agora, trabalhando com o lado direito da forma fraca (3.2), passando o limite e usando
(HC) com a convergéncia em LP (£2) temos

i (oo [ ()"0 =6 [ () 0) = n (@) o= 8 [ () e 39)
Logo de (3.4) e (3.5) segue que, para todo ¢ € W7 (),

[ v vave = [ () o5 [ (7)o

que ¢ exatamente a forma fraca de

—Apu = N\ (u+)p71 -0 (u_)pil (3.6)

onde consideramos o caso o = Aj.
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Dividiremos o resto da demonstracao em duas partes.

12 Parte:
Analisando a forma fraca de (3.6) com ¢ = u™ temos

/{Jw*\p = )\1/Q (ut)”.

Isso, por outro lado, implica que ou u™ = 0 ou u™ = ;. Note porém que, se ut = ¢,
como u € M, entdao u~ = 0 e, nesse caso, u = ;. Logo, ou u™ =0, ou u = ;.

O mesmo argumento que possibilitou provarmos que (2.5) é igual a (2.4), nos permite
observar que

-Apu = « (u+>p_1 - (u_)p_l
é equivalente a
“Ayu = aluf Pt = Bluf (P)

Considerando o caso em que vt = 0, como v = ut — u~, temos que u = —u~. Usando
que v < 0 na forma fraca do problema (P), segue

LIvuPvuvs = a [ uf e - 5 [ furuo
= =8 [ Jul o
=6 —ufTue
[u<0]

=5 Ju["* ug

u<0]

= 5 [ Jul o

pois como u™ =0, [u < 0] = Q. Assim,
[19ul?Vave = 6 [ Juf s
Q Q

para toda ¢ € Wy*(Q). Logo u é solucao fraca do Problema (PA) e portanto u é
autofuncao associada ao autovalor 3.

Portanto, concluimos que, ou u,, — 1, ou u, — —p; em Wol’p(Q). Logo se u, — ¢
em LP como ¢; > 0, entdo no conjunto dos = onde u,(x) < 0 a sua medida deve ir para
zero, i.e., concluimos

se u, — ¢ em [’ = |u, <0 — 0. (3.7)

Analogamente,
se u, — —p; em L — |u, >0 — 0. (3.8)
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29 Parte:

Como (a, B,) nao pertencem as linhas triviais {A\1} x R e R x {\;} de ¥, entéo u,
troca de sinal. /

Pela Desigualdade de Holder com os expoente % e (1%) , onde

(97)' _
p q—p
/Q(u::)pdx = /[un>0} (u;:)p -ldx

([, )T a
= (/[un>0] (uZ)p ? da:)
(/
= |t

temos,

IN

a—p

/ lorda '
[un>0]
p

<u+)p ’ dm) ' |u, > 074

n

S
N———
Q3

Qs

/un>0]

P, > 070
q

Aplicando a Desigualdade de Holder junto das imersdes de Sobolev, temos

P _p p
], < et > 075 Gt
7p

n

Lp
Portanto
1 <nClup > 0" <= |u, >0| > a?C’
1\° 1
onde ' := <C> eaz—l_g < 0.

De forma anéloga, conseguimos uma estimativa que vale para |u, < 0|, partindo da
forma fraca de (3.1) com funcao teste u,,. Assim, obtemos a seguinte desigualdade

lu, < 0| > B2C7,

onde o < 0.

Entao da (12 Parte:), trabalhando com a hipé6tese de contradicao (HC), chegamos
que é verdade
ou |u, <0 — 0 ou |u, >0 — 0,

enquanto da (22 Parte:), chegamos em
lu, >0 < Cal e |u, <0 > pC’

com C, C'" dependendo de Q, N,p com o < 0.
Chegamos entao na contradi¢ao que buscavamos, garantindo que nao existe sequéncia
(an, Br) € 3, com a,, > A; e B, > A\ tal que

(Oén, ﬁn> — (aa 6)

com « = A ou 3 = Aq. Assim, concluimos que de fato, as curvas triviais do Espectro de
Fucik sao isoladas. [ |
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O proximo resultado é de carater topologico e usaremos nas proximas demonstragoes.
Lema 3.2.
(1) M € localmente conexo por arcos.
(17) Qualquer subconjunto conexo e aberto & C M é conexo por arcos.

(1ii) Se 0" é uma componente (subconjunto mazximal, aberto e conexo) de um aberto
O C M, entao 00" N 0 = 0.

Demonstragio. Ver [13] Lema 3.5. |

No proximo Lema mostraremos como encontrar pontos criticos do funcional J; em
componentes conexas de um determinado conjunto.

Lema 3.3. Qualquer componente conexa de O, para um r fizo e arbitrdrio,
0 = {uGM;I(u)<r}

contém um ponto critico de J.

Demonstragcio. € é um aberto diferente do vazio, onde podemos assumir que r > A\; — s.
Caso contrario, se r < A\; — s entao aconteceria de & = (), visto que \; — s é o valor de
menor energia global do funcional J; pela Proposi¢ao 2.11.
Consideremos ¢’} uma componente conexa, i.e. um subconjunto aberto, conexo, ma-
ximal e diferente do vazio. Seja @ o fecho de @) em W, (Q).
Como O # 0, seja N
d = inf {J,(u);ue . (3.9)

Pelo Lema 3.2 (iii), de &) ser uma componente de um aberto &, vale

Dividiremos o resto da demonstracao em partes.

1% Parte: Se o infimo em (3.9) ¢ atingido, entdo esse ponto é um ponto critico do
funcional Js.
Suponhamos que exista ug € 07 tal que

Jo (o) = d =inf {J, (u) ;ue o}
Logo, J, (ug) < r pois ug € O, visto que

O, C 0 = inf {I(u),ueﬁl} < inf {I(u);ueﬁl}
<r

onde a ultima desigualdade segue da definicao de &. Logo ug € 0.
Notemos que pelo Lema 3.2 (iii)

o0, N 0 =),
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o que garante que nao aconteca de ug € 90;. Logo ug € O, ¢ um ponto de minimo em
um aberto e portanto é um ponto critico de Jg, provando a (1 Parte).

29 Parte: Nosso objetivo € de garantir que de fato o infimo € atingido.
Tomemos u, € 07, para cada n € N, sendo uma sequéncia onde
— _ 1
Notemos que: € é um espaco métrico completo e J, é um funcional semicontinuo in-
feriormente limitado inferiormente pela Proposicao 2.11. Pelo Principio Variacional de
Ekland, para cada n € N, existe v, € 0 tal que

Ty (vn) < J, (un); (3.11)
1
v — unHLp < o (3.12)
e para cada u € Fl, com u ;é Un,
~ ~ 1
Js (vn) < Js(u) + - lw—wnlly,, - (3.13)

A ideia de usarmos o Principio Variacional de Ekland é construirmos uma sequéncia que
assim como u, ainda é minimizante mas como a propriedade adicional, o qual a u,, nao
possuia, de que a derivada dela esta indo para zero.

Afirmagao: (v,) ¢ uma sequéncia (PS) para J,.
"Precisamos mostrar que:

e J, (v,) é limitado;

-/

i ()|, — 0.

Da Proposicao 2.11, junto com (3.11) temos

Js (901) = )\1 — 5 < Js (Un) < Js (un)7

garantindo assim que J; (v,) ¢ limitada.

Para mostrarmos que a norma estrela vai para zero, consideremos um n fixo suficien-
temente grande. Como u,, € 0; temos por (3.11)

Js (vn) < 7. (3.14)

Entdo v, € 0, pois &) é um aberto e logo int (0,) = €. Dai 0, = 0, Uaoao.

Caso v, ¢ 0Oy, terfamos necessariamente que v, € 00, e portanto Js (v,) = r pelo
Lema 3.2, o que é impossivel por (3.14), onde a desigualdade (3.14) é valida quando n é
suficientemente grande.
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Agora, consideremos w € T, M e definamos u; assim como em (2.33) por

Up + tw
||vn +tw||p

Ut -

Segue que u; € €. De fato, como ¢, é um subconjunto conexo e aberto e 0, C & C M,
pelo Lema 3.2 (ii), &) é conexo por arcos. Como v, € ), a conexidade por arcos nos
garante que u; € O para um t suficientemente pequeno, visto que quando t = 0

U = Ug = Up.

Com isso, usando u; na desigualdade (3.13), o resto da demonstragao segue de forma idén-
tica a feita no Lema 2.15, seguindo a partir de (2.34) e considerando r(t) = |lv, + tw]| .
Concluimos entao que ’

o que prova a Afirmacao. J

T (wn)| — 0,

Como v, é uma sequéncia (PS) para J;, o Lema 2.14 garante a existéncia de um
v € M tal que, a menos de uma subsequéncia

v, — v em WyP (Q).

Por fim, de (3.12) temos
U, — v em W7 (Q)

e entao

T (o) — 7o (v) = d.

provando que de fato o infimo d é atingido. Isso conclui a (22 Parte).

Da (12 Parte) como garantimos que o infimo é atingido, temos entdo que esse ponto
¢ um ponto critico. Isso finaliza a prova de que qualquer componente de &' contém um
ponto critico do funcional .J;. [ |

3.2 O primeiro ponto nao trivial de X,
No préximo resultado, mostramos que ¥, ¢ um conjunto fechado.

Proposicao 3.4. O Espectro de Fucik é fechado.

Demonstragio. Seja (o, Bn) € X, de forma que
(an, Bn) — (@, B).
Disso, sabemos que a > A1 e 8 > A1, pois da Proposigao 2.8
S\ (A} x RUR x {\1}) € {(0, 8) € R?; 0> Ay, 8> A}

Se acontecer de ou @ = Ay ou § = )y, terminamos a prova, pois pela Proposicao 2.7
sabemos

(a, ) € (M xR)U[RxN) C %,
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Sem perda de generalidade podemos supor que & > A; e § > Ay, Agora como (a,, 8,) € 2,
existe u, € Wy (Q), [unll, = 1, o qual é solugdo de (PF). Das Imersdes de Sobolev, a

menos de uma subsequéncia, u,, é fracamente convergente em Wol P (Q), logo para todo
¢ € Wy ()

/Q|Vun|p_2 Vu,Vo = /Qa(uz)p_1¢ — /Qﬁ(u;)p_l .

Passando o limite acima, chegamos em
_ —1 p—1
Vul ?vave = [a(ut) o - [ 5(uw) e 3.15
[1vul?vuve = [a(ut) "o~ [ 5(u) o (3.15)

onde a convergéncia no lado esquerdo de (3.15) é obtida assim como feito na demonstragao
do Lema 2.14. Concluindo que (o, 8) € ¥,. Portanto 3, = ¥, entao ¥, é fechado. W

Os resultados demonstrados até entao nos dao a base para conseguir provar o resultado
mais importante deste Capitulo, que garante o fato de que a curva % construida ao final
do Capitulo 2 é a primeira curva nao-trivial em X,, conforme mostramos no préximo
Teorema.

Teorema 3.1. Seja s > 0. O ponto (s+ c(s),c(s)) € o primeiro ponto ndo trivial de ¥,
na reta paralela a diagonal passando por (s,0).

Demonstra¢do. Suponhamos por contradicao que existe um ponto da forma (s + p, p) € X,
com
A< p< cls).

o |
.‘-,:/"-r +:5 \
/\\ M4s &+ o= !
1 |
L e - - = = = _|

Figura 3.1: Hipdtese de contradi¢ao Teorema 3.1

A Proposicao 3.1 junto da Proposicao 3.4 nos garante a seguinte afirmacao.

Afirmagdo: Podemos escolher (s+ p, ) € X, com Ay < p < c(s) de forma que p
seja minimo no sentido de ser o menor nimero entre Ay e c(s) e que em |\, u[ ndo tenha
nenhum outro valor critico de Js.
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™ De fato, suponhamos por contradigdo que existe sequéncia (u,), de forma que
M < pin < c(8), tn = A€ (S fn, ftn) € X,. Entao temos uma contradi¢do com a
Proposicao 3.1, pois nao poderia existir

(s + tns b)) € Ep\ (‘{)\1} x RJR x {)\1})

tal que
(8 + pny pin) — (8 + A1, A1)
Portanto para todo n, u, deve ser maior que um certo g = p.
Agora, como o ponto (s+ p, ) € X, temos que p é a energia de uma certa fungao
u € M pelo funcional 78 Como p é o valor de minimo de que satisfaz as condi¢es acima,
provamos a A firmacdo. a

Pelo Lema 2.10, existe u € W, (Q) que satisfaz em Q

—Apu = (s+p) (u*)pil — 1 (u’)pil.

Da forma fraca do problema acima, com fungéo teste ¢ = u™, segue

/Q‘Vqu‘p = s—l—,u)/ + — u/ = (s+u)/g(u+)p = (s+p) Hu*Hz.
(3.16)

Da mesma forma, considerando como func¢ao teste u~, temos

/Q‘Vu*’p — (8+M)/Q (u+)p71 u — 'LL/Q (u = ,u/ = u ‘u H (3.17)

Assim como na demonstracao da Proposicao 2.13, sabemos que a tnica forma de uma
funcao associada a um ponto no Espectro de Fucik nao trocar de sinal é se

(@.8) € (I} x RUR x {Ar}).

Logo u troca de sinal. Dai sabemos que u™,u~ # 0 em um conjunto de medida positiva.

Por (3.16) segue
L1w = [ () = ]! 3.18)

+ . : -
Notemos que H?jﬂfll € M e avaliando no funcional J;:
p

j;<”5:”p> = ”U}FHZ (/Q V(u+)‘p _s/9((u+>+)z>>
__”;HE<A;VUWP—-gé(ufY>

. 1
. ||U+H§ (N ’quHD

= K
onde usamos respectivamente o fato do funcional ser p-harmonico e que (u™)" = wu™.
Ainda, como v~ = max{—u,0}, entdo (—u)~ = max{u,0} = u™ e junto ao fato de que
—_u = _% € M, temos:
=, lI=u=ll,

J””:*me>:*@um>:”
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Agora, analisando a energia de T _” pelo funcional 75,

% (\|5—r|p> = o LI = [ (@)
= HUEH (Lol =5 [ o))
= Hu1 (/Q v - S/Q‘“_m

@B 1 _|IP P
= (“ ‘“ Hp_SHU Hp)

onde usamos o fato do funcional ser p-harmonico junto com (u~)" = u~. Portanto

7(“_) =p—s
lu|l,,

Agora consideremos os seguintes caminhos em M:

tu+ (1 —t)ut

* d té L t) = :
e u ate Hu+||p7 Ul( ) ||tu+ (1 _t)u+||pa
- - o tut 4+ (1 -tu
* de map até pep, w(t) = [tut + (1 —t)u |,
—tu~ 1-1
* de até u, ug(t) == U+ Ju

T T, _H [—tu= + (1 =t)ull,

Utilizando esses caminhos, transitaremos por alguns niveis de energia, portanto devemos
estimar a energia do funcional Js ao longo dos caminhos.

« Comegando pelo caminho u;, trabalhando com o termo tu + (1 — ¢)u™

tu + (1 —t)hut = tu™ — tu™ + ut — tu”
=ut — tu". (3.19)

Seja z € {2, nos seguintes conjuntos temos:

— Em [z; u(z) > 0],

ut —tum = ut >0
entao
+ )t = ot
(' —tu)" = (3.20)
(ut —tu™)” = 0.
— Em [z; u(z) < 0],
ut —tuT = —tu” <0

entao

Il
o

(ut —tu™)” = tu".

{ (wt — 1) (3.21)
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Agora, estudando as normas

[t —tu—HZ = /Q\zﬁ —tu |’
_ /Q((u+—tu‘)+)p + /Q<(u+—tu_)_)p
= [ ) [ ()

- HzﬁHi + tpHu_Hz. (3.22)

De forma andloga, como o suporte de u™ e u~ sdo disjuntos, segue para a norma

em Wy™ (Q)
u* —tu—HiP = /Q\Vu*jp + pr/Q’VU_‘p (3.23)
= 5, + eI,
Estimando o funcional J, ao longo de wuy(t)

N o tut (- tut
Js (ui(t)) = J; <||tu+ (1 —t)u+||p>

319 ~ [ ut —tu”
- <||u+ —tu-np)
" gy (B V0 00 = f (= 0)')
p
, 1 )
izz(l)i —HU+ _tU_”Z <Hu+ —tu Hip — S/Q (u++)p>
. 1 )
e e T ([Ivat] o [[va ] = s]u])

. 1 _
T (G | [! + o= Jur )

1 —
= gar=a O (=1l = o)

(3.22) H (Hqu - tu_l!ﬁ)
Jut —tu |7

o Ao longo do caminho us(t), de forma andloga ao item anterior, estudando o termo
em comum da curva, conseguimos que

+
(tu+ + (1-— t)u_) = tut + (1 —t)u". (3.24)
Analisando as normas, como as funcoes u™, u~ possuem suporte disjuntos:

|t + (1 - t)u_HZ = H“+Hz + (1=t H“_Hz (3.25)

ey R T (3.26)

Lp
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Portanto segue que
T (1) 1
s (U2 - P
[tut + (1 = t)u ||,
(3.24) 1 n T n o —|P
= i T (Htu + (1 —t)u HLp SHtu + (1 —t)u Hp)
(3.26) t¥ ||U+||1107p + (1=1)P ||u7||11)7p
|[tut + (1 — t)u*Hz
@a6) (s + ) ™Iy + (L= )P ullu];

(Htu+ +(1— t)u—H’;p — s H(z&u+ +(1— t)u_)+Hi)

(3.17) [tut 4+ (1 = t)u "
2 [Jut |y (1=2)7 [lu”], s |Jut|, B
—||P —||P
et + (= w7 s+ (=
(3.25) Mllw+ + (1 =tu |, Psllut, = sltut + (1= tu ||
Jwt + (1= |? Jeut + (1= |7
(3.25) tPs [lu™|, — s lu*]|, — (1 —)Ps lu”]])
- —||P
[tut + (1 = t)u~|f;
B () 4 Ul
[tut + (1 —t)u~ |}
<u
pois
(1= t)7 lu”]f,

[tut + (1L —t)u~ |7

o Para estimar ao longo de u3(t), seguiremos a mesma ideia do primeiro item.

Estudando o termo abaixo
—tu” + (1—-tu =1 —t)hu™ —u",
para z € €) temos:

— Em [z; u(z) > 0],

entao
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Portanto
(= tput —u)" = (1 -ty (3.27)
Como as funcoes u™, u~ possuem suporte disjuntos, temos:
|1 =tyut - u_Hz = (1—t) Hw”; + Hu—Hi (3.28)

O el L PR U (329)

1p’

Calculando a energia do funcional J; ao longo de us(t),

Js (us(1)) = o t)u1+ —T <H(1 — ! — s (A= tut —u)” :)
. 1 .
o T —u (=or oy, + o, = sl —ou])
(3.16) 1

—u | ((1 — )" (s +p) HU+HZ
+ MHU*HP - sfa-ou[)
1

= A= = ((1—t Hu H + ( pMHWHi

317 [[(1 —t)ut

S L T
(1=t Ju )+
=t =T
o9 10—~
M=ot =

Il
=

Chegamos que

Js (w(t)) = p
T, (uws(t)) < p (3.30)
Js (us(t)) = p
ut
Utilizando os caminhos uq, ug, u3 vamos sair de u, que possui energia u, indo para T
u
p

e depois para , chegando por fim em , que possui energia p — s. Por (3.30)

—u
|| I, lu=]l,,
garantimos que durante esse caminho nao saimos do nivel de energia < p. Continuaremos
criando o caminho em I’

I={yeC(-1,1,M) ;v(-1) = —p1 e 7(1) = ¢1}.
Agora vamos analisar o nivel de energia abaixo de p — s, considerando

0 = {UEM;I(U)<M—S}.
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Pela Proposigao 2.11, J (p1) = A\ — s e como A\ < p, segue

Js(p1) < p — s, (3.31)

logo ¢1 € €. Ja da Proposi¢ao 2.13, temos que js(—%) = )\; e portanto —p; € O se
A < p—s.

Como 1, —p7 sao respectivamente minimo global e minimo local estrito, caso houvesse
algum outro ponto critico em &, ele teria que ser um w € O tal que

Jo(p1) < Jy(—p1) < Js(w) < Jy(u) = p,

o que contraria o fato de p ser um valor de minimo. Logo sabemos que u ¢ & e os tinicos
pontos criticos possiveis de Js em & sao @1, —¢;.

U . .
Estamos no final de uy(t), no ponto ——— com energia  — s pelo caminho em T
[Ju=]l,,
~ " . u- -
Observemos que esse ponto nao é um ponto critico, pois se fosse, como Ta] nao muda
=
p

de sinal, este estaria associada a um ponto nas retas triviais e seria, portanto um multiplo

u
de 1. Porém ¢, > 0 em (2, enquanto To] se anula no conjunto de medida positiva
"
p
u- —~
[z; u > 0], o que é uma contradi¢do. Portanto To] é um ponto regular de J;.
"
p

Consequentemente, podemos considerar um caminho C*

o:l-ege] — M
onde B p
o(0) = Tl o Js (0(t) # 0.

Com esse caminho o, podemos tanto ir para um sentido positivo quanto para um sentido

u
lu=1l,

caminho em M, o qual, com excecao de seu ponto inicial

negativo. Vamos entao definir um caminho de para um ponto v = o(gg) por um

——— encontra-se em um nivel
[Ju=]l,,
inferior a u© — s. Em particular temos que v € 0.

Pelo fato de que componente sao conjuntos maximais, todo elemento de M esta contido
em uma componente. Consideremos a componente de & que contém v. Pelos Lema 3.2
e Lema 3.3, essa componente possui um ponto critico de J,. Como os tnicos possiveis
de O sao p; e —yq, continuaremos entdo nos movimento de v para o ponto critico ;.
Ainda, por (3.31) o caminho percorrido até entdo nos mantém num nivel < p — s devido
a conexidade por arcos da componente, garantida pelo Lema 3.2 (ii).

Seja u4(t) a ltima parte do caminho, de até o1 e —uy(t) como sendo o caminho

[u=]l,,
simétrico, que nos leva de —m até —p1. Temos uy, —uy definidos da seguinte forma:
u
p
tu~ 1—-1

wi(p) = e L0
[t~ + (1= t)enll,,
t(—u™) + (1 —t)(—

gty o L) =D

[t(u=) + (1 =) (=)l
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Note que
u- —u-

us(0) = @1, w(l) —us(0) = —p1,  —ua(l) = T I

el

Estimando o nivel de energia do funcional sobre —u,(t), vamos primeiro observar que para,
quaisquer w € M vale

T (w) = T, (—w)| < s. (3.32)

Para garantir a desigualdade acima, mostremos rapidamente a Afirmacao a seguir.

Afirmacao: |wt(z)? — w (x)?| = |w(x)|’.
MSeja z € (), entao

— Em [z; w(z) > 0],

(@) = (w (@) = [(w"(2))]
= ‘wﬂm)‘p
= ‘w*(m) — w’(z)‘p
= |w(z)"
— Em [z; w(x) < 0],
W) = (@) = —(w @ = ot @ - w @] = e
e também
’w+(x) - w_(a:)’p = ’—w‘(m)’p = w (x)?
Logo,
wh () — w @] = [ut (@) v (@)
= [w(z)’
Provando a Afirmacao. J

Agora, conseguimos garantir a desigualdade (3.32). De fato,

Tow) = T ()| = | [19al = [ (@) = [19C0)P = [ (o))

= [l = I-wli, = s [ @ - @y
@ty =@y
< s [ Jw?) = (@)

= s/ lw|?
Q
s.

= S

IN
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Como —uy(t), us(t) € M, pela conexidade por arcos segue que

(—ua(t))
= T, (—us(t)) < T (ua(t)) + s
= Jo(—uat) < (p—s) + s
= Jo(—ualt) < p

-
Logo, —uy4(t) nos permite sair de —p; indo até ——— mantendo-nos abaixo do nivel de

[lu=]],
energia < p.
Por fim, podemos usar o caminho u3(¢) para nos levar até u mantendo o nivel de
energia < (.

I

U

U,+

o It I,

=1,

v (
¥1

Figura 3.2: Caminho em I’

Conseguimos entao um caminho continuo em M de —¢p; até ¢; mantendo-nos em um
nivel de energia < u. Assim, pela definigdo de ¢(s), temos que ¢(s) < pu, o que contradiz

a escolha de p.
[



4 Estudo das propriedades da curva

€

Nesse capitulo estudaremos algumas propriedades da curva %', como a monotocidade,
regularidade e também faremos a analise assintotica da curva.

4.1 Lemas preliminares

Consideremos o seguinte Problema,

{—Apu = afz) ()~ B@) (@)’ em Q 1)
U = 0 sobre 0.
Lema 4.1. Seja (o, 8) € € e seja ax), B(x) fungoes L™ satisfazendo
M <alx) <a e A < Bx) <P gs emf. (4.2)
Supondo que
A < alx) e A < B(x) em um subconjunto de medida positiva (4.3)
entao qualquer u solu¢do nao trivial do Problema (4.1) muda de sinal e é tal que
alz) = a g¢sem {z;u(z)>0},
B(x) =B qsem {x;ulx)<0}.
Consequentemente, u € uma autofungao associada ao ponto (o, 3) da € ).
Demonstrag¢io. Veja [13] Lema 5.4. |

Corolario 4.2. Seja (o, 3) € €. Supondo (4.2), (4.3) e ou ax) < a ¢.s. em Q ou
B(x) < B q.s. em Q, entao o Problema (4.1) admite somente solugdo trivial.

Demonstrag¢io. Veja [13] Corolario 5.4. |

Defini¢ao 4.3. Seja Q C RY um aberto, conexo e limitado. € é dito ser reqular se
para todo z € 0f), existe um plano tangente, continuo e dependendo de z. Dizemos que

Q) satisfaz a ’condicao da esfera interior’ em z, se existe uma bola aberta B C () com
z € 0B.

63
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4.2 Monotocidade da curva

Nesta sec¢ao nos dedicamos a provar a monotocidade da curva % .

Proposigao 4.4. Seja s € R, entdo a curva

s — (s + c(s),c(s))

ST)\

(i) continua;
(ii) estritamente decrescente.
Demonstra¢ao. Vamos primeiro mostrar que a curva é continua. Mostremos que a curva

Rt — R

s — c(s)

¢ nao crescente, ou seja, se s < ', ¢(s) > c(s).
Considerando s < s, u € Wy (Q)

T = Jotw) = [1vuP —s [ ()" = [V =5 [ (u*)"
- [ [
_ /Q<u+>p(s’ —5) > 0.
Garantimos .J, > Jy, junto com (2.47) garantimos
c(s) > c(s).

De (2.47), dado qualquer € > 0, escolhemos v € I" de forma que

max Jy(u) < c(s) +e = —c(s) < — max Jy (u) + e (4.4)
uey[—1,1] uey[—1,1]
Logo
0 < c¢(s) —c(s)
< ¢(s) — max Jy(u) + e
uey[—1,1]

< T, (u) — T . 4.5
S SRy ) ey e () e 4

Como 7 é continua e [—1,1] é limitado, entao v ([—1,1]) é um compacto no dominio do
funcional, como J, (u) é também continuo ele assume um méximo na imagem do funcional
pelo compacto. Seja ug € v[—1,1] esse elemento onde Jg atinge o maximo em ~[—1,1].
Logo

Jy (ug) = max J, (u) (4.6)

uey[—1,1]
e ainda, temos

max Jy (u) > Jy (ug) = — max Jy (u) < —Jg (u).

s
uey[—1,1] uey[—1,1]
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De (4.5) usando (4.6) junto com a desigualdade acima
0 < c(s) — c(s) < Jy(ug) — Jy (ug) + e

Estimando, segue

0

IN

) el
< Js(uo) — Jo (ug) + €

= [Vl —s [ () = ([ 17l = [ (u)") + e
— (s — s>/ﬂ(u3)p Iy

< (& = 9) [ uol” +e

=( =35 +e

onde usamos o fato que

[ (@) < [ Juol = 1.

Chegando que existe € > 0 de maneira onde
0<c(s)—c(s) <(s—s)+e

Como € > 0 é arbitrario, temos que s +— ¢(s) é Lipschitz. Isso, por sua vez, implica por
linearidade que a curva
s — s+ c(s)

é também Lipschitiz e portanto ambas sdo continuas. Concluindo a prova do item (i),
visto que mostramos
s —> (s + c(s),c(s))

é continua. Agora, mostraremos que a curva é estritamente decrescente, no sentido de
querer que se
, s+c(s) < s + cs)
s < § —

Seja s < §', supondo que ou

s+c(s) 2 8 4 c(s) (a)
vale, ou
c(s) < c(s) (b)
vale. No caso (a), como s' > s
s+c(s)>s +e(s) >s+c(s) (4.7)

dai segue
c(s) > c(s). (4.8)
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Queremos usar o Corolario 4.2, com («, 5) = (s + ¢(s),c(s)) e para isso precisamos
garantir que:

(o, B) € €
1 <8 +c(d) < aqs em Q

c(s') < B qs. em

> > >
IN

1 < 8 4+ c(s) e At < ¢(s') em um conjunto de medida positiva;
ou s 4+ c(s) < aouc(s) < p gs. em €.

O item (i) é garantido pelo Lema 2.10, os itens (i) e (i7i) sao dados por (2.48). Note que

(iv) segue pelo fato de que (s’ + ¢(s'), ¢(s")) é um ponto nao trivial do espectro de Fucik.

Logo, s’ + ¢(s") > A1 e ¢(s') > A\, J& (v), por outro lado, é garantido por (4.7) e (4.8).

Logo,

—Apw = (s + ()W —e(s) ()P em Q (49)
v =0 sobre 0. '

s6 admite a solugao trivial.
De forma andloga, para com o caso (b), observemos que s+ ¢(s) < s’ +¢(s'). A curva
(a, B) = (&' + ¢(5), c(s)), pelo Coroldrio 4.2, chegamos que
—Apw = (s +c(s) W) —e(s) ()P em Q
(4.10)
v =0 em 09

admite somente a solucao trivial.

Logo, mostramos que quando estamos no caso (a) o fato de (4.9) admitir somente
solucdo trivial é uma contradigdo com o fato de que (s + ¢(s'),¢(s')) € ¥,. Por outro
lado, quando estamos no caso (b), o problema (4.10) admitir somente solugao trivial por
sua vez contradiz o fato de que (s+ ¢(s),c(s)) € X,. Portanto, termos suposto que a
curva nao era estritamente decrescente nos levou a contradicoes. [ |

Observacao 4.5. Para o caso linear em que p = 2, a curva % coincide com a curva
construida por Figueiredo em [17].
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4.3 Analise assintotica de @

Esta sessao é dedicada a fazer uma analise do comportante da nossa curva % no limite.

Quando estamos nos Espaco de Sobolev Wol ?(Q), onde p < N, temos regularidade
suficiente para conseguir estudar a curva 4. Quando p > N, vamos supor a seguinte
hipétese adicional.

« (HIP) Quando p > N, assumiremos que para algum xy € 92 e ¢ > 0 temos que
00 N B(xg, €) é regular.

A seguir, apenas enunciamos um resultado técnico.

Lema 4.6. Supondo que vale (HIP) entio existe ¢ € Wy (Q) tal que ndo existe r € R
que satisfaca
o(x) < rep(xz) g.s em Q.

Demonstrag¢io. Ver [13] Lema 4.3. |

Proposicao 4.7. Supondo que vale (HIP), entdio o limite de c(s) conforme s — +00
é igual a A\;.

Demonstragio. Supondo (HIP), queremos chegar na igualdade

lim ¢(s) = lim inf max J,(u) = A = J, (—¢1).

s—+o00 s—+oo vl uey[—1,1]
Supondo por contradi¢ao, que existe ¢ > 0 tal que

lim inf max Js(u) > A,
s—+oo yel' uey[—1,1]

entao para toda v € I' e s > 0 temos

T, (u) > . 4.11
Lnax Js(u) > A + 9 (4.11)

Do Lema 4.6,
BrcR; p(z) < ¢ (2) s em Q.

Como (4.11) vale para todo v € T, considerando entao o caminho 7 € I" da seguinte forma

[tor + (1 = [t)ell,’

te[-1,1].

Onde
['={yed(-11,M);v(-1)=—p1,7(1) =1}

Como v é continua e [—1,1] ¢é limitado, entdo 7 ([—1,1]) é um compacto no dominio do
funcional, como o funcional é também continuo ele assume um méximo na imagem do
funcional continuo pelo compacto.

Considerando sem perda de generalidade que esse maximo seja atingido em t = ;.
Definindo v;, € v ([—1, 1]) da seguinte forma

vy, = tspr + (1 — [ts]) .
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Estimando o maximo do funcional J,

max J, (u) = J, (%)
’U,G"/[—l,l} ||/Uts p
1
= ——J, (v,
oy )
_ 1 P +\?
= g o7 =2 02)
(4.11)
> (A +9).
Temos que para todo s > 0
p
1wl =s [ (o) = Ou+0) [t + @ = [BDel. (412)

Conforme s — oo em (4.12), podemos considerar, a menos de uma subsequencia, que

ts — te[-1,1]. (4.13)
Sabemos que v, € Wy (Q) se mantem limitado conforme s — o0, ou seja, existe K > 0
tal que
L 19ol? = ek, < K.

Estimando em (4.12)

K—S/Q <vZ)p2/Q|VUtS

Quando fazemos s — +o00 na desigualdade acima segue que

/Q (v)" — o, (4.14)

p _S/Q(U;g)” > (O + 5)/Q ltapr + (1 — [t]) ol

pois caso contrario o lado esquerdo da desigualdade iria para menos infinito, contradizendo
o fato de J, ser limitado.
Por sua vez segue com —1 <t <1 que

0 +— /Q (vi)" = /Q ((tgpr + (1= [t ) ")’

e usando (4.13) temos

| (e + = 1tle) ) — [ (G + =Tt o))" (4.15)
Logo
| (@ +a=iihe)) —o.
onde 86 pode acontecer quando ¢ = —1, pois caso contrario se { = 1 terfamos

[ (v + 1= e))" — 0 = of =0,
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uma contradi¢do com ¢ > 0. Se —1 < ¢ < 1 aconteceria

(For + (1—E)e)" =0 qs em Q

_ /_30%
— o1+ (1 = [t]))p <0 qs. em
t
- <,0<—1_%901 q.s. em §

oque seria uma contradi¢do com o Lema 4.6 usando

Chegamos entao que conforme s — 0o, t; — —1 a menos de uma subsequéncia, e dai

Jim v = lim e + (1= [G]) e
=-lp1+ (1 -1p=—p

Usando (4.14) e (4.15), passando o limite em

/Q |V,

P [E) 2 ) [+ (- el (410

chegamos em

)\1/ |901’p :/ |v901|p
Q )

> (A + 6)/9|—<p1|p
= +9) [ el

Como5>0,
A P> (A +6/ P
1/ 1] (A1 ) | len]

¢ uma contradicao, logo
lim c(s) = A

S$—+00

O resultado anterior estd nos dizendo que conforme s vai para infinito, o ponto ¢(s)
tende ao valor de minimo local estrito Ay, portanto a curva % converge em dire¢ao a linha
trivial {A\;} x R enquanto da simetria em rela¢do a diagonal principal do Espectro de
Fucik, Proposicao 2.12, concluimos que a curva € também converge para a linha trivial
R x {A1}. Pela Proposicao 3.1, as linhas triviais sdo isoladas no Espectro de Fucik
portanto a curva nao a tangencia as linhas triviais.
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