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Resumo

A necessidade de pensar novas metodologias para o ensino da Matemaética, especi-
almente a partir de temas relacionados ao cotidiano dos alunos, motivaram a realizagao
deste trabalho que, através da modelagem matematica, propoe o ensino das fungoes
exponenciais e logaritmicas. Considerando que as fungoes exponenciais e logaritmicas
possuem muitas aplicacoes que se estendem pelas mais diversas areas do conhecimento
e diante de dados alarmantes sobre o consumo de alcool por adolescentes, elaboramos
uma proposta de modelagem matematica que permite a reflexdo sobre o consumo de
alcool e a contextualizacao das fungoes exponenciais e logaritmicas com suporte tedrico

ao professor.

Palavras-chave: Matematica - Estudo e ensino, Matematica, Funcao, Funcgoes expo-

nenciais.






Abstract

The need to differentiate the teaching of mathematics, especially from topics related
to daily lives of students, motivated this work that through mathematical modeling
proposes the teaching of exponential and logarithmic functions. Taking into considera-
tion the many applications of exponential and logarithmic functions that extend across
many different areas of knowledge and the alarming statistics on the consumption of
alcohol by teenagers, it was elaborated a proposal for mathematical modeling that
allows some reflection about the consumption of alcohol and contextualization of the

exponential and logarithmic functions with theoretical support to the teacher.

Keywords: Mathematics - Study and teaching, Mathematics, Function, Exponentia-

tion functions.
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1 Introducao

O ensino da Matemética tem sido um processo arduo para os professores, assim
como a aprendizagem nao se mostra eficiente por parte dos alunos. Os indices de
aprendizagem em Matematica no Brasil tem sido baixissimos e podemos verificar que
no decorrer dos anos de ensino basico esses indices vao abaixando cada vez mais.

Muitas vezes o ensino da matemética se da de forma completamente tedrica e
desligada da realidade do aluno o que contribui ainda mais para o desinteresse e baixo
aprendizado.

Dentro deste contexto, percebemos que o ensino de funcdes exponenciais e loga-
ritmicas, algumas vezes, é proposto de forma desligada da realidade apesar da grande
variedade de aplicagoes que possuem. Em alguns livros didaticos a abordagem das
funcoes exponenciais e logaritmicas oferece aos alunos conhecimentos superficiais sobre
as aplicacoes do tema, pois trazem poucas situacoes reais e do cotidiano.

Por esses e outros motivos, precisamos buscar metodologias de ensino que estimu-
lem os alunos e também motivem os professores. Acreditamos que a modelagem ma-
tematica seja uma abordagem capaz de contribuir efetivamente no processo de ensino-

aprendizagem de matematica e permite que os alunos utilizem e apliquem

“seus conhecimentos matematicos a situacoes diversas, utilizando-os na
interpretacao da ciéncia, na atividade tecnologica e nas atividades cotidia-

nas”

conforme indicam os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PC-
NEM) [5].

O objetivo deste trabalho de dissertacao é elaborar uma proposta de modelagem
matematica capaz de vincular um tema muito comum no cotidiano dos jovens ao en-
sino de fungoes exponenciais e logaritmicas. Para isso, no capitulo inicial faremos um
estudo sobre a modelagem matematica analisando-a como proposta de ensino além de
buscar como a modelagem matematica vem sendo abordada nos livros didaticos. Nos
proximos dois capitulos formaremos a base mateméatica do nosso trabalho trazendo
defini¢oes importantes sobre fungoes e suas propriedades elementares além de tratar
sobre os importantes conceitos de funcoes continuas e inversas. Com essas propriedades

elementares seremos capazes de trabalhar com as funcoes exponenciais e logaritmicas

19



20 Introdugao

com uma abordagem analitica das mesmas. No capitulo final deste trabalho apresenta-
remos nossa proposta de desenvolvimento da modelagem matemaética para o primeiro
ano do ensino médio abordando o tema Consumo de Alcool e focando em modelos

mateméticos com as funcoes exponenciais e logaritmicas.



2 Modelagem Matematica

Neste capitulo pretendemos oferecer ao leitor uma breve reflexao a respeito do
ensino da matemética nos tempos atuais e discutir a modelagem como metodologia
de ensino neste contexto. Na primeira parte é feita uma apresentacao dos conceitos
fundamentais da modelagem matematica, apresentando a definicao dada por alguns
autores de livros sobre o tema e na segunda parte, uma breve analise sobre o ensino da
matemética, aprofundando a definicao de modelagem e apresentando-a como proposta
de ensino. No encerramento do capitulo faremos uma anélise de 2 livros didaticos
do ensino médio, para verificar como a modelagem matematica vem sendo abordadas

nestas obras.

2.1 Introducao

Podemos considerar que o surgimento da matematica se deu no momento em que

o homem sentiu a necessidade de contar e enumerar objetos, segundo Boyer [6]

“a matemaética originalmente surgiu como parte da vida diaria do ho-
mem, e se ha validade no principio biolégico da “sobrevivéncia do mais
apto” a persisténcia da raca humana provavelmente tem relacao com o de-

senvolvimento no homem de conceitos matematicos”.

Ao se deparar com uma situagdao que o colocou diante de uma tomada de decisao em
torno de valores numéricos, inconscientemente, o homem transformou essa situacao
real em um modelo matematico para poder tomar a melhor decisao, ou seja, neste
momento, juntamente com o surgimento da matematica tivemos também o surgimento
da modelagem matemética.

Mas o que é a Modelagem matematica?

Vejamos como alguns autores a definem:

Para Bassanezi [4]:

“A modelagem matemaética consiste na arte de transformar problemas
da realidade em problemas mateméticos e resolvé-los interpretando suas

solugoes na linguagem do mundo real”.
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22 Modelagem Matematica

Para Almeida [7]:

“A modelagem matematica visa propor solucdes para problemas por
meio de modelos matematicos. O modelo matematico, nesse caso, ¢ o que
dé& forma a solucao do problema e a modelagem matematica é a atividade
de busca dessa solucao”.

Para Biembengut [8]:
“E o processo que envolve a obtencao de um modelo”
e complementa

“um conjunto de simbolos e relacoes matematicas que procura traduzir,
de alguma forma, um feno6meno em questao ou problema de situacao real,

denomina-se modelo matematico”.

Sendo assim, a modelagem matematica traduz as situacgoes e informagoes do coti-
diano para o contexto matematico, permitindo uma andlise das possiveis solucoes e a

busca da solucao almejada.

2.2 A Modelagem e o Ensino da Matematica

Atualmente, temos a consciéncia de que o papel da educacao é formar bons cidadaos
para o mundo, capazes de refletir sobre sua funcao na sociedade e se posicionar critica-
mente. Neste contexto, em nossa opiniao, a matematica é uma importante ferramenta
para o desenvolvimento do pensamento critico, da tomada de decisoes e do desenvolvi-
mento do raciocinio l6gico nao podendo, de forma alguma, ter seu conhecimento negado

aos cidadaos. Bassanezi [4] diz:

“para o desenvolvimento de um novo modelo de educacao menos alie-
nado e mais comprometido com a realidade dos individuos, devemos lancar
mao de instrumentos matematicos interrelacionados a outras areas do co-

nhecimento humano”.

Os Parametros Curriculares Nacionais [9] apontam alguns objetivos para o ensino

da matemética em que a utilizacao da modelagem seria bastante pertinente, a saber:

1. Identificar os conhecimentos matematicos como meios para compreender e trans-

formar o mundo & sua volta;

2. Resolver situacoes-problema, sabendo validar estratégias e resultados, desenvol-
vendo formas de raciocinio e processos, como deducao, inducao, intuicao, analo-

gia, estimativa, e utilizando conceitos e procedimentos matematicos;
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3. Estabelecer conexoes entre temas matematicos de diferentes campos e entre esses

temas e conhecimentos de outras areas curriculares; entre outros.

Por muito tempo o conhecimento matematico foi transmitido de forma abstrata e
desvinculado da realidade, sendo voltado apenas para o desenvolvimento de algoritmos
com procedimentos mecanicos e repetitivos, sem levar em conta sua origem e trajetoria
histérica. Criou-se, entao, um imaginario popular sobre a matemaética, que a mistifica
como uma ciéncia formulada e baseada em suas proprias regras e leis.

A modelagem matematica ¢ uma forma de integrar novamente o conhecimento
matematico com a realidade e pode contribuir para o ensino da matematica em todos
os niveis de ensino, pois possibilita a integracao do conhecimento matemético com
outras areas do conhecimento, além de permitir a pratica da multidisciplinaridade.

Para entender melhor como a modelagem matemaética funciona, vamos analisar a

figura 2.1.

Situagdo Real

*Estudo
+Juestiomentos

Modelagem Matemdtica Conhecimento
*0Obtencio domodelo Matemdtico

sTomadadededsao s|nterpretacdo
*Solucdo *Reconhecimento

Figura 2.1: Modelagem Matemaética

O esquema da figura 2.1 propoe que a partir de uma situacao real seja realizado um
levantamento sobre o tema o que permite formular questionamentos pertinentes ao seu
estudo. O conhecimento matematico contribui para a interpretagiao e reconhecimento
de ferramentas para lidar com a situacao, obtendo-se assim um modelo matemético que
represente esta situacao. Por meio deste modelo matematico, que pode ser represen-
tado de diferentes formas (como uma equagao, uma tabela, um grafico, etc), espera-se
responder aos questionamentos iniciais. E importante observar que um modelo é uma
aproximacao de uma situacao real e que pode nao ser suficiente para solucionar o pro-
blema; nestes casos, pode-se retornar para reavaliar o tema e os questionamentos para

uma possivel reformulacao do modelo.



24 Modelagem Matematica

No dia a dia, a todo tempo as pessoas se veem diante de situacoes que as obrigam a
fazer relacoes matematicas e inconscientemente elas praticam a modelagem. Por este
motivo é importante propor a utilizagao da modelagem para o ensino da matematica
também dentro da escola, pois desta forma ela se torna mais significativa, estimulante

e empolgante aos alunos. Segundo Biembengut, [8]

“o ensino da matemética precisa voltar-se para a promocao do conheci-

mento matematico e da habilidade em utiliza-1o”.

Isso permitird aos alunos que facam relacoes, desenvolvam a criatividade e ampliem
seus conhecimentos matematicos, abrangendo multiplas habilidades e competéncias.
Biembengut [8] propoe 6 etapas para o desenvolvimento do contetido programético

através da modelagem:
1. Inicialmente, uma breve exposicao do tema;
2. Levantamento de questoes para instigar os alunos;

3. Seleciona-se e formula-se questoes a fim de levar os alunos a propor respostas (se

necessario pode propor uma pesquisa para os alunos);

4. Ao suscitar um conteiido matematico, interrompe-se a exposicao e desenvolve-se

a matematica necessaria;
5. Propor exemplos andlogos e resolucao de exercicios;
6. Retorna-se a questao que gerou o processo apresentando a solucao da questao.

Durante o desenvolvimento, proposto por Biembengut [8], os alunos também terao
o contato com os procedimentos utilizados em uma pesquisa cientifica, tais como a
busca de informacoes, aprofundamento do tema, experimentacoes, etc.

Nao ¢ possivel deixar de citar que ao desenvolver atividades de modelagem nas
diversas etapas do ensino, o professor precisa mediar o conhecimento de maneira que
o conhecimento matematico seja obtido integralmente. Para isso, o professor pode,
durante qualquer momento do processo, retomar os conhecimentos matematicos neces-
sarios para o desenvolvimento da atividade e até mesmo oferecer aos alunos alguma
atividade complementar com o objetivo de agucar o conhecimento matematico sobre

determinado tema. Segundo Almeida [7]

“o foco esta nos encaminhamentos e procedimentos que medeiam a tran-

sicao da situacao inicial para a situacao final”

e entendemos que destes encaminhamentos e procedimentos fazem parte a retomada
de conhecimentos mateméticos nao incorporados pelos alunos e também os novos co-

nhecimentos que serao abordados durante o processo.
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Muitos trabalhos cientificos na area de Educacao Matematica foram, e estao sendo,
desenvolvidos sobre a modelagem matematica devido ao seu grande significado e obten-
cao de resultados positivos de aprendizagem através de sua abordagem. Norteadores
atuais do Ensino Médio como os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) [9] e as
orientagoes complementares a esses parametros, os PCN+ [10] incentivam o desenvol-
vimento da modelagem em todos os niveis de ensino, com isso muitos autores de livros
didaticos incluiram em suas propostas esta abordagem.

Fizemos a anédlise de dois livros didaticos do primeiro ano do ensino médio com
o proposito de verificar se a modelagem é sugerida como estratégia de ensino para
Funcoes, especificamente para Funcdes Exponenciais e Logaritmicas. Além disso, ana-
lisamos o manual do professor destes livros didaticos buscando as orientacoes dadas
pelos autores sobre o trabalho com a modelagem matemética.

Aqui designaremos cada livro didatico pela sigla LD conforme a tabela 2.1:

LD 1 Conexoes com a Matemética [1]

LD 2 | Matematica: Contexto e Aplicagoes [2]

Tabela 2.1: Livros didaticos analisados

Analise LD1

Inicialmente analisamos o LD 1 e verificamos que nos Capitulos 3 (Fungoes), 7 (Fun-
¢ao Exponencial) e 8 (Fungao Logaritmica) ndao ha nenhuma proposta de modelagem
matemética. Algumas situacoes problema abordadas pelo livro poderiam ser modela-
das pelos alunos, porém o proprio livro oferece o exemplo e efetua a modelagem e desta
forma o aluno se torna apenas leitor e nao agente participativo da modelagem. Nem
mesmo nos exercicios propostos ou complementares foram encontradas oportunidades
de modelagem a serem desenvolvidas pelos alunos.

Vejamos dois exemplos de abordagem do LD1:

Situagao 1: Capitulo 3 (Fungoes)

A situacao 1, representada na Figura 2.2, traz condicoes de desenvolvimento da
modelagem porém o livro ja o faz sem a participagao do aluno; é abordada apenas
como exemplo de aplicacao de funcoes e nao da a oportunidade do aluno matematizar
o problema. O tema esté presente no dia a dia de quase todos e poderia facilmente ser
explorado num contexto real. Vejamos a Figura 2.2 que apresenta uma reproducao do

exemplo encontrado no LD1:
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.

Todas as manhds, Luciana compra
pdes doces na padaria. Como cada pdo
doce custa R$0,90, podemos calcular
o valor a ser pago em uma compra
relacionando duas grandezas: a
quantidade de pdes comprada e o
prego correspondente a essa
quantidade . Assim:

e 55

1 0,90
2 1,80
3 2,70
5 4,50
10 9,00
n 0,9n

Dizemos que o preco é funcdo da
quantidade de pdes : cada ndimero
que define a quantidade de pdes
corresponde a um Unico nimero que

@ne o preco total.

Figura 2.2: Situagao 1. Fonte: [1| - pag 58

Situagao 2: Capitulo 8 (Funcao Logaritmica)

A situagao 2, representada na Figura 2.3, também traz condi¢des de modelagem,
com um tema que permite relacionar outras areas do conhecimento além de desenvolver
a noc¢ao intuitiva de funcao logaritmica, porém o livro, novamente, ndo permite a par-
ticipacao ativa do aluno na construcao do modelo que melhor representa o crescimento
do nimero de células. A situacao aparece no formato de exemplo de aplicacao de fun-
cao logaritmica e nao permite a participacao do aluno na matematizacao. Vejamos a
Figura 2.3 que apresenta uma reprodugao do exemplo encontrado no LD1:

Ao analisar o “Guia do professor” do LD 1 nao encontramos nenhuma mencao
explicita sobre a utilizacao de modelagem como metodologia de ensino ou abordagem
de contetidos.

Concluimos entao que, nos capitulos analisados, o LD1 nao traz propostas significa-
tivas com a modelagem matematica e nao discute com o professor a possibilidade dessa

abordagem em sala de aula, nem mesmo como sugestao de adaptacao de atividades.
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A imagem abaixo representa o crescimento do numero n de células em funcdo da
guantidade t de dias. Convencionou-se a notacdo t=0 para a observagdo inicial
correspondente a n=1.

Tempo (t) 0 1 2 3 4
N2 de células (n) 1 2 4 8 16

Observe que n=2* é a lei de formacgdo da fun¢do que modela essa situacdo. Com base
nessa lei, podemos calcular, por exemplo, a quantidade de dias necessdria para totalizar
uma populacdo de 16.384 células. Acompanhe:

n=2' = 16.384=2! > t=14
Portanto serdo necessarios 14 dias para gue o nimero de células seja 16.384.
O valor de t é 14, pois 214=16.384. Dizemos que 14 ¢ o logaritmo de 16.384 na base 2.

Figura 2.3: Situagao 2. Fonte: [1| - pag 182

Analise LD2

Em seguida, analisamos o LD 2 e nos Capitulos 2 (Fungoes), 5 (Funcao Exponencial)
e 6 (Logaritmo e Funcdo Logaritmica) foram encontradas diversas abordagens que
permitem a realizacdo da modelagem matematica como forma de obten¢do de uma
“formula mateméatica” que melhor represente determinada situacao problema, como

representado na situacao 3.

Situagao 3: Capitulo 2 (Funges)

A situacao 3, representada na Figura 2.4, oferece uma tabela relacionando o nu-
mero de pecas de informatica produzidas e o custo dessas pecas. As perguntas a) e b)
permitem ao aluno analisar a situacao intuitivamente buscando o conceito de funcao.
A pergunta c) solicita ao aluno que modele a situacao, buscando a formula matemética
que da o custo em fungao do niimero de pegas e as perguntas d) e e) levantam questio-
namentos de interpretacao e utilizagdo do modelo obtido no item c). Esta abordagem
permite que o aluno interprete e modele o problema além de utilizar essas informagoes
com novos e possiveis valores. Vejamos a Figura 2.4 que apresenta uma reproduc¢ao do
exercicio encontrado no LD2:

Além do formato representado na situacao 3 também encontramos abordagens que
permitem a modelagem com participagao critica e envolvente dos alunos se for bem

mediada pelo professor.

Situagao 4: Capitulo 5 (Funcao Exponencial)

A situacao 4 foi retirada do capitulo sobre Funcoes Exponenciais e é um exemplo

de abordagem que faz relagdo com outras areas do conhecimento (biologia) e que é
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@icio 4. A tabela abaixo indica o custo de producio de c%
numero de pecas para informatica:

t | 2 3 4 5 6 7 8

1,20 2,40 3,60 480 600 7,20 840 9,60

a) A cadanumero de pegas corresponde um Unico valor em
reais?

b) O que é dado em funcdo de que?

¢) Qual é a férmula matematica que da o custo (c) em funcdo
do numero de pegas (x)?

d) Qual é o custode 10 pegas? E de 20 pegas? E de 50 pegas?

e) Comum custo de RS 120,00, quantas pecas podem ser

\produzidas? /

Figura 2.4: Situagao 3. Fonte: [2]| - pag 44

apresentada de uma forma que a modelagem surge natural e intuitivamente.

Na situagao 4, que esta representada na Figura 2.5, é possivel detectar elementos
importantes para o desenvolvimento da modelagem, como a breve introducao sobre o
tema e o levantamento de questoes que instigam os alunos. Nesta situacao a modelagem
surge na construcao da tabela, na obtencao da lei da funcao exponencial que descreve
a situagao e na possivel percepcao de que o grafico da funcao exponencial nao serd uma
reta. Vejamos a Figura 2.5 que apresenta uma reproducao do exercicio encontrado no
LD2:

Ao analisar o “Manual do Professor” do LD 2 verificamos uma secdo sobre Etno-
matematica e Modelagem e entre as descrigoes das caracteristicas da cole¢gao ha um

trecho que diz:

“a modelagem matemaética é feita pela procura de modelos matematicos

a partir de problemas reais”.

Desta forma, concluimos que o LD 2 traz boas possibilidades de desenvolvimento da
modelagem na sala de aula e dd um suporte ao professor que mediaré esse desenvolvi-
mento.

Diante do exposto, acreditamos que dominar o conceito e as representacoes de
fungoes (além de saber utiliza-los) sao algumas das principais habilidades a serem
desenvolvidas pelos alunos durante o Ensino Médio. A modelagem matematica pode
contribuir fortemente para o dominio dessas habilidades ja que permite que os alunos
construam modelos que representam diferentes tipos de funcoes e que os representem de
diferentes formas. Pretendemos, com este trabalho de dissertacao, apresentar formas

de desenvolver com os alunos os principais conceitos de funcoes e suas representagoes.
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Em uma cultura de bactérias, a populagdo dobra a cada hora. Retina-se com um colega e facam
uma tabela com o nimero de bactérias nas 10 primeiras horas, considerando que ha 1000
bactérias no inicio da pesquisa.

Veja um exemplo de tabela com as primeiras linhas preenchidas.

Proporcao entre a quantidade

H ;
ora.as a.pos Nimero de bactérias de bactérias atual e a
o inicio g T

quantidade inicial.
0 1000 1
1 2000 2

Depois que a tabela estiver totalmente preenchida, reflitam sobre as seguintes questdes:

a) Na 12 hora, a quantidade de bactérias aumentou em 1000 (era 1000 e foi para 2000). E na 22
hora? E na 32 hora? Porque esse valor ndo é sempre o mesmo?

b) Existe uma ldgica na sequéncia de valores que indicam propor¢do entre a quantidade de
bactérias em determinada hora e o valor inicial? Qual é essa logica?

c) Usando alégica interpretada no item anterior, qual deve ser a proporgdo entre a quantidade
de bactérias ap6s 20 horas e a quantidade inicial? E qual deve ser a quantidade de bactérias
apds 20 horas?

d) Qual deve ser a quantidade de bactérias apds x horas?

Figura 2.5: Situagdo 4. Fonte: [2| - pag 147

Para uma abordagem mais elaborada, nos proximos capitulos, apresentaremos algu-
mas defini¢oes e resultados, acompanhados de demonstracoes e exemplos. Esses capi-
tulos serao o embasamento teorico-matematico deste trabalho e guiarao a proposta das
atividades de modelagem matematica para o Ensino Médio e que serao apresentadas

no capitulo final deste trabalho.






3 Funcoes

Na matemética, assim como em muitas outras ciéncias, muitas vezes é necessario
estabelecer alguma relagao ou correspondéncia entre conjuntos ou grandezas. A nocao
de funcao parte da relagao entre duas grandezas varidveis; inicialmente vamos definir
o conceito de relagao para posteriormente, a partir da definicao de relacao definirmos
o conceito de fun¢oes. Abordaremos também algumas propriedades elementares das
funcoes, definiremos grafico de funcgoes trazendo alguns exemplos muito significativos
de fungoes e seus graficos. Ainda neste capitulo trataremos sobre as fungoes continuas,
definindo-as através do Teorema do valor intermediario e mostrando alguns exemplos.
Para encerrar, vamos definir funcao inversa e mostrar a caracteristica de seu gréafico.
As definicoes, exemplos e resultados deste capitulo foram retiradas das referéncias |3|,
[11], [12] e [13].

3.1 A Definicao de Funcao

Definic¢ao 3.1. Dados dois conjuntos nao vazios X, Y, uma relagdo de X em'Y (ou
entre X e Y, nessa ordem) é um subconjunto R do produto cartesiano X XY, i.e., R

¢ um conjunto de pares ordenados do tipo (z,y), comz € X ey €Y.

Se R é uma relacao de X em Y, entao R C X x Y por definicao. Reciprocamente,
escolhido um par ordenado (z,y), temos que (z,y) € R ou (z,y) € R (i.é, que z e y

sejam relacionados por R ou ndo).

Definicao 3.2. Dados dois conjuntos nao vazios X e Y, uma relacao que a cada
elemento x € X associa um unico elemento y tal que (x,y) € [ € denominada funcgao.
Em outras palavras, Yo € X,3 um dnico y € Y tal que (x,y) € f.

Notagao: f: X =Y ey= f(x).

Denominamos o conjunto X de dominio da fungio e denotamos X = Dom(f), o
conjunto Y de contradominio da fungio e o elemento y = f(x) € Y de imagem de
x € X pela funcao f.

Geralmente, dada uma funcao f: X — Y, o conjunto imagem, ou simplesmente

a imagem da funcdo f é o conjunto Im(f), cujos elementos sdo as imagens f(z) € Y

31
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dos elementos z € X, ou seja, Im(f) = {f(x) € Y;x € X}. Em particular, temos
sempre Im(f) C Y e pode ocorrer que Im(f) # Y.

E muito comum utilizar diagramas para representar o conceito de funcoes, assim
como faremos na Figura 3.1, onde cada elemento x do conjunto nao-vazio X é relacio-

nado a um tnico elemento y do conjunto nao-vazio Y.

Figura 3.1: Diagrama de flechas exemplificando a funcao f de X em Y.

Na figura 3.1 temos X = {1,2,3,4}, Y = {a,b,c,d,e, f} e f(1) = a, f(2) = ¢,
f(B)=ce f(4) = e, logo a é a imagem de 1, ¢ é a imagem de 2 e de 3 e ¢ a imagem
de 4 por f. Além disso a funcao f formaria os seguintes pares ordenados: (1,a), (2,¢),
(3,¢), (4,e).

Exemplo 3.1. Considere a fungdao f: R — R dada por f(z) = z* + 1.

Temos aqui uma fungao definida pela expressao f(x) = z* + 1 que associa a cada
elemento z € R seu quadrado adicionado de 1 unidade. Neste exemplo tanto o dominio
como o contradominio da funcao sao os ntmeros reais R e a imagem, sao os nimeros

reals positivos R7.

Exemplo 3.2. Considere a funcao f: R — R dada por:

fx) = (3.1)

r+1, x>0
22, <0

Temos aqui uma fungao definida por duas expressoes f(z) = z+1 e f(z) = 2% neste
caso dizemos que f estd definida por partes, de modo que quando z € (—o0, 0], f(x)
o relaciona ao seu quadrado e, quando x € (0,00), f(x) o relaciona ao seu sucessor.
Neste exemplo o dominio da funcao sao os ntimeros reais R e a imagem sao os
nimeros reais positivos e o zero R™ U {0}.

Neste texto trabalharemos com as funcoes f : X — Y de tal forma que X,Y C R.
Desta forma, a funcao f : X — R tal que X C R é chamada de fungao real de uma
variavel real, ja que f assume valores reais (ou seja, seu contradominio é R) e cada

elemento x do dominio X de f é um ntimero real.
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No contexto de funcoes reais, temos como construir novas funcoes a partir de ou-
tras ja conhecidas, utilizando as operagoes aritméticas do contradominio R; assim
definimos a soma e o produto de duas funcgoes f e g e o produto ¢- f de um nimero
real ¢ pela fungao f.

Definicao 3.3. Dados um conjunto nao vazio X C R, um ndmero real ¢ e fungoes

reais de uma varidvel real f,g : X — R (f e g de mesmo dominio), definimos as
funcgoes:

o f+g:X =R como (f+9)(x)= f(x)+ g(x); para todo x € X.

o f—g:X = Rcomo (f —g)(x) = f(z) + (—g(x)) = f(z) — g(x); para todo
r e X.

o f-g: X =R como (f-g)(x)=f(z) g(x); para todo x € X.
o f/lg: X =R como (f/g)(x) = f(x)/g(x); para todo x € X.
ec-f: X =R como(c-f)(x)=c-f(z); para todo x € X.

Observagao: Para as funcgoes f+g¢g, f —g, f-g, ¢- f, o dominio permanecera sendo
X visto que X N X = X e para f/g temos a restrigdo de g(x) # 0 e seu dominio sera

{r € X, g(x) # 0}.

Exemplo 3.3. Sendo ¢ = 4, f e g as fungdes de R em R dadas por f(x) =x —3 e
g(x) = :EL—F?)’ temos:

(f +9)(x) = f(z) + g(z)

x

:(x_3)+x—|—3

(x+3)(z—3)+x
r+3

22 —3x+3r—-94+2
r+3

>4+ —-9

r+3

=(@-3) x+3
_(@-3))
T+ 3
x2—3x.
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(c- f)(x) =c- f(z)
=4.(x—3)
=4z — 12.

3.2 Propriedades Elementares das Funcoes
Definicao 3.4. Uma funcao f: X — Y ¢ dita:

e Injetora, ou ingetiva se para todo y € Y, existir no mdzimo um x € X tal que

f(z)=y.

e Sobrejetora, ou sobrejetiva se sua imagem for todo o conjunto Y, i.€., se, para

todo y € Y, existir pelo menos um x € X, tal que y = f(x).
e Bijetora, ou bigetiva, se for ao mesmo tempo injetora e sobrejetora.

Uma maneira eficaz de verificar se uma funcao f : X — Y ¢ injetora é verificar se

a implicagao f(x1) = f(z2) = x1 = x5 & satisfeita, para todos x1, 25 € X.

Exemplo 3.4. A funcao f: R — R dada por f(z) = 3z ¢é injetora, pois faz corres-
ponder a cada numero real x seu triplo, e nao existem dois nimeros reais diferentes
que tenham o mesmo triplo, ou seja:

Para quaisquer 1,25 € R, f(x1) = f(22) = 321 = 329 = 21 = 2

Exemplo 3.5. A fungao f : R — R dada por f(x) = 2 é sobrejetora, pois todo
elemento de R* & imagem de pelo menos um elemento de R pela funcio x = ++/f(x).

Observe:
o f(r)=9¢éimagem de x =3 e de 2 = —3, (£V/9)
e f(x) =0 éimagem de x = 0, (£/0)
o f(r)=2¢imagem de r = V2 e de . = —/2, (£V2)

Exemplo 3.6. A funcao f : R — R dada por f(z) = 3z é bijetora, pois ela é
simultaneamente injetora e sobrejetora, cada numero real do contradominio R tem

como correspondente no dominio a sua terca parte que sempre existe e é tinica.

Definicao 3.5. Seja X C R, dizemos que uma funcao f : X — R € par se f(z) =
f(=xz), para todo x € X. Analogamente, uma funcio f : X — R é fmpar se f(z) =
—f(—x), para todo v € X.

Exemplo 3.7. A funcao f: R — R dada por f(x) = z? ¢ par, pois para todo z € R,
flx) = 2" = f(-=).
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Exemplo 3.8. A funcdo f : R — R dada por f(x) = bz é impar, pois para todo
x €R, f(—x) =5(—x) = =5(z) = — f(z).

Dadas as funcoes f : X — Y e g : Y — Z temos, em tultima andlise, regras
bem definidas para, partindo de x € X via f, obter y = f(x) € Y e, via g, obter
z = g(y) € Z. Parece, entdo, razoavel que possamos formar uma fungido que nos
permita sair de X e ir diretamente para Z. Esta funcao resultante é denominada

funcao composta de f e g.

Definicao 3.6. Dadas as funcoes f : X —Y eqg:Y — Z, a funcao composta de f
e g (nesta ordem) é a fungao go f : X — Z definida, para cada x € X, por:

(go f)x) = g(f(x)).

Sendo assim, para encontrarmos a imagem de x € X por (go f), basta encontrarmos
a imagem de f(z) € Y por g. Além disso, para fazer a composigdo é necessario que a

imagem de f esteja contida no dominio de g.

Exemplo 3.9. Dadas as funcoes f,¢g : R — R definidas por f(z) =z + 1 e g(x) =
2?2+ x + 1, a fungdo composta h = (g o f) sera:
h(z) = (gof)(z) = g(f(x)) = [f(@)*+ f(z)+1] = (z+1)*+(z+1)+1 = 22+ 3z +3.

3.3 Graficos de Funcoes

Nesta secao abordaremos o conceito formal do grafico de uma funcao acompanhado

de exemplos de funcoes bastante significativas e seus graficos.

Definicao 3.7. Dada uma funcao f : X — Y, o grdfico de f é o subconjunto Gy
do produto cartesiano X x Y definido por Gy = {(z,y) € X xY;y = f(z)} ou

Gp={(z, f(x));z € X}.

Para que um subconjunto Gy C X X Y seja o grafico de uma funcao f: X =Y &

necessario que Gy cumpra as seguintes condicoes:

e Para todo € X existe um par ordenado (x,y) € Gy cuja primeira coordenada

é .

e Se P(x,y) e P'(x,y) sdo pares pertencentes a Gy com a primeira coordenada z

entao y = y/.

Quando f : X — Y for uma funcao real de uma variavel real, com X C R uma
unido finita de intervalos (possivelmente X = R) o grafico de f pode ser representado
no plano, munido de um sistema de coordenadas fixado. Em tudo que segue, supomos

um sistema cartesiano de coordenadas fixado no plano.
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Os elementos (z,y) de R? sao, naturalmente, os pares ordenados de niimeros re-
ais. Eles surgem como as coordenadas cartesianas de um ponto P do plano I (x =
abscissa,y = ordenada) quando se fixa nesse plano um par de eixos ortogonais OX e
OY, que se interseptam no ponto O, chamado de origem do sistema de coordenadas,

conforme a figura 3.2.

Figura 3.2: Ponto P(x,y) no sistema de coordenadas cartesianas.

Dado o ponto P € II, a abscissa de P ¢ o numero x, coordenada do pé da perpen-
dicular baixada de P sobre o eixo OX, enquanto a ordenada de P é a coordenada y
do pé da perpendicular baixada de P sobre o eixo OY. Diz-se entao que (x,y) é o par
de coordenadas do ponto P relativamente aos eixos OXY'.

O gréafico de uma fungao de uma variavel real f : X — R é um subconjunto do plano
R?, logo pode ser visualizado (pelo menos nos casos mais simples) como uma linha,
formada pelos pontos de coordenadas (z,y), quando x varia no conjunto X. Vejamos

alguns exemplos de fungoes e seus gréficos:

Exemplo 3.10. Seja f : R — R a fungao constante® e igual a ¢, ou seja, f(x) = c.
O grafico de f é o subconjunto Gy = {(z,y);z € Rey = ¢} = {(z,¢);z € R},

representado na Figura 3.3.

Exemplo 3.11. Seja Idg : R — R a fungdo identidade? Idg(z) = x para todo
x € R. Seu grafico ¢ Gy = {(x,y);z € Rey =2z} = {(z,2);x € R}, representado na
Figura 3.4.

IPor definicao temos: Dados os conjuntos nio vazios X e Y e fixado um elemento ¢ € Y, a fungao

constante c de X em Y ¢é a funcdo f: X — Y tal que f(x) = ¢ para todo = € X.
2Por defini¢do temos: Dados um conjunto ndo vazio X, a fungao identidade de X ¢ a funcio

Idx : X — X tal que Idx(x) = z para todo z € X.
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(0,c) Gy

Figura 3.3: Gréafico da fungao constante f(x) = ¢,

+yv

G

(O,a) .....................

Figura 3.4: Grafico da fungao identidade Idg.

Exemplo 3.12. Seja f : R — R uma fungao afim?® igual a f(x) = az+b. O grafico de
f € o subconjunto do plano cartesiano Gy = {(x,y); 2,y € Re y = ax+b} representado
na Figura 3.5.

Exemplo 3.13. Seja f : R — R uma fungao quadratica? igual a f(z) = az?+bz+c.

O grafico de f é uma pardbola definida pelo teorema que segue e esta representado na

3Uma fungao afim é uma fungio f : R — R, tal que f(z) = ax + b para todo z real, onde a e b
sao numeros reais dados, com a # 0.

4Uma fungao quadratica é uma funcio f : R — R, quando sdo dados a, b, ¢, com a # 0, tais que
f(x) = az? + bz + ¢ para todo z € R
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(0.b)

(-b/a,0) X

Figura 3.5: Gréafico da func¢ao afim f(x) = ax + b,

Figura3d.6.
Teorema 3.1. Para quaisquer a, b, ¢ € R, com a # 0, o grifico da fun¢cao quadrdtica
f(z) = ax®+bx+c € a pardbola de eizo x = —b/2a e vértice V(—b/2a, —A/4a), “aberta
para cima” se a>0, e “aberta para baizo” se a<0.
Demonstracao. Nosso objetivo é obter xg, 70, k € R tais que yg # k e, sendo o ponto
F(z0,v0) e areta d : {y = k}, tenhamos

P € Gy & PF = dist(P,d).

onde PF & o segmento que une os pontos P e F e dist(P,d) é a distancia do ponto P
a reta d.

Para tanto, sendo P(x,y), observemos que

PeGrey=ar’+br+ce
PF =dist(P,d) & /(v —x0)2 + (y — y0)2 = |y — K|,

queremos que

1 2 2 _ 2
= ar’+brtc & (2—x0) 2 +(y—y0)? = (y—k)? &y = 2 %o o+ Yo

ro— T+
2(yo — k)? Yo —k 2(yo — k)

Basta, entao resolver em zg, yo e k o sistema de equacoes

1 Zo
=a

2
xp 1
2o — k)2 7 wo—k Falw )=

2(yo — k) 2

Dividindo as duas primeiras equacoes, obtemos zy = 55 em seguida, substituindo a
a
primeira equagao e o valor de x( na terceira equacao, segue que
1 b? A

m)zz(c——ﬂ):—%;

k=2(c—x-
Yo + (c — g 4a2
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por fim, resolvendo o sistema

2

1 A
A F—_—2
Yo 2@73/0‘1‘ 5a

obtém-se

1-A i 1+A
ek = — .
4a 4a

Yo =

Finalmente, uma vez que o vértice V' da parabola é a intersecao da reta r = ——

2a
com grafico de f(x), temos
b, b A
y=al=g ) Hbl=g) te=—1
[
-b/2a %
O | '
I
I
|
l
I

Figura 3.6: Grafico da func¢ao quadratica f(z) = ax® + bz + c,

3.4 Funcao Continua

Nesta se¢ao abordaremos o conceito de funcao continua apresentando critérios que
garantam essa propriedade.

Inicialmente podemos pensar na fungao continua como uma funcao cujo grafico nao
possui “interrupcoes” ou “saltos” ao longo do mesmo. Vejamos algumas fungoes e seus

graficos:

1
Exemplo 3.14. Sejam f,g,h : R — R as fungoes definidas por f(z) = 22, g(z) = —
T
244
e h(z) = L +2 , respectivamente:
x _—

e O grafico de f(r) = z? nao possui “saltos” ou “interrupgoes” aparentes, como

representado na Figura 3.7;
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\ fx)=x?
- 3

Figura 3.7: Grafico da func¢ao f(x) = z?

-

1
Figura 3.8: Gréafico da fungao g(z) = —
T

1
e O gréfico de g(z) = — bossui um “salto” em z = 0, como representado na Figura
x

3.8;
. 2+ 4 ,
e O grafico de h(z) = possui um “salto” em x = 2, como representado na
m —_—
Figura 3.9.
41 h(x)=(x*-4)/(x-2)

/ 0 V;

2
4
Figura 3.9: Grafico da funcao h(z) = v

T — 2
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Porém é necessario compreender a existéncia, ou nao, desses saltos em todo o do-
minio da fungao. Intuitivamente podemos restringir o dominio da funcao em intervalos
menores e analisar a continuidade em cada intervalo. Para isso, usaremos a propriedade

do valor intermediario onde denotaremos por X a unido de intervalos da reta.

Definicao 3.8. Dizemos que uma funcao f : X — R possui a propriedade do valor
intermedidrio se, para todo intervalo [a,b] C X e todo yo pertencente ao intervalo de
extremidades f(a) e f(b), existir zo € |a,b] tal que y = f(x).

Figura 3.10: Ilustragdo da propriedade do valor intermediario. Fonte: |3|, pag 119.

Podemos entao dizer que, se uma funcao f : X — R possui a propriedade do valor
intermediario, entao f é uma funcao de grdafico continuo, isto é, sem saltos. Porém a
funcao f :[0,2] — R dada por:

x, 0<z<1
f<x):{x—1/2, l<z<2 (32)

satisfaz a propriedade do valor intermediario, mas seu grafico apresenta um salto em
x =1, logo f nao pode ser considerada uma funcao continua. Para que possamos for-
mular adequadamente o conceito de funcao continua, analisemos a situacao da seguinte
forma: seja f : (a,b) — R uma funcdo dada, zo € (a,b) fixado e Py(zo, f(x0)) € Gy;
para x € (a,b) seja, ainda, P(x, f(x)) € Gy. Para que o grafico Gy de f mereca ser
denominado continuo, intuitivamente pensamos que, para x préoximo a xy, devemos ter

P proximo a Fy. Sendo assim, chegamos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.9. Uma funcao f : X — R ¢ continua em um ponto xo € X se a

sequinte condicao for satisfeita: dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
re X, |r—xo <d=|f(z) — flzxo)] <e (3.3)

A funcao € dita continua se o for em todo xo € X.
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Em seguida, vamos mostrar que toda funcao continua satisfaz a propriedade do
valor intermediario, condicao conhecida como o Teorema do valor intermediario, ou
simplesmente, TVI. Comecaremos enunciando e provando o lema de permanéncia

de sinal para funcoes continuas.

Lema 3.1. Sejam [ C R um intervalo e f : I — R uma funcao continua. Se xo € [ €

tal que f(xo) > 0 (resp. f(xg) < 0), entdo existe § > 0 tal que

[ (o)
2

Em particular, [ ainda é positiva (resp. negativa) em I N (xg — §, 20+ 9).

fresp. f(a) < ~L0)

rel|r—x <0= f(x) >

Demonstra¢ao. Fagamos a prova no caso em que f(zg) > 0, sendo a prova no outro

caso totalmente andloga. A definicao de continuidade garante que, para € = f(;vo),
existe 0 > 0 tal que
x
zel |z—mx| <d=|flx)— flzg <e= f(z‘)).
Mas a ultima desigualdade acima acarreta que
J (o
() ~ Flan) > L8,
. f (o)
que é 0 mesmo que f(x) > 5 bara todo x € I tal que |x — xo| < 4. ]

Como aplicacao do lema 3.1 podemos provar o teorema do valor intermediério
para fungoes continuas definidas num intervalo [a,b]. Mas comegaremos mostrando o
Teorema de Bolzano.

Teorema 3.2 (Teorema de Bolzano). Seja f : [a,b] — R uma fun¢dao continua. Se
fla)f(b) <0, entao eziste c € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demonstra¢ao. Suponha, sem perda de generalidade, que f(a) < 0 < f(b) e seja
A ={x € [a,b]; f ¢ negativa no intervalo [a,b] }.

Como a € A por hipotese, temos A # (). Por outro lado, A é limitado (uma vez que
A C [a,b]) e portanto, existe ¢ = supA.

Note, inicialmente, que ¢ > a pelo lema de permanéncia do sinal. De fato, se fosse
f(a) < 0, terfamos, de acordo com aquele resultado, a existéncia de 0 < § < b — a tal
que f(x) <0 para z € [a,a+9) e, dai ¢ > a + .

Agora, afirmamos que f(c) = 0. Por contradi¢do, suponha primeiro que f(c) < 0.
Entao ¢ < b (uma vez que f(b) > 0) e, novamente pelo lema de permanéncia do sinal,
existiria 0 < 6 < b — ¢ tal que f seria negativa em (¢ — d,c + 9) N [a,b]. Mas, como
¢ = supA, podemos tomar d € (c—0d,¢)NA, jAque f < 0em [a,c+ 5], contradizendo o
fato de ser ¢ = supA. Por outro lado, se f(c) > 0, existiria § > 0 tal que f seria positiva
em (¢ —d,¢c+0) N la,bl; em particular, AN (¢ — 4§, c] =0 e dai terfamos supA < ¢ — 9,

uma nova contradi¢do. Logo a tnica possibilidade é que f(c) = 0. O
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Teorema 3.3 (TVI). Sejam f,g : [a,b] — R fungdes continuas. Se f(a) < g(a) e
f(b) > g(b) (ou vice-versa), entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = g(c). Em particular,
se um ndmero real d pertence ao intervalo de extremos f(a) e f(b), entdo eziste ¢ €
(a,b) tal que f(c) = d.

Demonstracao. Para a primeira afirmacgao, note que a funcao h = f— g é continua e tal
que h(a)h(b) = (f(a)—g(a))(f(b)—g(b)) < 0. Portanto, o Teorema de Bolzano garante
a existéncia de ¢ € (a,b) tal que h(c) = 0, i.¢., tal que f(c) = g(c). O caso particular
em questao é obtido fazendo ¢ igual a funcao constante e igual a d em [a,b]. O

Exemplo 3.15. Seja f : [0,1] — [0,1] uma funcao continua. Prove que existe um

nimero real 0 < ¢ < 1 tal que f(¢) = ¢ (i.e., que f tem pelo menos um ponto fixo).

Se f(0) = 0 ou f(1) = 1, nada ha para fazer, sendo f(0) > 0 e f(1) < 1. Con-
siderando a fungao g : [0,1] — R dada por g(x) = z, temos, entdo, f(a) > g(a) e
f(b) < g(b), e 0o TVI garante a existéncia de 0 < ¢ < 1 tal que f(¢) = g(¢) (ou o que é

o mesmo. f(c) = c).

3.5 Funcao inversa

Nesta secao abordaremos o conceito de func¢ao inversa mostrando a caracteristica de
seu grafico apresentando uma forma pratica de obtencao da funcao inversa e construgao
de seu grafico.

Dada a funcao f : X — Y dizemos que a funcao g : ¥ — X é a inversa de f
quando g(f(z)) =z e f(g(y)) = y para quaisquer x € X e y € Y e temos ainda que

g(y) = z se, e somente se, f(r) =y. Adotaremos a notagao g = f 1.

Vamos analisar que, se a funcao f : X — Y possui inversa, entao ela sera bijetiva, ou
seja, existe uma correspondéncia biunivoca entre X e Y. Se g(f(x)) = x para qualquer
x € X temos f(x1) = f(x2) = g(f(z1) = g(f(x2) = x1 = x9. Logo f & injetiva. Se
f(g(y)) = y para qualquer y € Y, tomemos y € Y arbitrario e z = ¢g(y) € X temos
f(z) =y. Logo f é sobrejetiva.

Desta forma, vemos que se f possui inversa, entao ha uma correspondéncia biuni-
voca entre X e Y e a reciproca também é verdadeira: Se f : X — Y é uma correspon-
déncia biunivoca entre X e Y entao f possui uma inversa g : Y — X.

Além disso, é necessario discutir que uma funcao continua f : I — R, definida num
intervalo I C R s6 pode ser injetiva se for monotona (crescente ou decrescente). Por-
tanto, para que uma fungdo continua f : I — J (I, J intervalos) possua uma inversa é

necessario que f seja crescente ou decrescente além de sobrejetiva.
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O grafico G’ da funcao inversa f~!:Y — X é determinado por pontos simétricos
ao grafico G' da funcao f : X — Y em relacao a bissetriz dos quadrantes impares do
plano R% Assim (v,y) e G & y= f(z) & x=f"y) & (y,2) € G

+y

bissetriz
(x,y)
e T (v.y)
\ |
\ |
\ |
\ |
\ |
i
\ |
e P T
| |
\ | i
| l 2
0]

Figura 3.11: Grafico da funcao inversa

Para uma facil associacao podemos imaginar uma folha de papel translucido, onde
tracamos o grafico da fungao f e, entao girando a folha no espaco num angulo de 180°

em torno da bissetriz dos quadrantes impares obteremos o gréafico de f~!.

Exemplo 3.16. Dada a func¢ao f : R™ — R* dada por f(x) = 2. Como ela ¢ bijetora,
sua inversa ¢ a fungao g : R* — R* dada por g(y) = /¥, uma vez que:

Vejamos os graficos de f(z) = 2% e g(y) = /y em um mesmo sistema de eixos
cartesianos:
Notemos que o grafico da funcio f e o grafico da funcio inversa g = f~! sao simé-

tricos em relagao a bissetriz dos quadrantes impares.
Dada uma fungao f : A — B, bijetora e definida por y = f(x), para obtermos a
sentenca que define f~! podemos usar a seguinte regra pratica:

1 Em y = f(z) fazemos a mudanca de variavel, trocando z por y e y por x, obtendo

= f(y);

2 Transformamos algebricamente a expressao * = f(y) expressando y em funcao

de x para obtermos y = f~!(z).
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Figura 3.12: Grafico das fungdes inversas f(z) = 2* e g(y) = /¥

Exemplo 3.17. Dada a funcao f : R — R definida por f(z) = 3x + 2, vamos obter

sua inversa pela regra pratica:
A funcao f(x) =y = 3z + 2 é bijetora, entao é inversivel. Pela regra pratica, temos
1 Em y = f(x) = 3z 4 2 fazemos a mudancga de variavel, obtendo = = 3y + 2;
2 Expressando y em funcao de z: x =3y +2 =3y=2r—-2 =y = xT—2 para

obtermos y = f~!(x).

_m—2

Logo f~1(x) 3

Encerramos aqui a introducao aos conceitos elementares de fungoes para que no ca-
pitulo seguinte comecemos a tratar sobre as funcoes exponenciais e logaritmicas, que

foram escolhidas para uma abordagem mais detalhada neste trabalho.






4 Funcoes Exponenciais e

Logaritmicas

Durante muitos séculos as exponenciais e os logaritmos desempenharam um papel

importante para a simplificacao de calculos aritméticos, segundo Lima [14]

“permitindo que se efetuassem, com rapidez e precisao, operagoes com-
plicadas como a multiplicagao de dois nimeros com muitos algarismos, ou
uma potenciacao com expoente fracionario, perderam a algum tempo esse
lugar de eficiente calculador, hoje ocupado com grande éxito pelas maqui-

ninhas eletrénicas”

Atualmente, o estudo dos logaritmos e exponénciais ocupa um lugar de destaque na
matematica devido as suas aplicacoes e descricao de muitos fenomenos naturais. A
funcao logaritmica e sua inversa, a funcao exponencial, sao maneiras de descrever,
matematicamente, a evolugdo de uma grandeza cuja taxa de crescimento (ou decresci-
mento) é proporcional a quantidade daquela grandeza existente num dado momento.
Neste capitulo, faremos um estudo inicial recordando as propriedades das poténcias
de expoente racional e em seguida abordaremos as fungoes exponenciais e finalmente
a sua inversa, funcao logaritmica. As definicoes, exemplos e resultados deste capitulo

foram retiradas das referéncias [11] e [14].

4.1 Poténcias de Expoente Racional

Nesta secao abordaremos as propriedades fundamentais das poténcias para que pos-
samos destacar as poténcias de expoente racional que servirao de base para a elaboracao
das secoOes sobre as fungoes exponenciais e logaritmicas.

Seja a um numero real positivo. Para todo n € N a poténcia a”, de base a e
expoente n é definida como o produto de n fatores iguais a a. Note que para n = 1
nao ha produto de um s6 fator e temos a' = a por definicdo. A definicdo indutiva de

a” é:
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Para quaisquer m,n € N tem-se

pois em ambos os membros desta igualdade temos o produto de m + n fatores iguais a
a. Segue-se que, para mq, Ms, ..., My quaisquer, vale

aml . amQ .. amk — ajm1+m2+'“+mk.

ma | mg amk'

Em particular, se m; = ... = my = m, vem o™ - a )

Procuremos agora atribuir um significado a poténcia a”, quando n € Z é um niimero

inteiro, que pode ser negativo ou zero. Para isso é necessirio manter a regra funda-

2

mental a™ - ™ = a™*". Iniciaremos por definir a°. Como a igualdade a° - a' = a*! &

valida, teremos a” - a = a, logo a° = 1.

n n

Em seguida, dado qualquer n € N, devemos ter a~ = a """ = q% = 1, logo
a "= L.

an

- a

Desta forma, conseguimos admitir expoentes inteiros preservando a igualdade a™ -
a" = @™ definindo a®* =1 e a™ = ai,, para todo n € N. Vejamos agora, quando o
expoente é um namero racional 7 = m/n (onde m € Z e n € N) de modo que valha a

regra a” - a® = a’ 5. Desta igualdade resulta, que se deve ter, para r = m/n:

(a’/‘)n =a -a .. -a = ar+r+...+7" =a™ = g™,

Portanto a” é o ntimero real positivo cuja n-ésima poténcia é igual a a™. Por defini¢ao

de raiz, este niimero é /a™ a raiz n-ésima de a™. Assim, a tinica maneira de definir a
? ?

poténcia a”, com r = m/n,m € Z,n € N, é

a™'n = /aqm.

Vejamos alguns detalhes importantes: como se tem m/n = mp/np para todo p € N, é
preciso ressaltar que /a™ = "Ya™ para que a definicdo ndo seja ambigua. Também
¢ preciso ressaltar que a definicdo dada assegura a validez da regra a” - a® = a"* para
r,s € Q.

As poténcias a”, com expoente racional, embora nao contenham todos os nimeros
reais positivos, estdo espalhadas em toda parte em R desde que seja a # 1, conforme

afirma o lema abaixo:

Lema 4.1. Fizado o nimero real positivo a # 1, em todo intervalo de RY existe alguma

poténcia a”, com r € Q.

Demonstracao. Dados 0 < o < 3, devemos encontrar r € QQ tal que a poténcia a”
pertenga ao intervalo [«, 5], i.6., @ < a" < . Vamos supor a e o maiores que 1 (os
demais casos serao analogos). Como as poténcias de expoente natural de ntumeros
maiores do que 1 crescem acima de qualquer cota prefixada, podemos obter ntimeros

naturais M e n tais que
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-«
a<ﬁ<aMel<a<(1+6 )"
a
Da tltima relacao decorrem sucessivamente
g —a«
M

a

l<a'/" <1+ e0<adv(a/m—1)<p—a.
Logo

%gM:>O<a%(a%—1)<ﬁ—a<:>0<am7+l—a%<B—a.
Assim as poténcias

12
a®=1,an,an, - ,aM

sao extremos de intervalos consecutivos, todos de comprimento menor do que o compri-
mento 3 — a do intervalo [, 3]. Como [, 8] C [1,a™], pelo menos um desses extremos,

digamos a™ est4 contido no intervalo [a, A]. O

Este lema ser& de suma importancia para as demonstracoes que seguem na proxima

secao deste trabalho.

4.2 A Funcao Exponencial

Nesta secao trataremos sobre as fungoes exponenciais, definindo-as e abordando
suas principais caracteristicas e propriedades, assim como de seu grafico. Nesta secao
do trabalho optamos em apresentar as defini¢oes e demonstragoes da referéncia [11]

mas o leitor também pode olhar a referéncia [15].

Definicao 4.1. Seja a um niumero real positivo, que vamos supor sempre diferente de

1. A func¢do exponencial de base a ¢ dada por f: R — R* tal que f(x) = a®.

A funcao exponencial deve ser definida de modo a ter as seguintes propriedades,

para quaisquer z,y € R:
1. a®-a¥ = a" Y,
2. a' =
.r<y=ad"<a’quandoa>lexr <y=a’ <a” quando 0 < a < 1;
4. A funcdo f : R — RT ¢ ilimitada superiormente;
5. A funcao exponencial é continua;

6. A funcao exponencial f: R — R™, f(z) = a®,a # 1 é sobrejetiva.
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Usando a propriedade 1, resulta dai que, para todo nimero racional r = m/n, com
n € N, deve-se ter f(r) = a” = {/a™. Portanto f(r) = a" ¢ a tinica fungao f: Q — R*
tal que f(r +s) = f(r)- f(s) para quaisquer r,s € Q e f(1) = a.

A propriedade 3 diz que a fungao exponencial é crescente se a > 1 e decrescente
se 0 < a < 1. Com isso concluimos que existe uma tnica maneira de definir o valor
f(z) = a” quando z é irracional. Para isso vamos fixar @ > 1, entdo a” tem a seguinte
propriedade: Para r,s € Q, temos r <z < s = a" < a® < a®.

Sabemos que nao podem existir dois niimeros reais diferentes para assumir o valor
a”, com a propriedade acima. Caso existissem A e B, supostamente A < B terfamos:
Para r,s € Q, temos r < x < s = a" < A < B < a* e entdo o intervalo [A, B]
nao conteria nenhuma poténcia de a com expoente racional. Portanto, quando z é
irracional, a” é o (Gnico) nimero real cujas aproximacoes por falta sdo as poténcias a”
com 7 racional menor do que x e cujas aproximagoes pPor excesso sao as poténcias a’,
com s racional maior do que .

A propriedade 5, garante a continuidade da funcao exponencial e isto significa que,
dado zo € R, é possivel tornar a diferenca |a® — a™| tdo pequena quanto se deseje,

desde que = seja tomado suficientemente proximo de xg.
Proposicao 4.1. A funcao exponencial é continua.

Demonstracao. Comecaremos mostrando que é possivel tomar a” tdo proximo de 1
quanto desejamos, desde que |k| seja escolhido suficientemente pequeno. Suponhamos
a>1eh>0eec>0, tomado arbitrariamente, queremos mostrar que, tomando h
pequeno, teremos a" < 1+ e. Pela desigualdade de Bernoulli, temos (1 + €)™ > 1 + ne.

a—1
Portanto se tomarmos n € N, tal que n > ——, teremos ne > a — 1, logo a < 1 + ne
€

e por Bernoulli a < (1 + ¢)" e finalmente a'/™ < 1 + ¢. Resumindo: dado € > 0, existe

1/n < 1 + € mais precisamente 1 < a" < a'/™ < 1+ € e desta forma,

n € N tal que a
faremos a” tao proximo de 1 quanto desejamos.

Agora, fixamos zy € R, tomamos h = = — g e temos a® — a® = a*°t" — g% =

a*(a" —1). Quando z se aproxima de xg, h tende a 0, a” tende a 1 e a” — 1 tende
a 0. Como a™ é fixo (ndo depende de h), temos lim, ,,,(a® — a™) = 0, ou seja
lim,_,,, a® = a™, o que caracteriza a continuidade da fun¢ao exponencial. O

A propriedade 6 quer dizer que, para todo ntimero real b > 0 existe algum z € R

tal que a® = b, ou seja, que todo ntimero real positivo é uma poténcia de a.
Proposigao 4.2. A funcao exponencial f : R — RY, f(x) = a*,a # 1 é sobrejetiva.

Demonstracao. Inicialmente escolhemos, para cada n € N, uma poténcia a’, com
. 1 .
rn € @, no intervalo (b——, b+—) de modo que [b—a™| < 1/n portanto lim,_,,, a™ = b.
n
Para fixar as ideias, supomos a > 1. Escolhemos as poténcias a' sucessivamente, tais

que a"t <a™ < ..<am<..<b
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Certamente, podemos fixar s € Q tal que b < a®. Entao a monotocidade da funcao
a® nos assegura que 7 < ro < ... <71, < ..<S

Assim, (r,) é uma sequéncia crescente e limitada superiormente por s. A completeza
de R garante entao que os 7, sao valores aproximados por falta de um nimero real z,
ou seja, lim, ,,, 7, = x. A func@o expomnencial sendo continua, temos entao a* =

lim, ., a™ =b. O

Podemos, entao, concluir que, para todo nimero real positivo a, diferente de 1, a
fungao exponencial f : R — R* dada por f(x) = a”, é uma correspondéncia biunivoca
entre R e RT, crescente se a > 1, decrescente se 0 < a < 1, com a propriedade adicional
de transformar somas em produtos, isto é, f(x +y) = f(z) - f(y).

A figura a seguir mostra o grafico de f(x) = a” nos casos a >1e 0 <a < 1.

Sl
(0<a<l)

Figura 4.1: Grafico da fungao exponencial

As funcdes exponenciais possuem um importante papel na modelagem matematica
e ¢ uma das ferramentas mais significativas para este fim. Por isso faremos um estudo

das propriedades dessas funcoes que estao descritas nos proximos teoremas.

Teorema 4.1 (Caracterizacao da fungao exponencial). Seja f : R — R uma funcgao

mondtona injetiva (crescente ou decrescente). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. f(nx) = f(z)" para todo n € Z e todo x € R;
2. f(z) = a® para todo v € R, onde a = f(1);
3. flz+y) = f(z).f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstragao. Provaremos as implicagées (1) = (2) = (3) = (1). Observemos
inicialmente que a hipdtese (1) acarreta que, para todo namero racional r = m/n,

(com m € Z e n € N) temos que f(rz) = f(x)". Como nr =,, podemos escrever
flra)" = f(nra) = f(mz) = f(x)", logo f(rz) = f(x)™" = f(z)". Assim, se
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pusermos f(1) = a, teremos f(r) = f(r-1) = f(1)" = a" para todo r € Q. Para
mostrar que (1) = (2) vamos supor que f seja crescente, logo 1 = f(0) < f(1) =ae
vamos admitir (por absurdo), que existe um x € R tal que f(z) # a*. Digamos, por
exemplo, que seja f(z) < a” (Para f(z) > a” é anédlogo). Entao, pelo Lema 4.1, existe
um ndimero racional r tal que f(z) < a” < a” ou seja, f(z) < f(r) < a®. Como f &
crescente, sendo f(x) < f(r) concluimos que z < r. Por outro lado, temos também
a” < a*, logo r < x. Esta contradi¢do prova que (1) = (2) As implicagbes restantes
(2) = (3) e (3) = (1) sdo obvias. O

Podemos afirmar que uma funcao g : R — R é do tipo ezponencial quando se tem
g(x) = ba® para todo z € R, onde a e b sdo constantes positivas. Para a > 1, g é
crescente e para 0 < a < 1, g é decrescente.

Se a fungdo g : R — R é do tipo exponencial entdo, para quaisquer x,h € R os
gt ) —gle) _ o, 9l+h)

) 9(x) g(x)
nao de x. O préoximo Teorema de caracterizacao mostra que vale a reciproca dessa

quocientes = a" dependem apenas de h, mas

afirmacao.

Teorema 4.2 (Primeira caracterizacao das fungoes de tipo exponencial). Seja g : R —
R* wma funcao mondtona injetiva (crescente ou decrescente) tal que, para x,h € R
quaisquer, o acréscimo relativo [g(x + h) — g(x)]/g(x) dependa apenas de h, mas néo
de z. Entao, se b= g(0) e a = g(1)/g(0), tem-se g(x) = ba® para todo x € R.

Demonstracao. A hipdtese equivale a suposicao que ¢(h) = g(x+h)/g(x) independe de
x. Substituindo g(x) por f(x) = g(x)/b, onde b = ¢g(0), obtemos f : R — R* monotona
injetiva, com f(z + h)/f(x) independente de x e, agora com f(0) = 1. Entdo pondo
x = 0 na relagdo p(h) = f(z + h)/f(x) obtemos ¢(h) = f(h) para todo h € R. Assim
f cumpre f(z+h) = f(x).f(h), ou seja f(x+y) = f(x).f(y) para quaisquer =,y € R.
Pelo Teorema 4.1 temos que f(z) = a®, logo g(x) =be f(x) = ba®. O

Por fim, a outra caracterizacao das func¢oes de tipo exponencial, que chamaremos
de Sequnda caracterizacao das fungoes de tipo exponencial, se mostra bastante 1til em
situacoes concretas pois é bem mais facil de ser empregada e possui um significado
bastante intuitivo. Um exemplo de interpretagao é que podemos tomar f(b,t) como o
valor no instante ¢, de uma grandeza que varia com o tempo e veremos que b = f(b,0)

¢ o valor inicial dessa grandeza (correspondente ao instante ¢ = 0).

Teorema 4.3 (Segunda caracterizacao das funcoes de tipo exponencial). Para cada b

e cada t reais, suponhamos dado um nimero f(b,t) > 0 com as sequintes propriedades:
1. f(b,t) depende linearmente de t e é mondtona injetiva em relagdo a t;

2. f(bys+1t)= f(f(b,s),1).

Entao, pondo a = f(1,1), tem-se f(b,t) =b-a'.
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Demonstra¢ao. A funcao ¢ : R — RT, dada por ¢(t) = f(1,¢) é mono6tona injetiva e
cumpre (s +t) = f(1,s +t) = f(f(1,s),t) = f(1,s) - f(1,t) = @(s) - p(t) em virtude
de (1) e (2) pois f(1,s) = f(1,s)- 1.

Pelo Teorema 4.1, temos que p(t) = a', onde a = (1) = f(1,1). Portanto
fb,t)=f(b-1,t)=b- f(1,t) =b-p(t) =b-d.

Para compreender o item (2) do Teorema 4.3 basta notar que b = b -a® = f(b,0),
ou seja, que b é o valor inicial da grandeza f(b,t) no instante ¢ = 0 (assumindo que
t & o tempo decorrido desde que a grandeza passou do valor b = f(b,0) para o valor
f(b,t)). Assim, o item (2) diz que comecar com o valor b e deixar passar o tempo s+ ¢

¢ 0 mesmo que comecar com o valor f(b,s) e deixar transcorrer o tempo t. O

4.3 A Funcgao Logaritmica

Nesta secao definiremos funcoes logaritmicas como sendo a fungao inversa da funcao
exponencial, trazendo alguns resultados imediatos dessa defini¢cao e suas propriedades
mais fundamentais. Nesta secao do trabalho optamos em apresentar as definicoes e
demonstragoes da referéncia [11] mas o leitor também pode olhar a referéncia [15].

A funcgao logaritmica é caracterizada pela fungao inversa da funcao exponencial
f:R = Rt f(x) =a*. Temos entdo, que a inversa da fungao exponencial de base a

é a funcao
log, : R* = R,

que associa a cada ntimero real positivo x, o nimero real log, z, chamado de logaritmo

de x na base a. Pela definicao de funcao inversa, temos que
a°%a® = x e log,(a®) = .

Assim, fica claro que log, x é o expoente ao qual devemos elevar a base a para obter

o nimero z. Ou seja,
y=log,x < a¥ =uz.

Na secao de poténcias de expoente racional vimos que a*-a” = a**" e desta relacao

segue, imediatamente, uma importante propriedade dos logaritmos

log,(zy) = log, x + log, y.

Outra importante caracteristica da funcao logaritmica é a possibilidade de mudanca
de base. Se u = log,z e v = log, = entao a" = x e 2” = x, portanto se escrevermos

c = log, 2 teremos a° = 2, logo
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portanto u = cv, ou seja, log, r = c-log, x para todo x > 0, onde a constante c é igual

a log, 2 e obtemos a chamada formula de mudanca de base para logaritmos
log, z = log, b - log, x.

Quando a e b sao ambos maiores ou ambos menores que 1 entao log, b > 0. Se um
dos nimeros a,b é maior e o outro é menor que 1 entao log, b < 0. A férmula acima
diz que duas fungoes logaritmicas quaisquer diferem por um fator constante.

Assim como a funcao exponencial, a fun¢ao logaritmica log, : R — R é crescente
se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1. Como a” = 1 entao log, 1 =0

A figura a seguir mostra o grafico de f(x) = log, x no caso a > 1.

ty

ftx)=log.x

Figura 4.2: Grafico da funcao logaritmica

A funcao y = log, x é ilimitada, tanto superiormente quanto inferiormente, pois
log, : R™ — R é uma correspondéncia biunivoca, portanto é sobrejetiva e consequen-

temente ilimitada. Mais precisamente, tem-se para a > 1:

lim, 4 log, x = +00
e

lim,_,¢log, x = —o0

Na funcao logaritmica quando z — +oo ela cresce muito lentamente, ao contrario
da funcao exponencial que cresce rapidamente.

Assim como as funcoes exponenciais, as funcoes logaritmicas possuem um impor-
tante papel na modelagem matemaética ja que possuem a propriedade de transformar
produtos em somas. Faremos a seguir o estudo da sua propriedade caracteristica que
esta descrita no proximo teorema.

Antes de enunciar o teorema recordemos que se f : Rt — R é tal que f(a®) = x
para todo € R entao f(y) = log, y para todo y € R*, pois  — a* é uma fungao

sobrejetiva de R em R™.
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Teorema 4.4 (Caracterizagdo das Funcoes Logaritmicas). Seja f : Rt — R uma
fungao mondtona injetiva (crescente ou decrescente) tal que f(xy) = f(x)+ f(y) para

quaisquer x,y € RT. Entao existe a > 0 tal que f(x) =log, x para todo x € RY.

Demonstrag¢ao. Inicialmente vamos admitir f crescente (o caso de f decrescente é tra-
tado igualmente). Temos f(1) = f(1-1) = f(1) + f(1), logo f(1) = 0.

Suponha que exista a € R tal que f(a) = 1. Em breve mostraremos que isso sempre
acontece, logo nao ¢ uma hipotese adicional. Como f é crescente e f(a) =1 > 0= f(1),

entao a > 1. Para todo m € Z podemos afirmar

f@m)y=fla-a-...-a)=fla)+ fla)+ ...+ fla)=14+1+ ...+ 1=m,

e
0=/f1)=flam-a™™) = f(a™) + f(a™™) =m+ f(a™™),
logo f(a™™) = —m. Se r = m/n com m,n € Z entao rn = m, portanto

m = f(a™) = f(a™) = f((a")") = n- f(a")
entao f(a") =m/n =r. Se x € R é irracional entdo, para r, s racionais tem-se:
r<r<s=a <a*<a’= f(a") < f(a®) < f(a®) = r < f(a") < s.

Assim todo nimero racional 7, menor que x é também menor que f(a”) e todo
niimero racional s maior que x é também maior que f(a®). Segue que f(a®) = x para
todo x € R. Portanto f(y) = log, y para todo y > 0.

Vejamos agora o caso geral, em que dada a funcdo crescente g : RT — R, tal que

9(zy) = g(z) + 9(y)
Entao ¢g(1) =0 e, como 1 < 2, devemos ter g(2) = b > 0. A nova funcao f: RT — R,

definida por f(x) = g(z)/b, é crescente, transforma somas em produtos e cumpre
f(2) = 1. Logo, pela primeira parte da demonstragao, tem-se f(x) = log, x para todo

x > 0. Isto significa que, para todo z > 0, vale

r = 2f(®) — 99(x)/b — (Ql/b)g(x) — q9=)

)

com a = 2. Tomando log, de ambos os membros da igualdade a9®) = 2 vem

finalmente g(x) = log, . O

Encerramos aqui a apresentacao das propriedades fundamentais e de caracterizacao
das func¢oes exponenciais e logaritmicas para que no capitulo seguinte apliquemos essas
propriedades em uma atividade de modelagem matematica proposta para alunos do

primeiro ano do ensino médio.






5 Proposta de Modelagem

Matematica para o Ensino Médio.

Nesta etapa do trabalho, apresentaremos uma proposta de modelagem matematica
para o ensino médio com o tema Consumo de dlcool para trabalhar o tema Funcoes e
com foco especial em Funcoes Exponenciais e Logaritmicas. O contetido programatico
estd de acordo com a proposta curricular do primeiro ano do ensino médio, por isso
foi formulada de modo que seja totalmente possivel de ser aplicada em tal etapa do
ensino.

Esta proposta foi baseada no modelo Alcoolismo exposto por Bassanezi em [4] e
formulada seguindo as 6 etapas para o desenvolvimento do contetido programaético
proposto por Biembengut em [8] e que foram citadas no inicio deste trabalho.

Conforme as etapas propostas por Biembengut, iniciaremos com uma breve expo-
sicao do tema contendo informacoes essencias para a familiarizacao com o tema e que
permitird gerar o levantamento de questdes para instigar os alunos. Ao selecionar as
questoes para que os alunos proponham respostas daremos inicio a matematizacao de-
senvolvendo a matematica necesséaria para a obtencao dos modelos mateméticos que
resolverao o problema.

Com o tema comum Consumo de dlcool serao adotadas 3 maneiras diferentes de
obtencao de um modelo matematico e com nivel de dificuldade aumentando gradual-
mente. Esta proposta permitira que os alunos interajam com o tema e com a construgao
dos modelos durante todo seu desenvolvimento.

Para o desenvolvimento desses modelos adotaremos o vinho como uma bebida al-
coolica de referéncia para padronizar e interligar os 3 modelos que serao elaborados e
consideraremos 1 calice contendo 75ml de vinho.

No Modelo 1 buscaremos uma forma de calcular a quantidade de gramas de &lcool
ingeridas ao tomar quantidades diferentes de vinho e a modelagem surgird de forma
intuitiva, com uma simples substituicao de variaveis e obtencao de uma funcao afim
permitindo que a modelagem também seja obtida na construcao do gréafico desta funcao.

No Modelo 2 ja um pouco mais elaborado, faremos uma proposta de analise de
uma planilha editavel oferecida pelo projeto “Viver Bem” da Unesp - Campus de Bo-

tucatu. Este projeto consiste em um programa de prevencao do uso de alcool e drogas
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desenvolvido pela Faculdade de Medicina, campus de Botucatu desde 1997, com o qual
tivemos contato através do site [16] do projeto e verificamos a existéncia da planilha
editavel, encontrando ali uma boa oportunidade de modelar algumas situagoes da pla-
nilha e vincular ao tema deste trabalho. Neste momento do trabalho o professor podera
permitir que os alunos manipulem a planilha e escolham uma situagao que desejam mo-
delar, enriquecendo ainda mais o trabalho na sala de aula. Em nossa proposta, faremos
uma analise (até mesmo como forma de exemplo de abordagem) de um individuo do
sexo masculino que consome 1 célice de vinho por hora durante 12 horas e buscaremos
um modelo que determine a concentragao de alcool no sangue deste individuo se ele
assim permanecer por n horas. Aqui a modelagem surgird através da analise de uma
sequéncia e de metodos de resolucao de uma recorréncia para a obtencao de uma funcao
afim.

O Modelo 3 serd o modelo principal, cujo tema A Modelagem Matemdtica para o
ensino de Funcgoes Fxponenciais e Logaritmicas originou este trabalho de dissertacao.
Nossa proposta é sensibilizar os alunos com uma pesquisa sobre a ingestao de alcool
e a chance de participar de um acidente de transito. Ofereceremos uma tabela com
informagoes sobre a chance de sofrer um acidente aumentando exponencialmente com
o aumento do consumo de calices de vinho. Em nossa proposta sugerimos que a cons-
trucao de um grafico seja feita antes da busca da "férmula mateméatica"que representa
a situacao, para ajudar os alunos a perceberem o aumento caracteristico de uma fun-
¢ao exponencial, com esta analise visual da situacao formularemos uma proposta de
modelagem utilizando a Sequnda Caracterizagao das Fungoes Exponenciais e obtencao
de um modelo da forma f(b,t) = b-a'. Esta modelagem é feita utilizando propriedades
de Poténcias de Fxpoente Racional, Logaritmos e Fungoes Logaritmicas e permite que
o professor aproveite sua formulacao para a construcao da matematica necessaria para
este desenvolvimento.

Os 3 modelos propostos serao interligados, nao apenas pelo tema, mas havera uma
ligacao entre a obtencao de um e aplicacao na proxima etapa do trabalho, por exemplo,
os alunos poderao verificar que na tabela fornecida no Modelo 2 a quantidade de
gramas ingeridas foram obtidas através do Modelo 1, entre outras ligagoes.

Acreditamos que com este trabalho seja possivel criar um ambiente de aprendizagem
muito favoravel ao ensino de conceitos matematicos importantissimos para esta etapa
do ensino médio e também para a formacao de cidadaos conscientes e capazes de

interagir ativamente com o meio através do conhecimento matematico.

5.1 Consumo de alcool

Um dos principais problemas da sociedade moderna é o consumo excessivo de drogas
por pessoas de todas as faixas etarias e as bebidas alcoodlicas se enquadram nessa

categoria. Apesar de ter o consumo permitido pela lei brasileira e de ter aceitaciao por
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grande parte da sociedade, o 4lcool é uma droga depressora do sistema nervoso central
que afeta diretamente 6rgaos como o figado, o coracao e o estémago.

Quando consumido em pequena quantidade, o &lcool promove uma pequena euforia
e desinibicao, porém com o aumento dessa quantidade os efeitos vao se agravando,
passando por diminuicao dos reflexos, dificuldade na fala, dificuldade de locomocao até
chegar ao extremo estado de coma e até mesmo morte.

A tabela 5.1 mostra 3 exemplos de bebidas alcodlicas muito consumidas no Brasil

e qual a porcentagem de alcool que cada uma delas possui.

Bebida | Porcentagem de alcool
Cerveja 5%

Vinho 18%

Uisque 40%

Tabela 5.1: Porcentagem de alcool por bebida

Depois de consumido, o alcool entra na corrente sangiiinea e se dissolve na dgua do
sangue. O sangue carrega o alcool por todo o corpo. O &lcool do sangue, entao, entra
e se dissolve na agua dentro de cada tecido do corpo (exceto o tecido de gordura, ja
que o alcool ndo pode se dissolver em gordura). Uma vez dentro dos tecidos, o alcool
mostra seus efeitos no corpo.

Os efeitos observados dependem diretamente da concentracao de alcool no sangue
(CAS), que estéa relacionada com a quantidade de alcool consumida.

Veja na tabela 5.2 os niveis de concentragio de alcool no sangue (CAS) e os sintomas
clinicos correspondentes.

Os efeitos do alcool dependem de fatores como a quantidade de alcool ingerido em

determinado periodo, uso anterior de alcool e a concentragao de alcool no sangue.

Modelo 1

Como determinar a quantidade de gramas de dlcool ingerida por um individuo?

Queremos fazer uma conversao de unidades de medida, de mililitros de alcool para
gramas de alcool e para isso precisamos saber a densidade do alcool para efetuar a
conversao. Como a densidade do alcool é 80% da densidade da dgua, devemos analisar
quantos ml de vinho foi consumido e sua porcentagem de dlcool. Vamos considerar que
este individuo tenha consumido vinho e pelas informagoes da tabela 5.1, sabemos que
o vinho possui 18% de alcool em sua composicao.

Sejam as variaveis y a quantidade de gramas de 4lcool ingeridas e z a quantidade
de mililitros da bebida consumida, temos:
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CAS (g/100ml) | Efeitos sobre o corpo

0,01 — 0,05 Aumento do ritmo cardiaco e respiratorio

Diminui¢ao das funcgoes de varios centros nervosos

Comportamento incoerente ao executar tarefas

Diminuicao da capacidade de discernimento e perda da inibicao

Leve sensacao de euforia, relaxamento e prazer

0,06 — 0,10 Entorpecimento fisiologico de quase todos os sistemas

Diminuicao da atencao e da vigilancia, reflexos mais lentos,

dificuldade de coordenacao e reducao da forca muscular

Reducao da capacidade de tomar decisoes racionais ou de

discernimento

Sensacgao crescente de ansiedade e depressao

Diminuicao da paciéncia

0,11 —-0,15 Reflexos consideravelmente mais lentos

Problemas de equilibrio e de movimento

Alteracao de algumas fungoes visuais

Fala arrastada

Vomito, sobretudo se esta alcoolemia for atingida rapidamente

0,16 — 0,29 Transtornos graves dos sentidos, inclusive consciéncia reduzida

dos estimulos externos

Alteracoes graves da coordenacao motora, com tendéncia a
cambalear e a cair frequentemente
0,30 —0,39 Letargia profunda

Perda da consciéncia

Estado de sedagao comparavel ao de uma anestesia cirtirgica

Morte (em muitos casos)

A partir de 0,40 | Inconsciéncia

Parada respiratoria

Morte, em geral provocada por insuficiéncia respiratoria

Tabela 5.2: Concentragao de alcool no sangue (CAS) e os sintomas clinicos correspon-

dentes.
y=(x-0,18-0,8) = y=0,144-x

Concluindo-se que a quantidade de gramas de alcool ingerida é descrita por uma
funcao afim e seu grafico esta representado na figura 5.1:

Vejamos alguns resultados para um individuo que consome de uma tnica vez:
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Gramas de dlcool ingeridas.
Gramas de

alcool ™|

2001
1601

1201

y=0,144x

lE:PD EELD 330 430
O )
ml de vinho

01

Figura 5.1: Gramas de &lcool ingeridas.

1 célice:

y=0,144 -2 = y=0,144-75 =y = 10,8 (5.1)
200 ml:

y=0,144 -2 =y =0,144-200 = y = 28,8 (5.2)
1 litro:

y=0,144 -2 =y =0,144 - 1000 = y = 144 (5.3)

Neste modelo nao consideramos que com o decorrer do tempo o corpo humano
vai eliminando o alcool aos poucos e consequentemente diminuindo sua concentracao
no sangue. Nosso objetivo é determinar, apenas a quantidade de gramas ingeridas,
supondo que o individuo consuma essa quantidade de uma tnica vez. Durante o de-
senvolvimento do trabalho com os alunos, se essa questao surgir, sugerimos que seja
feita uma pesquisa de como o alcool é eliminado pelo corpo e busque um novo modelo

para discrever essa situacao.

Modelo 2

A UNESP- Campus de Botucatu possui um projeto denominado Projeto Viver Bem
sobre conscientizacao do uso de alcool. No site do projeto é fornecida uma planilha em
que é possivel descriminar o tipo e quantidade de bebida ingerida por um individuo
e esta planilha fornece a concentracao de alcool no sangue deste individuo. Fizemos

uma simulacao com um individuo do sexo masculino de 75kgs que consumiu 1 célice
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de vinho (75ml) por hora, durante 12horas e obtivemos a tabela reproduzida na figura

5.2:

Sexom |~

Hora Inicial =— 18 horas

Peso =75 kg Alcool

I-Ioj N de Bebidas Bebido (g) | Retido (g) HAS

17h]| - 0,0 0,0 0

ﬂ = il ‘Wirho do Posto, Mart * 10,8 10,8 0017
19h : 1 |"."i|‘||“|DdDPDlID_.ME|rtv 10,8 11,8 0,019

20h —=—{ 1] Vinho doPono,Marc» | 10,8 128 0,021

21h —=—{ 1] Vinhodo Porto,Mart > | 10,8 137 0,022

& = il Wirko do Posto, Mart * 10,8 14,7 0,024
23h : 1 | \irho do Posto, Mart * 10,8 157 0,025

_h—=—{ 1 VinhodoPono,Mart» | 10,8 16,7 0,027

L = il ‘inho do Posto, Mart * 10,8 17,6 0028

ﬂ = il Wirko do Posto, Mart * 10,8 18,6 0,030
3h : 1 | \irho do Posto, Mart * 10,8 19,6 0,032

4h —=—{ 1 VinhodoPono,Mart» | 10,8 20,6 0,023
ah = 1 | inho do Posto, Mart * 10,8 215 0,035

|

Figura 5.2: Simulagao de consumo de vinho e concentragao de &lcool no sangue

Ao observar esta simulacao surge o questionamento sobre o célculo da concentracao
de alcool no sangue e se é possivel determinar a concentracao de alcool no sangue de

um individuo consumindo um célice de vinho por hora durante n horas.

E possivel determinar a concentracao de dlcool no sangue de um individuo consu-

mindo um cdlice de vinho por hora durante n horas?

Analisando os dados da figura 5.2 e considerando que um céalice de vinho contém
10,8 gramas de &alcool (que calculamos no modelo 1, pela equacdo (5.1)), observa-se
que o alcool ingerido no primeiro célice fica totalmente retido. Apds o primeiro calice
ingerido, a quantidade retida no organismo, quase sempre aumenta 1,0 grama a cada
calice ingerido. Verifiquemos recursivamente como o alcool fica retido no corpo.

1 dose: a; = 10,8

2% dose: as =11,8=a; +1

3% dose: a3 =12, 8 =as+1=a1 +2

4% dose: a4y =13, 8 =azs+1=a;+3

5% dose: a5 =14,8 =as+1=a; +4

n® dose: a, =a; +(n—1) = a, =10,8+ (n — 1)
Observagao: Para determinar a concentragao de élcool no sangue(CAS), o Projeto

Viver Bem divide a quantidade de gramas ingeridas pelo peso do individuo e multiplica
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por uma constante, chamada de constante de concentracao que é 0,147 para os homens
e 0,121 para as mulheres. Essas informacoes sao oferecidas na planilha editavel que
possibilita a visualizagao dos calculos efetuados durante as simulagoes. Sendo assim,

temos a seguinte funcao:

[10,8 + (n — 1)] - 0,147 1,5876 + 0,147(n — 1)

Cln) = 75 75

Pelo modelo encontrado podemos fazer algumas anéalises:

e Se este individuo permanecer tomando um célice de vinho por hora durante 24

horas, qual sera sua concentracao de alcool no sangue?

1,5876 + 0,147(n — 1)
75
1,5876 + 0,147(24 — 1)

75
1,5876 + 0,147(23)

- 75

C(n) =

= 0,066

Segundo a tabela 5.2 para C'(n) = 0,066 o individuo apresenta entorpecimento fisi-
ologico de quase todos os sistemas, diminuicao da atencao e da vigilancia, reflexos mais
lentos, dificuldade de coordenacao e reducao da forca muscular, reducao da capacidade
de tomar decisoes racionais ou de discernimento, sensacao crescente de ansiedade ou

depressao e diminuicao da paciéncia.

e O Projeto Viver Bem, considera um CAS seguro e aceitavel de 0,055, para isso o
individuo podera permanecer tomando um calice de vinho por hora por quantas

horas?

1,5876+0,147(n — 1)

C(n) T
0,055 LOSTO+ 07,5147(n —1)

4,125 = 1,5876 + 0,147(n — 1)
2,5374 = 0,147n — 0, 147
2,6844 = 0, 147n

n = 18, 26.

Durante 18 horas o individuo permanecera na faixa considerada segura e aceitavel.
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Modelo 3

O acidente de transito é a principal causa de mortes de jovens no mundo e grande
parte desses acidentes estd relacionada de alguma forma com o consumo do &lcool.
No Brasil uma forte campanha de conscientizacao vem sendo feita juntamente com a
implementacao da chamada Le: Seca que estabelece tolerancia zero para o consumo de
alcool por motoristas.

Uma experiéncia realizada nos Estados Unidos, em 86 individuos, com média de
72kg, e estando 2 horas sem comer, mostrou que o risco de acidentes automobilisticos
cresce significativamente com a quantidade de uisque ingerido. Fazendo uma analogia

com a ingestao de vinho, obtemos a tabela 5.3:

Risco de Acidentes | Vinho ingerido
R; (%) «; (Calices)
1,0 0
7,3 8,5
20 12
35 14,6
48,5 15

Tabela 5.3: Risco de acidentes e quantidade de alcool ingerido. Fonte: Tabela adaptada
de [4] - pag 275

Qual € o risco de participar de acidentes por ingestao de bebidas alcodlicas?

Vejamos, na Figura 5.3 a construcao do grafico desta tabela, relacionando o risco
de acidentes com a quantidade de calices de vinho ingeridos.

Aparentemente o risco de acidentes (R) cresce exponencialmente em rela¢ao a quan-
tidade «; de bebida ingerida.

Vamos tentar propor um modelo utilizando a segunda caracterizacao das fungoes

exponenciais (b-a'), e teremos os seguintes dados:

b-a®=1=a"=1/b (5.4)

b-a® =7,31=a* =7,3/b=10g,7,3/b=28,5=log,7,3—1log,b=28,5 (5.5)

b-a? =20 = a'*=20/b=log,20/b= 12 = log, 20 — log, b = 12 (5.6)

b-a'*® =35 = a'*% = 35/b = log, 35/b = 14,6 = log, 35 —log, b= 14,6  (5.7)
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Risco de acidentes
wof Y
Risco (%) .
0 6 9 o 12 15 18 21
Calices
Figura 5.3: Risco de acidentes
b-a'® =48,5= a'® = 48,5/b = log, 48,5/b = 15 = log, 48,5 —log, b =15  (5.8)

Efetuando (5.8) - (5.6) temos:

log, 48,5 — log, b = 15
log, 20 — log, b = 12

Logo

log, 48,5 —log, 20 = 3

48,5
log, —— =3
Oga 20
a® = 2,425
a=1,344

Substituindo o valor de a = 1,344 em b - a® temos:
b-1,344°.

Substituindo em b - a'? temos:
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b-1,344"% =20
20/b = 35,04
35,04b 2 20
b= 20/35,04
b=0,57.

Finalmente temos o modelo

R(e) = 0,57 - 1,344,

Risco de acidentes
wf Y

R(0)=0,57-1,344¢

Risco (%)

104

201

Calices

Figura 5.4: Risco de acidentes

Pelo modelo encontrado podemos fazer algumas anéalises:

e O individuo que consumir 1 calice de vinho correra qual risco de participar um

acidente?

R(a) = 0,57 - 1, 344
R(1) = 0,57 - 1,344!
R(1) = 0,767

Correra um risco de 0, 767%.

T
21
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e A certeza de um acidente acontece quando o individuo consumir quantos calices

de vinho?

R(a) =100
100 = 0,57 - 1, 344%
100/0,57 = 1,344
175,44 = 1, 344°
logy 344 175,44 = «
a=17,48

Ao consumir 17,5 calices de vinho o acidente acontecerd com certeza.

Durante a aplicagao desta atividade em sala de aula, o professor pode permitir
que os alunos utilizem dois pontos quaisquer da tabela para modelar a situacao. Os
modelos obtidos terao pequenas diferengas nas bases e serd uma 6tima oportunidade
de discussao sobre as bases das fungoes exponenciais e com as construcoes dos graficos
dos modelos obtidos o professor podera levantar a questao sobre qual seria a base que
melhor descreve a situacao. Acreditamos que momentos como esse enriquecerao ainda

mais o desenvolvimento desta atividade.






6 Consideracoes Finais

Acreditamos que este trabalho possa contribuir para uma abordagem diferenciada
no ensino de funcoes exponenciais e logaritmicas. Temas estes que sao constantemente
abordados de forma mecanica e desvinculados da realidade e vivéncias dos alunos.

Em nossa proposta foi possivel explorar as defini¢oes e propriedades das funcoes de
forma natural e aplicadas a uma situagao muito presente no cotidiano dos alunos, ja
que o consumo de alcool se inicia cada vez mais cedo pelos adolescentes.

Neste caso, o papel da matematica ultrapassa os limites da sala de aula, chegando
a vida social dos alunos e cumpre o papel de agente transformador desses alunos pois
se torna um instrumento de leitura critica de situacoes cotidianas.

Através da modelagem foi possivel fazer uma reflexao da situagao e ter uma melhor
compreensao da realidade que o aluno esta inserido.

Esperamos que este trabalho possa ser desenvolvido em ambientes escolares diversos
e que consiga alcancar seus objetivos de ensino e aprendizagem dos temas matematicos
propostos, além de conscientizar os adolescentes sobre os problemas vinculados ao

consumo de alcool.
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