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Resumo

A correspondência AdS/CFT, da forma como foi conjecturada por Maldacena,

sugere uma equivalência notável entre duas teorias aparentemente não relacionadas,

quais sejam uma teoria de supercordas tipo IIB em um background AdS5 × S5 e

uma teoria de super Yang–Mills (SYM) em quatro dimensões maximalmente super-

simétrica (N = 4). Nesta dissertação, estudamos a relação entre o espectro da teoria

de supergravidade tipo IIB em AdS5 × S5 (limite de baixas energias da teoria de

supercordas mencionada acima) e a famı́lia de operadores invariantes de gauge em

N = 4 SYM descrita em [P. Howe, P. West, Int. J. Mod. Phys. A 14 (1999) 2659]

através do uso de um superespaço harmônico, tendo como base principal o artigo

[P. Heslop, P. Howe, Phys. Lett. B 502 (2001) 259]. Fazemos ainda uma revisão

do formalismo de cosets, que é amplamente utilizado neste trabalho.

Palavras Chaves: Supersimetria; Supergravidade; Correspondência AdS/CFT;

Superespaço Harmônico.

Áreas do conhecimento: Ciências Exatas e da Terra; F́ısica de Part́ıculas e

Campos; Teoria de Supercordas.
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Abstract

The AdS/CFT correspondence, as conjectured by Maldacena, suggests a re-

markable equivalence between two apparently unrelated theories, namely a type IIB

superstring theory on an AdS5 × S5 background and a maximally supersymmetric

(N = 4) super Yang–Mills (SYM) theory in four dimensions. In this dissertation,

we study the relation between the spectrum of the type IIB supergravity theory on

AdS5 × S5 (low-energy limit of the superstring theory mentioned above) and the

family of gauge-invariant operators in N = 4 SYM described in [P. Howe, P. West,

Int. J. Mod. Phys. A 14 (1999) 2659] by making use of a harmonic superspace,

mostly based on [P. Heslop, P. Howe, Phys. Lett. B 502 (2001) 259]. Moreover, we

review the coset space formalism, which is largely used in the present work.
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4.1 Superespaço Harmônico M4|16 × SU(4)/S(U(2)×U(2)) . . . . . . . . 27

4.2 Solução do v́ınculo de quarta ordem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.3 Propriedades do supercampo prepotencial . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.4 Conexão com N = 4 SYM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.4.1 Grupo de gauge abeliano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.4.2 Grupo de gauge não abeliano . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5 Conclusões e perspectivas 38

A Espinores de duas componentes 40

B Espinores e matrizes de Pauli em 10 dimensões 42
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Caṕıtulo 1

Introdução

A correspondência anti-de Sitter/Teoria de Campos Conforme (AdS/CFT), da forma

como foi conjecturada por Maldacena [1], sugere uma equivalência notável entre

duas teorias aparentemente não relacionadas. De um lado da correspondência (o

lado AdS), temos uma teoria de supercordas tipo IIB em um background AdS5×S5,

na qual o fluxo da 5-forma através de S5 é um número inteiro N , i.e.,∫
S5
F(5) = N , (1.1)

e os raios de AdS5 e S5 são iguais e dados por

L = 4

√
4πgsNα′2 , (1.2)

onde gs é a constante de acoplamento da supercorda e α′ é o parâmetro de Regge,

relacionado à tensão da supercorda T0 por

T0 =
1

2πα′
. (1.3)

Do outro lado (o lado da teoria de campos conforme), temos uma teoria de super

Yang–Mills (SYM) em quatro dimensões maximalmente supersimétrica (N = 4),

com grupo de gauge SU(N) e constante de acoplamento gYM =
√
gs na fase conforme.

Na forma mais forte da conjectura, a correspondência é dita válida para todo

valor de N e todos os regimes da constante de acoplamento gs = g2
YM. Mesmo se não

for este o caso, alguns limites já são bastante interessantes. O limite de ’t Hooft no

lado SYM, no qual N → ∞ com λ := g2
YMN mantido fixo, corresponde à teoria de

supercordas “clássica” (sem loops de cordas) em AdS5×S5 no lado AdS. Se, em vez

de manter λ fixo, tomamos o limite λ→∞, a teoria de supercordas se reduz à teoria

de supergravidade tipo IIB em AdS5 × S5. Assim, o regime de acoplamento forte

em SYM é mapeado no regime de baixas energias das teorias de supergravidade e

supercordas, um problema que oferece uma chance maior de solução.
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A notabilidade da conjectura advém principalmente do fato de a correspondência

se dar entre uma teoria de gravidade em dez dimensões e uma teoria em quatro

dimensões totalmente sem gravidade; de fato, com part́ıculas de spin igual ou inferior

a 1, apenas.∗ Tal fato sugere que a dinâmica gravitacional no interior do espaço de

anti-de Sitter seja resultante de uma imagem holográfica gerada pela dinâmica da

teoria na fronteira de AdS5. Por isso, muitas vezes se chama a correspondência de

holográfica.

Parte do interesse na correspondência está na construção de modelos nela basea-

dos que têm fornecido resultados sobre QCD. Esta linha de pesquisa é às vezes

chamada AdS/QCD. Há também aplicações da correspondência à f́ısica dos sólidos,

o que ficou conhecido como AdS/CMT (condensed matter theory).

Nesta dissertação, estudamos a relação entre o espectro da teoria de supergravi-

dade tipo IIB em AdS5×S5 e a famı́lia de operadores invariantes de gauge em N = 4

SYM introduzida em [2] através do uso de um superespaço harmônico, tendo como

base principal o artigo [3]. Não é feita aqui uma revisão sobre a correspondência

AdS/CFT. Para tanto, ver, por exemplo, [5, 6].

No segundo caṕıtulo, fazemos uma revisão sobre o poderoso formalismo de cosets,

que é largamente usado ao longo da dissertação. Além disso, trabalhamos alguns

exemplos para esclarecer as ideias e conceitos apresentados, bem como adiantar al-

gumas propriedades do espaço de anti-de Sitter que serão úteis no próximo caṕıtulo.

No terceiro caṕıtulo, apresentamos a teoria de supergravidade tipo IIB. Mostra-

mos que os campos componentes podem ser descritos em termos de um supercampo

quiral A satisfazendo a um v́ınculo da forma D4A ∼ D̄4Ā. Isto é verdade tanto

para um background IM10 como para um background AdS5×S5. Neste último caso,

expandimos A em harmônicos de S5 e passamos para a fronteira de AdS5, obtendo

um conjunto de supercampos quirais N = 4 em quatro dimensões.

No quarto caṕıtulo, introduzimos o superespaço harmônico M4|16×
SU(4)/S(U(2) × U(2)), traduzimos o v́ınculo de quarta ordem satisfeito pelo su-

percampo A para a nova linguagem e mostramos que este pode ser facilmente re-

solvido em termos de uma famı́lia de supercampos prepotenciais que se acoplam a

correntes de Noether generalizadas. Os v́ınculos impostos nestas últimas, oriundos

das invariâncias de gauge dos prepotenciais, são precisamente aqueles satisfeitos pela

famı́lia de operadores invariantes de gauge em N = 4 SYM mencionada acima.

Finalmente, no quinto e último caṕıtulo, apresentamos nossas conclusões e pers-

pectivas para o futuro. Em seguida, o apêndice A revisa os principais aspectos

∗Esta é a razão de N = 4 SYM ser dita maximalmente supersimétrica. Fosse N > 4, teŕıamos
part́ıculas com spin maior que 1.
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do formalismo de espinores de duas componentes em quatro dimensões, além de

fixar nossa notação e nossas convenções. No apêndice B, fazemos uma breve re-

visão sobre espinores e matrizes de Pauli em 10 dimensões. A lista das relações

de (anti)comutação dos geradores do grupo PSU(2, 2|4) é exposta no apêndice C,

deixando expĺıcitas as convenções utilizadas nos cálculos ao longo da dissertação.

3



Caṕıtulo 2

Técnicas de espaços homogêneos

Formulações manifestamente invariantes de teorias de campos fazem uso de algum

espaço (ou superespaço) em que uma dada simetria (ou supersimetria) é realizada

geometricamente por transformações de coordenadas. Apresentamos aqui o for-

malismo de cosets, que nos permite construir tais espaços de forma sistemática e

que será imprescind́ıvel para esta dissertação. Além disso, fornecemos exemplos de

espaços homogêneos como aplicação do formalismo.

2.1 Formalismo de “cosets”

Seja G um grupo com geradores XI e YA (I = 1, . . . , n e A = n + 1, . . . , n + m)

e H um subgrupo de G com geradores XI . A álgebra de Lie de G tem a seguinte

estrutura:

[XI , XJ ] = fIJ
KXK , [XI , YA] = fIA

JXJ + fIA
BYB ,

[YA, YB] = fAB
IXI + fAB

CYC ,
(2.1)

onde os f ’s são as constantes de estrutura do grupo G. Podemos definir uma relação

de equivalência entre dois elementos g1, g2 ∈ G da seguinte maneira:

g1 ∼ g2 :⇐⇒ g−1
1 g2 ∈ H . (2.2)

As classes de equivalência de G pela relação definida acima são chamadas “cosets”.∗

O conjunto de cosets define o quociente de G por H, o qual é usualmente denotado

por G/H.

É sempre posśıvel definir uma ação de G sobre G/H que age transitivamente em

G/H, o que faz de G/H um espaço homogêneo de G. Naturalmente, o subgrupo

H ⊂ G é o grupo de isotropia do elemento H ∈ G/H [7].

∗A rigor, “cosets” à esquerda. Em toda a dissertação, cosets e ações de grupos serão sempre
implicitamente definidos à esquerda.
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O espaço G/H é parametrizado por coordenadas ξA, correspondendo aos gera-

dores YA. Podemos definir um representante do “coset” como

Ω := eiξ
AYA . (2.3)

Esta definição implica que H corresponde à origem de G/H (ξ = 0), ou seja, H ⊂ G

é o grupo de isotropia da origem de G/H. O representante do coset é definido a

menos da relação de equivalência

Ω(ξ) ∼ Ω(ξ)h(λ) , (2.4)

onde h(λ) ∈ H é uma transformação local.

O grupo G age globalmente sobre G/H. A ação de um elemento g ∈ G é definida

da seguinte forma:

g eiξ
AYA = eiξ

′A(ξ,g)YA h(ξ, g) ⇐⇒ Ω′ = gΩh−1 , (2.5)

onde h(ξ, g) = exp[iλI(ξ, g)XI ] é algum elemento do subgrupo H com parâmetros

λI(ξ, g). Os parâmetros ξ′A e λI em (2.5) podem, em prinćıpio, ser obtidos através

da fórmula de Baker–Campbell–Hausdorff

eAeB = exp
{
A+B +

1

2
[A,B] +

1

12
([A, [A,B]] + [[A,B], B]) + · · ·

}
(2.6)

e da álgebra (2.1).

A partir do representante do coset, definimos a 1-forma de Cartan como [8]

C(ξ) = CM(ξ)gM = dξACAMgM := Ω(ξ)−1dΩ(ξ) , (2.7)

onde gM representa coletivamente os geradores do grupo G, i.e., XI e YA. Supondo

fIA
J = 0, podemos escrever a 1-forma de Cartan como

CMgM = i(E + ω) = i(EAYA + ωIXI) . (2.8)

Nesta expressão, EA são as componentes do “vielbein”,† enquanto ωI são as com-

ponentes da conexão para o subgrupo H, a qual generaliza a conexão espinorial.

Da equação (2.5), podemos derivar as leis de transformação destes campos sob a

ação de g ∈ G. Com efeito,

(Ω−1dΩ)′ = (gΩh−1)−1d(gΩh−1)

= h(Ω−1dΩ)h−1 + hdh−1

= i(hEh−1 + hωh−1 − ihdh−1) (2.9)
!

= i(E ′ + ω′) , (2.10)

†Para evitar a introdução de mais notação, utilizamos os mesmos ı́ndices para as coordenadas
da variedade e do espaço tangente. Não há risco de ambiguidade, uma vez que o contexto sempre
nos permite inferir o tipo de ı́ndice que está sendo usado. Por exemplo, as componentes do vielbein

sempre carregam um ı́ndice do espaço tangente.
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onde usamos dg = 0, já que g representa uma simetria global e, portanto, é inde-

pendente de ξA. De (2.9) e (2.10), obtemos

E ′ = hEh−1

ω′ = hωh−1 − ihdh−1 .
(2.11)

O vielbein e a conexão são utilizados para definir a derivada covariante D

no espaço G/H. Se ψr(ξ) (r é o ı́ndice da representação de H) é um objeto que se

transforma homogeneamente sob a ação de G, então

(Dψ)r ≡ EA(DAψ)r = [(d + i ω)ψ]r (2.12)

também o é. É claro que a última expressão é apenas esquemática, a forma exata

de (ωψ)r dependendo do tipo de objeto que é ψr.

Ainda a partir do vielbein e da conexão, podemos definir a torção

T := DE = dE − i E ∧ ω − i ω ∧ E (2.13)

e a curvatura

R := dω − i ω ∧ ω , (2.14)

que caracterizam a geometria do espaço.‡ Derivadas de ordem superior do vielbein

e da conexão levam apenas a relações entre os objetos definidos acima. De fato,

DT = dT − i T ∧ ω + i ω ∧ T
= −i E ∧ dω + i dE ∧ ω − i ω ∧ dE + i dω ∧ E − i dE ∧ ω
− (E ∧ ω) ∧ ω − (ω ∧ E) ∧ ω + i ω ∧ dE + ω ∧ (E ∧ ω) + ω ∧ (ω ∧ E)

= −i (E ∧R−R ∧ E) (2.15)

e

DR = dR− i R ∧ ω + i ω ∧R
= −i ω ∧ dω + i dω ∧ ω − i dω ∧ ω − (ω ∧ ω) ∧ ω + i ω ∧ dω + ω ∧ (ω ∧ ω)

= 0 . (2.16)

As equações (2.15) e (2.16) são chamadas identidades de Bianchi.

Aplicando duas vezes a derivada covariante a uma p-forma F tomando valores

na álgebra de Lie de G, podemos derivar uma outra identidade:

D2F = D [dF − iF ∧ ω + (−1)pi ω ∧ F ]

= −iF ∧ dω − (F ∧ ω) ∧ ω + (−1)p(ω ∧ F) ∧ ω
+ i dω ∧ F − (−1)pω ∧ (F ∧ ω) + ω ∧ (ω ∧ F)

= −i (F ∧R−R ∧ F) . (2.17)

‡No que diz respeito a formas diferenciais, nossas convenções são as mesmas de [9].
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Esta identidade recebe o nome de identidade de Ricci. Note-se que a identidade

de Bianchi (2.15) é um caso particular de (2.17), no qual F = E. De modo análogo,

podemos derivar a identidade de Ricci para um campo Ψr(ξ). Obtemos

D2Ψr = i (RΨ)r , (2.18)

ou seja,

D(EADAΨr) = EA ∧ EBDBDAΨr + TADAΨr = i (RΨ)r , (2.19)

donde

[DA, DB}Ψr = −TABCDCΨr + i (RABΨ)r , (2.20)

sendo [ , } um anticomutador no caso de DA e DB serem ambos fermiônicos e um

comutador nos demais casos. Este é um resultado assaz interessante, uma vez que

nos permite obter as relações de (anti)comutação das derivadas covariantes sem que

precisemos conhecer a forma expĺıcita das mesmas.

As ideias e os conceitos apresentados aqui, bem como sua utilidade, ficarão mais

claros quando aplicados aos exemplos da próxima seção.

2.2 Exemplos

2.2.1 Espaço de Minkowski

Talvez o exemplo mais simples e mais bem conhecido de um espaço homogêneo seja

o espaço de Minkowski IM4. Neste, G é o grupo de Poincaré ISO(1, 3) e H é o grupo

de Lorentz SO(1, 3), i.e.,

IM4 =
ISO(1, 3)

SO(1, 3)
=:
{Pa,Mab}
{Mab}

. (2.21)

Na equação acima, introduzimos uma notação em que um grupo é identificado com

o conjunto dos seus geradores. Pa são os geradores das translações e Mab = −Mba, os

geradores das rotações de Lorentz (a, b = 0, . . . , 3). A álgebra do grupo de Poincaré

tem a seguinte estrutura:

[Pa, Pb] = 0 ,

[Mab, Pc] = 2iηc[bPa] ,

[Mab,Mcd] = 2i(ηc[bMa]d + ηd[aMb]c) ,

(2.22)

onde η = diag(1,−1,−1,−1) e [ab] := 1
2
(ab − ba). As coordenadas associadas aos

geradores Pa são as usuais xa, e o representante do coset pode ser escolhido como

Ω = eix
aPa . (2.23)
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Sob a ação de uma translação exp[icaPa] (ca ∈ IR4), temos

eic
aPa eix

aPa = ei(x
a+ca)Pa , (2.24)

ou seja, x′a = xa + ca e h = 1. Já uma rotação de Lorentz exp[ i
2
λabMab], com

parâmetros λab = −λba reais, produz

e
i
2
λabMab eix

aPa = e
i
2
λabMab eix

aPa e−
i
2
λabMab e

i
2
λabMab

= e
i
2
λabMab

(
1 + ixaPa −

1

2!
xaxbPaPb + · · ·

)
e−

i
2
λabMab e

i
2
λabMab

= ei exp[λabxa∂b]x
cPce

i
2
λabMab ; (2.25)

logo, x′c = exp[λabxa∂b]x
c =: Λc

d x
d, onde Λ é a matriz de Lorentz na representação

vetorial, e h = exp[ i
2
λabMab]. No cálculo acima, utilizamos o lema de Hadamard,

segundo o qual

eABe−A = B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] + · · · . (2.26)

Esta fórmula será utilizada por diversas vezes neste caṕıtulo sem que façamos menção

a ela.

Para calcular a 1-forma de Cartan, utilizamos o representante do coset (2.23), a

definição (2.7) e a seguinte expressão para a derivada de uma exponencial:

deA =
(

dA+
1

2!
[A, dA] +

1

3!
[A, [A, dA]] + · · ·

)
eA . (2.27)

Obtemos

e−ix
aPadeix

aPa = e−ix
aPa(idxaPa)e

ixaPa

= idxaPa , (2.28)

donde o vielbein§ Ea = dxa e a conexão é nula, o que implica que, neste espaço, a

derivada covariante é dada simplesmente pela derivada usual, i.e., Da = ∂a. Pode-

mos concluir ainda que também se anulam a torção e a curvatura.

O espaço de Minkowski também pode ser identificado com um outro quociente,

considerando os geradores do grupo das transformações conformes SO(2, 4). Temos

IM4 =
SO(2, 4)

Span(iso(1, 3)K ⊕∆)
=
{Pa,Mab, Ka,∆}
{Mab, Ka,∆}

, (2.29)

onde ∆ é o gerador das dilatações e Ka são os geradores dos boosts conformes. A

parte da álgebra envolvendo os novos geradores é

[∆, Pa] = iPa , [∆, Ka] = −iKa ,

[Mab, Kc] = 2iηc[bKa] , [Pa, Kb] = −2i(ηab∆ +Mab) ,

[Ka, Kb] = 0 , [∆,Mab] = 0 .

(2.30)

§Neste caso, também chamado vierbein ou tetrada.
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Podemos, agora, estudar o efeito das novas transformações sobre as coorde-

nadas xa. Sob a ação de uma dilatação exp[i log(λ)∆] (λ > 0), temos

ei log(λ)∆eix
aPa = ei log(λ)∆eix

aPae−i log(λ)∆ei log(λ)∆

= ei
xa

λ
Paei log(λ)∆ , (2.31)

donde x′a = xa/λ e h = exp[i log(λ)∆]. A obtenção da ação de um boost conforme

exp[ivaKa] (va ∈ IR4) é um pouco mais complicada. Considerando parâmetros va

infinitesimais, temos

eiv
aKaeix

aPa = eix
aPae−ix

aPaeiv
aKaeix

aPa

= eix
aPae−ix

aPa [1 + ivaKa] e
ixaPa

= eix
aPa

[
1 + i

(
2(v · x)xaPa − x2vaPa + vaKa − 2(v · x)∆− 2vaxbMba

)]
= ei(x

a+2(v·x)xa−x2va)Pa
[
1 + i

(
vaKa − 2(v · x)∆− 2vaxbMba

)]
, (2.32)

onde desprezamos termos da ordem de v2. Portanto,

δxa = 2(v · x)xa − x2va ,

h = 1 + i
(
vaKa − 2(v · x)∆− 2vaxbMba

)
+O(v2) .

(2.33)

Este primeiro exemplo de espaço homogêneo, relativamente simples, já nos mostra

o potencial deste poderoso formalismo. No próximo exemplo, vamos aplicá-lo a um

quociente envolvendo geradores de supersimetria, obtendo resultados conhecidos de

uma forma bastante elegante.

2.2.2 Superespaço de Minkowski

Uma importante aplicação do formalismo de cosets é a construção de um espaço

em que a álgebra do grupo de super Poincaré possa ser realizada, da mesma forma

que a álgebra do grupo de Poincaré é realizada no espaço de Minkowski. A maneira

mais simples para fazer isto é estender IM4 acrescentando ao grupo G os geradores

de supersimetria (supertranslações) Qαi e Q̄i
α̇, além dos automorfismos SU(N ). O

espaço resultante é chamado superespaço de Minkowski, e é denotado

M4|4N :=
{Pa,Mab, Qαi, Q̄

i
α̇, su(N )}

{Mab, su(N )}
. (2.34)

A notação m|n indica m variáveis bosônicas (comutantes) e n fermiônicas (antico-

mutantes), enquanto su(N ) denota a álgebra de SU(N ) e i = 1, . . . ,N é o ı́ndice de

sua representação (anti)fundamental.
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A álgebra do grupo de super Poincaré tem a seguinte estrutura:

[Mab, Qαi] = −1
2
(σab)α

βQβi , [Mab, Q̄
i
α̇] = 1

2
(σ̃ab)α̇

β̇Q̄i
β̇
,

[Qαi, Pa] = 0 , [Q̄i
α̇, Pa] = 0 ,

{Qαi, Qβj} = 0 , {Q̄i
α̇, Q̄

j

β̇
} = 0 ,

{Qαi, Q̄
j
α̇} = 2δji (σ

a)αα̇Pa ,

(2.35)

além das relações (2.22) e da parte da álgebra envolvendo os geradores de SU(N ).

Por serem fermiônicos, os geradores das supertranslações satisfazem entre si a rela-

ções de anticomutação, em vez de relações de comutação. Eles formam N espinores

de Majorana, i.e., Q̄i
α̇ = (Qαi)

†. Para mais detalhes sobre nossas convenções e

notações, em particular as definições de σa, σab e σ̃ab, ver o apêndice A.

Quando N > 1, a álgebra do grupo de super Poincaré é também conhecida

como álgebra de supersimetria N -estendida (com carga central nula). Quando

N = 1, a álgebra é comumente chamada álgebra de supersimetria simples

(ou não estendida). Neste sentido, a álgebra do grupo de Poincaré corresponde à

supersimetria N = 0.

O superespaço M4|4N é parametrizado pelas coordenadas xa (bosônicas), θαi e

θ̄α̇i (fermiônicas), correspondendo aos geradores Pa, Qαi e Q̄i
α̇, respectivamente. Sob

conjugação complexa, estas coordenadas possuem as seguintes propriedades:

xa = xa , θαi = θ̄α̇i . (2.36)

Escolhemos o representante do coset como

Ω = ei(x
aPa+θαiQαi+θ̄α̇iQ̄

α̇i) . (2.37)

Claramente, as coordenadas θ e θ̄ transformam-se como espinores quirais sob o

grupo de Lorentz e de acordo com as representações fundamentais de SU(N ). As

transformações de supersimetria são geradas por

g = ei(ε
αiQαi+ε̄α̇iQ̄

α̇i) , (2.38)

que, quando age sobre Ω, produz (com parâmetros ε infinitesimais)

gΩ = ei[x
aPa+(θαi+εαi)Qαi+(θ̄α̇i+ε̄α̇i)Q̄

α̇i]− 1
2
εαj θ̄α̇i{Qαj ,Q̄α̇i}− 1

2
ε̄α̇iθ

αj{Q̄α̇i,Qαj}+O(ε2)

= ei[(x
a+iθiσaε̄i−iεiσaθ̄i)Pa+(θαi+εαi)Qαi+(θ̄α̇i+ε̄α̇i)Q̄

α̇i]+O(ε2) , (2.39)

donde
δxa = i(θiσaε̄i − εiσaθ̄i) ,
δθαi = εαi ,

δθ̄α̇i = ε̄α̇i

(2.40)

10



e h = 1. A 1-forma de Cartan é dada por

Ω−1dΩ = iΩ−1
(

dxaPa + dθαiQαi + dθ̄α̇iQ̄
α̇i +

i

2
[θαiQαi, dθ̄α̇jQ̄

α̇j] +
i

2
[θ̄α̇iQ̄

α̇i, dθαjQαj]
)

Ω

= iΩ−1
[
(dxa + idθiσaθ̄i − iθiσadθ̄i)Pa + dθαiQαi + dθ̄α̇iQ̄

α̇i
]

Ω ,

= i
[
(dxa − idθiσaθ̄i + iθiσadθ̄i)Pa + dθαiQαi + dθ̄α̇iQ̄

α̇i
]
, (2.41)

o que nos permite concluir que a conexão é nula (e, portanto, também é nula a

curvatura) e as componentes do vielbein são

Ea = dxa − i(σa)αα̇(dθαiθ̄α̇i + dθ̄α̇i θ
αi) ,

Eαi = dθαi ,

Ēα̇
i = dθ̄α̇i .

(2.42)

A partir do vielbein, podemos calcular a torção:

T = dE

= dθαi ∧ dθ̄α̇j
∂

∂θ̄α̇j

[
−i(σa)αβ̇ θ̄

β̇
i

]
Pa + dθ̄α̇j ∧ dθαi

∂

∂θαi

[
−iεβ̇α̇(σa)ββ̇θ

βj
]
Pa

= 2i(σa)α
α̇dθαi ∧ dθ̄α̇iPa , (2.43)

o que implica que as únicas componentes não nulas são

Tαj
i a
α̇ = T iα̇αj

a = 2iδij(σ
a)αα̇ . (2.44)

Um campo no superespaço de Minkowski é chamado supercampo. Supercam-

pos são funções Φij...
αβ...(x, θ, θ̄) carregando ı́ndices de SL(2,C) e SU(N ). Eles se trans-

formam como escalares sob a ação de translações e supertranslações, i.e.,

(Φij...
αβ...)

′(x′, θ′, θ̄′) = Φij...
αβ...(x, θ, θ̄) , (2.45)

e de acordo com sua estrutura de ı́ndices sob a ação do grupo de isotropia. Como

as variáveis θ e θ̄ são anticomutantes, o quadrado de qualquer uma delas é identi-

camente nulo, de modo que a expansão de um supercampo em potências de θ e θ̄ é

sempre finita. Por exemplo, para um supercampo escalar (de Lorentz e de SU(N )),

Φ(x, θ, θ̄) = φ(x) + θαiψαi(x) + θ̄α̇iχ̄
α̇i(x) + · · ·+ θ2N θ̄2NF (x) . (2.46)

Assim, um supercampo escalar descreve um conjunto de 24N campos componentes.

As transformações supersimétricas dos campos componentes em (2.46) podem

ser obtidas a partir das leis de transformação (2.40). Por exemplo,

δΦ = δxa
∂Φ

∂xa
+ δθαi

∂Φ

∂θαi
+ δθ̄α̇i

∂Φ

∂θ̄α̇i
= εαiψαi(x) + ε̄α̇iχ̄

α̇i(x) +O(θ, θ̄)
!

= δφ(x) + θαiδψαi(x) + θ̄α̇iδχ̄
α̇i(x) + · · ·+ θ2N θ̄2N δF (x) , (2.47)
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ou seja,

δφ(x) = εαiψαi(x) + ε̄α̇iχ̄
α̇i(x) . (2.48)

Para encontrar as componentes da derivada covariante, utilizamos a definição

(2.12) com um supercampo Φ qualquer:

DΦ = (EaDa + EαiDαi + Ēα̇iD̄
α̇i)Φ

=
[
dxaDa + dθαi

(
Dαi − i(σa)αα̇θ̄α̇i Da

)
+ dθ̄α̇i

(
D̄α̇i − iεβ̇α̇(σa)αβ̇θ

αiDa

)]
Φ

!
=

(
dxa∂a + dθαi

∂

∂θαi
+ dθ̄α̇i

∂

∂θ̄α̇i

)
Φ , (2.49)

donde

Da = ∂a ,

Dαi =
∂

∂θαi
+ i(σa)αα̇θ̄

α̇
i ∂a , (2.50)

D̄i
α̇ = − ∂

∂θ̄α̇i
− iθαi(σa)αα̇∂a .

Definimos um supercampo quiral como aquele que satisfaz a

D̄i
α̇Φ = 0 (2.51)

e um supercampo antiquiral como aquele que satisfaz a

DαiΦ = 0 . (2.52)

A partir deste ponto, estaŕıamos prontos para seguir estudando o formalismo de

supercampos no superespaço, construindo teorias manifestamente supersimétricas e

analisando suas propriedades, mas isto está fora do escopo desta dissertação.

De modo análogo ao que fizemos para o espaço de Minkowski, também podemos

descrever o superespaço de Minkowski por meio de um quociente envolvendo gera-

dores do grupo superconforme. Para este fim, consideraremos doravante N = 4.

Temos

M4|16 =
PSU(2, 2|4)

{Mab, su(4),∆, Ka, Siα, S̄α̇i}
, (2.53)

onde os geradores Siα, S̄α̇i = (Siα)† correspondem à supersimetria “especial” ou con-

forme. A álgebra psu(2, 2|4) está detalhada no apêndice C.

É interessante calcular a ação de um boost conforme exp[ivaKa], com parâmetros

va reais. As formas expĺıcitas das variações das coordenadas xa, θαi e θ̄α̇i sob esta

transformação são bastante complicadas, mesmo considerando parâmetros va in-

finitesimais. De fato, não iremos mostrá-las aqui, uma vez que, para os nossos

12



propósitos neste caṕıtulo, vamos precisar da forma expĺıcita da transformação local

h ∈ {Mab, su(4),∆, Ka, S
i
α, S̄α̇i} apenas. Esquematicamente, temos

eiv
aKaΩ = ei(x

a+2(v·x)xa−x2va)Pah(IM4)ei(θ
αiQαi+θ̄α̇iQ̄

α̇i)

= ei(x
a+2(v·x)xa−x2va)Paei(θ

αiQαi+θ̄α̇iQ̄
α̇i)e−i(θ

αiQαi+θ̄α̇iQ̄
α̇i)h(IM4)ei(θ

αiQαi+θ̄α̇iQ̄
α̇i)

= ei(x
a+δxa)Paei[(θ

αi+δθαi)Qαi+(θ̄α̇i+δθ̄α̇i)Q̄
α̇i]h , (2.54)

onde h(IM4) é o elemento do grupo de isotropia de IM4 que aparece em (2.33), δxa,

δθαi e δθ̄α̇i são funções complicadas de xa, θαi e θ̄α̇i, e

h = h(IM4) − 4vaθjσaθ̄iU
i
j + iεabcdv

aθjσbθ̄jM
cd

− vaθiσaS̄i − vaθ̄iσ̃aSi +O(v2) ,
(2.55)

sendo U j
i = −(U i

j)
† os geradores de SU(4). Usaremos este resultado mais adiante.

2.2.3 Espaço AdS5

O espaço de anti-de Sitter, importante no contexto da correspondência AdS/CFT,

também constitui um exemplo de espaço homogêneo. No caso de cinco dimensões,

G = SO(2, 4) e H = SO(1, 4), i.e.,

AdS5 =
SO(2, 4)

SO(1, 4)
=
{1

2
(Pa +Ka),∆,

1
2
(Pa −Ka),Mab}

{1
2
(Pa −Ka),Mab}

, (2.56)

onde os geradores foram escritos em termos dos Pa, Mab, Ka e ∆ definidos anterior-

mente e a álgebra so(2,4) é dada por (2.22) e (2.30).

O espaço AdS5 é parametrizado por quatro coordenadas da borda xa e uma

coordenada radial r > 0, correspondendo ao gerador ∆. Um representante do coset

conveniente é dado por¶

Ω = eix
aPaei log(r)∆ . (2.57)

Sob a ação de uma dilatação exp[i log(λ)∆], λ > 0, temos

ei log(λ)∆eix
aPaei log(r)∆ = ei

xa

λ
Paei log(λ)∆ei log(r)∆

= ei
xa

λ
Paei log(λr)∆ , (2.58)

onde usamos o resultado (2.31). Portanto, x′a = xa/λ, r′ = λr e h = 1.

Mais uma vez, a obtenção da ação de um boost conforme exp[ivaKa] (va ∈ IR4)

se mostra um tanto mais complicada. Entretanto, o cálculo feito em (2.32) facilita

¶Uma escolha talvez mais natural seria Ω̂ = exp[ixa(Pa + Ka) + i log(r)∆]. Pode-se mostrar
que Ω̂ é equivalente a Ω no sentido de (2.4).
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bastante o nosso trabalho.‖ Desprezando termos da ordem de v2, temos

eiv
aKaΩ = ei(x

a+2(v·x)xa−x2va)Pah(IM4)ei log(r)∆

= ei(x
a+2(v·x)xa−x2va)Paei log(r)∆e−i log(r)∆h(IM4)ei log(r)∆

= ei(x
a+2(v·x)xa−x2va)Paei log(r)∆

[
1 + i

(
va

r
Ka − 2(v · x)∆− 2vaxbMba

)]
= ei(x

a+2(v·x)xa−x2va)Paei log(r)∆
[
1 + i

(
va

r
Pa −

va

r
(Pa −Ka)− 2(v · x)∆− 2vaxbMba

)]
= ei(x

a+2(v·x)xa−x2va+ va

r2
)Paei log(re−2v·x)∆

[
1− iv

a

r
(Pa −Ka)− 2ivaxbMba

]
, (2.59)

onde h(IM4) é o elemento do grupo de isotropia de IM4 que aparece em (2.33). Logo,

δxa = 2(v · x)xa − x2va +
va

r2
,

δr = −2(v · x)r ,

h = 1− iv
a

r
(Pa −Ka)− 2ivaxbMba +O(v2) .

(2.60)

A primeira das equações acima implica que, na fronteira do espaço AdS5, i.e., quando

r →∞, as coordenadas xa se transformam da maneira usual sob a ação de um boost

conforme (cf. (2.33)). Tal fato está em acordo com um dos principais ingredientes da

correspondência AdS/CFT, que é a identificação da fronteira do espaço de anti-de

Sitter com o espaço no qual a teoria de campos conforme é definida. No próximo

exemplo, veremos a generalização supersimétrica deste fato.

Continuando o estudo geométrico de AdS5, temos que a 1-forma de Cartan é

dada por

Ω−1dΩ = ie−i log(r)∆e−ix
aPa

(
dxaPae

ixaPa + eix
aPa

dr

r
∆

)
ei log(r)∆

= i

(
e−i log(r)∆dxaPae

i log(r)∆ +
dr

r
∆

)

= i

(
r dxaPa +

dr

r
∆

)

= i

(
1

2
r dxa(Pa +Ka) +

1

2
r dxa(Pa −Ka) +

dr

r
∆

)
, (2.61)

donde obtemos as componentes do vielbein

Ea = r dxa , Er =
dr

r
, (2.62)

e a conexão

ω =
1

2
r dxa(Pa −Ka) . (2.63)

‖Aqui fica clara a conveniência da escolha do representante (2.57).
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De posse destes, procedemos ao cálculo da torção:

T = dE − i E ∧ ω − i ω ∧ E
=

1

2
dxa ∧ dr(Pa +Ka)−

i

4
r2dxa ∧ dxb [Pa +Ka, Pb −Kb]︸ ︷︷ ︸

=−2[P(a,Kb)]

− i
2

dr ∧ dxa [∆, Pa −Ka]︸ ︷︷ ︸
=i(Pa+Ka)

= 0 , (2.64)

onde (ab) := 1
2
(ab + ba). Já o cálculo da curvatura dá:

R = dω − i ω ∧ ω
=

1

2
dxa ∧ dr(Pa −Ka)−

i

8
r2dxa ∧ dxb [Pa −Ka, Pb −Kb]︸ ︷︷ ︸

=4iMab

=
1

2
dxa ∧ dr(Pa −Ka) +

1

2
r2dxa ∧ dxbMab , (2.65)

ou seja, as componentes não nulas são

Rar
b = −δba , Rab

cd = −r2δc[aδ
d
b] . (2.66)

Para finalizar a discussão do espaço de anti-de Sitter de cinco dimensões, notamos

que a métrica, que pode ser obtida a partir de (2.62), é dada, nestas coordenadas,

por

ds2 = r2 ηabdx
adxb − dr2

r2
. (2.67)

As isometrias geradas por ∆ e Ka podem ser verificadas explicitamente no elemento

de linha acima. Além disso, utilizando (2.67), podemos mostrar que o espaço de

anti-de Sitter realmente possui uma fronteira e que ela está localizada em r → ∞,

ou seja, a interpretação dada abaixo de (2.60) faz sentido. Com efeito, consideremos

a geodésica de um fóton criado em t := x0 = 0 e r = 1, para a qual ds2 = 0.

Suponhamos, por simplicidade, que o fóton não se mova nas direções ~x de AdS5.

Temos

0 = r2dt2 − dr2

r2
, (2.68)

de modo que o tempo que o fóton leva para chegar a r →∞ é dado por

∆t =
∫ t

0
dt′ =

∫ ∞
1

dr

r2
= 1 <∞ , (2.69)

i.e., o fóton leva um tempo finito para alcançar r →∞, o que implica que o espaço

possui uma fronteira nesta região.
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2.2.4 Superespaço AdS5,5|32

O último exemplo que estudaremos é o superespaço AdS5,5|32. Este pode ser visto

como uma extensão supersimétrica do espaço de anti-de Sitter de cinco dimensões

(paraN = 8), semelhante à extensão do espaço de Minkowski IM4 para o superespaço

M4|4N , acompanhada de uma extensão da parte bosônica (descrita por variáveis

comutantes) de 5 para 10 dimensões, sendo as 5 novas dimensões compactificadas em

uma 5-esfera. Em outras palavras, trata-se de um superespaço cuja parte bosônica

é AdS5 × S5 e cuja parte fermiônica é descrita por 32 variáveis anticomutantes. Na

forma de um quociente, temos

AdS5,5|32 =
PSU(2, 2|4)

SO(1, 4)× SO(5)
. (2.70)

Isto pode ser visto do fato de que a parte bosônica do grupo PSU(2, 2|4) é dada por

SU(2, 2)× SU(4) ' SO(2, 4)× SO(6), enquanto o espaço AdS5 é dado por (2.56) e

uma n-esfera Sn pode ser identificada com o quociente SO(n+1)/SO(n). Em termos

dos geradores,

AdS5,5|32 =
{1

2
(Pa +Ka),∆,

1
2
(Pa −Ka),Mab, Qαi, Q̄

i
α̇, S

i
α, S̄α̇i, U

i
j}

{1
2
(Pa −Ka),Mab, M̃mn}

, (2.71)

onde M̃mn = −1
2
(ρmn)ji U

i
j (m,n = 5, . . . , 9) são os geradores do grupo de isotropia

de S5. As matrizes ρ estão relacionadas com os coeficientes de Clebsch–Gordan de

SU(4). Sua definição precisa e suas propriedades podem ser encontradas no apêndice

11.D de [10].

As coordenadas que parametrizam este superespaço são xa, r, φm (bosônicas),

θαi, θ̄α̇i = θiα, ϕαi e ϕ̄iα̇ = ϕαi (fermiônicas), correspondendo aos geradores
1
2
(Pa + Ka), ∆, P̃m = −1

2
(ρm10)ji U

i
j , Qαi, Q̄

α̇i, Siα e S̄α̇i , respectivamente. Um

representante do coset que é conveniente para os nossos propósitos aqui é dado por

Ω = ei(x
aPa+θαiQαi+θ̄α̇iQ̄

α̇i)ei log(r)∆ei(ϕ
α
i S

i
α+ϕ̄iα̇S̄

α̇
i )eiφ

mP̃m . (2.72)

Outra vez, é interessante estudar a ação de um boost conforme g = exp[ivaKa],

com parâmetros va reais infinitesimais. Com a ajuda de (2.54), obtemos

gΩ = ei(x
a+δxa)Paei[(θ

αi+δθαi)Qαi+(θ̄α̇i+δθ̄α̇i)Q̄
α̇i]h(M4|16)ei log(r)∆ei(ϕ

α
i S

i
α+ϕ̄iα̇S̄

α̇
i )eiφ

mP̃m ,

(2.73)

com h(M4|16) dado por (2.55). Passando h(M4|16) através dos geradores ∆, S e S̄ da

forma usual, ficamos com

gΩ = ei(x
a+δxa)Paei[(θ

αi+δθαi)Qαi+(θ̄α̇i+δθ̄α̇i)Q̄
α̇i]ei log(r)∆ei(ϕ̃

α
i S

i
α+˜̄ϕ

i
α̇S̄

α̇
i )h̃(M4|16)eiφ

mP̃m ,

(2.74)
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onde ϕ̃αi (˜̄ϕ
i
α̇) é uma função de x, r, θ, θ̄ e ϕ (ϕ̄) e

h̃(M4|16) = 1− 2i(v · x)∆ +
(
2vaxb + iεabcdvcθ

jσdθ̄j
)
Mab − 4vaθjσaθ̄iU

i
j

+ i

(
va

r
+

vb√
r
θiσbσ̃

aϕi +
vb√
r
ϕ̄iσ̃aσbθ̄i

)
Ka +O(v2) .

(2.75)

Agora escrevemos Ka = Pa− (Pa−Ka), passamos Pa para a esquerda e agrupamos

os termos de cada gerador. O resultado final é da forma

gΩ = ei(x
′aPa+θ′αiQαi+θ̄′α̇iQ̄

α̇i)ei log(r′)∆ei(ϕ
′α
i S

i
α+ϕ̄′iα̇S̄

α̇
i )eiφ

′mP̃mh , (2.76)

onde (desprezando termos da ordem de v2)

x′a = xa + δxa +O
(

1
r3/2

)
,

θ′αi = θαi + δθαi +O
(

1
r

)
,

θ̄′α̇i = θ̄α̇i + δθ̄α̇i +O
(

1
r

)
,

r′ = [1− 2(v · x)]r ,

ϕ′αi = ϕαi − ivaxbϕ
β
i (σab)β

α + vaθjσbθ̄jϕ
β
i (σab)β

α + 4ivaθjσaθ̄iϕ
α
j − ivaθjσaθ̄jϕαi +O

(
1√
r

)
,

ϕ̄′iα̇ = ϕ′αi ,

(2.77)

φ′ é alguma função de φ e a forma expĺıcita de h ∈ SO(1, 4) × SO(5) não será

necessária para nossa análise.

As equações (2.77) nos permitem chegar a importantes conclusões. Primeira-

mente, vemos que as transformações de x, θ e θ̄ se reduzem às transformações

obtidas em (2.54) quando r →∞. Além disso, vemos que ϕ = ϕ̄ = 0 e r →∞ =⇒
δϕ = δϕ̄ = 0. Portanto, podemos dizer consistentemente que, na fronteira do su-

perespaço AdS5|32, definida por ϕ = ϕ̄ = 0 e r → ∞, metade das supersimetrias se

desacoplam e ficamos com um superespaço M4|16. Este resultado generaliza aquele

obtido no exemplo anterior e dá suporte à correspondência AdS/CFT.

Para a discussão feita no próximo caṕıtulo, é útil calcular as componentes da

torção e da curvatura de AdS5,5|32. Em prinćıpio, podeŕıamos proceder como nos

outros exemplos, calculando a 1-forma de Cartan através da definição (2.7), encon-

trando as componentes do vielbein e da conexão e, então, usando as definições (2.13)

e (2.14). Entretanto, isto seria muito trabalhoso, além de supérfluo, uma vez que

não vamos precisar das componentes de E e ω. Felizmente, existe uma maneira de

encontrar as componentes da torção e da curvatura que não usa a forma expĺıcita

da 1-forma de Cartan, a qual mostraremos a seguir.

Como no ińıcio deste caṕıtulo, seja H = {XI} um subgrupo de G = {XI , YA}.
Vamos supor que a estrutura da álgebra de Lie de G seja dada por (2.1) com fIA

J = 0

(como na maioria dos exemplos que estudamos). Derivando a 1-forma de Cartan,
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obtemos:

d(Ω−1dΩ) = (Ω−1dΩ) ∧ (Ω−1dΩ)

= −(EAYA + ωIXI) ∧ (EBYB + ωJXJ)

= −1

2
EA ∧ EB(fAB

CYC + fAB
IXI)− ωI ∧ EAfIA

BYB −
1

2
ωI ∧ ωJfIJKXK

!
= i(dEAYA + dωIXI) , (2.78)

ou seja,
i
2
EA ∧ EBfAB

C = dEC − i ωI ∧ EAfIA
C ,

i
2
EA ∧ EBfAB

K = dωK − i
2
ωI ∧ ωJfIJK .

(2.79)

Comparando as equações acima com as definições (2.13) e (2.14), vemos que as

componentes da torção e da curvatura (na base do vielbein) de um espaço homogêneo

podem ser obtidas a partir das constantes de estrutura do grupo G da seguinte

maneira:
TAB

C = ifBA
C ,

RAB
K = ifBA

K .
(2.80)

Agora podemos aplicar este resultado ao superespaço AdS5,5|32. Temos

[1
2
(Pa +Ka),

1
2
(Pb +Kb)] = −iMab =⇒ Rab

cd = −δc[aδdb] ,
[1
2
(Pa +Ka),∆] = − i

2
(Pa −Ka) =⇒ Rar

b = −δba ,
[1
2
(Pa +Ka), Qαi] = 1

2
(σa)αα̇S̄

α̇
i =⇒ Taαi

j
α̇ = − i

2
(σa)αα̇δ

j
i ,

[1
2
(Pa +Ka), Q̄

i
α̇] = −1

2
(σa)αα̇S

αi =⇒ Ta
i
α̇αj = i

2
(σa)αα̇δ

i
j ,

[1
2
(Pa +Ka), S

i
α] = 1

2
(σa)αα̇Q̄

α̇i =⇒ Ta
i
αα̇j = − i

2
(σa)αα̇δ

i
j ,

[1
2
(Pa +Ka), S̄α̇i] = −1

2
(σa)αα̇Q

α
i =⇒ Taα̇i

j
α = i

2
(σa)αα̇δ

j
i ,

[∆, Qαi] = i
2
Qαi =⇒ Trαi

βj = 1
2
δβαδ

j
i ,

[∆, Q̄i
α̇] = i

2
Q̄i
α̇ =⇒ Tr

i
α̇
β̇
j = 1

2
δβ̇α̇δ

i
j ,

[∆, Siα] = − i
2
Siα =⇒ Tr

i
α
β
j = −1

2
δβαδ

i
j ,

[∆, S̄α̇i] = − i
2
S̄α̇i =⇒ Trα̇i

β̇j = −1
2
δβ̇α̇δ

j
i ,

[P̃m, Qαk] = − i
2
(ρm10)jkQαj =⇒ Tmαk

βj = −1
2
δβα(ρm10)jk ,

[P̃m, Q̄
k
α̇] = i

2
(ρm10)ki Q̄

i
α̇ =⇒ Tm

k
α̇
β̇
i = 1

2
δβ̇α̇(ρm10)ki ,

[P̃m, S
k
α] = i

2
(ρm10)ki S

i
α =⇒ Tm

k
α
β
i = 1

2
δβα(ρm10)ki ,

[P̃m, S̄α̇k] = − i
2
(ρm10)jkS̄α̇j =⇒ Tmα̇k

β̇j = −1
2
δβ̇α̇(ρm10)jk ,

[P̃m, P̃n] = iM̃mn =⇒ Rmn
pq = δp[mδ

q
n] ,

{Qαi, Q̄
j
α̇} = 2δji (σ

a)αα̇Pa =⇒ Tαi
j a
α̇ = Rαi

j a
α̇ = 2iδji (σ

a)αα̇ ,

{Siα, S̄α̇j} = 2δij(σ
a)αα̇Ka =⇒ T iαα̇j

a = −Ri
αα̇j

a = 2iδij(σ
a)αα̇

(2.81)

e, finalmente,

{Qαi, S
βj} = −δji (σab)α

β
Mab + 2iδβα(2U j

i − δ
j
i∆) ,

{Q̄i
α̇, S̄

β̇
j } = −δij(σ̃ab)α̇

β̇
Mab + 2iδβ̇α̇(2U i

j + δij∆)
(2.82)
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implicam

Tαi
j
γ
m = −2εγα(ρm10)ji , Tαi

j
γ
r = 2εγαδ

j
i ,

T iα̇γ̇j
m = −2εγ̇α̇(ρm10)ij , T iα̇γ̇j

r = −2εγ̇α̇δ
i
j ,

Rαi
j
γ
ab = −iδji εγβ(σab)α

β
, Rαi

j
γ
mn = −εγα(ρmn)ji ,

Ri
α̇γ̇j

ab = −iδijεγ̇β̇(σ̃ab)α̇
β̇
, Ri

α̇γ̇j
mn = −εγ̇α̇(ρmn)ij .

(2.83)

Todas outras componentes da torção e da curvatura se anulam. Assim, encontramos

todas as componentes não nulas da torção e da curvatura do superespaço AdS5,5|32.

Este resultado será utilizado no próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Supergravidade tipo IIB

Neste caṕıtulo, apresentamos a teoria de supergravidade tipo IIB. Mostramos que,

na aproximação linear, os campos componentes podem ser descritos em termos de

um supercampo quiral A satisfazendo a um v́ınculo da forma D4A ∼ D̄4Ā. Isto

é verdade tanto para um background IM10 como para um background AdS5 × S5.

Neste último caso, expandimos A em harmônicos de S5 e passamos para a fronteira

de AdS5, obtendo um conjunto de supercampos quirais N = 4 em quatro dimensões.

3.1 Supergravidade tipo IIB em IM10

A redução dimensional da teoria de supergravidade em onze dimensões em um ćırculo

S1 dá origem a uma teoria em dez dimensões com duas supersimetrias (N = 2) —

a supergravidade tipo IIA. As duas supersimetrias têm quiralidades opostas, e a

teoria possui uma simetria direita ↔ esquerda, i.e., ela é não quiral.

Existe, porém, uma outra teoria de supergravidade N = 2 em dez dimensões na

qual as duas supersimetrias possuem a mesma quiralidade. Esta teoria, chamada su-

pergravidade tipo IIB, é obviamente quiral, ou seja, possui uma assimetria direita↔
esquerda. Ela não pode ser obtida a partir de redução dimensional ou truncamento

de uma teoria em um número maior de dimensões. Além disso, ela descreve o limite

de baixas energias da ação efetiva da teoria de supercordas tipo IIB, o que torna a

formulação expĺıcita da teoria de supergravidade particularmente interessante [10].

O espectro de part́ıculas da teoria inclui no setor bosônico o gráviton gµν , um

escalar complexo a, uma 2-forma complexa bµν e uma 4-forma real cµνρσ cujo field

strength fµνρστ = 5∂[µcνρστ ] é autodual, i.e.,

fµ1...µ5 =
1

5!
εµ1...µ10f

µ6...µ10 . (3.1)

O setor fermiônico contém um gravitino complexo ψα̂µ na representação quiral de

esquerda de SO(1, 9) e um espinor complexo χα̂ na representação quiral de direita
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de SO(1, 9).∗

Inicialmente, consideramos a teoria em um background IM10. Isto quer dizer

que trabalharemos em um superespaço de Minkowski M10|32, com propriedades

semelhantes às do superespaço de Minkowski em quatro dimensões discutido na

subseção 2.2.2.

Na aproximação linear, os campos que descrevem as part́ıculas do espectro da

teoria podem ser postos juntos em um supercampo escalar quiral† A satisfazendo

aos v́ınculos [11, 3]

D̄α̂A = 0 , (3.2)(
D4

(770)

)µνρσ
A =

(
D̄4

(770)

)µνρσ
Ā ,(

D4
(1050)

)µνρστυ
A = −

(
D̄4

(1050)

)µνρστυ
Ā ,

(3.3)

onde (
D4

(770)

)µνστ
:= Dα̂(γµνρ)α̂β̂Dβ̂Dγ̂(γστ ρ)γ̂δ̂Dδ̂ ,(

D4
(1050)

)µνρστυ
:= Dα̂(γµνρ)α̂β̂Dβ̂Dγ̂(γστυ)γ̂δ̂Dδ̂ − (traços) ,

(3.4)

com

Dα̂ =
∂

∂θα̂
+ i(γµ)α̂β̂ θ̄

β̂Dµ ,

D̄β̂ = − ∂

∂θ̄β̂
− iθα̂(γµ)α̂β̂Dµ

(3.5)

e, neste caso, Dµ = ∂µ. Os números entre parênteses indicam a dimensão da repre-

sentação do grupo de Lorentz SO(1, 9) a que pertencem os objetos definidos acima.

A equação (3.2) implica que, escrito em uma base apropriada, o supercampo A é

independente de metade das variáveis fermiônicas, enquanto as equações (3.3) impli-

cam que os campos componentes que aparecem a partir da ordem θ5 na expansão de

A podem ser escritos em função dos campos que aparecem em ordens mais baixas,

ou seja, não são independentes. Com efeito, podemos escrever a expansão de A em

campos componentes (esquematicamente) como

A = a+ θα̂χα̂ + θα̂(γµνρ)α̂β̂θ
β̂hµνρ + θα̂(γµνρ)α̂β̂θ

β̂θγ̂(γρ)γ̂δ̂ψµν
δ̂

+
(
θ4

(770)

)µνστ
wµνστ +

(
θ4

(1050)

)µνρστυ
gµνρστυ +O(θ5) ,

(3.6)

onde θ4
(770) (θ4

(1050)) é definido de modo análogo a D4
(770) (D4

(1050)), hµνρ = 3∂[µbνρ],

ψµν
α̂ é o field strength do gravitino (tal que γµψµν = 0), gµνρστυ = ∂µfνρστυ e wµνρσ

é o tensor de Weyl, definido em termos do tensor de Riemann rµνρσ como [12]

wµνρσ := rµνρσ −
1

4
(gµ[ρrσ]ν − gν[ρrσ]µ) +

1

36
gµ[ρgσ]ν r . (3.7)

∗A notação e as convenções utilizadas aqui podem ser encontradas no apêndice B.
†Na verdade, apesar da semelhança com o caso quadridimensional, “quiral” não é um termo

apropriado aqui, uma vez queDα̂ e D̄α̂ têm a mesma quiralidade. Contudo, este abuso de linguagem
é comum na literatura e antecipa o fato de que este supercampo é mapeado em supercampos quirais
N = 4 na fronteira do superespaço AdS5|32, de modo que também iremos cometê-lo aqui.
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Note-se que o tensor de Weyl em dez dimensões possui exatamente 770 componentes

independentes.

Os v́ınculos (3.3) também implicam, levando em conta (3.2), as seguintes iden-

tidades e equações de movimento [11]:

2a = 0 , γµ∂µχ = 0 ,

∂µhµνρ = ∂[µhνρσ] = 0 ,

∂[µψνρ] = 0 , ∂[µwνρ]στ = 0 ,

∂[λgµ]νρστυ = 0 ,

(3.8)

ou seja, o supercampo A é on-shell.

Os campos que aparecem nas componentes do supercampo A representam flu-

tuações do background. Este, por sua vez, é caracterizado pelos tensores geométricos

do superespaço plano, i.e., a torção e a curvatura. Portanto, devemos relacionar o

supercampo A à torção e à curvatura. Na verdade, a identidade de Bianchi (2.15)

pode ser usada para expressar a curvatura em função da torção e de suas derivadas,

de modo que a torção é um objeto mais fundamental na geometria do superespaço,

e é a ela que devemos relacionar o supercampo A. Um estudo semelhante àquele

feito na subseção 2.2.2 nos permite concluir que, neste background, as únicas com-

ponentes não nulas da torção são

(T0)α̂β̂
µ = 2i(γµ)α̂β̂ , (3.9)

enquanto a curvatura se anula identicamente. Na aproximação linear, temos

TAB
C = (T0)AB

C + tAB
C , (3.10)

onde t corresponde a uma pequena flutuação de T0.

Podemos determinar as componentes de dimensão mais baixa da torção por meio

de análises dimensionais e de simetrias. De fato, a teoria possui uma simetria global

SU(1, 1) [10], e os campos componentes que aparecem em (3.6) possuem “cargas”

sob a ação do subgrupo U(1) ⊂ SU(1, 1) dadas de acordo com a seguinte tabela [11]:

Campo : gµν a χ bµν cµνρσ ψµ
α̂

“Carga” sob U(1) : 0 4 3 2 0 1
(3.11)

Além disso, campos f́ısicos bosônicos têm dimensão zero, enquanto campos f́ısicos

fermiônicos têm dimensão 1
2
. A carga e a dimensão de uma dada componente da

torção podem ser inferidas de (2.20), já que xµ tem carga zero e dimensão −1, ao

passo que θα̂ (θ̄α̂) tem carga +1 (−1) e dimensão −1
2
.
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As componentes de T de dimensão zero são Tα̂β̂
µ, Tα̂β̂

µ e Tα̂β̂
µ, com cargas −2, +2

e zero, respectivamente.‡ Como não há campos covariantes com estas propriedades

em (3.11),§ devemos ter

tα̂β̂
µ = tα̂β̂

µ = tα̂β̂
µ = 0 . (3.12)

As componentes de T de dimensão 1
2

são Tα̂β̂
γ̂, Tα̂µ

ν , Tα̂β̂
γ̂, Tα̂β̂

γ̂, com cargas −1,

−1, −1 e −3, respectivamente, além de seus conjugados complexos. Portanto,

tα̂β̂
γ̂ = tα̂µ

ν = tα̂β̂
γ̂ = 0 , (3.13)

enquanto

tα̂β̂
γ̂ = k1(γµ)α̂β̂(γµ)γ̂δ̂X δ̂ + k2 δ

γ̂
(α̂X β̂) , (3.14)

onde Xα̂ é um supercampo cuja componente de ordem θ0 é χα̂ e a relação entre as

constantes k1 e k2 pode ser determinada a partir da identidade de Bianchi (2.15)

(desprezando termos de segunda ordem nas flutuações), mas para nossos propósitos

aqui ela não é importante.

Passando agora para as componentes de dimensão 1, temos Tµβ̂
γ̂, Tµβ̂

γ̂, Tµν
ρ, com

cargas 0, −2 e 0, respectivamente, além de seus conjugados complexos. Podemos

sempre impor Tµν
ρ = 0 como um v́ınculo convencional, de modo que devemos ter

tµν
ρ = 0 ,

tµβ̂
γ̂ = i Zµνρστ (γ

νρστ )β̂
γ̂ ,

tµβ̂
γ̂ = k3(γνρ)β̂

γ̂H̄µνρ + k4(γµνρσ)β̂
γ̂H̄νρσ ,

(3.15)

onde Hµνρ é um supercampo cuja componente de ordem θ0 é hµνρ e Zµνρστ é um

supercampo autodual cuja componente de ordem θ0 é proporcional a fµνρστ (o fator

de i garante que Z seja real). As constantes k3 e k4 podem ser determinadas a partir

da identidade de Bianchi (2.15), mas seus valores exatos não são importantes para

esta discussão. De fato, (2.15) também implica

Dα̂Xβ̂ ∝ (γµνρ)α̂β̂Hµνρ (3.16)

e

D̄α̂Xβ̂ = i(γµ)α̂β̂Vµ , (3.17)

‡Os ı́ndices α̂, β̂, . . . são equivalentes aos ı́ndices não sublinhados, sendo introduzidos apenas
para informar a componente da torção a que estamos nos referindo. Por exemplo, {Dα̂, D̄β̂} =

(T0)α̂β̂
CDC .

§Apesar de ter carga +2 e dimensão zero, bµν não é invariante de gauge. De fato, veremos
que bµν aparece em uma componente da torção de dimensão 1 através do supercampo Hµνρ, cuja
componente de ordem θ0 é hµνρ. Um racioćınio semelhante se aplica a cµνρσ.
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onde Vµ é um supercampo de dimensão 1 e carga +4 (o fator de i é para conveniência

futura) . A equação (3.16) implica D(α̂Xβ̂) = 0, donde podemos escrever

Xα̂ = −1

2
Dα̂Ã , (3.18)

para algum supercampo escalar Ã de dimensão zero e carga +4. Como D̄α̂Ã possui

carga +5 e não há nenhum campo com esta propriedade em (3.11), devemos ter

D̄α̂Ã = 0, i.e., Ã é um supercampo quiral. Combinando esta informação com (3.17),

obtemos

i(γµ)α̂β̂Vµ = D̄α̂Xβ̂ = −1

2
D̄α̂Dβ̂Ã = −1

2
{D̄α̂,Dβ̂}Ã = i(γµ)α̂β̂∂µÃ , (3.19)

ou seja,

Vµ = ∂µÃ . (3.20)

Assim, relacionamos o supercampo Ã aos supercampos que aparecem nas compo-

nentes da torção. Para podermos identificar Ã com A, basta mostrar que Ã satisfaz

aos v́ınculos (3.3), ou equivalentemente que os campos componentes satisfazem a

(3.8). Isto também pode ser feito a partir das identidades de Bianchi [11].

3.2 Supergravidade tipo IIB em AdS5 × S5

Passamos agora ao objetivo principal deste caṕıtulo, que é o estudo da supergravi-

dade tipo IIB em um background AdS5 × S5.

Verificou-se que é posśıvel compactificar o modelo descrito na seção anterior em

uma esfera S5 por meio do seguinte ansatz [13]:

fabcde = εabcde , fmnpqr = εmnpqr , (3.21)

sendo as outras componentes de fµνρστ identicamente nulas.¶ Supondo que apenas

a 4-forma cµνρσ e o gráviton sejam não nulos neste background, as equações de

Einstein dão

rab = 4gab , rmn = −4gmn , (3.22)

enquanto todas outras equações de campos em [11] são automaticamente satisfeitas.

A solução maximalmente simétrica de (3.22) é aquela em que gab descreve um espaço

de anti-de Sitter de cinco dimensões (AdS5) e gmn descreve uma 5-esfera S5 de mesmo

raio.

¶A notação aqui apresenta duas pequenas alterações em relação àquela adotada na subseção
2.2.4, quais sejam a mudança do intervalo dos ı́ndices a, b, . . . para 0, . . . , 4 e a renomeação do
ı́ndice r para 4, i.e., a coordenada r passa a ser chamada x4.
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Podemos agrupar os geradores Q, Q̄, S e S̄ de PSU(2, 2|4) em apenas dois gera-

dores, Qα̂ e Q̄α̂, da seguinte maneira:

Qα̂ =

 Qαi

S̄β̇j

 , Q̄α̂ =

 Q̄i
α̇

Sjβ

 . (3.23)

Assim, as relações de anticomutação do grupo PSU(2, 2|4) implicam

{Qα̂,Qβ̂} = {Q̄α̂, Q̄β̂} = 0 (3.24)

e

{Qα̂, Q̄β̂} = 2(γµ)α̂β̂Pµ +H , (3.25)

onde Pa = 1
2
(Pa +Ka) (P4 +K4 := 2∆), Pm = P̃m e H representa uma combinação

linear dos geradores do grupo de isotropia de AdS5,5|32. As matrizes γ e a forma

expĺıcita de H podem ser encontradas a partir de uma análise cuidadosa das relações

de anticomutação de PSU(2, 2|4).

Na aproximação linear, este modelo também pode ser descrito em termos de

um supercampo quiral A. Além disso, combinando (3.24) com (2.80) e (2.20),

conclúımos que, assim como no superespaço plano,

{Dα̂,Dβ̂} = {D̄α̂, D̄β̂} = 0 . (3.26)

Portanto, as derivadas de quarta ordem definidas em (3.4) pertencem às mesmas

representações do grupo de Lorentz de antes, donde segue que os v́ınculos (3.3)

também se aplicam.

Novamente, devemos relacionar o supercampo A à torção. Expandindo em torno

do background AdS5× S5 como em (3.10) (com as componentes (T0)AB
C dadas por

(2.81) e (2.83)), obtemos outra vez as equações de (3.12) até (3.15), pelos mesmos

argumentos fornecidos na seção anterior. Na verdade, também se repete neste back-

ground o fato de que a identidade de Bianchi (2.15) implica (3.16) e (3.17). Com

isso, seguindo o mesmo racioćınio de antes, relacionamos o supercampo A aos su-

percampos que aparecem nas componentes da torção. Atentamos, porém, para uma

pequena diferença em relação ao superespaço plano. Definindo Ã como em (3.18),

obtemos

i(γµ)α̂β̂Vµ = D̄α̂Xβ̂ = −1

2
D̄α̂Dβ̂Ã = −1

2
{D̄α̂,Dβ̂}Ã = i(γµ)α̂β̂DµÃ , (3.27)

ou seja,

Vµ = DµÃ , (3.28)

onde, neste caso, Dµ 6= ∂µ.
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Podemos expandir o supercampo A em harmônicos de S5. A expansão tem a

seguinte forma:

A(xµ, θα̂) =
∞∑
n=0

yR1 . . . yRnA(n)
R1...Rn

(xa, θα̂) . (3.29)

Aqui yR (R = 1, . . . , 6) são coordenadas em S5, tais que
∑6
R=1(yR)2 = 1, e, para

cada n, A(n)
R1...Rn

é totalmente simétrico e tem traço nulo, ou seja, A(n)
R1...Rn

δRpRq = 0

∀p, q ∈ {1, . . . , n} (p 6= q). Esta condição é necessária porque as autofunções do

laplaciano de S5 são da forma

Y(n)R1...Rn ∼ y{R1 . . . yRn} , (3.30)

onde as chaves denotam um objeto totalmente simétrico e de traço nulo.

Passando para a fronteira de AdS5|32, i.e., tomando x4 = r →∞ e ϕ = ϕ̄ = 0, de

acordo com o que vimos na subseção 2.2.4, a dependência dos supercampos quirais

em relação a metade das variáveis fermiônicas desaparece, e ficamos com uma famı́lia

de supercampos quirais {A(n)
R1...Rn

} N = 4 em quatro dimensões. Estes supercampos

obedecem ao v́ınculo de quiralidade

D̄i
α̇A

(n)
R1...Rn

= 0 , (3.31)

onde passamos a utilizar a notação de M4|16 (cf. subseção 2.2.2 e apêndice A). É

claro que este v́ınculo é o mesmo de (3.2), levando em conta a decomposição (3.23)

e o fato de que, na fronteira de AdS5|32, tem-se efetivamente S = S̄ = 0.

Finalmente, os v́ınculos de quarta ordem se tornam [3]

D4
{R1R2

A
(n)
R3...Rn+2} = D4

{R1R2
A

(n)
R3...Rn+2} . (3.32)

A derivada D4
RS é formada a partir de quatro derivadas Dαi contráıdas com coefi-

cientes de Clebsch–Gordan de SU(4) (cf. apêndice 11.D em [10]). Explicitamente,

D4
RS := (ρR)ij(ρS)klD

(α
i D

β)
j DαkDβl . (3.33)

No próximo caṕıtulo, vamos introduzir um superespaço harmônico que nos per-

mitirá resolver facilmente o v́ınculo (3.32) em termos de supercampos prepotenciais.
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Caṕıtulo 4

Superespaço Harmônico e N = 4 SYM

O uso de superespaços harmônicos no estudo de teorias com supersimetria esten-

dida (N > 1) tem se mostrado bastante frut́ıfero. Este novo tipo de superespaço,

proposto e desenvolvido por A. Galperin, E. Ivanov, V. Ogievetsky e E. Sokatchev

nos anos 1980 [14, 15], é hoje em dia geralmente reconhecido como o tratamento

geométrico mais natural para tais teorias. A abordagem do superespaço harmônico

fornece uma descrição concisa, off-shell e manifestamente covariante de todas teo-

rias supersimétricas N = 2, tanto no ńıvel clássico como no quântico. Além disso,

ela também fornece a única maneira para construir uma formulação off-shell da

teoria N = 3 super Yang–Mills (SYM) [16]. Infelizmente, o problema análogo

para N = 4 ainda não foi resolvido. Entretanto, é posśıvel reformular os v́ınculos

on-shell de N = 4 SYM utilizando um superespaço harmônico baseado no quo-

ciente SU(4)/S(U(2)×U(2)). Esta reformulação se mostrou útil na análise de pro-

priedades gerais das funções de correlação desta teoria no contexto da correspon-

dência AdS/CFT.

Neste caṕıtulo, apresentamos o superespaço harmônico mencionado e o uti-

lizamos para resolver, em termos de supercampos prepotenciais, os v́ınculos de

quarta ordem impostos nos supercampos quirais definidos no caṕıtulo anterior. A

conexão com N = 4 SYM está no fato de que estes supercampos prepotenciais se

acoplam naturalmente a operadores invariantes de gauge definidos naquela teoria,

como mostramos na seção 4.4. Não abordamos aqui aspectos matemáticos do su-

perespaço harmônico e, em particular, uma definição mais rigorosa do mesmo. Para

tanto, ver, por exemplo, [17].

4.1 Superespaço Harmônico M4|16 × SU(4)/S(U(2)×U(2))

O superespaço harmônico que utilizaremos é composto pelo superespaço de

Minkowski com N = 4, definido na subseção 2.2.2, e pelo espaço homogêneo
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SU(4)/S(U(2)×U(2)), que é um espaço de oito dimensões com a topologia de um

grassmanniano G2(C4). Além das coordenadas usuais xa, θαi e θ̄α̇i, este superespaço

é parametrizado por novas coordenadas u ∈ SU(4), chamadas coordenadas har-

mônicas. Em termos dos ı́ndices, escrevemos u como uI
i = (ur

i, ur′
i), e denotamos a

inversa de u por ui
I = (ui

r, ui
r′). O ı́ndice I é transformado pelo grupo de isotropia

S(U(2)×U(2)) e, portanto, divide-se naturalmente em r = 1, 2 e r′ = 3, 4. As

coordenadas u possuem as seguintes propriedades:

uir = ur
i , uir

′ = ur′
i ,

ur
iui

s = δsr , ur′
iui

s′ = δs
′
r′ , ur

iui
r′ = 0 ,

εijklui
1uj

2uk
3ul

4 = 1 ,

(4.1)

onde εijkl é o tensor totalmente antissimétrico invariante de SU(4), com ε1234 = 1.

Os ı́ndices r e r′ são abaixados e levantados por meio dos śımbolos antissimétricos

εrs e εr′s′ , definidos por ε12 = ε34 = ε12 = ε34 = 1. Com a ajuda de u e sua inversa,

podemos converter ı́ndices i de SU(4) em ı́ndices I do grupo de isotropia e vice-versa.

Por exemplo, podemos definir as derivadas

Dαr := ur
iDαi , Dαr′ := ur′

iDαi , D̄r
α̇ := D̄i

α̇ui
r , D̄r′

α̇ := D̄i
α̇ui

r′ . (4.2)

A diferenciação no grupo em si é feita através das derivadas DI
J e Do, dadas

por [17, 3]

Dr
s = ur

i ∂

∂usi
− 1

2
δsrut

i ∂

∂uti
,

Dr′
s′ = ur′

i ∂

∂us′ i
− 1

2
δs
′

r′ut′
i ∂

∂ut′ i
, (4.3)

Dr
s′ = ur

i ∂

∂us′ i
, Dr′

s = ur′
i ∂

∂usi

e

Do =
1

2

[
ur

i ∂

∂uri
− us′ i

∂

∂us′ i

]
. (4.4)

As equações (4.3) implicam (para I 6= J)

DI
JuK

i = δJKuI
i ,

DI
Jui

K = −δKI uiJ ,
(4.5)

donde

[DI
J , DK

L] = δJKDI
L − δLI DK

J . (4.6)

As derivadasDI
J eDo dividem-se em derivadas do grupo de isotropia {Dr

s, Dr′
s′ , Do}

e derivadas do coset {Dr
s′ , Dr′

s}. Aproveitamos o fato de que S(U(2)×U(2)) '
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SU(2)×SU(2)×U(1) para escrever as derivadas do grupo de isotropia na notação de

su(2)⊕su(2)⊕u(1), de forma que Dr
r = Dr′

r′ = 0. Nossa convenção de normalização

é tal que (cf. (4.4))

Dour
i =

1

2
ur

i , Dour′
i = −1

2
ur′

i , (4.7)

i.e., sob a ação do grupo U(1), ur
i (ur′

i) tem carga +1
2

(−1
2
).

A introdução de variáveis harmônicas permite a definição de supercampos que

satisfazem a v́ınculos de quiralidade generalizados. Neste caso, as derivadas Dαr e

D̄r′
α̇ , definidas em (4.2), anticomutam uma com a outra e comutam com Dr

s′ . Assim,

podemos definir consistentemente dois tipos de analiticidade: um supercampo F no

superespaço harmônico que satisfaz a

DαrF = D̄r′

α̇F = 0 (4.8)

é chamado Grassmann anaĺıtico, ou G-anaĺıtico, enquanto um supercampo que

satisfaz a

Dr
s′F = 0 (4.9)

é chamado harmônico anaĺıtico, ou H-anaĺıtico. Um supercampo que é tanto

G- como H-anaĺıtico será chamado simplesmente supercampo anaĺıtico.

Para o que faremos na próxima seção, será conveniente definir o objeto uij = −uji

por

uij :=
1

2
εrsur

ius
j . (4.10)

O fato de que u ∈ SU(4) implica, então, pela última das propriedades (4.1), que

uij :=
1

2
εijklu

kl

=
1

2
εr′s′ui

r′uj
s′ . (4.11)

Também é útil empregar as seguintes abreviações para as derivadas de Grassmann

de quarta ordem que são escalares de Lorentz:

D4 := DαrDs
αD

β
rDβs , D′4 := Dαr′Ds′

αD
β
r′Dβs′ ,

D̄4 := D̄r
α̇D̄

α̇sD̄β̇rD̄
β̇
s , D̄′4 := D̄r′

α̇ D̄
α̇s′D̄β̇r′D̄

β̇
s′ .

(4.12)

Finalmente, vamos precisar da noção de conjugação harmônica [16], que combina

uma generalização do mapeamento antipodal de CIP1 para o espaço

SU(4)/S(U(2)×U(2)) ∼ G2(C4) com a conjugação complexa. Denotaremos esta

operação por um til. Para os u’s, temos

ũri = ui
r′ , ũir = ur′

i ,

ũr′ i = −uir , ũir
′ = −uri ,

(4.13)
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enquanto para qualquer objeto independente de u a conjugação harmônica é equi-

valente à complexa. Note-se que ˜̃u = −u.

As equações (4.13) implicam que tanto a analiticidade G como a H são preser-

vadas pela conjugação harmônica. Com efeito, seja F um supercampo anaĺıtico;

temos
0 = ˜(DαrF ) = ũriD̃αiF̃ = D̄i

α̇ui
r′F̃ = D̄r′

α̇ F̃ ,

0 = ˜(D̄r′
α̇F ) = ˜̄Di

α̇ũi
r′F̃ = −uriDαiF̃ = −DαrF̃ ,

(4.14)

ou seja, F̃ é um supercampo G-anaĺıtico. Por outro lado,

0 =
˜

(Dr
s′F ) = ũri

∂

∂ũs′ i
F̃ = −uir

′ ∂

∂uis
F̃ = Ds

r′F̃ (4.15)

implica que F̃ é um supercampo H-anaĺıtico. Portanto, se F é um supercampo

anaĺıtico, então F̃ também o é. Esta é a principal motivação para definir a con-

jugação harmônica. De fato, o mesmo não vale para F e F̄ , em geral.

Por fim, analisamos o efeito da conjugação harmônica sobre os objetos uij. Obte-

mos

ũij =
1

2
ε̃rsũriũsj =

1

2
εr′s′ui

r′uj
s′ = uij . (4.16)

Agora que já temos os elementos necessários para trabalhar com o formalismo

do superespaço harmônico, podemos aplicá-lo aos resultados obtidos anteriormente.

4.2 Solução do v́ınculo de quarta ordem

Na seção 3.2, vimos que os os campos componentes da supergravidade tipo IIB em

AdS5×S5 podem ser descritos em termos de um supercampo quiral A satisfazendo a

um v́ınculo de quarta ordem do tipo D4A ∼ D̄4Ā. Este supercampo foi expandido

em harmônicos de S5, dando origem à famı́lia de supercampos {A(n)
R1...Rn

} (n =

0, 1, 2, . . .). Na fronteira do espaço AdS5|32, i.e., fazendo r →∞, ϕ = ϕ̄ = 0, ficamos

com uma famı́lia de supercampos quirais {A(n)
R1...Rn

} N = 4 em quatro dimensões,

satisfazendo ao v́ınculo (3.32).

Utilizando o superespaço harmônico, podemos definir a seguinte famı́lia de ob-

jetos:

C(n) := ui1j1 . . . uin+2jn+2D4
i1j1,i2j2

A
(n)
i3j3,...,in+2jn+2

∝ ui1j1 . . . uinjnD4A
(n)
i1j1,...,injn , (4.17)

onde convertemos os ı́ndices R de SO(6) em pares de ı́ndices de SU(4) antissimétricos

e autoduais e, então, contráımos todos estes pares com os objetos uij. Demonstra-

remos a seguir que, para cada n, C(n) é anaĺıtico.
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• Analiticidade H. Como os uij’s são H-anaĺıticos, ou seja,

Dr
s′uij =

1

2
εstur

k ∂

∂us′k

(
us

iujt
)

= 0 , (4.18)

decorre imediatamente que C(n) também o é.

• Analiticidade G. Primeiramente, aplicamos a derivada Dαr a C(n):

DαrC
(n) ∝ ui1j1 . . . uinjnDαrD

4A
(n)
i1j1,...,injn

= ui1j1 . . . uinjnDαrD
γtDs

γD
β
t DβsA

(n)
i1j1,...,injn . (4.19)

Como existem apenas quatro derivadas Dαr independentes, então necessaria-

mente há repetição de derivadas em (4.19). Mas estas derivadas anticomutam

entre si, de modo que o quadrado de qualquer uma delas é identicamente nulo;

portanto, DαrC
(n) = 0.

Já a aplicação de D̄r′
α̇ dá

D̄r′

α̇C
(n) ∝ ui1j1 . . . uinjnD̄r′

α̇D
4A

(n)
i1j1,...,injn = ui1j1 . . . uinjnD4D̄r′

α̇A
(n)
i1j1,...,injn = 0 ,

(4.20)

uma vez que as derivadas Dαr e D̄r′
α̇ anticomutam e A(n) é um supercampo

quiral. Assim, conclúımos que C(n) é anaĺıtico, como queŕıamos demonstrar.

O v́ınculo de quarta ordem que deve ser satisfeito pelo supercampo A(n) pode,

então, ser escrito na forma

C(n) = C̃(n) . (4.21)

Por se tratar de um v́ınculo não dinâmico, ele pode ser imposto por um supercampo

multiplicador de Lagrange V (n), o qual pode ser tomado como G-anaĺıtico. Podemos,

portanto, escrever a ação para o supercampo A(n) livre como [3]

S(n) =
(

1

2

∫
d4x d8θ (A(n))2 + c.c.

)
−
∫

dµV (n)(C(n) − C̃(n)) . (4.22)

Nesta fórmula, a primeira integral é uma integral quiral N = 4, enquanto a segunda

é uma integral sobre o subsuperespaço harmônico anaĺıtico. A medida dµ é definida

por

dµ := d4x duD′4D̄4 , (4.23)

onde du denota a medida de Haar no espaço SU(4)/S(U(2)×U(2)).

Procedemos agora à variação da ação acima com respeito a A(n). A variação do

primeiro termo do lado direito da equação (4.22) produz

δS
(n)
1 =

1

2

∫
d4x d8θ

[
(δA(n)i1j1,...,injn)A

(n)
i1j1,...,injn + A(n)i1j1,...,injn(δA

(n)
i1j1,...,injn)

]
=

∫
d4x d8θ A(n)i1j1,...,injnδA

(n)
i1j1,...,injn . (4.24)
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Já a variação do segundo termo dá

δS
(n)
2 = −

∫
d4x

∫
duui1j1 . . . uinjnD′4D̄4

[
V (n)D4(δA

(n)
i1j1,...,injn)

]
(1)
= −

∫
d4x

∫
duui1j1 . . . uinjnD′4D̄4D4

[
V (n)δA

(n)
i1j1,...,injn

]
(2)
= −

∫
d4x

∫
duui1j1 . . . uinjnD′4D4D̄4

[
V (n)δA

(n)
i1j1,...,injn

]
+ t.s.

(3)
= −

∫
d4x d8θ

∫
duui1j1 . . . uinjn(D̄4V (n))δA

(n)
i1j1,...,injn + t.s. , (4.25)

onde as igualdades foram numeradas de maneira a facilitar a explicação de cada

passo. A igualdade (1) se deve ao fato de V (n) ser G-anaĺıtico e, portanto,

D4V (n) = 0. No passo (2), usamos que o anticomutador de Dαr com D̄s
α̇ é propor-

cional a ∂/∂xa — o que pode ser verificado diretamente de (4.2) e (2.50) —, de modo

que pudemos trocá-las de posição às custas da aparição de termos de superf́ıcie (t.s.).

Finalmente, no último passo, escrevemos D′4D4 como
∫

d8θ e usamos D̄4δA(n) = 0,

uma vez que consideramos apenas variações de A(n) tais que A′(n) := A(n) + δA(n)

também seja um supercampo quiral.

Somando as variações (4.24) e (4.25) e desprezando os termos de superf́ıcie,

obtemos

δS(n) = δS
(n)
1 + δS

(n)
2

=
∫

d4|8X
[
A(n)i1j1,...,injn −

∫
duui1j1 . . . uinjnD̄4V (n)

]
δA

(n)
i1j1,...,injn ,

(4.26)

onde d4|8X := d4x d8θ; logo, a ação é extremizada, i.e., δS(n) = 0, para

A(n)i1j1,...,injn =
∫

duui1j1 . . . uinjnD̄4V (n) . (4.27)

A variação da ação (4.22) com respeito a Ã(n) produz um resultado análogo. Assim,

foi resolvido o v́ınculo de quarta ordem para o supercampo A(n).

4.3 Propriedades do supercampo prepotencial

Agora que obtivemos a expressão do supercampo A(n) em termos do supercampo

prepotencial V (n), podemos observar algumas propriedades deste último. Primeira-

mente, notamos que, sob a ação do grupo U(1), uij possui carga +1, ou seja,

Dou
ij = uij, o que implica que C(n) tem carga n + 2. Como as derivadas D4, D′4,

D̄4 e D̄′4 têm cargas +2, −2, −2 e +2, respectivamente, conclúımos que a carga

da medida harmônica (4.23) é −4, de modo que V (n) deve possuir carga 2− n para

que a integral sobre SU(4)/S(U(2)×U(2)) não se anule identicamente por simetria.
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Além disso, uma vez que C(n) é anaĺıtico, a ação (4.22) possui uma invariância de

gauge da forma

V (n) 7−→ V (n) +Dr
s′Ξ

(n)r
s′ , (4.28)

sendo Ξ
(n)r
s′ um supercampo G-anaĺıtico. Isto pode ser visto da seguinte maneira:

sob uma transformação do tipo (4.28),

δgaugeS
(n) = −

∫
dµ (Dr

s′Ξ
(n)r
s′ )(C(n) − C̃(n))

= −
∫

d4x duD′4D̄4Dr
s′
[
Ξ

(n)r
s′ (C(n) − C̃(n))

]
= −

∫
d4x duDr

s′
[
D′4D̄4Ξ

(n)r
s′ (C(n) − C̃(n))

]
= 0 , (4.29)

onde a troca de posição das derivadas se justifica pelo fato de o comutador de Dr
s′

comDαr′ (D̄
s
α̇) ser proporcional aDαr (D̄s′

α̇ ) e termos de superf́ıcie foram desprezados.

Os prepotenciais V (n) se acoplam naturalmente a correntes de Noether generali-

zadas On+2 por meio do acoplamento

S
(n)
Noether =

∫
dµV (n)On+2 . (4.30)

Para que este termo seja não nulo e invariante de gauge no sentido de (4.28), a

corrente On+2 deve possuir as mesmas propriedades que o v́ınculo correspondente

C(n). Em particular, On deve ter carga n.

Estas correntes podem ser realizadas explicitamente como operadores em N = 4

SYM, como mostraremos na próxima seção.

4.4 Conexão com N = 4 SYM

O espectro de part́ıculas de N = 4 SYM é formado por um vetor real Aa, seis

escalares reais ϕij = 1
2
εijklϕ̄

kl, quatro espinores quirais χiα e suas antipart́ıculas χ̄α̇i,

todos na representação adjunta do grupo de gauge. Uma descrição on-shell pode ser

dada em termos de um supercampo Wij(x, θ, θ̄) satisfazendo à condição de realidade

[18]

W
ij

=
1

2
εijklWkl (4.31)

e aos v́ınculos
∇αiWjk = ∇α[iWjk] ,

∇̄i
α̇Wjk = −2

3
δi[j∇̄l

α̇Wk]l ,
(4.32)

onde ∇αi e ∇̄i
α̇ são as derivadas covariantes em relação ao grupo de gauge e a

antissimetrização é feita apenas nos ı́ndices de SU(4), obviamente. Os campos que
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representam as part́ıculas acima aparecem nas componentes da expansão de Wij em

potências de θ e θ̄ (esquematicamente):

Wij = ϕij +
1

2
εijklθ

αkχlα + θ̄α̇[iχ̄
α̇
j] + · · ·+ θ̄α̇i (σ̃ab)α̇

β̇ θ̄β̇jFab + · · · , (4.33)

onde Fab = 2∂[aAb] + i[Aa, Ab].

Podemos definir no superespaço harmônico um supercampo W := uijWij. Este

supercampo tem carga +1 (DoW = W ) e é real com respeito à conjugação harmônica,

i.e.,

W̃ = ũijW̃ij

= uijW
ij

=
1

2
εijkluijWkl

= uklWkl

= W , (4.34)

onde usamos (4.16), (4.31) e (4.11). Além disso, como visto em (4.18), uij é H-

anaĺıtico, o que implica que W também é. A seguir, estudaremos as propriedades

de W de acordo com o tipo do grupo de gauge.

4.4.1 Grupo de “gauge” abeliano

Se o grupo de gauge é abeliano, os v́ınculos (4.32) se tornam

DαiWjk = Dα[iWjk] ,

D̄i
α̇Wjk = −2

3
δi[jD̄

l
α̇Wk]l ,

(4.35)

e podemos demonstrar que W é anaĺıtico. Já vimos que W é H-anaĺıtico. Para

mostrar a G-analiticidade de W , primeiro atuamos com uma derivada Dαr:

DαrW =
1

2
εstus

iut
jur

kDαkWij . (4.36)

Como, devido ao primeiro v́ınculo em (4.35), DαkWij é totalmente antissimétrico nos

ı́ndices de SU(4), é preciso que o produto das três variáveis harmônicas em (4.36)

também o seja, para que DαrW seja diferente de zero. Mas os ı́ndices r, s, t vão

somente de 1 a 2, de modo que necessariamente aparecem termos como ur
jur

k (sem

soma em r), que são simétricos em j e k. Logo, DαrW = 0. Vejamos agora o que a

atuação de D̄r′
α̇ nos dá:

D̄r′

α̇W =
1

2
εrsur

ius
juk

r′Dk
α̇Wij . (4.37)
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Utilizando o segundo v́ınculo em (4.35), temos que Dk
α̇Wij produz termos com δki

e δkj , de modo que D̄r′
α̇W ∼ ur

kuk
r′ + us

kuk
r′ = 0, de acordo com (4.1). Assim,

demonstramos que W também é G-anaĺıtico e, portanto, é um supercampo anaĺıtico.

Reciprocamente, podemos demonstrar que um supercampo anaĺıtico W no su-

perespaço harmônico M4|16 × SU(4)/S(U(2)×U(2)), com carga +1 sob a ação de

U(1), define um supercampo Wij em M4|16 satisfazendo aos v́ınculos (4.35). Para

tanto, expandimos W em harmônicos de SU(4)/S(U(2)×U(2)). Como W é invari-

ante de su(2)⊕su(2) (uma vez que não possui ı́ndices r ou r′), ele só pode depender

dos u’s através dos objetos uij e uij. Como uij (uij) tem carga +1 (−1), temos que

W deve ser da forma

W (x, θ, θ̄, u) =
∞∑
p=0

(ui1j1 . . . uip+1jp+1)(ūi
′
1j
′
1 . . . ūi

′
pj
′
p)W

(p)
i1j1...ip+1jp+1;i′1j

′
1...i
′
pj
′
p
(x, θ, θ̄) .

(4.38)

A H-analiticidade de W impõe Dr
s′W = 0. Temos que Dr

s′uij = 0, mas

Dr
s′ūij =

1

2
εr
′t′ur

k ∂

∂us′k
(ur′

iut′
j)

=
1

2
εr
′t′ur

k(δs
′

r′δ
i
kut′

j + δs
′

t′ δ
j
kur′

i)

= εs
′t′ur

[iut′
j]

6= 0 , (4.39)

em geral; logo, o único termo permitido na expansão de W é aquele com p = 0, que

podemos denotar por uijWij.

Vejamos, agora, o que impõe sobre W a G-analiticidade. Primeiramente, analise-

mos a equação DαrW = 0. Temos

DαrW = 0 ⇐⇒ 1

2
εstur

ius
jut

kDαiWjk = 0 ; (4.40)

logo, por um argumento semelhante ao dado abaixo da equação (4.36), vemos que

DαiWjk deve ser totalmente antissimétrico nos ı́ndices de SU(4). Portanto, a equação

(4.40) é satisfeita se

DαiWjk = Dα[iWjk] . (4.41)

Esta equação é idêntica ao primeiro v́ınculo em (4.35). Dando prosseguimento ao

estudo das implicações da G-analiticidade de W , analisemos a equação D̄r′
α̇W = 0.

Temos

D̄r′

α̇W = 0 ⇐⇒ 1

2
εstus

jut
kui

r′D̄i
α̇Wjk = 0 . (4.42)

Por um argumento semelhante ao dado abaixo de (4.37), vemos que D̄i
α̇Wjk deve ser

igual a uma combinação de termos contendo deltas de Kronecker. Por consistência,
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como Wjk é antissimétrico (já que ujk = −ukj), devemos ter

D̄i
α̇Wjk = ζδi[jD̄

l
α̇Wk]l , (4.43)

onde ζ é uma constante a ser determinada. De fato, contraindo os dois lados da

equação acima com δji , obtemos

D̄i
α̇Wik =

1

2
ζ(4D̄i

α̇Wki − D̄i
α̇Wki)

= −3

2
ζD̄i

α̇Wik , (4.44)

donde ζ = −2
3
. Portanto,

D̄i
α̇Wjk = −2

3
δi[jD̄

l
α̇Wk]l , (4.45)

equação idêntica ao segundo v́ınculo em (4.35).

Finalmente, a condição de realidade (4.31) é equivalente à imposição de que W

seja real com respeito à conjugação harmônica, uma vez que

W = W̃ ⇐⇒ uijWij = uklW
kl

=
1

2
εkliju

ijW
kl
, (4.46)

ou seja,

Wij =
1

2
εijklW

kl
. (4.47)

Assim, demonstramos a equivalência entre as descrições de N = 4 SYM no su-

perespaço harmônico e no superespaço usual, no caso de um grupo de gauge abeliano.

4.4.2 Grupo de “gauge” não abeliano

Os v́ınculos satisfeitos pela 2-forma (field strength) F em N = 4 SYM, quais

sejam [18]

Fαiβj := −i{∇αi,∇βj} = εαβWij ,

F ij

α̇β̇
:= −i{∇̄i

α̇, ∇̄
j

β̇
} = εα̇β̇W

ij
,

Fαi
j

β̇
:= −i{∇αi, ∇̄j

β̇
} = 0 ,

(4.48)

podem ser escritos na linguagem do superespaço harmônico como

Fαrβs = εαβεrsW ,

F r′s′

α̇β̇
= εα̇β̇ε

r′s′W ,

Fαr
s′

β̇
= 0 ,

(4.49)

onde Fαrβs = ur
ius

jFαiβj, F
r′s′

α̇β̇
= ui

r′uj
s′F ij

α̇β̇
e assim por diante. A identidade de

Jacobi (generalizada)

[∇̄s′

β̇
, {∇αr, ∇̄r′

α̇ }] + [∇̄r′

α̇ , {∇̄s′

β̇
,∇αr}] + [∇αr, {∇̄r′

α̇ , ∇̄s′

β̇
}] = 0 (4.50)
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implica que

∇αr(iF
r′s′

α̇β̇
) = iεα̇β̇ε

r′s′∇αrW = 0 , (4.51)

ou seja, ∇αrW = 0. Por outro lado, a identidade

[∇γs, {∇αr, ∇̄r′

α̇ }] + [∇̄r′

α̇ , {∇γs,∇αr}] + [∇αr, {∇̄r′

α̇ ,∇γs}] = 0 (4.52)

implica que

∇̄r′

α̇ (iFγsαr) = iεγαεsr∇̄r′

α̇W = 0 , (4.53)

ou seja, ∇̄r′
α̇W = 0. Portanto, embora W não seja um supercampo G-anaĺıtico

quando o grupo de gauge é não abeliano, podemos dizer que W é covariantemente

G-anaĺıtico, i.e., (compare com (4.8))

∇αrW = ∇̄r′

α̇W = 0 . (4.54)

Se começamos com um supercampo W com carga +1 e covariantemente anaĺıtico

no superespaço harmônico, podemos mostrar que ele define um supercampo Wij em

M4|16 satisfazendo aos v́ınculos (4.32). Para tanto, basta seguir o que fizemos na

subseção anterior, trocando D’s por ∇’s quando necessário.

A equação (4.54) implica que tr(W n), onde o traço é tomado com relação ao

grupo de gauge, é anaĺıtico no sentido usual. Assim, os operadores

On = tr(W n) (n = 2, 3, . . .) (4.55)

fornecem a famı́lia de correntes generalizadas que se acoplam aos prepotenciais V (n),

introduzidas na seção 4.3. Portanto, existe uma correspondência biuńıvoca entre

estes operadores e os estados de Kaluza–Klein da supergravidade tipo IIB em AdS5×
S5 [13], a qual pode ser esquematizada da seguinte maneira:

A(n) ←→ V (n) ←→ tr(W n+2) (n = 0, 1, . . .) . (4.56)

Este fato foi apontado pela primeira vez em [4], embora esta famı́lia de operadores

já tivesse sido considerada em [2]. Aqui derivamos explicitamente a relação entre os

multipletos da supergravidade e da teoria de campos através do uso do superespaço

harmônico.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e perspectivas

Neste último caṕıtulo, fazemos um breve resumo do que foi feito neste trabalho,

além de apresentarmos nossas perspectivas para o futuro.

Mostramos que a teoria de supergravidade tipo IIB pode ser descrita, na apro-

ximação linear, em termos de um supercampo quiral A satisfazendo a um v́ınculo

de quarta ordem da forma D4A ∼ D̄4Ā. Este é o caso tanto para um background

IM10 como para um background AdS5,5|32. Neste último caso, pudemos expandir este

supercampo em harmônicos de S5, obtendo uma famı́lia de supercampos quirais em

AdS5|32 que pertencem a representações simétricas e de traço nulo de SO(6), o grupo

das isometrias de S5. Passando para a fronteira de AdS5|32, i.e., tomando ϕ = ϕ̄ = 0

e r → ∞, com base no estudo do superespaço AdS5,5|32 feito no caṕıtulo 2, ob-

tivemos uma famı́lia de supercampos quirais N = 4 no superespaço de Minkowski

M4|16, também estudado em detalhe no caṕıtulo 2. Estes supercampos são off-shell

e também satisfazem a v́ınculos de quarta ordem. No quarto caṕıtulo, mostramos

que estes supercampos podem ser expressos em termos de uma famı́lia de supercam-

pos prepotenciais Grassmann-anaĺıticos em um superespaço apropriado, qual seja

o superespaço harmônico M4|16 × SU(4)/S(U(2)× U(2)), e que estes prepotenciais

se acoplam naturalmente a operadores invariantes de gauge em N = 4 SYM. De

fato, estes operadores são da forma tr(W n) (n = 2, 3, . . .), onde W = uijWij e Wij

é o supercampo field strength de N = 4 SYM. Esta identificação dos estados de

Kaluza–Klein da supergravidade tipo IIB em AdS5 × S5 [13] com estes operadores

foi feita pela primeira vez em [4], embora esta famı́lia de operadores já tivesse sido

considerada em [2]. Aqui derivamos explicitamente a relação entre os multipletos da

supergravidade e da teoria de campos através do uso do superespaço harmônico, com

base no que foi feito em [3]. Podemos ver esta relação como mais uma corroboração

da correspondência AdS/CFT.

A continuação natural deste estudo envolve uma generalização do artigo [3] da

supergravidade para a supercorda. Esta generalização deve envolver o formalismo
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de espinores puros em um background AdS5 × S5 [19] e o superespaço harmônico

descrito aqui. Com uma relação bem definida entre N = 4 SYM e a supercorda

no background AdS5 × S5, pode ser posśıvel testar e talvez até demonstrar a cor-

respondência AdS/CFT no limite perturbativo de SYM. Os primeiros passos para

definir esta relação foram feitos nos artigos [20] e [21].
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Apêndice A

Espinores de duas componentes

Nesta dissertação, sempre que discutimos uma teoria em um superespaço cuja parte

bosônica (descrita por variáveis comutantes) tem dimensão 4, utilizamos o formalis-

mo dos espinores de duas componentes.∗ O grupo de Lorentz SO(1, 3) é localmente

isomorfo ao grupo SL(2,C) das matrizes 2× 2 complexas e de determinante 1. Este

último possui duas representações fundamentais distintas. Uma delas é descrita por

um par de números complexos

ψα =

 ψ1

ψ2

 , (A.1)

com a lei de transformação

ψ′α = Λβ
αψβ , Λ ∈ SL(2,C) , (A.2)

e é chamada representação
(

1
2
, 0
)
, ou espinorial quiral de esquerda.

A outra representação fundamental, chamada
(
0, 1

2

)
ou espinorial quiral de di-

reita, é obtida por conjugação complexa:

ψ̄′α̇ = ψ̄β̇Λ̄β̇
α̇ , Λ̄β̇

α̇ = (Λβ
α) . (A.3)

O ponto em cima dos ı́ndices indica a representação a que estamos nos referindo.

Na notação do grupo SL(2,C), um espinor de Dirac de quatro componentes é

representado por um par de espinores quirais:

ΨD =

 ψα

χ̄α̇

 . (A.4)

Para um espinor de Majorana, χ̄α̇ = (ψα).

∗Na verdade, também utilizamos este formalismo quando estudamos o superespaço AdS5|32×S5,
devido à decomposição superconforme da álgebra psu(2, 2|4), descrita no apêndice C.
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Os ı́ndices com e sem ponto são levantados e abaixados da seguinte maneira:

ψα = εαβψβ , χ̄α̇ = εα̇β̇χ̄β̇ ; (A.5)

ψα = εαβψ
β , χ̄α̇ = εα̇β̇χ̄

β̇ , (A.6)

onde ε é o śımbolo de Levi–Civita e tem as propriedades

ε12 = ε1̇2̇ = −ε12 = −ε1̇2̇ = 1 =⇒ εαβε
βγ = δγα , εα̇β̇ε

β̇γ̇ = δγ̇α̇ . (A.7)

A convenção para a contração de um par de ı́ndices espinoriais é

ψαλα =: ψλ , χ̄α̇ρ̄
α̇ =: χ̄ρ̄ =⇒ ψ2 = ψαψα , ψ̄2 = ψ̄α̇ψ̄

α̇ . (A.8)

As matrizes σa (a = 0, . . . , 3) são definidas como

(σa)αα̇ = (1, ~σ)αα̇ , (σ̃a)
α̇α = εα̇β̇εαβ(σa)ββ̇ = (1,−~σ)α̇α , (A.9)

onde ~σ representa as matrizes de Pauli

σ1 =

 0 1

1 0

 , σ2 =

 0 −i
i 0

 , σ3 =

 1 0

0 −1

 , (A.10)

e possuem as seguintes propriedades:

(σa)αα̇(σ̃a)
β̇β = 2δβαδ

β̇
α̇ , (σa)αα̇(σ̃b)α̇α = 2δba ,

σaσ̃b = ηab − iσab , σ̃aσb = ηab − iσ̃ab ,
σab = −σba , σ̃ab = −σ̃ba , (σab)α

α
= (σ̃ab)α̇

α̇
= 0 ,

εabcd σ
cd = 2i σab , εabcd σ̃

cd = −2i σ̃ab ,

(σab)α
β(σc)ββ̇ + (σc)αα̇(σ̃ab)β̇

α̇ = −2εabcd(σ
d)αβ̇ ,

(A.11)

sendo η = diag(1,−1,−1,−1) e εabcd o śımbolo totalmente antissimétrico de Levi–

Civita, definido de forma que ε0123 = 1.

Um vetor xa pertence à representação
(

1
2
, 1

2

)
e pode ser substitúıdo por uma

matriz hermitiana:

xαα̇ := (σa)αα̇x
a , xα̇α := (σ̃a)

α̇αxa . (A.12)

Por fim, escrevemos a forma infinitesimal das matrizes de SL(2,C) em (A.2) e

(A.3):

Λβ
α = δβα +

i

2
λab(σab)α

β , Λ̄β̇
α̇ = δβ̇α̇ −

i

2
λab(σ̃ab)α̇

β̇ , (A.13)

onde os parâmetros λab = −λba são reais e infinitesimais.
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Apêndice B

Espinores e matrizes de Pauli em 10 dimensões

É bem conhecido o fato de que, em um espaço de d dimensões (bosônicas), um

espinor de Dirac possui 2[ d2 ] componentes complexas, onde [ξ] denota o maior inteiro

que não supera ξ. Este resultado é válido para qualquer assinatura da métrica.

Entretanto, este tipo de espinor não é, em geral, uma representação irredut́ıvel do

grupo de Lorentz. De fato, quando d é par, podemos impor a condição de Weyl,

que divide o espinor em suas componentes quirais de esquerda e de direita, as quais

se transformam independentemente. Cada uma destas componentes (espinores de

Weyl) possui metade dos graus de liberdade do espinor de Dirac original. Estes são

os espinores que utilizamos na seção 3.1.

No caso em que d = 10, os espinores de Weyl possuem 16 componentes com-

plexas, de modo que, em vez de trabalhar com matrizes de Dirac 32× 32, podemos

trabalhar com matrizes de Pauli (generalizadas) 16 × 16. Assim, usamos ı́ndices

α̂, β̂, . . . = 1, . . . , 16 em cima para denotar as componentes de um espinor de Weyl

de esquerda ψα̂ e os mesmos ı́ndices embaixo para denotar as componentes de um

espinor de Weyl de direita χα̂. Isto é consistente porque, como não existem em

dez dimensões objetos análogos aos śımbolos εαβ e εα̇β̇ definidos no apêndice A, os

ı́ndices não podem ser levantados ou abaixados.

As matrizes de Pauli (γµ)α̂β̂ satisfazem à relação de anticomutação usual

(γµ)α̂β̂(γν)
β̂γ̂ + (γν)α̂β̂(γµ)β̂γ̂ = 2ηµνδ

γ̂
α̂ (µ, ν = 0, . . . , 9) , (B.1)

sendo

(γµ)α̂β̂ = (1, γi)α̂β̂ (i = 1, . . . , 9) ,

(γµ)α̂β̂ = (1,−γi)
α̂β̂ ,

{γi, γj} = 2δij

(B.2)

e η = diag(1,−1, . . . ,−1). As matrizes γi são hermitianas. Podemos definir os
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seguintes produtos antissimetrizados de matrizes γ:

(γµν)α̂
γ̂ := (γ[µ)α̂β̂(γν])

β̂γ̂ , (γµν)
α̂
γ̂ := (γ[µ)α̂β̂(γν])β̂γ̂ ,

(γµνρ)α̂β̂ := (γ[µν)α̂
γ̂(γρ])γ̂β̂ , (γµνρ)

α̂β̂ := (γ[µν)
α̂
γ̂
(γρ])

γ̂β̂
(B.3)

e assim por diante, onde a antissimetrização é, obviamente, feita apenas nos ı́ndices

vetoriais e é definida de modo que, se Oµ1...µn é um objeto totalmente antissimétrico,

então Oµ1...µn = O[µ1...µn]. As matrizes γµ e γµνρστ são simétricas com respeito a

seus ı́ndices espinoriais, enquanto γµνρ é antissimétrica. Além disso, (γµνρστ )α̂β̂ é

autodual, enquanto (γµνρστ )
α̂β̂ é antiautodual. Finalmente, listamos as identidades

envolvendo traços de matrizes γ:

(γµ)α̂β̂(γν)
β̂α̂ = 16 δµν ,

(γµν)α̂β̂(γρσ)β̂ α̂ = 32 δµνσρ ,

(γµνρ)α̂β̂(γστυ)
β̂α̂ = 96 δµνρυτσ ,

(γµνρσ)α̂β̂(γτυωλ)
β̂
α̂ = 384 δµνρσλωυτ ,

(γµνρστ )α̂β̂(γυωλφψ)β̂α̂ = 1920 δµνρστψφλωυ + 16 εµνρστ υωλφψ ,

(B.4)

onde δµνσρ := δµ[σδ
ν
ρ], δ

µνρ
υτσ := δµ[υδ

ν
τ δ

ρ
σ] e assim por diante e εµ1...µ10 é o śımbolo totalmente

antissimétrico de Levi–Civita, definido de forma que ε0123456789 = 1. Contrações entre

matrizes com diferentes números de ı́ndices vetoriais são nulas. Estas propriedades

são importantes para a discussão feita no caṕıtulo 3.
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Apêndice C

A álgebra do grupo PSU(2, 2|4)

A álgebra psu(2, 2|4) é uma extensão da álgebra conforme so(2, 4) ' su(2, 2) e, ao

mesmo tempo, uma extensão da álgebra de supersimetria 4-estendida (N = 4) (com

carga central nula). Ela contém os geradores Pa,Mab, Qαi, Q̄
i
α̇ = (Qαi)

† do grupo de

super Poincaré, U j
i = −(U i

j)
† de SU(4), Ka dos boosts conformes, ∆ da dilatação

e os geradores Siα, S̄α̇i = (Siα)† da supersimetria “especial” (ou conforme). Estes

últimos são contrapartes dos geradores de supersimetria usuais Qαi, Q̄
i
α̇, assim como

os boosts conformes Ka são contrapartes dos geradores de translações Pa.

A estrutura completa da álgebra é:

[Mab,Mcd] = 2i(ηc[bMa]d + ηd[aMb]c) , [Pa, Kb] = −2i(ηab∆ +Mab) ,

[Mab, Pc] = 2iηc[bPa] , [Mab, Kc] = 2iηc[bKa] ,

[∆, Pa] = iPa , [∆, Ka] = −iKa ,

[∆, Qαi] = i
2
Qαi , [∆, Siα] = − i

2
Siα ,

[Mab, Qαi] = −1
2
(σab)α

βQβi , [Mab, S
i
α] = −1

2
(σab)α

βSiβ ,

[Qαi, Ka] = −(σa)αα̇S̄
α̇
i , [Siα, Pa] = −(σa)αα̇Q̄

α̇i ,

{Qαi, Q̄
j
α̇} = 2δji (σ

a)αα̇Pa , {Siα, S̄α̇j} = 2δij(σ
a)αα̇Ka ,

{Qαi, S
βj} = −δji (σab)α

β
Mab + 2iδβα(2U j

i − δ
j
i∆) ,

[U i
j , Qαk] = i(δikQαj − 1

4
δijQαk) ,

[U i
j , S

αk] = −i(δkjSαi − 1
4
δijS

αk) ,

[U i
j , U

k
l ] = i(δilU

k
j − δkjU i

l ) ,

além de relações que são obtidas destas por conjugação hermitiana. Todos outros

(anti)comutadores são nulos. Aqui η = diag(1,−1,−1,−1) e [ab] := 1
2
(ab − ba).

A lista de geradores dada aqui constitui a decomposição superconforme da

álgebra psu(2, 2|4). Esta forma da álgebra é mais conveniente para o estudo do

superespaço conforme, não sendo tão bem adaptada ao estudo do espaço AdS5×S5.

Por exemplo, os geradores Ka não pertencem ao grupo de isotropia de AdS5, mas

as combinações lineares 1
2
(Pa −Ka) sim.
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