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Resumo

A correspondéncia AdS/CFT, da forma como foi conjecturada por Maldacena,
sugere uma equivaléncia notavel entre duas teorias aparentemente nao relacionadas,
quais sejam uma teoria de supercordas tipo IIB em um background AdSs x S° e
uma teoria de super Yang—Mills (SYM) em quatro dimensdes maximalmente super-
simétrica (N = 4). Nesta dissertacao, estudamos a relagao entre o espectro da teoria
de supergravidade tipo IIB em AdS; x S° (limite de baixas energias da teoria de
supercordas mencionada acima) e a familia de operadores invariantes de gauge em
N =4 SYM descrita em [P. Howe, P. West, Int. J. Mod. Phys. A 14 (1999) 2659]
através do uso de um superespago harmonico, tendo como base principal o artigo
[P. Heslop, P. Howe, Phys. Lett. B 502 (2001) 259]. Fazemos ainda uma revisao
do formalismo de cosets, que é amplamente utilizado neste trabalho.

Palavras Chaves: Supersimetria; Supergravidade; Correspondéncia AdS/CFT;

Superespaco Harmonico.

Areas do conhecimento: Ciéncias Exatas e da Terra; Fisica de Particulas e

Campos; Teoria de Supercordas.
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Abstract

The AdS/CFT correspondence, as conjectured by Maldacena, suggests a re-
markable equivalence between two apparently unrelated theories, namely a type 1B
superstring theory on an AdSs; x S° background and a maximally supersymmetric
(N = 4) super Yang-Mills (SYM) theory in four dimensions. In this dissertation,
we study the relation between the spectrum of the type IIB supergravity theory on
AdS; x S° (low-energy limit of the superstring theory mentioned above) and the
family of gauge-invariant operators in ' =4 SYM described in [P. Howe, P. West,
Int. J. Mod. Phys. A 14 (1999) 2659] by making use of a harmonic superspace,
mostly based on [P. Heslop, P. Howe, Phys. Lett. B 502 (2001) 259]. Moreover, we

review the coset space formalism, which is largely used in the present work.
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Capitulo 1

Introducao

A correspondéncia anti-de Sitter/Teoria de Campos Conforme (AdS/CFT), da forma
como foi conjecturada por Maldacena [1], sugere uma equivaléncia notavel entre
duas teorias aparentemente nao relacionadas. De um lado da correspondéncia (o
lado AdS), temos uma teoria de supercordas tipo IIB em um background AdSs x S°,
na qual o fluxo da 5-forma através de S® é um niimero inteiro N, i.e.,

55 F(5) :N, (11)

e os raios de AdS5 e S sao iguais e dados por

L = \/4ngsNo'?, (1.2)

onde g é a constante de acoplamento da supercorda e o/ é o parametro de Regge,

relacionado a tensao da supercorda Tj por

B 1
2ol

Th (1.3)

Do outro lado (o lado da teoria de campos conforme), temos uma teoria de super
Yang-Mills (SYM) em quatro dimensoes maximalmente supersimétrica (N = 4),
com grupo de gauge SU(N ) e constante de acoplamento gyn = /gs na fase conforme.

Na forma mais forte da conjectura, a correspondéncia é dita valida para todo
valor de N e todos os regimes da constante de acoplamento g, = g2,;. Mesmo se nao
for este o caso, alguns limites ja sao bastante interessantes. O limite de 't Hooft no
lado SYM, no qual N — oo com A := ¢g2,,N mantido fixo, corresponde & teoria de
supercordas “cldssica” (sem loops de cordas) em AdSs x S° no lado AdS. Se, em vez
de manter A fixo, tomamos o limite A — 00, a teoria de supercordas se reduz a teoria
de supergravidade tipo IIB em AdSs x S°. Assim, o regime de acoplamento forte
em SYM ¢ mapeado no regime de baixas energias das teorias de supergravidade e

supercordas, um problema que oferece uma chance maior de solugao.



A notabilidade da conjectura advém principalmente do fato de a correspondéncia
se dar entre uma teoria de gravidade em dez dimensoes e uma teoria em quatro
dimensoes totalmente sem gravidade; de fato, com particulas de spin igual ou inferior
a 1, apenas.” Tal fato sugere que a dinamica gravitacional no interior do espaco de
anti-de Sitter seja resultante de uma imagem hologréafica gerada pela dinamica da
teoria na fronteira de AdS5. Por isso, muitas vezes se chama a correspondéncia de
holografica.

Parte do interesse na correspondéncia esta na construgao de modelos nela basea-
dos que tém fornecido resultados sobre QCD. Esta linha de pesquisa é as vezes
chamada AdS/QCD. H4 também aplicacoes da correspondéncia a fisica dos sélidos,

o que ficou conhecido como AdS/CMT (condensed matter theory).

Nesta dissertacao, estudamos a relagao entre o espectro da teoria de supergravi-
dade tipo IIB em AdSs x S° e a familia de operadores invariantes de gauge em N = 4
SYM introduzida em [2] através do uso de um superespago harmoénico, tendo como
base principal o artigo [3]. Nao é feita aqui uma revisdo sobre a correspondéncia
AdS/CFT. Para tanto, ver, por exemplo, [5, 6].

No segundo capitulo, fazemos uma revisao sobre o poderoso formalismo de cosets,
que ¢ largamente usado ao longo da dissertacao. Além disso, trabalhamos alguns
exemplos para esclarecer as ideias e conceitos apresentados, bem como adiantar al-
gumas propriedades do espacgo de anti-de Sitter que serao tteis no proximo capitulo.

No terceiro capitulo, apresentamos a teoria de supergravidade tipo IIB. Mostra-
mos que os campos componentes podem ser descritos em termos de um supercampo
quiral A satisfazendo a um vinculo da forma D*A ~ D*A. Isto é verdade tanto
para um background IM' como para um background AdSs x S°. Neste tltimo caso,
expandimos A em harmonicos de S° e passamos para a fronteira de AdSs, obtendo
um conjunto de supercampos quirais N’ = 4 em quatro dimensoes.

No quarto capitulo, introduzimos o superespaco harménico M*0x
SU(4)/S(U(2) x U(2)), traduzimos o vinculo de quarta ordem satisfeito pelo su-
percampo A para a nova linguagem e mostramos que este pode ser facilmente re-
solvido em termos de uma familia de supercampos prepotenciais que se acoplam a
correntes de Noether generalizadas. Os vinculos impostos nestas tltimas, oriundos
das invariancias de gauge dos prepotenciais, sao precisamente aqueles satisfeitos pela
familia de operadores invariantes de gauge em N = 4 SYM mencionada acima.

Finalmente, no quinto e iltimo capitulo, apresentamos nossas conclusoes e pers-

pectivas para o futuro. Em seguida, o apéndice A revisa os principais aspectos

*Esta ¢é a razdo de N = 4 SYM ser dita maximalmente supersimétrica. Fosse A/ > 4, terfamos

particulas com spin maior que 1.



do formalismo de espinores de duas componentes em quatro dimensoes, além de
fixar nossa notacao e nossas convencoes. No apéndice B, fazemos uma breve re-
visao sobre espinores e matrizes de Pauli em 10 dimensoes. A lista das relagoes
de (anti)comutagao dos geradores do grupo PSU(2,2|4) é exposta no apéndice C,

deixando explicitas as convengoes utilizadas nos calculos ao longo da dissertacao.



Capitulo 2

Técnicas de espacos homogéneos

Formulac¢oes manifestamente invariantes de teorias de campos fazem uso de algum
espago (ou superespago) em que uma dada simetria (ou supersimetria) é realizada
geometricamente por transformagoes de coordenadas. Apresentamos aqui o for-
malismo de cosets, que nos permite construir tais espacos de forma sistematica e
que sera imprescindivel para esta dissertacao. Além disso, fornecemos exemplos de

espagos homogéneos como aplicagao do formalismo.

2.1 Formalismo de “cosets”

Seja G um grupo com geradores X; e Yy (I =1,... neA=n+1,....n+m)
e H um subgrupo de G com geradores X;. A dlgebra de Lie de G tem a seguinte

estrutura:

(X1, Xj] = fr/" Xk, (X7, YAl = f1a” X5+ f14"Y5,

(2.1)
[Ya,Ys] = fap' X1 + faYe,

onde os f’s sao as constantes de estrutura do grupo G. Podemos definir uma relacao

de equivaléncia entre dois elementos ¢i, go € G da seguinte maneira:

g1~ g = g 'g2€ H. (2.2)

As classes de equivaléncia de GG pela relacao definida acima sao chamadas “cosets”.*

O conjunto de cosets define o quociente de G por H, o qual é usualmente denotado
por G/H.

E sempre possivel definir uma ac¢ao de G sobre G/H que age transitivamente em
G/H, o que faz de G/H um espago homogéneo de GG. Naturalmente, o subgrupo
H C G é o grupo de isotropia do elemento H € G/H [7].

*A rigor, “cosets” a esquerda. Em toda a dissertacao, cosets e agoes de grupos serao sempre

implicitamente definidos & esquerda.



O espaco G/H é parametrizado por coordenadas &4, correspondendo aos gera-

dores Y. Podemos definir um representante do “coset” como
Q=M (2.3)

Esta defini¢ao implica que H corresponde a origem de G/H (£ = 0), ouseja, H C G
é o grupo de isotropia da origem de G/H. O representante do coset é definido a

menos da relagao de equivaléncia

Q) ~ QEAAN), (2.4)

onde h(A) € H é uma transformagao local.
O grupo G age globalmente sobre G/H. A agao de um elemento g € G é definida

da seguinte forma:
g eiEAYA _ eiﬁ’A(E,g)YA h(é"g) — QO = th_17 (25)

onde h(€, g) = expliN[(€, g)X ] é algum elemento do subgrupo H com parametros
M (€, g). Os parametros ¢4 e Al em (2.5) podem, em principio, ser obtidos através
da féormula de Baker—-Campbell-Hausdorff
1 1
e = exp{A+ B+ S[A, B+ (A A B+ (4B, B)+}  (20)
e da algebra (2.1).

A partir do representante do coset, definimos a 1-forma de Cartan como [§]

C(&) = CM(&)gn = de*CaMgnr = Q) 71dQ(E), (2.7)

onde g, representa coletivamente os geradores do grupo G, i.e., X; e Y4. Supondo

fra? =0, podemos escrever a 1-forma de Cartan como

CMgy = i(E +w) = i(BY, + W' X)) (2.8)

1

Nesta expressio, F4 sdo as componentes do “vielbein”,’ enquanto w’ sdo as com-

ponentes da conexao para o subgrupo H, a qual generaliza a conexao espinorial.
Da equagao (2.5), podemos derivar as leis de transformacao destes campos sob a
agao de g € G. Com efeito,
(Q71Q) = (¢Qh™H)'d(gQh™)
= Q')A + hdh!
= i(hEh + hwh ! —ihdh 1) (2.9)
= (F +uJ'), (2.10)

TPara evitar a introducdo de mais notacio, utilizamos os mesmos indices para as coordenadas
da variedade e do espago tangente. Nao ha risco de ambiguidade, uma vez que o contexto sempre
nos permite inferir o tipo de indice que estd sendo usado. Por exemplo, as componentes do vielbein

sempre carregam um indice do espago tangente.



onde usamos dg = 0, ja que g representa uma simetria global e, portanto, ¢ inde-
pendente de 4. De (2.9) e (2.10), obtemos

E' = hEh!
W' = hwh ! —ihdh7!. (2.11)

O vielbein e a conexao sao utilizados para definir a derivada covariante D
no espago G/H. Se ¢,(£) (r é o indice da representaciao de H) é um objeto que se

transforma homogeneamente sob a acao de GG, entao
(DY), = EA(Day), = [(d +iw)y], (2.12)

também o é. E claro que a ultima expressao é apenas esquematica, a forma exata
de (wv)), dependendo do tipo de objeto que é ;.

Ainda a partir do vielbein e da conexao, podemos definir a torgao
T:=DFE=dE—-iEANw—iwAFE (2.13)
€ a curvatura
R=dw—iwAw, (2.14)
que caracterizam a geometria do espaco.t Derivadas de ordem superior do vielbein
e da conexao levam apenas a relagoes entre os objetos definidos acima. De fato,
DI' = dT —iThNw+iwAT
= —tENdw+idEANw —twANAdE+idoANE —idE Aw
—(EANw)Aw—(WAE)Aw+iwAdE+wA (EAw)+wA (wAE)
= —i(EANR—-—RAE) (2.15)

DR = dR—1RAw+iwAR
= —lwANdw+idwAw—idwAw—(WAW) Aw+iwAdw+wA (wAw)
= 0. (2.16)
As equagdes (2.15) e (2.16) sao chamadas identidades de Bianchi.
Aplicando duas vezes a derivada covariante a uma p-forma F tomando valores
na algebra de Lie de G, podemos derivar uma outra identidade:
D*F = DAF —iF Aw+ (—1)Piw A F]
= —iFANdw—(FAw)Aw+ (-1)P(wAF)Aw
+idoANF = (1) PwA(FAw)+wA (wAF)
= —i(FAR-—RAF). (2.17)

*No que diz respeito a formas diferenciais, nossas convencoes sio as mesmas de [9].



Esta identidade recebe o nome de identidade de Ricci. Note-se que a identidade
de Bianchi (2.15) é um caso particular de (2.17), no qual 7 = E. De modo anélogo,

podemos derivar a identidade de Ricci para um campo ¥, (£). Obtemos

D*V¥, =i (RV),, (2.18)
ou seja,
D(EADV,) = EANEPDD AV, + TADyV, =i (RD),, (2.19)
donde
[Da, Dp}V, = —Tug“ DV, + i (Rap¥),, (2.20)

sendo [, } um anticomutador no caso de Dy e Dpg serem ambos fermionicos e um
comutador nos demais casos. Este é um resultado assaz interessante, uma vez que
nos permite obter as relagoes de (anti)comutagao das derivadas covariantes sem que
precisemos conhecer a forma explicita das mesmas.

As ideias e os conceitos apresentados aqui, bem como sua utilidade, ficarao mais

claros quando aplicados aos exemplos da proxima secao.

2.2 Exemplos

2.2.1 Espago de Minkowski

Talvez o exemplo mais simples e mais bem conhecido de um espago homogéneo seja
o espaco de Minkowski IM*. Neste, G é o grupo de Poincaré ISO(1,3) e H é o grupo
de Lorentz SO(1, 3), i.e.,

~I1SO(1,3)  {Pi, My}

M= 50w = (M)

(2.21)

Na equacao acima, introduzimos uma notagao em que um grupo € identificado com
o conjunto dos seus geradores. P, sao os geradores das translagoes e My, = —M,,, 08
geradores das rotagoes de Lorentz (a,b =0, ...,3). A dlgebra do grupo de Poincaré

tem a seguinte estrutura:

[Pa) Pb] = 0,
[Maba Pc] - 22.T/c[b-Pa] ) (222)
[Mab7 Mcd] = 22-(77c[b]\40b]d + nd[aMb]c) )
onde n = diag(1,—1,—1,—1) € (o) = 3(a — ba). As coordenadas associadas aos

geradores P, sao as usuais x%, e o representante do coset pode ser escolhido como

Q=¢"ta (2.23)



Sob a acdo de uma translacio exp[ic®P,] (¢* € IR*), temos

;O N/ ) ; a Qa
ele P, et Po _ ez(x +c*) Py : (224)
ou seja, ©'* = 2%+ ¢ e h = 1. J4 uma rotacao de Lorentz exp[%)\“bMab], com
parametros A% = —\" reais, produz
03N Map giz®Pa 5 X*May iz Pa o= 5 A" May 52" May

1 yab . ]- __iyab iyab
= €2>‘ May (1+ZIGPQ—2'xaIbPan+"'>€ 2)‘ Mab€2>‘ Map

. ab c iyab
_ ezexp[)\ xq0pl Pcez)\ Mab; (225)

logo, 2'¢ = exp[A®z,0y]2¢ =: Ay 2¢, onde A é a matriz de Lorentz na representacao
vetorial, e h = exp[%)\“bMab]. No célculo acima, utilizamos o lema de Hadamard,
segundo o qual

e*Be ™ = B+ [A, B] + 21![,4, [A,B]] +---. (2.26)

Esta formula sera utilizada por diversas vezes neste capitulo sem que facamos mengao
a ela.
Para calcular a 1-forma de Cartan, utilizamos o representante do coset (2.23), a

definigao (2.7) e a seguinte expressao para a derivada de uma exponencial:

act = (aa+ S1A QAT+ A, [4,dA + - Jer. (2.27)

Obtemos

—ama NP 2 —amQ@ . e
e T Padezx P, — ¢ T Pa(ZdZL‘aPa)em P,

= ida"P,, (2.28)

donde o vielbein® E* = dz® e a conexdo é nula, o que implica que, neste espaco, a
derivada covariante é dada simplesmente pela derivada usual, i.e., D, = 0,. Pode-
mos concluir ainda que também se anulam a tor¢ao e a curvatura.
O espacgo de Minkowski também pode ser identificado com um outro quociente,
considerando os geradores do grupo das transformagoes conformes SO(2,4). Temos
i SO(2,4) _ AP, Moy, Ko, A}
Span(iso(1,3) & A) {Mu, Koy A}

(2.29)

onde A é o gerador das dilatagoes e K, sao os geradores dos boosts conformes. A

parte da algebra envolvendo os novos geradores é

AP] = iP, ALK, = —iK,,
[Maba Kc] = 22.nc[b-[(a} s [Paa Kb] - _Zi(nabA + Mab) ) (230)
(K., K, = 0, [A, My = 0.

$Neste caso, também chamado vierbein ou tetrada.



Podemos, agora, estudar o efeito das novas transformacoes sobre as coorde-

nadas 2% Sob a agao de uma dilatagao explilog(A)A] (A > 0), temos

ilog(A)Aeix“Pa ilog()\)Aeiz“Pa —1 log(A)Aei log(A\)A

(& = e

— ei%Paeilog(A)A (231)

Y

(&

donde 2/ = 2%/ e h = exp[ilog(A)A]. A obtengao da acdo de um boost conforme
exp[iv®K,] (v* € R') é um pouco mais complicada. Considerando parametros v®

infinitesimais, temos

eivaKa 6ixaPa _ eim“Pa e—z’zaPa eivaKa eixaPa
—_ ei:):“Paefix“Pa [1 + ’anKa] eix“Pa
= ¢i'fa [1 +1 (2(2} 1)1 P, — 220 P, + v K, — 2(v - 2)A — 2vabeba)}
—_ ei(anrQ(’v'I)xa—vaa)Pa |:1 44 (UCLK& - 2(,0 . LC)A o QUabeba)} ’ (232)

onde desprezamos termos da ordem de v2. Portanto,

dr® = 2(v-x)r® — 2*0°,

2.33
h = 1+ (U“Ka —2(v-z)A — 2vabeba> + O(v?). (2.33)

Este primeiro exemplo de espaco homogéneo, relativamente simples, ja nos mostra
o potencial deste poderoso formalismo. No proximo exemplo, vamos aplica-lo a um
quociente envolvendo geradores de supersimetria, obtendo resultados conhecidos de

uma forma bastante elegante.

2.2.2 Superespago de Minkowski

Uma importante aplicacao do formalismo de cosets é a construcao de um espaco
em que a algebra do grupo de super Poincaré possa ser realizada, da mesma forma
que a algebra do grupo de Poincaré é realizada no espaco de Minkowski. A maneira
mais simples para fazer isto é estender IM* acrescentando ao grupo G os geradores
de supersimetria (supertranslacdes) Qa; e Q%, além dos automorfismos SU(N). O

espaco resultante é chamado superespago de Minkowski, e é denotado

_ {PmMab;Qon’anivsu(N)} )

44N .
M (Mo su(N)]

(2.34)

A notacao m|n indica m varidveis bosonicas (comutantes) e n fermionicas (antico-
mutantes), enquanto su(N') denota a algebra de SUN) ei=1,...,N é o indice de

sua representagao (anti)fundamental.



A dalgebra do grupo de super Poincaré tem a seguinte estrutura:

(Map, Quil = —5(0u)a" Qi (Mo, Qi) = 16w)a’ @Y.
[Qaiapa] = O: L_gafa] = 07 (235>
{Qainﬁj} = 07 {Q?MQ/J@»} = 07

{Qaia Q]a} = 26g(ga)adpa )

além das relagoes (2.22) e da parte da &lgebra envolvendo os geradores de SU(N).
Por serem fermionicos, os geradores das supertranslagoes satisfazem entre si a rela-
coes de anticomutacao, em vez de relacoes de comutacao. Eles formam N espinores
de Majorana, i.e., Q% = (Qu)'. Para mais detalhes sobre nossas convencoes e

bea.ab

notagoes, em particular as defini¢coes de 0%, o , ver o apéndice A.

Quando N > 1, a &lgebra do grupo de super Poincaré é também conhecida
como algebra de supersimetria N -estendida (com carga central nula). Quando
N = 1, a algebra é comumente chamada Algebra de supersimetria simples
(ou nao estendida). Neste sentido, a algebra do grupo de Poincaré corresponde a
supersimetria N = 0.

O superespaco M**V & parametrizado pelas coordenadas z® (bosonicas), 6% e
0% (fermionicas), correspondendo aos geradores P,, Q. e Q%, respectivamente. Sob

conjugacao complexa, estas coordenadas possuem as seguintes propriedades:
¢ =z, Ot = 67 . (2.36)
Escolhemos o representante do coset como

() — (i@ Pat07'Qai+0aiQ%) (2.37)

Claramente, as coordenadas # e 6 transformam-se como espinores quirais sob o
grupo de Lorentz e de acordo com as representacoes fundamentais de SU(N). As

transformacoes de supersimetria sao geradas por
g= ei(so‘iQm-FE_a'iQM) ’ (238)

que, quando age sobre ), produz (com parametros € infinitesimais)

g0 = ei[z“Pa+(9ai+6ai)Qai+(§ai+€_ai)Qdi}—%Eajéai{QajQM}—%?m@o‘j{QM7Qaj}+O(€2)
_ 6i[(m“+i(9ia“é¢—z‘sio“éi)Pa+(9m+€m)QaiJr(éerém)QdiHo(EQ)’ (2.39)
donde . o
dz* = (00 — e'0b;),
fO¥ = g , (240)
00si = Eai
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e h=1. A 1-forma de Cartan é dada por

Q0 = 0 (d:c“Pa A0 Qi + A0 Q% + L6 Quiy 402, Q) + 2[00 deanaj]) Q
= Q" [(da? +id0'0"0; — i0'0°d0;) Py + A0 Qui + A0, QY]
= [(dxa —idf'c*0; + i0'0"d;) P, + A0 Q4 + dédiQdi} , (2.41)

0 que nos permite concluir que a conexao é nula (e, portanto, também é nula a

curvatura) e as componentes do vielbein sao
E* = da® — i(0%) 0 (d002 + A0S0~
EY = e ’ (242)
Be = o

A partir do vielbein, podemos calcular a torgao:

T = dE
) _ 4 _ 0 ;- )
_ at . a . B al : _Ba a .8
= A6 Al [—z(a )aﬁei} Pt oy A0 [—ie™ (0%),1507] P,
= 2i(0")a*d0% A df4 P, (2.43)

o que implica que as Unicas componentes nao nulas sao
ia __ i a __ o:Sl a )

Um campo no superespaco de Minkowski é chamado supercampo. Supercam-
pos sao fungoes @2@(33, 0,0) carregando indices de SL(2, C) e SU(N). Eles se trans-

formam como escalares sob a acao de translagoes e supertranslacoes, i.e.,
(©75:)(2,0',0") = &5 (2,0,0), (2.45)

e de acordo com sua estrutura de indices sob a acao do grupo de isotropia. Como
as variaveis 6 e 6 sao anticomutantes, o quadrado de qualquer uma delas é identi-
camente nulo, de modo que a expansao de um supercampo em poténcias de 6 e 0 é

sempre finita. Por exemplo, para um supercampo escalar (de Lorentz e de SU(N)),

D(x,0,0) = ¢(z) + 0%ai(z) + s X (@) + - - + 0PV ONF () . (2.46)

Assim, um supercampo escalar descreve um conjunto de 2*V campos componentes.
As transformagoes supersimétricas dos campos componentes em (2.46) podem

ser obtidas a partir das leis de transformagao (2.40). Por exemplo,

B N, ST
ox % + 00 @ + 695%@
o () + EaiX™ (1) + O(0, 0)

06 () + 0°'0tbai(7) + 0aidX™ () + - - + ONONoF (), (247)

0P
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ou seja,
0¢(x) = e™ai() + EaiX™ (z). (2.48)

Para encontrar as componentes da derivada covariante, utilizamos a definicao

(2.12) com um supercampo ¢ qualquer:

D® = (E“D, + E*D,; + Ey;D%)d
= [dx“Da + dg* ( wi — 4 ) 02D ) + df; (DC” — i€’ ( “)a[;@aiDa)] )

= (dx 0a + dO™ aem + A0~ aea (2.49)
donde
Da = aaa
D, = 0 +(0")0a 020, (2.50)
ar 600“' aavq Ya s .
DY) a alet) a
D = ~ 55 10 (0%) 0604 -

)

Definimos um supercampo quiral como aquele que satisfaz a

Di® =0 (2.51)
e um supercampo antiquiral como aquele que satisfaz a

D,i®=0. (2.52)

A partir deste ponto, estariamos prontos para seguir estudando o formalismo de
supercampos no superespaco, construindo teorias manifestamente supersimétricas e
analisando suas propriedades, mas isto esta fora do escopo desta dissertacao.

De modo anélogo ao que fizemos para o espago de Minkowski, também podemos
descrever o superespaco de Minkowski por meio de um quociente envolvendo gera-
dores do grupo superconforme. Para este fim, consideraremos doravante N = 4.

Temos
PSU(2,2/4)

{Maba Su(4)7 Av Kav Stix? Sdi} 7

M — (2.53)

onde os geradores S°, Sz = (S1)" correspondem & supersimetria “especial” ou con-
forme. A dlgebra psu(2,2[4) esta detalhada no apéndice C.

E interessante calcular a acao de um boost conforme exp[iv®K,], com parametros
v® reais. As formas explicitas das variacdes das coordenadas z%, 8% e f,; sob esta
transformacao sao bastante complicadas, mesmo considerando parametros v® in-

finitesimais. De fato, nao iremos mostra-las aqui, uma vez que, para 0S Nossos
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propositos neste capitulo, vamos precisar da forma explicita da transformacao local

h € {Mu,su(4),A, K,, S, Ss} apenas. Esquematicamente, temos

eiv“KaQ _ 6i(x“+2(v~a:)z“—x2v“)Pah(]l\/I‘l)ei(QMQai-i-éMQdi)
— @i(fa‘f‘?(”'r)xa—z%a)])a ei(eaiQai+§aiQdi)e—i(eaiQm-i-éaiQM) h(]M4) ei(eaiQaH-éaiQdi)
= iE" H0r) P pil(07400°) Qai+ (0ai+005:) Q] (2.54)

onde h™") & o elemento do grupo de isotropia de IM? que aparece em (2.33), dz¢,

50 e §04; sao funcoes complicadas de 2%, 0% e 04, e

h = h(]M4) — 4’Ua0j0'a6_inZ: + Z.Eabcdvaejo-be_j‘Z\4Cd

- _ . 2.55
_ Uaezo_asi _ ,Uaei&asz + (’)(1)2) , ( )

sendo U/ = — (Ut os geradores de SU(4). Usaremos este resultado mais adiante.

2.2.3 Espacgo AdSj

O espago de anti-de Sitter, importante no contexto da correspondéncia AdS/CFT,

também constitui um exemplo de espaco homogéneo. No caso de cinco dimensoes,

G =S0(2,4) e H = S0(1,4), i.e.,

SO(2,4)  {3(Pu+ Ka), A, 3(Pa — Ka), My}
AdS; = L= 22 2 2.
85 80(1’4) {%(Pa_Ka)vMab} ’ ( 56)

onde os geradores foram escritos em termos dos P,, My, K, e A definidos anterior-
mente e a algebra so(2,4) é dada por (2.22) e (2.30).

O espaco AdSs; é parametrizado por quatro coordenadas da borda z® e uma
coordenada radial > 0, correspondendo ao gerador A. Um representante do coset
conveniente é dado por¥

Q) — (v Pailog(r)A (2.57)

Sob a agao de uma dilatacao exp[ilog(A)A], A > 0, temos

et log(A)Aezm P, o log(r)A  _ 5 P, e log()\)Aez log(r)A

P50 Py ilog(\r)A (2.58)

Y

= €

onde usamos o resultado (2.31). Portanto, z'* = 2%/, 1" = Ar e h = 1.
Mais uma vez, a obtencdo da acdo de um boost conforme exp[iv®[K,] (v* € R?)

se mostra um tanto mais complicada. Entretanto, o calculo feito em (2.32) facilita

TUma escolha talvez mais natural seria ) = expliz®(P, + K,) + ilog(r)A]. Pode-se mostrar

que Q ¢ equivalente a € no sentido de (2.4).
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bastante o nosso trabalho.ll Desprezando termos da ordem de v2, temos

e Ka() — 6( 2%4+2(v-z) 2 —x20? ah(]M4) ilog(r)A

— ¢ i(2%+2(v-z)zt—z2v?) P, zlog(r) ilog r Ah(]l\/[4)eilog(r)A

_ o i(z®42(v-z)z® —z2p 4P, zlog(r) [1 i (UKUL o 2('11 . SC)A o 2'Uabeba>]
T

= ARzt e Py pilog(r) A [1 +1 ( P, — —(Pa —K,) —2wv-z)A— QUGCUbeaﬂ

— (a2t —aPu 2y ) Py ilog(rem ) A {1 — i*(Pa - K,) — Ziv“beba} ;
T

onde h®™" & o elemento do grupo de isotropia de IM* que aparece em (2.33). Logo,
Ve

dz¢ = 2(v-z)r® — 2% + o

or = —2(v-a)r, (2.60)
h::1—ﬁﬂg—ngm%m%+owy

A primeira das equagcoes acima implica que, na fronteira do espago AdSs, i.e., quando

r — 00, as coordenadas z* se transformam da maneira usual sob a acao de um boost

conforme (cf. (2.33)). Tal fato estd em acordo com um dos principais ingredientes da

correspondéncia AdS/CFT, que ¢é a identificagdo da fronteira do espago de anti-de

Sitter com o espaco no qual a teoria de campos conforme é definida. No préximo

exemplo, veremos a generalizacao supersimétrica deste fato.
Continuando o estudo geométrico de AdSs, temos que a 1-forma de Cartan é

dada por
-1 - —ilog(r)A iz P, 2% P, wap, A7 ilog(r)A
QMO = e tlosAg—i e [ qpop eiPa 4 girtFa L A ) oilog(r)
r
. —ilog(r)A 3,.a tlog(r)A dr
= e tleMAqpap, eilosmA | A

d
:iOMTﬁ7ﬁ>
r

= g (;r dz®(P, + K,) + ;r dz®(P, — K,) + drA) (2.61)
donde obtemos as componentes do vielbein
E® =rdx®, E" = drr , (2.62)
e a conexao )
w=gr dz®(P, — K,) . (2.63)

IAqui fica clara a conveniéncia da escolha do representante (2.57).
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De posse destes, procedemos ao calculo da torcao:

T = dEFE—t1FANw—1twAFE
| . .
- dea/\dr(PﬁKa)—%ﬁdxa/\dxb [Pa+Ka,Pb—Kb]—%drAdx“ A, P, — K,]

—
:_2[P(a1Kb)} :i(Pa—‘y-Ka)
= 0, (2.64)
onde (g 1= %(ab + pa). J& o cdlculo da curvatura da:

R = dw—iwAw
: .
= Sda" Adr(P - K,) - érzdx“ ANda? [P, — Ko, Py — K

=4iMg,
1 1
= 5d:zc“ Ndr(P, — K,) + §T2dx“ A dz® My, , (2.65)
ou seja, as componentes nao nulas sao
Ry’ =—06,, R =—1r60;. (2.66)

Para finalizar a discussao do espaco de anti-de Sitter de cinco dimensoes, notamos
que a métrica, que pode ser obtida a partir de (2.62), é dada, nestas coordenadas,
por

dr?
ds? = r? ngpdadab — —5 (2.67)
T
As isometrias geradas por A e K, podem ser verificadas explicitamente no elemento
de linha acima. Além disso, utilizando (2.67), podemos mostrar que o espago de
anti-de Sitter realmente possui uma fronteira e que ela esta localizada em r — oo,
ou seja, a interpretagao dada abaixo de (2.60) faz sentido. Com efeito, consideremos

O =0er =1, para a qual ds* = 0.

a geodésica de um foton criado em t := x
Suponhamos, por simplicidade, que o féton nao se mova nas direcoes ¥ de AdSs.

Temos

dr?

0= r2dt®* — 5 (2.68)

de modo que o tempo que o foton leva para chegar a r — oo é dado por
t o d
At:/dt’:/ S —l<oo, (2.69)
0 1T

i.e., o féton leva um tempo finito para alcancar r — oo, o que implica que o espago

possui uma fronteira nesta regiao.
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2.2.4 Superespago AdSs 532

O tltimo exemplo que estudaremos ¢ o superespaco AdSs532. Este pode ser visto
como uma extensao supersimétrica do espaco de anti-de Sitter de cinco dimensoes
(para N = 8), semelhante & extensao do espago de Minkowski IM* para o superespaco
MV acompanhada de uma extensdo da parte bosonica (descrita por varidveis
comutantes) de 5 para 10 dimensdes, sendo as 5 novas dimensoes compactificadas em
uma 5-esfera. Em outras palavras, trata-se de um superespaco cuja parte bosonica
¢ AdSs x S e cuja parte fermionica é descrita por 32 varidveis anticomutantes. Na
forma de um quociente, temos

PSU(2,2/4)

AdSss12 = 551 1) x SO(B)

(2.70)

Isto pode ser visto do fato de que a parte bosonica do grupo PSU(2,2|4) é dada por
SU(2,2) x SU(4) ~ SO(2,4) x SO(6), enquanto o espaco AdS; é dado por (2.56) e
uma n-esfera S™ pode ser identificada com o quociente SO(n+1)/SO(n). Em termos
dos geradores,

{%(Pa + Ka>7 A; %(Pa - Ka)y Maby Qaia 727 Séu Sdzia UJZ}

AdSs 530 = M,
5,5/32 {%(pa — K,), Map, My }

. (2

onde M,,, = —%(pmn)g U (m,n =5,...,9) sao os geradores do grupo de isotropia
de S°. As matrizes p estdao relacionadas com os coeficientes de Clebsch-Gordan de
SU(4). Sua defini¢ao precisa e suas propriedades podem ser encontradas no apéndice
11.D de [10].

As coordenadas que parametrizam este superespaco sao x%, r, ¢™ (bosonicas),
0 s = 0, o e @ = Pa; (fermionicas), correspondendo aos geradores
(P, + K,), A, B, = —pmo)! Ul Qai, Q¥, Si e S%, respectivamente. Um
representante do coset que é conveniente para os nossos propositos aqui é dado por

Q) — i@ Pat01Qai+06:Q%) ilog(r)A (7 Si+7, 5) ,id™ P (2.72)

Outra vez, é interessante estudar a agdo de um boost conforme g = exp[iv®K,],

com parametros v® reais infinitesimais. Com a ajuda de (2.54), obtemos

g Q = i@ 92" Pa il(0 4607 Qairt (Fai+005:) QY] (ML) pilog(r) A pi(pf So 25 S7) 1" P

)

(2.73)
com AM™) dado por (2.55). Passando M) através dos geradores A, S e S da

forma usual, ficamos com

g0 = pi(29+82%) Pa i (0% +60°)) Qai+(Pai+604:) QY] jilog(r) A Li( ¢ Si+$ 5 S8 | (MH16) Lig™ P

)

(2.74)
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onde 3¢ (G.) 6 uma funcio de z, 7, 6, e ¢ (@) e

MU — 2i(v-z)A + (QU“xb + ie“deUCQjadH_j) M, — 4U“9j0a9_iU]’:
a b b
+ 1 (U + LeiO'bé'GQOi + U@iéaab@) Ka + O(UQ) .
r r r

vr vr

Agora escrevemos K, = P, — (P, — K,), passamos P, para a esquerda e agrupamos

(2.75)

os termos de cada gerador. O resultado final é da forma

cola e RN A s - AN / ol Qi 51 TG gaim D
gQ — el(m Po+0"""Qait+05,Q )e'LIOg(r )Aez(‘ﬁ S&+04Ss )6Z¢ th/’ (276)

onde (desprezando termos da ordem de v?)

= x4 9d2°4+ O (ﬁ) :
gt = 0145071+ 0 (1)
0 = 0Oai+ 0604 +0O (%) ;
o= [1=2v-x)r,
ab, B

0 = o — il (0a) 5" + v 090007 (04) 5" + 4iv* 00,0309 — v o,0;0F + O (

Ph = s
(2.77)
¢ é alguma fungao de ¢ e a forma explicita de h € SO(1,4) x SO(5) nao serd
necessaria para nossa analise.

As equagoes (2.77) nos permitem chegar a importantes conclusdes. Primeira-
mente, vemos que as transformacoes de z, § e @ se reduzem as transformacoes
obtidas em (2.54) quando r — oco. Além disso, vemos que p = p=0er — oo —
d0p = dp = 0. Portanto, podemos dizer consistentemente que, na fronteira do su-
perespaco AdSs3e, definida por ¢ = ¢ = 0 e r — oo, metade das supersimetrias se
desacoplam e ficamos com um superespaco M*16. Este resultado generaliza aquele
obtido no exemplo anterior e dd suporte a correspondéncia AdS/CFT.

Para a discussao feita no préximo capitulo, é ttil calcular as componentes da
tor¢ao e da curvatura de AdSss32. Em principio, poderfamos proceder como nos
outros exemplos, calculando a 1-forma de Cartan através da definigao (2.7), encon-
trando as componentes do vielbein e da conexao e, entao, usando as definigoes (2.13)
e (2.14). Entretanto, isto seria muito trabalhoso, além de supérfluo, uma vez que
nao vamos precisar das componentes de E e w. Felizmente, existe uma maneira de
encontrar as componentes da tor¢ao e da curvatura que nao usa a forma explicita
da 1-forma de Cartan, a qual mostraremos a seguir.

Como no inicio deste capitulo, seja H = {X;} um subgrupo de G = {X;,Ya}.
Vamos supor que a estrutura da dlgebra de Lie de G seja dada por (2.1) com f; Al =0

(como na maioria dos exemplos que estudamos). Derivando a 1-forma de Cartan,
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obtemos:
d(Q71dQ) = (Q7'dQ) A (Q71dQ)

= —(EYu+ ' X)) A (EPYE 4w’ X))

= —;EA ANEB(fapSYo + fap' X1) —w! A EA f145Y5 — ;wl Ao " Xk
= (dEY, + dw' X)), (2.78)

ou seja,
%EA A EBfABC == dEC - iwI N EAf]AC s
%EA A EBfABK = dwK - %wl VAN wa[JK

Comparando as equagbes acima com as defini¢des (2.13) e (2.14), vemos que as

(2.79)

componentes da torgao e da curvatura (na base do vielbein) de um espago homogéneo

podem ser obtidas a partir das constantes de estrutura do grupo G da seguinte

maneira;:
Tag® = ifpa”, (2.80)
Rap™ = ifpa" .
Agora podemos aplicar este resultado ao superespaco AdSs 532. Temos
[%(Pa + K,), (Pb + Kp)| = —iMy, = Rgup“= —(5[%5;3] )
[%(Pa + K,), Al = %(Pa ~K,) = Rg,'=-0",
[l(P + K, ) Qoi] = %(‘%)adgid = Taaii = ;(Ua)aaézja
[%(P + K ) ] = %( a)adsai g Taaaj = %(Ua)aaéj‘v
3 (P + Ka), 5L = 5(0a)aaQY = Tw = —5(0a)aad;
[%( Ka), di] = %(‘7&)%&@? = Towh = %(Ja)aa537
A, Qui] = %Qai - Traz 15&55 ;
A, Qi =1Qh = T =10,
A 8= =380 = Tif = —3000;, (2.81)
) (A, Su] = =384 = Tu" = ;5553, |
[Py Qor] = %(Pmlo)ka = Tnat™ = —305(pm10)i »
[ﬁmv Qg] = (me) QZ = ngzﬁ = 15§(Pm10)fa
[]Sma Sk] (pmlO)kS = Tm]ocf = 15g(pm10)fa
[Py Sak) = =4 (om10)iSa; = Tmak. = — 304 (pm10)t
[P P, ] = Zan = R,.1= 5pm5;11] ,
{Qui Q4 = 20](0%)0aPs = T mia Raily" = 2i0](0")aa
{5, Sa;t = 2(5;(0“)(1@[@ — Ti4%=—R. "= 22’5}(0”)@
e, finalmente,
{Qui 87} = —8(0°")o" Muy + 20052U7 — 1), -
(@4, 50} = —61(6™)a" My + 2005 (2U7 + 5iA) (282)
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implicam

i m
Tai%
Td’YJ

j ab
Roei']y

i . ab
Rd'}’.]

—265a(p
—2€54(p

—id%e; 5(G

m10

ab

[0}

?

K8
Taijy
i
Td’Y]
) mn
Rai%

Rd’YJ

J
26,005 ,

—26&&(511 s

B Zrm j (2.83)
Ewa(p )i

—€5a(p™); -

Todas outras componentes da tor¢ao e da curvatura se anulam. Assim, encontramos

todas as componentes nao nulas da torcao e da curvatura do superespaco AdSs 532

Este resultado seréd utilizado no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Supergravidade tipo IIB

Neste capitulo, apresentamos a teoria de supergravidade tipo IIB. Mostramos que,
na aproximacgao linear, os campos componentes podem ser descritos em termos de
um supercampo quiral A satisfazendo a um vinculo da forma D*A ~ D*A. Isto
é verdade tanto para um background IM'® como para um background AdSs x S°.
Neste tiltimo caso, expandimos A em harmonicos de S® e passamos para a fronteira

de AdSs, obtendo um conjunto de supercampos quirais N’ = 4 em quatro dimensoes.

3.1 Supergravidade tipo IIB em IM'?

A reducao dimensional da teoria de supergravidade em onze dimensoes em um circulo
S! d4 origem a uma teoria em dez dimensoes com duas supersimetrias (N = 2) —
a supergravidade tipo ITA. As duas supersimetrias tém quiralidades opostas, e a
teoria possui uma simetria direita < esquerda, i.e., ela é nao quiral.

Existe, porém, uma outra teoria de supergravidade N’ = 2 em dez dimensoes na
qual as duas supersimetrias possuem a mesma quiralidade. Esta teoria, chamada su-
pergravidade tipo IIB, é obviamente quiral, ou seja, possui uma assimetria direita «
esquerda. Ela nao pode ser obtida a partir de reducao dimensional ou truncamento
de uma teoria em um nimero maior de dimensoes. Além disso, ela descreve o limite
de baixas energias da acao efetiva da teoria de supercordas tipo I1IB, o que torna a
formulacao explicita da teoria de supergravidade particularmente interessante [10].

O espectro de particulas da teoria inclui no setor bosonico o graviton g,,, um
escalar complexo a, uma 2-forma complexa b, e uma 4-forma real c,,,, cujo field

strength fopor = 50Cyper) € autodual, i.e.,

1
Jusons = 56#1..#10]‘1%“'#10 . (3.1)

O setor fermionico contém um gravitino complexo wg‘ na representacao quiral de

esquerda de SO(1,9) e um espinor complexo x4 na representacao quiral de direita
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de SO(1,9).*

Inicialmente, consideramos a teoria em um background IM!'°. Isto quer dizer
que trabalharemos em um superespaco de Minkowski M2 com propriedades
semelhantes as do superespago de Minkowski em quatro dimensoes discutido na
subsecgao 2.2.2.

Na aproximacao linear, os campos que descrevem as particulas do espectro da
teoria podem ser postos juntos em um supercampo escalar quiral’ A satisfazendo

aos vinculos [11, 3]

DsA =0, (3.2)
4 v po B =4 urpo —
(D”m})ypm A= <D(730>) iy (3.3)
(Déoso)) A = - (D?wso)) A,
onde wor - -
(D?mi) = Da(y""")**DyD5(v"",)*D;, (3.4)
VpoTU NP <3 .
(D?1050) = Dd(V”Vp)aﬁDBDﬁ (VUTUW(SDS — (tragos),
com 5
Do = ——+i(7)s30 Dy
_ 09 o A e (3.5)
/@ == —ﬁ — 29 (’Y“)&Bpu

e, neste caso, D, = J,,. Os nimeros entre parénteses indicam a dimensao da repre-
sentacao do grupo de Lorentz SO(1,9) a que pertencem os objetos definidos acima.

A equagao (3.2) implica que, escrito em uma base apropriada, o supercampo A é
independente de metade das varidveis fermionicas, enquanto as equagoes (3.3) impli-
cam que os campos componentes que aparecem a partir da ordem #° na expansao de
A podem ser escritos em fungao dos campos que aparecem em ordens mais baixas,
ou seja, nao sao independentes. Com efeito, podemos escrever a expansao de A em

campos componentes (esquematicamente) como

A= atfa J;zfjwwp)dﬁeéh“ o +u9;;c(f;yf Vp)dﬁeﬁm(%)%%ﬁ
+ (0?770)) Wyvor + (9?1050)) Guvporo + O(6°)

onde 077 (0f1050)) € definido de modo andlogo a Dirrgy (Dligso))s Puve = 300ubug),

(3.6)

¥, é o field strength do gravitino (tal que Y1, = 0), Guwpore = Oufupore € Wiwps
é o tensor de Weyl, definido em termos do tensor de Riemann r,,,, como [12]

1 1
Wyvpo = Tuvpo — Z(gu[pra]u - gr/[phf]ﬂ) + %gu[pga]u . (37)

*A notacdo e as convencoes utilizadas aqui podem ser encontradas no apéndice B.
"Na verdade, apesar da semelhanca com o caso quadridimensional, “quiral” nio é um termo

apropriado aqui, uma vez que Dy e Dy, tém a mesma quiralidade. Contudo, este abuso de linguagem
é comum na literatura e antecipa o fato de que este supercampo é mapeado em supercampos quirais

N = 4 na fronteira do superespaco AdSs)32, de modo que também iremos cometé-lo aqui.
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Note-se que o tensor de Weyl em dez dimensoes possui exatamente 770 componentes
independentes.
Os vinculos (3.3) também implicam, levando em conta (3.2), as seguintes iden-

tidades e equagoes de movimento [11]:

Oa =0, Youx =0,
8uhuw) = 8[uhl/p0] =0,

uthup) = 0, IuWyplor =0,
Ingulvporo =0,

(3.8)

ou seja, o supercampo A ¢é on-shell.

Os campos que aparecem nas componentes do supercampo A representam flu-
tuagoes do background. Este, por sua vez, é caracterizado pelos tensores geométricos
do superespaco plano, i.e., a torcao e a curvatura. Portanto, devemos relacionar o
supercampo A a torgao e a curvatura. Na verdade, a identidade de Bianchi (2.15)
pode ser usada para expressar a curvatura em funcao da torcao e de suas derivadas,
de modo que a torcao é um objeto mais fundamental na geometria do superespaco,
e ¢ a ela que devemos relacionar o supercampo A. Um estudo semelhante aquele
feito na subsecao 2.2.2 nos permite concluir que, neste background, as tinicas com-

ponentes nao nulas da tor¢ao sao
(To)ag" = 2i(7")ag » (3.9)
enquanto a curvatura se anula identicamente. Na aproximacao linear, temos
Tup® = (To)ap® + tan®, (3.10)

onde t corresponde a uma pequena flutuagao de Ty.

Podemos determinar as componentes de dimensao mais baixa da tor¢ao por meio
de analises dimensionais e de simetrias. De fato, a teoria possui uma simetria global
SU(1,1) [10], e os campos componentes que aparecem em (3.6) possuem “cargas”

sob a agao do subgrupo U(1) C SU(1, 1) dadas de acordo com a seguinte tabela [11]:

Campo: guw @ X buw Cupo w,f“ (3.11)
5 .

“Carga” sob U(1): 0 4 2 0 1

Além disso, campos fisicos bosonicos tém dimensao zero, enquanto campos fisicos

fermionicos tém dimensao % A carga e a dimensao de uma dada componente da

torgdo podem ser inferidas de (2.20), ja que x* tem carga zero e dimensao —1, ao

passo que 6% (%) tem carga +1 (—1) e dimensao —%.
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As componentes de T' de dimensao zero sao T}, g Tapt e Tyt com cargas —2, +2

¢ zero, respectivamente.! Como nao hé campos covariantes com estas propriedades
em (3.11),% devemos ter
t&ﬁf‘”:t@@“:téﬁl‘:o. (3.12)

2 &
—1, —1 e —3, respectivamente, além de seus conjugados complexos. Portanto,

As componentes de T’ de dimensao 1 sao Tdﬁﬂ, Ta,”, Tdéi, TABi, com cargas —1,

s =0, (3.13)

enquanto
@Bj =k (fy”)d[;(’yu)&(sy(; + ko (52/&?@ , (3'14>

onde X, ¢ um supercampo cuja componente de ordem 6° é Y4 e a relacao entre as
constantes k; e ko pode ser determinada a partir da identidade de Bianchi (2.15)
(desprezando termos de segunda ordem nas flutuagoes), mas para nossos propdsitos
aqui ela nao é importante.

Passando agora para as componentes de dimensao 1, temos Tuﬁﬂ, Tuﬁi, T,,”, com
cargas 0, —2 e 0, respectivamente, além de seus conjugados complexos. Podemos

sempre impor 71,7 = 0 como um vinculo convencional, de modo que devemos ter

tw” = 0,
ty =i Zuupw(?”f)”) 5, B (3.15)
tu,é‘l = k3 (fYVp)évHWp + ky (VWPU)BWHVPU )

onde H,,, ¢ um supercampo cuja componente de ordem 09 é hpvp € Zyypor € um
supercampo autodual cuja componente de ordem #° é proporcional a f,,,,- (0 fator
de i garante que Z seja real). As constantes k3 e ks podem ser determinadas a partir
da identidade de Bianchi (2.15), mas seus valores exatos ndo sdo importantes para

esta discussao. De fato, (2.15) também implica

DaXj o< (V") a5 Huwp (3.16)

(&
DaX; = i(1")g5Vi. (3.17)
tOs fndices &, é, ... sao equivalentes aos indices nao sublinhados, sendo introduzidos apenas

para informar a componente da torcao a que estamos nos referindo. Por exemplo, {D@,TDB} =
c
(To) 45 De-
§ Apesar de ter carga +2 e dimensao zero, b,y ndo é invariante de gauge. De fato, veremos
que b,, aparece em uma componente da torcao de dimensao 1 através do supercampo H,,,, cuja
componente de ordem #° é hyuwp- Um raciocinio semelhante se aplica a ¢, po-
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onde V), é um supercampo de dimenséo 1 e carga +4 (o fator de i é para conveniéncia

futura) . A equacao (3.16) implica DX 5 = 0, donde podemos escrever
X =—-DsA, (3.18)

para algum supercampo escalar A de dimenséo zero e carga +4. Como DA possui
carga +5 e nado hd nenhum campo com esta propriedade em (3.11), devemos ter

DA = 0, i.e., Aéum supercampo quiral. Combinando esta informag¢ao com (3.17),

obtemos
= 1= ~ 1. - ~ -
(") apVu = DaXp = _§DQDBA = —i{D&, DstA =i(v")s50u4, (3.19)
ou seja,
V,=0,A. (3.20)

Assim, relacionamos o supercampo A aos supercampos que aparecem nas compo-
nentes da torcao. Para podermos identificar A com A, basta mostrar que A satisfaz
aos vinculos (3.3), ou equivalentemente que os campos componentes satisfazem a

(3.8). Isto também pode ser feito a partir das identidades de Bianchi [11].

3.2 Supergravidade tipo IIB em AdSs5 x S°

Passamos agora ao objetivo principal deste capitulo, que é o estudo da supergravi-
dade tipo IIB em um background AdSs x S°.
Verificou-se que é possivel compactificar o modelo descrito na secao anterior em

uma esfera S® por meio do seguinte ansatz [13]:

fabcde = €abede 5 fmnpqr = €mnpgr (321)

sendo as outras componentes de f,,,,- identicamente nulas.¥ Supondo que apenas
a 4-forma c,,,, € o graviton sejam nao nulos neste background, as equacgoes de

Einstein dao

Tab = 4gab 5 T'mn = _4gmn ) (322)

enquanto todas outras equagoes de campos em [11] sdo automaticamente satisfeitas.
A solu¢ao maximalmente simétrica de (3.22) é aquela em que g, descreve um espago
de anti-de Sitter de cinco dimensoes (AdSs) € gy descreve uma 5-esfera S° de mesmo

raio.

YA notacio aqui apresenta duas pequenas alteracdes em relacio aquela adotada na subsecio
2.2.4, quais sejam a mudanca do intervalo dos indices a,b,... para 0,...,4 e a renomeacao do

indice r para 4, i.e., a coordenada 7 passa a ser chamada x*.
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Podemos agrupar os geradores Q, Q, S e S de PSU(2,2/4) em apenas dois gera-

dores, Q4 ¢ Qg4, da seguinte maneira:

Qai 3 Qz
Qs = M , Q4 = ]o‘ . (3.23)
( Sij ) - ( Sp )

Assim, as relagoes de anticomutacao do grupo PSU(2,2[4) implicam

{Qa, Q51 ={Qa, Q51 =0 (3.24)

{Qa, Qs} = 2(1),5Pu + M, (3.25)

onde P, = %(Pa + K,) (P + Ky :=2A), P, = B,, e H representa uma combinacio
linear dos geradores do grupo de isotropia de AdSssj32. As matrizes v e a forma
explicita de H podem ser encontradas a partir de uma analise cuidadosa das relacoes
de anticomutacao de PSU(2,2/4).

Na aproximacao linear, este modelo também pode ser descrito em termos de
um supercampo quiral A. Além disso, combinando (3.24) com (2.80) e (2.20),

concluimos que, assim como no superespaco plano,
{D@,DB} = {15@,755} =0. (3.26)

Portanto, as derivadas de quarta ordem definidas em (3.4) pertencem as mesmas
representagoes do grupo de Lorentz de antes, donde segue que os vinculos (3.3)
também se aplicam.

Novamente, devemos relacionar o supercampo A a tor¢cao. Expandindo em torno
do background AdSs x S® como em (3.10) (com as componentes (Ty) 45 dadas por
(2.81) e (2.83)), obtemos outra vez as equagoes de (3.12) até (3.15), pelos mesmos
argumentos fornecidos na secao anterior. Na verdade, também se repete neste back-
ground o fato de que a identidade de Bianchi (2.15) implica (3.16) e (3.17). Com
isso, seguindo o mesmo raciocinio de antes, relacionamos o supercampo A aos su-
percampos que aparecem nas componentes da torcao. Atentamos, porém, para uma

pequena diferenca em relacio ao superespaco plano. Definindo A como em (3.18),

obtemos
— 1= ~ 1 - ~ -
Z(Vu)dévu = DaXﬁ = _§D&DQA = —g{D@, DB}A = Z(’)/“)d@DMA, (3.27)
ou seja,
V,=D,A, (3.28)

onde, neste caso, D, # 0.
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Podemos expandir o supercampo A em harmonicos de S°. A expansao tem a

seguinte forma:

A(z", 6% Zle P A (2%, 0%). (3.29)

Aqui y® (R = 1,...,6) sao coordenadas em S°, tais que X%_,(y7)? = 1, e, para
cada n, Agg)__ r, ¢ totalmente simétrico e tem trago nulo, ou seja, ASQ?,_ r, 0 =0
Vp,q € {1,...,n} (p # q). Esta condigao é necessaria porque as autofungoes do

laplaciano de S sao da forma
Y Fn g iyt (3.30)

onde as chaves denotam um objeto totalmente simétrico e de trago nulo.

Passando para a fronteira de AdSsss, i.¢e., tomando r=r —-occep=p=0,de
acordo com o que vimos na subsecao 2.2.4, a dependéncia dos supercampos quirais
em relacao a metade das Variéveis fermionicas desaparece, e ficamos com uma familia
de supercampos quirais {A .r,+ N =4 em quatro dimensées. Estes supercampos

obedecem ao vinculo de qulrahdade
DLAY . =0, (3.31)

onde passamos a utilizar a notacdo de M (cf. subsecio 2.2.2 e apéndice A). B
claro que este vinculo é o mesmo de (3.2), levando em conta a decomposigao (3.23)
e o fato de que, na fronteira de AdSs|s;, tem-se efetivamente S = S =0.

Finalmente, os vinculos de quarta ordem se tornam [3]

(n (n)
{R1R2A Rni2} = D{R1R2AR3...R,L+2} : (332)

A derivada Dhg ¢é formada a partir de quatro derivadas D,; contraidas com coefi-
cientes de Clebsch-Gordan de SU(4) (cf. apéndice 11.D em [10]). Explicitamente,

D = (pr)" (ps)"' D{* D)) Doy Dy . (3.33)

No préximo capitulo, vamos introduzir um superespago harmonico que nos per-

mitird resolver facilmente o vinculo (3.32) em termos de supercampos prepotenciais.
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Capitulo 4

Superespaco Harmoénico e N' = 4 SYM

O uso de superespacos harmonicos no estudo de teorias com supersimetria esten-
dida (M > 1) tem se mostrado bastante frutifero. Este novo tipo de superespaco,
proposto e desenvolvido por A. Galperin, E. Ivanov, V. Ogievetsky e E. Sokatchev
nos anos 1980 [14, 15], é hoje em dia geralmente reconhecido como o tratamento
geométrico mais natural para tais teorias. A abordagem do superespaco harmonico
fornece uma descricao concisa, off-shell e manifestamente covariante de todas teo-
rias supersimétricas N' = 2, tanto no nivel cldssico como no quantico. Além disso,
ela também fornece a tnica maneira para construir uma formulagao off-shell da
teoria ' = 3 super Yang-Mills (SYM) [16]. Infelizmente, o problema analogo
para N = 4 ainda nao foi resolvido. Entretanto, é possivel reformular os vinculos
on-shell de N' = 4 SYM utilizando um superespaco harmonico baseado no quo-
ciente SU(4)/S(U(2)xU(2)). Esta reformulagao se mostrou ttil na andlise de pro-
priedades gerais das funcoes de correlacao desta teoria no contexto da correspon-
déncia AdS/CFT.

Neste capitulo, apresentamos o superespaco harmonico mencionado e o uti-
lizamos para resolver, em termos de supercampos prepotenciais, os vinculos de
quarta ordem impostos nos supercampos quirais definidos no capitulo anterior. A
conexao com N = 4 SYM estd no fato de que estes supercampos prepotenciais se
acoplam naturalmente a operadores invariantes de gauge definidos naquela teoria,
como mostramos na secao 4.4. Nao abordamos aqui aspectos matematicos do su-
perespago harmonico e, em particular, uma definicao mais rigorosa do mesmo. Para

tanto, ver, por exemplo, [17].

4.1 Superespaco Harménico M*16 x SU(4)/S(U(2)xU(2))

O superespaco harmonico que utilizaremos é composto pelo superespaco de

Minkowski com N = 4, definido na subseciao 2.2.2, e pelo espaco homogéneo
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SU(4)/S(U(2)xU(2)), que é um espago de oito dimensoes com a topologia de um
grassmanniano Gy(C*). Além das coordenadas usuais 22, %% e f4;, este superespaco
é parametrizado por novas coordenadas v € SU(4), chamadas coordenadas har-
monicas. Em termos dos indices, escrevemos u como u;* = (u,’, u,.*), e denotamos a
inversa de u por u;! = (u;", ui’"'). O indice I é transformado pelo grupo de isotropia
S(U(2)xU(2)) e, portanto, divide-se naturalmente em r = 1, 2 e 7/ = 3, 4. As

coordenadas u possuem as seguintes propriedades:
u =t =t
: : / ’ ; ’
uu® =67, ' =0, uu,” =0, (4.1)
ijkl, 1, 2, 3. 4 _
e ugfu )t =1,

ikl 1234 _ 1

onde €7 é o tensor totalmente antissimétrico invariante de SU(4), com e

Os indices r e v’ sao abaixados e levantados por meio dos simbolos antissimétricos
€rs € €y, definidos por €19 = €34 = €2 = €* = 1. Com a ajuda de u e sua inversa,
podemos converter indices i de SU(4) em indices I do grupo de isotropia e vice-versa.

Por exemplo, podemos definir as derivadas

/

Dor = u.'Doi,  Dap =Dy,  Dy:=Diu”, D :=Diu" . (4.2)

A diferenciacao no grupo em si é feita através das derivadas D;” e D,, dadas
por [17, 3]

0 1 0
Drs — Tz — Z5%ut ’
Y ug 27 Gy
’ 8 1 / - a
DY = ui— it 43
“ 8u5ﬂ 2 e (‘3ut/’ ( )
, -0 0
Drs _ rl - DT/S _ , i
U g U ugt
¢ 0 0
1 . .
D,=- e —ugt——| . 4.4
© 2 Ur 8uﬂ Y 8usﬂ ( )
As equagoes (4.3) implicam (para I # J)
D J i 5J g
rue KO (4.5)
Dy’ = —51 Ui‘]7
donde
[D;”, Dt = 64, D" — 6F Dy . (4.6)

As derivadas D;” e D, dividem-se em derivadas do grupo de isotropia { D,*, D,/* D,}
e derivadas do coset {D,*, D,*}. Aproveitamos o fato de que S(U(2)xU(2)) ~
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SU(2)xSU(2)xU(1) para escrever as derivadas do grupo de isotropia na notacao de
su(2)@su(2)@u(1), de forma que D, = D,," = 0. Nossa convencao de normalizacio
é tal que (cf. (4.4))

1 , 1

Do rizf ria Do r’l:_f r/ia 4.7
u S u S U (4.7)

i.e., sob a agao do grupo U(1), u,’ (u,") tem carga ~|—% (—%)

A introducao de varidveis harmonicas permite a definicao de supercampos que
satisfazem a vinculos de quiralidade generalizados. Neste caso, as derivadas D, e
D7 | definidas em (4.2), anticomutam uma com a outra e comutam com D,* . Assim,
podemos definir consistentemente dois tipos de analiticidade: um supercampo F' no

superespaco harmonico que satisfaz a
Doy F=DLF =0 (4.8)

¢ chamado Grassmann analitico, ou G-analitico, enquanto um supercampo que
satisfaz a
D.SF=0 (4.9)

¢ chamado harmoénico analitico, ou H-analitico. Um supercampo que é tanto

G- como H-analitico sera chamado simplesmente supercampo analitico.

Para o que faremos na préxima secao, serd conveniente definir o objeto u”’ = —u7
por
u = Qemur’usj ) (4.10)
O fato de que u € SU(4) implica, entao, pela ltima das propriedades (4.1), que
1
U5 = §€ijklukl
]_ ,',./ 8/
= §€r/slui u; . (411)

Também é 1til empregar as seguintes abreviagoes para as derivadas de Grassmann

de quarta ordem que sao escalares de Lorentz:

D':= D D3DIDs,,  D":= D D3 DI Dy,

, - e , o s 4.12
D*:= DyD*D; D?,  D":=DyD* D, DJ. (4.12)

Finalmente, vamos precisar da no¢ao de conjugagao harmonica [16], que combina
uma generalizacdo do mapeamento antipodal de CIP! para o espaco
SU(4)/S(U(2)xU(2)) ~ Go(C*) com a conjugacio complexa. Denotaremos esta

operacao por um til. Para os u’s, temos

- / ——
Ut =" u" = upt (4.13)

u?"i - _uir7 u;" = —Uy ’
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enquanto para qualquer objeto independente de u a conjugagao harmonica ¢ equi-
valente & complexa. Note-se que u = —u.
As equagoes (4.13) implicam que tanto a analiticidade G como a H sao preser-

vadas pela conjugacao harmonica. Com efeito, seja F' um supercampo analitico;

temos . o o B o
0= (DarF) = u, Do F' = Diu;” F = DL F (4.14)
0= (DY F) = Diu/" F = —u,' Do F = =Dy, F, '
ou seja, F' é um supercampo G-analitico. Por outro lado,
0= (D F) =i F— s O F_DrF (4.15)
- T — Up 81/;5/7 - 7 auis — s .

implica que F é um supercampo H-analitico. Portanto, se F é um supercampo
analitico, entao F também o é. Esta é a principal motivacao para definir a con-
jugacdo harmonica. De fato, o mesmo nio vale para F e F, em geral.
Por fim, analisamos o efeito da conjugacao harmonica sobre os objetos u%. Obte-
mos
1;} = ;gﬁ;@?@ = ;ETISIUZ'T/U]'S/ = Uz’j . (416)
Agora que ja temos os elementos necessarios para trabalhar com o formalismo

do superespaco harmonico, podemos aplica-lo aos resultados obtidos anteriormente.

4.2 Solucao do vinculo de quarta ordem

Na segao 3.2, vimos que os os campos componentes da supergravidade tipo IIB em
AdS5 x S° podem ser descritos em termos de um supercampo quiral A satisfazendo a
um vinculo de quarta ordem do tipo D*A ~ D*A. Este supercampo foi expandido
em harmonicos de S° dando origem a familia de supercampos {A%?m R, (n =
0,1,2,...). Na fronteira do espaco AdSs)sy, i.e., fazendo r — oo, ¢ = ¢ = 0, ficamos
com uma familia de supercampos quirais {Ag?_“ r,} N =4 em quatro dimensoes,
satisfazendo ao vinculo (3.32).

Utilizando o superespaco harmonico, podemos definir a seguinte familia de ob-

jetos:
(n) . 0 int2dn+2 )4 (n)
¢ = u U Di1j17i2j2 13735y bn+2Jn+2
iljl injn 4 (n)
o« utt ot DA G (4.17)

onde convertemos os indices R de SO(6) em pares de indices de SU(4) antissimétricos
e autoduais e, entdo, contraimos todos estes pares com os objetos u*. Demonstra-

remos a seguir que, para cada n, C é analitico.
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e Analiticidade H. Como os u¥’s sao H-analiticos, ou seja,

| 0 -
D, u" = 2¢€ urkﬁu 7 (ujui) =0, (4.18)

decorre imediatamente que C™ também o é.

e Analiticidade G. Primeiramente, aplicamos a derivada D,, a C™

D, C"™ o "yt D, D4A(n

11J15-tnjn

— i Z"J”DarthDsDﬂDﬁsA( ") . (4.19)

11J15etndn

Como existem apenas quatro derivadas D,,, independentes, entao necessaria-
mente hé repetigao de derivadas em (4.19). Mas estas derivadas anticomutam
entre si, de modo que o quadrado de qualquer uma delas é identicamente nulo;

portanto, D,,C™ =
J4 a aplicacdo de D d4

 ¥(n) i1j1 uindn DT DA™ _ i windn DA P 4™ _
D;, C" oc u™t .. DL D Abiy g = u D*D: Azm, ingn =0,
(4.20)

. —yl . ,
uma vez que as derivadas D,, e D% anticomutam e A ¢ um supercampo

quiral. Assim, concluimos que C™ é analitico, como querfamos demonstrar.

O vinculo de quarta ordem que deve ser satisfeito pelo supercampo A™ pode,

entao, ser escrito na forma
cm =) (4.21)

Por se tratar de um vinculo nao dinamico, ele pode ser imposto por um supercampo
multiplicador de Lagrange V™ o qual pode ser tomado como G-analitico. Podemos,

portanto, escrever a acdo para o supercampo A™ livre como [3]

( /d4 30 (A™)? —i—cc)—/duv(”)((}’(n)—é(v”)). (4.22)

Nesta féormula, a primeira integral é uma integral quiral N' = 4, enquanto a segunda
é uma integral sobre o subsuperespaco harmonico analitico. A medida du é definida
por

dp = d*zdu D" D*, (4.23)

onde du denota a medida de Haar no espago SU(4)/S(U(2)xU(2)).
Procedemos agora & variacido da acdo acima com respeito a A™. A variacdo do

primeiro termo do lado direito da equagao (4.22) produz

. 1 s .
551 ) - § /d4x d80 |:<6A(n)21]17".77471]”)1451]?17"-,1'11.7'71 + A( lel’ ’7’"‘7"7‘ <5A711.7)17 ,ln3n>:|
= [ dig A Al) L (4.24)
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J& a variacao do segundo termo da

555”) = —/d4x/du uir | yimIn DM DA |:V(n)D4(5A§?J)1,...,injn):|
W —/d4x/du wIt .y D DD [V(n)éA(n_]) inj }
21J15--5tnJn
@ _ /d"‘:z:/du W9y indn DM DA DA [V(")(SAE?;l,...,injn} + t.s.
@ _ /d4:c dgﬁ/du un .ui"j”(D4V("))5AE?}1,...,injn +ts.,  (4.25)

onde as igualdades foram numeradas de maneira a facilitar a explicacao de cada
passo. A igualdade (1) se deve ao fato de V™ ser G-analitico e, portanto,
D*V™ = 0. No passo (2), usamos que o anticomutador de D,, com D% é propor-
cional a 9/0z® — o que pode ser verificado diretamente de (4.2) e (2.50) —, de modo
que pudemos troca-las de posicao as custas da apari¢ao de termos de superficie (t.s.).
Finalmente, no tltimo passo, escrevemos D" D* como / d®0 e usamos D*6A™ =0,
uma vez que consideramos apenas variacoes de A™ tais que A’ = A 4 §4M)
também seja um supercampo quiral.

Somando as variagoes (4.24) e (4.25) e desprezando os termos de superficie,

obtemos

§5™ = 55 + 5s5"
= / diex [Awlfhwinﬂ‘n - / duwt ..yt DV ™| 5AN)

11715 +stnJn )

(4.26)
onde d*¥X := d*z d®0; logo, a acdo é extremizada, i.e., S™ = 0, para

A()itgtseesingn /du WL gindn DY) (4.27)

A variacdo da agao (4.22) com respeito a Al produz um resultado andlogo. Assim,

foi resolvido o vinculo de quarta ordem para o supercampo A™.

4.3 Propriedades do supercampo prepotencial

Agora que obtivemos a expressdo do supercampo A™ em termos do supercampo
prepotencial V(™ podemos observar algumas propriedades deste tltimo. Primeira-
mente, notamos que, sob a acao do grupo U(1), u possui carga +1, ou seja,
Dyu" = 4, o que implica que C™ tem carga n + 2. Como as derivadas D*, D",
D* e D' tém cargas +2, —2, —2 e +2, respectivamente, concluimos que a carga
da medida harménica (4.23) é —4, de modo que V(™ deve possuir carga 2 — n para
que a integral sobre SU(4)/S(U(2)xU(2)) nao se anule identicamente por simetria.
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Além disso, uma vez que C™ ¢ analitico, a acdo (4.22) possui uma invariancia de
gauge da forma

n)r

sendo Eg, um supercampo G-analitico. Isto pode ser visto da seguinte maneira:

sob uma transformagao do tipo (4.28),

5gauges(n) = _/dN(DrS/E(7)T)(C(n) — Cn)

= - [d'wduD"D'D,? [EX (O™ — C)]

= - [d'wduD,” [D"D'ER(CW — CW)]
= 0, (4.29)

onde a troca de posicao das derivadas se justifica pelo fato de o comutador de D,*
com Dy, (D) ser proporcional a Dy, (D% ) e termos de superficie foram desprezados.
Os prepotenciais V™ se acoplam naturalmente a correntes de Noether generali-

zadas 0,2 por meio do acoplamento

[e]

Sl(\Tn)ether = /dﬂ’ V(n)0n+2 . (430)

Para que este termo seja nao nulo e invariante de gauge no sentido de (4.28), a
corrente O, o deve possuir as mesmas propriedades que o vinculo correspondente
C™ . Em particular, O, deve ter carga n.

Estas correntes podem ser realizadas explicitamente como operadores em N = 4

SYM, como mostraremos na préxima secao.

4.4 Conexao com N = 4 SYM

O espectro de particulas de N' = 4 SYM é formado por um vetor real A,, seis
escalares reais @;; = %eijkl@kl, quatro espinores quirais x’, e suas antiparticulas yas,
todos na representacao adjunta do grupo de gauge. Uma descricao on-shell pode ser
dada em termos de um supercampo W;;(x, 0, 0) satisfazendo & condicdo de realidade
18]
WY = ;eij’“wkl (4.31)
e aos vinculos
VaiWie = v‘;‘“W_j’f ’ (4.32)
ViWik = —350;VeWa
onde V,; e Vi sdo as derivadas covariantes em relacio ao grupo de gauge e a

antissimetrizacao é feita apenas nos indices de SU(4), obviamente. Os campos que
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representam as particulas acima aparecem nas componentes da expansao de W;; em

poténcias de 6 e § (esquematicamente):

1 «a n. —« N[ ~a 30
I/Vz'j == QOij + ieijkl‘g lea + Qd[in] + -+ 92 (O’ b)dﬂeﬁjFab + - ) (433)
onde Fyp, = 20, Ay + [ Aq, Ap].
Podemos definir no superespago harmonico um supercampo W := u“W;;. Este
supercampo tem carga +1 (D,WW = W) e é real com respeito a conjugacao harménica,

1.€.,

W = 'LLijWij
T
= UUW
1 ..
ijkl
= —J uijWkl
2
== ulekl

= W, (4.34)

onde usamos (4.16), (4.31) e (4.11). Além disso, como visto em (4.18), u” é H-
analitico, o que implica que W também é. A seguir, estudaremos as propriedades

de W de acordo com o tipo do grupo de gauge.

4.4.1 Grupo de “gauge” abeliano

Se o grupo de gauge é abeliano, os vinculos (4.32) se tornam

DaiVij = Da[ink}a

o i (4.35)
DiWy, = —3 LD Wi

e podemos demonstrar que W ¢ analitico. Ja vimos que W é H-analitico. Para

mostrar a G-analiticidade de W, primeiro atuamos com uma derivada D,,,.:
1 st i, j,. k
D, W = € Us'ucuy Do Wij . (4.36)

Como, devido ao primeiro vinculo em (4.35), Do W;; € totalmente antissimétrico nos
indices de SU(4), é preciso que o produto das trés varidveis harmonicas em (4.36)
também o seja, para que D, W seja diferente de zero. Mas os indices r,s,t vao
dela2d d i Ju,*
somente de 1 a 2, de modo que necessariamente aparecem termos como u,/u,"” (sem
soma em 1), que sao simétricos em j e k. Logo, D, W = 0. Vejamos agora o que a

~ = ./ ,
atuacao de D nos da:

— ./ 1 : . /
DW= iersu/usjuk’" D(’;Wij ) (4.37)

[0}
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Utilizando o segundo vinculo em (4.35), temos que DYW;; produz termos com &F

! / .
Fup™ 4+ ugfup” = 0, de acordo com (4.1). Assim,

e 5;“, de modo que DQ/W ~ U,
demonstramos que W também é G-analitico e, portanto, ¢ um supercampo analitico.

Reciprocamente, podemos demonstrar que um supercampo analitico W no su-
perespaco harménico M*6 x SU(4)/S(U(2)xU(2)), com carga +1 sob a agio de
U(1), define um supercampo W;; em M*16 satisfazendo aos vinculos (4.35). Para
tanto, expandimos W em harmonicos de SU(4)/S(U(2)xU(2)). Como W ¢ invari-
ante de su(2)®su(2) (uma vez que nao possui indices r ou r’), ele s6 pode depender
dos u’s através dos objetos u” e u;;. Como u” (u;;) tem carga +1 (—1), temos que

W deve ser da forma

W(J}, 97 Q_a U) - Z{](Uiljl T uip+1jp+1)(ai1j1 e "aipjp)wi(fz...ip+1]'p+1§i/1ji...i;7j1ln (ZL‘, 07 9_) :
p:
(4.38)
A H-analiticidade de W impoe D,* W = 0. Temos que D,* v = (), mas
s —id 1 Ptk 8 i .
D av” = =etu, m(uw up?)
1 14! / - - / y -
= S S + 65 )
— ES/tlur[iut’j]
£ 0, (4.39)

em geral; logo, o tinico termo permitido na expansao de W é aquele com p = 0, que
podemos denotar por uW;;.
Vejamos, agora, o que impoe sobre W a G-analiticidade. Primeiramente, analise-

mos a equacao D,,W = 0. Temos
1 o
Do,W =0 < 5eswusf1¢Lt’</’17aivvjk =0; (4.40)

logo, por um argumento semelhante ao dado abaixo da equacao (4.36), vemos que
D.;Wj, deve ser totalmente antissimétrico nos indices de SU(4). Portanto, a equacao
(4.40) ¢ satisfeita se

DoiWi = DoiWi) - (4.41)

Esta equagao é idéntica ao primeiro vinculo em (4.35). Dando prosseguimento ao
estudo das implicacoes da G-analiticidade de W, analisemos a equacio D% W = 0.
Temos

DiW =0 «— ;e“usjutkuleéij =0. (4.42)

Por um argumento semelhante ao dado abaixo de (4.37), vemos que D% W;j, deve ser

igual a uma combinacao de termos contendo deltas de Kronecker. Por consisténcia,
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como W, é antissimétrico (j& que u/* = —u), devemos ter
DiWik = ¢, DEWayt, (4.43)

onde ¢ ¢ uma constante a ser determinada. De fato, contraindo os dois lados da

equacao acima com 5f , obtemos
_ 1 _ _ .
D;Wlk - 5((4D;Wkl - D;W]“)
3 _
= —§CDgWik, (4.44)
donde ¢ = —%. Portanto,
— 2 i =
DiWj, = —g(sUDng]l , (4.45)

equagao idéntica ao segundo vinculo em (4.35).
Finalmente, a condigao de realidade (4.31) é equivalente a imposigao de que W

seja real com respeito a conjugacao harmonica, uma vez que
— i ki 1 okl
W=W < u VVij =uyW = iekliju %74 , (446)

ou seja,
1 —
VV,‘]‘ = ieijlekl. (447)

Assim, demonstramos a equivaléncia entre as descricoes de N/ = 4 SYM no su-

perespaco harmonico e no superespaco usual, no caso de um grupo de gauge abeliano.

4.4.2 Grupo de “gauge” nao abeliano

Os vinculos satisfeitos pela 2-forma (field strength) F em N = 4 SYM, quais
sejam [18]
Faiﬁj = _i{vai’ v,@j} = EaﬁWij )

F, = —i{VL, vﬂﬁ.}_; €W, (4.48)
Fai]ﬁ‘ = _i{vaia vé} = 07

podem ser escritos na linguagem do superespaco harmonico como

Farﬁs = €a,3€TSW )

Frs = eqpe "W, (4.49)
Far% =0 )

onde Fl,ps = U, uy Faigj, F(Z;”' = ui’“'ujs/Fgé e assim por diante. A identidade de

Jacobi (generalizada)

V5 AVar, Vi Y + [V AV Vol + [Var, {V5, V51 = 0 (4.50)
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implica que

Var(iFS) = ies3e” VoW =0, (4.51)

ou seja, V,,.W = 0. Por outro lado, a identidade
(Vs AVar, Ve + [V AVqs, Varl + [Var, {Vi, Vas}] = 0 (4.52)

implica que
Vi (iFysar) = €406 VEW =0, (4.53)

. — ./ ~ . .
ou seja, VLW = 0. Portanto, embora W nao seja um supercampo G-analitico
quando o grupo de gauge é nao abeliano, podemos dizer que W é covariantemente

G-analitico, i.e., (compare com (4.8))
VarW =ViW =0. (4.54)

Se comecamos com um supercampo W com carga +1 e covariantemente analitico
no superespaco harmonico, podemos mostrar que ele define um supercampo W;; em
M6 gatisfazendo aos vinculos (4.32). Para tanto, basta seguir o que fizemos na
subsecgao anterior, trocando D’s por V’s quando necessario.

A equagao (4.54) implica que tr(W"), onde o trago é tomado com relagdo ao

grupo de gauge, é analitico no sentido usual. Assim, os operadores
O,, = tr(Wm") (n=2,3,...) (4.55)

fornecem a familia de correntes generalizadas que se acoplam aos prepotenciais V™),
introduzidas na secao 4.3. Portanto, existe uma correspondéncia biunivoca entre
estes operadores e os estados de Kaluza—Klein da supergravidade tipo IIB em AdSs x

S® [13], a qual pode ser esquematizada da seguinte maneira:
AW VO (W) (n=0,1,...). (4.56)

Este fato foi apontado pela primeira vez em [4], embora esta familia de operadores
ja tivesse sido considerada em [2]. Aqui derivamos explicitamente a relagao entre os
multipletos da supergravidade e da teoria de campos através do uso do superespaco

harmonico.
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Neste ultimo capitulo, fazemos um breve resumo do que foi feito neste trabalho,

além de apresentarmos nossas perspectivas para o futuro.

Mostramos que a teoria de supergravidade tipo IIB pode ser descrita, na apro-
ximagao linear, em termos de um supercampo quiral A satisfazendo a um vinculo
de quarta ordem da forma D*A ~ D*A. Este é o caso tanto para um background
M como para um background AdSs 5130. Neste tiltimo caso, pudemos expandir este
supercampo em harmonicos de S®, obtendo uma familia de supercampos quirais em
AdSs)3, que pertencem a representagoes simétricas e de trago nulo de SO(6), o grupo
das isometrias de S°. Passando para a fronteira de AdSsj39, i.e., tomando ¢ = ¢ = 0
e r — 00, com base no estudo do superespaco AdSs 532 feito no capitulo 2, ob-
tivemos uma familia de supercampos quirais N’ = 4 no superespaco de Minkowski
M6 também estudado em detalhe no capitulo 2. Estes supercampos sao off-shell
e também satisfazem a vinculos de quarta ordem. No quarto capitulo, mostramos
que estes supercampos podem ser expressos em termos de uma familia de supercam-
pos prepotenciais Grassmann-analiticos em um superespaco apropriado, qual seja
o superespaco harmonico M6 x SU(4)/S(U(2) x U(2)), e que estes prepotenciais
se acoplam naturalmente a operadores invariantes de gauge em N = 4 SYM. De
fato, estes operadores sao da forma tr(W") (n = 2,3,...), onde W = u“W;; e W,
¢ o supercampo field strength de N' = 4 SYM. Esta identificacao dos estados de
Kaluza—Klein da supergravidade tipo IIB em AdS; x S° [13] com estes operadores
foi feita pela primeira vez em [4], embora esta familia de operadores j& tivesse sido
considerada em [2]. Aqui derivamos explicitamente a relacao entre os multipletos da
supergravidade e da teoria de campos através do uso do superespago harmonico, com
base no que foi feito em [3]. Podemos ver esta relagdo como mais uma corroboragao
da correspondéncia AdS/CFT.

A continuacao natural deste estudo envolve uma generalizagao do artigo [3] da

supergravidade para a supercorda. Esta generalizacao deve envolver o formalismo
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de espinores puros em um background AdSs x S° [19] e o superespa¢o harmonico
descrito aqui. Com uma relacao bem definida entre N' = 4 SYM e a supercorda
no background AdSs; x S°, pode ser possivel testar e talvez até demonstrar a cor-
respondéncia AdS/CFT no limite perturbativo de SYM. Os primeiros passos para

definir esta relagao foram feitos nos artigos [20] e [21].
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Apéndice A

Espinores de duas componentes

Nesta dissertacao, sempre que discutimos uma teoria em um superespaco cuja parte
bosonica (descrita por varidveis comutantes) tem dimensao 4, utilizamos o formalis-
mo dos espinores de duas componentes.* O grupo de Lorentz SO(1, 3) é localmente
isomorfo ao grupo SL(2, C) das matrizes 2 x 2 complexas e de determinante 1. Este

ultimo possui duas representagoes fundamentais distintas. Uma delas é descrita por

%:(z>, (A1)

W, = Mg, A € SL(2,C), (A.2)

um par de ntimeros complexos

com a lei de transformacao

e é chamada representacao (%, 0), ou espinorial quiral de esquerda.

1

A outra representagao fundamental, chamada (0, 5) ou espinorial quiral de di-

reita, é obtida por conjugagao complexa:

Oy =M, A= (Ad). (A.3)

O ponto em cima dos indices indica a representagao a que estamos nos referindo.
Na notagao do grupo SL(2,C), um espinor de Dirac de quatro componentes é

representado por um par de espinores quirais:

@D:<?g). (A4)

Para um espinor de Majorana, Y4 = (¢4).

*Na verdade, também utilizamos este formalismo quando estudamos o superespago AdSs|3 X S®,

devido & decomposigdo superconforme da dlgebra psu(2,2|4), descrita no apéndice C.
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Os indices com e sem ponto sao levantados e abaixados da seguinte maneira:
V=g, XY =ex; (A.5)

Qpa - €a5¢ﬁ7 Xd = Edﬁiﬂa (AG)
onde € é o simbolo de Levi—-Civita e tem as propriedades

€10 = €15 = —€'2 = =] = €ape’? =07, ed{ﬂ'em =6, (A.7)
A convencao para a contracao de um par de indices espinoriais é
VA =X, Xad = Xp = V=0, P =Pt (A.8)
As matrizes 0, (a =0, ...,3) sao definidas como
(Oa)as = (1, )ac,  (62)% = e (0,) 55 = (1, —5), (A.9)

onde & representa as matrizes de Pauli

0 1 0 —i 10
_ , _ , - , A.10

e possuem as seguintes propriedades:

(Ua)ad(&a)gﬁ = 25555, (Ua)ao‘z(‘}b)da = 2(5Za
O'aa'b == ’r]ab — iaab 6—‘10-17 — nab _ Za.ab
) )
Uab - _Ubaa &ab = _5.ba7 (Uab)aa - (5-ab)da == 07 (Al].)
€abed UCd =22 Oab » €abed &Cd = -2 6ab ,

(Uab)aﬁ(ac)gg + (Uc)ad<5—ab)[3a = _2€abcd(0d)a[37

sendo n = diag(1, —1,—1,—1) e €44 0 simbolo totalmente antissimétrico de Levi—
Civita, definido de forma que €p103 = 1.
Um vetor x® pertence a representacao (%, %) e pode ser substituido por uma

matriz hermitiana:
Tas = (0a)aa®, 9 = (64)* 2. (A.12)

Por fim, escrevemos a forma infinitesimal das matrizes de SL(2,C) em (A.2) e
(A.3): . _
NS =00+ SN ow)a”, AL = 0] — S Gw)a” (A.13)

onde os parametros A% = —\" s30 reais e infinitesimais.
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Apéndice B

Espinores e matrizes de Pauli em 10 dimensoes

E bem conhecido o fato de que, em um espago de d dimensdes (bosonicas), um
espinor de Dirac possui 2[%] componentes complexas, onde [£] denota o maior inteiro
que nao supera &. Este resultado é vélido para qualquer assinatura da métrica.
Entretanto, este tipo de espinor nao é, em geral, uma representacao irredutivel do
grupo de Lorentz. De fato, quando d é par, podemos impor a condicao de Weyl,
que divide o espinor em suas componentes quirais de esquerda e de direita, as quais
se transformam independentemente. Cada uma destas componentes (espinores de
Weyl) possui metade dos graus de liberdade do espinor de Dirac original. Estes sao

os espinores que utilizamos na secao 3.1.

No caso em que d = 10, os espinores de Weyl possuem 16 componentes com-
plexas, de modo que, em vez de trabalhar com matrizes de Dirac 32 x 32, podemos
trabalhar com matrizes de Pauli (generalizadas) 16 x 16. Assim, usamos indices
Q, B, ...=1,...,16 em cima para denotar as componentes de um espinor de Weyl
de esquerda ¥® e os mesmos indices embaixo para denotar as componentes de um
espinor de Weyl de direita x4. Isto é consistente porque, como nao existem em
dez dimensoes objetos andlogos aos simbolos €,5 € €45 definidos no apéndice A, os

indices nao podem ser levantados ou abaixados.

As matrizes de Pauli (v,),5 satisfazem a relagdo de anticomutagao usual

()ap() + ()ag(n) = 20003 (m,v=0,...,9), (B.1)
sendo
(’yﬂ)&ﬁi = “ﬂ%)@ﬁ X (1: 17"'a9)>
() = (1, =), (B.2)
{717%'} = 20
e n = diag(l,—1,...,—1). As matrizes 7; sd@o hermitianas. Podemos definir os
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seguintes produtos antissimetrizados de matrizes ~:

(V) (31) 35
(’Y[uz/)&ﬁ, (’7,0] )&ﬁ

(Vuu)éz’y = (7[#)&3(%/])3’?7 (’YMV) 5

(Vuvplag = (V[W)éﬁ(%l)&ﬁ’ (’pr)a% = (B.3)

e assim por diante, onde a antissimetrizagao é, obviamente, feita apenas nos indices
vetoriais e ¢ definida de modo que, se O, ., ¢ um objeto totalmente antissimétrico,
entao Oy, p, = Oly.opn)- As matrizes v, € Yupor 520 simétricas com respeito a
seus indices espinoriais, enquanto 7,,, ¢ antissimétrica. Além disso, (V.upor) &of é
autodual, enquanto (%me)&ﬁ ¢ antiautodual. Finalmente, listamos as identidades

envolvendo tracos de matrizes :

(a0 = 166,
(sl = 28
()5 (ore) ™ = 968222 (B4)
(7)) = B84BT
() Oron ) = 190G, + 166 s,

onde 04 := 5[0 EL o+

antissimétrico de Levi— Clv1ta, definido de forma que €

70 = 0(,0767) e assim por diante e €, ._,,,, € 0 simbolo totalmente
0123456789

vT

= 1. Contragoes entre
matrizes com diferentes niimeros de indices vetoriais sao nulas. Estas propriedades

sao importantes para a discussao feita no capitulo 3.
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Apéndice C

A algebra do grupo PSU(2,2|4)

A algebra psu(2,2]4) é uma extensdo da algebra conforme so(2,4) ~ su(2,2) e, ao
mesmo tempo, uma extensao da dlgebra de supersimetria 4-estendida (N = 4) (com
carga central nula). Ela contém os geradores Py, Mgy, Qui, Q% = (Qai)" do grupo de
super Poincaré, U/ = —(U)T de SU(4), K, dos boosts conformes, A da dilatacao
e os geradores St S = (S°)! da supersimetria “especial” (ou conforme). Estes
tiltimos sdo contrapartes dos geradores de supersimetria usuais Q,;, Q%, assim como
os boosts conformes K, sao contrapartes dos geradores de translagoes P,.

A estrutura completa da algebra é:

[(Map, Mea] = 2i(nepMaja + NajaMyie) , [P, Kb] = —2i(napA + Map) ,
[(Map, Pe] = 2inep Py, [(Map, Ke] = 2ingp Ky,
[AR] = iP,, ALK, = —iK,,
(A, Qai] = iQaw A, Sz] = _% gu
[Map, Qui] = —2(0w)a’ Qi [Mb Sil = —1(ow)a"Sy,
[Qom ] = (Ua)aasa [ ] = _(Ua)adeia
{Qui, @4} = 26](0")aclu, {Si:Sai} = 204(0%)aa e,
{Quin 57} = —6](0"")a" My +2i0(2U7 — 61A)
U, Qar] = 1(0,Quj — §05Quak) ;
UF, 5% = —i(otei — Ligor)
Ul

[ = i(éling - 5?Uli) )
além de relagoes que sao obtidas destas por conjugacao hermitiana. Todos outros
(anti)comutadores sdo nulos. Aqui n = diag(1, =1, =1, 1) € () := 5 (ab — ta)-

A lista de geradores dada aqui constitui a decomposicao superconforme da
algebra psu(2,2[4). Esta forma da dlgebra é mais conveniente para o estudo do
superespaco conforme, nao sendo tao bem adaptada ao estudo do espaco AdSs x S°.
Por exemplo, os geradores K, nao pertencem ao grupo de isotropia de AdSs, mas

as combinagoes lineares 3(P, — K,) sim.
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