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MODELOS MATEMATICOS E COMPUTACIONAIS PARA
DESCREVER A TRANSMISSAO DE DOIS SOROTIPOS DE VIRUS
DE DENGUE

Autor: THOMAS NOGUEIRA VILCHES
Orientadora:PROFA. DRA. CLAUDIA PIO FERREIRA

RESUMO

Apresenta-se um modelo de equacgoes diferenciais ordinarias que des-
creve a transmissao de dengue em uma populacao humana e de mosquitos quando
ha circulacao de dois sorotipos de virus. Resultados analiticos e numéricos para os
pontos de equilibrio deste modelo, e o estudo da estabilidade dos mesmos sao obtidos.
Faz-se uma aproximacao de estado quase-estacionario para a populagao de mosquito,
com o objetivo de estudar e comparar a dinamica da transmissao da dengue em redes
de diferentes topologias. O modelo de transmissao através de redes complexas con-
sidera diferentes graus de conectividade entre os individuos da populagao e por isso
representa melhor as interagoes sociais. Observa-se que a dinamica da transmissao
da dengue depende fortemente da topologia da rede e do niimero médio de conexaes,
portanto medidas de controle da doenca devem ter um impacto diferente dada a

diversidade das conexodes entre os individuos de uma populagao.



MATHEMATICAL AND COMPUTATIONAL MODELS TO
DESCRIBE THE TRANSMISSION OF TWO SEROTYPES OF
DENGUE VIRUS

Author: THOMAS NOGUEIRA VILCHES
Adviser:PROFA. DRA. CLAUDIA PIO FERREIRA

SUMMARY

We present a model of ordinary differential equations to describe the
dengue transmission in a human and a mosquito populations when there are two se-
rotypes of circulating virus. Analytic and numeric results to the equilibruim points of
this model, and the study of the stability of this points were obtained. We assume the
quasi-steady state approach to the mosquito population, in order to study and com-
pare the dynamics of transmission of two serotypes of dengue virus in networks with
different topologies. We consider the transmission model through complex networks
with different degrees of conectivity among the individuals and, thus, it provides
a better representation of the social interations. We observe that the transmission
dynamics of dengue depends strongly on the network topology and the mean num-
ber of conections, thus the control measures must have a different impact given the

diversity of conections among the individuals on the population.



1 INTRODUCAO

Nessa secao faremos uma introdugao as caracteristicas da dengue, a
dinamica de transmissao, as estratégias de controle desta doenga e as redes comple-

Xas.

1.1 Dengue

A dengue é uma arbovirose transmitida por mosquitos do género Aedes,
sendo o principal deles o Aedes aegypti. Seu agente patologico é um virus pertencente
a familia Flaviviridae e ao género Flavivirus, este virus (DENV) possue diferentes va-
riedades intratipicas, ou sorotipos, chamados de DENV1, DENV2, DENV3 e DENV4
(Coura, 2005). Em outubro de 2014, na Third International Conference on Dengue
and Dengue Haemorrhagic Fever, cientistas da University of Texas Medical Branch
anunciaram o descobrimento de um quinto sorotipo (DENV5).

Um mesmo sorotipo apresenta diferentes gendtipos, sendo que um
genotipo pode ser mais forte que outro, como exemplo o DENV2 apresenta qua-
tro genotipos distintos, dois deles encontrados atualmente na América do Sul, no
entanto apenas um se mostrou responsavel por epidemias de dengue hemorragica
(Coura, 2005).

No que diz respeito a interagao entre os sorotipos, sabemos que a in-
feccao por um deles causa imunidade por um curto periodo de tempo, sendo possivel
a infeccao pelos outros sorotipos apds o periodo de imunidade. Outro fator muito
estudado é o ADE (antibody-dependent enhancement), estudos in vivo indicam que

o processo de ADE pode estar ligado com uma carga viral mais alta na segunda
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infeccao e também com os sintomas severos em criancas que adquiriram anticorpos
passivamente (Recker et al., 2009). No entanto, apesar de ser possivel um individuo
manifestar multiplas infecgoes, uma para cada sorotipo, estudos mostram que rara-
mente isso acontece, sendo que apos a infeccao secundaria, ocorre com frequéncia a

resisténcia a inoculagdo de um terceiro sorotipo (Veronesi, 1972).

1.1.1 Histérico das epidemias

As primeiras epidemias que se tem registro ocorreram em Jakarta,
Alexandria e Cairo em 1779, e na Filadélfia (EUA) em 1780. Quando estas surgiram,
foram levantadas muitas hipoteses sobre qual seria o agente infeccioso e o modo de
transmissao, mas somente apoés a Segunda Guerra Mundial, cientistas japoneses e
americanos comprovaram a etiologia viral da dengue isolando os sorotipos DENV1 e
DENV2 (Coura, 2005).

Em 1954, nas estacoes chuvosas, uma nova doenca, a principio cha-
mada de febre hemorrdgica das Filipinas, foi detectada sendo frequente os casos
fatais. Quando uma grande epidemia ocorreu em 1956, dos 750 casos registrados,
houve aproximadamente 10% de casos fatais, a maioria criancas. Nesse mesmo ano,
na cidade de Bangcoc, uma febre hemorragica foi reconhecida e nessa epidemia,
aproximadamente, 2500 casos foram reportados, sendo 250 deles fatais.

Notando que as epidemias ocorriam nas estacoes chuvosas, e mais es-
pecificamente em areas de ocorréncia do Aedes aegypti, Hammon et al. (1960) estu-
daram a possibilidade de uma conexao entre elas e a dengue, assim acabaram por
isolar os sorotipos DENV3 e DENV4.

Mais de cinquenta anos depois, em 2013, Nikos Vasilakis anunciou em
sua apresentagao na Third International Conference on Dengue and Dengue Hae-
morrhagic Fever que ele e outros cientistas da University of Texas Medical Branch
haviam isolado um quinto tipo de sorotipo quando estudavam a sorologia de surtos
epidémicos ocorridos na Malasia em 2007.

No Brasil, a ocorréncia da doenca sé foi comprovada em 1982 quando
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se isolou os sorotipos DENV1 e DENV4 no estado de Roraima, apesar que no inicio
do século XX ja havia relatos de sua ocorréncia. Quatro anos depois, no Rio de
Janeiro, houve duas ondas epidémicas de dengue classico e também alguns casos
fatais.

O primeiro caso de dengue hemorragico no Brasil foi registrado no Rio
de Janeiro em 1990 com a introdugao do sorotipo DENV2 na populagao (da Saude,
2004). A partir dai, houve notificagoes anuais de casos graves de dengue hemorrégico
e mortes, ja por todo Brasil. Em 2001 foi feito o isolamento do DENV3 em Nova
[guacu-RJ, este sorotipo se alastrou muito rapidamente e em 2002 houve nova epi-
demia no estado. Logo, todo o pais, com excecao de SC e RS, tinha casos de dengue
causado pelo DENV3.

Segundo dados do Ministério da Satude do Brasil, até a sétima semana
de 2013, foram registrados 204.650 casos de dengue no pais. Desse total, 324 foram
casos graves e 33 resultaram em morte. Comparando estes resultados com o mesmo
periodo de 2012, observou-se um aumento de 190% dos casos notificados, porém uma
redugao de 44% dos casos graves e 20% das mortes. Também foi verificado que 52,6%

dos casos foram positivos para DENV4.1

1.1.2 Epidemiologia

Quando ha a introducao de um sorotipo novo em uma populacao de in-
dividuos suscetiveis, muitas vezes ocorre uma epidemia explosiva, porém é necessario
que haja uma quantidade suficiente de vetores (mosquitos) e condigbes que permitam
o contato entre estes e a populacao humana.

Existem varios fatores que influenciam o ciclo de vida do vetor, o qual

é composto por uma fase aquatica e uma fase alada. A temperatura, a umidade,

1Retirado do site da Organizagao Pan-Americana de Saude (Pan-
American Health Organization - PAHO), 15 de Junho de 2014.
http://www.paho.org/BRA /index.php?option=com_ content&view=article&id=3159:dados-
dengue-no-brasil-2013&Itemid=777
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a pluviosidade, a coleta de residuos e também a educacao populacional sao fatores
determinantes para o desenvolvimento do mosquito.

A transmissao do virus se da através da picada da fémea hematéfaga
do género Aedes, sendo sua forma de infeccao mais comum a via oral, entretanto
alguns estudos apontam outras, como transovariana e sexual (Coura, 2005).

A oviposicao do mosquito é feita em lugares com agua parada e, relati-
vamente limpa, por isso a conscientizacao da populagao é a maior arma de combate a
dengue, ja que devido aos diversos sorotipos de virus, a fabricacdo de uma vacina efi-
ciente é muito complicada e cara. Evitar a reprodugao do mosquito eliminando focos
de agua parada ¢é a forma mais eficaz até entao utilizada, ja que os ovos necessitam
de agua para eclodirem. No entanto, estes podem resistir a dessecacao por mais de
um ano, até ocorrer a eclosao. O ciclo evolutivo de ovo até mosquito dura em média
dez dias, e ja na fase adulta sua longevidade depende da umidade, temperatura e

nutri¢do (Coura, 2005).

1.1.3 Tipos de infeccao

As infeccoes causadas pelo virus da dengue podem ser sintomaticas ou
assintomaticas. Dentre as sintomaticas temos a febre indiferenciada, sindrome da
febre da dengue (com ou sem hemorragia) e febre de dengue hemorragica (com ou

sem choque).

¢ Dengue classica

Manifesta-se como febre subita e manifestagoes gastrointestinais, como dores,
nauseas e vomitos. Em alguns casos, pode haver manifestagoes hemorragicas,

sendo importante a diferenciacao da dengue hemorragica de grau II.

e Dengue hemorragica/Sindrome de choque de dengue (DH/SCD)

E caracterizada por quatro sintomas clinicos principais: febre alta, fendmenos

hemorragicos, hepatomegalia e insuficiéncia circulatéria.
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As hemorragias sao resultado da perda de fluidos vasculares para os espacos
intersticiais e cavidades serosas, causando assim a diminuicao da permeabili-
dade do endotélio. Simultaneamente, ¢ comum a elevagao da pressao venosa,

ocasionando assim as hemorragias.

A “World Health Organization” (WHO) definiu quatro categorias de classi-
ficagao para DH/SCD:

1. Grau I- Febre acompanhada de sintomas inespecificos.

2. Grau II- Surgimento de pequenas hemorragias, como na pele e gengivas.

3. Grau III- Pulso fraco e rapido, hipotensao, pele pegajosa e fria e

inquietacao.

4. Grau IV- Choque profundo com auséncia de pressao arterial.

Apenas os graus III e IV sao considerados SCD.

Outros fatores importantes no desenvolvimento da infeccao grave sao: sexo,
idade e enfermidades cronicas, como asma bronquica e diabetes mellitus (Coura,

2005).

1.1.4 Controle epidémico

Por ser uma doenca com quatro sorotipos de virus, a vacina ideal é
a tetravalente com eficacia maior que 80% para cada sorotipo. Como ja citado, a
reinfecgdo na maioria dos casos gera a DH/SCD. Portanto, uma vacina que causa
imunidade a apenas um sorotipo de virus faz com que ao ser infectado por outro
sorotipo, o individuo tenha sintomas de uma infeccao secundaria, a qual é conside-
rada mais perigosa. Estudos e tentativas para obtencao de uma vacina tetravalente

comecaram na década de 40, em especial as vacinas de virus vivo atenuado, no
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entanto também foram feitas vacinas quiméricas. Apesar de muitos estudos e resul-
tados promissores, nao ha uma producao em larga escala de vacinas tetravalentes
para areas endémicas da doenga (Coura, 2005).

Muitos esforcos tém sido feitos para controlar a dispersao da doenca,
sendo as principais agoes dirigidas ao controle da populacao do mosquito transmissor.
Como exemplo, em 1995 a PAHO reportou que foram investidos 104 milhoes de
dolares em programas de controle, e essa quantidade foi insuficiente para combater
as infecgoes (Torres & Castro, 2007). Dada a importancia de analisar as medidas
de controle, muitos trabalhos sao feitos utilizando modelagem de transmissao da

dengue, de modo a considerar diferentes situacoes e caracteristicas da transmissao.

1.2 Grafos e redes complexas

As redes complexas tornaram-se populares na modelagem de sistemas
biolégicos na década de 90 do século passado. Em linhas gerais, uma rede com-
plexa é qualquer sistema que admite uma representagao matematica por meio de um
grafo, em que os nds, ou vértices, representam os elementos do sistema e as conexoes
representam suas relagoes (Barrat et al., 2008).

Do ponto de vista matematico, um grafo pode ser representado através

da construgao de uma matriz adjacente X = z;;, em que

1 se o vértice i esta ligado com o vértice j,
SL’Z']' =
0 caso o contrario.
Se um grafo ¢ nao direcionado, ele tem matriz adjacente simétrica, ou seja, x;; = xj;
(Barrat et al., 2008).
Duas quantidades muito importantes na caracterizacao das redes sao
o coeficiente de agrupamento e o menor caminho médio. O primeiro é definido como
a razao entre o numero de conexoes existentes entre os vizinhos de um dado vértice

e o numero de conexdes maximo que poderiam existir entre eles. Assim, dado um

vértice ¢ que tem k; vizinhos, com e; conexoes entre eles, o niimero maximo dessas
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conexoes seria ki(k;l). Logo, o coeficiente de agrupamento C; de um dado vértice @
¢ dado por:
2e;
Ci=——"—.
" ki(ki - 1)

A segunda quantidade, o menor caminho médio, é dada pela média de
todos os “menores caminhos” do grafo. O “menor caminho” de um vértice a outro
é definido pela menor quantidade de nés que devem ser visitados para que ao partir
de um vértice i, qualquer, possamos chegar a um vértice j, também qualquer.

Existem varios tipos de redes complexas, criadas a partir de diferentes

regras de conectividade. Por exemplo:

1. O grafo de Erdos-Rényi é construido a partir de N nds os quais sao conectados
por um total de E ligagoes, cada ligacao é feita aleatoriamente entre os N nos

(Barrat et al., 2008).

2. Uma variagao desse método considera que um grafo nao-direcionado com N

NWV=D) Jigacdes, assim o grafo é construido supondo
5 gagoes, g p

vértices tem no maximo
de que cada uma dessas ligacoes tem probabilidade p de existir e probabilidade

1 — p de nao existir (Barrat et al., 2008).

3. Molly & Reed (1995) apresentam um algoritmo em que inicialmente é gerada
uma sequencia k; para ¢ = 1,..., N, assim é construido um grafo com N

vértices e conexoes aleatorias, em que ao final cada vértice ¢+ tem grau k;.

4. Watts & Strogatz (1998) apresentam uma rede complexa criada partindo de
um anel circular com N nés e k vizinhos, ou seja, cada né faz ligacao direta
com k outros nés ao seu lado. E possivel entao criar diferentes topologias, ou

seja, diferentes configuragoes fisicas da rede, introduzindo uma probabilidade



8
p de quebra de uma ligagao entre um no e seu vizinho e imediata formacao
de uma ligagado entre este no e outro qualquer. Assim quando p = 0 a rede é
regular, quando p = 1 a rede é completamente aleatéria e para 0 < p < 1 a

rede ¢é intermedidria, como mostra a Figura 1.

M/

~ \"' Al
A\ A2

B Tty AN

-

Figura 1: Da esquerda para a direita temos: rede regular (p = 0), rede intermediaria

(0 < p<1)erede aleatéria (p = 1).

Grafos aleatorios, como os citados nos itens anteriores de 1 a 3 ante-
riores, apresentam baixo “menor caminho médio” e um baixo coeficiente de agrupa-
mento, ja os regulares, em que todos os vértices tem um mesmo ntimero de conexoes,
possuem alto coeficiente de agrupamento e um alto “menor caminho médio”.

Com seu algoritmo para gerar grafos, Watts & Strogatz (1998) en-
contraram uma maneira de preservar o alto coeficiente de agrupamento das redes
regulares e ao mesmo tempo introduzir a aleatoriedade no sistema, resultando em
um baixo “menor caminho médio”, essas duas caracteristicas sao marcantes nas in-
teragoes sociais. Optamos pelo uso da rede de “Watts & Strogatz”, pois como dito,
esta pode simular diferentes topologias (Barrat et al., 2008), e queremos estudar a
transmissao da dengue em diferentes redes, as quais representam a interacao entre

os individuos.



2 REVISAO DE LITERATURA

Nessa secao faremos uma breve revisao da literatura no que diz respeito
aos modelos matematicos para transmissao de dengue, a imunidade-cruzada entre os

virus, a periodicidade e as redes complexas.

2.1 Alguns modelos para a dengue

Baseados em Bailey (1975), Esteva & Vargas (1998) apresentaram um
modelo de cinco equacoes diferenciais ordinarias que descreve a transmissao de um
sorotipo de dengue através de uma populagao humana e uma populacao de vetores.
Neste modelo a populacao humana foi considerada constante. Foram determinados
os pontos de equilibrio do sistema e as condicoes de estabilidade para cada um deles.
A estabilidade global do equilibrio endémico também foi obtida. Por fim, através
de simulagoes numéricas, eles discutiram medidas de controle, como a aplicacao de
inseticidas, chegando a conclusao que essa tem um impacto pequeno na dinamica da
doenga.

Em outro trabalho, Esteva & Vargas (1999) propuseram um modelo
matematico de equagoes diferenciais ordinarias, mas dessa vez com populacao hu-
mana varidavel e uma mortalidade induzida devido a infeccao pela doenca. Nova-
mente, encontraram os pontos de equilibrio do sistema e as condig¢oes de estabilidade
de cada um. A estabilidade global do ponto de equilibrio endémico também foi
demonstrada e foram discutidas as condi¢oes que levariam ao controle epidémico.

Esteva & Vargas (2000) utilizaram um modelo de equagoes diferenciais

ordindrias considerando transmissao vertical e transmissao mecanica da dengue com
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o objetivo de analisar a importancia delas na dinamica. A transmissao mecanica é
aquela em que o repasto sanguineo € interrompido e o mosquito, imediatamente, se
alimenta num hospedeiro susceptivel préoximo. Os resultados mostraram que para a
infeccao na populacao de vetores, a transmissao mecanica nao é importante, mas a
transmissao vertical sim. Tal resultado pode ser usado, por exemplo, para entender
a prevaléncia da dengue em locais de baixa densidade populacional.

Em Esteva & Vargas (2003) é apresentado um modelo de equagoes di-
ferenciais ordindrias para transmissao de dois sorotipos de dengue em uma populacao
humana constante e em uma populacao de vetores também constante. Foram encon-
trados os pontos de equilibrio do sistema e feitas as andlises de estabilidade destes
pontos, obtendo informacoes sobre as condicoes que levam ao sucesso ou fracasso da
doenca, e também a coexisténcia ou nao dos sorotipos de virus.

Outra abordagem muito explorada nos modelos epidemiolégicos para
transmissao de dengue ¢ a inclusao da sazonalidade na dinamica populacional. Gre-
enman et al. (2004) utilizaram modelos matemdticos nao-autéonomos, com forcante
externo modelado por senos e cossenos, sendo que para determinados valores dos
parametros de oscilagao (periodicidade das fungoes trigonométricas) pode haver res-
sonancia paramétrica. Altizer et al. (2006) fazem uma sintese de vérias aplicagoes
epidemiolégicas com a sazonalidade atuando no sistema.

Coutinho et al. (2006) propoem a andlise de um modelo de equacoes
diferenciais ordinarias nao-autonomo para transmissao de dengue considerando hu-
manos, mosquitos adultos e ovos, sendo que na populacao de mosquitos ha uma classe
de adultos expostos. Através da analise do modelo, eles calcularam o niimero repro-
dutivo efetivo, R(t), e demonstram que se em média, R > 1, a doenca permanece na
populacao.

Chowell et al. (2007) propuseram um modelo de equagoes diferenciais
ordinarias para transmissao de dengue considerando laténcia. Com este modelo, eles
calcularam os ntmeros reprodutivos da doenca em seis diferentes municipios mexi-

canos, observando uma relacao linear entre o tamanho da populacao e a quantidade
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de individuos infectados.

Segundo Recker et al. (2009), o Antibody-dependent enhahcement e a
imunidade-cruzada tém grande papel nos padroes de sincronizagao entre os sorotipos
de virus de dengue, causando assim efeitos sobre a periodicidade da doenca. Esse
resultado foi verificado através das analises dos padroes temporais utilizando um mo-
delo de equacoes diferenciais ordindrias que considera os quatro sorotipos circulantes
e dois parametros, simulando a interacao entre os sorotipos, um representando o au-
mento da suscetibilidade devido a infeccao primaria e outro representando o aumento
na transmissibilidade das infec¢oes secundarias.

Maidara & Yang (2008) apresentaram um modelo de equacgoes dife-
renciais parciais que descreve a transmissao espaco-temporal da dengue em uma
populagao humana homogénea no espaco e uma populagao de vetores, com forma
aquatica e alada do mosquito, na qual apenas a tltima pode se mover. Encontraram
o numero reprodutivo bésico da doenga, Ry, que é uma das quantidades epide-
mioldgicas mais importantes e também a condi¢ao necessaria para que o mosquito
esteja presente na populagao, (Qy, sendo que a velocidade de propagacao da dengue
depende diretamente dessas duas quantidades.

O numero reprodutivo bésico da doenca, Ry, pode predizer a existéncia
ou nao do pico epidémico, se Ry > 1 entao ha o pico epidémico e se Ry < 1, nao ha.
Portanto o objetivo de varios trabalhos na epidemiologia matematica é encontrar
uma expressao para essa quantidade. Sua definicao é antiga, sendo ela: “ntimero
médio de casos secundérios decorrentes da introdugao de individuos infectados (casos
primdrios) em uma populacdo de suscetiveis”.

Pinho et al. (2010) propuseram um modelo de equagoes diferenciais
ordindrias com duas populagoes, a de vetores, dividida em fase aquatica, adulto
suscetivel, mosquito adulto exposto, e mosquito adulto infeccioso e a populacao
humana, dividida em individuo suscetivel, individuo infectado, individuo exposto e
individuo infeccioso. O objetivo do trabalho foi comparar duas epidemias ocorridas

em Salvador-BA. Para isso, utilizando dados reais, a forca de infeccao e o ntmero
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reprodutivo basal dessas duas epidemias de dengue foram estimados. Os resultados
mostraram que além do controle da populagao de mosquitos adultos, é necessario o

controle da populacao aquatica.

2.2 Alguns modelos com redes complexas

Desde a década de noventa, redes complexas tém sido usadas na mode-
lagem matematica de doencas infecciosas, além de redes neurais, controle genético e
sistema auto-organizados. Dentro da epidemiologia elas sao bastante utilizadas para
modelagem de doengas sexualmente transmissiveis, como AIDS, hepatite, gonorréia
e herpes.

Watts & Strogatz (1998) apresentaram algumas propriedades das redes
complexas, como livre caminho médio e coeficiente de agrupamento, e mostraram
que esses tém relacao direta com a topologia da rede. Newman (2003) fizeram uma
revisao sobre propriedades das redes complexas, os diferentes tipos que existem e
discutiram a dinamica de alguns modelos epidemioldgicos, como Suscetivel-Infectado-
Recuperado (SIR) e Suscetivel-Infectado-Suscetivel (SIS) nestas redes.

Silva et al. (2007) propuseram um modelo de transmissao do tipo SIS
que considera a transmissao da doenca entr os individuos de uma mesma cidade
(modelado por automatos celulares) e a disseminagao da doenga para outras cidades
conectadas por rodovidas (rede livre-de-escala). Estimaram o limiar para a trans-
missao da doenca, A\. =, que esta entre o valor observado para disseminacao de
doengas em redes livres-de-escala e em redes quadradas.

Em Newman (2002) o modelo SIR sem demografia foi resolvido analiti-
camente para diferentes tipos de rede. Sao definidas fungoes geradoras e encontradas
expressoes para os pontos de equilibrio do sistema. Casos onde as probabilidades de
transmissao estao correlacionadas ou a populacao é estruturada sao discutidos.

Em Masuda & Konno (2006) foram apresentados vérios modelos para
propagacao de doencas com taxa de contato heterogénea, como contatos de dois

estagios, e mostrou-se que num modelo de competicao entre patdgenos, ou todos
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sobrevivem ou um sobrepoe-se ao outro, e isso depende das taxas que modulam a
forca relativa e a interacao dos patdgenos.

Yang et al. (2007) apresentaram um modelo SIR através de uma rede

livre-de-escala em que todos os individuos tem a mesma infectividade, A. Utilizando

a aproximacao de campo-médio, encontraram um valor para o limiar A\, = mos-

1
A
trando que este é independente da topologia da rede utilizada. Por fim, utilizaram

simulagoes para confirmar os resultados.



OBJETIVO

Os objetivos deste trabalho sao:

Modificar o modelo de equagoes diferenciais ordindrias proposto em Esteva &
Vargas (2003) para transmissao de dois sorotipos de virus de dengue em uma
populacao de humanos que interage com uma populagao de mosquitos. Neste
modelo incluimos dois novos parametros: uma taxa de mortalidade adicional
na populacao humana devido a infecgao secundaria e uma taxa de mortalidade
adicional na populagao de mosquitos simulando o controle destes. Prentede-
mos estudar a influéncia de cada uma delas nos limiares que determinam a
prevaléncia ou nao da doenga e os que determinam a coexisténcia ou nao dos

sorotipos de virus.

Propor um modelo de redes complexas para verificar a influéncia das diferentes
estruturas de relagoes presentes na comunidade na dinamica da transmissao da
doenga. Queremos estudamos a sensibilidade do modelo aos parametros, como
tamanho populacional e nimero médio de conexoes. Finalmente vamos compar
as regioes de estabilidade obidas em diferentes topologias da rede com as regioes

apresentadas pelo modelo de equagdes diferenciais de Esteva & Vargas (2003).



4 MODELO MATEMATICO

Como dito na introducao deste trabalho, um individuo de uma po-
pulagao esta suscetivel a adquirir todos os sorotipos de virus de dengue, apresen-
tando multiplas infeccoes. Quando um sorotipo de virus invade uma populacgao, a
dinamica da infeccao muda, devido a interacao entre os sorotipos.

Com o objetivo de estudar as infecgoes secundarias e a influéncia de
um sorotipo de virus sobre o outro, baseado no modelo de Esteva & Vargas (2003),
construimos um modelo matematico que considera oito classes de individuos e trés
de vetores, sendo S os individuos suscetiveis, I; os individuos infectados pelo primeiro
sorotipo do vetor, I, os infectados pelo segundo sorotipo do vetor, R; os recuperados
do primeiro tipo da doenga, Ry os recuperados do segundo tipo da doenga, I;5 os
individuos que se recuperaram do primeiro sorotipo de virus e se infectaram com o
segundo, Is; os individuos que se recuperaram do segundo sorotipo de virus e se infec-
taram com o primeiro, e R sao os individuos que se recuperaram dos dois sorotipos do
virus. Na populagao de vetores, Vg, Vi1 e Vo, sao os vetores suscetiveis, infectados
pelo primeiro sorotipo e infectados pelo segundo sorotipo, respectivamente.

Quanto ao conjunto de parametros temos que os individuos suscetiveis
sao infectados a uma taxa (1 e 5 pelos sorotipos de virus um e dois, respectivamente.
Os infectados de cada sorotipo se recuperam as taxas 7y; e 7., formando assim os
compartimentos R; e Ry. Estes podem ser infectados pelo outro sorotipo de virus
e os parametros o, e o9 representam a influéncia da infeccao primaria na infeccao
secundaria, sendo que estes infectados secundérios também se recuperam as taxas v,
e 7Y, formando assim o compartimento R.

A populagao humana tem uma taxa de natalidade e mortalidade p, com
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excecao dos compartimentos 15 e I5; que tém uma taxa de mortalidade p + pig, pois
ao considerar a infeccao secundaria, vamos considerar também os sintomas graves ja
mencionados anteriormente, e portanto uma taxa de mortalidade adicional devido a
doenga.

Os parametros relacionados ao vetor sao ¢, taxa de reposicao, d; e s,
taxas de infeccao dos mosquitos suscetiveis, p,,, mortalidade do vetor e o que é o
parametro relacionado as tentativas de controle da populacao de mosquitos, como
por exemplo a fiscalizacao de residéncias e comércios. Na Figura 2 ha o diagrama
de blocos do modelo. A diferenca entre o modelo proposto e o apresentado em
Esteva & Vargas (2003) é que no ultimo as populagoes de humanos e vetores foram
consideradas constantes (us = 0 dias™! e ¢ = p,,,) e nao foi considerado o controle da
populagao de mosquitos (a = 0 dias™!). O modelo de equagdes diferenciais ordindrias

é dado por:
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4.1 Pontos de equilibrio e analise de estabilidade

Nesta subsecao, sao apresentadas andlises quanto aos pontos de
equilibrio do sistema e a estabilidade de cada um deles.

Inicialmente para o sistema de equagoes diferenciais (1) é possivel en-
contrar os pontos de equilibrio do sistema igualando as equagoes a zero (Boyce &

DiPrima, 2007). Assim, os pontos de equilibrio sao:

L,M),
+ «

m

EO = (1707070707070707

E1 = (S*vIikvO)R;O)OaOaOaVé’kav}*lao)a
E, =(5%,0,1;,0,R;,0,0,0,V3,0,V}5) e
E3: (S**,[ik*,[;*, T*,R;*,ITS,IST,R**,VE*, 1*1*7‘42*)-
Definindo

i0;
M= pm+a, Ki=p+vy, Ryu= ZZBQK

para 1 =1,2,

os pontos de equilibrio E;, + = 1,2 assumem a forma

d; K;
M+u

1 . 1
g% — - =, I — (ROZ ) R* — l (ROZ )

V*—i (1 %(Rm—l)))’ Ve ¢ 3(Ry —1)

Portanto, Ej representa o equilibrio livre da doenca, E; para ¢ = 1,2
representam os equilibrios em que ha apenas um sorotipo circulante e F5 representa a
coexisténcia dos dois sorotipos, e pode ser obtido numericamente dado um conjunto
de parametros, visto a inviabilidade de sua obtenc¢ao analitica.

A anélise de estabilidade de cada um dos pontos de equilibrio pode ser
feita através do célculo dos autovalores da matriz jacobiana do sistema (1) (Keeling
& Rohani, 2008). Se dada a matriz jacobiana calculada no ponto de equilibrio, todos

seus autovalores tém parte real negativa, entao esse ponto é estavel.
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Para os pontos Ey e E;, i = 1,2, é possivel fazer as substituicoes

¢
o + 0

Vs = —Vn—=Vp

R=1-85"—-I] -1, — R, —R; — I}, — I,

(se considerarmos que as populagdes sdo constantes) eliminando dessa maneira duas
linhas e duas colunas da matriz jacobiana. Ressaltamos que para o ponto FEj
essa substituicao nao é possivel, ja que o parametro us faz com que a populacao
humana nao seja constante. Rearranjando as equagoes na ordem das varidveis

(S,11,R1,Vi1,12,Ro,Via,151,112), temos as seguintes situagoes:

1. Substituindo o ponto Fy na matriz jacobiana do sistema (1), esta assume a

forma

Gi1 Gy
Gz Gy
na qual G; é uma matriz 4 x 4, GGy é uma matriz 4 x 5, G3 é uma matriz de

zeros b X 4 e G4 é uma matriz 5 x 5. Podemos dizer, entao, que os autovalores

da matriz jacobiana calculada em FEj sao os mesmos das matrizes G; e Gy,

sendo
—H 0 0 -5
G = 0 —(u+m) O B |
0 T —H 0
01¢
i 0 m 0 _(,um + Oz) |

com autovalores dados por

m=—K, MN2=—U

e as raizes do polinomio de segundo grau

5
1”4 (4 @) + (e + 7)) 7+ (o + @) (1) = /f: jr‘ba =0,
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que sao
(M + ) + /(M + K)? — 4(ME, — B9
N3 = 5
e
—(M + Ky) — (M + K1)? — MK, - 299)
Na = .
2
A condigao de estabilidade obtida a partir de 13 é dada por:
B101¢
Ry = <1
0= ek,
Para
—(p+2) 0 Ba 0 0
V2 —p 0 0 0
Gy = ufffa 0 —(pm+a) 0 HS’LQ‘FCM )
0 0 0 —(pu 47+ ps) 0
0 0 0 0 —(n+ 72+ ps) |

temos os autovalores

s =—p, Ne=—(u+v+ps), nr=—(u+y2+us)

e as raizes do polinomio de segundo grau

5
07+ (i + @) + (1 +72)) 1+ (o + @) (1 +72) = ﬁfjﬂﬁa =0,

com M = (pi, + ), Ko = (u + 72), dadas por:

—(M + K3) + (M + K»)? — 4(M I, — 222)

N = 5
¢ 5
. —(M + K3) — /(M + Ky)? — 4(MK, — %)_
2
A condigao de estabilidade obtida a partir de ng é:
Ry = ]%g;?; < 1.

Podemos dizer que para Ry > 1, com Ry = max{Rg, Rp2}, o ponto de

equilibrio F; é instavel.
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2. Os pontos E; e Fy tém os processos analogos para obtencao das condigoes de
estabilidade. Assim sendo, as andlises serao feitas para o primeiro caso, e de

forma andloga encontra-se para o segundo.

A matriz jacobiana assume a mesma forma anterior, com G dada por:

—BiVi — 0 0 — 15"
5V —(u+m) 0 55
G, =
0 "1 —H 0
i 0 &Qﬂﬂ—Wﬂ 0 61If = (pm + ) |
Os autovalores de GG; sao 119 = —p e as raizes do polinomio de terceiro grau
0>+ an’ +bin+ e =0, (2)
em que

ay = (K1 + iV +p— 011y + M),

by = Ki(BiVii+w) + (=617 + M) (B Vi + ) + Ka (=61 L7 + M) — $1615” (% - Vﬁ)
(&
a1 = Ki(B1Vh + p) (=617 + M) — $16, 8" (% - VI*I) BV + )+
+5761 <£ - Vﬁ) S*Vi.
M

Esteva & Vargas (2003) mostram que esse polindémio tem raizes com parte real

negativa sempre que Ry; > 1. Portanto a condi¢ao de estabilidade depende de

G G
G4 _ 41 42
Gis Gu
em que
—(p+72) 0 [25*
Gy = Y2 —(01 81V + ) 0 g

O (il — Vi) 0 —(m+a)



22

0 0
Gi=10 0 )
¢ *
O 52 (Mm+0€ - ‘/Il)
0 o186,V 0
G = 181V ’

0 0 0-2/82R>{

e
—(p+ 7+ ps) 0
G44 = )

0 —(p 42 + )
cujos autovalores sao 117 = —(K7 + ps), m2 = —(0161V}] + p) e as raizes do
polinomio de terceiro grau

n* 4+ axn” + by + ¢, (3)
com
as :2K2+M+,us,
K, K K, ¢ M
by = — 41— TS -V — Kotps) M
2 K2—|—ILLS+M+ K2—|—IL[/S<O-2R1+S)<M Il ¢R02 ( 2_'_,[1/) €
K, RooM [ ¢
= Ko(K JM |1 — R+ 5* — =V |l.
C2 o(K + ps) [ (KQJFMS@ 1t ) @ <M 11)]

Pelo critério de Routh-Hurwitz (de Souza, 2005), o polinomio dado em (3) tem

todas as raizes com parte real negativa quando:
a2>0, b2>0, cp >0 e a2b2>02.

Como as é sempre positivo, a condi¢cao de que by > 0 e co > 0 é dada por:

1
Ko O-QRT + S*) (% _ Vv[*l)’

K2+Ms

(4)

R02<<
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a qual também ja garante que asby > co.
O resultado andlogo para o outro sorotipo é:
1
(o fis +5) (s = Via).

Kl“l’ﬂs

ROI <

Entao em termos dos parametros, a desigualdade

Ro;
_— ) (Roi — 1)

K; 5, ;
s (2

Roj < K,

=1, 2047 6
= J #J (6)

garante a estabilidade do ponto E;, i =1, 2.

As desigualdades dadas em (5) e (4) ndo podem ser satisfeitas simultaneamente.
E, aregiao em que (4) e (5) nao sao satisfeitas e Ry; > 1 parai = 1,2, representa

a coexisténcia dos dois sorotipos.

4.2 Regioes de estabilidade

Utilizando as desigualdades (4) e (5), é possivel construir diagramas
que mostram as regioes de estabilidade de cada ponto de equilibrio, em funcao do
numero reprodutivo de cada sorotipo.

Com o objetivo de estudar a influéncia das taxas de mortalidade adici-
onal causada pela infecgao secundaria (u;), que pode resultar em Febre hemorragica
e sindrome de choque de dengue, e («), devido ao controle da populagdo de mos-
quito, nas regioes de estabilidade, apresentamos a seguir, diagramas de bifurcacao,
onde comparamos os resultados apresentados em Esteva & Vargas (2003) com os
obtimos pelo modelo modificado. Escolheu-se i = 0,005 dias™!, §; = 0,08 dias™!,
dy = 0,06 dias™!, p,, = 0,02 dias™, 71 = 75 = 0,1428 dias™! e ¢ = 0,02 dias™! e
diferentes valores de o1, 09, s € .

Independentemente dos valores de «a e ug, para 0 = 05 = 0, uma
das inequacoes sempre sera satisfeita, com excecao dos pontos pertencentes a reta

Ro1 = Rgo, ou seja, nesse caso o sorotipo de maior niimero reprodutivo bésico se
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torna endémico e quando Ry, = Rys, ¢ possivel a coexisténcia, como mostra a Figura
3. Esse caso representaria a situacao em que a infeccao por um sorotipo imuniza o
individuo a infeccao do outro sorotipo.

Nas Figuras de 3 a 7, a regiao discriminada como FE0 ¢é a regiao de
estabilidade do ponto Fjy, a regiao E'1 ¢é a regiao de estabilidade do ponto E; quando
o primeiro sorotipo permanece na populagao, E2 é a regiao de estabilidade do ponto
E5 quando o segundo sorotipo permanece na populacao e por dltimo, E3 é a regiao

de estabilidade quanto ha coexisténcia, ou seja, ponto Ej.

10

E2

ROZ

El

Figura 3: Regioes de estabilidade para os parametros oy = 09 = 0, u = 0, 005 dias™ !,

5 = 0,08 dias™!, 6, = 0,06 dias™', p,, = 0,02 dias™!, v; = v, = 0,1428 dias™! e
¢ = 0,02 dias™L.

Para o e 0o maiores que zero, temos que, quando 0 < o; < 1, ha
uma imunidade cruzada parcial entre os sorotipo. Para esse caso, estudamos a in-
fluéncia dos parametros g € o na regiao de coexisténcia. As Figuras 4 e 5 mostram,
respectivamente, tal influéncia.

E possivel verificar que o parametro u, diminui a regiao de coexisténcia,
ja o parametro « faz com que a regiao seja maior. Vale ressaltar que aumentar a

regiao de coexisténcia, nao significa tornar maior a densidade endémica de infectados.
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Figura 4: Regioes de estabilidade para os parametros o1 = 0,2; 09 = 0,4; ;1 = 0,005
dias™!, §; = 0,08 dias™!, 6, = 0,06 dias™!, p,, = 0,02 dias™!, v = v, = 0,1428
dias™ e ¢ = 0,02 dias™'. Em linha continua temos a = pu, = 0 dias™' e em linha

pontilhada temos s, = 0,05 dias™!.

Figura 5: Regioes de estabilidade para os parametros o1 = 0,2; 05 = 0,4; = 0,005
dias™!, §; = 0,08 dias™!, 6, = 0,06 dias™!, p,, = 0,02 dias™!, v = v, = 0, 1428

1 1

dias™' e ¢ = 0,02 dias™'. Em linha continua temos o = pu, = 0 dias™! e em linha

pontilhada temos o = 0,2 dias™!.
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Os casos em que o1 > 1 e gy > 1, representam um aumento da forca

de infeccao secundaria devido a infec¢ao priméria. As Figuras 6 e 7 mostram as
regioes de estabilidade de cada ponto. Para esse caso é possivel notar que o efeito
dos parametros s € a nas regioes de estabilidade sao similares aos descritos no caso
anterior. No entanto, é importante ressaltar que, quando o; > 1 e 05 > 1 notamos
que ¢ possivel a coexisténcia dos sorotipos de virus mesmo quando Ry ou Ry €

menor do que um.

10 ‘ ‘

I~ E2

E3

Figura 6: Regioes de estabilidade para os parametros oy = 1,5; 0o = 2; . = 0,005
dias™!, §; = 0,08 dias™!, 6, = 0,06 dias™!, p,, = 0,02 dias™!, v = v, = 0, 1428

1 1

dias™ e ¢ = 0,02 dias™'. Em linha continua temos p, = o = 0 dias™ e em linha

pontilhada temos s, = 0,05 dias™!.

Figura 8 mostra a dinamica temporal do nimero de infectados dado
um conjunto de parametros e duas diferentes condigoes iniciais. Neste caso, os
parametros escolhidos, Ry = 4 e Ry = 3, sao tais que o sistema evolui para o

equilibrio Fj.
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E2

E3

—_—= ¢ —

1
6 8 10

Figura 7: Regioes de estabilidade para os parametros oy = 1,5; 0o = 2; . = 0,005

dias™!, §; = 0,08 dias™!, 6, = 0,06 dias™!, p,, = 0,02 dias™', v; = v, = 0, 1428

dias™ e ¢ = 0,02 dias™'. Em linha continua temos a = pu, = 0 dias™' e em linha

pontilhada temos o = 0,2 dias™!.
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Figura 8: Dinamica temporal de individuos infectados para Ry =4 e Rgpo = 3. Em

(a) temos I1(0) = 0,1, I5(0) = 0,1 e I5(0) = [12(0) = 0. Em (b) temos I,(0) =0, 2,

1,(0) = 0,2 e I5,(0) = I15(0) = 0.

Neste capitulo, determinamos os pontos de equilibrio do sistema de

equacoes diferenciais ordindrias apresentado em (1) e suas respectivas condigoes de

estabilidade. Verificamos a influéncia dos parametros ps e o nas regioes de estabi-

lidade apresentadas em Esteva & Vargas (2003). Notamos que o aumento do valor
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do parametro us diminui a regiao de estabilidade do ponto de coexisténcia entre os
sorotipos de virus, isso pode ser verificado, também, na desigualdade (6) em que
o parametro ug aparece dividindo o denominador do lado direito, ou seja, quanto
maior us, menor o denominador e mais facilmente a desigualdade é satisfeita. Biolo-
gicamente podemos interpretar esse resultado através do fato que pu, representa um
prejuizo no nimero de infectados de um sorotipo devido a presenca do outro sorotipo
circulante na populacao.

O parametro «, de controle, aumenta a regiao de estabilidade, nova-
mente isso pode ser verificado através da desigualdade 6, na qual quanto maior o
valor de «, presente no parametro M, maior o denominador da desigualdade, assim

mais facilmente ela é satisfeita.



5 MODELO MATEMATICO EM REDES COM-
PLEXAS

O modelo de transmissao através de equacoes diferenciais ordinarias
(EDO) é homogéneo e misturado, ou seja, considera que todos individuos interagem
da mesma maneira (encontro aleatério), porém na prética isso ndo ocorre numa
populacao, ja que dificilmente, em uma cidade por exemplo, todos os habitantes se
conhecem ou interagem.

Por isso, analisa-se neste trabalho, a transmissao de dois sorotipos
de dengue numa populagao humana em que os individuos interagem de diferentes
maneiras, as quais estao modeladas através de grafos. Tal modelo é estocdastico e
considera as diferentes interacoes sociais na populagao, ja que considera que certos
individuos estao conectados e outros nao.

A seguir, apresentamos o modelo mateméatico homogeéneo utilizado
como base para a construcao do modelo heterogéneo probabilistico utilizado no es-
tudo da interacao entre dois sorotipos de dengue e simulagoes das séries temporais,
visando comparar os resultados apresentados pelo modelo de EDO e o modelo de

redes.

5.1 Modelo matematico base para dindmica e modelo modi-

ficado

O modelo utilizado é uma modificacao do proposto por Esteva & Var-
gas (2003), o qual é considera a transmissdo indireta de dois sorotipos de virus

circulando em uma populacao humana constante em interacao com uma populacao
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de mosquito também constante. Assim o modelo é andlogo ao sistema (1), com

O = fm, a=0e pus=0.

Fazemos a suposicao de que a populacao de mosquitos atinge o

equilibrio populacional mais rapidamente que a populacdo humana (Keeling &

Rohani (2008)), a qual ¢ chamada de estado quase-estaciondrio. Para isso, igua-

lamos as equacoes que descrevem a dinamica temporal do vetor a zero:

fom — 01(11 + Io1)Vs — 6a(Lo + I12)Vs — Vs = 0,

01(Iy + I21)Vs — piVin = 0,

02(I2 + I12)Vs — pi V2 = 0,

resultando
Lin
VA = , 7
5 O1(y + Io1) 4 62(L2 + T12) + pim @)
V. = 0;(L; + Ii;)
’ O1(Iy + Inp) + 02(Lo + L12) + pimy’
com j,k = 1,2 e j # k. As varidveis V;; representam cada populagao de vetor

infectado com um sorotipo diferente.
Substituindo essas equagoes nas equacoes que descrevem a dinamica

temporal da populagao humana, obtemos:

s _ S[P101(11 + In1) + B205(1> + 1o)]
= =p1=5)- 5\t L) e Ta) T
% — o1 (L + 12311[1(5;21222 Io) + MmS — (ut+m)h,
% =0T 1215)2%;5;1[;2 Tt~ el (8)
% =nh - oy 1215)2112;5; ]I;i) TR
% =l = by [2311[15; [fi TR
% - 026251(11 + [215)25:—26;2121242 Is) + Mle = (v2 + w2,
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@ — 0,8 (I + I)
dt ! 151(11+-721)+52(—72+I12)+,um

Ry — (71 + p) 1.

sendo S+ L1+ L+ R +Re+ 1o+ 1o+ R=1.

Esta modificacao tem como objetivo facilitar a implementagao compu-
tacional do modelo heterogéneo cujos resultados serao posteriormente comparados
com as solucoes deste modelo homogéneo. O modelo obtido desta maneira pode ser
visto como um modelo de transmissao direta, visto que a populacao de mosquito
nao aparece neste sistema. E importante ressaltar que essa modificacao nao altera
os pontos de equilibrio do sistema de equacoes diferenciais ordindrias com populacao
constante, ja que o processo feito, nada mais é que parte do processo para encontra-

los.

5.2 Dinamica populacional na rede complexa

Utilizamos uma rede complexa com N nos, sendo que cada nd repre-
senta um individuo na populagdo humana, com k vizinhos cada um. As diferentes
topologias sao geradas a partir de uma rede com topologia regular. Foi introduzida
entao, uma probabilidade p de quebra de uma ligacao de um né com seu vizinho e
imediata ligagdo com um outro né qualquer da rede (desde que este ja nao seja vizi-
nho do né selecionado). Assim é possivel para diferentes valores de p, criar diferentes
topologias na rede utilizada (Watts & Strogatz, 1998).

Com base no modelo (8), propomos um modelo de transmissao em
redes complexas em que
0;

A — B, ,
& 01p1 + 02p2 + fim

J

J=12,

¢ a taxa de transmissao da dengue entre individuos infectados com o sorotipo j e
suscetiveis. Logo, temos que A;dt é a probabilidade de um individuo infectado trans-
mitir o sorotipo j a um individuo suscetivel, na qual 3;, v;, d; e o; sao parametros
e p; ¢ a densidade de vizinhos infectados, na vizinhanca de um individuo suscetivel,

com 0 sorotipo 1.
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Iniciamos as simulagoes introduzindo aleatoriamente uma proporcao
pré-determinada de individuos infectados do sorotipo I e do sorotipo II numa rede

de susceptiveis. Criamos as seguintes regras de atualizacao de cada n6 da rede:

1. Individuos susceptiveis tem probabilidade A;/k de se infectar para cada vizi-
nho infectado com o sorotipo j em sua vizinhanga, a qual é determinada pela

topologia da rede e probabilidade y de morrer (mortalidade natural)?.

2. Individuos primo-infectados tém probabilidade v; ou = de se recuperar, res-
pectivamente, se infectados pelo sorotipo I ou II e 1 de morrer (mortalidade

natural).

3. Individuos recuperados da infeccao primaria podem se infectar pelo outro soro-
tipo com probabilidade o;A;/k para cada vizinho infectado em sua vizinhanca,
a qual é determinada pela topologia da rede e p de morrer (mortalidade natu-

ral).

4. Individuos infectados pelo segundo sorotipo (infecgao secundaria) tém proba-
bilidade v; ou 7, de se recuperar, respectivamente, se infectados pelo sorotipo

I ou Il e p de morrer (mortalidade natural).

5. Individuos recuperados das duas infeccoes tém probabilidade ;1 de morrer.

Cada passo de tempo corresponde a atualizacao dos N individuos se-

lecionados aleatoriamente. A unidade de tempo é dias.

5.3 Dependéncia da dinamica temporal com as condicgoes

iniciais e com o tamanho populacional

Verificamos a dependéncia da dinamica temporal e das densidades de

equilibrio com as condigdes iniciais. A Figura 9 mostra a dinamica temporal da den-

20 fator k é justificado no apéndice.
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sidade de individuos infectados com cada um dos sorotipos, para diferentes condicoes

iniciais, N = 103, k = 10 e uma rede completamente aleatéria, p = 1.

100 0

Tempo (dias) Tempo (dias)

Figura 9: Série temporal para 0, = 0o = 0,6, p = 1 e diferentes condigoes iniciais
para Ry; = 3 e Ry2 = 2,3. A linha continua representa a dinamica temporal dada
a condicao inicial do sorotipo I e II igual a 0,4, e a linha tracejada a dinamica
temporal dada a condigao inicial do sorotipo I igual a 0,04/ e o sorotipo II igual a
0,08N. Em (a) e (b) temos respectivamente, a evolugao temporal da densidade de

infectados no tipo I e II.

As simulacoes mostram que o ponto de equilibrio é determinado pelo
conjunto de parametros, sendo que as condicoes iniciais alteram as densidades de
infectados no periodo de transiente e o tempo de transiente, influenciando portanto
0 pico epidémico.

Agora apresentamos a influéncia do tamanho populacional na dinamica
temporal e na densidade de equilibrio. Para isso, variando apenas o tamanho popula-
cional, comparamos as dinamicas temporais para diferentes conjuntos de parametros.
A Figura 10 apresenta alguns resultados, os quais sao a média de 60 simulagoes. Po-

demos observar que para N > 2000 os resultados coincidem, e este é o tamanho da
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rede que utilizaremos nas proximas simulacoes.

Tempo (dias) Tempo (dias)
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Figura 10: Série temporal para 0y = 05 = 0,6, p = 0,1. A linha preta representa
N = 10*, a vermelha representa N = 5000, a verde representa N = 2000 e a azul
representa N = 1000. Em (a) estao representados os individuos do sorotipo I e
em (b) temos os individuos do sorotipo II para Ry = 3 e Rys = 4. Em (c) estao
representados os individuos do sorotipo I e em (d) temos os individuos do sorotipo

IT para Ry =4 e Ros = 3.

5.4 Dependéncia da dinamica temporal com a média da

quantidade de conexoes

Nesta subsecao apresentamos a relacao entre a dinamica e a média da
quantidade de conexdes. Para um conjunto de parametros, topologia e tamanho
populacional fixos, variamos o valor de k£ e comparamos os resultados. A Figura 11

a variacao da densidade de equilibrio dos infectados com cada um dos sorotipos em



35
funcao de k para os parametros: p = 0,1, Ry; = 3,4, Rps = 3,6, N = 2 x 103,

0'120'2:0,6.

o
=
N

o
[
w

0,12

0,11

Dens. Equilibrio Infectados |

o
=

015 T T T T
() |
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20 40 60 80 100

Figura 11: Densidade de equilibrio de individuos infectados em funcao de k para
p = 0,1, R01 = 3,4, RQQ = 3,6, N = 2 x 103, 01 = 09 = 0,6 Em (a) esta

representado o sorotipo I e em (b) esta representado o sorotipo II.

A principio, a medida que k cresce, ou seja, quanto maior for o
nimero de conexoes (interagoes) entre os individuos, maior é o valor da densidade de
equilibrio de infectados, mostrando a importancia das relagoes sociais na prevaléncia
da doenca na populacao. No entanto, a partir de um valor, a densidade de individuos

infectados se mantem constante.

5.5 Comparacao entre as diferentes topologias

Considerando que diferentes estruturas sociais devem gerar diferentes
dinamicas temporais da transmissao da dengue na populacao, vamos testar a in-
fluencia de diferentes topologias na dinamica temporal da transmissao. Para isso,

utilizamos os mesmos conjuntos de parametros e variamos apenas a topologia entre
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aleatdria (p = 1), mundo-pequeno (p = 0,1) e regular (p = 0). A Figura 12 mostra a
influéncia da topologia nas densidades de individuos infectados pelos diferentes soro-
tipos levando em conta os parametros o, = 05 = 0,6; Ro1 = 3; Roo = 2,3; N = 103,

k =10 e os diferentes valores de p citados anteriormente.

Tempo (dias Tempo (dias
04 ‘ p‘( ‘) ‘ — p‘( ‘) ‘ 04
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80 750 1000 4500 4750 o0
Tempo (dias) Tempo (dias)

Figura 12: Série temporal da densidade de individuos infectados para o, = g9 = 0, 6;
Ro1 = 3; Rps = 2,3; N =10, k = 10. Em (a) e (c) estao representadas as densidades
de individuos infectados do primeiro sorotipo e em (b) e (d) estdo representadas as
densidades de individuos infectados do segundo sorotipo. Em linha continua temos
p = 1, em linha tracejada temos p = 0,1 e em linha pontilhada p = 0. Em (c) e (d)

mostram as densidades de equilibrio, respectivamente, para os casos (a) e (b).

As simulacbes mostram que a topologia tem grande influéncia no
equilibrio. Por exemplo, para o conjunto de parametros da Figura 12, a mudanca da
topologia aleatéria para a topologia regular fez com que o equilibrio antes endémico

(topologia aleatéria) passa-se ao equilibrio trivial (auséncia da doenga).
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5.6 Comparacgao entre as regioes de estabilidade

Os resultados anteriores mostram que a dinamica da transmissao de
dengue através da rede complexa pode ser alterada acentuadamente devido a topo-
logia, o que motiva o estudo da influéncia das diferentes topologias nas regices de
estabilidade dos pontos de equilibrio.

Sabemos que a aproximacao do estado quase-estacionédrio nao altera
os pontos criticos do sistema, portanto podemos comparar as regioes de estabilidade
do sistema de equagoes diferenciais com as regioes de estabilidade de cada ponto de
equilibrio na rede complexa. Para isso, usamos um diagrama andlogo a Figura 4.
As regioes de estabilidade dos pontos de equilibrio foram determinadas utilizando
o conjunto de parametros: p = 0,05 dias™!, §; = 0,08 dias™!, §, = 0,06 dias™!,
op =09 = 0,6, ft,, = 0,02 dias™' e 7, = 7o = 0,1428 dias™!. Os diferentes valores
de Rg1 e Ry foram obtidos variando-se A; e As.

Nas simulacoes foi utilizada uma populacao de 2000 individuos e fo-
ram calculados os valores médios obtidos em 60 simulacoes. Variamos Ry, e Ry no
intervalo [0, 3; 3, 9] com passo de 0,1 utilizando para isso o conjunto de parametros
descrito anteriormente. Verificamos a que regiao de equilibrio cada um dos pon-
tos testados pertencia. Para isso, a cada 150 passos de tempo do Runge-Kutta,
ajustamos uma reta ao conjunto de dados (I,t), i.e., densidade de infectatos versus
tempo. Calculamos o coeficiente angular desta reta e verificamos se este era menor
que 107%. Se sim, consideravamos que o sistema tinha chegado ao equilibrio e pa-
ravamos a simulacao, senao todo o processo era feito novamente. Escolheu-se como
tempo maximo de simulacao 5000 dias.

Na Figura 13 podemos notar que a dinamica de transmissao na rede
complexa com topologia aleatoria respeita quase que em sua totalidade as regioes
de estabilidade determinada pelo modelo de equacoes diferenciais ordinarias. As
simulagoes mostram que as diferencas basicamente se encontram nas densidades de
equilibrio de cada conjunto de parametros.

A Figura 14 mostra que para a topologia de mundo-pequeno, hd uma
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Figura 13: Comparacao entre as regioes de estabilidade em funcao dos valores dos
numeros reprodutivos de cada sorotipo para o; = 09 = 0,6 e topologia aleatdria
(p = 1). Em preto temos a regido F0, em vermelho F1, em verde temos a regiao
E2 e em azul temos a regiao F3. As curvas da figura representam as regides para o

modelo de equagoes diferenciais de Esteva & Vargas (2003).

diminuicao das regioes de estabilidade relacionadas com a presenca da doenga na
populacao, tanto quando apenas um sorotipo estd presente no equilibrio, quanto
quando ha a coexisténcia dos dois. Isso demonstra que topologias com alto coeficiente
de agrupamento tendem a dificultar a transmissao da doenca.

Por fim, a Figura 15 mostra os resultados para a topologia regular, na
qual notamos que as regioes em que ha presenca de algum dos sorotipos ¢ inexistente
para os conjuntos de parametros escolhidos. Novamente tal efeito pode ser explicado

devido ao alto coeficiente de agrupamento e ao alto “menor caminho médio”.
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Figura 14: Comparacao entre as regioes de estabilidade em funcao dos valores dos
nimeros reprodutivos de cada sorotipo para o, = g9 = 0,6 e topologia de mundo-
pequeno (p = 0,1). Em preto temos a regiao E0, em vermelho a regiao E1, em verde
temos a regiao E2 e em azul temos a regiao E3. As curvas da figura representam as

regioes para o modelo de equacgoes diferenciais de Esteva & Vargas (2003).
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Figura 15: Comparacao entre as regioes de estabilidade em funcao dos valores dos
nimeros reprodutivos de cada sorotipo para o, = 09 = 0,6 e topologia regular
(p = 0). Em preto temos a regiao E0. As curvas da figura representam as regioes

para o modelo de equagoes diferenciais de Esteva & Vargas (2003).



6 DISCUSSAO E CONCLUSAO

No presente trabalho apresentamos um modelo mateméatico de
equagoes diferenciais ordinarias para a transmissao de dois sorotipos de dengue em
duas diferentes populagoes, uma de humanos e uma de vetores de transmissao. Tais
equagoes consideram oito diferentes classes de individuos dentro da populagao hu-
mana e trés diferentes classes dentre a populacao de vetores.

Os pontos de equilibrio obtidos para o sistema de equacoes diferen-
ciais proposto sao: o equilibrio livre da doenca, o equilibrio em que cada sorotipo
permanece nas populagoes e o equilibrio endémico, em que ha coexisténcia de to-
das as classes de individuos. Tal informacao, apesar de importante, s6 é completa
quando verificadas as condigoes para que cada um destes pontos sejam estaveis, ou
seja, atratores neste sistema. Através da andlise dos autovalores da matriz jacobi-
ana do sistema calculada em cada ponto de equilibrio, encontramos primeiramente
a condicao que determina a estabilidade do equilibrio trivial. Tal condicao esta ba-
seada no nimero reprodutivo da doenca, o qual determina a prevaléncia ou nao da
doenca nas populacoes.

Também determinamos as condigoes de estabilidade para que haja co-
existéncia, e através das mesmas verificamos que para diferentes suposi¢oes quanto a
influéncia da infeccao primaria na infeccao secundéria, existem diferencas acentuadas
nas regioes de estabilidade, como visto nas Figuras de 3 a 7.

O parametro pgs de mortalidade adicional devido a infec¢ao secundaria
faz com que a regiao de coexisténcia diminua, o que faz sentido ja que esse parametro
apenas retira infectados da populacao quando esses infectados ja tiveram uma in-

feccao primaria.
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Um resultado com relacao ao parametro «, que representa o controle
da populagao de mosquitos, é que quando aumentamos o valor do parametro, a regiao
de coexisténcia aumenta. Tal resultado é importante porque mostra que o controle
do vetor parece diminuir a competicao entre os sorotipos.

Propusemos também um modelo de transmissao de dois sorotipos de
virus através de uma rede complexa com N individuos e uma média de k vizinhos
cada um. Este modelo foi baseado no modelo de Esteva & Vargas (2003), sendo que
foi feita uma aproximacao de estado quase-estacionario para a populacao de mos-
quito. A influéncia das relagoes sociais dos individuos (interagoes) foram comparadas
e estudadas variando-se a topologia da rede de interacoes.

A quantidade de conexdes mostrou ter relagao direta com o valor do
ponto de equilibrio que o sistema atinge. Quanto maior o valor de k, maior o valor da
densidade de infectados no equilibrio, reforcando novamente a ideia de que o controle
vetorial e a quarentena sao uma das medidas mais efetivas de controle da dengue,
no entando vemos também um comportamento de saturacao, como visto na Figura
7?7, 0 que indica que diminuir as conexoes de maneira arbitraria pode nao ter efeito
na densidade de infectados no equilibrio.

Como mostra a Figura 12, as diferentes topologias das conexoes alte-
ram significativamente as densidades de individuos infectados, quanto mais préxima
da topologia regular, mais dificil é para a enfermidade se espalhar. Isso pode ser
explicado pelo alto coeficiente de agrupamento e o alto “menor caminho médio”
relacionados com a topologia regular.

Imaginemos uma rede regular com apenas 10 individuos, como mostra
a Figura 16, se inicialmente o individuo 1 estd infectado ele pode transmitir a doenca
para os individuos 2 e 3. Se isto ocorre, no préximo passo de tempo apenas o
individuo 4 pode ser infectado. Agora vamos supor que houve uma quebra na ligacao
entre os individuos 2 e 4, e que esta conexao foi refeita com outro individuo, chamado
de 7, que esta do outro lado da rede, portanto nao é vizinho dos individuos 1, 3 e

4, como mostra a Figura 17. Nesse caso, no segundo passo de tempo, o individuo 4
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e o individuo 7 podem ser infectados. O individuo 7 tem mais vizinhos suscetiveis

que o individuo 4 tinha no primeiro caso, fazendo com que a dengue se espalhe mais

facilmente.
o © ®
@
® ®
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® ®
®
@
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o © ®
Figura 16: Rede regular Figura 17: Rede nao regular.

Através de simulagoes, pudemos obter as regices de estabilidade de
cada ponto de equilibrio para o modelo de redes complexas e comparar os resultados
com o modelo de equagoes diferenciais ordindrias. Mostrando suas diferencas e a
influéncia das diferentes estruturas de relagoes sociais na transmissao da dengue,
bem como a interacao dos sorotipos e sua competicao por individuos suscetiveis na
populacao.

A Figura 13 mostra que a topologia aleatdria tem, em geral, suas
regioes de estabilidade préximas dos limiares do modelo de equacoes diferenciais or-
dinarias, algumas diferencas sao dadas a estocasticidade no sistema. J& a topologia
de mundo-pequeno mostra, na Figura 14, menor regiao de coexisténcia, mas mantém
o formato da curva tragada para o modelo de equacgoes diferenciais ordinarias. Por
fim, a rede regular, Figura 15, mostrou-se pouco propicia para a transmissao da
dengue.

Os resultados até aqui obtidos geraram perguntas como: qual o com-

portamento da dinamica da transmissao da doenca em outras topologias? como
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modelar a dinamica temporal da populagao de vetores na rede complexa de ma-
neira a possibilitar a inclusao da sazonalidade nesta? para o modelo de redes, como

modelar o controle do vetor?
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APENDICE

Neste apéndice mostraremos que ao fazer as consideracoes da trans-
missao na rede, a quantidade k aparece multiplicando os termos de transmissao e
portanto, no modelo de redes complexas devemos reescalar a taxa de transmissao
por % para efeitos de comparacao do modelo de redes e o modelo de EDO.

Com base no modelo (8), propomos um modelo de transmissao em
redes complexas em que

9;
A =0 0191 + O2p2 + fn

¢ a taxa de transmissao da dengue entre individuos infectados com o sorotipo j
e suscetiveis. Logo, temos que Ajdt é a probabilidade de um individuo infectado
transmitir o sorotipo j a um individuo suscetivel, na qual 3; e J; sao parametros e p;
¢ a densidade de vizinhos infectados, na vizinhanca de um individuo suscetivel, com
0 sorotipo 1.

Seja 0;, 7 = 1,2, a densidade de individuos infectados de cada sorotipo.
Dado um individuo suscetivel com uma conexao, a probabilidade de que essa conexao
seja com um individuo infectado com o sorotipo 7 é 6;. Logo, espera-se que para k
conexoes, o numero de vizinhos infectados com o sorotipo i seja kf;. A probabilidade
de que esse individuo suscetivel se infecte com algum sorotipo é dada por (Yang et al.,

2007):
P[S — I] =1 — (1 — Aydt)* (1 — Aydt)*?2.

Assumindo que os valores A;, j = 1,2, sdo préximos de zero (processo
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de invasao), podemos fazer uma expansao em série de Taylor para a expressao acima

em torno de Ajdt = 0. Assim, temos que:

P[S — [] = k@lAldt + /{?92A2dt,

e a proporgao de suscetiveis (dfs_,s) que se infectam com qualquer um dos sorotipos

de um passo de tempo ao outro, ignorando a mortalidade, é dada por
deS*)[ - /{:(91/\1 + 92A2)93dt,

em que #, é a densidade de individuos suscetiveis. Analogamente, a proporcao de
individuos recuperados da infecgao priméria pelo sorotipo i (dfr;—1;;) que se infectam

com o sorotipo j em um passo de tempo, ignorando a mortalidade, é dada por:
d@Ri_)[Z’j = k:cerjAjHRidt, 1= 1, 2 e j = 1, 2 para j 7é ’i,

em que fg; é a densidade de individuos recuperados da infeccao pelo sorotipo i.
Como dito, podemos notar que os termos de transmissao sao multi-
plicados pela quantidade k. Assim, para efeitos de comparacao entre os modelos,
considerando que a média de conexoes por no é k, vamos reescalar a probabilidade
de transmissao A;d¢ por 1.
O valor % também pode ser interpretado como um ajuste no passo
de tempo que multiplica a taxa de transmissao, pois na transmissao é necessario

verificar cada uma das k conexoes que um individuo tem em média.



