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Resumo

Mesmo tratando a gravidade classicamente, a Teoria Quantica de Campos em Espacos-
Tempos Curvos (TQCEC) faz previsoes impressionantes sobre o comportamento de cam-
pos quanticos na presenca de campos gravitacionais. Entretanto, ao mesmo tempo em
que nos revela efeitos surpreendentes, a TQCEC levanta uma série de questionamentos.
O desenvolvimento de uma teoria na interface entre a teoria da relatividade, a mecanica
quantica e a teoria da informacao podera nao s6 lancar uma nova luz em tais questoes
como também nos permitir descobrir novos efeitos de gravitagao quantica de baixas ener-
gias. Entretanto, os efeitos que a teoria da relatividade causa na teoria da informacao
quantica sao nao triviais ja no espaco-tempo de Minkowski. Faz-se necessaria portanto
uma andalise cuidadosa de tais efeitos ja no contexto da relatividade especial. Sendo assim,
estudamos primeiro o comportamento das desigualdades de Bell usando férmions de spin
1/2 e fétons quando os detetores que medem spin e polarizacao, respectivamente, movem-
se com certa velocidade. Além disso, usamos o limite de Holevo para estudar sistemas
de comunicagdo quando as partes que trocam informacdo tem um movimento relativo.
Como um desenvolvimento natural, estudamos diversos aspectos da teoria da informacao
quantica no contexto da teoria quéantica de campos e, em particular, do efeito Unruh.
Tais resultados nos permitiram prever o comportamento de qubits nas vizinhancas de um

buraco negro de Schwarzschild.
Palavras Chaves: Informacao Quantica; Emaranhamento; Relatividade; Efeito Unruh;
Buracos Negros.

Areas do conhecimento: Mecanica Quantica; Teoria da Informacao Quantica; Teoria

da Relatividade; Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempos Curvos.
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Abstract

Although it treats gravity classically, the Quantum Field Theory in Curved Spaceti-
mes (QFTCS) makes remarkable predictions about de behavior of quantum fields in the
presence of gravitational fields. However, these striking discoveries raises several issues.
The development of a theory at the interface between the theory of relativity, quantum
mechanics and information theory could not only shed new light on such questions as well
as allow us to uncover new low-energy quantum gravity effects. However, relativity affects
quantum information theory in a highly non-trivial way already in Minkowski spacetime.
Therefore, a careful analysis of these effects in the context of special relativity is needed.
For this purpose, we begin investigating how the movement of the spin and polarization
detectors influences the Bell inequalities using spin 1/2 fermions and photons, respecti-
vely. Then, we use the Holevo bound to investigate quantum communication channels
when the parts that trade information have a relative motion. As a natural development,
we use quantum field theory and, in particular, the Unruh effect to analyze several aspects
of quantum information theory. This enables us to predict the behavior of qubits in the

vicinity of a Schwarzschild black hole.
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[The black hole] teaches us that space can be crumpled like a piece of paper into an
infinitesimal dot, that time can be extinguished like a blown-out flame, and that the laws

of physics that we regard as “sacred”, as immutable, are anything but.

Behind it all is surely an idea so simple, so beautiful, that when we grasp it - in a decade,
a century, or a millennium - we will all say to each other, how could it have been

otherwise? How could we have been so stupid?

John Archibald Wheeler (1911-2008)

The reader should not be discouraged if...he does not have the prerequisites for reading

the prerequisites.

Paul Halmos (1916-2006)

Quantum theory needs no interpretation.

Asher Peres (1934-2005)
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria Quantica de Campos em Espagos-Tempos Curvos (TQCEC) é uma teoria cons-
truida na interface entre Relatividade Geral e Mecanica Quéntica e estuda a propagacao
de campos quanticos em um espaco-tempo de fundo fixo bem como sua retro-acao no

espago-tempo via a equacao de Einstein semi-classica [1]:
1
Ry — §Rgab = 87T<Tab>w7 (11)

onde Ry, é o tensor de Ricci, T, é o operador tensor energia-momento do campo e ( ),
representa o valor esperado no estado w. (Estaremos usando, durante todo o texto, uni-
dades naturais onde h = ¢ = G = kp = 1.) Como o espago-tempo ¢é tratado de acordo
com a Relatividade Geral, ele serd descrito por um par (M, g,5) onde M é uma varie-
dade diferencidvel quadrimensional e g, ¢ uma métrica Lorentziana [2, 3]. Os campos se
propagando em um dado espago-tempo (M, g4p) sao quantizados de acordo com as regras
da Teoria Quantica de Campos (usando, por exemplo, quantiza¢ao canoénica). Apesar de
tratar a gravidade classicamente, a TQCEC é responséavel pelas previsoes de baixas ener-
gias que temos atualmente de gravitacao quantica. A mais impressionante delas provém
de espagos-tempos que contém buracos negros. Em 1974, S. Hawking, estudando a quan-
tizacao de campos em um espago-tempo que descreve uma estrela que sofre colapso for-
mando um buraco negro, mostrou que buracos negros irradiam a uma taxa constante (a
tempos longos) e com espectro térmico com relagao a observadores estéticos no infinito

[4]. A temperatura medida por esses observadores é dada por
Ty = k/2m, (1.2)

onde k é a gravidade superficial do buraco negro [1, 5, 6] (para buracos negros estacionarios
sem carga e momento angular, kK = 1/4M, onde M é a massa do buraco negro). Esse
resultado foi recebido com perplexidade ji que mostrou que: (i) buracos negros nao sao
negros, eles irradiam todas as espécies de particulas com um espectro térmico a uma
temperatura Ty = k/27 e (ii) a quantidade

1

SpN = ZABN, (1.3)
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onde Apy é a area do horizonte de eventos do buraco negro, deve ser interpretada como
a entropia do buraco negro. Desde entao, ficou claro que as leis mecanicas dos buracos

negros [7]:
1. Para um buraco negro estacionario, gravidade superficial x é constante;

2. Se M é a massa do buraco negro, J e () seu momento angular e carga, respectiva-

mente, entao

SM = SiaABN + Q6T + 5Q,
T

onde ¢ é o potencial eletrostatico, k é a gravidade superficial do horizonte, §2 sua

velocidade angular e Ay sua drea;
3. 0Agn >0,

sao efetivamente as leis da termodinamica aplicadas a buracos negros [8]. Tal interpretagao
é justificada ao se analisar a validade da chamada sequnda lei generalizada que afirma que,

em sistemas que contém matéria ordinaria e um buraco negro, a entropia total,
S = SBN + Smata (14)

nunca decresce (veja por exemplo [8, 9] e suas referéncias).

Entretanto, os itens (i) e (ii) levantam diversas questoes que vem intrigando a comu-
nidade cientifica desde entao. O item (i) estd diretamente ligado ao chamado paradozo
da perda de informa¢ao em buracos negros [1]. Considere, por simplicidade, que o estado
final do colapso seja um buraco negro neutro esfericamente simétrico com massa M. Ao
levar em conta a retro-acao do campo quantico no espaco-tempo, o fluxo de energia que
provém do buraco negro fard com que este perca massa. Como Ty = 1/87M, ao perder
massa o buraco negro se tornard mais quente, e com isso, emitird particulas cada vez
mais energéticas, o que o fard perder massa mais rapidamente. KEsse processo poderd
levar, eventualmente, a evaporacao total do buraco negro. Entretanto, isso levaria o es-
tado puro que descreve o sistema antes do colapso em um estado misto térmico. Com
isso, informacao contida no estado inicial seria perdida. A Figura 1.1 mostra um possivel
diagrama de Penrose [3] para o processo de evaporagao. Como os seus estdgios finais
exigem o conhecimento da fisica na escala de Planck (ainda desconhecida), o processo de
evaporagcao total do buraco negro, levando consigo parte da informacao contida no estado
inicial, é apenas uma das possibilidades. Outras possibilidades comumente propostas sao:
(1) a radiacdo Hawking néo seria exatamente térmica e carregaria, ao final do processo de
evaporagao, toda a informacao contida inicialmente e (2) o buraco negro nao evaporaria
completamente; haveria um remanescente (com escala de Planck) do buraco negro que
teria estados internos suficientes para estarem correlacionados com a radiagao emitida.
O estado total entao permaneceria puro apesar do estado fora do remanescente ser alta-

mente misto. Entretanto, as alternativas (1) e (2) apresentam algumas dificuldades. E
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Figura 1.1: Diagrama espago-temporal do processo de colapso de uma estrela gerando
um buraco negro que, por sua vez, evapora apds um tempo finito (como medido por

observadores estéticos no infinito).

dificil compatibilizar (1) com a descrigao semi-cldssica desse processo (que é vélida por um
longo periodo da evaporacao se considerarmos um buraco negro inicial grande o suficiente
para que efeitos quanticos sejam despreziveis) [1]. Quanto a (2), como o buraco negro
inicial pode ser arbitrariamente grande, o remanescente teria que conter um niimero arbi-
trariamente alto de estados internos para poderem estar correlacionados com a radiacao
emitida e com isso, garantir que a informagao nao seja perdida. Porém, o buraco negro
remanescente terda dimensoes de Planck (ou seja, sua drea é A,¢p, ~ 1 em unidades natu-
rais). Com isso, a formula (1.3) da entropia sugere que Sy, ~ 1, onde Syep, é a entropia
remanescente do buraco negro. Isso sugere que esse estado final teria ~ 1 estado interno.
Ja com relagao a (ii), i.e., que Spy deve ser interpretada como a entropia fisica do buraco
negro, sabemos de mecanica estatistica que a entropia conta o nimero de micro-estados
acessiveis ao sistema. Entretanto, o estado final (que nao varia mais com o tempo) de
um buraco negro nao guarda nenhuma memoria dos detalhes da estrela que o formou
bem como de seu colapso. Ele depende apenas de trés parametros: sua massa M, carga
@ e momento angular J. Como consequéncia, a natureza dos micro-estados que levam a
entropia Spy se torna obscura.

Vemos entao que qualquer tentativa de resolver as questoes acima (entre outras) passa
por um melhor entendimento da entropia, emaranhamento e processamento de informagao
em contextos relativisticos. A teoria da informacdo quantica oferece o arcabougo tedrico
necessario para o estudo do processamento e transmissao da informagao bem como para
o estudo do emaranhamento e sua dinamica [10]. Entretanto, a teoria da informagao
quantica é aplicada, em geral, em contextos nao relativisticos. Portanto se faz necessario

estender a teoria da informacao quantica para que ela leve em conta os efeitos da teoria
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da relatividade. Esse é o moto inspirador para essa tese de doutorado.

Recentemente, A. Peres, P. Scudo e D. Terno [11] estudaram o comportamento da en-
tropia de von Neumann no espago-tempo de Minkowski em diferentes referenciais inerciais.
Usando como bit quantico os graus de liberdade de spin de uma particula massiva de spin
1/2, eles mostraram que a entropia de von Neumann de spin nao € invariante de Lorentz
e que, em geral, nao existe nenhuma lei de transformagao que nos permita obter a matriz
densidade de spin em um referencial inercial a partir da matriz densidade de spin em ou-
tro referencial. Isso mostra o quao nao triviais sao os efeitos relativisticos em informacao
quantica ja no contexto da relatividade especial. Com isso, um entendimento profundo
sobre entropia, emaranhamento, teletransporte, correlacoes, etc. em espacos-tempos cur-
vos exige antes um estudo cuidadoso de seu comportamento em espacos planos. Isso por
sua vez nos permite analisar a influéncia da relatividade em diversos contextos conhecidos
em informagao quantica, como por exemplo, nas desigualdades de Bell [12] e no teletrans-
porte quantico [13]. A anédlise de tal influéncia torna-se especialmente relevante devido as
novas tendéncias de testar a mecanica quantica e implementar protocolos de informacao
quantica em escalas globais usando satélites e estagoes terrestres [14, 15, 16].

Essa tese estd organizada da seguinte maneira:

e No Capitulo 2, estudamos brevemente a teoria da informagao cldssica. Isso servira
para mostrar o que é uma teoria de informacao bem como para introduzir conceitos
que serao tuteis durante todo o texto, como a entropia de Shannon e a informagao

mutua;

e No Capitulo 3, estudamos a teoria da informacao quantica. Assim, poderemos mos-
trar suas diferencas com relacao a teoria cldssica bem como introduzir conceitos e
efeitos que serao estudados depois no contexto relativistico, a saber, a entropia de
von Neumann, informacao mutua quantica, o limite de Holevo, o emaranhamento, as
desigualdades de Bell, o teletransporte quantico e as correlagoes cldssicas e quanticas

presentes em sistemas quanticos;

e A partir do Capitulo 4, descreveremos a parte original da tese. Nesse capitulo, estu-
daremos as desigualdades de Bell com particulas de spin 1/2 em um contexto rela-
tivistico [17]. Em seguida, motivados pelas tendéncias atuais de se implementar pro-
tocolos de informacao quantica em escalas globais, estudaremos como o movimento
dos detetores influencia as medigoes em estados de fétons emaranhados [18]. Por
fim, usaremos o limite de Holevo para analisarmos brevemente sistemas quanticos de

comunicagao quando as partes que se comunicam estdo em movimento relativo [19];

e No Capitulo 5, estudaremos varios aspectos da teoria da informagao quéntica no
contexto da teoria quantica de campos. Comecaremos estudando o emaranhamento

e o teletransporte, via o efeito Unruh, quando um dos qubits do par emaranhado
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acelera uniformemente por um tempo préprio finito A [20]. Em seguida, ainda nesse

contexto, analisaremos o comportamento das correlagoes classicas e quanticas [21];

e No Capitulo 6, mostraremos como os resultados do Capitulo 5 podem ser usados
para fazer previsoes sobre um par de qubits emaranhados (um em queda livre e o
outro estatico) nas vizinhangas do horizonte de eventos de um buraco negro. Isso nos
permitird comecar a entender o comportamento do emaranhamento, das correlagoes,

etc, em espacos-tempos curvos;

e O Capitulo 7 é reservado para conclusoes e comentarios finais.



Capitulo 2

Teoria da Informacao Classica

A teoria da informagao tem por objetivo quantificar o conceito de informacao bem como
estudar seu armazenamento e transmissao. Mais precisamente, ela cria um modelo ma-
temético para os chamados sistemas de comunicacao [22, 23, 24], descritos esquematica-
mente na Figura 2.1. A teoria da informacao classica estuda sistemas de comunicagao
que podem ser descritos de acordo com as leis da fisica classica. Fisicamente, cada um de

seus blocos pode ser visto como:

e Fonte: Uma fonte gera a mensagem a ser transmitida. Esta pode ser uma sequéncia
de letras, uma fungao do tempo f(t) como a que descreve variagoes de pressao em
um telefone, trés fungoes f;(z,y,t),i € {1,2,3}, associadas as cores vermelha, verde

e azul, como em TV a cores, etc;

e (Codificador: E qualquer aparelho que age na mensagem produzindo um sinal con-
veniente para a transmissao pelo canal. Um exemplo de codificador é o usado em

telefonia que transforma diferencas de pressao em sinais elétricos;

e Canal: E a maneira ou o meio em que a mensagem, devidamente codificada, é

transmitida. Pode ser, por exemplo, um par de cabos coaxiais;

e Decodificador: Realiza a operacao inversa do codificador, recuperando (da melhor

maneira possivel) a mensagem original.

Como foi dito acima, a teoria da informacao cria um modelo matematico para os siste-
mas de comunicacgao, ou seja, modela matematicamente cada um dos blocos da Figura 2.1
e a relacao entre eles. A base matematica para a teoria da informagao foi posta por Claude
Shannon em seu trabalho seminal [25]. Os conceitos centrais nesse modelo matematico
sao o de entropia de Shannon (que é um limite inferior para o ntimero de bits necesséarios
para caracterizar uma mensagem) e o de informagao mutua (que mede a correlagao entre
duas varidveis aleatérias). Tais conceitos serdo estudados nas segdes seguintes. Contudo,
mesmo sem ainda dispor de suas defini¢oes, podemos fazer uma breve incursao sobre o

modelo matematico dos sistemas de comunicacao [22, 23, 24]:
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Fonte Codificador  Canal Decodificador Distino
—_— —_— —_— —
Mensagem Sinal Sinal Mensagem

Recebido Recebida

Rufdo

Figura 2.1: Sistema de comunicacao.

e Fonte: Uma fonte é geralmente definida por uma sequéncia de varidveis aleatérias
Xk, k € N que assumiremos como sendo independentes e identicamente distribuidas.
O conjunto dos valores que as variaveis aleatérias assumem é chamado alfabeto.
Uma varidvel aleatoria discreta e finita é uma funcao X que toma os valores z; com
probabilidades p; = Px(x;), onde Px é a distribuicao de probabilidades associada
com a varidvel aleatéria X* e ¢ € {1,..., N}. Os elementos X} da sequéncia sao
independentes e identicamente distribuidos se todos assumem os mesmos valores
e a probabilidade de ocorréncia de (z1,...,2,), 2k € {x1,...,en} é [, Px(2x),
k€ {1,...,N}. Um exemplo simples de varidvel aleatéria é a que descreve os possiveis
resultados para o lancamento de uma moeda honesta. Quando o resultado é cara,
X toma o valor 1 = 0 e quando é coroa, X toma o valor o = 1. A probabilidade
de se obter cara ou coroa em um lancamento é Px(x1) = 1/2 ou Px(z2) = 1/2,

respectivamente;

e Codificador: O processo de codificacao tem por objetivo retirar todas as redundancias
da mensagem original para transmitir a informac¢ao da maneira mais econdémica
possivel e depois (no caso de haver ruido na transmissao) adicionar redundancias de
maneira controlada para minimizar o efeito do ruido na transmissao da mensagem.
Tais agoes sao realizadas associando a cada elemento (ou bloco de elementos) do
alfabeto um caractere (chamado palavra cédigo) de um certo conjunto fixo chamado
alfabeto de codigos. Suponha, por exemplo, que desejamos transmitir o resultado
do lancamento de uma moeda honesta. Esta, é descrita pela varidvel aleatéria X

definida no item anterior. Uma possivel codificacao, é usar as palavras cédigo 000

*Se (S,Q, P) é um espago de probabilidade e (M, ) é um espago de medida, uma varidvel aleatéria é
uma fungdo mensuravel X : S — M. Tomaremos sempre M = R e ¥ como sendo a o-algebra de Borel. O
espago de observagao é dado por (K, €x, PX) onde K = X (S5), €x é a o-dlgebra induzida em K por ¥ e
Px = Po X~'. Uma varidvel aleatéria é discreta quando K é discreto (no caso que estamos interessados
K é finito e portanto K = {z1,..zx}). Nesse caso definimos a funcio Px (z) = Px({z}),z € K. Para mais
detalhes ver [26, 27].
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]l ——1

Figura 2.2: Sistema de comunicacao sem ruido.

e 111 para codificar 0 e 1, respectivamente. Tal processo pode ser utilizado para

diminuir a probabilidade de erro na transmissao quando ha ruido;

e Canal: Um canal discreto é caracterizado pelas probabilidades p(d|c) de que ocor-
ram as palavras cédigo d = (dy, ..., d,) na saida do canal dado que ¢ = (c1, ..., )
entraram no canal. Ou seja, caracterizamos um canal pela sua probabilidade de erro

na transmissao dos caracteres. Um exemplo sao os canais sem meméria, ou seja,

p(dfe) = [, p(dile:);

e Decodificador: Realiza a operagao inversa do codificador, associando a cada palavra
cédigo na saida do canal, um elemento (ou bloco de elementos) do alfabeto. No
exemplo da codificacao e transmissao do resultado do lancamento de uma moeda
honesta descrito anteriormente, decodificamos os resultados na saida do canal esco-
lhendo o nimero que mais ocorre na sequéncia. Ou seja, se 000 (que estd associado
a 0) foi enviado pelo canal ruidoso e em sua saida obtemos 001, decodificamos a

mensagem associando a 001 o caractere 0.

O exemplo mais simples de um sistema de comunicacao é o de uma fonte binaria
de informacao (cada digito gerado assume o valor zero ou wm, como por exemplo no
lancamento de uma moeda) cuja sequéncia gerada é transmitida por um canal sem ruido,
ou seja, p(0/0) = p(1]1) = 1 e p(1|0) = p(0|1) = 0, Figura 2.2. Vamos assumir que a
probabilidade da fonte gerar zero é a mesma de gerar um e cada um dos digitos é gerado
independentemente a uma taxa constante. Um exemplo simples de um sistema de comu-
nicagao com ruido consiste em uma fonte binaria de informacao como a descrita acima
cujas sequéncias geradas serao entao transmitidas por um canal ruidoso caracterizado por
p(0/0) = p(1]1) = 1—p e p(1]0) = p(0|1) = p, ou seja, temos uma probabilidade p de trans-
mitir um caractere com erro. Esse sistema de comunicagao estd descrito esquematicamente
na Figura 2.3.

Durante as proximas se¢Oes iremos estudar os conceitos de entropia e informacao
mutua e analisar em detalhe um sistema de comunicacao que consiste em uma fonte que
gera variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas e um canal sem ruido
(que sera suficiente nao s6 para mostrar como modelar um sistema de comunica¢do como

para o estudo de informagao quantica incluindo os efeitos relativisticos, que é o objetivo
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dessa tese). Nesse caso, o processo de codificagdo consiste basicamente na compressao
da mensagem (usar o menor nimero de bits possivel para transmiti-la). Vamos mostrar
que o menor nimero de bits (por caractere da mensagem) possivel para transmissao da
mensagem, com erro arbitrariamente baixo na descompressao, é dado pela entropia de

Shannon.

2.1 Medidas de Informacao

O que ¢ informacao? Vamos tomar uma defini¢ao operacional e definir informagao como
uma mensagem que ainda é desconhecida ao receptor. Mas como quantificar a informagao
contida em uma mensagem? Vamos tomar um exemplo de um dado honesto (todos os
resultados sao igualmente provaveis). Antes do langamento temos uma certa incerteza
sobre qual serd seu resultado; sabemos apenas que os valores da varidvel aleatoria X, que
representa os possiveis resultados do lancamento, estd no intervalo 1 < X < 6. Agora,
suponha que apdés o lancamento somos informados apenas que o valor obtido esta no
intervalo 1 < X < 3. Entao, a incerteza que temos sobre o valor da varidvel aleatéria
é claramente menor do que antes de recebermos a mensagem. O quanto essa incerteza
diminuiu é devido a informagao recebida sobre o lancamento, i.e., a informacao ganha
pela mensagem recebida. Vemos entao que uma boa definicao de medida de informacao
esta diretamente relacionada com uma boa medida de incerteza, ou seja, definindo qual é
a incerteza associada a uma varidvel aleatoria X antes de sua medigao, podemos definir a
informacao ganha apds a medida como sendo o valor de sua incerteza.

Quais as propriedades que uma medida de incerteza deve satisfazer? Isso pode variar
de acordo com o gosto pessoal de cada um. Porém, vamos mostrar que com algumas
propriedades razodveis podemos definir univocamente uma medida de incerteza associada
a uma varidvel aleatéria X. E claro que a incerteza relacionada com a variavel aleatoria
X nao pode depender dos valores que ela toma mas somente da sua distribuicao de pro-
babilidades. Para ver isso, tome uma moeda honesta. A varidvel X que descreve a moeda
toma os valores 1 = 0 ou 2 = 1 com probabilidades p; = ps = 1/2. Se simplesmente
renomearmos os resultados do lancamento, por exemplo, trocando 0 por 100 e 1 por 200,

nao mudamos a incerteza que temos sobre o resultado. Agora, se trocarmos a moeda

0 = 0

Figura 2.3: Sistema de comunicacao com ruido.
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honesta por uma nao honesta diminuimos a incerteza sobre o resultado, afinal nesse caso
um dos resultados é mais provavel do que o outro. Portanto, voltando ao caso geral,
vemos que a medida de incerteza deve ser uma funcao apenas das N probabilidades as-
sociadas com os valores da varidvel aleatéria X, i.e., se H é a medida de incerteza entao
H:Kc[0,1]N 5 R, K ={(p1,....pn) € [0, NN p;i = 1}.

E natural impor que essa funcao seja continua, ou seja, pequenas variacoes nas pro-
babilidades geram pequenas variacoes na incerteza. Com isso, impomos que, para N = 2,
H(p,1—p),p € [0,1], seja continua (veremos em seguida que isso, junto com os outros
axiomas da func¢ao de incerteza, implica que esta é uma funcao continua das N varidveis
no caso geral). Considere agora a incerteza em dois experimentos distintos. Os resultados
do primeiro experimento sao descritos por uma variavel aleatéria X que toma os valores
Z1,...,xN com probabilidades Px(z1) = Px(xz2) = ... = Px(xyx) = 1/N. J& os resultados
do segundo experimento sao descritos por uma varidvel aleatéria Y que toma os valores
Y1y - Ym, M > N, com probabilidades Py (y1) = Py (y2) = ... = Py (yn) = 1/M. E de se
esperar que a incerteza associada a Y seja maior do que a incerteza associada a X. Por
exemplo, a incerteza sobre o resultado de escolher uma pessoa aleatoriamente em uma
sala com 5 pessoas é muito menor do que a incerteza sobre o resultado de escolher uma

pessoa aleatoriamente na cidade de Sao Paulo. Temos entao a condigao

1 1 1 1
H <N, N) <H (M M) . (2.1)
—— —

N M

Considere agora um experimento com duas varidveis aleatérias independentes X e Z
que tomam os valores x1, ..., Ly € 21, ..., 2k, Tespectivamente, com probabilidades Px (x1) =
Px(z9) =...= Px(xn) = 1/N e Pz(z1) = Pz(22) = ... = Pz(2x) = 1/K. Suponha porém
que somos informados apenas sobre o valor de X. Entao, estaremos reduzindo nossa in-
certeza inicial pela incerteza relacionada com X (jé& que ganhamos apenas informagao
sobre X). Como as duas varidveis sao independentes, conhecer o valor de X nao nos traz
nenhuma informagao sobre o valor de Z. Com isso, a incerteza resultante (incerteza total
menos a incerteza de X) nao é nada mais do que a incerteza relacionada a Z. Chegamos

entao na condicao

1 1 1 1 1 1
H <M’.-.’ ]V[(> _H <N’...7N) —H (K’...’ K> . (2.2)
———

N~

NK N K

A dltima propriedade que iremos impor é um pouco mais sutil. Para entendé-la,
vamos analisar dois experimentos equivalentes para a varidvel aleatéria X (portanto
eles tém a mesma incerteza). O primeiro consiste em simplesmente observar o resul-
tado do lancamento de X. Logo, a probabilidade do resultado do experimento ser x;

é p; e a incerteza de qual serd o resultado é H(pi,...,pn). O segundo experimento
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consiste em dividir o conjunto K = {z1,...,xx} nos subconjuntos A = {xy,....,x,.} €
B = {x;11,...,xn}, de tal maneira que a probabilidade de se obter A ou B é Y. | p;
ou Zfi ++1 Pi Tespectivamente. Em seguida, se o conjunto A foi obtido, o experimento
é construido de tal maneira que a probabilidade de se obter um elemento x; de A é
pi/ Z;Zl pj, @ € {1,...,r}. Analogamente, se o conjunto B foi escolhido, a probabilidade
de se obter x; de B é, por construgao, p;/ Z;V:H_l pj, @ € {r+1,..,N}. Com isso, a
probabilidade de obtermos, por exemplo, o resultado x; nesse experimento composto é
p1 = Px(z1) = P(A ser escolhido)P(z1|A foi escolhido). A incerteza relacionada com

esse experimento é

r N T r T
H(p1,....pn) = H( pi» Y pz-) + (Zm) H (m/Zpi,---,pr/Zpi)
=1 =1 =1 =1

i=r+1

N N N
+ (Z pi) H (Pr+1/ Z Diy -y PN/ Z Pi); (2.3)

i=r+1 i=r+1 i=r+1

i.e., a incerteza de se escolher A ou B somada a probabilidade de A ser escolhido vezes
a incerteza de se escolher um elemento em A somada & probabilidade de B ser escolhido

vezes a incerteza de se escolher um elemento em B. Temos entao a defini¢ao:

Definicao 2.1.1. Seja X wuma varidvel aleatéria que assume os valores Ti,...,xn com
probabilidades p1, ...,pn. Uma funcio H : K C [0,1]N — RT € uma medida da incerteza

sobre X se
1. H(p,1—p) € uma funcao continua;

2. Se para todo i € {1,...., N}, pi = 1/N entao, f(N)= H(1/N,...,1/N) é uma fun¢ao
estritamente crescente, i.e., para todo M, N € N tal que M > N, f(M)> f(N);

3. f(MN)= f(M)+ f(N) para todo M,N € N;

4o H(p,yoospn) = H 0o o1 0i) + (S p) H(pr ) Sy Diy oo e/ Sy 1)
+ (Zi]\iﬂrl pi)H(pT-i‘l/ZfirJrl pi""7pN/ Zi\irJrlpi)'

Surgem agora duas perguntas naturais. Sera que existe uma funcao de incerteza que
satisfaz 1 — 4 da definicao 2.1.17 E se existir serd que é tnica? A resposta para ambas as

questoes é afirmativa e estd descrita no seguinte teorema [22]:

Teorema 2.1.2. S6 eziste uma fungao (a menos das constantes a e C' definidas abaizo)
H :[0,1]N — Rt que satisfaz as propriedades 1 — 4 da Definini¢do 2.1.1 e ela é dada por

N
H(p17 7pN) - _CZP’L logapia

i=1

coma>1,C>0e) p=1.
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Figura 2.4: Entropia de Shannon de uma moeda parcial em funcao da probabilidade de

ocorrer 0

A fungdo H é chamada entropia de Shannon. Muitas vezes denotaremos a incerteza
H(p1,...,pn) relacionada com a varidvel aleatéria X por H(X) ou ainda por H(Pyx) onde
Px(z;) = pi, i € {1,..., N}. Daqui por diante tomaremos a = 2 ¢ C' = 1. Com essas
escolhas, a unidade de H é chamada de bit. Convém notar que escolhemos a =2e C' =1
para que haja um bit de incerteza associado ao lancamento de uma moeda honesta. Vemos
na Figura 2.4 que usar uma moeda nao honesta tende a diminuir a incerteza (como ja
era esperado pelas propriedades que impomos a H). Se agora tivermos duas varidveis
aleatérias X e Y, que tomam os valores x1,...,xn € Y1, ..., Yyns, respectivamente, com

distribuicao de probabilidade conjunta Px y, a entropia conjunta de X,Y ¢é definida por

H(X,Y) ==Y Pxy(i,y;)logs Pxy (i, y;), (2.4)
,J
onde 7 e j sao somadas até N e M, respectivamente.

Vamos agora mostrar algumas propriedades importantes das funcoes de incerteza
H(X) e H(X,Y) bem como a relagao entre elas. Antes entretanto, sera 1til definirmos a
chamada entropia relativa:

PX (l‘z)
Po(xi)

Aqui, X e @) sao duas variaveis aleatdrias que tomam os mesmos valores 1, ..., £y porém

D(X||Q) = ZPx(ﬂfi) log, (2.5)

com distribui¢ao de probabilidades Px e Fg, respectivamente. Na expressao acima, con-

vencionamos que, para p > 0, 0logs % =0e plog, % = co. A entropia relativa satisfaz

D(X]|Q) > 0, (2.6)

. . : _ Inzx z—1
chamada desigualdade de Klein. Para ver isso, note que como logy x = 15 < 75, com a

igualdade se e somente se x = 1, temos

Po(w:)
PX (.’El)

1 Pg(z;
e ) e

D(X|IQ) = =} Px(wi)log
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e portanto

(1-1)
DX[|Q) = =157 =0, (2.8)

com a igualdade se e somente se Py = Pg. Usando a desigualdade de Klein, podemos

mostrar as seguintes propriedades:

1.0 < H(X) <logy N, com a igualdade valendo somente quando Px(x;) = 1/N para
todoi € {1,...., N};

Para ver isso, tome D(X||Q) com Pg(x;) = 1/N para todo i € {1,..., N}, entao

0 < DIX|Q) = 3 Pxla)lon 200 = ~H(X)+ Yoplog V. (29)

Logo,
H(X) <logy N.

Como 0 < Px(z;) <1 temos

H(X) = ZPX ;) logy Px (x;) ZPX ;) logy 1/ Px (2;) > 0 (2.10)

e portanto 0 < H(X) <logy N
2. HX,Y) < H(X)+ H(Y), com a igualdade se e s6 se X e Y sao independentes;
Como Px(z;) = Zj Px y(xi,y;) e Py(y;) = >_; Pxy(zi,y;) entao

H(X)+H(Y) = _ZPXY l’zayj)logQPX l‘z ZPXY xl7yj)log2PY(y])
7] 7]
= =) Pxy(wi,y;)logy Px(z:) Py (y;). (2.11)
1,J

Ja que ZZ] Px(x;) Py (y;) = 1, podemos usar a equacao (2.6) e a funcao de probabilidade
Po(zi,yj) = Px(x;)Py(y;) para escrever

*ZPXY i, ;) logy Po(wi, y;) = ZPXY T, Y;) 1ogs Px,v (i, yj), (2.12)
7] 7j

onde a igualdade é valida somente para Pxy = Py = PxPy. Logo temos
H(X,)Y)<HX)+H(Y), (2.13)

com a igualdade se e somente se as variaveis aleatérias X e Y sao independentes.

A propriedade 1 acima afirma que a entropia de Shannon (incerteza) tem um limite
superior e este s6 é atingido quando os eventos sao equiprovaveis. Ja a propriedade 2
afirma que a incerteza total, a menos que X e Y sejam independentes, é sempre menor
do que a soma das incertezas das partes. Isso sugere a presenca de correlagoes entre X e

Y, voltaremos a esse tema quando falarmos de informagao mutua.
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Um conceito importante, principalmente para a definicao de informagao mitua, é o
de entropia condicional (ou incerteza condicional) de uma varidvel aleatéria X dada a

variavel aleatéria Y. Ela é definida como

H(X|Y) = _ZPX,Y(xi7yj)log2 Px (w4]y;), (2.14)

i?j
onde p(z;|y;) é a probabilidade condicional, i.e., a probabilidade de se medir x; dado que
ja obtemos o valor y;. Queremos interpretar H(X|Y) como incerteza que resta sobre o

valor X depois que Y foi medida, tal interpretacao é garantida escrevendo a incerteza
total, H(X,Y), como

H(X,Y) = =Y Pxy(i,y;)logy Pxy (i, y;) = — Y _ Pxy(wi,;)logy Px (zily;) Py (y;)

1,J i,j
= - Z Py (wi,y;)logy Px (wily;) — Z Py (y;)1ogy Py (y;)
= H(;'\Y) +H(Y), j (2.15)
e portanto
HX|Y)=H(X,Y)—-H(Y). (2.16)
Como

HX|[Y)+ H(Y) = H(X,Y) < HX) + H(Y),

onde usamos a equagao (2.13), temos
H(X|Y) < H(X), (2.17)

com a igualdade se e somente se X e Y sao independentes.
Tendo em maos o conceito de entropia condicional podemos definir o importante con-

ceito de informacdao mitua.

Definicao 2.1.3. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias. Entdo, a informagao mitua
entre X eY €
I(X:Y)=H(X)—-HX|Y).

Ou seja, I(X : Y) mede a informagao ganha sobre X medindo Y (ja que ela é a diferenca
entre a incerteza inicial de X pela incerteza que resta em X medindo Y'), isso sugere
que I(X :Y) é uma medida das correlagoes entre X e Y (veja Figura 2.5). Como
H(X,Y) = H(Y,X) (j& que a entropia conjunta entre duas variaveis aleatérias depende

apenas de sua distribui¢ao conjunta de probabilidades),

I(X:Y)=IY:X). (2.18)
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H(X) H(Y)

Figura 2.5: Informacao Mutua.

Pela equacao (2.15), H(X|Y) = H(X,Y) — H(Y), entao
I(X:Y)=HX)+HY)-HX,Y) >0, (2.19)

onde usamos a equagao (2.13) para estabelecer a desigualdade acima. Entao, vemos pela
equagao (2.19) que a informagao mitua entre duas variaveis aleatérias é sempre positiva, a
nao ser no caso de varidveis aleatdrias independentes (que nao tem correlagées) quando ela
é zero. Além disso, vemos que a soma da incerteza das partes isoladamente é sempre maior
ou igual & incerteza do todo (o que novamente sugere a presenca de correlagoes). Tais
caracteristicas da informagao mutua, junto com sua simetria, equagao (2.18), justificam
sua utilizacdo como uma medida das correlagoes entre X e Y. A informagao mitua (e sua
versao quantica que veremos mais a frente) é um conceito de vital importancia em teoria
da informagao e por isso aparecerd com frequéncia durante todo o texto. Em particular,
poderemos utiliza-la para separar a parte classica da parte quantica das correlacoes totais
entre dois sistemas quanticos. Isso serd possivel, por exemplo, utilizando o fato (que
provaremos no préximo capitulo) que se Ig e J s@o as versoes quanticas de H(X) +
H(Y)—-H(X,Y)e H(X) — H(X|Y), respectivamente, entdao em geral I # J. Isso se

deve ao cardter que medig¢oes tém em mecanica quantica.

2.2 Sistemas de Comunicacao sem Ruidos

Vamos agora estudar um sistema de comunicagao que consiste em uma fonte que gera
varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, um codificador, um canal
sem ruidos e um decodificador. Como nao ha ruido, nao existe o problema da correcao
de eventuais erros de transmissdo. Portanto, a maneira mais eficiente de transmitir a
mensagem é comprimi-la da melhor maneira possivel, i.e., enviar a mensagem utilizando
o menor nimero de bits. Antes de estudar o processo de compressdo, vamos definir de

uma maneira matematicamente precisa o que é uma fonte e uma codificagao.

Definigao 2.2.1. Uma fonte é uma sequéncia X;, i € N, de varidveis aleatorias indepen-

dentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), i.e., todos os X; tomam os mesmos valores
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x1,...,xN com probabilidades Px;, = Px, = Px para todo i,j € N e se Pxn(81,..,8n),
si € K = {x1,...,zn}, € a probabilidade de ocorréncia da sequéncia (S, ...,Sp) temos
que Pxn(si,...,sn) = [[;=; Px(s:i), i € {1,..,n}. Em particular, vemos que H(X;) =
H(X;) = H(X) para todo i,j € N e H(Xq,...,X,) = nH(X), onde H(X1,...,Xy) € a

incerteza conjunta de Xy, ..., Xy, (veja a equagdo (2.4) para o caso n = 2).

Vemos que a cada uso, a fonte gera um caractere xy, k € {1, .., N}, com probabilidade
Px (z,). Apds n usos, a fonte gera a sequéncia sj...s,, com probabilidade [[;"_; Px(s;), onde
si € {z1,...,zn} ei € {l,...,n}. Um exemplo extremamente simples de fonte consiste no
lancamento de uma moeda honesta a cada uso da fonte. Sendo assim, em cada utilizagao
ela gera 0 (correspondente a cara) ou 1 (correspondente a coroa) com probabilidades
Px(0) = Px(1)=1/2.

Definicao 2.2.2. Uma codificagio em bloco (M,n) consiste nas aplicagoes C™ : K" —

A e D™ AF — K" chamadas funcio de codificacdo e decodificacdo, respectivamente.

Aqui K = {z1,....,zn5}, A = {a1,...,ax}, k € N e M = |C"(K")|, onde |A| indica o

nimero de elementos de um conjunto A e A" = Ax ...x A. Vemos que C"(s1,...,5n)
NG

n vezes
corresponde a uma sequéncia de k elementos de um alfabeto de cddigos U, chamada de

palavra codigo. Portanto, M indica o numero de palavras codigo sendo utilizadas no

processo de codificacdo.

Um exemplo simples de codifica¢ao é C(cara) = 00 e C(coroa) = 11, onde 2 = {0, 1}
é o alfabeto binario. Daqui por diante iremos sempre usar o alfabeto bindrio, i.e., K = 2.
Suponha que temos uma mensagem = = (81, ..., S, ), $; € K et € {1,...,n}, que é codificada
e, apds a transmissao, decodificada. A mensagem final é entao 2’ = D" (C™(z)) . Dizemos
que a mensagem z’ foi decodificada com erro se 2/ # x. Se {x € K"|D"(C"(x)) # x} é
o conjunto das mensagens que sdo decodificadas com erro, Pr{x € K" D"(C"(z)) # z}!
indica a soma de todas as probabilidades Pxn(z), z € {x € K"|D"(C™(x)) # z}. Com

isso, definimos a probabilidade de erro, P!', na decodificacao como
P! = Pr{z € K"|D"(C"(x)) # x}.

Podemos agora mostrar que a entropia de Shannon corresponde & maior taxa de com-
pressao que podemos ter nas mensagens transmitidas (elementos de K™). Suponha que
k = |nR| onde |« indica o maior inteiro menor que o € R. O nimero R é chamado taxa
de compressao da codificacao (2L”RJ ,n), i.e., numero de bits de codificagdo por caractere

da mensagem. Entdo temos o seguinte teorema [22, 23, 24]:

Teorema 2.2.3 (Teorema da codificacdo de Shannon). Seja X;, i € N, uma sequéncia

de varidveis aleatdrias ii.d. Se R > H(X) existe uma sequéncia de cddigos (21"F) n)

TSeja  um conjunto finito e discreto (como, por exemplo, o conjunto dos valores que uma varidvel
aleatéria finita e discreta X toma) e P(w) a probabilidade de cada w € Q ocorrer, onde > Pw)=1.

Entao,se E CQ, PrE=) . P(w).

wen
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n—oo

com P? "=%° 0. Reciprocamente, para R < H(X) qualquer sequéncia de cédigos (214 n)

. —
satisfaz P "= 1.

O teorema acima mostra que a entropia de Shannon nos dé4 o ntimero minimo de bits
por caractere da mensagem necessarios para transmitir a informacao, ja que qualquer

tentativa de compressao maior gera erros arbitrariamente grandes na decodificacao.



Capitulo 3

Teoria da Informacao Quantica

Para transmitir informacao precisamos codificad-la em um sistema fisico. Por exemplo,
podemos usar uma onda eletromagnética para transmitir uma mensagem. No capitulo
anterior, estudamos o processo de codificacao, transmissao e decodificacao de informacao
quando o sistema fisico pode ser descrito pelas leis da fisica cldssica. Mas e se codificarmos
e transmitirmos informacao usando sistemas quanticos (cujo sistema fundamental, o de
dois niveis, é chamado de sistema de qubits)? Quais modifica¢oes precisam ser introduzi-
das em relacao a teoria classica? Serd que podemos transmiti-la de maneira mais eficiente
e segura? Colocado em outros termos, queremos estudar o sistema de comunicacao des-
crito na Figura 3.1. Ele consiste em: (i) uma fonte cldssica, i.e., uma sequéncia X;
de varidveis aleatérias i.i.d.; (ii) um codificador que codifica cada valor x; da varidvel
aleatéria em um estado quantico p; com probabilidade Px(z;) e portanto, prepara o es-
tado p = ), Px(x;)p;. Além de codificar a mensagem em estados quanticos, o codificador
realiza as operagoes de compressao e de adigao de redundancia (se hé ruidos na trans-
missao) o que leva o estado p no estado p; (iii) um canal quantico que consiste em um
operador £ que leva o estado codificado p no estado £(p); (iv) um decodificador que
tenta recuperar, da melhor maneira possivel, o estado original p no destino. Neste ponto,
serao feitas medi¢des para recuperar a mensagem original. Os resultados das medigoes sao
descritos por uma variavel aleatéria Y. Como veremos, a teoria da informacdo quantica

[10, 28, 29, 30, 31] difere da teoria cldssica em diversos aspectos; os principais talvez sejam:

1. Ao contrario do que acontece em fisica classica, medigdes em geral alteram o estado

do sistema e ndo é possivel distinguir entre estados quanticos nao ortogonais;
2. Estados quanticos arbitrarios nao podem ser clonados [32];

3. Estados quanticos podem ser superpostos, i.e., se |1)1) e |¢2) sdo estados possiveis
do sistema e aj,ay € C entdo, ai|t1) + as|ie) também é um estado possivel do

sistema.
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Figura 3.1: Sistema de comunicacdo quando a mensagem é codificada em estados

quanticos.

Lembremos (veja a Definigao 2.1.3), que I(X :Y) = H(X) — H(X|Y). Portanto, quando
H(X|Y) =0 (medir Y determina X) concluimos que I(X :Y) = H(X). Com isso, vemos
que a indistinguibilidade de estados quénticos citada no item 1 acima mostra que, ao
contrario do que acontece (a0 menos idealmente) no caso classico sem ruido, a correlagao
I(X :Y) entre a informagcao enviada, descrita pela varidvel aleatéria X e os valores medi-
dos, descritos pela varidvel aleatéria Y, em geral ndo é H(X). Mostraremos mais adiante
que a informacao acessivel no destino, definida como o maximo da informacao muitua
entre X e Y com relagao as medicoes realizadas, é limitada superiormente por um ntmero
x(p) chamado limite de Holevo [33]. Em particular, tal limite implica que o méximo de in-
formacao que extraimos de um qubit é um bit. O item 2 mostra que a acao de copiar, uma
das agbes mais comuns que realizamos com informacao cléssica (fazemos isso todo dia ao
salvar um documento em nosso computador), nao é possivel para estados quanticos. Tal
impossibilidade de cépia implica que nao podemos usar praticamente nenhum protocolo
clédssico de corregao de erros em informagao quantica [10, 28]. Entao, os itens 1 e 2 parecem
sugerir que nao ha vantagem em usar estados quanticos para enviar informacao. Porém,
é na transmissao (codificagdo e seguranga) e processamento (computagdo quantica) que
a teoria da informagao quantica mostra suas vantagens. Justamente por nao ser possivel
copiar estados quanticos arbitririos e que ao realizar uma medicao alteramos o estado
do sistema, é que podemos transmitir informagao com seguranca (a isso da-se o nome de
criptografia qudntica). Além disso, podemos aproveitar a nao ortogonalidade dos estados
em que codificamos a informacao para realizar uma compressao na mensagem maior do
que seria possivel classicamente (tal procedimento recebe o nome de codifica¢ao quantica).
Por fim, a superposigao (aplicada a sistemas multipartites, o que leva ao importante con-
ceito de estados emaranhados), item 3, é uma das principais caracteristicas que torna a
computacao quantica muito mais eficiente do que a computacao cldssica.

A transmissao de informacao cldssica usando estados quanticos é somente uma das
muitas possibilidades oferecidas em informacao quantica. Como veremos, esta ultima é
muito mais rica do que sua versao cldssica. Podemos recuperar todos os resultados da
teoria da informacao cldssica em um certo limite da teoria da informagao quantica (basta

usarmos estados quanticos ortogonais para codificar a informacao). Esta tultima porém,
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Figura 3.2: Sistema quantico de comunicacao. Aqui, ao contrario da Figura 3.1, temos
uma fonte que gera estados quanticos que, em principio, nao precisam estar relacionados

com nenhuma informacao classica.

apresenta muito mais recursos estdticos (“tipos de informagao”) e dindmicos (processa-
mento de informagao). Por exemplo, podemos transmitir informac¢do qudintica, ou seja,
podemos transmitir estados quanticos arbitrarios para o destino. Tal transmissao se da
através de um canal quantico (possivelmente ruidoso). Temos entao a situagao descrita na
Figura 3.2. Muitas das novas possibilidades que surgem na teoria da informacao quantica
tém sua origem em um dos aspectos mais fascinantes da mecanica quantica, o emaranha-
mento. Estados puros emaranhados permitem mostrar, através das desigualdades de Bell
[12], que nenhuma teoria realista e local pode reproduzir todos os resultados da mecéanica
quantica. Duas aplicagoes do emaranhamento em informacao quantica sao o teletrans-
porte quantico [13], onde usando estados emaranhados juntamente com um canal cléssico
podemos transmitir de maneira perfeita um estado quantico, e a chamada codificacdo su-
perdensa [34], que é a transmissao de dois bits classicos enviando um qubit (de um par
emaranhado) ao destino. O emaranhamento é um recurso tao importante em informagcao
quantica que um dos seus principais ramos de pesquisa visa quantifica-lo e estudar a sua
dinamica.

Na Secao 3.1, estudaremos e estenderemos o conceito de medigao e de evolugao em
mecanica quantica. Na Secao 3.2 estudaremos medidas de informacao quantica, com
énfase na entropia de von Neumann, que exercera o papel andlogo ao da entropia de
Shannon. Na Se¢ao 3.3 analisaremos o limite de Holevo e o teorema de Schumacher, versao
quantica do teorema da compressao de Shannon. A Secao 3.4 é reservada para o estudo
do emaranhamento e suas consequéncias. Na Secao 3.5, mostraremos como quantificar o
que ¢ classico e o que é quantico nas correlagoes de sistemas quanticos correlacionados.

Veremos que ha correlagoes quanticas que nao provém de sistemas emaranhados.

3.1 Mecanica Quantica, POVM e Mapeamentos Quanticos

Nessa secao iremos enunciar os postulados usuais da mecanica quantica e discutir o con-
ceito de medicao e evolucao estendendo-os ao caso em que o sistema ¢é aberto. Tais ex-
tensbes serao muito uteis na teoria da informagao quantica usual e mais a frente quando

a relatividade for levada em conta.
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3.1.1 Os Postulados da Mecanica Quantica

Veremos a seguir que a mecanica quantica muda radicalmente nossas nocoes classicas de
estados, observaveis e medicoes. Antes de descrever os postulados, convém observar que
nao visamos aqui dar uma introducao sobre mecanica quantica mas somente estabelecer
notacao e discutir alguns pontos que nos serao uteis. Para mais detalhes sobre a estrutura
matemdtica da mecanica quantica bem como suas aplicagdes ver por exemplo [10, 35,
36, 37]. Existem diversas versoes dos postulados da mecanica quantica [28, 35, 37]. Os
postulados que usaremos, nos restringindo a espagos vetoriais de dimensao finita (que

serao suficientes para os nossos propdsitos), sao:

1. Os estados de um sistema quantico sao descritos por vetores em um espaco de Hilbert
H, ou mais precisamente, classes de equivaléncia de vetores em H onde |¢'), [¢)) € H
sdo equivalentes se e somente se existe o € C, nao nulo, tal que [¢') = al¢)). Daqui
por diante, vamos sempre considerar um representante normalizado de cada uma

das classes de equivaléncia;
2. Observaveis fisicos sao descritos por operadores auto-adjuntos em H;

3. Uma medicao é descrita pelo conjunto {Py,,..., Py, } de projetores ortogonais, i.e.,
P;\ri = Py, para todo i € {1,...,n} e Py\,P\, = 0;; Py, para todo i,j € {1,...,n}, que
satisfaz ) . P, = I, onde I é o operador identidade e {\1, ..., A\, } C R representam os
possiveis resultados do experimento. Se o sistema estd no estado [1), a probabilidade

de, ao se fazer uma medicao, obter o valor \; é

p(Ai) = (| Py, )
e o estado do sistema apos a medicao é

Py v
i) = V) ;
p(Ai)
4. A evolugao temporal de um sistema quantico inicialmente no estado [¢)) é dada
por [¢(t)) = U(t)|y), onde U(t) é uma familia de operadores unitérios fortemente

continuos, i.e., lim;_,;, U(t)|y)) = Ul(to)|t) para todo |¢) € H [38, 39)].

O primeiro postulado mostra como descrever um estado puro em mecanica quantica,
i.e., vetores em um espaco de Hilbert. O segundo postulado mostra como descrever os
observaveis dentro desse formalismo. Ao contrério de funcoes reais, estes sao definidos
como operadores auto-adjuntos (e portanto com espectro real). O terceiro postulado é
talvez o que mais diferencia a estrutura de uma teoria classica da de uma teoria quantica.
Nesta ultima, os resultados de medicoes sao intrinsecamente probabilisticos e o ato da
medicao (mesmo idealmente) em geral altera o estado do sistema. O tltimo postulado

descreve a parte deterministica da mecanica quantica, i.e., a evolugao temporal dado o
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estado inicial. A imposi¢ao que U(t) é fortemente continuo implica, pelo teorema de Stone
[38, 39], que existe um operador auto-adjunto H, chamado Hamiltoniana do sistema, tal
que U(t) = e~ Muitas vezes durante o texto estaremos interessados em intervalos de
tempo discretos, ou seja, temos um estado inicial [¢)) que evolui para um estado final |¢’).
Entao temos um operador unitario U tal que |[¢) = Ul1)).

Vamos analisar mais a fundo a relacao entre os observaveis fisicos e seus possiveis va-
lores em uma medigao. Primeiro, tomemos uma medicao como no postulado 3. Vemos fa-
cilmente que ), \; Py, ¢ um operador auto-adjunto e portanto define um observavel fisico.
Tome agora o operador auto-adjunto A que descreve um certo observavel. Entao, pelo
teorema espectral [40, 41, 42], A pode ser escrito de maneira tinica como A = ). \;Py,,
com \; sendo os seus auto-valores distintos e P, uma familia de projetores ortogonais que
satisfazem ), P\, = I. Entao, pelo postulado 3, ao medir um observavel fisico os tinicos
resultados possiveis sdo seus auto-valores, cada um com probabilidade p(\;) = (| P, |v)
de ocorrer. Vemos entao que, a nao ser que o estado do sistema seja um auto-vetor do
observavel sendo medido, nao faz sentido dizer que um sistema quantico em um certo
estado possui um dado valor para seus observaveis antes da medicao, em contraste com
o que acontece em fisica classica. Citando o fisico Asher Peres, unperformed experiments

have no results [43]. Voltaremos a esse tema quando discutirmos as desigualdades de Bell.

3.1.2 Medigoes Generalizadas e POVM

Vamos analisar com mais cuidado o conceito de medigao. Podemos definir uma medicao
como uma intervencao externa feita em um sistema quantico através do qual informacdo,
na forma de um numero real, é obtida no aparelho de medicao. O postulado 3 mostra
que as previsoes sobre resultados de experimentos sao probabilisticas e mostra, dentro
do formalismo matematico da teoria, como calcular essas probabilidades e qual o efeito
da medicao no estado do sistema. L& impusemos que uma medicao é caracterizada por
projetores ortogonais que, como discutimos no final da secao anterior, estao diretamente
associados com a medicao de observdveis fisicos (operadores auto-adjuntos). Entretanto,
podemos generalizar esse conceito de medicao tirando a imposicao de que os operadores
que caracterizam a medi¢ao sejam projetores ortogonais. Veremos mais a frente um exem-
plo em que esse conceito mais geral de medicao, que muitas vezes nao esta diretamente
associada com medigoes de quantidades fisicas (energia, momento, etc.), é mais 1til que o
de medidas projetivas. Antes de definir o conceito de medicao generalizada, serd instrutivo
estudar o seguinte exemplo. Considere elétrons, cujos estados de spin sao descritos por
vetores no espago de Hilbert H de dimensao 2, e um aparato de medida (Stern-Gerlach)
que consiste em uma regiao com um campo magnético inomogéneo na dire¢ao z (aproxi-
madamente) e uma tela medidora que registra a posi¢ao do elétron. Devido a interagao
do spin com o campo magnético, os elétrons serao defletidos ao passarem pelo campo

magnético. Quando o estado de spin for |0) ou |1), os elétrons sao defletidos para z > 0
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ou z < 0, respectivamente. Aqui, 03]/0) = |0) e o3|1) = —|1) sdo auto-vetores da matriz
de Pauli o3. Vamos fazer uma descricao simplificada e considerar que se o elétron é re-
gistrado em z > 0, o estado do aparato de medida é |eg) € Haus € se ele é registrado em
z < 0, o estado do aparato de medida é |e1) € Hayz, onde Hayuz é 0 espaco de Hilbert, de
dimensao 2, que descreve os estados do aparato e (e;lej) = d;5, i,j € {0,1}. No caso ideal,
ao interagir com o aparato de medida, o sistema total (spin do elétron + aparato) evolui

através da transformacao unitaria U dada por

U|0> X loaux> = ‘O> @ ’60> (31)
Ull) @ [0guz) = [1) @ |e1) (3.2)

onde |Oguz) € Hauz ¢ 0 estado inicial do aparato de medida. No caso nao ideal, ha uma
probabilidade do elétron ser registrado em z < 0 mesmo que o seu spin esteja no estado
|0) e analogamente para z > 0 e |1). Entao, a transformacao unitaria U que descreve a

interagao do elétron com o aparato é dada por

U10) © 0us) = 10) & (V1= poleo) + vpolen)) (3.3)
UM @ 0se) = 1)@ (Vileo) + VI = piler)), (3.4)

onde po, p1 € [0, 1]. Vemos entao que se os estados iniciais do spin do elétron e do aparato

sa0 |¢) = ¢|0) + c1|1) e |Oquqz), respectivamente, o estado apds a interagao é
Ulp) @ |0auz) = Molp) @ leo) + Milp) @ ler), (3.5)

onde My|p) = /1 —poco|0) + \/pici|l) e Mi|p) = /pocol0) + /1 — pici]1). Note que

podemos escrever My e M como

Mo = /1 —pol0){0] + /p1|1) (1] (3.6)
My = /pol0)(0] + /1 = pr[1)(1] (3.7)

e portanto vemos que
MJ Mo+ MM, = 1. (3.8)
A medigao realizada pelo aparato de medida consiste na observagao de onde o elétron
foi registrado (z > 0 ou z < 0), ou seja, é a medigao do observavel O = Zjl':o ajle;){e;l,
onde a; € R, no aparato de medida. Entao, pelo Postulado 3 da mecanica quantica e

usando a equacao (3.5), a probabilidade de se medir o valor m € {0,1} apds a interacao

¢é dada por

p(m) = <0amc’ X <‘P|UTPmU|‘P> ® ‘Oauw>
= (| M}, M) (3.9)



3.1 Mecanica Quantica, POVM e Mapeamentos Quéanticos 24

onde P, = I ® |en,)(em| e o estado final do sistema total é

. (3.10)
p(m) p(m)
Com isso, o estado do spin do elétron apds a medicao de m é
M,
o) = mle) (3.11)
p(m)

Vemos entao que se o aparato de medida for tratado como uma caixa preta que a cada
medigao nos dd um resultado m € {0,1}, a medigao (em termos apenas do espago de
Hilbert H) pode ser descrita por operadores M,,, que satisfazem a equagao (3.8) e cuja
probabilidade de medir o valor m e o estado final nesse caso sao dados pelas equagoes (3.9)
e (3.11), respectivamente.

O exemplo acima é 1til para isolarmos as caracteristicas principais desse conceito mais
geral de medigao. Em resumo temos: (i) uma medigao generalizada é descrita por um apa-
relho de medida que, a cada medigao, da como resultado um certo valor m de um conjunto
fixo M de valores possiveis. Esses, podem ser associados com observaveis fisicos relacio-
nados com o aparelho de medida (no exemplo do Stern-Gerlach acima, posi¢ao do impacto
na tela detetora); (ii) matematicamente, em termos apenas do sistema sendo estudado
(no caso acima, o spin do elétron), a medicao generalizada é descrita por operadores M,,,

m € M, que satisfazem ) M}, M,, = I. Chegamos entdo & seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.1. Uma medi¢ao generalizada é descrita por um conjunto {My, ..., My_1}
de operadores em um espaco de Hilbert H que satisfazem Z?:_ol MJMZ- = 1. Se o sistema
antes da medi¢do estd no estado 1)) € ‘H, a probabilidade de obter o resultado m € M =
{0,....,n—1} €

p(m) = (| M}, My, |) (3.12)
e o estado do sistema apos a medicdo €
M,
) = om0, (3.13)
p(m)

Vemos que esse conceito de medicao contém o caso de medidas projetivas. Nessas,
como P,\Z.P,\j = 0;;P,, realizar duas medicoes idénticas consecutivamente gera o mesmo
resultado. Entretanto, vemos que esse, em principio, nao é o caso em uma medicao gene-
ralizada. Essa repetibilidade das medigoes projetivas sugere que muitas das medicoes que
realizamos em mecanica quantica nao sao projetivas [10, 31, 44, 45]. Na Definigao 3.1.1
vemos que a distribuicao de probabilidades dos possiveis resultados da medicao depende
apenas dos operadores F,, = M&Mm, m € M que satisfazem ) FE,, = I. Reciproca-

mente, se {E,,|m € M} é um conjunto qualquer de operadores positivos* que satisfazem

Y En=1I, (3.14)

*Lembramos que um operador A é positivo (denotado A > 0) se para todo vetor [¢) € H, (¢|A|y) > 0.
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os operadores M,, = \/E,, satisfazem E,, = MTT,LMm e Zm M;ran = I e com isso,
definem uma medicao generalizada. Um conjunto de operadores positivos que satisfazem
a relacao de completeza (3.14) é chamado de POVM (do inglés positive operator valued
measure). Com isso, se estamos interessados apenas na distribuigao de probabilidades dos
possiveis resultados da medigao (ou nao temos como saber o estado pés medigao, como
por exemplo, ap6s um elétron ser absorvido em um detetor Geiger), vamos descrever uma
medigao por um POVM (ao invés dos operadores {M,,|m € M}). Convém notar que os
Mm = U,V FEpn, onde Uy, é um operador unitario, geram o mesmo POVM que M,, =
V'E,,. Isso mostra que existem infinitos aparelhos de medida que geram a distribuicao de
probabilidade p(m) = (Y| E,,|v), porém, cada um gera um efeito diferente no estado do
sistema sendo medido. No exemplo do Stern-Gerlach acima, podemos aplicar operagoes
unitarias Uy (para z > 0) e U; (para z < 0) antes dos elétrons atingirem a tela medidora.
Isso mudaré o estado final do elétron mas nao sua probabilidade de ser detetado em z > 0
ou z < 0.

Uma aplicacao importante das medidas POVM ¢é na distinguibilidade de estados
quanticos. Os estados quanticos em A = {|Y1),...,|¢,)} s@o distinguiveis se existe al-
guma medicao em que cada resultado nos permite prever, com probabilidade 1, qual
estado foi medido. Em outras palavras, existe um POVM {Ey, ..., Exr}, M > r, tal que
(Yi|Ei|li) = 1 para todo 7 € {1,...,7}. Quando os elementos de A s@o ortogonais, basta
construirmos um aparato de medida que meca, por exemplo, o observavel Z;Zl a;jlv;) (Yjl,
a; € R. Entretanto, quando os elementos de A nao sao ortogonais, nao haverd nenhuma
medigao (ou seja, POVM) capaz de distingui-los [10]. Mesmo assim, é possivel construir
um POVM que faca o seguinte [10]: quando o resultado da medicao é j € {1,...,7},
entao sabemos que o estado medido foi [1;) € A a despeito do fato que, algumas vezes, o
resultado da medicao sera 0 e nao poderemos afirmar nada sobre qual estado foi medido.

Em muitos casos nao sabemos exatamente qual o estado do sistema, sabemos apenas
que seu estado é |1¢;) com probabilidade p;, ¢ € {1, ..., K}. Chamaremos {p;, |¢;)} de uma

mistura de estados puros. Tal mistura define um operador densidade ou matriz densidade
p="Y_ pilthi)(il- (3.15)
i

(No Apéndice A, encontra-se a demonstragao das diversas propriedades de matriz densi-

dade que nos serao tteis.) Vemos que trp = 1 e para todo |¢) € H,
Wlolw) = > pil(il)* > 0,

o que mostra que p é um operador positivo. Reciprocamente, se p é um operador positivo
que satisfaz trp = 1, ele pode ser escrito como p = >, &|x;) (xi[,onde 0 < & <1,>.& =1
e 0s |x;) formam uma base ortonormal de auto-vetores de p. Chegamos entao & seguinte

definigao:
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Definicao 3.1.2. Uma matriz densidade é um operador p : H — H em um espago de
Hilbert H que satisfaz (i) trp =1 e (ii) p > 0.

Se o sistema (isolado) esta no estado p = Zfil pi|Wi) (¥i], pelo postulado 4 cada um dos
estados da mistura evolui, através da transformacao unitéria U, como U|¢;), i € {1, ..., K}.
Entao,

K
p— Y iUl (Wl UT = UpU". (3.16)
=1

Realizando uma medigao, descrita por um POVM {E,,|m € M}, cuja acao nos estados
é dada por M,, = U/ E,,, a probabilidade de se obter o resultado m quando o sistema
estd no estado p é

p(m) = tr(pEy,) (3.17)

e o estado do sistema apds a medicao do valor m é dada por

Mmngz
tr(pEm)

om (3.18)

Se realizarmos a medicao mas, por alguma razao, ainda nao sabemos seu resultado, o

estado do sistema é descrito pela matriz densidade
p = Zp(m)Pm = Z MmpML- (3.19)
m m

A equagao (3.17) mostra que podemos prever todas as distribui¢oes de probabilidades de
possiveis experimentos sabendo a matriz densidade p que descreve o sistema. Portanto,
vemos que ela descreve o estado fisico de qualquer sistema quantico (o que generaliza o
conceito de estado puro ja que quando p = |¢) (1], a mistura se reduz ao estado puro [¢))).

Antes de terminar a secdo, vamos definir alguns conjuntos que serdo tteis daqui por
diante. Se H é um espaco de Hilbert de dimensao N, denotamos o espaco vetorial for-
mado por todos os operadores lineares por B(#H). Munindo B(H) com o produto interno
(A, B)prs = tr(ATB), obtemos o espaco de Hilbert (B(H), (,)rs) que tem dimensdo N2.

Vamos denotar o conjunto de todas as matrizes densidade por C(H) C B(H).

3.1.3 Mapeamentos Quanticos

Nessa se¢ao, vamos desenvolver o conceito de mapeamento quantico. Ele permite descrever
sistemas quanticos que em principio estao abertos, i.e., sujeitos a influéncias externas.
Suponha que temos um sistema fisico S que passa a interagir com um ambiente externo
Sg. O sistema total S+ Sg é fechado e portanto evolui unitariamente através do operador
unitario U : H® Hg — H ® Hg, onde H e Hg sdo os espacos de Hilbert do sistema e
do ambiente, respectivamente. Se o sistema S estd inicialmente no estado p e o ambiente

estd no estado pjg,) = |0g) (0|, o sistema total, que inicialmente esta no estado p @ pj,),
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evolui para o estado Up ® pjg,\U . O estado final do sistema S é obtido tomando o traco
nos graus de liberdade do ambiente, i.e., p’ = trg(Up ® p‘0E>UT). Se

{|€k> € ’HE‘k‘ e{l,..,d= dimHE}}

é uma base ortonormal de Hpg, temos

po= trp(Up®ponUN) = (exlUlp @ [08) (05U |ek)
k
= D {exlU0m)p(0p (U ex) = D VioVy, (3.20)
k k

onde Vi, = (ex|U|0g) é um operador em . Como trp’ = 1, vemos que ), V,JV;.C = I

Definimos assim o mapeamento & : p — p’ = E(p) como

E(p) =trp(Up @ gy UT) = VipVy, (3.21)
k
com Yy, V,j Vi = I. Reciprocamente, é possivel mostrar [10] que todo mapeamento da
forma E(p) = >, Vka,J , com y . V,j Vi = I, pode ser obtido através da interacao do
sistema fisico com um ambiente (o que torna o sistema fechado e a evolugao unitaria)
descartando os graus de liberdade do ambiente apds a evolugao.
Sendo assim, vamos definir um mapeamento quantico como um operador linear £ :

B (H) — B(H) que pode ser posto na forma

£(A) =D Vi AV, (3.22)
k

com y VkT Vi = I,onde A € B (H). Tais mapeamentos, além de serem lineares e preserva-
rem o traco, sio completamente positivos, i.e., para todo operador positivo I' € B(CF®@H),
o operador [Ik ®5] (T') também ¢ positivo para todo k € Z* [10, 29]. Em informagao
quantica, se assume em geral que a evolucao de sistemas abertos se da através de ma-
peamentos quanticos, equacao (3.22). Com isso, vamos definir um canal quantico, i.e., o
operador que associa o estado enviado ao receptor com o estado que este efetivamente re-
cebe, como sendo um mapeamento quantico. Entretanto, como veremos adiante, quando
a relatividade é levada em conta, os mapeamentos nao serao completamente positivos e

portanto nao poderemos nos restringir apenas a mapeamentos quanticos.

3.2 Medidas de Informacao Quantica

Vimos no Capitulo 2 que a entropia de Shannon desempenha um papel fundamental na
teoria da informacao cldssica. Ela quantifica a incerteza relacionada com uma varidvel
aleatéria X antes da sua medicao, ou equivalentemente, a informacao ganha apds esta.

Queremos definir uma quantidade analoga em informagao quantica, i.e., queremos uma
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funcao que quantifique a incerteza associada a uma mistura {p;, [¢);)}, onde i € {1,..., K} e
> ;i = 1. Como vimos no final da Secao 3.1.2, tal mistura é completamente caracterizada
por sua matriz densidade p = >, p;|¥) (¢;|. Porém, existem diversas misturas diferentes
que geram a mesma matriz densidade e portanto todas elas sao fisicamente equivalentes.
Entretanto, dada uma matriz densidade p, ela pode ser decomposta univocamente, via o
teorema espectral, como p = Z?:l A;jPy;. Consequentemente, como mostrado também
no Apéndice A, p = S0 &|xp) (2], onde os |z;) formam uma base ortonormal de auto-
vetores de p, & = A para algum j € {1,...,d} e N é a dimensao do espaco de Hilbert.
Com isso, temos uma decomposicao privilegiada de p em uma mistura {&, |zx)} (a menos
da liberdade de escolher os vetores |z ) associados com um auto-valor degenerado, porém
isso nao altera a conclusao a seguir). Como os |zj) s@o ortogonais, hd uma medigao que
os distingue. Com isso, podemos saber com certeza qual estado da mistura foi medido e
portanto, a incerteza associada a mistura antes da medicao desaparece. Tal fato é andlogo
a medicao de uma variavel aleatéria X que toma os valores x1, ...,y com probabilidades
&1, ...,&n. Portanto , a incerteza associada a mistura {¢, |z;)} nada mais é que a entropia
de Shannon da distribuicao {{z‘z € {1, ...,N}}, ou seja, H(&1,....,En) = — >k &k logy &,

que pode ser rescrita, apenas em termos da matriz densidade p, como

H(&, ..., En) = —trplogy p = S(p). (3.23)

Chegamos assim na seguinte definigao:

Definicao 3.2.1 (Entropia de von Neumann). Seja H um espaco de Hilbert e p € C(H),

entao a entropia de von Neumann associada ao estado misto p €

S(p) = —trplog, p.

A entropia de von Neumann mede a incerteza associada a um estado misto p e, como
mostraremos ao longo desse capitulo, ela desempenhard um papel em informacgao quantica
andlogo ao da entropia de Shannon em informacao classica. Entretanto, cabe aqui uma
ressalva. Enquanto a entropia de Shannon pode ser interpretada como a quantidade de
informagao ganha ao se medir o valor da varidvel aleatéria X, a entropia de von Neumann
nao tem uma interpretacao analoga. Isso se deve ao fato que nao conseguimos identificar
qual estado da mistura {p;, [¢;)} foi medido (a menos, como visto acima, que os estados
da mistura sejam ortogonais). Porém, como mostraremos na préxima segao, o limite de
Holevo associado com a matriz densidade p = ), p;|¢) (| implica que a entropia de von
Neumann S(p) é um limite superior para a quantidade de informacao que podemos extrair
de p.

Outra quantidade importante, que sera util na demonstracao de diversos resultados, é

a versao quantica da entropia relativa [10, 28, 46, 47]:

S(pllo) = trp(logy p — logy o)), (3.24)
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onde o e p sao matrizes densidade. Assim como sua versao classica,
S(pllo) > 0 (3.25)

com a igualdade se e somente se p = o [10]. A desigualdade (3.25) é chamada de desi-
gualdade de Klein quantica.

Com a desigualdade acima, podemos provar algumas propriedades importantes da
entropia de von Neumann. Que S(p) > 0 para todo estado p em um espago de Hilbert H
de dimensao N estd claro da equagao (3.23). Se S(p) = 0 entao — ), & logy & = 0, 0 que
é valido se e somente se & log, & = 0 para todo k e isso é satisfeito se e somente se existe
[ tal que § = 1 (e portanto &, = 0), logo p = |;)(x;|. Agora, tome 0 = I/N, onde I é a
identidade em #H. Pela desigualdade de Klein quantica, S(p|lo) = —S(p) +loga N >0, e
portanto

S(p) <logy N, (3.26)

com a igualdade valendo se e somente se p = o = I/N. Agora tome w4? € C(HA@HP) e

AB AB

defina 048 = wA@w?, onde w? = trgw?f e WP = tryw??. Entéo, usando a desigualdade

de Klein quantica,

0 < SwP|o?P) = —=S(wP) — tr(wB log, o)
= —S(wP) — tr[w?B(logy w? @ IP)] — trjwB(I* ® log, wP)]
= —S(wP) — tr(w?logy w?) — tr(w? log, w?). (3.27)
Logo,
S(wAB) < S(w?) + S(w?) (3.28)
com a igualdade se e somente se w4? = ¢4B= wA @ wP. A unidade da entropia de von

Neumann é o qubit. Da equacao (3.26) acima, vemos que um sistema de dois niveis, N = 2,
tem no maximo 1 qubit de informacao quantica. Tais sistemas de dois niveis sao chamados
de sistemas de qubits e muitas vezes denominamos seus vetores (normalizados) também
de qubits.

Outra propriedade importante e 1til em informacao quantica, e que serd usada para
definir uma medida de emaranhamento para estados puros, é a chamada decomposi¢cdao de

Schimdt (sua demonstragao encontra-se no Apéndice B).

Teorema 3.2.2 (Decomposicao de Schimdt). Sejam HA e HP espacos de Hilbert de
dimensées Nj e Np, respectivamente. Se [1pAB) € HAQHPB entdo existe um nimero k <
min{ N4, N}, uma distribuicio de probabilidades {EZ’z € {1,....k}, >, & =1} e conjuntos
ortogonais {|z)|i € {1,....k}} C HA e {|yP)|i € {1,....k}} C HP tal que

k
WAP) =Y Vel @ [yP).
i—1
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Como consequéncia direta da decomposicao de Schimdt temos, para todo estado puro
1ABY € HA @ HEB, que as entropias S(p?) e S(pP) sdo iguais, onde lembramos que
pt = trp[pAP) (AP e pP = tra | AP) (A5,

Podemos agora, em analogia com informacao classica, definir o importante conceito de
informacdo mutua quantica. Assim como sua contrapartida classica, ela serd uma medida

das correlagoes totais, porém agora, entre dois sistemas quanticos.

Definigao 3.2.3. Se H* e HE sdo dois espacos de Hilbert de dimensées Ny e Np respec-
tivamente, pAB € C(HA @ HB), pA = trpp?P e pP = trapAP entdo, a informacio miltua

quantica entre A e B €

Ig(A: B) = S(p") + S(p”) = S(p*P).

Como consequéncia direta da Definicao 3.2.3 e da equacao (3.28), vemos que
Io(A: B) = Io(B: A) > 0. (3.29)

Usando a Definicao 3.2.3 e a equacgao (3.29), vemos que a soma das incertezas relacionadas
aos sistemas A e B separadamente é sempre maior do que a incerteza relacionada com o
sistema total com excecdo do caso em que A e B nao tém correlacoes, i.e., pA8 = pA @ pB,
em que elas sdo iguais. Esse fato, combinado com a simetria da informacao mutua, sugere

que Ig(A : B) dd uma medida das correlagoes entre os sistemas quanticos A e B.

3.3 Sistemas Quanticos de Comunicacao

Nessa secao iremos estudar sistemas quanticos de comunicacao. Comecaremos estudando
a transmissao de comunicagao classica utilizando canais sem ruidos e mostraremos que
existe um limite superior para a informacao acessivel no destino, o limite de Holevo.
Em seguida, estudaremos o processo de compressdo de uma mensagem a ser transmitida e
mostraremos que a entropia de von Neumann é o limite inferior para a taxa de compressao

por caractere da mensagem.

3.3.1 O Limite de Holevo

Suponha que temos uma fonte caracterizada por uma variavel aleatéria X, i.e., ela gera
simbolos z; com probabilidades p;, i € {1,..., K}. Alice, a emissora, deseja enviar um
caractere xj para um receptor, Bob. Para fazer isso, ela codifica cada x; em um estado
pi € C(H) de acordo com a distribuicao {p;} e envia o estado misto resultante, p = . pipi,
para Bob por um canal quantico sem ruido, i.e., Bob recebe o mesmo estado enviado
por Alice. Porém, para obter a informagao cldssica enviada, Bob terd que fazer uma

medicao (que é caracterizada por um POVM {E;|i € {1,...,n}}) e através do seu resultado
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y € {1,...,n} tentar inferir o caractere x; enviado. A informagao sobre X que Bob obtém ao
fazer a medic@o é dada pela informacao mutua I(X : Y), onde Y é uma varidvel aleatéria
que toma os valores em {1, ...,n} com probabilidades {p; = tr(E1p),...,pn = tr(E,p)}. Se
Alice tivesse usado um canal classico sem ruidos, a informacao que Bob obteria medindo
a saida do canal seria H(X) ja que classicamente os {z1,...,xx} sao distinguiveis (por
exemplo, se £1 = 0 e x5 = 1 e Alice manda um email contendo 0 ou 1 para Bob, ele
consegue saber com certeza qual nimero recebeu). Entretanto, como em geral estados
quanticos nao sao distinguiveis, temos que I(X :Y) < H(X) e definimos a informagao
acessivel a Bob como sendo

Iy = 1&1}3}}{ I(X:Y). (3.30)

O fato da informacao acessivel em geral nao ser H(X), devido a indistinguibilidade dos
estados p;, estd diretamente ligado a um dos principais resultados em mecanica quéntica,
a saber, o teorema da ndo clonagem (ver Apéndice B). Se fosse possivel copiar estados
arbitrarios, Bob poderia fazer cépias dos estados enviados por Alice, p1 e p2, obtendo os
estados p?n e p?n que sao ortogonais no limite de n — oo e portanto distinguiveis. Logo,
a informagao acessivel seria H(X).

Apesar de nao existir nenhum procedimento geral para calcular a informacao acessivel,
é possivel mostrar que existe um limite superior para o seu valor, o chamado limite de
Holevo [10, 28, 33, 48|.

Teorema 3.3.1 (Limite de Holevo). Seja H um espago de Hilbert de dimensao N e X uma
varidvel aleatdria que toma os valores xy,...,xx com probabilidades p1, ..., pr. Se cada x;
é codificado em um estado p; € C(H), i € {1,..., K} e € enviado por um canal qudntico
sem ruido, a informacao acessivel no receptor € limitada por x(p) = S(p) — >, piS(ps),
i.€e.,

IAc S X(p)

Como a entropia de von Neumann satisfaz [10]
> piS(pi) < S(p) < H(pr, -, pr) + Y piS(pi),

com a igualdade se e somente se os p; sao ortogonais, vemos que
x(p) < H(X). (3.31)

Concluimos assim que usando K qubits é possivel transmitir no méximo H(X) bits de
informagao cldssica. Convém observar que, apesar do Teorema 3.3.1 mostrar que x(p) é
um limite superior para a informacao acessivel, em muitos casos esta nunca atinge x(p)

[49]. Entretanto, como mostrado em [50, 51, 52], sempre é possivel utilizar uma codificagao
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em bloco conveniente de tal maneira que a informacao é transmitida a uma taxa que se
aproxima arbitrariamente de x(p) com probabilidade de erro arbitrariamente baixa.
Uma propriedade importante da quantidade de Holevo x é que ela nunca aumenta
ao realizarmos um mapeamento quantico, i.e., x (£(p)) < x(p) [10, 29]. Veremos mais
a frente que, quando Alice e Bob tém um movimento relativo, tal relacdo nao serd mais
valida. Isso nos permitira concluir que em situacoes relativisticas a evolugao, por exemplo

dos graus de liberdade spin do elétron, nao serd descrita por mapeamentos quanticos.

3.3.2 O Teorema de Schumacher

No Capitulo 2, mostramos que podemos comprimir a informacao de uma fonte i.i.d. e
portanto, utilizar menos bits para transmiti-la. O Teorema 2.2.3 mostra que a maior taxa
de compressao possivel (bits por caractere da mensagem) é dada pela entropia de Shannon.
Nessa secao, vamos mostrar que existe um resultado andlogo em informacao quantica, o
Teorema de Schumacher. Ele afirma que podemos comprimir informagao quéntica e com
isso usar menos qubits para transmiti-la. O teorema mostra também que a maior taxa de
compressao ¢ dada pela entropia de von Neumann. Para isso, precisaremos das versoes

quanticas de fonte i.i.d. e codificacao em bloco.

Definicao 3.3.2. Uma fonte quantica i.i.d. é um par (H,p) onde H é um espago de
Hilbert de dimensao N e p € C(H) tal que p"" = p® ... ® p € o estado total resultante apds
——

n vezes
n usos da fonte.

Ou seja, a cada uso da fonte é gerado um estado quantico p. Os estados sao gerados
de maneira independente em cada utilizacao da fonte e com isso, o estado total apds n

usos ¢é o estado produto p™.

Definicao 3.3.3. Seja (H,p) uma fonte quantica i.i.d. e V. um espago de Hilbert de di-
mensdo 21" n e N, R e Rt ¢ R < nlogy, N. Uma codificacao em bloco (2L”RJ,n)
consiste no par (C",D"™) de mapeamentos quinticos C" : B(H") — B(V) e D" : B(V) —
B(H™). Os mapeamentos C"™ e D" sao chamados de compressio e descompressao, res-

pectivamente. Aqui, H" = H® ... @ H e lembramos que B (H) é o conjunto de todos os
—_———

n vezes
operadores lineares em H.

Vemos que o processo de compressao substitui o estado original p™ por um estado
C™ (p™) definido em um espago de Hilbert de dimensao menor. O quanto o estado p™ é
preservado ao realizarmos o processo de compressao/descompressao é medido pela fideli-
dade F(p™, D" oC™) [10]. Ela satisfaz 0 < F(p", D" oC") < 1 com F(p",D"oC") = 1se o
estado foi completamente preservado. Podemos agora enunciar o Teorema de Schumacher
[10, 29, 53, 54]:
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Teorema 3.3.4 (Teorema de Schumacher). Seja (H,p) uma fonte quantica i.i.d. Se
R > S(p) existe um codificacdo em bloco (2"F) n) tal que lim, o F(p", D" o C") = 1.
Reciprocamente, para todo R < S(p) qualquer codificagio em bloco (2L”RJ,n) satisfaz
lim;, 500 F'(p™, D" 0 C™) = 0.

Portanto, dada uma fonte quantica (H, p) i.i.d. a maior compressao do estado p™ é dada
por nS(p). Com isso, podemos interpretar n.S(p) como a informacao quantica contida em
p". Como para uma mistura {p;, |¢;)}, temos que S(p) < H(p;, ...,,px) com a igualdade
se e somente se os [1;) sdo ortogonais, podemos realizar uma maior compressdo na a
mensagem codificando-a em estados quanticos nao ortogonais, i.e., codificamos cada z; em
um estado [¢;) (onde (¢;]1);) # d;5) e consequentemente (z;,, ..., xi,) = [Vi) @ ... @ [i,),
onde iy, ...,i, € {1,..., K}. Entretanto, como vimos na segao anterior, pagamos um prego
por essa maior compressao, a informacao acessivel no destino também diminui. Apesar

disso, tal procedimento de compressao é muito util em diversas situacoes.

3.4 Emaranhamento

Desde a formalizagao da mecanica quantica na década de 20 do século XX, se notou que
existem estados para sistemas compostos que nao podem ser escritos como o produto de
estados do seus subsistemas [56]. Tal emaranhamento qudntico foi usado por Einstein,
Podolski e Rosen (EPR) para tentar, supondo um certo conceito de localidade, definir
valores que observaveis teriam antes de sua medicao e com isso mostrar que a mecanica
quantica seria incompleta [57]. Em 1964, John Bell tornou matematicamente precisa
a idéia de realismo e localidade e mostrou que toda teoria realista e local deve satisfa-
zer certas desigualdades para as correlacoes entre as medicoes de observaveis em regioes
causalmente desconectadas. Bell mostrou também que a mecanica quantica wiola estas
desigualdades e que sao justamente os estados emaranhados os responsaveis por isso [12].
Com o advento da teoria da informagao quantica, os estados emaranhados tomaram papel
central nao apenas como ferramenta para um entendimento conceitual mais profundo da
mecanica quantica mas também como um recurso fisico que permite realizacao de tarefas
que classicamente seriam intrataveis ou até impossiveis.

Nesta secao definiremos o que sao estados emaranhados, discutiremos algumas de suas
aplicacoes e além disso, indicaremos como quantificar o grau de emaranhamento em um

sistema quantico composto.

3.4.1 Definicao de Emaranhamento

Tome um sistema fisico composto por n subsistemas, cada um deles descrito por um
espaco de Hilbert H4¢ de dimensdao Ny,, i € {1,...,n}. Um estado puro [) € R, HA

do sistema composto é dito separdvel quando ele pode ser escrito como [¢)) = @7, |4pAe),
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Ay € HA. Um estado puro é dito emaranhado quando ndo é separavel. Tome por
exemplo H = HA @ HP com N4 = N = 2. Se {|0%),[1%)} é uma base ortonormal de
HX, X € {A, B}, os estados de Bell

o 1
W5 = 2= (0o )£ e )
65) = = (|0%) @ 07) = 14) ® [17)) (3.32)

V2

sao emaranhados e formam uma base ortonormal de H chamada de base de Bell.
Ja vimos que em muitas situacoes de interesse, o estado do sistema é descrito por um

estado misto. Temos assim a generalizacao:

Definigao 3.4.1. Sejam HA¢, i € {1,...,n}, espacos de Hilbert de dimensio Na,. Um
estado p € C (®?:1 ’HAZ') é dito separdvel se ele pode ser posto na forma

K

p= piply, ®..® P,
=1

onde K € N, p; € [0,1] e Zfilpi = 1. Um estado p é emaranhado se ele nao é separdvel.

Da definicao acima, vemos que um estado separavel é uma mistura estatistica de

i i ~ ) - )
estados produto p% ® ... ® p% , que nao contém correlacoes entre suas partes. Além
disso, estados separaveis sempre podem ser criados usando operacoes locais e comunicacao
classica (LOCC). Para ver isso, suponha que Alice, que age sobre o subsistema Aj, escolha

. . . .« o~ 7/ . .
um i € {1, ..., K} segundo a distribuicio {p;} e prepare o estado p; . Em seguida, Alice
comunica o resultado ¢ para todos os outros experimentadores que prepararao entao os
respectivos estados p' = descartando a informagao sobre 7 em seguida. Obtemos assim o

J
. _ K d 4 . ’ .

estado misto p = >"." | pip Y, ® ... @ ply . Veremos a seguir que estados separdveis sempre

satisfazem as desigualdades de Bell.

3.4.2 Aplicagoes do Emaranhamento
Desigualdades de Bell

A mecénica quantica muda radicalmente nossa intuigao classica sobre a natureza. Como
vimos, nao faz sentido perguntar qual o valor de um observavel antes da sua medi¢ao mas
somente qual a probabilidade de, ao se fazer uma medicao, obter um dado resultado para
o observavel sendo medido. Essa nova visao da natureza foi rejeitada por muitos fisicos,
dentre eles, Albert Einstein. Surge entdao uma pergunta natural: serd que a natureza nao
é descrita efetivamente por uma teoria que esteja de acordo com nossa intuigao classica,
em cujo caso a mecanica quantica daria uma descricao tao diferente para a natureza por
ser uma teoria incompleta? Para analisar essa questao, vamos supor que a natureza de
fato seja descrita por uma teoria que satisfaga (i) Realismo: os observaveis possuem va-

lores e a medigao sé os fard conhecidos ao experimentador e (ii) Localidade: medigoes
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feitas em uma dada regiao espaco-temporal nao influenciam medicoes feitas em regides
espago-temporais causalmente desconectadas. Analisemos agora o seguinte experimento:
um fisico experimental, Charlie, prepara duas particulas e as envia para outros dois ex-
perimentadores, Alice e Bob, que fardo a medigao dos observaveis (A;, As) e (B1, Bg),
respectivamente, onde A; e B; podem tomar os valores 1. Vamos supor que Charlie
pode repetir o processo de preparacao das particulas quantas vezes forem necessdrias, que
Alice e Bob facam cada medi¢ao em regides espaco-temporais desconectadas causalmente
e que, ao receberem suas particulas, escolham aleatoriamente qual observavel irao medir
(A1 ou Ay para Alice e By ou By para Bob). Usando (i) e (ii) vemos que antes de cada

medigao o observavel
A1B1 + A2By + A3 By — A1 By = Ay(B1 — Ba) + Aa(By + Bo)

pode tomar os valores £2. Seja p(a1, ag, by, b2) a probabilidade de que o sistema esteja em
um estado onde Ay = a1, Ay = az, B1 = by e By = by. Tais probabilidades dependem da
preparacao que Charlie faz. Por exemplo, suponha que em cada experimento ele prepara
uma particula de momento angular nulo que decai em duas particulas. O momento angu-
lar especifico de cada uma das particulas, em cada experimento, dependerd dos detalhes
de cada um dos decaimentos. Quando o ntmero de experimentos for grande o sufici-
ente, p(ai,as,b1,be) ~ N(ay,a2,b1,b2)/N, onde N(a,as,b1,b2) é o nimero de vezes que
(A1, Ao, B, Bo) = (a1, a2,b1,b2) e N é o nimero total de experimentos. Voltando ao caso

geral, se E(F) =) ;p(f)f é o valor esperado do observével F, temos
|E(AlBl) =+ E(AQBl) =+ E(AQBQ) — E(A1B2)| = |E (AlBl + AzBl + A2B2 — AlBg)|

=| Y plar,az, by, ba)(arby + asby + azby — arby)

a1,a2,b1,b2

< Z p(al, a9, by, bg) ]albl + asby + asby — aﬂ)g] = 2. (333)

a1,a2,b1,b2

Chegamos assim na desigualdade de Bell de Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH) [58]
|[E(A1B1) + E(A2B1) + E(A2B) — E(A1By)| < 2, (3.34)

que qualquer teoria realista e local deve satisfazer.

Vamos agora calcular o valor do lado esquerdo da equagao (3.34) previsto pela mecanica
quantica. Para isso, consideremos o seguinte sistema. Suponha que Charlie prepare uma
particula de spin 0 que decaia em duas particulas de spin 1/2. Entao, Alice e Bob irao
medir o spin normalizado, i.e., dividido por //2, de suas particulas em certas diregoes a;
e b;, respectivamente, onde a;,b; € R3, |la;|| = ||b;|| = 1 e i € {1,2}. Os observdveis
em mecanica quantica sao descritos por operadores auto-adjuntos. Sendo assim, temos

A;=a;-04 Bi=b;-oP. Aqui,sec=(c',,3) eR?, c-0X = Z?:l cjan e J]X sao as
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matrizes de Pauli agindo no espaco de Hilbert da particula X = A ou B correspondente
a Alice ou Bob, respectivamente. Se denotarmos as correlagoes E(A;B;) por E(a;, bj), a

equagao (3.35) implica que, para qualquer estado que as particulas estejam,
]E(al, bl) + E(ag, bl) + E(ag, bg) — E(al, b2)| < 2. (3.35)

Agora, se definirmos o operador C = A; ® (B; — Bg) + A ® (By + Bg), vemos que
o lado esquerdo da equagao (3.35) calculado via mecéanica quantica é |tr (pC)|, onde
pecC (HA @ HP ) descreve o estado do sistema. Um cédlculo direto mostra que C? =
41 + [A1, Ag] ® [B1, B2]. Como todo operador linear F' em um dado espago de Hil-
bert de dimensao finita satisfaz |(¢Y|F|y)| < ||[FY|| < [|[F]|, onde [[¢] = 1 e ||F|| =
by 20 | Fll /161, temos aue [t ()| < IO = /[CTCT = /€2 Portanto, con-

cluimos que

tr (pC)| < A+ | [A1, A2] |[|| [B1, Ba] |
< A+ A A A2]l|| B ||| B
< V8 (3.36)

onde usamos que ||4;]| <1 e [|B;]| < 1. Chegamos assim na desigualdade de Cirel’son [59]
tr (pC)| < 2V2. (3.37)

Para ver um exemplo de configuracao em que a equacao (3.37) toma o seu valor maximo,
tome o estado singleto [1p7) = 1/v/2 (]04) ® |15) — [11) ® |07)), onde {|0X),[1%)}, X €

{A, B} é uma base ortonormal de auto-vetores de 5. Vemos facilmente que
(W™ l(a; - o) ® (b; - aP)[$7) = —ai - b;.
Entao, escolhendo
a; = (0,0,1),a3 = (0,1,0),b; = —(0,1/v2,v2), by = (0, -1/v2,1/V2)
temos

|E(ai,b1) + E(az,b1) + E(az, ba) — E(ai,b2)| = |a;-bi+az-bi+as-by—a;- by
= 2V2. (3.38)

Com isso, vemos que a mecanica quantica viola as desigualdades de Bell e que a violagao
méxima possivel é dada por [tr (pC)| = 2v/2. Portanto, nenhuma teoria realista e local
pode reproduzir todos os resultados da mecanica quantica. O veredicto final de como a
natureza se comporta é, como sempre, dado pelo experimento. Diversas experiéncias para

verificar a validade ou nao das desigualdades de Bell foram realizadas [60, 61, 62, 63] e
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todas’ mostram que néo sé a desigualdade (3.35) é violada como a violagdo ocorre como
prevista pela mecanica quantica.

Mostramos que o estado emaranhado [¢)7), com os a; e b; na configuragao descrita
acima, viola maximamente as desigualdades de Bell. Serd que o emaranhamento do estado
é uma condigao necessaria para a violacao das desigualdades de Bell? A resposta é sim,
j& que os estados separdveis sempre satisfazem a equagao (3.35). Para ver isso, tome um

estado separdvel p = >, prph ® p%. Entdo,

tr (pC)] < D pr tr(ﬁ'ﬁAl)tr(p’izBl)+tr<p’2A2>tr(p%Bl)
k

+ tr (pZAg) tr (p%Bg) —tr (piAl) tr (p'fBB2>

< Yo =2, (3.39)
k

onde usamos que }tr (p’lei)‘ <le ‘tr (p%Bi)} <1, 1€ {1,2} e portanto

tr (pﬁ‘/h) tr (p%Bl) + tr (p]flez) tr (p’ng1>

+tr (pﬁAg) tr <plj§Bg> —tr (pIZAl) tr (p%BQ) <2 (3.40)

Portanto, o emaranhamento do estado p é condicao necessaria, porém nao suficiente, para

que haja violagao das desigualdades de Bell.

Teletransporte Quantico

Em 1993, C. H. Bennett et al. [13] descobriram uma das mais fantdsticas aplicagoes
do emaranhamento, o teletransporte quantico. Eles mostraram que é possivel, usando
operacoes locais e comunicacao classica, transportar um estado quantico de uma regiao do
espaco-tempo para outra desde que as duas partes compartilhem um dos estados de Bell,
equagao (3.32). Para ver como isso é possivel, suponha que Alice e Bob compartilhem o
estado de Bell |1, ) e que Alice tenha uma particula C' em um certo estado, possivelmente
desconhecido por ela, [¢¢) = a|09) + 8]1¢), onde {|0¢), [19)} é uma base ortonormal de
HC e |a|?> 4 |B]? = 1. Entdo, o estado do sistema total ¢

0) @ [Wap) = (al09) + BI19)) © \}5 (10%) ®[17) = [1%) @ 07)). (3.41)

Usando a equagao (3.32) podemos rescrever a equagao (3.41) como
_ 1 _
€& Was) = 3 |l6Ea)® (al1?) = BI0%)) +165,4) © (al1P) + 5l07))

£ [wEa) @ (B117) - al0P) — WG, @ (al0®) + 81%) | (3.42)

TH4 criticas aos experimentos dizendo que, devido a certas limita¢des no aparato experimental, os
resultados poderiam ser explicados por modelos locais. Entretanto, esses modelos locais que explicariam os
resultados sdo extremamente artificiais e hd um consenso na comunidade cientifica de que as desigualdades

de Bell sao violadas
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Se Alice realiza a medicao projetiva no sistema C' A

{POO = [Yoa) (Yoal Por = WgA><¢gA‘aP10 = |poa)(Poals Pr1 = W?}A)Wéﬂ} , (3.43)

ela obterda cada um dos resultados © € M = {00,01,10,11} com probabilidade 1/4 e

portanto, o estado final em cada um dos casos é

[@o0) = ~[voca) ® (al0”) + B117)) , 1@01) = [$da) @ (B117) = al0P))

[@10) = [dca) © (I1P) + BI07)) . |@11) = of4) ® (allP) = BJ07)) . (3.44)
Alice entdao comunica o resultado p € M da sua medicao a Bob através de um canal

cléssico, e.g. um telefone. Bob, ao receber a mensagem, realiza uma das quatro operacoes

unitarias locais

00 — I

01 — o3

10 — o4

11 — o307. (3.45)

Usando as equacoes (3.44) e (3.45) com o valor 1 que Bob recebeu, vemos que, ao final
do protocolo, o estado da particula de Bob nao estda mais emaranhado com o da particula
de Alice do antigo estado de Bell e, a menos de uma fase global que pode ser desprezada,
tal estado é dado por |¢?®) = a|0P) + B|15). Portanto, Alice teve sucesso em teleportar
o estado quantico da particula C'. Vemos também, que o estado final da particula C
estd emaranhado em um dos estados de Bell com o da particula da Alice e portanto, seu
estado apés o protocolo é trap|®,)(®,| = I¢/2, onde I é o operador identidade em H®
e i € M. Portanto, o estado original da particula C foi destruido ao final do protocolo.
Tal fato é consistente com o teorema da nao clonagem.

Podemos entender o teletransporte dizendo que a comunicacao de um qubit de in-
formacao quéantica pode ser dividida na transmissao de dois bits cldssicos e consumo de
um estado emaranhado (1 ebit). Entao, seguindo [64] podemos escrever 1 qubit < 1 ebit +
2 bits, onde o simbolo < foi usado para indicar que a relagao acima nao é uma equivaléncia
nem uma igualdade.

Para finalizar a andlise do teletransporte quantico, vamos estudar a importancia da
transmissao dos dois bits classicos para o seu sucesso. Suponha que Alice realiza a medi¢ao
projetiva descrita no protocolo mas nao comunique seu resultado a Bob. Entao, usando a

equacao (3.19), o estado total do sistema evolui como

PO = [0V @ [Wap) (Wapl = PP = D P IPpSP P, 01", (3.46)
neM
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onde I é o operador identidade em #Z. Entéo,

plB _ trC’Ap/CAB _ Z tl"CA (P# ® IBpCABP/J ® IB)
pneEM

_ tI"CA Z P# ® IBIOC'AB _ tl"CA (ICABPCAB)
HEM

1
= pB= 513, (3.47)

onde I€4B ¢ a identidade em HC @ HA ® HB. Vemos entdo que, antes de receber a
informacao da medicao, o estado final do qubit de Bob é o mesmo de antes da medicao
feita por Alice. Este por sua vez é um estado maximamente misto e que nao contém
nenhuma informacao sobre o estado [p®). Com isso, concluimos que a transmissao dos
bits classicos (que se propagam com velocidade menor ou igual a da luz) é essencial para

o teletransporte.

3.4.3 Medidas de Emaranhamento

Durante essa secao, definimos estados emaranhados e estudamos algumas de suas con-
sequéncias. Queremos agora quantificar o emaranhamento de um dado estado quantico, o
que vai nos permitir estudar sua dinamica quando o estado evolui. Vamos nos restringir

aqui ao emaranhamento entre dois sistemas quanticos.

Emaranhamento de Estados Puros

Vamos comecar quantificando o emaranhamento de estados puros. Para isso, tome dois
sistemas quéanticos A e B cujos estados estdo definidos nos espacos de Hilbert HA e
HPB, com dimensées N4 e Np, respectivamente. Se |¢AB> e HA ® HPB, podemos usar a

decomposicao de Schmidt, Teorema 3.2.2, para escrever
k
(AP =) Vel ® luf), (3.48)
i=1
que, em particular, implica que S(p?) = S(p?), onde

pt =t P) (P e pP = tralpP) (5.

Por ser um estado puro, e portanto representando a maxima informacao que temos do
sistema, S (|9A8) (pAB|) = 0. Se S(p) = S(pP) = 0, e portanto temos também a maxima
informacao dos subsistemas, a equacao (3.48) implica que p? = ]:vj‘)(:c;‘\ e pb = ]yJB ><yjB
para algum j € {1,...,k} e portanto [1)47) é separdvel. Se S(p?) = S(p?) # 0 temos que,
a0 nos restringimos aos subsistemas A ou B, nao temos mais a informac¢ao maxima sobre

estes, apesar de termos a informacao maxima sobre o sistema total. Como ja vimos, isso
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implica a presenca de correlacoes, que serao tao maiores quanto maior a ignorancia sobre
os subsistemas. Em particular, se N4 = Ng = N e p® =I¥/Nonde X € {A,B}eIX éo0
)

operador identidade em HX, S(pX) = log, N e portanto o subsistemas sdo maximamente

mistos. Logo, é natural definir o emaranhamento de um estado [¢4) como
E (wAB)

Vemos entdao que 0 < E(¢YAB) < logy k com E(1pAP) = 0 se e somente se [¢pAB) é se-
paravel e E (UA ® UByAB ) = E(¢AP) para todo operador unitario U4 ® UZ. Quando

Ny = Np = N, os estados que satisfazem E()4P) = log, N sao ditos maximamente

S (pA) =S (pB) . (3.49)

emaranhados. Um exemplo de estados maximamente emaranhados sao os estados de Bell,

equagao (3.32).

Emaranhamento de Estados Mistos

Ao contrario do que acontece para estados puros, nao existe uma tnica medida natural
de emaranhamento de estados mistos. Diversas medidas de emaranhamento para estados
mistos ja foram propostas, cada uma delas mais ou menos uteis dependendo do contexto
em que sao aplicadas [28, 65, 66]. O que podemos fazer, é definir o que é uma boa medida
de emaranhamento por certas propriedades que estas devem satisfazer. Nao ha ainda um
consenso sobre quais os postulados que devemos impor. Autores diferentes impoe mais
ou menos condicoes para tais medidas. Entretanto, hd duas propriedades que se acredita

que toda boa medida de emaranhamento deve satisfazer:
1. Se pAB e (’HA ® HB) é separavel entao F (pAB) =0.

2. Ao modificar o estado pAP com operacdes locais e comunicacao classica (LOCC),
levando-o de pAP para Z (pAB), E (E (pAB)) <F (pAB).

Vamos definir agora o emaranhamento de formacgao, a medida de emaranhamento
que usaremos ao longo desse texto. Ela satisfaz, entre outras, as propriedades da De-
finicao 3.4.3 [65, 66]. Tome um estado pAZ € C (HA ®7—[B). Entao, podemos escrever
pAB = 5, i B) (B para alguma mistura. {pi, [WAB)GA]}, onde pi > 0, ¥, ps = 1
eic{l,.., K} para algum K € N. Como vimos, o emaranhamento dos estados |){15) ¢
dado por E (%AB) =S (pA) = (pB) . Com isso, poderfamos definir o emaranhamento de

pAB como

E (p"7) > B (). (3.50)

{polwABrwAB}

Porém, existem infinitas misturas que descrevem a mesma matriz densidade pAZ. Isso nos

leva a seguinte definicao.
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Definigao 3.4.2 (Emaranhamento de Formagao). Sejam HA e HP espacos de Hilbert de
dimensoes No e Np, respectivamente e pB € C (7—[’4 & HB). Entao, o emaranhamento
de formacao de pAB € dado por

Ep (p*P) = inf {ZPZE( ZAB)} ;
onde o infimo ¢ sobre todas as misturas {p;, [WAB) (AP} tal que pAB = 3, pi A B) (AP,

A minimizacdo na definicdo acima é, em geral, um problema extremamente dificil.
Porém, para sistemas de dois qubits, i.e., N4 = Np = 2, existe uma forma fechada para
Ep [67]. Tome uma base ortonormal {|0),[1%)} de auto-vetores de 03, X € {A, B} e
dada a matriz densidade pA? defina o operador pAPos! © 085p4P 04 @ 0, com p*P sendo
obtido tomando o complexo conjugado dos elementos de matriz de pAZ na base formada
pelos vetores |i4) @ |jB), i,5 € {0,1}. Se A\; > Ao > A3 > )4 sdo os auto-valores de

pABadt @ oBpABod @ 08 a concurrence de pAP ¢é definida como

C (pAB) = max {0, VAL = Ve — Vg — \54} (3.51)

e satisfaz 0 < C (pAB ) < 1. Entao, o emaranhamento de formacao é dado por

Erp (p*%) =h <1 L _202 (PAB)> ’ (3.52)

onde h(z) = —zlogy 2 —(1—z)logy(1—z). Como Ep é uma funcdo monétona de C (p5)

utiliza-se muitas vezes a prépria concurrence para estudar a dinamica do emaranhamento.

3.5 Correlagoes Classica e Quantica

Até recentemente, acreditava-se que o emaranhamento era a medida do que é quantico
em sistemas quanticos correlacionados. Entretanto, como mostrado recentemente, ha
correlacoes em estados quanticos que podem ser caracterizadas como quanticas mas que
nao precisam, necessariamente, provir de emaranhamento [68, 69, 70]. Resultados recentes
mostram que a presenca de tais correlagoes é responsdvel por melhorar certas performances
computacionais com relagao aos melhores protocolos classicos [71, 72|, o que corrobora sua
interpretagao como medida da correlagao quantica presente no estado do sistema.

No Secao 2.1, vimos que podemos escrever a informagao mutua entre duas varidaveis

aleatorias X e Y tanto como
I(X:Y)=HX)+HY)-H(X,Y) (3.53)

quanto como

I(X:Y) =H(X)— HX|Y). (3.54)
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Como mostrado na Segao 3.2, a equacao (3.53) pode ser diretamente generalizada para
sistemas quanticos e, como vimos, mede as correlagoes totais entre eles. Se A e B sao dois

sistemas quanticos cujo estado total é pAB, a informacio mitua quantica é dada por
Io(A:B) =5 (p) + 5 (") — S (p*7). (3.55)

Porém, a generalizagdo da equagao (3.54) nao é tao direta e, em geral, nao vai coincidir
com a equagao (3.55). Tal fato é o que vai permitir separar a parte classica da parte
quantica das correlacoes de um estado pAB. Para calcular a informacao mitua entre X
e Y via a equagao (3.54), é necessario sabermos a incerteza que resta sobre X dado que
medimos Y. Em mecanica quantica, uma medigao é descrita por um POVM. Suponha
entdao que A e B sio dois sistemas quanticos, descritos pelos espacos de Hilbert #4 e HP,
respectivamente, em um dado estado pA8 € C (HA ® %B) e {E5|,u € {0,...,n— 1}} é um
POVM em B cuja ac¢ao nos estados é descrita pelos operadores M,,, = U,/ En,, onde Uy, é
um operador unitario. Usando a equacao (3.18), vemos que o estado do sistema A dado que
p € 40,...,n — 1} foi medido, é pl‘j‘ =trp (IA ® Ef,oAB) /pu onde p, = tr (IA ® EprB).
Portanto, definimos a entropia relativa de p?* dado que a medicao {Ef’ lp e {0,...,n— 1}}
foi realizada em B (i.e., a incerteza que ainda resta em A apds realizarmos a medigao
{EE}) por

S (P HERY) = 3 puS(o) (3.56)

I

e portanto, a versao quantica da equagao (3.54) fica

TP sy = S(0™) = Y puS(oy). (3.57)
I

J (pAB ) (ep) ¢ a informacao que conseguimos obter sobre A fazendo uma medi¢do local
I
em B. Por isso, ela mede correlacoes classicas no estado p2. Com isso, definimos a parte

classica das correlacdes em pB como

{EL}

J(p*?) = max {S(pA) —> S (o) } : (3.58)

Como Ig(A : B) mede as correlagdes totais em pAP e J(pAP) mede sua parte cléssica,

definimos a correlacao quantica em pA? como
D (p*") = Ig(A: B) = J(p*7). (3.59)

Vemos que quando D (pAB ) = 0, todas as correlacoes em pA8 sdo classicas, podendo ser
extraidas por uma medicdo conveniente em B, e as generalizacoes Ig(A : B) e J (pAB )
das equagoes (3.53) e (3.54) coincidem. Se nos restringirmos apenas a medidas projetivas,
D (pAB) = 0(A : B) que é a discérdia quantica definida em [68]. Em particular, foi

mostrado nesse trabalho que 0(A : B) = 0 se e somente se existe uma medicao {Hf }
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Figura 3.3: Correlagao quantica para o estado de Werner em fungao de z.

tal que pAP = Z# It ® HE pABIA Hf . Portanto, nesse caso, existe uma medicao que
nao altera o estado com relacao a um outro observador que nao sabe seu resultado. Para
sistemas de 2 qubits foi mostrado em [73] que o POVM que maximiza a equagao (3.58) é
uma medida projetiva e portanto, D (pAB) = (A : B) para tais sistemas.

Como um exemplo, tome o estado de Werner

1—2
Wt ==+ 2l0kp) 6kl (3.60)

onde z € R e )

V2

E sabido, por exemplo calculando Er (pﬁB ), que péB estd emaranhado somente para

0hp) = —= (101 @107) + 1) @ [17)).

z > 1/3. Ao calcularmos D (pﬁB ), Figura 3.3, vemos que ela sé se anula para z = 0 e
portanto hé correlagoes quanticas que nao provém de emaranhamento.

Tanto D (pAB) quanto J (pAB) nao sao, em geral, simétricos com relacao a troca
A < B para realizar a medi¢ao. Com isso, ao escolher calcular, por exemplo, D (pAB ),
estamos privilegiando o sistema B para fazer medi¢oes. Em alguns casos tal escolha é
natural. Por exemplo, ao se analisar a interacao de um sistema quantico & com um
aparelho de medida A, como feito em [68], fazemos medi¢oes em A para obter informagoes
sobre S e portanto, é natural usarmos J (,oAB ) e D (pAB ) para medir as correlacoes
cldssica e quantica, respectivamente, presentes no estado pAB do sistema SA. Entretanto,
para outros tipos de sistemas, nao é natural privilegiar um subsistema em detrimento do
outro. Além disso, podemos argumentar que, por fazermos medigoes locais em apenas
um subsistema, ainda resta algo quantico em J (pAB ) . Tendo em vista essas observacgoes,

vamos definir a medida de correlacdo cldssica simétrica de pAP. Tome {E;ﬂ,u el } e
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{FBlv eV}, com U = {u1,....;up, } CReV = {v1,...;v,} C R, POVM’s em H* e H5,

respectivamente. Entdo, a correlacio cldssica simétrica do estado pA® é dada por

K (,oAB) = max {IU:V)}, (3.61)
{Eitery}

onde I(U : V) é a informacao mutua cldssica entre as varidveis aleatérias U e V que
tomam os valores u,, e v, com probabilidades p(u) = tr (E/‘pr) e pP(v) = tr (FPpP)
respectivamente, e tém probabilidade conjunta pAB (u,v) = tr (Eﬁ1 ® FVB pAB ) Vemos
entao que K (pAB ) corresponde ao méaximo de correlacao presente no estado pAf que
pode ser recuperada através de medicoes locais. Com isso, concluimos que C (pAB ) da uma
medida da parte cldssica das correlacoes em pAZ. Definimos entdo a correlagio quintica

simétrica em pB como
Q (p"B) = Io(A: B) — K (p"P). (3.62)

As correlagoes classicas satisfazem [70]

0<K(p*P) < T (p*P) <Ig(A: B) (3.63)

e portanto
0<D(p*) < Q(p"”) < Io(A: B). (3.64)
Quando pAB = [pAB)(pAB| mostra-se, tomando medigdes na base de Schmidt de

[pAB), ie., os vetores |z;) ® |y;) da equagdo (3.48), que K (p*B) = T (pAP) = 5 (p?)
e Q (pAB) =D (pAB) =S (pA) = FE(¢4P). Portanto para estados puros, Q (pAB) e
D (pAB ) correspondem & medida do emaranhamento de [¢45), o que era esperado, ja que

para estados puros, toda correlacao provém de emaranhamento.



Capitulo 4

Relatividade Especial e a Teoria

da Informacao Quantica

No Capitulo 2, quantificamos o conceito de informacao contida em uma mensagem e estu-
damos sua transmissao quando o sistema em que a codificamos pode ser descrito pela fisica
classica. No Capitulo 3, vimos que podemos codificar informacao em sistemas quanticos.
Tal procedimento nao sé alterou muitos resultados classicos como também proporcio-
nou diversas possibilidades novas que nao existiam no contexto da teoria da informagao
classica. Veremos, a partir deste capitulo, que ao se levar os efeitos da relatividade em
consideracao modificaremos diversos resultados da teoria da informacao quantica usual
e abriremos novamente uma gama de efeitos novos e interessantes. Por exemplo, como
mostrado por A. Peres, P. Scudo e D. Terno [11], a entropia de spin nao é invariante
de Lorentz e, em geral, sequer existe uma lei de transformacao que permita obtermos a
matriz densidade de spin em um referencial, dado que sabemos seu valor em outro sistema
de referéncia (como veremos, relativisticamente é imprescindivel o conhecimento da parte
de momento do estado). A partir desse resultado, tem havido um crescimento constante
dessa area na interface entre informacao quantica e a teoria da relatividade, e os seus mais
diversos aspectos vem sendo analisados [74, 75, 76, 77, 78] (veja também a revisao [79] e
suas referéncias).

Antes de estudarmos os efeitos que a teoria da relatividade causa na teoria da in-
formacao quantica, precisaremos estudar o formalismo matematico necessario para tratar
tal problema de maneira consistente. Por isso, estudaremos na Secao 4.1 as representacoes
unitarias irredutiveis do grupo de Poincaré. Em seguida, na Segao 4.2, estudaremos as
desigualdades de Bell com particulas massivas de spin 1/2 nesse contexto relativistico. Na
Secao 4.3, motivados pela implementacao de protocolos de informagao quantica utilizando
satélites, estudaremos medigoes em estados de fétons emaranhados quando um dos dete-
tores move-se com uma certa velocidade constante. Por fim, na Se¢ao 4.4, analisaremos o

limite de Holevo quando o observador que faz as medigoes estd em movimento com relacao
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ao observador que envia o estado.

4.1 As Representacoes Unitarias Irredutiveis do Grupo de

Poincaré

A relatividade especial estuda os fenomenos fisicos que ocorrem no espaco-tempo de Min-
kowski. Este, é descrito pelo par (R*,7) onde, utilizando o sistema de coordenadas carte-

siano t,x,y, z, a métrica 1 pode ser posta na forma [2, 3]
n=—dt@dt +dx®dr+dy R@dy+ dz ® dz, (4.1)
ou na forma de elemento de linha
ds) = —dt* + da® + dy® + d2*. (4.2)

O conjunto de todas as transformacoes diferencigveis ¢ : R* — R* que mantém a métrica
de Minkowski, equagao (4.1) ou equagao (4.2), invariante forma um grupo de Lie de
dimensao 10 (onde o produto do grupo é a composi¢ao de fungoes) chamado grupo de
Poincaré, denotado por P. Todo elemento ¢ € P é da forma ¢(p) = Ap+a, onde p,a € R* e
A é uma transformacdo linear que satisfaz (Ax, Ay) = (x,%) para todo x,y € R* e (z,9) =
AT > 2'y® [80]. O conjunto de tais transformacoes lineares A formam um grupo de
Lie de dimensao 6, com relacao ao produto de matrizes, chamado grupo de Lorentz e é
denotado por O(1,3). Em notacdo matricial, podemos escrever (x,y) = xTny, onde 1 é
uma matriz diagonal com diag 7 = (—1,1,1,1). Com isso, vemos que (Az, Ay) = (x,y) se
e somente se ATnA = 1 e consequentemente det A = £1 ¢ (AOO)2 =1+>, (Aio)2 > 1.
Portanto, utilizando o sinal de det A e se A} > 1 ou A% < —1, podemos decompor O(1, 3)

em quatro componentes conexas, a saber,

L {A€O(1,3)|det A = £1,A% > 1},
LY = {AcO(1,3)|det A= +1,A% < —1}. (4.3)

Y

Como todo ¢ € P é da forma ¢(p) = Ap + a, e portanto se ¢1,¢02 € P temos que
P20 ¢1(p) = AaA1p+ (A2a1 + ag), podemos identificar P com o conjunto dos pares (a, A)
munido do produto (ag,A2)(a1,A1) = (A2a; + a2, A2Ay). Entdo, podemos decompor P
em quatro componentes conexas, dependendo da componente conexa de O(1,3) a que A

pertence. Ou seja,
Pl = {@nePperl},
P = {(a,A) e PIA € L;} . (4.4)

Experimentos mostram a violagdo da paridade e da reversao temporal e portanto, além

da métrica, devemos ter uma orientagao temporal (escolha continua de metade do cone
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de luz em cada ponto para representar a direcao do futuro) e uma orientacao espacial
(escolha continua ponto a ponto de uma orientacdo positiva ou negativa para triplas de
vetores tipo espago). Com isso, as simetrias do espago-tempo devem manter invariante,
além da métrica, a orientacao temporal e espacial. Por isso, vamos tomar como grupo
de simetria do espago-tempo o subgrupo PI do grupo de Poincaré, chamado grupo de
Poincaré restrito.

Suponha agora que temos um sistema fisico S e observadores™ O que carregam apa-
ratos de medida. Se aplicarmos a transformacao g € 731 tanto no sistema S quanto nos
observadores 0, obteremos o sistema S’ e os observadores O'. Por exemplo, podemos
rodar o sistema fisico e o aparato de medida ou dar um velocidade constante v para
ambos. A invariancia relativistica afirma que os resultados das medigoes feitas por O
em S devem ser idénticos aos resultados das medicoes feitas por @’ em S’. Em mecanica
quantica, estados do sistema sempre podem ser descritos pelas classes de equivaléncia
U = {AY)|A € C,|A| = 1}, onde [¢) € H, |[v]| =1 e H é um espaco de Hilbert (estamos
nos restringido aqui, sem perda de generalidade, a estados puros normalizados). Entao,
se o estado de S é descrito por \TJ, ao aplicarmos a transformacao de Poincaré g € 731 no
sistema obteremos o estado \ilg. Vemos entao que para cada g € 771 podemos definir a
aplicagao T, : P (H) — P (M), onde P () indica o conjunto de todas as classes de equi-
valéncia (i.e., todos os estados) ®, dada por T,® = ®,, para todo ® € P (H). A simetria
relativistica implica entao que todas as probabilidades de transi¢ao {\i/l, @2} = [{(Y1|12) ]2,
lih1) € Uy e |1hy) € Uy, sdo invariantes, i.e., [7'9@1,7'9\112} = {\ffl, @2} , para todo g € 731.
O resultado da aplicacao sucessiva de ¢g; e g2 no sistema pode ser obtido através da
aplicacao direta de gig2. Entao, vemos que Ty, Tg, = Tg,4,- Além disso, nao realizar ne-
nhuma operacao nao altera o sistema. Portanto, 7. = I, onde e é o elemento neutro de ”Pl
e I é a aplicacao identidade em P (). Um importante teorema devido a Wigner [81, 82]
afirma que toda transformacao 7 : P (H) — P (H) que preserva o produto de classes de
equivaléncia {@1, \ifg} definido acima provém de um operador unitario ou anti-unitario em

H.

Teorema 4.1.1 (Wigner). Seja H um espago de Hilbert e T : P (H) — P (H) tal que
[T, T = [9,0]

onde [@1,@2} = (1|2} |2, [1h1) € By e |1ho) € Wy. Entio existe um operador limitado U

*Observadores podem ser associados a tetradas {eo,...,es}, i.e., n(eve,) = nuv, onde identificamos
as curvas integrais de ep com as linhas de mundo desses observadores e {e1, e2,e3} (e suas combinagoes
lineares) com as possiveis dire¢oes espaciais (segundo esses observadores) ao longo das quais se orientam
os aparatos de medida. Para espagos-tempos mais gerais, tais tetradas poderdo sé existir localmente
[80] e por isso muitas vezes associamos observadores somente a campos vetoriais unitdrios tipo tempo.
Aplicar uma operacao de simetria ¢ em um conjunto de observadores corresponde a fazer d¢(e,) para
todo p € {0, ...,3}, onde d¢ indica a diferencial (ou push forward) de ¢ [2, 80].
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tal que: (1) Uly) € TW; (i) U(j1) + [2)) = Ulg) + Ulea); (iid) UA) = x(NU[9),
onde A € C e x(\) = X para todo \ ou x(\) = X\ para todo \; (iv) (U1 |Utba) = (1]1)s).

Como para cada g € PI_, T, mantém o produto [.,.] entre classes de equivaléncia
invariante, 7, provém de uma transformacao unitria ou anti-unitaria U(g) em H. Como
Te=1¢e Ty Ty = Tgig, temos que U(g1)U(g2) = w(g1,92)U(g192), onde w(g1,92) € C e
lw(g1,92)] = 1. A fase w(g1, g2) aparece porque U(g) determina o estado a menos de uma
fase. Como para grupos de Lie conexos todo elemento g pode ser escrito como g = h?,
onde h é algum outro elemento do grupo, a possibilidade de operadores anti-unitérios fica
excluida (ja que o produto de operadores anti-unitdrios é um operador unitario). Vemos
entao que o espaco de Hilbert H que descreve os estados de sistemas relativisticos devem
carregar uma representacao unitdria projetz'vaT (ou representagdo unitéria a menos de
fase) do grupo de Poincaré restrito. Entretanto, como mostrado por E. Wigner [83] e V.

Bargmann [84], temos:

Teorema 4.1.2. Toda representacao unitdria projetiva continua de 771 pode, através de
uma escolha adequada do fator de fase, ser colocada na forma de uma representacdo

unitdria continua de PL seu recobrimento universal [85].

Tome a aplicagdo A : SL(2,C) — Li dada por

A(A)p = ApAT, (4.5)

onde p € R* e

3 .
ﬁ=2p“"”:(pf”z pll]f)’
s p+ip® p’—p

com o9 = I e 0, j € {1,2,3}, sendo as matrizes identidade e de Pauli, respectivamente.

O mapeamento A : SL(2,C) — LL ¢ um homomorfismo entre SL(2,C) e L1 que é 2-1,

i.e., A é um mapeamento que associa a cada A € SL(2,C) uma transformagao de Lorentz

A(A) € L1, com A(A;As) = A(A)A(Az) edado Be L1, A(+A) =B, e f:peR* =

é um isomorfismo entre R? e o espaco vetorial real das matrizes complexas hermitianas
[86].

O grupo 751 consiste no conjunto dos pares (a,A), com a € R* e A € SL(2,C),

munido do produto (ag, A2)(a1, A1) = (aa+A(Az)a1, A2A;1). Devido as observagoes acima,

TUma representacio unitéria continua de um grupo de Lie G em um espaco de Hilbert A é uma aplicacio
que associa a cada elemento de g € G um operador unitdrio U(g) que satisfaz: (i) Para todo g1, g2 € G,
U(g1)U(g2) = U(g1g2); (ii) Se a sequéncia g, € G converge para g € G entao U(gn)|Y)) — U(g)|yp) para
todo |1) € H. Uma representagdo unitdria continua ¢ dita irredutivel se satisfaz (i) e (ii) e também a
seguinte condigao: (iii) Para todo subespagco vetorial fechado V' C H que satisfaz U(g)V C V, para todo
g € G, vale V = {0} ou V = H. Uma representacao unitdria projetiva é uma aplicagdo que associa a cada
elemento g € G um operador unitario U(g) que satisfaz as condigdes (i) U(g1)U(g2) = w(g1,92)U(9192),
onde g1,92 € G e w(g1, g2) € C com |w(g1, g2)| =1 e (ii) definida acima.
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vamos considerar 751 ao invés de 731 como sendo o grupo de simetria. Vemos que a
simetria relativistica impoe que devemos ter uma representacao unitaria do grupo 751
As representacoes unitarias de 751 podem ser decompostas em representacoes unitarias
irredutiveis [83, 84]. Portanto, vemos que o estudo de sistemas relativisticos consiste em

estudar as representacoes unitarias irredutiveis do grupo 731.

4.1.1 Classificacao das Representagoes Irredutiveis de 751

A classificacdo das representagoes unitarias irredutiveis do grupo de Poincaré é um pro-
blema estritamente matemaético e por isso, sera descrita no Apéndice C. Aqui, vamos
apenas enunciar os resultados provados no apéndice.

Seja U : (a,A) € 751 — U(a, A) uma representacao unitaria irredutivel de 751 em
um espaco de Hilbert H. O conjunto formado por todas as translagoes (a, ) forma um
subgrupo abeliano de 751 Como este subgrupo é comutativo e T'(a) = U(a, I) é continua,
podemos escrever T'(a) = e~ “%") onde (a, P) = —a’P’ + 3", a'P’ e 0s P*, € {0, ..., 3},
sao operadores auto-adjuntos que comutam entre si. O operador P° é identificado com a
energia e os P’ com os momentos lineares do sistema. O espectro conjunto dos operadores
P* ¢ um subconjunto do R* (chamado espaco dos momentos). O niimero real (p, p) = —m?
e o sinal de p° sdo dois dos pardmetros necessirios para classificar as representacoes
irredutiveis de 751 (representacoes rotuladas por m's diferentes nao sdo equivalentes). O
numero m é chamada massa do sistema. As representagoes de interesse fisico (além do
caso m = 0 e p° = 0, que representa o vacuo) sao as que satisfazem m?>0ep’>0esio
realizadas no espaco de Hilbert H ~ L?(R3,dp) ® b, onde L?(R3, dp) indica o conjunto
das funcoes complexas de quadrado integravel com relacio & medida dp = dp'dp?dp® e b

é um espaco de Hilbert de dimensao finita chamado de little space. Defina os conjuntos

{p € R*|(p,p) = —m* < 0,p" > 0},
0+ = {peRY(pp)=0,p">0} (4.6)

m4

e tome um ponto p € my (ou 04). O conjunto G(p) = {W € SL(2,C)|A(W)p = p} é
chamado little group ou grupo estabilizador de p. Se (a, A) € 751, a acao de U(a, A) em
L?*(R3,dp) ® b é dada por

(A1p)°

o P4, A~'p)p(A~p), (4.7)

(U(a, A)¢) (p) = e ")

onde ¢ € L*(R3,dp) ® b, D é uma representacdo unitaria irredutivel do little group G(p)
embeA=A(A). Aqui, W(A,p) = L~ (Ap) AL(p), onde A, L(p) € SL(2,C), p € my
(ou 04+) e A(L(p))p = p. Vemos entao que W(A,p)p = p e portanto W(A,p) é um
elemento do little group G(p).

Para m > 0, vamos tomar p = (m,0,0,0) € m,. Nesse caso, o little group é G(p) ~
SU(2). A élgebra de Lie su(2) do grupo SU(2) tem geradores S;,i € {1,2,3}, chamados
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operadores de spin, que satisfazem

[Si, 8] =1 €ijnSk- (4.8)

k
As representagdes unitérias irredutiveis de SU(2) sao bem conhecidas [87, 88]. Elas sao
todas de dimensao finita e podem ser classificadas pelos auto-valores s(s+ 1) do operador
5% =3".(8:)?, s € {0,1/2,1,3/2,...}. O valor s é chamado spin da representagdo. Logo,
podemos tomar o little space como sendo h = C25*1. O par (m,,s) caracteriza comple-
tamente as representagoes unitarias irredutiveis de massa m e spin s de 751 Estaremos

interessados em sistemas de spin 1/2, i.e. s = 1/2. Nesse caso,
D' (W(A,p)) = W(4,p), (4.9)

onde D? indica a representagao se spin s do SU(2) em CsstD) ¢ [89]

B (p” + m)og cosh § sinh §[p - e og +i(e x p) - o]
S (R (Y Ly e () (L) S
W(R,p) = R, (4.11)
onde
K = cosh(a/2)I + sinh(a/2)e - o e R = cos(6/2)] +isin(6/2)n - o. (4.12)

Temos que A(K) e A(R) correspondem a um boost na dire¢cao do vetor unitdrio e com
velocidade v = (tanh a)e e uma rotagao por um angulo # em torno da dire¢ao definida
pelo versor n, respectivamente. Aqui, o = (01,02,03) e 09 =1 e 0, j € {1,2,3}, s@o as
matrizes identidade e de Pauli, respectivamente. O vetor S = I ® o /2 é chamado spin de
Wigner.

J& no caso m = 0, tome p = (1/2,0,0,1/2) € 04. Entao, o little group G(p) é formado
pelos elementos A(z, e¥/?) € SL(2,C) dados por

eigp/? Ze—i<p/2 )
Y

0 i (4.13)

Az, e#/?) = <

onde z € C e p € R. A 4lgebra de Lie g de G(p) tem geradores t1,t, e J3 que satisfazem

[J3, 1] = ity (4.14)
[J3,t2] = —ity, (4.15)
[t,t] = O. (4.16)

As representagoes unitarias irredutiveis do little group G(p) de interesse fisico sdo as com
dimensao finita (grau de liberdade de spin discreto). Elas sdo todas unidimensionais e séo
dadas por [90, 91, 92]

U(A(z,e%/?)) = e7¢, (4.17)
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onde o parametro A € {...,—1,-1/2,0,1/2,1,...} é chamado de helicidade. Com isso, o
little space é h = C. Portanto, (04, ) caracterizam completamente as representagoes
unitarias irredutiveis de massa 0 e helicidade A.

Fétons podem ter tanto helicidade A = 1 quanto helicidade A = —1. Estados com
helicidades opostas estao ligados pela operagao de inversao espacial (que, para o eletro-
magnetismo, é uma simetria). Por isso, vamos tomar o espago de Hilbert dos estados
do campo eletromagnético como sendo L?(R?,dp) ® C2. Os elementos de matriz (em
uma base de auto-vetores de J3) da representagao unitaria D do little group G(p) em
C? ~C @ C sao:

D (A(z,€%/%)) = e 7265, (4.18)

A, N € {—1,1}. No caso que estaremos interessados, boosts na dire¢ao z, temos [93]
D (W (Ks,p)) = b0/ (4.19)

onde K3 = cosh(a/2)I + sinh(a/2)os.

Toda transformacao de Lorentz I' pode ser escrita como I' = BR, onde B é um bo-
ost € R é uma rotagao [94]. Como vimos acima, B = A(K) e R = A(R), com K e R
dados na equacao (4.12), logo I' = A(KR). Portanto, saber qual a acdo de K e R em
H ~ L?(R3, dp) ® b determina a acdo de qualquer transformacdo de Lorentz restrita I'.
E claro que, pela definicao de A, —K e —R geram o mesmo boost e rotacao que K e
R, respectivamente. A diferenca, quando existe, entre as agoes de K, R e —K,—R em
L?(R3,dp) ® b é de um sinal global e portanto sio fisicamente equivalentes. Tendo em
vista isso, vamos convencionar que sempre usaremos K e R para representar boosts B e
rotagoes R em L1 e vamos usar U(a,A) e D(A, p) para representar U(a, A) e D(W (A, p)),
respectivamente, onde A = A(A) e A = KR. Assim, fica claro qual transformacao de Poin-
caré restrita estamos utilizando (apesar da representagao U se referir ao seu recobrimento

universal).

4.2 A Influéncia do Movimento dos Detetores nas Desigual-
dades de Bell

As desigualdades de Bell podem ser consideradas um dos marcos da fisica do século XX.
Como vimos na Secao (3.4.2), ela nos permite distinguir, de maneira objetiva e passivel
de teste experimental, a mecanica quantica de teorias realistas locais. Atualmente, expe-
rimentos mostram a violagao da desigualdade de Bell CHSH por mais de trinta desvios
padrao [63]. Agora, vamos analisar como um dos pilares da fisica moderna, a teoria da
relatividade, influencia a correlagao de spins de férmions emaranhados e, em particular,
as desigualdades de Bell [17].

Vamos tomar um sistema composto por duas particulas A e B de spin 1/2 com massa

m e momento angular de spin total nulo. O spin de cada particula é medido ao longo
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de uma direcao arbitraria no plano ylz. Vamos tomar a distancia, ao longo do eixo z,
entre os detetores que medem o spin grande o suficiente para que as medicoes estejam
desconectadas causalmente. Como vimos na Segao (3.4.2), qualquer teoria realista e local
deve satisfazer a desigualdade de Bell CHSH

|E(a2,b1) + E(az,bz) + E(al,bl) — E(al,b2)| <2, (420)

onde a; (i = 1, 2) sao dois vetores unitarios contidos no plano y_L z ao longo dos quais o spin
s da particula A é medido, e analogamente para os dois vetores unitarios by (j =1,2) e
spin sp da particula B. Lembramos aqui que

P

E(aj, by) = lim > (aj-sa)(bj-sp) (4.21)
n=1

¢é a funcao correlagao de spin obtida apds realizarmos um nimero arbitrariamente grande
N de experimentos, e a; - s4 e b - sp tomam os valores +1/2.

Vamos agora testar a desigualdade (4.20) no contexto da mecéanica quantica, onde
agora permitimos que os detetores que medem os spins das particulas A e B se movam
ao longo do eixo z. Como vimos na Secao (4.1.1), os estados de particulas de massa
m > 0 e spin s = 1/2 sao representados por 2-espinores, i.e., vetores normalizados no
espaco de Hilbert L?(R3,dp) ® C? que carrega uma representacio unitaria irredutivel
U(a, ) do grupo de Poincaré restrito. Entao, o espago de Hilbert que descreve o sistema
composto pelas duas particulas de spin 1/2 é (LQ(]RS,dp) ® (Cz) ® (LQ(Rg,dp) ®(C2).
Equivalentemente, usando a notagao de Dirac, podemos representar os estados do sistema

pelos vetores

9) = 3 [ dpadpavisus (P, pe)lsa.pa) © [51.25) (4.22)
SA,SB
onde
S [ dpadonlieses (oape)? = 1 (4.23)
SA,SB
<3/X7piX|SX7pX> = 5s’X sxé(p,X - pX)7 (424)

e X = A, B distingue entre as duas particulas. Tomando P)‘é eS¥=T®aX /2 como

sendo os operadores de quadrimomento e spin, respectivamente, temos

P;\Sxap)d = pl;(|5X,pX>

5§(|8X,px> = SX\3X7PX>

com px = (1/p% +m?,px) e sx = £1/2. Vamos assumir agora que o sistema formado
pelas duas particulas de spin 1/2 foi preparado (no referencial de laboratério) no estado
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singleto

1 fxa(pa) 0 B 0 fis (PB)
Vipape) = V2 [( 0 > ; ( fies(PB) ) < fra(pa) ) ; ( 0 )]

de onde se 1é que
1
¢sAsB(pA7PB) = \ﬁka(pA)ka(pB)@sA 1/2 533 —1/2 — 5sA —1/2 533 1/2)' (4.26)

Estamos descrevendo as particulas A e B por pacotes de onda Gaussianos:

Jex (Px) = 78/ 8/2=(Px—kx)?/(20?),

w € Ry, e assumindo que elas se movem ao longo do eixo x em direcoes opostas com
momentos (no referencial de laboratério) dados por: ka = —kp = (|k[,0,0).

Agora, podemos discutir as medicoes de spin quando os detetores agindo nas particulas
A e B tem velocidades v4 = (v4,,0,0) e vg = (vg,, 0,0), respectivamente. No referencial
préprio de cada um dos detetores, o operador que descreve a medi¢ao do spin em uma
dada direcdo u é dado por S¥ - u. Entéo, no referencial de laboratério, o operador que

descreve o detetor agindo na particula X = A, B é dado por

Ul(Agy) (8% -u) U(Aay), (4.27)
onde
coshay, sinhag, 0 0
sinhag, coshag, 0 0
Aay = :
0 0 10
0 0 01
com g, = —tanh™! vy - Com isso, se o sistema total estd no estado |¢), a funcao

correlagao de spin, E(u,v), quando os detetores estao em movimento fica

Buv) = 40| [U'(Aq,) (8% 0) U(Aa)| @ [UF(Ag,) (SP - 0) U(Aay)| )
= AU (Ad,) @ U'(Aay) (87 1) @ (87 v) U(Aa,) @ U(Aay)[9),
(4.28)

onde u,v € R? e ||u| = ||v|| = 1. Entdo, os detetores verdo, em seus referenciais préprios,

o estado ) que descreve o sistema total transformado através da transformacao unitaria:

[¥) = [¥') =U(Aa,) @ U(Aap) 1) (4.29)

Lembramos, veja a equacao (4.7), que a agdo do boost U(Ag,) em um 2-espinor ¢ €
L?(R3,dp) ® C? ¢ dada por

L o\ 1/2
(8axx)

(U(Aay)9) (Px) = . Dz (A, Aylpx)o(A 'px).  (4.30)
X
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Das equagoes (4.9) e (4.10), vemos que

DA (Ao py) = — P+ m)og cosh(aay /2) (P%05 + i3 € pxop ) sinh(aay /2)
o (0% +m) [(Aaypx)® +ml} Y {0 +m) [(Aaypx)® + m]}l/f >
4.31

onde 05( =1%e O"i(, k € {1,2,3}, sdo as matrizes identidade e de Pauli, respectivamente,
agindo nos graus de liberdade de spin da particula X e (pk,p%,p%) = (0%, %, P%)-
Entao, usando as equagoes (4.25), (4.30) e (4.31) obtemos que o estado

V' (pa,pB) = (U(Aay) @ U(Agy)Y) (Pa, PB)

/ _ 1| [ ai(pa) bilpe) \ [ —a2(pa) ba(pn)
VP = ﬁ[( a2(p.1) ) N ( ba(ps) ) ( ai(pa) ) N ( bi(pp) )]
(4.32)

Esse é o vetor de estado que os detetores de spin irdo efetivamente medir. Aqui

) = Kafic,(an)[Ca(dh +m) + Salgh +ig%)),
az(pa) = Kaf,(d4)Sada,

)

)

bi(ps) = —KBfxs(aB)SBAE,
b2(PB) = KB iy (aB)[Ca(dk + m) + Sp(dh — iq})],
onde
Kx = (¢%/p%)"*/ (g% +m)(p% +m)]"/%,
ax = Aglpx,
Cx = cosh(agy/2),
Sx = sinh(ag,/2).

Agora, como os detetores s6 medem os graus de liberdade de spin, vamos tomar o traco
nos graus de liberdade de momento. Sendo assim, a matriz densidade reduzida 7 ¢ dada
por

T = /dpAdew’(pA, pp)Y (pa. PB)

= (1 ®p1— p2® ph— p3 ® P+ ps @ ply) /2, (4.33)
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onde

pL®py =

[dplai|* [ dpaia; ) “ ( [dplbi|* [ dpbibs )

< [ dpaiay [ dplas|® [ dpbiby [ dp|bo]?
d d dpbibs — [dp|b1]?
09 ®p’2 _ f pajaz f pal ® f P0102 f PL1| ’
fdp|a2\2 fdpalag fdpb% — fdpblbz
~ [dpasar — [dplas? \ (' [dpbib, [ dph;’
[dpai*  [dpaiaz — [dp[bi]* — [ dpbaby

dplas|?* — [dpaja dp|bs|?  — [ dpbibs
@, = < [ dplas] fp12>®< [ dp|be| fp12>.(4‘34)

— [dpataz [ dpla:|? — [dpbiby [ dplbi|?

Como a transformacao U(Ag, ) é unitéria,

p3® py =

1:/@mﬁ=/@w#+mm (4.35)

Portanto, definido V(ag,) = [ dplaz|?, obtemos que [dplai|> =1 — V(ag,). Explicita-
mente, V' (ag,) é dado por

‘2 z2

_ Xy | fxa(aa)l*q
V(adA) - Slnh2 (7) /qu (q% T m)(p% _ﬁm)7

(4.36)

onde foi usado que dpx /pg( = dqyx/ qg( e qx = A;;px. Vamos analisar agora o termo
[ dpaiaz. Integrando primeiro em ¢* e usando que as fungdes a; e ay sdo par e fmpar
em ¢, respectivamente, vemos que [ dpajaz = 0. Em seguida, calculando (a1)? e |a1|? e

integrando-os, encontramos a relagao

/dp la1)? = /dp (a1)* 4 2V. (4.37)

Com isso, como [dp |ai|> =1 -V, temos que [dp (a1)* =1 —3V.
Procedendo de maneira andloga para os outros coeficientes da equacao (4.34) associa-

dos com a particula B obtemos, definindo W (ag,) = [ dp |b1|%, que

v P =1, [dp bt —0e [dp (b =13,

onde
o (O | fxp (aB) a5
W{(ag,) = sinh ( 5 )/qu @+ m) %+ m)’

(4.38)

Logo, temos
; 1-V 0 w 0 0 1-3V 0 -Ww
T = X + &
0 Vv 0 1-Ww -V 0 1-3W 0
0 -V 0 1-3W Vv 0 1-w 0
& + ® .
1-3V 0 -Ww 0 0 1-V 0 w
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Figura 4.1: F(¢) dado na equacgao (4.45) é plotado como uma fungao de ¢ com w = 4 para
diferentes valores de . Os graficos da esquerda e direita assumem |k| = 0.01 e |k| = 100,
respectivamente. Para a = 0 recuperamos o resultado usual das desigualdades de Bell.
Para a 2 1.39, e a 2 3.12, temos que F(¢) < 2 para os resultados da esquerda e direita,

respectivamente.

Agora, vamos usar os resultados acima para investigar a equagao (4.20). Como vimos na

Segao (3.4.2), o lado esquerdo dessa equagao pode ser expresso como
|E(ag,b1)+E(az,b2)+E(ai,b1)—E(az, b2)|=[(C)| (4.39)
onde (C),s = tr(7'C)) e lembramos que
C=(c" az)@[c” (b1 +b2)]+ (6" a1)®[o” - (b1 — b2)].

Usando que
(e u)®@ (68 -v))py=—(1-2V)1—-2W)u-v, (4.40)
onde u,v = aj,ag, by, be, podemos colocar a equagao (4.39) na forma
(C)rr| = [((6 - az) @ (67 - b1))r + (0 - a2) @ (07 - ba)) 7
+((a*-a1) ® (67 - b1)) — (0 -a1) @ (67 - ba)) |
e finalmente como
(O] = (1= 2V)(1—2W) [(C),."| (4.41)

com

’<C>T’0’ = |ag - by +az-ba+a; by —aj - bl

Note que quando os detetores estao em repouso, o, = a4, = 0, recuperamos o resultado:

C) | = [(C)+°], i.e. a ndo trivialidade introduzida pelo movimento dos detetores pode
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Figura 4.2: F(¢) dado na equagao (4.45) é plotado como uma funcao de ¢ assumindo
o — 00 para diferentes valores de . Os gréficos da esquerda e direita assumem |k| = 0.01
e |l~€] = 100, respectivamente. Para w = 0 recuperamos o resultado usual das desigualdades
de Bell. Para @ 2 0.87 e w 2 0.37, temos que F(¢) < 2 para os graficos da esquerda e

direita, respectivamente.

ser isolada no fator multiplicativo (1 — 2V')(1 — 2W). Definindo «;, 5; (i = 1,2) como os

angulos entre aj, b; e o eixo y, respectivamente, obtemos

(C)7"| = | cos(az — 1) + cos(az — Ba) + cos(ar — f1) — cos(ar — fa)].
Vamos analisar primeiro o caso em que ag = by. Assumindo isso e
¢ = cos '(ay - ag) = cos (by - by),
obtemos
HC) 7 |lag=b, = (1 —2V)(1 —2W) |1 + 2 cos ¢ — cos(29¢)]. (4.42)

Vamos nos concentrar no caso em que ambos os detetores movem-se em dire¢oes opostas
com a mesma rapidez (resultados andlogos sao obtidos nos outros casos): ag, = —q, =
—lal, i.e. vg, = —vg, = tanh|a|. (Para |k| = |k|/m < 1, uma andlise numérica mostra
que resultados similares sao obtidos nao importando se os detetores se afastam ou se

aproximam, como deveria ser.) Por simplicidade, vamos definir

adA 7OldB

F(¢) = {C)r|agn,

Entao, usando as equagoes (4.36)-(4.38) temos

Vi=la) = W(lal)

sinh?(|a|/2) _ .
= N / dq/ dq"G(¢*,q") (4.43)
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onde usamos coordenadas cilindricas com ¢* como eixo de simetria e

(@)% exp [—((@" — [K])* + (")) /@?]
(@° + 1)(¢° cosh |a| — ¢* sinh |a| + 1)

G(q%,q") = (4.44)

com ¢~ = q"/m, ¢ = ¢*/m, ¢ = \/((jx)2 +(7")2 + 1, |l~€] = |k|/m e w = w/m. Entao,

finalmente obtemos a seguinte expressao:
F(¢) = Fy|1 + 2cos ¢ — cos(2¢)|, (4.45)

onde Fy = [1 — 2V (—|a)]®2. Quando o pacote de onda é muito estreito no espago dos
momentos, i.e. w < 1, é facil resolver a integral na equagao (5.53) analiticamente para o
caso em que as particulas movem-se lentamente, i.e. k ~ 0. Basta expandir o integrando
em série de poténcias em ¢* e §", resolver as integrais Gaussianas e reter apenas os termos

de ordem mais baixa em w. Com isso, podemos escrever a equagao (4.45) como

_ 72 2
F(o)|%0, = <1 - wz tanh? E{|> |1+ 2cos ¢ — cos(29)]. (4.46)

Vemos facilmente que para w — 0, recuperamos o resultado usual da desigualdade de
Bell independentemente da velocidade dos detetores, i.e. a nao trivialidade gerada pelo
movimento do detetor na equacao (4.46) nao estd presente quando as particulas emara-
nhadas sdo descritas por auto-estados de momento [95, 96]. Isso acontece porque somente
quando as particulas sao descritas por pacotes de onda, [1)) (que é um estado puro de
acordo com os observadores em repouso no referencial de laboratério) é um estado misto
para os observadores em movimento, quando estes ignoram os graus de liberdade de mo-
mento [11]. Como a transformacao (4.30) depende do momento, vemos que ela emaranha
esses graus de liberdade com os graus de liberdade de spin. Isso faz com que a informagao
armazenada apenas em spin quando os detetores estao parados passe a estar armazenada
também nas correlagoes entre spin e momento quando os detetores estao em movimento.
Isso faz com que essa informacao fique escondida ao se tracar os graus de liberdade de
momento.

Na Figura 4.1 nés plotamos F'(¢) para diferentes velocidades dos detetores, i.e. |a|’s,
assumindo um pacote de onda com w = 4. Os graficos na esquerda e na direita tomam
k| = 0.01 e |k| = 100, respectivamente. Note que o resultado usual para a desigualdade de
Bell é recuperado para o = 0 mas deixa de ser recuperado quando os detetores se movem.
> 1.39, e

~

De fato, F(¢) decresce conforme a velocidade dos detetores cresce. Para «
a 2 3.12, temos que F(¢) < 2 para todos os valores de ¢ para os casos |];:| = 0.01
e \ic\ = 100, respectivamente, i.e. para esses intervalos de a a desigualdade de Bell
nao é violada para nenhum valor de ¢. Na Figura 4.2 plotamos F(¢) para diferentes
valores de w quando os detetores movem-se com velocidades ultra-relativisticas: o — oo.
Novamente assumimos que |k| = 0.01 e |k| = 100 para os gréficos da esquerda e da

direita, respectivamente. Vemos que para w — 0, recuperamos o resultado usual para a
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Figura 4.3: J(«) dado na equagao (4.47) é plotado como uma func¢ao de a assumindo
w=4e |I§:] = 100. Para a = 0 recuperamos o resultado usual das desigualdades de Bell.
Para todo a 2 3.97, temos que J(a) < 2 e portanto nao hé violacao das desigualdades de
Bell.

desigualdade de Bell porém, conforme a largura @w aumenta, F'(¢) diminui. Isso reflete
que a nao trivialidade associada com o movimento dos detetores nao se manifesta quando
as particulas emaranhadas sdo descritas por auto-estados de momento. Para w = 0.87 e
w 2 0.37 temos que F(¢) < 2 para todos os valores de ¢ para os graficos da esquerda e
direita, respectivamente.

Por fim, vamos analisar o comportamento da desigualdade de Bell em funcao da veloci-
dade dos detetores para a configuracio a; = (0,0,1),as = (0,1,0),b; = —(0,1/v/2,v/2) e
by = (0, —1//2,1/4/2). Como vimos na Secao 3.4.2, tal configuracao leva & uma violacio
maxima das desigualdades de Bell. Substituindo os a; e b; acima na equacao (4.41) e

assumindo novamente que oy, = —0q, = —|a|, obtemos
J(@) = [(C)rr] = 2v2[1 — 2V (—Ja])]. (4.47)

Na Figura (4.3), plotamos J(«) em fungao da rapidez « dos detetores. Vemos que conforme
a cresce, J(a) decresce até que, a partir de a ~ 3.97, a desigualdade de Bell ndo é mais
violada.

Algum esforco experimental para verificar a influéncia do movimento dos detetores
nas desigualdades de Bell pode ser encontrado em [97]. A generalizagdo natural dos
resultados acima para fétons exige o emaranhamento de fétons polarizados horizontal e
verticalmente. Analisaremos tais sistemas na préxima segao. Entretanto, a referéncia [97]
utiliza fétons emaranhados em tempo-energia o que torna os resultados dificeis de serem
comparados. Experimentos testando a desigualdade de Bell CHSH para férmions foram
realizados recentemente [98, 99]. O aspecto mais desafiador para testar os resultados

acima consiste em dar um boost nos detetores para que estes atinjam altas velocidades.
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Esse problema pode ser contornado mantendo os detetores em repouso e dando um boost
apropriado nos estados: [¢)) — |[¢') = U(Ag,) @ U(Ag,)|t). Verificar experimentalmente
os resultados analisados aqui seria extremamente interessante ja que seria uma verificacao

experimental indireta de todo o arcabouco tedrico utilizado.

4.3 A Influéncia do Movimento dos Detetores em Medidas

com Fotons Emaranhados

Atualmente, hd um grande interesse em testar a mecénica quantica em grandes escalas
espaciais e implementar protocolos de informacao quantica em escala global [100, 101,
102, 103, 104]. Fétons parecem ser os sistemas fisicos ideais para tais propésitos. Como a
tecnologia atual limita o uso de fibras éticas nesse contexto a uma distancia da ordem de
100 km [105], a alternativa mais vidvel para ir além é a da transmissao pelo espago livre
usando satélites e estagoes terrestres [14, 15, 16]. Aqui, ndo vamos discutir os enormes
desafios tecnoldgicos associados a esses experimentos. Ao invés disso, vamos nos con-
centrar em uma restricao fisica intrinseca imposta pelo movimento dos satélites quando
a relatividade especial é levada em conta [18]. Abordaremos essa questao estudando as
desigualdades de Bell CHSH para dois f6tons emaranhados quando um dos detetores tem
uma certa velocidade.

Vamos tomar um sistema composto por dois fétons, A e B, emitidos em uma cascata
SPS [36] em direcoes opostas ao longo do eixo z. As polarizagoes dos fétons A e B
sao medidas em dire¢oes arbitrarias definidas pelos vetores unitarios a; e b; (4,7 = 1,2),
respectivamente, que sao ortogonais ao eixo z. A distancia entre os dois detetores é grande
o suficiente para fazer as duas medigoes desconectadas causalmente. Entao, como ja vimos

na Secao 3.4.2, qualquer teoria realista e local satisfaz a desigualdade de Bell CHSH

’E(ag, bl) + E(ag, bg) + E(al, bl) — E(al, b2)| < 2. (4.48)
Aqui,
1 N
— 1 A B
E(aj, b;) = A}l_f}t(l)oNni_an (a;) P2 (b;) (4.49)

¢é a funcao de correlagao de polarizacao obtida apods a realizacao de um nimero arbitrari-
amente grande N de experimentos e P (a;) assume os valores +1 ou —1 dependendo se
a polarizacao do féton A é medida ao longo de a; ou ortogonal a ela, respectivamente, e
analogamente para PP (b;).

Agora, vamos estudar a desigualdade (4.48) no contexto da mecanica quantica, quando
um dos detetores (por exemplo, carregado por um satélite) se move ao longo do eixo z.

Aqui, serd conveniente usar a notacao de Dirac. Os estados normalizados do sistema de
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dois f6tons sao escritos como [106, 107]

)= 3 [ dicadin v, Ok klkea, 82) @ e 622) (4.50)
A, AB
onde
N o
(K'x[kx) =6(k'x —kx), (GX1E5) =0
€
> | dkadkpli,ag (ka, kp)* = 1. (4.51)
AAAB

Aqui, X = A, B distingue entre as duas particulas, kx = (||kx| ,kx) é o quadrimomento
da particula X e Ax = £1 descreve dois auto-estados de helicidade ortogonais ’gﬁi ) para

um momento espacial fixo kx. Aqui, \q\é ) estd associado com o vetor complexo
& = R(kx)e)™ 4.52
€y = Blkx)ecx, (4.52)
onde &x = (1/v/2)(1,isx,0) sdo vetores ortonormais no plano z Ly e

cosfcos¢p —sinf cos¢sinb
R(kx)= | cosfsing cos¢ singsind (4.53)

—sin6 0 cos 0
¢ a matriz que leva z = (0,0, 1) em
kx = ky /| kx| = (sinf cos ¢, sin @ sin ¢, cos )

A s . . . A .
com 6, ¢ sendo os angulos esféricos usuais. Em seguida, usando |ek’; ), definimos um novo

par de estados normalizados [106]

v (kx)[E, ) + 2 (kx)lg, )

& (o)) = o) 2 1 Ja (k)12

(4.54)

) Cyr(kx)E,) +y-(kx)lé )
&y (kx)) = s () 2 + [y () 272 (4.55)

associados com os vetores unitdrios €;(kx) e €,(kx) que (i) sao os vetores unitarios mais

préximos a x = (1,0,0) e y = (0,1,0), respectivamente, e (ii) estdo contidos no plano

ortogonal a kx. Aqui,

24 (kx) = —=(cosfcos ¢+ ising), (4.56)

-5l
[N

y+(kx) = \ﬁ(cos@sinqﬁq:icosqﬁ), (4.57)

e notamos que €,(ky) e é,(kx) nao precisam ser mutuamente ortogonais. Usando as

equacoes (4.54)-(4.55), os estados de polarizacao horizontal e vertical podem ser definidos

como

1) = [ i fo )l exx) (4.58)
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Vi) = [ dic fo ) . &, cx ), (4.59)

respectivamente, onde a funcao Gaussiana fp, (kx) dé a dispersao em momento do féton.
Impondo que a dispersao estd restrita ao plano z Ly e é descrita por uma fungao Gaussiana,

escrevemnos
| fox (kx)? = 7w 28(k% — pi)e” *%/° (w > 0), (4.60)

onde k% = 1/ (k%)? + (k% )? e assumimos que pa = —pp = (0,0,]p|) j& que os fétons A
e B movem-se em direcoes opostas ao longo do eixo z.
Assumindo agora que o sistema de dois fétons foi preparado, no referencial de labo-

ratério, no estado
1

V2

vamos investigar as correlagoes de polarizacao quando o detetor que mede, por exemplo,

1) (1Ha) @ [Hp) + |[Va) ©|VB)), (4.61)

o féton A é carregado por um satélite com velocidade v = (0,0, v), enquanto o outro, que
mede o foton B, permanece em repouso na estacao terrestre. Sendo assim, de maneira

andloga a equagao (4.29), o estado que os detetores irao efetivamente medir é

[¥) = [¥') =Ua(A) @ Ipl), (4.62)

onde I é o operador identidade no espago de Hilbert da particula B e

N 1/2 N
Ua(M) ke, @0) = [(A ka)°/kS]Y? ST Dy (A ka)[Aka, ). (4.63)
N, =1

Como vimos na Secao 4.1.1
Dy a, (A ka) = exp [=iXyo(A,ka)loy, (4.64)

¢ a rotagao de Wigner, onde ¢(A,ky4) é o fator de fase [93, 108, 109]. Recordamos que
Ak, denota a parte espacial do quadrivetor Ak4. Como tomamos o satélite movendo-se

ao longo da direcao z com velocidade v, a matriz de boost A correspondente é

cosha 0 0 sinha
0 1 0 0
Az =
0 0 1 0
sinha 0 0 cosha

com a = — tanh ™! v. Pela equacdo (4.19), vemos que ¢(Az,k4) = 0. Usando as equacoes (4.61),
(4.62) e (4.63) obtemos

¥) = —=(1H4) © |Hp) + V) @ V), (4.65)
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onde

) = [ dicay/ (A2 )1 foy(22) 1K)

(A2 ) ka, &) + o— ([Az] k) lka, &)
o (A2] k) + o (A2l k) PT2

(4.66)
V) = [ dica/(A2 1000/ Foa([A2) k)
y+ ([Az] " ka)ka, & ) +y-([Az]"ka)lka, &)
Ty (Al k) P + Jy—([Az] k) 7172
(4.67)

Agora, vamos restringir as medidas de polarizagao dos fétons ao plano x_Ly. Entao, é

util definir os operadores
Py = |ex)ix| @ IS, P =lix) (x| @ I, (4.68)
Py, =gx) x| @ I, Ppy = [gx){@x| ® I, (4.69)

onde Ili( é o operador identidade agindo no espaco de momento da particula X e

ix) = 2y (kx) |80 ) + 2 (kx)[& ) + 2u(kx)[Ey ) (4.70)

[9x) = v+ () &) + - (k)8 ) + () |6 ) (4.71)
estao associados com os vetores unitdrios x = (1,0,0) e y = (0,1,0), respectivamente.
Recordamos que 4 (kx) e y+ (kx) sio dados nas equacdes (4.56) e (4.57) e 2;(kx) = %-ky,
ykx)=y- ky. Para podermos formar uma base ortonormal, introduzimos um estado
de polarizacao longitudinal nao fisico ]€LX> associado com o vetor €{<X = k. Usando as

equagoes (4.68)-(4.69), podemos definir o operador
oy = (Pg, — PX)cos2p + (P + PX)sin2p, (4.72)

que serd 1til para calcularmos o lado esquerdo da desigualdade de Bell CHSH (4.48). Os

X
)

diregoes que formam angulos ¢ e ¢ + 7/2 com relagdo ao eixo x, respectivamente. A

auto-valores +1 e —1 do operador o correspondem a auto-estados de polarizacao com
correlagao entre as medidas de polarizacao para as duas particulas A e B associadas com

dire¢oes definidas pelos angulos ¢ e w, respectivamente, é dada por
(08 @ oB)y = (V]od @ oZ|W), (4.73)

onde |¥) é o estado do sistema de dois fétons.
Usando a equagao (4.65) vemos que
1
(op @0y = 5 |(Halop|HA)(Hplow|Hp) + (Halop| Vi) (Hplom|Va)
+  (Valop|Ha)(VBlow|Hp) + (VAloy|Va) (VBlow|Ve) . (4.74)
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Usando as equagoes (4.68)-(4.69) e (4.72), obtemos

(Hilog|HYy) = (<H;1|Pm’H,,4>_<Hf4’Pyy|Hf4>)COS2SO
+ ((Ha|Pey|Hly) + (H | Pyo| HYy)) sin 2, (4.75)

com

/ o 2 [24(qa)T (ka) + 2 (qa)7- (ka)[’
<HA‘P$$’HA> - /dkA |fPA( )‘ ‘1'+<(]A)|2+’513_(q,4)‘2

2 ‘5U+(OIA)§+(kA) +z-(qa)y_ (kA)}2
[z (aa)]? + |z—(qa)|?
/ oo in 2 [24(qa)T (ka) + 2—(qa)T-(ka)]
P = [ dagd fy a S C
y (24 (qa)74 (ka) + 2 (qa)7_(ka)]
Vize(aa)? + [z (qa)?

(Hy [Py ) = / ks T |pr< Al

(4.76)

onde g4 = Az'ka e lembramos que (H',|Py,|H') = (H|P,:|H’,). Notemos que, dado
c/|lc|]| = (sin @ cos ¢, sin O sin ¢, cos #) € R3,

z

cosf = B
(Cz)2+(cr)2
sinf = —— o (4.77)

(cz)2 I (Cr)z’

com ¢ = /(c*)2+ (c¥)2. Entdo, fazendo a mudanga de varidveis g4 = A'k4, usando
que dqa/q” = dka/ k94 e escrevendo as integrais acima em coordenadas cilindricas tendo

q® como eixo de simetria obtemos

(a2

oo e w2 e (Esinha + cosha)cos?¢p . , ?
Ale) = /d(b 9 7W2(1 + (§")2 sin? ¢) [ €(€cosha + sinh ) e 4
> cos? ¢sin? ¢ cosh? o
L :
7rW (1 + (¢7)?sin? ¢)(€ cosh o + sinh @)
qT‘

_@n)?
. e w2 @ (cosha + €sinha)cos? ¢/ . , ,
C = dq”

(@) /_ / aW2(1 + (§7)2 sin® ¢) [ é(€cosh a + sinh av) "¢

cosh a 4 €sinh « Yy ,
-1 . 4.
[é(é cosh o + sinh ) ] sin ¢ cos ¢ (4.78)

onde A(a) = (H)|Ppe|HY), B(o) = (HY|Pyy|H'y), Cla) = (H;|Ppy|H'y) € nas integrais
acima, a integracdo em ¢* (que contém um termo 0(q¢% — p%)) jé foi realizada. Aqui,
E= 1+ (@) W =w/lpl, @ =¢°Ipl, @ =q"/Ipl e ¢ = ¢ — 7. Vemos que a integral
C(«) acima se anula ja que o integrando é impar em ¢’. Usando as equagoes (4.75)-(4.78)
concluimos que

(H) o2 Hy)w = [A(e) — B(a)] cos 2¢. (4.79)

Procedendo de maneira andloga para os outros termos da equagao (4.74) obtemos
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Figura 4.4: F(¢) é plotada como funcao de ¢ assumindo o — oo para diferentes valores
da largura normalizada do pacote: W = w/|p|. Quanto maior o pacote de onda, menores

sao as correlacoes de polarizacao.

(ValogIVaye = [D(a) — B(a)] cos2¢

(oA Ve = [F(a) + G()] sin2p, (4:80)
onde
D(a) = /2d”¢ Z‘ZT (§")° cos? ¢sin? ¢ cosh? o
b ) ¢ TW?2(1 4 (¢")? cos? ¢)(€ cosh av + sinh «)?
_@n? 2
m o oo e wZ e (€sinh o 4 cosh a) sin? ¢
E(a) = [do [d7 :
(@) /0 ¢ 0 e TW?2(1+ (q")? cos? ¢) [ €(écosh v + sinh o) +eos 4
2 00 —@ ~r=2
i e w2 e
Fla) = /d¢ dq”
0 Jo T aWR((L+(3)?sin® 6) (1 + ()2 cos? 9)] 2
(€sinh a + cosh ) sin? ¢ 9 (€sinha + cosha)cos? ¢ . o
[ €(écosh a + sinh ) cos™¢ é(écosh o + sinh @) sin¢
(~r>2
Gla) = /QdﬁgZ) :;7 e W (q)° cosh? asin? ¢ cos? ¢
o Jo mW2[(1+ (§7)2sin2 ¢)(1 + (§7)2 cos? ¢)]2 (Ecosha +sinha)?’

(4.81)

Os resultados para a particula B sdo os mesmos porém, impondo-se o = 0. Usando as

equagoes (4.79)-(4.80), podemos agora colocar a equagao (4.74) na forma

<a:;1 ® 0B)gy = y(a) cos 2¢ cos 2w + A(a) sin 2 sin 2w (4.82)
onde
V(a) = % {[A(a) = B(a)][A(0) — B(0)] + [D(a) — E(a)][D(0) — E(0)]}



4.3 A Influéncia do Movimento dos Detetores em Medidas com Fdétons
Emaranhados 66

Para nossos propdésitos, é suficiente considerar o caso as = by = x. Assumindo que os
vetores unitarios a; e by sao rodados no sentido anti-horério e horario por um angulo ¥

com relagao ao eixo x, respectivamente, o lado esquerdo da equacao (4.48)
F(9¥) =|E(ag,by) + E(az, bs) + E(aj,by) — E(aj, bs)| (4.83)
pode ser posto na forma
F) = (0§ @ of + 0 @ 0By +0f @ 08 — 05 @ 0By)], (4.84)

onde o estado [¢') do sistema de dois f6tons é dado na equacao (4.65). Usando a

equagao (4.82), podemos escrever a equagao (4.84) como

F) = |v(a)(1 4 2cos29) — (W) cos 419 — W . (4.85)

Agora, vamos fazer uma analise numérica da equagao (4.85). Primeiro, verificamos
que a desigualdade de Bell CHSH usual, onde F(9)|max = 2.5, é recuperada para o = 0
e w = 0. Lembramos que < 0 e o > 0 correspondem aos casos onde o f6ton A e o de-
tetor correspondente movem-se na mesma direcao e na direcao oposta, respectivamente.
Na Figura 4.4, mostramos como F(}) se comporta ao variarmos a largura do pacote de
onda do féton propriamente normalizada: W = w/|p|. O gréfico assume o — oo mas
o mesmo padrao ocorre para qualquer outro valor de « (incluindo a@ = 0). Vemos que
quanto mais largo o pacote de onda, mais o estado [¢) fica misturado em polarizagao
(ap6s tomarmos o trago nos graus de liberdade de momento) e portanto, ficam menores
as correlacoes de polarizagao. Na Figura 4.5, plotamos F'(¢) para diferentes valores da
velocidade do detetor assumindo W = 0.6. Para |a| (o < 0) grande o suficiente, temos que
F () é arbitrariamente pequeno em todo dominio de . Isso mostra o quao importante
pode ser o movimento do detetor para as medidas de polarizagao quando a velocidade é
alta o suficiente [11, 17]. Para entendermos o padrao observado na Figura 4.5, notemos
que conforme « decresce, o f6ton A desvia mais para o vermelho de acordo com o detetor
em movimento. Como consequéncia disso, W, que quantifica a dispersao do féton nor-
malizada por sua energia, “parece” maior no referéncial de deteccao. Com isso, a partir
da Figura 4.4, F(¢) deveria realmente decrescer conforme o« decresce. Na Figura 4.6,
plotamos AF(9) = F(9) — Fy(9), onde Fy() é obtido impondo que ambos os detetores
estdo em repouso enquanto valores realisticos sao usados para calcular F(1): tomamos a
velocidade média da Estacdo Espacia Internacional (EEI), v ~ 7.7 x 103m/s, para fixar
a = 2.6 x 107° e a tecnologia atual para a producdo de fé6tons emaranhados para fixar
W = 1073 [110]. (Note que a velocidade média da Lua é da ordem de sete vezes menor
do que a da EES.)

Estudos tedricos sobre a influéncia da velocidade do detetor em medicoes de estados
emaranhados se tornaram necessarias pelas novas perspectivas de usar satélites em expe-

rimentos de informacao quantica. E de se esperar, pelos resultados acima, que qualquer
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Figura 4.5: F(¢¥) é plotado como fungao de ¥ com W = 0.6 para diferentes velocidades

do aparato de medida. Note que F'(¢) diminui conforme « decresce.

influéncia da velocidade do detetor sé se tornard obvia para sistemas muito relativisticos.
Além disso, a Figura 4.4 mostra que a influéncia do movimento do detetor pode ser ate-
nuada usando pacotes estreitos o suficiente (W < 1). Em particular, para w = 0, a
velocidade do detetor ndo tem nenhuma influéncia em F'(9) (isso, em geral, ndo serd ver-
dade quando a velocidade dos detetores nao estiver na mesma direcao da velocidade do
féton). Eventualmente, essa pode ser uma informacao importante para aplicagoes futu-
ras de protocolos de informagao quéantica em escala global. Apesar de, para a tecnologia
atual, o movimento dos detetores nao desempenhar um papel dominante como mostrado
na Figura 4.6, esse provavelmente nao serd o caso no futuro, quando maior precisao for
atingida. E vélido lembrar que o Sistema de Posicionamento Global nao funcionaria se
a pequena dessincronizarao entre os satélites e as antenas na Terra nao fossem corrigidas

pelas formulas da Relatividade Geral [111] propostas 80 anos antes.

4.4 O Limite de Holevo e Canais Quanticos Relativisticos

Suponha que Alice tenha uma fonte descrita por uma varidvel aleatéria X que toma os
valores x; com probabilidades p;, i € {1, ..., K} e deseje enviar o caractere gerado para um
receptor, Bob. Para isso, ela codifica cada caractere x; em um estado quantico p; segundo
a distribui¢ao de probabilidades {p;} e, em seguida, envia a mensagem a Bob através
de um canal quantico. Para inferir qual o caractere enviado, Bob farda uma medicao,
caracterizada por um POVM {Ej, ..., E,,}, no estado quantico recebido. Como vimos na
Secao 3.3, o limite de Holevo é a afirmagdo que a informacao acessivel a Bob sobre o

estado enviado por Alice é limitada superiormente por

Tac < x(p) = S(p) — ZPiS(Pi)a
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Figura 4.6: O gréfico exibe AF(9) = F(9) — Fy(0). Fo(9) é obtido impondo que ambos
os detetores estao em repouso enquanto valores realisticos sao usados para calcular F'(19).
Em particular, tomamos a velocidade média da Estagdo Espacial Internacional (EEI),
v~ 7.7 x 103m/s, para fixar @ = 2.6 x 107 e a tecnologia atual para a producio de

fétons emaranhados para fixar W = 1073 [110].

onde p =) . pip;. Em muitos casos a informacao acessivel nunca atinge o limite superior
X(p). Entretanto, como mostrado em [50, 51, 52], sempre é possivel utilizar uma codificacéo
em bloco conveniente de tal maneira que a informacao é transmitida a uma taxa que se
aproxima arbitrariamente de x(p) com probabilidade de erro arbitrariamente baixa.
Queremos agora analisar a transmissao de informagao classica por canais quanticos
relativisticos. Para isso, iremos estudar o limite de Holevo em um contexto tipicamente
relativistico, a saber, vamos permitir que Bob tenha um movimento relativo com relagao a
Alice. Nessa secao, vamos analisar alguns aspectos de tal sistema quéantico de comunicagao.
Uma andlise mais detalhada pode ser encontrada em [19]. Suponha entao que a fonte
de Alice produza os simbolos X = 0,1 de acordo com a distribuicdo de probabilidades
po=Apr =1—X 0< X <1 Dependendo do valor de X, ela prepara um dos estados

1x, escolhidos do conjunto {11, 19}, de uma particula de spin 1/2 e massa m > 0. Aqui,

b = (fli'? (p) ) (4.86)

assumimos que

0

f = cos ff;(p) sin 0
Yy = 9( ; >+ e(fffj(p)> (4.87)

1 0
onde Y4 = ( 0 ) and ¢ = < ) ) sao auto-estados de S3 com auto valores 1/2 e —1/2,

respectivamente, e

A2 (p) =7 Tw

(NI

exp [— (p— k)’ /2w2} : (4.88)
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O parametro w € Ry dé a dispersdao em momento e k, o momento médio da particula.
Suponha agora que Bob (que carrega consigo um aparato de medida que mede apenas os
graus de liberdade de spin da particula) mova-se com uma velocidade v = (v,0,0) com

relagao a Alice. Entao, ele vera o estado

po (P, D) = A1 (p)y1 (D) + (1 — A) 5 (p)5(B)T, (4.89)

transformado unitariamente em seu referencial préprio como

Py (. D) = A ()i (B) + (1 — N vy () ()T, (4.90)

com, veja por exemplo a equagao (4.7),

2 D2 (4,4 p) (A7 1p)

Yi(p) = (U( )

_ 0
Ve = (V) () - (Apif” DY2 (A A7)l (A'p),  (491)

onde p = (\/p2 +m2, p) é o quadrimomento, A é a matriz de boost

coshay sinhag 0 0
A~ sinhag coshay 0 0 ’ (4.92)

0 0 1 0

0 0 0 1

e
DU (A q) — (p” + m)o® cosh & sinh §[p-e o’ +i(e x p)- o] (4.93)
’ {(°+m)[(Ap)° +mI}/2  {(p °+m)[(/\p) +m]}1/2 '

Aqui, ag = —tanh v, ¢ = A71p, 0° = I é a matriz identidade, o = (0,0, 0.) sdo

as matrizes de Pauli e o vetor e da a direcao do boost, que tomamos como sendo e, =
(1,0,0). Lembramos que A~'p denota a parte espacial do quadrivetor A~1p. Usando a
equagao (4.91), com 1y e 1§ dado pelas equagdes (4.86) e (4.87), obtemos

Pi(p) = ( i, (P) ) , (4.94)

by, (P)
"%(p) = cos b aﬁ’;(p) ) sin0< iﬁ;(p) > ; 4.95
A ( e ) e e
onde

af(p) = Kf(p)[C(°+m)+S(¢" +ig")], (4.96)
bk(p) = K f(p)Sq. (4.97)
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Aqui
K = (4.98)
\/ (@ +m)(p° +m)’
C = cosh (a/2), (4.99)
S = sinh(ag/2). (4.100)

Como o detetor de Bob s6 mede spin, podemos tomar o traco nos graus de liberdade de

momento do estado (4.90) obtendo
o= A1 + (1= N7y
onde

0 = [dp v
'y = / dp /5(p)¥/5(p)".

Procedendo de maneira andloga a descrita na Secao 4.2 obtemos

;o 1—V(ag) 0
o 0 V() )

p A B
7—2 = 5
B 1-A

A = cos? [l — W(ag)] +sin? 0 W (ay),
B = cosfsinf [1 —4W(ay)].

com

As integrais V(aq) e W(agq) sdo dadas por

V() = sinh? (aq/2) / ‘ ‘

(q +m)(p +m)’

2[5

W (ag) = sinh? (ad/Q)/dq
Obtemos entao que

, ( A1 =V(ag)]+(1-N1A (1—\)B
’7'9—

O limite de Holevo é dado por

x (19) =S (15) = AS (T'i)) —(1-=XS (T/g) ,

(®+m)(P° +m)

(1-\B AV (ag) + (1= M\)(1— A)

(4.101)

(4.102)
(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)
(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)
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Figura 4.7: Ax = x (7'9) — x (9) é plotado como funcao de 6 para diversos valores de
A assumindo w; = wi/m = 0.1, Wy = we/m = 10 e ki = ko = 1000, onde k; = ki/m e

i =1,2. Vemos que para todo 0 < A < 1, existe um intervalo de angulos 6 em que Ay > 0.

e usando as equagoes (4.104), (4.105) e (4.110), podemos coloca-lo na forma

2 2 2
x (19) = — Z’yi logy i + A Z i logy 0; + (1 — X) Z €; logy €;, (4.112)
i=1 i=1 i=1
onde, para i = 1,2, v;, 0; e ¢ sao os auto-valores de 75, 7/ ? et g, respectivamente.
Vamos agora analisar o comportamento do canal quantico de comunicagao nesse con-

texto relativistico. Na figura 4.7, plotamos

Ax=x(7'9) — x (19) (4.113)

para diferentes valores de A usando o — oo, w1 = 0.1,7W9 = 10 e 121 = 12:2 = 1000. Vemos
entao que para todo 0 < A\ < 1 é possivel escolher um angulo 6 em que Ay > 0. Portanto,
quando Bob estd em movimento, sempre podemos escolher uma configuragdo em que o
limite de Holevo é maior do que seria se ele estivesse parado. Isso nos leva a uma conclusao
extremamente relevante. Dado um sistema de comunicacao quantico qualquer, o estado
p em que a informacao foi codificada estara, em geral, sujeito a influéncias externas. Isso
tornara tal sistema aberto e a evolucao do estado nao unitaria. Em informagao quantica
assume-se que essa evolucao nao unitaria é linear e completamente positiva e portanto,
como visto na Sec¢ao 3.1.3, é descrita por um mapeamento quantico £. Entretanto, mos-

tramos na Secao 3.3 que dado um estado p qualquer o limite de Holevo satisfaz

x (€(p)) < x(p) (4.114)

para todo mapeamento quantico £. Agora, considere a situacao relativistica analisada

nessa secao. Nela, nao ha nenhuma influéncia externa no qubit. Entretanto, a trans-
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formacao de Wigner (4.93) depende do momento e com isso emaranha os graus de liber-
dade de spin e momento fazendo com que, por exemplo, estados puros em spin quando o
detetor estd parado tornem-se mistos quando este estd em movimento [11]. Sendo assim,

o estado inicial em spin preparado por Alice

T = /dp po(P,P), (4.115)

onde pg (p,p) é dado na equacao (4.89), é visto por Bob (em movimento com uma velo-

cidade v = (v,0,0) com relacao a Alice) como

N(m) =19 = / dppl (p.p) (4.116)

O mapeamento N ¢ linear e preserva o trago. Entretanto, como vemos da figura (4.7),

existem configuragoes em que
x(18) < x (N (79)) . (4.117)

Portanto, mesmo sem influéncias externas, a transmissao de informagao quando o receptor
estd em movimento nao pode ser descrita por um mapeamento quantico. Isso nos leva a
concluir que em situagoes relativisticas nao podemos nos restringir somente a mapeamen-

tos quanticos para modelar canais de comunicagao.



Capitulo 5

O Efeito Unruh e a Teoria da

Informacao Quantica

A partir desse capitulo, iremos estudar a teoria da informacdo quantica no contexto da
teoria quantica de campos e em particular do efeito Unruh [1, 117, 118]. Isso permitird
estudar nao sé efeitos relativisticos na teoria da informacgao quantica no espago-tempo
de Minkowski, como fizemos até aqui, mas também em espagos-tempos curvos, como por
exemplo, espagos-tempos que contém buracos negros.

Na Secao 5.1, faremos uma revisao sobre a teoria quantica de campos em espagos-
tempos curvos globalmente hiperbdlicos e o efeito Unruh. Na Se¢ao 5.2, estudaremos o
emaranhamento e o teletransporte quando um dos qubits acelera uniformemente, via o
efeito Unruh. Na secao 5.3, estudaremos as correlacoes classica e quantica nesse mesmo

contexto.

5.1 Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempos Cur-

VOS

Nessa se¢ao, vamos fazer uma breve revisao sobre a teoria quantica de campos em espagcos-
tempos curvos. Para uma revisao mais abrangente sobre o assunto, recomendamos as
referéncias [1, 119, 120, 121]. Para nossos propésitos, é suficiente considerar um campo
escalar real de massa m porém, o formalismo apresentado vale, com pequenas modificacoes,
para outros campos, e.g., campo eletromagnético ou de Dirac.

Em um espago-tempo (M, gap), a equagao de Klein-Gordon, que descreve a propagagao

de um campo escalar ¢ de massa m, é dada por
(VV, —m?) ¢ =0, (5.1)

onde V, é a derivada covariante compativel com gup, i.e., V.gap = 0. A teoria quantica

de campos em espacos-tempos curvos estuda a propagacao de campos quanticos em um
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espago-tempo de fundo fixo bem como sua retro-acao no espaco-tempo. Antes de analisar-
mos a quantizagdo do campo ¢ solugao da equagao (5.1), precisamos primeiro definir em
que classe de espagos-tempos iremos realiza-la. O principal requisito (além da orientagao
temporal) é que o problema de valores iniciais da equacao dinamica para o campo escalar
seja bem posto. Por isso, vamos nos restringir aos chamados espacos-tempos globalmente
hiperbdlicos [2, 3], i.e., espacos-tempos (M, gqp), onde M é uma variedade diferencidvel
quadrimensional e g,;, uma métrica Lorentziana, tal que exista uma hiperficie tridimensi-

onal ¥ que satisfaca D(X) = M. Aqui, dado um subconjunto A C M qualquer, temos
D(A) = {p € M|toda curva causal inextensivel passando por p intercepta A},  (5.2)

onde uma curva € dita causal se a tangente a cada um de seus pontos é um vetor tipo
tempo ou tipo luz. O conjunto D(A) é chamado desenvolvimento de Cauchy de A. Uma
hiperficie ¥ que satisfaz D(X) = M é dita uma superficie de Cauchy. Todo espago-tempo
globalmente hiperbdlico satisfaz [122, 123]:

Teorema 5.1.1. Seja (M, gqp) € um espago tempo globalmente hiperbélico. Entdo ele é
difeomorfo a (RxX, gup) e existe uma fungao diferencidvel t e uma familia 3y de superficies
de Cauchy tal que Xi—cte = {p € M|t(p) = cte}.

Como em um espago-tempo globalmente hiperbédlico toda curva causal inextensivel se
“registra’em X, é de se esperar que em tais espacos-tempos tenhamos um problema de

valores iniciais bem posto. Isso de fato é verdade como garante o préximo teorema [3, 124].

Teorema 5.1.2. Seja (M, gq) um espago-tempo globalmente hiperbélico com superficie
de Cauchy ¥. Entdo, se (¢, m9) € C®(X) x C®(X), onde C*°(X) indica o conjunto
das funcgoes reais definidas em X infinitamente diferencidveis, existe uma unica solu¢do
¢ € C®(M) da equagio (5.1) tal que ¢y = ¢o e n*Vud|y = mo. Aqui, n® € a normal

unitdria e futuro direta (i.e., que aponta na dire¢ao do futuro) de .

Vamos definir agora a forma bilinear anti-simétrica
Qér.00) = [ /i (0an Vs — 61" Vac), (5.3)
p

onde h = det(hgp), hay ¢ a métrica em ¥; induzida por gu, x sdo coordenadas em ¥; e
1, P2 sao solugoes infinitamente diferenciaveis da equacao de Klein-Gordon cujos valores
iniciais tem suporte compacto em ;. (Nos restringimos a solugdes que tém valores iniciais
de suporte compacto para garantir que a integral acima seja convergente. Mais adiante,
vamos considerar uma classe mais ampla de fungoes.) Estendendo 2 as solugbes complexas

da equagao (5.1) por linearidade, definimos o produto interno de Klein-Gordon como

(f1, fo)ka = —iQ(f1, fa)- (5.4)

Note entretanto que (.,.)xg nao é positivo definido. Usando a equagao (5.1), mostra-se
que o produto interno (5.4) nao depende de qual superficie de Cauchy ¥; foi escolhida

para fazer a integracao.
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5.1.1 Quantizacao do Campo Escalar Real em Espacos-Tempos Global-
mente Hiperbdlicos

Antes de descrever a quantizagao do campo de Klein-Gordon em um espago-tempo global-
mente hiperbdlico (M, g,p), serd conveniente fazer uma breve revisao sobre sua quantizagao
no espaco tempo de Minkowski (R?*,7,;). Vimos no capitulo anterior que a invariancia de
Poincaré implica que o espago de Hilbert que descreve os estados (de uma particula)
de um campo de massa m e spin s = 0 é o L?(R3,dp), que carrega uma representacio
unitdria e irredutivel de 751 dada por (U(a,A)¢) (p) = e “*P)¢(A~'p), onde lembra-
mos que A = A(A) e p = \/m Se ao invés de usarmos o espago dos momentos
L?(R3,dp) quisermos usar o espaco-tempo para descrever os estados do sistema, basta

usarmos a transformada de Fourier e definir o espago vetorial

d ~ )
Hyo = {¢($) P )ez(p-xprt)

\ /2wp

onde wp = p? = \/m? + p2. Usando coordenadas cartesianas (¢,z,v,2), a equagao (5.1)

pode ser escrita como

b€ LQ(RS,dp)} , (5.5)

82
<_6t2 + v2> ¢ =0. (5.6)

Entao, vemos que os elementos de Hg g sao solugdes da equagao (5.6). O espago complexo

conjugado H g de Hg é dado por

—z(p X—wpt)

¢ e L*(R3, dp)} (5.7)

Hyo =
oo [ 2

Com isso, podemos definir o espaco das solugoes complexas SE da equagao (5.6) como

SE = Higq @® Hiq. Logo, se ¢ € SE temos que

¢(z) = " (p)e!Prent) ¢~ (p)e P rt), (5:8)

dp
\/ 2wp \/ 2wp

onde ¢t (p), ¢~ (p) € L2(R3,dp). Vemos, usando as equacoes (5.3) e (5.4) e a definicio de
Hgkg, que se ¢1,¢2 € SE entao

(61, 2) kG = / dpdt (p)37 (p) - / dpdr (0)% (p). (5.9)

Consequentemente, vemos que os elementos de Hg¢ satisfazem: (a) se fi1, fo € Hgg,

(f1, fo)ka = fdpff(p)f;(p) e portanto Hi¢ é um espaco de Hilbert com relagao ao
produto interno de Klein-Gordon; (b) se f1 € Hgg e fo € Hgg entdo (f1, f2) ke = 0.
Portanto, a invariancia de Poincaré nos permite escolher um sub-espaco H i das solucoes
da equacao de Klein-Gordon que é um espago de Hilbert com relacao a (.,.)xq, que

expande, junto com seu complexo conjugado H g, um espaco conveniente SE das solugoes



5.1 Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempos Curvos 76

complexas da equacao (5.6) e cujos elementos de Hg ¢ e H g sao ortogonais com relagao
ao produto interno de Klein-Gordon.

Tendo o espaco de Hilbert Hgg, a quantizacao do campo é feita da seguinte forma.
Tomamos o espago de Fock simétrico §s (Hxa) = CHr2 (Qqr_Hra) , onde @, indica
o produto tensorial simétrico*, que serd o espago dos estados do campo quantizado ¢. Este
por sua vez serd um operador hermitiano definido em §s (Hg ). Para definir o operador

¢, vamos primeiro definir os operadores de aniquilacao e criagdo como

a(F)V = ((1,91) kG, V27 - 12, V3T - 3, ...) (5.10)

a'(0)¥ = (0, co, V20 @4 1h1, V30 @4 13, ...), (5.11)

respectivamente, onde ¥ = (c¢,91,%9,v3,...) € Fs (Hrg), 0,7 € Hgg e dado ¢, €
Qr_1Hra, temos que -9, = (0,¢n) kG € ®SZ;%HKG (o produto interno é com relagao
ao primeiro espaco de Hilbert do produto tensorial). Vemos que os operadores a(7) e af (o)
destroem e criam modos 7 e o do campo, respectivamente. Usando as equagoes (5.10)
e (5.11) concluimos que

[a(?), aT(U)} = (1,0)Kal, (5.12)

onde I é o operador identidade em §s (Hg¢). O vetor |0) € §s (Hixa) que satisfaz
a(7)|0) =0 (5.13)

para todo 7 € Hgq é chamado estado de vdcuo. Se {u; € Hkg|j € N} é uma base
ortonormal de H (e portanto {u; € Hi¢|j € N} é uma base ortonormal de H g, com

relacdo a —(.,.) k), o operador ¢ é definido como
6=Y" <uja(aj) + ajaf(uj)) . (5.14)
J

Tendo isolado os elementos essenciais da quantizagao do campo escalar real no espaco-
tempo de Minkowski, estamos em condic¢oes de descrever a quantizagao do campo de Klein-
Gordon em espagos-tempos globalmente hiperbdlicos arbitrarios. Basta entao tomarmos
qualquer sub-espago H do espaco das solugoes complexas da equagao (5.1) que satisfaz:

i) SE = H @ H, onde S’S é um espago de solugoes complexas conveniente;

(ii) (.,.)xc é positivo definido em H e (H, (.,.)kc) é um espago de Hilbert;

(iii) para todo fi1 € H e fo € H, vale (f1, fo) kg = 0.

Tendo o espaco de Hilbert H, procedemos como em Minkowski. Definimos os espaco
de Fock s (H), os operadores de aniquilacao e criagao, equagoes (5.10) e (5.11), respec-
tivamente, e o operador campo, equagao (5.14). A questao agora nao é sobre a existéncia

de um espago de Hilbert H que satisfaca (i), (ii) e (iii) mas sim que existem infinitos

*Se 1,12 € H entdo Y1 ®s 2 = % [1h1 ® Y2 + 12 @ 1]
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espacos de Hilbert H e que (a menos que haja simetrias no espago-tempo) nenhum deles
¢é privilegiado. Veremos mais adiante que quando hé simetria de translacao temporal no
espago-tempo (ou seja, o espago-tempo ¢é estaciondrio), hd uma escolha natural para H.
Para terminarmos a descricao da quantizacao do campo de Klein-Gordon, vamos co-
locar o operador campo em um forma que nos serd mais tutil a frente. Dado uma solucao
p € Sf da equagio (5.1) temos que ¢ = ¢ + ¢~ onde ¢" € H e ¢~ € H. Podemos
entao definir o operador K : SE — H dado por Ko = ¢, ou seja, ele toma a parte de
norma positiva da solugdo ¢ (analogamente, definimos o operador K¢ = ¢, que toma a
parte de norma negativa de ¢). Multiplicando a equacao (5.14) com uma fungao real, dife-
rencidvel e de suporte compacto f, integrando formalmente e usando as relagoes (provadas

no Apéndice D)
/M ujfv—gd'z = —i(uj, Ef)ke,
/M uifv—gd'z = —i(u;,Ef)ka, (5.15)

obtemos
¢(f) =ia (KEf) —id' (KEf), (5.16)

onde
Bf = [ da!V/=gl@G" (@,a') - G (a2 o),

com G*V e G™! sendo as fungoes de Green avancada e retardada, respectivamente [124],
{u; € Hkc|j € N} uma base ortonormal de H e usamos que KEf =} (uj, Ef)kgu;.
Podemos estender a agdao de ¢ para fungdes complexas g de suporte compacto. Se
g € CF>®(M), onde C§5>(M) indica o conjunto das funcdes complexas, infinitamente
diferencidveis de suporte compacto em M, definimos ¢(g) = ¢ (Reg)+i¢ (Img) e portanto,

usando a equacao (5.16), temos que!
¢(g) = ia (KEg) —ia' (KEg). (5.17)

5.1.2 Transformagoes de Bogoliubov

Suponha que SE é o espaco das solucoes da equacao de Klein-Gordon em um espaco-
tempo curvo globalmente hiperbdlico (M, gq) e Hy, Ha C SI(E sao espacos de Hilbert que
satisfazem as condicoes (i), (ii) e (iii) descritas na Secao 5.1.1. Sejam Kj : SE —
Hy e Ky, - SE — Hj, os operadores que tomam a parte de norma positiva e negativa,

respectivamente, com relacao a Hy, k € {1,2}, e ak,aL os operadores de aniquilacao e

Isso nos permite definir o operador campo como uma distribuicio que toma valores em operadores
hermitianos (operator valued distributions). Como a série na equagao (5.14) ndo converge em nenhum

sentido razodvel, a equagao (5.17) deve substituir a equacao (5.14) como definicao do operador campo.
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criacdo definidos em §s (Hy). Entao, o operador campo pode ser escrito como

o1 =Y (won (@) +Tal () (5.18)

J

ou como

b2 = (vjas(®;) + 50} (vy)) (5.19)

J
onde {u; C Hi|j € N} e {v; C Hz|j € N} formam bases ortonormais de H; e Ho,
respectivamente. Queremos achar a forma explicita do operador unitdrio U : §s (Hy) —

§s (H2) que liga as duas construgoes, i.e., do operador unitario U tal que
UZ (u]-a1(ﬂj) —i—ﬂjai(uj)) Ut = Z (ijLQ(@j) + Ejag(vj)) . (5.20)
J J

Convém observar que, muitas vezes, tal operador poderd existir apenas formalmente.
Isso se d& porqué, em geral, diferentes escolhas de H's (que satisfazem as condicoes (i),
(ii) e (iii) descritas na Secao 5.1.1) levam a espacos de Fock que ndo sdo unitariamente
equivalentes. Entretanto, isso nao representa nenhuma dificuldade para a formulacao
da teoria quantica de campos em espacos-tempos curvos, como fica claro formulando-a
através da abordagem algébrica [1].

Fazendo o produto interno de Klein-Gordon da equacao (5.20) com uy obtemos

Uar()Ut =3 [(uk,vj)mag(@) + (uk,@j)ma;(uj)} . (5.21)
J
Agora, para todo ¢ € Hy, vamos definir os operadores

Cyp = Kop, Do = Kap.

Ou seja, C e D sdo as restricoes & Hy dos operadores Ko e Ko, respectivamente. Portanto,
eles tomam a parte de norma positiva e negativa dos elementos de H; com relacao a Ho.
De maneira analoga, definimos os operadores A : Hy — Hy e B : Hy — H{ que tomam a
parte de norma positiva e negativa, respectivamente, com relacao a H; dos elementos de
HQ.

Com isso, vemos que a equagao (5.21) é a expressao da equagao
Uar(a)UT = ay(Co) — al (Do) (5.22)

na base {v; C H|j € N}, onde o € Hy e lembramos que Co = Kyo = > _;(vj,0)v;
e Do = Kyo = — 3} .(vj,0)v;. Tomemos o estado de vécuo |0) € §s(H1) e seu vetor
correspondente em §4 (Hz), i.e., ¥o = U|0). Dado & € Hs qualquer, defina 0 = C~1¢
(os operadores A, B,C e D sao inversiveis. Para ver isso e outras propriedades ver [1]).

Entao, podemos colocar a equacao (5.22) na forma

a(€)¥o = al (E€) Wy, (5.23)
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onde definimos o operador & : Hy — Hy como £ = DC~1¢ para todo &€ € Hy (e portanto
& € Hy). A partir da equacao (5.23), pode-se mostrar que [1]

< Vnl

0,..,0, 4——
2% (3)

Uy=Ul0) =c| 1,0, ,0,
0 ’) \/i

€Qg ... Vs €,0,... |, (5.24)
—————

n VeEZES

onde € = 3, EVu; @5 uj, EV = (ui, EU ke e EY = 7', A equagao (5.24) determina a
acgao do operador U no estado de vécuo |0) e isso serd suficiente para nossos propdsitos.
Para ver a agao de U em qualquer vetor de §s (H1) bem como a prova que tal U é de fato
unitdrio ver [1]. A transformagao unitéria U com os operadores A, B,C' e D é chamada

uma transformacdo de Bogoliubov.

5.1.3 Quantizacao em Espacos-Tempos Estaticos

Vimos que para quantizar o campo de Klein-Gordon em um espaco-tempo globalmente
hiperbdlico (M, gqp), devemos tomar um sub-espaco H de solugoes da equacao (5.1) que
obedeca as condigoes (i), (ii) e (iii) da Secao 5.1.1. Entretanto, como j& comentamos,
existem infinitos H's que satisfazem tais propriedades e, em geral, nao hd como privile-
giar nenhum deles. Entretanto, quando ha simetria de translacao temporal no espaco-
tempo (espago-tempo estaciondrio [2, 3]) temos uma escolha natural para H. Para nossos
propdsitos, serd suficiente considerar espagos-tempos estaticos. Um espago-tempo (M, gup)
é dito estatico se existe um sistema de coordenadas tal que o elemento de linha associado

com ggp pode ser posto na format:

dsy,, = —f(x)dt® + Y hij(x)da'da’, (5.25)
1,5

onde f(x) > 0 e x sao coordenadas na superficie de Cauchy ¥;—... O campo vetorial
X = 0/0t é dito um campo de Killing [2, 3] tipo tempo. Suas curvas integrais (ou seja,
as curvas que em cada ponto tem y como tangente), que nesse sistema de coordenadas
sao dadas por ¢:(t1,x;) = (t1 + t,x1), podem (por serem tipo tempo) ser associadas
com as linhas de mundo de uma congruéncia de observadores . Vemos que para tais
observadores, o espaco-tempo nao muda ao aplicarmos a translacao temporal definida
por ¢; (por isso, ¢y também é chamada de uma isometria temporal). Em um sistema de

coordenadas arbitréario, a equagao (5.1) pode ser posta na forma [2, 3]

1 0 0
ﬁ Z w (\/jgglwaj,,> - m2¢ =0, (526)
w,v

fEm termos abstratos (sem utilizar coordenadas), um espago-tempo é estaciondrio se existe um campo
de Killing tipo tempo &, i.e., Legay =0 e Gap€¥€® < 0, onde L¢ indica a derivada de Lie. Um espago-tempo
é dito estatico se ele é estaciondrio e admite uma hiperficie ortogonal a £&. Em termos das coordenadas

M Y Aguv
definidas na equagao (5.25), Legar = 0 < 22 = 0.
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onde g = detg,,, g" é a inversa de g,,, e p, v € {0, ..., 3}. Especializando nas coordenadas

estaticas, equacao (5.25), a equagao (5.26) é escrita como

62
(-W - IC> ¢ =0, (5.27)

onde

0
>

Ko=f —\/1_792 5 <¢Tghiﬂ' 0 qs) +m2¢| , (5.28)
2y

Oxd

com 7,7 € {1,2,3}, é um operador hermitiano em L? (Zt, Jjgf_ldx) . Vemos que K nao
depende de t. Em geral, K serd uma fungéao de um conjunto completo J de operadores
que comutam. Por exemplo, no caso do espago-tempo de Minkowski com coordenadas
cartesianas, K = Zj p? + m?, onde p; = —i0/ 0z7. Seja J o espectro conjunto dos ele-
mentos de J (ou seja, o conjunto de todos os niimeros quanticos), ;4 uma medida em J e

Yj, j € J, auto-funcoes de K com auto-valores wjz >0, i.e.,
2
Ky = Wi,
e que satisfacam

/E /=g f 1, () (%) = 8,5 1),

onde fdu(j)q;(j)éu(j, i = o), e @j = 1)}, para algum k € J. Definimos entao o espaco
de Hilbert

_ [ dp(y) -

Hy, = {‘P(x) = ﬁw

de solucdes da equacio de Klein-Gordon. E facil ver que H, satisfaz as condigoes (i), (ii)

()e™" 7 j(x)

¢e LQ(R?’?du(j))} (5.29)

e (iii) descritas na Segao 5.1.1. Tendo H,, basta seguirmos o processo de quantizagao

descrito na Secao 5.1.1. Fazendo a transformada de Fourier
p(o,x) = /dt eto(t, x)

dos elementos de ¢(t,x) de Hy, vemos que ¢(o < 0,x) = 0. Por essa razao, os elementos
de H, sao chamados solugdes de frequéncia positiva com relacao a ¢ (ou equivalentemente,
com relagao ao campo de Killing x = 9/0t).

A teoria quantica de campos construida a partir de H, tem uma interpretagao natural
em termos de estados de particulas. Por exemplo, interpretamos o estado ﬁ [aT(J)]n |0)
como sendo o estado de n particulas no modo o € H,. Entretanto, enfatizamos que
para espacos-tempos nao estaciondrios, qualquer interpretacao em termos de particulas é

extremamente problematica [1, 120].
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Figura 5.1: Diagrama espago-temporal do espago-tempo de Minkowski com as regioes
LILIII e IV dadas por |t| < z, |t| < —x,t > |x| e t < —|z|, respectivamente. As curvas

com as setas sao as curvas integrais do campo de Killing a [z0/0t + t0/0x].

5.1.4 O Efeito Unruh

Vamos aplicar a construcao da secao anterior no espago-tempo de Minkowski com relacao
a dois conjuntos diferentes de observadores, os inerciais e os uniformemente acelerados,
e comparar a descri¢do que ambos dao ao vdcuo de Minkowski (vacuo com relacao aos
observadores inerciais).

Tomemos primeiro um sistema de coordenadas cartesianas globais t, ,y, z em (R%,14).

Nessas coordenadas, o elemento de linha associado a 74, toma a forma

dsy = —dt* + da® + dy® + d2*. (5.30)
Vemos entdo que (R* 7,) é estatico com campo de Killing xy; = 0/0t, que gera a

translacao temporal ¢* (t1,x1) = (t1+1,%1), onde x; = (21,91, 21), € portanto esté associ-
ado com observadores inerciais. Nessas coordenadas, K = Zj p?+m2, onde p; = —id/ o7
Sendo assim, J = R3 (e portanto j = k € R?), w; = VK2 + m? e tomamos du(j) = dk
e ¢; = (2m) 732X, Portanto, usando a equagio (5.29), vemos que H,, = Hyg, onde
Hpy é dado na equacao (5.5), e com isso recuperamos a construgao da teoria quantica
de campos usual no espago-tempo de Minkowski descrita no comego da Secao 5.1.1. O
estado de vacuo dessa construgao, i.e., o vetor [0ps) € Fs (Hy,) que satisfaz a(7)|0sr) para
todo o € Hy,, é chamado vdcuo de Minkowsk:.

Entretanto, podemos realizar outra construcao para a teoria quantica de campos.
Tome a regiao I da Figura 5.1, ou seja, a regido caracterizada por |t| < x. Podemos cobrir

essa regiao com as coordenadas 7, &,y, z onde 7 e £ sao dados por

t = a 'e®sinhar, (5.31)
z = a 'e®coshar, (5.32)
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onde a é uma constante positiva. O elemento de linha de 7., nessas coordenadas toma a
forma

2 2a. 2 2 2 2
dsp, , = > (—dr® + d&?) + dy? + d2*. (5.33)

Vemos entao que a regiao I, que é globalmente hiperbdlica e portanto define um espago-
tempo, é estdtica com campo de Killing dado por y2 = /97 (que em coordenadas car-
tesianas pode ser escrito como xo = a[zd/dt +td/0x]). O campo de Killing y2 gera
a translacdo temporal ¢3*(1,&1,x1) = (11 + 7,&1,%1), onde x; = (y,z). Para cada
(11,&1,%1), a curva ¢ (71, &1, %, ) corresponde a uma hipérbole que passa por (71, &1,%1),
ver Figura 5.1. Tais hipérboles tem como tangente 9/07 em cada um de seus pontos (no
sistema de coordenadas T,§,y, z, /0T pode ser escrito como (1,0,0,0)). Se definirmos
ut = efaf(l, 0,0,0), vemos que utu, = —1 e portanto, u* corresponde & quadrivelocidade
dos observadores que seguem as hipérboles. A aceleracao prépria de cada linha de mundo
¢ dada por \/a,af = ae” %, onde a = u*Vau* é sua quadriaceleracdo. Com isso, vemos
que os observadores associados a essa translacdo temporal estao uniformemente acelera-
dos. Vemos também que para as hipérboles com { = 0 vale \/a,a# = a e o campo de
Killing o satisfaz /01 = u. Por isso, dizemos que a familia de observadores descrita
acima estda naturalmente associada com observadores que aceleram uniformemente com
aceleracao prépria a.

Nas coordenadas 7, &, , z,
s 2 2a¢ 2a¢ & 2
— a, Qa.
K= [—a§2+m e } +e ij.
j=2
Suponha que 1 é uma auto-funcdo de K com auto-valor w?, i.e., K¢ = w?¢. Fazendo a

separacdo de varidveis ¢ = (27) " 1g(€)e™ L *L vemos que g satisfaz

d2
e SO ) 0(6) = o(6) (5.34)
Os auto-valores w tomam valores em (0, 00). Os parametros w e k; rotulam uma familia
ortonormal completa de auto-funcoes de K e com isso, tomamos j = (w, k] ). As solucoes
da equagao (5.34) (com as condigoes de contornos fisicas adequadas [118]) sdo dadas por

Juk, (§) = [MW] Kiw/a (ge“f) , (5.35)

T™“a

onde k = /k? + m? e K,(z) é a fungao de Bessel modificada [126]. Agora, usando a

equacao (5.29), definimos

dwdk :
Hy, = {w(w) =/ U\J/ﬂﬂé(w,ki)e‘“"wm(&m)

@€ L*((0,00) x R{dwﬂq)} ,
(5.36)

onde vemos que J = (0,00) x R?,

) 1/2 .
L Kl e
ma

e, (6:%1) [Smh(m/a
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e tomamos du(j) = dwdk .

Podemos agora cobrir a regiao 11 da Figura 5.1 com as coordenadas T, é , Y,z onde

t = a le®sinhat, (5.37)

¢ = —a'e® coshar. (5.38)

Entao, procedemos de maneira analoga a descrita acima, usando 7 e é no lugar de 7 e
&, obtemos o espaco de Hilbert Hg . Definindo H,, = Hil ® H)Ié § e procedendo como
descrito na Sec¢ao 5.1.1, obtemos uma segunda construcao para o campo quantico ¢ em
todo o espaco-tempo de Minkowski [1, 118].

Queremos agora achar o estado Uy = UlOy) € Fs(Hy,) =~ Fs (H£2)®SS (Hg),
correspondente ao vacuo de Minkowski na construcao associada aos observadores unifor-
memente acelerados. Em particular, queremos calcular a restricao do vacuo de Minkowski
aregiao I. Ela é obtida tomando o traco em § (H g ) da matriz densidade correspondente
ao vacuo de Minkowski.

Sejam ], w € (0,00), solucdes da equacao de Klein-Gordon que oscilam harmonica-

mente com frequéncia w com relagdo a 7 na regiao I e se anulam na regiao I1. As solugoes

I sio dadas por YL} = L ow, onde w(t,x,y,z) = (—t, —x,y, z). Vemos entdo que 1!
oscila harmonicamente com frequéncia w com relacao a 7 na regiao I/ e se anula na regiao

I. A observacao principal que nos permite calcular Uqy é que

&, = ¢ + e /At (5.39)
e
P!, = gl + ey (5.40)

sao de frequéncia positiva com relagao a ¢ [1, 117, 118]. As solugoes wUIJ e w{f nao sao

normalizdveis e portanto nao pertencem a Hi2 e Hfé , respectivamente. Isso pode ser

contornado tomando pacotes de onda @/JUIJi e wg bem centrados em frequéncias w; > 0

de tal forma que {¢/ ]i € N} e {¢[!|i € N} sejam bases ortonormais de H}, e HI,

respectivamente, e

O = L+ el (5.41)
€
—rws Ja—T
O = Il + em™il 0, (5.42)

sejam de frequéncia positiva com relacao a t. Entao temos

Co;i=vl, , O =4 (5:43)
D, = e ™G D® = e ™ (5.44)

SAqui, os elementos de HiQ e Hig estdo naturalmente estendidos para o espago-tempo de Min-
kowski inteiro [118]. Sendo assim, se ¢ = ' +'T € H,,, a restricdo de ¥ (') & regido I (II) é
J d‘”\/‘%i Plw, ki)e” ™o, (§,x1) (f d“’\/‘%* Glw, ki)e ™ b, (é,xL)) e a regiao I (I) é nula.




5.1 Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempos Curvos 84

e portanto EYL = e ™/ apll e EYII = em™i/ayl . Com isso,

e=>Y e/l @ ¢l (5.45)
i
Podemos agora colocar a equagao (5.24) na forma

Uloa) — c@oRHZeWf/“aLIwLi)aLH( )0g)

)

n/2
1
+ ...+@ [Ze—m/aagl(%{i)agn(ng)] yoR>+..}
2/° i
;
1 _
= CZJ-,[Ze‘”“”“akfwa>akn<w£{>] 08)
g 2L

= cexp [Z e-™i/aqt (ol Yaly, (vl )] 0R), (5.46)
i
onde na penultima passagem fizemos a mudanca de varidveis n = 27, 7 € N. Aqui, usamos
que
1

ﬁa;)((flx)---akx(fi{”o}ﬁ = (0, ale Qs . Bs 75(»0-")7

onde aTRX ¢ o operador criagio em §s (Hy,), X € {I,11}, fi¥ € Hy,, e [0g) é o vécuo de
Rindler, i.e., o vetor |Og) € §s (Hiz) QT (Hg) que satisfaz agx (fX)|0g) = 0 para todo
f* e HY,
o vacuo de Minkowski em termos de modos de Rindler como

uloa) =[] (cz- Yo e ) @ |nm>) , (5.47)
n;=0

i

onde arx ¢é o operador aniquilagao em §s (Hé) Com isso, podemos escrever

_ —27w; Ja 1/2 _ 1 i
onde ¢ =[[, Ci, C; = (1 — e 2™i/a) "% ¢ |n;x) = Nowi [a}r%x (%X)} OR)-
Observadores uniformemente acelerados na regiao I nao tém acesso a regiao 11, ja
que elas sao causalmente desconectadas. Para tais observadores, o vacuo de Minkowski é
descrito pelo estado misto p!, = tr;;U|04){0p|UT, que descreve a restricio do vacuo de

Minkowski & regiao I. Usando a equagao (5.47) e tomando o trago em Fs (Hg ) obtemos

pw =] (C’f > 6_2ﬂniwi/a\nil><ni1|) : (5.48)

n;=0

Ou seja, vemos que a restricao do vdacuo de Minkowski a regiao I é um estado térmico
com temperatura

T = a/2r. (5.49)

Esse é o chamado efeito Unruh. Interpretamos esse resultado dizendo que um observador
uniformemente acelerado “se sente” imerso em um banho térmico com temperatura (5.49)

quando o campo estd no vacuo de Minkowski (auséncia de particulas como definidas pelos
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observadores inerciais). O efeito Unruh mostra como o conceito de particula (quando
existe) depende de observador. Entretanto, convém notar que observéveis fisicos inde-
pendem de qual interpretacao de particula (a dos inerciais ou dos acelerados) se dé ao
campo ja que a teoria é de um campo quantico e seus observaveis dependem somente dessa
estrutura de campo. A independéncia dos observaveis fisicos com relacao aos observado-
res pode ser usada para mostrar que o efeito Unruh é necessario para manter a propria
consisténcia da teoria quantica de campos. Um exemplo emblemaético disso é a desinte-
gragao de prétons uniformemente acelerados [127]. Para mais aplicagoes do efeito Unruh,
indicamos a revisao [118] e suas referéncias. Uma formulagao matematicamente rigorosa
(que vale inclusive para teorias com interagao que obedecem aos axiomas de Wightman)
do efeito Unruh é que a restricdo do vacuo de Minkowski & sub-dlgebra A; associada a
regiao x > |t| é um estado térmico (i.e. KMS) com relacao a translagao temporal definida
pelos observadores uniformemente acelerados [1, 128]. Tal resultado é uma consequéncia
do chamado Teorema de Bisognano-Wichmann [129] publicado, assim como o trabalho de
W. Unruh [117], em 1976. Entretanto, o fato que tal teorema leva a uma demonstragao

rigorosa do efeito Unruh s6 foi notado em 1982 por Sewell [128].

5.2 Morte Subita do Emaranhamento e Perda de Fidelidade

no Teletransporte via o Efeito Unruh

Nessa se¢ao, vamos usar o efeito Unruh para investigar como o teletransporte de estados
quanticos é afetado quando um dos qubits do par emaranhado estd sob influéncia de
alguma forga externa [20]. Para obtermos um entendimento mais abrangente, faremos
uma analise detalhada de como a aceleracao afeta o sistema de qubits emaranhado. Em
particular, calcularemos a informagao mutua quantica e a concurrence entre os dois qubits
e mostraremos que a tltima apresenta uma morte sibita [130] em uma aceleragao finita
cujo valor vai depender do intervalo de tempo em que o detetor permanece acelerado.

O teletransporte de estados quanticos é sem duvida um dos efeitos mais interessan-
tes descobertos nas tltimas décadas. Como vimos na Se¢ao 3.4.2, o trabalho original de
Bennett et al [13] considera o sistema como sendo isolado de forgas externas e com isso,
o estado maximamente emaranhado que descreve o par de qubits evolui unitariamente.
Como um desenvolvimento natural, Alsing e Milburn analisaram o caso em que o sistema
nao estd totalmente isolado [77]. Em sua configuragao, Bob é substituido por um ob-
servador uniformemente acelerado que chamamos de Rob. Alice e Rob carregam, cada
um, uma cavidade ética em repouso no seus referenciais proprios que assumimos como
estando livres de fétons de Minkowski. Cada cavidade suporta dois modos de Minkowski
ortogonais A; e R; (i = 1,2) com mesma frequéncia, onde de agora em diante A e R seréo

usados para rotular Alice e Rob, respectivamente. No momento em que Alice e Rob se
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encontram, eles criam um par emaranhado
002 @ |0)ar + [1)ar @ [1)ar (5.50)

onde
0)p =1)x, ®[0)x,, [Har=10)x, ®[1)x,

e X = A e R para o primeiro e segundo qubits na equacao (5.50), respectivamente. Entao,
os autores argumentam que como Rob estad acelerado, sua cavidade estaria populada por
fétons de Rindler excitados termicamente como predito pelo efeito Unruh e concluem que a
fidelidade do teletransporte seria reduzida. Notemos, entretanto, que a configuragao acima
apresenta algumas dificuldades conceituais [131]. Em particular, a relagdo entre modos
de Minkowski e Rindler usadas na referéncia [77] é vilida somente no espago-tempo de
Minkowski sem as condicGes de contorno impostas pela presenca das cavidades. Para
contornar tais dificuldades, vamos considerar uma configuracao diferente para estudar o
teletransporte no contexto do efeito Unruh que evita o uso de cavidades [20]. Para esse
propésito, os qubits sao modelados por um detetor semi-cldssico de dois niveis acoplado
com um campo escalar sem massa. O detetor é cldssico no sentido que ele tem uma linha
de mundo bem definida mas quantico por causa da natureza do seus graus de liberda-
des internos. Uma andlise complementar & que faremos pode ser encontrada em [74],
onde o emaranhamento entre modos do campo livre que nao estao sujeitos a nenhuma
forga externa é investigado do ponto de vista dos observadores inerciais e uniformemente

acelerados

5.2.1 O Qubit como um Detetor de Dois Niveis

Vamos modelar nosso qubit no espago-tempo de Minkowski (R*,7,;) por um detetor de
dois niveis com separacao €2 como introduzido por Unruh e Wald [132]. Aqui, vamos
revisitar brevemente a teoria do detetor e derivar os resultados necessarios para a andlise

que faremos a seguir. A Hamiltoniana prépria do detetor é definida como
Hp =QD'D, (5.51)

onde D|0) = Dt[1) = 0, D|1) = |0) e DF|0) = [1), e |0),|1) sdo os auto-estados de energia
nao excitado, excitado, respectivamente. Acoplamos o detetor com um campo escalar sem

massa ¢ que satisfaz a equacao de Klein-Gordon
VoVi% =0 (5.52)
através da Hamiltoniana

Hi (1) = (t) /E der/=T19()[(x) D + B(x) D], (5.53)
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onde ¢(z) é o operador campo de Klein-Gordon livre, 7 = det(7,,) e x sdo coordenadas
na superficie de Cauchy >;—.onst associada a uma isometria temporal conveniente. Para
nossos propodsitos, assumimos que o detetor segue ou a isometria inercial ou a uniforme-
mente acelerada no espago-tempo de Minkowski. Aqui, € € C§°(R) é uma funcao real
infinitamente diferenciavel e de suporte compacto, que mantém o detetor ligado por um
tempo préprio A finito (para mais detalhes sobre detetores ligados por tempo finito ver,
e.g., a referéncia [133]) e ¢ € CF*°(%;) é uma fungdo complexa infinitamente diferencivel
de suporte compacto que serve para modelar o fato que o detetor interage com o campo
apenas em uma vizinhanga de sua linha de mundo. O mesmo modelo de detetor foi usado
por Kok and Yurtsever para analisar a decoeréncia de um qubit acelerado devido ao efeito
Unruh [76]. Usando as equagoes (5.51)-(5.53) podemos escrever a Hamiltoniana total
como

Hpy = Ho + Hiy, (5.54)

onde Hy = Hp+ Hi g é a Hamiltoniana livre do sistema detetor-campo. Na representacao

. ~ D . . .
de interagao o estado |, d)) que descreve o sistema em um instante ¢ pode ser escrito como

t
WP = Texpl-i [t L @)]|U0%), (5.55)
—0o0
onde T' é o operador ordenamento temporal e
Hiyy (£) = Ug (1) Hint (6)Uo (1) (5.56)

com Uy(t) sendo a evolugao unitaria associada com Hy(t). Usando a equagao (5.55),

D¢

escrevemos |UE%) = LN

) como

|2%) = Texp[—i / dhx () (fD + FD] TP, (5.57)

onde f = e(t)e*)(x) é uma funcio complexa de suporte compacto definida no espaco-
tempo de Minkowski e usamos que D! = e ®*D. Em primeira ordem de teoria de

perturbacéo, a equacio (5.57) fica
(WD) = [I —i((f)D + o(£)I DNWEL), (5.58)
onde lembramos que
o) = [davisws
= ila(KEf) - a/(KEf)] (5.59)

¢é a distribuicao que toma valores em operadores hermitianos obtida integrando o operador
campo com a funcio teste f definida acima. Recordamos também que a(@) e af(u) sdo

os operadores de aniquilacao e criacao de modos u, respectivamente, o operador K toma
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a parte de frequéncia positiva das solugoes da equagao (5.52) com relagdo a isometria

temporal, e
Bf = [ a6 (@,a') - G (), (5.60)

onde G*V and G*™' sdo as funcoes de Green avancada e retardada, respectivamente.
Agora, impondo que €(t) é uma fungao que varia muito lentamente com o tempo quando
comparada com a frequéncia Q e que A > Q7! temos que f é, aproximadamente, uma
funcdo de frequéncia positiva, i.e., KEf ~ Ef e KEf ~ 0. Para ver isso, decomporemos

FE f em termos de modos de frequéncias positiva e negativa v, € U, respectivamente, como

Bf = / 411(0) (v Ef) v — (T EF) 6T0), (5.61)

onde « representa os numeros quanticos que rotulam os modos, g é uma medida no
conjunto de todos os niimeros quanticos, v, satisfisfaz (v, Vo) kG = Op(a, ') € Vo V9, =
0. Além disso, v, é uma auto-funcao de i0;, com auto-valor w, > 0. Entao, usando a

equacao (5.15) temos

(Vo Ef )k = z/ d*z/=1 f Ta, (5.62)
M
(T, Ef ) kG = z/ d*az/=1 f va. (5.63)
M
Vamos agora mostrar que a equacao (5.63) se anula. Para isso, vamos escrever v, =
e~ waly (x), onde

Kpa(x) = wapa(x)
e K é dado na equacao (5.28). Entdo, integramos a equagao (5.63) na coordenada ¢
usando que €(t) ~ ¢ = const quando o detetor estd ligado (e €(t) = 0 quando o detetor
estd desligado), obtendo
sin [(wq + Q)A/2]
(wa + €2) ’

(ﬁa, Ef)KG = 2i€’7a (5.64)

onde 7 = |5 d3x\/—mb(X)pa. Agora, usando que

sin [(wa + Q)A/2]
T Q) ~ m(wa + Q)

quando A > Q71 temos (U, Ef)kc ~ 0. Entdo, Ef é aproximadamente de frequéncia
positiva, i.e., KEf ~ Ef. De maneira andloga, mostra-se que Ff é uma solucdo de

frequéncia negativa, i.e., KEf ~ 0. Agora, definindo
A= -KEJ, (5.65)
escrevemos a equagao (5.59) como

o(f) ~ial(N) (5.66)
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e a equacao (5.58) como
(WD) = (I +al(N)D — a(N) DN WP ). (5.67)

A expressao acima carrega a mensagem fisica bem conhecida que a excitagao e desex-
citagdo de um detetor de Unruh-DeWitt seguindo a isometria temporal esta associada a
absorcao e emissao, respectivamente, de particulas naturalmente definidas pelos observa-
dores coméveis com o detetor, i.e., no nosso caso, particulas de Minkowski e Rindler para

observadores inerciais e uniformemente acelerados, respectivamente.

5.2.2 Qubit Emaranhado e o Efeito Unruh

Vamos considerar agora um sistema de dois qubits inicialmente no estado emaranhado
[Wagr) = @|04) ® [Lg) + B|14) ® [OR) (5.68)

com |a|? + |82 = 1, onde {|0x),|1x)} é uma base ortonormal no espaco interno do
qubit Hx e X = A, R. A Hamiltoniana livre para cada um dos detetores é dada pela
equagao (5.51) com D substituido por A ou R dependendo do detetor. Agora, impomos
que o detetor da Alice é mantido inercial e o de Bob é acelerado uniformemente por um

tempo proprio finito A, seguindo a linha de mundo
t(r) = a 'sinhar, (1) = a ' coshar, y(r) = 2(1) = 0, (5.69)

onde 7 e a sao o tempo e aceleracao prépria do detetor, respectivamente, e aqui ¢, x,y, z
sao as coordenadas cartesianas usuais no espaco-tempo de Minkowski. Os detetores sao
projetados para ligarem apenas quando estao acelerados. Sendo assim, o qubit inercial
de Alice interage com o campo escalar apenas indiretamente através do detetor de Rob.
Uma realizagao hipotética desse modelo em laboratorio pode ser vista usando como qubit
os estados de spin de um férmion acelerado por um campo elétrico apontando na mesma
direcao de um campo magnético de fundo ao longo do qual o spin do férmion é prepa-
rado [78]. O acoplamento entre o spin e o campo magnético gera a separagdo entre os
niveis de energia do qubit. Entao, os estados nao excitado e excitado do qubit correspon-
dem aos casos em que o spin aponta na mesma direcao e na dire¢ao oposta que o campo
magnético, respectivamente.

O detetor de Rob interage com o campo de acordo com a Hamiltonian (5.53) com
as substituices: D — R et — 7, onde X, sao hiperficies tipo espaco ortogonais a
congruéncia de isometrias de boosts a qual a linha de mundo do detetor de Rob pertence.

A Hamiltonian total é dada por
Hiry=Ha+ Hr+ Hgg + Hint. (5.70)
O espaco de Hilbert associado com nosso sistema pode ser escrito agora como

O =H4 @ Hr @ F(HL, & HIL),
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onde lembramos que §s (Hi2 @ Hg ) é o espago de Fock simétrico de H)éz P Hg com Hfz,
Z € {I,II}, sendo o espago de Hilbert das solugoes de frequéncia positiva com relagao a
7 e valor inicial em ¥y (que é a parte de ¥,— contida na regido Z), ver equacao (5.36).
Agora, usando o fato que o detetor de Rob é o tinico que interage com o campo e que este

estd confinado na regiao I, usamos a equagao (5.67) para evoluir o estado inicial

[TA0Y = [ 4R) @ |0ar), (5.71)

—00

com |0j7) sendo o vacuo de Minkowski (i.e., o estado de nenhuma particula como definidas

pelos observadores inerciais), para sua forma assintética
3z AR
[02) = (I + afyy (MR — are VRN LATY), (5.72)

onde os rétulos em aJ;U e ars enfatizam que eles sdo operadores de criacao e aniquilacao
de modos de Rindler na regiao I, A\ = —KEf ~ Ef, e aqui f = e(7)e " 1) (x).
Usando as equagoes (5.68) e (5.71) na equagao (5.72), obtemos

(AR = WA 4 a]0a) © |0R) ® (aly;, (V)[0ar))
+ Bl14) @ |1R) ® (arr(V)[0a)). (5.73)

Para prosseguir, vamos escrever agy € a, em termos dos operadores de aniquilacio am
) RI RI ) )

e criacao, a}L\/l, de modos de Minkowski (veja a equagao (5.22) e sua adjunta)

ar(Fig) + e ™a} (Faq)
(1 _ 672#9/61)1/2 ’

T —m/a AN
aM(FlQ)+€ aM(FQQ)

T _
aR[()\) - (1 - 67271'9/&)1/2 Pl (575)

arr(N) (5.74)

onde

A+ e ™a) o
Flo = (1 — e~ 2rQ/a)1/2’ (5.76)

Now + e ™a)
P = (1 — e—2nQ/ay1/2’ (5.77)

. —IT
e lembramos que w(t, x,y, z) = (—t, —x,y, z) e que se p € HiQ entdao pow € H,,. Vamos

definir também, a partir da equagao (5.65)
v =A% (5.78)

onde
(Fio, Fjo) ke = ||M*6:;, i€ {1,2}. (5.79)

Vamos assumir que o detetor é localizado como dado pela Gaussiana

Y(x) = (kV21) 3 exp(—x?/2k?) (5.80)
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com variancia k = const < Q~!. Procedendo de maneira andloga & que foi usada para

chegarmos a equagao (5.64), temos

sin? [(w — Q)A/2
| (Uwk | 5 Ef)Kc:|2 = 462|’7ka|2 [(E,u — Q))Q /2 ~ 2627TA|'yka|25(w —-Q), (5.81)

onde usamos que

[( )A/2] Nﬁé(;(w_m
(w 2
€ T Spwa_ (57 XJ_ PYOJkJ_ == fz de\/ Qb( )Spwa_ €

para A >> Q1. Aqui, Uk, =

sinh (rw/a) 1/2 at ik, x,
‘Pka(gaXL): W Kiw/a(kle /a)e
com K,(z) sendo a funcao de Bessel modificada e x; = (y,2). Agora, usando as

equacoes (5.78), (5.81), e (5.61), escrevemos
v = AP =[|KEfIP
= [ [ sl Bl
0

27762A/dkL|’mkl\2. (5.82)

Q

No caso particular de um detetor pontual, 1)(x) — §(x), encontramos

2
5 €QA
= . 5.83
v o (5.83)
Voltando para o caso da equacao (5.80), i.e., detetores arbitrariamente pequenos mas nao
2

pontuais, podemos calcular v* no caso inercial. Entao,

2 /dk\(Ck,Ef)KG’2

i d(wk — Q) sin [(wx — Q)A/2]
4 de wk (wg — Q)

[ (k)|

com ( = etlkx—wkt) /y/16m3wy sendo os modos de frequéncia positiva de Minkowski e
(k) a transformada de Fourier de (x). Finalmente, usando que wy = |k| e integrando
em coordenadas esféricas encontramos
2
QA
V2 = e (5.84)

m 27T

Como para detetores pontuais, k = 0, as equagoes (5.83) e (5.84) sao idénticas, usaremos
a equagao (5.84) como uma aproximagao para a equagao (5.82), associada com o caso
acelerado, desde que k < Q1.

Agora, usando as equagoes (5.74) e (5.75) para escrever

o ve—T8/a
arr(A)|0nm) = (1_6,%9/&)1/2”@9% (5.85)

14

R ] (5.86)
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Figura 5.2: O gréfico exibe a informagao mutua quantica Ig(A : R) para um estado
inicial singleto como funcdo da aceleracio a/(2, com €2 = 872 - 107, Q = 100, A = 1000
e k = 0.02. O aspecto mais interessante esta relacionado com o fato que a curva nao é
monotonica, atingindo seu valor minimo em ag/2 ~ 545.75. Notemos que a quantidade
adimensional a/Q reflete a temperatura do banho térmico de Unruh (pela diferenca de

energia entre os niveis) como medida pelo detetor do Rob (a menos de um fator 1/(27)).

podemos colocar a equagao (5.73) na forma

04) ® |0R) ® [1f, )

ARp\ AR¢
|\IIOO > - |\Il >+Oél/ (1—6_27TQ/0‘)1/2

—0o0

syerigel ) @10 © 1)

+ (1 _ 6—27rQ/a)1/2 ’

(5.87)

onde Fm = F,o/v. Note que o fato que toda transi¢ao do qubit de Rob demanda a emissao
de uma particula de Minkowski estd codificada na equacao (5.87).
A matriz densidade que descreve o estado dos dois qubits é obtida tomando o traco

nos graus de liberdade do campo, ou seja,
A A - A A
pooR = H\IjooRd)H 2tr¢’\IIOOR¢> <\IjooR¢|7 (588)

onde
|a\21/2 |l3|2y2672wﬂ/a

AR$ (|12 _
H\Iloo H =1+ 1 — ¢—27Q/a 1 — ¢—27Q/a

normaliza a matriz densidade final, i.e., trpAf* = 1. Trabalhando com a equacdo (5.88),

obtemos

pAR = 2857 |WAR) (War| + S57104) @ |0R)(04] @ (OF]
+ S7P114) ® [1R)(1al ® (Lrl, (5.89)
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Figura 5.3: O gréfico mostra o emaranhamento, EAR?, entre o sistema de qubits e o campo
como uma funcao da aceleragdo a/€2 assumindo o mesmo estado inicial e parametros e,
Q, A, e k que na Figura 5.2. Notemos que o emaranhamento atinge seu valor méximo,
EARe o 1.58, em ag/Q? ~ 545.75, precisamente onde Ig(A : R) atinge seu minimo. E
interessante notar que como o estado normalizado \\PfoR¢> estd em sua decomposicao de
Schimidt, veja a equagao (5.87), o nimero de Schimidt & é 3 e o emaranhamento méaximo
é Eﬁgﬁb = logy 3 ~ 1.58 (veja o Capitulo 3 para uma revisao sobre a decomposicao de

Schimidt e emaranhamento).

onde
Saﬁ _ (1 _ 6727TQ/(1)/2
0 (1 — e=272/a) 1 |a|202 + | B|2v2e—270/a’
Saﬂ _ ‘5’21/2672ﬂ9/a
1 (1 — e=27%/a) 4 |a|202 + | B[202e—270/a’
Saﬁ — |a|2y2
2 (1 — e=2702/a) 1 |a|202 + | B|2v2e—270/a’

e verificamos que 2S5; A4 ST A4 Sy P = 1. Por conveniéncia, colocamos a equagao (5.89)

na forma matricial

598 0 0 0
ar |0 2028y 2aB857 0 - 00
Poo = — g qoB 2 caf ’ (5.90)
0 2apsy” 218255 0
0 0 0 508

onde usamos a base

{104) ®|0r),104) ® [1R), [14) @ [0r), [14) © [1r)}.
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Informacao Mitua Quantica

Para extrair informacao sobre as correlacoes entre os qubits A e R, calculamos a in-

formacao mutua quantica, Defini¢ao 3.2.3,
Ig(A: R) = S(pk) + S(p) — S(ps), (5.91)

onde 0 < Ig(A: R) < 2. Aqui, p3 = trr pilft, pR = tra pif, e S(p) = —tr(plogy p) é a
entropia de von Neumann. Na Figura 5.2 plotamos a informacao mutua quantica para um
intervalo de tempo proprio A fixo ao longo do qual o detetor de Rob esté acelerado, assu-
mindo que o estado inicial do sistema de dois qubits é o estado singleto: o = —3 = 1//2.
Vemos que para aceleragoes baixas o suficiente, a informacao mutua mantém seu valor
proximo do valor maximo, Ig(A : R) =~ 2, como esperado. Isso ocorre porque para baixas
aceleracoes a temperatura do banho térmico de Unruh é pequena contendo, portanto,
poucas particulas com energia prépria ) capazes de interagir com o detetor. A razao por-
que Ig(A : R) # 2 para a arbitrariamente pequeno é que mesmo detetores inerciais tém
uma probabilidade nao nula de espontaneamente decair com a emissao de uma particula
de Minkowski, que carrega a informacao sobre o sistema de qubits. Para aceleragoes ar-
bitrariamente altas, onde o detetor experimenta temperaturas de Unruh arbitrariamente
altas, temos Ig(A : R) — 1, indicando que os qubits ainda estao correlacionados mas nao

estao mais emaranhados, como pode ser visto diretamente da equagao (5.89):

AR a—© ]-

1
AR 210,4) ©10R){04] © (0] + 5114) [ 1) {(La] & {Lp].

Para entendermos melhor o contetido fisico codificado na Figura 5.2, é interessante ana-
. . . . AR¢\
lisarmos o emaranhamento entre o sistema de dois qubits e o campo. Como |¥5s ¢> é um

estado puro, o emaranhamento entre os qubits e o campo é dado por, ver equacao (3.49),

EARY — §(piR) = S(p%), (5.92)

onde pAF foi definida na equacio (5.88) e pfo ¢ a matriz densidade obtida analogamente

tomando o traco parcial nos graus de liberdade dos qubits. Na Figura 5.3, plotamos o
emaranhamento entre os qubits e o campo na situagao descrita na Figura 5.2. O emara-
nhamento sistema de qubits-campo EAR? é pequeno para aceleracoes baixas o suficiente,
ja que |‘I/foR¢) é aproximadamente separavel (mas nao exatamente separavel devido no-
vamente a probabilidade nao nula de desexcitacdo expontanea de detetores inerciais) em
contraste com o caso de aceleracoes altas onde EF4R? aproxima-se da unidade. Assim
como para a informacao mutua, o emaranhamento sistema de qubits-campo tem um com-
portamento nao trivial atingindo o seu valor maximo em a = ag, que é precisamente onde
Io(A : R) atinge seu minimo (veja a Figura 5.2). Para a 2 ao, o sistema de qubits recupera

parte de suas correlagoes apds um tempo 7 = 7. S A como mostrado na Figura 5.4.
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Figura 5.4: O gréfico segue o comportamento do emaranhamento E4%? ao longo do
tempo para trés aceleragoes diferentes: a/Q = 100 (linha cheia), a/Q = a9 = 545.75
(linha tracejada) e a/€2 = 2000 (linha pontilhada) assumindo o mesmo estado inicial e
parametros €, Q, A, e £ que na Figura 5.2. Notemos que para a < ag, EA%? cresce
monotonicamente como funcao do tempo. Entretanto, para a > ag, o sistema de qubits
e o campo ficam maximamente emaranhados em um tempo 7 = 7. < A, apds o qual
o sistema de qubits recupera parte de suas correlacbes do sistema total. Apesar de nao
estar evidente visualmente, o gréfico é plotado no intervalo de aceleragao 7 = [1, A], que

respeita o vinculo Q7 > 1 [veja a discussao acima equagao (5.65)].

Concurrence

Agora, mostraremos que o sistema de qubits experimenta uma morte subita do emara-
nhamento para aceleracoes menores do que aquela necessaria para a informagao mitua

atingir o seu minimo. Para esse propdsito, calculamos a concurrence, equagao (3.51),

Clpal) = max {0, VA1 = vh = Vs = VA b, (5.93)

associada com o estado misto pfoR, onde )\; (1 =1,...,4) sao os auto-valores de

Pé‘oR(Uy ® Uy)p?oR(Uy ® Uy)

com A1 > Ay > A3 > M\, O operador ﬁfoR é obtido tomando o complexo conjugado de todos
os termos na equagao (5.90). Na Figura 5.5, vemos que para aceleracoes a arbitrariamente
baixas, o sistema de qubits tem C(p4Af?) 1 que estd de acordo com Ig(A : R) ~ 2 achado
no limite de baixas aceleracdes. Agora, conforme a aceleracdo cresce, o emaranhamento

entre os qubits decresce monotonicamente anulando-se a partir do valor

a/Q = asq/Q =7/In(?/2 + /1 +v1/4). (5.94)

Portanto, para um intervalo de tempo A de aceleracdo, os dois qubits perdem seu emara-

nhamento para todo a > agq.
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Figura 5.5: A concurrence C(pAF) é plotada como funcao da aceleracio a/S assumindo o

mesmo estado inicial e parametros €, 2, A, and x que na Figura 5.2. A morte sibita do

emaranhamento entre os dois qubits é observada em agq/€2 ~ 273.00.

5.2.3 Teletransporte e o efeito Unruh

Agora, vamos usar os resultados anteriores para revisitar o protocolo do teletransporte
quando Alice e Rob compartilham inicialmente o estado emaranhado (5.68) no estado
singleto, & = —3 = 1/v/2, e calcular como a fidelidade é afetada pela aceleracio do qubit
de Rob. O estado a ser teleportado por Alice é dado por

lpc) =10c) +d]1c), (5.95)

que combinado com |¥ 4r), dado na equagao (5.68), e com o vacuo de Minkowski leva no

seguinte estado inicial:

(T = o) @ [War) @ [0ar). (5.96)
Usando agora que
00) ©[04) = \}§<|¢a4> 16
0c) @ [14) = ;5<|ng> e,
1)@ [04) = \2<|ng> e,
o) ® 1) = \}5<|¢$A>—|¢5A>>, (5.97)

onde |95 4), [dca)s [¥dA), ¥c ) sdo os estados de Bell [veja a equacdo (3.32)], colocamos

a equacao (5.96) na forma

AR = Z[I6Ea) © (LR} — 6108)) @ 0u1) + [6.4) © (211} + 6108)) @ [0
+ [0Ea) @ (—110R) +811R)) @ [0a1) g 4) ® (Y/0R) + 0]1R)) @ |0ar)].
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O estado assintotico final total depois que Rob acelerou por um tempo préprio A pode

ser escrito a partir da equacao (5.72) como
(WSARDY = (T 4 aly, (MR — agr (V) RN[wELE. (5.98)

Vamos assumir que a Alice faz uma medida de Bell em algum lugar no passado causal
do evento em que Rob comeca a acelerar. A escolha de uma medida de Bell é natural ja
que nesse ponto eles compartilham um estado maximamente emaranhado levando Alice a
seguir o protocolo original de teletransporte. Note também que no momento da medicao,
ela nao tem em principio nenhuma maneira de prever se Rob ird ou nao ficar sobre a
influéncia de alguma forga externa. Por simplicidade, vamos assumir que Alice mede o
estado |1 4). Isso serd entao transmitido para Rob, através de algum canal cldssico, que
entao poderd usar essa informacao para decidir como agir em seu estado ao final de sua

aceleracao. Entao obtemos
1, _ _ _
WS =—Zg) © (710R) +811R)) © 031) + T 1Uc.) ® [1R) @ ars()]0wr)

o
— 5lYca) ® [0r) @ aly (N)]0w)

l/,ye—ﬂ'Q/a

2(1 _ 6727rQ/a)

:_%%A) © (7|0R) + 6]1R)) @ |0ar) +

120 _
e—2mQ/a)1/2 Vo) @ 0R) ® |1Fm>'

1/2|¢6’A> ® ‘1R> ® |1}7"'29>

2(1 -
Agora, note que o resultado final ndo dependera de quando Alice realiza sua medicao ja

que trocar a ordem de: (i) projetar o resultado em |t/ ) e (ii) evoluir temporalmente

\\I’EY?ORd’), nao altera \\IJgOAR(b). A matriz densidade associada com o qubit de Rob é
P = N7 troca | WSO (WA, (5.99)
onde
1 ‘7’2V26727r9/a ‘5’21/2
CAR¢| 2 _ +
”\IIOO || - 4 (1 T 1— e*ZWQ/CL 1— 67271{2/@ : (5100)
A equagao (5.99) pode ser rescrita como
o é < oo
poo = (171 55° + 101" S3)0R)OR] + 79 53°0R)(1R|
_ 0 § 6
+ 7083°[Lr){0r| + (181> S5° + [4* ST) 1) (1,
(5.101)
onde
_ ,—27Q/a
v 1 (&
SO 1 — e—27Q/a + V2‘5’2 + V2h,‘26—27rﬂ/a’ (5102)
2_,—27Qd/a
v v-e
Sl 1 — e—27Q/a 4 I/2|5|2 + V2|,y‘26—27TQ/a’ (5103)
0 v?
Sy = (5.104)

1 — e—27Q/a + VQ’(;‘Q + 1/2"'}/’26_2”9/0‘.
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Figura 5.6: A fidelidade do teletransporte é plotada como fungao da aceleracao a /2 e com

os valores €, 2, A and k sendo os mesmos que na Fig. 5.2.

Vamos tomar 7 = § = 1/4/2 na equacdo (5.95). Nesse caso, usando a base {|0r),|1r)}

temos
Sy + S S
P e B (5.105)
So So + 51
com
51/\/5 1/v2 Sl/\/§ 1/V2 Sl/\/§ 1/V2
SOE%,S&E%,SQE%

Finalmente, a fidelidade do teletransporte F' = (pc|pZ |oc) fica
F=25y+1/2, (5.106)

e ¢ plotada na Figura 5.6 como fungao da aceleragao prépria do qubit de Rob. Vemos
na Figura 5.6 que para aceleragoes baixas o suficiente F' &~ 1 e para aceleragoes altas
F =~ 0.5. Isso ocorre devido a perda de emaranhamento entre os qubits da Alice e de
Rob, como visto anteriormente. Ao contrario das Figuras 5.2 e 5.3, vemos que F' decresce

monotonamente com a/<Q.

5.2.4 Comentarios

Desenvolvimentos tecnologicos permitiram novos e refinados testes da mecéanica quantica.
Isso é interessante nao apenas em informagao quantica mas também em conexao com um
grande nimero de aspectos conceituais. Em particular, a interface entre mecanica quantica
e a relatividade vem sendo uma fonte de preocupagao permanente [79] que culmina na
longa busca pela gravitacao quantica. Entretanto, como ja vimos, hd uma fisica extrema-
mente interessante envolvendo a mecanica quantica e a relatividade ja no espaco-tempo
de Minkowski. Por exemplo, nas Secoes 4.2 e 4.3 vimos como o movimento dos detetores
influencia as desigualdades de Bell para férmions e fétons, respectivamente. Nessa se¢ao,

analisamos como a fidelidade do teletransporte é afetada quando um dos qubits do par
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emaranhado acelera por um tempo proéprio finito sob a influéncia de algum agente ex-
terno e, durante a aceleracao, interage com um campo escalar sem massa. Mostramos
que a fidelidade do teletransporte decresce com o aumento da aceleragao, fixado o tempo
préprio de interacao (veja a Figura 5.6). Do ponto de vista dos observadores inerciais, isso
se deve ao fato que parte do emaranhamento entre os qubits é carregado pelo radiacao
escalar emitida quando o qubit acelerado sofre uma transicao. Isso é confirmado pelo fato
que a informacdo mitua entre os qubits e o emaranhamento sistema de qubits-campo tem
um comportamento complementar como fungao da aceleragao, i.e., um decresce (cresce)
enquanto o outro cresce (decresce) (veja as Figuras 5.2 e 5.3). A nao trivialidade desses
graficos, codificada no fato que eles nao tém um comportamento monétono como fungao
da aceleracao, pode ser entendida a partir da Figura 5.4, que mostra que apés um tempo
Te longo o suficiente o emaranhamento entre o sistema de qubits e o campo comeca a de-
crescer. Isso fica claro no caso a = 2000. Para a < 545.75 esse comportamento seria visto
se A fosse grande o suficiente. Notavelmente, a concurrence (que mede o emaranhamento
entre os qubits) experimenta uma morte subita para uma acelera¢ao asq como mostrado
na Figura 5.5. Finalmente, devemos chamar atencao que do ponto de vista dos observa-
dores uniformemente acelerados, a interpretacao dos resultados acima é bem diferente da
interpretagao dos observadores inerciais. Do ponto de vista dos observadores acelerados,
0 qubit interage com o banho térmico de Unruh de particulas reais de Rindler no qual
ele esta imerso no seu referencial préoprio. Esse é outro exemplo de como observadores
inerciais e acelerados podem dar interpretacoes fisicas diferentes para o mesmo fenémeno
fisico. E claro porém, que eles devem concordar com o resultado da medicao dado pelo

arranjo experimental usado.

5.3 Mudanca Siubita no Comportamento das Correlacoes

Classicas e Quanticas e o Efeito Unruh

Na Secao 3.5, mostramos que existem correlagoes que sao quanticas porém nao provém
do emaranhamento. Tais correlacoes, que podem existir inclusive para estados separaveis,
melhoram diversas tarefas computacionais com relacao a quando estados classicos sao
usados [71, 72] o que, junto com sua importancia conceitual, refor¢a sua relevancia. Por
isso nos ultimos anos tais correlagoes véem sendo estudadas em diversos contextos, como
por exemplo seu comportamento sob o processo de decoeréncia [135, 136, 137, 138] e
transigoes de fase [139, 140, 141, 142]. Agora, vamos usar o efeito Unruh para analisar
a dinamica das correlacoes classicas e quanticas para uma sistema de dois qubits quando
um deles acelera uniformemente por um tempo préprio finito [21]. Vamos mostrar que as
correlagoes quanticas sao destruidas apenas no limite de aceleragao infinita, enquanto que
as classicas nunca se anulam. Em particular, mostraremos que tais correlacoes exibem a

chamada mudanca stbita como uma fun¢ao da aceleracao.
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5.3.1 Dinamica das Correlagoes Classicas e Quanticas

Vamos novamente modelar o qubit pelo detetor semi-classico de dois niveis descrito na
Secao 5.2.1. Assim como na se¢do anterior, vamos considerar dois observadores, Alice
(inercial) e Rob (uniformemente acelerado por um tempo préprio finito A), cada um
carregando um qubit. O estado inicial do sistema total composto pelos dois qubits e o

campo ¢é dado por

AR
95 = 193F) ® 0ar)
1

V2

com {|0x),|lx)} sendo uma base ortonormal do espago interno do qubit X = A e R

(104) ® [1r) — [14) ® |0R)) ® |Oar) (5.107)

(que rotulam Alice e Rob, respectivamente) e |0ps) é o vadcuo de Minkowski. A Hamil-
toniana livre de cada um dos detetores é dada na equagao (5.51), com as substitui¢oes
apropriadas D — A, R. Os detetores sao projetados para ligarem apenas quando estao
acelerados. Sendo assim, o qubit inercial de Alice é mantido sempre desligado enquanto
o de Rob interage com o campo durante um tempo préprio finito A através da constante
de acoplamento efetiva 12 [veja as equacdes (5.82) e (5.84)]. Com isso, o qubit de Rob in-
terage com o campo escalar através da Hamiltoniana (5.53) (com as substitui¢bes D — R
et — 7). O estado final do sistema total apds a interacao é dado pela equagao (5.90), que

por conveniéncia rescrevemos aqui como

Sy 0 0 0

0 S -5y 0

P = o , (5.108)
0 =Sy Sy 0
0 0 0 S

onde usamos a base

{104) @ [OR),[14) ®[0R),[04) ® [1R),[14) ® [1R)}.

Aqui, lembramos que

S = 1=q
T 21 —q)+2(1+q)
2
1%
Slz q2 3
2(1 —q) +v3(1+q)
2
Sy = -

2(1—q) +v3(1+q)’

onde definimos ¢ = e~ 2™/ Lembramos que as condigoOes necessdarias para que as equacoes
acima sejam validas sdo que Q27! < A e que € seja uma funcdo que varia lentamente com

0 tempo em comparacao com a frequéncia 2.
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Figura 5.7: Plotamos as correlagoes cléssicas (linha tracejada), quanticas (linha sélida)
e a informagao mutua (linha pontilhada) como fungao da aceleragao parametrizada ¢
(assumindo v? = 0.47) no gréfico da esquerda e de v? (assumindo ¢ = 0.4) no grafico da

direita.

No limite de aceleracao infinita (¢ — 1), vemos da equagao (5.108) que a matriz
densidade reduzida do sistema de dois qubits é

1 1
P =1 §|OAOR><0AOR’ + 5\1,41R><1,413|. (5.109)

O estado (5.109) é consequéncia do fato que é permitido ao detetor sofrer apenas
ou uma transigdo ou nenhuma [20] e de que para aceleragoes infinitas o detetor sempre
sofre uma transigao (afinal, do ponto de vista dos observadores acelerados, o qubit esta
em contato com um banho térmico de temperatura infinita). Como, do ponto de vista
dos observadores inerciais, cada transicao do detetor é acompanhada da emissao de uma
particula de Minkowski, tais observadores devem descartar dados vindo de experimentos
onde duas ou mais particulas de Minkowski estao presentes usando algum processo de
pos-selecao. Analogamente, os observadores uniformemente acelerados devem descartar
dados de experimentos onde ocorreram duas ou mais transicoes dos detetores. Vamos

agora fazer uma analise da dinamica das correlacoes classicas

ABY _ ]
K (p™7) = {Hggﬁg}{f(u V), (5.110)

e quanticas
Q(p*P) = Ig(A: B) - K(p*"), (5.111)

onde I(U : V) é a informagao mutua cldssica entre as varidveis aleatérias U e V que
tomam os valores u,, e v, com probabilidades pA(m) = tr (HﬁpA) e pP(n) = tr (15 p%)
respectivamente, e tem probabilidade conjunta pA? (m,n) = tr (Hfl ® HE pAB ), assumindo

detetores pontuais: « = 0. Aqui, como estamos estudando sistemas com dois qubits,
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Figura 5.8: Plotamos as correlacoes quantica (gréafico de densidade a esquerda) e cldssica
(gréfico de densidade & direita) como fungoes de v? and q usando o estado inicial dado na

equacao (5.107).

estamos nos restringindo a medigdes projetivas {ILX}, X € {4, B} [73]. Note que estamos
usando as medidas simétricas para as correlacoes classica e quantica (i.e., os dois sistemas
sao medidos) ao invés das medidas assimétricas (apenas um dos subsistemas é medido),

{7y

J(p*?) = max {S(pA) - ZPB(H)S(/)Z‘)} (5.112)

D (p*") = Io(A: B) - T (p*"), (5.113)

onde pP(n) = trllZpP e pi} = trp (11 @ IIE pAB) /pP(n). Isso se deve ao fato que o sistema
Alice-Rob nao é simétrico sob a troca de subsistemas A +» B, ja que Alice esta inercial
e Rob uniformemente acelerado. Por completeza, iremos comparar os resultados obtidos
usando as equagoes (5.110) e (5.111) com os resultados obtidos usando as equagoes (5.112)
e (5.113).

No grafico a esquerda na Figura 5.7 as correlagbes quénticas e classicas bem como
a informacao mutua quantica entre os dois qubits sao plotadas como funcgoes da ace-
leracdo parametrizada ¢, para valores fixos de v? e do tempo A em que o qubit de Rob
permanece acelerado. Note que para aceleracoes arbitrariamente pequenas o valor da in-
formagao mitua difere de 2, como seria esperado para o estado singleto (5.107). Como
ja comentamos na se¢ao anterior, isso se da devido a probabilidade nao nula de decai-
mento espontaneo (ao longo do tempo nao nulo A), com a emissao de uma particula de
Minkowski, de detetores inerciais. Tal processo leva a uma perda de pureza do estado
singleto inicial. E importante enfatizar, entretanto, que o valor usual 2 para a informacao

mutua é obtido quando a constante de acoplamento v se anula, conforme pode ser visto
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no grafico a direita na Figura 5.7. Em tal caso, ndao ha nenhuma interacdo entre o qu-
bit de Rob e o campo escalar. A Figura 5.7 mostra que o sistema de dois qubits ainda
tém correlagoes cldssicas no limite de aceleracao infinita (¢ — 1), enquanto as correlagoes
quanticas se anulam. Isso estd de acordo com a equagao (5.109) e é uma consequéncia do
nosso modelo de detetor. Do ponto de vista dos observadores uniformemente acelerados,
a perda da correlagao quantica se deve a interagao do qubit de Rob com o banho térmico
de Unruh de particulas de Rindler que eles experimentam quando o campo estd no vacuo
de Minkowski. Lembramos que a temperatura de Unruh que o qubit uniformemente ace-
lerado experimenta é proporcional & sua aceleracao propria. Agora, da perspectiva dos
observadores inerciais, a correlacao quantica é levada pela radiacao escalar emitida pelo
qubit acelerado quando ele sofre uma transicao. Outro resultado interessante que pode ser
visto do grafico a esquerda na Figura 5.7 é que tanto as correlacao classicas quanto as cor-
relagoes quanticas entre os qubits nao podem ser descritas por uma funcao diferencidvel da
aceleracao. Andlises numéricas extensivas indicam que essa mudanca subita nao depende
do estado inicial considerado. (O termo mudanga subita foi cunhado na referéncia [135] e
observado experimentalmente em [143].) Para valores maiores de 2, o ponto de mudanca
stubita move-se para a esquerda no eixo ¢. Um comportamento similar é observado quando
plotamos as mesmas correlacoes como funcdo de v? para um valor fixo da aceleracio, veja
o grafico a direita na Figura (5.7). Quanto maior a acelera¢ao, mais préximo da origem
o ponto de mudancga subita fica. Na Figura 5.8, mostramos como a correlagao quantica
(grafico & esquerda) e cldssica (grafico & direita) depende dos parametros q e v2. Fica claro
que a correlacdo quantica se anula para todo valor de v? desde que a aceleracio ¢ seja
arbitrariamente alta. Na Figura 5.9, mostramos o comportamento da informacao muitua

2. Vemos, conjuntamente com a Figura 5.8, que para aceleracoes

como funcao de q e v
q — 00, todas as correlagoes tém uma natureza classica ao invés de quantica para todos

os valores de /2.

5.3.2 Medida Simétrica de Correlacao Quantica e a Discédia Quantica

Em geral, nao hd nenhuma razao a priori para que as medidas de correlagao quantica
simétrica, equagao (5.111), e a discérdia (medida de correlacdo quantica assimétrica),
equagao (5.113), deem os mesmos resultados para sistemas que nao sao simétrico pela
troca de suas partes. De fato, no nosso caso elas sao distintas, apesar de préximas,
como pode ser visto na Figura 5.10. Um fato interessante que também pode ser visto
da Figura 5.10 é que ambas as medidas parecem dar o mesmo resultado para o valor
da mudanga subita gs.. Isso nos permite encontrar uma expressao (aproximada) analitica
para gs. da seguinte maneira. Recentemente, foi mostrado que para todas as matrizes

densidade de dois qubits da forma
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Figura 5.9: Plotamos a informacio mitua quéantica como funcio de v? e ¢?, usando o

estado inicial dado na equagao (5.107).

prr 0 0 puy
0 p22 p23 O
PAB = (5.114)
0 p2g pa2 O
pa 0 0 ps33

a discérdia quantica (5.113) é dada por [138]

’D:min{Dl,Dg} (Dl,DQZO), (5115)
onde
2
P11 P22
D:sA_sA_lo[]_ 10[ ]
1 (pa) (paB) — p11log 11+ oo P22 10g (p11 + pa2) (P33 + p22)
P33
— log | ————— 5.116
pas g{ﬂ33+ﬂ22] ( )

Dy = S(pa) ~ S(pan) — g (1+T) log [; (1+ r)] (1)l B (1- rﬂ |

(5.117)

eTI'? = (p11—p33)2+4|paz+p1a]?. Usando o operador densidade pZif dado na equacao (5.108)

na equagao (5.114), obtemos

Dy =25,
1

1
Dy = S(p) — S(pA%) ~ | log [4

1 1-T
J— 2 — —_—
(1-T )] + 2Flog [1—|—I’]
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Figura 5.10: Grafico das correlagoes quanticas como funcao da aceleracdo ¢ impondo
v? = 0.4 7. A linha sélida mostra o comportamento da medida simétrica enquanto a linha
tracejada exibe o comportamento da discérdia quantica (para medigoes feitas quer por

Alice, quer por Rob).

com I'? = (S — 81)? + 452, Entao, vemos da equacdo (5.115) que o ponto de mudanga
stbita é obtido resolvendo

D1 = Do, (5.118)

que é uma equacio transcendental para ¢ e v2. Para o caso mostrado na Figura 5.7, a
equagao (5.118) ¢ satisfeita para ¢ = gs. ~ 0.53925, o que estd de acordo com a andlise
numérica apresentada anteriormente. Uma expressao semi-analitica para gs. pode ser
encontrada como se segue. Primeiro, achamos numericamente todos os pares (g, %) que

satisfazem a equagao (5.118). Em seguida, um ajuste exponencial
se = expla + bv* + e/ (5.119)
é feito nessas solugdes com parametros
a = 0.00054, b= —0.51488, ¢ = 0.01959.

Como pode ser visto a partir da Figura 5.11, a equagao (5.119) estd em muito bom acordo

2

com as solugoes da equacao (5.118) para os intervalos de ¢ e v* considerados aqui. A

Figura 5.11 mostra também que os valores de aceleracao

Gsa = (V)24 /14 14/4)72 (5.120)

para os quais a morte subita [130, 144] do emaranhamento ocorre [veja a equagao (5.94)]

parecem nao ter correlacdo com os valores em que a mudanca subita ocorre. Além disso,
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Figura 5.11: A linha pontilhada mostra o grafico das solucbes numéricas da
equagao (5.118). A linha sélida mostra o ajuste exponencial dado na equagao (5.119).
A linha tracejada exibe o comportamento da fungdo dada na equagao (5.120) mostrando

2

os valores de ¢ e ¥* em que a morte subita do emaranhamento ocorre.

note que a correlacdo quantica simétrica, equagao (5.111), e a discérdia, equagao (5.113),
ainda estao presentes mesmo depois que o emaranhamento se anula.

Agora, vamos analisar o que ocorre quando usamos um estado inicial nao simétrico
A
[96") = (al04) @ 1) = BlLa) @ [0R)) © |0ar) (5.121)

sob a permutacdo dos qubits A e R, onde |a|? + |3|> = 1, ao invés do estado simétrico
dado na equagao (5.107). Na Figura 5.12, plotamos a discérdia quantica (5.113) e a
medida simétrica (5.111) para a correlacdo quantica assumindo o estado (5.121) com
a = 0.3. Como podemos ver, a discérdia quantica calculada com medicgoes feitas por Alice
(inercial) e Rob (nao inercial) diferem da medida simétrica [equacao (5.111)] e entre si
(levando com isso a pontos de mudanca sibita diferentes para os dois observadores). Em
tais situagoes, usar a medida simétrica de correlacdo quantica (e clssica) parece ser mais
conveniente. Para os casos considerados aqui, os valores de mudanca subita associados
com (i) a discérdia quantica calculada pelo observador inercial e (ii) a medida simétrica
sempre parecem concordar. Entretanto, a equacao (5.118) nao é mais vélida ji que a
matriz densidade que descreve o estado dos qubits nao é da forma (5.114). A Figura 5.13
mostra o grafico da equagao (5.111) para o estado inicial (5.121). Vemos que o ponto
de mudanca stibita parece nao mudar ao variarmos « (e ). Além disso, vemos que esse
ponto critico sempre existe, com excecao do caso de estados puros separdveis (onde o = 0
ou 1).

O gréfico (omitido) para a discérdia quantica como medida pelos observadores inerciais

A leva a um comportamento parecido com o visto na Figura 5.13 com concordéancia sobre
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Figura 5.12: As correlagoes quanticas sao plotadas como funcao da aceleracao parametri-
zada ¢, impondo v? = 0.47. A linha sélida mostra a medida simétrica enquanto as linhas
pontilhada e tracejada mostram a discérdia quéantica com medigdes feitas por Rob e Alice,

respectivamente.

o valor da mudanca sibita.

5.3.3 Comentarios

Durante essa secao, analisamos o comportamento das correlacoes quanticas e cldssicas
para um sistema de dois qubits onde um deles acelera uniformemente por um tempo finito
enquanto o outro é mantido inercial. Mostramos que a correlagdo quéntica é degradada
pela presenca da aceleragao. Do ponto de vista dos observadores inerciais, o qubit ace-
lerado tem uma probabilidade nao nula de sofrer uma transicdo com a emissao de uma
particula de Minkowski. Isso é possivel porque o agente externo que acelera o qubit for-
nece a energia necessaria. Agora, devido ao efeito Unruh, observadores co-acelerados com
o qubit experimentam um banho térmico (de particulas de Rindler) quando o campo esta
no vacuo de Minkowski. Com isso, para tais observadores, a excitagao (desexcitacao) do
qubit é devido & absorcao (emissao) de uma particula do (para o) banho térmico. Clara-
mente, 0s observaveis fisicos codificados nessas correlagoes nao dependerao da descricao
especifica de cada observador. No limite de aceleracao infinita, o banho térmico de Unruh
tem uma temperatura arbitrariamente alta e portanto é natural esperar que as correlagoes
quanticas sejam completamente destruidas; no entanto, correlacoes classicas ainda estao
presentes em tal caso [veja a equacao (5.109)].

Outro fato interessante é que tanto a correlacao classica quanto a correlagao quantica
nao podem ser descritas por uma funcao diferencidavel da aceleracao. Elas exibem uma

mudanca subita em um valor critico ¢ = gs.. Ao comparar a discérdia quantica com a
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Figura 5.13: A correlacdo quantica simétrica entre os qubits de Alice e Rob é plotada
como funcdo de a e ¢, impondo v? = 0.47, usando o estado inicial (5.121). Vemos que ele

exibe uma mudanca subita ao longo da linha g ~ 0.54.

medida simétrica para a correlagao quantica, equagao (5.111), encontramos que, apesar
das medidas nao serem idénticas, elas sao muito proximas quando assumimos um estado
inicial singleto. Isso nos permitiu encontrar um expressao analitica para gs. em termos de
v2. Nossos resultados indicam que os valores para a mudanca sibita das correlacdes e a
morte subita do emaranhamento nao estao correlacionadas. Finalmente, considerando um
estado inicial nao simétrico, encontramos que as a discordia quantica e medida simétrica
de correlagdo quantica se tornam bem distintas. Além disso, a discérdia como calculada
pelo observador inercial A e nédo inercial R sao distintas levando a pontos de mudancga
subita diferentes. Esse resultado sugere que a medida simétrica deve ser mais conveniente
para calcular a correlagao entre as partes quando os experimentalistas tém estados de

movimento diferentes.



Capitulo 6

Informacao Quantica nas

Vizinhancas de um Buraco Negro

Nessa secao, vamos estudar a influéncia que a presenca de um buraco negro tem em diver-
sos efeitos em informacao quantica. Em particular, mostraremos que o emaranhamento
entre um par de qubits, um em queda livre e o outro estatico, na vizinhanca de um
buraco negro de Schwarzschild desaparece apds um tempo A finito. Apesar disso, a cor-
relacdo quantica entre os qubits desaparecerd apenas assintoticamente [21]. Além disso,
mostraremos que se usarmos esse estado emaranhado para realizarmos o protocolo de te-
letransporte, sua fidelidade diminuird conforme o qubit estdtico se aproxima do horizonte
de eventos.

Na Secao 6.1, discutiremos o efeito Unruh no espago-tempo de Schwarzschild. Na
Segao 6.2, estudaremos o comportamento de um par de qubits emaranhados (modelados
como detetores semi-classicos) nas vizinhangas de um buraco negro estatico e esfericamente

simétrico.

6.1 O Efeito Unruh no Espaco-Tempo de Schwarzschild

Tomemos o espago-tempo de Schwarzschild maximamente extendido (R? x 52, g5¢h) [2, 3].
O elemento de linha associado a métrica gggh ¢é dado por
32M°
s, = ———e "M (—dT? + dX?) + 1202, (6.1)
ab T

onde M é uma constante positiva, (T, X) sdao coordenadas no R? que cobrem a regiio
T? — X% < 1, r é definido implicitamente pela equacio T2 — X2 = (1 —r/2M)e"/?M ¢
dQ%2 é o elemento de linha da esfera S?, que em coordenadas esféricas usuais 6,9 toma a

forma

dQ%e = db? + sin® fdv*.
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Figura 6.1: Diagrama espaco-temporal do espaco-tempo de Schwarzschild com as regices
LILIII e IV dadas por |T| < X, |T| < =X,T > |X| e T < —|X]|, respectivamente. As
curvas com as setas sao curvas integrais do campo de Killing x = x [X0/9T +T0/0X],
onde kK = 1/4M.

Na Figura 6.1, mostramos um diagrama espaco-temporal do espaco-tempo de Schwarzs-
child. Nele, raios de luz sao representados por linhas que formam 45° com a vertical.
Vemos entao que qualquer sinal de luz emitido na regiao /11 permanece na regiao [11
e atinge a singularidade em r = 0. Por isso, a regiao II1 é chamada de buraco negro.
A regiao IV pode ser vista como a reversao temporal da regiao 111 e por isso, recebe o
nome de buraco branco. Apesar do espago-tempo descrito na Figura 6.1 nao ser realista
(no sentido que os buracos negros em nosso universo provém do colapso gravitacional
de estrelas) ele é extremamente 1til para estudar diversos aspectos associados a buracos
negros. A constante M na equagao (6.1) é interpretada como sendo a massa do buraco
negro. O espago-tempo de Schwarzschild maximamente estendido possui um campo de

Killing x dado por

X =k (X0/0T +T9/0X). (6.2)
Aqui, kK = 1/4M é a chamada gravidade superficial associada as hiperficies tipo luz b4,
onde
b = {(T, X,q) € R* x S*|T = £X}.
Como

X"Xa = (2M/r)e”" M (T? = X7),

o campo de Killing (6.2) se torna tipo luz em hi e se anula na esfera h N h_. Por isso,

chamamos h; U bh_ de horizonte de Killing bifurcado gerado por x [1, 2].
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A regido I pode ser coberta com coordenadas t,r, 0,1, onde
T = ™ sinh(kt), X = ™ cosh(t), (6.3)

6,9 sao as coordenadas esféricas usuais sobre a esfera e r* = r+2M In (r/2M — 1). Nessas

coordenadas, o elemento de linha (6.1) e o campo de Killing (6.2) tomam a forma
dsjsgh = —(1—2M/r)dt* + (1 —2M/r) " dr? 4+ r2d02, (6.4)

e x = 0/0t, respectivamente. Vemos entao que a regiao I é estética e com isso, podemos
realizar a quantizagdo do campo de Klein-Gordon descrita na Segao 5.1.3. Note que
X*Xa ¥ e por isso dizemos que a familia de observadores estaticos associados com
a translagao temporal ¢X(t1,71,61,91) = (t1 + t,7r1,61,91) (definida por x em I) estd
naturalmente associada com observadores estaticos no infinito. Nas coordenadas ¢, 7,8, 9,

a equagao de Klein-Gordon sem massa

“Wap =0
pode ser escrita como
82
<_8t2 — IC> ¢ =0, (6.5)
onde . 96
Ko=-73f5. ( f5 ) = Vo, (6.6)

fry=(1-=2M/r) e V%Q ¢ o Laplaciano sobre a esfera unitaria. Tome agora uma auto-

2 ie., K¢ = w?1). Se fizermos a separacio de varidveis

fungao 1 de K com auto-valores w
U(r,0,9) = @Ylm(@,ﬁ), onde | > 0, =l < m <1 eY}, sao os harmonicos esféricos, e

substituirmos na equagao (6.6) obtemos

[ e + V(r*)} u = wu, (6.7)
onde V(r*) = f(r) [2%4 + l(lr%l)} . A equacao (6.7) possui duas solugoes linearmente inde-

pendentes u™ e u~. Os nimeros w > 0, [ e m além de o € {+1, —1} rotulam uma familia

[0}

Sim = Cortm ,,lerm onde ¢, € uma constante de normalizacao, de auto-funcoes de K
tal que ¢%, = e W)  satisfaz [117]

(O s Dt VK G = Ocrert Ot Oppamy 6 (w0 — ).

Sendo assim, vamos tomar j = (w,l,m,a) e [du(j) = > [dw e usar a equacao (5.29)
alm

para definir

H = Z/ ﬁ@lm _ZWt glm Ty 9 79
{ alm

Z/dw[cplm } (6.8)

alm
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A regido IT pode ser coberta com as coordenadas , 7, é, ’5‘, onde
T = ™ sinh(kt), X = —e"" cosh(kt) (6.9)

e é, ¥ sdo as coordenadas esféricas usuais sobre a esfera. Nessas coordenadas, o elemento
de linha ds?];j,‘;h toma a forma (6.4), com as substituicées t — £,r — 760 — 0,9 — 9.
Portanto, a regidao I1 também é estética (com relacio ao campo de Killing —x = 9/0%)
e procedendo de maneira andloga & descrita acima, usando ¢, 7, 9, U ao invés de t,r 0,10,
definimos o espaco de Hilbert H;;I . Definindo H, = H f; &5, H;;I e procedendo como descrito
na Secao 5.1.3, obtemos uma construcao para a quantizacao do campo ¢ em todo o espaco-
tempo de Schwarzschild estendido. Se ax, ak sao os operadores de aniquilacao e criacgao,

respectivamente, definidos em § (Hf(() , X € {I,II}, o estado
05) € §s (H) = . (H)) @) 3 (Hy)

que satisfaz ax (3)|0g) = 0 para todo X € {I,II} e 0 € H; é chamado de vdcuo de
Boulware. Ele é o estado de nenhuma particula como visto pelos observadores parados
fora do buraco negro.

O espago-tempo de Minkowski possui além do campo de Killing y2, andlogo ao campo
de Killing (6.2), um campo de Killing tipo-tempo global x; (associado com a translagao
temporal definida pelos observadores inerciais) que nos permite realizar a construgao usual
da teoria quantica do campo escalar ¢. Entretanto, no espago-tempo de Schwarzschild,
nao ha nenhum campo de Killing tipo-tempo global. Note porém, que no espago-tempo
de Minkowski uma solucao ¢ da equagao de Klein-Gordon é de frequéncia positiva com

relagao ao tempo inercial ¢ se e somente se sua restricao as hiperficies tipo luz

N = {(t,z,y,2) € Rt = £z}

é de frequéncia positiva com relacdo a v = t + x em M' e com relacio a u =t — x em
M~ [1, 117]. Entao, em analogia com o caso de Minkowski, vamos definir o espago de
Hilbert Hyr formado pelas solucoes ¢ da equacao de Klein-Gordon no espago-tempo de
Schwarzschild cuja restrigao a h U bh_ é de frequéncia positiva com relacao a V=T + X
em hy ecomrelacicoaU =T —X em h_. Se agp, aTH 7 Sao os operadores de aniquilacao
e criagao, respectivamente, definidos em §s (Hpg), definimos o vdcuo de Hartle-Hawking
[145, 146, 147] como sendo o vetor [0p ) € §s (Hum) que satisfaz app(0)|0gg) = 0 para
todo o € Hyp. O véicuo de Hartle-Hawking é o tinico estado nao-singular (i.e. Hadamard)
e invariante pela translagao temporal definida por x [148]. (O vécuo de Boulware, apesar
de invariante pelas translagoes geradas por x, é singular em h Ubh_.)

Agora, procedendo da mesma forma que na Sec¢ao 5.1.4, encontramos que o vacuo de

Hartle-Hawking pode ser escrito como

Uloan) = || (Ci Y e ) @ |nill>) - (6.10)

7 n;=0
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. _ ) 1/2 n; B
Aqui, C; = (1—e 2”“1/") , nix) = ﬁ [aJ}[%X (7,/}5()} |0g) e os X sdo centrados
em frequéncias w; e formam uma base ortonormal de §s (Hf(( ) Como as regioes [ e
11 sao causalmente desconectadas, observadores estaticos em I nao tém acesso a regiao
I1I. Portanto, para tais observadores, o vacuo de Hartle-Hawking é descrito pela matriz
densidade
o0
I 2 —2mnw;
PHH = H (Ci Z e e /“|n“)<n“|> ) (6.11)
7 TLiZO

obtida tomando o trago em /] da matriz densidade associada com o estado (6.10). Inter-
pretamos esse resultado dizendo que, quando o campo estd no viacuo de Hartle-Hawking,
observadores parados fora do buraco negro “se sentem” imersos em um banho térmico

com temperatura
Ty = k/2m, (6.12)

como medida por observadores estdticos no infinito.

A mesma analise acima é valida para o espaco-tempo de de Sitter e Reissner—Nordstrom
[146]. R. Wald e B. Kay mostraram, assumindo que estados Hadamard sdo os tinicos es-
tados fisicamente relevantes, que o efeito Unruh é védlido em uma ampla classe de espagos-

tempos com horizontes de Killing bifurcados [148].

6.2 Qubits nas Vizinhancas de um Buraco Negro

Agora, vamos analisar como os resultados do capitulo anterior podem ser utilizados para
fazer previsoes sobre um par de qubits emaranhados (um em queda livre e o outro estético)
nas vizinhangas do horizonte de eventos de um buraco negro de Schwarzschild quando o
campo escalar estd no vacuo de Hartle-Hawking.

Modelaremos novamente os qubits como detetores semi-cldssicos. A teoria descrita na
Secao 5.2.1, apesar de ter sido feita no contexto do espago-tempo de Minkowski, é valida
em qualquer espago-tempo estatico (com campo de Killing x) no qual o detetor segue as
curvas integrais definidas por x. Em particular, ela é vélida para detetores “parados” fora
do buraco negro. Além disso, o modelo de detetor descrito na secao 5.2.1 pode ser aplicado
para qualquer espaco-tempo desde que a regiao que o detetor ocupa possa ser tratada
como sendo (aproximadamente) estatica. Esse serd o caso, por exemplo, para detetores
suficientemente pequenos em queda livre nas vizinhangas de um buraco negro desde que
as mudancas de curvatura que eles sintam sejam pequenas em comparacdo com 71,
onde (2 é a diferenca de energia entre os estados do detetor. Vamos agora determinar a
configuracao exata que nos permitira traduzir os resultados demonstrados anteriormente
para o caso do buraco negro. Para isso, consideremos primeiro o elemento de linha de um

espago-tempo de Schwarzschild bidimensional:

ds®* = —(1 —2M/r)dt* + (1 — 2M/r) " dr?, (6.13)
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onde (¢,r) sao as coordenadas estaticas (6.3) que cobrem a regiao I. Fazendo a mudanca
de varidveis
r— p(r) =+/8M(r —2M),

vemos que muito perto do horizonte, r ~ 2M, a métrica toma a forma
ds®> = —(p/AM)?dt? + dp®. (6.14)

Com as definigoes t = Mat e p = €% /a, vemos que esse é o elemento de linha (5.33), com
y = z = const, correspondente a métrica de Minkowski nas coordenadas 7,&, desde que
0<p<ooe—oo<t<oo Aregiao I da Figura 5.1 com o elemento de linha (6.14)
é comumente chamada de espago-tempo de Rindler. Entao, muito préximo do horizonte
de eventos, os espacos-tempos de Schwarzschild e Rindler se parecem. O fato que eles
sao diferentes assintoticamente nao sera importante desde que os qubits estejam localiza-
dos perto do horizonte de eventos. Tal conclusao continua valendo para buracos negros

quadrimensionais. A “alta” aceleragao prépria

oM (6.15)

r2\/1—2M/r
sentida por observadores estaticos proximos do horizonte, ry = 2M, estao associadas com
escalas de tempo pequenas em comparacao com rg, fazendo qualquer efeito de curva-
tura desprezivel para nossos propésitos. A temperatura local medida por um observador

estatico quando o campo estd no viacuo de Hartle-Hawking ¢ dada por
T =k/27V, (6.16)
onde V = (—x%xa)/? é o fator de redshift. Usando a equacio (6.15) vemos que
lim Va=— =k&. (6.17)

Apesar de ter sido demonstrada no caso particular de Schwarzschild, a igualdade k =
limporizonte V'@ € um resultado geral vélido para qualquer espago-tempo que contenha um
horizonte de Killing [2]. Usando a equagao (6.17), vemos que perto do horizonte a gravi-

dade superficial pode ser escrita como
k=~ Va. (6.18)

Entao, substituindo a equagao (6.18) na equagao (6.16), vemos que a temperatura sentida
por observadores estaticos muito préximos do horizonte de eventos, quando o campo esta
no vacuo de Hartle-Hawking, é

T =a/2m. (6.19)

Essa temperatura é analoga a temperatura de Unruh sentida por observadores uniforme-

mente acelerados com aceleracao propria a no espago-tempo de Minkowski.
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Suponha agora que os dois qubits estao localizados muito préximos do horizonte de

eventos do buraco negro e que o estado do sistema qubits-campo é

|4) [|04) ® |0R) + B|14) ® |0r)] ® [0 H),

1

V2
onde |a? + |3 = 1 e {|0x), |1x)} é uma base ortonormal para o espaco de Hilbert dos
estados dos qubits X = A e R que sao carregados por Alice (em queda livre) e Rob
(estatico com a mesma aceleragdo prépria que usamos no espago-tempo de Minkowski),
respectivamente. Entao, pelas observacoes acima, todas as conclusoes do capitulo anterior
continuam valendo nesse contexto. Em particular, a morte sibita do emaranhamento
ocorrerd para uma aceleracdo asy [veja a equacao (5.94)]. J4 as correlagoes quanticas
serao destruidas apenas para a — oo (i.e., quando Rob estd arbitrariamente préximo do
horizonte de eventos). O fenémeno da mudanga stubita ocorrera para os mesmos valores

qsq descritos no capitulo anterior.



Capitulo 7

Consideracoes Finais

Com uma teoria relativistica de informagao quantica, sera possivel olhar velhas questoes da
teoria quantica de campos em espagos-tempos curvos sob uma nova perspectiva. Com isso,
poderemos langar uma nova luz, por exemplo, no paradoxo da perda de informagao em
buracos negros, na origem da entropia de buracos negros bem como em diversas questoes
relacionadas. Além disso, usando informacao quantica no contexto da gravitagdo se-
miclassica, poderemos estudar sistemas mais complexos e, eventualmente, descobrir novos
efeitos de gravitacao quantica de baixas energias (que poderao nos dar mais pistas de como
deve ser uma teoria quantica da gravitacao). Além disso, estender a teoria da informagao
quantica de tal maneira a contemplar os efeitos da teoria da relatividade nos permitira
analisar diversas mudancas causadas por essa ultima nos protocolos usuais de informacao
quantica bem como descobrir novos efeitos e possibilidades que nao seriam possiveis na
teoria usual.

Tem havido um crescimento constante dessa drea na interface entre relatividade,
mecanica quantica e teoria da informacgao [79] e essa tese de doutorado visa dar uma
contribuicao para tal desenvolvimento. Aqui, estudamos diversos efeitos que a relativi-
dade causa na teoria da informacao quantica. Ao analisar as desigualdades de Bell com
particulas de massa m > 0 e spin 1/2 (descritas por pacotes de onda) quando os deteto-
res que medem o spin movem-se rapido o suficiente, vimos que as desigualdades de Bell
passam a ser satisfeitas pela mecanica quantica ao invés de violadas. Isso se da porque,
quando as particulas sao descritas por pacotes de onda, o estado puro em spin no refe-
rencial de laboratério se torna misto no referencial préprio dos detetores. Vimos que tal
efeito ocorre também para fétons. Portanto, tal efeito poderd, no futuro, ser importante
em experimentos usando satélites. (Apesar de atualmente os efeitos de ruido serem muito
maiores que esse efeito relativistico, convém observar que este é um efeito fisico intrinseco,
que nao é afetado pelas melhoras tecnoldgicas dos aparatos experimentais e portanto, pode
ter que ser levado em conta no futuro.) Ao analisar um sistema quéntico de comunicagao

em que as partes que trocam informacao tém um movimento relativo, vimos que o canal
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de comunicagao (usando como bit quantico o spin de uma particula de spin 1/2) é ruidoso
e nao pode ser descrito por um mapeamento quantico, como sao usualmente descritos os
canais em informacao quantica. Ao estudarmos alguns aspectos da teoria da informagao
quantica no contexto da teoria quantica de campos, vimos que o emaranhamento entre
dois qubits (onde um deles estd inercial enquanto o outro acelera uniformemente por um
tempo préprio A finito) sofre uma morte sibita em um valor finito asy. Supondo que um
experimentalista parado com o qubit inercial tenta teleportar um estado quantico para
um outro experimentalista que acelera uniformemente com o outro qubit, a degradacao do
emaranhamento ird levar a uma diminuicao da fidelidade do teletransporte. Ao analisar
as correlacoes classicas e quanticas nesse contexto, vimos que apesar do emaranhamento
sofrer uma morte subita, as correlacoes quanticas sao destruidas apenas assintoticamente.
Entretanto, tanto as correlagoes quanticas quanto as correlagoes classicas nao podem ser
descritas por uma funcao diferencidvel da aceleracdo. Ambas sofrem uma mudanca sibita
em seu comportamento para um valor finito de aceleragao as.. A andlise de tais efeitos
usando teoria quantica de campos (e o efeito Unruh) nos permitiu prever o comportamento
de qubits, um em queda livre e o outro parado, nas vizinhancas de um buraco negro de
Schwarzschild.



Apéndice A

Matriz Densidade e o Teorema da

Nao Clonagem

Nesse apéndice, vamos mostrar algumas propriedades tteis das matrizes densidade bem

como o teorema da nao clonagem.

A.1 Matriz Densidade

Tome um sistema fisico S cujo estado é descrito pela mistura {p;, [1);)} entao, se
p=>_ pilti) (il
i

vemos que trp = 1 e, para todo |[¢) € H, (Y]ply) = Y, pil(i|¥)[* > 0, o que mostra
que p é um operador positivo. Reciprocamente, tome um operador p : H — H que
satisfaz trp = 1 e p > 0. Como p é positivo ele é auto-adjunto e entao podemos usar o
teorema espectral para escrever p = Y . \;Py,. Tome um conjunto formado pelos vetores
ortogonais |\;,dy,) onde dy, € {1,...,g(\;)} para cada )\;. Tais vetores sdo auto-vetores
(normalizados) de p e g(A\;) é a multiplicidade de cada \;. Com isso, podemos escrever
os projetores Py, como Py, = Zii\il |Ai,dy,) (i, dy,|. Renomeando cada (i,j) por k e
definindo &, = Ajx) e [vx) = |\, d),), podemos escrever p = > ) & |ag) (x| com ), & = 1.
Logo p é a matriz densidade que descreve uma mistura {&, |x;)}. Temos entao a seguinte

definicao:

Definicao A.1.1. Uma matriz densidade € um operador p : H — H em um espaco de
Hilbert H que satisfaz (i) trp =1 e (ii) p > 0.

Se pi, i € {1,..., K}, sdo matrizes densidade e 0 < ¢; < 1 tal que >, ¢; = 1 entao,

p = >, ¢pi; também é uma matriz densidade. Para provar isso basta notar que

trp=>Y qtrpi=Y g =1
7 7
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e para todo |¢) € H,
(Wlole) = ai(lpil) > 0.

Dado um estado puro [¢) ele define naturalmente uma matriz densidade pjy) = [¢) (Y]
tal que p|2¢> = pjy)- Reciprocamente, se p é uma matriz densidade que satisfaz 0> = p,
existe um |¢) € H tal que p = [1))(¢p|. Para provar isso, basta usar o teorema espectral e
escrever p = Y, &lzk) (x| como acima. A condicdo p? = p implicard que, para todo k,
fg = & 0 que s6 serd possivel se { = 0 ou { = 1. Logo, existe k € {1,..., N = dimH}
tal que & = 1 e portanto &, = 0. Isso implica que p = |z)(xk|. Como &, < 1, temos
que £ < & e entao trp? =, &2 < 1, com a igualdade se e somente se p = 1) (¢)|. Com
isso, definimos que um estado p é puro se e somente se trp? = 1 (ou, equivalentemente, se
e somente se p®> = p) e misto se e somente se trp?> < 1 (ou p? # p).

Suponha agora que o sistema (isolado) S estd no estado p = Zfil pi|vi) (¥i], onde
>, pi = 1. Entao, pelo postulado 4, cada um dos estados da mistura evoluem, através da

transformagao unitaria U, como Ulyy), i € {1, ..., K}. Entao,

K
p—= > pU (wi|UT = UpU™. (A1)
=1

Realizando uma medigao, descrita por um POVM {E,,|m € M}, cuja agao nos estados é

dada por M,, = U,/ E., a probabilidade de se obter o resultado m ¢
K
p(m) = pip(mli)
i=1
onde p(m|i) = (Yi| Em i) = tr(py,) Em) € ppy,) = i) (¢i]. Com isso,
p(m) = pitr(pjy,y Em) = tr(pEm). (A.2)

Apés a medicao do valor m, o estado final é um dos estados

|¢zm> = mejz>/ tr(pwi}Em)

com probabilidade p(i|m) = p(i,m)/p(m) = p(m|i)p;/p(m), onde p(i, m) é a probabilidade
conjunta de ocorréncia de 7 e m. Logo, o estado final do sistema é descrito pela matriz

densidade

_ ~ e 2P Bin) M |ti) (s M3,
Pm zj:p(l|m)p¢r> - Z tl“(Emp) tr(ﬂwz-)Em)

(2

My p M}
_  MmpHMm (A.3)
tr(pEm)
Se realizarmos a medicao mas, por alguma razao, ainda nao sabemos seu resultado, o

estado do sistema é descrito pela matriz densidade

P = Zp(m)pm = Z MmpML. (A.4)
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Convém notar que qualquer estado misto p pode ser purificado, i.e., pode ser descrito
como a matriz densidade reduzida de um estado puro em um espago de Hilbert “maior”.
Para ver isso, tome p € C(H). Usando o teorema espectral podemos escreve-lo como
p = > &klTr) (xk]. Se Haur é um espaco de Hilbert com dimensao maior ou igual a de
H com uma base ortonormal {]yl> € ’Haw;}l e{1,.., dim?—(aw}}, vemos facilmente que a

matriz densidade reduzida, try,,, |y, de

) =Y Veklz) ® luk), (A.5)
K
é p.

A.2 Teorema da Nao Clonagem

Vamos provar o teorema da nao clonagem [13]. Uma aplicacao T' : B(H) — B(H ®
H) é uma maquina de clonagem se T'(p) = p ® p para todo p € C(H). O teorema da
nao clonagem afirma que a linearidade das operacdes em mecanica quantica impede que

clonemos estados quanticos arbitrarios.

Teorema A.2.1 (Teorema da Nao Clonagem). Seja H um espago de Hilbert de dimensao
N. Entao, nao existe nenhum mapeamento linear T : B(H) — B(H ®@ H) tal que T(p) =
p® p para todo p € C(H).

Demonstragdo. Suponha que exista uma maquina de clonagem 7' : B(H) — B(H ® H)
linear. Tome p1 # p2, p1 =p, p2=1—p,0<p<lep=> pipi. Entao T'(p1) = p1 @ p1,
T(p2) = p2®@p2eT(p) = p@p = 3>, pipjpi @ pj. Porém, pela linearidade de T,
T(p) = > ;piT(pi) = >, pipi ® p;- Chegamos assim em uma contradigao, o que implica

que nao existe uma maquina de clonagem 71" linear. ]



Apéndice B
A Decomposicao de Schimdt

Sejam HA e HE espacos de Hilbert de dimensées N4y e Np, respectivamente.
Se [pAB) € HA @ HE entdo existe um nimero k < min{N4, Ng}, uma dis-
tribuicao de probabilidades {fllz e{l, .. k}L> &= 1} e conjuntos ortogonais
{laM]i e {1, k}} c HA e {|yP)|i € {1,....k}} C HP tal que

k
= Vel o lyP)
i=1

Demonstracio. Suponha, sem perda de generalidade, que Ny < Np. Defina p? =
trpyAP) (4P|, Usando o teorema espectral, podemos escrever p4 = S &|z)(zf],
onde os auto-valores & de p? estao arranjados de tal forma que existe k& < N4 tal que
para todo i > k, & = 0. Se {|fiB> € HB‘Z' e {1, ...,NB}} ¢ uma base ortonormal de HP5,
entao

{lay @ |fP) e @HPlie{l,..,Na}eje{l,..,Np}}

é uma base ortonormal de H4 @ HE. Logo

Na
ARy =" e |ff) =D la) @ [wf), (B.1)
ij i=1

onde |w?) = > cij]ij>. Como

Na

Na
> &la) @l = pt = wplptP) @A) = Y (W lwi) ) (),
i=1

ii'=1

temos que (wZ|wh) = &6 e portanto |wB .|| = 0, o que implica que |wZ,) = 0.

Definindo, para i < k, |y7) = fi ]w2>, obtemos

$4%) = 3 fof) ® wf) Zf 2£) © [y (B2)



Apéndice C

Classificacao das Representacoes

Irredutiveis de 751

Seja U : g € 751 — U(g) uma representacao unitéria de 751 no espacgo de Hilbert H.
Tomemos o subgrupo de 751 formado pelas translacoes, ou seja, o conjunto formado pelos
elementos (a,I) € 751 Como este subgrupo é comutativo e T'(a) = U(a, I) é continua em
a temos que

T(a) = e H@P) (C.1)

onde (a, P) = —a’P% + > a'P" e os P*, u € {0,...,3}, sdo operadores auto-adjuntos
que comutam entre si. O operador P é identificado com a energia e os P’ com os
momentos lineares do sistema. Entao, pelo teorema espectral , H é isomorfo (através de
uma transformacio unitdria) ao espaco de Hilbert das funcdes ¢ : p € R* — ¢(p) € Hy,
onde para cada p, H, ¢ um espaco de Hilbert cuja dimensao pode variar com p, que

satisfazem

612 = [ o), dutr) < .

(P*¢) (p) = p"o(p),

(c7P6) () = e P o). (€2)
Aqui, ||qb(p)||%{p = (o(p)|¢(p))m,, (-|-)m, ¢ o produto interno em H, e y ¢ uma medida em

R*. Denotaremos tal conjunto por Li(R‘l, H,).* E facil ver isso, a0 menos formalmente,

usando a notacao de Dirac. Tome uma base (imprépria) formada por auto-vetores |p, o)

*Essa é a generalizagdo, para contemplar também operadores em espacos de Hilbert de dimensao
infinita, do teorema espectral que vinhamos utilizando. Colocar o teorema espectral de dimensao finita
nessa linguagem é simples. Um operador auto-adjunto A em um espaco de Hilbert de dimensao finita
H pode ser escrito de maneira tnica como A = > . A\;Py,. Com isso, vemos que H = @;Hy,, onde
Hy, = P, H, e portanto, podemos associar bijetivamente cada um dos estados |¢) € H com as funcoes que
para cada A; do seu espectro associam o vetor ¢(\;) = P, |¢) € Ha, que satisfazem (¢|¢) = 3, [|#(\:) ||
e Ap(Ai) = Aid(Ni) (ja que ¢(Xi) € Hy,).
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de PH, ie., P"|p,o) = p"|p, o), que satisfazem (formalmente), (p,o|p’,0’) = d500,(p, 1),
onde [ ¢(p)dy(p,p")du(p) = (p'). Entao, I =3, [du(p)lp,o)(p,o| e com isso

9= 3 [ duto) oo wlp. ). (C:3)

onde |¢) € H. Definindo ¢(p) = > ¢s(p)|o) (e consequentemente, definimos H, como
sendo o conjunto de todos os ¢(p)), usando que ($|p) = ||#||* < co e a relagdo de ortogo-

nalidade dos |p, o), vemos que

o2 = 3 / a(p) 60 ()2
- / du(p) 6(@)[2 < oo, (C.4)
onde |(p)[2 = 5, |6 (p)[?- Como

Pl =3 / da(p) "6 (P, o),

vemos que de fato (P*¢) (p) = p*o(p) e (e_i<“’P> gb) (p) = e~ “@P) (p). Consequentemente,
NS Li(R‘l, H,). )
Tome agora A € SL(2,C) e U(A) = U(0, A). Entdo, usando o produto do grupo P.,

obtemos
U(A)T (a)UT(A) = U(0, AU (a, 1)U(0, A™1) = U(A(A)a,0) = T(A(A)a). (C.5)
Diferenciando a equacao (C.5) com relagao a a*, vemos que
UT(A)PFU(A) = [A(A)]* P.
Portanto, a agao de A € SL(2,C) leva p em A(A)p e H, em Hyp. O conjunto
Op) = {AplA € L1}

é chamada o6rbita de L1 por p. A partir das observagoes acima vemos que todos os espagos
de Hilbert Hy, p € O(p), sdo isomorfos através da acdo dos U(A). Além disso, como os
U(A) sao unitérios, o suporte de u deve ser invariante por A(A), i.e., A(A)suppu C suppu
(se isso nao fosse satisfeito, uma regiao de medida nao nula seria levada em uma de medida
nula e consequentemente U(A) nao manteria a norma na equagao (C.2) invariante). Se o
suporte de p contivesse mais que uma érbita, existiria um conjunto A (uma das érbitas)
invariante por Ll tal que A e A¢ tem medida p ndo nula (j& que ambas estao no suporte
de p). Com isso F(A)H, onde

E(A)YH = {¢ € Lu(R*, Hp)|¢(p) = 0 parap ¢ A},
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seria um subespaco invariante nao trivial e a representacao nao seria irredutivel. Portanto,
em cada representacao irredutivel de 731 a medida p deve ter o suporte concentrado em
uma unica Orbita e com isso, a representacao sera classificada por essa érbita. As orbitas

podem ser divididas nos conjuntos:

my = {peRYpp) =-m?<0,p° >0},
0y = {peRYpp)=0,p">0}
0p = {0eR'},
m_ = {peR(p,p) =m>>0,p" <0},
0- = {peRYp,p)=0,p" <0},
im = {peR*(p,p)=m?>0}. (C.6)

Um dos axiomas em teoria quantica de campos [149, 150, 151, 152, 153] afirma que o
espectro do operador de energia-momento P* deve estar contido no cone de luz futuro
Vi = {p e RY(p,p) <0,p° > 0}. Com isso, as tinicas representacoes de interesse fisico
sao as trés primeiras. Na representacao Og, todos os estados sao invariantes por translacao
e, com excecao da representacao trivial, i.e., U(a, A) = I para todo (a,I), todas as re-
presentagoes tém dimensao infinita. A representacao trivial, corresponde um estado g
invariante por todas as transformacoes de Poincaré. Tal estado é chamado estado de
vacuo. Resta agora estudar as representagoes classificadas por m4 e 04. O pardmetro
m > 0 usado para identificar my e 04 é chamada massa do sistema. Sendo assim, vamos

tomar a medida g como sendo
dp(p) = 20°5((p, p) +m*)0(p°)d'p, (C.7)

onde p° = \/mQ——i—p2 e O(p°) = 1 para p° > 0 e O(p") = 0 para p’ < 0. Vemos que seu
suporte é invariante pela acao de Ll e estd concentrado em my (ou 04).

Como vimos, os espacos de Hilbert Hy, p € O(p), sao isomorfos. Portanto, tome um
P € O(p) e um L(p) € SL(2,C) tal que A(L(p))p = p. Entao, usando U(L(p)), todos os
espacos de Hilbert Hy,, p € O(p), podem ser considerados cépias de hh = Hp, chamado de
little space. Nos casos de interesse fisico, i.e., para my e 04, h tem dimensao finita e por

isso vamos nos restringir a esse caso de agora em diante. Agora, tome (a, A) € 751 Entao,
Ula,A) = T(a)U(A) = T(a)U (L (Ap)) U (L™* (Ap) AL(p)) U (L™ (p)) , (C.8)

onde Ap = A(A)p. Os operadores U (L (Ap)) e U (Lil(p)) fazem apenas as identificacoes

de h com H)y, e Hp, respectivamente. O elemento
W(A,p) = L™" (Ap) AL(p) € SL(2,C)

satisfaz
A(W(p7 A))p =pe W(AlAZap) = W(Alap)W(A27p)a
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onde A, Ay € SL(2,C). O conjunto
G(p) ={W € SL2,C)[A(W)p = p}
é chamado little group ou grupo estabilizador de p. Portanto, vemos que
UW(A,p)):h—1h

¢ uma representacao unitaria de G(p) em h. Entao, a menos dos isomorfismos U (L (Ap))
elU (Lil(p)), para obter uma representacao unitaria irredutivel de 751 em H, precisamos
de uma representagao unitéria irredutivel do little group G(p) em h. Como a medida (C.7)
tem suporte na érbita m, ou 04 (e ambas sdo difeomorfas a R?, por exemplo, através de
funcao C(\/m, p) = p), sua restricdao a elas é dada por du(p) = dp = dp'dpdp?.
Com isso, e usando que sobre a érbita H,, ~ , o conjunto Li(R‘l, H,) pode ser identificado

com o conjunto

{6:peR® = (p eh|/||¢ Jl2dp < oo}

e portanto com L%(R3,dp) ® b, onde L?(R3, dp) indica o conjunto das funcdes complexas
de quadrado integravel com relagao a medida dp.

Para determinarmos a estrutura da representacao U de 751 em L%*(R3,dp) ® b, usa-
remos a notacao de Dirac. Tome uma base |p, o) de auto-vetores impréprios de PH, i.e.,
Ptlp,o) = p*|p, o) que satisfazem (formalmente) (p,o|p’,0’) = d5070(p — p’). Usando a

equacao (C.8) temos

Ui Alo) = 3 / dp 65 (D)T(@)U (L (Ap)) U (W (A, p)) U (L~\(p)) |, o)
- / dp 6o(p)e" AU (L(Ap)) \/iz S Dao(W(A, )5, )
g B
= X [ap ot (BN DA AR, (€9
o B

onde

U(L(p))|p, o) = \/°/B°p, 0), U(W (A, p))[P, 0) ZD,BJ (A,p))P. 8),

A=A4) e (Ap)0 e Ap indicam a componente temporal e espacial, respectivamente,
de Ap. O fator \/pY/p" garante que o operador U seja unitdrio e Dg,(W (A, p)) sdo
os elementos de matriz da representacao unitédria irredutivel do little group G(p) em b.

Fazendo a mudanca de varidveis ¢ = Ap e usando que dp/p° = dq/q" obtemos

— —i{a,q) (A~1g)° 1 1
Ula A)lo) =Y [dac 3 Daa (WA A )6, (A @)la 5). - (C.10)
B o
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Com isso, em termos de L?(R3, dp) ® b, temos

a,p) (A_lp)o

(U(a, 4)¢) (p) = ¢ 0 D(W (A, A™'p)¢(A™'p). (C.11)

A matriz D(W (A, p)) é comumente chamada de rotacao de Wigner.

Representacoes unitarias Irredutiveis do Little Group para m

Tome p = (m,0,0,0) e p € my. Como p é uma matriz positiva e P = ml, vamos tomar

L(p)=m '*V/pI+p-o, (C.12)

onde lembramos que p® = \/m . Vemos fécilmente que A(/L_ZB)T? = L(p)pL(p) = p,
como deveria ser. Entao, vemos que o subgrupo formado pelos elementos de Ll que
mantém P invariante é isomorfo ao SO(3) e portanto, o little group G(p) é isomorfo ao
SU(2), o recobrimento universal de SO(3). A algebra de Lie su(2) do grupo SU(2) tem

geradores S;,7 € {1,2,3}, chamados operadores de spin, que satisfazem

[Si, 851 = ) _ €k (C.13)
k

As representacoes unitdrias irredutiveis de SU(2) sao bem conhecidas [87, 88]. Elas
sao todas de dimensdo finita e podem ser classificadas pelos auto-valores s(s + 1) do
operador 5% = Y".(5;)%, s € {0,1/2,1,3/2,...}. O valor s é chamado spin da repre-
sentacdo. Logo, podemos tomar o little space como sendo h = C25*1. O par (m,, s), onde
s€{0,1/2,1,3/2,...}, caracteriza completamente as representagdes unitarias irredutiveis
de massa m > 0 e spin s de 751 O espaco de Hilbert onde essa representacao é reali-
zada é o L?(R3,dp) ® C?**!  seus elementos sdo os estados (de uma particula) de um
campo com massa m e spin s. Os elementos de matriz (na base de auto-vetores de S3) da
representacao unitdria irredutivel D® de SU(2) em C?**! sdo dados por [87, 88, 151]

5 (s+)(s=0) i goo ry(o—0" 040
DUU’(V) = \/(S+U/)!(S—U/)!v1+ Uy Ps(fa - )<‘U1’2 - ‘,U2’2)7 <C14)

onde

detV = "Ul’2 + ’1}2|2 =1, o, = {—S,...,S} e

n

PLD () = (2'nl) (1) (1 —2) (1 + x)—bd% (= @) 4 a)trm)

No caso de s = 1/2, que é o caso que estaremos interessados, vemos da equagao (C.14) que
D; (V) =V3/5_53/2-01, onde Vij, i,j € {1,2}, sdo os elementos de matriz de V' € SU(2).

Nesse caso, o espaco de Hilbert em que a representacdo é realizada é o L?(R3,dp) @ C? e
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o spin S, chamado de spin de Wigner, é escrito como S = I ® o/2, onde o = (01, 02,03)
e 0; sao as matrizes de Pauli.

Para caracterizar completamente a equagao (C.11) para o caso (m4,s), resta apenas
determinar os elementos W (A,p) = L~ (Ap) AL(p) do little group, onde A = A(A) e
A € SL(2,C). Escrevendo L(p) = }_, "oy, ¢ € R, usando que L(p)? = p/m [ver
equagao (C.12)], obtemos que

[0 0

P’ +m pr—mp-o

L(p) = I+ —_—. C.15
() 2m 2m  |p|| ( )

A = K = cosh(a/2)I + sinh(a/2)e - 0.

Tome

Entao, calculando W (K,p) = L~'(Ap)KL(p) obtemos, apés um calculo longo porém
direto, que (veja por exemplo o Apéndice 3 de [89])

WK, p) (p" + m)og cosh § : sinh §[p - e og +i(e x p) -0]7 (C.16)
{(° +m)[(Ap)° +m]}/2 {0 +m)[(Ap)° + m]}!/2
onde lembramos que o9 = I é a matriz identidade. Para
A= R=cos(0/2)] + isin(0/2)n - o,
um célculo andlogo mostra que
W(R,p) = cos(6/2)] +isin(6/2)n - o = R. (C.17)

Representacoes unitarias Irredutiveis do Little Group para 0.

Tome p = (1/2,0,0,1/2) e p = (|p|l, p) € 04. Vamos definir L(p) = R3(¢)R2(0) K3, onde

Ry(9) = ¢7'27%, Ry(f) = ¢ 27

K3(&) = cosh (&/2) I + sinh (4/2) o3
com
cosha = (4p® +1)/4|p|.

Ouseja, A(K3) leva (1/2,0,0,1/2) em (|[p[1, 0,0, [[pl)) e A(R3(¢)Ra(6)) leva (|[p], 0,0, [[p])
em (||p||,p). Com isso, A(L(p))p = p como deveria ser. O little group G(p) é formado
pelos elementos A(z, /) € SL(2,C) dados por

/2 yo—iv/2 )

o il (C.18)

A(z, ei‘p/2) = <
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onde z € Ce ¢ € R. Esse grupo é isomorfo ao recobrimento duplo £ (2) do grupo euclidiano

FE(2) em duas dimensées. Qualquer elemento A(z,e?/?) € G(p) pode ser escrito como

: w20 1
A(z, e/?) = ( e o e > ( . f ) (C.19)

T ={A(z,1) € G(p))|z € C}, B ={A(0,e7%?) € G(p))lv € R}.

Tome os conjuntos

Vemos que se T'(z) = A(z,1) € G(P) e t(p) = A(0,e"/?) € R entao,
T(21)T(22) = T(21 + 22) e t(p1)r(p2) = v(p1 + @2).
Portanto, T e fR sao subgrupos abelianos de G(p). Além disso, notemos que

t(@)T(2)e(—p) = T(e 2).

A dlgebra de Lie g de G(p) tem geradores t1,t, e J3 que satisfazem

[J5,t1] = ity (C.20)
[Js,t] = —ity, (C.21)
[t1,t] = 0. (C.22)

As tnicas representacoes unitéarias irredutiveis de G(p) com dimensao finita (graus de liber-
dade de spin discretos) sao aquelas em que T é representado trivialmente, i.e., U(T(z)) = I
para todo T'(z) € T. Assumindo isso, todas as representagoes unitérias e irredutiveis sao
unidimensionais [90, 91, 92]:

U(A(z,€9/?)) = e=%, (C.23)

onde o parametro A € {...,—1,-1/2,0,1/2,1,...} é chamado de helicidade. Portanto, o
little space é h = C e o espaco de Hilbert onde as representacoes unitarias irredutiveis de
751 sdo realizadas é o L?(R3,dp). Elas sio classificadas pela érbita 04 e pela helicidade
A
Fétons podem ter tanto helicidade A = 1 quanto helicidade A = —1. Estados com
helicidades opostas estao ligados pela operagao de inversao espacial (que, para o eletro-
magnetismo, é uma simetria). Por isso, vamos tomar o espago de Hilbert dos estados
do campo eletromagnético como sendo L?(R3,dp) ® C2. Os elementos de matriz (em
uma base de auto-vetores de J3) da representacao unitaria D do little group G(p) em
C? ~C o C sao:
Dy (A(z, €%/%)) = %5y, (C.24)

AN e {-1,1}
Resta apenas determinar os elementos W (A,p) = L~ (Ap) AL(p) do little group, onde
A=A(A)e A € SL(2,C), para que possamos caracterizar completamente a equagao (C.11)
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para o caso (04, A). Usando as expressoes explicitas de L(p) obtemos que o angulo ¢ (A, p)
de W(A,p) € G(p) ¢ [93]:

(C.25)

onde
K3(a) = cosh(a/2)1 4 sinh(a/2)o3, R;(y) = cos(v/2)I +isin(v/2)o;

e j€{2,3}. Aqui,
p = p/|lp|| = (sin b cos ¢, sin O sin ¢, cos 6),

a1 = sinysin ¢ e as = sin~y cos  cos ¢ + cosysin f.



Apéndice D

Demonstragao da Equagao (5.15)

Seja (M, gap) um espago-tempo globalmente hiperbdlico e temporalmente ori-
entdvel. Sejam ¢ € C°(M) uma solug¢io qualquer da equagao (5.1) e f €
C (M), com Ef sendo sua respectiva solugdo da equacao de Klein-Gordon.

Entao temos

/M ofv—gd's = UES, ¢) = /E (OVuEf — EfVad)n™/hd

@ ¢ a normal a X, hyy € a métrica

onde ¥ € uma superficie de Cauchy, n
induzida por ga, em X, C§°(M) € o conjunto das fungoes infinitamente dife-

rencidveis e de suporte compacto em M e
Ef = /d4x'\/ —g(2)[G* (z, ") — G*°(z, )] f (=), (D.1)

com G*V e G*™* sendo as fungées de Green avancada e retardada, respectiva-
mente [124).

Demonstragao. Tomemos uma superficie de Cauchy X que fica contida fora do futuro

causal do suporte de f, ou seja ¥ C M — J*(suppf). Defina
A :/ G (z, 2!) f(2')/—g'd*a. (D.2)
M

Com isso, usando as propriedades de G2 [124], (VV,—m?)\ = f e suppA C J~ (suppf).

Entao temos

/ ofVgd's = ofv—gd'z = / H(VIV, — m2)Ay/—gd'
M ) JH (%)

JH(S

= VUGV — AV o)/—gdiz + / MVV, —m?)py/—gd 'z

JH(D) JH(E)
_ / (¢V X — AVod)n*Vhdx, (D.3)
b

onde na tltima passagem usamos o teorema de Gauss no primeiro termo e que ¢ ¢é solucao
da equacao de Klein-Gordon no segundo termo. Usando a equagao (D.1), vemos que

Ef|s = A|y e portanto

| otv=sats = aEr.0) = [ (@V.Ef - BT Vids (D.4)
L]
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