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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar a dinamica de uma particula pontual
no interior de subconjuntos do plano. Tais sistemas sao conhecidos na literatura como
bilhares. Apresentaremos os principais conceitos desses sistemas e veremos que tais
sistemas deixam invariante uma medida de probabilidade, o que nos permite aplicar a

Teoria Ergodica ao problema do bilhar.

Palavras-chave: Sistemas Dinamicos, Teoria Ergodica, Bilhares, Mesas de Bilhares,
Fluxo do Bilhar, Aplicacao de Colisao, Derivada do Bilhar, Medida Invariante do Bilhar.



Abstract

The main goal of this work is to study the dynamical behavior of a point-like
(dimensionless) particle in the interior of planar regions. Such systems are known in
the literature as billiards. We're going to present the principal concepts of those systems
and we’ll see that such system turns the probability measure invariant, which allows us

to apply the Ergodic Theory to billiard problems.

Keywords: Dynamical Systems, Ergodic Theory, Billiards, Billiard Tables, Billiard
Flow, Collision Map, Derivative of the Map, Invariant Measure of the Map.
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Introducao

Uma das principais motivagoes para o estudo dos bilhares se deve aos problemas de
origem fisica, especialmente aqueles em que a interagao entre particulas envolve choques
elasticos. O forte comportamento cadtico que algumas classes de bilhares apresentam,
também é motivo de estudo dessa teoria. Neste trabalho estudaremos os bilhares planares,
isto é, faremos um estudo geral da dinamica de uma particula pontual no interior de
subconjuntos de R2.

O Capitulo 1 é iniciado motivando alguns exemplos simples de bilhares. Faremos
um estudo dos bilhares no circulo, quadrado e elipse. Veremos também, um interessante
modelo mecéanico do movimento de duas particulas no intervalo [0, 1], o qual se reduzira
a um bilhar.

Ja o Capitulo 2 é destinado as construgoes das mesas de bilhares no plano, bem como
o movimento da particula no interior dessas mesas. Ou seja, definiremos um fluxo para o
bilhar e estudaremos suas propriedades.

O foco principal do Capitulo 3 é o estudo das colisoes que a particula faz com o bordo
da mesa. Essas colisoes definem uma dinamica no bilhar que a chamamos de aplicacao de
colisao ou aplicacao do bilhar. Provamos que tal aplicacao deixa invariante uma medida

de probabilidade, resultado fundamental para a aplicabilidade da Teoria Ergddica.

10



CAPITULO 1

Bilhares no Circulo, Quadrado e

Elipse

Neste Capitulo, estudaremos alguns exemplos de bilhares que nos ajudara introduzir
as ferramentas basicas da dinamica dos mesmos . Tais exemplos exibem ricas propriedades
dinamicas como veremos. Faremos um estudo dos bilhares no circulo, no quadrado e na
elipse. Veremos também um modelo mecanico que reduz o movimento de duas particulas
no intervalo [0,1] ao bilhar num tridangulo retangulo, o qual serd similar ao bilhar no

quadrado.

1.1 Bilhar no Circulo

Seja D = {(z,y) € R? : 2? + y* < 1} o disco unitdrio e considere uma particula (sem
dimensao) movendo no interior de D com velocidade constante colidindo com o bordo 0D
de acordo com a regra classica o angulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexao.

Denotemos por ¢; = (x4, y;) as coordenadas do movimento da particula no tempo t e
por vy = (ug, w;) seu vetor velocidade. Assim, sua posi¢ao e velocidade no tempo ¢ + s

podem ser expressas como

Tigs = Ty + U S Upts = Uy

Yt+s = Yt T WS Wiys = Wy

(1.1)

enquanto a particula esteja dentro de D (sem fazer contato com 0D). Quando a particula
colide com o bordo 9D = {x? +y* = 1}, seu vetor velocidade se reflete pela reta tangente

ao ponto de colisao.

11



1.1 BILHAR NO CIRCULO 12

Figura 1.1. Movimento do bilhar no circulo.

Afirmacao 1.1. Os vetores velocidades antes v~ e apds v a colisao se relacionam pela

regra

vt =0T =27, n)n (1.2)

onde n = (z,y) é o vetor normal ao circulo 2? + y* = 1 e (v,n) = uxr + wy denota o

produto escalar.

Demonstracao. Note que

(v, —n)(—n)

=~ i

w=proj_p,(v-) =

e também pela regra do paralelogramo (veja Figura 1.2), segue que

2w=0v" —v =0T =v" =2, n)n,

como queriamos.

Figura 1.2. Andlise geométrica da Afirmacao 1.1.

Apos a reflexdo, a particula retoma seu movimento livre até colidir novamente com

o bordo 0D. O movimento podera continuar indefinidamente tanto no futuro como no
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passado. Movimentos periddicos também podem ocorrer. Por exemplo, quando a particula
percorre o diametro de D, seu vetor velocidade ficard invertido a cada colisao, dai tere-
mos um movimento periddico de periodo dois. Outro exemplo de movimento periddico é

quando a particula percorre os lados de um poligono regular (ver Figura 1.3).

AN

/)
VY

Y

Figura 1.3. Movimentos periédicos no circulo.

O principal objetivo é descrever a evolucao do sistema durante longos periodos de
tempo e seu comportamento assintotico quando ¢ — oo.
Parametrizamos o circulo unitério 2% +y* = 1 pelo angulo 6 € [0, 27] e denotemos por

Y € [0, 7] o angulo de reflexdo como mostrado na Figura 1.1.
Afirmacao 1.2. Para cadan € Z, seja 6,, o n-ésimo ponto de colisao e 1), o correspondente

angulo de reflexao. Entao:

Opi1 = 0, + 2, (mod 2m) (1.3)
wn—l-l - wn '

para todo n € Z.

Demonstragao. Seja O o centro do disco D. Fixemos uma trajetoria em D de modo que
0, e By sao pontos de colisao consecutivos dessa trajetéria.

Sejam o = m e = @ Temos que o triangulo A#,060, é isosceles.

Observe que

m m
O[—i—wl:giazg—wl
m m

pois O#; L 1y e Ofy L I onde [y e [, sao as retas tangentes por #; e 0y respectivamente.
Disso concluimos que ¢ = 1.

Como

2a+5:n:>5:w—2(g—w1):2¢1:>6:2w1

0y =0+ 3
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segue que 0y = 01 + 2¢1. Assim, a afirmacao esta verificada para n = 1. A demonstracao
completa segue por indugao sobre n.

As colistes sao caracterizadas por dois parametros: 6 (o ponto) e ¢ (o angulo). O
espago de todas as colisoes denotaremos por M = {(0,v) : 0 € |0D| e ¢ € [0,7]} =
|0D| x [0, 7] o qual é um cilindro cuja base é o bordo 9D e altura 7. A cada colisdo que
a particula faz com o bordo 9D ira corresponder a uma aplicagao F : M — M que
a chamaremos de aplicacao de colisao ou aplicacao do bilhar. Para o bilhar circular tal
aplicacao ¢ dada pela Equacao 1.3.

Note que cada nivel C;, = {¢» = const} do cilindro é invariante pela F. Quando
restringimos F a Cy teremos uma rotacao do circulo Cy por um angulo de 2, isso segue

imediatamente da Equacao 1.3.

Figura 1.4. Espaco de colisao do bilhar circular.

No estudo de Sistemas Dinamicos, as rotagoes do circulo sao exemplos bem conhecidos.

Vejamos agora algumas propriedades.

Afirmacgao 1.3. Se ¢ < 7 é um multiplo racional de 7, isto é, ¥/m = m/n com m, n € Z,
entao a rotacao do circulo Cy, é periédica de periodo n, ou seja, cada ponto no circulo ¢é

periédico de periodo n, ou ainda que F"(6,1) = (0,1) para cada 0 < 0 < 2.

Demonstracao. Temos que

VT gy o™
e n n

Fixe 0 < 0 < 27. Pela Equacao 1.3, segue que

F(O,4) = (0 + 2 (mod 27),4) = (6 + QW% (mod 27), )

F20,) = (F(0,4) + 20 (mod 21),¢) = (0 + 47r% (mod 2), %)

F30,) = (F2(0,) + 20 (mod 21),0) = (0 + 67% (mod 2), %)
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F0,9) = (F"10,v¢) + 2¢ (mod 27),) = (0 + I (mod 27), ).

n

Logo,

F(0,¢) = (0 4+ 2mm (mod 27),v) = F"(0,v) = (0 (mod 27),1).

Ou seja, F"(0,4) = (0,9).
|

Definicao 1.1. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que o sistema dinamico

f: X — X é minimal se a érbita de cada ponto x € X é densa em X.
Proposicao 1.1. Se « ¢ irracional entao a rotacao R, ¢ minimal.

Demonstracao. Seja A C S o fecho de uma érbita. Se a érbita nao é densa, o comple-
mentar S\ A é um conjunto aberto, invariante e nao vazio que consiste de intervalos
disjuntos. Seja I o maior desses intervalos (ou um dos maiores, se existirem véarios do
mesmo comprimento). Como a rotagao preserva o comprimento de qualquer intervalo, os
iterados R"I nao se sobrepoem. Caso contrario S'\ A conteria um intervalo maior que I.
Como « é irracional, nenhum iterado de I pode coincidir; se nao uma extremidade = de
um iterado de I volta nele mesmo e terfamos x + ka = z(mod 1) com ka = [ um inteiro
e @ = [/k um nimero racional. Assim, os intervalos R[] sao todos de comprimentos
iguais e disjuntos, o que é impossivel pois o circulo possui comprimento finito e a soma
dos comprimentos de intervalos disjuntos nao pode exceder o comprimento do circulo.

Definigao 1.2. Dizemos que a rotacao de um angulo « ¢ irracional se o nimero /2w é

irracional, e dizemos que a rotagao é racional caso contrario.

Definicao 1.3. Uma sequéncia de pontos x,, € C em um circulo C ¢é dita uniformemente
distribuida (ou equidistribuida) se para qualquer intervalo I C C, o limite
lmy e #{n:0<n <N, x, € I}/N =m(l)/m(C), onde m(-) denota o comprimento.

O proximo Teorema é devido a H. Weyl (1914); ele implica a Proposicao 1.1.
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Teorema 1.1. Seja (r,) uma sequéncia em S'. Entao as seguintes afirmacoes sdo

equivalentes:
1. (z,) é uniformemente distribuida (mod 27).
2. Para toda funcao ¢ : S' — R continua, tem-se limy_,, ~ Z] 0 ¥ () f51
3. limy oo + SV exp(2mime(z,)) = 0, para todo m inteiro nao nulo.

Corolario 1.1. Se ¢/m é irracional entao para cada ponto (#,1¢) € C, suas imagens

T, = @ (mod 27) é uniformemente distribuida em Cy.

Demonstrag¢ao. Dado m inteiro nao nulo, temos

N—-1

1 Z exp (2mm(0+7r—2wn)) = w (exp(dimy))”

2

3
Il
=)

~exp(2imf) (1 — exp(4imN1)
B N ( 1 — exp(4ima)) )

Como /7 é irracional, segue que na ultima igualdade acima, o quociente entre

parénteses ¢ limitado, uma vez que o denominador nunca se anula. Logo,
N-1

— Z exp (2mm@> — 0,

quando N — o0o. Assim pelo Teorema 1.1 o resultado segue.

Definiremos agora o conceito de ergodicidade.

Seja (X, B, ) um espago de medida, onde X é um espago topoldgico, B denota a
o — algebra de Borel, e considere T': X — X uma transformac¢ao mensuravel. Dizemos
que T é ergddica com respeito a medida p se os iinicos Borelianos invariantes por T forem
triviais. Isto ¢, se B € Be T"'(B) = B entao u(B) = 0 ou u(X \ B) = 0. Se p é uma
medida de probabilidade, entao p(B) = 0 ou p(B) = 1.

A préxima proposigao pode ser encontrada em [9] pag.47.

Proposicao 1.2. Se R, é uma rotacao irracional de um angulo a entao R, é ergddica

com respeito a medida de Lebesgue.

Corolario 1.2. Se /7 é irracional, entao a rotagao de C, é ergédica com respeito a

medida de Lebesgue.



1.1 BILHAR NO CIRCULO 17

Além disso, a rotagao de Cy é unicamente ergddica, isto é, a medida de Lebesgue
invariante é tnica.
Agora, o que podemos afirmar sobre a ergodicidade da aplicacao F7?

Para respondermos essa pergunta precisamos do seguinte lema:

Lema 1.1. Sejam (X, B, ;1) um espaco de probabilidade, T : X — X uma transformagao

que preserva p e 1 < p < oco. Sao equivalentes:
1. T é ergbdica em relacao a y;
2. Se f € LP(u) é T — invariante, entao f é constante qtp.

Afirmamos que F nao é ergddica com respeito a medida de Lebesgue. De fato, seja
a fungao 7 : M — R definida por T(0,%) = 9. Note que T € L'(u) e satisfaz
T(Fz) = Tx para todo x € M, porém T nao é constante. Logo, pelo lema acima, F nao

¢é ergodica

Afirmagao 1.4. Cada segmento da trajetoria da particula entre colisoes consecutivas é
tangente ao circulo Sy, = {2? + y* = cos® ¢} concéntrico ao disco D. Além disso, se
Y /m é irracional, entao as trajetdrias preenchem densamente o anel entre 9D e o circulo

menor Si.

Demonstracao. Seja O = (0,0) o centro do disco D. Consideremos em D duas trajetérias
consecutivas tais que § = (z,y) e 6 = (x',y') sdo pontos de colisdo consecutivos dessas
trajetérias. Seja P € 06 tal que OP L 66", Temos que os triangulos AOGP e AO P sio
semelhantes, dai gOP = 6"/O\P = 1), pois @ = 2. Logo, concluimos que P ¢é o ponto

/

médio de 66, isto é, P = (%, y%’) Afirmamos que P € S.

De fato, observe que
] z+a’ ? y+y ? z4a’ 2 y+y’ 2
dist(O, P) = (T) + (T) = cosY = <T> + (T)

N 2 I\ 2
assim, cos?v) = (L? ) + (—yzy ) .

Portanto, P € S;,. Como P ¢ o tnico ponto com a propriedade de que OP L W,
segue que A0 é tangente A Sy em P.

Para a segunda parte, tomemos um ponto P qualquer no anel entre 9D e o circulo
menor Sy. Dado € > 0, seja B(P,¢) a bola de centro P e raio €. Sejam r a reta por
P tangente a Sy, assim r intersecta 0D em dois pontos, denotemos por ) um desses

pontos, isto é, @ € 9D Nr. Temos que a rotagao por angulo 2t é irracional, pois 2¢ /27
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¢ irracional por hipdtese, consequentemente a érbita de todo (0,v) é densa no bordo 0D
devido a minimalidade da rotacao. Logo, existe um ponto R € 9D tal que dist(Q, R) < e.
Seja [ a trajetéria do bilhar que sai do ponto R (a qual é tangente a Sy). Seja também
s a reta passando por P e paralela ao segmento QR. Denote por S = [N s. Note que
dist(P,S) < dist(Q, R) < €. Ou seja, dado qualquer ponto P no anel entre 9D e o circulo
menor Sy, temos uma trajetéria do bilhar passando por P. Isso conclui a demontragao.

Figura 1.5. Trajetéria nao periédica.

Afirmacgao 1.5. O vetor velocidade v; tem norma constante para todo t € R

Demonstragao. Seja vy = (uy, wy) o vetor velocidade da particula no tempo ¢. Se nao hou-
ver colisao no intervalo de tempo [t, t + s], as coordenadas do vetor velocidade permanece
constante (veja Equagao 1.1), logo v, tem norma constante. Suponhamos agora que
haja uma colisdao no intervalo de tempo [t,t+ s|, assim os vetores velocidades antes e apds
a colisao sao dados pela lei (1.1). Ou seja, basta mostrar que [[vT]| = ||[v~|].

Decorre da definicao de produto interno que dados « e [ pertencentes a um espaco

vetorial tem-se

[lov 2= BI* = llee||* &= 2Rer, B) + 1] 1*.

Fazendo a = v~ e § = 2(v~,n)n acima, temos:

0™ = 2(v™, m)nl]* = [Jo7||* = 2(v™, 2(v™, m)n) + |[2(v™, m)n][*

Agora, mostrar que ||[vT|| = ||[v™]|| é equivalente a mostrar que

[12(v™, n)n||* — 2(v™, 2(v",n)n) = 0, (1.4)

pois v = v~ — 2(v™,n)n. De fato,
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[2(v™, n)n||* = (2(v™",n)n, 2(v",n)n) = 4(v",n)*(n,n) = 4(v",n)?||n||* = 4(v™, n)>.

Por outro lado, temos

Portanto, a Equacao (1.4) se verifica.

Assim, a velocidade da particula permanece constante para todo tempo t. Pela
Afirmagao 1.5, podemos supor ||v|| = 1, logo o vetor velocidade pode ser expresso em
coordenadas angulares, isto é, v; = (coswy,senw;), wy € [0,27]. A aplicagao colisdo
F : M — M representa somente colisoes. Agora como descrever o movimento da
particula no interior de D? Para isso, consideremos todos os possiveis estados (q,v) com
g€ Dewve St O conjunto de todos os estados € : = Dx S é uma variedade tridi-
mensional (toro sélido), chamado de espago de fase do bilhar. Observe que o movimento
de cada estado (q,v) € €, para cada instante de tempo ¢t € R, induz uma aplicagao
®' Q) — Q. A pergunta natural que surge é: A aplicacao ®' representa um fluxo? A
resposta é sim e a familia de aplicagoes {®'} serd chamada de fluzo do bilhar no espago

de fase. Vamos verificar esse fato.

e O' é continua: Seja (pg,vg) € . Suponhamos que nao hé colisoes no intervalo
[0, ¢], assim ®'(pg, vg) = (po+tuvo, vo) €, portanto, ' é continua. Agora, suponhamos
que haja colisao em t; € (0,t], logo ®"*(pg,ve) = (po + t1vo,v1), onde v; é o vetor
velocidade apods a colisao dado na expressao 1.2. Ha uma mudanca instantanea
na direcao do movimento da particula ao colidir com o bordo 0D dada pela lei
1.2 causando assim uma descontinuidade da aplicacao ®!. Para removermos essa
descontinuidade, faremos a identificagao dos vetores (po+t1vg, vo) = (po—+t1vo, v1) NO
intervalo (1, ), ou seja, estamos identificando os vetores vy e v;. Como no intervalo
(t1,t) o movimento é retilineo teremos entao ®(pg, vg) = (po + t1vo + (t — t1)vy, v1).

Com essa identificacao a aplicacao ®! torna-se continua.

o &' = ], onde I, é a identidade em Q) e &' o d° = d° o &' = &5 Dados
(po,v0) € © e vy como antes, temos que ®°(pg,v9) = (po,vo) = Ia(po, o), ou seja,
PV = Io.

Agora, se no intervalo [0, £+ s] nao houver colisao é claro que 50 ®* = &5, Supon-

hamos entao que haja uma tunica colisao num instante t; satisfazendo
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0<s<ty <t Assim,
(I)S+t<p07 Uo) = (p() + tIU(] + (t + 5 — tl)Ul, U1>

e também,

@so(I)t(pO, U0> = (I)S((I)t(po, ’Uo)) = @S(p0+t1vg+(t—t1)vl, U1> = (p0+t11)0+(t+5—t1)1)1, 1)1>

Portanto, ®* o & = ®***. Analogamente, tem-se ®' o & = Pstt,

Concluimos assim que a aplicacao ® : Q@ — Q ¢ um fluxo continuo no tempo e que

modela o problema do bilhar.

Faremos  agora  uma  modificacao do  bilhar no  circulo  unitario.
Seja Dy = {(x,y) € R? : 22 +9*> < 1,y > 0} o semi-circulo superior e considere-
mos uma particula movendo dentro de D, colidindo com o bordo dD,. Uma questao
delicada que temos aqui é: o que ocorre se a particula colide com 9D, em (—1,0) ou
(1,0) uma vez que nao ha reta tangente nesses pontos? A resposta para essa questao

deixaremos para a proxima secao quando estudarmos o bilhar no quadrado.

Figura 1.6. Bilhar no semi-circulo superior.

Um simples truque nos permite reduzir esse modelo ao bilhar no disco unitario D.
Denotemos por D_ o fecho de D\D,, isto é, a imagem de D, através do eixo = (L =
{y = 0}). Quando a particula atinge L, sua trajetéria se reflete através de L a qual
iremos desenhar sua continuagao (imagem) abaixo de L (como mostra a Figura 1.6).
Esta continuacao chegard em D_ simetricamente a real trajetoria em D, até, por ultimo,
atingir L novamente. Entao, essas duas trajetorias se fundem e se movem juntas em D,
por um tempo até a proxima colisao com L, momento em que elas se separam de novo
(uma vai pra D_ e a outra para D), etc.

E importante que a segunda trajetéria (imagindria) nunca se reflete fora da reta L,

ela apenas cruza L cada vez. Assim, ela evolui como uma trajetoria de bilhar no disco
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cheio D como descrito acima. As propriedades das trajetérias de bilhar em D, podem
ser facilmente derivadas daquelas discutidas acima para o disco cheio D. Esse tipo de

reducao ¢ comum no estudo dos bilhares.

1.2 Bilhar no Quadrado

Nesta subsegao estudaremos o bilhar no quadrado D = {(z,y) € R* : 0 < z,y < 1}.
As leis de movimento continuam as mesmas de antes, porém esse sistema ira apresentar
algumas novidades.

Primeiramente, quando a particula em movimento colide com um vértice de D, a regra
de reflexao (1.2) nao se aplica, pois nao ha vetor normal em um vértice. A particula entao

para e sua trajetoria termina.

S

.

Figura 1.7. Bilhar no quadrado.

Vamos agora descrever o vetor velocidade da particula apds colisoes sucessivas com o
bordo 0D. Denotemos por v(t) = (u(t),w(t)) (em coordenadas x, y) o vetor velocidade
da particula no tempo t. Quando a particula colidir com um lado horizontal de D num
instante ¢;, a coordenada w(t) mudard de sinal e u(t) permanece inalterado, isto é, seu
novo vetor velocidade serd dado por v(t;) = (u(t1), —w(t1)). Se num instante ty (apds
colisao com a horizontal) a particula colidir com um lado vertical de D, a coordenada
u(t) mudard de sinal e w(t) nao muda, logo o novo vetor velocidade serd expresso por
v(ty) = (—u(tz), —w(ty)) e, assim, o raciocinio segue para cada lado de D. Tal andlise
¢ feita pela decomposicao do vetor velocidade quando a particula se choca com um dos

lados do quadrado. Concluimos assim que

v(t) = ((=1)"u(), (=1)"w(t)) (1.5)

onde m e n denotam o nimero de colisoes na vertical e horizontal respectivamente.
Podemos observar que se uy # 0 e wy # 0 (e assumindo que a particula nunca atinge um

vértice), entao todas as quatro combinagoes (£ug, wg) aparecem ao longo da trajetéria
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da particula infinitas vezes.

Em vez de refletirmos a trajetoria da particula do bilhar em um lado de 0D, refletimos
o quadrado D através desse lado e deixamos a particula se mover em linha reta na copia
de D. Se fizermos isso a cada colisao, a nossa particula ira se mover ao longo de uma
linha reta que passa por varias cépias de D obtidas por reflexdes sucessivas (a particula
“penetra” numa cadeia de quadrados; veja Figura 1.8). Esta construgao é chamada de

desdobramento da trajetoria do bilhar.

Figura 1.8. Desdobramento da trajetéria do bilhar.
Denotemos as copias de D por:
Dpn={(z,y) ER> m<a<m+1 n<y<n+l} (1.6)

Observamos aqui que se (z,y) é a posicao da particula no tempo t = 0 e
vo = (up,wp) # (0,0) é o seu vetor velocidade, entao a particula do bilhar atinge um
vértice (p, q) de D,y ,, para algum m e n, se a inclina¢ao do vetor velocidade wy/ug é igual

9=y

a —.
p—x

Com a regra de desdobramento dada pelos blocos D, ,,, o quadrado 2 x 2,
Ky = {(z,y) eR*: 0 < z,y < 2}

desempenha um papel de dominio fundamental, de modo que o plano inteiro é coberto por
translacoes paralelas de K. Assim a projecao padrao de R? em K, transforma trajetérias
desdobradas em retas orientadas no toro 2 x 2 (obtido pela identificagao dos lados opostos
de Ky). Com essa anélise, concluimos que o bilhar no quadrado se reduz ao fluxo linear

no toro 2 X 2, em que os pontos se movem com vetor velocidade (unitdrio) constante.
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O fluxo linear no toro possui as seguintes propriedades:

e Se a trajetéria possui inclinagdo racional dy/dx € Q, entao ela é periddica (ela

percorre ao longo de uma geodésica fechada).

e Se a trajetéria possui inclinacdo irracional dy/dx ¢ @Q, entao ela é densa (seu fecho

é todo o toro).

Essas propriedades para trajetérias de bilhares no quadrado unitario D podem ser

reformuladas da seguinte forma:

Corolario 1.3. Seja v = (up, wp) o vetor velocidade da particula em um instante t. Se
wo/ug € Q, entdo a correspondente trajetéria regular (que nao atinge um vértice) do
bilhar no quadrado D é periddica. Se wy/ug ¢ @Q, entdo a correspondente trajetoria

regular do bilhar é densa.

Demonstragao. Seja x = (z1,x2) a posicao da particula no tempo ¢ e com velocidade v.

Assim,
df[‘l deQ
—— =y, — = wp. 1.7
a0 At (1.7)
Podemos integrar esse sistema de equacoes diferenciais explicitamente. O fluxo resultante

{®! }ier, possui a forma

! (11, 22) = (21 + upt, w3+ wot) (mod 1). (1.8)

/)
/

Figura 1.9. Fluxo linear no toro.

O toro T? = R?/Z?, pode ser representado pelo quadrado unitdrio D com os pares
de lados opostos identificados. Nessa representacao, as curvas integrais do sistema (1.7)
sao segmentos de reta com inclinacao v = wp/ug (veja Figura 1.9). A trajetéria ao longo

da érbita é uniforme com “saltos” instantaneos aos correspondentes pontos quando a
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orbita atinge a fronteira do quadrado. Se considerarmos os sucessivos momentos quando
uma érbita intersecta o circulo C7 = {x; = 0}, a coordenada x5 muda por exatamente
~ (mod 1) entre tais dois retornos. Assim, pela Proposigao 1.1 se v = wg/ug é irracional, o
fecho de cada érbita contém o circulo C e como a imagem desse circulo sob o fluxo {®!}
cobre todo o toro, o fluxo é minimal, isto é, cada dérbita é densa em T?. Se 7 é racional,
entao cada orbita é fechada e como D é compacto, segue que a correspondente trajetéria
do bilhar é periddica.

Observacao 1.1. O resultado acima pode ser estendido para os seguintes poligonos:
retangulo, triangulo equilatero, triangulo retangulo isésceles, triangulo retangulo com

angulo agudo 7/6 e hexdgono regular.

Para o bilhar no retangulo, sejam a e b seus lados. Fazendo a mudanca de coorde-
nadas (z,y) — (z/a,y/b), transformamos o retangulo no quadrado unitario. Assim, se

(Z/a,y/b) é a posicao da particula no tempo ¢, temos

d (f)__ldi d <g>__1dg

a\e)=va a\s) T ra (1.9)

Logo, a inclinacao das trajetérias do bilhar com essa mudanca sera

_ady  aw
7T bdr T bue
Pelo Corolario 1.3 concluimos que a trajetoria regular do bilhar no retangulo é peridédica

se (awp)/(bug) € Q e densa caso contrario.

Como na secao anterior, o espaco de fase do bilhar no quadrado D serd Q = D x S'.
O fluxo do bilhar ® estd definido para todo t € R somente em trajetérias requlares, isto
¢, somente em trajetérias que nao tocam um vértice. Trajetérias que tocam um vértice
de D em algum tempo serao chamadas de trajetorias excepcionais. A excepcionalidade de
tais trajetérias se deve ao fato de que nao ha reta tangente nos vértices de D, como é o
caso descrito no semi-circulo. Dessa forma, em trajetorias excepcionais definimos o fluxo
somente até a trajetéria terminar em um vértice.

A préxima afirmagao é um caso particular do Teorema 2.2 que iremos demonstrar no

proximo capitulo.

Afirmacao 1.6. O conjunto das trajetérias excepcionais é uma uniao enumeravel de

superficies de dimensao 2 em €.

Embora o conjunto das trajetorias excepcionais seja “desprezivel” do ponto de vista da

teoria da medida e topologico, isto é, tenha medida de Lebesgue nula e seja um conjunto
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F, (veja Coroldrio 2.2), sua presenga incomoda. O objetivo é definir o fluxo ®' em todo

() e que seja continuo. Para isso, o proximo resultado ira nos livrar dessas trajetérias.

Proposigao 1.3. O fluxo ®' pode ser unicamente estendido por continuidade de todas
as trajetérias excepcionais. Nesse caso, toda trajetoria que toca um vértice de D reverte

seu curso de volta em linha reta (veja Figura 1.10).

Demonstragao. Fixemos uma trajetdria excepcional e um ponto fase (p,v) pertencente a
mesma. Se t; é o tempo que a particula leva para colidir com o vértice, entao
P21 (p,v) = (p, —v) ¢é a extensao do fluxo no vértice. Considere o ponto fase (¢, v) fora da
trajetoria excepcional de modo que a reta que contém p e q é perpendicular as trajetorias
consideradas por p e q. O fato do vértice do quadrado fazer um angulo reto, implica
que o tempo de colisao da particula, na vizinhanca do vértice, que sai da posicao ¢ mais
sua extensao também é 2¢;. Assim, dado ¢ > 0, tomamos § = € na definicao de limite e

obtemos

lim <I>2t1(q, v) = <I>2t1(p, v),
(g,0)=(pw)

como desejado. Note que se tomarmos o ponto fase (g,v'), com v # v', ao invés de (q,v),

as distancias entre tais trajetérias tendem a zero.

<

Figura 1.10. Extensao do fluxo perto de um vértice.

Note que a convergéncia dos vetores se referem a convergéncia de suas diregoes e
sentidos. Na Proposicao 1.3 usamos fortemente o fato do vértice fazer um angulo reto.
Em bilhares mais gerais, tal extensao nem sempre é possivel. Algumas hipdteses devem
ser satisfeitas no caso em que o vértice nao forma um angulo reto. Comentaremos sobre
isso no Capitulo 2.

Com o resultado acima, o fluxo ®¢ fica definido e continuo em todo .
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1.3 Um Modelo Mecanico

Descrevemos agora, um modelo simples do movimento de duas particulas no interior
do intervalo [0, 1]. Tal modelo serve como motivagao para o estudo dos bilhares. Veremos
que o movimento das particulas em [0, 1] se reduzird ao bilhar num triangulo retangulo.

Consideremos duas particulas de massas m; e mo em um intervalo unitario 0 < z < 1.
As particulas movem livremente e colidem uma com a outra e também com as extremi-

dades do intervalo x = 0 e z = 1 de forma elastica.

Definicao 1.4. Uma colisao elastica em um sistema isolado é aquela na qual existe con-

servacao da energia cinética (e do momento linear).

Uma colisao elastica ocorre quando as forcas que atuam entre os corpos sao forgas
conservativas.
Sejam 1 e xo as posicoes das particulas e u; e uy suas velocidades. Vamos assumir

que z1 < x5 em todo tempo.

——— e

0 Iy Ira 1

Figura 1.11. Duas particulas no intervalo unitario

Quando uma particula colide com uma extremidade, sua velocidade mudara de sinal,

isto é, simplesmente reverte sua velocidade. Denotemos por u; e u;, i = 1,2, as veloci-

dades antes e apds a colisao das particulas (quando houver). Como a colisao é eldstica,

hé conservagao do momento total e da energia cinética, isto €,

myul + mouy = myuy + mau,

(1.10)

ma[uf ] + mafuy > = mauy ]* 4+ mafuy |

Resolvendo o sistema acima, obtemos

2m2
“T = Uy (uy —uy )
ma + mo
e
_ 2my _ _
u;:u2—|— (u; —uy).
ma + mo

Note que se m; = my entao uf = u, e uy = u;.
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Ao invés de trabalharmos com as variaveis x; e u;, por conveniéncia, iremos trabalhar

com as novas variaveis

dg; .
QZ::EZ\/WZ € Ui:d_qt:ui\/Hia 7'2172'

Com isso, as posigoes das particulas sao descritas pelo ponto ¢ = (q1,¢2), chamado

ponto de configuracao. O conjunto de todos os pontos de configuracao

D={q=(q1,42) : 0 < qu//11 < @2/ /iy < 1}

chamado de espago de configuragao ¢ um triangulo retangulo.
Agora, as particulas movem com vetor velocidade v = (vq, va).

Observe que

Iol] = /o3 + 03 = \/m1u3 + mau = const,

pela Lei de Conservagao de Energia (1.10). Assim, podemos supor que ||[v|| = 1. O estado
do sistema é descrito pelo par (g,v), isto é, o ponto de configuragdo ¢ move em D com

vetor velocidade v.

/g g2,

Figura 1.12. Movimento do ponto de configuracao ¢ em D.

Quando a primeira particula atinge com a extremidade z; = 0, temos ¢; = x1,/m; = 0,
assim o ponto de configuragdo tem como coordenada g = (0,¢2), ou seja, o ponto de
configuragao ¢ atinge o lado esquerdo do triangulo D. Quando a segunda particula colide
com a extremidade x5 = 1, tem-se go = x2y/My = /My, isto é, ¢ = (q1, \/M2) isto significa
que q atinge o lado superior de D. Agora quando as particulas colidem uma com a outra,

temos

q1 = T/M1 € g2 = Ty/My ,
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para alguma posicao x € (0, 1). Assim, segue que

q1 q2 V12

A/ A/ M9 2 A/

ou seja, o ponto de configuracao g = (¢, g2) esta na hipotenusa de D.

qi1,

O vetor velocidade v muda nas colisoes de modo que ele se reflete na fronteira 9D de
acordo com a lei “o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexao”. Assim, o ponto de
configuragao ¢ é governado pela regra do bilhar. Dessa forma, concluimos que a evolucao
do modelo mecanico de duas particulas em um intervalo unitario se reduz a dinamica do
bilhar em um triangulo retangulo.

Note que quando m; = mgy temos que D é um triangulo retangulo isésceles o qual
se reduz ao bilhar no quadrado pela Observacao 1.2. Para massas distintas, temos um
triangulo retangulo genérico que, por sua vez, a dinamica se torna bem mais complicada.
Esse caso nao discutiremos nesse trabalho.

Um pergunta natural é: quando o ponto de configuracao ¢ atinge um vértice de D?
Suponhamos que ¢ esteja no vértice do angulo reto de D, isto é, ¢ = (0,/m2) o que
acarreta x1 = 0 e xo = 1. Assim, concluimos que g atinge um vértice do angulo reto de D se
ambas as particulas colidem simultaneamente com extremidades opostas do intervalo [0, 1].
Em seguida, seu movimento ainda estd bem definido, uma vez que podemos estender o
fluxo por continuidade visto no Lema 1.3. Suponhamos agora que o ponto de configuragao
esteja em um vértice de um angulo agudo. Logo, ¢ = (0,0) ou ¢ = (y/m1,/myz), isto
é, r1 = 19 = 0 ou x; = x9 = 1. Isso significa que ¢ estarda em um vértice de um
angulo agudo de D quando ambas as particulas simultaneamente colidem com alguma
extremidade (z = 0 ou x = 1). Nesse caso, para massas m; e my distintas o fluxo
do bilhar nao pode ser estendido por continuidade. Tomando duas trajetorias préximas
atingindo os dois lados adjacentes em diferentes ordens, tais trajetérias voltard a D ao

longo de diferentes retas (veja Figura 1.13).

Figura 1.13. O triangulo retangulo D; duas trajetorias proximas
de um angulo agudo.

Atingir um vértice de um angulo agudo, corresponde a uma colisao multipla em termos

mecanicos. Tais colisoes nao podem ser resolvidas pelas leis da mecanica classica.
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1.4 Bilhar na Elipse

Em 1927 Birkhoff descreveu esse exemplo em [2].
Denotemos o bordo de D como sendo a elipse {(x,y) € R? : 2—2 + ?;—3 =1,a>0,0>0}
de focos F} e F,. Por definicao, uma elipse ¢ o conjunto dos pontos A € R? tais que a

soma das distancias de A aos dois focos F} e I, é constante.

Proposigao 1.4. Sejam A € 0D e L a reta tangente a elipse por A. Entao os segmentos
AF; e AF; fazem angulos iguais com L. (Esse fato é conhecido em geometria projetiva

como Teorema de Poncelet.)

Para demonstrarmos a Proposicao 1.4, precisamos dos seguintes resultados que podem

ser encontrados em qualquer livro de Célculo 2.

Lema 1.2. Seja f : R? — R uma funcao de classe C'. Entao V f(x,y) é perpendicular
as curvas de nivel de f, ou seja, é perpendicular a reta tangente a curva no ponto de

tangeéncia.
O Vf(z,y) é também designado por normal & curva.

Lema 1.3. Seja G um ponto do plano e g : R> — R definida por g(X) = | X —G/|. Entao

X —
g ¢ derivavel em R? \ {G} e Vg(X) = |X——g|

Demonstracao. (da Proposigao 1.4) Defina f : 9D — R por

f(X) = dist(X, Fy) + dist(X, F)
= c

para valores de ¢ > |Fy, — Fi|. Assim, podemos escrever f(X) = f1(X) + f2(X), onde
1

fi(X) =X — Fi| e fo(X) = |X — Fy|, logo pelo Lema 1.3, temos V f(X) = XA e
— I
X —F
VX)) = o
fQ( ) |X_F2|
Entao,

_X-F | X-F
X -F| | X-F

V(X)

dai o gradiente de f é a soma de dois vetores unitarios. Pela regra do paralelogramo os
vetores unitarios formam com a normal (gradiente de f) a curva angulos iguais. Como A

é um ponto qualquer de 9D, segue o resultado.
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Observacgao 1.2. Segue dos resultados acima que o V f(X) bissecta o angulo F1 X F; e é

perpendicular a tangente.

Assim se a particula segue na direcao e sentido do vetor A — Fi, entao apds colidir em
A, a particula segue na direcao do vetor A — F3 mas com sentido contrario, ou seja, em
dire¢cao ao segundo foco. Portanto, se a trajetéria do bilhar passa por um dos focos, apos

colidir com OD tal trajetdria ird para o outro foco e assim por diante (veja Figura 1.14).

Afirmacgao 1.7. Toda trajetoria passando pelos focos F} e F, converge para o eixo maior

da elipse (o eixo z).

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade, suponhamos que F; = (—f,0) e Fy, = (f,0)
como mostra a Figura 1.14. Fixemos uma trajetéria do bilhar que passa por (f,0) e
denotemos por r; a reta que a contém. Se o coeficiente angular m; da reta r; é igual a
zero, nao temos nada a provar. Suponhamos entao que a mesma tenha coeficiente angular
my < 0. Seja (x1,y;) o ponto de colisao que r; faz com a elipse. Note que z1 > f, y; <0,
e ainda, m; = y;/(x1 — f). Considere 1 a outra reta que contém a trajetéria consecutiva
apos a colisdo. Denotemos o ponto da préoxima colisdo por (z,ys2). Observe também que
To < —f,ys > 0>y e mg =1ys/(x2+ f), logo my < ms. Uma outra reta r3 cujo ponto
de colisao consecutivo é (z3,y3) tem como coeficiente angular mg = y3/(x3 — f) e satisfaz
T3 > To e ys < yp assim my; < my < mg. Continuando esse processo, obtemos uma
sequéncia crescente e limitada superiormente m; < mo < ms--- < 0, logo tal sequéncia
(m;)jen possui limite. Se o limite dessa sequéncia é diferente de zero, as trajetdrias que
passam pelo foco tendem para uma trajetoria periddica que nao é o eixo maior nem o
eixo menor da elipse. Porém, pela monotonicidade da sequéncia (m;) ey, 0os angulos de
reflexao que as trajetérias fazem com a elipse apds consecutivas colisoes, sao diferentes.

O que contradiz o fato da trajetéria ser periddica.

Figura 1.14. Esbogo da demonstracao da Afirmacao 1.7.

Na Secgao 1.1 usamos as coordenadas v e € para descrever colisoes no bilhar circular.

A coordenada 0 era o parametro comprimento de arco no circulo. Aqui, usaremos as
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coordenadas v e r, onde 1 é o mesmo angulo de reflexao como na Secao 1.1 e  é um
parametro comprimento de arco na elipse. Convencionamos que o ponto referéncia r = 0
como sendo a extremidade (a,0) na elipse e r orientado no sentido anti-horéario. Observe
que 0 <r <|0D|e0 <Y <.
Novamente, o espago de colisao M = [0,]0D]] x [0,7] é um cilindro, cuja base é a
elipse e altura 7 (imagine o retangulo M com os lados esquerdo e direito identificados).
O movimento da particula do bilhar de colisao a colisao, induz a aplicacao colisao

FM— M.

Proposicao 1.5. Se a trajetéria do bilhar cruza o segmento FjFy que une os dois focos,
entao ela se reflete em 0D e cruza o segmento novamente. Da mesma forma, se a trajetoria
cruza o eixo maior fora do segmento FiF5, digamos a esquerda de Fi, entao apds colidir

com OD cruzara o eixo maior a direita de F5.
Antes de demonstrarmos a proposicao acima, precisamos do seguinte lema:

Lema 1.4. Sejam AgA; e A;A; segmentos consecutivos da mesma trajetoria do bilhar

eliptico com focos Fi e F,. Entao, os angulos AgA;As e F1 A F; tem a mesma bissetriz.

Demonstracao. Pela lei da reflexao, os angulos que AgA; e A; Ay fazem com a reta tan-
gente a elipse no ponto A; sao iguais. Dado que Ay, A; e A3 nao sao colineares, o angulo
que AgA; faz com a bissetriz de A01/4\1A2 é igual ao angulo que A;As faz com a mesma
bissetriz.

Sejam 6 = Aoz/él\lFl ey = FQZ\IAQ. Se = v entao as bissetrizes dos angulos AgA; A
e I A1 F5 coincidem. Agora, pela Observagao 1.2, os angulos que Fy Ay e Fy A, fazem com
a tangente a curva no ponto A; sao iguais, o que prova que 6 = .

Logo, as igualdades entre angulos verificadas provam que as bissetrizes coincidem.

|

Demonstra¢ao. (da Proposigao 1.5) Sejam AgA; e A;As segmentos consecutivos da
mesma trajetoria. Segue do Lema 1.4 que A01/4\1A2 e Flzl\ng tem as mesma bissetriz. Logo,
se AgA; intersecta F1F,, entao A;A, também intersecta FiF5. Se AgA; nao intersecta
F1F,, entao A Ay também nao vai intersectar Fi F5. Por inducao sobre n, sendo Ay, ..., A,
os pontos em que a trajetéria colide com o bordo 9D, prova-se que se um dos segmentos
da trajetoria intersectar F}F, entao os restantes também o intersectam. Analogamente,
se prova que se um dos seus segmentos nao intersecta F)F; entao nenhum dos restantes

intersecta FiFs.

O Lema 1.5 mostra que existem trajetoérias de dois tipos:
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Trajetorias interiores: Sao aquelas que cruzam o segmento F Fb.
Trajetérias exteriores: Sao aquelas que cruzam o eixo maior da elipse, porém fora do

segmento FFy.

Observamos que todas as trajetérias passando pelo foco sao representadas por uma
curva fechada (com forma-co) na superficie M. Assim, as trajetérias pelo foco fazem
uma especial familia (unidimensional) em M. Ja as trajetorias interiores preenchem a
area cinza (veja figura 1.15) dos dois dominios em M limitados pela curva que tem a
forma-oo e trajetérias exteriores preenchem a area em branco, abaixo e acima da curva

com forma-oo.

Figura 1.15. Espaco de colisao do bilhar eliptico.

O proximo resultado é considerado uma das propriedades mais importante nesse bilhar,
ele nos garante que para cada tipo de trajetdria (interior ou exterior) existe uma curva
onde cada trajetoria é tangente a essa curva. Curvas com essa propriedade sao chamadas

de causticas.

Definicao 1.5. Uma hipérbole é o conjunto dos pontos A € R? tais que a diferenca das

distancias de A aos dois focos F} e I, em valor absoluto é constante.

Observagao 1.3. Dado um ponto A na hipérbole de focos F) e F5, segue da propriedade

refletora da hipérbole que a reta tangente a A bissecta o angulo F1A\F2.

Teorema 1.2. Seja ¢ a elipse de focos F} e F,. Para cada trajetéria exterior existe uma
elipse com focos F e Fy que é tangente a cada lado dessa trajetéria. Para cada trajetéria

interior existe uma hipérbole com focos Fi e F, que é tangente a cada lado dessa trajetoria.
Antes de demonstrarmos o resultado acima, vejamos o seguinte lema:

Lema 1.5. Seja B um ponto pertencente a elipse de focos Fi e F; e pertencente também
a um segmento AgA;, tal que o angulo AgBF; € igual ao angulo FobBA;. Entao AgA; é

tangente a elipse no ponto B.
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Demonstracao. Se o angulo AgBF} € igual ao angulo Fy BA; entao necessariamente pela
Proposicao 1.4 a reta que contém Ay e Ay deve coincidir com a reta tangente por B.

Demonstragao. (do Teorema 1.2) Dada ¢ a elipse de focos F; e Fy. Sejam A;, A e
Ay pontos dessa elipse tais que A1 A e AA; sao dois segmentos consecutivos da mesma
trajetéria. Assuma que A;A nao intersecta FiF,. Segue do Lema 1.4 que AlA\FI =
AQA\FQ. Refletindo F; relativamente a A; A obtém-se B; e refletindo F), relativamente a
AA, obtém-se By. Sejam C; = B1FsNA1Ae Cy = BoF1NAA,. Considere a elipse €1 com
focos F) e Fy passando por (7. Temos FgaA = FlaAl, pois AaFg = AlaBl (angulo
oposto pelo vértice) e AlaBl = AlaFI (pela simetria). Pelo lema anterior, &, é tangente
a A1 A em C;. Da mesma forma, uma outra elipse €, com focos F; e F, é tangente a AA,
em (5. Se mostrarmos que a elipse €7 é igual a elipse €5, 0 teorema fica provado para o caso
de trajetdrias exteriores. De fato, queremos mostrar que |FyC|+|C1 Fy| = |F1Co| 4 |Co Fy|
o que se reduz a | By Fy| = |Fy Bs|. Note que BiAA, = AJAF, = FAA, = AQEBQ, assim
os triangulos By AF, e F} ABs, sao congruentes. Portanto | By Fy| = |Fy Bs| como querfamos.

Suponhamos agora que A;A intersecta o segmento F}F,. Com a mesma notacao,
refletimos F; e F, relativamente a A;A e AA; respectivamente e obtemos By e Bs
(resp.). Denotemos por C) a intersecao da reta determinada por F» e By com o seg-
mento Ay A, e por (s a intersegao da reta determinada por F; e By com o segmento AA,.
Consideremos uma hipérbole h; de focos F} e F; passando por C;. Como F* 16\1A = BlaA,
entao pela Observacao 1.3, h; é tangente a A;A. Analogamente, uma outra hipérbole
hy é tangente a AA; em Cy. Vamos mostrar que as duas hipérboles sao as mesmas.
De fato, queremos mostrar que |d(Fy, Cy) — d(Fy, Cy)| = |d(F3, Cy) — d(Fy, Cy)|. Note que
|d(Fy, Ch)—d(Fy, Cy)| = |d(Fy, Cy) —(d(Fy, By)+d(By, Ch))| = d(Fy, By), pois d(By, Cy) =
d(Fy, Cy) (pela simetria) e |d(Fy, Cy) — d(Fy, C3)| = |d(Fy, Ba) + (d(Ba, Cy) — d(F3, Cy))| =
d(Fy, By). Assim, basta mostrar que d(Fy, By) = d(Fy, By). Temos que os triangulos
F1ABy e B AF, sao congruentes, pois |AFy| = |ABy|, |ABy| = |AFs| e FlgB2 = BlA\FQ.
Portanto, d(Fy, By) = d(F}, Bs).
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Figura 1.16. Demonstracao do Teorema 1.2 para uma caustica
eliptica.

A Figura 1.17 mostra uma caustica eliptica para uma trajetoria exterior e uma caustica
hiperbdlica para uma trajetoria interior. Na se¢ao 1.1, vimos também que o bilhar circular
possui cdusticas (veja Figura 1.5).

Todas as trajetérias tangentes a uma caustica eliptica estao em uma curva fechada no
espaco de colisao M. Tais curvas sao mostradas como “ondas horizontais” na area em
branco da Figura 1.15 (lembre que os lados esquerdo e direito do retangulo precisam ser

identificados). Cada curva é invariante pela aplicagao F.

Observacao 1.4. Em cada curva invariante, a aplicacao F é conjugada a uma rotacgao
por algum angulo (esse angulo é chamado nimero de rota¢do). O nimero de rotacao
muda continuamente e monotonicamente com a curva invariante. A acao da aplicacao F
em cada curva invariante pode ser analisada explicitamente e o nimero de rotagao pode

ser calculado analiticamente (veja [1] se¢oes 2.5 e 3.2).

Agora, todas as trajetorias tangentes a uma cdustica hiperbdlica estao em duas curvas
fechadas em M, uma dentro de cada metade do dominio cinza formado pela curva com
a forma-oco. Tais curvas aparecem como ovais na Figura 1.15. A aplicacdao F transforma
cada oval em um oval idéntico com a outra metade do dominio cinza. Assim, a uniao
de dois ovais idénticos (simétricos) sdo invariantes pela F, e cada oval separadamente é

invariante por F2.

Definicao 1.6. Se M pode ser folheado por subvariedades F-invariantes onde

dim(M) = 1, entao dizemos que F ¢é completamente integravel.

De acordo com a defini¢ao acima, concluimos que o bilhar na elipse e no circulo unitario
sao completamente integraveis. A pergunta natural a fazer é: Existe outro bilhar que nao

seja no circulo e na elipse completamente integravel? Essa questao é conhecida como
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Figura 1.17. Cdusticas eliptica e hiperbdlica no bilhar eliptico.

Congectura de Birkhoff. Os tinicos bilhares completamente integravel sao em circulos

e elipses.

A conjectura ainda estd em aberto e muitos matematicos acreditam ser verdadeira.

Definigao 1.7. Se um sistema dinamico suave F' : M — M admite uma fungao nao
constante, suave e invariante por F (isto é, existe uma fungao T': M — R satisfazendo
T(Fz) = T(z) para todo x € M), entdo T é chamada uma integral primeira e F' ¢ dito

integravel.

Note que, se ' : M — M ¢é integravel, entao cada superficie de nivel
Se = {T(x) = ¢} é F-invariante. De fato, dado y € F(S.) existird z € S. tal que
y = F(x), dai Ty = T(Fz) =Tz = ¢, logo y € S,, ou seja, F(S.) C S.. Assim M pode
ser folheado por hipersuperficies invariantes. Se dim(M) =de F : M — M admite d—1
integrais primeiras independentes 11,75, ..., T; 1, entao M pode ser folheado por subvar-
iedades unidimensional F-invariante {7} (x) = ¢1, ..., Ty_1(z) = cq_1} onde ¢, ...,c4_1 € R.
E imediato que se d = 2, todo sistema integravel é completamente integravel.

Vejamos agora que o bilhar na elipse é um sistema integravel.
2 2
x
Considere a elipse de equacao —; + —; = 1. Recorde que o espaco de fase do bilhar
a

2
consiste de todos os vetores unitarios (z,v) com x € |0D| e v com dire¢ao para dentro da

\

v’

N

Figura 1.18. Aplicacao do bilhar na elipse.

elipse.

|
x'
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T101 ToUo , . . .
—5— € uma 1ntegral primeira.

Proposigao 1.6. T'(z,v) = —5~
ay a3
& T
2
Demonstracao. Sejam B = ‘8 L er = [ ! A elipse considerada pode ser
a3
escrita na forma: Bx -z = 1.

Seja (z,v) um ponto fase tal que F(z,v) = (2/,v’). Basta provarmos que Bx - v =
Bz’ - ou seja, T'(z,v) = T(F(x,v)). De fato, pode-se verificar a seguinte identidade
B(z +2') - (x —2') = 0, uma vez que x e &’ pertencem a elipse e B é simétrica.

Agora, como v é colinear com =’ — z, temos Bx - v = —Bx' - v.
B:E/ 3 I‘/ 1 $l2 m/2
Seja ¢ (2') = 5 =3 <—12 —22) Temos que Vi (z') = Bz’ e sabemos que
ay a3
o vetor gradiente é ortogonal as curvas de nivel de v, em particular, Vi (z') = Bz’ é
ortogonal a elipse. Temos também que v + v' é tangente a elipse (veja Proposigao 1.4).
Portanto, Bx' - (v +v) =0 = Ba'-v' = —Ba’ - v = Bx - v. Ou seja, Bx'v' = Bx - v,
|

como queriamos.



CAPITULO 2

Construcoes

2.1 Mesas de Bilhares

Neste capitulo iremos construir as mesas de bilhares planares e estudaremos a dinamica
de uma particula pontual no interior dessas mesas. E comum definir a dinamica do bilhar

em uma regiao plana como segue:

Definigao 2.1. Seja D C R? um dominio com fronteira suave (ou suave por partes). Um
sistema de bilhar corresponde a um movimento livre de uma particula no interior de D

com reflexoes eldsticas na fronteira 0D.

Essa defini¢ao esta clara quando temos um dominio particular em maos como foi feito
no Capitulo 1. Porém, em estudos mais gerais temos que especificar a classe de dominios
a serem considerados. Primeiramente, devemos ter cuidado sobre a fronteira 9D, isto é,
permitir ou nao que D tenha comprimento infinito, ou curvatura ilimitada, ou infinitos
pontos de inflexao, etc.

Em muitos artigos sobre bilhares, eles assumem (explicitamente ou implicitamente)
que essas ou outras patologias nao ocorrem. Em [10], que trata de bilhares mais gerais,
demonstra que irregularidades na fronteira pode acarretar sérias complicagoes na analise
da dinamica do bilhar e tornar suas propriedades mal tratavel.

Aqui, assumiremos que essas patologias nao ocorrem. Faremos algumas hipdteses
no dominio D (veja Hipéteses H1 - H3 na segao 2.1 e Hipdtese H4 na secao 2.2). Isso
nos permite avancar de forma harmoniosa e evitar muitos problemas tao caracteristicos
de estudos mais gerais. Nossas Hipdteses H1 - H4 sao gerais o suficiente para cobrir
praticamente todos os bilhares cadticos conhecidos atualmente.

Seja Dy um conjunto aberto, conexo e limitado. Denotemos por D = Dy seu fecho.

37
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HIPOTESE H1. A fronteira 9D é uma unido finita de curvas suaves (C!, [ > 3)
compactas:
D =T=T,U..UT,,

onde cada curva I'; é definida por uma C! aplicacdo f; : [a;, b;] — R?, que é injetora em
la;, b;) e possui derivadas primeira até ordem [ nos pontos a; e b;. O valor de [ é a classe

de suavidade da mesa de bilhar.

Chamaremos de D a mesa do bilhar e I'1, ..., ", as paredes ou componentes de D.

Observacao 2.1. Se fi(a;) # fi(b;) entdao chamaremos de I'; de um arco e denotemos
or'; = {fi(a;), fi(bi)}. Se fi(a;) = fi(b;) entao I'; é uma curva fechada que pode ou nao
ser inteiramente C! suave. Caso ela seja, f; pode ser definida em S* em vez de [a;, b;] e
denotamos OI'; = (). Quando ocorrer que a curva fechada I'; faltar suavidade no ponto

fila;) = fi(b;), denotamos por I'; esse ponto.

HIPOTESE H2. Cada componente I'; poderd intersectar com outra somente nos
extremos, isto é,
;NI corudly para i # j.

Denotemos por I', = 0T, U ..U, e I =T\ I, =D \ I.,.

Os pontos = € T, serao chamados de vértices de D e os pontos = € T’ de pontos

requlares de fronteira.

Afirmacgao 2.1. Para cada x € I, existe uma vizinhanca aberta U(x) que intersecta uma
unica componente I'; e é dividida por I'; em dois abertos conexos; um esta no interior de
D e o outro em R?\ D.

Demonstracao. Seja x € I'; um ponto regular de fronteira. Suponhamos que para toda
vizinhanga aberta U(x) intersecta mais do que uma componente. Logo existe sequéncia
(zn) de pontos de I' = Uj_,I'; convergindo para x e, portanto, existe subsequéncia
(n,) € I'y para algum k = 1,... 7. Como Iy é fechado, segue que x € 'y dai z € 'y N[,
o que implica pela Hipdotese H2 que x ¢ um ponto de vértice, uma contradigao.

Como Corolario da Afirmacao 2.1 segue que para cada vértice x € I',, existe uma
vizinhanga aberta U(z) tal que U(x) NI é uma uniao disjunta de 2m curvas para as quais
x é um ponto de extremidade comum (aqui m = m, > 1). Elas dividem U(z) em 2m
abertos conexos de modo que m deles estao no interior de D e os outros m em R?\ D, e

esses dois tipos de dominios alternam em torno de x com U(x).
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Figura 2.1. Um vértice  com m, = 3.

As componentes conexas de U(x) que estao dentro de D s@o chamadas de vértices do
dominio D. Cada vértice ¢é limitado por duas curvas I';,I'; C I' convergindo para o ponto
x (chamamos essas curvas de lados do vértice) e sdo caracterizadas pelo angulo interior
feito pelas correspondentes retas tangentes em x (o angulo visto dentro de D). Se v =0
chamamos o vértice de cuspide.

Fixemos uma orientacao de cada I'; de modo que D esteja para o lado esquerdo de
I';. E ainda, parametrizamos cada I'; pelo seu comprimento de arco, assim os vetores
tangentes se tornam unitarios, isto é, ||f;|| = 1. Isso implicard que o comprimento de

cada I'; é finito, uma vez que o comprimento(I';) := f;’ || f; (t)||dt = b; — a;.

HIPOTESE H3. Em cada I, a segunda derivada f; ou ndo se anula em nenhum
ponto de [a;, b;] ou é identicamente nula (assim cada componente I'; ou é uma curva sem

pontos de inflexdo ou é um segmento de reta).

Observe que como ||f;|| = 1 entdo (f;, f;) = 1 e derivando ambos os lados, segue que
2(f/, f) =0 assim, f; =0ou f; L f;. Logo, se supomos que f; # 0 entdo existe k € R
tal que f; = kn;, onde n; é o vetor normal & curva I'; obtido fazendo uma rotacao do

vetor fi/ no sentido anti-hordrio de um angulo de 7/2 . Segue da geometria diferencial
que f; é um vetor que tem a direcdo do percurso da curva, assim como f; é um vetor que
sempre aponta para a direcao da concavidade da curva. Com isso, podemos distinguir
trés tipos de componentes:

Componente flat: E tal que ' =0;

Componente focalizadora: E tal que f" # 0 estd apontando para dentro de D:;

Componente dispersora: E tal que f” # (0 esta apontando para fora de D.
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Figura 2.2. Uma mesa de bilhar. Aqui I'y é flat; 'y é focal-
izadora; I's é dispersora; I'y é uma curva fechada com um vértice
em y; I's é uma curva suave fechada; o vértice em x possui um
angulo interior v > 0; e o vértice em z é uma cuspide. A ori-
entacao adotada é mostrada pelas flechas.

Definigao 2.2. A curvatura (sinal) em cada I'; é definida como:

0, se I é flat;
K=< —||f'|l, se T;é focalizadora;

||fNH; se [I'; é dispersora.

Essa escolha de sinais ¢ ditada por uma tradi¢ao na literatura dos bilhares, primeiro
adotado por Ya. Sinai e sua escola. Contudo, a escolha oposta é as vezes feita também.

Consequentemente, definimos:

L=, r-=QYyr, r.=QYr.
K=0

K<0 K>0

Como ja observado, cada componente I'; possui comprimento finito. Assim, o denota-

mos por |I';] e |I'] := >, |T;| o perfmetro total de D.

2.2 Fluxo do Bilhar

Nessa secao iremos construir a dinamica do bilhar. Isso nao sera uma tarefa simples,
uma vez que havera casos em que a construcao falha e consequentemente a trajetéria do
bilhar deixa de ser definida. Denotemos por ¢ = ¢(t) € D e v = v(t) € R? a p