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��“...
You start a conversation you can’t even finish it

You’re talkin’ a lot, but you’re not sayin’ anything
...”��

--- Psycho Killer - Talking Heads



Resumo

Grande parte dos projetos estruturais atuais buscam por concepções mais econômicas, o
que leva à estruturas mais leves e flexíveis. Estruturas assim podem apresentar comporta-
mento não-linear devido às grandes deformações. Se faz então necessário o uso de modelos
que incluam o comportamento não-linear, a maioria destes modelos buscam incluir uma
função matemática que represente os mecanismos não-lineares presentes. Estruturas vi-
brando em regime não-linear de movimento podem ter efeitos diversos como saltos, ciclos
limites, interação modal, existência de múltiplas harmônicas etc. As séries de Volterra
são apresentadas e utilizadas como ferramenta na identificação de sistemas não-lineares.
Posteriormente, os modelos de Volterra são empregados na detecção de variação estrutu-
ral em sistemas mecânicos que apresentam comportamento não-linear inerente (no estado
saudável). Esta técnica baseia-se na identificação dos núcleos de Volterra expandidos na
uma base ortonormal de Kautz. Os núcleos de Volterra são usados para filtrar as contri-
buições lineares e não-lineares. Para ilustrar a aplicabilidade da técnica diversos testes
experimentais são realizados em três bancadas experimentais que simulam estruturas com
não-linearidades do tipo hardening e softening. Os sinais de excitação são aplicados com
diferentes níveis de amplitude para observar o comportamento de vibração não-linear.
Variações estruturais são simuladas nas estruturas, a partir de cargas ou alteração do
acoplamento magnético. Os resultados obtidos permitem-nos mostrar a eficácia das séries
de Volterra para a detecção de variação estrutural e quantificação de comportamento
não-linear em sistemas mecânicos não-lineares.

Palavras-chave: Sistemas mecânicos não-lineares. Séries de Volterra. Detecção de
variação estrutural. Quantificação de comportamento não-linear.



Abstract

A large number of structural engineering designs are seeking for more economic concepts,
which leads to lightweight and flexible structures. These structures have nonlinear beha-
vior caused by large deformations. In that case, it is need to use models that include
a mathematical function to represent the possible nonlinear behavior. The first step to
find a model to describe the nonlinearities is to identify the presence of some nonlinear
mechanisms, as for instance, jump, multi-harmonics, modal interactions etc. The Vol-
terra series are introduced and used as tool on identification of nonlinear systems. After
that, Volterra models are used on detection of structural changes on mechanical systems
with inherent nonlinear behavior (in the healthy condition). This technique is based
on identification of the Volterra kernels expanded in an orthonormal Kautz basis. The
Volterra kernels are used to filter the linear and nonlinear contributions. To illustrate
the results, several experimental tests are performed in three test rigs which simulate
nonlinear behavior, both, hardening and softening. The excitations signals are applied
with different amplitude levels to observe the non-linear vibration behavior. Structural
changes are simulated in the systems by loads or magnetic coupling. The results obtained
allow us to show the effectiveness of Volterra series for detection of structural changes
and quantification of nonlinear behavior on nonlinear mechanical systems.

Keywords: Nonlinear mechanical systems. Volterra series. Structural changes detec-
tion. Quantification of nonlinear behavior.
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1 Introdução

Este capítulo apresenta uma breve introdução sobre a necessidade de analisar fenô-
menos não-lineares e como realizar o monitoramento da saúde estrutural de sistemas
mecânicos que apresentem comportamento não-linear inerente. Por fim, os objetivos e
organização desta dissertação.

1.1 Motivação para estudo de sistemas mecânicos não-lineares

Na maioria das aplicações de monitoramento de saúde estrutural (SHM1) o compor-
tamento da estrutura é considerado puramente linear. Assim, quaisquer fenômenos não-
lineares que possam aparecer na resposta da estrutura não são incluídos na estimativa do
modelo. Isso significa dizer que o modelo não consegue discernir entre alterações da condi-
ção estrutural daquelas da própria natureza do comportamento (linear e/ou não-linear).

Mesmo com esta limitação um modelo puramente linear pode funcionar corretamente,
desde que, seja empregado em condições onde, caso exista, variações estruturais acarretem
no aparecimento de comportamento não-linear na resposta da estrutura. Isto significa di-
zer que todo e qualquer comportamento não-linear é devido a presença apenas de variação
estrutural como trinca, delaminação, flambagem etc. Entretanto, para isto ser válido e
confiável, o sistema na condição saudável deve responder de maneira puramente linear
para toda a faixa analisada, seja ela de frequência ou amplitude de excitação.

Porém, isto limita muito a abrangência da aplicação de SHM em estruturas que não
respeitam estas limitações. Uma vez que, efeitos não-lineares aparecem na maioria das
estruturas de engenharia que operam com grandes deslocamentos seja por serem muito
flexíveis, e/ou conexões flexíveis ou ainda que tenham alguma característica peculiar nas
relações constitutivas (e.g., fluido magnetoreológico) de seus materiais. Comportamento
não linear podem também ser observado quando da aplicação de excitações de alta ampli-
tude e pré-cargas, conduzindo à efeitos altamente não-lineares, como saltos, ciclo limite,
múltiplos harmônicos, descontinuidades, dentre outros.

Assim, deveria ser uma primícia básica considerar o comportamento não-linear na
análise de sistemas que apresentem algum tipo de efeito não-linear, conforme diversos
autores apontam (VIRGIN, 2000; WORDEN; TOMLINSON, 2001; KERSCHEN et al.,
2006). Neste conceito, uma maneira de proceder a análise é assumindo a situação mais

1do inglês Structural Health Monitoring.
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complexa, que ocorre quando a estrutura já deve ser considerada não-linear na condição
saudável (BORNN; FARRAR; PARK, 2010). Esta consideração é imprescindível quando
efeitos não-lineares sofrem alteração em função do nível de amplitude de excitação e podem
ser confundidos erroneamente com a existência de dano (WORDEN et al., 2008), assim
o modelo de referência (saudável) deve poder representar comportamento não-linear.

Infelizmente, as técnicas para detecção de variação estrutural em sistemas mecânicos
não-lineares carecem de pesquisa e desenvolvimento e ainda não estão em um nível de
maturidade avançado como no casos das técnicas aplicadas em sistemas lineares. Mas, a
adoção de um modelo não-linear pode não ser adequado para estruturas que apresentem
comportamento puramente ou aproximadamente linear, pois pode gerar um aumento do
custo de modelagem. Além de que, forçar um modelo a ter parcelas de características
não-lineares pode mascarar incertezas de modelagem e/ou de medição. Então, torna-se
necessário um conhecimento prévio das características do sistema objetivando a melhor
abordagem a se adotar, linear ou não-linear.

Tendo isto em foco, esta dissertação apresenta uma base teórica de fenômenos indi-
cadores que auxiliam na identificação e caracterização de não-linearidades em sistemas
mecânicos. Ao longo do trabalho são apresentadas três aplicações experimentais, exempli-
ficando algumas situações em que sistemas mecânicos podem apresentar comportamento
não-linear. Os fenômenos não-lineares são inicialmente classificados utilizando dados ex-
perimentas através de métodos clássicos.

1.2 Técnicas de SHM aplicadas a sistemas não-lineares

Com relação ao monitoramento da saúde estrutural de sistemas não-lineares, as abor-
dagens mais comuns encontradas na literatura envolvem modelos e técnicas que levam em
conta que a dinâmica do sistema em análise é puramente linear (NICHOLS; TODD, 2009).
Usualmente, o comportamento não-linear está associado ao dano, ou seja, a presença de
comportamento não-linear indica a presença de dano. Neste caso, o procedimento de
detecção de danos pode ser resumido como uma detecção de comportamento não linear.
Porém, como dito anteriormente, há muitas situações em que o comportamento não-linear
do sistema deve, necessariamente, ser considerado para um monitoramento aceitável.

Quando a estrutura é monitorada assumindo ter comportamento não-linear inerente
na sua gama de funcionamento, consequentemente, não pode ser tratada por meio de
técnicas e modelos puramente lineares. Um relatório do LANL2 mostra a importância
que fenômenos não-lineares desempenham nas aplicações da engenharia, principalmente,
para as áreas de SHM e identificação de modelos para estruturas com comportamento

2Los Alamos National Lab - https://www.lanl.gov

https://www.lanl.gov
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não-linear no estado de referência (saudável) (FARRAR et al., 2007).

Com o interesse contínuo de otimizar o desempenho das mais diversas estruturas, faz-
se necessária a busca por concepções cada vez mais leves e flexíveis. Para isto, diversos
elementos estruturais são substituídos por sucessores mais tecnológicos, por vezes com-
postos por materiais com relação constitutiva não-linear, ou mesmo com características
geométricas complexas, ou ainda, em condições de contorno que propiciam a geração de
fenômenos não lineares (KERSCHEN et al., 2006). Nestes casos, é evidente a necessidade
prática de técnicas SHM que levam em conta a dinâmica não-linear dos sistemas.

Na identificação de sistemas não-lineares, dentre as técnicas disponíveis, as séries Vol-
terra são atraentes pois são uma generalização do modelo linear bem conhecido, baseado
na função de resposta ao impulso. O cerne desta formulação esta na representação da
saída de um sistema com comportamento não-linear usando múltiplas convoluções entre
os núcleos de Volterra e o sinal de excitação (RUGH, 1991).

Neste contexto, esta dissertação apresenta as séries de Volterra para obtenção de
modelos não-lineares, assim como, o uso dos modelos de Volterra como ferramenta na
detecção de variação estrutural e/ou danos com base em dados experimentais buscando
exemplificar e confirmar a funcionalidade da técnica.

1.3 Objetivos

A meta deste trabalho é verificar e revisar indicadores clássicos que podem ser usa-
dos para detectar e identificar comportamento não-linear em estruturas de engenharia e
comprovar por meio de análise experimental que métricas sensíveis a presença de danos
estruturais podem apresentar falso positivo se o comportamento e o regime de trabalho
admitir regime não-linear. Adicionalmente, mostrar por meio de não-linearidades poli-
nomiais e elásticas que as séries de Volterra podem ser úteis na proposição de métricas
sensíveis a existência de variações estruturais.

1.4 Organização do trabalho

O trabalho esta dividido em 6 capítulos da seguinte forma:

• Capítulo 1: breve introdução sobre a necessidade de estudar estruturas não-lineares,
SHM em sistemas não-lineares e objetivos;

• Capítulo 2: base teórica sobre as séries de Volterra, o uso dos modelos de Volterra
na identificação de comportamento não linear e a metodologia da aplicação destes
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modelos na proposição de índices sensíveis à variação estrutural;

• Capítulo 3: identificação e caracterização do fenômeno não-linear presente, assim
como a identificação de um modelo não-linear e sua aplicação em SHM em dados
experimentais de uma viga protendida;

• Capítulo 4: identificação e caracterização do fenômeno não-linear presente, assim
como a identificação de um modelo não-linear e sua aplicação em SHM em dados
experimentais de uma viga magnetoelástica;

• Capítulo 5: identificação e caracterização do fenômeno não-linear presente, assim
como a identificação de um modelo não-linear em dados experimentais de uma
estrutura de que simula a dinâmica de um painel solar;

• Capítulo 6: considerações finais e sugestões para trabalhos futuros.
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2 Séries discretas de Volterra

Este capítulo apresenta, inicialmente, uma apresentação das séries discretas de Vol-
terra, suas limitações e a expansão em funções ortogonais. Na sequência, uma seção trata
sobre detecção de comportamento não-linear usando séries de Volterra. E por fim, o uso
das séries de Volterra como ferramenta na detecção de danos.

As séries discretas de Volterra podem representar adequadamente diferentes siste-
mas não-lineares a partir da generalização do conceito de convolução (SCHETZEN, 1980;
RUGH, 1991). Assim, a representação de uma resposta discreta no tempo, y(k), de um
sistema não-linear pode ser descrita por:

y(k) =
+∞

∑
η=1

+∞
∑
n1=-∞

⋯
+∞
∑

nη=-∞
Hη(n1 ⋯ nη)

η

∏
i=1
u(k-ni) (1)

y(k) =
+∞
∑
η=1

yη(k) = y1(k) + y2(k) + y3(k) +⋯ (2)

sendo u(k) o sinal de entrada, Hη(n1 ⋯ nη) o núcleo de Volterra de η-ésima ordem, y1(k)
a componente linear de y(k), y2(k) e y3(k) as componentes quadrática e cúbica, e assim
por diante.

Geralmente, a expansão do modelo de Volterra é truncada na ordem baixa de termos,
geralmente η = 1, 2, 3. Quando se considera não-linearidades suaves com memória finita
(e.g. não-linearidade polinomial), isto não implica em problemas. Alguns autores afirmam
ser possível aproximar não-linearidades descontínuas com polinômios, permitindo assim,
uma representação de Volterra (MILANESE, 2009; CHATTERJEE, 2010).

Devido aos núcleos de alta ordem (η = 2, 3) são necessários tensores com dimensões
elevadas, da ordem de η, requerendo armazenamento de um grande número de termos, da
ordem de N η , onde N é o número de amostras necessárias pra representar cada núcleo de
Volterra. Mesmo em um modelo que considera apenas os primeiros núcleos de Volterra,
isto pode se agravar, ainda mais, caso o sistema possua uma grande memória, ou seja, N
grande. Uma forma de contornar este problema é representar os núcleos de Volterra com
funções ortonormais ψij(nj), como, por exemplo, as funções de Laguerre ou os filtros de
Kautz.

As funções de Kautz são apropriadas para representar oscilações subamortecidas e
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podem ser descritas por (KAUTZ, 1954):

Ψη,2i(z) =

√
(1-c2

η)(1-b2
η)z

z2+bη(cη-1)z-cη
[ -cηz

2+bη(cη-1)z+1
z2+bη(cη-1)z-cη

]
g-1

(3)

Ψη,2i-1(z) =

√
1-c2

ηz(z-bη)
z2+bη(cη-1)z-cη

[ -cηz
2+bη(cη-1)z+1

z2+bη(cη-1)z-cη
]
g-1

(4)

sendo z a variável complexa no domínio discreto e:

bη =
βη+β̄η
1+βηβ̄η

; cη = -βηβ̄η (5)

sendo βη e β̄η o polo de Kautz e seu conjugado que descreve o η-ésimo núcleo.

Os parâmetros de Kautz em tempo continuo (sη) podem ser relacionados à dinâmica
da estrutura por: sη = -ξηωη+jωη

√
1-ξ2

η , onde ξη e ωη são a razão de amortecimento e a
frequência que descrevem o η-ésimo núcleo do m-ésimo modo de vibrar, respectivamente.
Para utilização destes parâmetros é necessário converter o polo sη para o domínio discreto
através da transformação bilinear βη = esη/Fs , sendo Fs a frequência de amostragem do sinal.
Então, utiliza-se o polo de Kautz no domínio discreto βη da Eq. (5) de modo a construir
as funções ortonormais das Eqs. (3) e (4).

Nesse caso, os núcleos de Volterra podem ser aproximados com um número finito de
filtros Jη:

Hη(n1 ⋯ nη) ≈
J1

∑
i1=1

⋯
Jη

∑
iη=1
Bη(i1 ⋯ iη)

η

∏
j=1
ψij(nj) (6)

sendo Bη(i1 ⋯ iη) a projeção dos núcleos de Volterra na base ψij(nj) de funções de Kautz
e J1, ..., Jη o número de amostras utilizado na projeção dos núcleos de Volterra. Neste con-
texto, as séries de Volterra podem ser reescritas como uma convolução multidimensional
entre os núcleos ortonormais Bη(i1 ⋯ iη) e o sinal lij(k):

y(k) ≈
+∞

∑
η=1

J1

∑
i1=1

⋯
Jη

∑
iη=1
Bη(i1 ⋯ iη)

η

∏
j=1
lij(k) (7)

sendo lij(k) o sinal de entrada u(k) filtrado pelas funções de Kautz ψij(nj):

lij(k) =
V −1
∑
ni=0

ψij(ni)u(k-ni) (8)

sendo V =máx [J1 ⋯ Jη].



25

Os termos dos núcleos ortonormais Bη(i1 ⋯ iη) podem, então, ser agrupados em um
vetor Φ e estimados via mínimos quadrados:

Φ = (ΓTΓ)-1ΓT
y (9)

onde a matriz Γ contém o sinal de entrada filtrado lij(k) e a saída y = [y(1) ⋯ y(K)],
sendo K o número de amostras usados para representar cada resposta. Maiores detalhes
do uso desta formulação na identificação de sistemas mecânicos não-lineares podem ser
encontrados em Silva, Cogan e Foltête (2010) ou Silva (2011). O grupo do orientador,
incluindo o próprio candidato, já possuem ampla experiência nestes processos, inclusive
com um pacote computacional em processo de registro para cálculo automático destes
núcleos.

A formulação considera os três primeiros núcleos de Volterra estimados com base
em sinais u(k) e yexp(k) medidos quando a estrutura se encontra em uma condição de
operação saudável. Uma vez este modelo identificado, um sinal de predição, representado
por yref, sendo a combinação de termos linear e não-linear, pode ser obtido a partir de:

yref ≈
3
∑
η=1

yη,ref = y1,ref
±
linear

+ y2,ref + y3,ref
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

não-linear

(10)

O vetor erro de predição, eref, entre o sinal de resposta experimental do sistema, yexp,
e o sinal de resposta estimado pelo modelo de referência, yref, é calculado como:

eref = yexp - yref (11)

Na maioria dos casos é possível configurar valores dos parâmetros usando conheci-
mento prévio do comportamento do sistema não-linear ou utilizando algoritmos de otimi-
zação para minimizar o erro do modelo ajustando esses valores. Os parâmetros complexos
conjugados das funções de Kautz são obtidos minimizando a média quadrática do erro de
predição (NMSE3):

Fob =
∥eref∥2

∥yexp∥2

(12)

onde ∥ ∥2 é a norma Euclidiana. A otimização está sujeita à ∆low ≤ ∆ ≤ ∆up, onde os
3Normalized Mean Square Error-prediction.
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parâmetros dos filtros de Kautz são agrupados em uma matriz:

∆ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∆low(1)≤ ∆(1)≤ ∆up(1)
∆low(2)≤ ∆(2)≤ ∆up(2)
∆low(3)≤ ∆(3)≤ ∆up(3)

⋮ ⋮ ⋮
∆low(6)≤ ∆(6)≤ ∆up(6)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ω1

ξ1

ω2

ξ2

ω3

ξ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ωlin

ξlin

ωquad

ξquad

ωcub

ξcub

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(13)

As matrizes ∆low e ∆up são compostas pelos limites inferior e superior de busca, res-
pectivamente. Este problema de otimização pode ser solucionado usando um algoritmo de
programação sequencial quadrática (SQP4) usando uma matriz com as condições iniciais
∆0. Adicionalmente, dependendo do espaço de busca e valores iniciais algoritmos híbridos
também podem ser empregados, como algoritmos genéticos, métodos de gradiente etc.

2.1 Validação quantitativa via análise dos espectrogramas

De forma análoga à Eq. (12), pode-se quantificar o percentual do ajuste do modelo
de Volterra a partir de:

FIT = (1 − ∥Smod −Sexp∥2

∥Sexp∥2

) × 100 [%] (14)

onde, novamente, ∥ ∥2 é a norma Euclidiana, Smod e Sexp são as matrizes que representam
os espectrogramas das respostas do modelo e do sinal experimental, respectivamente.

2.2 Identificação de comportamento não-linear usando modelos
de Volterra

Além dos métodos convencionais de detecção de comportamento não-linear (e.g. ins-
peção de respostas em frequência, análise das equações que regem o movimento etc), os
modelos baseados nas série discretas de Volterra podem, também, serem usados como um
excelente detector da presença de comportamento não-linear. Podem, ainda, servirem
como filtro da resposta, separando-a em componentes lineares e não-lineares.

Após a identificação de um modelo de Volterra, tem-se como resultado final os núcleos
de Volterra, que estão diretamente relacionados com as contribuições linear, quadrática
e cúbica do modelo. Com o modelo identificado é possível detectar indícios de comporta-

4Sequential Quadratic Programming.
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mento não-linear, geralmente, de maneira mais fácil do que uma análise direta do sinal
experimental, pois, caso exista comportamento não-linear ele será evidenciado nas con-
tribuições quadrática e/ou na contribuição cúbica do modelo. Assim, conclui-se que as
séries de Volterra, além de fornecerem um bom modelo de predição, também contém
informações quantitativas e qualitativas, geralmente muito úteis, sobre a dinâmica da
estrutura.

2.3 Quantificação de comportamento não-linear usando modelos
de Volterra

Este trabalho propõe uma métrica de quantificação de comportamento não-linear
baseando-se nas contribuições estimadas pelos modelos de Volterra. O percentual da
contribuição de cada núcleo na resposta total do modelo yref pode ser quantificado pela
razão κ:

κη =
Eη

+∞
∑
η=1
Eη

; η = 1, 2, 3,⋯ (15)

onde, Eη é a energia da contribuição do η-ésimo núcleo de Volterra dada pela norma L2.

Assim, pode-se propor um índice para quantificar o comportamento não-linear, como:

ϑ =

+∞
∑
η=2
κη

+∞
∑
η=1
κη

≡
+∞
∑
η=2
κη (16)

2.4 Detecção de variação estrutural usando modelos de Volterra

Partindo-se do pressuposto de que, caso não exista nenhuma variação estrutural no
sistema, o erro de predição da resposta estimada pelo modelo de Volterra eunk será pequeno
e não mudará muito a sua distribuição estatística quando comparado com o erro de
predição da condição de referência eref. Isto é coerente, uma vez que, o erro de predição
dado pela Eq. (11) nada mais é do que um resíduo, que inclui a possibilidade de incorporar
informações referentes ao comportamento não-linear do sistema. Se a estrutura operar
em um regime não-linear e não tiver nenhuma variação associada, o modelo de referência,
por ser não-linear, será capaz de rejeitar a possibilidade de existir variação estrutural.

Os seguintes indicadores podem, então, ser utilizados para avaliar a existência ou
não de variação estrutural com base nos erros de predição e suas componentes lineares e
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não-lineares:

λη =
σ(eη,unk)
σ(eη,ref)

; η = 1, 2, 3,⋯ (17)

sendo σ(∗) o desvio padrão. Os erros na condição de referência são calculados através da
relação:

eη,ref = yexp -
η

∑
i=1

yi,ref; η = 1, 2, 3,⋯ (18)

e os erros de predição nas condições desconhecidas são calculados de maneira análoga:

eη,unk = yexp -
η

∑
i=1

yi,unk; η = 1, 2, 3,⋯ (19)

Todos estes erros de predição são calculados considerando as contribuições lineares e
não-lineares dos núcleos de Volterra. Esses índices foram testados no trabalho de Shiki,
Lopes Jr e Silva (2013) onde notou-se que os índices lineares (λ1) são menos sensíveis a
variações de parâmetros estruturais que os índices não-lineares (λ2 e λ3).

2.5 Conclusões

Este capítulo apresentou as séries de Volterra. Inicialmente, foram apresentadas as
séries discretas de Volterra, em seguida, uma descrição de como os modelos de Volterra
podem ser utilizados na identificação e quantificação de comportamento não-linear. Por
fim, a aplicação de modelos de Volterra na detecção de variações estruturais com a possi-
bilidade e serem empregados em estruturas lineares e/ou não-lineares.

Assim, ao final do capítulo pode-se obter as seguintes observações:

• A séries de Volterra podem ser empregadas para descrever o comportamento di-
nâmico de sistemas não-lineares. A maioria dos sistemas mecânicos podem sem
descritos usando modelos de Volterra de até 3ª ordem, η=3;

• Na formulação original as séries de Volterra apresentam problemas com convergên-
cia, estabilidade, número de amostras etc. Funções ortogonais, como as funções de
Kautz, podem ser utilizadas para resolver os problemas citados;

• Os modelos de Volterra tem por característica marcante a separação da resposta
total em componentes lineares e não-lineares, o que pode ser muito interessante
para aplicações em controle não-linear ou demais aplicações;

• O uso de Volterra em SHM é bem vindo pois permite monitorar estruturas não-
lineares operando, na condição de referência, em regime linear ou não-linear, usando
o mesmo modelo para ambos.
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3 Aplicação em uma viga protendida

Este capítulo apresenta uma aplicação das séries de Volterra com ferramenta na iden-
tificação e na detecção de variação estrutural em sistemas mecânicos não-lineares. A estru-
tura empregada busca simular a dinâmica de componentes hiperestáticos (bi-engastados)
sujeitos à algum tipo de protensão (pré-carga). Grande parte deste capítulo foi produzida
pelo autor durante a confecção do artigo Structural Health Monitoring in a Buckled Beam
Using Volterra Series submetido ao 7th European Workshop on Structural Health
Monitoring (EWSHM 2014) - Nantes (França) e apresentado pelo próprio autor deste
trabalho, (HANSEN; SHIKI; SILVA, 2014b).

3.1 Descrição da bancada experimental

A bancada experimental da Fig. 1 é composta por uma viga de alumínio com 300 ×
18 × 3 mm, de comprimento, largura e espessura, respectivamente, onde uma de suas
extremidades está engastada a outra está conectada com uma viga de aço com 120×18×0.5
mm, de comprimento, largura e espessura, respectivamente.

A excitação é realizada por um excitador eletrodinâmico conectado na viga principal
à uma distância de 50 mm do engaste. Devido às condições de contorno, da existência
de interação entre as vigas (existência de frequências naturais distintas) e a efeitos geo-
métricos pode ocorrer comportamento vibratório não-linear. Uma pré-carga é aplicada
nos engastes no sentido longitudinal das vigas, tracionando-as. A carga é aplicada no
ponto de junção das vigas por um dinamômetro atuando no sentido de veibração da viga,
esta carga é controlável e foi utilizada pra gerar variações das condições operacionais da
estrutura.

A estrutura foi monitorada com 6 acelerômetros, distribuídos ao longo da estrutura,
e um vibrômetro à laser que mede a velocidade de vibração na junção entre as vigas. Um
sensor de força (célula de carga) é utilizado para medir a força de excitação aplicada.
Todos os sinais foram medidos com taxa de amostragem de 1024 Hz armazenando 4096
amostras. Os sinais foram filtrados com um filtro passa-alta com frequência de corte em
20 Hz para remover componente DC (média) do sinal. Neste trabalho são apresentados
somente os resultados obtidos com as medidas de velocidade do ponto de junção entre as
vigas e da força aplicada, as medidas dos demais sensores são para utilização por outros
alunos de pós-graduação e graduação.
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Figura 1 – Viga composta bi-engastada com pré-carga e instrumentação.
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Velocidade

Stinger

(a) Montagem experimental.

(b) Diagrama esquemático.
Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

3.2 Análise do comportamento oscilatório

Durante este e os próximos capítulos aparecerão com frequência expressões do tipo,
‘‘amplitude baixa’’ e ‘‘amplitude alta’’ de excitação, entretanto, esta é uma consideração
muito qualitativa, pois, o que pode ser amplitude baixa para uma estrutura, pode não ser
para outra. Além disso, o sistema de excitação utilizado apresenta limitações devido à
características operacionais, dentre elas, elevada ‘‘robustez’’ quando comparada à neces-
sidade dos experimentos deste trabalho, controle de ganho analógico e bastante sensível
no amplificador do excitador eletrodinâmico, o que torna impraticável qualquer tipo de
repetibilidade no controle da amplitude de excitação e dificuldade de aplicar pequenas
amplitudes de excitação.

Buscando contornar este problema, o controle da amplitude de excitação foi realizado
a partir do controle da amplitude do sinal gerado pela placa de aquisição (gerador de
sinais). Assim, pode-se manter o controle de ganho analógico fixo e alterar a amplitude
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de excitação digitalmente no gerador de sinais. Entretanto, isto implica em uma perda
de noção física da amplitude de excitação, uma vez que, os níveis de excitação são dados,
a partir de agora, em V (volts).

A Fig. 2 mostra as respostas da estrutura quando excitada por uma varredura em
frequência na faixa de 20 à 100 Hz (região do primeiro modo de vibrar) com duração de
4 segundos.

Figura 2 – Respostas do ponto de junção das vigas à entrada varredura em frequência.
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(b) Alta amplitude de excitação (0.20 V).
Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

A partir de uma análise na Fig. 2, pode-se observar que a forma das respostas se
altera conforme a amplitude da excitação o que infringe o princípio da superposição, uma
vez que, além de alterar a magnitude, o aumento da amplitude de excitação provocou
distorções na forma do sinal da resposta. Pode-se concluir, previamente, que o sistema
possui características não-lineares, entretanto, não é possível obter maiores informações.

Observações a respeito de comportamento não-linear são, geralmente, mais fáceis de
serem observadas no domínio da frequência. Pode-se, então, estimar a função de resposta
em frequência (FRF) com base nos sinais de excitação e de resposta. As FRFs mostradas
na Fig. 3(b) correspondem ao ponto de junção entre as duas vigas, e foram estimadas
a partir das respostas à entrada varredura em frequência da Fig. 2 e uma medida com
amplitude intermediária. Pode-se notar alterações na forma da FRF, causadas por efeitos
não-lineares e por drop-out em função do nível de força aplicada pelo excitador.

Buscando contornar o efeito de drop-out na FRF realiza-se o teste de excitação se-
noidal em regime permanente (stepped sine). O teste de stepped sine da Fig. 3(b) foi
realizado com passo de 0.5 Hz para 3 níveis de amplitude de excitação. Os resultados
mostram claramente o fenômeno de salto quando a estrutura é excitada com amplitudes
média e alta. A ocorrência do salto com incremento na frequência de ressonância à direita
mostra claramente que a estrutura contém comportamento não-linear com rigidez do tipo
(hardening).
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Figura 3 – Respostas em frequência. A linha contínua − representa amplitude de excitação
baixa (0.01 V) e tem comportamento linear, os símbolos ▲ e ∎ correspondem aos níveis
médio e alto da amplitude de excitação, com (0.10 V) e (0.20 V), respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Nesta estrutura, em específico, talvez devido ao excitador utilizado (diferente do das
demais bancadas), há incoerência no sentido de deslocamento da frequência de ressonância
entre as Figs. 3(a) e 3(b). A FRF da varredura em frequência indica efeito softening e
o stepped sine indica efeito hardening. Como o teste de stepped sine é específico para
observar o fenômeno de salto, e esta é uma característica marcante, que caracteriza a
estrutura, diz-se então que o sistema apresenta efeito hardening e a distorção da FRF é
atribuída à suposição de que houve interação excitador-estrutura.

Espectrogramas são gráficos que analisam a densidade espectral de potência. Os valo-
res são indicados no plano tempo × frequência (ou, frequência × frequência de excitação) e
são traçados através de um gráfico de superfície, entretanto, a forma usual de visualização
do espectrograma é no plano, onde, diferentes cores são usadas para indicar a densidade
espectral de energia, variando do azul ao vermelho. Uma decomposição feita com boa re-
solução e com bom nível de detalhamento possibilita a análise das frequências da resposta
em relação à frequência de excitação.

Os espectrogramas são, geralmente, calculados a partir de sinais de resposta das es-
truturas quando submetidas à excitação do tipo varredura em frequência. A análise de
espectrogramas, para diferentes níveis de amplitude de excitação, pode mostrar a quebra
da homogeneidade em um sistema não-linear, apresentando graficamente a existência de
harmônicos. A Fig. 4 mostra os espectrogramas calculados a partir das respostas da
estrutura da Fig. 2. Para o caso de baixa amplitude de excitação a estrutura tem com-
portamento linear e a Fig. 4(a) apresenta uma linha de energia (em vermelho). Esta linha
pode ser descrita por uma reta com coeficiente angular unitário (m=1), isso significa dizer
que para esta condição de excitação a estrutura respeita o princípio da homogeneidade e
responde com, e somente com, a mesma frequência da excitação.
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Entretanto, há quebra do princípio da homogeneidade para altas amplitudes de exci-
tação conforme pode-se observar na Fig. 4(b). Este espectrograma apresenta 3 curvas de
energia, podendo ser aproximadas por 3 retas, com coeficientes angulares m1=1, m2=2 e
m3=3, isto significa dizer que, as duas últimas retas são múltiplas da reta fundamental, ou
seja, as frequências presentes nestas curvas são harmônicas das frequências fundamentais
(de excitação).

Assim, conclui-se que a estrutura apresenta comportamento não-linear, para altas
amplitudes de excitação, por apresentar harmônicos na resposta. Observa-se que, a quebra
da homogeneidade ocorre mais intensamente próximo da região de ressonância, onde as
deformações da estrutura são maiores, assim pode-se afirmar que os efeitos geométricos
são a origem do comportamento não-linear dessa estrutura.

Figura 4 – Espectrogramas calculados a partir dos sinais da Fig. 2.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

A densidade espectral de potência (PSD) é outra maneira, no domínio da frequência,
de observar comportamento não-linear na resposta da estrutura. Este teste revela a
quebra da homogeneidade a partir da excitação da estrutura com uma entrada senoidal
pura, neste trabalho, com frequência aproximadamente igual a frequência de ressonância
linear. Quando a estrutura possui comportamento não-linear, observa-se a presença de
harmônicos para médias e altas amplitudes de excitação.

Para tanto, a estrutura foi excitada com um sinal senoidal com amplitude alta e
frequência de 70 Hz, a PSD estimada é mostrada na Fig. 5, pode-se observar, primeira-
mente, a presença dos 3 primeiros harmônicos e as contribuições dos harmônicos de alta
ordem crescentes com o aumento da amplitude do sinal de excitação. Já para amplitu-
des baixas de excitação, não há presença de harmônicos, ou seja, a estrutura apresenta
comportamento linear para excitações de baixa amplitude e não-linear para as de alta
amplitude.
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Figura 5 – Densidade espectral de potência do sinal de resposta. A linha contínua −

calculada para amplitude de excitação baixa (0.01 V), as linhas com os símbolos ▲ e ∎
calculadas para aos níveis médio e alto da amplitude de excitação aplicada no amplificador,
com (0.10 V) e (0.20 V), respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

3.3 Identificação e validação do modelo de Volterra

Esta seção apresenta a obtenção de um modelo não-linear, para a estrutura na condi-
ção de referência (saudável), usando séries de Volterra, com base em dados experimentais.
A extração representativa dos núcleos de Volterra é a etapa base para o monitoramento
estrutural com o método proposto em Shiki, Lopes Jr e Silva (2013) e validado experi-
mentalmente neste capítulo.

3.3.1 Obtenção dos parâmetros que descrevem os núcleos de Volterra

A obtenção das contribuições linear e não-linear do modelo de Volterra foi realizada
com base em um processo de identificação em duas etapas. Na primeira etapa são utili-
zados os sinais da estrutura em condição saudável e com baixa amplitude de excitação
(comportamento linear) para identificar somente o 1º núcleo (H1(n1)), ou seja, na primeira
etapa identifica-se somente a parte linear do modelo.

Já, na segunda etapa, a parcela não-linear é identificada com o uso do mesmo tipo
de sinal, porém com amplitude de excitação alta. O sinal de responta com a aplicação da
excitação com alta amplitude é previamente filtrado pelo núcleo linearH1(n1) estimado na
primeira etapa e sua resposta é subtraída do sinal experimental. Assim, o sinal resultante
corresponde apenas a componente não-linear da resposta experimental, ou seja, a parcela
do sinal que não é descrita por um modelo puramente linear. Com este sinal identificam-
se as parcelas não-lineares do modelo representadas pelo 2º e 3º núcleos, H2(n1, n2) e
H3(n1, n2, n3), respectivamente.
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Com a aplicação deste método, obteve-se os parâmetros das funções de Kautz que
descrevem o modelo e o número de funções para cada núcleo, dados na Tab. 1, a partir de
otimização híbrida com algoritmos genéticos e SQP buscando minimizar função objetivo,
Fob, dada pela Eq. (12).

Tabela 1 – Parâmetros dos núcleos de Volterra identificados para a viga protendida.
Núcleo Nº de funções ω [Hz] ξ
H1(n1) 2 70.39 0.0300
H2(n1, n2) 4 67.24 0.0150
H3(n1, n2, n3) 6 68.20 0.0062

Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

3.3.2 Núcleos de Volterra suas contribuições na resposta temporal

A partir dos parâmetros da Tab. 1 obtém-se os núcleos de Volterra que modelam
o comportamento da estrutura. A Fig. 8(a) mostra o 1º núcleo, a Fig. 9(a) mostra a
diagonal principal do 2º núcleo e a Fig. 10(a) mostra a diagonal principal do 3º núcleo.

O segundo núcleo deve-se à características das contribuições deste núcleo que estão
sempre associadas à assimetrias nas respostas, ou seja, para estruturas que apresentem
respostas simétricas o 2º núcleo e sua contribuição, y2(k), podem ser desprezadas sem
grandes problemas.

A partir dos parâmetros da Tab. 1 obtém-se os núcleos de Volterra que modelam
o comportamento da estrutura. Assim, a resposta do modelo na condição de referência
pode ser obtida através das convoluções multidimensionais entre os núcleos e o sinal de
excitação. A Fig. 6(a) mostra a resposta estimada via modelo de Volterra e a Fig. 6(b)
o erro de predição para excitação de amplitude baixa (0.01 V) do tipo varredura senoidal
de 20 à 100 Hz com aproximadamente 20% da amplitude da resposta.

De maneira análoga a resposta do modelo na condição de referência para excitação de
amplitude alta (0.20 V) do tipo varredura senoidal de 20 à 100 Hz foi obtida através das
convoluções multidimensionais entre os núcleos e o sinal de excitação, como mostra a Fig.
7(a). A Fig. 7(b) mostra o erro de predição do modelo. O erro apresenta baixa amplitude
e característica aleatória e, em uma primeira análise, o modelo foi bem identificado para
altas amplitudes de excitação.

Uma das grandes vantagens em utilizar as séries de Volterra é a possibilidade de
trabalhar com sistemas não-lineares a partir da separação das contribuições lineares e
não-lineares no sinal de resposta do sistema. As Figs. 8, 9 e 10 apresentam os núcleos
de Volterra do modelo obtido e suas respectivas contribuições para alta amplitude de
excitação (0.20 V).
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Figura 6 – Condição de referência (saudável) respondendo à varredura em frequência com
baixa amplitude de excitação (0.01 V). Fob = 0.287 via Eq. (12).
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

A diagonal do segundo núcleo, H2(n1, n2), é mostrada na Fig. 9(a) e sua contribuição
é praticamente insignificante, em razão da simetria do sinal de resposta, como mostra a
Fig. 9(b).

Por outro lado, a contribuição cúbica tem contribuição muito significante na resposta
total do modelo, como mostra a Fig. 10(b). A presença de uma contribuição forte do
3º núcleo na resposta do modelo na condição saudável para excitação de amplitude alta
confirma a necessidade de uma abordagem que seja capaz de assumir o comportamento
não-linear da estrutura em uma condição de referência (saudável).

Figura 7 – Condição de referência (saudável) respondendo à varredura em frequência com
alta amplitude de excitação (0.20 V). Fob = 0.102 via Eq. (12).
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Figura 8 – Contribuição linear para 0.20 V aplicados no excitador.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Figura 9 – Contribuição quadrática para 0.20 V aplicados no excitador.
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Figura 10 – Contribuição cúbica para 0.20 V aplicados no excitador.
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3.3.3 Validação do modelo

O modelo não-paramétrico de Volterra identificado foi validado utilizando como sinal
de excitação uma senóide com frequência de 70 Hz com amplitude no gerador de sinais de
0.20 V. A Fig. 11(a) mostra a comparação da densidade espectral de potência (PSD) entre
o sinal obtido através dos núcleos de Volterra e o obtido experimentalmente. Observa-se
que o modelo acompanha os 3 picos do sinal experimental correspondentes ao 1º, 2º e 3º

harmônicos do primeiro modo, pode-se então dizer que o modelo está validado.

Analisando a Fig. 11(a), nota-se a presença do 2º harmônico apesar da sua contri-
buição na resposta ser insignificante. Isto pode ser explicado, novamente, pela interação
excitador-estrutura que provoca aparecimento de harmônicos também no sinal de entrada
medido pelo sensor de força (célula de carga).

Na Fig. 11(b) pode-se observar que o núcleo H1(n1) contribui somente com o harmô-
nico fundamental, o núcleo H2(n1, n2) com o 2º harmônico e o núcleo H3(n1, n2, n3) com
o 1º e o 3º harmônicos.

Figura 11 – Comparação entre as densidades espectrais de potência (PSD) da estimativa
da saída com o modelo de Volterra identificado e a PSD do sinal de saída experimental
quando se aplica uma senóide (70 Hz) com alta amplitude de excitação (0.20 V).
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

A validação do modelo pode ser feita, também, a partir da comparação entre os espec-
trogramas dos sinais de resposta experimental e do modelo identificado quando submetidos
a uma excitação do tipo varredura senoidal com alta amplitude de excitação (0.20 V). A
Fig. ?? mostra os espectrogramas, que apresentam os três harmônicos muito evidentes
tanto para o sinal experimental quanto para o sinal de resposta do modelo, e mais uma
vez pode-se considerar o modelo como validado.
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Figura 12 – Comparação entre os espectrogramas da resposta experimental e da resposta
obtida com o modelo de Volterra identificado quando se aplica a varredura em frequência
com baixa amplitude de excitação (0.01 V). FIT = 91.84% via Eq. (14).
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(b) Modelo de Volterra.
Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Figura 13 – Comparação entre os espectrogramas da resposta experimental e da resposta
obtida com o modelo de Volterra identificado quando se aplica a varredura em frequência
com alta amplitude de excitação (0.20 V). FIT = 95.97% via Eq. (14).
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

3.4 Detecção de variação estrutural

Para o processo de detecção de variação estrutural foram simuladas 7 condições, mos-
tradas na Tabela 2. O símbolo 0 refere-se a condição de referência sem variação (saudável),
os símbolos de I até V as condições com inserção de variação estrutural (variação da carga)
e R é a condição de reparo estrutural (volta à carga zero).
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Tabela 2 – Condições estruturais simuladas para a viga protendida.
Condição estrutural Carga [N] Condição estrutural Carga [N]

0 0 IV 4
I 1 V 5
II 2 R 0
III 3 - -

Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

A detecção de danos se inicia com o uso do modelo de referência descrito pelos núcleos
de Volterra obtidos anteriormente. As respostas estimadas são usadas para o cálculo das
métricas λ1, λ2 e λ3. Para cada condição estrutural da Tab. 2, a estrutura foi excitada
novamente com sinais do tipo varredura senoidal de 20 à 100 Hz e amplitudes de excitação
no gerador de 0.01 V, 0.10 V e 0.20 V.

A Fig. 14(a) apresenta os resultados obtidos para o indicador λ1 da Eq. (17). Observa-
se que este indicador se comporta bem para amplitudes baixas de excitação, apresentando
variações significativas entre as condições simuladas. Entretanto, para excitações de
média e alta amplitude no gerador, as variações são bem menos significativas e o indicador
falha, pois o sistema opera de maneira de não-linear.

O comportamento do indicador λ2 da Eq. (17), apresentado na Fig. 14(b), segue
o mesmo comportamento do indicador λ1. Esta similaridade deve-se à insignificante
contribuição de H2(n1, n2) na estimativa da resposta y(k).

A Fig. 14(c) mostra o indicador λ3 da Eq. (17). O indicador λ3 tem grande sensi-
bilidade quando o sinal de excitação tem amplitude alta e o sistema opera de maneira
claramente não-linear. Mas o indicador λ3 também opera bem para baixas amplitudes de
excitação como pode ser observado na ampliação do λ3 na Fig. 14(d), esta sensibilidade
deve-se à contribuição do 1º núcleo no cálculo do λ3 e ainda devido a participação do 3º

núcleo no harmônico fundamental na PSD da Fig. 11(b).

Com base nos resultados obtidos, observa-se que para excitações baixas, os indicadores
λ1 e λ3 tem bom desempenho. Porém, para excitação de amplitude mais alta, onde
o sistema opera essencialmente de maneira não-linear, o único indicador que se mostra
sensível à pequenas variações que podem estar associadas a dano na estrutura é o indicador
λ3. Isto mostra a necessidade de separar as contribuições linear e não-linear para conseguir
um bom modelo para detecção de danos.
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Figura 14 – Métricas de danos para três níveis diferentes de excitação. O símbolo ●
corresponde ao nível de baixa amplitude de excitação (0.01 V), ▲ com amplitude de
excitação de 0.10 V e ∎ com excitação de 0.20 V.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

3.5 Conclusões

Este capítulo apresentou uma aplicação, baseada em dados experimentais, das séries
de Volterra na obtenção de um modelo não-linear para uma viga protendida. Posterior-
mente, o modelo obtido foi utilizado na obtenção de índices sensíveis à variações estru-
turais mostrando a aplicabilidade da metodologia proposta. Assim, ao final do capítulo
pode-se obter as seguintes conclusões:

• A aplicação das séries de Volterra obteve bons resultados quando aplicadas no mo-
nitoramento da estrutura testada neste capítulo;

• Mostrou-se que o uso de um indicador puramente linear (obtido por um modelo
linear) pode falhar quando a estrutura opera em regime não-linear;

• O modelo de Volterra se mostrou eficiente na predição de variação estrutural tanto
no regime linear quanto no regime não-linear.
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4 Aplicação em uma viga magnetoelástica

Este capítulo apresenta a aplicação das séries de Volterra com ferramenta na identifica-
ção e na detecção de variação estrutural em sistemas mecânicos não-lineares. A estrutura
empregada busca simular a dinâmica de componentes sujeitos à algum iteração magnetoe-
lástica, além de simular os efeitos de variação de parâmetros de montagem. Grande parte
deste capítulo foi produzida pelo autor durante a confecção do artigo ‘‘Aplicação de Séries
de Volterra na Detecção de Danos em uma Viga com Comportamento Não-Linear’’, sub-
metido ao VIII Congresso Nacional de Engenharia Mecânica (CONEM 2014)
- Uberlândia (Brasil) e apresentado por um colaborador deste capítulo (Luís Gustavo
Giacon Villani5), (HANSEN; VILLANI; SILVA, 2014).

4.1 Descrição da bancada experimental

A viga magnetoelástica estudada neste capítulo consiste em viga de aço galvanizado
de dimensões 150 × 15 × 0.65 mm, de comprimento, largura e espessura, respectivamente,
oscilando na condição de contorno engastada-livre com dois imãs posicionados próximos
da ponta livre da viga, como mostrado na Fig. 15. Os imãs têm 20 mm de diâmetro e
foram posicionados a 65 mm de distância entre si de centro a centro. A viga é posicionada
centralizada entre os dois imãs à uma distância de 5 mm na direção longitudinal da viga,
conforme Fig. 15.

Por ser de aço, a viga possui características ferromagnéticas e sofre atração magnética
dos imãs gerando forças que se opõem à força elástica (oriunda da deflexão da viga). A
interação destas forças promove uma variação na rigidez equivalente da viga de acordo
com a proximidade da extremidade da viga em relação aos imãs. A distância entre a viga
e os imãs é controlável e foi utilizada pra gerar variações das condições operacionais da
estrutura.

Os sinais de testes foram aplicados na estrutura com um excitador eletrodinâmico
(excitador) posicionado à 25 mm do engaste. O sinal de excitação foi medido com uma
célula de carga e como resposta da estrutura mediu-se a velocidade da extremidade livre
com o auxílio de um vibrômetro laser. Todos os sinais foram medidos com taxa de
amostragem de 1024 Hz armazenando 4096 amostras.

5http://lattes.cnpq.br/4458940577626436

http://lattes.cnpq.br/4458940577626436
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Figura 15 – Viga magnetoelástica e instrumentação.
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(a) Montagem experimental.

(b) Diagrama esquemático.
Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

4.2 Análise do comportamento oscilatório

Nesta seção são apresentadas as respostas das estruturas, no domínio do tempo,
quando excitadas com um sinal de varredura em frequência. A Fig. 16 mostra a resposta
da extremidade livre da viga quando submetida à excitação varredura em frequência na
faixa de 5 à 30 Hz durante 4 segundos. Os sinais da força de excitação e da velocidade
foram filtrados com um filtro passa-alta com frequência de corte em 5 Hz para remover
componente DC (média) do sinal.

A partir das respostas à entrada varredura em frequência da Fig. 16 e uma medida
com amplitude intermediária foram estimadas as FRFs da extremidade da viga e são
mostradas na Fig. 17(b). Nota-se uma forte degradação na região de ressonância da
FRF em função do nível de força aplicada pelo excitador causada pelo efeito de drop-out.
Externamente à região de ressonância não houve alteração significativa das FRFs em
função da amplitude de excitação.
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Figura 16 – Respostas da extremidade da viga à entrada varredura senoidal.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

A Fig. 17(b) mostra os resultados do teste de stepped sine, realizado com passo de
0.5 Hz para 3 níveis de amplitude de excitação. O fenômeno de salto pode ser observado
ocorrendo à esquerda para altas amplitude de excitação e não ocorre para amplitude
baixa (comportamento linear). A ocorrência do salto com incremento na frequência de
ressonância à esquerda mostra claramente que a estrutura contém comportamento não-
linear com rigidez do tipo softening (comportamento esperado para esta configuração
experimental devido às forças magnetoelásticas).

Pode-se notar que as frequências de ressonância dos testes de varredura em frequência,
Fig. 17(a), e stepped sine, Fig. 17(b), não coincidem. Esta diferença deve-se à interação
excitador-estrutura, uma vez que na Fig. 17(b) tem-se a resposta em frequência calculada
em (m.s-1/V), ou seja, utilizando como sinal de excitação a tensão fornecida ao amplifica-
dor de potência. Assim, retira-se o efeito do excitador sobre a resposta, entretanto, ocorre
uma mudança significativa na frequência de ressonância, mudança essa diretamente asso-
ciada à frequência natural do excitador. Pode-se corrigir este efeito, quando necessário,
tendo-se uma modelo matemático da dinâmica do excitador. Neste trabalho, esta correção
não se faz necessária pois não se está interessado na frequência de ressonância e sim no
comportamento não-linear.

Um estudo dos efeitos causados pelo excitador em bancadas não-lineares e maiores
informações a respeito da interação excitador-estrutura podem ser encontradas em Gatti,
Brennan e Kovacic (2009). O professor visitante Gianluca Gatti6 da Universidade de
Calabria - Itália, esteve na Unesp durante dois meses, (18 de março de 2014 - 17 de maio
de 2014), inserido no projeto FAPESP do professor Michael John Brennan sob o processo
nº: 13/23522−27.

6http://scholar.google.co.uk/citations?user=R9JJ_xIAAAAJ&hl=en
7http://www.bv.fapesp.br/pt/auxilios/83826

http://scholar.google.co.uk/citations?user=R9JJ_xIAAAAJ&hl=en
http://www.bv.fapesp.br/pt/auxilios/83826
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Figura 17 – Respostas em frequência da viga magnetoelástica. A linha contínua − tem
comportamento linear, com amplitude de excitação baixa (0.01 V), as linhas com os
símbolos ▲ e ∎ correspondem aos níveis médio e alto da amplitude de excitação aplicada
no amplificador, com (0.05 V) e (0.10 V), respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Os espectrogramas da Fig. 18 foram calculados a partir das respostas da estrutura
da Fig. 16. De acordo com o espectrograma da Fig. 18(a) a estrutura apresenta com-
portamento linear para o caso de baixa amplitude de excitação o que leva apresentar
apenas uma curva, de energia (em vermelho). Esta curva pode ser descrita por uma reta
com coeficiente angular unitário (m = 1), isso significa dizer que para esta condição de
excitação a estrutura respeita o princípio da homogeneidade e responde com, e somente
com, a mesma frequência da excitação. Observa-se que para frequências menores que 10
Hz o sinal apresenta pouca energia, isto deve-se à limitação física do excitador em não
conseguir excitar adequadamente a estrutura em frequências menores que 10 Hz.

Para altas amplitudes de excitação pode-se observar na Fig. 18(b) que há um espalha-
mento da energia, entretanto, não é possível ver claramente a presença dos harmônicos.
Pode-se apenas observar uma pequena região de maior energia, com tom alaranjado, ocor-
rendo em aproximadamente 70 Hz para frequência de excitação entre 20 e 25 Hz indicando
a presença do 3º harmônico na resposta. Uma explicação para a não possibilidade de uma
observação clara dos harmônicos nesse espectrograma pode ser a escolha inadequada da
faixa de frequência do teste experimental, que deveria ter excitado uma maior faixa de
frequências, dando ao sistema mais energia e tempo para responder. Apesar do espec-
trograma não estar totalmente adequado pode-se observar a presença do 3º harmônico e
um espalhamento de energia para altas amplitudes de excitação caracterizando compor-
tamento não-linear.

A estrutura foi excitada com um sinal senoidal com amplitude alta e frequência de 20
Hz, a PSD estimada é mostrada na Fig. 19, pode-se observar primeiramente a presença dos
3 primeiros harmônicos e que as contribuições dos harmônicos de alta ordem aumentam
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Figura 18 – Espectrogramas calculados a partir dos sinais da Fig. 16.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

com o aumento da amplitude do sinal de excitação. Entretanto, para amplitudes baixas de
excitação, não há presença de harmônicos, ou seja, a estrutura apresenta comportamento
linear e para altas amplitudes de excitação comportamento não-linear.

Figura 19 – Densidade espectral de potência do sinal de resposta. A linha contínua −
calculada para amplitude de excitação baixa (0.01 V), as linhas com os símbolos ▲ e ∎
calculadas para aos níveis médio e alto da amplitude de excitação aplicada no amplificador, com
(0.05 V) e (0.10 V), respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

4.3 Identificação e validação do modelo de Volterra

Esta seção apresenta a obtenção de um modelo não-linear, com base em dados expe-
rimentais, para a condição de referência (saudável) usando séries de Volterra. O modelo
obtido é validado e utilizado para predizer as respostas das estruturas em condições des-
conhecidas (com ou sem variação estrutural) e a partir dos erros de predição calculam-se
os índices sensíveis à variação estrutural.
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4.3.1 Obtenção dos parâmeros que descrevem os núcleos de Volterra

O núcleo H1(n1), que corresponde à parte linear do modelo, foi identificado utilizando
o sinal de excitação com amplitude baixa (0.01 V) do tipo varredura senoidal de 5 à 30
Hz com duração de 2 segundos, mostrado anteriormente na Fig. 16(a). Já a parcela
não-linear foi identificada com o uso do mesmo tipo de sinal, porém com amplitude de
excitação mais alta (0.10 V), mostrado na Fig. 16(b).

O sinal de saída com a aplicação da excitação com alta amplitude foi previamente fil-
trado pelo núcleo linear estimado e sua resposta foi subtraída do sinal experimental. Com
este sinal identificou-se as parcelas não-lineares do modelo representadas pelos núcleos
H2(n1, n2) e H3(n1, n2, n3).

Com a aplicação deste método, obteve-se os parâmetros das funções de Kautz que
descrevem o modelo, dados na Tab. 3, que são obtidos a partir da otimização híbrida
com algoritmos genéticos e SQP buscando minimizar função objetivo, Fob, dada pela Eq.
(12).

Tabela 3 – Parâmetros dos núcleos de Volterra identificados para a viga magnetoelástica.
Núcleo Nº de funções ω [Hz] ξ
H1(n1) 2 21.01 0.0200
H2(n1, n2) 4 21.32 0.0268
H3(n1, n2, n3) 4 22.00 0.0324

Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

4.3.2 Núcleos de Volterra suas contribuições na resposta temporal

A partir dos parâmetros da Tab. 3 obtém-se os núcleos de Volterra que modelam o
comportamento da estrutura. A Fig. 22(a) mostra o 1º núcleo, a Fig. 23(a) mostra a
diagonal principal do 2º núcleo e a Fig. 24(a) mostra a diagonal principal do 3º núcleo.

O segundo núcleo deve-se à características das contribuições deste núcleo que estão
sempre associadas à assimetrias nas respostas, ou seja, para estruturas que apresentem
respostas simétricas o 2º núcleo e suas contribuições (y2(k)) podem ser desprezadas sem
grandes problemas.

A partir dos parâmetros da Tab. 3 obtém-se os núcleos de Volterra que modelam
o comportamento da estrutura. Assim, a resposta do modelo na condição de referência
pode ser obtida através das convoluções multidimensionais entre os núcleos e o sinal de
excitação. A Fig. 20(a) mostra a resposta estimada via modelo de Volterra e a Fig. 20(b)
o erro de predição para excitação de amplitude baixa (0.01 V) do tipo varredura senoidal
de 20 à 100 Hz. O erro apresenta aproximadamente 20% da amplitude da resposta.
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Figura 20 – Condição de referência (sem dano) respondendo à varredura em frequência
com baixa amplitude de excitação (0.01 V).
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

De maneira análoga a resposta do modelo na condição de referência para excitação
de amplitude alta (0.20 V) do tipo varredura senoidal de 20 à 100 Hz foi obtida através
das convoluções multidimensionais entre os núcleos e o sinal de excitação, como mostra
a Fig. 21(a). A Fig. 21(b) mostra o erro de predição do modelo. O erro apresenta
baixa amplitude e característica aleatória e, em uma primeira análise, o modelo foi bem
identificado para altas amplitudes de excitação.

Uma das grandes vantagens em utilizar as séries de Volterra é a possibilidade de
trabalhar com sistemas não-lineares a partir da separação das contribuições lineares e
não-lineares no sinal de resposta do sistema. As Figs. 22, 23 e 24 apresentam os núcleos
de Volterra do modelo obtido e suas respectivas contribuições para alta amplitude de
excitação (0.20 V).

A diagonal do segundo núcleo, H2(n1, n1), é mostrada na Fig. 23(a) e sua contribuição
é praticamente insignificante, em razão da simetria do sinal de resposta, como mostra a
Fig. 23(b).

Por outro lado, a contribuição cúbica tem contribuição muito significante na resposta
total do modelo, como mostra a Fig. 24(b). A presença de uma contribuição forte do
3º núcleo na resposta do modelo na condição saudável para excitação de amplitude alta
confirma a necessidade de uma abordagem que seja capaz de assumir o comportamento
não-linear da estrutura em uma condição de referência (saudável).
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Figura 21 – Condição de referência (sem dano) respondendo à varredura em frequência
com alta amplitude de excitação (0.20 V).
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Figura 22 – Contribuição linear para 0.20 V aplicados no excitador.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Figura 23 – Contribuição quadrática para 0.20 V aplicados no excitador.
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. Figura 24 – Contribuição cúbica para 0.20 V aplicados no excitador.
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4.3.3 Validação do modelo

O modelo não-paramétrico de Volterra identificado foi validado utilizando como sinal
de excitação senoidal com frequência de 20 Hz com amplitude no gerador de sinais de 0.10
V. A Fig. 25(a) mostra a comparação da densidade espectral de potência (PSD) entre o
sinal obtido através dos núcleos de Volterra e o obtido experimentalmente. Observa-se
que o modelo acompanha os 3 picos do sinal experimental correspondentes ao 1º, 2º e 3º

harmônicos do primeiro modo, pode-se então dizer que o modelo está validado.

Analisando a Fig. 25(a), nota-se a presença do 2º harmônico apesar da sua contri-
buição na resposta ser insignificante. Isto pode ser explicado, novamente, pela interação
excitador-estrutura que provoca aparecimento de harmônicos também no sinal de entrada
medido pelo sensor de força (célula de carga). Entretanto, a faixa de frequência do 2º

harmônico se limita à uma fração de Hertz com densidade bem inferior ao 3º harmônico.

Na Fig. 25(b) pode-se observar que o H1(n1) contribui somente com o harmônico fun-
damental, o H2(n1, n2) com o 2º harmônico e o H3(n1, n2, n3) com o 1º e o 3º harmônicos.

A validação do modelo pode ser feita, também, a partir da comparação entre os espec-
trogramas dos sinais de resposta experimental e do modelo identificado quando submetidos
a uma excitação do tipo varredura senoidal com alta amplitude de excitação (0.10 V). A
Fig. 26 mostra os espectrogramas, que apesar de não apresentarem harmônicos muito
evidentes tem a mesma aparência, mais uma vez pode-se considerar o modelo como vali-
dado. Uma explicação à baixa presença de harmônicos nestes espectrogramas foi dada na
Secção 4.2.
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Figura 25 – Comparação entre as densidades espectrais de potência (PSD) da estimativa
da saída com o modelo de Volterra identificado e a PSD do sinal de saída experimental
quando se aplica uma senóide (20 Hz) com alta amplitude de excitação (0.10 V).
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Figura 26 – Comparação entre os espectrogramas da resposta experimental e da resposta
obtida com o modelo de Volterra identificado quando se aplica a varredura em frequência
com alta amplitude de excitação (0.10 V).
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

4.4 Detecção de variação estrutural

Lembrando que a viga é posicionada centralizada entre os dois imãs com uma distância
de 5 mm na direção longitudinal da viga, ver Fig. 15. Esta condição é considerada como
o estado de referência da estrutura (saudável). Para o processo de detecção de variação
estrutural foram simuladas 7 condições, mostradas na Tabela 4. O símbolo 0 refere-se a
condição de referência (saudável), os símbolos de I até V as condições com inserção de
variação estrutural (variação da distância entre os imãs e a viga) e R é a condição de
reparo estrutural (volta dos imãs para a posição original).
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Tabela 4 – Condições estruturais simuladas para a viga magnetoelástica.
Condição Estrutural Distância [mm] Condição Estrutural Distância [mm]

0 5.0 IV 15.0
I 7.5 V 17.5
II 10.0 R 5.0
III 12.5 - -

Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

A detecção de variação estrutural se inicia com o uso do modelo de referência descrito
pelos núcleos de Volterra obtidos anteriormente. As respostas estimadas são usadas para
o cálculo das métricas λ1, λ2 e λ3. Para cada condição estrutural da Tab. 4, a estrutura
foi excitada novamente com sinais do tipo varredura senoidal de 5 à 30 Hz e amplitudes
de excitação no gerador de 0.01 V, 0.05 V e 0.10 V.

A Fig. 27(a) apresenta os resultados obtidos para o indicador λ1 da Eq. (17). Observa-
se que este indicador se comporta bem para amplitudes baixas de excitação, apresentando
variações significativas entre as condições simuladas. Entretanto, para excitações de
média e alta amplitude no gerador, as variações são menos significativas e o indicador
pode falhar, pois o sistema opera de maneira de não-linear.

O comportamento do indicador λ2 da Eq. (17), apresentado na Fig. 27(b), seque
o mesmo comportamento do indicador λ1. Esta similaridade deve-se à insignificante
contribuição de H2(n1, n2) na estimativa da resposta y(k).

A Fig. 27(c) mostra o indicador λ3 da Eq. (17). O indicador λ3 tem grande sensi-
bilidade quando o sinal de excitação tem amplitude alta e o sistema opera de maneira
claramente não-linear. Mas o indicador λ3 também opera bem para baixas amplitudes de
excitação como pode ser observado na ampliação do λ3 na Fig. 27(d), esta sensibilidade
deve-se à contribuição do 1º núcleo no cálculo do λ3 e ainda devido a participação do 3º

núcleo no harmônico fundamental na PSD da Fig. 25(b). Entretanto, λ3 não opera bem
em médias amplitudes.

Com base nos resultados obtidos, observa-se que para excitações baixas, os indicadores
λ1 e λ3 tem bom desempenho. Porém, para excitação de amplitude mais alta, onde
o sistema opera essencialmente de maneira não-linear, o único indicador que se mostra
sensível à pequenas variações que podem estar associadas a dano na estrutura é o indicador
λ3. Isto mostra a necessidade de separar as contribuições linear e não-linear para conseguir
um bom modelo para detecção de danos. Deve-se buscar um uso complementar entre λ1

e λ3 afim de obter um bom indicador para toda a faixa de amplitudes de excitação.
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Figura 27 – Métricas de danos para três níveis diferentes de excitação. O símbolo ●
corresponde ao nível de baixa amplitude de excitação (0.01 V), ▲ com amplitude de
excitação de 0.05 V e ∎ com excitação de 0.10 V.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

4.5 Conclusões

Este capítulo apresentou uma aplicação, baseada em dados experimentais, das sé-
ries de Volterra na obtenção de um modelo não-linear para uma viga magnetoelástica.
Posteriormente, o modelo obtido foi utilizado na obtenção de índices sensíveis à varia-
ções estruturais mostrando a aplicabilidade da metodologia proposta. Assim, ao final do
capítulo pode-se obter as seguintes conclusões:

• A aplicação das séries de Volterra obteve bons resultados quando aplicadas no mo-
nitoramento da estrutura testada neste capítulo;

• Mostrou-se que o uso de um indicador puramente linear (obtido por um modelo
linear) pode falhar quando a estrutura opera em regime não-linear;

• O modelo de Volterra se mostrou eficiente na predição de variação estrutural tanto
no regime linear quanto no regime não-linear.
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5 Aplicação em um painel solar

Este capítulo apresenta a aplicação das séries de Volterra com ferramenta na identifi-
cação de sistemas mecânicos não-lineares que apresentem não-linearidades descontínuas.
A estrutura empregada aqui é uma montagem que, apesar de simplista, busca simular a
dinâmica de painéis solares de aplicações espaciais. Grande parte deste capítulo foi pro-
duzido pelo autor durante a confecção do artigo Nonlinearity detection and identification
using discrete-time Volterra series: application to a solar array structure submetido ao
5th ECCOMAS Thematic Conference on Computational Methods in Structu-
ral Dynamics and Earthquake Engineering - Ilha de Creta (Grécia) e apresentado
pelo orientador deste trabalho, (HANSEN et al., 2015).

5.1 Descrição da bancada experimental

A bancada experimental consiste de duas placas de alumínio suportadas na configu-
ração livre-livre, como mostra a Fig. 28. Elas são conectadas uma na outra na aresta
superior no pontos de fixação e por 3 espaçadores no pontos de conexão. As proprieda-
des geométricas de cada uma das placas é 770×440×5 mm de, comprimento, largura e
espessura, respectivamente, já a distancia entre as placas é fixa em 40 mm.

Com o auxílio de um suporte de aço, uma borracha é adicionada no ponto médio da
aresta livre de uma das placas (solidária), como mostrado nas Figs. 28 e 29(a). Quando
a amplitude de excitação aplicada pelo excitador é alta, a borracha impacta na placa não-
solidária. Neste trabalho, uma folga com menos de um milimetro (≈0.2 mm) é ajustada
para que não haja contato entre a borracha e a placa não-solidária (no ponto de impacto),
mesmo quando sujeito à amplitudes de excitação baixas, garantindo, assim, regime de
vibração linear (veja Fig. 30(a)).

Como apontado por Hot et al. (2012), que trabalhou com a mesma estrutura, a pe-
quena área de contato entre os espaçadores (nos pontos de conexão) e as placas podem
induzir deformações localizadas, sendo uma possível fonte adicional de comportamento
não-linear.

A estrutura foi monitorada com 10 acelerômetros, 5 em cada placa, posicionados de
maneira homóloga. Neste trabalho, utilizou-se somente as medições do acelerômetro 3,
posicionado na região do impacto da placa não-solidária. Uma cabeça de impedância foi
também empregada, medindo aceleração e força no ponto de excitação.
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Figura 28 – Montagem experimental.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Figura 29 – Descrição da instrumentação.
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Todos os sinais foram medidos com taxa de amostragem de 1280 Hz, sendo coletado
6400 amostras para os testes de curta duração (para identificação e análise) e 256000
amostras para os testes de longa duração (para caracterização do comportamento osci-
latório). Com o objetivo de remover contribuições oriundas de modos de alta ordem e
componentes estáticos (nível DC) do sinal, foi aplicado um filtro passa faixa de 5 à 120
Hz.

5.2 Análise do comportamento oscilatório

O teste stepped sine é uma ferramenta eficaz para detectar comportamento não-linear.
Entretanto, uma maneira alternativa e de execução mais simples é excitar o sistema com
uma varredura em frequência com longa duração. Para todas as amplitudes de excitação
analisadas, a varredura em frequência é aplicada na faixa de frequência de 10 à 45 Hz
com duração de 200 segundos.

A Fig. 30 mostra a aceleração considerando baixa e alta amplitude de tensão apli-
cada ao excitador, Fig. 30(a) e Fig. 30(b), respectivamente. A Fig. 30(a) mostra um
decaimento suave após a ressonância, indicativo de comportamento linear. Entretanto,
na Fig. 30(b) estão presentes duas diferenças: o fenômeno de salto é observado perto da
frequência de 36.25 Hz e a região de ressonância (pico) mudou.

A Fig. 30 mostra, sinalizado por ○, o tempo em que ocorre a maior amplitude do sinal
de resposta, tempo este conhecido por time of flight8 (TOF). A Fig. 31(a) apresenta a
relação, estimada usando TOF, entre a energia de excitação e a frequência em que ocorre
a maior amplitude da resposta.

Da Fig. 31(a) nota-se que, quando a energia9 da força de excitação é baixa, o TOF
ocorre, aproximadamente, na mesma frequência, tanto para os testes com varredura em
frequência crescente ou decrescente. Entretanto, quando a energia da força aplicada au-
menta, a frequência do TOF aumenta também, seguindo uma relação sigmoidal em relação
à energia do sinal de excitação. Outra observação importante pode ser obtida notando-se
a diferença no comportamento em relação à varredura em frequência crescente ou de-
crescente. Este comportamento é um indicativo claro da existência de comportamento
não-linear (quebra do princípio da superposição).

Figura 31(b) mostra as FRFs, estas apresentam algumas distorções causadas por
efeitos não-lineares em função da amplitude da voltagem aplicada no excitador. Com
análise da Fig. 31(b) é possível confirmar que a estrutura do painel solar apresenta
forte dinâmica não-linear associada com rigidez não-linear de hardening evidenciado pelo

8em inglês, tempo de voo
9Calculada pela norma L2.
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fenômeno de ‘‘salto’’ à direita.

Figura 30 – Respostas para excitação varredura em frequência de 10 à 45 Hz considerando
diferentes amplitudes de voltagem aplicadas no excitador. Adicionalmente, o time of flight
é representado por ○.
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Figura 31 – Frequência no TOF e FRF estimada usando o teste varredura em frequência
de longa duração.
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A Fig. 32 apresenta o espectrograma, também conhecido por distribuição tempo ×
frequência, dos sinais de aceleração para os testes de varredura em frequência crescente e
decrescente, Figs. 32(a) e 32(b), respectivamente. Observa-se a presença dos primeiros 3
harmônicos causados pelos impactos e grandes deslocamentos, principalmente, na região
de ressonância.
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Figura 32 – Espectrograma do sinal de aceleração considerando o teste de varredura em
frequência com alta amplitude de excitação (0.20 V).
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

5.3 Identificação e validação do modelo de Volterra

Os núcleos de Volterra foram identificados com base nos sinais de varredura em
frequência, usando a abordagem em dois passos (SILVA, 2005). Primeiramente, o nú-
cleo H1(n1) (linear) é identificado utilizando os sinais obtidos com baixa amplitude de
excitação. Em seguida, os núcleos de alta ordem H2(n1, n2) e H3(n1, n2, n3) (não-lineares)
são identificados utilizando os sinais obtidos para alta amplitude de excitação, entretanto,
previamente subtrai-se da resposta a contribuição linear estimada pelo núcleo H1(n1)
(computado na primeira etapa)(SILVA; COGAN; FOLTÊTE, 2010; SHIKI; LOPES JR;
SILVA, 2014).

Foram medidos 30 blocos com 6400 amostras cada para 20 amplitudes de tensão
aplicada no excitador, abrangendo a faixa de 0.01 à 0.20 V. Na tentativa de induzir
algum tipo de variabilidade, o sinal de excitação teve um acréscimo de fase de 12° a cada
bloco (360° no total).

5.3.1 Obtenção dos parâmetros que descrevem os núcleos de Volterra

A escolha do número de funções de Kautz pode ser complicada quando da estrutura,
como neste caso, apresenta forte efeito não-linear, e é ainda mais complicado neste caso
em específico devido à excitação de modos de alta ordem pelos impactos.

Para o primeiro núcleo, um par de funções de Kautz é suficiente para descrever ade-
quadamente o comportamento linear de um sistema oscilatório de um grau de liberdade,
baseando-se em experiências anteriores usando modelos de Volterra (SHIKI; LOPES JR;
SILVA, 2013; SHIKI et al., 2013; HANSEN; VILLANI; SILVA, 2014; HANSEN; SHIKI;
SILVA, 2014a; HANSEN; SHIKI; SILVA, 2014b; SCUSSEL et al., 2013; SILVA, 2009;
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SHIKI; LOPES JR; SILVA, 2012; SHIKI; SILVA; LOPES JR, 2013; SHIKI et al., 2013;
SHIKI; HANSEN; SILVA, 2014a; SHIKI; HANSEN; SILVA, 2014b).

O núcleo de segunda ordem é essencialmente relacionado à assimetrias na resposta
e aparece como segundo harmônico nos gráficos no domínio da frequência. Entretanto,
interação excitador-estrutura pode resultar, também, em excitação harmônica de segunda
ordem. A escolha do número de funções para este caso é complicada e após algumas
tentativas optou-se por utilizar 4 funções de Kautz.

Para o núcleo de terceira ordem, um procedimento de otimização pode mostrar o
melhor número de funções de Kautz a usar, mas a escolha foi limitada em 6 funções
Kautz por questões de convergência para resolver equações de alta ordem recorrentes de
usar mais funções.

Em suma, foram utilizadas 2, 4 e 6 funções de Kautz para representar os núcleos de
Volterra H1(n1), H2(n1, n2) e H3(n1, n2, n3), respectivamente.

Os parâmetros usados nos filtros de Kautz pra calcular os núcleos na base ortonormal
foram encontrados utilizando via algoritmo de otimização SQP, minimizando a função
objetivo Fob da Eq.(12), usando como critério de parada passo menor que 10-8 .

O vetor com as condições iniciais de otimização para os teste com baixa amplitude de
excitação aplicada no excitador (0.01 V) foi definido como ∆0 = [ω0 ξ0 ω0 ξ0 ω0 ξ0], onde
ω0 é a frequência de ressonância estimada pela transformada rápida de Fourier de yexp(k)
para a amplitude de excitação baixa (0.01 V) e ξ0 =10-3 . Para todos os demais níveis de
amplitude, o vetor condição inicial foi calculado por:

∆0 =
1
Nb

Nb

∑
i=1

i∆
∗ (20)

onde Nb é o número de blocos para cada nível de amplitude aplicada no excitador (Nb=30)
e i∆

∗ , i=1, 2, 3, ⋯ Nb, é o vetor de parâmetros ótimos pra o i-ésimo bloco com amplitude
de excitação imediatamente inferior.

Os limites de busca foram configurados como:

∆low = [ 0.8∆0(1) 0 0.8∆0(3) 0 0.8∆0(5) 0 ] (21)

∆up = [ 1.2∆0(1) 1 1.2∆0(3) 1 1.2∆0(5) 1 ] (22)

A qualidade de ajuste (FIT = (1 − Fob)×100 [%]) do procedimento de otimização é
mostrada na Fig. 33. Quando a vibração é linear (amplitudes de 0.02 à 0.06 V) uma
porcentagem de ajuste alta é alcançada. Entretanto, quando a amplitude de excitação
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é maior, o qualidade do ajuste cai (amplitudes de 0.08 à 0.20 V), provavelmente por
limitações do modelo em descrever o comportamento não-linear complexo causado pela
sobreposição com as contribuições dos modos de alta ordem. Se procedidas de forma
adequada, algumas análises úteis podem ser obtidas, mesmo que a representação não seja
completa.

Figura 33 – Qualidade de ajuste, com um desvio padrão da média.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Os parâmetros, frequência e fator de amortecimento, dos polos de Kautz relacionados
com cada núcleo de Volterra são mostrados nas Figs. 34, 35 e 36. Os valores são mostrados
com um desvio padrão da média. De modo geral, todos os parâmetros, com exceção
de ξquad, acompanham o crescimento da amplitude de excitação aplicada no excitador,
mostrando que os impactos estão mudando o comportamento da estrutura constantemente
através das amplitudes de excitação.

A Fig. 34(a) apresenta, aproximadamente, a mesma frequência, ωlin, para as baixas
amplitudes de excitação aplicadas no excitador (até 0.07 V). O fator de amortecimento,
ξlin, dos polos de Kautz aumenta a partir da amplitude de excitação em que são gerados
impactos, níveis acima de 0.05 V, com mostra a Fig. 34(b).

Os núcleos de alta ordem não apresentam contribuição significativa para baixos níveis
de excitação, uma vez que o comportamento pode ser descrito como puramente linear.
Então, caso o segundo e terceiro núcleo sejam incluídos no processo de identificação
considerando uma excitação de amplitude baixa, pode-se gerar resultados inconsistentes
para os parâmetros destes núcleos, pois o comportamento é essencialmente linear e este
núcleos são forçados à modelar os resíduos da estimativa.

A Fig. 35(b) confirma que, para níveis de excitação abaixo de 0.05 V, os polos
do segundo núcleo são superamortecidos e resultam em contribuição nula. Porém, a
frequência dos polos de Kautz do segundo núcleo é crescente seguindo a amplitude de
excitação, como mostra a Fig. 35(a).
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A Fig. 36 mostra a evolução dos parâmetros de Kautz do terceiro núcleo de Volterra.
Comportamento similar à Fig. 34, com exceção da região de 0.10 à 0.13 V, no fator de
amortecimento, onde não foi encontrada justificativa para a quebra de padrão.

Figura 34 – Polos de Kautz de H1(n1), com um desvio padrão da média.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Figura 35 – Polos de Kautz de H2(n1, n2), com um desvio padrão da média.
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Figura 36 – Polos de Kautz de H3(n1, n2, n3), com um desvio padrão da média.
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5.3.2 Núcleos de Volterra suas contribuições na resposta temporal

A Fig. 37(a) mostra a resposta estimada pela Eq. (1) via múltiplas convoluções entre
os núcleos de Volterra H1(n1), H2(n1, n2), H3(n1, n2, n3) e o sinal de excitação para a
amplitude de 0.01 V aplicada no excitador. O erro de predição calculado pra Eq. (11)
é mostrado na Fig. 37(b). O segundo e terceiro núcleo, H2(n1, n2) e H3(n1, n2, n3),
respectivamente, não tem contribuição significativa para esta resposta (comportamento
linear), assim, a resposta do modelo de Volterra, y(k), pode ser aproximada considerando
apenas contribuição linear, y1(k).

Figura 37 – Resposta para baixa amplitude de excitação (0.01 V).
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(a) Resposta estimada pelo modelo de Volterra.
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(b) Erro de predição.
Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Entretanto, quando a amplitude de excitação aplicada no excitador é alta, o regime de
vibração apresenta grandes deslocamentos, resultando na ocorrência de impactos, assim,
as contribuições y2(k) e y3(k) apresentam contribuição significativa na resposta total, y(k).
A Fig. 38(a) mostra a resposta estimada pela modelo de Volterra para alta amplitude de
excitação e a Fig. 38(b) mostra o erro de predição para esta estimativa.
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Figura 38 – Resposta para alta amplitude de excitação (0.20 V).
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(a) Resposta estimada pelo modelo de Volterra.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

As Figs. 39, 40 e 41 apresentam os núcleos de Volterra e suas respectivas contribuições
linear, quadrática e cúbica da resposta para a amplitude de excitação de 0.20 V. É possível
observar que, a contribuição quadrática é muito menor que a contribuição linear, em razão
da simetria do sinal de resposta, como mostra a Fig. 40(b). Por outro lado, a contribuição
cúbica tem contribuição muito significante na resposta total do modelo, como mostra a
Fig. 41(b).

Figura 39 – Núcleo linear e sua contribuição para excitação de 0.20 V.
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(b) y1(k) estimada via H1(n1).
Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

A diagonal do segundo núcleo, H2(n1, n1), é mostrada na Fig. 40(a) e sua contribuição
na resposta do modelo, y2(k), estimada pela convolução quadrática, como mostra a Fig.
40(b). Nota-se que a contribuição quadrática é muito menor que a contribuição linear
devido, essencialmente, à simetria da resposta.
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Figura 40 – Núcleo quadrático e sua contribuição para excitação de 0.20 V.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

A diagonal do terceiro núcleo, H3(n1, n1, n1), é mostrada na Fig. 41(a) e sua contri-
buição, y3(k), estimada via convolução cúbica, como mostra a Fig. 41(b). A contribuição
cúbica tem, aproximadamente, o mesmo nível de significância na resposta total quando
comparada com a contribuição linear.

Figura 41 – Núcleo cúbico e sua contribuição para excitação de 0.20 V.
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(b) y3(k) estimada via H3(n1, n2, n3).
Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Deste modelo, conclui-se que, para altas amplitudes de excitação aplicadas no exci-
tador, as contribuições não-lineares, y2(k) e y3(k), são relevantes na resposta total do
modelo, y(k). Então, considerar as contribuições não-lineares é necessário para obtenção
de um modelo representativo desta estrutura.
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5.3.3 Validação do modelo

O modelo de Volterra identificado foi validado através de análises qualitativas de
espectrogramas dos sinais de aceleração para alta amplitude de excitação, 0.20 V, como
mostram as Figs. 42(a) e 42(b). Pode-se notar, em ambos espectrogramas, a presença da
linha de excitação (harmônico fundamental) e a presença intensa do 2º e 3º harmônicos
na região de ressonância.

Figura 42 – Espectrogramas do sinal de aceleração para excitação de 0.20 V. FIT = 73.19%
via Eq. (14).
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(b) Modelo de Volterra.
Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Outra maneira de validar o modelo é através da estimativa das FRFs calculadas
utilizando os sinais de resposta estimados pelo modelo de Volterra e comparar com as
FRFs estimadas a partir dos sinais experimentais, como mostra a Fig. 43. É possível
observar uma boa concordância entre as estimativas via dados experimentais e via modelo
de Volterra na região de ressonância para os diferentes níveis de excitação mostrados na
figura.
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Figura 43 – Funções de resposta em frequência estimadas com sinais do modelo de Volterra
e dados experimentais. Os símbolos ● via experimental e ○ via modelo para 0.01 V, os
símbolos▲ via experimental e △ via modelo para 0.10 V, os símbolos ∎ para experimental
e ◻ via modelo para 0.20 V.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

5.4 Índice de quantificação de comportamento não-linear

A Fig. 44 mostra o percentual, κη, de cada contribuição do modelo de Volterra
para todas as amplitudes de excitação testadas, calculado pela Eq. (15). Os índices
mostram que até 0.04 V a contribuição linear é dominante. Depois de 0.04 V a energia
da contribuição cúbica passa a ser mandatória.

Pode-se, ainda, com base na Eq. (16) calcular o índice de quantificação de comporta-
mento não-linear ϑ. A Fig. 45 mostra a evolução de ϑ conforme amplitude de excitação
aumenta. Nota-se, uma grande semelhança entre ϑ e κ3 isto deve-se, exclusivamente, pela
baixa contribuição de κ2. Pouca informação adicional pode ser obtida, para este caso, da
Fig. 45, entretanto, o índice ϑ pode ser uma boa maneira de quantificar comportamento
não-linear em estruturas que apesentem contribuição significativa do segundo núcleo e/ou
núcleos de alta ordem.
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Figura 44 – Contribuição de cada núcleo na resposta total do modelo de Volterra. Linear
(κ1) em ○, quadrática (κ2) em △ e cúbica (κ3) em ◻.
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Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

Figura 45 – Índice de comportamento não-linear.

0

20

40

60

80

100

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20

ϑ
[%

]

Amplitude de excitação aplicada no excitador [V]
Fonte: Elaborada pelo próprio autor.

5.5 Conclusões

Este capítulo apresentou uma aplicação, baseada em dados experimentais, das séries
de Volterra na obtenção de um modelo não-linear para uma estrutura que simula a dinâ-
mica de um painel solar. Assim, ao final do capítulo pode-se obter as seguintes conclusões:

• As séries de Volterra são capazes descrever a dinâmica complexa de um painel solar
a partir de dados temporais;

• As contribuições lineares e não-lineares podem ser utilizadas o cálculo de um indi-
cador de comportamento não-linear;

• Notou-se que a utilização de um modelo com apenas um modo de vibrar pode não
ser recomendado para estruturas com dinâmica complexa.
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6 Considerações finais

Este trabalho propôs apresentar a motivação para estudar monitoramento de saúde
estrutural usando modelos de Volterra para aplicação em estruturas não-lineares. Ao final
do trabalho pode-se obter as seguintes conclusões:

• A séries de Volterra podem ser empregadas para descrever o comportamento di-
nâmico de sistemas não-lineares. A maioria dos sistemas mecânicos podem sem
descritos usando modelos de Volterra de até 3ª ordem, η=3;

• Na formulação original as séries de Volterra apresentam problemas com convergên-
cia, estabilidade, número de amostras etc. Funções ortogonais, como as funções de
Kautz, podem ser utilizadas para resolver os problemas acima citados;

• Os modelos de Volterra ter por característica marcante separar a resposta total em
componentes lineares e não-lineares o que pode ser muito interessante para controle
não-linear ou demais aplicações;

• O uso de Volterra em SHM é bem vindo pois permite monitorar estruturas não-
lineares operando em regime linear ou não-linear usando o mesmo modelo para
ambos comportamentos;

• A aplicação das séries de Volterra obtiveram bons resultados quando aplicadas mo-
nitoramento das estruturas testadas nesta dissertação;

• Mostrou-se que o uso de um indicador puramente linear (obtido por um modelo
linear) pode falhar quando a estrutura opera em regime não-linear;

• O modelo de Volterra se mostrou eficiente na predição de variação estrutural tanto
no regime linear quanto no regime não-linear;

• A métrica proposta envolvendo as contribuições não-lineares foi muito superior na
detecção correta de variação estrutural quando o sistema operava de maneira não-
linear.

• Propôs-se um índice para quantificação de comportamento não-linear.
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6.1 Sugestão de trabalhos futuros

Propõem-se, como sugestão para trabalhos futuros, a aplicação das séries de Volterra
na identificação de modelos para sistemas mecânicos não-lineares com múltiplos modos
de vibração.
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