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também à Marcela, por todo o apoio e ajuda que tive.

Agradeço a Profa Dra Maria, pela ajuda e confiaça que teve em mim. Ao Prof.

Dr. Bund pelos cafés e pelas conversas no horário de folga.

i



E, por último, mas não menos importante, agradeço à CAPES pelo apoio finan-
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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo de modificações feitas no Modelo Padrão

(MP), acrescentando massa aos neutrinos, a fim de observar as alterações que elas

causam em todo o Modelo Padrão Eletrofraco (MPE). Assim, a idéia principal deste

estudo é obter matrizes de massa, por meio da introdução de um ou dois neutrinos

estéreis no conteúdo de matéria do MPE e de mecanismos de gerar massa de Majo-

rana para os neutrinos ativos do MPE, como, por exemplo, correções radioativas, o

operador de dimensão 5 e o tripleto escalar. Os modelos finais e, portanto, as ma-

trizes de massa, serão provenientes das posśıveis combinações entre os mecanismos

estudados.

Palavras Chaves:

Neutrinos; Matriz de Mistura; Mecanismos de Massa

Áreas do conhecimento:

Ciências Exatas e da Terra; F́ısica de Part́ıculas e Campos; Fenomenologia das

Part́ıculas Elementares.
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Abstract

This work presents a study on the changes we have done in the Standard Model

(SM), adding mass to neutrinos, in order to observe the alterations these changes

may cause to the whole Electroweak Standard Model (ESM). Therefore, the main

idea of this study is to get mass matrices by introducing one or two sterile neutrinos

in the ESM mater content and mechanisms to generate Majorana mater to ESM’ s

active neutrinos, such as, radioactive corrections, the dimension five operator, and

the scalar triplet. The final models, and therefore the mass matrices, come from the

possible combinations between the studied mechanisms.
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4.1.2 Conseqüências ao MPE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4.2 O Operador de dimensão 5 do MPE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.3 Geração de Massa via Correções radiativas . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.3.1 Modelo de Massa de Zee . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

v



4.3.2 Mecanismo de Babu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5 Matrizes de Massa: 3+1 ou 3+2 com ML 6= 0 39

5.1 Composições para o modelo 3+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5.1.1 ML por meio do Tripleto Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5.1.2 ML por meio do Operador de Dimensão 5 . . . . . . . . . . . 40

5.1.3 ML por meio do Mecanismo de Zee . . . . . . . . . . . . . . . 41

5.1.4 ML por meio do Mecanismo de Babu . . . . . . . . . . . . . . 42

5.2 Composições para o modelo 3+2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

5.2.1 ML por meio do Tripleto Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.2.2 ML por meio do Operador de Dimensão 5 . . . . . . . . . . . 43

5.2.3 ML por meio do mecanismo de Zee . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.2.4 ML por meio do mecanismo de Babu . . . . . . . . . . . . . . 44

6 Matrizes de Massa com Simetrias Discretas ou Cont́ınuas Adicio-

nais 46

6.1 Simetria Le − Lµ − Lτ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

6.2 Modelo 3+1 com simetria L̄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

6.3 Modelo 3+2 com simetria L̄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

6.4 O Tripleto Escalar com Simetria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6.5 Operador de Dimensão 5 com Simetria . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6.6 Modelo 3+1 com ML 6= 0 e Simetria L̄ . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

6.7 Modelo 3+2 com ML 6= 0 e Simetria L̄ . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

6.8 Modelo 3+2 com Quebra de L̄ de modo Softly . . . . . . . . . . . . . 59
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Caṕıtulo 1

Introdução

Com a evolução dos aceleradores de part́ıculas, cada vez com mais precisão, podemos

testar as limitações do MP, tais como:

1. A verificação experimental do Bóson de Higgs, que ainda não ocorreu [1].

2. A assimetria matéria / antimatéria, que pode estar associada a novas escalas

de energia [2].

3. Apenas cerca de um por cento da matéria do Universo é viśıvel, o que resta

é conhecido como matéria e/ou energia escura, existindo a possibilidade da

matéria escura ser composta por novas part́ıculas [3].

4. O MP não inclui a gravidade. Caso inclui-se não seria posśıvel descreve-la

de modo análogo as interações forte e fraca, pois não foi detectado ainda um

bóson intermediário para a gravidade [4,5,6].

Além dos problemas citados acima, existe também o da oscilação de neutrinos

que, de fato, já foi comprovada experimentalmente. Em meados de 1960, John

Bahcall mostrou, com cálculos detalhados, que os neutrinos produzidos no Sol podem

ser observados na Terra, estimando assim um certo fluxo. Baseado nesses resultados,

Raymond Davis, em 1968, projetou um detector, o experimento Homestake [7], que

confirmou a existência desses neutrinos solares. No entanto, o fluxo obtido foi um

terço do fluxo previsto teoricamente por Bahcall.

Ao longo dos anos, tentou-se averiguar o porquê dessas informações experimen-

tais. Para isso, foram realizados experimentos como o KAMIOKANDE (de 1987 à
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1988)[8], o GALLEX-SAGE/GNO (1991 á 1997)[9] e o SuperKAMIOKAND, den-

tre outros. Somente em 2002 o experimento SNO [10], que é capaz de distinguir

entre os tipos de interações, corrente neutra, corrente carregada e espalhamento de

elétrons, detectou todo o fluxo previsto por Bahcall, o que implica que não existe

um déficit no fluxo de neutrinos quando detectamos todos os seus posśıveis sabores.

Cabe aqui ressaltar que, com o experiemento SuperKAMIOKAND, foram observa-

das evidências de desaparecimento de neutrinos atmosféricos - aqueles produzidos

pelos raios cósmicos. Assim, a combinação dos dados do SNO com o SuperKAMI-

OKAND mostra que o desaparecimento de neutrinos de um determinado sabor é

acompanhado pelo surgimento de neutrinos de outros sabores. Este resultado indica

F́ısica nova, uma vez que a plauśıvel explicação para esses dados é a oscilação de

um certo sabor de neutrino para os outros sabores. Um resumo sobre estes experi-

mentos incluindo seus dados experimentais foi tema da dissertação de mestrado de

um outro aluno do nosso grupo de pesquisa, portanto, qualquer dúvida ou interesse

sobre os experimentos e seus dados experimentais basta consultar a referência [11].

No entanto, a primeira idéia de oscilação de neutrinos foi sugerida por Bruno

Pontecorvo (1913-1993) em 1957. Ele propôs a existência de uma analogia entre

léptons e hadrons e acreditava ainda que, no mundo leptônico, deveria existir um

fenômeno análogo a oscilação dos Kaons. Pontecorvo supunha que os neutrinos

produzidos nas interações fracas correspondiam a uma superposição de dois estados

de neutrinos de Majorana. Nesta época, era conhecido somente um tipo de neutrino,

o que torna posśıvel somente as oscilações de neutrino esquerdo para anti-neutrino

esquerdo, de neutrino direito para anti-neutrino direito e vice-versa, para os dois

casos. O problema aqui está no fato de não existirem os campos dos neutrinos

direitos e dos anti-neutrinos esquerdos. O estudo de oscilação de neutrinos entre

dois sabores foi feito por Maki, Nakagawa e Sakata em 1962 [12] e permaneceu

praticamente desconhecido por alguns anos. Mas foi Pontecorvo, em 1967, que

investigou todos os tipos posśıveis de oscilação de neutrinos.

Em 1969, Vladimir Naumovich Gribov (1930-1997) e Pontecorvo propuseram a

primeira teoria fenomenológica de mistura e oscilação de neutrinos. Nesta teoria, os

dois neutrinos de mão esquerda (νeL e νµL) são combinações lineares das componentes

de mão esquerda dos neutrinos de Majorana com massa definida [13].

O problema da massa dos neutrinos origina-se em 1930, quando Wolfgang Pauli

(1900-1958) propôs a existência de uma part́ıcula neutra para explicar, de modo
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satisfatório, o espectro cont́ınuo obtido no decaimento β. Em 1933, Enrico Fermi

(1901- 1954) e Jean Baptiste Perrin (1870 - 1942) foram os primeiros a propor um

método para medir a massa do neutrino, que baseava-se em investigar a energia

máxima no ”ponto final”do espectro do decaimento β, que corresponderia aos neu-

trinos emitidos com menor energia. Nesses experimentos, e nos atuais, foram obtidos

apenas limites superiores para a massa do neutrino, que evidenciaram que a massa

do neutrino do elétron é muito menor que a massa do elétron.

O fato da massa do neutrino do elétron ser praticamente despreźıvel, quando

comparada com a do elétron fez com que, em 1957, após a descoberta da violação da

paridade no decaimento β, os autores da teoria de duas componentes dos neutrinos

assumissem que ele é uma part́ıcula sem massa [14,15].

Em 1958, a helicidade do neutrino foi medida. De fato, o experimento mediu a

polarização circular do fóton emitido na cadeia de reações a seguir:

e− +Gd→ νe + Sm∗ → νe + γ + Sm (1.1)

O resultado deste experimento condiz com a teoria de duas componentes, mos-

trando que o neutrino é uma part́ıcula de mão esquerda. No entanto, estes resultados

não excluem a existência da massa para o neutrino, mesmo que pequena.

No final dos anos 70, foi despertado um interesse sobre o problema de mistura e

massa dos neutrinos, e a massa dos neutrinos começou a ser considerada a assinatura

de F́ısica além do MP. Hoje em dia, todos os dados experimentais de neutrinos são

descritos por um esquema de oscilação de três neutrinos, o que exclui os dados do

LSND que estão a espera de confirmação pelo MiniBooNE.

Para explicarmos os dados experimentais do LSND∗ , é necessária a introdução

de pelo menos um neutrino estéril, uma vez que o esquema de mistura com três

sabores de neutrinos acaba não sendo satisfatório. O neutrino estéril introduzido

possui uma fenomenologia muito rica, pois pode afetar a nucleośıntese no Universo

primordial [16, 17]. É sabido que os neutrinos estéreis, caso existam, possuem uma

∗No experimento LSND é feita a medida de um fluxo de neutrinos produzidos pelo decaimento
de um ṕıon em ”voô” (π+ → µ+ νµ) e pelo decaimento de um antimúon em repouso (µ+ → e+

νe νµ) de modo que se observa, no ponto de detecção, um déficit de antineutrinos eletrônicos.
Quando o mecanismo padrão de oscilação quântica de sabores é levado em consideração, os dados
referentes ao déficit observado apontariam para uma diferença quadrática de massas ∆m2

LSND ≫

1 eV 2 muito maior do que o valor ∆m2 ≫ 10−3 eV 2 obtido a partir de outros experimentos.
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pequena interação e que efeitos por eles causados em Astrof́ısica e Cosmologia não

podem ser observados, mas podem influenciar fortemente a matriz de massa dos

neutrinos ativos. [18, 19]

Deste modo, resta-nos esclarecer algumas questões como, por exemplo:

1. Os neutrinos são part́ıculas de Dirac ou de Majorana?

2. Como é o espectro de massa dos neutrinos? (degenerado, hierárquico, inver-

tido)

3. Quantos neutrinos massivos existem na natureza? Existem neutrinos estéreis?

Entre as várias questões, que devem ser respondidas ao longo do desenvolvimento

dos experimentos em cosmologia, há aquelas que considerem o duplo decaimento

β sem neutrinos e até mesmo o decaimento β. Experimentos em andamento estão

prestes a provar a quase degenerescência das massas, o que pode fornecer pistas sobre

a hierarquia invertida [20]. Deste modo, estudos sobre a natureza dos neutrinos e

sobre suas massas são itens chaves para o desenvolvimento da f́ısica de neutrinos nos

próximos anos.

Portanto, o estudo da f́ısica dos neutrinos pode explicar observações f́ısicas até

agora sem respostas, como, por exemplo, a assimetria matéria / anti-matéria que

existe no Universo, por meio da leptogêneses. Sem sombra de dúvidas, a massa

dos neutrinos é uma das evidências experimentais de f́ısica além do Modelo Padrão

(MP).

Um resumo dos dados experimentais atuais é dado pela tabela (1.1). Constam os

valores das diferênças de massa ao quadrado dos neutrinos, e os valores dos ângulos

de mistura solar, atmosférico e do CHOOZ.

Em vista deste contexto, o presente trabalho pretende apresentar sugestões de

alteração do MP, de modo a gerar massa para os neutrinos, apresentando as con-

seqüências dessas modificações no MP. Com isso, serão obtidas matrizes de massa

para os neutrinos provenientes de diferentes considerações f́ısicas. Desse modo te-

remos modelos distintos que geram massa para os neutrinos. As caracteŕısticas

de cada modelo serão apresentadas detalhadamente, com o intuito de mostrar as

diferenças entre eles. Posteriormente, as matrizes de mistura dos neutrinos serão

obtidas e exemplificadas, na maioria dos casos, na tentativa de ajustar os dados

experimentais atuais.
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Parametros de Oscilação Valor Central 99% CL range

Diferença de massa Solar ∆m2
12 = (8.0± 0.3)10−5eV 2 (7.2÷ 8.9) 10−5eV 2

Diferença de massa Atmosférica |∆m2
23| = (2.5± 0.2)10−3eV 2 (2.1÷ 3.1) 10−3eV 2

Ângulo de mistura solar tan2 θ12 = 0.45± 0.05 30◦ < θ12 < 38◦

Ângulo de mistura Atmosférico sin2 2θ23 = 1.02± 0.04 36◦ < θ23 < 54◦

Ângulo de mistura ’CHOOZ’ sin2 2θ13 = 0± 0.05 θ13 < 10◦

Tabela 1.1: Resumo das presentes informações sobre massas e ângulos de Mistura

dos dados de Oscilação a menos dos dados, ainda não confirmados, do LSND.

A distribuição do conteúdo deste trabalho é feita da seguinte forma: no Caṕıtulo

2 descreveremos os conceitos f́ısicos imprescind́ıveis para o desenvolvimento do tra-

balho; no Caṕıtulo 3 apresentaremos os modelos 3+1 e 3+2 que geram massa de

Dirac para os neutrinos ativos, por meio da introdução de um ou dois neutrinos

estéreis de mão direita, neste ponto do trabalho não consideraremos, ainda, massas

de Majorana para os neutrinos ativos. No Caṕıtulo 4 encontram-se modelos que

gerem massa de Majorana para os neutrinos ativos, bem como suas conseqüências

ao MP; no caṕıtulo 5 faremos a junção dos modelos obtidos nos dois caṕıtulos an-

teriores, obtendo as matrizes de massa. No Caṕıtulo 6 introduzimos uma simetria

discreta nas lagrangeanas de Yukawa obtendo diferentes texturas para as matrizes

de massa, e, por fim, no Caṕıtulo 7 descrevemos as conseqüências fenomenológicas

dos resultados obtidos ao longo do trabalho.
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Caṕıtulo 2

Neutrinos Massivos:

Generalidades

Mencionamos na introdução as evidências experimentais que sugerem fortemente

uma alteração no MP para que a oscilação de neutrinos possa ser explicada. Sabemos

que uma possibilidade para explicar as oscilações é por meio das massas dos neutrinos

que devem ser consideradas não nulas. No entanto, ainda não existe uma pista de

como deve ser a matriz de massa para os neutrinos, muito menos qual o tipo de

massa que eles devem adquirir, de Majorana ou Dirac, ou seja, ainda não sabemos

se os neutrinos são part́ıculas de Majorana ou de Dirac. A pista que temos é que

suas massas devem ser muito inferiores às massas dos seus respectivos (e, µ, τ)

léptons carregados e os dados experimentais da tabela 1.1. No entanto, não existe

um mecanismo favorecido para explicar este fato.

Deste modo, este trabalho dedica-se a estudar posśıveis modelos que gerem massa

para os neutrinos, evidenciando as matrizes de massa e as caracteŕısticas f́ısicas que

as regem. Para iniciarmos os estudos, faz-se necessária uma breve revisão de elemen-

tos importantes do MPE e, principalmente, uma revisão sobre os posśıveis termos de

massa que podem ser considerados em um modelo. Portanto, neste caṕıtulo, fare-

mos uma breve introdução sobre o MPE, revisando em linhas a parte leptônica. Na

seqüência, veremos os posśıveis termos de massa que podem ser gerados, obtendo,

por fim, uma matriz de massa geral para os neutrinos massivos. Na continuação do

trabalho, apresentaremos modelos que definem a forma da matriz geral obtida.
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2.1 Modelo Padrão

O Modelo Padrão das Part́ıculas Elementares é fruto de um conjunto de teorias

que descrevem as interações das part́ıculas elementares e das forças que as regem.

Sua formulação ocorreu graças as inúmeras colaborações de f́ısicos teóricos e expe-

rimentais do ińıcio da segunda metade do século passado. No entanto, sabemos que

a elaboração de uma nova teoria não segue um caminho linear, sempre repleto de

idéias brilhantes e de aplicações experimentais imediatas. Baseamos a introdução do

MPE apresentado neste trabalho em um texto de Steven Weinberg [21], que narra a

história do desenvolvimento das teorias do MP, mostrando, além das grandes idéias,

as dificuldades encontradas no decorrer dos estudos que resultaram no MP.

No final da primeira metade do século passado, a área de F́ısica de Part́ıculas

encontrava-se em ascenção. O número de part́ıculas descobertas era muito alto e

havia uma necessidade de desenvolver uma teoria que acomodasse todos os dados

experimentais, uma vez que a teoria até então utilizada mostrou-se pouco eficaz.

Para as interações fracas, a teoria mostrou possuir infinitos não elimináveis por

meio da técnica de renormalização. Deste modo, em ordens maiores de teoria de

perturbação, perdia-se a previsibilidade e a confiabilidade dos cálculos. A teoria das

interações fortes sofria de outro problema: elas poderiam ser escritas em termos de

teorias renormalizáveis, porém, por serem interações fortes, não era posśıvel utilizar

a teoria de perturbação para realização de cálculos no limite infravermelho, o que

torna a teoria incalculável, até o momento.

Diante destes eventos, a comunidade de f́ısicos teóricos∗ dividiu-se em duas fren-

tes de pesquisa. Uma preocupada em descrever a dinâmica das interações fortes,

usando a teoria da matriz S, porém de modo completamente desvinculado da Te-

oria Quântica de Campos; e a segunda, preocupada em compreender as interações

forte e fraca por meio de uma teoria de simetrias, tentando elaborar uma teoria

capaz de fazer previsões sem precisar passar pela dinâmica das interações. O pro-

blema de tentar usar a teoria de simetria encontra-se no fato de que as simetrias são

aproximadas, em sua grande maioria.

Já na segunda metade do século passado, surgiram três grandes idéias que preci-

∗Em uma nota recente sobre mecânica quântica Fleming atribuiu a Lattes a seguinte observação
sobre os f́ısicos: ”melhor do que classificar f́ısicos como teóricos ou experimentais é dizer que são
ou não capazes de realizar experiências.”
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saram de um certo tempo para serem desenvolvidas e corretamente aplicadas, mas

que hoje são fundamentais em F́ısica de Part́ıculas.

A primeira idéia foi o modelo a quarks, proposto, em 1964, por Gell-Mann e

Zweig, independentemente. Ele consiste em considerar que os hadrons são formados

por part́ıculas pontuais entituladas quarks. Assim, todos os hádrons conhecidos

até então poderiam ser classificadas por meio deste modelo, que mais tarde obteve

confirmação experimental. Entretanto, ainda existe o fato de que nunca foi detectado

um quark isoladamente, a teoria do confinamento.

A segunda idéia foi desenvolvida entre as décadas de 50 e 60 e corresponde a

simetria de gauge (ou local). A base desta teoria foi proposta por Yang e Mills, em

1954, e estava baseada em um grupo de simetria de três dimensões †, o grupo SU(2)

que conserva o spin isotrópico (isospin). A teoria de Yang-Mills foi proposta na

tentativa de descrever as interações fortes, mas não funcionou. Somente alguns anos

depois é que observou-se que ela poderia descrever as interações fracas e fortes. A

demora em notar que esta teoria seria útil para tais interações foi devido aos dados

experimentais equivocados provenientes de experimentos desenvolvidos de forma

errônea para o decaimento β, os quais mostravam que as interações fracas teriam que

ser regidas por uma combinação de interações escalares, tensoriais e, possivelmente,

pseudoescalares de quatro férmions. Somente entre 1957 e 1958 foi observado que

as interações fracas eram de fato uma mistura de interações vetoriais e axiais.

Na teoria de Yang-Mills, a simetria determina a forma das interações. Uma

de suas caracteŕısticas importantes é que, devido ao fato de ser uma teoria não

abeliana‡, ela prevê auto-interações entre os bósons de gauge. A quantização de

teorias desse tipo já vinha sendo estudada por inúmeros f́ısicos na tentativa de

quantizar a teoria da Relatividade Geral; deste modo a teoria de Yang-Mills foi

renormalisada como um exerćıcio preparatório. Contudo, ela possui um problema:

não é capaz de gerar massa para as part́ıculas.

A terceira teoria foi o desenvolvimento da quebra espontânea de simetria, cuja

hipótese é que algumas simetrias da lagrangeana não são simetrias do vácuo. Por

meio desta teoria, juntamente com os acoplamentos de Yukawa, tornou-se posśıvel

gerar massa para as part́ıculas.

†Obviamente a eletrodinâmica é mais antiga que esta teoria, mas quando foi desenvolvida a
abordagem não era baseada no grupo de teoria U(1).

‡As cargas da simetria não comutam.
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Após o amadurecimento destas idéias centrais e da junção delas em uma única

teoria, foi obtido o que hoje conhecemos como Modelo Padrão das Part́ıculas Ele-

mentares (MP). Ele possui duas partes bem distintas: a que descreve as interações

fortes e a que descreve as interações eletrofracas. No presente trabalho, conside-

raremos somente o Modelo Padrão Eletrofraco (MPE), apenas na parte leptônica.

Então, a partir de agora, estaremos especificamente nos referindo ao MPE, que

descreve o setor leptônico do Modelo Padrão das Part́ıculas Elementares.

No decorrer deste caṕıtulo apresentaremos as partes do MPE que são impor-

tantes para este trabalho, passando para as evidências experimentais que prevêm a

existência de F́ısica além do MP, focando na construção de termos, e matrizes de

massa, para os neutrinos, que é objeto do nosso estudo. Apresentaremos os conceitos

fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

2.1.1 O Modelo Padrão Eletrofraco

O MPE é regido por uma teoria de gauge invariante sob transformações geradas

pelo grupo SU(2)L × U(1)Y , na qual os férmions são descritos por dubletos de mão

esquerda e por singletos de mão direita de SU(2)L. Após a quebra espôntanea de

simetria formam-se quatro campos de gauge que fazem a mediação das interações

eletrofracas, são eles o fóton, os W± e o Z0. Neste modelo, as massas das part́ıculas

são obtidas por meio do mecanismo de Higgs, que necessita da inclusão de um du-

bleto escalar com a componente neutra, tendo o valor esperado do vácuo diferente de

zero, sido obtido por meio da minimização do potencial escalar. O fóton, de acordo

com as observações experimentais, é não massivo, portanto, não deve adquirir massa

pelo mecanismo de Higgs, o que, de fato, é mantido. Por sua vez os neutrinos não

adquirem massa uma vez que no modelo não existem singletos de mão direita para

eles§ e considerando, ainda, que o número leptônico é automaticamente conservado.

A precisão com que o MPE prevê os valores de massa para os bósons é um exem-

plo notável de seu sucesso, entre outras previsões extremamente precisas. Apesar

disso, há ainda lacunas fundamentais, tais como, os escalares de Higgs ainda não

foram detectados. Muitos dos parâmetros, como as massas das part́ıculas, as cons-

tantes de acoplamento e os ângulos de mistura, têm seus valores medidos diretamente

e não surgem dos cálculos da teoria.

§O que implica que não se pode usar o mecanismo de Higgs canônico.
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2.1.2 O Conteúdo de Matéria do MPE

Para definirmos o conteúdo de matéria leptônica do MPE, podemos usar seu ope-

rador de carga Q = I3 + 1
2
Y , em que Y é a hipercarga e I3 é a projeção de isospin.

Assim, podemos definir os dubletos de mão esquerda e os singletos de mão direita

como sendo:

L
′

L =

(
ν

′

lL

l
′
L

)
, R

′
= l

′

R; l = e, ν, τ , (2.1)

cujos valores de Hipercarga são YL = −1 e YR = −2, respectivamente.

O dubleto de Higgs transforma-se como em SU(2)L e tem Hipercaga Yφ = +1,

ou seja:

φ ≡

(
φ+

φ0

)
. (2.2)

A lagrangeana do MPE é então:

L = −1

4
WµνW

µν − 1

4
BµνB

µν (2.3)

+R′iγµ(∂µ +
ig′

2
AµY )R

′
+ L′iγµ(∂µ +

ig′

2
AµY +

ig

2
τbµ)L

′
(2.4)

+|(i∂µ − g
1

2
τ.Wµ − g

′ Y

2
Bµ)φ|2 + µ2φ†φ+ λ(φ†φ)2 (2.5)

−L′GlφR
′
+ h.c.. (2.6)

sendo g a constante de acoplamento do grupo SU(2), g′ a constante para o grupo

de hipercarga fraca e Y correspondente á hipercarga das part́ıculas definidas na Eq.

(2.1).

Os termos da lagrangeana acima representam respectivamente os termos cinéticos

e auto-interações dos bósons W± , Z0 e γ Eq. (2.3), os termos cinéticos dos léptons e

suas interações com os bósons Eq. (2.4), as massas e acoplamentos entre os bósons e

o Higgs Eq. (2.5) e por fim, a lagrangeana de massa dos léptons Eq. (2.6), conhecida

como lagrangeana de Yukawa.

O valor esperado do vácuo para o campo escalar é:

〈φ〉0 =

(
0

v+η√
2

)
, (2.7)
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em que η é o boson de Higgs. Deste modo, os termos de massa para os léptons, após

quebra espontânea de simetria, são dados na lagrangeana abaixo:

Lyukawa = − 1√
2
v(l′LGll

′

R + l′RGll
′

L)− 1√
2
η(l′LGll

′

R + l′RGll
′

L) , l = e , µ , τ. (2.8)

O segundo termo da Eq. (2.8) corresponde à interação dos léptons com o bóson

de Higgs. De modo análogo aos léptons, os bósons e as demais part́ıculas do MP

adquirirão massa.

No MPE existe, ainda, uma simetria acidental que conserva o número leptônico

(L) e que é mantida para todo MP. O que implica que as massas para os léptons

devem ser somente de Dirac, uma vez que somente estas conservam L.

2.2 Termos de Massa de Dirac e de Majorana

Veremos aqui como podemos gerar termos de massa de Majorana e de Dirac, quais

suas diferenças e, por fim, obteremos um termo de massa para os neutrinos, e com

isso, a forma mais geral de sua matriz de massa.

2.2.1 Massa de Dirac

Os termos de massa da Eq. 2.8 são do tipo de Dirac, pois conectam dois espinores

de Weyl, distintos. O campo total de Dirac pode ser decomposto em ψ = ψL + ψR,

o que nos deixa com a seguinte lagrangeana de massa:

Lm = ψMψ = (ψL + ψR)M(ψL + ψR) = (ψLMψR + h.c), (2.9)

em que os termos com duas componentes direitas ou duas componentes esquerdas

são nulos. Ainda nos termos de massa de Dirac, a matriz de massa M é, em geral,

arbitrária, complexa, podendo possuir fatores γ5 e de ordem n¶. Todas as part́ıculas

massivas do MP são part́ıculas de Dirac, por serem todas part́ıculas carregadas, pois,

como veremos a seguir, as part́ıculas de Majorana, nas interações, violam carga e

número leptônico, e qualquer número quântico aditivo. E ainda, os termos de massa

de Dirac conservam o número leptônico total.

¶para o caso de n campos.

6



2.2.2 Massa de Majorana

Um termo de massa de Majorana descreve transições entre part́ıculas de mão es-

querda e seus conjugados de mão direita, suas antipart́ıculas e, portanto, violam

número leptônico por duas unidades.

Eles possuem a seguinte lagrangeana:

LM = −1

2
(ψLmM(ψL)c + (ψL)cmMψL). (2.10)

Ao contrário dos espinores de Dirac, que não possuem relação entre suas compo-

nentes de mão esquerda e direita, os espinores de Majorana tem suas componentes

relacionadas por conjugação de carga, o que implica a part́ıcula de Majorana ser sua

própria antipart́ıcula, como podemos ver a seguir:

ψ = (ψL)c + ψL = ψc = ψL + (ψL)c (2.11)

Disso conclui-se que o termo de massa de Majorana viola o número leptônico por

duas unidades e, caso a part́ıcula seja carregada, a conservação de carga também

será violada. O número leptônico (L) é uma simetria global no MP e é uma con-

seqüência da dinâmica das part́ıculas e do conteúdo dos campos do MP, entre outras

coisas. Desse modo, não existe restrição à violação de L. No entanto, o prinćıpio

de conservação de carga é violado ao tentarmos representar as part́ıculas carrega-

das como sendo part́ıculas de Majorana. Podemos concluir que somente part́ıculas

completamente neutras podem ser representadas por espinores de Majorana.

Em resumo, isso consiste em afirmar que no MP não existem part́ıculas com

massa de Majorana, pois a conservação de carga é fundamental. Porém, em ex-

tenções do MP, os neutrinos, ou outras part́ıculas completamente neutras que pos-

sam vir a ser introduzidas ao modelo, podem adquirir massa de Majorana.

2.2.3 Termo de Massa Misto

Podemos criar, para part́ıculas neutras, um termo de massa mais completo, que

deve ser constitúıdo pela soma dos termos de massa de Dirac e de Majorana, cuja

lagrangeana seria:

LD−M = −ψLML(ψL)c + (ψR)cMRψR +
1

2
ψLmDψR + h.c.. (2.12)
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No MP, todas as part́ıculas elementares (léptons e quarks) são descritas por

espinores de Dirac, como vimos, e as únicas part́ıculas neutras ainda não massivas

no MPE são os neutrinos, e o fóton que não deve possuir massa. Ainda não se sabe

se os neutrinos são part́ıculas de Dirac ou Majorana.

2.3 Matriz de Massa Geral para Neutrinos Mas-

sivos

Como vimos, na Eq. (2.12), este é o termo de massa mais geral, que pode ser

constrúıdo para uma part́ıcula sem carga. Para o caso espećıfico dos neutrinos,

teremos:

−LM
ν = ν

′
αLmDν

′

βR +
1

2
ν

′
αLML(ν

′

βL)c + (ν
′
αR)cMRν

′

βR + h.c.. (2.13)

Escrevendo esta lagrangeana na forma matricial, teremos:

LM
ν =

1

2
N ′

L

(
ML mD

mT
D MR

)
N

′c
L + h.c., (2.14)

sendo N
′
L = (ν

′
e, ν

′
µ, ν

′
τ , X

c, Y c)T . Neste caso as entradas X e Y podem ou não

estarem ocupadas por neutrinos estéreis de mão direita‖.

Portanto, a forma geral para a matriz de massa dos neutrinos é:

M ν =

(
ML mD

mT
D MR

)
. (2.15)

Como podemos observar, as matrizes ML são as matrizes de massa relacionadas

às massas de Majorana dos neutrinos ativos, e podem ser obtidas por vários meca-

nismos, como, por meio de correções radioativas, do operador de dimensão 5 e do

tripleto escalar, como veremos no caṕıtulo quatro. As matrizes mD são obtidas por

meio de termos de massa de Dirac para os neutrinos ativos, devido à introdução

dos neutrinos estéreis de mão direita. No caṕıtulo três obteremos estas matrizes de

‖Não limita-se a dois neutrinos estéreis a possibilidade de extensão do modelo. Consideramos
aqui somente dois, pois é o número máximo de neutrinos estéreis, que estaremos considerando no
decorrer do trabalho.
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massa. Por fim, MR é proveniente dos termos de massa de Majorana para os neutri-

nos estéreis de mão direita. A matriz de massa completa M ν será obtida no Caṕıtulo

cinco, onde será feita uma composição dos modelos estudados nos Caṕıtulos três e

quatro.
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Caṕıtulo 3

Modelos com 1 e 2 Neutrinos

Estéreis e ML = 0

Neste caṕıtulo, estudaremos as conseqüências da introdução de neutrinos estéreis de

mão direita ao conteúdo mı́nimo do MPE. Obteremos, assim, dois modelos que geram

massa de Dirac aos neutrinos ativos, podendo, ou não, possuir massa de Majorana

para os neutrinos estéreis introduzidos. Deste modo, definiremos as matrizes de

massa mD e MR.

O primeiro modelo a ser estudado considera a introdução de um neutrino estéril.

Este modelo será estudado em detalhes, o que significa que obteremos a sua matriz

de massa, seus autovalores e autovetores e, por conseqüência, sua matriz de mistura.

O segundo modelo contém dois neutrinos estéreis e todas as informações calculadas

para o primeiro serão obtidas, de modo análogo, para o segundo.

3.1 Modelo 3+1

É o modelo mais simples posśıvel de extensão do MPE. Por este motivo é também

conhecido como Modelo Mı́nimo, uma vez que corresponde à alteração mı́nima que

pode ser feita ao MPE. A idéia do Modelo Mı́nimo consiste em acrescentar ao

conteúdo de matéria do MPE um único neutrino estéril de mão direita que gere

termos de massa para os três neutrinos auto-estados de sabor e que possua uma

massa de Majorana para si, obtendo com isso, uma matriz de massa não diagonal.

Este modelo é tema de estudo em várias referências, como, por exemplo, [22, 23,
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24]. Aqui faremos um estudo baseado no artigo de C. Jarlskog [25].

3.1.1 Conteúdo de Matéria do Modelo

Supomos a validade do Modelo Padrão Eletrofraco com as três famı́lias de léptons,

nas quais os de mão esquerda são dubletos de SU(2), os de mão direita são singletos.

Os campos vetoriais bósonicos W± e Z0 são os mesmos do MPE.

É valido ressaltar que, a priori, não existe razão para que o número de neutrinos

de mão direita seja o mesmo que o número de neutrinos de mão esquerda. Portanto,

os campos de matéria serão os seguintes:

L
′

α =

(
ν

′
αL

l
′
αL

)
; l

′

αR ; N
′

R α = e , µ , τ. (3.1)

A lagrangeana do setor leptônico para o modelo mı́nimo, o qual altera o conteúdo

de matéria do MPE por meio da introdução de apenas um neutrino estéril de mão

direita, é dividida nas seguintes componentes:

L = Lcc + Lcn + LH
l + LH

ν + LM
l + LM

ν , (3.2)

nas quais os termos correspondem à corrente carregada, à corrente neutra, interação

do Higgs com os léptons carregados, interação dos neutrinos com o Higgs, massa

para os léptons carregados, a qual, sem perda de generalidade, será considerada, ao

longo deste trabalho, como sendo uma matriz diagonal, isto é, os auto-estados de

sabor são também os auto-estados de massa. E, por fim, a lagrangeana de massa

para os neutrinos. Os termos de massa são os seguintes:

−LM
ν =

∑
α=e,µ,τ

Gαv√
2
ν

′
αLN

′

R +
1

2
MN

′
RN

c′

R , (3.3)

−LM
l =

∑
α=e,µ,τ

Gαv√
2
l
′
αLl

′

R + h.c.. (3.4)

Notemos que os neutrinos auto-estados de sabor do MP possuem massas de Dirac

e o neutrino estéril possui massa de Majorana∗.

∗O fator 1
2 é proveniente da estrutura do espinor de Majorana e pode ser melhor compreendido

ao ler o apêndice B.

11



Para podermos obter a matriz de massa dos neutrinos, devemos escrever a la-

grangeana de massa Eq. (3.3) na forma matricial. Torna-se necessário definirmos

N
′

=
(
ν

′
eL, ν

′
µL, ν

′
τL, (N

′
R)c
)T

e considerando que ν
′
αLN

′
R = (N

′
R)c(ν

′
αL)c, a forma

matricial para a lagrangeana de massa é:

−LM
ν =

1

2
N ′


0 0 0 ae

0 0 0 aµ

0 0 0 aτ

ae aµ aτ M

N
′c + h.c.. (3.5)

Deste modo, a matriz de massa para os neutrinos neste modelo é dada por:

M ν =


0 0 0 ae

0 0 0 aµ

0 0 0 aτ

ae aµ aτ M

 . (3.6)

A matriz M ν , com aα = Gαv√
2

, é real e positiva. Notemos ainda que a matriz

M ν pode ser subdividida em uma matriz de ordem três ML = 03×3, como esperado,

uma matriz coluna MD = col(ae, aµ, aτ ) e um elemento, neste caso, de massa de

Majorana MR.

Como podemos observar, a matriz M ν não é uma matriz diagonal, o que implica

que ela deve ser diagonalizada por uma matriz unitária, R, de ordem quatro. Para

diagonalizarmos essa matriz, deveremos primeiro obter os resultados de sua equação

secular det(p− λI), que nos fornecerá seus autovalores, que corresponderão, poste-

riormente, às massas dos neutrinos.

Os autovalores são dados por:

λ1 = λ2 = 0 ; λ3 =
1

2
(M −

√
M2 + 4a2) ; λ4 =

1

2
(M +

√
M2 + 4a2). (3.7)

Observemos que o autovalor λ3 é negativo, o que implica que este sinal dever

ser redefinido, posteriormente, no campo dos neutrinos, auto-estados de massa, cor-

respondentes a este autovalor. Contudo, definimos as massas dos neutrinos como

sendo:

m1 = m2 = 0 ; mp =
1

2
(
√
M2 + 4a2 −M) ; mf =

1

2
(M +

√
M2 + 4a2). (3.8)
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Usando estas definições, poderemos obter relações entre as massas M, mp,mf e

a. São elas:

M = mf −mp ; a =
√
mpmf ; mp +mf =

√
M2 + 4a2. (3.9)

Anteriormente definimos a2 = a2
e + a2

µ + a2
τ .

Os autovetores são obtidos resolvendo o seguinte sistema:
−λi 0 0 ae

0 −λi 0 aµ

0 0 −λi aτ

ae aµ aτ M − λi




Ai
1

Ai
2

Ai
3

Ai
4

 = 0. (3.10)

A matriz de rotação é dada pelos autovetores, dispostos em coluna, formando

uma matriz de ordem quatro que, após a parametrização adequada, é dada por:

senα =

√
mp

mp +mf

; senβ =
ae

a
; cosβsenγ =

aµ

a
; cosβcosγ =

aτ

a
(3.11)

tem a seguinte forma:

R = ζ


cβ 0 cαsβ sαsβ

−sβsγ cγ cαcβsγ sαcβsγ

−sβcγ sγ cαcβcγ sαcβcγ

0 0 −sα cα

 . (3.12)

Como o autovalor λ3, que define a massa mp, é negativo, faz-se necessária a

introdução da fase ζ = diag(1, 1, i, 1) à matriz de rotação acima. Deste modo,, o

sinal negativo é absorvido pelo campo do neutrino autovetor de mp [26].

Este modelo possui dois ângulos de mistura livres, como podemos observar na

(Eq. 3.14) o ângulo α esta relacionado com as massas, portanto, uma vez definidas as

massas este ângulo esta definido. Sabemos que para ajustar os dados experimentais

são necesários pelo menos três ângulos livres, portanto temos um ângulo a memos.

Ainda, temos que, são necessàrias duas diferenças de massa, o LSND não esta sendo

considerado, ou três diferenças de massa caso o LSND seja considerado e neste

modelo temos somente uma diferença de massa que possa ser ajustada, os dados

experimentais encontram-se na tabela 1.1. Portanto este modelo não é capaz de

ajustar os dados experimentais por falta de parâmetros livres.
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3.2 Modelo 3+2

Na seção anterior, vimos que somente a introdução de um neutrino estéril que gere

massa de Majorana para os neutrinos ativos, por meio do mecanismo de Higgs, não

fornece parâmetros livres suficientes para ajustar os dados experimentais atuais.

Deste modo, vamos seguir o mesmo racioćınio anterior e introduzir dois neutrinos

estéreis de mão direita ao conteúdo de matéria do MPE. Chama-se este modelo de

3+2 e ele é, também, estudado em muitas referências, tais como, [27, 28].

No modelo 3+1, temos três parâmetros na matriz de massa que podem ser as-

sociados a dois ângulos. Somente no modelo 3+2 teremos seis parâmetros. Deste

modo, pode ser posśıvel obter um número maior de parâmetros livres do que no

modelos 3+1, buscando, com isso, ajustar todos os dados experimentais. Espera-se

ainda obter, pelo menos, três diferenças de massas, de modo a conseguirmos ajustar

os dados experimentais do problema dos neutrinos solares com o dos atmosféricos e

mais os dados experimentais do LSND [29, 30, 31, 32].

Neste modelo, temos ainda a liberdade de considerar, ou não, os termos de massa

de Majorana para os dois neutrinos estéreis, não sendo, mesmo assim, um modelo

reaĺıstico com os dados atuais. De fato, nos primeiros cálculos com este modelo, não

consideramos os termos de massa de Majorana, por simplicidade, como veremos a

seguir.

De modo análogo ao desenvolvido na seção anterior, vamos obter a matriz de

massa para os neutrinos neste modelo, sem ou com massa de Majorana, para os

neutrinos de mão direita.

3.2.1 O Conteúdo de Matéria do Modelo

Do mesmo modo que no modelo mı́nimo, continuamos supondo as três famı́lias de

léptons, nos quais os de mão esquerda são dubletos de SU(2) e os de mão direita

são singletos. Os campos vetoriais bósonicos W± e Z0 são os mesmos que no MPE,

isto também é verdade para o modelo anterior.

Os campos de matéria do modelo são:

L
′

α =

(
ν

′
αL

l
′
αL

)
, l

′

αR , N
′

1R , N
′

2R , α = e , µ , τ. (3.13)
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A lagrangeana do setor leptônico é análoga à da Eq.(2.3). O único termo

modificado é a parte de massa para os neutrinos. Podemos, então, obter a matriz

de massa para os neutrinos ao escrevermos a lagrangeana de massa, após quebra

espôntanea de simetria e considerando as massas de Majorana dos neutrinos de mão

direita, que será dada por:

LM
ν =

∑
α;i

Gαiv√
2
ν

′
αLN

′

iR +
1

2

∑
ij

N
′
iRMijN

c′

jR. (3.14)

Em que v o valor esperando do vácuo do escalar de Higgs. Definindo N
′

=(
ν

′
eL, ν

′
µL, ν

′
τL, (N

′
1R)c, (N

′
2R)c

)T
e considerando que ν

′
αLN

′
iR = (N

′
iR)c(ν

′
αL)c, a forma

matricial para a lagrangeana é, então:

−LM
ν =

1

2
N ′M νN

′c + h.c. . (3.15)

em que que a matriz de massa dos neutrinos é dada por:

M ν =


0 0 0 ae be

0 0 0 aµ bµ

0 0 0 aτ bτ

ae aµ aτ M11 M12

be bµ bτ M21 M22

 . (3.16)

Podemos observar que esta matriz pode ser dividida em submatrizes, sendo elas:

uma matriz de ordem três definida como ML = 03×3, uma submatriz retangular 2

× 3 dada por:

MD =

 ae be

aµ bµ

aτ bτ

 (3.17)

e, por fim, temos uma matriz quadrada de ordem dois, que denominaremos de

MR e será dada por:

MR =

(
M11 M12

M21 M22

)
. (3.18)

Nas equações acima, consideramos aα1 = Gα1v√
2

= aα e aα2 = Gα2v√
2

= bα.
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Este modelo é um interessante exerćıcio matemático, uma vez que a matriz de

massa é maior que a do modelo anterior (3+1) e podemos, ainda, considerar diferen-

tes tipos de interações entre os neutrinos de mão direita, modelos mais importantes

serão aqueles em que consideramos ML 6= 0. Estas escolhas devem ser justifica-

das por meio de simetrias do modelo, como, por exemplo, a simetria estudada no

caṕıtulo seis e/ou por dados experimentais. Podemos ter os termos M11 = M22 = 0

com M12 e M21 não nulos, bem como podemos ter M12 = M21 = 0 com M11 e M22

não nulos, e ainda a matriz MR pode ser inteiramente nula, ou seja, os neutrinos de

mão direita não adquirem massa de Majorana.

Portanto, temos as seguintes matrizes de massa, respectivamente:

M ν =


0 0 0 ae be

0 0 0 aµ bµ

0 0 0 aτ bτ

ae aµ aτ 0 M12

be bµ bτ M21 0

 , (3.19)

M ν =


0 0 0 ae be

0 0 0 aµ bµ

0 0 0 aτ bτ

ae aµ aτ M11 0

be bµ bτ 0 M22

 , (3.20)

e por fim

M ν =


0 0 0 ae be

0 0 0 aµ bµ

0 0 0 aτ bτ

ae aµ aτ 0 0

be bµ bτ 0 0

 . (3.21)

Notemos que a lagrangeana para esta última matriz de massa é simplificada em

relação à lagrangeana completa, uma vez que ela não possui os termos de massa de

Majorana, sendo dada por:

LM
ν =

∑
α;i=1,2

Gαiv√
2
ν

′
αLN

′

iR. (3.22)
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As matrizes de massa para os neutrinos são as em evidência nas Eqs. (3.19) à

(3.21) . Ao diagonalizarmos essas matrizes, os autovalores correspondem às massas

dos neutrinos, e seus autovetores, quando colocados em forma de colunas em uma

matriz, representam a matriz de mistura dos neutrinos, que é também a que dia-

gonaliza a matriz de massa, lembrando que isso só é verdade quando consideramos

que os léptons carregados já encontram-se na base diagonal, isto é, os auto-estados

de massa correspondem aos seus auto-estados de sabor.

Vamos estudar em detalhes a obtenção dos autovalores e autovetores, e, por

conseqüência, a matriz de rotação para o modelo 3+2 sem massas de Majorana.

Este modelo foi o escolhido por ser o mais simples, visando, com isso, simplificar os

cálculos algébricos, e com isso podemos detectar as limitações para este caso.

3.2.2 O Modelo 3+2 com MR = 0

Como dito anteriormente, por questões de simplicidade vamos considerar a matriz

de massa da Eq.(3.21). Portanto, a lagrangeana de massa correspondente será a da

Eq. (3.22). Temos assim que:

M ν =


0 0 0 ae be

0 0 0 aµ bµ

0 0 0 aτ bτ

ae aµ aτ 0 0

be bµ bτ 0 0

 . (3.23)

O método para diagonalizarmos esta matriz de massa é o mesmo do Modelo 3+1.

Consiste em obtermos os autovetores e autovalores da matriz por meio da resolução

da equação secular para a matriz M ν . Obtemos da equação secular:

−λ[(−→a ×
−→
b )2 − (a2 + b2)λ2 + λ4] = 0 (3.24)

na qual, definimos a2 = a2
e + a2

µ + a2
τ ; b2 = b2e + b2µ + b2τ , e também um produto

escalar entre −→a e
−→
b como sendo −→a .

−→
b = aebe + aµbµ + aτbτ e os λ’s os autovalores

da matriz. Temos, com isso, os autovalores de M ν :

λ1 = 0 , λ2 =

√√√√(a2 + b2) +

√
(a2 + b2)2 − 4(−→a ×

−→
b )2

2
, (3.25)
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λ3 = −λ2 , λ4 =

√√√√(a2 + b2)−
√

(a2 + b2)2 − 4(−→a ×
−→
b )2

2
, λ5 = −λ4. (3.26)

Portanto, definindo as massas dos neutrinos como sendo m1 = λ1 , m2 =

λ2 , m3 = −λ2 , m4 = λ4 , m5 = −λ4, teremos que definir, ao longo do trabalho,

fases que irão absorver o sinal negativo de m3 e m5. Em resumo, temos:

m1 = λ1 , m2 = m3 = λ2 , m4 = m5 = λ4. (3.27)

Para obter os autovetores, devemos resolver o seguinte sistema:
−λi 0 0 ae be

0 −λi 0 aµ bµ

0 0 −λi aτ bτ

ae aµ aτ −λi 0

be bµ bτ 0 −λi




X i

1

X i
2

X i
3

X i
4

X i
5

 = 0. (3.28)

Para λ1 = 0 obtemos os autovetores como sendo:

X i
1 =

(−→a ×
−→
b )e√

|−→a ×
−→
b |

, X i
2 =

(−→a ×
−→
b )µ√

|−→a ×
−→
b |

, X i
3 =

(−→a ×
−→
b )τ√

|−→a ×
−→
b |

, X i
4 = X i

5 = 0 (3.29)

Nestas equações, definimos o produto vetorial entre −→a e
−→
b como sendo:

−→a ×
−→
b = (aµbτ − aτbµ)e + (aτbe − aebτ )µ + (aebµ − aµbe)τ (3.30)

Para λi 6= 0, obtemos os autovetores como sendo:

X i
1 =

aeAi + be

[(aAi + b)2 + (A2
i + 1)λ2

i ]
1
2

, X i
2 =

aµAi + bµ

[(aAi + b)2 + (A2
i + 1)λ2

i ]
1
2

, (3.31)

X i
3 =

aτAi + bτ

[(aAi + b)2 + (A2
i + 1)λ2

i ]
1
2

, X i
4 =

λiAi

[(aAi + b)2 + (A2
i + 1)λ2

i ]
1
2

, (3.32)
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X i
5 =

λi

[(aAi + b)2 + (A2
i + 1)λ2

i ]
1
2

, (3.33)

em que Ai é definido como:

Ai =
λ2

i − b2 −−→a .
−→
b

a2 +−→a .
−→
b − λ2

i

(3.34)

Podemos observar, então, que, primeiro, como Ai depende somente de λ2
i , temos

A2 = A3, e A4 = A5, o que nos deixa com os denominadores de Xj
2 = Xj

3 e os

denominadores de Xj
4 = Xj

5 em que j é o ı́ndice que corresponde a posição do

elemento da matriz ao longo da coluna. Segundo, os numeradores diferem somente

por um sinal de menos, portanto, X4
4 = −X4

5 . O mesmo ocorre para X4
2 = −X4

3 ,

X5
4 = −X5

5 e X5
4 = −X5

5 .

Portanto, a matriz de rotação será da seguinte forma:

R2 = Θ


X1

1 X2
1 X2

1 X4
1 X4

1

X1
2 X2

2 X2
2 X4

2 X4
2

X1
3 X2

3 X2
3 X4

3 X4
3

X1
4 X2

4 −X2
4 X4

4 −X4
4

X1
5 X2

5 −X2
5 X4

5 −X4
5

 , (3.35)

sendo Θ = diag(1, 1, i, 1, i). A matriz Θ pode ser introduzida se considerarmos

que os neutrinos de Majorana massivos podem ser auto-estados de CP, ao assumir-

mos que a matriz M é real e positiva. Θ é introduzida para que todas as massas da

matriz diagonal sejam positivas. Deste modo, tivemos que escolher os neutrinos de

Majorana como sendo auto-estados positivos de CP e corrigimos, com o fator, i os

que não possuem massa positiva.

Podemos ainda escrever uma matriz com as mesmas caracteŕısticas da matriz

acima em função de ângulos, que, quando parametrizados, estarão diretamente re-

lacionados aos parâmetros iniciais da matriz de massa M . Portanto, a matriz de

rotação em termos de ângulos é dada por:
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R2 = Θ


cρ

−sρcγ√
2

−sρcγ√
2

−sρsγ√
2

−sρsγ√
2

sρcβ
cρcγcβ−sβsγ√

2

cρcγcβ−sβsγ√
2

cρsγcβ−sβcγ√
2

cρsγcβ−sβcγ√
2

sρsβ
cρsγcβ−cβsγ√

2

cρsγcβ−cβsγ√
2

cρsγsβ−cβcγ√
2

cρsγsβ−cβcγ√
2

0 sα√
2

−sα√
2

sη√
2

−sη√
2

0 cα√
2

−cα√
2

cη√
2

−cη√
2

 . (3.36)

Considerando que:

cos(a+ b) = cos(a)cos(b)− sen(a)sen(b) (3.37)

Portanto:

α+ η =
π

2
+ kπ (3.38)

A matriz de rotação é uma matriz unitária por construção, Eq. (3.35), o que

implica que a matriz da Eq. (3.36) deve ser unitária. Conseguimos, facilmente, as-

sociar a primeira coluna da Eq. (3.36) com a da Eq. (3.35), de modo que X1
1 = cρ,

X1
2 = cβsρ, X

1
2 = sβsρ. Porém, os demais elementos não são tão triviais de se para-

metrizar, uma vez que dependem, a priori, dos mesmo parâmetros desses primeiros

elementos parametrizados. Com isso, não foi posśıvel uma associação imediata com

os elementos dessa matriz, com os da matriz Eq.(3.36), mas as condições acima,

Eq. (3.37) e (3.38) são necessárias para que a unitariedade seja satisfeita. Note-

mos, ainda que, mesmo com mais parâmetros na matriz de massa, possuir apenas

quatro ângulos, o que, novamente, nos impossibilita de explicarmos todos os dados

experimentais.

Ainda existe o problema de degenerescência em ńıvel de árvore, portanto, a

prinćıpio, este modelo nos fornece apenas duas diferenças de massa, como o modelo

anterior, o que impossibilita explicar os dados experiementais. Esta degenerescência,

nos leva, ainda, a uma matriz de mistura muito particular e de dif́ıcil parametrização,

sendo posśıvel, somente, escrever uma matriz com as mesmas caracteŕısticas da

matriz de rotação.

Do mesmo modo que no modelo 3+1, caso consideremos as matrizes de massa

como sendo complexas, não conseguiremos obter fases de Dirac na matriz de rotação,

o que implica que não é posśıvel, ainda neste modelo, estudarmos violação de CP

por meio das probabilidades de oscilação.
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Como vimos ao longo deste caṕıtulo, um modelo com um ou até mesmo dois

neutrinos estéreis (3+1 e 3+2) que considere somente massa de Dirac para os neu-

trinos ativos, isto é, sem massa de Majorana para estes, não possui parâmetros

livres suficientes para ser capaz de explicar os dados experimentais de oscilação de

neutrinos.

21



Caṕıtulo 4

Modos de Gerar ML 6= 0

Ao longo deste caṕıtulo, estudaremos as posśıveis maneiras de alterar o MPE para

que possamos ter uma teoria que gere massa de Majorana para os neutrinos ativos,

ou seja, iremos construir modelos que tenha ML 6= 0, sabendo, entretanto, que o

MPE é uma teoria já consolidada. Portanto, as alterações devem ser feitas de modo

a garantir a validade atual do modelo.

Vamos considerar três tipos de modelos que gerem massa por meio i) do valor

esperado do vácuo de um tripleto escalar, ii) do operador de dimensão 5 e iii)

correções radiativas. Ao acrescentarmos estes termos de massa ao MPE, teremos

que estudar as posśıveis alterações ao longo de todo o MPE.

Deste modo, este caṕıtulo esboçará como podemos gerar massa para os neutrinos

ativos e quais são as alterações no MPE provenientes dos diferentes modelos de

massa.

4.1 Introdução de um Tripleto Escalar de Higgs

no MPE

Caso não sejam adicionados férmions ao conteúdo de matéria do MP teremos em

cada geração dois graus de liberdade que correspondem aos férmions não carregados.

Existe um meio de que estes adquiram massa de Majorana. O que nos motiva

a introduzir novos bósons de Higgs que possam violar a simetria B - L em suas

interações. Deste modo a massa dos neutrinos será induzida pelos acoplamentos de

Yukawa. Com essas duas considerações em mente podemos examinar quais são os
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bilineares fermiônicos que possuem um número quântico ĺıquido B-L.

Vamos combinar um campo leptônico com um campo anti-leptônico, podemos

obter dois bilineares férmionicos que possuem um número quântico B - L, são eles:

Lc
LLL ∼ (2,

-1
2
) ×(2,-1

2
) = (1,-1) + (3,-1), (4.1)

LLl
−
R ∼ (2,

1

2
)× (1,−1) = (2,−1

2
), (4.2)

entre outros. Os números entre parênteses correspondem as transformações sobre

SU(2)L × U(1)Y .

Portanto podemos concluir que além do dubleto de Higgs φ que se transforma

sobre SU(2)L × U(1)Y por (2, 1
2
), podemos introduzir multipletos de Higgs que

acoplem com os bilineares acima de modo a fornecerem um invariante de gauge são

os seguintes:

1. Um tripleto (H) (3, -1)

2. Um singleto carregado h+ (1,1)

3. Um singleto duplamente carregado k++ (1, 2)

Estas intereções serão exemplificadas no decorrer do caṕıtulo, nas secções (4.1.1)

que descreve a introdução do tripleto, (4.3.1) com o modelo de massa de Zee e (4.3.2)

com o mecanismo de Babu.

Como manteremos a conservação do número leptônico nos acoplamentos de Yu-

kawa iremos definir, para esses escalares, um número leptônico apropriado. No

decorrer do presente trabalho iremos apresentar as posśıveis interações desses esca-

lares com os dubletos de férmions, mas cabe aqui ressaltar que eles são importantes

para os mecanismos de correções radiativas, como os que veremos na continuação,

os mecanismos de Zee e Babu.

Uma primeira possibilidade de gerarmos massa de Majorana para neutrinos ati-

vos é alterando o setor escalar de Higgs, por meio da introdução de um tripleto de
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Higgs com hipercarga Y = 2, o valor da terceira componente de isospin será I3 = 1.

Tripletos de Higgs podem ainda ser usados para estudar leptogenesis[33].

Vimos, no caṕıtulo anterior, que a introdução de neutrinos estéreis de mão direita

é simples, uma vez que gerar massa aos neutrinos não causa alterações nos demais

setores do modelo. No entanto, a adição do tripleto no MPE não é tão simples

assim, uma vez que ele introduz novos acoplamentos e alterações à lagrangeana do

MPE. Deste modo, nesta seção, faz-se necessário mostrar as alterações que a adição

do tripleto acarreta à lagrangeana do MPE, bem como mostrar a lagrangeana de

massa para os neutrinos e, consequentemente, a matriz de massa.

4.1.1 O tripleto escalar

Adicionamos ao conteúdo de matéria do MP um tripleto escalar em SU(2)L dado

por:

H =

 H++

H+

H0

 , (4.3)

A lagrangeana do MPE, dada nas Eqs. 2.3 a 2.6, deverá ter termos adicionais

que correspondem às interações do tripleto com as part́ıculas já existentes no mo-

delo. Introduziremos a interação do tripleto com os léptons, dada a seguir. Na

continuação, iremos estudar as alterações ao longo do MPE.

A lagrangeana de interação com os férmions

LF,H = −L′c
αiLfαβ(σaHa)ij ijL

′

βjL, (4.4)

em que a = 1, 2, 3 e H deve estar representado pelos autoestados de carga, e σa

correspondem as matrizes da Pauli, note-se ainda que o tripleto tem que ter um

número leptônico igual a -2 para que a lagrangeana conserve o mesmo. Portanto, a

lagrangeana será:

LF,H = −fL′c
L

(
H+

√
2H++

√
2H0 −H+

)
L

′

L, (4.5)

que, de forma explicita, é dada por:
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LF,H = −fαβ

[
−
√

2 ν
′c
αLν

′

βLH
0 +

(
l
′c
αLν

′

βL + ν
′c
αLl

′

βL

)
H+ + l

′c
αLl

′

βLH
++
]

(4.6)

Podemos notar que somente os neutrinos irão adquirir massa por meio do tripleto.

Devemos considerar (LL)c = Cγ0L
∗
R. Esta consideração é importante para podermos

expandir a lagrangeana na forma em que ela se encontra acima. Note-se, também,

que não existe outro modo de construir a lagrangeana para gerarmos massa para os

neutrinos que seja invariante por SU(2)L.

Os valores esperados no vácuo são não nulos e reais, dados por:

< φ0 >=
1√
2
v ; < H0 >=

1√
2
vt. (4.7)

Seguindo o procedimento de quebra espontânea de simetria, o mesmo usado no

MPE, expandimos os campos escalares em torno dos valores esperados do vácuo,

obtendo:

φ =

(
φ+

1√
2
(ρd + v + iηd)

)
;H =

 H++

H+

1√
2
(ρt + vt + iηt)

 . (4.8)

Portanto, obtemos que a matriz de massa dos neutrinos possui a seguinte forma:

ML =
fαβ√

2
vt =

vt√
2

 fee feµ feτ

fµe fµµ fµτ

fτe fτµ fττ

 (4.9)

A base dos neutrinos para esta matriz é definida como N
′
= col(ν

′
e, ν

′
µ, ν

′
τ ). Deste

modo, a lagrangeana de massa para os neutrinos terá a seguinte forma:

Lν
ML

= N ′MLN
′c. (4.10)

Podemos explicar o fato dos neutrinos serem muito mais leves que os léptons

carregados, uma vez que as massas de ambos são obtidas por meio de diferentes

escalares, isto é, consideramos que vt � v, e, de fato, uma vez que o escalar sem

carga acopla também com os bósons W e Z e, portanto, o seu valor esperado no

vácuo (VEV) contribui para a massa dos mesmos, considerando que estes valores

são já determinados, a contribuição de vt deve ser pequena, como veremos a seguir.
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4.1.2 Conseqüências ao MPE

Vimos que é posśıvel gerar massa para os neutrinos com a introdução do tripleto

escalar. Agora cabe-nos estudar as consequências desta introdução ao modelo. Para

tanto, é necessário estudar a lagrangeana de interação dos bósons, dada por:

Lφ,H =| DµH |2 + | Dµφ |2 −V (H,φ), (4.11)

nas quais V (H,φ) corresponde ao potencial, e é dado por:

V (H,φ) = a | φ |2 +b | H |2 +c | φ |4 +d | H |4 +e | φ |2| H |2 (4.12)

+f((H)†(HT )†)(HTH) + ihεjknφ†σjφ(H)†kHn. (4.13)

Definindo as derivadas covariantes como sendo:

Dµφ = (∂µ1 + i
g

′

2
BµYφ1 + igW a

µ

σa

2
)φ, (4.14)

nas quais, 1 é a matriz identidade de ordem 2 e, podendo escrever o equação

acima como sendo

Dµφ =

(
∂µ1 +

1

2

(
gW 3

µ + g
′
YφBµ g

√
2W+

µ

g
√

2W−
µ −gW 3

µ + g
′
YφBµ

))
φ, (4.15)

e também teremos:

DµH = (∂µ1 + i
g

′

2
BµYφ1 + igW a

µT
a)H, (4.16)

nas quais 1 é, agora, matriz identidade de ordem três e (T a)kl = −iεjkl, podemos

escrever a equação acima como sendo:

DµH =

∂µ1 +
1

2

 gW 3
µ + g

′
YφBµ g

√
2W+

µ 0

gW−
µ g

′
Bµ gW+

µ

0 g
√

2W−
µ −gW 3

µ + g
′
YφBµ


H. (4.17)

Para obtermos as modificações basta desenvolvermos toda a lagrangeana Lφ,H e

agruparmos os termos comuns. Os cálculos são longos, mas não são complicados,

uma vez que são muito semelhantes aos cálculos para o MP, facilmente encontrados

em referências como as seguintes [34, 35]. E na referência [36], pode-se encontrar
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todo o desenvolvimento deste cálculo, exatamente, com uma posśıvel alteração de

notação.

Após os cálculos, obtemos a seguinte lagrangeana:

Lφ,H =
1

8
(g2 + g

′2)(v2 + v2
t )ZµZ

µ +
1

4
g2(v2 + v2

t )W
+
µ W

−µ +
1

2
(g2 + g

′2)
1
2 (4.18)

(v2 + v2
t )

1
2Zµ∂

µθ +
g2

2
(v2 + v2

t )
1
2 (W+

µ ∂
µσ− +W−µ∂µσ+) + ..., (4.19)

nas quais os campos de gauge são os mesmos do MP, definidos como:

W± =
1√
2
(W 1

µ ∓ iW 2
µ);Zµ =

g
′
Bµ − gW 3

µ

(g2 + g′2)
1
2

(4.20)

Os campos extras que aparecem no modelo, θ e σ±, podem ser absorvidos por

Z0
µ e W

∓
µ , respectivamente, e são definidos como:

θ = ηd + 2
(vT

v

)
ηT ; σ+ = i

(
φ+ +

vT

v

√
2φ+

)
. (4.21)

A partir da lagrangeana Lφ,H , podemos obter as massas para todas as part́ıculas

adicionais ao modelo [37], inclusive as dos bósons de Higgs. Contudo, para o presente

trabalho, nos cabe somente analisar a massa para os bósons carregados Z e W , uma

vez que estas foram alteradas após a introdução do tripleto, tendo assim:

M2
W =

1

2
g(v2 + 2v2

T ) ; M2
Z =

1

2
(g2 + g

′2)(v2 + 4v2
T ). (4.22)

Uma vez que o valor ρ = ( MW

MZcosθW
)2 = 1 em ńıvel de árvore, é bem determinado

experimentalmente, podemos obter um intervalo de valores para vT que, necessari-

amente, é menor que v, o que pode justificar a pequena massa dos neutrinos.

Acrescentar o tripleto ao modelo teve como conseqüência a redefinição das massas

dos campos vetoriais e escalares, após expandirmos a densidade lagrangeana em

torno do vácuo, pois isso introduziu graus de liberdades expúrios. O estudo de

diagramas permitidos e contagens de graus de liberdade nos permite encontrar as

regras de transformação dos campos vetoriais [38].

Portanto, temos mais uma pequena alteração no MP capaz de gerar massa

aos neutrinos. Como vimos, esta alteração acarreta ao modelo algumas outras al-

terações, como, por exemplo, acrescenta duas novas part́ıculas na escala de energia
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posśıvel de se detectar. Contudo, não nos cabe o aprofundamento em detalhes do

modelo, porém, é importante ressaltar que as modificações feitas no MP, em busca

de gerar massa para os neutrinos, podem gerar alterações ao longo do modelo que

colimem para uma F́ısica nova, ou que possam excluir o modelo por não correspon-

derem à realidade.

4.2 O Operador de dimensão 5 do MPE

Até agora vimos maneiras de gerar massa para os neutrinos acrescentando novos

conteúdos de matéria ao MPE. Porém, existe um modo de obtermos massa para os

neutrinos sem alterarmos o conteúdo de matéria do MPE. Sabemos que os termos

de interação entre as part́ıculas elementares são até de dimensão quatro e precisam

necessáriamente dos singletos de SU(2) para obtenção das massas por meio do meca-

nismo de Higgs. Existe, ainda, à conservação automática do número leptônico. Uma

vez que os neutrinos nã possuem seus singletos de mão direita, não adquirem massa

(de Dirac) e, devido a conservação do número leptônico, não podemos considerar

massas de majorana para os neutrinos [39, 40].

Mas, levando em consideração que as evidências experimentais de massa para

os neutrinos consistem em nova F́ısica∗, além do MPE, podemos ignorar o fato de

que o número leptônico é conservado, uma vez que a conservação desse número é

automática no MPE, sem singletos (direitos) de neutrinos, porém não existe razão

para que a simetria seja conservada em escalas de energias maiores. Sabemos, ainda,

que o MPE é uma teoria de campo efetiva a baixas energias. Se expandirmos a

lagrangeana do modelo padrão em termos da potência inversa de uma grande massa

Λ, teremos:

L = LSM +
1

Λ
L5 +

1

Λ2
L6 + ..., (4.23)

nas quais os termos além do MP correspondem a termos de dimensões superiores

a quatro. Podemos, então, tentar obter um operador de dimensão cinco que é um

termo de maior dimensão e, portanto, menos suprimido que os de dimensão maiores.

Consideraremos apenas o campos contidos no MP e não alteraremos sua simetria.

∗As massas podem ser tanto de Dirac quanto de Majorana, quando dizemos que as evidências
experimentais de massa de neutrinos consistem em nova f́ısica.
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Deste modo, existe somente um operador de dimensão 5 permitido, dado por:

Lν
M =

f

Λ
L

′
LφL

′c
Lφ, (4.24)

que, escrito em termos dos ı́ndices de SU(2), apresenta a seguinte forma:

Lν
M =

f

Λ
(L

′
iLL

′c
jLφkφtεikεjt) + h.c., (4.25)

nas quais εij = −εij é um tensor anti-simétrico de SU(2) e, portanto, a lagran-

geana acima é expandida da seguinte forma:

Lν
M =

fαβ

Λ
(L

′
αL1ε12φ2 + L

′
αL2ε21φ1)(L

′c
βL1ε12φ2 + L

′c
βL2ε21φ1) (4.26)

=
fαβ

Λ
(ν

′
αLφ0 + l

′
αiLφ+)(ν

′c
βLφ0 + l

′

βjLφ+) (4.27)

=
fαβ

Λ
[ν

′
αLν

′c
βLφ

0φ0 + (l
′
αiLν

′c
βL + ν

′
αLl

′

βjL)φ0φ+ + l
′

βjLl
′
αiLφ

+φ+]. (4.28)

Após quebra espontânea de simetria, teremos que o termo de massa para os

neutrinos será dado por:

Lν
M =

fαβ

Λ

(
v√
2

)2

ν
′
αLν

′c
βL, (4.29)

o que nos fornece a seguinte matriz de massa para os neutrinos:

ML =
v2

2
fαβ =

v2

2

 fee feµ feτ

fµe fµµ fµτ

fτe fτµ fττ

 . (4.30)

A base dos neutrinos para esta matriz é definida como N = col(νe, νµ, ντ ). Deste

modo, a lagrangeana de massa para os neutrinos terá a seguinte forma:

Lν
MΛ

= N ′MLN
′c. (4.31)

Uma vez que a escala de massa dada por Λ é muito maior que v2 podemos

explicar o fato da massa dos neutrinos ser tão pequena, quando comparada aos

léptons carregados.

Neste modelo, não existem redefinições ao longo do MP. Por sua vez, o número

leptônico de sabor é violado. A matriz que diagonaliza a matriz de massa ML é uma
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matriz unitária de ordem três. Uma vez que estamos considerando a matriz de massa

dos léptons carregados como diagonal, a matriz unitária que diagonaliza ML pode

ser semelhante, ou até mesmo a própria matriz PMNS†, que por sua vez, por ser

uma matriz unitária, não altera as lagrangeanas de corrente neutra nem carregada,

como hav́ıamos visto nos modelos mı́nimo e no modelo com dois neutrinos estéreis.

4.3 Geração de Massa via Correções radiativas

Em uma teoria com quebra espontânea de simetria, a matriz de massa geral, em

ordem zero, para um férmion, corresponde à soma dos termos simples de massa e

dos termos de tadpole, que surgem dos acoplamentos de Yukawa e são proporcionais

ao valor esperado do vácuo dos campos escalares. Uma relação de massa de ordem

zero deve ter a seguinte forma M = Γ〈φ〉 + M
′
, que são imutáveis por mundanças

arbitrárias (mas suficientemente pequenas) nos parâmetros renormalizados. Existem

quatro tipos de relações de massas distintos [41]:

Tipo (a): Relações de massas determinadas por um subgrupo não quebrado da

simetria da lagrangeana,

Tipo (b): Relações de massa determinadas pelo conteúdo de representação dos

mésons escalares,

Tipo (c): Relações de massa envolvendo simetrias acidentais,

Tipo (d): Relações de massa que surgem por meio das restrições impostas pelos

requerimentos de renormalização do modelo.

O tipo (a) é a relação exata de massa, já familiar, associada a uma simetria exata.

Tal relação será mantida em ordens maiores. Caso os neutrinos tivessem massa nula,

ela poderia ser um tipo (a) de massa, mas este tipo não é capaz de explicar a leveza

dos neutrinos, pois adquire massa, por meio do mecanismo de Higgs, com o mesmo

dubleto escalar e portanto possui o mesmo valor esperado do vácuo que os léptons

carregados.

Um tipo (b) de relação de massa pode ocorrer quando os acoplamentos de Yukawa

são incompletos. Se os férmions se transformam sobre uma certa representação D

de um grupo de simetria da lagrangeana, um multipleto escalar pode acoplar com

férmions, caso eles se transformem de acordo com qualquer componente irredut́ıvel

†É a matriz proposta por Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata.
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de D∗ ⊗ D. Caso não existam os escalares em uma ou mais dessas representações,

não existirão os acoplamentos de Yukawa que podem fornecer os termos de massa

mais gerais em ordem zero, não importa qual seja o valor esperado do vácuo que os

campos escalares assumam.

Massas do tipo(c) não são capazes de explicar a diferença da massa do elétron

quando comparada com os demais léptons, uma vez que simetrias, normalmente,

próıbem ou permitem acoplamentos de um certo tipo, porém, não alteram substan-

cialmente o valor da massa. Por este motivo, não encontramos trabalhos que explo-

rem este tipo de massa.

O tipo (d) de relação de massa pode ocorrer, uma vez que a lagrangeana teria

que ser renormalizável, supostamente. Então só, os termos quadráticos, cúbicos e

quárticos dos acoplamentos de escalares são permitidos. É posśıvel que os valores

esperados do vácuo de ordem zero, obtidos por meio da maximização de lagrangeana,

serem qualitativamente diferente dos valores esperados do vácuos verdadeiros obtidos

por meio da minimização do potencial clássico. Um simples exemplo deste fenômeno

é dado em [42]. Consideremos uma teoria de gauge baseada no grupo de simetria

U(1) com quatro escalares complexos, φ1, φ2, φ3 e φ8, que se transformam do seguinte

modo: φn → einθφn, sendo θ a carga do grupo de simetria U(1) em questão. É fácil

escrevermos uma lagrangeana invariante sobre este grupo de simetria que maximiza

em φ1 = φ2 = φ8 = 0, com φ3 6= 0, para todos os parâmetros. Mas isto é posśıvel

somente por que a renormalização próıbe o acoplamento φ4
2φ

∗
8. Tais termos serão

induzidos no potencial clássico por efeitos de ordem superior e possibilitarão um

valor esperado do vácuo para o campo φ8. Então a leveza desta massa pode ser um

exemplo do tipo (c) das relações de massa.

Vimos que podemos ter vários tipos de relações de massa de ordem zero que

podem ou não explicar a leveza dos neutrinos em relação aos seus respectivos léptons

carregados. O tipo (a) seria o mais comum e uma primeira tentativa, mas ele

não é capaz de explicar a diferença de massa do elétron em relação aos demais

férmions, portanto, não pode ser capaz de explicar a diferença entre as escalas de

massa dos neutrinos e dos férmions, uma vez que ela é proveniente de uma simetria

não quebrada mesmo a ordens maiores, o que impede que a escala de energia seja

aumentada. Deste modo, este tipo não explica diferenças nas escalas de massa. Note-

se que, deste modo, podemos gerar massa para os neutrinos por meio de correções

radiativas, isto é, os neutrinos em ńıvel de árvore não possuem massa, mas podem
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adquiri-la em ńıvel de um ou mais loops. Uma vantagem destes modelos está no fato

das massas dos neutrinos, uma vez geradas por correções radiativas, serem sempre

pequenas, como esperado.

Podemos, ainda, considerar que uma part́ıcula não possui massa devido a al-

guma simetria. Esta simetria pode manter os férmions sem massa por todas as

seguintes ordens. Existem vários modelos que requerem a existência de part́ıculas e

interações exóticas que podem gerar massas radiativas, tanto para os quarks, quanto

para léptons. Existem, pelo menos seis tipos de modelos nesses moldes, sendo três

deles de correções de um loop e três deles de correções de dois loops, na sequência

apresentaremos somente quatro tipos desses modelos, dos quais dois serão utilizados

na seqüência para gerarmos massa de Majorana para os neutrinos ativos.

Mecanismo (1): É caracterizado por troca de escalares em um loop com três

inserções de massas na linha interna de férmions, como mostra a figura (4.1). Neste

mecanismos é necessário apenas um singleto escalar. Por este método é posśıvel

gerarmos massas de Majorana para os neutrinos.

Figura 4.1: Troca de escalares em um loop que gera massa de férmions. A linha

interna de férmions tem uma inserção de massa.

Mecanismo (2): Este mecanismo é caracterizado por um valor esperado do vácuo

induzido de modo radioativo por um loop de férmions, (figura (4.2)) com a inserção

de cinco massas. Os férmions acoplam com o dubleto escalar de Higgs, mas, devido

a uma simetria discreta presente no potencial escalar do modelo, o valor esperado do

vácuo para o dubleto é zero. O potencial efetivo de um loop, que inclui a contribuição

fermiônica, quebra esta simetria discreta, gerando um VEV para o dubleto de Higgs

e como consequência, massa para os férmions. Este mecanismo pode gerar massa

de Dirac para os neutrinos.

Mecanismo (3): Este é um mecanismo caracterizado pela troca de dois bósons
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Figura 4.2: Troca de um escalar em um loop com três massa inceridas em um linha

interna de férmions.

WZ , como mostrado na figura (4.3). Este método é aplicado somente para neutrinos

de Majorana. Na versão mı́nima deste modelo, acrescenta-se somente um singleto

NR e os ν se misturam com NR em uma matriz de ordem 2 do tipo see-saw.

Figura 4.3: Diagrama de massa finita para férmions induzida por um valor esperado

do vácuo de um campo escalar.

Mecanismo (4): Este mecanismo é uma extensão do anterior, sendo caracterizado

por trocas de WZ e WR, que se misturam somente em ńıvel de um loop, como

mostrado na figura (4.4). Este mecanismo pode ser aplicado para neutrinos de

Dirac.

Os comentários acima estão baseados no artigo da referência [42]. Os modelos
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Figura 4.4: Troca de escalar em dois loops para massa de Majorana para neutrinos.

para massa radioativa para os neutrinos e também para quarks e léptons podem

ser encontrados nas referências da citadas em referência [42]. Os dois mecanismos

de correção radiativas a que daremos importância no presente trabalho são (I) o

mecanismo de Zee [41], que gera massa para neutrinos de Majorana a partir de

correções radiativas de um loop, sendo necessário acrescentarmos ao conteúdo de

matéria do MP dois dubletos escalares e um singleto escalar carregado, o que re-

mete este modelo ao mecanismo 1, e (II) O mecanismo de Babu [43, 44], que gera

massa para neutrinos de Majorana por meio de correções radiativas de dois loops,

introduzindo ao conteúdo de matéria do MP apenas dois escalares, um carregado

e outro duplamente carregado, o que nos remete o mecanismo 4, como veremos a

seguir.

4.3.1 Modelo de Massa de Zee

A modificação feita ao conteúdo de matéria do MP é agora devida a introdução de

um escalar carregado h+ singleto de SU(2), cujos números quânticos permitem os

acoplamentos com os dubletos de léptons por meio do seguinte termo:

Lyukawa = fαβL
′

αiLCL
′

βjLh
+εij + h.c., (4.32)

nas quais α e β correspondem aos ı́ndices de famı́lia, i e j são ı́ndices de SU(2), e,

como visto anteriormente, εij é o tensor anti-simétrico, e C é a matriz de conjugação

de carga, note-se, ainda, e que o escalar carregado h+ possui número leptônico -

2. E as constantes de acoplamento fαβ devem ser antisimétricas para respeitar

a estat́ıstica de Fermi e Dirac‡. O ponto interessante que deve ser notado é que

‡A estatstica de Fermi-Dirac é uma estat́ıstica quântica que rege as part́ıculas de spin semi-
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devemos acoplar os léptons de uma famı́lia, com os das outras. Ou seja, teremos os

seguintes acoplamentos de Yukawa:

Lyukawa = 2[feµ(ν
′

eCµ
′−ν ′

µCe
′
)+fµτ (ν

′

µCτ
′−ν ′

τCµ
′
)+fτe(ν

′

τCe
′−ν ′

eCτ
′
)]h+. (4.33)

Para que a invariância de gauge eletromagnético seja preservada, o escalar h+

não deve adquirir valor esperado no vácuo. Para tanto, devemos garantir que o

potencial escalar do modelo tenha um termo de massa de forma m2
hh

†h. Com isso,

a relação MW = MZcosθW do MP não sofrerá alteração em ńıvel de árvore.

Como vimos anteriormente, ao estudarmos o mecanismo (1) de correções radia-

tivas, faz-se necassária a introdução de mais um dubleto de Higgs ao conteúdo de

matéria do MPE, Deste modo, teremos que os acoplamentos entre os férmions e

os dubletos de Higgs conservam sabor, o que é feito simplesmente invocando uma

simetria discreta que permite somente que um dubleto de Higgs se acople com os

léptons. Deste modo, temos:

Lmassa =
∑

a

maL
′i
aLl

′

aRφ
i
1 + h.c.. (4.34)

Para podermos gerar massa para os neutrinos usamos, também, o segundo escalar

de Higgs do modelo, e, neste caso, o acoplamento cúbico a seguir é permitido:

M12εijφ
i
1φ

j
2h. (4.35)

M12 tem dimensão de massa e é anti-simétrico. Este acoplamento somado ao

acoplamento da Eq. (4.36), além de violar L, o escalar φi
1 acopla léptons de mão

direita aos de mão esquerda do modo usual do MP.

Os processos gerados são do seguinte tipo:

νµe
− → νµe

− ; νµe
− → ντe

− ; νµe
− → νµµ

−. (4.36)

Das interações acima, podemos obter massa de majorana para os elétrons, porém,

na ordem de um loop, finitos e, portanto, calculáveis. Os termos de massa de

Majorana são os seguintes:

inteiro, os férmions, estes não podem ocupar o mesmo estado quântico, deste modo fαβ sendo
anti-simétrico evita que ocorra dois férmions no mesmo estado quântico.
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ML = mνανβ
(ν

′c
α ν

′

β). (4.37)

Na ordem mais baixa dos cálculos, os elementos da matriz de massa são da

seguinte forma:

ML ∝ fαβ(m2
β −m2

α), (4.38)

e a matriz de massa é definida pela seguinte equação:

ML =

 0 meµ meτ

mµe 0 mµτ

mτe mτµ 0

 , (4.39)

nas quais a base da matriz é N
′
= col(νe, νµ, ντ ), e temos mais um exemplo de

uma matriz do tipo ML da Eq.(2.15).

Portanto, neste modelo, obtemos massa para os neutrinos por meio da introdução

de um escalar carregado h, que não interage com os quarks e de um novo dubleto

escalar φ2 que interage com os quarks, gerando processos exóticos ao MP, tais como,

entre outros,

νµe
− → ūd ; νµu→ e+d. (4.40)

Outra conseqüência importante é a violação do número leptônico por duas uni-

dades, o que possibilita o duplo decaimento β. É posśıvel neste modelo, ainda,

explicarmos a leveza da massa dos neutrinos.

4.3.2 Mecanismo de Babu

Neste modelo, extendemos o conteúdo matéria do MP acrescentando apenas dois

singletos escalares, um carregado (h+) e outro duplamente carregado (k++). Com

isso, evitamos introduzir o segundo dubleto de Higgs utilizado no caso do modelo

de Zee. As interações dos escalares com os férmions são da seguinte forma:

Lyukawa = fαβ(L
′i
αL′CL

′j

βL′ )εijh
+ + hαβ(l

′

αRCl
′

βR)k++ + h.c.. (4.41)
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Nesse caso, (αβ) e (ij) são os ı́ndices de geração e de SU(2), respectivamente.

Novamente, C corresponde a matriz de conjugação de carga, e que o escalares carre-

gados h+ e k++ possuem número leptônico -2. O acoplamento fαβ é anti-simétrico

em virtude da estat́ıstica de Fermi εij, e por sua vez, hab é simétrico. Consideramos

que os escalares não interagem com os quarks. Expandindo a equação, temos:

Lyukawa = 2[feµ(ν ′c
e µ

′

L − ν ′c
µ e

′

L) + feτ (ν
′c
e τ

′

L − ν ′c
τ e

′

L) + fµτ (ν
′c
µ τ

′

L − ν ′c
τ µ

′

L)]h+ (4.42)

+(hee
¯e′ce

′
R + hµµ

¯µ′cµ
′
R + hττ

¯τ ′cτ
′
R)k++,

Ly = 2(heµe
′cµ

′

L + heτ (e
′cτ

′

L + hµτ (µ
′cτ

′

L))k++ + h.c.. (4.43)

Assumimos por simplicidade que tanto fαβ quanto hαβ são reais.

O potencial de Higgs que descreve as auto-interações entre os escalares h e k com

o dubleto de Higgs é dado por:

V = µ2
1φ

†φ+µ2
2h

+h− +µ2
3k

++k−− +λ1(φ
†φ)2 +λ2(h

+h−)2 +λ3(k
++k−−)2+ (4.44)

λ4(φ
†φ)(h+h−) + λ5(φ

†φ)(k++k−−) + λ6(h
+h−)(k++k−−) (4.45)

+µ(h+h+k−− + h−h−k++). (4.46)

O último termo do potencial viola o número leptônico por duas unidades§, e é o

responsável por gerar massa para os neutrinos em ńıvel de dois loops, por meio do

diagrama da figura (4.4). Neste diagrama, não existem infinitos, o que implica que

as massas dos neutrinos são calculáveis. Deste modo, o termo de massa de Majorana

induzido tem a seguinte forma:

LM = −1

2
χ̄MLχ, (4.47)

em que temos:

χa = ν
′

αL + (ν
′

αL)c. (4.48)

§É fácil de notar isso caso note-se que L(h+) = −2 e L(k++) = −2, o que nos deixa com
L(h−) = 2 e L(k−−) = 2, são as anti-part́ıculas de h+ e k++, deset modo temos que os termos
h+h+k−− e h−h−k++ violam o número leptônico total por duas unidades.
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A matriz de massa ML é dada por:

(ML)αβ = 8µfαch̃cdmcmdIcdf
†
dβ, (4.49)

em que mc, md são as massas dos férmions carregados, h̃ab = ηhab sendo η = 1

para a = b e η = 2 para a 6= b, e por fim Icd é dada por:

Icd =

∫
d4K

(2π)4

∫
d4q

(2π)4

1

(K2 +m2
c)

1

(K2 +m2
h)

1

(q2 +m2
d)

1

(q2 +m2
h)

1

(K − q)2 +m2
k

(4.50)

ao considerarmos que K2, q2 << m2
k teremos:

(ML)αβ =
fαch̃cd

32

mcmd

m2
k

f †dβ

[
ln
m2

h +m2
k

m2
h

]2

µ. (4.51)

Desconsiderando a massa do elétron, uma vez que ela é muito menor que a massa

do muon e do tau, temos que a forma da matriz de massa é:

ML = JB

 ABf 2
eτ +Bf 2

eµ
A
B
feτfµτ

−A
B
feτfeµ

A
B
feτfµτ

A
B
f 2

µτ 0

−feµfµτ 0 f 2
µτ

 . (4.52)

Nesta matriz, temos que A = hττm
2
τ , B = hµµm

2
µ e J = µ

32π4

[
ln(

m2
h+m2

k

m2
h

)
]2

1
m2

k
.

Este, sem dúvida, é um modelo econômico de massa de Majorana para os neutri-

nos. O importante neste cálculo, é que as massas podem ser calculadas e por serem

provenientes de correções rediativas elas são naturalmente pequenas. Os escalares

carregados não acarretam outras alterações ao longo do MPE.

38



Caṕıtulo 5

Matrizes de Massa: 3+1 ou 3+2

com ML 6= 0

Neste caṕıtulo, vamos estudar as posśıveis misturas que podemos realizar entre os

modelos de massa para os neutrinos ativos obtidos ao longo do caṕıtulo anterior e

os modelos 3+1 e 3+2. Com isso, iremos gerar matrizes de massa gerais, Eq. (2.15),

para os neutrinos, na tentativa de obtermos pelo menos a quantidade de parâmetros

que fitem os dados experimentais, incluindo o LSND e ao mesmo tempo possa ser

implementado o mecanismo see-saw.

No decorrer do caṕıtulo, mostraremos como podemos construir diversas matrizes

de massa para os neutrinos, que, estruturalmente, são muito semelhantes, porém,

todas provenientes de diferentes considerações f́ısicas.

5.1 Composições para o modelo 3+1

Vamos apresentar as lagrangeanas, e as matrizes de massa, de modelos com um

neutrino estéril e os diferentes termos de massa para os neutrinos ativos que geram

ML.

5.1.1 ML por meio do Tripleto Escalar

Unindo os dois modelos podemos, obter a seguinte lagrangeana de massa para os

neutrinos:
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Lν
M =

∑
α

aαν
′
αLN

′

R −
1

2
MRN

′
RN

c′

R +
∑
α,β

fα,β
vT√

2
ν ′

αν
′c
α + h.c.. (5.1)

em que, aα = Gαv
√

2
. Definindo: vT√

2
=< H0 > e N

′
= col

(
ν

′
eL, ν

′
µL, ν

′
τL, (N

′
R)c
)
,

considerando que ν
′
αLN

′
R = (N

′
R)c(ν

′
αL)c a forma matricial para a lagrangeana é

então:

−LM
ν =

1

2
N ′M νN

′c + h.c.. (5.2)

Como dito anteriormente, por meio dos dados experimentais é, posśıvel figura

(4.4) um limite superior para a relação vT

v
como sendo 0,022 [30]. Isto implica que

vT é da ordem de 250 GeV.

A matriz de massa deste modelo tem a seguinte forma:

M ν =
v√
2


fee

vT

v
feµ

vT

v
feτ

vT

v

√
2

v
ae

fµe
vT

v
fµµ

vT

v
fµτ

vT

v

√
2

v
aµ

fτe
vT

v
fτµ

vT

v
fττ

vT

v

√
2

v
aτ

√
2

v
ae

√
2

v
aµ

√
2

v
aτ

√
2

v
M

 . (5.3)

Notemos que a razão vT

v
é muito pequena e, com isso, as contribuições às massas

dos neutrinos é pequena, possibilitando explicar a leveza das massas dos neutrinos

de sabor. A massa de Majorana para o neutrino estéril pode ser considerada em

uma escala de energia muito maior que a de v, digamos na escala de Planck, e com

isso, futuramente, pode-se estudar leptogênesis por meio do decaimento do neutrino

estéril pesado, dentre outras possibilidades do modelo, mas pode ser pequena para

fitar o LSND.

5.1.2 ML por meio do Operador de Dimensão 5

A lagrangeana deste modelo é:

−Lν
M =

∑
α

aαν
′
αLN

′

R −
1

2
MRN

′
RN

c′

R +
∑
α,β

fα,β
v2

2Λ
ναν

′c
α + h.c.. (5.4)

DefinindoN
′
= col

(
ν

′
eL ν

′
µL ν

′
τL (N

′
R)c

)
, considerando que ν

′
αLN

′
R = (N

′
R)c(ν

′
αL)c

a forma matricial para a lagrangeana é então:
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−LM
ν =

1

2
N ′M νN

′c + h.c., (5.5)

sendo a matriz de massa:

M ν =
v√
2


fee

v√
2Λ

feµ
v√
2Λ

feτ
v√
2Λ

√
2

v
ae

fµe
v√
2Λ

fµµ
v√
2Λ

fµτ
v√
2Λ

√
2

v
aµ

fτe
v√
2Λ

fτµ
v√
2Λ

fττ
v√
2Λ

√
2

v
aτ

√
2

v
ae

√
2

v
aµ

√
2

v
aτ

√
2

v
M

N
′c + h.c.. (5.6)

Note-se que o operador de dimensão 5 tem uma dimensão de massa superior à de

v o que, novamente, nos deixa com pequenas contribuições às massas dos neutrinos

ativos. Porém, podemos, ainda, considerar que os neutrinos estéreis possuem massa

M numa escala de energia próxima a Λ ou superior. Em ambos os casos, ainda, é

posśıvel considerarmos que estes neutrinos no Universo primordial decáıram, origi-

nando os léptons conhecidos.

5.1.3 ML por meio do Mecanismo de Zee

Os termos de massa de Zee são obtidos a partir da lagrangeana de Yukawa da Eq.

(4.36) e, após uma série de considerações, estudadas no caṕıtulo anterior, obtemos

a matriz de massa que tem a forma definida na Eq. (4.42). Somando o modelo de

Zee ao modelo 3+1, teremos a lagrangeana de massa na forma matricial dada por:

−LM
ν =

1

2
N ′M νN

′c + h.c.. (5.7)

Definindo N
′
= col

(
ν

′
eL ν

′
µL ν

′
τL (N

′
R)c

)
.

A matriz de massa é:

M ν =
v√
2


0

√
2

v
meµ

√
2

v
meτ

√
2

v
ae

√
2

v
mµe 0

√
2

v
mµτ

√
2

v
aµ

√
2

v
mτe

√
2

v
mτµ 0

√
2

v
aτ

√
2

v
ae

√
2

v
aµ

√
2

v
aτ

√
2

v
M

 . (5.8)

Notemos que as massas dos neutrinos ativos são pequenas, uma vez que são pro-

venientes de correções radioativas. Nesta matriz, temos um escala de massa grande,

dada novamente por M , que pode ser considerada para cálculos de leptogênesis.
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5.1.4 ML por meio do Mecanismo de Babu

A matriz de massa obtida por meio do mecanismo de Babu é proveniente de correções

radiotivas de dois loops como podemos observar na lagrangeana da Eq. (4.44), que

nos fornece a matriz de massa da Eq. (4.55), vamos soma-la a matriz de massa do

modelo 3+1 e, ao figura (4.4) N = col
(
ν

′
eL ν

′
µL ν

′
τL (N

′
R)c

)
, obtemos a forma

matricial para a lagrangeana como sendo:

−LM
ν =

1

2
N ′M νN

′c + h.c.. (5.9)

Sabemos que a matriz de massa é:

M ν = JB
v√
2


√

2
v

(ABf 2
eτ +Bf 2

eµ)
√

2
v

A
B
feτfµτ −

√
2

v
A
B
feτfeµ

1
JB
ae

√
2

v
A
B
feτfµτ

√
2

v
A
B
f 2

µτ 0 1
JB
aµ

√
2

v
feµfµτ 0

√
2

v
f 2

µτ
1

JB
aτ

1
JB
ae 1

JB
aµ 1

JB
aτ

√
2

vJB
M

 (5.10)

Nesta Matriz, temos que A = hττm
2
τ , B = hµµm

2
µ, e J = µ

32π4

[
ln(

m2
h+m2

k

m2
h

)
]2

1
m2

k
.

Notemos que esta matriz não depende somente do valor esperado do vácuo do

escalar de Higgs do MPE, mas depende da massa dos léptons carregados τ e do µ,

como podemos observar nas definições dos termos A e B acima. Como as massas

para os neutrinos ativos são obtidas devido a correções radioativas, elas são peque-

nas. Ainda, contamos nesse ponto, com a escala de massa M >> v e, deste modo,

podemos obter leptogênesis neste modelo.

5.2 Composições para o modelo 3+2

O procedimento realizado nesta seção é exatamente análogo ao realizado na seção

anterior para os modelos 3+1. Portanto, as considerações feitas para as matrizes

de massa, quanto às escalas de massa e quanto à massa leve dos neutrinos ativos,

são idênticas para os modelos 3+2 que seguem. Assim, não iremos comentar cada

matriz de massa novamente, apenas iremos explicitá-las.

Porém, devemos considerar que, neste caso podemos, em prinćıpio, fitar o LSND

e implementar o mecanismo see-saw. Deste modo, este é um caso mais interessante
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que o caso 3+1, que, por sua vez, servirá como uma prévia para desenvolver os

métodos de cálculos, e estudar as limitações.

5.2.1 ML por meio do Tripleto Escalar

Unindo os dois modelos, podemos obter a seguinte lagrangeana de massa para os

neutrinos:

−Lν
M =

∑
α

aαν
′
αLN

′

R −
1

2
N

′
iR(MR)ijN

c′

jR +
∑
α,β

fα,β
vT√

2
ν ′

αν
′c
α + h.c.. (5.11)

Definindo: vT√
2

=< ∆0 > e N = col
(
ν

′
eL ν

′
µL ν

′
τL (N

′
1R)c (N

′
2R)c

)
, a forma

matricial para a lagrangeana é, então:

−LM
ν =

1

2
N ′M νN

′c + h.c. (5.12)

sendo que a matriz de massa para este caso é:

M ν =
v√
2
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√
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 . (5.13)

5.2.2 ML por meio do Operador de Dimensão 5

Sendo a lagrangeana do modelo dada por:

LTotal
M =

∑
α

aαν
′
αLN

′

R −
1

2
N

′
iR(MR)ijN

c′

jR +
∑
α,β

fα,β
v2

2Λ
ναν

′c
α + h.c., (5.14)

Definindo N
′
= col

(
ν

′
eL ν

′
µL ν

′
τL (N

′
1R)c (N

′
2R)c

)
a forma matricial para a

lagrangeana é então:

−LM
ν =

1

2
N ′M νN

′c + h.c.. (5.15)
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em que a matriz de massa tem a seguinte forma:

M ν =
v√
2
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 . (5.16)

5.2.3 ML por meio do mecanismo de Zee

A forma matricial para a lagrangeana é então:

−LM
ν =

1

2
N ′M νN

′c + h.c.. (5.17)

Sendo que:

M ν =
v√
2


0 meµ meτ ae be

mµe 0 mµτ aµ bµ

mτe mτµ 0 aτ bτ

ae aµ aτ
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 . (5.18)

5.2.4 ML por meio do mecanismo de Babu

Definindo N
′

= col
(
ν

′
eL ν

′
µL ν

′
τL (N

′
1R)c (N

′
2R)c

)
a forma matricial para a

lagrangeana é então:

−LM
ν = N ′M νN

′c + h.c.. (5.19)

em que a matriz de massa tem a seguinte forma:

M ν =
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(5.20)
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Nesta matriz, temos que A = hττm
2
τ , B = hµµm

2
µ e J = µ

32π4

[
ln(

m2
h+m2

k

m2
h

)
]2

1
m2

k
.

Conseguimos construir oito matrizes de massa gerais. Ao observamos estas matri-

zes, notamos que todas possuem as mesmas caracteŕısticas, porém, são provenientes

de F́ısica diferente, uma vez que algumas são geradas da combinação da introdução

de neutrinos estéreis e correções radioativas em ńıvel de um loop, ou em ńıvel de

dois loops, ou ainda, adquirem massa por meio do valor esperado do vácuo de um

tripleto escalar introduzido ao conteúdo de matéria do MPE. Cada modelo tem uma

conseqüência diferente às definições do MPE, com o, por exemplo, modificar a massa

dos bósons carregados. Todos os modelos violam, entre outras, as definições citadas

e calculadas no Caṕıtulo 3 deste trabalho.

Em todas as matrizes exemplificadas nos modelos 3+2, é posśıvel usar o me-

canismo see-saw e ainda fitar os dados do LSND, já para os modelos 3+1 não é

posśıvel ajustarmos simultâneamente see-saw e o LSND. Por meio da diagonalização

da matriz de massa, podemos encontrar a matriz de rotação dos neutrinos. A dia-

gonalização das matrizes pode ser feita por meio de suas equações seculares, como

fizemos para os modelos 3+1 e 3+2 com ML = 0.

O método de diagonalização é o mesmo para todas as matrizes e, posśıvelmente,

as matrizes de rotação encontradas serão muito semelhantes, já que, matematica-

mente temos somente dois grupos distintos de matrizes, as de ordem 4, que podem

ser diagonalizadas por uma matriz unitária geral de ordem 4, e as de ordem 5 que,

por sua vez, serão diagonalizadas por uma matriz unitária de ordem 5. Obviamente,

os ângulos e as massas serão parametrizados de modo diferente, pois estes dependem

diretamente dos elementos da matriz de massa de cada modelo.

De fato, é importante percebermos que as matrizes de massa, mesmo tendo uma

estrutura comum, são completamente diferentes, pois implicam diferentes alterações

nas estruturas do modelo. Tais alterações devem sempre ser consideradas na cons-

trução de um novo modelo f́ısico, como fizemos no presente trabalho.

Podemos, ainda, modificar as matrizes de massa por meio da introdução de

simetrias nas lagrengeanas do modelo por meio de simetrias, como feito no Caṕıtulo

6. Deste modo, neste caṕıtulo teremos um vasto leque de opções de modelos que

podem vir a ajustar de modo satisfatório os atuais dados experimentais.
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Caṕıtulo 6

Matrizes de Massa com Simetrias

Discretas ou Cont́ınuas Adicionais

Até este ponto estudamos alterações no conteúdo de matéria do MPE, o que nos

possibilitou uma grande variedade de matrizes de massa para os neutrinos. Porém,

ainda não foram estudados modelos com novas simetrias. Deste modo, nesta seção,

estaremos interessados em modificar a lagrangeana de Yukawa dos modelos estuda-

dos nos caṕıtulos anteriores, com uma simetria discreta. Isso resultará em novas

texturas para as matrizes de massa. A simetria será introduzida na lagrangeana de

modo a não causar alterações nos demais setores do MP.

6.1 Simetria Le − Lµ − Lτ

Vamos introduzir nas lagrangeanas de Yukawa, obtidas nos modelos estudados an-

teriormente, uma simetria que conserve o número leptônico L̄ definido por L̄ =

Le−Lµ−Lτ . Esta simetria foi primeiro sugerida por Petcov quando estudava neu-

trinos do tipo pseudo-Dirac, suas oscilações e o duplo decaimento β sem neutrinos

[39]. No presente trabalho vamos usa-la para modificar a textura das matrizes de

massa que obtivemos nos caṕıtulos anteriores, bem como vamos justificar as dife-

rentes massas de Majorana para os neutrinos estéreis do Modelo 3+2.

A simetria, L̄, é um tanto quanto simples de ser aplicada ao MP. Em primeiro

lugar, ela é uma simetria que envolve número leptônico, o que implica que ela é

uma simetria automática no setor dos quarks. Por este mesmo motivo, para evi-
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tarmos grandes alterações ao longo do MP, os dubletos e/ou tripletos escalares que

contribuem para todo o modelo devem ter L̄ = 0, uma vez que eles irão acoplar-se

com os quarks, sabemos que alguns escalares já possuem um número leptônico total

diferente de zero, e para este caso, devemos considerar este número ao introduzir a

simetria. Isso restringe os campos que tem liberdade de escolha para L̄. Em vista

disso teremos a liberdade de atribuir os números quânticos, L̄, somente aos neutrinos

de mão direita.

Cabe ressaltar que os dubletos do MPE deverão ter os números quanticos L̄

dados por:

L̄(νe, e) = 1, L̄(νµ, µ) = −1, L̄(ντ , τ) = −1 (6.1)

Portanto, ao longo deste caṕıtulo, modificaremos as lagrangeanas de interação

obtidas nos caṕıtulos anteriores (três, quatro e cinco) ao considerarmos a conservação

da simetria L̄, teremos, ainda, liberdade de atribuir o número quântico L̄ para os

neutrinos estéreis introduzidos aos modelos.

Neste caṕıtulo tentaremos estabelecer a mesma linha de apresentação que a dis-

sertação segue, ou seja, iremos introduzir a simetria no modelo 3+1, posteriormente

no modelo 3+2, por fim iremos atribuir a simetria aos modelos que geram massa

de Majorana para os neutrinos ativos e posteriormente iremos mesclar os modelos e

apresentar as matrizes de massa.

6.2 Modelo 3+1 com simetria L̄

Como já vimos, no Caṕıtulo três, neste modelo, é acrescentado, ao modelo, somente

um neutrino de mão direita, singleto de SU(2). Temos, assim, a liberdade de escolher

sua carga L̄. As duas escolhas posśıveis, L̄(NR) = ±1 apresentam texturas diferentes

das matrizes de massa.

Vamos supor L̄(NR) = 1, e que a lagrangeana não viola esta simetria, ou seja,

as interações tem ∆L̄ = 0. Seguindo estas considerações, teremos a seguinte lagran-

geana de interação:

LM
ν =

∑
α=µ,τ

Gαv√
2
ν ‘

αLN
‘
R. (6.2)
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Note que a diferença entre esta lagrangeana e a lagrangeana na Eq. (3.5) esta

na ausência do termo de massa de Majorana para o neutrino estéril e do termo de

interação do neutrino estéril com o neutrino do elétron.

Isso deixa a matriz de massa da seguinte forma:

M ν =


0 0 0 0

0 0 0 aµ

0 0 0 aτ

0 aµ aτ 0

 . (6.3)

Podemos, ainda, considerar que o neutrino estéril tenha carga L̄(NR) = −1 e que,

novamente, esta simetria seja conservada. Seguindo o racioćınio anterior, teremos a

seguinte lagrangeana de massa para os neutrinos.

LM
ν =

∑
α=e

Gαv√
2
ν ‘

αLN
‘
R (6.4)

O que nos deixa com uma matriz de massa da seguinte forma:

M ν =


0 0 0 ae

0 0 0 0

0 0 0 0

ae 0 0 0

 . (6.5)

Em primeiro lugar, devemos recordar que esta simetria é valida para toda a la-

grangeana do setor leptônico. Portanto, as lagrangeanas de massa foram obtidas

após a quebra espontânea de simetria. Porém a conservação da simetria L̄ é intro-

duzida ao escrevermos os acoplementos de Yukawa, antes da quebra espontânea da

simetria SU(2) × U(1).

Analisando as matrizes de massa obtidas, notamos que são menos interessantes

do que a matriz original, sem simetria, obtida anteriormente, uma vez que, com a

conservação da simetria, diminúımos a quantidade de parâmetros livres. Os únicos

dois neutrinos massivos do modelo são degenerados, o que implica que teremos

somente uma diferença de massa e não mais duas diferenças.

K. S. Babu e R. N. Mohapatra propuseram um modelo com o conteúdo de

matéria do modelo 3+1 e com uma simetria do tipo L̄ [45], só que, nesse caso,

considerando o número leptônico do neutrino estéril, isto é, L̄1 é definido como
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L̄1 = Le + Lµ − Lτ − LN . Os autores quebram a simetria gerando um termo de

massa para o neutrino estéril. Deste modo, afirmam que conseguem obter os ângulos

de mistura dos neutrinos solares e dos atmosféricos. A matriz de massa desse modelo

é obtida do mesmo modo que no modelo 3+1 sem simetria, exposto no caṕıtulo três,

considerando que, neste modelo a carga L̄1 de νµ é L̄1 = 1. A lagrangeana de Yukawa

para os neutrinos tem a seguinte forma:

Lyukawa = GαβLαLφνβR + h.c.. (6.6)

em que α corre entre os sabores das famı́lias e β corresponde ao neutrino do tau e

o estéril. Após a quebra espontânea de simetria teremos a seguinte lagrangeana de

massa:

Lν
M = GαβναLφνβR +N

′c
RMNR (6.7)

o segundo termo desta equação quebra a simetria, esta quebra será considerada

pequena, uma vez que consideraremos M como sendo a menor entrada da matriz de

massa. Em forma matricial teremos:

M ν =


0 0 aeτ aeNR

0 0 aµτ aµNR

aeτ aeNR
0 0

aµτ aµNR
0 M

 (6.8)

Este modelo, contendo a simetria L̄1 e o neutrino estéril, segundo os autores, se

ajusta a todos os dados experimentais, incluindo os do LSND.

É interessante prestarmos atenção que, com uma pequena alteração na simetria,

foi posśıvel obter uma matriz de massa mais interessante que as anteriores. No

entanto, ainda fez-se necessária a quebra da simetria, por meio do termo de massa

de Majorana, para podermos obter um bom ajuste aos dados experimentais.

6.3 Modelo 3+2 com simetria L̄

Seguindo a estrutura deste trabalho, acrescentaremos a simetria L̄ ao modelo com

dois neutrinos estéreis. Sabemos que as cargas dos neutrinos estéreis ainda estão

livres e que podem ser ajustadas de modo conveniente ao modelo.
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Vamos considerar, de ińıcio, que os dois neutrinos possuem carga L̄ = 1 e que

a simetria deve ser conservada pela lagrangeana. Deste modo, obtemos a seguinte

matriz de massa:

M ν =


0 0 0 0 0

0 0 0 aµ bµ

0 0 0 aτ bτ

0 aµ aτ 0 0

0 bµ bτ 0 0

 . (6.9)

Caso os dois neutrinos tenham carga L̄ = −1 e a simetria seja conservada,

teremos a seguinte matriz de massa:

M ν =


0 0 0 ae be

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

ae 0 0 0 0

be 0 0 0 0

 . (6.10)

Notemos que, neste caso, novamente, não obtemos uma matriz de massa inte-

ressante com a introdução da simetria e sua conservação, uma vez que as matrizes

resultantes possuem menos parâmetros que a anterior, sem simetria.

Temos, ainda, a liberdade de não escolher a mesma carga para os dois neutrinos

estéreis. Vamos supor que o N1R tenha carga L̄ = 1 e que o N2R tenha carga L̄ = −1,

ainda consideramos que a simetria deve ser conservada. A matriz de massa terá a

seguinte forma:

M ν =


0 0 0 0 be

0 0 0 aµ 0

0 0 0 aτ 0

0 aµ aτ 0 M12

be 0 0 M21 0

 . (6.11)

Esta matriz tem uma textura bem mais interessante que as anteriores uma vez

que ela apresenta termos de massa de Majorana. Invertendo as cargas dos neutrinos

estéreis, a textura da matriz, será praticamente a mesma, com as duas ultimas

colunas e as duas ultimas linhas ivertidas. Notemos, ainda, que as texturas das

50



matrizes das Eqs. (3.19) e (3.20) podem ser explicadas por meio desta simetria,

como fizemos referência ao citarmos as diferentes matrizes de massa de Majorana

que podemos considerar, cabe ressaltar que, para que a forma exata das matrizes seja

obtida devemos considerar a simetria somente para o setor de massa de Majorana

da lagrangeana de interação.

Um modelo muito semelhante a este foi estudado por L. Lavoura e W. Grimus.

Na referência [48], os autores fazem uma extensão do conteúdo de matéria do MPE,

adicionando dois neutrinos de mão direita estéreis, a simetria L̄ que é quebrada de

modo softly por meio das massa de Majorana dos neutrinos estéreis, e utiliza-se

ainda do mecanismo see-saw para gerar massa para os neutrinos usuais do MPE.

A lagrangeana de Yukawa para este modelo é dada por:

LY = aeL
′
eLφ̃N

′

1R +
∑

α=µ,τ

bαL
′
αLφ̃N

′

2R +
∑

l=e,µ,τ

mlL
′
lLφl

′

R + h.c.. (6.12)

Os termos de massa de Majorana que não violam a simetria L̄ são dados por:

LM = −N ′

1R
TMRCN

′
2R

T
+ h.c.. (6.13)

Nas quais MR é a escala de massa grande do modelo que gera o mecanismo

see-saw, C é a matriz conjugação de carga.

Introduzimos agora o termo de massa de Majorana que quebra de modo softly

a simetria L̄ por um termo que tenha ∆L̄ = |2|, isto é:

LMsoftly =
−1

2
(RN

′
1RCN

′
1R

T
+ SN

′
2RCN

′
2R

T
) + h.c.. (6.14)

Os termos R e S possuem dimensão de massa, mas são definidos de como sendo

muito menores que MR, mas não necessariamente menores que a escala eletrofraca

v. A menos dos termos proibidos pela simetria, esta lagrangeana é analoga a lagran-

geana do modelo com dois neutrinos na Eq. (3.20), que, escrita em forma matricial,

tem a mesma base N e nos fornece a seguinte matriz de massa

M ν =


0 0 0 ae 0

0 0 0 0 bµ

0 0 0 0 bτ

ae 0 0 R MR

0 bµ bτ MR S

 . (6.15)
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No artigo [48] esta matriz de massa foi diagonalizada de modo usual, isto é,

determinando seus autovalores e autovetores por meio da equação secular da matriz.

Os cáculos feitos para o modelo com dois neutrinos estéreis que encontra-se no

Caṕıtulo dois são bastante detalhados e como a matriz obtida, na equação acima

é muito semelhante qualquer dúvida em seus cálculos basta utilizar os resultados

do Caṕıtulo dois, zerando os elementos que não encontram-se nesta matriz, isto

é, considere aµ, aτ e be iguais a zero. É necessário ainda acrescentar as massas

de Majorana, o que torna a equação para os autovalores um tanto quanto mais

complicada, no entanto o procedimento é exatamente o mesmo.

Com esta matriz, obtemos novamente um neutrino não massivo e quatro neu-

trinos massivos degenerados dois a dois, sendo posśıvel ajustarmos os dados experi-

mentais de oscilações solares e atmosféricas, mas excluindo o LSND. Apesar deste

modelo ter sido um modelo mais realista do ponto de vista experimental, ele ainda

não é capaz de ajustar todos os dados, mas de qualquer modo é interessante es-

tudá-lo para termos uma idéia de como podemos modelar a matriz de massa dos

neutrinos por meio de simetrias, em busca de um ajuste satisfatório para os dados

experimentais.

6.4 O Tripleto Escalar com Simetria

Sabemos do caṕıtulo quatro que o tripleto escalar introduzido no conteúdo de

matéria do MPE interage somente com os léptons, e possui número leptônico igual

a -2. Deste modo, podemos atribuir duas posśıveis cargas L̄, sendo elas ±2, e

atribúımos os sinais se considerarmos as seguintes simetrias L̄ = Le−Lµ−Lτ −LH ,

teremos que a carga L̄ do tripleto será 2, caso consideremos a simetria como sendo

L̄ = Le − Lµ − Lτ + LH , teremos que a carga do tripleto será L̄ = −2.

A matriz de massa de ordem três originada da interação com o tripleto não

envolve os neutrinos estéreis, ela é constrúıda a partir da interação dos neutrinos

esquerdos, autoestados de sabor, com eles mesmos.

Vamos introduzir a simetria na lagrangeana de Yukawa para o tripleto escalar,

considerando, primeiro que L̄(H) = 2, e que a simetria seja conservada. teremos

portanto a seguinte lagrangeana de massa para os elétrons:

Lν
M = fαβ

√
2 ν

′c
αLν

′

βLvT (6.16)
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Aqui os termos permitidos não podem interagir com o neutrino do elétron, isto

é, os termos feα são nulos. Deste modo temos que:

ML =
f∆αβ√

2
vT =

vT√
2

 0 0 0

0 fµµ fµτ

0 fτµ fττ

 . (6.17)

Podemos, ainda, considerar que L̄(H) = −2 e que a simetria é conservada.

Temos a seguinte lagrangeana:

Lν
M = fee

√
2 ν

′c
eLν

′

eLvT (6.18)

A matriz de massa neste caso é simples somente a primeira entrada é igual a fee

e os demais elementos da matriz são nulos.

Uma vez sabendo como serão as lagrangeanas de interação do setor do tripleto

escalar e, portanto, a forma das matrizes de massa ML após acrescentarmos a sime-

tria L̄, violada ou não, podemos obter a matriz de massa para o modelo 3+1 mais

o tripleto escalar.

6.5 Operador de Dimensão 5 com Simetria

Nesta seção, vamos proceder de modo análogo ao anterior, para obter as lagrange-

anas e as matrizes de massa quando mesclamos o modelo 3+1 com o modelo que

contém o operador de dimenssão 5 e consideramos a simetria L̄. Vamos considerar

inicialmente a simetria aplicada somente ao modelo operador de dimenssão 5.

Considerando a simetria L̄ aplicada à lagrangeana de interação que contém o

operador de dimensão cinco teremos as seguintes lagrangeanas de massa para os

neutrinos:

Lν
M =

∑
αβ

fαβ

Λ

(
v√
2

)2

ν
′
αLν

′c
βL. (6.19)

Para conservar a simetria L̄, devemos ter somente os termos nos que relacionam

o neutrino do elétron com os neutrinos do muon e do tau, isto é, os termos feα, com

α = µeτ não são nulos os demais sim, o que nos fornece a seguinte matriz de massa:
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ML =
v2

2

 0 feµ feτ

fµe 0 0

fτe 0 0

 . (6.20)

A base desta matriz é N
′
= col(ν

′
e, ν

′
µ, ν

′
τ ).

Portanto, acrescentar uma simetria a uma lagrangeana de interação é um proce-

dimento um tanto quanto simples, como vimos nas seções anteriores. O importante

ao fazê-lo é considerar as alterações dessa simetria em toda a extensão do modelo

e não apenas na lagrangeana de massa dos neutrinos. Como esta é uma sime-

tria que envolve somente os números leptônicos, ela não altera o setor dos quarks.

Deste modo, neste caso em particular, podemos nos preocupar somente com os aco-

plamentos de Yukawa do setor leptônico. Devemos também preocupar-nos com a

conservação da simetria ao longo do modelo, e se caso faça-se necessário viola-la é

necessário especificar quem a viola e como. Com isso em mente podemos tornar a

nossa análise dos modelos mais rápida, uma vez que dizendo as caracteŕısticas da

simetria a construção da lagrangeana é simples, assim exemplificaremos somente as

matrizes de massa obtidas.

Vamos agora obter as lagrangeanas completas que contenham as lagrangeanas

dos modelos 3+1 e mais as lagrangeanas de massa dos modelos com o tripleto e com

o operador de dimensão 5 e simetria L̄.

6.6 Modelo 3+1 com ML 6= 0 e Simetria L̄

Sendo L̄(NR) = 1 mais Tripleto Escalar

Considerarando que a lagrangeana conserva a simetria L̄, teremos:

LM
ν =

∑
α=µ,τ

Gαv√
2
ν

′
αLN

′

R + fαβ
vt√
2
ν

′c
αLν

′

βL. (6.21)

Para conservarmos a simetria L̄, os termos feα no segundo termo da lagrangeana

são nulos.

Isso nos fornece a seguinte matriz de massa:
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M ν =
v√
2


0 0 0 0

0 vt

v
fµµ

vt

v
fµτ aµ

0 vt

v
fτµ

vt

v
fττ aτ

0 aµ aτ 0

 . (6.22)

Sendo L̄(NR) = −1 mais Tripleto Escalar

Considerarando que a simetria L̄ seja conservada, teremos a seguinte lagrangeana:

LM
ν =

∑
α=µ,τ

Gαv√
2
ν

′
αLN

′

R + fαβ
vt√
2
ν

′c
αLν

′

βL. (6.23)

Para conservarmos a simetria L̄, os termos feα no segundo termo da lagrangeana

são nulos.

Isso nos fornece a seguinte matriz de massa:

M ν =
v√
2


0 0 0 ae

0 vt

v
fµµ

vt

v
fµτ 0

0 vt

v
fτµ

vt

v
fττ 0

ae 0 0 0

 . (6.24)

Sendo L̄(NR) = 1 mais operador de dimenssão 5

LM
ν =

∑
α=µ,τ

Gαv√
2
ν

′
αLN

′

R +
∑
αβ

fαβ

Λ

(
v√
2

)2

ν
′
αLν

′c
βL. (6.25)

Para conservar a simetria L̄, devemos ter somente os termos feα com α 6= e no

segundo termo da lagrangeana.

A matriz de massa é, portanto:

M ν =
v√
2


0 v√

2
feµ

v√
2
feτ 0

v√
2
fµe 0 0 aµ

v√
2
fτe 0 0 aτ

0 aµ aτ 0

 . (6.26)
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Sendo L̄(NR) = −1 mais operador de dimenssão 5

Teremos a seguinte lagrangeana:

LM
ν =

Gev√
2
ν

′
eLN

′

R +
∑
αβ

fαβ

Λ

(
v√
2

)2

ν
′
αLν

′c
βL. (6.27)

Para conservar a simetria L̄, devemos ter somente os termos feα com α 6= e no

segundo termo da lagrangeana.

A matriz de massa é portanto:

M ν =
v√
2


0

√
2

f
veµ

√
2

f
veτ ae√

2
v
fµe 0 0 0

√
2

v
fτe 0 0 0

ae 0 0 0

 . (6.28)

6.7 Modelo 3+2 com ML 6= 0 e Simetria L̄

ML pelo Tripleto Escalar

Assim como feito para o modelo 3+1, vamos obter todas as matrizes de massa

posśıveis quando consideramos a simetria L̄ e a matriz de massa obtida por meio do

modelo com o tripleto escalar.

Sendo L̄(N1R) = 1 e L̄(N2R) = 1 mais tripleto escalar

LM
ν =

∑
α=µ,τ

Gαv√
2
ν

′
αLN

′

1R +
∑

α=µ,τ

Hαv√
2
ν

′
αLN

′

2R + f∆αβ
vt√
2
ν

′c
αLν

′

βL. (6.29)

Para conservarmos a simetria L̄, os termos feα no segundo termo da lagrangeana

são nulos.

A matriz de massa é portanto:

M ν =
v√
2


0 vt

v
f∆eµ

vt

v
f∆eτ 0 0

vt

v
f∆µe 0 vt

v
f∆µτ aµ bµ

vt

v
f∆τe

vt

v
f∆τµ 0 aτ bτ

0 aµ aτ 0 0

0 bµ bτ 0 0

 . (6.30)
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Sendo L̄(N1R) = 1 e L̄(N2R) = −1 mais tripleto escalar

LM
ν =

Gev√
2
ν

′
eLN

′

1R+
∑

α=µ,τ

Hαv√
2
ν

′
αLN

′

2R+
∑
αβ

fαβ

Λ

(
v√
2

)2

ναLν
c
βL+

1

2
MN1RCN2R

T
+h.c..

(6.31)

A matriz de massa terá a seguinte forma:

M ν =
v√
2


0 vT

v
feµ

vT

v
feτ Ge 0

vT

v
fµe 0 vT

v
fµτ 0 Hµ

vT

v
fτe

vT

v
fτµ 0 0 Hτ

Ge 0 0 0 M

0 Hµ Hτ M 0

 . (6.32)

Sendo L̄(N1R) = −1 e L̄(N2R) = −1 mais tripleto escalar

LM
ν =

aev√
2
ν

′
eLN

′

1R +
bev√

2
ν

′
eLN

′

2R + f∆αβ
vt√
2
ν

′c
αLν

′

βL. (6.33)

Para conservarmos a simetria L̄ devemos ter somente os termos nos quais α = β

no segundo termo da lagrangeana.

A matriz de massa é portanto:

M ν =
v√
2


0 vt

v
f∆eµ

vt

v
f∆eτ Ge He

vt

v
f∆µe 0 vt

v
f∆µτ 0 0

vt

v
f∆τe

vt

v
f∆τµ 0 0 0

Ge 0 0 0 0

He 0 0 0 0

 . (6.34)

Sendo L̄(N1R) = 1 e L̄(N2R) = −1 mais operador de dimenssão

5

LM
ν =

∑
α=µ,τ

Gαv√
2
ν

′
αLN

′

1R +
∑

α=µ,τ

Hαv√
2
ν

′
αLN

′

2R +
∑
αβ

fαβ

Λ

(
v√
2

)2

ν
′
αLν

′c
βL. (6.35)

A matriz de massa terá a seguinte forma:
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M ν =
v√
2


0 v√

2
feµ

v√
2
feτ 0 0

v√
2
fµe 0 v√

2
fµτ Gµ Hµ

v√
2
fτe

v√
2
fτµ 0 Gτ Hτ

0 Gµ Gτ 0 0

0 Hµ Hτ 0 0

 . (6.36)

consideremos a lagrangeana que contém dois neutrinos estéreis, ambos com carga

L̄ = 1 mais a lagrangeana do operador de dimensão 5 que conserva a simetria.

Com as mesmas considerações para a lagrangeana dos neutrinos estéreis da matriz

anterior, temos:

LM
ν =

Gev√
2
ν

′
eLN

′

1R +
Hev√

2
ν

′
eLN

′

2R +
1

2
N

′
iRMRijN

′c
jR +

∑
αβ

fαβ

Λ

(
v√
2

)2

ν
′
αLν

′c
βL. (6.37)

A matriz de massa terá a seguinte forma:

M ν =
v√
2


0 v√

2
feµ

v√
2
feτ Ge He

v√
2
fµe 0 v√

2
fµτ 0 0

v√
2
fτe

v√
2
fτµ 0 0 0

Ge 0 0
√

2
v
MR11

√
2

v
MR12

He 0 0
√

2
v
MR21

√
2

v
MR22

 . (6.38)

Sendo L̄(N1R) = −1 e L̄(N2R) = −1 mais operador de dimenssão

5

LM
ν =

Gev√
2
ν

′
eLN

′

1R +
Hev√

2
ν

′
eLN

′

2R +
∑
αβ

fαβ

Λ

(
v√
2

)2

ν
′
αLν

′c
βL. (6.39)

A matriz de massa terá a seguinte forma:

M ν =
v√
2


0 v√

2
feµ

v√
2
feτ Ge He

v√
2
fµe 0 v√

2
fµτ 0 0

v√
2
fτe

v√
2
fτµ 0 0 0

Ge 0 0 0 0

He 0 0 0 0

 . (6.40)
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consideremos a lagrangeana que contém dois neutrinos estéreis, ambos com carga

L̄ = −1, mais a lagrangeana do operador de dimensão 5 que conserva a simetria.

LM
ν =

∑
α=µ,τ

Gαv√
2
ν

′
αLN

′

1R+
∑

α=µ,τ

Hαv√
2
ν

′
αLN

′

2R+
1

2
N

′
iRMRijN

′c
jR+

∑
αβ

fαβ

Λ

(
v√
2

)2

ν
′
αLν

′c
βL.

(6.41)

A matriz de massa terá a seguinte forma:

M ν =
v√
2


0 v√

2
feµ

v√
2
feτ 0 0

v√
2
fµe 0 v√

2
fµτ Gµ Hµ

v√
2
fτe

v√
2
fτµ 0 Gτ Hτ

0 Gµ Gτ

√
2

v
MR11

√
2

v
MR12

0 Hµ Hτ

√
2

v
MR21

√
2

v
MR22

 . (6.42)

6.8 Modelo 3+2 com Quebra de L̄ de modo Softly

Daremos agora um exemplo interessante que faz uma junção de vários elementos por

nós estudados até o presente caṕıtulo. Estudaremos um modelo com dois neutrinos

estéreis, com a simetria L̄, com correções radioativas, por meio do mecanismo de

Babu, que serve para explicar a leveza dos neutrinos de sabor. Será acrescentado

ao seu conteúdo de matéria mais dois dubletos de Higgs, totalizando três dubletos

no modelo e três singletos escalares, um carregado (f+), um duplamente carregado

(h++) e um sem carga (η). Uma nova simetria discreta será introduzida de modo a

evitar correções radioativas, por meio do mecanismo de Zee, e será denominada de

simetria S [49].

Deste modo teremos as seguintes condições:

1. Todos os dubletos, φk de Higgs possuem carga L̄ = 0.

2. Os neutrinos estéreis possuem carga L̄ = 1 e L̄ = −1, respectivamente, para

N1R e N2R.

3. Para os singletos escalares teremos: f+ tem carga L̄ = 0, h++ tem carga L̄ = 2

e η tem carga L̄ = −2.
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As famı́lias dos léptons usuais como sabemos tem as cargas L̄ como sendo respc-

tivamente para elétron , muon e tau L̄ = 1; -1; -1.

A simetria S introduzida transforma os seguintes constituintes do modelo:

S : lR → ilR, φ2 → −iφ2, φ3 → −φ3, h
++ → −h++, η → −η (6.43)

Os demais permanecem inalterados. A lagrangeana de Yukawa deste modelo é

constrúıda de modo que as interações que geram massa de dirac para os neutrinos

de sabor do MP, por meio dos neutrinos estéreis, violem a simetria L̄ por duas

unidades. Teremos:

Ly =
∑

l=e,µ,τ

ml(νlL, lL)

(
φ+

2

φ0
2

)
lR − δ∗e(νeL, eL)

(
φ0∗

1

−φ−∗1

)
N1R− (6.44)

−δ∗µ(νµL, µL)

(
φ0∗

1

−φ−∗1

)
N2R − δ∗e(ντL, τL)

(
φ0∗

1

−φ−∗1

)
N2R (6.45)

+
∑

l,l′=µ,τ

hll′ l
T
Rc

−1l
′

Rh
++ + f+[fµ(νT

eLc
−1µL − eT

Lc
−1νµL) + fτ (ν

T
eLc

−1τL − eT
Lc

−1ντL)]

(6.46)

Podemos, ainda, escrever massa de Majorana para os neutrinos estéreis dadas

por:

LM = MN1RcN2R + h.c.. (6.47)

Deste modo, podemos obter a matriz de massa dos neutrinos na base usual N.

A lagrangeana na forma matricial é dada por:

LD+M =
1

2
N ′M νN

′c + h.c., (6.48)

o que nos deixa com M ν dada por:

M ν =

(
ML mT

D

mD MR

)
, (6.49)

na qual temos que:
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ML = 03×3, mD =

(
δe 0 0

0 δµ δτ

)
MR =

(
0 M

M 0

)
. (6.50)

Por meio do mecanismo de Babu, teremos que a matriz ML da matriz M ν tem

o elemento Mee 6= 0 o que nos deixa com:

ML =

 Mee 0 0

0 0 0

0 0 0

 (6.51)

Mee =
−2λ < η >0

(16π2)2

∑
l,l′=µ,τ

flhll′fl′mlml′Ill′ . (6.52)

Neste caso, Ill′ é uma integral convergente de dois loops, semelhante à da Eq

4.63.

Este modelo ainda utiliza-se do mecanismo see-saw para obter as massas dos

neutrinos usuais do MP. E esta matriz de massa é de ordem 3 e conserva a simetria

L̄ quando não consideramos o termo de massa gerado pelo mecanismo de Babu.

Caso contrário, ela viola a simetria. O mecanismo de Babu garante a diferença de

massa pequena para a oscilação dos neutrinos solares. A simetria L̄ é importante

para garantirmos que Ue3 = 0. Contudo, a quebra desta simetria, por meio do valor

esperado do vácuo do η, é importante para a oscilação dos neutrinos solares.

Não é posśıvel introduzirmos a simetria L̄ nos modelos de massa de Zee e Babu

uma vez que todos os termos considerados misturam as famı́lias e alguns deles violam

a simetria L̄, no entanto todos os termos são importantes para gerar as massas,

portanto impor uma conservação de simetria L̄ implica em proibir alguns desses

termos nas lagrangeanas, o que torna-se inviável.

Vimos ao longo do presente caṕıtulo que a introdução de uma simetria à lagran-

geana de Yukawa nos permite modificar a textura das matrizes de massa. Existem

inúmeras outras simetrias discretas ou cont́ınuas que podem ser estudadas, aqui

temos um exemplo, e uma desmonstração de como deve-se proceder neste caso.
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Caṕıtulo 7

Conseqüências Fenomenológicas

da Não Unitariedade da Matriz de

Mistura

Até o presente caṕıtulo, estudamos vários modelos que geram massa para os neu-

trinos por meio de modificações ao conteúdo de matéria do MPE, ou por correções

radioativas, ou ainda, quando consideramos que o número leptônico pode ser violado

e constrúımos o termo de massa com o operador de dimensão 5 para os neutrinos

ativos. Todos estes modelos acarretam alterações no MPE, como, por exemplo, a al-

teração das massas dos bósons escalares devido ao VEV do tripleto escalar. Porém,

não estudamos ainda as conseqüências, da introdução das simetrias e das alterações

no conteúdo de matéria do MPE, nas correntes carregada e neutra devido as matri-

zes de mistura que obtivemos ao diagonalizar as matrizes de massa dos modelos 3+1

e 3+2 com ML = 0, com isso podemos analisar as conseqüências fenomenológicas

destes modelos.

Neste caṕıtulo, então, pretendemos fazer um estudo sobre as conseqüências da

não unitariedade da matriz de mistura ao longo das interações neutra e carregada

do setor leptônico. Abordaremos algumas possibilidades de analise da unitariedade

ou não da matriz de mistura. Ao final do caṕıtulo faremos algumas discussões sobre

posśıveis continuações deste trabalho.
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7.1 Matriz de Rotação Unitária

Sabemos que a matriz de rotação do setor leptônico é obtida por meio da diago-

nalização da matriz de massa dos neutrinos, uma vez que, consideramos a matriz

de massa dos léptons carregados como diagonal, em outras palavras, a identificação

imediata da matriz de rotação do setor leptônico com a matriz de diagonalização da

matriz de massa dos neutrinos, só pode ser feita caso os léptons carregados estejam,

já em sua base diagonal.

O método para obtermos a matriz que diagonaliza a matriz de massa, usado ao

longo de todo o trabalho, implica que, por construção, a matriz de rotação é unitária.

É posśıvel, ainda, provar que a matriz obtida é unitária por meio de cáculos, isto é,

basta fazer o produto V †V e obter que ele é igual à matriz identidade.

Uma matriz de rotação unitária não causa efeitos na corrente neutra, uma vez

que V †V = 1. Na corrente carregada, observamos que existe uma violação de sabor

no setor leptônico uma vez que V † aparece sozinho ao escrevermos as lagrangeanas

em termos dos autoestados de massa. Neste caso a matriz V † representa a matriz

VPMNS, novamente, consideramos sempre a matriz de massa dos léptons carregados

como sendo diagonal, e esta é responsável pela interação de να com lβ e com os

ı́ndices correndo por todas as famı́lias (e, µ, τ).

Tudo isso é válido quando o número de neutrinos ativos é o mesmo que o número

de neutrinos massivos. Ao longo do trabalho introduzimos neutrinos estéreis ao

conteúdo de matéria do MPE, com isso temos mais neutrinos massivos do que neu-

trinos ativos o que acarreta em conseqüências às matrizes de mistura e, consequente-

mente, às lagrangeanas de interações de corrente neutra e carregada, como veremos

a seguir.

7.2 Não Unitariedade da Matriz de Mistura

Nos modelos 3+1 e 3+2 com ML = 0 obtivemos as matrizes que diagonalizam as

matrizes de massa, e nesses modelos como vimos estas matrizes são imediatamente

identificadas com a matriz de rotação leptônica. Em ambos os caso as matrizes

obtidas são unitàrias, por construção, no entanto, como as ultimas linhas destas

matrizes correspondem aos neutrinos estéreis não devem ser consideradas o que nos

deixa com uma matriz de rotação retangular que ao introduzirmos nas lagrangeanas
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de interação podemos observar alterações, como por exemplo, uma mistura de sabor

nas correntes neutras, como veremos a seguir.

7.3 Alterações nas Lagrangeanas da Corrente Neu-

tra e da Corrente Carregada Modelo 3+1

Novamente, por simplicidade de cálculos consideraremos o modelo com ML = 0.

Sabemos do caṕıtulo três que a matriz que diagonaliza a matriz M ν , de massa

para os neutrinos, já escrita em termos de senos e cossenos, é dada por:

R = ζ


cβ 0 cαsβ sαsβ

−sβsγ cγ cαcβsγ sαcβsγ

−sβcγ sγ cαcβcγ sαcβcγ

0 0 −sα cα

 (7.1)

em que ζ = diag(1, 1, i, 1).

Uma vez que o quarto neutrino é estéril, sabemos que somente as três primeiras

linhas da matriz é que devem ser utilizadas nas lagrangeanas de interação, isto é,

existem somente três neutrinos ativos, estes ganham massa por meio da mistura de

cinco neutrinos auto-estados de massa, o que nos deixa a matriz de rotação dada

por:

V = ζ

 cβ 0 cαsβ sαsβ

−sβsγ cγ cαcβsγ sαcβsγ

−sβcγ sγ cαcβcγ sαcβcγ

 (7.2)

Assim, a matriz V de rotação não é unitária. Veremos agora as conseqüências

dessa matriz nas correntes neutras e carregadas, que escritas em termo dos autoes-

tados de sabor são dadas por:

Lcc =
g√
2

∑
α=e,µ,τ

ν
′
αLγ

λl
′

αLWλ (7.3)

Lcc =
g√
2

∑
α=e,µ,τ

ν
′
αLγ

λν
′

αLZλ (7.4)
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Desde o ińıcio deste trabalho consideramos que os léptos encontram-se já em uma

base diagonal tanto nos auto-estados de sabor, quanto nos auto-estados de massa,

isto é, l
′
αL = 1liL, com i = 1, 2, 3, com isso não é necessário nos preocuparmos

com suas matrizes de rotação. No entanto para o caso dos neutrinos temos que

ναL = V νiL. Com isso, podemos agora escrever as lagrangeanas em termos dos

autoestados de massa, teremos:

Lcc ≡ g√
2
NV †γλlWλ (7.5)

Lcn =
g√
2
NV †γλV NZλ =

g√
2
NV †V γλNZλ (7.6)

Uma vez que a matriz V não é unitária obtemos que:

V †V =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 c2α cαsα

0 0 −cαsα s2
α

 (7.7)

Note - se que temos agora uma matriz de mistura para as interações com os

léptons carregados, o que viola os números leptônicos de sabor, isto é, viola Le, Lµ e Lτ

separadamente, mas conserva o número leptônico total L = Le + Lµ + Lτ .

7.4 Alterações nas Lagrangeanas da Corrente Neu-

tra e da Corrente Carregada Modelo 3+2

Para o modelo 3+2 com ML = 0 e MR = 0, por simplicidade, sabemos que a matriz

de rotação é dada pela Eq. (3.36):

R2 = Θ


cρ

−sρcγ√
2

−sρcγ√
2

−sρsγ√
2

−sρsγ√
2

sρcβ
cρcγcβ−sβsγ√

2

cρcγcβ−sβsγ√
2

cρsγcβ−sβcγ√
2

cρsγcβ−sβcγ√
2

sρsβ
cρsγcβ−cβsγ√

2

cρsγcβ−cβsγ√
2

cρsγsβ−cβcγ√
2

cρsγsβ−cβcγ√
2

0 sα√
2

−sα√
2

sη√
2

−sη√
2

0 cα√
2

−cα√
2

cη√
2

−cη√
2

 (7.8)

em que Θ = diag(1, 1, i, 1, i) e devemos considerar que α+ η = π
2
.
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Uma vez que os neutrinos de mão direita introduzidos são estéreis usaremos a

matriz de rotação V
′
que é uma matriz não unitária uma vez que será uma matriz

3 × 5, que corresponde às três primeiras linhas da matriz R2. Ou seja:

V
′
=

 cρ
−sρcγ√

2

−sρcγ√
2

−sρsγ√
2

−sρsγ√
2

sρcβ
cρcγcβ−sβsγ√

2

cρcγcβ−sβsγ√
2

cρsγcβ−sβcγ√
2

cρsγcβ−sβcγ√
2

sρsβ
cρsγcβ−cβsγ√

2

cρsγcβ−cβsγ√
2

cρsγsβ−cβcγ√
2

cρsγsβ−cβcγ√
2

 . (7.9)

Com isso podemos analisar as consequências dessa matriz V
′
nas correntes neutra

e carregada.

Sendo a lagrangeana da corrente carregada dada por:

Lcc ≡ g√
2

∑
α=e,µ,τ

ν
′
αLγ

λl
′

αLWλ, (7.10)

em termos dos autoestados de massa a lagrangeana será:

Lcc ≡ g√
2
N ′V

′†γλl
′
Wλ. (7.11)

Temos então uma matriz de mistura para nas interações com os léptons carre-

gados, causando a violação dos números leptônicos de sabor, isto é, Le, Lµ e Lτ não

são mais conservados, pelo menos separadamente.

A lagrangeana da corrente neutra é dada por

Lcn ≡ g√
2

∑
α=e,µ,τ

ν
′
αLγ

λν
′

αLZλ, (7.12)

que em termos dos autoestados de massa fica:

Lcn =
g√
2
N ′V

′†γλV
′
N

′
Zλ =

g√
2
N ′V

′†V
′
γλN

′
Zλ. (7.13)

Por sua vez como a matriz V
′
não é unitária o produto V

′†V
′
implica novamente

em violação dos números leptônicos de sabor uma vez que esta matriz será diferente

da identidade.
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V
′†V

′
=


1 0 0 0 0

0 1
2

1
2

0 0

0 1
2

1
2

0 0

0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 1
2

1
2

 . (7.14)

Apesar dos modelos 3+1 e 3+2 não serem reaĺıstico eles já são capazes de nos

mostrar que é esperado obtermos novas simetrias, pelo menos no setor leptônico.

Essas novas simetrias devem explicar a forma espećıfica da matriz de massa bem

como, as consequências de sua não unitariedade nas lagrangenas de interação, o que

evidência f́ısica nova.

Para as matrizes gerais, com ML 6= 0 e MR 6= 0 as parametrizações já são

conhecidas, portanto, estudadas na literatura. O que devemos sempre ter em mente

desta secção é que todas as matrizes de rotação que iremos obter serão matrizes

retângulares∗ 3 × 4 ou 3 × 5, as diferenças para com as das Eqs. (6.29) e (6.36),

povavelmente, será o número de parâmetros. Mas aqui temos a seguinte conclusão,

ao introduzirmos neutrinos estéreis ao modelos as correntes neutras e carregada não

mais conservarão o número leptônico de sabor uma vez que as matrizes não são

unitárias.

Existem, ainda, outros casos em que a não unitáriedade da matriz de rotação é

consequência das considerações f́ısicas do modelo, como por exemplo modelos com

mecanismo see-saw, como podemos observar a seguir.

Consideremos uma simples extensão ao MPE, a introdução de n neutrinos pesa-

dos de Majorana NRi com i = 1, ... , n. A lagrangeana de Yukawa terá a seguinte

forma:

−LY = L
′
LG

ll
′

Rφ+ L
′
LG

α
νN

′

iRφ̃+
1

2
N

′c
RiMRijN

′

Rj + h.c.. (7.15)

Após a quebra espôntanea de simetria obtemos as massas dos léptons carregados

que, sem perda de generalidade, vamos considerar sua a matriz de massas como

diagonal. A lagrangeana de massa para os neutrinos em forma matricial é dada por:

−Lν
M =

1

2
(ν

′
L, N

′c
R )

(
0 MD

MT
D MR

)(
ν

′c
L

N
′
R

)
+ h.c.. (7.16)

∗Caso continuemos a não utilizar o mecanismo see - saw.
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Como podemos observar, a matriz de massa será:

M =

(
0 MD

MT
D MR

)
, (7.17)

o que nos remete, novamente, à Eq. (3. 9), mas considerando que ML é nula, a

matriz MR é uma matriz de ordem n, com n sendo a quantidade de neutrinos estéreis

introduzidos, e por fim a matriz MD é uma matriz retângular 3 × n. Podemos ou

não considerar a escala MR muito superior a escala eletrofraca, neste caso particular

vamos considerar como sendo superior. Vamos diagonalizar a matriz de massa por

meio de uma transformação unitária, da seguinte forma:(
A B

C D

)†(
0 MD

MT
D MR

)(
A B

C D

)
=

(
Mν 0

0 MR

)
, (7.18)

com A, B, C e D sendo submatrizes 3×n, n×3, de ordem n e de ordem três,

respectivamente; Mν e MR são matrizes diagonais de ordem três e de ordem n,

respectivamente. A Eq. acima nos deixa com:

C†MT
DB

∗ + A†MDD
∗ + C†MRD

∗ = 0, (7.19)

Mν = C†MT
DA

∗ + A†MDC
∗ + C†MRC

∗, (7.20)

MR = D†MT
DB

∗ +B†MDD
∗ +D†MRD

∗. (7.21)

Com estas equações podemos obter C† em função das matrizes de massa, e MD

e MR em função das matrizes A, B e D. Por meio de desenvolvimentos algébricos

simples obtemos que:

AMνA
T = −MDM

−1
R MT

D + ∆A. (7.22)

Notemos que esta é a equação de massa para o mecanismo see-saw.

DMRD
T = MR + ∆D, (7.23)

onde definiu-se:
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∆A = MDM
−1
R MT

DB
∗BT −MDM

−1
R (D†)−1B†MDC

∗AT (7.24)

∆u = MDB
∗DT −MRC

∗CT (7.25)

até este momento, não fizemos nenhuma aproximação para obter as matrizes

de massa diagonais das Eq. (5.15) e (5.16). Mas consideramos que a matriz que

diagonaliza a matriz de massa da Eq. (5.12) é unitária, deste modo as sub-matrizes

A, B, C e D devem seguir que:

A†A+ C†C = AA† +BB† = 1 (7.26)

D†D + C†C = DD† + CC† = 1,

e

A†B + C†D = AC† +BD† = 0 (7.27)

B†A+D†C = CA† +Db† = 0.

Obviamente as matrizes A, B, C e D não são unitárias. Deve ser notado que a

matriz A é a matriz de mistura dos neutrinos de sabor, o que pode ser observado

na lagrangeana de corrente carregada, quando expressa em termos dos autoestados

de massa, ou seja:

sendo  ν
′
e

ν
′
µ

ν
′
τ

 = A

 ν1

ν2

ν3


L

+B

 N1

...

Nn


L

, (7.28)

a lagrangeana de corrente carregada será:

−Lcc =
g√
2

[
l
′
LAγ

µν
′

LW
−
µ + l

′
LAγ

µN
′

LW
−
µ

]
+ h.c.. (7.29)

Portanto, a matriz de mistura que relaciona os léptons carregados com os neu-

trinos é a matriz A. Deste modo podemos concluir que a matriz A corresponde a
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matriz de mistura dos neutrinos. Observamos aqui que a unitariedade de A é vio-

lada naturalmente devido a presença das matrizes B e C. Um limite experimental

preliminar para a matriz B como sendo de O(10−3) [49]. Mas no limite de B → 0 e

C → 0, A torna-se uma matriz unitária.

Vamos estudar agora a escala das massas que estamos considerando. Considera-

mos desde o ińıcio que MR >> v o que implica que a razão MD/MR é muito pequena

o que determina que as matrizes B e C são fortemente suprimidas. Isto nos deixa a

matriz C† como sendo:

C† ≈ −AMDM
−1
R ≈ O(MD/MR), (7.30)

e a matriz de massa de Majorana para os neutrinos será dada por:

Mν = AMνA
T ≈ −MDM

−1
R MD. (7.31)

E esta é a equação já conhecida para o mecanismo see-saw. A leveza da massa

dos neutrinos de sabor é atribúıda a grande escala de massa MR.

Toda esta análise pode ser feita para a matriz de massa geral, Eq. 3.9, ou

seja, não consideraremos mais ML como sendo uma matriz nula, o procedimento de

diagonalização é análogo, a única diferença esta na definição da massa de Majorana

para os neutrinos que terá a seguinte forma:

Mν = AMνA
T ≈ML −MDM

−1
R MD. (7.32)

Portanto, concluimos que a matriz A de mistura dos neutrinos não é unitária

exata em modelos que possuam mecanismo see-saw para gerar massa, porém a vi-

olação da unitariedade é extremamente pequena.

No ińıcio desta secção citamos que as matrizes de rotação são unitárias, por

construção, caso o número de neutrinos ativos seja o mesmo que o número de neu-

trinos massivos, esta regra pode ser utilizada para constatar ou excluir a existência

de neutrinos estéreis, por exemplo, com o uso de correntes neutras.

Sabemos que, quando é considerado um modelo de oscilação com três neutrinos

a soma de todas as probabilidades de oscilação é igual a um. Sabemos também,

da largura de decaimento do Z0 que, caso existam mais de três neutrinos, os de-

mais (excedentes aos três) serão estéreis. Neutrinos estéreis não interagem com a

matéria ordinária, portanto, não podem ser detectados. Sabe-se que, podemos, por
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meio da corrente neutra, medir a probabilidade total de oscilação dos neutrinos,∑
β=e,µ,τ P (να → νβ). Não podemos desconsiderar a probabilidade de oscilação para

os neutrinos estéreis, caso existam. Portanto, a probabilidade de oscilação total que

pode ser detectada é 1− P (να → NR).

Munidos destas informações, é posśıvel estimar limites para o número de neu-

trinos estéreis em experimentos de oscilação de neutrinos de base longa, onde são

produzidos feixes de neutrinos constitúıdos, quase que únicamente, de neutrinos do

múon. Consideramos que o fluxo de neutrinos é conhecido e que o detector não

possui problemas para identificar os neutrinos incidentes. Uma vez que o fluxo de

neutrinos é conhecido, caso não ocorra oscilações o número de eventos a ser de-

tectado é também conhecido tanto para corrente neutra quanto para a carregada.

Deste modo, em um experimento ideal †, as interações de corrente neutra determi-

nam PνNR
e as de corrente carregada determinam Pµµ, uma vez que é conhecido

o fluxo é posśıvel estimar-se o número de eventos esperados, caso ocorra oscilação

para o neutrino estéril, este não será detectado, portanto haverá um déficit de me-

didas, este déficit permite o cálculo de PνNR
e os eventos de corrente carregada,

uma vez que o detector consegue distinguir entre os sabores, determina Pνµνµ . As

várias análises feitas levam em conta a existência ou não de νe e da massa do tau,

que podem interferir no experimento. Com essas considerações uma série de expe-

rimentos conhecidos, como por exemplo, K2K, T2K e experimentos tipo MINOS,

foram simulados na tentativa de estipular um limite superior para a existência de

neutrinos estéreis. As conclusões dos estudos são vagas, mas nos fornecem uma idéia

de como é posśıvel verificar e existência de neutrinos estéreis usando a unitariedade

da matriz leptônica[50].

Uma outra conseqüência da unitariedade da matriz de rotação encontra-se em

um estudado de Smirnov e Zatsepin [51] que diz que os neutrinos do decaimento

do bóson Z0 podem oscilar, uma vez que, neste decaimento, são produzidos estados

coerentes de pares de neutrinos.

Para podermos observar oscilação de neutrinos provenientes do decaimento de

Z0, é necessário que o estado do neutrino produzido seja um estado coerente de

pares de neutrinos de diferentes sabores. E, para que a oscilação seja observada,

os produtos do decaimento do Z0, neutrino e antineutrino, devem ser detectados

simultâneamente. Para tanto faz-se necessária a utilização de dois detectores, um

†Não são considerados erros sistemáticos do detector, nem falha de identificação dos neutrinos.
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deles deve detectar o neutrino em uma distância r e outro o antineutrino a uma

distância r. Devem ser medidos os sabores dos neurtinos por meio de algum processo

de corrente carregada, isto é, ao final, o detector deve registrar o sinal de um lépton

carregado. O número de eventos é proporcional à probabilidade de oscilação de

acordo com a distância do detectores à fonte.

Devemos notar que a oscilação no decaimento do Z0 ocorre devido a duas

condições impostas a unitariedade da matriz de mistura e à coerência do feixe de

neutrinos proveniente do decaimento, e, ainda, note-se que a dificuldade em observar

a oscilação de neutrinos provenientes do decaimento do Z0 é experimental, uma vez

que a interação do neutrino com a matéria é fraca.

Vimos que a não unitariedade da matriz de mistura traz conseqüências impor-

tantes para o modelo e que existem possibilidades experimentais para confirma-la

ou não, podendo, ainda, verificar a existência de neutrinos estéreis. Em modelos

com o mecanismo see - saw, a unitáriedade só é considerada devido a grande escala

de massa introduzida. E, por fim, vimos as conseqüências da não unitariedade das

matrizes de rotação, obtidas nos modelos 3+1 e 3+2, devido aos neutrinos estéreis

nas lagrangeanas de corrente neutra e carregada destes modelos.

7.5 Discussões

Sabemos que devido às evidências experimentais atuais em F́ısica de neutrinos, o

MP deve ser modificado, de modo a acomodar as massas para os neutrinos. Ainda

por meio dos dados experimentais, existem pistas que podem ser seguidas para a

elaboração do modelo, como, por exemplo, as medidas experimentais das diferenças

de massa ao quadrado dos neutrinos atmosféricos e solares, os ângulos de mistura

que devem satisfazer determinadas exigências experimentais, como por exemplo o

θ13 que deve ser muito pequeno. E, posśıvelmente, a informação mais importante

é que são necessárias, pelo menos, três diferenças de massa para podermos ajustar

todos os dados experimentais, incluindo LSND, caso ele seja confirmado.

Ao estudarmos o modelo 3+1 com ML = 0, notamos que a quantidade de

parâmetros livres no modelo era muito inferior a quantidade necessária para ajus-

tar os dados experimentais, uma vez que, nele, existem apenas duas diferenças de

massa e apenas uma massa com liberdade de ajuste. Neste modelo, não existe a

possibilidade de obter fases de Dirac, o que impossibilita uma posśıvel violação de
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CP por meio da oscilação dos neutrinos.

Na tentativa de aumentar o número de parâmetros livres, introduzimos mais um

neutrino estéril ao modelo. Com isso, a prinćıpio, dobramos o número de parâmetros

na matriz de massa e consideramos que não existe massa de Majorana para os neu-

trinos ativos, isto é, ML = 0. Porém, ao diagonalizar a matriz de massa obtivemos

somente duas diferenças de massa, pois, em ńıvel de árvore, existem neutrinos de-

generedos dois a dois e um neutrino não massivo, o que já não é suficiente para

explicar os dados do LSND.

Ainda no modelo 3+2, com ML = 0, a matriz de mistura é muito espećıfica

e com caracteŕısticas muito particulares. Como podemos observar na Eq. 3.35, a

parametrização desta matriz é uma tarefa complexa, o que nos levou a determinar

uma matriz de mistura escrita em termos de senos e cossenos que possua a mesma

peculiaridade, Eq. 3.36. Porém, o número de parâmetros obtidos ainda é inferior

ao necessário para ajustar os dados experimentais.

Munidos destas infomações, conclúımos que estes dois modelos, como encontram-

se, não são suficientes para ajustar todos os dados experimentais, apesar de muitas

referências utilizarem derivações destes modelos na tentativa de explicar leptogênesis

[52,53, 54], ou até mesmo na tentativa de, simplesmente, ajustar os dados experi-

mentais [55]. Após um levantamento dos dados bibliográficos, muitos citados ao

longo do trabalho, notamos que a grande maioria dos artigos considera os modelos

3+1 e 3+2 com ML = 0, o que nos levou a considerar que um modelo mais com-

pleto e geral poderia fornecer o número de parâmetros necessários. Por este motivo,

estudamos maneiras de obtermos as matrizes de massa ML (Caṕıtulo quatro). No

entanto, algumas dessas mudanças geram alterações ao longo de todo o MPE, como

mostramos, também no caṕıtulo quatro.

Uma vez com todas as matrizes de massa de Majorana para os neutrinos ativos,

foi posśıvel obtermos diferentes modelos 3+1 e 3+2, todos eles sendo capazes de

explicar a leveza da massa dos neutrinos em relação à massa dos léptons carregados.

Estes modelos podem, ainda, explicar leptogênesis, uma vez que consideramos os

neutrinos estéreis como sendo pesados o suficiente para decairem em léptons carre-

gados, no Universo primordial.

Algumas referências [56,57,58] estudam diferentes texturas de matrizes de massa

e suas conseqüências fenomenológicas, mas não possuem um modelo espećıfico que

gere esta matriz. Na tentativa de obter uma matriz que siga estas regras, intro-
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duzimos uma simetria discreta ao modelo, a simetria L̄ (caṕıtulo seis). Com esta

simetria podemos justificar, também, a matriz de massa de Majorana para os neu-

trinos estéreis, dos modelos 3+1 e 3+2. A escolha desta simetria baseia-se em sua

simplicidade. não acrescentamos outras simetrias aos modelos nesse trabalho, mas

sabe-se que simetrias como A4
‡, Z13, dentre outras inúmeras simetrias, podem ser

acrescentadas aos modelos, visando modelar a matriz de massa que mais se ajuste

aos dados experimentais.

Existe, ainda, a possibilidade de considerarmos modelos completos que gerem

massa para os neutrinos e que modifiquem todo o MP, como por exemplo o mo-

delo com Áxions [59, 60, 61], ou os modelos 3-3-1. Estes são modelos completos e

complexos que modificam toda a estrutura do MP.

No decorrer do presente trabalho, os resultados do experimento MiniBooNE§,

que iniciou-se em 1997, no Fermlab, foram liberados. Este experimento teve como

objetivo observar oscilações de neutrinos do ντ para νe. Com isso experava-se ob-

servar um execesso de νe no detector, o que confirmaria os dados experimentais do

LSND. No entanto, em 11 de abril de 2007, os primeiros resultados foram divulga-

dos [62], refutando os dados experimentais do LSND. O artigo afirma que não seria

posśıvel explicar as evidências do LSND por meio do modelo de Oscilação de neu-

trinos. Porém foram evidênciados eventos, a baixas energias, que ainda não foram

explicados pelos menbros da colaboração.

Os modelos desenvolvidos no presente trabalho ainda estão em evidência para

explicar os dados experimentais como citado na referência [63].

Portanto, a F́ısica de Neutrinos é uma vasta área para pesquisa, principalmente,

após as evidências experimentais do MiniBooNE. Os dados experimentais precisam

ser ajustados, de modo satisfatório, por um modelo que seja uma extensão do MP.

Mesmo sendo dif́ıcil dizer como deve ser este modelo, sabemos, depois de [63], que os

modelos estudados neste trabalho podem ser um passo inicial para o desenvolvimento

de uma teoria mais completa sobre neutrinos.

‡A simetrias A4 é uma simetria discreta não abeliana, constitúıda por 12 elementos e tem 4
representações irredut́ıveis. 3 de uma dimensão e uma de 3 dimensões

§O experimento consiste de um feixe de ντ são diretamente detectados em um detector de 800
tons contendo óleo mineral e cercado por 1,280 células fotomultiplicadoras
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Apêndice A

Elementos necessários

A representação quadridimensional do Grupo de Lorentz é dada pela escolha da

seguinte álgebra para as matrizes gama:

{γν , γµ} = 2gνµ. (A.1)

Como Base para a álgebra, teremos:

γ0 =

(
0 1

1 0

)
; γµ =

(
o σi

−σi 0

)
e γ5 = iγ1γ2γ3γ0 =

(
o σi

−σi 0

)
. (A.2)

Os fémions, por sua vez, são objetos compostos de quatro componentes, que podem

decompor-se em duas representações irredut́ıveis de duas dimensões, cujos projetores

dos subespaços são dados por:

L ≡ (
1− γ5

2
)e R ≡ (

1 + γ5

2
), (A.3)

que são chamados de projetores de Helicidade.

Definimos, então, os espinores LL = LL e LR = RL, que respectivamente re-

presentam os férmions de mão esquerda e direita. Assim, nesse modelo, um fémion

é representado pelo espinor L = LL + LR. Estes espinores possuem as seguintes

propriedades sobre as simetrias P, C, CP e CPT:

PLP−1 = ηPγ
0L(−−→x , t) (A.4)
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CLC−1 = ηCLC . (A.5)

Sobre CP, teremos:

CPLP−1C−1 = ηPηCγ
0LC(−−→x , t). (A.6)

Sobre CPT:

CPTLT−1P−1C−1 = −ηCPTγ
5L∗(−x). (A.7)

Para os espinores conjugados temos:

LL = (LL)†γ0 = L†L†γ0 = L†Lγ0 = LR. (A.8)

É interessante resaltar que:

LL =
1− γ5

2
L ; (LL)C =

1 + γ5

2
LC = (LC)R (A.9)

LR =
1− γ5

2
L ; (LR)C =

1− γ5

2
LC = (LC)L. (A.10)

Uma vez que, na representação de Pauli teremos C = γ4γ2, para o operador

C passar pelo operador helicidade, devemos usar as regras de anticomutação das

gamas, dada na Eq. 1.1.

Também faz parte do modelo o dubleto de Higgs, conjugado de carga, que gera

massa para os quarks de I3 = −1
2
, isto é, por exemplo para o quark d, o dubleto

conjugado é definido como:

φc = −iτ2φ∗ =

(
φ0

φ−

)
. (A.11)
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Apêndice B

Invariância da Lagrangeana

B.1 Lorentz

Sabemos que as componentes de um spinor de Dirac não se transformam como um

quadri-vetor por transformações de Lorentz. No entanto, para podermos escrever

uma boa lagrangeana é nescessário que ela seja inveriante por Lorentz, desse modo

faz se necessário que exita uma tranformação explicita que permita um observador

O‘, dado ψ(x) do observador O, obter ψ‘(x‘) que descreve o mesmo estado f́ısico de

O para O‘.

Uma vez que a equação de Dirac e as transformações de Lorentz são lineares

queremos que a transformação que leva ψ(x) em ψ‘(x‘) também o seja. Portanto,

teremos:

ψ‘(x‘) = ψ‘(ax) = S(a)ψ(x) = S(a)ψ(a−1x‘) (B.1)

e por sua vez temos que:

ψ(x) = S(a−1)ψ‘(ax) (B.2)

O que nos deixa com:

S(a−1) = S−1(a) (B.3)

Portanto uma vez conhecendo S(a) poderemos descrever os estados f́ısicos nos

referênciais O uma vez conhecido o estado f́ısico de O‘, ou vice-versa. Para obtermos

77



S(a) devemos agora estudar o comportamento da equação de Dirac para os dois

sistemas, são elas:

Para o sistema O:

(i~γµ ∂

∂xµ
−mc)ψ(x) = 0 (B.4)

Para o sistema O‘:

(i~γµ ∂

∂xµ‘
−mc)ψ‘(x‘) = 0 (B.5)

Considerando agora que:

x‘µ =
3∑

µ=0

aν
µx

µ = aν
µx

µ (B.6)

o que nos leva a:

∂

∂xµ
=
∂xν‘

∂xµ

∂

∂xν‘
= aν

µ

∂

∂xν‘
(B.7)

Voltando na equação para o referêncial O e substitúındo as transformações de

Lorentz, porteriormente multiplicamos pela esquerda por S(a) teremos:

(i~S(a)γµS−1(a)aν
µ

∂

∂xν‘
−mc)ψ‘(x‘) = 0 (B.8)

Portanto para obtermos a equação igual a equação para o observador O‘ teremos

que considerar que:

S(a)γµS−1(a)aν
µ = γµ (B.9)

o que nos fornece S(a) = exp(− i
4
wσµνI

µν
n ) de modo mais geral(halzen ref.).

Para escrevermos as lagrangeanas invariantes precisamos de bilineares da se-

guinte forma:

ψ̄(4× 4)ψ (B.10)

e que seja invariante de lorentz, a matriz 4×4 mais simples que temos é a matriz

γ0 que nos leva a:

ψ̄ψ = ψ†γ0ψ (B.11)
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Uma vez que:

ψ̄‘ = ψ‘†γ0 = ψ†S†γ0 = ψ†γ0S† = ψ̄S−1 (B.12)

o que torna o produto ψ̄ψ invariante sobre as transformações de lorentz.

Uma vez que o operador conjugação de carga atua em um espaço diferente do

operado S os dois operadores comutam o que nos deixa com:

ψ‘c = Cψ‘ = CSψ = SCψ = Sψc (B.13)

Portanto o produto ψ̄cψ também é invariante por Lorentz.

B.2 SU(2) × U(1)

O espinor de Dirac é um vetor de quatro componentes constrúıdo por meio de um

par de espinores de Weyl arranjados do seguinte modo:

ψD =

(
χα

εξ†α̇

)
(B.14)

e sabemos que:

ψ̄D = ψ†D

(
0 1

1 0

)
= (χα, ξ†α̇) (B.15)

O operador de projeção chiral é dado por:

L =
1− γ5

2
;R =

1 + γ5

2
(B.16)

este operador aplicado ao espinor de Dirac nos fornece as seguintes componentes:

ψDL =

(
χα

0

)
, ψDR =

(
0

εξ†α̇

)
(B.17)

Qualquer grau de liberdade fermiônico pode ser descrito igualmente usando um

espinor de Weyl direito ou esquerdo. Por convenção todos os campos de férmions são

escolhidos para serem espinores esquerdos de Weyl que não possuiem dag e espinores

de mão direita que carregam o dag.

A lagrangeana de uma part́ıcula livre de Dirac é dada por:
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LD = −iψ̄Dγ
µ∂µψD −Mψ̄DψD (B.18)

Os ı́ndices espinoriais são importantes, podemos observar que as matrizes (σµ)αα̇

e (σµ)α̇α carregam os ı́ndices espinoriais ∗. Os ı́ndices espinoriais podem ser levan-

tados e abaixados usando o śımbolo antisimétrico εαβ = −εαβ de acordo com:

ξα = εαβξ
β, ξα = εαβξβ (B.19)

χ†α̇ = εα̇β̇χ
†β̇, χ†α̇ = εα̇β̇χ†

β̇
(B.20)

isto é consistente caso εαβε
βγ = δγ

α e o mesmo equivale para os ı́ndices com ponto.

deste modo temos que:

ξχ = ξαχα = ξαεαβχ
β = −χβεαβξ

α = χβεβαξ
α = χβξ

β = χξ. (B.21)

e para os espinores de mão direita obtemos a mesma relação, isto é, ξ†χ† =

χ†ξ† = (ξχ)∗ o que corresponde complexo conjugado de produto da equação acima.

Um espinor de majorana tem comportamento análogo, porém é representado de

modo distinto, como vemos abaixo:

ψM =

(
ξα

ξ†α̇

)
; ψ̄M = (ξα, ξ†α̇) (B.22)

O formato da lagrangeana para uma part́ıcula livre de Majorana é o mesmo da

equação de Dirac, mas obtemos agora um produto de espinores ξξ e ξ†ξ†, mesmo

considerando a anticomutação estes termos não são nulos uma vez que devemos levar

em conta o ε suprimido na notação usual, ou seja, ξξ = εαβξαξβ = ξ2ξ1−ξ1ξ2 = 2ξ2ξ1,

na última passagem consideramos a anticomutação dos espinores, uma vez que estes

representão férmions.

Podemos definir agora a matriz de conjugação de carga C, que na representação

de Weyl ou chiral das matrizes de Dirac, dada por:

C =

(
−ε 0

0 ε

)
(B.23)

∗para obtermos as matrizes basta abrimos a lagrangeana de Dirac substitúındo a matriz γµ que
é definida em função das matrizes σ
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que aplicada ao espinor de Dirac teremos:

ψc = Cγ0ψ∗ =

(
−ε 0

0 ε

)(
0 1

1 0

)(
χ∗

εξ

)
=

(
ξ

εχ∗

)
(B.24)

A matriz C é normalmente omitida nas notações usuais mas, assim como é im-

portante considerarmos ε‘s omitidos ao escrevermos a lagrangeana, a matriz C é

necessária quando precisamos provar a inveriância dos operados, e garantir que eles

consigam gerar massa como é o caso do operador de dimenssão cinco, considerado

ao longo deste trabalho.

B.2.1 Invarância do Tripleto Escalar sobre SU(2)

Exemplos da simetria SU(2) são o Spin e o Isospin, que matematicamente são

idênticos, mas que fisicamente representam diferentes caracteŕısticas de uma part́ıcula,

o spin esta relacionado com o momento angular intŕınsico da part́ıcula, jáo Isospin

esta relacionado com as simetrias de Sabor.

A primeira pessoa a propor a simetria de Isospin foi Heisenberg que considerava

que o próton e o neutron eram dois estados distintos de uma mesma part́ıcula, o nu-

cleon, atribúımos a pequena diferença de massa ao fato do próton ser uma part́ıcula

carregada. A f́ısica proveniente da proposta de Heisenberg deve ser invariante sobre

rotações no espaço de Isospin. Em outras palavras Heisenberg propôs que a f́ısica

seja uma teoria inveriante sobre um grupo de simetria SU(2).

Neste apêndice pretendemos mostrar que o tripleto escalar introduzido no caṕıtulo

quatro para obtermos a matriz de massa ML é permitido na lagrangeana e é invari-

ante por SU(2). Para tanto vamos apresentar a teoria de Isospin para o nucleon e

posteriormente estende-la para o caso de um tripleto, como feito em [64].

Sendo ξα com α = 1, 2 é um espinor de duas componentes, como dissemos anteri-

ormente todo operador de interações fortes, como por exemplo, uma lagrangeana ou

uma Hamiltoniana, devem ser invariantes sobre uma rotação no espaço de Isospin.

Uma rotação neste espaço é dada por:

ξα = Zαβ(R)ξβ (B.25)

Aqui Z é uma matriz de ordem dois e tem representação irredut́ıvel †. Vamos

†Uma representação se diz irredut́ıvel caso ela não possa ser reduzida para uma representação
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considerar transformações infinitesimais unitária, cuja forma geral é:

Z = 1 + iτj∆aj (B.26)

onde ∆aj são números reais infinitesimais, τj são matrizes de ordem dois e 1 é

a matriz identidade de ordem dois. Vamos encontrar as condições que τj deve

satisfazer, em primeira ordem de ∆aj. Sabemos que a matriz Z deve ser uma

matriz unitária e hermitiana o que significa:

Z†Z = 1 ; detZ = 1 (B.27)

o que nos deixa com

(1− iτ †j ∆aj)(1 + iτj∆aj) = 1 → (τ †j − τj)∆aj = 0 (B.28)

portanto,

τj = τ †j (B.29)

e temos ainda que considerar que:

det(1 + iτj∆aj) = 1 → Tr(τj∆aj) = 0 → Tr(τj) = 0. (B.30)

Em vista destas egigências as matrizes τj serão dadas por:

τ1 =

(
0 1

1 0

)
; τ2 =

(
0 −i
i 0

)
; τ3 =

(
1 0

0 −1

)
(B.31)

que nada mais são que as já conhecidas matrizes de Pauli. E elas obedecem as

relações de comutação dadas por:

[τi, τj] = 2iεijkτk (B.32)

menor por meio de uma matriz fixa H, de modo que, Z : H−1ZH =

(
Z1 Z3

0 Z2

)
, e as matrizes

Z1 e Z2 formam um grupo de representações
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esta equação define a álgebra do grupo SU(2) ‡, sendo εijk o tensor anti-simétrico

de levichivita.

Para o caso particular dos nucleons teremos que o isospinor que representa o

próton é dado por p =

(
1

0

)
e o que representa o neutron é dado por n =

(
0

1

)
,

o que singfica que eles são isospinores ortogonais entre si. Rotações no espaço de

isospin devem levar o próton (neutron) e um próton (neutron), e neste caso, a

transformação que faz isso é Z = 1 + iτ3∆a3. As demais rotações representam

rotações nos eixos 1 e 2 de espaço de isospin, mas não levam um estado de próton

a um outro estado de próton.

Convencionalmente temos que estados em que a carga é um bom número quântico,

como o próton e o neutron, também tem a terceira componente do Isospin I3 como

um bom número quântico, o que implica nas consequências citadas acima.

O operador de carga é definido como:

Q

e
= I3 +

1

2
(B.33)

onde Ii = 1
2
τi, com i = 1, 2 e 3, são as componentes do operador Isospin, que também

satisfazem a álgebra do grupo.

[Ii, Ij] = iεijkIk (B.34)

A transformação geral finita Z sobre o grupo SU(2) é dada pelo produto de

sucessivas rotações infinitesimais diferentes da unidade, isto é, sendo ∆ai = ai

n
com

ai sendo um número finito e n muito grande, temos que ∆ai é infinitesimal para

n→∞. O que implica que n transformações sucessivas teremos:

Z = lim
n→∞

∏
n

(1 + iτj
aj

n
) → Z = eiτjaj (B.35)

Agora para o caso de um tripleto teremos as mesas considerações, porém as

matrizes de rotação e os geradores do grupo serão de ordem três como veremos.

‡Um conjunto de operadores lineares são ditos um grupo em álgebra linear quando (a) qualquer
combinação linear destes operadores, com coeficientes complexos, pertence também ao conjunto,
(b) o comutador de qualquer dois menbros deste conjunto também pertence a este conjunto.
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O estado de Isospin 1, que é um vetor tri-dimensional no espaço de isospin, pode

ser representado por, ψi = (ψ1, ψ2, ψ3), cusa transformação no espaço de isospin é

dada por:

ψi = Wij(R)ψj (B.36)

Sabemos que W †W = 1 e detW = 1, consideremos que W = (1 + iTj∆bj),

a diferença destas matrizes para as anteriores encontra-se no fato de que estas são

todas matrizes de ordem três e as anteriores eram de ordem dois. Seguindo a mesma

linha de racioćınio das Eqs. B.28 e B.30, temos que as matrizes Tj são dadas por:

T1 = 2

 0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 ; T2 = 2

 0 0 +i

0 0 0

i 0 0

 ; T3 = 2

 0 −i 0

+i 0 0

0 0 0

 ;

Podemos definir, ainda, Ij = 1
2
Tj com j = 1, 2 e 3. é imediato considerarmos

que:

I3ψ3 = +ψ3; I3(ψ1 + iψ2) = 0; I3(ψ1 − iψ2) = + + (ψ1 − iψ2) (B.38)

uma vez que o operador de carga é dado por Q/e = I3 teremos que ψ3, (ψ1 + iψ2)

e (ψ1 − iψ2) correspondem a H+, H0 e H++ respectivamente.

De modo exatemente análogo ao realizado para a matriz Z podemos obter a

matriz de rotação W finita, que corresponderá:

Z = lim
n→∞

∏
n

(1 + iTj
bj
n

) → Z = eiTjbj (B.39)

Uma vez que conhecemos as leis de transformações podemos mostrar que a ex-

pressão ξ†τiξψ é um invariante de Isospin. Para isso usamos as transformações infi-

nitesimais e o fato de que o elemento i, j do elementeo Ti é dado por (Ti)jk = −2iεijk,

o que nos deixa com:

ψ
′

i = ψi + (Tj)ik∆bjψk = ψi + 2εijk∆bjψk (B.40)

ξ
′†τiξ

′
= ξ†τiξ + ξ†i[τi, τj]∆ajξ = ξ†τiξ − 2ξ†τkξ∆ajεijk (B.41)
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Para a primeira ordem em ∆aj:

ξ
′†τiξ

′
ψ

′

i = ξ†τkξψk (B.42)

O que prove a inveriância, para transformações infinitesimais, e portanto, para

transformações gerais, uma vez que esta pode ser constrúıda por meio de várias

transformações infinitesimais.
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