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Resumo

Neste trabalho temos como principal objetivo determinar quota inferior para o número máximo

de ciclos limites de um sistema diferencial polinomial de Liénard descont́ınuo de grau n com m

zonas, para m = 2, 4. A principal ferramenta é uma combinação da Teoria da Média de primeira

ordem com o processo de regularização de sistemas descont́ınuos. Analisamos detalhadamente um

caso particular de um sistema polinomial de Liénard de grau 3 com 4 zonas.

Palavras–chave: ciclos limites, método da média, sistemas dinâmicos, regularização.
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Abstract

In this work our main aim is to determine the lower upper bound for the maximum number of

limit cycles of a m-piecewise discontinuous Liénard polynomial differential system of degree n,

for m = 2, 4. The main tool is a combination of the first order Averaging Method with the

regularization process of discontinuous systems. We analyzed in details a particular case of a

4-piecewise discontinuous Liénard polynomial differential system of degree 3.

Palavras–chave: limit cycles, averaging method, dynamical systems, regularization.
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Introdução

Nos últimos anos o estudo de sistemas dinâmicos não suaves tem estabelecido uma impor-

tante fronteira entre Matemática, Engenharia e F́ısica. As principais fontes de motivação da

pesquisa desses sistemas têm sido certos fenômenos em sistemas de controle, o impacto em sis-

temas mecânicos e oscilações não lineares, ou seja, eles possuem uma forte relação com outras

áreas de pesquisa.

Para sistemas cont́ınuos Hilbert em 1900, propôs na segunda parte do seu décimo sexto proble-

ma, encontrar uma quota superior para o número de ciclos limites (órbitas periódicas isoladas) de

todos os sistemas diferenciais polinomiais de um dado grau n, e também estudar suas distribuições

ou configurações no plano, veja [6]. Este tem sido um dos principais problemas em teoria qualitativa

de equações diferenciais no plano do século XX. Os trabalhos de Écalle em [5] e Ilyashenko em [7]

provam que qualquer sistema polinomial tem um número finito de ciclos limites. Em [11], Llibre e

Pedregal encontram uma quota superior para o número de ciclos limites de um subconjunto aberto

e denso dentro do conjunto de campos de vetores polinomiais de grau n. Esta quota é uma função

cúbica na variável n.

Saber da existência ou não de soluções periódicas é muito importante para entender a dinâmica

dos sistemas diferenciais. Uma das ferramentas úteis para tal objetivo é a Teoria Averaging (Teoria

da Média), que é uma clássica ferramenta que proporciona meios para estudar o comportamento

de sistemas dinâmicos suaves não lineares. Nos referimos ao livro de Sanders e Vershulst [19] e ao

livro de Verhulst [23] para uma introdução geral deste tópico.

O problema de determinar o número máximo de ciclos limites de um dado sistema diferencial

também surge na classe dos sistemas dinâmicos descont́ınuos. Uma das ferramentas utilizada

é a combinação do processo de regularização, onde o campo de vetores Z(t, x) descont́ınuo é

aproximado por uma famı́lia a um parâmetro de campo de vetores cont́ınuos Zε(t, x) tal que

lim
ε→0

Zε(t, x) = Z(t, x), com o método da Média.

Uma boa classe representativa de sistemas dinâmicos descont́ınuos para estudar o número

máximo de ciclos limites é o modelo matemático

ẍ+ x+ f(x, ẋ) = sgn(g(x, ẋ)) · U(x, ẋ),
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que surge em Teoria de Controle, sitemas com relay, economia, etc.

Neste trabalho, nos dedicamos aos estudos de ciclos limites de um sistema polinomial de Liénard

descont́ınuo de grau n com m zonas dado por:{
ẋ = y + sgn(gm(x, y))F (x)

ẏ = −x
,

onde F (x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n e o conjunto de zeros da função sgn(gm(x, y)) com m = 2, 4, 6...,

é a união de m
2

diferentes retas passando pela origem dividindo o plano em setores angulares de

tamanho 2π
m

e sgn(z) denota a função sinal.

No Caṕıtulo 1 foi desenvolvido conceitos preliminares de variedades, alguns resultados da teo-

ria qualitativa de campos de vetores cont́ınuos e o Teorema de Descartes para polinômios com

coeficientes reais. As variedades aparecem como sendo os conjuntos de descontinuidades dos sis-

temas descont́ınuos, a teoria qualitativa dos campos de vetores cont́ınuos nos ajudam a entender

o comportamento local dos mesmos e o Teorema de Descartes é de fundamental importância para

a conclusão dos principais resultados aqui presentes e descritos mais acima.

O Caṕıtulo 2 nos mostra a Teoria da Média de primeira ordem juntamente com o Teorema da

Média clássico de primeira ordem. Os conceitos abordados na Teoria da Média trazem os Śımbolos

de Landau, consequentemente o conceito de aproximação assintótica em tempo-escala que são

alicerces para a demonstração dos resultados aqui encontrados. O Teorema da Média transforma o

problema de encontrar soluções periódicas de uma equação diferencial em encontrar zeros simples

de uma equação.

Durante o Caṕıtulo 3 mostramos resultados e definições sobre os sistemas dinâmicos descont́ınuos

em Rn+1 tendo como seu conjunto de descontinuidade uma variedade M de codimensão um, ou

seja, M possui dimensão n. Caracterizamos quais e como são as regiões de costura, deslize e escape

presentes na variedade M , mostramos o conceito de campo de Filippov e vemos os diferentes tipos

de pontos de equiĺıbrio que podem surgir nos campos descont́ınuos somado com os já presentes nos

campos cont́ınuos. Fornecemos também as formas normais para M -singularidades de condimensão

zero.

No Caṕıtulo 4 falamos sobre o processo de regularização de sistemas descont́ınuos. Em [21] So-

tomayor e Teixeira introduziram a regularização para sistemas descont́ınuos bidimensionais tendo

uma reta como região de descontinuidade e provaram genericamente que sua regularização obedece

o mesmo comportamento qualitativo das órbitas, através das linhas de descontinuidade, que são

dadas pelas regras de Filippov.

O Caṕıtulo 5 traz um pouco da teoria dos sistemas polinomiais de Liénard descont́ınuos de

grau n com m zonas, seguindo [12]. Considerando o lado direito destes sistemas diferenciais de

forma conveniente, encontramos os seguintes limitantes inferiores para quota superior dos ciclos

limites, quando m = 2, 4:
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• se o sistema não possui descontinuidade então existem pelo menos

[
n− 1

2

]
ciclos limites;

• se o sistema possui 2 zonas então existem pelo menos
[n

2

]
ciclos limites;

• se o sistema possui 4 zonas então existem pelo menos

[
n− 1

2

]
ciclos limites;

onde [z] denota a função parte inteira de z.

Por fim, consideramos um caso particular de equação diferencial de segunda ordem

ẍ+ x = sgn(x · x)(εx− εx3),

cujo n = 3 e m = 4 e verificamos que este caso possui pelo menos um ciclo limite, como já era

esperado.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo servirá como um pré-requisito para o restante do trabalho. Serão introduzidos

conceitos básicos e resultados conhecidos sobre a teoria de variedades, campos de vetores cont́ınuos

e um resultado sobre polinômios com coeficientes reais.

Definição 1.0.1. Uma variedade topológica de dimensão n é um espaço topológico M com as

seguintes propriedades:

(i) M é Hausdorff, ou seja, dados dois pontos distintos p, q ∈M então existem abertos U, V tais

que p ∈ U, q ∈ V e U ∩ V = ∅;

(ii) M tem base enumerável de abertos, ou seja, existe uma coleção enumerável de abertos de M

tal que todo aberto em M é uma união de abertos dessa coleção;

(iii) M é localmente Euclidiano, ou seja, para todo p ∈ M , existem abertos U ⊂ M contendo p,

Û ⊂ Rn e um homeomorfismo ϕ : U → Û .

Definição 1.0.2. Um conjunto M ⊂ Rn+1 é uma hiperf́ıcie de classe Ck quando é localmente

o gráfico de uma função real de n variáveis de classe Ck, isto é, para cada p ∈ M , existe um

aberto Vp ⊂ Rn+1 e ϕ : U ⊂ Rn → R tal que M ∩ Vp = {(x1, ..., xi, ..., xn+1) ∈ Rn+1 ; xi =

ϕ((x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn+1)} .

Observação 1.0.1. Claramente toda hiperf́ıcie é uma variedade, ou seja, hiperf́ıcies são casos

particulares de variedades.

Exemplo 1.0.1. Temos Sn ⊂ Rn+1 tal que Sn = {x ∈ Rn+1 ; x · x = 1} uma hiperf́ıcie.
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Demonstração.

Consideremos U = B(0, 1) ⊂ Rn, x∗ = (x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn+1) e os seguinte conjuntos:

Vi = {x ∈ Rn+1 ; xi > 0};

Ui = {x ∈ Rn+1 ; xi < 0}.

Observe que se x · x = 1, então xi = ±(1− x∗ · x∗) 1
2 . Logo,

x ∈ Vi ∩ Sn ⇔ x∗ ∈ U e xi = (1− x∗ · x∗)
1
2 ;

x ∈ Ui ∩ Sn ⇔ x∗ ∈ U e xi = −(1− x∗ · x∗)
1
2 .

Vamos definir agora ϕ : B(0, 1)→ R ; ϕ(u) = (1− u · u)
1
2 . Se x ∈ Vi ∩ Sn então

x =(x1, ..., xi, ..., xn+1) = (x1, ..., (1− x∗ · x∗)
1
2 , ..., xn+1) =

=(x1, ..., ϕ(x∗), ..., xn+1), ou seja, x ∈ graf(ϕ).

Se x ∈ Ui ∩ Sn então

x =(x1, ..., xi, ..., xn+1) = (x1, ...,−(1− x∗ · x∗)
1
2 , ..., xn+1) =

=(x1, ...,−ϕ(x∗), ..., xn+1), ou seja, x ∈ graf(ϕ).

Desta forma como cada x ∈ Sn pertence a algum Vi ou Ui e Vi ∩ Sn, Ui ∩ Sn são localmentes

gráficos de uma função então Sn é uma hiperf́ıcie.

Definição 1.0.3. Seja M ⊂ Rn+1 uma hiperf́ıcie Ck e p ∈M . Então o espaço tangente de M em

p é TpM = {v = λ′(0) : λ : (−δ, δ)→M é um caminho diferenciável com λ(0) = p}.

Teorema 1.0.1. Seja M ⊂ Rn+1 uma hiperf́ıcie Ck e p ∈ M . Então o espaço tangente de M em

p, isto é, TpM é um subespaço vetorial n-dimensional do espaço vetorial Rn+1.

Demonstração.

Como M é uma hiperf́ıcie Ck e p ∈ M segue que existe um aberto V ⊂ Rn+1 com p ∈ V tal

que M ∩ V é o gráfico de uma função Ck, ϕ : U ⊂ Rn → R.

Temos M ∩ V = {(x, ϕ(x)) ; x ∈ U} e com isso vamos escrever p = (p0, ϕ(p0)).

Para cada caminho diferenciável λ : (−δ, δ)→M ∩ V com λ(0) = p temos:

λ(t) = (x1(t), ..., xn(t), ϕ(x(t)))⇒ λ′(t) =

(
x′1(t), ..., x

′
n(t),

∑n
i=1

∂ϕ(x(t))

∂xi
x′i(t)

)
.
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Logo,

λ′(0) =

(
x′1(0), ..., x′n(0),

n∑
i=1

∂ϕ(p0)

∂xi
x′i(0)

)
= x′1(0)

(
1, ..., 0,

∂ϕ(p0)

∂x1

)
+ ...+

+ x′n(0)

(
0, ..., 1,

∂ϕ(p0)

∂xn

)
= x′1(0)v1 + ...+ x′n(0)vn.

Portanto TpM ⊂ [v1, ..., vn]. Reciprocamente, seja v =
∑n

i=1 αivi.

Tomamos o caminho λ : (−δ, δ)→M ∩V ; λ(t) = (p0 + tv0, ϕ(p0 + tv0)) onde v0 = (α1, ..., αn).

Mostremos que v = λ′(0), ou seja, que v ∈ TpM . Temos

λ′(t) =

(
α1, ..., αn,

∑n
i=1

∂ϕ(p0 + tv)

∂xi
αi

)
.

Desta forma,

λ′(0) =

(
α1, ..., αn,

n∑
i=1

∂ϕ(p0)

∂xi
αi

)
= α1

(
1, ..., 0,

∂ϕ(p0)

∂x1

)
+ ...+

+ αn

(
0, ..., 1,

∂ϕ(p0)

∂xn

)
= α1v1 + ...+ αnvn = v.

Portanto v ∈ TpM então [v1, ..., vn] ⊂ TpM . Assim TpM = [v1, ..., vn].

Mostremos agora que {v1, ..., vn} é LI. Suponhamos que a1v1 + ...+ anvn = 0 então:

a1 = 0
...

an = 0

a1
∂ϕ(p0)

∂x1
+ ...+ an

∂ϕ(p0)

∂xn
= 0

.

Desta forma ai = 0, para todo i = 1, ..., n e com isso {v1, ..., vn} é LI. Como {v1, ..., vn} é

LI e TpM = [v1, ..., vn] segue que a dimensão de TpM é n e assim TpM é um subespaço vetorial

n-dimensional do espaço vetorial Rn+1.

Definição 1.0.4. Seja f : U ⊂ Rn → R de classe C1 então:

(i) O conjunto de ńıvel c ∈ R de f é f−1(c) = {x ∈ U ; f(x) = c};

(ii) O gradiente de f é o vetor 5f(x) =

(
∂f

∂x1
(x), ...,

∂f

∂xn
(x)

)
;

(iii) x0 é um ponto de equiĺıbrio, ponto cŕıtico ou uma singularidade da f se 5f(x0) = (0, ..., 0).
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Proposição 1.0.1. Seja f : U ⊂ Rn → R de classe C1 e p ∈ U tal que w = 5f(p) 6= 0. Se

p ∈ f−1(c) então w ⊥ f−1(c), isto é, se λ(t) ∈ f−1(c), |t| < ε, e λ(0) = p então λ′(0) ⊥ w.

Demonstração.

Por hipótese λ(t) ∈ f−1(c), |t| < ε, assim f(λ(t)) = c. Derivando dos dois lados da última

igualdade temos que5f(λ(t)) ·λ′(t) = 0, para todo t ∈ (−ε, ε). Para t = 0 temos5f(p) ·λ′(0) = 0,

logo w · λ′(0) = 0. Desta forma λ′(0) ⊥ w.

Definição 1.0.5. Seja f : U ⊂ Rn+1 → R de classe Ck. Dizemos que c ∈ R é um valor regular

da f se não há pontos cŕıticos no ńıvel c da f , ou seja, para todo z ∈ f−1(c), 5f(z) 6= 0. Neste

caso, dizemos que c é um ńıvel regular da f . Se para algum z ∈ f−1(c) temos 5f(z) = 0, dizemos

que c é um ńıvel cŕıtico da f .

Teorema 1.0.2. (Teorema da Função Impĺıcita). Um ponto do Rn+1 = Rn×R será denotado por

(x, y), onde x ∈ Rn e y ∈ R. Seja f : A×B ⊂ Rn×R→ R de classe C1 tal que p = (a, b) ∈ A×B

com f(a, b) = c ∈ R. Se
∂f

∂y
(a, b) 6= 0 então existem abertos Z ⊂ A × B com (a, b) ∈ Z, V ⊂ Rn

com a ∈ V e uma função ϕ : V → R com ϕ(a) = b tal que f(x, ϕ(x)) = c para todo x ∈ V .

Demonstração. Para uma demonstração consulte [9].

Teorema 1.0.3. Se c é um valor regular da função f : U ⊂ Rn+1 → R de classe Ck, então

M = f−1(c) é uma hiperf́ıcie Ck cujo espaço tangente TpM de M em p é, em cada p ∈ M , o

complemento ortogonal de 5f(p).

Demonstração.

Por hipótese c é valor regular da f , logo para cada p ∈ f−1(c) temos 5f(p) 6= 0. Assim pelo

Teorema da Função Impĺıcita segue que existe uma vizinhança Vp de p tal que Vp ∩M é o gráfico

de uma função ϕ de n variáveis e como f é de classe Ck segue que ϕ é de classe Ck. Portanto

M = f−1(c) é uma hiperf́ıcie Ck.

Pela Proposição 1.0.1 temos que para p ∈ M = f−1(c), 5f(p) ⊥ f−1(c). Logo TpM ⊥ 5f(p)

e com isso TpM ⊂ (5f(p))⊥. Como dim TpM = n = dim (5f(p))⊥ então TpM = (5f(p))⊥.
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Definição 1.0.6. Um campo de vetores X de classe Cr, r ≥ 1 definido em um aberto U ⊂ Rn é

uma aplicação X : U → Rn. Para este campo associamos a seguinte equação diferencial ordinária:

x′ = X(x), (1.1)

onde x ∈ Rn. As soluções ϕ(t) : I ⊂ R → Rn, I intervalo, da equação (1.1), são denominadas

curvas integrais, órbitas ou trajetórias do campo X.

Figura 1.1: Campo de vetores e uma trajetória.

Definição 1.0.7. Dizemos que a aplicação X definida na Definição 1.0.6 é um campo de classe

Cr, r ≥ 1 se X é de classe Cr.

Definição 1.0.8. Dado um campo de vetores X definido em U e x ∈ U então

(i) x é um ponto de equiĺıbrio se X(x) = 0;

(ii) x é ponto regular se X(x) 6= 0.

Definição 1.0.9. Seja U ⊂ Rn e x0 ∈ U . Uma seção transversal local de um campo X : U ⊆

Rn → Rn de classe Cr é uma aplicação diferenciável Nx0 : A → U de classe Cr tal que A é um

aberto de Rn−1, 0 ∈ A, Nx0(0) = x0 e Im(DNx0y)
⊕

[X(y)] = Rn, no qual
⊕

denota a soma

direta.

Observação 1.0.2. A dimensão da imagem da trasnformação linearDNx0y é no máximo n−1, pois

Dom(DNx0y) = Rn−1 e pelo Teorema do Núcleo e da Imagem segue que dim (Im(DNx0y)) ≤ n−1.

Já a dimensão de [X(y)] é
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[X(y)] =

 1 se X(y) 6= 0 y é um ponto regular

0 se X(y) = 0 y é um ponto cŕıtico ou de equiĺıbrio

Deste modo, para que DNx0 seja uma seção transversal local é obrigatório que todos os pontos

na imagem de DNx0 sejam pontos regulares.

Definição 1.0.10. Uma transformação é dita afim se ela é composição de uma transformação

linear com uma translação.

Proposição 1.0.2. Seja U ⊂ Rn e x0 ∈ U . Se x0 é um ponto regular do campo de vetores

X : U ⊆ Rn :→ Rn então existe uma seção transversal local de X em x0 de classe C∞.

Demonstração.

Por hipótese x0 é um ponto regular de X então X(x0) = v0 6= 0. Vamos considerar Π = [v0]
⊥,

que é o espaço ortogonal ao espaço gerado por v0.

Como Rn = [v0]
⊥⊕[v0] e a dimensão de [v0] é 1 segue que dim (Π) = n−1. Temos dim (Rn−1) =

dim (Π), assim existe um isomorfismo S : Rn−1 → Π de modo que a transformação afim T : Rn−1 →

Rn dada por T (y) = x0 + S(y) é de classe C∞ e é um homeomorfismo sobre sua imagem x0 + Π,

afinal T é uma composição de uma transformação linear com uma translação.

Vamos afirmar que existe A ⊂ Rn−1 aberto com 0 ∈ A tal que Nx0 = T|A é uma seção transversal

local de X em x0.

De fato, seja η : Rn−1 → R dada por η(y) = 〈v0, X(T (y))〉. Claramente η é uma função

cont́ınua, pois é composta de funções cont́ınuas.

Temos η(0) = 〈v0, X(T (0))〉 = 〈v0, X(x0 + S(0))〉 = 〈v0, X(x0 + 0)〉 = 〈v0, X(x0)〉 = 〈v0, v0〉 =

||v0||2 6= 0, observe que como S é uma transformação linear S(0) = 0.

Pelo teorema da conservação do sinal existe um aberto A ⊂ Rn−1, com 0 ∈ A tal que η(y) 6= 0,

para todo y ∈ A.

Por outro lado, para todo y ∈ Rn−1 temos DTy = DSy = Sy, pois S é uma transformação

linear. Desta forma, Im(DTy) = Im(Sy) = Π.

Logo para y ∈ A temos 0 6= η(y) = 〈v0, X(T (y))〉, isto é , X(T (y)) não pertence a [v0]
⊥ = Π e

com isso Im(DTy)
⊕

[X(T (y))] = Π
⊕

[X(T (y))] = Rn.

Como temos também que Nx0 = T|A é de classe C∞, pois T é de classe C∞ segue que Nx0 é uma

seção transversal local de X em x0.
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Teorema 1.0.4. (Fluxo Tubular). Consideremos U ⊂ Rn e A ⊂ Rn−1 conjuntos abertos. Seja x0

um ponto regular do campo de vetores X : U → Rn e Nx0 : A→ U uma seção transversal local de

X de classe Cr com Nx0(0) = x0. Então existe uma vizinhança V de x0 em U e um difeomorfismo

F : (−ε, ε) × B → V de classe Cr, onde ε > 0 e B é uma bola aberta em Rn−1 tal que F é uma

Cr-conjugação entre o campo constante Y : (−ε, ε) × B → Rn dado por Y ≡ (1, 0, ..., 0) ∈ Rn e o

campo X|V .

Demonstração. Para uma demonstração consulte [20].

Por fim, vale recordar o Teorema de Descartes sobre o número de zeros de um polinômio real.

Teorema 1.0.5. (Descartes) Consideremos o polinômio real p(x) = ai1x
i1 +ai2x

i2 + ...+airx
ir com

r > 1, 0 ≤ i1 < i2 < ... < ir e os números reais aij não simultaneamente nulos para j ∈ {1, 2, ..., r}.

Quando aijaij+1
< 0, dizemos que aij e aij+1

possuem variação de sinal. Se o número de variações

de sinais é m, então p(x) possui no máximo m ráızes reais positivas. Além disso, é sempre posśıvel

escolher os coeficientes de p(x) de tal forma que p(x) possua exatamente r−1 ráızes reais positivas.

Demonstração. Para uma prova consulte [2], nas páginas 81,82 e 83.
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Caṕıtulo 2

Teoria da Média

A ideia da média como uma técnica computacional, sem provar a validade, originou-se no século

XV III. Ela foi formulada por Lagrange (1788) no estudo do problema de 3 corpos gravitacionais

como uma perturbação do problema de 2 corpos.

Primeiramente vamos recordar os elementos básicos da Teoria da Média padrão de primeira

ordem. A grosso modo o método nos fornece uma relação quantitativa entre as soluções periódicas

de um sistema diferencial não autônomo e as soluções do sistema diferencial médio que é autônomo.

Este método determina condições suficientes para a existência e estabilidade de soluções periódicas

de equações diferenciais que contém um parâmetro pequeno ε e encontra uma cota inferior para o

número de ciclos limites que bifurcam de um sistema quando perturbamos o mesmo.

2.1 Teoria da Média de primeira ordem

Trabalharemos com sistemas da forma

ẋ = F (t, x, ε), (2.1)

onde

• t ∈ I ⊂ R representa a variável tempo, com I um intervalo;

• x ∈ D ⊂ Rn representa a variável espacial e D é um conjunto aberto e limitado;
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• ε é um parâmetro suficientemente pequeno representando a grandeza das perturbações com

0 < ε ≤ ε0 e ε0 é uma constante;

• F : I ×D × (0, ε0]→ Rn é uma função lipschitziana na variável espacial x.

Para podermos aplicar o método da média é necessário que a função F esteja na forma padrão,

isto é , que possamos escrevê-la na seguinte forma:

F (t, x, ε) = εf(t, x) + ε2g(t, x, ε), (2.2)

onde f : I ×D → Rn e g : I ×D × (0, ε0]→ Rn.

Durante o processo de aproximação de soluções o intervalo de definição das soluções apro-

ximadas pode ser relativamente pequeno, de tal forma que tais aproximações podem se tornar

ineficazes. A fim de se obter estimativas para as soluções aproximadas que obteremos durante este

caṕıtulo e seus respectivos intervalos de definição, introduziremos conceitos que serão de fundamen-

tal importância neste objetivo, os śımbolos de Landau e a noção de tempo-escala. Apresentaremos

alguns resultados e definições utilizados na demonstração do principal teorema da Teoria da Média

de primeira ordem.

Definição 2.1.1. Considere ε0 > 0 suficientemente pequeno. Dizemos que uma função δ : (0, ε0]→

R é uma função ordem se é cont́ınua, positiva (negativa) e lim
ε→0

δ(ε) existe.

Definição 2.1.2. (Śımbolos de Landau) Considere ε01, ε02 > 0 suficientemente pequenos. Se

δ1 : (0, ε01]→ R e δ2 : (0, ε02]→ R são funções ordem então:

(i) δ1(ε) = O(δ2(ε)) se existe uma constante k tal que |δ1(ε)| ≤ k|δ2(ε)|, quando ε→ 0;

(ii) δ1(ε) = o(δ2(ε)) se lim
ε→0

δ1(ε)

δ2(ε)
= 0;

(iii) δ1(ε) = OS(δ2(ε)) se δ1(ε) = O(δ2(ε)) e δ1(ε) 6= o(δ2(ε));

Observação 2.1.1. Observemos que se |δ1(ε)| ≤ k|δ2(ε)| então

∣∣∣∣δ1(ε)δ2(ε)

∣∣∣∣ ≤ k, isto é,
δ1(ε)

δ2(ε)
é limitada.

Mais ainda, temos:

δ1(ε) = o(δ2(ε))⇒ lim
ε→0

δ1(ε)

δ2(ε)
= 0⇒

∣∣∣∣δ1(ε)δ2(ε)

∣∣∣∣ ≤ k,

quando

ε→ 0⇒ δ1(ε) = O(δ2(ε)).
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Exemplo 2.1.1. Considere ε01, ε02 > 0 suficientemente pequenos. Como δ1 : (0, ε01]→ R ; δ1(ε) =

εsen(1
ε
) e δ2 : (0, ε02]→ R ; δ2(ε) = ε são funções ordem então εsen(1

ε
) = O(ε).

De fato, quando ε→ 0 segue que
∣∣εsen(1

ε
)
∣∣ = |ε|

∣∣sen(1
ε
)
∣∣ ≤ |ε| · 1 = |ε|.

Portanto quando ε→ 0 temos
∣∣εsen(1

ε
)
∣∣ ≤ |ε| · 1, ou seja, εsen(1

ε
) = O(ε).

Porém lim
ε→0

εsen(1
ε
)

ε
= lim

ε→0
sen

(
1

ε

)
não existe, assim εsen(1

ε
) = OS(ε).

Exemplo 2.1.2. Considere ε01, ε02 > 0 suficientemente pequenos. Como δ1 : (0, ε01]→ R ; δ1(ε) =

εn e δ2 : (0, ε02]→ R ; δ2(ε) = εm, n > m são funções ordem então εn = o(εm).

De fato, como n > m temos lim
ε→0

εn

εm
= lim

ε→0
εn−m = 0. Assim εn = o(εm).

Podemos usar os śımbolos de Landau para comparar funções que não são necessariamente

funções de ordem. Esses śımbolos são usados para obter estimativas entre soluções aproximadas

de sistemas de equações diferenciais, as quais geralmente não são funções ordem.

Definição 2.1.3. Consideremos Iε ⊂ R intervalo, ε0 > 0 suficientemente pequeno, δ : (0, ε0]→ R

uma função ordem e Φε : Iε → Rn ; Φε(t) = Φ(ε, t), no qual ||Φε|| = sup{||Φε(t)|| ; t ∈ Iε}.

Utilizamos os śımbolos de Landau da seguinte forma:

(i) Φε = O(δ(ε)) em Iε se ||Φε|| = O(δ(ε));

(ii) Φε = o(δ(ε)) em Iε se lim
ε→0

||Φε||
δ(ε)

= 0;

(iii) Φε = OS(δ(ε)) em Iε se Φε = O(δ(ε)) e Φε 6= o(δ(ε)).

Definição 2.1.4. Sejam I ⊂ R um intervalo, D ⊂ Rn, ε0 > 0 suficientemente pequeno e δ(ε)

uma função ordem. Considere a função vetorial f : I ×D × (0, ε0]→ Rn nas variáveis (t, x, ε) ∈

I ×D × (0, ε0]. Dizemos que:

(i) f(t, x, ε) é O(δ(ε)) se existe uma constante k tal que ||f || ≤ kδ(ε) quando ε→ 0, no qual ;

(ii) f(t, x, ε) é o(δ(ε)) se lim
ε→0

||f ||
δ(ε)

= 0;

onde ||f || denota a norma do sup, ou seja , ||f || = sup{||f(t, x, ε)|| ; (t, x, ε) ∈ I×D×(0, ε0]}.

Definição 2.1.5. Consideremos a função vetorial f(t, x, ε) com f(t, x, ε) ∈ Rn, t ∈ [t0, t0+T ], x ∈

D ⊂ Rn e ε ∈ (0, ε0]. Dizemos que f satisfaz a condição de Lipschitz em x com constante

Lipschitziana L > 0, se em [t0, t0 + T ]×D× (0, ε0] temos ||f(t, x1, ε)− f(t, x2, ε)|| ≤ L||x1 − x2||,

onde x1, x2 ∈ D.

20



Agora vamos enunciar o teorema de existência e unicidade para problemas com valor inicial.

Teorema 2.1.1. (Teorema da Existência e Unicidade) Considere o problema com valor inicial
dx

dt
= f(t, x, ε), x(t0) = x0, onde x ∈ D ⊂ Rn, t0 ≤ t ≤ t0 + T e 0 < ε ≤ ε0 tal que D = {x ∈

Rn ; ||x− x0|| ≤ d}. Suponhamos que:

(i) f(t, x, ε) é cont́ınua para (t, x, ε) em G = [t0, t0 + T ]×D × (0, ε0];

(ii) f(t, x, ε) satisfaz a condição de Lipschitz com relação à variável x.

Então o problema de valor inicial tem uma única solução para t ∈
[
t0, t0 + inf

{
T,

d

M

}]
, onde

M = supG||f || e d é uma constante positiva.

Demonstração. Para uma demonstração consulte [18].

Admitindo T tão grande quanto posśıvel, isto significa que o tamanho do intervalo de existência

de solução é da ordem
L

δ(ε)
com L constante. Logo, esta conclusão na qual ε é um parâmetro

suficientemente pequeno envolve uma estimativa assintótica do tamanho de um intervalo.

Notemos que na definição de Φε o tempo t varia no intervalo Iε. Entretando, este intervalo

pode depender do parâmetro ε de uma forma na qual o intervalo de definição da função Φε seja

diferente para cada valor do parâmetro da perturbação introduzido no sistema.

Trabalharemos com intervalos Iε =

[
0,

L

δ(ε)

]
, no qual L é uma constante independente de ε.

Desta forma, precisamos realizar um redimensionamento no tempo, de tal modo que o intervalo de

definição da função fique independente de ε. Então para δ(ε) uma função ordem positiva temos:

0 ≤ t ≤ L

δ(ε)
⇒ 0 ≤ t · δ(ε) ≤ L.

A variável τ = t·δ(ε) é denominada de variável tempo-escala ou tempo lento, e temos τ ∈ I = [0, L].

Definição 2.1.6. Consideremos Iε ⊂ R intervalo, ε0 > 0 suficientemente pequeno, δ : (0, ε0]→ R

uma função ordem e Φε : Iε → Rn ; Φε(t) = Φ(ε, t). Temos Φε(t) = O(δ(ε)) conforme ε → 0 na

escala de tempo
1

δ(ε)
se a estimativa satisfaz 0 ≤ t · δ(ε) ≤ L com L uma constante independente

de ε. A definição para o caso Φε(t) = o(δ(ε)) é análoga.

Definição 2.1.7. Seja I ⊂ R um intervalo, D ⊂ Rn e ε0 > 0 suficientemente pequeno. Considere

a função vetorial f : I × D × (0, ε0] → Rn nas variáveis (t, x, ε) ∈ I × D × (0, ε0] e as funções

ordem δ1(ε) e δ2(ε). Temos f(t, x, ε) = O(δ1(ε)) conforme ε → 0 na escala de tempo
1

δ2(ε)
se

a estimativa é válida para x ∈ D, 0 ≤ t · δ2(ε) ≤ L com L uma constante independente de ε. A

definição para o caso f(t, x, ε) = o(δ1(ε)) é análoga.
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Agora estamos prontos para definir aproximação assintótica de uma função.

Definição 2.1.8. Consideremos Iε ⊂ R intervalo, ε0 > 0 suficientemente pequeno, δ : (0, ε0]→ R

uma função ordem, ψε : Iε → Rn ; ψε(t) = ψ(ε, t) e Φε : Iε → Rn ; Φε(t) = Φ(ε, t). Desta forma,

dizemos que:

(i) ψε(t) é uma aproximação assintótica de Φε(t) no intervalo Iε se ψε(t)−Φε(t) = o(1), quando

ε→ 0 uniformemente para t ∈ Iε;

(ii) ψε(t) é uma aproximação assintótica de Φε(t) no tempo-escala
1

δ(ε)
se ψε(t) − Φε(t) = o(1)

no tempo-escala
1

δ(ε)
.

Observação 2.1.2. Vale ressaltar que a afirmação ψε(t) − Φε(t) = o(1), significa que quando

ε→ 0 temos:

lim
ε→0

ψε − Φε

1
= 0⇒ lim

ε→0
(ψε − Φε) = 0⇒ ψε → Φε, quando ε→ 0.

Logo quando o parâmetro ε → 0 temos a função ψε uma aproximação cada vez melhor da

função Φε.

Geralmente podemos obter séries em algum intervalo I como aproximações assintóticas. Exis-

tem expansões da forma:

Φ̂(t) =
∑m

n=1 δn(ε)Φnε(t),

onde δn(ε) são funções ordem com δn+1(ε) = o(δn(ε)), n = 1, ...,m − 1 e para as funções Φnε(t)

temos Φnε(t) = OS(1) em I.

Definição 2.1.9. Dada uma função Φ(t) no intervalo I, a série assintótica Φ(t) é denominada

aproximação assintótica de m-ésima ordem de Φ(t) em I se Φ(t)− Φ̂(t) = o(δm(ε)) em I.

Exemplo 2.1.3. Seja Φε : [0, 2π] → R ; Φε(t) = sen(t + εt). Temos Φ̂ε : [0, 2π] → R ; Φ̂ε(t) =

sen(t) + εtcos(t) − 1

2
ε2t2sen(t) uma aproximação assintótica de terceira ordem de Φε(t) em I =

[0, 2π].

De fato, temos δn : (0, ε0n]→ R ; δn(ε) = εn−1, n = 1, 2, 3 funções de ordem com ε0n > 0, n =

1, 2, 3, suficientemente pequeno.

Consideremos Φ1ε : [0, 2π] → R ; Φ1ε = sen(t), Φ2ε : [0, 2π] → R ; Φ2ε = tcos(t), Φ3ε :

[0, 2π]→ R ; Φ3ε =
1

2
t2sen(t) e por sua vez:
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(1) ||Φ1ε|| = sup{|Φ1ε| ; t ∈ [0, 2π]} = 1 ≤ 1 · 1 = 1 · |1|, quando ε → 0 e lim
ε→0

||Φ1ε||
1

= lim
ε→0

1 =

1 6= 0;

(2) ||Φ2ε|| = sup{|Φ2ε| ; t ∈ [0, 2π]} = sup{|t| · |cos(t)| ; t ∈ [0, 2π]} = 2π · 1 ≤ 2π · |1|, quando

ε→ 0 e lim
ε→0

||Φ2ε||
1

= lim
ε→0

2π = 2π 6= 0;

(3) ||Φ3ε|| = sup{|Φ3ε| ; t ∈ [0, 2π]} = || = sup{|1
2
| · |t2| · |sen(t)| ; t ∈ [0, 2π]} =

1

2
· 4π2 · 1 ≤

2π2 · |1|, quando ε→ 0 e lim
ε→0

||Φ3ε||
1

= lim
ε→0

2π2 = 2π2 6= 0.

Desta forma por (1),(2) e (3) temos Φnε(t) = OS(1), n = 1, 2, 3. Mais ainda lim
ε→0

||Φε − Φ̂ε||
ε2

=

lim
ε→0

||R2||
ε2

= 0, pois R2 é o resto do polinômio de Taylor de ordem 2 de Φ.

Assim Φ̂ε(t) = sen(t)+εtcos(t)−1

2
ε2t2sen(t) =

∑3
n=1 δn(ε)Φnε(t) é uma aproximação assintótica

de terceira ordem de Φε(t) em I = [0, 2π].

Observação 2.1.3. (i) Aproximações assintóticas não são únicas, a função Φε não é deter-

minada de forma única como esta claro na definição. Por exemplo, outra aproximação

assintótica de Φε(t) em I, definida no Exemplo 2.1.3 seria ψε(t) = sen(t) + εΦ2ε(t) −
1

2
ε2t2sen(t), com Φ2ε(t) =

sen(εt)cos(t)

ε
.

(ii) Dada uma função, podemos construir diferentes aproximações assintóticas com diferentes

conjuntos de funções ordem. Por exemplo, a função fε =

(
1− ε

1 + ε
t

)−1
, t ∈ I = [0, 1],

possui as seguintes expansões como aproximações assintóticas de fε em I:

g1ε =
∑m

n=0

(
ε

1 + ε

)n
tn;

g2ε = 1 +
∑m

n=1 ε
nt(t− 1)n−1.

2.2 O Teorema da Média clássico

O teorema que virá a seguir fornece uma aproximação de primeira ordem para as soluções

periódicas do problema de valor inicial dado na forma padrão, ẋ = εf(t, x) + ε2g(t, x, ε)

x(t0) = x0
. (2.3)
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Supondo que f é T -periódica na variável t, podemos considerar o sistema médio ẏ = εf0(y) = ε
1

T

∫ T

0

f(t, y)dt

y(t0) = x0

. (2.4)

Vale ressaltar que o sistema (2.4) é autônomo, isto é, não depende explicitamente da variável

independente t, e desta forma temos uma simplificação na procura de soluções. Assim, vamos rela-

cionar as soluções de (2.3) com as soluções de seu sistema médio (2.4). Porém, antes mostraremos

o Lema de Gronwall, o qual usaremos na demonstração do resultado citado.

Teorema 2.2.1. Sejam φ : [t0, t0 +T ]→ R e ψ : [t0, t0 +T ]→ R funções reais cont́ınuas e positiva

de tal forma que φ(t) ≤ δ1

∫ t

t0

ψ(s)φ(s)ds + δ3, com constantes δ1 > 0 e δ3 ≥ 0. Então para todo

t ∈ [t0, t0 + T ] temos:

φ(t) ≤ δ3e
δ1

∫ t
t0
ψ(s)ds

.

Demonstração. Ressaltamos que se φ(t) = 0 e δ3 = 0 então pela estimativa da hipótese temos

a validade do teorema claramente, mais ainda não podemos ter ψ(t) = 0 e δ3 = 0 simultanea-

mente, pois acarretaria da estimativa da hipótese em φ(t) não positiva. Como Ψ(t) e δ3 não são

simultaneamente nulos da estimativa da hipótese temos:

φ(t)

δ1

∫ t

t0

ψ(s)φ(s)ds+ δ3

≤ 1.

Multiplicando por δ1ψ(t) e depois integrando de t0 a t∫ t

t0

δ1ψ(s)φ(s)

δ1
∫ t
t0
ψ(s)φ(s)ds+ δ3

ds ≤
∫ t

t0

δ1ψ(s)ds⇒
∫ t

t0

δ1ψ(s)φ(s)

δ1
∫ t
t0
ψ(s)φ(s)ds+ δ3

ds ≤ δ1

∫ t

t0

ψ(s)ds⇒

⇒
∫ t

t0

d

dt

[
ln

(
δ1

∫ t

t0

ψ(s)φ(s)ds+ δ3

)]
ds ≤ δ1

∫ t

t0

ψ(s)ds⇒

⇒ ln

(
δ1

∫ t

t0

ψ(s)φ(s)ds+ δ3

)
− ln(δ3) ≤ δ1

∫ t

t0

ψ(s)ds⇒

⇒ ln

(
δ1

∫ t

t0

ψ(s)φ(s)ds+ δ3

)
≤ ln(δ3) + δ1

∫ t

t0

ψ(s)ds⇒

⇒ δ1

∫ t

t0

ψ(s)φ(s)ds+ δ3 ≤ δ3e
δ1

∫ t
t0
ψ(s)ds

.

Aplicando a estimativa da hipótese novamente, mas agora do lado esquerdo, segue:

φ(t) ≤ δ1

∫ t

t0

ψ(s)φ(s)ds+ δ3 ≤ δ3e
δ1

∫ t
t0
ψ(s)ds ⇒ φ(t) ≤ δ3e

δ1
∫ t
t0
ψ(s)ds

.
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Lema 2.2.1. (Lema de Gronwall) Seja φ : [t0, t0 + T ]→ R um função real cont́ınua e positiva de

tal forma que φ(t) ≤ δ2(t− t0) + δ1

∫ t

t0

φ(s)ds+ δ3, com constantes δ1 > 0, δ2 ≥ 0 e δ3 ≥ 0. Então

para todo t ∈ [t0, t0 + T ] temos:

φ(t) ≤
(
δ2
δ1

+ δ3

)
eδ1(t−t0) − δ2

δ1
.

Demonstração.

Consideremos a função real Ψ : [t0, t0 + T ] → R tal que Ψ(t) = φ(t) +
δ2
δ1

, que é cont́ınua e

positiva, pois é soma de funções cont́ınuas e positivas. Então, por hipótese, segue que:

Ψ(t) = φ(t) +
δ2
δ1
≤ δ2(t− t0) + δ1

∫ t

t0

φ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1

= δ1

∫ t

t0

δ2
δ1
ds +

+ δ1

∫ t

t0

φ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1

= δ1

∫ t

t0

(
φ(s) +

δ2
δ1

)
ds+ δ3 +

δ2
δ1

=

= δ1

∫ t

t0

Ψ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1
⇒ Ψ(t) ≤ δ1

∫ t

t0

Ψ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1
.

Se δ2 = δ3 = 0 então teŕıamos pelo Teorema de Gronwall com ψ(t) = 1 que Ψ(t) ≤ 0. Por outro

lado, vimos que 0 ≤ Ψ(t), logo teŕıamos Ψ = 0 e 0 ≤ 0. Assim este lema vale para δ2 = δ3 = 0.

Vamos excluir agora o caso em que δ2 = δ3 = 0 que já foi provado. Como o lado direito da

última desigualdade é positivo segue que:

Ψ(t)

δ1

∫ t

t0

Ψ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1

≤ 1⇒ δ1Ψ(t)

δ1

∫ t

t0

Ψ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1

≤ δ1 ⇒

⇒ d

dt
ln

(
δ1

∫ t

t0

Ψ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1

)
≤ δ1.

Integrando ambos os lados com relação a s, de t0 até t temos:∫ t

t0

d

dt
ln

(
δ1

∫ t

t0

Ψ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1

)
ds ≤

∫ t

t0

δ1 ds⇒∫ t

t0

d

dt
ln

(
δ1

∫ t

t0

Ψ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1

)
ds ≤ δ1(t− t0).

Pelo segundo Teorema Fundamental do Cálculo segue que:

ln

(
δ1

∫ t

t0

Ψ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1

)
− ln

(
δ3 +

δ2
δ1

)
≤ δ1(t− t0)⇒

⇒ ln

(
δ1

∫ t

t0

Ψ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1

)
≤ ln

(
δ3 +

δ2
δ1

)
+ δ1(t− t0).

25



Agora aplicando a função exponencial:

e

ln

δ1
∫ t

t0

Ψ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1


≤ e

ln

δ3+δ2
δ1

+δ1(t−t0)

= e
ln

δ3+δ2
δ1


· eδ1(t−t0) ⇒

⇒ δ1

∫ t

t0

Ψ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1
≤
(
δ3 +

δ2
δ1

)
· eδ1(t−t0).

Portanto,

Ψ(t) ≤ δ1

∫ t

t0

Ψ(s)ds+ δ3 +
δ2
δ1
≤
(
δ3 +

δ2
δ1

)
· eδ1(t−t0) ⇒ φ(t) +

δ2
δ1
≤

≤
(
δ3 +

δ2
δ1

)
· eδ1(t−t0) ⇒ φ(t) ≤

(
δ3 +

δ2
δ1

)
· eδ1(t−t0) − δ2

δ1
.

A solução y(t) de (2.4) está próxima da solução x(t) do sistema (2.3) da seguinte forma:

Teorema 2.2.2. (Teorema da Média clássico) Considere os problemas (2.3) e (2.4) com x, y, x0 ∈

D ⊂ Rn, t ∈ [t0, t0 + T ] e ε ∈ (0, ε0], com ε0 > 0 suficientemente pequeno. Suponhamos que:

(i) f, g e Jxf(matriz jacobiana da função f em relação a segunda variável) estão definidas, são

cont́ınuas e limitadas por uma constante M independente de ε em [t0,∞)×D;

(ii) g é lipschitziana em x ∈ D;

(iii) f é T -periódica na variável t com média f0 e T constante independente de ε;

(iv) y(t) pertence (independente de ε) a um subconjunto interior de D no tempo escala
1

ε
.

Então x(t)− y(t) = O(ε), quando ε→ 0 no tempo escala
1

ε
.

Antes de realizarmos a demonstração faremos algumas observações:

(a) as condições (i) e (ii) na hipótese do teorema garantem a existência e a unicidade dos proble-

mas de valor inicial (2.3) e (2.4), consequentemente faz sentido falar nas respectivas soluções

dos mesmos, x(t) e y(t);

(b) a condição (iii) na hipótese do teorema nos diz que não é necessário considerar o tempo t

no intervalo [t0,∞), se f é T -periódica, e assim vamos trabalhar com o tempo t no intervalo

[t0, t0 + T ];
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(c) a condição (iv) na hipótese do teorema nos diz que temos existência de soluções no tempo-

escala
1

ε
na variável tempo t, isto é, no tempo-escala

1

ε
na variável tempo-escala τ (τ = εt).

Finalizadas as observações faremos a demonstração do teorema.

Demonstração.

Vamos definir a função µ1 : [t0, t0 + T ]×D → Rn dada por µ1(t, y) =

∫ t

t0

(f(s, y)− f0(y))ds.

Afirmação (1): ||µ1(t, y)|| ≤ 2MT , no qual M e T são constantes dadas nas hipóteses do

teorema. De fato,

||µ1(t, y)|| =
∥∥∥∥∫ t

t0

(f(s, y)− f0(y))ds

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

t0

||f(s, y)||ds +

+

∫ t

t0

||f0(y)||ds ≤
∫ t

t0

Mds+

∫ t

t0

||f0(y)||ds.

Por outro lado,

||f0(y)|| =
∥∥∥∥ 1

T

∫ T

0

f(t, y)dt

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1

T

∫ t0+T

t0

f(u, y)du

∥∥∥∥ ≤ 1

T

∫ t0+T

t0

||f(u, y)||du ≤

≤ 1

T

∫ t0+T

t0

Mdt =
M

T

∫ t0+T

t0

dt = M.

Desta forma segue que:

||µ1(t, y)|| ≤
∫ t

t0

Mds+

∫ t

t0

||f0(y)||ds ≤
∫ t

t0

Mds+

∫ t

t0

Mds =

= 2M

∫ t

t0

ds ≤ 2M

∫ t0+T

t0

ds = 2MT.

Portanto provamos a afirmação (1). Agora vamos encontrar uma estimativa para a diferença

entre as soluções de (2.3) e (2.4). Consideremos z(t) = y(t) + εµ1(t, y(t)) a transformação quase-

identidade, com ε > 0 suficientemente pequeno, logo:

||x(t)− y(t)|| ≤ ||x(t)− z(t)||+ ||z(t)− y(t)|| = ||x(t)− z(t)||+ ||εµ1(t, y(t))|| =

= ||x(t)− z(t)||+ ε||µ1(t, y(t))|| ≤ ||x(t)− z(t)||+ 2εMT.

Pelo segundo Teorema Fundamental do Cálculo temos:∫ t

t0

(
dx

ds
(s)− dz

ds
(s)

)
ds = x(t)− x(t0)− z(t) + z(t0) =

= x(t)− x(t0)− z(t) + y(t0) + εµ1(t0, y(t0)) =

= x(t)− x(t0)− z(t) + y(t0) + ε

∫ t0

t0

(f(t0, y(t0))− f0(y(t0)))ds =

= x(t)− x(t0)− z(t) + y(t0) = x(t)− x(t0)− z(t) + x(t0) = x(t)− z(t).
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Portanto, ∫ t

t0

(
dx

ds
− dz

ds

)
ds = x(t)− z(t). (2.5)

Por sua vez, como x(t) e y(t) são soluções dos sistemas (2.3) e (2.4) respectivamente então:

dx

dt
(t)− dz

dt
(t) =

dx

dt
(t)−

(
dy

dt
(t) + ε

dµ1

dt
(t, y(t))

)
=

=
dx

dt
(t)− dy

dt
(t)− ε

(
∂µ1

∂t
(t, y(t)) · dt

dt
+
∂µ1

∂y
(t, y(t)) · dy(t)

dt

)
=

=
dx

dt
(t)− dy

dt
(t)− ε∂µ1

∂t
(t, y(t))− ε∂µ1

∂y
(t, y(t)) · dy

dt
(t) =

= εf(t, x(t)) + ε2g(t, x(t), ε)− dy

dt
(t)− ε(f(t, y(t))− f0(y(t)))−

− ε2
∂µ1

∂y
(t, y(t))f0(y(t)) = εf(t, x(t)) + ε2g(t, x(t), ε)− εf0(y(t))− εf(t, y(t))+

+ εf0(y(t))− ε2f0(y(t))
∂µ1(t, y(t))

∂y
(t, y(t)) + εf(t, z(t))− εf(t, z(t)) =

= εf(t, x(t)) + ε2g(t, x(t), ε)− εf(t, y(t))− ε2f0(y(t))
∂µ1

∂y
(t, y(t)) + εf(t, z(t))−

− εf(t, z(t)) = εf(t, x(t))− εf(t, z(t)) + ε2g(t, x(t), ε)− εf(t, y(t))−

− ε2f0(y(t))
∂µ1

∂y
(t, y(t)) + εf(t, z(t)) = εf(t, x(t))− εf(t, z(t)) +R⇒

⇒ dx

dt
− dz

dt
= εf(t, x(t))− εf(t, z(t)) +R.

Afirmação (2): A função f(t, x) é de Lipschitz. De fato, como f é de classe C1 em D que

é limitado, consequentemente D também é limitado segue que f é Lipschitz com constante de

Lipschitz L em D, ou seja, também é Lipschitz com constante de Lipschitz L em D.

Afirmação (3): Se R = ε2g(t, x(t), ε) − εf(t, y(t)) − ε2f0(y(t))
∂µ1

∂y
(t, y(t)) + εf(t, z(t)) então

existe 0 < k ∈ R tal que ||R|| ≤ kε2, para t ∈ [t0,∞).

De fato, observe que:∥∥∥∥∂µ1

∂y
(t, y(t))

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫ t

t0

∂f

∂y
(s, y(s))− ∂f0

∂y
(y(s))ds

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

t0

∥∥∥∥∂f∂y (s, y(s))

∥∥∥∥ ds+
+

∫ t

t0

∥∥∥∥∂f0∂y (y(s))

∥∥∥∥ ds ≤ ∫ t

t0

Mds+

∫ t

t0

∥∥∥∥∂f0∂y (y(s))

∥∥∥∥ ds.
Por outro lado,∥∥∥∥∂f0∂y (y(s))

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1

T

∫ T

0

∂f

∂y
(s, y(s))ds

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1

T

∫ t0+T

t0

∂f

∂y
(u, y(u))du

∥∥∥∥ ≤
≤ 1

T

∫ t0+T

t0

∥∥∥∥∂f∂y (u, y(u))

∥∥∥∥ du ≤ 1

T

∫ t0+T

t0

Mdu =
M

T

∫ t0+T

t0

du = M.
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Desta forma segue que:∥∥∥∥∂µ1

∂y
(t, y(t))

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

t0

Mds+

∫ t

t0

∥∥∥∥∂f0∂y (y(s))

∥∥∥∥ ds ≤ ∫ t

t0

Mds+

∫ t

t0

Mds =

= 2M

∫ t

t0

ds ≤ 2M

∫ t0+T

t0

ds = 2MT.

Portanto

∥∥∥∥∂µ1

∂y
(t, y(t))

∥∥∥∥ ≤ 2MT . Dada a expressão de R para t ∈ [t0,∞) temos:

||R|| ≤ ||ε2g(t, x(t), ε)||+
∥∥∥∥ε2f0(y(t))

∂µ1

∂y
(t, (y(t))

∥∥∥∥+ ||εf(t, z(t))− εf(t, y(t))|| ≤

≤ ||ε2M ||+ ||ε2M · 2MT ||+ ||εL[z(t)− y(t)]|| = ε2M + 2ε2M2T + εL||εµ1(t, y(t))|| ≤

≤ ε2M + 2ε2M2T + ε2L · 2MT = ε2(M + 2M2T + 2LMT ).

Assim ||R|| ≤ kε2, com k = M + 2M2T + 2LMT > 0 para t ∈ [t0,∞) e com isso provamos a

Afirmação (3).

Finalmente de (2.5) temos:

||x(t)− z(t)|| =
∥∥∥∥∫ t

t0

(
dx

ds
(s)− dz

ds
(s)

)
ds

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

t0

∥∥∥∥dxds (s)− dz

ds
(s)

∥∥∥∥ ds =

=

∫ t

t0

||εf(s, x(s))− εf(s, z(s)) +R||ds ≤
∫ t

t0

||εf(s, x(s))− εf(s, z(s))||ds

+

∫ t

t0

||R||ds ≤ εL

∫ t

t0

||x(s)− z(s)||ds+

∫ t

t0

kε2ds =

= εL

∫ t

t0

||x(s)− z(s)||ds+ kε2(t− t0)⇒

⇒ ||x(t)− z(t)|| ≤ εL

∫ t

t0

||x(s)− z(s)||ds+ kε2(t− t0).

Aplicando o Lema de Gronwall vem que:

||x(t)− z(t)|| ≤
(
kε2

εL
+ 0

)
eεL(t−t0) − kε2

εL
= ε

k

L
eεL(t−t0) − ε k

L
⇒

⇒ ||x(t)− z(t)|| ≤ ε
k

L
eεL(t−t0) − ε k

L
.

Portanto como:

||x(t)− y(t)|| ≤ ||x(t)− z(t)||+ 2εMT ⇒ ||x(t)− y(t)|| − 2εMT ≤ ||x(t)− z(t)|| ≤

≤ ε
k

L
eεL(t−t0) − ε k

L
⇒ ||x(t)− y(t)|| ≤ ε

(
k

L
eεL(t−t0) − k

L
+ 2MT

)
.

Como t0 ≤ t ≤ t0 + T , ou seja, 0 ≤ t− t0 ≤ T e considerando r = t− t0 vale:
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0 ≤ r ≤ T ≤ T

ε
⇒ 0 ≤ ε · r ≤ T ⇒ 0 ≤ τ ≤ T .

Portanto εL(t− t0) = Lεr = Lτ ≤ LT , logo ||x(t)− y(t)|| ≤ εC, com C =
k

L
eLT − k

L
+ 2MT ,

no tempo-escala
1

ε
.

Consequentemente x(t)− y(t) = O(ε), no tempo-escala
1

ε
.

Observação 2.2.1. A transformação quase-identidade, a qual vimos na demonstração do Teorema

2.2.2, foi definida como z(t) = y(t) + εµ1(t, y(t)), leva esse nome pois z(t) − y(t) = O(ε). Afinal

||z(t)− y(t)|| = ε||µ1(t, y(t))|| ≤ ε(2MT ).

Considerando a equação (2.3) e assumindo o fato de f(t, x) e g(t, x, ε) serem T -periódicas na

variável t então o próximo teorema nos mostra sob quais condições, os pontos de equiĺıbrio da

função média (2.4) dão origem a soluções T -periódicas da equação (2.3).

Teorema 2.2.3. Consideremos a equação (2.3) e suponhamos que:

(i) as funções f, g, Jxf, J
2
xf e Jxg são definidas cont́ınuas e limitadas por uma constante M

independente de ε, 0 ≤ ε ≤ ε0;

(ii) f e g são T -periódicas na variável t, onde T independe de ε.

Se p é um ponto de equiĺıbrio da equação diferencial média (2.4) e det (Jyf0(p)) 6= 0 então ex-

iste uma solução T -periódica φ(t, ε) da equação (2.3) que está próxima de p, de tal forma que

lim
ε→0

φ(t, ε) = p.

Demonstração.

Primeiramente definimos a função µ1 : [t0, t0 + T ]×D → Rn dada por µ1(t, y) =

∫ t

t0

(f(s, y)−

f0(y))ds.

Agora vamos considerar x(t) = z(t) + εµ1(t, z(t)) a transformação quase-identidade, com ε > 0

suficientemente pequeno, que leva esse nome porque x(t)−z(t) = O(ε). Tal transformação é usada

para simplificar a equação (2.3), esse processo é chamado de normalização e pode ser visto na seção

13.2 e 13.3 de [23] , ou seja, conseguimos encontrar a função z que vale a igualdade. Assim,

x(t) = z(t) + εµ1(t, z(t))⇒
dx

dt
(t) =

dz

dt
(t) + ε

dµ1

dt
(t, z(t))⇒
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⇒ dx

dt
(t) =

dz

dt
(t) + ε

∂µ1

∂t
(t, z(t)) + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

dz

dt
(t)⇒

⇒ εf(t, x(t)) + ε2g(t, x(t), ε) =
dz

dt
(t) + εf(t, z(t))− εf0(z(t))+

+ ε
∂µ1

∂z
(t, z(t))

dz

dt
(t)⇒

(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)
dz

dt
(t) = εf0(z(t))+

+ εf (t, z(t) + εµ1(t, z(t))) + ε2g (t, z(t) + εµ1(t, z(t)), ε)− εf(t, z(t))⇒

⇒
(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)
dz

dt
(t) = εf0(z(t)) + R̂,

com I a matriz identidade de ordem n× n.

Observemos que A(ε) =

(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)
é inverśıvel, pois estamos perturbando a matriz

identidade e temos a função determinante cont́ınua com det(I) 6= 0. Como f é de classe C1 em D

que é limitado, consequentemente D também é limitado segue que f é Lipschitz com constante de

Lipschitz L em D, ou seja, também é Lipschitz com constante de Lipschitz L em D e assim:

||R̂|| = ||εf (t, z(t) + εµ1(t, z(t))) + ε2g (t, z(t) + εµ1(t, z(t)), ε)− εf(t, z(t))|| ≤

≤ ε||f (t, z(t) + εµ1(t, z(t)))− f(t, z(t))||+ ε2||g (t, z(t) + εµ1(t, z(t)) || ≤

≤ εL||z(t) + εµ1(t, z(t))− z(t)||+ ε2M ≤ ε2L||µ1(t, z(t))||+ ε2M ≤

≤ ε2L2MT + ε2M = ε2(2MTL+M)⇒ ||R|| ≤ ε2(2MTL+M)⇒ R̂ = O(ε2).

Seja A−1(ε) =

(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)−1
a inversa de A(ε), então a expansão em série de Taylor

de A−1(ε) de ordem 2 em torno de ε = 0 aplicada na matriz identidade I é dada por :

A−1(ε) · I = A−1(0 + ε) · I = A−1(0) · I +
dA−1

dε
(0) · I · (ε− 0)1

1!
+
d2A−1

dε2
(0) · I2 · (ε− 0)2

2!
+ r2(ε)

e tendo

lim
ε→0

r2(ε)

ε2
= 0,

isto é,

r2(ε) = o(ε2),

consequentemente

r2(ε) = O(ε2)

.
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Então:

A−1(ε) =

[(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)−1
|ε=0

]
+

+

[
(−1)

(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)−1
·
(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)−1
· ∂µ1

∂z
(t, z(t))|ε=0

]
ε+

+ (−1)

[
(−1)

(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)−1
·
(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)−1
· ∂µ1

∂z
(t, z(t))·

·
(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)−1
· ∂µ1

∂z
(t, z(t)) +

(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)−1
· (−1)·

·
(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)−1
·
(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)−1
· ∂µ1

∂z
(t, z(t)) · ∂µ1

∂z
(t, z(t))|ε=0

]
ε2

2
+

+ O(ε2) = I − ∂µ1

∂z
(t, z(t))ε+ 2 · ∂µ1

∂z
(t, z(t)) · ∂µ1

∂z
(t, z(t))

ε2

2
+O(ε2) =

= I − ∂µ1

∂z
(t, z(t))ε+O(ε2) +O(ε2)⇒ A−1(ε) = I − ∂µ1

∂z
(t, z(t))ε+O(ε2),

lembrando que como visto na demonstração do Teorema 2.2.2, temos

∥∥∥∥∂µ1

∂z
(t, z(t))

∥∥∥∥ ≤ 2MT .

Como

(
I + ε

∂µ1

∂z
(t, z(t))

)
dz

dt
(t) = εf0(z(t)) + R̂ então:

A(ε)
dz

dt
(t) = εf0(z(t)) + R̂⇒ A−1(ε)A(ε)

dz

dt
(t) = A−1(ε)(εf0(z(t)) + R̂)⇒

⇒ dz

dt
(t) =

(
I − ∂µ1

∂z
(t, z(t))ε+O(ε2)

)
(εf0(z(t)) + R̂) =

= εf0(z(t)) + R̂− ε2∂µ1

∂z
(t, z(t)) · f0(z(t))− ε∂µ1

∂z
(t, z(t)) · R̂+

+ O(ε2) · εf0(z(t)) +O(ε2) · R̂ = εf0(z(t)) + R̂− ε2∂µ1

∂z
(t, z(t)) · f0(z(t))+

+ O(ε3) = εf0(z(t)) + ε{f (t, z(t) + εµ1(t, z(t)))− f(t, z(t))}+

+ ε2g (t, z(t) + εµ1(t, z(t)), ε)− ε2
∂µ1

∂z
(t, z(t)) · f0(z(t)) +O(ε3)⇒

⇒ dz

dt
(t) = εf0(z(t)) + ε{f (t, z(t) + εµ1(t, z(t)))− f(t, z(t))}+

+ ε2g (t, z(t) + εµ1(t, z(t)), ε)− ε2
∂µ1

∂z
(t, z(t)) · f0(z(t)) +O(ε3).

Portanto,

dz

dt
(t) = εf0(z(t)) + εF (ε) + ε2G(ε)− ε2∂µ1

∂z
(t, z(t)) · f0(z(t)) +O(ε3), (2.6)

com F (ε) = f (t, z(t) + εµ1(t, z(t)))− f(t, z(t)) e G(ε) = g (t, z(t) + εµ1(t, z(t)), ε).
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Desta forma, a série de Taylor de ordem 2 em torno de ε = 0 de F (ε) e a série de Taylor de

ordem 1 em torno de ε = 0 de G(ε) são dadas, respectivamente, por:

(a)

F (ε) = F (0) +
dF

dε
(0) · ε

1!
+
d2F

dε2
(0) · ε

2

2!
+ rf2(ε)

e tendo lim
ε→0

rf2(ε)

ε2
= 0, isto é, rf2(ε) = o(ε2), consequentemente rf2(ε) = O(ε2). Assim,

F (ε) = f (t, z(t) + 0 · µ1(t, z(t)))− f(t, z(t)) +

[
∂f

∂z
(t, z(t) + εµ1(t, z(t))) · µ1(t, z(t))|ε=0

]
ε+

+

[
∂2f

∂z2
(t, z(t) + εµ1(t, z(t))) · µ1(t, z(t)) · µ1(t, z(t))|ε=0

]
ε2

2
+O(ε2) =

= 0 +
∂f

∂z
(t, z(t)) · µ1(t, z(t))ε+

[
∂2f

∂z2
(t, z(t)) · µ1(t, z(t)) · µ1(t, z(t))

]
ε2

2
+O(ε2) =

=
∂f

∂z
(t, z(t)) · µ1(t, z(t))ε+O(ε2) +O(ε2),

lembrando que por hipótese J2
xf é limitada por uma constante M > 0 e como visto na

demonstração do Teorema 2.2.2 temos ‖µ1(t, z(t))‖ ≤ 2MT . Portanto,

F (ε) =
∂f

∂z
(t, z(t)) · µ1(t, z(t))ε+O(ε2). (2.7)

(b) G(ε) = G(0) +
dG

dε
(0) · ε

1!
+ rg1(ε) e tendo lim

ε→0

rg1(ε)

ε
= 0, isto é, rg1(ε) = o(ε), consequente-

mente rg1(ε) = O(ε). Assim,

G(ε) = g(t, z(t), 0)+

+

[
∂g

∂z
[t, z(t) + εµ1(t, z(t)), ε] · µ1(t, z(t)) +

∂g

∂ε
[t, z(t) + εµ1(t, z(t)), ε]|ε=0

]
· ε+O(ε) =

= g(t, z(t), 0) +

[
∂g

∂z
[t, z(t), 0] · µ1(t, z(t)) +

∂g

∂ε
[t, z(t), 0]

]
ε+O(ε) =

= g(t, z(t), 0) +O(ε) +O(ε), lembrando que por hipótese Jxg é limitada por uma constante

M > 0,
∂g

∂ε
é limitada, afinal é periódica e g é cont́ınua e limitada, e como visto na demons-

tração do Teorema 2.2.2 temos ‖µ1(t, z(t))‖ ≤ 2MT . Portanto,

G(ε) = g(t, z(t), 0) +O(ε). (2.8)
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Substituindo (2.7) e (2.8) em (2.6) obtemos o seguinte sistema:

dz

dt
(t) = εf0(z(t)) + ε

[
∂f

∂z
(t, z(t)) · µ1(t, z(t))ε+O(ε2)

]
+ ε2 (g(t, z(t), 0) +O(ε))−

− ε2
∂µ1

∂z
(t, z(t)) · f0(z(t)) +O(ε3) = εf0(z(t)) + ε2

∂f

∂z
(t, z(t)) · µ1(t, z(t)) + εO(ε2)+

+ ε2g(t, z(t), 0) + ε2O(ε)− ε2∂µ1

∂z
(t, z(t)) · f0(z(t)) +O(ε3) =

= εf0(z(t)) + ε2
∂f

∂z
(t, z(t)) · µ1(t, z(t)) + ε2g(t, z(t), 0)− ε2∂µ1

∂z
(t, z(t)) · f0(z(t))+

+ O(ε3) = εf0(z(t)) + ε2
[
∂f

∂z
(t, z(t)) · µ1(t, z(t))−

∂µ1

∂z
(t, z(t)) · f0(z(t)) +

+ g(t, z(t), 0) +O(ε)] = εf0(z(t)) + ε2R∗, com R∗ =
∂f

∂z
(t, z(t))µ1(t, z(t))−

− ∂µ1

∂z
(t, z(t))f0(z(t)) + g(t, z(t), 0) +O(ε).

∴
dz

dt
(t) = εf0(z(t)) + ε2R∗. (2.9)

Notemos que R∗ é de classe C1 na variável z. Ressaltamos também que R∗ é T -periódica na

variável t. De fato, por hipótese g e f são T -periódicas em t e isso nos leva à
∂f

∂z
e f0 também

T -periódicas na variável t. Agora só falta mostrar que µ1(t, z) é T -periódica e com isso também

teremos
∂µ1

∂z
(t, z(t)) T -periódica, assim:

µ1(t+ T, z) =

∫ t+T

t0

(f(s, z)− f0(z))ds =

∫ t

t0

(f(s, z)− f0(z))ds+

∫ t+T

t

(f(s, z)− f0(z))ds =

=

∫ t

t0

(f(s, z)− f0(z))ds+

(∫ T

0

f(s, z)ds−
∫ T

0

f0(z)ds

)
=

=

∫ t

t0

(f(s, z)− f0(z))ds+ (T · f0(z)− T · f0(z)) = µ1(t, z).

Portanto uma solução T -periódica z(t) do sistema (2.9) nos dá uma solução T - periódica

x(t) do sistema original (2.3), afinal x(t) = z(t) + εµ1(t, z(t)) e vimos que µ1(t, z) é T -periódica.

Conclúımos então que basta procurar soluções T -periódicas do sistema (2.9).

Integrando o sistema (2.9) na variável t de t0 a t temos:

z(t) = z(t0) + ε

∫ t

t0

f0(z(s))ds+ ε2
∫ t

t0

R∗ds. (2.10)

Para uma solução T -periódica z(t) têm-se z(t + T ) = z(t), para todo t ≥ t0, com isso, z(t0) =
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z(t0 + T ) e pela equação (2.10) segue que:

z(t0) = z(t0 + T )⇔ z(t0) = z(t0) + ε

∫ t0+T

t0

f0(z(s))ds+ ε2
∫ t0+T

t0

R∗ds⇔

⇔ 0 = ε

∫ t0+T

t0

f0(z(s))ds+ ε2
∫ t0+T

t0

R∗ds⇔

⇔ 0 = ε

(∫ t0+T

t0

f0(z(s))ds+ ε

∫ t0+T

t0

R∗ds

)
⇔

0 =

∫ t0+T

t0

f0(z(s))ds+ ε

∫ t0+T

t0

R∗ds = h(z(t0), ε).

Note que o caso ε = 0 não nos interessa, pois assim não teŕıamos perturbação.

Agora definimos em D × [0, ε0] a função h dada por h(z, ε) =

∫ t0+T

t0

f0(z)ds + ε

∫ t0+T

t0

R∗ds,

ou seja, h(z, 0) =

∫ t0+T

t0

f0(z)ds.

Por hipótese, temos p um ponto de equiĺıbrio do sistema (2.4), ou seja, f0(p) = 0 de tal forma

que det (Jyf0(p)) 6= 0, logo temos h(p, 0) = 0. Então:∣∣∣∣∂h∂z (z, ε)|z=p,ε=0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ t0+T

t0

∂f0
∂z

(z)ds+ ε

∫ t0+T

t0

∂R∗

∂z
ds|z=p,ε=0

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫ t0+T

t0

∂f0
∂z

(z)ds|z=p
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ t0+T

t0

∂f0
∂z

(p)ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂f0∂z (p)

∫ t0+T

t0

ds

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∂f0∂z (p) · T
∣∣∣∣ = T n ·

∣∣∣∣∂f0∂z (p)

∣∣∣∣ 6= 0.

Portanto

∣∣∣∣∂h∂z (p, 0)

∣∣∣∣ 6= 0 e assim pelo Teorema da Aplicação Impĺıcita segue que existe uma

vizinhança V0 de ε = 0 tal que cada ε ∈ V0 corresponde um único z ∈ D, ou seja, existe uma

aplicação ς que a cada ε ∈ V0 associa um único z ∈ D e satisfaz ς(0) = p e h(ς(ε), ε) = 0. Logo

para cada ε ∈ V0

z(t) = ς(ε) + ε

∫ t

t0

f0(z(s))ds+ ε2
∫ t

t0

R∗ds,

é uma solução T -periódica de (2.9).

Pela transformação quase-identidade temos uma solução T -periódica do sistema original, como

já foi comentado anteriormente. Considerando a condição inicial z(t0) = p então por (2.10), quando

ε→ 0 segue que z(t)→ z(t0) = p.

Desta forma, tendo z(t) uma solução T -periódica de (2.9), existe uma solução x(t) de (2.3) T -

periódica, mais ainda pela relação quase-identidade verifica-se que quando ε→ 0 temos x(t)→ p.
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Caṕıtulo 3

Teoria dos sistemas dinâmicos

descont́ınuos

Nesta seção apresentaremos alguns resultados e definições acerca de sistemas descont́ınuos, não

suaves ou de Filippov. A nossa principal preocupação é modelar matematicamente e assim termos

um conhecimento topológico e geométrico desses sistemas.

3.1 Sistemas descont́ınuos

Vamos trabalhar com campos de vetores não suaves ou descont́ınuos em Rn+1 tendo como seu

conjunto de descontinuidade uma subvariedade M de codimensão um, isto é, possui uma dimensão

a menos que o espaço onde está contido, logo M possui dimensão n.

O conceito de estabilidade estrutural do espaço de campos de vetores não suaves baseia-se na

sguinte definição:

Definição 3.1.1. Dois campos de vetores Z e Ẑ descont́ınuos são C0-equivalentes se existir um

homeomorfismo ϕ : Rn+1 → Rn+1, que leva órbitas de Z em órbitas de Ẑ e leva o conjunto de

descontinuidade, M , de Z no conjunto de descontinuidade, M̂ , de Ẑ, isto é, ϕ(M) = M̂

Definição 3.1.2. Dois campos de vetores Z e Ẑ sobre Rn com Z(0) = Ẑ(0) são germes equivalentes

se eles coincidem em alguma vizinhança da origem.

As classes de equivalências para esta que é uma relação de equivalência são chamadas de germes
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de campos de vetores. Da mesma maneira como definido acima, podemos definir germes de funções.

Para simplificar, vamos considerar a notação de germe e com isso não vamos distinguir um germe

de uma função e qualquer um de seus representantes.

Por exemplo, a notação h : Rn, 0 → R significa que h é um germe de uma função definida em

uma vizinhança da origem em Rn.

Consideremos M = h−1(0), no qual h é um germe de função suave h : Rn+1, 0→ R tendo 0 ∈ R

como seu valor regular, desta forma M = h−1(0) trata-se de uma hiperf́ıcie e consequentemente

uma variedade.

Consideramos no espaço dos campos de vetores a topologia Cr, na qual dois campos de vetores

Z1 e Z2 estarão próximos se os campos e suas derivadas até ordem r estiverem próximos em uma

vizinhança da origem.

Definimos χ(n + 1) como o espaço de todos os germes de campos de vetores de classe Cr em

torno da origem no Rn+1 dotados com a topologia Cr, sendo r > 1 suficientemente grande conforme

precisarmos.

Seja h : Rn+1, 0 → R um germe de função suave tendo 0 ∈ R como seu valor regular. Vamos

definir Ω(n+ 1) como o espaço de todos os germes de campos de vetores Z em Rn+1, 0 tal que:

q′ = Z(q) =

 X(q), para h(q) > 0;

Y (q), para h(q) < 0.
(3.1)

Observação 3.1.1. O campo de vetores descrito acima é denotado por Z = (X, Y ) e com isso

estamos considerando Ω(n+ 1) = χ(n+ 1)× χ(n+ 1) com a topologia produto. Podemos ver um

exemplo de um retrato de fase de um campo descont́ınuo em R2 na Figura 3.1.

Definição 3.1.3. Dizemos que Z ∈ Ω(n + 1) é estruturalmente estável se existe uma vizinhança

U de Z em Ω(n+ 1) tal que todo Ẑ ∈ U é C0-equivalente com relação a Z.

Para definir as órbitas soluções de Z sobre a variedade de descontinuidade M , vamos tomar

um método prático. Em um conjunto aberto O bem caracterizado de M , que será descrito abaixo,

a solução de Z através de um ponto p ∈ O obedece as regras de Filippov e em M \ O aceitamos

que as soluções sejam multivaluadas.

Como estamos interessados em estudar a estabilidade estrutural em Ω(n + 1) é conveniente

levarmos em consideração todas as folheações no Rn+1 gerado pelas órbitas de Z e também de X
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Figura 3.1: Exemplo de um retrato de fase de um campo descont́ınuo em R2.

e Y que passam através de p em M . As trajetórias de Z são as soluções do sistema diferencial

autônomo q′ = Z(q).

Exemplo 3.1.1. Vamos ilustrar nossa terminologia apresentando um modelo simplificado que é

encontrado na teoria do eletromagnetismo clássico.

x′′ − x′′′ + αsgn(x) = 0, com α > 0⇒

 x′′ − x′′′ + α = 0, x > 0

x′′ − x′′′ − α = 0, x < 0
,

onde sgn(x) é a função sinal de x, isto é, sgn(x) =


1, se x > 0

0, se x = 0

−1, se x < 0

.

Desta forma, temos que x′′′ = x′′ + αsgn(x).

Consideremos x′ = y e y′ = z e com isso segue que z′ = y′′ = x′′′ = x′′ + αsgn(x) = y′ +

αsgn(x) = z + αsgn(x).

Seja h(x, y, z) = x, observe que 5h(x, y, z) = (1, 0, 0) 6= (0, 0, 0) para todo (x, y, z) ∈ R3, assim

h−1(0) é uma hiperf́ıcie. Logo ficamos com o seguinte sistema: X(x, y, z) = (x′, y′, z′) = (y, z, z + α), h(x, y, z) = x > 0

Y (x, y, z) = (x′, y′, z′) = (y, z, z − α), h(x, y, z) = x < 0
.

Definição 3.1.4. Para cada X ∈ χ(n + 1) e h : Rn+1, 0 → R um germe de função suave tendo

0 ∈ R como seu valor regular, definimos as função suaves:

(i) Xh : Rn+1 → R dada por Xh = X · 5h, no qual · é o produto interno canônico em Rn+1,

isto é Xh(p) = X(p) · 5h(p);
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(ii) X2h : Rn+1 → R dada por X2h = X ·5Xh, no qual · é o produto interno canônico em Rn+1,

isto é, X2h(p) = X(p) · 5Xh(p);

(iii) Xnh : Rn+1 → R dada por Xnh = X · 5Xn−1h, no qual · é o produto interno canônico em

Rn+1, isto é, Xnh(p) = X(p) · 5Xn−1h(p) e n ≥ 3.

Observação 3.1.2. Se θ é o ângulo entre os vetores X(p) e 5h(p), então

cosθ =
X(p) · 5h(p)

‖X(p)‖‖ 5 h(p)‖
=

Xh(p)

‖X(p)‖‖ 5 h(p)‖
,

segue que a função Xh nos mostra se o campo de vetores X :

(i) aponta na mesma direção do vetor gradiente5h, com relação ao plano tangente TpM (quando

Xh(p) > 0, isto é, o ângulo entre os vetores X(p) e 5h(p) é agudo),

(ii) aponta na direção oposta do vetor gradiente, com relação ao plano tangente TpM (quando

Xh(p) < 0, isto é, o ângulo entre os vetores X(p) e 5h(p) é obtuso),

(iii) é tangente à h−1(0) = M (quando Xh(p) = 0, isto é, o ângulo entre os vetores X(p) e 5h(p)

é reto ).

Definição 3.1.5. Para cada Z ∈ Ω(n+ 1), podemos distinguir as seguintes regiões no conjunto de

descontinuidade M = h−1(0):

(i) Mc é a região de costura que é dada pelos ponto p ∈M tais que (Xh(p))(Y h(p)) > 0;

(ii) Me é a região de escape que é dada pelos ponto p ∈M tais que Xh(p) > 0 e Y h(p) < 0;

(iii) Md é a região de deslize que dada pelos ponto p ∈M tais que Xh(p) < 0 e Y h(p) > 0.

Mais ainda, denotamos O = Mc ∪Me ∪Md.

Consideremos Z = (X, Y ) ∈ Ω(n+1) um sistema descont́ınuo onde a região de descontinuidade

M = h−1(0), com h : Rn+1, 0→ R um germe de função tendo 0 ∈ R um valor regular. Denotamos

as regiões M+ = {q ∈ Rn+1 ; h(q) > 0} e M− = {q ∈ Rn+1 ; h(q) < 0}.

Definição 3.1.6. Dizemos que qualquer caminho γ(t) satisfazendo (3.1) inteiramente contido

numa das regiões M+, M− ou em M é um segmento de órbita. Uma órbita é qualquer cami-

nho γ(t) satisfazendo (3.1), formada pela concatenação de segmentos de órbita, isto é, pela união

de segmentos de órbita.
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Figura 3.2: Exemplo de região de costura em R2.

Figura 3.3: Exemplo de região de escape em R2.

Figura 3.4: Exemplo de região de deslize em R2.

Definição 3.1.7. Definimos o fluxo de (3.1) junto a um ponto p ∈ Rn+1 em um tempo t como

sendo todos os pontos γp(t+ τ) com γp(τ) = p, para algum τ ∈ R, γ(t) satisfazendo (3.1).

Desconsiderando o conjunto de descontinuidade, as órbitas de (3.1) são dadas pelas órbitas de

X e Y em M+,M−, respectivamente.

Agora vamos especificar como a dinâmica de um sistema descont́ınuo evolui “dentro”do seu

conjunto de descontinuidade e isto depende de como a dinâmica dos campos X e Y se comportam
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próximas à variedade ou hiperf́ıcie. Com isso, seja p ∈ M . Se p ∈ Mc então o fluxo do nosso

sistema descont́ınuo cruza transversalmente a variedade e, neste caso, podemos, sem perda de

generalidade, fixar a variedade M como pertencente a uma única região, por exemplo M+, e

desta forma aplicamos o campo X em p. Caso p ∈ Me ou p ∈ Md o fluxo torna-se confinado a

hiperf́ıcie após o contato com a mesma, ou seja, ele continua sua trajetória na hiperf́ıcie. Neste

caso, existem dois métodos que podemos utilizar para descrever o comportamento do sistema

“dentro”da hiperf́ıcie, o Método de Controle de Utkin e o Método Convexo de Filippov.

No Método de Controle de Utkin o sistema evolui segundo o campo de vetores deslizantes Zd,

que é a média aritmética dos dois campos X na região M+ e Y na região M− somando um controle

β(x) ∈ [−1, 1] na direção da diferença entre os campos de vetores, então:

Zd =
X + Y

2
+
Y −X

2
β(x), onde β(x) = −Xh+ Y h

Y h−Xh
. (3.2)

Observemos que as soluções de (3.1) englobam todas as soluções da equação diferencial:

x′ = Y + λ(X − Y ), λ =

 1, h(x) > 0

0, h(x) < 0
e λ ∈ (0, 1) se h(x) = 0. (3.3)

No Método Convexo de Filippov ou simplesmente Método de Filippov, toma-se uma combinação

convexa simples dos dois campos de vetores, então:

Zd = (1− α)X + αY, com 0 < α < 1 e α(x) =
Xh

5h · (X − Y )
. (3.4)

Neste caso, (3.4) é chamada de campo de Filippov.

Figura 3.5: Campo de Filippov.

Observação 3.1.3. Os Métodos de Utkin e de Filippov descritos em (3.2) e (3.4) respectivamente,

são algebricamente equivalentes quando consideramos β = 2α− 1.

41



De fato,

2α− 1 =
2Xh

5h · (X − Y )
− 1 =

Xh+ Y h

−(Y h−Xh)
= −Xh+ Y h

Y h−Xh
= β;

Zd =
X + Y

2
+
Y −X

2
β =

X + Y

2
+
Y −X

2
(2α− 1) = X + α(Y −X) = (1− α)X + αY.

Observação 3.1.4. Nos Métodos de Utkin e de Filippov descritos em (3.2) e (3.4) respectivamente,

temos que o campo de vetores Zd é ortogonal a 5h e com isso é tangente a hiperf́ıcie M .

De fato, para o Método de Filippov temos:

〈5h, Zd〉 = 〈5h, (1− α)X + αY 〉 = (1− α)〈5h,X〉+ α〈5h, Y 〉 =

= 〈5h,X〉 − α(〈5h,X〉 − 〈5h, Y 〉) = 〈5h,X〉 − α〈5h,X − Y 〉 =

= 〈5h,X〉 − 〈5h,X〉〈5h,X − Y 〉
〈5h,X − Y 〉

=

= 〈5h,X〉 − 〈5h,X〉 = 0 , uma vez que α =
〈5h,X〉

〈5h,X − Y 〉
.

Como os dois métodos são algebricamente equivalentes o mesmo vale para o Método de Utkin.

No caso em que p ∈ Md, seguindo a convenção de Filippov, a solução γp(t) de Z através de p

segue para t > 0 a órbita de um campo de vetores tangente a M = h−1(0). Este campo é chamado

de campo de vetores deslizante associado a Z e ele será definido abaixo.

Definição 3.1.8. O campo de vetores deslizante associado a Z = (X, Y ) é o campo de vetores

suave Zd tangente à M e definido em q ∈ Md por Zd(q) = m − q, no qual m é a interseção do

segmento tangente à M em q e o segmento que liga q +X(q) e q + Y (q). A expressão expĺıcita de

Zd é dada por (3.4).

Definição 3.1.9. O campo de vetores de escape associado a Z = (X, Y ) é definido por Ze =

−(−Z)d, pois se q ∈Me para Z então q ∈Md para −Z.

Definição 3.1.10. Se p ∈ Me ∪ Md e temos 〈5h,X − Y 〉 = 0 dizemos que p é um ponto de

equiĺıbrio deslizante.

Observação 3.1.5. Usaremos a notação ZM para os dois casos, ou seja, para o caso do campo

de vetores deslizante e o caso do campo de vetores de escape. Chamamos de pontos de fronteira,

os pontos onde ocorre mudanças de regiões na variedade M , por exemplo, mudança de região de

deslize para região de costura e depois para região de deslize novamente.
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Figura 3.6: Mudança de regiões.

Observação 3.1.6. Consideremos p ∈Md ∪Me de tal forma que X(p) e Y (p) sejam linearmente

dependentes, logo Y (p) = aX(p), para a ∈ R e a 6= 1. Pelo Método de Filippov temos:

α(p) =
Xh

5h · (X − Y )
=

Xh

5h ·X −5h · Y
=

Xh

5h ·X −5h · aX
=

=
Xh

5h ·X(1− a)
=

Xh

Xh(1− a)
=

1

1− a
.

Então:

ZM = (1− α)X + αY =

(
1− 1

1− a

)
X +

(
1

1− a

)
aX =

(
1− a− 1 + a

1− a

)
X = 0.

Quando a = 1, p é um ponto de equiĺıbrio deslizante.

Definição 3.1.11. Seja p ∈Me∪Md. Quando os vetores X(p) e Y (p) são linearmente dependentes

de tal forma que Y (p) 6= X(p), teremos ZM(p) = 0 e dizemos, neste caso, que p é um ponto de

equiĺıbrio simples de Z. As outras singularidades de Z estão concentradas fora do conjunto O.

Exemplo 3.1.2. Seja Z = (X, Y ) ∈ Ω(3) com h(x, y, z) = z, X = (1, 0, x) e Y = (0, 1, y).

Temos 5h(x, y, z) = (0, 0, 1) 6= (0, 0, 0), Xh = x e Y h = y. Desta forma o sistema determina

na hiperf́ıcie M = h−1(0) em torno da orgiem quatro quadrantes delimitados por τX = {(x, y, z) ∈

R3 ; x = 0} e τY = {(x, y, z) ∈ R3 ; y = 0}.

Os quadrantes são:

(i) Q+
c = {(x, y, z) ∈ R3 ; x > 0, y > 0, z = 0} (região de costura, pois h(x, y, z) = 0 e

(Xh)(Y h) = xy > 0);
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(ii) Q−c = {(x, y, z) ∈ R3 ; x < 0, y < 0, z = 0} (região de costura, pois h(x, y, z) = 0 e

(Xh)(Y h) = xy > 0);

(iii) Qd = {(x, y, z) ∈ R3 ; x < 0, y > 0, z = 0} (região de deslize, pois h(x, y, z) = 0 e

Xh = x < 0 e Y h = y > 0);

(iv) Qe = {(x, y, z) ∈ R3 ; x > 0, y < 0, z = 0} (região de escape, pois h(x, y, z) = 0 eXh = x > 0

e Y h = y < 0).

Observemos que Mc = Q+
c ∪ Q−c . Agora vamos definir o campo de vetores deslizante em Qd

usando o Método de Filippov.

Zd(x, y, z) =

(
1− Xh

5h · (X − Y )

)
X +

(
Xh

5h · (X − Y )

)
Y =

=

(
1− x

x− y

)
(1, 0, x) +

(
x

x− y

)
(0, 1, y) =

=

(
1

x− y

)
(−y, x, 0) =

(
1

y − x

)
(y,−x, 0).

Agora vamos definir o campo de vetores deslizantes em Qd usando o Método de Utkin.

Zd(x, y, z) =
X + Y

2
+
Y −X

2

(
−Xh+ Y h

Y h−Xh

)
=

=
1

2
(1, 1, x+ y) +

1

2
(−1, 1, y − x)

(
−x− y
y − x

)
=

=

(
1

2(y − x)

)
(2y,−2x, 0) =

(
1

y − x

)
(y,−x, 0).

Em nossa terminologia vale ressaltar que G(x, y, z) = (y,−x, 0) é um sistema equivalente ao

sistema original em Qd, mais ainda consideramos G uma extensão suave de Zd, que é definida em

toda vizinhança da origem.

Observação 3.1.7. Vale ressaltar que o fluxo através de um ponto p na região de deslize ou de

escape não é único.

Definidas as órbitas de (3.1), vamos definir os pontos de equilíıbrio de tal sistema. Naturalmente

o sistema (3.1) herda os pontos de equiĺıbrio dos campos X e Y , porém existem outros pontos de

equiĺıbrio e todos esses podem ser classificados de acordo com a região na qual se encontram.

Definição 3.1.12. Dado o sistema (3.1) com M = h−1(0) uma hiperf́ıcie e p ∈ Rn+1, dizemos

que:
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(i) p é ponto de equiĺıbrio real se X(p) = 0 com p ∈M+ ou Y (p) = 0 com p ∈M−;

(ii) p é ponto de equiĺıbrio virtual se X(p) = 0 com p ∈M− ou Y (p) = 0 com p ∈M+;

(iii) p é pseudo-equiĺıbrio real se p ∈ Md com Zd(p) = 0 ou p ∈ Me com Ze(p) = 0, Xh(p) 6=

0, Y h(p) 6= 0 e 0 < α(p) < 1, onde α é o parâmetro que aparece na definição do campo

deslizante de Filippov;

(iv) p é pseudo-equiĺıbrio virtual se p ∈ Md com Zd(p) = 0 ou p ∈ Me com Ze(p) = 0, Xh(p) 6=

0, Y h(p) 6= 0 e α(p) < 0 ou α(p) > 1, onde α é o parâmetro que aparece na definição do

campo deslizante de Filippov;

(v) p é ponto de equiĺıbrio de fronteira se p ∈M com X(p) = 0 ou Y (p) = 0;

(vi) p é ponto de equiĺıbrio hiperbólico de X (Y ) se todos os autovalores da matriz Jacobiana de

X em p (de Y em p), JX(p) (JY (p)) têm parte real não nula;

(vii) p é ponto de equiĺıbrio não hiperbólico de X (Y ) quando algum autovalor da matriz Jacobiana

de X em p (de Y em p),JX(p) (JY (p)) tiver parte real nula.

Definição 3.1.13. Seja o sistema (3.1) com M = h−1(0) uma hiperf́ıcie. Se p ∈M e Xh(p) = 0

ou Y h(p) = 0 então dizemos que p é um ponto de tangência para o campo X ou Y , respectivamente.

Tal ponto é dito ponto de tangência viśıvel ou inviśıvel de X se a órbita que começa em p permanece

em M+ ou M−, respectivamente. Tal ponto é dito ponto de tangência viśıvel ou inviśıvel de Y se

a órbita que começa em p permanece em M− ou M+ respectivamente Analiticamente:

(i) p é tangência viśıvel de X se Xh(p) = 0 e X2h(p) > 0;

(ii) p é tangência inviśıvel de X se Xh(p) = 0 e X2h(p) < 0;

(iii) p é tangência viśıvel de Y se Y h(p) = 0 e Y 2h(p) < 0;

(iv) p é tangência inviśıvel de Y se Y h(p) = 0 e Y 2h(p) > 0.

Definição 3.1.14. Dadas as condições na Definição 3.1.13 existem classificações para o contato

da órbita do campo X ou Y no ponto de tangência p ∈M :

(i) Contato quadrático em X se Xh(p) = 0 e X2h(p) 6= 0;
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Figura 3.7: (1) Ponto de tangência viśıvel de Y ; (2) ponto de tangência inviśıvel de Y .

(ii) Contato quadrático em Y se Y h(p) = 0 e Y 2h(p) 6= 0.

Observação 3.1.8. Os pontos de fronteira mencionados na Observação 3.1.5 são essencialmente

pontos de tangência ou equiĺıbrio de fronteira, visto que são dados pelos pontos p ∈ M tais que

Xh(p)Y h(p) = 0, afinal para acontecer mudança de regiões em M devemos ter mudança de sinal

da função Xh ou Y h e isso acontece quando uma delas é zero.

Observação 3.1.9. Observemos que p ∈M é um ponto de equiĺıbrio deslizante quando:

(i) ou é ponto de tangência para ambos os campos X e Y ;

(ii) ou é ponto de tangência para um dos campos e equiĺıbrio para o outro;

(iii) ou é ponto de equiĺıbrio de ambos os campos;

(iv) ou quando X(p)− Y (p) é ortogonal ao gradiente de h.

Proposição 3.1.1. Um ponto p ∈M é pseudo-equiĺıbrio real de (3.1) se, e somente se, os campos

X e Y são transversais a M , isto é, não são tangentes a M e são não-colineares em p (os vetores

tem mesma direção mas sentido contrário), isto é, Xh(p) 6= 0, Y h(p) 6= 0 e existe 1 > α > 0 real

tal que (1− α)X(p) + αY (p) = 0.

Demonstração.

Suponhamos p ∈ Md um pseudo-equiĺıbrio real de (3.1), então Xh(p) 6=, Y h(p) 6= 0 e (1 −

α)X(p) + αY (p) = Zd(p) = 0, 0 < α < 1. Logo (1− α) > 0.

Desta forma (1− α)X(p) + αY (p) = 0 donde segue X(p) = − α

(1− α)
Y (p).

Assim, temos os vetores X(p) e Y (p) com mesma direção e com sentidos opostos, pois como

vimos (1− α), α > 0 e com isso − α

(1− α)
< 0.
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Logo os vetores X(p) e Y (p) são não-colineares em p e são transversais a M , pois Xh(p) 6= 0 e

Y h(p) 6= 0.

Suponhamos agora que os campos X e Y são não-colineares e transversais a M em p ∈M então

Xh(p) 6= 0, Y h(p) 6= 0 e pela condição de não colinearidade dos campos X e Y em p obtemos:

X(p) = − α

1− α
Y (p)⇒ 〈5h(p), X(p)〉 =

〈
5h(p),−

(
α

1− α

)
Y (p)

〉
⇒

⇒ 〈5h(p), X(p)〉 = −
(

α

1− α

)
〈5h(p), Y (p)〉 ⇒ Xh(p) = −

(
α

1− α

)
Y h(p).

Assim Zd(p) = (1− α)X(p) + αY (p) = (1− α)

(
− α

1− α

)
Y (p) + αY (p) = 0.

Temos Xh(p)Y h(p) =

(
− α

1− α

)
(Y h(p))2 < 0, afinal (1− α), α > 0 e com isso − α

1− α
< 0 e

também Y h(p) 6= 0.

Logo Xh(p) e Y h(p) possuem sinais oposto, então p ∈Md e como Zd(p) = 0 e 0 < α < 1 temos

p um pseudo-equiĺıbrio real.

Observação 3.1.10. Observemos que dois vetores u e v são colineares se tiverem a mesma direção

e sentido, ou analiticamente u e v são colineares se existe λ > 0 real, tal que u = λv.

Para os pontos x ∈ Rn próximos da variedade M temos que se a órbita x(t) partindo de tal

ponto não permanece na região em que está, então ela obrigatoriamente atinge M em um tempo

t1 ∈ R+. Dependendo da região que esta órbita atinge M temos as seguintes possibilidades:

(1) se x(t1) ∈Mc então x(t) cruzará M em x(t1), veja a Figura (3.8) (a);

(2) se x(t1) ∈ Md então usamos o campo deslizante para determinar o comportamento dessa

órbita e com isso:

(2(i)) se x(t1) é um pseudo-equiĺıbrio então x(t) = x(t1) para t ≥ t1, veja a Figura (3.8) (b);

(2(ii)) se x(t1) é um ponto regular de Zd, isto é, Zd(x(t1)) 6= 0 temos que x(t), para t > t1,

permanece em Md infinitamente quando tende para pseudo-equiĺıbrio, ou pode terminar

na fronteira de Md. De outra maneira, se x(t), t > t1, tende para um equiĺıbrio de

fronteira x(t2), t2 ∈ R+ e t2 > t1, temos que x(t) = x(t2) para t ≥ t2, veja a Figura

(3.8) (c);

(2(iii)) se x(t) termina em um ponto de tangência segue que x(t) sai de M em x(t2), no qual t1

é o tempo em que a órbita x(t) atinge a fronteira da região de deslize, com x(t) ∈ M+

ou x(t) ∈M− para t > t1, veja Figura (3.8) (d).
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Figura 3.8: Órbitas próximas a variedade M . (a) x(t1) ∈ Mc; (b) x(t1) é pseudo-equiĺıbrio; (c)

x(t2) é equiĺıbrio de fronteira e (d) x(t2) é ponto de tangência.

Logo, analogamente como ocorre em sistemas dinâmicos suaves, o retrato de fase de (3.1) é

formado pela união de todas as suas órbitas.

3.2 Sistemas descont́ınuos com variedade de descontinuidade

não-regular

Faremos agora, uma observação para os casos, no R2, em que temos variedades não-regulares.

Observação 3.2.1. Até aqui assumimos 0 como sendo um valor regular da função suave h e assim

temos M = h−1(0) uma variedade regular. Nos exemplos considerados a partir de agora, no R2,

teremos a origem tal que 5h(0, 0) = 0. Nestes casos, assumimos:

(H1): o conjunto de pontos não regulares em M = h−1(0) é limitado. Em outras palavras, para

N = {(x, y) ∈M : 5h(x, y) = (0, 0)},

podemos encontrar δ > 0 tal que N ⊂ Bδ(0, 0) e Bδ(0, 0) ⊂ R2 é uma bola aberta com raio δ e

centro (0, 0).
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Consideramos uma mudança de variável conveniente nos exemplos tal que o conjunto de des-

continuidade nas novas variáveis é uma variedade regular. Para isto definimos a função

Ψδ : S1 × R+ → R2 tal que Ψδ(θ, r) = (r + δ)(cos(θ), sen(θ)), (3.5)

onde δ > 0 é escolhido como em (H1). Esta função é um difeomorfismo sobre sua imagem, mais

ainda Bδ(0, 0) ∩Ψδ(S1 × R+) = ∅.

Consideramos D ⊂ R2 um conjunto aberto, onde nosso sistema esteja definido. Seja ρ̂ > 0 um

número real tal que Ψδ(S1 × (0, ρ̂)) ⊂ D e denotamos D̂ = S1 × (0, ρ̂).

Para simplificar, dada uma função H : Ψδ(D̂)→ R e δ > 0 denotamos δ∗H(θ, r) = H ◦Ψδ(θ, r).

Exemplo 3.2.1. Para ilustrar a Hipótese (H1) e a mudança de variáveis dada na Observação 3.2.1,

vamos considerar a função h : R2 → R tal que h(x, y) = (x2 − 1)(y2 − 1). O conjunto M = h−1(0)

é representado pela união das retas x = 1, x = −1, y = 1 e y = −1.

Observe que M não é uma variedade regular, pois possui auto interseção nos pontos dados

em N = {(1, 1), (−1, 1), (1,−1), (−1,−1)} , isto é, 5h(1, 1) = 5h(−1, 1) = 5h(1,−1) =

5h(−1,−1) = 0 e temos N limitado. Escolhendo δ =
√

2 temos N ⊂ Bδ(0, 0) e prosseguindo com

a mudança de variáveis dada na Observação 3.2.1 em (3.5) temos

δ∗h(θ, r) = h◦Ψδ(θ, r) = h((r+δ)cos(θ), (r+δ)sen(θ)) = ((r+δ)2cos2(θ)−1)((r+δ)2sen2(θ)−1).

Assim, o conjunto M̂ = (δ∗h)−1(0) é uma variedade regular em D̂. Este procedimento de encon-

trar uma mudança de variáveis conveniente para remover regiões indesejáveis pode ser reproduzido

para outros sistemas, mesmo em dimensões maiores.

Exemplo 3.2.2. As constantes no seguinte modelo podem ser escolhidas de tal forma que se

encaixem no conjunto dos sistemas tratados nesta seção. Consideramos a seguinte equação de

segunda ordem:

x′′ + ax′ + bx = εαx, (3.6)

com a, b constantes arbitrárias, ε um parâmetro real positivo e α ∈ R satisfazendo |α| ≤ 1.

Seja Zα o campo de vetores representado por: x′ = y

y′ = −bx− ay + εαx
, (3.7)

donde Zα é a redução de ordem da equação (3.6).
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Figura 3.9: Variedade não regular M = h−1(0) ⊂ D.

Figura 3.10: Variedade regular M̂ = (δ∗h)−1(0) ⊂ D̂.

Note o fato de que quando temos ε = 0 e a2−4b < 0 então o sistema Zα é um campo de vetores

linear com autovalores complexos, e se a < 0 a solução zero é assintoticamente estável .

De fato, se ε = 0 e a2 − 4b < 0 então: x′ = y

y′ = −bx− ay
⇔

 x′

y′

 =

 0 1

−b −a

 x

y

 .
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Claramente temos um campo de vetores linear, cujos autovalores são:

det

 0 1

−b −a

− λ
 1 0

0 1

 = 0⇔ det

 −λ 1

−b −a− λ

 = 0⇔

⇔ − λ(−a− λ) + b = 0⇔ λ2 + aλ+ b = 0⇔ λ =
−a±

√
a2 − 4b

2
,

ou seja, para a2 − 4b < 0, λ1 =
−a+

√
(−a2 + 4b) i

2
e λ2 =

−a−
√

(−a2 + 4b) i

2
.

Se a 6= 0 a origem é um foco girando no sentido anti-horário, afinal (−a2 + 4b)
1
2 > 0. Se a > 0

então o foco, sendo atrator, é assintoticamente estável e se a < 0 então o foco é repulsor.

Se a = 0 a origem é um centro girando no sentido anti-horário, afinal (−a2 + 4b)
1
2 > 0.

Vamos encontrar α tal que a origem seja solução de (3.6) assintoticamente estável. Con-

sideramos v = v(x, y) uma função real suave nas variáveis x e y. Tal função pode ser, por

exemplo, o potencial de um campo de vetores no plano (x, y). Pela definição de estabilidade

segundo Liapounov para (0, 0) ser assintoticamente estável, deve existir uma vizinhança W tal

que o potencial v(x, y) > 0 para (x, y) ∈ W\{(0, 0)}, v(0, 0) = 0 e a derivada de v é estritamente

negativa ao longo das órbitas de Zα em W\{(0, 0)}.

Escolhemos o valor de α que nos fornece a maior taxa de decrescimento da função v ao longo

das órbitas do sistema Zα, ou seja, queremos encontrar α que minimiza a derivada de v ao longo

das órbitas de Zα.

Seja f : R→ R2 tal que f(t) = (x(t), y(t)), onde (x(t), y(t)) é a solução de Zα em t.

Desta forma queremos encontrar α que minimiza a derivada de v ◦ f . Logo, derivando v ◦ f em

relação à variável t:

(v ◦ f)′(t) = v′(f(t))f ′(t) =
(
vx(x(t), y(t)) vy(x(t), y(t))

) dx
dt

(t)

dy
dt

(t)

 =

=
(
vx(x(t), y(t)) vy(x(t), y(t))

) y(t)

−bx(t)− ay(t) + εαx(t)

 =

= vx(x, y)y − vy(x, y)(bx+ ay) + vy(x, y)εαx,

ou seja,

v̇|(x(t),y(t)) = (v ◦ f)′(t) = yvx − (bx+ ay)vy + εαxvy.

Uma vez que buscamos α que minimiza v̇|(x(t),y(t)) , observamos os fatos de apenas o último termo

depender de α, de ε ser uma constante positiva e de ter |α| ≤ 1. Desta forma, o menor valor de
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v̇|(x(t),y(t)) será alcançado quando subtrairmos do termo yvx − (bx + ay)vy o maior valor posśıvel.

Neste caso, basta tomar α = sgn{−x · vy}.

Escolhendo v = v(x, y) =
x2 + 2xy + y2

2
, obtemos α = sgn{−x · vy} = sgn{−x(x+ y)}. Logo,

o sistema (3.7) torna-se um sistema suave por partes Z = (X, Y ) com:

X(x, y) =

 x′ = y

y′ = −bx− ay + εx
, se − x(x+ y) > 0, ou, x(x+ y) < 0, (3.8)

e

Y (x, y) =

 x′ = y

y′ = −bx− ay − εx
, se − x(x+ y) < 0, ou, x(x+ y) > 0. (3.9)

As retas x = 0 e s = x+ y = 0 dividem o plano de fase em quatro zonas:

(i) G1 com x > 0 e s = x+ y > 0;

(ii) G2 com x < 0 e s = x+ y > 0;

(iii) G3 com x < 0 e s = x+ y < 0;

(iv) G4 com x > 0 e s = x+ y < 0.

Figura 3.11: Regiões.

Observando a Figura 3.11, podemos ver onde estão situadas cada uma das quatro regiões e

qual campo deve ser considerado em cada uma delas.
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Mais ainda, as retas x = 0 e s = x+y = 0 são os conjuntos de descontinuidade do nosso sistema.

Porém M = h−1(0), onde h(x, y) = x(x+ y) não é uma variedade regular, afinal 5h(0, 0) = (0, 0).

Como M só possui um ponto não regular, segue que o conjunto dos pontos não regulares de M é

limitado. Escolhendo δ > 0 suficientemente pequeno temos {(0, 0)} ⊂ Bδ(0, 0) e prosseguindo com

a mudança de variáveis dada na Observação 3.2.1 em (3.5) temos

δ∗h(θ, r) = h ◦Ψδ(θ, r) = h((r + δ)cos(θ), (r + δ)sen(θ)) = (r + δ)2cos(θ)(cos(θ) + sen(θ)).

Portanto, o conjunto M̂ = (δ∗h)−1(0) é uma variedade regular em D̂. Em coordenadas carte-

sianas a função δ∗h(θ, r) corresponde à função h(x, y) = x2 + xy, com x2 + y2 > δ2. Agora vamos

determinar quais os tipos das regiões existentes nas retas x = 0 e y = −x, com x2 + y2 > δ2 e

δ > 0 suficientemente pequeno. Tendo 5h(x, y) = (2x+ y, x) segue

Xh(x, y) = X(x, y) · 5h(x, y) = (y,−bx− ay + εx) · (2x+ y, x)⇔

⇔ Xh(x, y) = 2xy + y2 − bx2 − axy + εx2;

Y h(x, y) = Y (x, y) · 5h(x, y) = (y,−bx− ay − εx) · (2x+ y, x)⇔

⇔ Y h(x, y) = 2xy + y2 − bx2 − axy − εx2.

(I) Para a reta x = 0 com y2 > δ2, isto é, |y| > δ, temos

Xh(x, y) = y2 = Y h(x, y) então Xh(x, y)Y h(x, y) = y4 > 0, pois |y| > δ > 0. Com isso

temos apenas região de costura na reta x = 0, com |y| > δ. Fazendo δ → 0 teremos região

de costura na reta x = 0, para y 6= 0.

(II) Sobre a reta y = −x, com x2 >

(
δ√
2

)2

, isto é, |x| > δ√
2

, temos

Xh(x, y) = − 2x2 + x2 − bx2 + ax2 + εx2 = (−1− b+ a+ ε)x2 ⇔

⇔ Xh(x, y) = −(1 + b− a− ε)x2;

Y h(x, y) = − 2x2 + x2 − bx2 + ax2 − εx2 = (−1− b+ a− ε)x2 ⇔

⇔ Y h(x, y) = −(1 + b− a+ ε)x2.

Como estamos considerando a2 − 4b < 0, logo
(a

2

)2
< b e assim podemos concluir que

1 + b− a > 1 +
(a

2

)2
− a =

(a
2
− 1
)2
≥ 0. Portanto, 1 + b− a > 0 e teremos:

• região de costura:

Xh(x, y)Y h(x, y) > 0⇔ (1 + b− a− ε)(1 + b− a+ ε)x4 > 0⇔

⇔ ((1 + b− a)2 − ε2)x4 > 0⇔ (1 + b− a)2 − ε2 > 0⇔ (1 + b− a)2 > ε2.
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Como 1 + b − a > 0 teremos região de costura na reta y = −x com |x| > δ√
2

se, e

somente se, 1 + b − a > ε. Fazendo δ → 0 teremos região de costura na reta y = −x

com x 6= 0 se, e somente se, 1 + b− a > ε.

• região de deslize:

Xh(x, y) < 0 e Y h(x, y) > 0⇔ −(1 + b− a− ε)x2 < 0 e − (1 + b− a+ ε)x2 > 0⇔

⇔ 1 + b− a− ε > 0 e 1 + b− a+ ε < 0⇔ 1 + b− a > ε e 1 + b− a < −ε.

Como 1 + b − a > 0, 1 + b − a > ε e 1 + b − a < −ε segue que não teremos região de

deslize na reta y = −x, com |x| > δ√
2

. Fazendo δ → 0 não teremos região de deslize na

reta y = −x com x 6= 0.

• região de escape:

Xh(x, y) > 0 e Y h(x, y) < 0⇔ −(1 + b− a− ε)x2 > 0 e − (1 + b− a+ ε)x2 < 0⇔

⇔ 1 + b− a− ε < 0 e 1 + b− a+ ε > 0⇔ 1 + b− a < ε e 1 + b− a > −ε.

Como 1 + b − a > 0, 1 + b − a < ε e 1 + b − a > −ε teremos região de escape na reta

y = −x, com |x| > δ√
2

se, e somente se, 0 < 1 + b − a < ε. Fazendo δ → 0 teremos

região de escape na reta y = −x com x 6= 0 se, e somente se, 0 < 1 + b− a < ε.

É sempre posśıvel escolher ε suficientemente pequeno de tal maneira que teremos sempre 1 +

b−a > ε, com 0 < ε <
4b− a2

4
nos fornecendo apenas região de costura sobre a reta s = x+y = 0,

para x 6= 0.

Vamos agora investigar o sistema (3.7) em cada uma das regiões Gi, i = 1, 2, 3, 4.

Nas regiões G1 e G3 temos α = −1, assim nestas regiões devemos considerar o sistema (3.9).

Consequentemente, estamos considerando a equação x′′+ax′+(b+ε)x = 0, a qual possui λ2+aλ+

(b+ε) = 0 como equação caracteŕıstica. Resolvendo a equação temos4λ = a2−4b−4ε < 0−4ε < 0,

nos dando ráızes complexas e se, a 6= 0 a origem é um ponto de equiĺıbrio do tipo foco. Se

a > 0 teremos a origem um foco atrator, logo neste caso a origem seria um ponto de equiĺıbrio

assintoticamente estável. Se a < 0 teremos a origem um foco repulsor, logo neste caso a origem

não seria um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável.

Nas regiões G2 e G4 temos α = 1, assim nestas regiões devemos considerar o sistema (3.8).

Consequentemente estamos considerando a equação x′′ + ax′ + (b − ε)x = 0, a qual possui µ2 +

aµ + (b− ε) = 0 como equação caracteŕıstica. Resolvendo a equação temos 4µ = a2 − 4b + 4ε <
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a2− 4b+ 4b− a2 = 0, nos dando ráızes complexas e, se a 6= 0 a origem é um ponto de equiĺıbrio do

tipo foco. Se a > 0 teremos a origem um foco atrator, logo neste caso a origem seria um ponto de

equiĺıbrio assintoticamente estável. Se a < 0 teremos a origem um foco repulsor, logo neste caso a

origem não seria um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável.

Os pontos das retas x = 0 e s = x+ y = 0 tirando a origem são todos de costura, considerando

a > 0 e a parte imaginária dos autovalores também positivas então o retrato de fase do sistema

(3.7) pode ser visto na Figura 3.11.

Figura 3.12: Retrato de fase do sistema (3.7) quando 1 + b− a > ε.

Vale ressaltar que no caso em que tomamos ε suficientemente grande tal que 0 < 1 + b− a < ε

não teremos estabilidade assintótica da solução zero.

3.3 Campos de vetores próximos à fronteira

Nesta seção discutiremos o comportamento dos campos de vetores suaves em Rn+1 relacionados

a uma variedade de codimensão um (digamos M = h−1(0) na qual foi definida mais acima). A

principal vantagem dessa configuração é que o contato genérico entre um campo de vetores suave

e M muitas vezes pode ser facilmente reconhecida. Como uma aplicação, as singularidades t́ıpicas

de um sistema descont́ınuo podem ser classificadas de uma forma bem simples.
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Definição 3.3.1. Dizemos que X, Y ∈ χ(n+ 1) são M-equivalentes se existe um homeomorfismo

ψ : Rn+1, 0→ Rn+1, 0 que preserva M e leva órbitas de X em órbitas de Y . Desta forma temos o

conceito de estabilidade M-estrutural em χ(n+ 1).

Definição 3.3.2. Seja X ∈ χ(n + 1) e M = h−1(0) uma variedade , onde h : Rn+1 → R e 0 é

um valor regular de h. Dizemos que um ponto p ∈ Rn+1 é um ponto de equiĺıbrio do tipo dobra se

Xh(p) = 0 e X2h(p) 6= 0.

Figura 3.13: Exemplos de pontos de equiĺıbrio do tipo dobra viśıvel em p e inviśıvel em q.

Definição 3.3.3. Sejam X, Y ∈ χ(n + 1) e M = h−1(0) uma variedade, onde h : Rn+1 → R e 0

é um valor regular de h. Dizemos que um ponto p ∈ Rn+1 é um ponto de equiĺıbrio do tipo dobra

dobra se ele é do tipo dobra para ambos os campos simultaneamente.

Definição 3.3.4. Seja X ∈ χ(n + 1) e M = h−1(0) uma variedade, onde h : Rn+1 → R e 0 é

um valor regular de h. Dizemos que um ponto p ∈ Rn+1 é um ponto de equiĺıbrio do tipo cúspide

se Xh(p) = X2h(p) = 0 e Xh3(p) 6= 0 e {Dh(p), DXh(p), DX2h(p)} é linearmente independente.

Neste caso, dizemos que temos contato cúbico em p.

Definimos Γ0 como sendo o conjunto de elementos X ∈ χ(n+1) satisfazendo uma das seguintes

condições:

(0) Xh(0) 6= 0. Neste caso, X é transversal a M em 0 e 0 é um ponto regular de X, pois se

X(0) = 0, então teŕıamos Xh(0) = 0 e isso seria um absurdo;

(1) Xh(0) = 0 e X2h(0) 6= 0. Neste caso, 0 é um ponto de tangência com contato quadrático

em X e 0 é dito ponto dobra de X;
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Figura 3.14: Exemplo de um ponto de equiĺıbrio do tipo cúspide.

(2) Xh(0) = X2h(0) = 0, X3h(0) 6= 0 e o conjunto {Dh(0), DXh(0), DX2h(0)} é linearmente

independente. Neste caso, 0 é um ponto de cúspide de X, com contato cúbico em 0 ;

...

(n) Xh(0) = X2h(0) = ... = Xnh(0) = 0, Xn+1h(0) 6= 0 e o conjunto {Dh(0), DXh(0), ..., DXnh(0)}

é linearmente independente e 0 é um ponto regular da aplicação Xh|M .

Definição 3.3.5. Dizemos que 0 é uma M-singularidade de X ∈ χ(n + 1) se h(0) = Xh(0) = 0.

Uma M-singularidade é dita de codimensão zero se X ∈ Γ0.

Definimos τX ⊂ M como sendo o conjunto M -singular de X ∈ χ(n + 1), que é o conjunto

formado pelos pontos M -singulares de X ∈ χ(n + 1) e tal conjunto é representado pela equação

h = Xh = 0, isto é, τX = {p ∈ M ; Xh(p) = 0}. Se p ∈ M e Xh(p) 6= 0 então p e dito um ponto

M -regular de X ∈ χ(n+ 1).

Proposição 3.3.1. Seja X ∈ χ(n+ 1). Se X(0) = 0 então X não pertence a Γ0(n+ 1).

Demonstração.

Por hipóteseX(0) = 0. Suponhamos queX ∈ Γ0(n+1), logo existe n ∈ N tal queXn+1h(0) 6= 0.

Por outro lado Xn+1h(0) = 〈X(0),5Xnh(0)〉 = 〈0,5Xnh(0)〉 = 0, e assim temos um absurdo.

Desta forma, X não pertence a Γ0(n+ 1).
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Observação 3.3.1. Vishik em [24] exibiu todas as formas normais, isto é, todas as possibilidade

de M -singularidades de codimensão zero e elas são dadas, a menos de equivalência , pelos seguintes

sistemas:

(i) Campo de vetores constante X(x) = (1, ..., 0) e hk(x) = xk+1
1 + x2x

k−1
1 + x3x

k−2
1 + ...+ xk+1,

no qual k = 0, ..., n.

(ii) Campo de vetores com fronteira constante h(x) = x1 e X(x) = (x2, x3, ..., xk, 1, 0, ..., 0).

58



Caṕıtulo 4

Regularização

Uma aproximação do campo de vetores descont́ınuo (3.1), por uma famı́lia a um parâmetro de

campos de vetores cont́ınuos é chamada uma regularização de (3.1).

O processo consiste em considerarmos para cada ε0 > 0 suficientemente pequeno, um campo

de vetores suave Zε, 0 < ε ≤ ε0, tal que:

(i) lim
ε→0

Zε = Z, para todo z ∈ Rn \M ;

(ii) Zε0 é igual a X em todos os pontos de M+ cuja distância até M é maior que ε0;

(iii) Zε0 é igual a Y em todos os pontos de M− cuja distância até M é maior que ε0.

Definição 4.0.6. Uma função ϕ : R→ R de classe C∞ é uma função de transição se ϕ(x) = −1

para x ≤ −1, ϕ(x) = 1 para x ≥ 1 e ϕ′(x) > 0 para x ∈ (−1, 1).

A função de transição é usada para uma média dos campos X e Y e assim obter uma famı́lia

de campos de vetores cont́ınuos que aproximam o campo descont́ınuo.

Definição 4.0.7. Consideremos uma função de transição ϕ : R → R. A ϕ-regularização de um

sistema (3.1) com M = h−1(0), é a famı́lia a um parâmetro Zε de campos de vetores cont́ınuos Cr

dada por

Zε(q) =

(
1

2
+
ϕε(h(q))

2

)
X(q) +

(
1

2
− ϕε(h(q))

2

)
Y (q), com ϕε(x) = ϕ

(x
ε

)
para ε > 0. (4.1)

Definição 4.0.8. Dada uma ϕ-regularização de um sistema (3.1) definimos a zona de regularização

como sendo a zona em torno da região de descontinuidade M , dada por ϕ−1ε (−1, 1).
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Figura 4.1: Exemplo de um gráfico de uma função de transição.

Figura 4.2: Um sistema descont́ınuo e sua regularização.

Como já foi dito, um ponto no retrato de fase que se move sobre uma órbita de Z cruza M

quando atinge a região Mc, soluções de Z através de pontos de Md permanecem em M em tempos

posteriores e analogamente as soluções de Z por meio de pontos de Me permanecem em M em

tempos anteriores.

De agora em diante, nesta seção vamos estudar o processo de regularização de campos de

vetores definidos em variedades de dimensão 2 , sendo que tais descontinuidades ocorrem sobre

uma subvariedade M de codimensão 1. Consideremos S a esfera S2 em R3 e h : S → R uma função

C∞ tendo 0 como valor regular. Assumiremos M = h−1(0) possuindo apenas uma componente

conexa, de modo que S \M tem duas componentes conexas as quais são dois discos denotados por
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S+ = h−1(0,+∞) e S− = h−1(−∞, 0).

Vamos impor condições sobre Z = (X, Y ), as quais determinam o retrato de fase de sua

regularização Zε, para qualquer função de transição e ε > 0 .

Consideremos N como sendo uma subvariedade bidimensional de S, com fronteira ∂N = B e

X ′ a restrição de um campo de vetores X em χr, que é o espaço dos campos de vetores Cr sobre

S (r > 1).

Definição 4.0.9. Denotaremos Σr(N) como a classe de todos os campos de vetores X ∈ χr que

satisfazem as seguintes condições:

(i) todos os pontos de equiĺıbrio e órbitas periódicas de X ′ são hiperbólicos e estão contidos no

interior de N ;

(ii) qualquer tangência entre uma trajetória de X e B é quadrática;

(iii) X ′ não tem conexões de sela ou de tangência.

4.1 Considerações no processo de regularização

Como é imposśıvel ter um conhecimento global da dinâmica desses sistemas, nos concentraremos

em explorar o seu comportamento local ao redor de pontos de equiĺıbrio t́ıpicos. A primeira tarefa

é descrever uma teoria local para sistemas descont́ınuos no caso bidimensional.

Consideramos o campo descont́ınuo Z = (X, Y ) no plano R2. Para p = (x, y) ∈ R2, X(p) =

(X1(p), X2(p)), Y (p) = (Y1(p), Y2(p)). Localmente, podemos considerar h−1(0) = M , onde h(p) =

h(x, y) = y que é claramente uma variedade, pois 5h(x, y) = (0, 1) 6= (0, 0) para todo (x, y) ∈ R2.

Sendo assim, o campo de Filippov em um ponto p ∈Md ∪Me tem a seguinte expressão:

ZM(p) = (1− α)X(p) + αY (p)⇔ ZM(p) =

(
1− Xh(p)

(X − Y )h(p)

)
X(p) +

(
Xh(p)

(X − Y )h(p)

)
Y (p)⇔

⇔ ZM(p) =

(
1− X2(p)

X2(p)− Y2(p)

)
X(p) +

(
X2(p)

X2(p)− Y2(p)

)
Y (p)⇔

⇔ ZM(p) =

(
X2(p)− Y2(p)−X2(p)

X2(p)− Y2(p)

)
X(p) +

(
X2(p)

X2(p)− Y2(p)

)
Y (p)⇔

⇔ ZM(p) =

(
−Y2(p)

X2(p)− Y2(p)

)
(X1(p), X2(p)) +

(
X2(p)

X2(p)− Y2(p)

)
(Y1(p), Y2(p))⇔

⇔ ZM(p) =

(
−X1(p)Y2(p) +X2(p)Y1(p)

X2(p)− Y2(p)
,
−X2(p)Y2(p) +X2(p)Y2(p)

X2(p)− Y2(p)

)
.
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∴ ZM(p) =

(
X1(p)Y2(p)−X2(p)Y1(p)

Y2(p)−X2(p)
, 0

)
, Y2(p)−X2(p) 6= 0. (4.2)

Ressaltamos que se Y2(p) − X2(p) = 0, pela Definição 3.1.10, p é um ponto de equiĺıbrio

deslizante.

A partir da expressão do campo de Filippov em (4.2) faremos as definições de seus pontos de

equiĺıbrio e os pontos onde falham essa definição.

Definição 4.1.1. Um ponto p ∈M é um ponto M-regular de Z = (X, Y ) se alguma das condições

é satisfeita:

(i) Xh(p)Y h(p) > 0, ou seja, p é um ponto de costura;

(ii) Xh(p)Y h(p) < 0 e det[X, Y ](p) = det

 X1(p) X2(p)

Y1(p) Y2(p)

 6= 0, ou seja, p é um ponto de

deslize ou de escape e não é um pseudo-equiĺıbrio.

Definição 4.1.2. Um ponto p ∈ M que não é um ponto M-regular é dito um ponto M-singular

de Z = (X, Y ).

Observação 4.1.1. Pela equação (4.2) teremos p ∈ Md ∪Me pontos de equiĺıbrio do campo de

Filippov quando:

ZM(p) = (0, 0)⇔
(
X1(p)Y2(p)−X2(p)Y1(p)

Y2(p)−X2(p)
, 0

)
= (0, 0)⇔

⇔ X1(p)Y2(p)−X2(p)Y1(p) = 0⇔ det[X, Y ](p) = 0.

Como em M temos y = 0, então o campo ZM é um campo unidimensional. Desta forma

dado um ponto de eqúılibrio q = (x0, 0) de ZM , isto é, det[X, Y ](q) = 0 e Y2(q) − X2(q) 6= 0.

O ponto q será um ponto de equiĺıbrio hiperbólico de ZM se todos os autovalores de JZM(q) =

JZM(x0, 0) tiverem parte real não nula, ou seja, neste caso, levando em conta o fato de o campo

ser unidimensional, devemos ter
∂

∂x
ZM(q) =

∂

∂x
ZM(x0, 0) 6= 0. Assim

ZM(p) =
det[X, Y ](p)

Y2(p)−X2(p)
, p ∈M ⇔

⇔ ∂

∂x
ZM(p) =

∂
∂x

[det[X, Y ](p)] (Y2(p)−X2(p))− det[X, Y ](p) ∂
∂x

[Y2(p)−X2(p)]

[Y2(p)−X2(p)]2
⇔

⇔ ∂

∂x
ZM(q) =

∂
∂x

[det[X, Y ](q)] (Y2(q)−X2(q))− det[X, Y ](q) ∂
∂x

[Y2(q)−X2(q)]

[Y2(q)−X2(q)]2
⇔

⇔ ∂

∂x
ZM(q) =

∂
∂x

[det[X, Y ](q)] (Y2(q)−X2(q))

[Y2(q)−X2(q)]2
⇔ ∂

∂x
ZM(q) =

∂
∂x

[det[X, Y ](q)]

Y2(q)−X2(q)
.

Logo, teremos q um ponto de equiĺıbrio hiperbólico de ZM quando
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∂

∂x
ZM(q) 6= 0⇔

∂
∂x

[det[X, Y ](q)]

Y2(q)−X2(q)
6= 0⇔ ∂

∂x
[det[X, Y ](q)] 6= 0.

Definição 4.1.3. Dizemos que um ponto de equiĺıbrio p do campo de Filippov, isto é, det[X, Y ](p) =

0 e Y2(q)−X2(q) 6= 0 é hiperbólico se d(det[X, Y ]|M )(p) =
∂

∂x
[det[X, Y ](p)] 6= 0.

Definição 4.1.4. Um ponto p ∈M é dito um ponto M-singular elementar de Z = (X, Y ) se uma

das seguintes condições está satisfeita:

(i) p é um ponto de dobra de Z = (X, Y ), isto é, ou p é um ponto de dobra de Y (Xh(p) 6=

0, Y h(p) = 0, Y 2h(p) 6= 0) ou p é um ponto de dobra de X (Y h(p) 6= 0, Xh(p) = 0, X2h(p) 6=

0);

(ii) Xh(p)Y h(p) < 0, det[X, Y ](p) = 0 mas d(det[X, Y ]|M )(p) 6= 0, isto é p é um ponto de

equiĺıbrio hiperbólico de ZM .

Definição 4.1.5. Seja p um ponto de equiĺıbrio hiperbólico de ZM , dizemos que

(i) p é uma sela de Filippov, ou simplesmente uma sela de ZM , se satisfaz uma das condições:

(i1) p ∈Md e é um ponto de equiĺıbrio repulsor de ZM , ou seja, d(det[X, Y ]|M )(p) > 0;

(i2) p ∈Me e é um ponto de equiĺıbrio atrator de ZM , ou seja, d(det[X, Y ]|M )(p) < 0.

(ii) p é um nó de Filippov, ou simplesmente um nó de ZM , se satisfaz uma das condições:

(i1) p ∈Md e é um ponto de equiĺıbrio atrator de ZM , ou seja, d(det[X, Y ]|M )(p) < 0, neste

caso o nó é dito atrator;

(i2) p ∈Me e é um ponto de equiĺıbrio repulsor de ZM , ou seja, d(det[X, Y ]|M )(p) > 0, neste

caso o nó é dito repulsor.

Lema 4.1.1. Seja p ∈M um ponto M-regular de Z = (X, Y ). Então existe uma vizinhança V de

p em M e ε0 tal que para todo ε ≤ ε0, Zε não possui pontos de equiĺıbrio em V .

Demonstração.

Suponhamos p ∈M um ponto M -regular de Z = (X, Y ), assim temos dois casos a considerar:
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Figura 4.3: Pontos de equiĺıbrio do tipo sela.

Figura 4.4: Pontos de equiĺıbrio do tipo nó.

(caso 1) p é ponto de costura, ou seja, Xh(p)Y h(p) > 0;

Vamos supor, sem perda de generalidade, que Xh(p) > 0 e Y h(p) > 0. O caso em que

Xh(p) < 0 e Y h(p) < 0 é análogo. Graças as formas normais, dada uma carta local (x, y)

em torno de p, podemos assumir M = {y = 0}, X = (0, 1), Y = (f, g) com g(p) = b > 0 e

h(x, y) = y. Nestas condições, se ϕ é uma função de transição a regularização de Z é dada

por:

Zε(x, y) = ( Z1
ε (x, y), Z2

ε (x, y) ) =

(
1

2
+
ϕε(h(x, y))

2

)
X(x, y) +

(
1

2
− ϕε(h(x, y))

2

)
Y (x, y) =

=

(
1

2
+
ϕε(y)

2

)
(0, 1) +

(
1

2
− ϕε(y)

2

)
(f(x, y), g(x, y)) =

=

( (
1

2
− ϕε(y)

2

)
f(x, y) ,

1

2
+
ϕε(y)

2
+

(
1

2
− ϕε(y)

2

)
g(x, y)

)
=

=
1

2
( (1− ϕε(y)) f(x, y) , 1 + ϕε(y) + (1− ϕε(y)) g(x, y) ) .
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Mostremos que Z2
ε (x, y) = 1 + ϕε(y) + (1− ϕε(y)) g(x, y) > 0 em uma vizinhança de p:

• se ϕε(y) = ϕ(y
ε
) = −1, então temos Z2

ε (x, y) = 2g(x, y). Pelo Teorema da conservação

do sinal g(x, y) > 0 em uma vizinhança V1 de p, afinal g(p) = b > 0 e assim teremos

Z2
ε (x, y) = 2g(x, y) > 0 em V1;

• se ϕε(y) = ϕ(y
ε
) ∈ (−1, 1), então o que delega o sinal de Z2

ε (x, y) é g(x, y), pois sempre

teremos 1+ϕε(y) > 0 e 1−ϕε(y) > 0 para ϕε(y) ∈ (−1, 1). Pelo Teorema da conservação

do sinal temos g(x, y) > 0 em uma vizinhança V1 de p, pois g(p) = b > 0 e assim teremos

Z2
ε (x, y) > 0 em V1;

• se ϕε(y) = ϕ(y
ε
) = 1, então temos Z2

ε (x, y) = 2 e assim Z2
ε (x, y) > 0 para todo (x, y).

Portanto Zε(x, y) 6= (0, 0) em uma vizinhança V1 de p.

(caso 2) p é um ponto de deslize ou escape, mas não é um pseudo-equiĺıbrio de Z = (X, Y ), ou seja,

Xh(p)Y h(p) < 0 com det[X, Y ](p) 6= 0;

Vamos supor, sem perda de generalidade, que Xh(p) < 0 e Y h(p) > 0. O caso em que

Xh(p) > 0 e Y h(p) < 0 é análogo. Deste modo dada uma carta local (x, y) em torno de p

podemos assumir M = {y = 0}, X = (0,−1), Y = (f, g) com g(p) = b > 0 e h(x, y) = y.

Nestas condições, se ϕ é uma função de transição a regularização de Z é dada por:

Zε(x, y) = ( Z1
ε (x, y), Z2

ε (x, y) ) =

=

(
1

2
+
ϕε(h(x, y))

2

)
X(x, y) +

(
1

2
− ϕε(h(x, y))

2

)
Y (x, y) =

=

(
1

2
+
ϕε(y)

2

)
(0,−1) +

(
1

2
− ϕε(y)

2

)
(f(x, y), g(x, y)) =

=

( (
1

2
− ϕε(y)

2

)
f(x, y) , −1

2
− ϕε(y)

2
+

(
1

2
− ϕε(y)

2

)
g(x, y)

)
=

=
1

2
( (1− ϕε(y)) f(x, y) , −1− ϕε(y) + (1− ϕε(y)) g(x, y) ) .

Suponhamos que Zε(x, y) = 0, então (1− ϕε(y)) f(x, y) = 0 e−1−ϕε(y)+(1− ϕε(y)) g(x, y) =

0. Temos det[X, Y ](p) 6= 0, logo pelo Teorema da conservação do sinal segue que det[X, Y ](x, y) 6=

0 em uma vizinhança V2 de p. Por outro lado, f(x, y) = 0 · g(x, y) − ((−1)f(x, y)) =

det[X, Y ](x, y) 6= 0 em V2. Desta forma, se (1− ϕε(y)) f(x, y) = 0 então ϕε(y) = 1 e, conse-

quentemente, a equação −1− ϕε(y) + (1− ϕε(y)) g(x, y) = 0 implica −2 = 0 na vizinhança

V2 de p, o que é um absurdo. Portanto Zε 6= (0, 0) em uma vizinhança V2 de p.
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Logo, tomando V = V1 ∩ V2 de raio ε0 teremos Zε(x, y) 6= (0, 0) na vizinhança V de p, isto é,

Zε não possui pontos de equiĺıbrio em V .

Figura 4.5: Pontos M-regulares regularizados.

Lema 4.1.2. Seja p um ponto de dobra de Z = (X, Y ). Então existe ε0 > 0 tal que para todo

ε ≤ ε0, se p é um ponto de dobra de X (respectivamente de Y ) temos:

(i) se Y (respectivamente de X) é transversal a M em p, isto é , Y h(p) 6= 0(respectivamente de

Xh(p) 6= 0) então Zε não possui pontos de equiĺıbrio em uma vizinhança de p;

(ii) sobre a curva {Zεh = 0} o contato entre Zε e a curva {h = ε} é quadrático.

Demonstração.

Por hipótese p é um ponto de dobra de X, assim Xh(p) = 0 e X2h(p) 6= 0.

• (i) Neste caso temos Y h(p) 6= 0. Vamos supor, sem perda de generalidade, que Y h(p) > 0,

Xh(p) = 0 e X2h(p) > 0, os outros casos são análogos. Graças as formas normais dada uma

carta local (x, y) em torno de p = (0, 0), podemos assumir M = {y = 0}, X = (1, x), Y =

(f, g) com g(p) = b > 0 e h(x, y) = y. Nestas condições, se ϕ é uma função de transição a
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regularização de Z é dada por:

Zε(x, y) = ( Z1
ε (x, y), Z2

ε (x, y) ) =

(
1

2
+
ϕε(h(x, y))

2

)
X(x, y) +

(
1

2
− ϕε(h(x, y))

2

)
Y (x, y) =

=

(
1

2
+
ϕε(y)

2

)
(1, x) +

(
1

2
− ϕε(y)

2

)
(f(x, y), g(x, y)) =

=

((
1

2
+
ϕε(y)

2

)
+

(
1

2
− ϕε(y)

2

)
f(x, y),

(
1

2
+
ϕε(y)

2

)
x+

(
1

2
− ϕε(y)

2

)
g(x, y)

)
=

=
1

2
(1 + ϕε(y) + (1− ϕε(y)) f(x, y), (1 + ϕε(y))x+ (1− ϕε(y)) g(x, y)) .

Suponhamos que Zε(x, y) = (0, 0) para algum (x, y) em uma vizinhança de p. Então :

 (1 + ϕε(y)) + (1− ϕε(y))f(x, y) = 0,

(1 + ϕε(y))x+ (1− ϕε(y))g(x, y) = 0.
⇔


ϕε(y) =

−1− f(x, y)

1− f(x, y)
,

ϕε(y) =
−x− g(x, y)

x− g(x, y)
.

⇔

⇔ −1− f(x, y)

1− f(x, y)
=
−x− g(x, y)

x− g(x, y)
⇔

⇔ −(x+ g(x, y))(1− f(x, y)) = −(1 + f(x, y))(x− g(x, y))⇔

⇔ (x+ g(x, y))(1− f(x, y)) = (1 + f(x, y))(x− g(x, y))⇔

⇔ x− xf(x, y) + g(x, y)− g(x, y)f(x, y) =

= x− g(x, y) + f(x, y)x− f(x, y)g(x, y)⇔

⇔ −xf(x, y) + g(x, y) = −g(x, y) + f(x, y)x⇔

⇔ 2[g(x, y)− xf(x, y)] = 0⇔ det[X, Y ](x, y) = 0.

Por outro lado det[X, Y ](p) = g(p) − 0f(p) = g(p) = b 6= 0. Logo, pelo Teorema da

conservação do sinal, existe uma vizinhança V de p tal que det[X, Y ](x, y) 6= 0 em V , o que

nos dá um absurdo.

Assim existe uma vizinhança V de p tal que Zε(x, y) 6= (0, 0) para todo (x, y) ∈ V , isto é, o

campo Zε não possui pontos de equiĺıbrio em uma vizinhança de p.

(ii) Suponhamos sem perda de generalidade, que p ∈ M , X2h(p) > 0 e Y h(p) > 0. Os ou-

tros casos são análogos. Graças as formas normais, podemos escolher coordenadas em uma

vizinhança de (x, y) = (0, 0), |y| < ε e |x| < 2ε tal que h(x, y) = y, X(x, y) = (1, x) e

Y (x, y) = (f(x, y), g(x, y)). Como supomos 0 < Y h(p) = Y h(0, 0) = g(0, 0), então g(0, 0) >

0.
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Nestas condições, se ϕ é uma função de transição a regularização de Z é dada por:

Zε(x, y) = ( Z1
ε (x, y), Z2

ε (x, y) ) =

(
1

2
+
ϕε(h(x, y))

2

)
X(x, y) +

(
1

2
− ϕε(h(x, y))

2

)
Y (x, y) =

=
1

2
((1 + ϕε(y)) + (1− ϕε(y)) f(x, y), (1 + ϕε(y))x+ (1− ϕε(y)) g(x, y)) .

Deste modo, Zεh = Zε · 5h =
1

2
(1 + ϕε(y))x+ (1− ϕε(y)) g(x, y). Vale ressaltar que:

h(x, y) = ε⇔ y = ε. (4.3)

Substituindo (4.3) na equação Zεh(x, y) = 0 temos:

Zεh(x, ε) = 0⇔ (1 + ϕε(ε))x+ (1− ϕε(ε)) g(x, ε) = 0⇔ 2x = 0⇔ x = 0. (4.4)

Pelas equações (4.3) e (4.4) devemos analisar o contato entre Zε e a curva {h = ε} sobre a

curva {Zεh = 0} no ponto (0, ε), ressaltando o fato de {Zεh(0, ε) = 0}.

Observemos:

Z2
εh = Zε · 5Zεh =

1

2
((1 + ϕε(y)) + (1− ϕε(y)) f(x, y), (1 + ϕε(y))x+ (1− ϕε(y)) g(x, y)) ·

· 1

2

(
(1 + ϕε(y)) + (1− ϕε(y)) gx(x, y), ϕεy(y)x− ϕεy(y)g(x, y) + (1− ϕε(y)) gy(x, y)

)
.

Assim, usando que ϕεy(y) =
d

dy
ϕε(y) =

d

dy
ϕ
(y
ε

)
= ϕ′

(y
ε

) 1

ε
, tem-se que para y = ε,

ϕεy(ε) =
ϕ′(1)

ε
= 0, então Z2

ε (0, ε) =
1

2
(2, 0) · 1

2
(2, 0) =

4

4
= 1 6= 0. Então podemos concluir

que sobre a curva {Zεh = 0} o contato entre Zε e a curva {h = ε} é quadrático.

Ressaltamos que ε0 é obtido a partir da interseção das vizinhanças consideradas.

Observação 4.1.2. Assumimos todas as hipóteses do Lema 4.1.2. Se Xh(p) = 0, X2h(p) > 0 e

Y h(p) 6= 0 vamos considerar sobre a curva γε = {h = ε} os conjuntos abertos γ+ε = {Zεh > 0}

e γ−ε = {Zεh < 0}. Definimos uma aplicação de classe Cr, Hε : γ−ε → γ+ε tal que os pontos u e

Hε(u) estejam na mesma trajetória de Zε. Esta aplicação é Cr, pois estamos supondo os campos

de classe Cr. Dizemos que Hε é uma involução associada ao campo de vetores Zε.

Lema 4.1.3. Assumindo as hipóteses do Lema 4.1.2 e a notação da Observação 4.1.2, temos para

qualquer u ∈ γ−ε , lim
ε→0

Hε(u) = 0.
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Figura 4.6: Pontos M-singulares elementares regularizados.

Demonstração.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que Y h(p) > 0, o outro caso é análago. Considerando

as coordenadas dadas no Lema 4.1.2, seja Iε um intervalo aberto contendo pε = (0, ε) sobre γε.

Seja H0 : Iε → Iε a involução associada ao campo X de classe Cr em relação à Xh = 0, isto

é, em x = 0. Seja Hε : Iε → Iε a involução associada ao campo Zε em relação à Zεh = 0, isto é ,

Zεh = Z2
ε = (1 + ϕε(y))x+ (1− ϕε(y)) g(x, y) = 0.

Se x < 0 no ńıvel y = ε teremos Zεh(x, ε) = 1
2

[(1 + ϕε(ε))x+ (1− ϕε(ε)) g(x, y)] = x < 0.

Se x > 0 no ńıvel y = ε teremos Zεh(x, ε) = 1
2

[(1 + ϕε(ε))x+ (1− ϕε(ε)) g(x, y)] = x > 0.

Se x = 0 no ńıvel y = ε teremos Zεh(0, ε) = 0. Donde segue que no ńıvel y = ε:

Zεh = 0⇔ Xh = 0⇔ x = 0.

Pela definição da involuçãoHε e da involuçãoH0 temos os pares u,Hε(u) e u,H0(u) pertencentes

à mesma órbita de Zε e X, respectivamente. Como estamos considerando X(x, y) = (1, x) então: x′ = 1

y′ = x
⇔

 x = t+ k

y′ = x
⇔

 x = t+ k

y′ = t+ k
⇔

 x = t+ k

y =
t2

2
+ kt+ c

⇔ y =
(x− k)2

2
+ k(x− k) + c;
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⇔

 x(t0) = t0 + k

y(t0) =
t20
2

+ kt0 + c
⇔

 x0 − t0 = k

y0 =
t20
2

+ kt0 + c
⇔

 x0 − t0 = k

y0 −
t20
2
− (x0 − t0)t0 = c

.

Assim a curva integral de X passando por (x0, y0) é dada por:

y =
(x− k)2

2
+ k(x− k) + c⇔

⇔ y =
(x− [x0 − t0])2

2
+ (x0 − t0)(x− [x0 − t0]) + y0 −

t20
2
− (x0 − t0)t0 ⇔

⇔ y =
x2

2
− 2x(x0 − t0)

2
+

(x0 − t0)2

2
+ x(x0 − t0)− (x0 − t0)2 + y0 −

t20
2
− (x0 − t0)t0 ⇔

⇔ y =
x2

2
− (x0 − t0)2

2
− (x0 − t0)t0 −

t20
2

+ y0 ⇔

⇔ y =
x2

2
− x20

2
+

2x0t0
2
− t20

2
− x0t0 + t20 −

t20
2

+ y0 ⇔ y =
x2

2
+

(
y0 −

x20
2

)
.

Se y0 = ε então a curva integral é y =
x2

2
+

(
ε− x20

2

)
e a mesma irá interceptar o ńıvel y = ε,

quando x = ±x0. Como H0 : γ−ε → γ+ε e a curva integral y =
x2

2
+

(
ε− x20

2

)
intercepta o ńıvel

y = ε em ±x0 segue que devemos ter H0(x) = −x.

Figura 4.7: Involução H0 associado ao campo X.

Vale ressaltar que:

• det[X,Zε](x, y) =
1

2

∣∣∣∣∣∣ 1 x

(1 + ϕε(y)) + (1− ϕε(y))f(x, y) (1 + ϕε(y))x+ (1− ϕε(y))g(x, y)

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

2
[(1 + ϕε(y))x+ (1− ϕε(y))g(x, y)− (1 + ϕε(y))x− (1− ϕε(y))xf(x, y)] =

=
1

2
(1− ϕε(y))[g(x, y)− xf(x, y)] =

1

2
(1− ϕε(y))

∣∣∣∣∣∣ 1 x

f(x, y) g(x, y)

∣∣∣∣∣∣ =
1

2
(1− ϕε(y))det[X, Y ](x, y).

∴ det[X,Zε](x, y) =
1

2
(1− ϕε(y))det[X, Y ](x, y). (4.5)
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• det[Zε, Y ](x, y) =
1

2

∣∣∣∣∣∣ (1 + ϕε(y)) + (1− ϕε(y))f(x, y) (1 + ϕε(y))x+ (1− ϕε(y))g(x, y)

f(x, y) g(x, y)

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

2
[(1 + ϕε(y))g(x, y) + (1− ϕε(y))g(x, y)f(x, y)− (1 + ϕε(y))xf(x, y)− (1− ϕε(y))f(x, y)g(x, y)] =

=
1

2
(1 + ϕε(y))[g(x, y)− xf(x, y)] =

1

2
(1 + ϕε(y))

∣∣∣∣∣∣ 1 x

f(x, y) g(x, y)

∣∣∣∣∣∣ =
1

2
(1 + ϕε(y))det[X, Y ](x, y).

∴ det[Zε, Y ](x, y) =
1

2
(1 + ϕε(y))det[X, Y ](x, y). (4.6)

Estamos em um vizinhança de p = (0, 0) e det[X, Y ](p) = g(p) > 0, assim nesta vizinhança

teremos det[X, Y ](x, y) > 0. Desta forma, a equação (4.5) implica que det[X,Zε](x, y) ≥ 0 e

a equação (4.6) implica que det[Zε, Y ](x, y) ≥ 0. Para |y| < ε teremos det[X,Zε](x, y) > 0 e

det[Zε, Y ](x, y) > 0, isto é, {X(q), Zε(q)} e {Zε(q), Y (p)} são bases do R2 com a mesma orientação

da base canônica e isto nos da os vetores X(q), Y (q) e Zε(q) configurados como mostra a Figura

4.8.

Figura 4.8: Configuração dos vetores.

Se Hε(x) ≥ H0(x) para algum x < 0 então as trajetórias de X e Zε se cruzariam em um ponto

k, e a partir deste ponto as orientações seriam invertidas fazendo com que det[X,Zε](x, y) < 0, o

que nos da um absurdo. Portanto, Hε(x) < H0(x) = −x.

A curva integral de X passando por p1 = (0, ε1), ε1 ≤ ε, é dada por y =
x2

2
+ ε1 e intercepta

o ńıvel y = ε em x = ±
√

2(ε− ε1). Devido ao contradomı́nio de Hε teremos Hε > 0 para

todo x < 0. Vimos que Hε(x) < −x = H0(x) para qualquer x < 0, em particular, vale para

x = −
√

2(ε− ε1) < 0 e, com isso, Hε(x) < −
(
−
√

2(ε− ε1)
)

=
√

2(ε− ε1) . Se x < −
√

2(ε− ε1)

então,

0 < Hε(x) <
√

2(ε− ε1) <
√

2ε⇔ 0 < Hε(x) <
√

2ε⇔

⇔ 0 < lim
ε→0

Hε(x) < lim
ε→0

√
2ε⇔ 0 < lim

ε→0
Hε(x) < 0.

Assim, pelo Teorema do Confronto, segue que lim
ε→0

Hε(u) = 0 para todo u próximo de p em M .
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Lema 4.1.4. Sejam Z = (X, Y ) e p um ponto de equiĺıbrio hiperbólico de ZM . Então, existe ε0 tal

que para todo ε < ε0, Zε tem, próximo de p, um ponto de equiĺıbrio que é uma sela hiperbólica ou um

nó hiperbólico. Deste modo, os autoespaços associados à este ponto de equiĺıbrio são transversais

às curvas {h = ε} e {h = −ε}.

Demonstração.

Suponhamos sem perda de generalidade, que Xh(p) < 0, Y h(p) > 0, det[X, Y ](p) = 0 e
∂

∂x

(
det[X, Y ]|M

)
(p) 6= 0, o outro caso é análogo. Devido às formas normais, podemos escolher

coordenadas de modo que p = (0, 0), h(x, y) = y, Y (x, y) = (0, 1) e X(x, y) = (g(x, y), l(x, y)).

Como supomos 0 > Xh(p) = Xh(0, 0) = l(0, 0) então l(0, 0) = a < 0. Deste modo, 0 =

det[X, Y ](p) = det[X, Y ](0, 0) = g(0, 0), ou seja, g(0, 0) = 0. Mais ainda, temos

∂

∂x

(
det[X, Y ]|M

)
(p) 6= 0⇔ ∂

∂x

(
g(x, y)|M

)
(p) 6= 0⇔ gx(0, 0) 6= 0.

Denotemos por gx(0, 0) = α 6= 0 e gy(0, 0) = β. Nestas condições, se ϕ é uma função de

transição, a regularização de Z = (X, Y ) é dada por:

Zε(x, y) = (Z1
ε (x, y), Z2

ε (x, y)) =

(
1

2
+
ϕε(h(x, y))

2

)
X(x, y) +

(
1

2
− ϕε(h(x, y))

2

)
Y (x, y) =

=

(
1

2
+
ϕε(y)

2

)
(g(x, y), l(x, y)) +

(
1

2
− ϕε(y)

2

)
(0, 1) =

=
1

2
((1 + ϕε(y))g(x, y), (1 + ϕε(y))l(x, y) + 1− ϕε(y)) .

Os pontos de equiĺıbrio de Zε são dados por: (1 + ϕε(y))g(x, y) = 0⇔ ϕε(y) = −1 ou g(x, y) = 0

(1 + ϕε(y))l(x, y) + 1− ϕε(y) = 0
.

• Se ϕε(y) = −1, então teŕıamos 2 = (1− 1)l(x, y) + 1 + 1 = 0, o que é um absurdo.

• Se g(x, y) = 0, então teŕıamos:

(1 + ϕε(y))l(x, y) + 1− ϕε(y) = 0⇔ ϕε(y) =
−l(x, y)− 1

l(x, y)− 1
⇔ ϕε(y) =

l(x, y) + 1

1− l(x, y)
. (4.7)

Logo, os pontos de equiĺıbrio de Zε serão dados pelos pontos que satisfazem g(x, y) = 0 e a

equação (4.7). Como gx(0, 0) = α 6= 0 segue do Teorema da Função Impĺıcita que x pode ser

escrito como uma função de y em uma vizinhança de (0, 0), isto é, em uma vizinhança de (0, 0)

existe x = x(y) tal que g(x(y), y) = 0 e x(0) = 0 e x′(0) =
−gy(0, 0)

gx(0, 0)
= −β

α
. Assim, a expansão

em série de Taylor em torno de y = 0 da função x = x(y) é dada por:
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x(y) = x(0) + x′(0)y + r1(y) = 0 +
−β
α
y + r1(y)⇔ x(y) =

−β
α
y + r1(y).

Portanto, o ponto de equiĺıbrio de Zε será o ponto de intersecção entre os gráficos de x(y) e ϕε(y).

Para verificar sua existência e unicidade usaremos mais uma vez o Teorema da Função Impĺıcita.

Queremos resolver o problema de achar y tal que ϕε(y) = x(y). Seja F (y, ε) = ϕε(y)− x(y). Dáı,

F (ε, ε) = ϕε(ε)− x(ε) = 1 +
β

α
ε− r1(ε) > 0, para ε > 0 suficientemente pequeno fixo;

F (−ε, ε) = ϕε(−ε)− x(−ε) = −1− β

α
ε− r1(−ε) < 0, para ε > 0 suficientemente pequeno fixo.

Logo, pelo Teorema do Valor Intermediário segue que existe r ∈ (−ε, ε) tal que F (r, ε) = 0.

Suponhamos sem perda de generalidade que r = 0, caso contrário basta fazer uma translação no

sistema. Assumimos ϕ′ε(0) 6= −β
α

= x′(0) , que é posśıvel para ε suficientemente pequeno, afinal

ϕε trata-se de uma função de transição. Logo,

F (0, ε) = 0;
∂

∂y
F (0, ε) = ϕ′ε(0) +

β

α
= ϕ′ε(0) +

β

α
6= −β

α
+
β

α
= 0, ou seja,

∂

∂y
F (0, ε) 6= 0.

Assim, pelo Teorema da Função Impĺıcita, temos que y pode ser escrito como função de ε em

uma vizinhança de (0, ε) , isto é, em uma vizinhança de (0, ε) existe um único y = y(ε) tal que

F (y(ε), ε) = 0 e y(ε) = 0. Com isso, existe um único ponto de equiĺıbrio pε = (x(y(ε)), y(ε)) =

(x(0), 0) = (0, 0).

Resta agora mostrar que o ponto de equiĺıbrio pε é hiperbólico, e é uma sela se p é uma sela

para ZM ou um nó se p é um nó para ZM .

A matriz Jacobiana de Zε em pε é dada por:

JZε(pε) =

 1
2

[(1 + ϕε)gx]
1
2

[ϕ′εg + (1 + ϕε)gy]

1
2

[(1− ϕε)lx] 1
2

[ϕ′εl + (1 + ϕε)ly − ϕ′ε]

.

Desta forma, o polinômio caracteŕıstico de JZε(pε) é dado por det(JZε(pε) − λId) = λ2 −

tr(JZε(pε))λ+ det(JZε(pε)). Donde os autovalores de JZε(pε) serão dados por:

λ =
tr(JZε(pε))±

√
tr2(JZε(pε))− 4det(JZε(pε))

2
. (4.8)

Seja 4 = tr2(JZε(pε)) − 4det(JZε(pε)), vamos supor 4 > 0, pois se 4 < 0 não seria posśıvel

termos um ponto de equiĺıbrio do tipo nó ou sela em Zε. Ressaltando que g(pε) = 0 temos:

det(JZε(pε)) =
1

4
{[(1 + ϕε)gx] [ϕ′εl + (1 + ϕε)ly − ϕ′ε]− [ϕ′εg + (1 + ϕε)gy] [(1− ϕε)lx]} =

=
1

4

{
(1 + ϕε)gxϕ

′
εl + (1 + ϕε)

2gxly − (1 + ϕε)gxϕ
′
ε − ϕ′εg(1− ϕε)lx − (1 + ϕε)gy(1− ϕε)lx

}
=

73



=
1

4

{
ϕ′ε [(1 + ϕε)gxl − (1 + ϕε)gx − g(1− ϕε)lx] +

[
(1 + ϕε)

2gxly − (1 + ϕε)gy(1− ϕε)lx
]}

=

=
1

4

{
ϕ′ε [(1 + ϕε)gxl − (1 + ϕε)gx − 0] +

[
(1 + ϕε)

2gxly − (1 + ϕε)gy(1− ϕε)lx
]}

=

=
1

4

{
ϕ′ε(1 + ϕε) [gx(−1 + l)] +

[
(1 + ϕε)

2gxly − (1 + ϕε)gy(1− ϕε)lx
]}
.

∴ det(JZε(pε)) =
1

4

{
ϕ′ε(1 + ϕε) [gx(−1 + l)] +

[
(1 + ϕε)

2gxly − (1 + ϕε)gy(1− ϕε)lx
]}
. (4.9)

Como L = (1 + ϕε)
2gxly − (1 + ϕε)gy(1 − ϕε)lx é uma função limitada, pois é cont́ınua e

podemos considerar em um compacto, lim
ε→0

ϕ′ε(pε) = +∞, (−1 + l(pε)) < 0 e da equação (4.9)

podemos concluir que, para ε suficientemente pequeno,

sgn[det(JZε(pε))] = sgn

[
1

4

{
ϕ′ε(1 + ϕε) [gx(−1 + l)] +

[
(1 + ϕε)

2gxly − (1 + ϕε)gy(1− ϕε)lx
]}]
⇔

⇔ sgn[det(JZε(pε))] = sgn[−gx(pε)]⇔ sgn[det(JZε(pε))] = −sgn[d(det[X, Y ]|M)(pε)]. (4.10)

Estamos supondo Xh < 0 e Y h > 0, ou seja, temos o ponto de equiĺıbiro p = (0, 0) em uma

região de deslize. Denotemos det(JZε(pε)) = D e tr(JZε(pε)) = B.

Como d(det[X, Y ]|M)(pε) = gx(pε) = gx(0, 0) 6= 0 então pela equação (4.10) temos D 6= 0. Por

outro lado, haviamos suposto 4 ≥ 0 então

B2 − 4D ≥ 0⇒ B2 ≥ 4D ⇒ B4 ≥ 16D2 ⇒ B4 ≥ 16D2 > 0⇒ B4 > 0⇒ B 6= 0.

Portanto temos B = tr(JZε(pε)) 6= 0, D 6= 0 e com isso temos pε um ponto de equiĺıbrio

hiperbólico.

• Se d(det[X, Y ]|M(pε) > 0, ou seja, p é uma sela de Filippov então por (4.10) temos

det(JZε(pε)) < 0, logo

D < 0⇔ −4D > 0⇔ B2 − 4D > B2 ⇔
√
B2 − 4D > |B| ⇔

√
4 > |B|.

Assim, considerando
√
4 > B temos B −

√
4 < 0 e considerando −

√
4 < B temos

B +
√
4 > 0, isto é, os autovalores dados em (4.8) tem sinais oposto e isto mostra que

pε é um ponto de equiĺıbrio do tipo sela de Zε.

• Se d(det[X, Y ]|M(pε) < 0, ou seja, p é um nó atrator de Filippov então por (4.10) temos

det(JZε(pε)) > 0, logo

D > 0⇔− 4D < 0⇔ B2 − 4D < B2 ⇔
√
B2 − 4D < |B| ⇔

√
4 < |B| ⇔

⇔
√
4 < B ou −

√
4 > B.
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(i) Supondo
√
4 < B temos√
4 < B ⇒ 0 < B −

√
4;√

4 < B ⇒ −
√
4 <

√
4 < B ⇒ −

√
4 < B ⇒ 0 < B +

√
4.

(ii) Supondo −
√
4 > B temos

−
√
4 > B ⇒ 0 > B +

√
4;

−
√
4 > B ⇒

√
4 > −

√
4 > B ⇒

√
4 > B ⇒ 0 > B −

√
4.

Assim nos casos (i) e (ii) temos os autovalores dados em (4.8) com o mesmo sinal e isto

mostra que nos dois caso pε é um ponto de equiĺıbrio do tipo nó.

Para mostrar que os autoespaços associados ao ponto de equiĺıbrio pε são transversais às curvas

{h = ε} e {h = −ε} basta analisar o contato do campo regularizado Zε, com a curva {h = y} nos

ńıveis y = ε e y = −ε, pois eles também devem respeitar o campo regularizado. Logo,

Zε(x, y) · 5h(x, y) = (Z1
ε (x, y), Z2

ε (x, y)) · (0, 1) = Z2
ε (x, y) =

1

2
((1 + ϕε(y))l(x, y) + 1− ϕε(y)).

Portanto nos ńıveis y = ε e y = −ε temos

Z2
ε (x, ε) =

1

2
((1 + 1)l(x, ε) + 1− 1) = l(x, ε) 6= 0, para ε suficientemente pequeno na vizinhan-

ça da origem;

Z2
ε (x,−ε) =

1

2
((1− 1)l(x, ε) + 1 + 1) = 1 6= 0.,

Assim conclúımos o fato desejado.

Ressaltando o fato de ε0 ser retirado da interseção de todas vizihanças tomadas, ou seja, a

vizinhança onde podemos assumir tudo o que foi suposto.

Figura 4.9: Ponto de equiĺıbrio hiperbólico de ZM e sua regularização.
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Definição 4.1.6. Uma M-conexão de sela de Z = (X, Y ) é uma órbita γ de Z conectando:

(i) um ponto de equiĺıbrio do tipo sela de X ou Y e um ponto de equiĺıbrio de ZM do tipo sela;

(ii) dois pontos de equiĺıbrio de ZM do tipo sela;

(iii) dois pontos de equiĺıbrio do tipo sela de X e Y , de modo que é permitido aos seus pontos

interiores encontrar M somente em Mc.

(iv) dois pontos de equiĺıbrio do tipo sela de X ou de Y ;

Figura 4.10: M -conexões de sela de Z = (X, Y ).

Corolário 4.1.1. Seja Z = (X, Y ) de tal forma que X e Y estão em Σr(N), todas as M-

singularidades de Z são pontos de equiĺıbrio hiperbólico de ZM ou ponto de dobra de Z e Z não

possui M-conexão de sela. Então existe um ε0 tal que para todo 0 < ε < ε0 temos:

(i) todos os pontos de equiĺıbrio de Zε são hiperbólicos;

(ii) Zε não possui conexões de sela.

Demonstração.

(i) Se p é um ponto de equiĺıbrio que satisfaz todas as hipóteses do corolário, então por definição

p é um ponto M -singular elementar de Z.

Se p é um ponto de dobra de Z então pelo Lema 4.1.2 existe uma vizinhança de p em que

Zε não possui pontos de equiĺıbrio.
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Se p é um ponto de equiĺıbrio hiperbólico de ZM então pelo Lema 4.1.4 existe uma vizinhança

de p no qual Zε possui um ponto de equiĺıbrio hiperbólico.

(ii) Se Zε possui conexões de sela então:

• ou, antes da regularização, essas selas eram duas selas de X conectadas ou duas selas de

Y conectadas;

• ou, antes da regularização, essas selas eram uma sela de X conectada a uma sela de Y ;

• ou, antes da regularização, essas selas eram uma sela de X ou de Y conectadas a uma sela

de ZM .

O que em todos os casos nos dá um absurdo, pois por hipótese Z não possuem M -conexões de

sela. Assim Zε não possui conexões de sela.

Observação 4.1.3. Sob as hipóteses do Corolário 4.1.1, os limites das separatrizes sobre M de um

ponto de equiĺıbrio de ZM do tipo sela são ou um ponto de dobra de Z ou um ponto de equiĺıbrio

do tipo atrator (ou repulsor) de ZM . Isto significa, em particular, que para ε suficientemente

pequeno, Zε não possui conexões de sela dentro de uma vizinhança de M em S.

Definição 4.1.7. Dizemos que uma curva fechada γ, formada por partes de órbitas regulares de X

em M+ e órbitas regulares de Y em M− é uma órbita M-periódica de Z = (X, Y ) se γ intersecta

M somente em Mc e cada parte é transversal à M .

Observação 4.1.4. Dada uma órbita M -periódica γ = γ0∪γ1∪γ2∪ ...∪γk com γ2i ∈M+, γ2i+1 ∈

M− e γi ∩M = {pi} ∪ {pi+1}, podemos definir uma coleção de germes em pi de Cr-transformações

de Poincaré

ηi : (M, pi)→ (M, pi+1),

i = 0, 1, ..., k (associado a X ou a Y ) tal que a função primeiro retorno associada é dada por:

η = ηk ◦ ηk−1 ◦ ... ◦ η0, tal que η(p0) = p0.

Definição 4.1.8. Uma órbita M-periódica γ de Z é dita elementar se a função primeiro retorno

de Poincaré associada, em qualquer ponto p ∈ γ, satisfaz: η′(p) 6= 1.
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Lema 4.1.5. Seja γ uma órbita M-periódica elementar de Z = (X, Y ). Então existe uma vizi-

nhança B de γ em S e um ε0 tais que para todo ε ≤ ε0, Zε contém uma única órbita periódica

hiperbólica em B.

Demonstração.

Seja γ uma órbita M -periódica elementar de Z = (X, Y ), então a função primeiro retorno de

Poincaré associada, em qualquer ponto p ∈ γ, satisfaz η′(p) 6= 1. Mais ainda, como γ é periódica,

o seu gráfico intercepta o gráfico da função identidade, isto é, existe p0 tal que η(p0) = p0. Na

regularização de Z, isto é, Zε, consideremos ηε como sendo a função de Poincaré η depois da

regularização.

Agora para ε > 0, suficientemente pequeno, teremos as funções de Poincaré η e ηε bem próximas,

donde segue que em qualquer ponto p ∈ γε temos η′ε(p) 6= 1 e o gráfico ηε também intercepta o

gráfico da função identidade, ou seja, existe p1 tal que ηε(p1) = p1, para p1 em uma vizinhança de

p0.

Desta forma, existe uma vizinhança B de γ contendo pelo menos uma órbita periódica em B,

a qual também é hiperbólica. Logo, como ε > 0 é suficientemente pequeno teremos a garantia da

unicidade, afinal ηε está suficientemente próxima de η, então em uma vizinhança B não tem como

existir outra órbita periódica (em uma vizinhança de p0, a função ηε não pode ter dois pontos fixos,

pois ela é suave e intercepta a função identidade de forma transversal).

Observação 4.1.5. O principal resultado abordado em [21] é a garantia da estabilidade estrutural

de Zε, para qualquer função de transição e ε > 0 pequeno. Tal objetivo foi alcançado caracterizando

a classe Σ(S2) dos campos de vetores estruturalmente estáveis sobre S2, enunciados por Andronov-

Pontryagin e Peixoto em [17].

78



Caṕıtulo 5

Ciclos limites para equações diferenciais

polinomiais descont́ınuas de Liénard com

m zonas

Os sistemas diferenciais polinomiais descont́ınuos de Liénard possuem muitas aplicações. As

equações diferenciais descont́ınuas com zonas ou de forma mais geral equações não suaves derivadas

de equações diferenciais ordinárias, não apresentam unicidade de solução. Sua teoria foi desen-

volvida de forma bem acelerada nos últimos anos devido à: sua beleza matemática, sua forte relação

com outros ramos da ciência, o desafio de se desenvolver definições e convenções razoáveis e consis-

tentes. Tornou-se uma fronteira comum entre a Matemática, F́ısica e Engenharia. Elas aparecem

de forma natural em sistemas de controle, em sistemas de impacto, em sistemas mecânicos, os-

cilações não lineares, e em circuitos elétricos, justificando o fato de possúırem muitas aplicações,

por exemplo, o trabalho desenvolvido por Makarenkov e Lamb em [13].

Écalle em [5] e Ilyashenko em [7] provaram que qualquer sistema diferencial polinomial possui

um número finito de ciclos limites e esta prova, se não foi o melhor resultado nesta área, com toda

certeza é uma das melhores.

Desta forma, temos um número finito de ciclos limites para cada sistema diferencial polinomial

de grau n, o que nos gera uma pergunta: Existe uma quota uniforme para esse número em toda

classe ou famı́lia de todos os sistemas diferenciais polinomiais? Llibre e Teixeira, em [12], consid-

eraram este problema para uma classe especial de sistemas diferenciais polinomiais descont́ınuos
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de Liénard.

Definição 5.0.9. Um sistema diferencial polinomial de Liénard é da forma: ẋ = y + F (x)

ẏ = −x
, (5.1)

onde F (x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n e “ · ” denota a derivada com relação a variável t.

O problema para se determinar o número máximo de ciclos limites para um determinado

sistema diferencial, tornou-se um dos principais objetivos na teoria qualitativa de sistemas diferen-

ciais. Vamos levar este problema para uma classes de sistemas dinâmicos descont́ınuos. Um bom

representante dessa classe é o seguinte modelo matemático:

ẍ+ x+ f(x, ẋ) = sgn(g(x, ẋ))U(x, ẋ). (5.2)

O modelo (5.2) é encontrado, por exemplo, na teoria de controle, em sistemas de retransmissão,

economia, sistemas de impacto, sistemas mecânicos em oscilações não lineares. Nestas áreas en-

contrar ciclos limites é de muita importância e este é só mais um motivo de que vale o estudo

dos ciclos limites. Realizaremos o estudo dos ciclos limites de equações diferenciais polinomiais de

Liénard descont́ınuas com m zonas.

Um sistema diferencial polinomial de Liénard descont́ınuo com m zonas, como em [12], é dado

por:  ẋ = y + sgn(gm(x, y))F (x)

ẏ = −x
, (5.3)

onde F (x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n e o conjunto de zeros da função sgn(gm(x, y)) com m = 2, 4, 6...,

é a união de m
2

diferentes retas passando pela origem dividindo o plano em setores angulares de

tamanho 2π
m

. Mais ainda sgn(z) denota a função sinal.

Observação 5.0.6. Notemos que o sistema diferencial (5.3) é um caso particular do sistema

diferencial (5.2), o qual de certa forma generaliza a classe de sistemas diferenciais de Liénard para

os sistemas diferenciais descont́ınuos.

De fato, seja −y = ẋ e com isso −ẏ = ẍ = sgn(g(x, ẋ))U(x, ẋ)− x− f(x, ẋ). Logo temos: ẏ = sgn(gm(x,−y))(−U(x,−y)) + x+ f(x,−y)

ẋ = −y
, (5.4)

onde f(x,−y) = 0 e −U(x,−y) = F (x).
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Como em [12] consideramos também o caso da equação (5.3) em que m = 0 com g0(x, y) = 1.

Portanto, a equação diferencial para m = 0 coincide com a equação diferencial polinomial de

Liénard (5.1). Por esta razão, chamaremos o sistema diferencial polinomial descont́ınuo com m

zonas (5.3), para m = 2, 4, 6, ..., de equação ou sistema diferencial polinomial de Liénard de-

scont́ınuo de grau n com m zonas, no qual n é o grau do polinômio F (x).

Relembramos que um ciclo limite é uma solução periódica isolada de uma equação diferencial,

ou seja, existe uma vizinhança dessa solução de tal forma que nela só exista uma solução periódica.

De agora em diante, quando dizermos que “a maior quota inferior para o número máximo de

ciclos limites de um sistema diferencial é M”, significa que este sistema pode ter M ciclos limites

se o lado direito do sistema for escolhido de forma conveniente.

Definição 5.0.10. Vamos definir L(m,n) como sendo a maior quota inferior para o número

máximo de ciclos limites de uma equação diferencial polinomial de Liénard descont́ınua de grau n

com m zonas.

5.1 Cálculos de L(0,n), L(2,n) e L(4,n)

Para os sistemas diferenciais polinomiais de Liénard de grau n, Ilyashenko e Panov em [8],

provaram que quando n é ı́mpar existe um limite superior uniforme para o número de ciclos limites

em uma subclasse desses sistemas de tal forma que F seja mônico e seus coeficientes satisfazem

algumas estimativas.

Vamos encontrar uma quota inferior para o número máximo de ciclos limites de equações

diferenciais polinomiais de Liénard descont́ınuas com m zonas (5.3) com m = 2, 4.

Primeiramente, vamos fornecer a prova de L(0, n), que é um caso cont́ınuo.

Observação 5.1.1. Consideramos a mudança de coordenadas polares (x, y) para (r, θ), x =

rcos(θ) e y = rsen(θ).

A partir das relações r2 = x2 + y2 e tg(θ) =
rsen(θ)

rcos(θ)
=

y

x
, derivando ambos os lados das

igualdades em relação a variável independente t obtemos o sistema ṙ e θ̇:

2rṙ = 2xẋ+ 2yẏ ⇒ ṙ =
xẋ+ yẏ

r
.

1

cos2(θ)
θ̇ =

ẏx− ẋy
x2

⇒ θ̇ = cos2(θ)

(
ẏx− ẋy
x2

)
.
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Proposição 5.1.1. No conjunto dos sistemas diferenciais polinomiais de Liénard de grau n temos

L(0, n) =

[
n− 1

2

]
, onde [z] denota a função parte inteira de z.

Demonstração. Para provarmos que

[
n− 1

2

]
é uma quota inferior para o número máximo de ciclos

limites do sistema diferencial polinomial de Liénard (5.1) de grau n, vamos mostrar que existem

sistemas diferenciais da forma: ẋ = y + εa0 + εa1x+ ...+ εanx
n

ẏ = −x
⇔

 ẋ = y + εF (x)

ẏ = −x
, (5.5)

com F (x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n e an 6= 0 tendo

[
n− 1

2

]
ciclos limites.

Considerando as coordenadas polares (r, θ) tal que x = rcos(θ) e y = rsen(θ) dadas na Ob-

servação 5.1.1 e pelas equações em (5.5) temos:
ṙ =

rcos(θ)[rsen(θ) + εF (rcos(θ))] + rsen(θ)[−rcos(θ)]
r

θ̇ = cos2(θ)

(
[−rcos(θ)]rcos(θ)− [rsen(θ) + εF (rcos(θ))]rsen(θ)

r2cos2(θ)

) ⇒

⇒


ṙ =

r2cos(θ)sen(θ) + rcos(θ)εF (rcos(θ))− r2sen(θ)cos(θ)

r

θ̇ = cos2(θ)

(
−r2cos2(θ)− r2sen2(θ)− εF (rcos(θ))rsen(θ)

r2cos2(θ)

) ⇒

⇒


ṙ =

rcos(θ)εF (rcos(θ))

r

θ̇ =
−r2[cos2(θ) + sen2(θ)]− εF (rcos(θ))rsen(θ)

r2

⇒

⇒


ṙ = εcos(θ)F (rcos(θ))

θ̇ =
−r2 − εF (rcos(θ))rsen(θ)

r2

.

∴


ṙ = εcos(θ)F (rcos(θ))

θ̇ = −1− ε1

r
sen(θ)F (rcos(θ))

. (5.6)

Tomando agora θ como a nova variável independente, o sistema (5.6) é transformado.
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dr

dθ
=
dr

dt
· dt
dθ

=
dr

dt
· 1

dθ

dt

=

dr

dt
dθ

dt

=
εcos(θ)F (rcos(θ))

−1− ε1

r
sen(θ)F (rcos(θ))

= B(ε).

Como o parâmetro ε > 0 é suficientemente pequeno, consideramos a série de Taylor de B(ε)

em torno de ε = 0

B(ε) = B(0) +
dB

dε
(0)ε+

d2B

dε2
(0)

ε2

2
+
d3B

dε3
(0)

ε3

6
+ ...

= − cos(θ)F (rcos(θ))ε+

[
d2B

dε2
(0)

1

2
+
d3B

dε3
(0)

ε

6
+ ...

]
ε2,

ou seja,
dr

dθ
= B(ε) = εf(θ, r) + ε2g(θ, r, ε), (5.7)

onde f(θ, r) = −cos(θ)F (rcos(θ)) e g(θ, r, ε) =

[
d2B

dε2
(0)

1

2
+
d3B

dε3
(0)

ε

6
+ ...

]
A equação diferencial (5.7) satisfaz todas as hipóteses do Teorema 2.2.2 e do Teorema 2.2.3

então podemos aplicá-los. As funções f e g são periódicas de peŕıodo 2π na variável θ, então a

equação da média de (5.7) no intervalo [0, 2π] é:

f0(r) =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ, r)dθ = − 1

2π

∫ 2π

0

cos(θ)F (rcos(θ))dθ =

= − 1

2π

n∑
i=0

air
i

∫ 2π

0

cosi+1(θ)dθ = − 1

2π

[n−1
2 ]∑
j=0

a2j+1r
2j+1

∫ 2π

0

cos2j+2(θ)dθ,

pois

∫ 2π

0

cosi+1(θ)dθ = 0 para i = 0, ..., n par e

∫ 2π

0

cosi+1(θ)dθ 6= 0 para i = 0, ..., n ı́mpar.

Denotando b2j+1 = − 1

2π

∫ 2π

0

cos2j+2(θ)dθ, para j = 0, 1, ...,
[
n−1
2

]
então:

f0(r) =

[n−1
2 ]∑
j=0

a2j+1b2j+1r
2j+1.

Os monômios que aparecem no polinômio f0(r) são r, r3, ...r2[
n−1
2 ]+1 cujos coeficientes são

c2j+1 = a2j+1b2j+1, ou seja, temos
[
n−1
2

]
+ 1 monômios.

É posśıvel escolher livremente o coeficiente a2j+1 =
c2j+1

b2j+1
do monômio r2j+1 tal que a2j+1 6= 0.

Então pelo Teorema de Descartes podemos escolher os coeficientes de f0(r) de tal maneira que

f0(r) possua exatamente
[
n−1
2

]
+ 1 − 1 =

[
n−1
2

]
ráızes reais positivas, denotadas por rk, para

k = 1, 2, ...,
[
n−1
2

]
. Notemos que as ráızes são simples.

Segue dos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 que o sistema (5.5) possui
[
n−1
2

]
ciclos limites em uma vizin-

hança de rk, para k = 1, 2, ...,
[
n−1
2

]
.
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Agora iremos fornecer a prova para L(2, n) e para L(4, n).

Proposição 5.1.2. No conjunto dos sistemas diferenciais polinomiais de Liénard descont́ınuos de

grau n com 2 zonas temos L(2, n) =
[n

2

]
, onde [z] denota a função parte inteira de z.

Demonstração. Para provarmos que
[n

2

]
é uma quota inferior para o número máximo de ciclos

limites do sistema diferencial polinomial de Liénard de grau n com 2 zonas, vamos mostrar que

existem sistemas diferenciais da forma: ẋ = y + sgn(x)[εa0 + εa1x+ ...+ εanx
n]

ẏ = −x
⇔

 ẋ = y + εsgn(x)F (x)

ẏ = −x
, (5.8)

com g2(x, y) = x, F (x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n e an 6= 0 tendo

[n
2

]
ciclos limites.

Considerando as coordenadas polares (r, θ) tal que x = rcos(θ) e y = rsen(θ) dadas na Ob-

servação 5.1.1 e por (5.8) temos:
ṙ =

rcos(θ)[rsen(θ) + εsgn(rcos(θ))F (rcos(θ))] + rsen(θ)[−rcos(θ)]
r

θ̇ = cos2(θ)

(
[−rcos(θ)]rcos(θ)− [rsen(θ) + εsgn(rcos(θ))F (rcos(θ))]rsen(θ)

r2cos2(θ)

) ⇒

⇒


ṙ =

r2cos(θ)sen(θ) + rcos(θ)εsgn(rcos(θ))F (rcos(θ))− r2sen(θ)cos(θ)

r

θ̇ = cos2(θ)

(
−r2cos2(θ)− r2sen2(θ)− εsgn(rcos(θ))F (rcos(θ))rsen(θ)

r2cos2(θ)

) ⇒

⇒


ṙ =

rcos(θ)εsgn(rcos(θ))F (rcos(θ))

r

θ̇ =
−r2[cos2(θ) + sen2(θ)]− εsgn(rcos(θ))F (rcos(θ))rsen(θ)

r2

⇒

⇒


ṙ = εcos(θ)sgn(rcos(θ))F (rcos(θ))

θ̇ =
−r2 − εsgn(rcos(θ))F (rcos(θ))rsen(θ)

r2

.

∴


ṙ = εsgn(rcos(θ))cos(θ)F (rcos(θ))

θ̇ = −1− εsgn(rcos(θ))
1

r
sen(θ)F (rcos(θ))

. (5.9)
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Figura 5.1: As funções sgn(x) e sδ(x).

Em vez de trabalhar com o sistema diferencial descont́ınuo (5.8), iremos trabalhar com o

seguinte sistema diferencial suave:  ẋ = y + εsδ(x)F (x)

ẏ = −x
, (5.10)

onde sδ(x) é uma função de transição definida como na Figura 5.1 tal que lim
δ→0

sδ(x) = sgn(x).

Logo, em coordenadas polares, o sistema (5.10) fica como: ṙ = εsδ(rcos(θ))cos(θ)F (rcos(θ))

θ̇ = −1− εsδ(rcos(θ))
1

r
sen(θ)F (rcos(θ))

. (5.11)

Vale ressaltar o fato de as aplicações de Poincaré dos sistemas (5.9) e (5.11) serem suaves.

No sistema (5.11) porque temos um sistema cont́ınuo, graças à regularização, e desta forma pelos

resultados gerais de equações diferenciais ordinárias suaves segue a suavidade da aplicação de

Poincaré.

Agora, faremos a justificativa da suavidade da aplicação de Poincaré do sistema (5.9) e para isso

usaremos o sistema (5.8) em coordenadas cartesianas. No sistema (5.8) temos a descontinuidade

dada por h−1(0), onde h(x, y) = x, que é uma variedade, pois 5h(x, y) = (1, 0) 6= (0, 0) para todo

(x, y) ∈ R2. Definimos

X(x, y) =

 ẋ = y + εF (x)

ẏ = −x
e Y (x, y) =

 ẋ = y − εF (x)

ẏ = −x
.

Logo, a região de deslize na reta x = 0 é determinada por:

Xh(0, y) · Y h(0, y) <0⇔ (y + εF (0))(y − εF (0)) < 0⇔ y2 − ε2F 2(0) < 0⇔

⇔y2 < ε2F 2(0)⇔ |y| < |εF (0)| ⇔ |y| < ε|a0|.
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Se a0 = 0 então sempre teremos região de costura na reta x = 0, exceto na origem, e juntando

com o fato de os campos X e Y serem linearmente dependentes, em cada p na região de costura,

segue a suavidade da aplicação de Poincaré.

Se a0 6= 0, ou seja, a0 < 0 ou a0 > 0 teremos região de deslize ou escape em x = 0 para

|y| < ε|a0|. Sem perda de generalidade, suponhamos a0 > 0. Então para −εa0 < y < εa0 temos

região de deslize ou escape em x = 0. Observemos que

Xh(0, y) = y + εa0 > −εa0 + εa0 = 0⇒ Xh(0, y) > 0,

Y h(0, y) = y − εa0 < εa0 − εa0 = 0⇒ Y h(0, y) < 0,

ou seja, os pontos (0, y) com −εa0 < y < εa0 formam uma região de escape em x = 0.

Para o campo descont́ınuo, a aplicação de Poincaré P é determinada pela composição de uma

aplicação PD dada pelo fluxo do campo X no semi-plano x > 0 e uma aplicação PE dada pelo

fluxo do campo Y no semi-plano x < 0. Claramente, o sistema (5.8) é uma perturbação de um

centro e como temos região de escape em x = 0 para |y| < εa0 e ε > 0 é suficientemente pequeno,

segue o fato da aplicação de Poincaré tomada inicialmente em um ponto na região de costura na

reta x = 0, isto é |y| > εa0, retornar na reta x = 0 na região de costura.

Partindo de um ponto (0, y) com y > εa0 na região de costura, PD(0, y) = (0, y1) tendo

y1 < −εa0 e PE(0, y1) = (0, y2) tendo y2 > εa0. A aplicação P é dada por: P = PE ◦ PD. Sobre a

região de costura os campos X e Y são linearmente dependentes. Segue deste fato e da suavidade

de PE e PD que a aplicação primeiro retorno de Poincaré P é suave.

A regularização de sistemas descont́ınuos próximo de região de costura em [21], nos mostra que

o limite da aplicação de Poincaré do sistema (5.10) tende para a aplicação de Poincaré do sistema

(5.8), quando δ → 0.

Tomando agora θ como a nova variável independente, o sistema (5.9) é transformado em

dr

dθ
=
dr

dt
· dt
dθ

=
dr

dt
· 1

dθ

dt

=

dr

dt
dθ

dt

=
εsgn(rcos(θ))cos(θ)F (rcos(θ))

−1− εsgn(rcos(θ))
1

r
sen(θ)F (rcos(θ))

= D(ε).

Como o parâmetro ε > 0 é suficientemente pequeno consideramos a série de Taylor de D(ε) em

torno de ε = 0

D(ε) =D(0) +
dD

dε
(0)ε+

[
d2D

dε2
(0)

1

2
+
d3D

dε3
(0)

ε

6
+ ...

]
ε2 =

=− εsgn(rcos(θ))cos(θ)F (rcos(θ)) +

[
d2D

dε2
(0)

1

2
+
d3D

dε3
(0)

ε

6
+ ...

]
ε2.
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Assim,
dr

dθ
= D(ε) = εf(θ, r) + ε2g(θ, r, ε), (5.12)

onde f(θ, r) = −sgn(rcos(θ))cos(θ)F (rcos(θ)) e g(θ, r, ε) =

[
d2D

dε2
(0)

1

2
+
d3D

dε3
(0)

ε

6
+ ...

]
.

Analogamente, considerando θ como variável independente de (5.11) temos

dr

dθ
= G(ε) = εf δ(θ, r) + ε2gδ(θ, r, ε), (5.13)

onde f δ(θ, r) = −sδ(rcos(θ))cos(θ)F (rcos(θ)) e gδ(θ, r, ε) =

[
d2G

dε2
(0)

1

2
+
d3G

dε3
(0)

ε

6
+ ...

]
.

Por outro lado, seguindo a demonstração do Teorema em [3] conclúımos que na expansão em

série de Taylor da aplicação de Poincaré Pδ, do sistema regularizado em torno de ε = 0, o coeficiente

de ε é exatamente a função média f δ0 associada ao método da média. Se seguirmos as mesmas

ideias para o sistema descont́ınuo (5.12), já que a aplicação de Poincaré P para este caso também

é suave temos que o coeficiente de ε na expansão em série de Taylor em torno de ε = 0 é a função

média de (5.12). Como lim
δ→0

Pδ = P , então o coeficiente de ε em Pδ tende ao coeficiente de ε em P ,

ou seja, lim
δ→0

f δ0 = f0. Desta forma, podemos analisar os zeros simples da função média do sistema

descont́ınuo.

A equação (5.13) satisfaz todas as hipóteses do Teorema 2.2.2 e do Teorema 2.2.3, as funções

f e g são periódicas de peŕıodo 2π na variável θ. Então a equação da média de (5.12) no intervalo

[0, 2π] é dada por:

f0(r) =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ, r)dθ.

Como f(θ, r) é 2π−periódica temos:

1

2π

∫ 2π

0

f(θ, r)dθ =
1

2π

∫ 3π
2

−π
2

f(u, r)du =
1

2π

∫ 3π
2

−π
2

−sgn(rcos(u))cos(u)F (rcos(u))du =

1

2π

(∫ π
2

−π
2

−sgn(rcos(u))cos(u)F (rcos(u))du+

∫ 3π
2

π
2

−sgn(rcos(u))cos(u)F (rcos(u))du

)
=

=
1

2π

(∫ π
2

−π
2

−cos(u)F (rcos(u))du+

∫ 3π
2

π
2

cos(u)F (rcos(u))du

)
. (5.14)

Fazendo u = θ na primeira integral da equação (5.14), temos du = dθ e fazendo u = θ − π na

segunda integral da equação (5.14), temos du = dθ, desta forma transformamos a equação (5.14)
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em:

1

2π

(∫ π
2

−π
2

−cos(θ)F (rcos(θ)) + cos(θ − π)F (rcos(θ − π)dθ

)
=

=
1

2π

∫ π
2

−π
2

−cos(θ)F (rcos(θ)) + [cos(θ)cosπ + sen(θ)senπ] F (r[cos(θ)cosπ + sen(θ)senπ])dθ =

=
1

2π

∫ π
2

−π
2

−cos(θ)F (rcos(θ))− cos(θ)F (r[−cos(θ)])dθ =

= − 1

2π

∫ π
2

−π
2

cos(θ)F (rcos(θ)) + cos(θ)F (−rcos(θ))dθ = − 1

π

[n
2
]∑

j=0

a2jr
2j

∫ π
2

−π
2

cos2j+1(θ)dθ.

Observe o fato de que:

cos(θ) ≥ 0, para θ ∈ [−π
2
,
π

2
]⇒

⇒ cos2j+1(θ) ≥ 0, para θ ∈ [−π
2
,
π

2
]⇒

⇒
∫ π

2

−π
2

cos2j+1(θ)dθ ≥ 0.

Denotando b2j = − 1

π

∫ π
2

−π
2

cos2j+1(θ)dθ, para j = 0, 1, ..., [n
2
], se b2j < 0 então:

f0(r) =

[n
2
]∑

j=0

a2jb2jr
2j.

Os monômios que aparecem no polinômio f0(r) são r0, r2, ...r2[
n
2 ] cujos coeficientes são c2j =

a2jb2j, ou seja, temos
[
n
2

]
+ 1 monômios.

É posśıvel escolher livremente o coeficiente a2j =
c2j
b2j

do monômio r2j tal que a2j 6= 0. Então pelo

Teorema de Descartes podemos escolher os coeficientes de f0(r) de tal maneira que f0(r) possua

exatamente
[
n)
2

]
+ 1 − 1 =

[
n
2

]
ráızes reais positivas, denotadas por rk, para k = 1, 2, ...,

[
n
2

]
.

Notemos que as ráızes são simples.

Segue dos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 que o sistema (5.8) possui
[
n
2

]
ciclos limites em uma vizinhança

de rk, para k = 1, 2, ...,
[
n
2

]
.

Proposição 5.1.3. No conjunto dos sistemas diferenciais polinomiais de Liénard descont́ınuos de

grau n com 4 zonas temos L(4, n) =

[
n− 1

2

]
.
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Demonstração. Para provarmos que

[
n− 1

2

]
é uma quota inferior para o número máximo de

ciclos limites do sistema diferencial polinomial de Liénard descont́ınuo de grau n com 4 zonas,

mostraremos que existem sistemas diferenciais da forma: ẋ = y + sgn(x2 − y2)[εa0 + εa1x+ ...+ εanx
n]

ẏ = −x
⇔

 ẋ = y + εsgn(x2 − y2)F (x)

ẏ = −x
, (5.15)

com F (x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n e an 6= 0 tendo

[
n− 1

2

]
ciclos limites.

Considerando agora as coordenadas polares (r, θ) tal que x = rcos(θ) e y = rsen(θ) dadas na

Observação 5.1.1 e por (5.15) temos:
ṙ =

rcos(θ)[rsen(θ) + εsgn(r2cos2(θ)− r2sen2(θ))F (rcos(θ))] + rsen(θ)[−rcos(θ)]
r

θ̇ = cos2(θ)

(
[−rcos(θ)]rcos(θ)− [rsen(θ) + εsgn(r2cos2(θ)− r2sen2(θ))F (rcos(θ))]rsen(θ)

r2cos2(θ)

) ⇒

⇒


ṙ =

r2cos(θ)sen(θ) + rcos(θ)εsgn(r2[cos2(θ)− sen2(θ)])F (rcos(θ))− r2sen(θ)cos(θ)

r

θ̇ = cos2(θ)

(
−r2cos2(θ)− r2sen2(θ)− εsgn(r2[cos2(θ)− sen2(θ]))F (rcos(θ))rsen(θ)

r2cos2(θ)

) ⇒

⇒


ṙ =

rcos(θ)εsgn(r2cos(2θ))F (rcos(θ))

r

θ̇ =
−r2[cos2(θ) + sen2(θ)]− εsgn(r2cos(2θ))F (rcos(θ))rsen(θ)

r2

⇒

⇒

 ṙ = εcos(θ)sgn(r2)sgn(cos(2θ))F (rcos(θ))

θ̇ =
−r2 − εsgn(r2)sgn(cos(2θ))F (rcos(θ))rsen(θ)

r2

.

∴


ṙ = εsgn(cos(2θ))cos(θ)F (rcos(θ))

θ̇ = −1− εsgn(cos(θ))
1

r
sen(θ)F (rcos(θ))

. (5.16)

Usando argumentos semelhantes para a prova da Proposição 5.1.2, temos que o sistema dife-

rencial descont́ınuo (5.16) é o limite em R2 \ {(0, 0)} de sistemas diferenciais suaves.

Tomando agora θ como a nova variável independente, o sistema (5.16) pode ser escrito como:

dr

dθ
=
dr

dt
· dt
dθ

=
dr

dt
· 1

dθ

dt

=

dr

dt
dθ

dt

=
εsgn(cos(2θ))cos(θ)F (rcos(θ))

−1− εsgn(cos(2θ))
1

r
sen(θ)F (rcos(θ))

= A(ε).
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Como o parâmetro ε > 0 é suficientemente pequeno consideramos a série de Taylor de A(ε) em

torno de ε = 0

A(ε) =A(0) +
dA

dε
(0)ε+

[
d2A

dε2
(0)

1

2
+
d3A

dε3
(0)

ε

6
+ ...

]
ε2 =

=− εsgn(cos(2θ))cos(θ)F (rcos(θ)) +

[
d2A

dε2
(0)

1

2
+
d3A

dε3
(0)

ε

6
+ ...

]
ε2 =

=εf(θ, r) + ε2g(θ, r, ε).

Dai,
dr

dθ
= A(ε) = εf(θ, r) + ε2g(θ, r, ε), (5.17)

onde f(θ, r) = −sgn(cos(2θ))cos(θ)F (rcos(θ)) e g(θ, r, ε) =

[
d2A

dε2
(0)

1

2
+
d3A

dε3
(0)

ε

6
+ ...

]
.

Uma vez que a equação diferencial (5.17) é o limite de sistemas que satisfazem todas as hipóteses

do Teorema 2.2.2 e do Teorema 2.2.3 podemos analisar os zeros da função média de (5.17).

Observamos que f e g são periódicas de peŕıodo 2π na variável θ, então a equação da média de

(5.17) no intervalo [0, 2π] é:

f0(r) =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ, r)dθ.

Como f(θ, r) é 2π−periódica temos:

1

2π

∫ 2π

0

f(θ, r)dθ =
1

2π

∫ 7π
4

−π
4

f(u, r)du =
1

2π

∫ 7π
4

−π
4

−sgn(cos(2u))cos(u)F (rcos(u))du =

=
1

2π

(∫ π
4

−π
4

−sgn(cos(2u))cos(u)F (rcos(u))du+

∫ 3π
4

π
4

−sgn(cos(2u))cos(u)F (rcos(u))du +

+

∫ 5π
4

3π
4

−sgn(cos(2u))cos(u)F (rcos(u))du +

∫ 7π
4

5π
4

−sgn(cos(2u))cos(u)F (rcos(u))du

)
=

=
1

2π

(∫ π
4

−π
4

−cos(u)F (rcos(u))du +

∫ 3π
4

π
4

cos(u)F (rcos(u))du +

+

∫ 5π
4

3π
4

−cos(u)F (rcos(u))du +

∫ 7π
4

5π
4

cos(u)F (rcos(u))du

)
.

Logo,

f0(r) =
1

2π
(I1 + I2), onde

I1 = −
∫ π

4

−π
4

cos(u)F (rcos(u))du −
∫ 5π

4

3π
4

cos(u)F (rcos(u))du ;

I2 =

∫ 3π
4

π
4

cos(u)F (rcos(u))du +

∫ 7π
4

5π
4

cos(u)F (rcos(u))du.
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Fazendo u = θ na primeira integral em I1, temos du = dθ e fazendo u = θ + π na segunda

integral em I1 temos du = dθ, desta forma transformamos I1 em:

I1 =

∫ π
4

−π
4

−cos(θ)F (rcos(θ))dθ −
∫ π

4

−π
4

cos(θ + π)F (rcos(θ + π))dθ =

∫ π
4

−π
4

−cos(θ)F (rcos(θ))dθ −

−
∫ π

4

−π
4

(cos(θ)cosπ − sen(θ)senπ)F (r(cos(θ)cosπ − sen(θ)senπ))dθ =

=

∫ π
4

−π
4

−cos(θ)F (rcos(θ))dθ +

∫ π
4

−π
4

cos(θ)F (−rcos(θ))dθ =

=

∫ π
4

−π
4

cos(θ)(−F (rcos(θ)) + F (−rcos(θ)))dθ = −2

[n−1
2

]∑
j=0

a2j+1r
2j+1

∫ π
4

−π
4

cos2j+2(θ)dθ.

Observe o fato de que:

cos(θ) > 0, para θ ∈ [−π
4
,
π

4
]⇒

⇒ cos2j+1(θ) > 0, para θ ∈ [−π
4
,
π

4
]⇒

⇒
∫ π

4

−π
4

cos2j+2(θ)dθ > 0.

Denotando b2j+1 = −2

∫ π
4

−π
4

cos2j+2(θ)dθ, para j = 0, 1, ..., [n−1
2

], no qual b2j+1 < 0, segue que

I1 =

[n−1
2

]∑
j=0

a2j+1b2j+1r
2j+1.

Da mesma forma temos I2 =

∫ 3π
4

π
4

cos(u)F (rcos(u))du +

∫ 7π
4

5π
4

cos(u)F (rcos(u))du.

Fazendo u = θ na primeira integral em I2, temos du = dθ e fazendo u = θ + π na segunda

integral em I2, temos du = dθ, desta forma transformamos I2 em:

I2 =

∫ 3π
4

π
4

cos(θ)F (rcos(θ))dθ +

∫ 3π
4

π
4

cos(θ + π)F (rcos(θ + π))dθ =

=

∫ 3π
4

π
4

cos(θ)F (rcos(θ))dθ +

∫ 3π
4

π
4

−cos(θ)F (−rcos(θ))dθ =

=

∫ 3π
4

π
4

cos(θ)(F (rcos(θ))− F (−rcos(θ)))dθ = 2

[n−1
2 ]∑
j=0

a2j+1r
2j+1

∫ 3π
4

π
4

cos2j+2(θ)dθ.

Observe o fato de que:
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cos(θ) ≥ 0, para θ ∈ [
π

4
,
π

2
] ecos(θ) ≤ 0, para θ ∈ [

π

2
,
3π

4
]⇒

⇒ cos2j+2(θ) ≥ 0, para θ ∈ [
π

4
,
3π

4
]⇒

⇒
∫ 3π

4

π
4

cos2j+2(θ)dθ ≥ 0.

Denotando c2j+1 = 2

∫ 3π
4

π
4

cos2j+2(θ)dθ, para j = 0, 1, ..., [n−1
2

], se c2j+1 > 0 então temos I2 =

[ (n−1)
2 ]∑
j=0

a2j+1c2j+1r
2j+1.

Consequentemente f0(r) =
1

2π

[n−1
2 ]∑
j=0

a2j+1(b2j+1 + c2j+1)r
2j+1, pois f0(r) =

1

2π
(I1 + I2).

Vale ressaltar que b2j+1+c2j+1 < 0, pois se θ ∈
(
−π

4
,
π

4

)
, então cos(θ) >

√
2

2
e se θ ∈

(
π

4
,
3π

4

)
,

então cos(θ) <

√
2

2
.

Os monômios que aparecem no polinômio f0(r) são r, r3, ...r2[
n−1
2 ]+1 cujos coeficientes são

d2j+1 = a2j+1(b2j+1 + c2j+1), ou seja, temos
[
n−1
2

]
+ 1 monômios.

É posśıvel escolher livremente o coeficiente a2j+1 =
d2j+1

(b2j+1 + c2j+1)
do monômio r2j+1 tal que

a2j+1 6= 0. Então pelo Teorema de Descartes podemos escolher os coeficientes de f0(r) de tal

maneira que f0(r) possua exatamente
[
n−1
2

]
+ 1− 1 =

[
n−1
2

]
ráızes reais positivas, denotadas por

rk, para k = 1, 2, ...,
[
n−1
2

]
. Notemos que as ráızes são simples.

Então pelos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 o sistema (5.5) possui
[
n−1
2

]
ciclos limites em uma vizinhança

de rk, para k = 1, 2, ...,
[
n−1
2

]
.

5.2 Aplicação

Exemplo 5.2.1. Consideramos a seguinte equação de segunda ordem

ẍ+ x = sgn(x · ẋ)U(x, ẋ), (5.18)

no qual U(x, ẋ) = εx− εx3. A equação diferencial (5.18) pode ser escrita como ẋ = y

ẏ = −x+ sgn(x · y)(εx− εx3)
⇔

 ẋ = y

ẏ = −x+ εsgn(x · y)F (x)
, (5.19)
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onde F (x) = x− x3. Logo o sistema (5.19) torna-se um sistema descont́ınuo Z = (X, Y ), sendo:

X(x, y) =

 ẋ = y

ẏ = −x+ εF (x)
se x · y > 0, (5.20)

Y (x, y) =

 ẋ = y

ẏ = −x− εF (x)
se x · y < 0. (5.21)

As retas x = 0 e y = 0 dividem o plano de fase em quatro zonas:

(i) G1 com x > 0 e y > 0;

(ii) G2 com x < 0 e y > 0;

(iii) G3 com x < 0 e y < 0;

(iv) G4 com x > 0 e y < 0.

Figura 5.2: Regiões.

Observando a Figura 5.2 podemos ver onde estão situadas cada uma das quatro regiões e qual

campo deve ser considerado em cada uma delas.

Mais ainda, as retas x = 0 e y = 0 são os conjuntos de descontinuidade do nosso sistema.

Porém M = h−1(0), onde h(x, y) = xy não é uma variedade regular, afinal 5h(0, 0) = (0, 0).

Como M só possui um ponto não regular, segue que o conjunto dos pontos não regulares de M é

limitado. Escolhendo δ > 0 suficientemente pequeno temos {(0, 0)} ⊂ Bδ(0, 0) e prosseguindo com

a mudança de variáveis dada na Observação 3.2.1 em (3.5) temos
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δ∗h(θ, r) = h ◦Ψδ(θ, r) = h((r + δ)cos(θ), (r + δ)sen(θ)) = (r + δ)2cos(θ)sen(θ).

Portanto, o conjunto M̂ = (δ∗h)−1(0) é uma variedade regular em D̂. Em coordenadas carte-

sianas a função δ∗h(θ, r) corresponde à função h(x, y) = xy, com x2 + y2 > δ2. Agora vamos

determinar quais os tipos das regiões existentes nas retas x = 0 e y = 0, com x2 + y2 > δ2 e δ > 0

suficientemente pequeno. Tendo 5h(x, y) = (y, x) segue

Xh(x, y) =X(x, y) · 5h(x, y) = (y,−x+ εF (x)) · (y, x)⇔

⇔Xh(x, y) = y2 − x2 + εxF (x);

Y h(x, y) =Y (x, y) · 5h(x, y) = (y,−x− εF (x)) · (y, x)⇔

⇔Y h(x, y) = y2 − x2 − εxF (x);

(I) Para a reta x = 0 com y2 > δ2, isto é, |y| > δ:

Portanto Xh(x, y) = y2 = Y h(x, y) então Xh(x, y)Y h(x, y) = y4 > 0. Com isso, temos

apenas região de costura na reta x = 0, com |y| > δ. Fazendo δ → 0 teremos região de

costura na reta x = 0, para y 6= 0.

(II) Reta y = 0, com x2 > δ2, isto é, |x| > δ:

Portanto,

Xh(x, y) = −x2 + εxF (x) = −x2 + εx2 − εx4 ⇔ Xh(x, y) = (−1 + ε− εx2)x2;

Y h(x, y) = −x2 − εxF (x) = −x2 − εx2 + εx4 ⇔ Y h(x, y) = (−1− ε+ εx2)x2.

Realizando o estudo de sinal das funções Xh e Y h, tendo x1 =
√

1+ε
ε

e x2 = −
√

1+ε
ε

, temos:

• Xh < 0 para todo x tal que |x| > δ, pois ε é suficientemente pequeno;

• Y h < 0 para x ∈ (x2,−δ) ∪ (δ, x1) e Y h > 0 para x ∈ (−∞, x2) ∪ (x1,+∞).

Portando podemos concluir quais tipos de regiões na reta y = 0, com |x| > δ. Fazendo δ → 0

as regiões na reta y = 0, com x 6= 0, são :

• região de costura, se x ∈ (x2, 0) ∪ (0, x1);

• região de deslize, se x ∈ (−∞, x2) ∪ (x1,+∞).
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Figura 5.3: Regiões de descontinuidade.

Desta forma, temos um sistema com 4 zonas e pela Proposição 5.1.3 temos L(4, 3) = 1 para

o sistema (5.19). De fato, considerando as coordenadas polares (r, θ) tal que x = rcos(θ) e

y = rsen(θ) dadas na Observação 5.1.1 e por (5.19) temos:
ṙ =

rcos(θ)rsen(θ) + rsen(θ)[−rcos(θ) + εsgn(rcos(θ)rsen(θ))F (rcos(θ))]

r

θ̇ = cos2(θ)

(
[−rcos(θ) + εsgn(rcos(θ)rsen(θ))F (rcos(θ))]rcos(θ)− rsen(θ)rsen(θ)

r2cos2(θ)

) ⇒

⇒


ṙ =

r2cos(θ)sen(θ)− r2sen(θ)cos(θ) + εsgn(r2cos(θ)sen(θ))rsen(θ)F (rcos(θ))

r

θ̇ =
−r2cos2(θ) + εsgn(r2cos(θ)sen(θ))rcos(θ)F (rcos(θ))− r2sen2(θ)

r2

.

∴


ṙ = εsgn(cos(θ)sen(θ))sen(θ)F (rcos(θ))

θ̇ = −1 + εsgn(cos(θ)sen(θ))
1

r
cos(θ)F (rcos(θ))

. (5.22)

Tomando agora θ como a nova variável independente, o sistema (5.22) pode ser escrito como:

dr

dθ
=
dr

dt
· dt
dθ

=
dr

dt
· 1

dθ

dt

=

dr

dt
dθ

dt

=
εsgn(cos(θ)sen(θ))sen(θ)F (rcos(θ))

−1 + εsgn(cos(θ)sen(θ))
1

r
cos(θ)F (rcos(θ))

= R(ε).

Como o parâmetro ε > 0 é suficientemente pequeno consideramos a série de Taylor de R(ε) em
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torno de ε = 0

R(ε) = R(0) +
dR

dε
(0)ε+

[
d2R

dε2
(0)

1

2
+
d3R

dε3
(0)

ε

6
+ ...

]
ε2 =

= −εsgn(cos(θ)sen(θ))sen(θ)F (rcos(θ)) +

[
d2R

dε2
(0)

1

2
+
d3R

dε3
(0)

ε

6
+ ...

]
ε2 = εf(θ, r) + ε2g(θ, r, ε).

Dáı,
dr

dθ
= R(ε) = εf(θ, r) + ε2g(θ, r, ε), (5.23)

onde f(θ, r) = −sgn(cos(θ)sen(θ))sen(θ)F (rcos(θ)) e g(θ, r, ε) =

[
d2R

dε2
(0)

1

2
+
d3R

dε3
(0)

ε

6
+ ...

]
.

Uma vez que a equação diferencial (5.23) é o limite de sistemas que satisfazem todas as hipóteses

do Teorema 2.2.2 e do Teorema 2.2.3 podemos aplicar ambos diretamente na equação (5.23).

Observamos que f e g são periódicas de peŕıodo 2π na variável θ, então a equação da média de

(5.23) no intervalo [0, 2π] é:

f0(r) =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ, r)dθ.

Logo,

1

2π

∫ 2π

0

f(θ, r)dθ =
1

2π

∫ 2π

0

f(u, r)du =
1

2π

∫ 2π

0

−sgn(cos(u)sen(u))sen(u)F (rcos(u))du =

=
1

2π

(∫ π
2

0

−sen(u)F (rcos(u))du+

∫ π

π
2

sen(u)F (rcos(u))du +

+

∫ 3π
2

π

−sen(u)F (rcos(u))du +

∫ 2π

3π
2

sen(u)F (rcos(u))du

)
.

Portanto,

f0(r) =
1

2π
(I1 + I2), onde

I1 = −
∫ π

2

0

sen(u)F (rcos(u))du −
∫ 3π

2

π

sen(u)F (rcos(u))du ;

I2 =

∫ π

π
2

sen(u)F (rcos(u))du +

∫ 2π

3π
2

sen(u)F (rcos(u))du.

Fazendo u = θ na primeira integral em I1, temos du = dθ e fazendo u = θ + π na segunda
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integral em I1, temos du = dθ, desta forma transformamos I1 em:

I1 =

∫ π
2

0

−sen(θ)F (rcos(θ))dθ −
∫ π

2

0

sen(θ + π)F (rcos(θ + π))dθ =

∫ π
2

0

−sen(θ)F (rcos(θ))dθ −

−
∫ π

2

0

(sen(θ)cosπ + cos(θ)senπ)F (r(cos(θ)cosπ − sen(θ)senπ))dθ =

=

∫ π
2

0

−sen(θ)F (rcos(θ))dθ +

∫ π
2

0

sen(θ)F (−rcos(θ))dθ =

=

∫ π
2

0

sen(θ)(−F (rcos(θ)) + F (−rcos(θ)))dθ =

∫ π
2

0

sen(θ)(−2rcos(θ) + 2r3cos3(θ)) =

=− 2

(
r

∫ π
2

0

sen(θ)cos(θ)dθ − r3
∫ π

2

0

sen(θ)cos3(θ)dθ

)
=

=− 2

(
r

[
1

2

]
− r3

[
1

4

])
= −r +

1

2
r3.

Então,

I1 = −r +
1

2
r3.

Da mesma forma temos I2 =

∫ π

π
2

sen(u)F (rcos(u))du +

∫ 2π

3π
2

sen(u)F (rcos(u))du e fazendo

u = θ na primeira integral em I2, temos du = dθ e fazendo u = θ + π na segunda integral em I2,

temos du = dθ, desta forma transformamos I2 em:

I2 =

∫ π

π
2

sen(θ)F (rcos(θ))dθ +

∫ π

π
2

sen(θ + π)F (rcos(θ + π))dθ =

=

∫ π

π
2

sen(θ)F (rcos(θ))dθ +

∫ π

π
2

−sen(θ)F (−rcos(θ))dθ =

=

∫ π

π
2

sen(θ)(F (rcos(θ))− F (−rcos(θ)))dθ =

∫ π

π
2

sen(θ)(2rcos(θ)− 2r3cos3(θ))dθ =

=2

(
r

∫ π

π
2

sen(θ)cos(θ)dθ − r3
∫ π

π
2

sen(θ)cos3(θ)dθ

)
=

=2

(
r

[
−1

2

]
− r3

[
−1

4

])
= −r +

1

2
r3.

Então,

I2 = −r +
1

2
r3.

Consequentemente f0(r) = − r
π

+
r3

2π
, pois f0(r) =

1

2π
(I1 + I2). Vamos agora calcular as ráızes

do polinômio f0(r) e elas devem ser positivas, pois estamos em coordenadas polares e com isso
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temos r > 0.

f0(r) =0⇔ − r
π

+
r3

2π
= 0⇔ −r +

r3

2
= 0⇔

⇔r
(
−1 +

r2

2

)
= 0⇔ r = 0 ou r = −

√
2 ou r =

√
2.

Portanto, f0(r) possui apenas uma ráız positiva r =
√

2. Assim pelos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 o

sistema (5.19) possui um ciclo limite em uma vizinhança de r =
√

2.

O resultado é análogo se consideramos o polinômio F (x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3, sendo

a0, a2 ∈ R quaisquer e a1, a3 ∈ R satisfazendo
a1
a3

< 0 e a3 6= 0. Tais condições podem ser

descobertas procedendo de forma análago, como neste exemplo.

Observação 5.2.1. Ressaltamos o fato de Novaes em [16] generalizar estes casos estudados con-

siderando que as retas que formam as fronteiras de descontinuidade não possuem, necessariamente,

ângulos regulares entre si. Para este caso, é mostrado que a quota inferior para o número máximo

de ciclos limites em um problema com m zonas com F um polinômio de grau n em x é n.
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[1] Barbashin, E.A., Introduction to the theory of stability, Translated from the Russian by

Transcripta Service, London. Edited by T. Lukes Wolters-Noordhoff Publishing, Gronin-

gen, 1970.

[2] Berezin, I. S., Zhidkov, N. P.: Computing Methods, vol. II. Pergamon Press, Oxford,

1964.

[3] Buica, A.; Llibre, J., Averaging methods for finding periodic orbits via Brouwer degree.

Bull. Sci. Math. 128. no. 1, 7-22, 2004.

[4] di Bernardo, M.; Buddi, C.J.; Champneys, A.R; Kowalczyk, P. Piecewise-smooth Dy-

namical Systems: Theory and Applications. Springer. 2008.
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