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Resumo

Neste trabalho temos como principal objetivo determinar quota inferior para o niimero maximo
de ciclos limites de um sistema diferencial polinomial de Liénard descontinuo de grau n com m
zonas, para m = 2,4. A principal ferramenta é uma combinacao da Teoria da Média de primeira
ordem com o processo de regularizacao de sistemas descontinuos. Analisamos detalhadamente um

caso particular de um sistema polinomial de Liénard de grau 3 com 4 zonas.

Palavras—chave: ciclos limites, método da média, sistemas dinamicos, regularizacao.



Abstract

In this work our main aim is to determine the lower upper bound for the maximum number of
limit cycles of a m-piecewise discontinuous Liénard polynomial differential system of degree n,
for m = 2,4. The main tool is a combination of the first order Averaging Method with the
regularization process of discontinuous systems. We analyzed in details a particular case of a

4-piecewise discontinuous Liénard polynomial differential system of degree 3.

Palavras—chave: limit cycles, averaging method, dynamical systems, regularization.
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Introducao

Nos 1ltimos anos o estudo de sistemas dinamicos nao suaves tem estabelecido uma impor-
tante fronteira entre Matematica, Engenharia e Fisica. As principais fontes de motivacao da
pesquisa desses sistemas tém sido certos fenomenos em sistemas de controle, o impacto em sis-
temas mecanicos e oscilagoes nao lineares, ou seja, eles possuem uma forte relacao com outras
areas de pesquisa.

Para sistemas continuos Hilbert em 1900, propos na segunda parte do seu décimo sexto proble-
ma, encontrar uma quota superior para o nimero de ciclos limites (érbitas periédicas isoladas) de
todos os sistemas diferenciais polinomiais de um dado grau n, e também estudar suas distribuicoes
ou configuragoes no plano, veja [6]. Este tem sido um dos principais problemas em teoria qualitativa
de equacdes diferenciais no plano do século XX. Os trabalhos de Ecalle em [5] e Ilyashenko em [7]
provam que qualquer sistema polinomial tem um ndmero finito de ciclos limites. Em [11], Llibre e
Pedregal encontram uma quota superior para o niimero de ciclos limites de um subconjunto aberto
e denso dentro do conjunto de campos de vetores polinomiais de grau n. Esta quota é uma funcao
cubica na variavel n.

Saber da existéncia ou nao de solugoes periddicas é muito importante para entender a dinamica
dos sistemas diferenciais. Uma das ferramentas titeis para tal objetivo é a Teoria Averaging (Teoria
da Média), que é uma classica ferramenta que proporciona meios para estudar o comportamento
de sistemas dinamicos suaves nao lineares. Nos referimos ao livro de Sanders e Vershulst [19] e ao
livro de Verhulst [23] para uma introducao geral deste tépico.

O problema de determinar o niimero méaximo de ciclos limites de um dado sistema diferencial
também surge na classe dos sistemas dinamicos descontinuos. Uma das ferramentas utilizada
é a combinagao do processo de regularizagdo, onde o campo de vetores Z(t,z) descontinuo é
aproximado por uma familia a um parametro de campo de vetores continuos Z.(¢,z) tal que
lig(l) Z.(t,x) = Z(t,z), com o método da Média.

&€
Uma boa classe representativa de sistemas dinamicos descontinuos para estudar o nimero

maximo de ciclos limites é o modelo matematico
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que surge em Teoria de Controle, sitemas com relay, economia, etc.
Neste trabalho, nos dedicamos aos estudos de ciclos limites de um sistema polinomial de Liénard

descontinuo de grau n com m zonas dado por:

&=y + sgn(gm(z, y))F(z)

Y= —x
onde F(z) = ag+ a1z + ... + a,x™ e o conjunto de zeros da funcao sgn(g,,(z,y)) com m = 2,4,6...,
¢ a uniao de % diferentes retas passando pela origem dividindo o plano em setores angulares de
tamanho 2% e sgn(z) denota a funcao sinal.

No Capitulo 1 foi desenvolvido conceitos preliminares de variedades, alguns resultados da teo-
ria qualitativa de campos de vetores continuos e o Teorema de Descartes para polindbmios com
coeficientes reais. As variedades aparecem como sendo os conjuntos de descontinuidades dos sis-
temas descontinuos, a teoria qualitativa dos campos de vetores continuos nos ajudam a entender
o comportamento local dos mesmos e o Teorema de Descartes é de fundamental importancia para
a conclusao dos principais resultados aqui presentes e descritos mais acima.

O Capitulo 2 nos mostra a Teoria da Média de primeira ordem juntamente com o Teorema da
Média classico de primeira ordem. Os conceitos abordados na Teoria da Média trazem os Simbolos
de Landau, consequentemente o conceito de aproximacao assintotica em tempo-escala que sao
alicerces para a demonstracao dos resultados aqui encontrados. O Teorema da Média transforma o
problema de encontrar solugoes periddicas de uma equacao diferencial em encontrar zeros simples
de uma equacao.

Durante o Capitulo 3 mostramos resultados e defini¢goes sobre os sistemas dinamicos descontinuos
em R" tendo como seu conjunto de descontinuidade uma variedade M de codimensao um, ou
seja, M possui dimensao n. Caracterizamos quais e como sao as regioes de costura, deslize e escape
presentes na variedade M, mostramos o conceito de campo de Filippov e vemos os diferentes tipos
de pontos de equilibrio que podem surgir nos campos descontinuos somado com os ja presentes nos
campos continuos. Fornecemos também as formas normais para M-singularidades de condimensao
Zero.

No Capitulo 4 falamos sobre o processo de regularizagao de sistemas descontinuos. Em [21] So-
tomayor e Teixeira introduziram a regularizacao para sistemas descontinuos bidimensionais tendo
uma reta como regiao de descontinuidade e provaram genericamente que sua regularizagao obedece
o mesmo comportamento qualitativo das drbitas, através das linhas de descontinuidade, que sao
dadas pelas regras de Filippov.

O Capitulo 5 traz um pouco da teoria dos sistemas polinomiais de Liénard descontinuos de
grau n com m zonas, seguindo [12]. Considerando o lado direito destes sistemas diferenciais de
forma conveniente, encontramos os seguintes limitantes inferiores para quota superior dos ciclos

limites, quando m = 2, 4:



. . . o . n—1| . o
e se o sistema nao possui descontinuidade entao existem pelo menos [T] ciclos limites;

. . ~ . ni . .
e se o sistema possui 2 zonas entao existem pelo menos [5} ciclos limites;

) ) _ ) n—1} . ..
e se o sistema possui 4 zonas entao existem pelo menos [T] ciclos limites;

onde [z] denota a funcao parte inteira de z.

Por fim, consideramos um caso particular de equacao diferencial de segunda ordem
i+ x=sgn(z-x)(ex — ex?),

cujo n = 3 e m = 4 e verificamos que este caso possui pelo menos um ciclo limite, como ja era

esperado.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo servird como um pré-requisito para o restante do trabalho. Serao introduzidos
conceitos basicos e resultados conhecidos sobre a teoria de variedades, campos de vetores continuos

e um resultado sobre polindmios com coeficientes reais.

Definicao 1.0.1. Uma variedade topoldgica de dimensao n é um espago topologico M com as

sequintes propriedades:

(i) M é Hausdorff, ou seja, dados dois pontos distintos p,q € M entdao existem abertos U,V tais
quepelU, geVeUNV =0;

(ii) M tem base enumerdvel de abertos, ou seja, existe uma colegdo enumerdvel de abertos de M

tal que todo aberto em M ¢ uma uniao de abertos dessa colecao;

(iii) M € localmente Euclidiano, ou seja, para todo p € M, existem abertos U C M contendo p,

UCR" e um homeomorfismo ¢ : U — U.

Definicao 1.0.2. Um conjunto M C R™ ¢ uma hiperficie de classe C* quando € localmente
o grifico de uma funcdo real de n varidveis de classe C*, isto é, para cada p € M, existe um
aberto V, C R™ e o : U C R* = R tal que M NV, = {(x1, .., T4, o, Tny1) € R 5 2, =
(X1, ey i1y Tig 1y ey Tri1) } -

Observagao 1.0.1. Claramente toda hiperficie é uma variedade, ou seja, hiperficies sao casos
particulares de variedades.

Exemplo 1.0.1. Temos S" C R"™! tal que S" = {z € R"™!; z -z = 1} uma hiperficie.

11



Demonstracao.

Consideremos U = B(0,1) C R", x* = (21, ..., i1, Tit1, .-, Tni1) € OS Seguinte conjuntos:

Vi={r e R 2, > 0};

Uy ={x ¢ R""; z; < 0}.

Observe que se x -z = 1, entdo z; = (1 — x* - x*)%. Logo,

N|—=

reVinSterx elex;=(1—a"2")2;

Y

xEUiﬂS”<:>x*GUexi:—(l—x*-x*)%.
Vamos definir agora ¢ : B(0,1) = R ; ¢(u) = (1 —u-u)2. Se z € V; N S™ entdo

* %\ 1
T =(T1, ey Ty ooy Tpa1) = (X1, 0o, (L= 2" - 27)2, 0 mpyq) =
=(21, ..., p(x¥), ..., Tpny1), ou seja, z € graf(yp).

Se x € U; N S™ entao

T =(T1, ey Tjy ooy Tpy1) = (21,00, — (1 — 2™ - x*)%, oy Tpg1) =
=(21, .., —0(x"), ..., Tpy1), Ou seja, x € graf(p).
Desta forma como cada x € S™ pertence a algum V; ou U; e V; N S™, U; N S™ sao localmentes
graficos de uma fungao entao S™ é uma hiperficie.

]

Definicao 1.0.3. Seja M C R uma hiperficie C* e p € M. Entdo o espaco tangente de M em
p €T,M={v=XN(0) : X\:(—=0,0) = M € um caminho diferencidvel com \(0) = p}.

Teorema 1.0.1. Seja M C R uma hiperficie C* e p € M. Entdo o espaco tangente de M em

p, isto €, T,M € um subespago vetorial n-dimensional do espago vetorial R"*1.

Demonstracao.

Como M é uma hiperficie C¥ e p € M segue que existe um aberto V.C R™*! com p € V tal

que M NV é o grafico de uma funcao C*, ¢ : U C R® — R.
Temos M NV = {(z,p(z)); x € U} e com isso vamos escrever p = (po, ©(po))-
Para cada caminho diferenciavel A : (—0,9) — M NV com A(0) = p temos:

D) = (@10 e a0, 9(0(0) = X0 = (400 2, 25 D)),

12



Logo,

Portanto T,M C [vy, ..., v,]. Reciprocamente, seja v =>""" | ov;.
Tomamos o caminho A : (=d,0) = M NV ; A(t) = (po + tvy, p(po + tvy)) onde vy = (ay, ..., ).
Mostremos que v = X' (0), ou seja, que v € T,M. Temos
n 0p(po + tv)
)\/(t) = <Oél, vy Oy, Zi:l TO@ .
Desta forma,

n

0 0
)\/(O) = (aly-..,an7z%ai> = Q3 (1a"'707 g;p0>> + ...+
) 1

i=1

0
+ o, (0, e 1 (’D(po)) = a1V + ... + o, v, = V.
ox,,

Portanto v € T,M entdo [vy, ..., v,] C T,M. Assim T,M = [vq, ..., ).

Mostremos agora que {vy, ..., v,} é LI. Suponhamos que ajvq + ... + a,v, = 0 entao:

(

a; = 0
a, =0
0 0
elp) o em) _
L 0, o,

Desta forma a; = 0, para todo ¢ = 1,...,n e com isso {vy,...,v,} é LI. Como {vy,...,v,} é
Ll e T,M = [vy,...,v,] segue que a dimensdo de T,M é n e assim 7,M ¢é um subespaco vetorial

n-dimensional do espaco vetorial R+,

Definigcao 1.0.4. Seja f : U C R™ — R de classe C' entao:

(i) O conjunto de nivelc € R de f é f~1(c)={z € U; f(x)=c};

(i1) O gradiente de f € o vetor <7 f(z) = <§7f(x), . gxf (x)),
1 n

(1i) xo € um ponto de equilibrio, ponto critico ou uma singularidade da f se 7 f(xo) = (0,...,0).

13



Proposigao 1.0.1. Seja f : U C R® — R de classe C' e p € U tal que w = 7 f(p) # 0. Se
p € fc) entdo w L f71(c), isto €, se A(t) € f~(c), |t| <€, e A(0) = p entao N(0) L w.

Demonstracao.

Por hipétese A(t) € f~!(c), |[t| < €, assim f(\(t)) = c. Derivando dos dois lados da tltima
igualdade temos que 7 f(A(¢))-N'(t) = 0, para todo ¢ € (—e¢,€). Parat = 0 temos v/ f(p)- N (0) = 0,
logo w - X' (0) = 0. Desta forma A (0) L w.

[

Definicao 1.0.5. Seja f : U C R™' — R de classe C*. Dizemos que ¢ € R € um valor reqular
da [ se ndo hd pontos criticos no nivel ¢ da f, ou seja, para todo z € f~*(c), s/ f(2) # 0. Neste
caso, dizemos que ¢ € um nivel reqular da f. Se para algum z € f~1(c) temos 7 f(z) = 0, dizemos

que ¢ € um nivel critico da f.

Teorema 1.0.2. (Teorema da Funcao Implicita). Um ponto do R"™ = R" x R serd denotado por
(z,y), ondex € R" ey € R. Seja f: Ax BCR"xR — R de classe C' tal que p = (a,b) € Ax B
of

com f(a,b) =c € R. Se a—(a,b) # 0 entdo existem abertos Z C A x B com (a,b) € Z, V C R"
Y

coma €V e uma fungio ¢ : V. — R com ¢(a) = b tal que f(x,p(z)) = ¢ para todo z € V.

Demonstragao. Para uma demonstragao consulte [9].

]

Teorema 1.0.3. Se ¢ é um valor reqular da funcio f : U C R — R de classe C*, entdio
M = f~Yc) € uma hiperficie C* cujo espago tangente T,M de M em p €, em cada p € M, o

complemento ortogonal de <7 f(p).

Demonstracao.

Por hipétese ¢ é valor regular da f, logo para cada p € f~!(c) temos 57 f(p) # 0. Assim pelo
Teorema da Fungao Implicita segue que existe uma vizinhanca V), de p tal que V,, N M é o grafico
de uma funcao ¢ de n varidveis e como f ¢é de classe C* segue que ¢ é de classe C¥. Portanto
M = f~!(¢) é uma hiperficie C*.

Pela Proposigao 1.0.1 temos que parap € M = f~*(c), 7f(p) L f~(c). Logo T,M L 7f(p)
e com isso T,M C (7 f(p))*. Como dim T,M =n = dim (7 f(p))* entdao T,M = (7 f(p))*.

14



Definicao 1.0.6. Um campo de vetores X de classe C", r > 1 definido em um aberto U C R™ é

uma aplicagao X : U — R™. Para este campo associamos a sequinte equacao diferencial ordindria:
¢ = X(x), (1.1)

onde x € R™. As solugoes ¢(t) : I C R — R", I intervalo, da equagao (1.1), sao denominadas

curvas integrais, orbitas ou trajetorias do campo X.

Figura 1.1: Campo de vetores e uma trajetéria.

Definicao 1.0.7. Dizemos que a aplicacao X definida na Defini¢ao 1.0.6 ¢ um campo de classe

C',r>1se X ¢éde classe C".
Definicao 1.0.8. Dado um campo de vetores X definido em U e x € U entdo
(i) © é um ponto de equilibrio se X (x) = 0;

(i1) x é ponto regular se X (x) # 0.

Definicao 1.0.9. Seja U C R™ e xp € U. Uma secao transversal local de um campo X : U C
R™ — R"™ de classe C" é uma aplicagao diferencidvel N,, : A — U de classe C" tal que A € um

aberto de R"™' 0 € A, N, (0) = zg e Im(DN,,y) P[X(y)] = R", no qual @ denota a soma

direta.

Observagao 1.0.2. A dimensao da imagem da trasnformacao linear DN,y é no maximo n—1, pois
Dom(DN,,y) = R"! e pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem segue que dim (Im(DN,,y)) < n—1.
Ja a dimensao de [X(y)] é

15



1se X(y) # 0 y é um ponto regular
X )] = , " .
0 se X(y) = 0 y é um ponto critico ou de equilibrio

Deste modo, para que DN, seja uma segao transversal local é obrigatério que todos os pontos

na imagem de DN, sejam pontos regulares.

Definicao 1.0.10. Uma transformacgao € dita afim se ela é composicio de uma transformagao

linear com uma translacao.

Proposigao 1.0.2. Seja U C R" e zyp € U. Se xy € um ponto reqular do campo de vetores

X :U CR":— R" entao existe uma secao transversal local de X em xy de classe C™.

Demonstracao.

Por hipétese 2y é um ponto regular de X entdo X (zy) = vy # 0. Vamos considerar IT = [vg]*,
que ¢é o espaco ortogonal ao espago gerado por vy.

Como R™ = [vg]* @[vo] e a dimensio de [vg] é 1 segue que dim (I1) = n—1. Temos dim (R"1) =
dim (IT), assim existe um isomorfismo S : R"~! — TI de modo que a transformagao afim 7' : R"~! —
R"™ dada por T'(y) = zo + S(y) é de classe C* e é um homeomorfismo sobre sua imagem x, + II,
afinal 7" é uma composicao de uma transformacao linear com uma translacao.

Vamos afirmar que existe A C R"~! aberto com 0 € A tal que N,, = Tj4 é uma se¢ao transversal
local de X em zq.

De fato, seja n : R"! — R dada por n(y) = (vo, X(T'(y))). Claramente n é uma fungao
continua, pois é composta de fungoes continuas.

Temos 7(0) = (ve, X(T°(0))) = (vo, X (o + S(0))) = (vo, X (x0 4+ 0)) = (vo, X(x0)) = (o, vo) =
||vo|[* # 0, observe que como S é uma transformagao linear S(0) = 0.

Pelo teorema da conservacao do sinal existe um aberto A C R"™!, com 0 € A tal que n(y) # 0,
para todo y € A.

Por outro lado, para todo y € R*! temos DTy = DSy = Sy, pois S é uma transformacao
linear. Desta forma, Im(DTy) = Im(Sy) = 1L

Logo para y € A temos 0 # n(y) = (v, X(T'(y))), isto é , X(T'(y)) ndo pertence a [vg]t =1l e
com isso Im(DTy) BIX (T(y))] = TED[X (T(y))] = R".

Como temos também que N,,, = T]4 ¢é de classe C*°, pois T' é de classe C* segue que N, ¢ uma

secao transversal local de X em x.
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Teorema 1.0.4. (Fluzo Tubular). Consideremos U C R™ e A C R"™! conjuntos abertos. Seja x
um ponto reqular do campo de vetores X : U = R" e N,, : A — U uma secao transversal local de
X de classe C" com N, (0) = xg. Entao existe uma vizinhang¢a V' de xoy em U e um difeomorfismo
F :(—¢e,6) x B—=V de classe C", onde € > 0 e¢ B é uma bola aberta em R"™! tal que F € uma
C"-conjugagao entre o campo constante Y : (—e,e) x B — R™ dado por Y = (1,0,...,0) e R" e o

campo Xy .

Demonstracao. Para uma demonstracao consulte [20].

]

Por fim, vale recordar o Teorema de Descartes sobre o nimero de zeros de um polinomio real.

Teorema 1.0.5. (Descartes) Consideremos o polinomio real p(x) = a;, 2" +a;,x2 + ...+ a;, ' com
r>1,0<14 <iy <. <1, eo0snimeros reais a;; ndo simultaneamente nulos para j € {1,2,...,7}.
Quando a;;a;;,, <0, dizemos que a;; e a;,,, possuem variag¢ao de sinal. Se o nimero de variagoes
de sinais € m, entdo p(x) possui no mdximo m raizes reais positivas. Além disso, é sempre possivel

escolher os coeficientes de p(x) de tal forma que p(x) possua exatamente r—1 raizes reais positivas.

Demonstracao. Para uma prova consulte [2], nas paginas 81,82 e 83.
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Capitulo 2

Teoria da Média

A ideia da média como uma técnica computacional, sem provar a validade, originou-se no século
XVIII. Ela foi formulada por Lagrange (1788) no estudo do problema de 3 corpos gravitacionais
como uma perturbacao do problema de 2 corpos.

Primeiramente vamos recordar os elementos basicos da Teoria da Média padrao de primeira
ordem. A grosso modo o método nos fornece uma relacao quantitativa entre as solugoes periddicas
de um sistema diferencial nao autonomo e as solugoes do sistema diferencial médio que é autonomo.
Este método determina condigoes suficientes para a existéncia e estabilidade de solucoes periddicas
de equagoes diferenciais que contém um parametro pequeno € e encontra uma cota inferior para o

numero de ciclos limites que bifurcam de um sistema quando perturbamos o mesmo.

2.1 Teoria da Média de primeira ordem

Trabalharemos com sistemas da forma

&= F(t,,¢), (2.1)

onde

e t € I C R representa a variavel tempo, com [ um intervalo;

e r € D C R” representa a variavel espacial e D é um conjunto aberto e limitado;
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e ¢ é um parametro suficientemente pequeno representando a grandeza das perturbagoes com

0 < e <¢gge ey éuma constante;

o [':]x D x(0,8] — R" éuma fungao lipschitziana na varidvel espacial x.

Para podermos aplicar o método da média é necessario que a fungao F' esteja na forma padrao,

isto é , que possamos escrevé-la na seguinte forma:
F(t,z,e) =ef(t,) + %t z,2), (2:2)

onde f: I xD—R"eqg:1xDx (0,6 —R"

Durante o processo de aproximacao de solugoes o intervalo de definicao das solugoes apro-
ximadas pode ser relativamente pequeno, de tal forma que tais aproximacoes podem se tornar
ineficazes. A fim de se obter estimativas para as solugoes aproximadas que obteremos durante este
capitulo e seus respectivos intervalos de defini¢ao, introduziremos conceitos que serao de fundamen-
tal importancia neste objetivo, os simbolos de Landau e a nogao de tempo-escala. Apresentaremos
alguns resultados e defini¢oes utilizados na demonstracao do principal teorema da Teoria da Média

de primeira ordem.

Definigao 2.1.1. Considere gy > 0 suficientemente pequeno. Dizemos que uma fungao 6 : (0, 0] —

R ¢ uma fungao ordem se é continua, positiva (negativa) e liH(l] d(e) existe.
E—r

Definigcao 2.1.2. (Simbolos de Landau) Considere €g1,£02 > 0 suficientemente pequenos. Se

91 :(0,e01) = R € 0y : (0,e02] = R sdo fungoes ordem entao:
(i) 01(e) = O(d2(¢)) se existe uma constante k tal que |01(e)| < kld2(g)|, quando e — 0;

(ii) 01(c) = 0(da(g)) se lim JIO)

e—0 (52 (E)

= 0"

(i) 61(g) = Os(da(€)) se di(e) = O(da(e)) e d1(e) # 0(da(e));

Observagao 2.1.1. Observemos que se |01(¢)| < k|da(€)| entao o1(e) ‘ < k, isto é, die) ¢ limitada.
(52(6) 52(6)
Mais ainda, temos:
. 01(e) 01(¢)
pu— 1 pu—
51 (5) 0(62(8)) = €1~I>I(l) 52(8) 0= (52(5) k?

quando

e — 0= 01(e) = O(2(¢)).
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Exemplo 2.1.1. Considere g¢1, £92 > 0 suficientemente pequenos. Como 6d; : (0,e01] = R ; 01(¢) =

esen(2) e 0y : (0,202) = R ; da(¢) = € sdo fungdes ordem entdo esen(L) = O(e).

13 3

De fato, quando ¢ — 0 segue que |5sen(%)‘ = le| [sen(2)] < le|-1 =]
Portanto quando & — 0 temos |esen(2)| < |e| - 1, ou seja, esen(L) = O(e).
o esen(®) 1\ . ) ) 1
Porém lim == = lim sen | — | nao existe, assim esen(=) = Og(e).
e—0 £ e—0 £ €

Exemplo 2.1.2. Considere g¢1, £92 > 0 suficientemente pequenos. Como 6d; : (0,e01] = R ; 01(¢) =
e"e by (0,e02) = R da(e) = €™, n > m sdo fungdes ordem entao £ = o(e™).

n

. € . _ .
De fato, como n > m temos lim — = lime"™™ = 0. Assim " = o(¢™).
e—0 gm e—0

Podemos usar os simbolos de Landau para comparar funcoes que nao sao necessariamente
funcoes de ordem. Esses simbolos sao usados para obter estimativas entre solugoes aproximadas

de sistemas de equagoes diferenciais, as quais geralmente nao sao fungoes ordem.

Defini¢ao 2.1.3. Consideremos I. C R intervalo, 9 > 0 suficientemente pequeno, 0 : (0,g0] — R
uma fungao ordem e ®. : I. — R" ; O (t) = D(e,t), no qual ||P|| = sup{||P-(t)|| ; t € L.}

Utilizamos os simbolos de Landau da sequinte forma:

(i) . = 0((¢)) em I. se ||P.|| = O(i(e));

P,
1ol _

(it) @2 = 0(0(e)) em I se lim "o

(i1i) ®. = Og(d(e)) em I. se P. = O(4(g)) e D. # 0((¢)).

Definigao 2.1.4. Sejam I C R wm intervalo, D C R", g9 > 0 suficientemente pequeno e §(¢)
uma fung¢ao ordem. Considere a fungao vetorial f: 1 x D x (0,g0] — R™ nas varidveis (t,z,€) €

I x D x (0,e0]. Dizemos que:
(i) f(t,x,e) € O(5(e)) se existe uma constante k tal que ||f|| < kd(e) quando e — 0, no qual ;

(ii) f(t,z,e) €o0(d(e)) se limM =0;
onde || f|| denota a norma do sup, ou seja , ||f|| = sup{||f(t,z,€)||; (t,x,e) € IXxDx(0,e0]}.
Definigao 2.1.5. Consideremos a fungao vetorial f(t,xz,e) com f(t,xz,e) € R, t € [ty,to+T], = €
D C R" e e € (0,60]. Dizemos que [ satisfaz a condigao de Lipschitz em x com constante

Lipschitziana L > 0, se em [to,to +T] x D x (0,&0] temos || f(t,x1,€) — f(t,x2,¢)|| < L||z1 — x2]],

onde x1,x9 € D.
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Agora vamos enunciar o teorema de existéncia e unicidade para problemas com valor inicial.

Teorema 2.1.1. (Teorema da Existéncia e Unicidade) Considere o problema com valor inicial
dz

dt
R ||z — zo|| < d}. Suponhamos que:

= f(t,z,e), x(ty) = xo, onde v € D CR™, tn <t <tg+T e0 <e <eytal que D = {x €

(i) f(t,x,e) € continua para (t,z,e) em G = [to,to+ T] x D x (0,&];
(ii) f(t,x,e) satisfaz a condi¢ao de Lipschitz com relagdo a varidvel x.

d
Entao o problema de valor inicial tem uma unica solugao parat € {to, to +inf {T, M}} , onde

M = supgl||f]| e d é uma constante positiva.

Demonstragao. Para uma demonstracao consulte [18]. O

Admitindo T tao grande quanto possivel, isto significa que o tamanho do intervalo de existéncia

de solucao ¢ da ordem com L constante. Logo, esta conclusao na qual € é um parametro

L
i(¢)
suficientemente pequeno envolve uma estimativa assintética do tamanho de um intervalo.

Notemos que na definicao de ®,. o tempo t varia no intervalo I.. Entretando, este intervalo
pode depender do parametro € de uma forma na qual o intervalo de definicao da funcao ®. seja
diferente para cada valor do parametro da perturbacao introduzido no sistema.

L

Trabalharemos com intervalos I, = [0, m] , no qual L é uma constante independente de ¢.

€

Desta forma, precisamos realizar um redimensionamento no tempo, de tal modo que o intervalo de

definigao da fungao fique independente de . Entao para d(¢) uma fun¢ao ordem positiva temos:

L
0<t<——~=0<t-6()<L.

6(¢)
A varidvel 7 = t-6(¢) é denominada de varidvel tempo-escala ou tempo lento, e temos 7 € I = [0, L].
Definigao 2.1.6. Consideremos I. C R intervalo, g9 > 0 suficientemente pequeno, 6 : (0,&0] — R
uma fungdo ordem e O, : I. — R"; O_(t) = ®(e,t). Temos P.(t) = O(d(¢)) conforme e — 0 na

escala de tempo se a estimativa satisfaz 0 < t-0(e) < L com L uma constante independente

1
o(¢)
de €. A definicao para o caso O.(t) = 0(d(g)) € andloga.

Definicao 2.1.7. Seja I C R um intervalo, D C R™ e ¢y > 0 suficientemente pequeno. Considere
a fungdo vetorial f : I x D x (0,g0] — R"™ nas varidveis (t,z,e) € I x D x (0,e0] e as fungoes

1
ordem 91(¢) e da(e). Temos f(t,x,e) = O(d1(¢)) conforme ¢ — 0 na escala de tempo 5@ se
2(&€

a estimativa € vdlida para x € D,0 < t-y(e) < L com L uma constante independente de . A

definicdao para o caso f(t,x,e) = 0(d1(¢)) é andloga.
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Agora estamos prontos para definir aproximacao assintética de uma fungao.

Defini¢ao 2.1.8. Consideremos I. C R intervalo, 9 > 0 suficientemente pequeno, 0 : (0,g0] — R
uma fung¢ao ordem, 1. 1 I. — R"™; .(t) = (e, t) e . : [. = R ; O (t) = ®(e,t). Desta forma,

dizemos que:

(i) :(t) € uma aproximagdo assintdtica de ®.(t) no intervalo I. se . (t) — P.(t) = o(1), quando

e — 0 uniformemente para t € I.;

1
(7i) Ve(t) € uma aproximacao assintética de D (t) no tempo-escala — se P.(t) — .(t) = o(1)

i(e)

no tempo-escala ——.

o(¢)
Observagao 2.1.2. Vale ressaltar que a afirmacao ¢.(t) — ®.(t) = o(1), significa que quando

e — 0 temos:

lim
e—0

wa_cbs
1

:O:>Iir%(¢5—<1>5):():>w€—><b5, quando € — 0.
e—

Logo quando o parametro ¢ — 0 temos a funcao 1. uma aproximacao cada vez melhor da

funcao ®..

Geralmente podemos obter séries em algum intervalo I como aproximacoes assintéticas. Exis-

tem expansoes da forma:

B(t) = S0y 6a(e) B (8),

onde 6,(g) sao fungdes ordem com 6,41(¢) = 0(d,(¢)), n = 1,...,m — 1 e para as fungoes D,,_(t)

temos ®,,_(t) = Og(1) em 1.

Definicao 2.1.9. Dada uma func¢ao ®(t) no intervalo I, a série assintética ®(t) é denominada

aprozimacio assintética de m-ésima ordem de ®(t) em I se ®(t) — D(t) = o(6,(c)) em I.

Exemplo 2.1.3. Seja @, : [0,21] — R ; ®.(t) = sen(t + et). Temos &, : [0,27] — R ; O.(t) =
sen(t) + etcos(t) — %e%zsen(t) uma aproximagcao assintética de terceira ordem de ®.(t) em [ =
0, 27].

De fato, temos 6, : (0,e0,] = R ; d,(e) ="', n=1,2,3 fungdes de ordem com &g, > 0, n =
1,2, 3, suficientemente pequeno.

Consideremos @y, : [0,27] — R ; &1 = sen(t), Po. : [0,27] — R ; Py = tcos(t), Ps. :

1
[0,27] > R ; &3, = §t236n(t) e por sua vez:
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(1) ||@1|] = sup{|P1c| ; t € ]0,27]} =1<1-1=1-]|1], quando ¢ — 0 e lim =lim1l =
e—0 1 e—0
1 #0;

(2) ||P2e|| = sup{|Ps| ; t € [0,27]|} = sup{|t| - |cos(t)| ; t € [0,27]} = 27 -1 < 27 - |1], quando

0D ,
e —0elim M:hm%r:%r;éo;
1 e—0

e—0
Lo 1 2
(3) N®sell = sup{|®se| 5 ¢ € [0,271]} = || = sup{[5] - [t°] - [sen(t)] ; ¢ € [0,27]} = 5 - 47" -1 <
s, ,
272 - |1, quando € — 0 e lim [[Psc ] _ lim 272 = 27 # 0.
e—0 1 e—0
_ _ : : : H(I)a B CDEH o
Desta forma por (1),(2) e (3) temos ®,.(t) = Og(1), n = 1,2,3. Mais ainda hr% — =
E—> IS
R
hH(l) ! 22|| = 0, pois Ry é o resto do polinomio de Taylor de ordem 2 de .
e— IS

~ 1
Assim ®_(t) = sen(t)+gtcos(t)—5521523671(15) =32 6,(¢)®,_(t) é uma aproximacio assintética

de terceira ordem de ®.(t) em I = [0, 27].

Observacao 2.1.3. (i) Aproximagoes assintéticas nao sado unicas, a fun¢do ®. nao é deter-
minada de forma tnica como esta claro na definicao. Por exemplo, outra aproximagao
assintotica de ®.(t) em I, definida no Exemplo 2.1.3 seria ¢.(t) = sen(t) + ePq.(t) —

1 t t
552t236n(t), com Py, (t) = M.

(ii) Dada uma func@o, podemos construir diferentes aproximacgoes assintéticas com diferentes

-1
conjuntos de fung¢oes ordem. Por exemplo, a fungao f. = (1 — 1_7_ t) , t el =10,1],
€

possui as seguintes expansoes como aproximacoes assintoticas de f. em [:

m e\ .
915_2n20(1+€) t?

Goe =14 > emt(t —1)" 1.

2.2 O Teorema da Média classico

O teorema que vird a seguir fornece uma aproximacao de primeira ordem para as solugoes

periddicas do problema de valor inicial dado na forma padrao,
T =cf(t,x) +e%g(t,x, e
f(t.3) + gt ,2) 0

ZL’(to) = 29
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Supondo que f é T-periddica na variavel ¢, podemos considerar o sistema médio

R
y(to) = o

Vale ressaltar que o sistema (2.4) é autonomo, isto é, ndo depende explicitamente da varidvel

(2.4)

independente ¢, e desta forma temos uma simplificagdo na procura de solugoes. Assim, vamos rela-
cionar as solugoes de (2.3) com as solugoes de seu sistema médio (2.4). Porém, antes mostraremos

o Lema de Gronwall, o qual usaremos na demonstragao do resultado citado.

Teorema 2.2.1. Sejam ¢ : [to, t0+T] — R e : [to,to+T] = R fungdes reais continuas e positiva
de tal forma que ¢(t) < (51/ Y(s)p(s)ds + 93, com constantes 6y > 0 e d3 > 0. Entdo para todo
t € [to,to + T temos:

6(0) < i 01

Demonstragao.  Ressaltamos que se ¢(t) = 0 e d3 = 0 entdo pela estimativa da hipétese temos
a validade do teorema claramente, mais ainda nao podemos ter 1(t) = 0 e d3 = 0 simultanca-
mente, pois acarretaria da estimativa da hipdtese em ¢(t) nao positiva. Como ¥(t) e d3 nao sao

simultaneamente nulos da estimativa da hipdtese temos:
o(t) < 1.
51/ 1/1 dS + (53

Multiplicando por §;1(t) e depois integrando de ¢y a t

t (51¢( )d)( ) t 51¢<S)¢( ) ¢
to 01 fto s)p(s)ds + ‘53 /to Sple)ds = to 01 ft (5)p(s)ds + d3 d= 51/ Yls)ds =

:>/ {ln(él/w d8+53>:| s<61/¢ )ds =
:>ln((51/w ds+(53) In(d3) <51/w Yds =

:>ln(61/w d5—|—53) < In(d3) +(51/2/1 )ds =

/1[) ds+53<53elft0

Aplicando a estimativa da hipétese novamente, mas agora do lado esquerdo, segue:

/w ()ds + 83 < dac™ o PO =5 (1) < ge® o V0,
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Lema 2.2.1. (Lema de Gronwall) Seja ¢ : [to,to + T] — R um fun¢ao real continua e positiva de
¢
tal forma que ¢(t) < do(t —to) + 51/ o(s)ds + 03, com constantes §; > 0, J > 0 e 03 > 0. Entdo
¢
para todo t € [ty,tg + T| temos: ’

Demonstracao.

s
Consideremos a fungao real U : [to,to + T] — R tal que ¥(t) = ¢(t) + 5. due é continua e
1

positiva, pois é soma de funcoes continuas e positivas. Entao, por hipdtese, segue que:

0
U(t) = ¢()+5—2<52t—t0 +51/¢( ds+53+ /—d +
t
+51/¢( d8+53—|-— ( )d8+(53‘|‘5—:
to 1
< 02

t (5
_51/\1,( Vs + 65+ 2 = W(t) 5/@( Vs + 65 + 2.
to 51 61

Se §3 = d3 = 0 entao terfamos pelo Teorema de Gronwall com () = 1 que ¥(¢) < 0. Por outro
lado, vimos que 0 < ¥(¢), logo terfamos W =0 e 0 < 0. Assim este lema vale para d; = d3 = 0.
Vamos excluir agora o caso em que d, = d3 = 0 que ja foi provado. Como o lado direito da

ultima desigualdade é positivo segue que:

v (t)

v
| PSP 1 H
61/\11(5)d3+53—|——2 51/ U(s)ds + 0 + 2
to 5 to 61

1

-4 5/t()d+5+5 <
ar'™ 0, Ps)ds sG] < 0

Integrando ambos os lados com relagao a s, de ty até t temos:

t d t 6 t
/ —In 51/ U(s)ds + 05+ — | ds < / 0 ds =
1 dt to 1 to

t t
/ i n (51 / \I/(S)dS + 53 + @ ds S (51(75 — to)
, dt . 51

Pelo segundo Teorema Fundamental do Célculo segue que:

t
to 51 51

t
= In (51/ V(s )ds+53+22) < In (53+22) +01(t — o).
to 1 1

<51:>
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Agora aplicando a funcao exponencial:

t o 0o 2
In | 61 \Ij(s)ds + 53 + 5_ In 63+5— +61(t7t0) In 53+5_
e to 1 <e 1 —e 1) . o(t=to

t
= 51/ U(s)ds + o3 + % < (53 + é) . dilt—to)
1

to

Portanto,

t
to (51 61 51

< 85+ @ . edtlt=to) o(t) < (03 + @ . edlt=to) _ @
51 51 61

A solugao y(t) de (2.4) estd proxima da solucdo z(t) do sistema (2.3) da seguinte forma:

Teorema 2.2.2. (Teorema da Média cldssico) Considere os problemas (2.3) e (2.4) com x,y,xq €

D CR" te€ty,to+T] ec € (0,e0], com ey > 0 suficientemente pequeno. Suponhamos que:

(i) f,g e J.f(matriz jacobiana da funcao f em relagcdo a sequnda varidvel) estio definidas, sao

continuas e limitadas por uma constante M independente de € em [ty,00) X D;
(ii) g € lipschitziana em x € D;
(iii) f € T-periddica na varidvel t com média fo e T constante independente de €;
(iv) y(t) pertence (independente de €) a um subconjunto interior de D no tempo escala -
Entao z(t) — y(t) = O(e), quando € — 0 no tempo escala é
Antes de realizarmos a demonstracao faremos algumas observagoes:

(a) as condigoes (i) e (ii) na hipdtese do teorema garantem a existéncia e a unicidade dos proble-
mas de valor inicial (2.3) e (2.4), consequentemente faz sentido falar nas respectivas solugoes

dos mesmos, z(t) e y(t);

(b) a condigao (iii) na hipétese do teorema nos diz que nao é necesséario considerar o tempo ¢
no intervalo [ty, 00), se f é T-periddica, e assim vamos trabalhar com o tempo ¢ no intervalo

[t[), to + T],
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(c) a condicao (iv) na hipdtese do teorema nos diz que temos existéncia de solugoes no tempo-

1 _ : 1 .
escala — na varidvel tempo ¢, isto é, no tempo-escala — na varidvel tempo-escala 7 (1 = &t).
€ €

Finalizadas as observacoes faremos a demonstracao do teorema.

Demonstracao.

t
Vamos definir a func¢do p; : [to,to + 7] x D — R™ dada por p(t,y) = / (f(s,y) — foly))ds

to

Afirmacao (1): ||m(t,y)|| < 2MT, no qual M e T sdo constantes dadas nas hipdteses do

teorema. De fato,

t
latell = | [ 7660 = ssayas| < [ st las +
/WbH%</M%+/HhIW
Por outro lado,
to+T 1 to+T
\mww{'/JWyﬂ\H uwwsf/ 1/, <
to
to+T to+T
< = Mdt = M /
T to

Desta forma segue que:

t t t t
il < [ Mds+ [ lsat)lds < [ Mas [ as =
to to to to
t to+T
:2M/ dsSQM/ ds =2MT.

Portanto provamos a afirmacao (1). Agora vamos encontrar uma estimativa para a diferenga
entre as solugoes de (2.3) e (2.4). Consideremos z(t) = y(t) + e (t, y(t)) a transformacao quase-

identidade, com ¢ > 0 suficientemente pequeno, logo:
l2(8) =y @O < lz(t) = 2Ol + 1|2(8) = y@O] = [|=(£) = 2O + [lep (@t y ()] =
= [lz(t) = 2O + el (b, y ()] < [l(t) — 2(B)]| + 26 MT.
Pelo segundo Teorema Fundamental do Célculo temos:
[ (500 = G200 ) s = o) = ot = 20+ st00) =
= x(t) — z(to) — 2(t) + y(to) + ep(to, y(to)) =

= a(t) — a(lo) — 2(1) + y(to) +¢ /to(f(to, y(to)) = foly(to)))ds =

to

= a(t) —x(to) — (1) + y(to) = (1) — (to) — 2(t) + z(to) = 2(¢) — ().
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Portanto,

/t: (% B g) ds = a(t) - =(t). (2.5)

Por sua vez, como z(t) e y(t) sdo solugoes dos sistemas (2.3) e (2.4) respectivamente entao:

0= G0 =50 - (G0 B e) -

dt dt dt dt
=50 = 0 e (G G+ G L) -
= S0 = ) - L y(0) — P b)) - o) =

= (1. 0(0)) + g(t, (1), €) — L (6) — <(F(t,(0)) ~ folw(0)~
- 52%—/;1(t,y(t))fo(y(t)) = cf(t,x(t)) +°g(t. 2(t), €) — efoly(t)) — ef (£ y(t))+

O (t,y(t))
dy

=cf(t, () +*g(t, x(t),e) — ef(t,y(t) — €2fo(y(t))%(t, y(t) +ef(t 2(t) -
—ef(t,2(t) = ef(t,x(t) —ef(t.2(t)) + *g(t, x(t),e) — ef (£, y(t))—

- €2fo(y(t))%—l;1(t, y(0) +ef(t,2(1) = ef(t, x(t)) —ef(t,2(t)) + R =

dr dz

> S = et () — et (1) + R

+efoly(t)) —*foly(t)) (t,y(8) +ef(t,2(t) — ef(t,2(t)) =

Afirmacao (2): A fungao f(¢,z) é de Lipschitz. De fato, como f é de classe C! em D que
é limitado, consequentemente D também é limitado segue que f é Lipschitz com constante de

Lipschitz L em D, ou seja, também é Lipschitz com constante de Lipschitz L em D.

Afirmagao (3): Se R = 2g(t,z(t),e) — ef(t,y(t)) — &2 fo(y(t))—=—(t,y(t)) + ef(t, z(t)) entdao
existe 0 < k € R tal que ||R|| < ke?, para t € [tg, 00).

De fato, observe que:

of

0 ) 0 t
Dt = || [ S tssvto) - Ltutonas < / 2 (oot s+
0 K 9,
+/t0 a—];(y(s))“dsé/t()Mds+ 8];)( (s))|] ds.
Por outro lado,
3fo 1 [T of
H H B N T T
to+T a to+T M to+T
< ; a“;(u y(u))|| du <% 5 Mdu = — T, du = M.
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Desta forma segue que:

Ha’“ H /Mds+ ds</ Mds—l—/ Mds =

t0+T
—QM/dSSQM/ ds =2MT.

afo

Portanto

0
%(t,y(t))H < 2MT. Dada a expressao de R para t € [tg, 00) temos:
Y

 ulul) 2 <y<t)>H et 2(8)) — f(t yD)]] <

< M| + [|le*M - 2MT|| + [leL[2(t) — y()]ll = *M + 28> MT + eL|lepu (¢, y(O))I| <

I1RI| < lle*g(t,=(t), )l +

<&M +2e*MPT +&?L - 2MT = *(M + 2M*T + 2LMT).

Assim ||R]|| < ke?, com k = M + 2M?T + 2LMT > ( para t € [ty,00) e com isso provamos a
Afirmacao (3).

Finalmente de (2.5) temos:

t: (%S> - %(s)) dsH <

- / e (s,2(5)) — £f (s, 2(s)) + Rlds < / llef (s, 2(s)) — (s, () |ds

t t t
+ / | R||ds < 5L/ ||z(s) — z(s)||ds +/ keds =
to to to

_ 5L/t l[(s) — 2(5)||ds + ke2(t — to) =

dx dz

%<S> - @(5’) ds =

[|2(8) = 2D =

= |z(t) — z(t)]| < aL/t |2(s) — 2(s)||ds + ke?(t — to).

Aplicando o Lema de Gronwall vem que:

ke? ke? k k
_ < o= (t to) _ = _ EL(tfto) o~
[lz(t) — 2(t)]| < ( N7 +O> L =°7¢ e =

k k
= ||z(t) — z(t)]] < 8EeEL(t_t°) — 55.
Portanto como:

|2(@) =y < l2(t) = 2] + 26 MT = [[z(t) — y(@)|] = 22 MT < [|l2(t) — 2(1)]] <

k k k k
< 6Z66L(t—t0) —e— = |z(t) —y@)|| < e ( pel(t—to) _ IV

2MT ).
L L‘ " )

Como ty <t <ty+ T, ouseja, 0 <t—1ty <T e considerando r =t — t; vale:
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~

0<r<T<—=0<e-r<T=0<7<T.
€

k k
Portanto eL(t — tg) = Ler = LT < LT, logo ||z(t) — y(t)|| < eC, com C' = zeLT -7 +2MT,

no tempo-escala —.
€

Consequentemente z(t) — y(t) = O(g), no tempo-escala —.
5

]

Observacao 2.2.1. A transformagao quase-identidade, a qual vimos na demonstragao do Teorema
2.2.2, foi definida como z(t) = y(t) + ep1(t,y(t)), leva esse nome pois z(t) — y(t) = O(e). Afinal
12(t) =y = ellp (t, y(1)|] < e(2MT).

Considerando a equacao (2.3) e assumindo o fato de f(¢,x) e g(t,z,¢) serem T-periédicas na
variavel ¢ entao o proximo teorema nos mostra sob quais condigoes, os pontos de equilibrio da

funcao média (2.4) dao origem a solugoes T-periddicas da equacao (2.3).
Teorema 2.2.3. Consideremos a equagdo (2.3) e suponhamos que:

(i) as funcoes f,g,Jof, J2f e Jog sio definidas continuas e limitadas por uma constante M

independente de €, 0 < e < gp;
(ii) [ e g sao T-periddicas na varidvel t, onde T independe de ¢.

Se p € um ponto de equilibrio da equagao diferencial média (2.4) e det (J,fo(p)) # 0 entdo ex-
iste uma solugao T-periddica ¢(t,e) da equagao (2.3) que estd préxima de p, de tal forma que

lim ¢(t, &) = p.
e—0

Demonstracao.

Primeiramente definimos a funcdo p; : [to,to + 7] x D — R™ dada por py(t,y) = /t(f(s, y) —
folu))ds. )

Agora vamos considerar x(t) = z(t) + euq (¢, 2(t)) a transformacao quase-identidade, com & > 0
suficientemente pequeno, que leva esse nome porque z(t) — z(t) = O(¢e). Tal transformacao ¢é usada
para simplificar a equagao (2.3), esse processo é chamado de normalizacao e pode ser visto na se¢ao

13.2 e 13.3 de [23] , ou seja, conseguimos encontrar a fun¢ao z que vale a igualdade. Assim,

z(t) = 2(t) + e (t, 2(t)) = C:l—f(t) = %(t) + 5%(15, 2(t)) =

dt
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N fl—f(t) f;(tw %(t (t))+ %(t,z@))%(t)é

= ef(t,z(t)) +¢ g(t w(t),e) = ( ) +ef(t,2(t) — e fo(2(1))+

b)) - Hg% (0)) G0 =<h(:(0)+
+ef (200 + et 2(0)) + 22 (1,200 + 2t 2(0),2) — e (0,2(0) =
= <I—|—5%(t z(t))) d—j( t) = efo(z(t)) + R,

com I a matriz identidade de ordem n x n.

0z

0
Observemos que A(e) = (I + €ﬂ(t z(t))) ¢ inversivel, pois estamos perturbando a matriz
identidade e temos a fungao determinante continua com det(I) # 0. Como f é de classe C' em D

que ¢ limitado, consequentemente D também é limitado segue que f é Lipschitz com constante de

Lipschitz L em D, ou seja, também ¢é Lipschitz com constante de Lipschitz L em D e assim:

IRI| = llef (t.2(t) + e (t, 2(1))) + €29 (£, 2(1) + epa(t. 2(t)),€) — ef (¢, 2(8))|| <
< ellf (£ 2() + et 2(1) — £(8, 2] +%lg (£ 2(8) + e (t, (1) || <
< eLl|2(t) +epm(t, 2(t) — 2(t)]| + M < Ll (t, 2(1))]| + *M <

< 2L2MT + M = >(2MTL + M) = ||R|| < 2(2MTL + M) = R = O(£?).

a _1
Seja A7e) = (I + 5%(15 z(t))) a inversa de A(e), entao a expansao em série de Taylor

de A7!(¢) de ordem 2 em torno de & = 0 aplicada na matriz identidade I ¢ dada por :

dA™! -0t @A o, (e-0)

—1 _1-1 T — AL . T
AN e) IT=A10+¢e) - I=A710)- T+ = 0)-1 TR (0)-1 o + 7o(e)
e tendo
lim ra(e) =0,
e—0 52
isto é,
7”2(6) = O<€2)7
consequentemente
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AN e) = :<I+5%(t z<t>>> h le=o| +

+ [(=1) (I+a%(t z(t)))_ (I+5%(t z(t)))_ ~%(t,z(t))\€:0

+ (-1) [( 1) (I—i—e%(t z(t)))_ (I—i—a%(t z(t)))_ '%(t,z(t))-
1+ eteem) Pty + (1450 0e0) )
(B es) - (1re 0t es) B a0) S| S+

2

FOE) = 1= M1 2()e +2- P21, 2(0) - D21, 2(0) 5
= 1= 1 (1) + O + O = A7) = T = Pt 2(1))e + (&),

+0(e?) =

lembrando que como visto na demonstragao do Teorema 2.2.2, temos

Como (IH%@ z(t))) ‘Z( t) = efo(2(t)) + R entdo:

%(t,z(t))H < 2MT.

z

(1) = efola() + R A7 (e >A<g>dz< 0= A O Eh(0) + B) =
dz ( Oy

Ale) =
:>dt<) I—— 5+O >€fo

= cfo(2(t)) + R — 52%@, 2(1)) - folz(t)) — g%(t, 2(t)) - R+

+O0(e?) - fo(2(t) + O(?) - R = efo(=(t)) + R — 82%@ (1)) - fo(z(t))+
+O0(E%) = efol2(t) +e{f (t, 2(t) +em(t, 2(1))) — f(t, 2(t) }+
22 (1, 2(1) + 2palt,2(0)),0) — 22 (1, 2(0) - ol=(0) + O)
o L 0) = o) + e (6 2(0) + et 200) = (8 (0} +
+e%g (t, 2(t) + et 2(t)), €) — 62%@, 2()) - fo(2(t)) + O(€?).

Portanto,

dz
dt

com F(e) = f (L, 2(t) +em(t, 2(t)) = f(t,2(1)) e G(e) = g (¢, 2(t) + (2, 2(1)), €).

—(t) = efo(2(t)) +eF(e) +°Gle) — 62%@72@)) fo(2(1) + O(°), (2.6)
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Desta forma, a série de Taylor de ordem 2 em torno de ¢ = 0 de F(¢) e a série de Taylor de

ordem 1 em torno de e = 0 de G(¢) sdo dadas, respectivamente, por:

(a)
F(e)=F(0) + %(O) : % + %(0) : % + rpa(e)
e tendo llir(l] Tf;gg) =0, isto é, 7p2(g) = o(g?), consequentemente 7 2(c) = O(e?). Assim,
of
FIE) = £ (020 40 it 2(0) = F(t(0) + | 57 (0,500) 2yt 2(00) - 20| 4

+ % (t, 2(t) + epr(t, 2(1)) - (L, 2()) - (2, z(t))]szo] % +O@?) =

=0+ g—£ (t,2(t)) - pa(t, z(t))e + {% (t,2(8) - pua(t, 2()) - (2, Z(t))] % +0(e) =
= % (t,2(t)) - i (t, 2(t))e + O(e?) + O(e?),

lembrando que por hipétese J2f é limitada por uma constante M > 0 e como visto na

demonstragao do Teorema 2.2.2 temos || (t, 2(t))]] < 2MT. Portanto,

F©) = 2 20) -t 20) + 0) 27
(b) G(e) = G(0) + %(0) : % +7g1(€) e tendo lim ”17(5) =0, isto &, r,1(c) = o(¢), consequente-
mente r,1(e) = O(e). Assim,
G(e) = g(t, 2(t),0)+
|50 + et 2(0) 2] 05000 + 520500 + g1 20, e 2+ 0(e) =
— g(t, 2(1),0) + [%[t, (), 0] - un(t, 2(1)) + %[t, =(8), O]} e+ 0(e) =

= g(t, 2(t),0) + O(e) + O(g), lembrando que por hipétese J,g é limitada por uma constante
M >0, 8_9 ¢ limitada, afinal é periédica e g é continua e limitada, e como visto na demons-
e

tragao do Teorema 2.2.2 temos || (t, 2(t))|] < 2MT. Portanto,

G(e) = g(t, 2(t),0) + O(e). (2.8)
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Substituindo (2.7) e (2.8) em (2.6) obtemos o seguinte sistema:

C (1) = eh(0) + 2 | A1, 2(0) - 2(0)e + O) | + 2 (gl 2(1),0) + O(e)) ~

=24 2(0)) - Fol=(0)) + O(E) = £fol=(0)) + (1, 2(0)) - (1, 2(0)) + 20()+

+ e%g(t, 2(),0) + £20(e) — 52%(@ 2(t)) - fo(2(t)) + O(e%) =

= ol (1) + 2L (1, 2(0) - s, 2(0) + (1, 2(0),0) — 2P (1, 2(0) - ole(0)+
FOE) = efo(e0) + 2 | 90, 2(00) - palt, 2(0)) — 20, 2(0) - Fo=(0)) +

+ 9(0,2(0),0) + 0(E)] = efo(=(0)) + R com B = 2 (1201, 2(1) -

= 4 2 o) + gt 2(1),0) + O(e)

dz

S0 = efole) + SR 29)
Notemos que R* ¢é de classe C' na varidvel z. Ressaltamos também que R* é T-periédica na
0
variavel t. De fato, por hipdtese g e f sao T-periddicas em t e isso nos leva a 8_f e fo também
z

T-periddicas na variavel t. Agora s6 falta mostrar que py (¢, z) é T-peridédica e com isso também

0
teremos %(t, z(t)) T-periddica, assim:
z

it +T,2) = / (F(s5,2) — fol2))ds = / (F(s,2) — fol2))ds + / (F(5,2) — fol2))ds =

— /t:(f(s,z) — fo(2))ds + (/OTf(S’Z>dS B /OT fO(Z)dS) N

= [(F62) = foleds + (T () = T+ ule) = . 2)

to
Portanto uma solu¢ao T-periddica z(t) do sistema (2.9) nos dd uma solugdo T - periddica
z(t) do sistema original (2.3), afinal x(t) = 2(t) + eu1 (¢, 2(¢)) e vimos que p(t, z) é T-periddica.
Concluimos entao que basta procurar solugoes T-periddicas do sistema (2.9).
Integrando o sistema (2.9) na varidvel ¢ de tg a t temos:
¢
z(to) + 5/ fo(z(s))ds + ¢ /t R*ds. (2.10)
0

Para uma solucdo T-periddica z(t) tém-se z(t +T') = z(t), para todo ¢t > ty, com isso, z(ty) =
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z(to + T') e pela equagao (2.10) segue que:

2(tg) = 2(to + T) < z(to) = 2(to) + f—:/t0+T fo(z(s))ds + &2 /tO+T R'ds &

to to

to+T to+T
& 0= 8/ fo(z(s))ds + 62/ R*ds &

to to

S0=c¢ </tO+T fo(z(s))ds + 5/t0+T R*ds) &

¢ ¢
t0+; to+;“
0= / fo(z(s))ds + 6/ R*ds = h(z(ty),€).
to to

Note que o caso € = 0 nao nos interessa, pois assim nao teriamos perturbacao.

to+T to+T
Agora definimos em D X [0,g¢] a fungao h dada por h(z,e) = / fo(z)ds + E/ R*ds,

to to

to+T
ou seja, h(z,0) = / fo(2)ds.
to
Por hipétese, temos p um ponto de equilibrio do sistema (2.4), ou seja, fo(p) = 0 de tal forma

que det (J, fo(p)) # 0, logo temos h(p,0) = 0. Entao:

ah to+71 af() to+T aR*
@(Z,S”z:p@:o = /to g(Z)dS-f—f‘:/t'O Ed‘ﬂ'z:pﬁ:o =
Do f Do f d fo fotT
= /to E(Z’)dﬂz:p = /to E(p)ds‘ = ’E(P)/to ds| =
|9 _m |9f0
= E(P)'T‘ =T 9, (p)| # 0.

Portanto

0z

vizinhanga V) de ¢ = 0 tal que cada € € V| corresponde um tunico z € D, ou seja, existe uma

oh
—(p, 0)' # 0 e assim pelo Teorema da Aplicagao Implicita segue que existe uma

aplicacdo ¢ que a cada £ € V{ associa um tnico z € D e satisfaz ¢(0) = p e h(s(e),e) = 0. Logo

para cada € € 1

2(t) =<(e) + €/t: fo(z(s))ds + & /t R*ds,

to

¢ uma solucao T-periddica de (2.9).

Pela transformacao quase-identidade temos uma solucao T-peridédica do sistema original, como
ja foi comentado anteriormente. Considerando a condigao inicial z(ty) = p entao por (2.10), quando
e — 0 segue que z(t) — z(ty) = p.

Desta forma, tendo z(t) uma solugao T-periédica de (2.9), existe uma solucao x(t) de (2.3) T-
periddica, mais ainda pela relacdo quase-identidade verifica-se que quando € — 0 temos x(t) — p.

]
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Capitulo 3

Teoria dos sistemas dinamicos

descontinuos

Nesta secao apresentaremos alguns resultados e defini¢oes acerca de sistemas descontinuos, nao
suaves ou de Filippov. A nossa principal preocupacao é modelar matematicamente e assim termos

um conhecimento topolégico e geométrico desses sistemas.

3.1 Sistemas descontinuos

Vamos trabalhar com campos de vetores nao suaves ou descontinuos em R"*! tendo como seu
conjunto de descontinuidade uma subvariedade M de codimensao um, isto €, possui uma dimensao
a menos que o espaco onde esta contido, logo M possui dimensao n.

O conceito de estabilidade estrutural do espaco de campos de vetores nao suaves baseia-se na

sguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.1. Dois campos de vetores Z e 7 descontinuos sdo CY-equivalentes se existir um
homeomorfismo ¢ : R" — R"™! que leva drbitas de Z em orbitas de Z e leva o conjunto de

descontinuidade, M, de Z no conjunto de descontinuidade, ]/\/[\, de 2, isto é, (M) = M

Definigao 3.1.2. Dois campos de vetores Z ¢ Z sobre R™ com Z(0) = 2(0) sao germes equivalentes

se eles coincidem em alguma vizinhanca da origem.

As classes de equivaléncias para esta que é uma relacao de equivaléncia sao chamadas de germes
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de campos de vetores. Da mesma maneira como definido acima, podemos definir germes de fungoes.
Para simplificar, vamos considerar a notacao de germe e com isso nao vamos distinguir um germe
de uma funcao e qualquer um de seus representantes.

Por exemplo, a notacao h : R", 0 — R significa que h é um germe de uma funcao definida em
uma vizinhanca da origem em R".

Consideremos M = h~'(0), no qual h é um germe de funcao suave b : R"* 0 — R tendo 0 € R
como seu valor regular, desta forma M = h~'(0) trata-se de uma hiperficie e consequentemente
uma variedade.

Consideramos no espacgo dos campos de vetores a topologia C", na qual dois campos de vetores
Z1 e Zy estarao proximos se os campos e suas derivadas até ordem 7 estiverem préximos em uma
vizinhanca da origem.

Definimos y(n + 1) como o espago de todos os germes de campos de vetores de classe C" em
torno da origem no R™"*! dotados com a topologia C", sendo r > 1 suficientemente grande conforme
precisarmos.

Seja h : R"™, 0 — R um germe de funcao suave tendo 0 € R como seu valor regular. Vamos

definir Q(n + 1) como o espago de todos os germes de campos de vetores Z em R™ 0 tal que:

/= Z(q) = X(q), para h(q) > 0; (3.1)
Y (q), para h(q) < 0.

Observagao 3.1.1. O campo de vetores descrito acima é denotado por Z = (X,Y) e com isso
estamos considerando Q(n + 1) = x(n+1) x x(n+ 1) com a topologia produto. Podemos ver um

exemplo de um retrato de fase de um campo descontinuo em R? na Figura 3.1.

Definigao 3.1.3. Dizemos que Z € Q(n + 1) € estruturalmente estdvel se existe uma vizinhanga

U de Z em Q(n+1) tal que todo Z € U é C°-equivalente com relagio a Z.

Para definir as orbitas solugoes de Z sobre a variedade de descontinuidade M, vamos tomar
um método pratico. Em um conjunto aberto O bem caracterizado de M, que sera descrito abaixo,
a solugao de Z através de um ponto p € O obedece as regras de Filippov e em M \ O aceitamos
que as solugoes sejam multivaluadas.

Como estamos interessados em estudar a estabilidade estrutural em (n + 1) é conveniente

levarmos em consideracao todas as folheacoes no R™*! gerado pelas érbitas de Z e também de X
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Figura 3.1: Exemplo de um retrato de fase de um campo descontinuo em R2.

e Y que passam através de p em M. As trajetérias de Z sao as solucoes do sistema diferencial

autonomo ¢’ = Z(q).

Exemplo 3.1.1. Vamos ilustrar nossa terminologia apresentando um modelo simplificado que é

encontrado na teoria do eletromagnetismo cléssico.

=" 4+a=0 x>0

" — 2" + asgn(x) =0, com a > 0 = ,
2 —2" —a=0 <0
1, sex >0
onde sgn(z) € a fungdo sinal de x, isto €, sgn(x) = 0, sex =0
—1, sex <0
Desta forma, temos que "’ = 2" + asgn(z).
Consideremos 2/ = y e y' = z e com isso segue que 2z =y’ = 2" = 2" + asgn(z) = ¢ +

asgn(z) = z + asgn(x).
Seja h(x,y, z) = x, observe que \Vh(z,y, z) = (1,0,0) # (0,0,0) para todo (z,y, 2) € R3, assim
h~1(0) ¢ uma hiperficie. Logo ficamos com o seguinte sistema:
X(x,y,2) = (2,¢,2) = (y,2, 2+ ), h(z,y,z) =2 >0
Y(z,y,2) = (2/,¢,7) = (y,2,2 — a), h(z,y,z) =2 <0 .
Definigao 3.1.4. Para cada X € x(n+1) e h : R"™ 0 — R um germe de fungio suave tendo

0 € R como seu valor reqular, definimos as func¢ao suaves:

(1) Xh : R"™ — R dada por Xh = X - </h, no qual - é o produto interno canonico em R,
isto € Xh(p) = X(p) - Vh(p);
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(ii) X%h : R — R dada por X?h = X -y Xh, no qual - € o produto interno canoénico em R,
isto ¢, X*h(p) = X(p) - VXN(p);

(iii) X"h : R"™ — R dada por X"h = X -5y X" *h, no qual - € o produto interno canénico em
R"isto é, X"h(p) = X(p) - v X" 'h(p) en > 3.

Observacao 3.1.2. Se 6 é o angulo entre os vetores X (p) e 7h(p), entdo

X(p)-vhip) _ Xh(p)
X k)l X P AR

segue que a funcao Xh nos mostra se o campo de vetores X :

cost =

(i) aponta na mesma diregao do vetor gradiente 7h, com relagao ao plano tangente T, M (quando

Xh(p) > 0, isto é, o angulo entre os vetores X (p) e \7h(p) é agudo),

(ii) aponta na diregdo oposta do vetor gradiente, com relagdo ao plano tangente 7,M (quando

Xh(p) <0, isto é, o angulo entre os vetores X (p) e s7h(p) é obtuso),

(iii) ¢é tangente & h=(0) = M (quando Xh(p) = 0, isto ¢, o angulo entre os vetores X (p) e \7h(p)

é reto ).

Definig¢ao 3.1.5. Para cada Z € Q(n+ 1), podemos distinguir as sequintes regioes no conjunto de

descontinuidade M = h™*(0):
(i) M. € a regiao de costura que é dada pelos ponto p € M tais que (Xh(p))(Yh(p)) > 0;
(ii) M. € a regigo de escape que € dada pelos ponto p € M tais que Xh(p) >0 e Yh(p) <0;
(1ii) My € a regiao de deslize que dada pelos ponto p € M tais que Xh(p) <0 e Yh(p) > 0.

Mais ainda, denotamos O = M. U M, U My.

Consideremos Z = (X,Y) € Q(n+1) um sistema descontinuo onde a regiao de descontinuidade
M = h71(0), com h : R"" (0 — R um germe de fungao tendo 0 € R um valor regular. Denotamos
as regioes M = {q € R"™ ; h(q) >0} e M~ = {q € R"" ; h(q) < 0}.

Definicao 3.1.6. Dizemos que qualquer caminho (t) satisfazendo (3.1) inteiramente contido
numa das regioes M, M~ ou em M é um segmento de drbita. Uma drbita é qualquer cami-
nho (t) satisfazendo (3.1), formada pela concatenacao de segmentos de orbita, isto é, pela unido

de segmentos de orbita.
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Figura 3.2: Exemplo de regidao de costura em R2.

Figura 3.3: Exemplo de regiao de escape em R2.

Figura 3.4: Exemplo de regiao de deslize em R2.

Definigao 3.1.7. Definimos o fluzo de (3.1) junto a um ponto p € R em um tempo t como

sendo todos os pontos ,(t + 1) com v,(T) = p, para algum T € R, ~(t) satisfazendo (3.1).

Desconsiderando o conjunto de descontinuidade, as drbitas de (3.1) sdo dadas pelas érbitas de
X eY em M™*, M~ respectivamente.
Agora vamos especificar como a dinamica de um sistema descontinuo evolui “dentro”do seu

conjunto de descontinuidade e isto depende de como a dinamica dos campos X e Y se comportam
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préximas a variedade ou hiperficie. Com isso, seja p € M. Se p € M. entao o fluxo do nosso
sistema descontinuo cruza transversalmente a variedade e, neste caso, podemos, sem perda de
generalidade, fixar a variedade M como pertencente a uma tnica regido, por exemplo M7, e
desta forma aplicamos o campo X em p. Caso p € M, ou p € M, o fluxo torna-se confinado a
hiperficie apés o contato com a mesma, ou seja, ele continua sua trajetéria na hiperficie. Neste
caso, existem dois métodos que podemos utilizar para descrever o comportamento do sistema
“dentro”da hiperficie, o Método de Controle de Utkin e o Método Convexo de Filippov.

No Método de Controle de Utkin o sistema evolui segundo o campo de vetores deslizantes Z¢,
que é a média aritmética dos dois campos X na regiao M+ e Y na regiao M~ somando um controle

p(z) € [-1,1] na diregao da diferenga entre os campos de vetores, entao:

X+Y Y-X Xh+Yh
d _ —_trr-n
Z% = 5 T B(x), onde f(x) = VhXh (3.2)
Observemos que as solugoes de (3.1) englobam todas as solugoes da equacao diferencial:
1, h(z) >0
=Y +ANX-Y), A= eXe€(0,1) se h(xz) =0. (3.3)
0, h(z) <0

No Método Convexo de Filippov ou simplesmente Método de Filippov, toma-se uma combinagao

convexa simples dos dois campos de vetores, entao:

Xh

7%= (1—-a)X +ay, com0<a<1ea(aﬁ):m'

(3.4)

Neste caso, (3.4) é chamada de campo de Filippov.

Figura 3.5: Campo de Filippov.

Observacao 3.1.3. Os Métodos de Utkin e de Filippov descritos em (3.2) e (3.4) respectivamente,

sao algebricamente equivalentes quando consideramos § = 2a — 1.
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De fato,
2Xh Xh+Yh Xh+Yh

200 — 1

SO (X=V) T CWh—Xh) . Yh—Xh

_X+Y+Y—XB_X+Y+Y—X
) 2 79 2

B;

z4 20— =X+aY —X)=(1-a)X +aY.

Observagao 3.1.4. Nos Métodos de Utkin e de Filippov descritos em (3.2) e (3.4) respectivamente,
temos que o campo de vetores Z? é ortogonal a S7h e com isso é tangente a hiperficie M.

De fato, para o Método de Filippov temos:
(Vh, 2% = (7h, (1= a)X +a¥) = (1 = a)(vh, X) + a(vh,Y) =

= <Vh>X> - a((Vh,X> - (VhaY» = <vh7X> - 04<Vh>X - Y> =

_ <VhaX><Vh»X B Y> _
—<Vh7X>— <Vh,X—Y> -

(Vh, X)

= <Vh,X> — <Vh,X> =0, uma vez que o = m

Como os dois métodos sao algebricamente equivalentes o mesmo vale para o Método de Utkin.

No caso em que p € My, seguindo a convengao de Filippov, a solucao v,(t) de Z através de p
segue para t > 0 a 6rbita de um campo de vetores tangente a M = h=1(0). Este campo é chamado

de campo de vetores deslizante associado a Z e ele sera definido abaixo.

Definigao 3.1.8. O campo de vetores deslizante associado a Z = (X,Y) é o campo de vetores
suave Z% tangente a M e definido em q € My por Z%(q) = m — q, no qual m € a intersecio do
segmento tangente a M em q e o segmento que liga ¢+ X(q) e ¢+ Y (q). A expressio explicita de
Z4 ¢ dada por (3.4).

Definigao 3.1.9. O campo de vetores de escape associado a Z = (X,Y) € definido por Z¢ =
—(=2)%, pois se q € M, para Z entio q € My para —Z.

Defini¢ao 3.1.10. Se p € M, U M, e temos (\Vh, X —Y) = 0 dizemos que p é um ponto de

equilibrio deslizante.

Observacao 3.1.5. Usaremos a notacao Z para os dois casos, ou seja, para o caso do campo
de vetores deslizante e o caso do campo de vetores de escape. Chamamos de pontos de fronteira,
os pontos onde ocorre mudancgas de regides na variedade M, por exemplo, mudanca de regiao de

deslize para regiao de costura e depois para regiao de deslize novamente.
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deslize
costura

M

\j\t\ﬁr/ A

deslize

Figura 3.6: Mudanca de regioes.

Observagao 3.1.6. Consideremos p € My U M, de tal forma que X (p) e Y (p) sejam linearmente
dependentes, logo Y (p) = aX(p), para a € R e a # 1. Pelo Método de Filippov temos:

) = D Xh B Xh B
PO (X —Y) vh-X—vh-Y vh-X —h-aX
Xh Xh 1

T Vh - X(1—a) Xh(l—a) 1-a

Entao:

1 1 l—a—1
ZM = (1-a)X +aY = (1— X+ aX = (F24T 2T g,
1—a 1—a 1—a

Quando a = 1, p é um ponto de equilibrio deslizante.

Definigao 3.1.11. Sejap € M. UMy. Quando os vetores X (p) e Y (p) sao linearmente dependentes
de tal forma que Y (p) # X(p), teremos ZM(p) = 0 e dizemos, neste caso, que p é um ponto de

equilibrio simples de Z. As outras singularidades de Z estao concentradas fora do conjunto O.
Exemplo 3.1.2. Seja Z = (X,Y) € Q(3) com h(z,y,z) =2, X =(1,0,2) e Y = (0,1,y).

Temos yh(z,y,z) = (0,0,1) # (0,0,0), Xh =z e Yh = y. Desta forma o sistema determina
na hiperficie M = h~1(0) em torno da orgiem quatro quadrantes delimitados por 7x = {(z,y,2) €

R*; x=0}ery ={(z,y,2) e R*; y = 0}.

Os quadrantes sao:

(i) QF = {(z,y,2) € R* ; z > 0,y > 0,2 = 0} (regiao de costura, pois h(z,y,z) = 0 e
(Xh)(Yh) =zy > 0);
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(i) Q; = {(z,y,2) € R® ; x < 0,y < 0,2 = 0} (regido de costura, pois h(z,y,z) = 0 e
(Xh)(Yh) =zy > 0);

(iii) Qq = {(z,y,2) € R® ; © < 0,y > 0,2z = 0} (regiao de deslize, pois h(z,y,z) = 0 e
Xh=x<0eYh=y>0);

(iv) Qe ={(x,y,2) e R®; 2 >0,y <0,z = 0} (regido de escape, pois h(z,y,2) =0e Xh =2 >0
eYh=y<0).

Observemos que M. = QF U Q. Agora vamos definir o campo de vetores deslizante em Qg

usando o Método de Filippov.

:<1—xfy)(1,0x ) 0,1,y) =
(v,

- () o= (5 5)

Agora vamos definir o campo de vetores deslizantes em (), usando o Método de Utkin.

,0).

X+Y Y—X( Xh+Yh) B

Z4 = —
(2,9, 2) 5 T Yh_ Xh

1 1 —x —

y—x

Em nossa terminologia vale ressaltar que G(x,y,z) = (y, —z,0) é um sistema equivalente ao

sistema original em Q,, mais ainda consideramos G uma extensao suave de Z¢, que é definida em

toda vizinhanga da origem.

Observacao 3.1.7. Vale ressaltar que o fluxo através de um ponto p na regiao de deslize ou de

escape nao € unico.

Definidas as 6rbitas de (3.1), vamos definir os pontos de equiliibrio de tal sistema. Naturalmente
o sistema (3.1) herda os pontos de equilibrio dos campos X e Y, porém existem outros pontos de

equilibrio e todos esses podem ser classificados de acordo com a regiao na qual se encontram.

Definigao 3.1.12. Dado o sistema (3.1) com M = h=*(0) uma hiperficie e p € R"™' dizemos

que:
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(i) p € ponto de equilibrio real se X(p) =0 comp € MT ouY(p) =0 comp € M~;
(ii) p € ponto de equilibrio virtual se X(p) =0 comp € M~ ouY(p) =0 comp € M+;

(iii) p € pseudo-equilibrio real se p € My com Z%p) = 0 oup € M, com Z¢(p) = 0, Xh(p) #
0, Yh(p) # 0 e 0 < ap) < 1, onde o € o parametro que aparece na definicao do campo

deslizante de Filippov;

(iv) p é pseudo-equilibrio virtual se p € My com Z%p) =0 oup € M, com Z°(p) = 0, Xh(p) #
0, Yh(p) # 0 e a(p) < 0 ou a(p) > 1, onde o € o parametro que aparece na defini¢ao do

campo deslizante de Filippov;

(v) p € ponto de equilibrio de fronteira se p € M com X (p) =0 ou Y (p) =0;

)

(vi) p € ponto de equilibrio hiperbdlico de X (Y ) se todos os autovalores da matriz Jacobiana de

X emp (deY emp), JX(p) (JY (p)) tém parte real nio nula;

(vii) p € ponto de equilibrio nao hiperbolico de X (Y ) quando algum autovalor da matriz Jacobiana

de X emp (deY em p),JX(p) (JY (p)) tiver parte real nula.

Definigao 3.1.13. Seja o sistema (3.1) com M = h='(0) uma hiperficie. Se p € M e Xh(p) =0
ou Y h(p) = 0 entao dizemos que p € um ponto de tangéncia para o campo X ouY, respectivamente.
Tal ponto é dito ponto de tangéncia visivel ou invisivel de X se a orbita que comeca em p permanece
em M™ ou M~ , respectivamente. Tal ponto € dito ponto de tangéncia visivel ou invisivel de'Y se

a orbita que comeca em p permanece em M~ ou M™ respectivamente Analiticamente:
(i) p € tangéncia visivel de X se Xh(p) =0 e X?h(p) > 0;
(ii) p € tangéncia invisivel de X se Xh(p) =0 e X?h(p) < 0;
(iii) p € tangéncia visivel de Y se Yh(p) =0 e Y2h(p) < 0;
(iv) p € tangéncia invisivel de Y se Yh(p) =0 e Y2h(p) > 0.
Definicao 3.1.14. Dadas as condi¢oes na Definicao 3.1.13 existem classificagoes para o contato
da orbita do campo X ou 'Y no ponto de tangéncia p € M:

(i) Contato quadrdtico em X se Xh(p) =0 e X?h(p) # 0;
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Figura 3.7: (1) Ponto de tangéncia visivel de Y; (2) ponto de tangéncia invisivel de Y.

(ii) Contato quadrdtico em'Y se Yh(p) =0 e Y?h(p) # 0.

Observacao 3.1.8. Os pontos de fronteira mencionados na Observagao 3.1.5 sao essencialmente
pontos de tangéncia ou equilibrio de fronteira, visto que sao dados pelos pontos p € M tais que
Xh(p)Yh(p) = 0, afinal para acontecer mudanga de regides em M devemos ter mudanca de sinal

da funcao Xh ou Yh e isso acontece quando uma delas é zero.
Observacao 3.1.9. Observemos que p € M é um ponto de equilibrio deslizante quando:
(i) ou é ponto de tangéncia para ambos os campos X e Y
(ii) ou é ponto de tangéncia para um dos campos e equilibrio para o outro;
(iii) ou é ponto de equilibrio de ambos os campos;

(iv) ou quando X (p) — Y(p) é ortogonal ao gradiente de h.

Proposicao 3.1.1. Um ponto p € M € pseudo-equilibrio real de (3.1) se, e somente se, 0s campos
X eY sdo transversais a M, isto €, nao sao tangentes a M e sdo nao-colineares em p (0s vetores
tem mesma dire¢cao mas sentido contrdrio), isto é, Xh(p) # 0,Yh(p) # 0 e existe 1 > a > 0 real
tal que (1 — a)X(p) + aY (p) = 0.

Demonstracao.
Suponhamos p € M, um pseudo-equilibrio real de (3.1), entao Xh(p) #,Yh(p) # 0 e (1 —

@)X (p) +aY(p) = Z%p) =0, 0 < a < 1. Logo (1 —a) > 0.
Desta forma (1 — a) X (p) + aY (p) = 0 donde segue X (p) = —

i a)Y(p)'

Assim, temos os vetores X (p) e Y (p) com mesma dire¢do e com sentidos opostos, pois como

vimos (1 — a),a > 0 e com isso — < 0.

(1-a)
46



Logo os vetores X (p) e Y (p) s@o nao-colineares em p e sdo transversais a M, pois Xh(p) # 0 e

Y'h(p) # 0.

Suponhamos agora que os campos X e Y sao nao-colineares e transversais a M em p € M entao
Xh(p) # 0,Yh(p) # 0 e pela condigdo de nao colinearidade dos campos X e Y em p obtemos:

«

X() = = 12¥ ) = (9. X)) = (9hip)— (122 ) Y0 ) =

11—«
«Q

= (Vh(p), X(p)) = - <L> (Vh(p),Y (p)) = Xh(p) = ~ <1

l—«

)i

—

—

Assim Z4p) = (1 — @)X (p) + aY(p) = (1 — «) (—1 c ) Y(p) +aY(p) =0.

(67

<0e

— —

Temos Xh(p)Yh(p) = (—1
também Y h(p) # 0.

) (Yh(p))? <0, afinal (1 —«a),a > 0 e com isso —

Logo Xh(p) e Y h(p) possuem sinais oposto, entdao p € My e como Z%(p) =0e 0 < a < 1 temos
p um pseudo-equilibrio real.

[]

Observacao 3.1.10. Observemos que dois vetores u e v sao colineares se tiverem a mesma direcao

e sentido, ou analiticamente u e v sao colineares se existe A > 0 real, tal que u = A\v.

Para os pontos = € R™ proximos da variedade M temos que se a 6rbita x(t) partindo de tal
ponto nao permanece na regiao em que estd, entao ela obrigatoriamente atinge M em um tempo

t; € RT. Dependendo da regiao que esta érbita atinge M temos as seguintes possibilidades:
(1) se z(t1) € M. entdao x(t) cruzard M em x(t;), veja a Figura (3.8) (a);

(2) se x(t1) € My entdo usamos o campo deslizante para determinar o comportamento dessa

orbita e com isso:

(2(1)) se x(t1) ¢ um pseudo-equilibrio entao z(t) = x(t;) para t > t1, veja a Figura (3.8) (b);

(2(ii)) se z(t;) é um ponto regular de Z4, isto é, Z%(z(t;)) # 0 temos que z(t), para t > ty,
permanece em M, infinitamente quando tende para pseudo-equilibrio, ou pode terminar
na fronteira de M,. De outra maneira, se x(t), t > t;, tende para um equilibrio de
fronteira xz(ts), t2 € RT e ty > t1, temos que x(t) = x(t3) para t > to, veja a Figura
(3.8) (¢);

(2(iii)) se x(t) termina em um ponto de tangéncia segue que x(t) sai de M em z(ts), no qual ¢;
é o tempo em que a Orbita x(t) atinge a fronteira da regiao de deslize, com z(t) € M+

ou x(t) € M~ parat > t, veja Figura (3.8) (d).
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X(t)

x(t)

(©) (d)

Figura 3.8: Orbitas préximas a variedade M. (a) z(t1) € M,; (b) x(t;) é pseudo-equilibrio; (c)

x(ty) é equilibrio de fronteira e (d) x(t2) é ponto de tangéncia.

Logo, analogamente como ocorre em sistemas dindmicos suaves, o retrato de fase de (3.1) é

formado pela uniao de todas as suas érbitas.

3.2 Sistemas descontinuos com variedade de descontinuidade

nao-regular

Faremos agora, uma observaciao para os casos, no R?, em que temos variedades nao-regulares.

Observagao 3.2.1. Até aqui assumimos 0 como sendo um valor regular da fungao suave h e assim
temos M = h~!(0) uma variedade regular. Nos exemplos considerados a partir de agora, no R?,
teremos a origem tal que s7h(0,0) = 0. Nestes casos, assumimos:

(Hy): o conjunto de pontos nio regulares em M = h~'(0) é limitado. Em outras palavras, para

N ={(z,y) € M : h(z,y) =(0,0)},

podemos encontrar § > 0 tal que N C Bs(0,0) e Bs(0,0) C R? é uma bola aberta com raio d e
centro (0,0).
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Consideramos uma mudanca de variavel conveniente nos exemplos tal que o conjunto de des-

continuidade nas novas variaveis é uma variedade regular. Para isto definimos a funcao
Vs : S' x RY — R? tal que Us(0,7) = (r + 6)(cos(0), sen()), (3.5)

onde § > 0 é escolhido como em (H;). Esta fungdo é um difeomorfismo sobre sua imagem, mais

ainda Bs(0,0) N ¥s(S! x RT) = ().
Consideramos D C R? um conjunto aberto, onde nosso sistema esteja definido. Seja p > 0 um
niimero real tal que Us(S! x (0,7)) C D e denotamos D = S! x (0, 7).

~

Para simplificar, dada uma fun¢ao H : V5(D) — R e § > 0 denotamos §*H (0,r) = HoWs(0,r).

Exemplo 3.2.1. Para ilustrar a Hipdtese (H;) e a mudanca de varidveis dada na Observagao 3.2.1,
vamos considerar a fungao h : R? — R tal que h(z,y) = (z* — 1)(y* — 1). O conjunto M = h=1(0)
¢ representado pela uniao dasretas x =1, r = -1, y=1ey = —1.

Observe que M nao é uma variedade regular, pois possui auto intersecao nos pontos dados
em N = {(1,1), (-1,1), (1,-1), (—1,-1)} , isto é, wh(l,1) = yh(—1,1) = whA(l,—-1) =
vh(—1,—1) = 0 e temos N limitado. Escolhendo § = /2 temos N C Bs(0,0) e prosseguindo com

a mudanca de varidveis dada na Observagao 3.2.1 em (3.5) temos
*h(0,r) = hoWs(0,r) = h((r+38)cos(8), (r+d)sen(0)) = ((r+08)*cos*(0) —1)((r+0)*sen?(0) —1).

Assim, o conjunto M = (6*h)~'(0) é uma variedade regular em D. Este procedimento de encon-
trar uma mudanca de varidveis conveniente para remover regioes indesejaveis pode ser reproduzido

para outros sistemas, mesmo em dimensoes maiores.

Exemplo 3.2.2. As constantes no seguinte modelo podem ser escolhidas de tal forma que se
encaixem no conjunto dos sistemas tratados nesta secao. Consideramos a seguinte equacao de
segunda ordem:

"+ ax’ + br = eaux, (3.6)

com a, b constantes arbitrarias, € um parametro real positivo e a € R satisfazendo |a| < 1.

Seja Z, o campo de vetores representado por:

r =
Y , (3.7)
/ —

y = —bxr —ay + cax
donde Z, é a redugao de ordem da equagao (3.6).
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Figura 3.9: Variedade nao regular M = h~1(0) C D.

Figura 3.10: Variedade regular M = (6*h)~(0) c D.

Note o fato de que quando temos € = 0 e a? —4b < 0 entdo o sistema Z, é um campo de vetores
linear com autovalores complexos, e se a < 0 a solugao zero é assintoticamente estavel .

De fato, se € = 0 e a®> — 4b < 0 entao:

=y x 0 1 x

Yy = —bxr —ay Y —b —a Y
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Claramente temos um campo de vetores linear, cujos autovalores sao:

0 1 10 -2 1
det —\ =0 < det =0s
b —a 0 1 b —a— A
—a++va? —4b
S - AM-a—-N+b=0 N+a\+b=0& )= . 2a ,
_ a2 L 4b) i —a —+\/(—a®+4b) i
ou seja, para a® —4b < 0, \; = - (2a . )Ze>\2: - \/(;Li—’_)z.

Se a # 0 a origem é um foco girando no sentido anti-hordrio, afinal (—a? + 4b)% >0. Sea>0
entao o foco, sendo atrator, é assintoticamente estavel e se a < 0 entao o foco é repulsor.

Se a = 0 a origem é um centro girando no sentido anti-hordrio, afinal (—a? + 4b)% > 0.

Vamos encontrar « tal que a origem seja solu¢ao de (3.6) assintoticamente estével. Con-
sideramos v = v(z,y) uma fungdo real suave nas varidveis x e y. Tal funcao pode ser, por
exemplo, o potencial de um campo de vetores no plano (z,y). Pela definicio de estabilidade
segundo Liapounov para (0,0) ser assintoticamente estavel, deve existir uma vizinhanga W tal
que o potencial v(z,y) > 0 para (z,y) € W\{(0,0)},v(0,0) = 0 e a derivada de v é estritamente
negativa ao longo das orbitas de Z, em W\{(0,0)}.

Escolhemos o valor de o que nos fornece a maior taxa de decrescimento da funcao v ao longo
das érbitas do sistema Z,, ou seja, queremos encontrar a que minimiza a derivada de v ao longo
das érbitas de Z,,.

Seja f: R — R? tal que f(t) = (x(t),y(t)), onde (z(t),y(t)) é a solugao de Z, em t.

Desta forma queremos encontrar a que minimiza a derivada de vo f. Logo, derivando v o f em

relacao a variavel t:

/ g / _ Z_f(t) =
(vo f)(t) =v'(f(t)f'(t) = ( v (1), y(t)) v, ((t), y(t)) ) iy )~
y(t)

= (wl®.u0) we00)) _

—bx(t) — ay(t) + eax(t)
= v,(z,y)y — vy(z,y)(bx + ay) + vy(x, y)eax,
ou seja,
Vwiorwen = 0O ) () = yv, — (bx + ay)v, + eazv,.
Uma vez que buscamos o que minimiza o, ., observamos os fatos de apenas o ultimo termo

depender de «, de € ser uma constante positiva e de ter |a| < 1. Desta forma, o menor valor de
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Voo Serd alcancado quando subtrairmos do termo yv, — (bx 4+ ay)v, o maior valor possivel.
Neste caso, basta tomar o = sgn{—x - v, }.
2% + 2zy + >

Escolhendo v = v(z,y) = — obtemos o = sgn{—=x - v, } = sgn{—z(x +y)}. Logo,

o sistema (3.7) torna-se um sistema suave por partes Z = (X,Y’) com:

/

r =1

X(z,y) = ,se —z(z+y) >0, ou, z(z+y) <0, (3.8)
y = —br —ay +ex
e
=y
Y(z,y) = ,se —xz(rx+y) <0, ou, z(x+y) > 0. (3.9)
Yy =—br —ay —ex

Asretas =0 e s =z 4+ y = 0 dividem o plano de fase em quatro zonas:
(i) Grcomz>0es=x+y >0;
(ii) Gycomz <0es=z+y >0
(ili) Gscomzr <0es=x+y <0;

(iv) Gycomzx >0es=xz+y<0.

X
@, Y

v

Y G 2

x=0 s= x+y=0

Figura 3.11: Regioes.

Observando a Figura 3.11, podemos ver onde estao situadas cada uma das quatro regioes e

qual campo deve ser considerado em cada uma delas.
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Mais ainda, as retas * = 0 e s = x+y = 0 sao os conjuntos de descontinuidade do nosso sistema.
Porém M = h~'(0), onde h(z,y) = x(z + y) ndo é uma variedade regular, afinal \71(0,0) = (0,0).
Como M sé possui um ponto nao regular, segue que o conjunto dos pontos nao regulares de M ¢é
limitado. Escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno temos {(0,0)} C Bs(0,0) e prosseguindo com
a mudanca de varidveis dada na Observagao 3.2.1 em (3.5) temos

*h(0,1) = hoWs(0,r) = h((r + d)cos(8), (r + d)sen(8)) = (r + §)*cos(6)(cos(0) + sen(8)).

Portanto, o conjunto M = (6*h)~1(0) 6 uma variedade regular em D. Em coordenadas carte-
sianas a funcao *h(6,r) corresponde & funcao h(z,y) = x? + zy, com z? + y? > 6. Agora vamos
determinar quais os tipos das regides existentes nas retas v = 0 e y = —x, com 2% + 3% > 6% e

d > 0 suficientemente pequeno. Tendo 7h(z,y) = (22 + y, x) segue

2 ary + 5:1;2;

& Xh(z,y) =22y +y* — b
Yh(z,y) =Y (z,y) - vh(z,y) = (y, —bxr —ay —ex) - 2z +y,x) &
& Yh(z,y) =22y + y* — ba® — avy — e’
(I) Para a reta z = 0 com y* > §2, isto ¢, |y| > §, temos
Xh(z,y) = y* = Yh(x,y) entdao Xh(z,y)Yh(z,y) = y* > 0, pois |y| > 6 > 0. Com isso
temos apenas regiao de costura na reta x = 0, com |y| > ¢. Fazendo § — 0 teremos regiao

de costura na reta x = 0, para y # 0.

5\’ 5
(IT) Sobre a reta y = —z, com x? > (%) , isto é, || > —=, temos

V2
Xh(z,y) = —20* +2° —bx® +ar’ +ex’ = (-1 —b+a+e)’ &
& Xh(z,y) = —(1+b—a—e)r?
Yh(z,y) = — 202 +2° —br* +azx® —cx®’ = (—1—b+a—e)r* &

S Yh(z,y) = —(1+b—a+e)z’.

an 2
Como estamos considerando a?> — 4b < 0, logo (§> < b e assim podemos concluir que

2 2
1+b—a>1+ (g) —az(%—l) > 0. Portanto, 1 +b — a > 0 e teremos:

e regiao de costura:
Xh(z,y)Yh(z,y) >0 (1+b—a—ce)(1+b—a+e)r* >0&

S((1+b—a)l - >0 (1+b—a)P-*>0s (1+b—a)* >
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)
Como 1+ b —a > 0 teremos regiao de costura na reta y = —z com |z| > E se, e
somente se, 1 +b —a > . Fazendo 6 — 0 teremos regiao de costura na reta y = —x

com x # 0 se, e somente se, 1 +b—a > €.

e regiao de deslize:

Xh(z,y) <0 e Yh(z,y) >0 —(1+b—a—¢c)a*<0 e —(1+b—a+e)* >0

Sl4+b—a—e>0e 1l+b—a+e<0&s1+b—a>c e l1+b—a< —=¢.

Comol+b—a>0,14b—a>cel+b—a < —e segue que nao teremos regiao de
: ) . - .
deslize na reta y = —x, com |z| > —=. Fazendo § — 0 nao teremos regiao de deslize na

V2

reta y = —x com x # 0.

e regiao de escape:

Xh(z,y) >0 e Yh(z,y) <0 —(1+b—a—¢c)a*>0e —(1+b—a+e)* <0

Sl4+b—a—c<0el+b—a+e>01+b—a<ee l+b—a>—-=.

Comol+b—a>0,1+4b—a<cel+b—a> —c teremos regiao de escape na reta

y = —z, com |z| > E se, e somente se, 0 < 14+ b —a < . Fazendo 6 — 0 teremos

regiao de escape na reta y = —x com x # 0 se, e somente se, 0 < 1+b—a < ¢.

E sempre possivel escolher ¢ suficientemente pequeno de tal maneira que teremos sempre 1 +
2

b—a>¢e,com0<e<

nos fornecendo apenas regiao de costura sobre areta s = x+y = 0,
para x # 0.

Vamos agora investigar o sistema (3.7) em cada uma das regides G;,i = 1,2, 3, 4.

Nas regides G e G3 temos o = —1, assim nestas regioes devemos considerar o sistema (3.9).
Consequentemente, estamos considerando a equagao " +az’+ (b+¢)z = 0, a qual possui A +aX+
(b+¢) = 0 como equagao caracteristica. Resolvendo a equacao temos Ay = a?—4b—4e < 0—4e < 0,
nos dando raizes complexas e se, a # 0 a origem é um ponto de equilibrio do tipo foco. Se
a > 0 teremos a origem um foco atrator, logo neste caso a origem seria um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel. Se a < 0 teremos a origem um foco repulsor, logo neste caso a origem
nao seria um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

Nas regioes Gy e G4 temos o = 1, assim nestas regioes devemos considerar o sistema (3.8).
Consequentemente estamos considerando a equacao z” + az’ + (b — €)x = 0, a qual possui p? +

ap+ (b —¢) = 0 como equagao caracteristica. Resolvendo a equagao temos A, = a® — 4b + 4e <
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a? —4b+4b — a® = 0, nos dando rafzes complexas e, se a # 0 a origem é um ponto de equilibrio do
tipo foco. Se a > 0 teremos a origem um foco atrator, logo neste caso a origem seria um ponto de
equilibrio assintoticamente estavel. Se a < 0 teremos a origem um foco repulsor, logo neste caso a
origem nao seria um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

Os pontos das retas © = 0 e s = x +y = 0 tirando a origem sao todos de costura, considerando
a > 0 e a parte imagindria dos autovalores também positivas entao o retrato de fase do sistema

(3.7) pode ser visto na Figura 3.11.

x=0 s= x+y=0

Figura 3.12: Retrato de fase do sistema (3.7) quando 1 +b—a > ¢.

Vale ressaltar que no caso em que tomamos ¢ suficientemente grande tal que 0 < 1+b—a < ¢

nao teremos estabilidade assintotica da solucao zero.

3.3 Campos de vetores proximos a fronteira

Nesta secao discutiremos o comportamento dos campos de vetores suaves em R"*! relacionados
a uma variedade de codimensao um (digamos M = h~'(0) na qual foi definida mais acima). A
principal vantagem dessa configuragao é que o contato genérico entre um campo de vetores suave
e M muitas vezes pode ser facilmente reconhecida. Como uma aplicacao, as singularidades tipicas

de um sistema descontinuo podem ser classificadas de uma forma bem simples.
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Defini¢ao 3.3.1. Dizemos que X,Y € x(n+ 1) sao M -equivalentes se existe um homeomorfismo
P R0 — R0 que preserva M e leva érbitas de X em orbitas de Y. Desta forma temos o

conceito de estabilidade M -estrutural em x(n + 1).

Definigao 3.3.2. Seja X € x(n+1) e M = h'(0) uma variedade , onde h : R"™™ — R e 0 ¢

um valor reqular de h. Dizemos que um ponto p € R"™1 é um ponto de equilibrio do tipo dobra se

Xh(p) =0 e X?h(p) # 0.

\ vy A
‘\.E / q* %

Ve

Figura 3.13: Exemplos de pontos de equilibrio do tipo dobra visivel em p e invisivel em gq.

Definigao 3.3.3. Sejam X,Y € x(n+1) e M = h™*(0) uma variedade, onde h : R""1 — R € 0
é um valor reqular de h. Dizemos que um ponto p € R € um ponto de equilibrio do tipo dobra

dobra se ele ¢ do tipo dobra para ambos os campos simultaneamente.

Definigao 3.3.4. Seja X € x(n+1) e M = h71(0) uma variedade, onde h : R"™™ — R e 0 ¢
um valor reqular de h. Dizemos que um ponto p € R"™ é um ponto de equilibrio do tipo cuspide
se Xh(p) = X?h(p) =0 e Xh3(p) # 0 e {Dh(p), DXh(p), DX*h(p)} € linearmente independente.

Neste caso, dizemos que temos contato ciubico em p.

Definimos I'y como sendo o conjunto de elementos X € x(n+ 1) satisfazendo uma das seguintes

condigoes:

(0) Xh(0) # 0. Neste caso, X é transversal a M em 0 e 0 é um ponto regular de X, pois se

X (0) = 0, entao terfamos Xh(0) = 0 e isso seria um absurdo;

(1) Xh(0) = 0 e X?h(0) # 0. Neste caso, 0 é um ponto de tangéncia com contato quadratico
em X e 0 é dito ponto dobra de X;
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Figura 3.14: Exemplo de um ponto de equilibrio do tipo cuspide.

(2) Xh(0) = X21(0) = 0, X31(0) # 0 e o conjunto {Dh(0), DXh(0), DX?*h(0)} é linearmente

independente. Neste caso, 0 é um ponto de cuspide de X, com contato cibico em O ;

() XAh(0) = X2h(0) = ... = X"h(0) = 0, X""h(0) 0 e o conjunto { Dh(0), DXh(0), ..., DX"h(0)}

¢ linearmente independente e 0 é um ponto regular da aplicacao Xhjy;.

Defini¢ao 3.3.5. Dizemos que 0 é uma M-singularidade de X € x(n+ 1) se h(0) = Xh(0) = 0.

Uma M -singularidade é dita de codimensao zero se X € T'y.

Definimos 7y C M como sendo o conjunto M-singular de X € yx(n + 1), que é o conjunto
formado pelos pontos M-singulares de X € x(n + 1) e tal conjunto é representado pela equagao
h=Xh=0,isto é, 7x ={p € M ; Xh(p) =0}. Sep e M e Xh(p) # 0 entdao p e dito um ponto
M-regular de X € x(n +1).

Proposigao 3.3.1. Seja X € x(n+1). Se X(0) =0 entdo X ndo pertence a I'o(n + 1).

Demonstracao.
Por hipétese X (0) = 0. Suponhamos que X € 'y(n+1), logo existe n € N tal que X" 11 (0) # 0.
Por outro lado X" ™'h(0) = (X(0), v X"h(0)) = (0, 7 X"h(0)) = 0, e assim temos um absurdo.

Desta forma, X nao pertence a I'g(n + 1).
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Observacao 3.3.1. Vishik em [24] exibiu todas as formas normais, isto é, todas as possibilidade
de M-singularidades de codimensao zero e elas sao dadas, a menos de equivaléncia , pelos seguintes

sistemas:

(i) Campo de vetores constante X (z) = (1,...,0) e hg(z) = 25 4 202 + 2322 4+ 24y,

no qual £k =0,...,n.

(ii) Campo de vetores com fronteira constante h(x) = z; e X (z) = (29,23, ..., xk, 1,0, ..., 0).
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Capitulo 4

Regularizacao

Uma aproximagao do campo de vetores descontinuo (3.1), por uma familia a um parametro de
campos de vetores continuos é chamada uma regularizagao de (3.1).
O processo consiste em considerarmos para cada €y > 0 suficientemente pequeno, um campo

de vetores suave Z., 0 < e < g, tal que:
(i) im Z. = Z, para todo z € R™ \ M,
e—0
(i) Z., é igual a X em todos os pontos de MT cuja distancia até M é maior que &o;
(ili) Z., é igual a Y em todos os pontos de M~ cuja distancia até M é maior que &.

Definigao 4.0.6. Uma fun¢io ¢ : R — R de classe C* € uma func¢do de transi¢io se p(x) = —1

para v < —1, o(x) =1 para x > 1 e ¢'(x) > 0 para x € (—1,1).

A funcao de transicao é usada para uma média dos campos X e Y e assim obter uma familia

de campos de vetores continuos que aproximam o campo descontinuo.

Definigao 4.0.7. Consideremos uma fun¢ao de transicao ¢ : R — R. A p-reqularizacdao de um
sistema (3.1) com M = h='(0), ¢ a familia a um parametro Z. de campos de vetores continuos C"

dada por

Z(q) = (1 + M) X(q) + G — w) Y(q), com p.(x) = ¢ (g) parae >0. (4.1)

Definigao 4.0.8. Dada uma p-regularizacao de um sistema (3.1) definimos a zona de reqularizagdo

como sendo a zona em torno da regigo de descontinuidade M, dada por ¢7'(—1,1).
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Figura 4.2: Um sistema descontinuo e sua regularizagao.

Como ja foi dito, um ponto no retrato de fase que se move sobre uma érbita de Z cruza M
quando atinge a regiao M., solucoes de Z através de pontos de My permanecem em M em tempos
posteriores e analogamente as solucoes de Z por meio de pontos de M, permanecem em M em
tempos anteriores.

De agora em diante, nesta secao vamos estudar o processo de regularizacao de campos de
vetores definidos em variedades de dimensao 2 , sendo que tais descontinuidades ocorrem sobre
uma subvariedade M de codimensao 1. Consideremos S a esfera S? em R3 e h : S — R uma funcao
C*> tendo 0 como valor regular. Assumiremos M = h~'(0) possuindo apenas uma componente

conexa, de modo que S\ M tem duas componentes conexas as quais sao dois discos denotados por
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St =h710,400) e S~ =h7'(—00,0).

Vamos impor condigoes sobre Z = (X,Y), as quais determinam o retrato de fase de sua
regularizacao Z., para qualquer fungao de transigao e ¢ > 0 .

Consideremos N como sendo uma subvariedade bidimensional de S, com fronteira ON = B e

X' a restricao de um campo de vetores X em x", que é o espaco dos campos de vetores C” sobre
S (r>1).
Defini¢ao 4.0.9. Denotaremos X" (N) como a classe de todos os campos de vetores X € x" que

satisfazem as sequintes condicoes:

(i) todos os pontos de equilibrio e orbitas periddicas de X' sao hiperbdlicos e estao contidos no

interior de N;
(i) qualquer tangéncia entre uma trajetdria de X e B é quadrdtica;

(iii) X' ndo tem conexdes de sela ou de tangéncia.

4.1 Consideracoes no processo de regularizacao

Como é impossivel ter um conhecimento global da dinamica desses sistemas, nos concentraremos
em explorar o seu comportamento local ao redor de pontos de equilibrio tipicos. A primeira tarefa
é descrever uma teoria local para sistemas descontinuos no caso bidimensional.

Consideramos o campo descontinuo Z = (X,Y’) no plano R?. Para p = (z,y) € R? X(p) =
(X1(p), Xa(p)), Y(p) = (Yi(p), Ya(p)). Localmente, podemos considerar h~'(0) = M, onde h(p) =
h(z,y) = y que é claramente uma variedade, pois 7h(z,y) = (0,1) # (0,0) para todo (z,y) € R%

Sendo assim, o campo de Filippov em um ponto p € My U M, tem a seguinte expressao:

29() = (1= @)X () + 0¥ () & 20) = (1= oy X+ (g ) Y0

V) X~ V)hir)
w20 (1 g ) X0 (%) Yo

=20 = (Mgt ) X0 ()0

o 290) = () (60 X + (s @)OM%E@D®
o Z2Mp) = <—X1(p;(5;2(§3))jé(z()) 1 (p )7 p;ézpp) +;((2(§9) (p)>-
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Ya(p) - Xa(p) ’0)  Ya(p) = Xalp) # 0. (4.2)

Ressaltamos que se Y3(p) — Xao(p) = 0, pela Definicao 3.1.10, p é um ponto de equilibrio

- ZM(p) = (Xl(p)Ya(p) — Xa(p)Yi(p)

deslizante.
A partir da expressao do campo de Filippov em (4.2) faremos as definigoes de seus pontos de

equilibrio e os pontos onde falham essa definicao.

Definigao 4.1.1. Um ponto p € M € um ponto M-reqular de Z = (X,Y) se alguma das condi¢oes

¢ satisfeita:
(i) Xh(p)Yh(p) >0, ou seja, p é um ponto de costura;

g Xi(p) Xa(p) . .
(11) Xh(p)Yh(p) < 0 e det[X,Y]|(p) = det # 0, ou seja, p € um ponto de

Yi(p) Ya(p)

deslize ou de escape e nao € um pseudo-equilibrio.

Definicao 4.1.2. Um ponto p € M que nao € um ponto M -reqular € dito um ponto M -singular
de 7 = (X,Y).

Observagao 4.1.1. Pela equagao (4.2) teremos p € My U M, pontos de equilibrio do campo de

Filippov quando:

ZM(p) = (0,0) < <X1(p))1:§((§)):))§§((§>)lﬁ(p)70> —(0.0) &

< Xi(p)Ya(p) — Xa(p)Yi(p) = 0 & det[X,Y](p) = 0.

Como em M temos y = 0, entdo o campo ZM é um campo unidimensional. Desta forma
dado um ponto de equilibrio ¢ = (70,0) de ZM, isto é, det[X,Y](q) = 0 e Ya(q) — Xa(q) # O.
O ponto ¢ serd um ponto de equilibrio hiperbdlico de ZM se todos os autovalores de JZM (q) =

JZM(z4,0) tiverem parte real nao nula, ou seja, neste caso, levando em conta o fato de o campo

ser unidimensional, devemos ter (%ZM (q) = %ZM (x0,0) # 0. Assim
2 (p) = —f(;[f_ig(f;) peM e

o Ly = o = [detlX, Y(p)] (Ya(p) — Xs(p)) — det[X, Y](p) 5 [Ya(p) — Xo(p)]
Ox [Ya(p) = Xo(p))?
0 5 [det[ X, Y](q)] (Ya(q) — Xa(q)) — det[X, Y](q) 5 [Ya(q) — Xa(q)]
“a e Vo)~ o @P “
o 9 u gr et X, Y(0)] (YVa(a) — Xo(a) O ar, \ _ g ldet[X,Y](q)]
I 77 R o) A T R F T AT

Logo, teremos ¢ um ponto de equilibrio hiperbélico de ZM quando
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0 2 det[X,Y
—ZM(q)#O@%[e[ ](Q)]
O Ya(q) — X2(q)

Definigao 4.1.3. Dizemos que um ponto de equilibrio p do campo de Filippov, isto é, det|X,Y](p) =

0 e Ys(q) — Xa(q) # 0 € hiperbolico se d(det[X,Y]),,)(p) = % [det[X,Y](p)] # 0.

#0& 0

% [det[X7 Y](q)] 7é 0.

Definigao 4.1.4. Um ponto p € M ¢ dito um ponto M -singular elementar de Z = (X,Y') se uma

das sequintes condigoes estd satisfeita:

(i) p € um ponto de dobra de Z = (X,Y), isto é, ou p € um ponto de dobra de Y (Xh(p) #
0,Yh(p) =0,Y2h(p) # 0) oup € um ponto de dobra de X (Yh(p) # 0, Xh(p) = 0, X?h(p) #
0);

(i) Xh(p)Yh(p) < 0, det|X,Y]|(p) = 0 mas d(det[X,YY),,)(p) # 0, isto € p € um ponto de

equilibrio hiperbolico de ZM.
Definicao 4.1.5. Seja p um ponto de equilibrio hiperbolico de ZM, dizemos que
(i) p é uma sela de Filippov, ou simplesmente uma sela de ZM, se satisfaz uma das condigoes:
(i1) p € My e é um ponto de equilibrio repulsor de ZM, ou seja, d(det[X,Y];,,)(p) > 0;
(i2) p € M, e é um ponto de equilibrio atrator de Z™, ou seja, d(det[X,Y];,,)(p) < 0.
(ii) p é um nd de Filippov, ou simplesmente um né de ZM | se satisfaz uma das condigies:

(i1) p € My e é um ponto de equilibrio atrator de Z™, ou seja, d(det[X,Y];,,)(p) < 0, neste

caso o no € dito atrator;

(i2) p € M, e é um ponto de equilibrio repulsor de Z™, ou seja, d(det[X,Y7]),,)(p) > 0, neste

caso o no € dito repulsor.

Lema 4.1.1. Seja p € M um ponto M-reqular de Z = (X,Y'). Entdo eziste uma vizinhanca V' de

p em M e gy tal que para todo € < gy, Z. nao possui pontos de equilibrio em V.

Demonstracao.

Suponhamos p € M um ponto M-regular de Z = (X,Y), assim temos dois casos a considerar:
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p tipo sela repulsor p tipo sela atrator

Figura 4.3: Pontos de equilibrio do tipo sela.

A N
Md Me
m ¥

p tipo no atrator p tipo no repulsor

Figura 4.4: Pontos de equilibrio do tipo né.

(caso 1) p é ponto de costura, ou seja, Xh(p)Y h(p) > 0;

Vamos supor, sem perda de generalidade, que Xh(p) > 0 e Yh(p) > 0. O caso em que
Xh(p) < 0eYh(p) <0 é andlogo. Gragas as formas normais, dada uma carta local (z,y)
em torno de p, podemos assumir M = {y =0}, X = (0,1), Y = (f,g) com g(p) =b>0e
h(z,y) = y. Nestas condigoes, se ¢ é uma func¢ao de transicao a regularizagao de Z é dada

por:

Zia) = ( 2@, Z2a) = (5 + ZEE) ) + (5 - S vy -
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Mostremos que Z2(z,y) = 1+ ¢.(y) + (1 — v.(y)) g(z,y) > 0 em uma vizinhanga de p:

o se p-(y) = (%) = —1, entdo temos ZZ2(x,y) = 2g(x,y). Pelo Teorema da conservacao
do sinal g(z,y) > 0 em uma vizinhanca V) de p, afinal g(p) = b > 0 e assim teremos
Z2(w,y) =29(x,y) > 0 em Vi;

o se o-(y) = ¢(¥) € (—1,1), entdo o que delega o sinal de ZZ(z,y) é g(z,y), pois sempre
teremos 14+¢.(y) > 0 e 1—p.(y) > 0 para ¢.(y) € (—1,1). Pelo Teorema da conservacao
do sinal temos g(z,y) > 0 em uma vizinhanca V; de p, pois g(p) = b > 0 e assim teremos

Zf(x,y) >0 em Vi;

o se o.(y) = ¢(¥) =1, entdo temos ZZ(z,y) = 2 e assim ZZ(x,y) > 0 para todo (z,y).

Portanto Z.(z,y) # (0,0) em uma vizinhanca V; de p.

(caso 2) p é um ponto de deslize ou escape, mas nao é um pseudo-equilibrio de Z = (X,Y’), ou seja,

Xh(p)Yh(p) <0 com det|X,Y](p) # 0;

Vamos supor, sem perda de generalidade, que Xh(p) < 0 e Yh(p) > 0. O caso em que
Xh(p) > 0e Yh(p) <0 é analogo. Deste modo dada uma carta local (z,y) em torno de p
podemos assumir M = {y =0}, X = (0,—-1), Y =(f,g9) com g(p) =b>0e h(z,y) =y.

Nestas condigoes, se ¢ é uma fungao de transigao a regularizacao de Z é dada por:

Ze(z,y) = (Z(x,y), Z2(z,y) ) =

_ (% N soe(h(;,y))> X(z.9) + (% _ soe(h(;,y))) Y (z.y) =

3+ E0) om0+ (G- 22 .ot -

(%—%T(y)) f(@y), _%_sosT(z/)+ (%_%@) g(fc,y)) =

((I=w(m) flzy), =1 —=w(y) + (1 —e(y) g(z,y) ).

Il
NI = —

Suponhamos que Z.(z,y) = 0, entao (1 — ¢-(y)) f(z,y) = 0e —=1-:(y)+(1 — ¢:(y)) y(z,y) =

0. Temos det[ X, Y](p) # 0, logo pelo Teorema da conservagao do sinal segue que det[ X, Y](z,y) #
0 em uma vizinhanga V5 de p. Por outro lado, f(z,y) = 0- g(z,y) — ((—=1)f(x,y)) =
det[X,Y](z,y) # 0 em V. Desta forma, se (1 — ¢.(y)) f(x,y) = 0 entao ¢.(y) = 1 e, conse-
quentemente, a equacdo —1 — p.(y) + (1 — v-(y)) g(x,y) = 0 implica —2 = 0 na vizinhanga

V5 de p, o que é um absurdo. Portanto Z. # (0,0) em uma vizinhanga V5 de p.
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Logo, tomando V = V; NV, de raio gy teremos Z.(z,y) # (0,0) na vizinhanga V' de p, isto é,

Z. nao possui pontos de equilibrio em V.

caso p ponto de costura caso p ponto de deslize caso p ponto de escape

wlt L W LLLLLE wltl LSS
RN ottt RRE

1

Figura 4.5: Pontos M-regulares regularizados.

Lema 4.1.2. Seja p um ponto de dobra de Z = (X,Y). Entao existe ¢g > 0 tal que para todo

e < &g, se p é um ponto de dobra de X (respectivamente de Y ) temos:

(i) se 'Y (respectivamente de X ) € transversal a M em p, isto €, Y h(p) # 0(respectivamente de

Xh(p) #0) entao Z. nao possui pontos de equilibrio em uma vizinhanca de p;
(ii) sobre a curva {Z.h = 0} o contato entre Z. e a curva {h = e} € quadrdtico.

Demonstracao.

Por hipétese p ¢ um ponto de dobra de X, assim Xh(p) = 0 e X?h(p) # 0.

e (i) Neste caso temos Y h(p) # 0. Vamos supor, sem perda de generalidade, que Yh(p) > 0,
Xh(p) =0 e X?h(p) > 0, os outros casos sao andlogos. Gragas as formas normais dada uma
carta local (x,y) em torno de p = (0,0), podemos assumir M = {y = 0}, X = (1,z), Y =

(f,g) com g(p) =b > 0e h(z,y) =y. Nestas condigoes, se ¢ é uma fungao de transicao a
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regularizacao de Z é dada por:

Zu(e.y) = (Z)(w.9). Z2(2.0) ) = (1 2RI )+ (5 - ) Yo -

”)(@w ol y)) =

1 e
2" 22
(%Jr 9052(11)) N ( 2y ) ( %Q(y)) . (% B %2(1/)) g@,y)) _

(T +w(y) + (1 =e(y) f(z,9), 1+ w=(y) 2+ (1 —¢(y) g(z,9)) -

Suponhamos que Z.(x,y) = (0,0) para algum (z,y) em uma vizinhanga de p. Entao :

P ()

{ (1 + () + (1 — . () flw,9) = O, TN
(1 +¢e(y))r + (1 = ¢e(y))g(z,y) = 0. oy~ T
\ ) x _g(xay)

o o fly)  —e—glay)

1— f(z,y) r—g(z,y)
—(z+g(z,9))(1 = f(z,y)) = =1 + f(z,y))(x — g(z,y)) &
& (z+g(r,y)( = fz,y) = A+ f(z,y)(x —g(x,y) &

sr—af(zr,y)+9(z,y) —g(z,y) f(zr,y) =

=z —g(r,y) + f(z,y)r — f(z,y)9(v,y) <
& —rf(rv,y) +9(x,y) = —g(z,y) + f(z,y)r <
< 2[g(x,y) — xf(z,y)] = 0 & det[ X, Y](x,y) = 0.

Por outro lado det[X,Y](p) = g(p) — 0f(p) = g(p) = b # 0. Logo, pelo Teorema da
conservagao do sinal, existe uma vizinhanca V' de p tal que det[X,Y](z,y) # 0 em V, o que

nos dé um absurdo.

Assim existe uma vizinhanga V' de p tal que Z.(z,y) # (0,0) para todo (x,y) € V, isto é, o

campo Z. nao possui pontos de equilibrio em uma vizinhanca de p.

Suponhamos sem perda de generalidade, que p € M, X?h(p) > 0 e Yh(p) > 0. Os ou-
tros casos sao analogos. Gragas as formas normais, podemos escolher coordenadas em uma
vizinhanca de (z,y) = (0,0), |y| < € e |z| < 2¢ tal que h(z,y) =y, X(z,y) = (L,z) e
Y(z,y) = (f(z,y),9(z,y)). Como supomos 0 < Yh(p) =Yh(0,0) = g(0,0), entdo ¢(0,0) >
0.
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Nestas condigoes, se ¢ é uma funcao de transigao a regularizacao de Z é dada por:

Zia) = ( 2w, Za) = (5 + ZEED) ) + (5 - S ) vy -

= ; (T4 (y) + (1 = (y)) f(z,9), (1 + @e(y)  + (1 = :(y)) g(,y)) -

Deste modo, Z.h = Z. -syh = = (1 4+ ¢-(y)) z + (1 — ¢-(y)) g(z,y). Vale ressaltar que:

1
2

h(z,y)=c<y=c. (4.3)

Substituindo (4.3) na equacao Z.h(z,y) = 0 temos:

Zh(r,e) =0 (1+¢(e) v+ (1 —¢c(e) g(z,e) =0 20 =0 < 2 =0. (4.4)

Pelas equagoes (4.3) e (4.4) devemos analisar o contato entre Z. e a curva {h = ¢} sobre a

curva {Z.h = 0} no ponto (0,¢), ressaltando o fato de {Z.h(0,¢) = 0}.

Observemos:

Zih=Z. -7 Z.h = % (L +pe(y) + (1= p:(y) f(z,9), T+ @e(y) x + (1 = =(y)) 9(z,y)) -
)

1
5 (@) + (1= ¢-() 9a(,9), 92, (¥)7 = 22, ()9 (2, y) + (1 = 0:(9)) 9y (2, ) -
d d 1
Assim, usando que ¢, (y) = d_y%(y) = d_ygp (%) = ¢ (g) = tem-se que para y = ¢,
¢'(1) - 1 1 4 - :
@, (e) = —= =0, entao ZZ(0,¢) = 5(2,0) . 5(2,0) == 1 # 0. Entao podemos concluir
€

que sobre a curva {Z.h = 0} o contato entre Z. ¢ a curva {h = ¢} é quadrético.

Ressaltamos que ¢ é obtido a partir da intersecao das vizinhancas consideradas.

]

Observagao 4.1.2. Assumimos todas as hipéteses do Lema 4.1.2. Se Xh(p) = 0, X?h(p) >0 e
Yh(p) # 0 vamos considerar sobre a curva 7. = {h = ¢} os conjuntos abertos v = {Z.h > 0}
e 7= = {Z.h < 0}. Definimos uma aplicagao de classe C", H. : 7= — ~ tal que os pontos u e
H.(u) estejam na mesma trajetéria de Z.. Esta aplicagao é C”, pois estamos supondo os campos

de classe C". Dizemos que H. é uma involucao associada ao campo de vetores Z,.

Lema 4.1.3. Assumindo as hipoteses do Lema 4.1.2 e a notagao da Observagao 4.1.2, temos para

qualquer v € 7, hH(l] H.(u)=0.
e—
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caso X’h >0 caso X’h >0

2 R

Figura 4.6: Pontos M-singulares elementares regularizados.

Demonstracao.
Vamos supor, sem perda de generalidade, que Y h(p) > 0, o outro caso é analago. Considerando
as coordenadas dadas no Lema 4.1.2; seja I. um intervalo aberto contendo p. = (0, &) sobre ~..
Seja Hy : I. — I. a involugao associada ao campo X de classe C" em relagao a Xh = 0, isto
é, em x = 0. Seja H, : I. — I. a involucao associada ao campo Z. em relacao a Z.h = 0, isto é ,
Zeh =72 = (1+¢:(y) v+ (1 = 9:(y)) gz,y) = 0.
1

Se x < 0 no nivel y = ¢ teremos Z.h(z,e) = 5 [(1 4+ ¢-(¢)) x4+ (1 — ¢(¢)) g(z,y)] = = < 0.
5 (1+o(e)z+ (1 —¢e(e)) g(z,y)] = = > 0.

Se x > 0 no nivel y = ¢ teremos Z.h( s
Se z = 0 no nivel y = € teremos Z.h(0,e) = 0. Donde segue que no nivel y = &:

x,€) =

Zh=0Xh=0<2z=0.

Pela definigao da involucao H. e da involuc¢ao Hy temos os pares u, H.(u) e u, Hy(u) pertencentes

a mesma Orbita de Z. e X, respectivamente. Como estamos considerando X (z,y) = (1, x) entao:

=1 r=t+k r=t+k r=t+k (x — k)?
& & o .2 Sy=-——"
Yy =x Yy =x y=t+k y:§+kt+c 2
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I(to):t0+k ZEO—tOZk .’Eo—t():l{?

= t2 = 2 = t2 .
y(to)ZEO—Fk’to—{-C yOZEO—Fkto—{—C yO—EO—(IEO—to)tOZC

Assim a curva integral de X passando por (zg,yo) é dada por:

— k)2
y:%—i—k(l‘-k)—FC@
x — [wg — to])? t
@y:( [; o])+($0_t0)(x_[xo_t0])+yo_50_(330—150)150@
2?2 2w(wg—t xo — to)? t
@y:?— <02 O>—|—( 02 0> —i—:U(.CEo—to)—(ZUo—to)Q—i—yo—50—(370_t0)t0<:>
CIZ2 (l’o—to)g t%
ey=— = 0T e ) — 2 &
Y= 5 (w0 — to)to 2+y0
2 xd 2wty tR t2 x? z
Sy="=04 2000 422 Sy="" o))
y= 2+ 5 5 Zoto + Lo 2+?/0 Y 2~|—(y0 2)
x? x2
Se yo = € entao a curva integraléyZE—i— (5—70) e a mesma ira interceptar o nivel y = ¢,

2 2
x x
quando x = £x9. Como Hy : 7 — 7 e a curva integral y = 5 + <£ — ?0) intercepta o nivel
y = € em £xq segue que devemos ter Hy(x) = —xz.

Xh=0

RN A
NS

o)

M

Figura 4.7: Involucao Hj associado ao campo X.

Vale ressaltar que:

det[X, Z.] (2, y) = - ! v
e ac y Le\T, YY) = 5 =
21 M+ o) + (1= (u) flay) L+ e:(y)z+ (1 - e:(y)g(z,y)

(1 +pe(y)z + (1= p(y)g(z,y) — (14 @(y)z — (1 — ¢(y)2f(z,y)] =

1 x
(1~ o l)lotv) — 27w v)] = 51— 02(y) = (= ) det[ X, V](z. ).
f(xy) g(z,y)

N~ N

L detX, Z.](r,y) = 51— puly))det]X, ¥](z ). (4.5)
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1| (T+e(y) + (1= w(9)f(z,y) (1+@(y)r+ (1 - (y)g(x,y)

o det|Z.,Y|(x,y) = 5 —

f(z,y) 9(7,y)

%[(1 + 0 (y)g(w,y) + (1= (y)g(x,y) f(2,y) — (1 + @ (y)xf(r,y) — (1 — () f(z,y)9(x,y)] =
Loy - ofepl = 20| LT | = Ha e Y.
f(z,y) g(z,y)
et 2, Y](r,) = 51+ pu(y))det]X, Y(z, ). (4.6)

Estamos em um vizinhanca de p = (0,0) e det[X,Y](p) = g(p) > 0, assim nesta vizinhanga

teremos det|X,Y](x,y) > 0. Desta forma, a equagao (4.5) implica que det[X, Z.](z,y) > 0 e
a equagao (4.6) implica que det[Z.,Y](xz,y) > 0. Para |y| < e teremos det|X, Z.|(x,y) > 0 e
det[Z.,Y](z,y) > 0, isto é, {X(q), Z-(q)} e {Z-(q), Y (p)} sdo bases do R?* com a mesma orientacao

da base canonica e isto nos da os vetores X(q), Y (q) e Z.(q) configurados como mostra a Figura

4.8.

Y(a)
Z(q)

X(a)
(a)

Figura 4.8: Configuracao dos vetores.

Se H.(z) > Hy(z) para algum x < 0 entao as trajetdrias de X e Z. se cruzariam em um ponto

k, e a partir deste ponto as orientagoes seriam invertidas fazendo com que det[X, Z.](z,y) < 0, o

que nos da um absurdo. Portanto, H.(z) < Hy(z) = —=x.

2
x
A curva integral de X passando por p; = (0,¢1), &1 < ¢, é dada por y = 5 + €1 e intercepta

onivel y = ¢ em x = £4/2(¢ — ;). Devido ao contradominio de H. teremos H. > 0 para

todo z < 0. Vimos que H.(x) < —z = Hy(z) para qualquer z < 0, em particular, vale para

r=—4/2(e¢ —&1) < 0e, comisso, H.(z) < — (—\/2(5 —51)> =/2(e—¢1). Sex < —/2(c — 1)

entao,

0< H.(z) <2 —¢e1) <V2 <0< Ho(x) < V2e &
&0 < lim H.(z) < lim v2¢ < 0 < lim H.(z) < 0.
e—0 e—0 e—0

Assim, pelo Teorema do Confronto, segue que lir% H.(u) = 0 para todo u préximo de p em M.
E—>
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Lema 4.1.4. Sejam Z = (X,Y) e p um ponto de equilibrio hiperbdlico de Z™. Entao, existe ¢ tal
que para todo € < €q, 4. tem, proximo de p, um ponto de equilibrio que € uma sela hiperbolica ou um

no hiperbolico. Deste modo, os autoespacos associados a este ponto de equilibrio sao transversais

as curvas {h =¢c} e {h = —¢}.

Demonstracao.

Suponhamos sem perda de generalidade, que Xh(p) < 0, Yh(p) > 0, det[X,Y](p) = 0 e
0

or
coordenadas de modo que p = (0,0), h(z,y) =y, ¥ (z,y) = (0,1) e X(z,9) = (9(x,y), Uz, 1)).

Como supomos 0 > Xh(p) = Xh(0,0) = 1(0,0) entdo [(0,0) = a < 0. Deste modo, 0 =
det[X,Y](p) = det[X,Y](0,0) = g(0,0), ou seja, g(0,0) = 0. Mais ainda, temos

(det[X Y], M) (p) # 0, o outro caso é andlogo. Devido as formas normais, podemos escolher

O (et X, V) () # 0 2 (g, w)ar) (0) # 0 5 0:(0,0) £ 0

Denotemos por ¢,(0,0) = a # 0 e ¢,(0,0) = 8. Nestas condicoes, se ¢ é uma funcao de

transicao, a regularizagdo de Z = (X,Y’) é dada por:

Z.(a.y) = (Z)(0,y), Z2(z,y)) = (1 4 pelhl@, y”) X

2
(1 e+ (3

= 5 (4 0 )ale9), (1 -+ @ u)I(,) + 1~ 0.(0)

Os pontos de equilibrio de Z. sao dados por:

éi
_l’_
A~
_
|
S
=
&
s
~—
)~<
&
s
Il

(1+¢:(y)g(x,y) =0 ¢(y) = —1oug(z,y) =0

(Lt )i, y) +1 = pely) =0 |
e Se p.(y) = —1, entdo terfamos 2 = (1 — 1){(x,y) + 1 + 1 = 0, o que é um absurdo.
e Se g(x,y) = 0, entdo terfamos:

—l(z,y) —1 l(z,y) +1
l<x>y)_1 1_l<$ay)

Logo, os pontos de equilibrio de Z. serdo dados pelos pontos que satisfazem g(x,y) = 0 e a

I+ @ y)l(z,y) +1 = w(y) =0 ¢ (y) = S e(y) = (4.7)

equagao (4.7). Como ¢,(0,0) = o # 0 segue do Teorema da Fungao Implicita que x pode ser

escrito como uma funcao de y em uma vizinhanga de (0,0), isto é, em uma vizinhanga de (0,0)

—3y4(0,0
existe z = x(y) tal que g(z(y),y) =0e x(0) =0 e 2/(0) = % = —é. Assim, a expansao
Gz\U, a

em série de Taylor em torno de y = 0 da fungao = = x(y) é dada por:
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2(y) = 2(0) + Oy +1y) = 0+ 2y + ) & 2ly) = 2y + i)

Portanto, o ponto de equilibrio de Z. serd o ponto de intersecgao entre os graficos de z(y) e ¢-(y).
Para verificar sua existéncia e unicidade usaremos mais uma vez o Teorema da Fungao Implicita.
Queremos resolver o problema de achar y tal que p.(y) = z(y). Seja F(y,e) = ¢:(y) — x(y). Dali,

F(e,e) = pe(e) —x(e) =1+ ge —r1(e) > 0, para £ > 0 suficientemente pequeno fixo;

F(—e,e) = pe(—€) —x(—e) = =1 — ga —r1(—¢) < 0, para ¢ > 0 suficientemente pequeno fixo.

Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio segue que existe r € (—¢,¢) tal que F(r,e) = 0.
Suponhamos sem perda de generalidade que r = 0, caso contrario basta fazer uma translacao no

B

sistema. Assumimos ¢.(0) # —— = 2/(0) , que é possivel para ¢ suficientemente pequeno, afinal
a

©. trata-se de uma funcao de transicao. Logo,

F(0,e) = 0;

0 g B BB %)

a—yF(O,s) = L(0) + = ©.(0) + o # —= ~|— — =0, ou seja, a_yF(O ,€) #0.

Assim, pelo Teorema da Funcao Imph’mta, temos que y pode ser escrito como funcao de € em
uma vizinhanga de (0,¢) , isto é, em uma vizinhanca de (0, ¢) existe um tnico y = y(¢) tal que
F(y(e),e) = 0 e y(e) = 0. Com isso, existe um tnico ponto de equilibrio p. = (z(y(¢)),y(e)) =
(x(0),0) = (0,0).

Resta agora mostrar que o ponto de equilibrio p. é hiperbdlico, e é uma sela se p ¢ uma sela

para Z™ ou um né se p é um né para ZM,

A matriz Jacobiana de Z. em p. é dada por:

J7.(p.) = [(1+ ¢:)g.] % [lg + (1+ ¢.)g,]

(1 =)l 3 lpil + (1 +9e)ly — @]
Desta forma, o polinémio caracteristico de JZ.(p.) é dado por det(JZ.(p.) — Nd) = \* —
tr(JZ.(p:))\ + det(J Z.(p.)). Donde os autovalores de JZ.(p.) serao dados por:

= N

tr(JZ:(p:)) £ \/tTQ(JZE(pE)) — 4det(JZ5(p€))’

A:
2

(4.8)

Seja A = tr*(JZ.(p.)) — 4det(J Z.(p.)), vamos supor A > 0, pois se /A < 0 nao seria possivel

termos um ponto de equilibrio do tipo né ou sela em Z.. Ressaltando que g(p.) = 0 temos:

1+ @) 0ol + (1 + )% guly — (1 + @) gl — 0Lg(1 — @)y — (1 + o) gy (1 — )iy } =

det(JZ.(p:)) = — {[(1 + @) 9] [l + (14 @)y — o] — [elg + (1 4+ @) gy] [(1 — ¢o)la]} =
=t
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—;11 {PL10+ @)gal = (14 9) g0 — 9(1 = @)la] + [(1 4 9)?guly — (14 92)gy (1 — @)l] } =
:}l {Qole [(1 + @E)gml - (1 + (108)91‘ - O] + [(1 + 906)291:[7; - (1 + 805)911(1 - Qpe)lx]} =
L @) a1+ D)+ [+ 0y — (L4 g, (L= L]

o det(J Z:(p:)) = i {14 @) [go (=1 4+ D] + [(1 + ) ?galy — (14 @2)gy(1 — @)la] . (4.9)

Como L = (1 + ¢.)%g.ly — (1 + ¢e)g,(1 — @)l é uma fungao limitada, pois é continua e
podemos considerar em um compacto, hH(l] oL(pe) = 400, (=1 +1(p:)) < 0 e da equagao (4.9)
e—

podemos concluir que, para ¢ suficientemente pequeno,

sgnldet(JZ(p.))] = sgn i {1+ ) [ga(=1 4+ D] + [(1+ ¢)’guly — (14 )9y (1 — @e)la] } | &

& sgnldet(J Z:(p:))] = sgn[—gu(pe)] & sgnldet(J Z(p:))] = —sgnld(det[X, Y]jar)(p:)l.  (4.10)

Estamos supondo Xh < 0 e Yh > 0, ou seja, temos o ponto de equilibiro p = (0,0) em uma
regiao de deslize. Denotemos det(JZ.(p.)) = D e tr(JZ.(p.)) = B.
Como d(det[X,Y]n)(ps) = 92(pe) = 92(0,0) # 0 entdo pela equacao (4.10) temos D # 0. Por

outro lado, haviamos suposto A > 0 entao
B2 —4D>0= B*>4D = B*>16D?>= B*>16D?>>0= B*>0= B #0.

Portanto temos B = tr(JZ.(p:)) # 0, D # 0 e com isso temos p. um ponto de equilibrio
hiperbdlico.

e Se d(det[X,Y]m(p:) > 0, ou seja, p é uma sela de Filippov entao por (4.10) temos
det(JZ-(p:)) < 0, logo

D<0& —4D>0& B?—-4D > B> +/B? - 4D > |B| & /A > |B|.

Assim, considerando /A > B temos B — /A < 0 e considerando —//A < B temos
B+ /A >0, isto é, os autovalores dados em (4.8) tem sinais oposto e isto mostra que

p. € um ponto de equilibrio do tipo sela de Z..

e Se d(det[X,Y]m(ps) <0, ouseja, p é um né atrator de Filippov entao por (4.10) temos
det(JZ.(p:)) > 0, logo

D>0&—-4D <0« B*>—-4D < B*& VB2 —4D < |B| & /A < |B| &
Sy A < Bou — A > B.
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(i) Supondo /A < B temos

VA <B=0<B-/A;
VA<B= —\/A<\/A<B=—-\/A<B=0<B+/A.

(i) Supondo —y/A > B temos

—V/A>B=0>B+/A;

—VA>B=\/A>—-\/A>B=+/A>B=0>B-/A.

Assim nos casos (i) e (ii) temos os autovalores dados em (4.8) com o mesmo sinal e isto

mostra que nos dois caso p. é um ponto de equilibrio do tipo né.

Para mostrar que os autoespagos associados ao ponto de equilibrio p. sao transversais as curvas
{h =€} e {h = —¢} basta analisar o contato do campo regularizado Z., com a curva {h = y} nos

niveis y = € e y = —¢, pois eles também devem respeitar o campo regularizado. Logo,

ZJ%w~vh®w)ZOQWJAZﬁ%yD~@J)=Zﬂ%y%=%K1+w4wﬂ®40+1—w4w)

Portanto nos niveis y = ¢ e y = —¢ temos

Z%(z,e) = % (1+ 1D)l(z,e) +1—1) =l(x,e) # 0, para ¢ suficientemente pequeno na vizinhan-
¢a da origem;

Z2(x, —) = %((1 i, e) +14+1) =140,

Assim concluimos o fato desejado.

Ressaltando o fato de ¢y ser retirado da intersecao de todas vizihancas tomadas, ou seja, a

vizinhanga onde podemos assumir tudo o que foi suposto.

Wi

Figura 4.9: Ponto de equilibrio hiperbélico de ZM e sua regularizacao.
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Defini¢ao 4.1.6. Uma M-conezdo de sela de Z = (X,Y) € uma dérbita v de Z conectando:

(i) um ponto de equilibrio do tipo sela de X ou'Y e um ponto de equilibrio de Z™ do tipo sela;
(ii) dois pontos de equilibrio de ZM do tipo sela;

(iii) dois pontos de equilibrio do tipo sela de X e Y, de modo que é permitido aos seus pontos

interiores encontrar M somente em M,.

(1v) dois pontos de equilibrio do tipo sela de X ou de Y';

L.

( W <<
J

(i) Sela de X e selade zM (ii) Duas selas de zM (ul) Selade X e sela de. (iv) Duas selas de X.

L

A

j&

Figura 4.10: M-conexdes de sela de Z = (X, Y).

Corolario 4.1.1. Seja Z = (X,Y) de tal forma que X e Y estao em ¥"(N), todas as M-
singularidades de Z sdo pontos de equilibrio hiperbolico de Z™ ou ponto de dobra de Z e Z nao

possui M -conexao de sela. Entao existe um e¢ tal que para todo 0 < € < €y temos:

(i) todos os pontos de equilibrio de Z. sao hiperbdlicos;

(ii) Z. nao possui conexies de sela.

Demonstracao.
(i) Se p é um ponto de equilibrio que satisfaz todas as hip6teses do corolario, entao por defini¢ao
p ¢ um ponto M-singular elementar de Z.

Se p é um ponto de dobra de Z entao pelo Lema 4.1.2 existe uma vizinhanca de p em que

Z. nao possui pontos de equilibrio.
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Se p é um ponto de equilibrio hiperbélico de ZM entao pelo Lema 4.1.4 existe uma vizinhanca
de p no qual Z. possui um ponto de equilibrio hiperbdlico.
(ii) Se Z. possui conexoes de sela entao:

e ou, antes da regularizacao, essas selas eram duas selas de X conectadas ou duas selas de

Y conectadas;
e ou, antes da regularizacao, essas selas eram uma sela de X conectada a uma sela de Y
e ou, antes da regularizacao, essas selas eram uma sela de X ou de Y conectadas a uma sela

de ZM.

O que em todos os casos nos da um absurdo, pois por hipotese Z nao possuem M-conexoes de

sela. Assim Z. nao possui conexoes de sela.

O

Observacgao 4.1.3. Sob as hipéteses do Corolério 4.1.1, os limites das separatrizes sobre M de um
ponto de equilibrio de ZM do tipo sela sdo ou um ponto de dobra de Z ou um ponto de equilibrio
do tipo atrator (ou repulsor) de ZM. Isto significa, em particular, que para ¢ suficientemente

pequeno, Z. nao possui conexoes de sela dentro de uma vizinhanca de M em S.

Definicao 4.1.7. Dizemos que uma curva fechada 7y, formada por partes de orbitas requlares de X
em M™ e orbitas requlares de’ Y em M~ é uma orbita M -periddica de Z = (X,Y) se ~y intersecta

M somente em M, e cada parte é transversal a M.

Observagao 4.1.4. Dada uma érbita M-peridédica v = voUy Uy U...U7, com Yoy € M, 9,41 €
M~ e~ M = {p;} U{pit1}, podemos definir uma colegdo de germes em p; de C"-transformacoes

de Poincaré
ni: (M, pi) = (M, pis1),
i=0,1,....,k (associado a X ou a Y) tal que a funcao primeiro retorno associada é dada por:
1 =1k © -1 © .. © 1o, tal que 7(po) = po-

Definicao 4.1.8. Uma drbita M-periodica v de Z € dita elementar se a fungao primeiro retorno

de Poincaré associada, em qualquer ponto p € v, satisfaz: n'(p) # 1.
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Lema 4.1.5. Seja v uma orbita M-periddica elementar de Z = (X,Y). Entao existe uma vizi-
nhanca B de v em S e um gq tais que para todo € < €y, Z. contém uma unica orbita periodica

hiperbolica em B.

Demonstracao.

Seja v uma 6rbita M-periddica elementar de Z = (X,Y), entdo a funcdo primeiro retorno de
Poincaré associada, em qualquer ponto p € v, satisfaz 1'(p) # 1. Mais ainda, como 7 é periédica,
o seu grafico intercepta o grafico da func¢ao identidade, isto é, existe py tal que n(py) = po. Na
regularizacao de 7, isto é, Z., consideremos 7. como sendo a funcao de Poincaré n depois da
regularizacao.

Agora para e > 0, suficientemente pequeno, teremos as fungoes de Poincaré n e . bem préximas,
donde segue que em qualquer ponto p € 7. temos 7.(p) # 1 e o gréafico n. também intercepta o
grafico da fungao identidade, ou seja, existe p; tal que 7:(p1) = p1, para p; em uma vizinhanca de
Po-

Desta forma, existe uma vizinhanca B de 7 contendo pelo menos uma érbita periédica em B,
a qual também ¢ hiperbdlica. Logo, como € > 0 ¢ suficientemente pequeno teremos a garantia da
unicidade, afinal 7. esta suficientemente préxima de 7, entao em uma vizinhanga B nao tem como
existir outra érbita periddica (em uma vizinhanca de py, a fun¢ao 7. ndo pode ter dois pontos fixos,

pois ela é suave e intercepta a func¢ao identidade de forma transversal).

]

Observagao 4.1.5. O principal resultado abordado em [21] é a garantia da estabilidade estrutural
de Z., para qualquer funcao de transicao e € > 0 pequeno. Tal objetivo foi alcangado caracterizando
a classe 3(5?) dos campos de vetores estruturalmente estaveis sobre S?, enunciados por Andronov-

Pontryagin e Peixoto em [17].
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Capitulo 5

Ciclos limites para equacoes diferenciais
polinomiais descontinuas de Liénard com

1Ml Z01Nas

Os sistemas diferenciais polinomiais descontinuos de Liénard possuem muitas aplicacoes. As
equacoes diferenciais descontinuas com zonas ou de forma mais geral equacoes nao suaves derivadas
de equagoes diferenciais ordinarias, nao apresentam unicidade de solucao. Sua teoria foi desen-
volvida de forma bem acelerada nos tltimos anos devido a: sua beleza matematica, sua forte relagao
com outros ramos da ciéncia, o desafio de se desenvolver defini¢oes e convengoes razoaveis e consis-
tentes. Tornou-se uma fronteira comum entre a Matematica, Fisica e Engenharia. Elas aparecem
de forma natural em sistemas de controle, em sistemas de impacto, em sistemas mecanicos, os-
cilagoes nao lineares, e em circuitos elétricos, justificando o fato de possuirem muitas aplicagoes,
por exemplo, o trabalho desenvolvido por Makarenkov e Lamb em [13].

Ecalle em [5] e Ilyashenko em [7] provaram que qualquer sistema diferencial polinomial possui
um numero finito de ciclos limites e esta prova, se nao foi o melhor resultado nesta area, com toda
certeza é uma das melhores.

Desta forma, temos um nimero finito de ciclos limites para cada sistema diferencial polinomial
de grau n, o que nos gera uma pergunta: Existe uma quota uniforme para esse nimero em toda
classe ou familia de todos os sistemas diferenciais polinomiais? Llibre e Teixeira, em [12], consid-

eraram este problema para uma classe especial de sistemas diferenciais polinomiais descontinuos
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de Liénard.

Definicao 5.0.9. Um sistema diferencial polinomial de Liénard € da forma:

T=y+ F(x
(@) , (5.1)
j=—z
onde F(z) = ap + a1z + ... + a,z™ e “- 7 denota a derivada com relagao a varidvel t.

O problema para se determinar o nimero maximo de ciclos limites para um determinado
sistema diferencial, tornou-se um dos principais objetivos na teoria qualitativa de sistemas diferen-
ciais. Vamos levar este problema para uma classes de sistemas dinamicos descontinuos. Um bom

representante dessa classe é o seguinte modelo matematico:
i+ + f(2,8) = sgng(e,d))U(z, &). (5.2)

O modelo (5.2) é encontrado, por exemplo, na teoria de controle, em sistemas de retransmissao,
economia, sistemas de impacto, sistemas mecanicos em oscilacoes nao lineares. Nestas areas en-
contrar ciclos limites é de muita importancia e este é sé mais um motivo de que vale o estudo
dos ciclos limites. Realizaremos o estudo dos ciclos limites de equacoes diferenciais polinomiais de
Liénard descontinuas com m zonas.
Um sistema diferencial polinomial de Liénard descontinuo com m zonas, como em [12], é dado
por:
&=y + sgn(gm(z,y))F(z)
‘ , (5.3)
y=—x

onde F(z) = ap+ a1z + ... + a,x™ e o conjunto de zeros da func¢ao sgn(g,,(z,y)) com m = 2,4,6...,

¢ a uniao de 7 diferentes retas passando pela origem dividindo o plano em setores angulares de

tamanho % Mais ainda sgn(z) denota a funcao sinal.

Observacao 5.0.6. Notemos que o sistema diferencial (5.3) é um caso particular do sistema
diferencial (5.2), o qual de certa forma generaliza a classe de sistemas diferenciais de Liénard para
os sistemas diferenciais descontinuos.

De fato, seja —y = @ e com isso —y = & = sgn(g(x,%))U(z, &) — x — f(z, ). Logo temos:

g = sgn(gm(z,—y))(=U(z,—y)) + = + f(z,—y) , (5.4)
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Como em [12] consideramos também o caso da equagao (5.3) em que m = 0 com go(z,y) = 1.
Portanto, a equacao diferencial para m = 0 coincide com a equacgao diferencial polinomial de
Liénard (5.1). Por esta razao, chamaremos o sistema diferencial polinomial descontinuo com m
zonas (5.3), para m = 2,4,6, ..., de equagao ou sistema diferencial polinomial de Liénard de-
scontinuo de grau n com m zonas, no qual n é o grau do polinomio F(z).

Relembramos que um ciclo limite é uma solucao periédica isolada de uma equagao diferencial,
ou seja, existe uma vizinhancga dessa solucao de tal forma que nela s6 exista uma solucao periddica.

De agora em diante, quando dizermos que “a maior quota inferior para o nimero maximo de
ciclos limites de um sistema diferencial é M”, significa que este sistema pode ter M ciclos limites

se o lado direito do sistema for escolhido de forma conveniente.

Definicao 5.0.10. Vamos definir L(m,n) como sendo a maior quota inferior para o nimero
mdzimo de ciclos limites de uma equacao diferencial polinomial de Liénard descontinua de grau n

5.1 Calculos de L(0,n), L(2,n) e L(4,n)

Para os sistemas diferenciais polinomiais de Liénard de grau n, Ilyashenko e Panov em [§],
provaram que quando n é impar existe um limite superior uniforme para o niimero de ciclos limites
em uma subclasse desses sistemas de tal forma que F' seja monico e seus coeficientes satisfazem
algumas estimativas.

Vamos encontrar uma quota inferior para o numero méaximo de ciclos limites de equacoes
diferenciais polinomiais de Liénard descontinuas com m zonas (5.3) com m = 2, 4.

Primeiramente, vamos fornecer a prova de L(0,n), que é um caso continuo.

Observagao 5.1.1. Consideramos a mudanga de coordenadas polares (z,y) para (r,0), © =
rcos(0) e y = rsen().

rsen(6)
rcos(0)
igualdades em relagao a variavel independente t obtemos o sistema 7 e 6:

A partir das relagoes 72 = 22 + y? e tg(f) = = g, derivando ambos os lados das
T

Qrf:2x¢+2yy:>f:w_
T
1 . ygr—ay : 9 yr — Y
0= = 0= 0)| ——— ).
cos?(0) x? cos’ )< x?
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Proposicao 5.1.1. No conjunto dos sistemas diferenciais polinomiais de Liénard de grau n temos

L(0,n) = [” !

}, onde [z] denota a fung¢ao parte inteira de z.

n—1

Demonstracdo. Para provarmos que é uma quota inferior para o niimero méaximo de ciclos
limites do sistema diferencial polinomial de Liénard (5.1) de grau n, vamos mostrar que existem

sistemas diferenciais da forma:

T=1yY+eag+caix + ... + caa” o T =y+ecF ()

j=—a j=—z

com F(z)=ay+ a1x + ... + a,x" e a, # 0 tendo n%} ciclos limites.
Considerando as coordenadas polares (r,60) tal que z = rcos(f) e y = rsen(d) dadas na Ob-

servacao 5.1.1 e pelas equagoes em (5.5) temos:

rcos(0)[rsen(8) + eF (rcos(0))] + rsen(8)[—rcos()]

=
i — cos? [—rcos(0)]rcos(8) — [rsen(f) + eF (rcos(0))]rsen(f)
’= ©) ( r2cos?(6) )
(i r?cos(0)sen() + rcos(0)eF (rcos(6)) — r*sen(6)cos(0)
= =
i — cos? —r?c0s?(0) — r?sen?(0) — eF(rcos(0))rsen(6)
( b= (6) ( r2cos?(6) >
( . rcos(0)eF(rcos(0))
= ' N
0— —12[cos?(0) + sen?(0)] — eF(rcos(0))rsen(6)
(= ecos(0)F(rcos(0))
=
- —r? — eF(rcos(0))rsen()

7 = ecos(0) F(rcos(0))
(5.6)
f=—1-— Eésen(Q)F(rcos(O))

Tomando agora 6 como a nova varidvel independente, o sistema (5.6) é transformado.
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dr
dr_dr dt _dr 1 g ecos(0)F (rcos(0))

dr _dr dt _ _ = B(e).
a6 dt do dt 0 d8 L pos(6)
@ dl r

Como o parametro ¢ > 0 é suficientemente pequeno, consideramos a série de Taylor de B(g)

em torno de e =0

dB d*B

B(e) = B0) + — (0= + (0)% + SO+
—  cos(0) Flrcos(0)e + [CFTB@)% + d%f(())g + ] &2,
ou seja, B
= Ble) =f(0,7) +9(0,7,), (5.7)
onde f(8,r) = —cos()F(rcos()) e g(6,r,¢) = {%(0)% + %}(0)% }

A equagao diferencial (5.7) satisfaz todas as hipdteses do Teorema 2.2.2 e do Teorema 2.2.3
entao podemos aplica-los. As fungoes f e g sao periddicas de periodo 27 na variavel 6, entao a

equagao da média de (5.7) no intervalo [0, 27] é

fo(r) = % 0% f(0,r)dd = —— /27r cos(8)F (rcos(0))dd =

2 2w
pois / cos't(0)df = 0 para i = 0,...,n par e / cos"™(0)df # 0 para i = 0,...,n fmpar.
0 0
2m

Denotando by = —— cos?*2(0)df, para j = 0,1, ..., ["T_l} entao:

2

fo(r) = agjiabayar™ ™.
=0
n—1

oln=11]41 . . ~
S [ ]+ cujos coeficientes sao

Os monomios que aparecem no polindémio fy(r) sao r,r

Coj+1 = G2j4+1b2j11, ou seja, temos [" 1} + 1 monomios.

E possivel escolher livremente o coeficiente ag;q = szii do monomio r#%*! tal que ag;j11 # 0.
J

Entao pelo Teorema de Descartes podemos escolher os coeficientes de fy(r) de tal maneira que

fo(r) possua exatamente [” 1] +1-1= [”T’l] raizes reais positivas, denotadas por rg, para

k=1,2,..., [”T’l} Notemos que as raizes sao simples.

Segue dos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 que o sistema (5.5) possui [”T_l} ciclos limites em uma vizin-

hanca de ry, para k =1,2, ..., [”T_l}
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Agora iremos fornecer a prova para L(2,n) e para L(4,n).

Proposicao 5.1.2. No conjunto dos sistemas diferenciais polinomiais de Liénard descontinuos de

grau n com 2 zonas temos L(2,n) = [g] , onde [z] denota a fungao parte inteira de z.

Demonstracao. Para provarmos que [5} é uma quota inferior para o nimero maximo de ciclos
limites do sistema diferencial polinomial de Liénard de grau n com 2 zonas, vamos mostrar que

existem sistemas diferenciais da formas

T =y + sgn(z)cag + carx + ... + a,a"] & =y +esgn(z)F ()
& : (5.8)
j=-a j=-a

com go(x,y) =z, F(x) = ap + a1z + ... + a,z" e a, # 0 tendo [g} ciclos limites.

Considerando as coordenadas polares (r,0) tal que = = rcos(f) e y = rsen(f) dadas na Ob-
servacao 5.1.1 e por (5.8) temos:

. rcos(0)[rsen(8) + esgn(rcos(0))F(rcos(6))] + rsen(0)[—rcos(8)]

=
i — ros? [—rcos(8)|rcos(0) — [rsen(0) + esgn(rcos(0))F (rcos(0))|rsen(0)
0 = (0) ( r2cos%(6) )
. r?cos(0)sen(0) + rcos(0)esgn(rcos(0)) F(rcos(0)) — r?sen(0)cos(6)
= =
i — cos? —r2c0s?(0) — r?sen?(0) — esgn(rcos(0))F (rcos(0))rsen(0)
0 b= (6) ( r2cos?(6) >
( . rcos(0)esgn(rcos(0))F(rcos(0))
= ' N
0 — —12[cos*(0) + sen?(0)] — esgn(rcos(0))F(rcos(0))rsen(6)

7 = ecos(0)sgn(rcos(0))F(rcos(6))

—r? — esgn(rcos(0))F(rcos(0))rsen(6)

0 =

7 = esgn(rcos(0))cos(0)F(rcos(0))
(5.9)

f=—1-— 5sgn(rcos(€))%sen(@)F(rcos(@))
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sgn(x) ss(z)

Figura 5.1: As fungdes sgn(x) e ss(x).

Em vez de trabalhar com o sistema diferencial descontinuo (5.8), iremos trabalhar com o

seguinte sistema diferencial suave:
) (5.10)

onde ss(z) é uma funcao de transigao definida como na Figura 5.1 tal que (lsirré ss(x) = sgn(x).
—

Logo, em coordenadas polares, o sistema (5.10) fica como:

7 = ess(rcos(0))cos(0)F (rcos(6))

. (5.11)
0=—-1-— 835(7“005(9))%sen(@)F(rcos(@))

Vale ressaltar o fato de as aplica¢oes de Poincaré dos sistemas (5.9) e (5.11) serem suaves.
No sistema (5.11) porque temos um sistema continuo, gragas a regularizacdo, e desta forma pelos
resultados gerais de equacoes diferenciais ordinarias suaves segue a suavidade da aplicacao de
Poincaré.

Agora, faremos a justificativa da suavidade da aplicacao de Poincaré do sistema (5.9) e para isso
usaremos o sistema (5.8) em coordenadas cartesianas. No sistema (5.8) temos a descontinuidade
dada por h71(0), onde h(z,y) = z, que é uma variedade, pois 7h(z,y) = (1,0) # (0,0) para todo
(z,y) € R?. Definimos

X(a.y) = x:zy—i-&F(x) e Yiry) - %‘:y—&tF(a})
y=—x y=—x

Logo, a regiao de deslize na reta x = 0 é determinada por:

Xh(0,9)-Yh(0,y) <0< (y+cF(0)(y —F(0)) <0 & y* —2F%0) < 0 &

Sy < E2F2(0) & |y| < [eF(0)] & [y] < elaol.
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Se ag = 0 entao sempre teremos regiao de costura na reta x = 0, exceto na origem, e juntando
com o fato de os campos X e Y serem linearmente dependentes, em cada p na regiao de costura,
segue a suavidade da aplicacao de Poincaré.

Se ag # 0, ou seja, ag < 0 ou ag > 0 teremos regiao de deslize ou escape em = = 0 para
ly| < elag|. Sem perda de generalidade, suponhamos ay > 0. Entao para —ecag < y < €ag temos

regiao de deslize ou escape em x = (0. Observemos que

Xh(0,y) =y +eap > —cag+ecap =0= Xh(0,y) >0,

Yh(0,y) =y —eap < eag —eag =0=Yh(0,y) <0,

ou seja, os pontos (0,y) com —eag < y < eap formam uma regiao de escape em z = 0.

Para o campo descontinuo, a aplicacao de Poincaré P é determinada pela composicao de uma
aplicacao Pp dada pelo fluxo do campo X no semi-plano x > 0 e uma aplicacdo Pg dada pelo
fluxo do campo Y no semi-plano z < 0. Claramente, o sistema (5.8) é uma perturbacao de um
centro e como temos regiao de escape em x = 0 para |y| < €ag e € > 0 é suficientemente pequeno,
segue o fato da aplicacao de Poincaré tomada inicialmente em um ponto na regiao de costura na
reta x = 0, isto é |y| > eag, retornar na reta x = 0 na regiao de costura.

Partindo de um ponto (0,y) com y > eag na regiao de costura, Pp(0,y) = (0,y1) tendo
y1 < —eag e Pg(0,y1) = (0,y2) tendo yo > cag. A aplicagdo P é dada por: P = Pg o Pp. Sobre a
regiao de costura os campos X e Y sao linearmente dependentes. Segue deste fato e da suavidade
de Pg e Pp que a aplicagao primeiro retorno de Poincaré P ¢é suave.

A regularizacao de sistemas descontinuos préximo de regiao de costura em [21], nos mostra que
o limite da aplicacdo de Poincaré do sistema (5.10) tende para a aplicacao de Poincaré do sistema
(5.8), quando § — 0.

Tomando agora 6 como a nova varidvel independente, o sistema (5.9) é transformado em
dr
drdr dt dr 1 dt esgn(rcos(0))cos(0)F (rcos(0))
% & —1 —esgn(rcos(0))—sen(8) F(rcos(0))
T

Como o parametro € > 0 é suficientemente pequeno consideramos a série de Taylor de D(¢) em

torno de e =0

D(¢) =D(0) + %(0)5 %(0)% + %)(0)% + ] e =
= — esgn(rcos(0))cos(0)F(rcos(0)) + [%(0)% %(O)% + ... ] €%
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Assim,

% = D(e) = ef(0.7) +*g(0,1,¢), (5.12)

onde f(0,r) = —sgn(rcos(0))cos(0)F(rcos(0)) e g(b,r,e) = {%(O)% + %(0)% + }

Analogamente, considerando ¢ como variavel independente de (5.11) temos

% _ G(g) _ 6f6(9,7”) + 8296(‘9,7’, 5)7 (513)

onde f°(0,r) = —ss(rcos(0))cos(0)F(rcos(6)) e ¢°(0,r,¢) = {%(0)1 + 65—?(0)% + ]

Por outro lado, seguindo a demonstracao do Teorema em [3] concluimos que na expansdo em
série de Taylor da aplicagao de Poincaré Ps, do sistema regularizado em torno de € = 0, o coeficiente
de € é exatamente a fun¢io média f associada ao método da média. Se seguirmos as mesmas
ideias para o sistema descontinuo (5.12), ja que a aplicagdo de Poincaré P para este caso também
é suave temos que o coeficiente de € na expansao em série de Taylor em torno de € = 0 é a funcao
média de (5.12). Como ?L% Ps = P, entao o coeficiente de ¢ em Fj tende ao coeficiente de ¢ em P,
ou seja, }si_rf(l) fg = fo. Desta forma, podemos analisar os zeros simples da funcao média do sistema
descontinuo.

A equacgao (5.13) satisfaz todas as hip6teses do Teorema 2.2.2 e do Teorema 2.2.3, as fungoes

f e g sao periddicas de periodo 27 na varidvel 6. Entao a equagao da média de (5.12) no intervalo

[0, 2] é dada por:

1 2
folr)y=o— | f(0.7)
Como f(0,r) é 2mr—periddica temos:
/ f0,r)dd = — f(u, r)du = % N —sgn(rcos(u))cos(u)F (rcos(u))du =

w\a

3m
2

[NIE]

—sgn(rcos(u))cos(u) F (rcos(u))du + /

(/]

—sgn(rcos(u))cos(u)F(rcos(u))du) =

[SIE]

™
2

3m
2

= % (/ﬂ —cos(u)F(rcos(u))du —i—/ﬂ cos(u)F(rcos(u))du> . (5.14)

Wl

2 2

Fazendo u = 6 na primeira integral da equagao (5.14), temos du = df e fazendo u = 6 — 7 na

segunda integral da equagao (5.14), temos du = df, desta forma transformamos a equagao (5.14)
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enn:

Wl

% </—’; —cos(0)F (rcos(0)) + cos(6 — m)F(rcos(0 — n)dg) —

- % [ —cos(0)F(rcos(6)) + [cos(8)cosm + sen(8)senx] F(r{cos(6)cost + sen(8)sen])db =
— % ’ —cos(0)F (rcos(0)) — cos(0)F (r[—cos(9)])dd =

[VE]

Ny

(5]
__1 1 ) _
=5/ cos(0)F(rcos(0)) + cos(0)F(—rcos(6))dd = - j;o (s, ]/_ cos+1()df.

ME]

Observe o fato de que:

cos(f) > 0, para 6 € [—g, g] =

= cos¥ () > 0, paraf € [—g, g] =

= /2 cos*t1(0)do > 0.

1 2 .
Denotando by; = ——/ cos®1(0)d0, para j = 0,1, ..., [5], se by; < 0 entao:
T

Wl

(5]
fo(?“) = Z CLijQjTQj.
7=0

Os monodmios que aparecem no polindmio fo(r) sao r% r?, ...TQ[%] cujos coeficientes sao cy; =
azjbs;, ou seja, temos [%} + 1 monomios.

E possivel escolher livremente o coeficiente ay; = % do mondmio 7% tal que as; # 0. Entao pelo
Teorema de Descartes podemos escolher os coeficientes de fy(r) de tal maneira que fy(r) possua
exatamente [%)} +1-1= [%] raizes reais positivas, denotadas por 1, para k = 1,2, ..., [%]
Notemos que as raizes sao simples.

Segue dos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 que o sistema (5.8) possui [%] ciclos limites em uma vizinhanca

de r, para k =1,2, ..., [%}

]

Proposicao 5.1.3. No conjunto dos sistemas diferenciais polinomiais de Liénard descontinuos de

—1
grau n com 4 zonas temos L(4,n) = ln 5 }
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n—1

Demonstracdo. Para provarmos que [ ¢ uma quota inferior para o numero méaximo de
ciclos limites do sistema diferencial polinomial de Liénard descontinuo de grau n com 4 zonas,

mostraremos que existem sistemas diferenciais da formas:

=y +sgn(z? — y*)[eag + a1z + ... + ca, "] T =1y +esgn(z? —y?)F(x)
& . (5.15)

j=—u j=-u
com F(x) =ap+ a1z + ... + a,z" e a, # 0 tendo %} ciclos limites.
Considerando agora as coordenadas polares (r,6) tal que x = rcos() e y = rsen(f) dadas na

Observagao 5.1.1 e por (5.15) temos:
_ rcos(6)[rsen(0) + esgn(ricos®(0) — r2sen?(0)) F(rcos(0))] + rsen(0)[—rcos(0)]

=
ST [—rcos(0)]rcos(0) — [rsen(0) + esgn(ricos®(0) — r’sen?(0))F (rcos(6))|rsen(6)
I = o) ( r2cos?(0) )
( . r?cos(0)sen(0) + rcos(0)esgn(r?[cos?(0) — sen?(0)]) F(rcos(0)) — r2sen(0)cos(6)
= =
S —12c0s*(0) — r?sen®(0) — esgn(r*[cos*(0) — sen?(0]))F(rcos(0))rsen(6)
0 § = cos”(9) ( r2cos?(0) >
( ;. rcos(0)esgn(ricos(20)) F(rcos())
= ' N
i — —12[cos?(0) + sen?(0)] — esgn(r?cos(20))F (rcos())rsen(f)
7 = ecos(0)sgn(r?)sgn(cos(20)) F (rcos(0))
- 0 — —r? — esgn(r?)sgn(cos(20))F(rcos(0))rsen(6)

r2
7 = esgn(cos(20))cos(8) F (rcos(0))
(5.16)
0=—1-— 5sgn(cos(0))%sen(@)F(rcos(@))
Usando argumentos semelhantes para a prova da Proposicao 5.1.2, temos que o sistema dife-
rencial descontinuo (5.16) é o limite em R?\ {(0,0)} de sistemas diferenciais suaves.

Tomando agora 6 como a nova variavel independente, o sistema (5.16) pode ser escrito como:

dr
ﬁ B ﬁ ‘ @ B @ . i B E B esgn(cos(260))cos(0)F(rcos(0)) —A()
o dt - do - di 2—? Z—f -1- 55gn(cos(29))lsen(G)F(rcos(G))
r
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Como o parametro € > 0 é suficientemente pequeno consideramos a série de Taylor de A(e) em
torno de € =0

Ae) =A(0) + %(0)5 + Cfiﬁ(o) + Ocll;}(o)E + ] g2

= — esgn(cos(260))cos(8)F(rcos(0)) + [M L, a4

=ef(0,7) +e%g(0,r,¢).

Dai,
% = Ale) =<f(0,r) + g0, 7,¢), (5.17)
onde f(0,1) = —sgn(cos(20))cos(8)F(rcos(0)) e g(0,r,e) = d2A BA

6

€
—(0 —(0)= + ...|.

05+ 05+

Uma vez que a equacao diferencial (5.17) é o limite de sistemas que satisfazem todas as hipGteses

do Teorema 2.2.2 e do Teorema 2.2.3 podemos analisar os zeros da fun¢ao média de (5.17)

Observamos que f e g sao periddicas de periodo 27 na varidavel 6, entao a equacao da média de

(5.17) no intervalo [0, 27] é
1 2m
= — 0,r)do
) =52 [ 0.0

Como f(60,r) é 2mr—periddica temos:

€ / £(0,7)d0 = / % = / _ sgn(cos(2u))cos(u) F(rcos(u) )du
( ] —sgn(cos(2u))cos(u)F(rcos(u))du + /T

,J;

—sgn(cos(2u))cos(u)F(rcos(u))du +

INE)

_sgn(cos(Qu))cos(u)F(rcos(u))du + /5: —Sgn(cos(2u))cos(u)F(rcos(u))du)

4
37

( - —cos(u)F(rcos(u))du + / ' cos(u)F(rcos(u))du +

l\D|H

™

IS

i

Y OO (u)F(rcos(u))du + /4 cos(u)F(rcos(u))du).

N

5w
4

Logo,

folr) = % (I; + I5), onde
/_4 cos(u)F(rcos(u))du — /4 cos(u)F(rcos(u))du ;
I, = [74 cos(u)F(rcos(u))du + /4 cos(u) F(rcos(u))du.
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Fazendo u = 6 na primeira integral em [, temos du = df e fazendo u = 6 + 7™ na segunda

integral em [; temos du = df, desta forma transformamos [; em:

-

- / (cos(0)cosm — sen(0)senm)F(r(cos(f)cost — sen(f)sent))dd =

s

cos(0 + m)F(rcos(0 + m))do = /4 —cos(0)F(rcos(0))dd —

a3

—cos(0)F(rcos(0))dd — /4

jus
4

N

ENE]

—cos(0)F(rcos(0))dd + / cos(0)F(—rcos(0))do =

N

us

[254] z
= / cos(0)(—F(rcos(0)) + F(—rcos(0)))dd = —2 Z a2j+1r2j+1/ cos T2 (6)db.

INE]

Observe o fato de que:

cos(f) > 0, para 6 € [—%a Z} =
2j+1 T
= cos?7(0) > 0, paraf € [-—, —] =

44
= /4 cos*2(0)df > 0.

4 .
Denotando by = —2/ cos?*2(0)df, para j = 0,1,..., ["T_l], no qual by;11 < 0, segue que

ENE]

[254]

_ § : 2j+1
Il = a2j+1b2j+1r I

=0
3m In

Da mesma forma temos I, = / ’ cos(u)F(rcos(u))du + /4 cos(u) F(rcos(u))du.
™ 57

4
Fazendo u = 6 na primeira integral em I, temos du = df e fazendo u = 6 + 7™ na segunda

integral em I, temos du = df, desta forma transformamos I em:

3m 3m

I :/ ' cos(0)F (rcos(0))d + /4 cos(0 + w)F(rcos(0 + m))df =

s ™

4

:/T cos(0)F(rcos(0))do +/T —cos(0)F(—rcos(0))dd =

3m 3m
1

i (%3] i
_/T cos(0)(F(rcos(0)) — F(—rcos(0)))dd = 2 Z a2j+1r2j+1[r cos 2 (6)db.

Observe o fato de que:
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3

cos(0) > 0, para § € [%, g] ecos(f) <0, paraf € [g, Zﬂ] =
j 3

= cos’*2(0) > 0, para§ € [3 f] =

T
= / cos*2(0)df > 0.
%

3m

4 .
Denotando cyj41 = 2/ cos**2(0)d0, para j = 0,1, ..., ["T_l], se c2j41 > 0 entdo temos [, =

™

N

252
2
Z a2j+102j+17“2]+1-
j=0
1] 1
Consequentemente fo(?") = % 2541 (b2j+1 + C2j+1)7"2j+1, pOiS fo(T’) = %(Il + .[2)
j=0

2 3
Vale ressaltar que bgj1+c2j11 < 0, pois se 0 € (—%, %), entao cos(6) > g esef € (g, _7T>7

4
2
entao cos(f) < g

N A . ~ oln=1]41
Os monomios que aparecem no pOllHOHllO fo(?") sao T, Tg, ..r [ 2 ]+

cujos coeficientes sao

. _1 ~ .
doj+1 = agj41(baj11 + c2i+1), OU seja, temos ["T} + 1 monomios.

dajt1

(b2j41 + c2541)
azj+1 # 0. Ent@o pelo Teorema de Descartes podemos escolher os coeficientes de fy(r) de tal

E possivel escolher livremente o coeficiente agji1 = do monomio r¥*! tal que

maneira que fo(r) possua exatamente [”T’l} +1-1= ["T’l} raizes reais positivas, denotadas por

re, para k =1,2, ..., [”T_l} Notemos que as raizes sao simples.

Entao pelos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 o sistema (5.5) possui ["T_l] ciclos limites em uma vizinhanca

de r, para k = 1,2, ..., [%5].

O
5.2 Aplicagao
Exemplo 5.2.1. Consideramos a seguinte equacao de segunda ordem
¥+ x=sgn(x-2)U(x, 1), (5.18)
no qual U(z, %) = ex — ex®. A equacao diferencial (5.18) pode ser escrita como
T = T =
Y & Y , (5.19)
y=—x+ sgn(z-y)(ex — ex?) y=—x+esgn(z-y)F(z)
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onde F(r) = x — 23. Logo o sistema (5.19) torna-se um sistema descontinuo Z = (X,Y’), sendo:

i’ =
X(z,y) = Y sex-y >0, (5.20)
y=-z+eF(z)

T =
Y(z,y) = Y sex -y <0. (5.21)
y=—x—cF(z)
As retas © = 0 e y = 0 dividem o plano de fase em quatro zonas:
(i) Gy comz>0ey > 0;
(ii) Gy comz <0ey > 0;

(iii) Gg comx <0ey <0

(iv) Gycom z > 0ey <O0.

v

y=0

x=0

Figura 5.2: Regioes.

Observando a Figura 5.2 podemos ver onde estao situadas cada uma das quatro regioes e qual
campo deve ser considerado em cada uma delas.

Mais ainda, as retas x = 0 e y = 0 sao os conjuntos de descontinuidade do nosso sistema.
Porém M = h~'(0), onde h(z,y) = zy nao é uma variedade regular, afinal s7h(0,0) = (0,0).
Como M sé possui um ponto nao regular, segue que o conjunto dos pontos nao regulares de M é
limitado. Escolhendo § > 0 suficientemente pequeno temos {(0,0)} C B;(0,0) e prosseguindo com

a mudanga de varidveis dada na Observagao 3.2.1 em (3.5) temos
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§*h(0,r) = hoWs(0,r) = h((r + d0)cos(0), (r + &)sen(d)) = (r + §)*cos(6)sen(0).

Portanto, o conjunto M = (6*h)~(0) é uma variedade regular em D. Em coordenadas carte-

sianas a funcao §*h(0,r) corresponde & funcao h(x,y) = xy, com z? + y? > §2. Agora vamos

determinar quais os tipos das regioes existentes nas retas t =0 ey =0, com 22 + 3> > 5% e § > 0

suficientemente pequeno. Tendo 7h(z,y) = (y, x) segue

Xh(]},y) :X(Z‘,y> ’ Vh(%y) = (ya -z —|—€F(ZL’)) ’ (y,l’) A

SXh(z,y) =y* — 2° +exF(x);
SYh(r,y) =y* — 2* — exF(z);
Para a reta z = 0 com y* > §2, isto é, |y| > 4:

Portanto Xh(z,y) = y*> = Yh(z,y) entdo Xh(z,y)Yh(z,y) = y* > 0. Com isso, temos
apenas regiao de costura na reta x = 0, com |y| > §. Fazendo 6 — 0 teremos regido de

costura na reta x = 0, para y # 0.
Reta y = 0, com 22 > §2, isto &, |z| > ¢:

Portanto,

Xh(z,y) = —2> + exF(z) = -2 + ex? — ez’ & Xh(z,y) = (=1 + & — ex?)x?;
Yh(z,y) = —2? —exF(z) = —2? —ex® + ez’ & Yh(z,y) = (-1 — £ + ex?)2>.
Realizando o estudo de sinal das fungoes Xh e Yh, tendo 1 = 4/ % exry=— %, temos:

Xh < 0 para todo z tal que |z| > ¢, pois € é suficientemente pequeno;

Yh <0 para z € (22, —0) U (0,21) e Yh > 0 para x € (—o0,z2) U (21, +00).

Portando podemos concluir quais tipos de regides na reta y = 0, com |z| > §. Fazendo § — 0

as regioes na reta y = 0, com z # 0, sao :
regidao de costura, se x € (2,0) U (0, z1);

regidao de deslize, se © € (—o00, x9) U (21, +00).
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X2 0 X1 X

— regido de deslize

= regido de costura

x=0

Figura 5.3: Regioes de descontinuidade.

Desta forma, temos um sistema com 4 zonas e pela Proposi¢ao 5.1.3 temos L(4,3) = 1 para
o sistema (5.19). De fato, considerando as coordenadas polares (r,0) tal que = = rcos(f) e

y = rsen(f) dadas na Observacao 5.1.1 e por (5.19) temos:

rcos(0)rsen(8) + rsen(0)[—rcos(0) + esgn(rcos(8)rsen(0))F(rcos(6))]

=

L [—rcos(0) + esgn(rcos(0)rsen(0))F(rcos(8))|rcos(0) — rsen(d)rsen(0)
b= cos™(9) ( r2cos?(0) )

o r2cos(0)sen(0) — rsen(6)cos(6) + esgn(r?cos(0)sen(0))rsen(0)F (rcos(6))

R r
j —r2c0s*(0) + esgn(r?cos(0)sen())rcos(0) F(rcos(0)) — risen®(0)
7 = esgn(cos(8)sen(0))sen(0)F(rcos(d))
(5.22)

. 1
0 = —1 + esgn(cos(0)sen(8))—cos(0)F(rcos(0))
r
Tomando agora 6 como a nova variavel independente, o sistema (5.22) pode ser escrito como:

dr
dr_dr dt _dr 1 g esgn(cos(0)sen(0))sen(0)F (rcos(0))

o T o = = R(e).
o dt do dt (;—f % -1+ esgn(cos(ﬁ)sen(e))%cos(G)F(rcos(G))

Como o parametro € > 0 é suficientemente pequeno consideramos a série de Taylor de R(g) em
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torno de e =0

dR PR, 1 &R, ¢ )
R(E) _R(O)+d_€<0)€+ d_€2<0)§+d_83<0>6+:| g =

= —gsgn(cos<0)sen(@))Sen(Q)F(’/‘COS(Q)) + [%( )% + %(0)% + :| 52 = 8f<9, 7’) + 52,9(9, r, &T).
Dali,
% = R(e) = cf(0,7) +*(0.7,), (5:23)

PR, 1 dR ¢
—(0)= 4+ —(0)= + ...].
d52()2+d53()6+

Uma vez que a equacao diferencial (5.23) é o limite de sistemas que satisfazem todas as hipéteses

onde f(0,r) = —sgn(cos(f)sen(0))sen(0)F(rcos(f)) e g(0,r,e) = [

do Teorema 2.2.2 e do Teorema 2.2.3 podemos aplicar ambos diretamente na equacao (5.23).
Observamos que f e g sao periddicas de periodo 27 na variavel 6, entao a equacao da média de
(5.23) no intervalo [0, 27] é:
1 o
folr) = o /. f(6,r)de.
Logo,

1 2

%/0 ’ f(0,r)dé :%/0 ' f(u,r)du = 2 —sgn(cos(u)sen(u))sen(u)F(rcos(u))du =

1
o

n /ﬂ ¥ —sen(u)F(rcos(u))du + /

3r

2

™

/02 —sen(u)F(rcos(u))du + / sen(u)F(rcos(u))du +

™

[V

2

sen(u)F('r’cos(u))du> :
Portanto,

1
(I, + I,), onde

™

fo(r)

L= - /0 ? cen(u) F(reos(u))du — /ﬂ * sen(u) F(reos(u))du

I, = /;r sen(u)F(rcos(u))du + / sen(u)F(rcos(u))du.

3

2
Fazendo u = 6 na primeira integral em I, temos du = df e fazendo u = 6 + 7m na segunda
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integral em [, temos du = df, desta forma transformamos [ em:

I, = /02 —sen(0)F (rcos(0))df — /02 sen(f + m)F(rcos(8 + ))df = /02 —sen(6) F(rcos(0))df —

- /02(5671(9)00577 + cos(8)senm) F (r(cos(0)cosm — sen(f)senm))dd =

:/02 —sen(0)F(rcos(0))dd + /02 sen(0)F(—rcos(0))dd =

- /0 sen(0)(—F (rcos(6)) + F(—rcos(6)))df = / " sen(0)(~2reos(6) + 2r*cos’(0)) =

0
s
2

=—2 <r/0 sen(0)cos(0)do — r° /’5 sen(9)0053(9)d9> =

0

s B

Entao,
1
I =—-r+ 57’3.
g 2m
Da mesma forma temos [ = / sen(u)F (rcos(u))du + / sen(u)F(rcos(u))du e fazendo
z 3m

u = 0 na primeira integral em I, temos du = df e fazendo u = 0 + 7 na segunda integral em I,

temos du = df, desta forma transformamos I, em:

™

I, :/: sen(0)F (rcos(6))do + / sen(0 + ) F(rcos(0 + m))df =

us

sen(0)F (rcos(6))dd + /7r —sen(0)F(—rcos(0))d =

s

™

sen(@)(F(rcos(@)) — F(—rcos(0)))dd = / sen(6)(2rcos(6) — 2ricos®(0))do =

us

2(7’ / sen(6)cos(0)dd — r / sen(e)cos3(9)d9) -
(B
1

[2 = —r+ 57’3.

T o

M

3

roor
Consequentemente fo(r) = ——+ oy pois fo(r) = By (I; + I3). Vamos agora calcular as raizes
T 27 s

do polindémio fy(r) e elas devem ser positivas, pois estamos em coordenadas polares e com isso
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temos r > 0.

3 3
fo(r):0<:)—£+r—:0<:>—r+r—20<:)
T 27 2
2
@T(—l—k%):O@r:Oour:— 20u7“:\/§.

Portanto, fo(r) possui apenas uma raiz positiva r = V2. Assim pelos Teoremas 2.2.2 € 2.2.3 0
sistema (5.19) possui um ciclo limite em uma vizinhanca de r = /2.

O resultado é andlogo se consideramos o polinémio F(z) = ag + a1 + asx?® + asx?, sendo
ag, as € R quaisquer e aj, as € R satisfazendo % < 0 e ag # 0. Tais condi¢oes podem ser

3

descobertas procedendo de forma analago, como neste exemplo.
Observagao 5.2.1. Ressaltamos o fato de Novaes em [16] generalizar estes casos estudados con-
siderando que as retas que formam as fronteiras de descontinuidade nao possuem, necessariamente,
angulos regulares entre si. Para este caso, é mostrado que a quota inferior para o niimero maximo

de ciclos limites em um problema com m zonas com F' um polinémio de grau n em x é n.
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