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RESUMO

MADEIRA, F. G., ANALISE DINAMICA DE MECANISMO ARTICULADO DE SUSPENSAO
COM NAO-LINEARIDADE NA RIGIDEZ DEVIDO A GEOMETRIA E A EXCITAC}AO POR
DESBALANCEAMENTO ROTATIVO NA CONDI(}AO NAO IDEAL, Bauru: Faculdade de
Engenharia, UNESP - Universidade Estadual Paulista, 2014, 127 p., Dissertacdo (Mestrado).

Essa dissertacdo trata da dindmica de um sistema com n&o-linearidade na rigidez devido a
geometria do mecanismo articulado de duas barras, identificado como NLGS ao longo do texto. Na
Introducdo do trabalho sdo mostrados exemplos de sistema com rigidez ndo-linear devido a
geometria, destacando a aplicacdo desse tipo de sistema como isolador de vibracdo e tambem
discute-se sobre a exposicdo humana a vibragdo como motivacao e justificativa para o trabalho,
ressaltando-se as frequéncias de ressonancia das diversas partes do corpo humano. Na sequéncia
faz-se a revisdo bibliografica sobre o assunto de vibracdes para auxiliar na compreensdo do
trabalho. Apds esses capitulos introdutdrios é feita a apresentacdo e a modelagem matematica dos
sistemas dinamicos estudados: sistema NLGS ndo ideal, sistema NLGS ideal, sistema com rigidez
ndo-linear e sistema ndo ideal. As equacgdes de movimento sdo deduzidas pelo método de Lagrange.
Apos a deducdo das equacbes de movimento faz-se a integracdo numérica utilizando o método de
Runge-Kutta de quarta e quinta ordem e obtém-se a resposta dos sistemas (deslocamento,
velocidade e aceleracdo). Como resultado da integracdo numérica sdo construidas algumas curvas,
tais como: histérico de deslocamento, historico de frequéncia, plano de fase, FFT, resposta em
frequéncia e diagrama de bifurcacdo para ajudar na compreensdo do comportamento dindmico dos
sistemas. Com base nos resultados obtidos percebe-se que os sistemas NLGS ndo ideal, NLGS ideal
e com rigidez ndo-linear apresentam um comportamento complexo devido a rigidez nédo-linear.
Nesses trés sistemas tem-se indicacdo de regime de movimento cadtico inclusive. No sistema ndo
ideal observa-se o efeito Sommerfeld, o qual deixa evidente a captura da rotagdo do motor pela
frequéncia natural do sistema e o salto na curva de amplitude de deslocamento em funcdo da
frequéncia do motor. Fazendo um comparativo entre o sistema NLGS ndo ideal e o sistema nado
ideal conclui-se que o NLGS eliminou o efeito Sommerfeld e reduziu a amplitude de deslocamento
méaxima em 27%, os quais sdo considerados 0s ganhos de Engenharia do sistema NLGS ndo ideal

nesse trabalho.

Palavras-chave: Nao-linearidade geométrica, rigidez ndo-linear, sistema ndo-linear, sistema néao

ideal, deshalanceamento rotativo, efeito Sommerfeld.



ABSTRACT

MADEIRA, F. G., DYNAMIC ANALYSIS OF PIVOT MECHANISM OF SUSPENSION WITH
NONLINEAR STIFFNESS DUE TO GEOMETRY AND EXCITATION BY ROTATING
UNBALANCE IN THE NON-IDEAL CONDITION, Bauru: Engineering College, UNESP -
Universidade Estadual Paulista, 2014, 127 p., Dissertation (Master's degree).

This dissertation concerns with the dynamics of a system with nonlinearity in the stiffness
due to geometry of a pivot mechanism of two bars, called NLGS in the text. In the Introduction are
shown examples of system with nonlinear stiffness due to geometry, emphasizing the application of
this kind of system as vibration isolator and is also discussed about the human exposure to vibration
as motivation and justification to the research, emphasizing the different resonance frequencies of
the human body. In the sequence is carried out the literature review about vibrations to help on
understanding the research. After these introductory chapters is done the presentation and
mathematical modeling of the studied dynamic systems: non-ideal NLGS system, ideal NLGS
system, nonlinear stiffness system and non-ideal system. The equations of motion are deduced by
Lagrange’s method. After the deduction of the equations of motion is carried out the numerical
integration using the fourth and fifth order Runge-Kutta’s method and it is gotten the response of
the systems (displacement, velocity and acceleration). As result of the numerical integration some
curves are plotted, such as: displacement history, frequency history, phase portrait, FFT, frequency
response and bifurcation diagram to help on understanding the dynamic behavior of the systems.
Based on the results is noticed that the following systems have a complex behavior due to nonlinear
stiffness: non-ideal NLGS, ideal NLGS and nonlinear stiffness system. In these three systems there
are indications of chaotic motion. In the non-ideal system the Sommerfeld effect is observed,
evidencing the capture of the frequency of motor by the natural frequency of the system and the
jump in the curve of frequency response. Comparing the non-ideal NLGS system and the non-ideal
system concludes that the Sommerfeld effect is eliminated and the maximum amplitude of
displacement is reduced by 27% in the non-ideal NLGS system, which are considered the

improvements for Engineering of the non-ideal NLGS system in this research.

Keywords: Geometric nonlinearity, nonlinear stiffness, nonlinear system, non-ideal system,
rotating unbalance, Sommerfeld effect.
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Simbolo Descricdo
a Constante de torque do motor elétrico
b Coeficiente angular da reta de torque em funcdo da velocidade
angular do motor elétrico
Coeficiente de amortecimento
d Comprimento da mola com o sistema em equilibrio instavel
do Deformagéo inicial da mola
e Excentricidade
Frequéncia de excitacdo
fn Frequéncia natural
fo Constante de frequéncia do motor elétrico
F Forca
F(t) Forca de excitacdo harmdnica
Fo Amplitude da forca de excitacdo harménica
Fr Magnitude da forca transmitida
Fy Forca exercida pelo amortecedor
Aceleracdo da gravidade
Momento de inércia de massa do eixo do motor elétrico
k Rigidez linear da mola
ke Parcela linear da rigidez
K Parcela ndo-linear da rigidez
K. Rigidez equivalente do sistema NLGS
L Comprimento das barras
L Comprimento da mola relaxada (sem carga)
L¢ Comprimento da mola com o sistema em equilibrio estavel
m Massa desbalanceada
M Massa total do sistema ou massa do bloco
Ok Coordenada generalizada
dr Velocidade generalizada
) Forca generalizada (forgca ndo-conservativa)
Qx Forca ndo-conservativa para o grau de liberdade de translagéo (x)
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N/m
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Vm

Forca ndo-conservativa para o grau de liberdade de rotagéo ()
Deslocamento na dire¢éo da forca F

Razéo de frequéncias

Deslocamento na diregdo da forca do amortecedor

Tempo

Torque liquido do motor elétrico em funcéo da velocidade angular
Energia cinética

Periodo amortecido

Transmissibilidade ou fator de transmisséo do isolador

Energia potencial

Energia potencial elastica

Energia potencial gravitacional da massa desbalanceada

Trabalho realizado pela forca F na direcdo r
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Amplitude de deslocamento do sistema

Posicdo da massa desbalanceada em relacdo a horizontal (origem
do movimento de rotacao)

Velocidade da massa desbalanceada em relagdo a horizontal
(origem do movimento de rotagéo)
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movimento a fim de facilitar a visualizagéo
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Q vy o >
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Descricao
Deformacdo da mola
Trabalho virtual realizado pela for¢a F na direcéo r
Trabalho virtual realizado pela forca ndo-conservativa na direcao
da coordenada generalizada gk
Deslocamento virtual na dire¢do da coordenada generalizada g
Deslocamento virtual na direcéo r
Deslocamento virtual na direcdo da forgca do amortecedor
Angulo de fase
Deslocamento angular do eixo do motor/massa desbalanceada
Velocidade angular do eixo do motor elétrico
Aceleracao angular do eixo do motor elétrico
Fator de amortecimento do sistema (amortecimento adimensional)
Velocidade angular da massa desbalanceada
Frequéncia natural angular amortecida
Frequéncia natural angular

Constante de velocidade angular do motor elétrico

Unidade
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1 INTRODUCAO

A introducdo do trabalho estd focada em sistemas com ndo-linearidade geométrica na
rigidez. A seguir sdo apresentados alguns exemplos desse tipo de sistema para facilitar o
entendimento do restante do trabalho e também para ilustrar algumas aplicacbes do mesmo no
campo de vibragdes mecénicas.

Em Kovacic e Brennan (2011) tem-se um exemplo de sistema com n&o-linearidade
geométrica na rigidez (Figura 1.1). O sistema consiste em duas molas lineares (rigidez k) ligadas a
uma massa. O comprimento das molas € d quando o sistema esta na posicdo de equilibrio instavel e
Li é o comprimento da mola sem carga (relaxada). Quando a massa se move na dire¢do x indicada
na Figura 1.1 as molas se inclinam para acompanhar 0 movimento da massa e essa mudanga no
comprimento das molas causa a ndo-linearidade, visto que a variagdo no comprimento das molas é
uma funcao ndo-linear do deslocamento x, devido a geometria do sistema. Isso pode ser visualizado
matematicamente através da Equacdo (1.1) da forca aplicada F em funcdo do deslocamento X,
obtida em Kovacic e Brennan (2011), na qual nota-se a presenca do termo nao-linear na deformacéo

da mola usada para o calculo da forca F.

L
F = 2kx (1- W)J (1.1)
Y

Deformagcéo da mola _ o
Posicdo de equilibrio instavel

el

d Posicdo de equilibrio estavel

(simulando deslocamento x da

massa)

Figura 1.1 — Exemplo de sistema com n&o-linearidade geométrica na rigidez

Fonte: Kovacic e Brennan (2011)

Assim, embora a rigidez das molas seja linear, a geometria do sistema faz com que a rigidez
equivalente do sistema se torne ndo-linear, por isso, diz-se que a Figura 1.1 é um exemplo de

sistema com ndo-linearidade geométrica na rigidez.
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Segundo Millar e Barghian (2000) “snap-through” é o fendmeno ou efeito que ocorre
quando um sistema que estd no estado de equilibrio instavel “salta” para um novo estado de
equilibrio estavel sob a acdo de excitagdo ou condicdo inicial. A Figura 1.1 € um exemplo de
sistema na qual ocorre o fendmeno “snap-through”.

Os sistemas com mecanismo “snap-through” tém sido muito estudados nos Gltimos anos.
Em termos de aplicagdo, vé-se nas literaturas que 0S mesmos sdo usados Ccomo
absorvedores/isoladores de vibragao.

De acordo com Carrella et al. (2012) idealmente um isolador deve apresentar duas
caracteristicas: 1) alta rigidez estatica, para resistir a cargas estaticas com baixo deslocamento
estatico (baixa deflex&o estatica), devido a problema de espaco fisico, por exemplo; 2) baixa rigidez
dindmica, para proporcionar baixa frequéncia natural com o objetivo de aumentar a regido
(desempenho) de isolamento.

Em Rao (2008) encontra-se um exemplo de isolador linear (Figura 1.2). O sistema consiste
de uma maquina ligada a uma base rigida através de um isolador de vibracdo, modelado como uma
rigidez linear e um amortecimento viscoso linear. A operacdo da maquina da origem a uma forca

que varia harmonicamente F(t) = F, cos wt.

Excitagdo harménica:
F(t) = F, cos wt

Maquina

I
!
‘ @

( Rigidez

. |:j Amortecimento viscoso linear
Isolador linear

TIAA A7 77777, Base rigida

Figura 1.2 — Exemplo de isolador linear
Fonte: Rao (2008)

Segundo Rao (2008) a transmissibilidade ou fator de transmissdo do isolador T, é a razdo
entre a magnitude da forga transmitida Fr e a magnitude da forca de excitacdo Fo. Para obter

isolamento deve-se satisfazer a seguinte condigcdo: Fr < Fo, ou seja, T, < 1. A Figura 1.3 mostra

. . ~ A= w
graficamente a variacao de T, com a razéo de frequéncias 77 = . para alguns valores de ¢, sendo
n

que: w € a frequéncia angular da excitacdo harménica, w,, é a frequéncia natural do sistema e  é 0

fator de amortecimento do sistema (ou amortecimento adimensional).
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Figura 1.3 — Variacdo da transmissibilidade em fun¢do da razdo de frequéncias para umisolador linear
Fonte: Rao (2008)

Analisando a Figura 1.3 conclui-se que: a) a frequéncia angular da excitacdo w tem que ser

no minimo /2 vezes maior do que a frequéncia natural do sistema w,, para se conseguir isolamento;
b) a magnitude da forca transmitida a base pode ser reduzida com a reducdo da frequéncia natural
do sistema w,,.

De acordo com Carrella et al. (2012) as duas caracteristicas mencionadas anteriormente: alta
rigidez estatica e baixa rigidez dinamica sdo mutuamente excludentes em isoladores lineares, mas
podem ser conseguidas em isoladores ndo lineares corretamente projetados (mecanismos
conhecidos em Inglés como HSLDS — High-Static-Low-Dynamic-Stiffness).

A Figura 1.4, retirada de Kovacic e Brennan (2011), mostra um exemplo de isolador néo-
linear, que consiste em um par de molas ligado a uma massa, conectado em paralelo com uma mola
vertical. O sistema da Figura 1.4 é parecido com o da Figura 1.1, porém, na Figura 1.1 o par de

molas esta na vertical e na Figura 1.4 esta na horizontal.
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Rigidez linear Massa Rigid

ez linear |
g T

Rigidez linear

Figura 1.4 — Exemplo de isolador ndo-linear

Fonte: Kovacic e Brennan (2011)

Segundo Carrella et al. (2009) nas aplicacbes em que se deseja frequéncia natural baixa, o
uso de absorvedor linear acarreta em deflexdo estatica elevada, o que é indesejado. Essa
desvantagem pode ser superada montando-se um mecanismo com molas inclinadas a fim de se
obter alta rigidez estatica, baixo deslocamento estatico, baixa rigidez dinamica e,
consequentemente, baixa frequéncia natural. Escolhendo adequadamente a rigidez das molas e a
geometria do mecanismo € possivel obter rigidez dindmica zero. S&o os chamados isoladores com
frequéncia quase zero (em Inglés Quasi-zero stiffness isolator - QZS). A Figura 1.5 é um exemplo
de isolador QZS.

Forca

Figura 1.5 — Exemplo de isolador com frequéncia quase zero (QZS)
Fonte: Carrellaet al. (2009)

Em Carrella et al. (2007a) e Carrella et al. (2007b) estuda-se um sistema semelhante ao da
Figura 1.5, mostrando que existem varias publicacfes que tratam desse tipo de mecanismo
buscando otimizar os parametros para conseguir a rigidez dinamica zero.

Em Avramov e Mikhlin (2004) tem-se um exemplo de aplicagdo de mecanismo “snap-
through” na forma de trelica como um absorvedor de vibracédo livre (Figura 1.6). O sistema consiste
de um bloco de massa M que oscila horizontalmente, ligado a uma mola com rigidez linear. A outra
extremidade do bloco de massa M esté ligada a um mecanismo na forma de trelica (duas molas
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inclinadas, com rigidez linear, ligadas a um bloco de massa m que oscila verticalmente). O objetivo
é transferir as amplitudes de deslocamento para o absorvedor na forma de trelica, reduzindo assim

as amplitudes de deslocamento do sistema.

| S
el 1L
<1 ™ | i\
A N
o ] Rigidez linear " . .
Rigidez linear 2 I~ 1 , Rigidez linear
N LLLS L N 3 ol
| LY | | -1
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Figura 1.6 — Exemplo de aplicagdo de mecanismo “‘snap-through” naforma de trelica como absorvedor de vibragéo
livre
Fonte: Avramov e Mikhlin (2004)

Em Avramov e Mikhlin (2006) tem-se um exemplo de aplica¢do de mecanismo “snap-
through” na forma de trelica como um absorvedor de vibragdo forgada. O sistema é semelhante ao
da Figura 1.6, porém, trabalha sob vibragéo forcada, devido a excitacdo harmdnica.

A Figura 1.7 é um exemplo real de estrutura do tipo “snap-through” utilizada em sistemas
microeletromecanicos (MEMS), que sdo microestruturas na forma de trelica ou placa que sofrem
“snap-through” sob a agdo de forga eletrostatica. O micro switch é uma placa de silicio com

aproximadamente 25um de comprimento.

¥2. 000 T0mn 0060 27 30 8E1

19kU *Z,829 10um 2800 23 20 SE)

(b)
Figura 1.7 — Fotografias de micro switch: (a) antes do “snap-through”; (b) apés o “snap-through”
Fonte: Hrinda (2010)

Mais alguns exemplos de mecanismo “snap-through” serdo apresentados no capitulo 2.
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1.1 JUSTIFICATIVA

Segundo Rao (2008) em muitos sistemas mecanicos reais o ser humano faz parte do proprio
sistema, ficando, portanto, sujeito as vibracdes provenientes do mesmo.
Em Griffin (1990) apresentam-se alguns prejuizos causados pela transmissao das vibracdes
ao corpo humano:
e dor;
e desconforto;
e perda de eficiéncia e concentracdo no trabalho;
e tontura;
e nausea;
e turvamento da vis&o;
e perturbacdo da fala;
e fadiga;
e perturbagdes neurologicas ou musculares;
e lesOes Osteo-articulares;
e patologias na regido lombar;

e lesdes da coluna vertebral.

Para Griffin (1990) o risco da exposi¢cdo humana a vibracao depende de:
e amplitude;
e frequéncia;
e direcdo;
e tempo de exposicéo;

e comportamento da vibracdo ao longo do tempo (continua, intermitente ou transitoria).

Em Rao (2008) comenta-se que quando a frequéncia natural de vibracdo de uma méaquina ou
estrutura coincide com a frequéncia de excitacdo externa ocorre o fendmeno da ressonancia, o qual
resulta em grandes amplitudes de vibracao.

lida (2005) afirma que o organismo humano é uma estrutura complexa, formada por
diversos 0ssos, articulagdes, masculos e 6rgéos e, portanto, ndo reage de maneira uniforme ao efeito
das vibracGes. Dessa forma, cada parte do organismo pode amortecer ou amplificar as vibragoes,
sendo que as amplificagdes ocorrem quando as partes do corpo passam a vibrar na mesma

frequéncia da excitacdo externa. Nessa condicdo comumente diz-se que 0 corpo entrou em
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ressonancia. A frequéncia que provoca esse fenémeno é chamada de frequéncia de ressonancia. O
corpo humano possui diferentes frequéncias de ressonancia (Tabela 1.1), e cada uma de suas partes,
quando submetida a uma excitacdo externa que coincide com a sua prépria frequéncia de

ressonancia, tem sua vibragdo amplificada.

Tabela 1.1 — Frequéncias de ressonancia de partes do corpo humano — vibracfes no sentido vertical
Fonte: lida (2005)

Parte do corpo Freqlien?la de Sintomas
ressonancia (Hz)
Corpo inteiro 4a5,10al14 Desconforto geral
Cérebro Abaixo de 0,5 Enjoo
la2 Sono

Cabeca 5a20
Olhos 20a70 Dificuldade visual
Queixos 100 a 200 Dificuldade de fala
Laringe 5a20 Mudanca de voz
Ombros 2al0
Antebrago 16 a 30
Maios 4a5
Tronco 3a’7
Coragdo 4a6
Caixa torécica 60 Dores no peito
Estdmago 3a6 Dores estomacais
Abdomen 4a8
Rins 10a 18 Urina solta
Sistema cardiovascular 2a?20

Segundo Rao (2008) no ambiente industrial existem inumeras fontes de vibragcdo: maquinas
rotativas, maquinas alternativas, processos com impacto, transportadores, veiculos, maquinas
ferramenta, dentre outras. Citando algumas consequéncias das vibragdes no ambiente industrial
tem-se: ruido excessivo, desgaste prematuro, trincas, afrouxamento de parafusos, vazamentos, mau
funcionamento de maquinas e equipamentos, prejuizo no acabamento superficial de pecas durante a
industrial, destaca-se o0

usinagem e falhas estruturais. Nesse contexto de ambiente
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desbalanceamento, que € uma das causas mais comuns de vibracdo em equipamentos rotativos,
especialmente em: rotores de motores elétricos, rotores de ventiladores, rotores de sopradores,
turbinas, bombas centrifugas e unibes elasticas (acoplamentos mecanicos).

O desbalanceamento rotativo estd presente em inUmeras aplicacbes de Engenharia. Por
exemplo, Rao (2008) afirma que grande parte dos motores de acionamento tem problema
relacionado com vibragdo mecanica, devido ao desbalanceamento inerente que existe nos motores.

Rao (2008) também exemplifica que:

e O desbalanceamento de motores a diesel pode gerar ondas (vibragcbes) com magnitude
suficiente para causar incbmodo em areas urbanas ou até mesmo danos as propriedades;

e As rodas de uma locomotiva em alta velocidade podem ter afastamento consideravel (da
ordem de centimetro) dos trilhos da ferrovia em razéo do desbalanceamento;

e A vibracdo causada pelo deshalanceamento afeta estruturas (suporte ou base de fixacao) e
componentes mecanicos das maquinas. Essa vibracdo pode causar falhas mecénicas como,
por exemplo, desgaste acelerado, ruido excessivo ou falha por fadiga (variacdo ciclica da
tensdo), que sdo efeitos indesejaveis.

Segundo Rao (2008), conhecendo-se o desbalanceamento rotativo é possivel minimiza-lo no
projeto, bem como dimensionar as estruturas e 0s componentes mecanicos para assegurar que o seu
efeito ndo cause danos aos mesmos.

A presente dissertacdo trata de um sistema dinamico que possui rigidez ndo-linear devido a
geometria do mecanismo articulado de duas barras. A fonte ndo ideal de energia é representada por
um motor elétrico de corrente continua com rotor desbalanceado e a fonte ideal de energia é
representada por uma massa desbalanceada que gira com velocidade angular constante.

Como o sistema ndo ideal se aproxima mais do sistema fisico real, 0 mesmo tem sido muito
estudado nos dltimos anos. A presenca de um elemento ndo-linear traz uma complexidade
significativa para a resposta do sistema, como por exemplo, a possibilidade de aparecimento de
caos.

Quando o regime de movimento é cadtico, o sistema oscila huma faixa larga de frequéncias.
Pensando no ambiente industrial, significa que a maquina ou equipamento sob regime caotico vibra
numa faixa larga de frequéncias. Isso é um grande problema quando se pensa no corpo humano,
pois, como foi discutido anteriormente, cada uma das partes do mesmo apresenta uma frequéncia de
ressonancia diferente.

E nesse contexto de fonte n3o ideal de energia em conjunto com uma rigidez ndo-linear, a
qual pode provocar o aparecimento de caos, que a presente dissertacdo estd fundamentada. O
desbalanceamento rotativo leva o sistema estudado nesse trabalho para o contexto do ambiente
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industrial e este por sua vez nos faz pensar na interacdo entre o corpo humano e a vibracéo,

principalmente em termos de saude e conforto do trabalhador.

1.2 OBJETIVOS

Apresentam-se a seguir 0s principais objetivos desse trabalho:

e Compreender o comportamento de um sistema com nédo-linearidade na rigidez devido a
geometria do mecanismo articulado de barras, na condicédo ideal e ndo ideal;

e Investigar algumas configuragfes variantes do sistema principal para entender a
influéncia da fonte de energia (ideal e ndo ideal) e da rigidez (linear e ndo-linear) no
comportamento do sistema;

e Comparar o comportamento dos sistemas dinamicos estudados para conhecer as
particularidades de cada um;

e Confirmar se ha indicacdo de regime de movimento caotico para os sistemas estudados;

e Entender os ganhos de Engenharia do sistema com nao-linearidade na rigidez em

relacdo aos demais sistemas estudados.

1.3 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

O restante da dissertacdo esta estruturado de acordo com a descri¢éo a seguir: o capitulo 2 traz
a revisao bibliografica necessaria para a elaboracao e a compreensao do trabalho, com o objetivo de
apresentar ao leitor a teoria basica empregada ao longo do texto e também mostrar o estado da arte
do assunto que esta sendo estudado. No capitulo 3 faz-se a modelagem matematica dos sistemas
dindmicos estudados, obtendo-se as equacdes de movimento. O capitulo 4 apresenta a metodologia
empregada para a obtencdo dos resultados. Dentro do capitulo 5 analisam-se os resultados obtidos
através da integracdo numérica. Varios resultados sdo mostrados para auxiliar o entendimento da
dinamica dos sistemas. O capitulo 6 mostra as principais conclusées obtidas com o estudo realizado

e o capitulo 7 apresenta algumas sugestdes para trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A revisdo bibliografica mostra o estado da arte do assunto que estd sendo estudado e esta
dividida em algumas subsec¢des para facilitar a compreensao do texto.

2.1 FONTE DE EXCITAGAO IDEAL E NAO IDEAL

Pesquisando-se os trabalhos publicados na area de vibracdes é possivel perceber que em
muitos casos a influéncia do movimento do sistema na sua excitacdo €& desprezada. Tal
simplificacdo distancia o sistema dindmico estudado do sistema fisico real, pois alguns
comportamentos importantes séo desprezados.

Segundo Nayfeh e Mook (1995) “Quando a excitacdo ndo é influenciada pela resposta do
sistema a mesma ¢é chamada de excitacdo ideal ou fonte ideal de energia. Por outro lado, quando a
excitacdo € influenciada pela resposta do sistema a mesma é chamada de excitacdo nao ideal ou
fonte ndo ideal de energia. Dependendo da excitacdo, refere-se ao sistema como ideal ou ndo ideal”.

Uma particularidade do sistema nédo ideal é conhecida como efeito Sommerfeld. Para auxiliar
na explicacdo desse efeito utiliza-se a Figura 2.1, a qual representa a curva da amplitude de
deslocamento em funcdo da velocidade angular do motor elétrico de corrente continua de um
sistema massa-mola-amortecedor excitado por um motor elétrico de corrente continua com o rotor
desbalanceado, caracterizando um sistema néo ideal (vide 3.4 do presente trabalho para visualizar
um sistema equivalente ao que foi descrito nesse paragrafo).

Na Figura 2.1 o valor da amplitude de deslocamento estd em modulo e representa 0 maximo
deslocamento do sistema em regime permanente. Para cada valor de frequéncia escolhido
determina-se a amplitude de deslocamento do sistema e plota-se um ponto na curva. Os varios
pontos de amplitude de deslocamento do sistema em fungdo dos valores escolhidos de frequéncia
geram a curva de resposta em frequéncia mostrada na Figura 2.1.

Vale destacar que na Figura 2.1 ndo existem valores numéricos nos eixos, apenas a origem
estd indicada numericamente, pois 0 objetivo dessa figura é apenas auxiliar, didaticamente, na
explicacdo do efeito Sommerfeld. Os nimeros no interior da Figura 2.1 sdo apenas uma sequéncia

numerica que sera utilizada no paragrafo a seguir para ajudar na explicacgao.
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Amplitude
Pl

Velocidade angular do motor

Figura 2.1 — Resposta em frequéncia para sistema ndo ideal para visualizagdo do efeito Sommerfeld

Fonte: Préprio autor

Analisando a Figura 2.1 percebe-se que a amplitude de deslocamento segue os pontos 1 a 14
durante o acréscimo da velocidade angular do motor elétrico, sendo que a amplitude salta do ponto
10 para o ponto 11, ou seja, ocorre uma descontinuidade na curva entre os pontos 10 e 11.

Na regido dos pontos 7 a 10 da Figura 2.1 percebe-se que ocorre um aumento significativo na
amplitude de deslocamento do sistema enquanto a velocidade angular do motor elétrico
praticamente ndo se altera.

A explicacdo para o comportamento mencionado acima, segundo Nayfeh e Mook (1995) e
Cveticanin (2010), é que em um sistema dinamico excitado por um motor elétrico, a medida que se
aumenta a energia fornecida ao motor a sua rotacdo cresce de forma continua, porém isso ndo
ocorre infinitamente. Quando a rotacdo do motor se aproxima da frequéncia natural do sistema, uma
quantidade maior de energia tem que ser fornecida para aumentar a rotacdo do mesmo, pois parte
dessa energia € absorvida pelo proprio sistema, percebe-se isso devido ao aumento da amplitude de
deslocamento do sistema. Assim, na regido da frequéncia natural (regido de ressonancia), grandes
acréscimos na energia fornecida ao motor provocam pequenas mudancas na rotacdo do mesmo e
elevados aumentos na amplitude de deslocamento do sistema. Nessa situacdo comumente se diz que
a rota¢do do motor ¢ “capturada” pela frequéncia natural do sistema. Apds o sistema atingir um
determinado nivel de energia, a rotacdo do motor consegue ultrapassar a barreira da ressonancia e,
entdo, volta a aumentar, enquanto a amplitude de deslocamento do sistema cai drasticamente.
Segundo Nayfeh e Mook (1995) tal fenbmeno € conhecido como efeito Sommerfeld e ocorre tanto
no acréscimo quanto no decréscimo gradativo da rotacdo do motor. Esse fendmeno ndo ocorre em

sistemas ideais.
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Comportamento equivalente ao da Figura 2.1 pode ser observado no capitulo 5 do presente
trabalho quando se apresentam os resultados numéricos do sistema ndo ideal, no qual ocorre o efeito
Sommerfeld para os parametros adotados nesse trabalho.

De acordo com Nayfeh e Mook (1995) pelo fato de considerar a interagdo entre o sistema e a
fonte de excitacdo, matematicamente, o sistema ndo ideal possui um ou mais grau de liberdade
(dependendo da quantidade de fontes de excitacdo ndo ideal existentes) a mais do que o sistema
ideal correspondente, sendo que esse grau de liberdade a mais descreve o comportamento dinamico
da propria fonte de excitacdo. I1sso é outra caracteristica importante que diferencia o sistema ideal
do néo ideal.

Como ja foi mencionado anteriormente, um exemplo de fonte de energia ndo ideal € o motor
elétrico de corrente continua. Em alguns sistemas estudados no presente trabalho esse tipo de motor
é utilizado como fonte de excitacdo, portanto, € necessario conhecer algumas caracteristicas do
mesmo para que se possa entender o seu comportamento e a sua influéncia no sistema dinamico.

O torque liquido do motor elétrico de corrente continua resulta da diferenca entre o torque
gerado pelo motor e o torque das forcas resistivas internas do mesmo.

No presente trabalho é adotado o comportamento linear para a curva de torque liquido em
funcdo da velocidade angular & do motor elétrico, de maneira equivalente a feita em Zukovic e

Cveticanin (2007). Matematicamente tem-se:
T(6) =a—bé (2.1)

Sendo que: T(é) é o torque liquido em funcdo da velocidade angular 8; a é a constante de
torque do motor; b é o coeficiente angular da reta que representa a curva de torque liquido do motor
e 6 é a velocidade angular do eixo do motor.

A Equacdo (2.1) é equivalente a utilizada em Zukovic e Cveticanin (2007). As letras que
representam as variaveis e a forma de escrever a equacdo do torque se diferenciam entre o presente
trabalho e a bibliografia citada, entretanto, ambas as equacdes representam matematicamente a
equacdo de uma reta, caracterizando o comportamento linear do torque liquido em funcdo da
velocidade angular do motor elétrico.

A constante a representa o torque do motor quando a velocidade angular é nula (ponto em que
a reta intercepta o eixo do torque na Figura 2.2).

A velocidade angular em que o torque do motor é nulo serd chamada no texto de constante de
velocidade angular do motor e é representada por £, (ponto em que a reta intercepta o eixo da
velocidade angular na Figura 2.2).



29

A Figura 2.2 representa graficamente a Equacédo (2.1) e é comumente conhecida como curva

caracteristica do motor elétrico.

T(6)

-0

ﬁa

Figura 2.2 — Curva linear de torque liquido em funcéo da vel ocidade angular adotada no trabalho para o motor
elérico de corrente continua

Fonte: Proprio autor

Como ja mencionado anteriormente, o coeficiente angular da reta da Figura 2.2 ¢ identificado

no texto como b. Matematicamente:

bh=— (2.2)

A unidade de medida de €, € rad/s. Convertendo-se o valor de Q, para a unidade de medida

Hertz (Hz) obtém-se a chamada constante de frequéncia do motor f,. Matematicamente:

_
_21r

fo (2.3)
2.2 SISTEMA NAO IDEAL

Cveticanin (2010) faz uma revisdo bibliografica a respeito de sistema nédo ideal, destacando o
efeito Sommerfeld, a captura pela ressonancia e a limitacdo de poténcia da fonte de energia nao
ideal. N&o sdo apresentados resultados numéricos. Apenas discute-se, teoricamente, 0
comportamento do sistema nao ideal.

Em Balthazar et al. (2003) também é feita uma revisdo bibliogréafica sobre sistema ndo ideal.
A discussao se concentra na captura pela ressonancia, efeito Sommerfeld e aumento da poténcia da
fonte de energia para ocorrer a passagem pela ressonancia. Ndo sdo apresentados resultados

numericos. Apenas discute-se, teoricamente, 0 comportamento do sistema néo ideal.
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2.3 SISTEMA NAO IDEAL COM RIGIDEZ NAO-LINEAR
Os sistemas apresentados a seguir possuem rigidez do tipo ndo-linear formada por duas

parcelas: uma linear positiva e outra ndo-linear cubica também positiva.

Em Zukovic e Cveticanin (2007) estudou-se um sistema com fonte ndo ideal de energia,
representada por um motor elétrico com rotor desbalanceado e poténcia limitada, acoplado a uma
rigidez ndo-linear e a um amortecedor viscoso linear (Figura 2.3). Nesse sistema foi verificado o
efeito Sommerfeld, o qual ocorre proximo da frequéncia natural do sistema. Quando a frequéncia da
excitacdo se encontra proxima da frequéncia natural do sistema ocorre a captura pela ressonancia.
Nessa condicdo, a energia fornecida ou retirada nao altera a rotacdo do motor, mas sim a amplitude
de deslocamento do sistema. Tal efeito € caracterizado pelo salto na curva de amplitude de
deslocamento do sistema. O salto ocorre durante o acréscimo e também durante o decréscimo da
rotacdo do motor em valores proximos da frequéncia natural no sistema. Através das analises
realizadas define-se o valor de alguns parametros para eliminar o efeito Sommerfeld. Verifica-se o
regime de movimento caotico para determinados valores dos parametros. Estudou-se também um
método de controle, que consiste na adicdo de uma forca externa atuando no sistema, através da
qual se consegue estabilizar o comportamento do sistema em determinadas situacdes. Fez-se

também um comparativo entre a solucao analitica e a numerica.

7’

h T

’

Rigidez ndo-linear Amortecedor viscoso linear

Figura 2.3 — Sstema ndo ideal comrigidez ndo-linear — Exemplo 1
Fonte: Zukovic e Cveticanin (2007)

Em Ahsverisgi et al. (2012) estudou-se um sistema excitado por um motor elétrico com rotor
desbalanceado (massas excéntricas) e poténcia limitada (fonte ndo ideal de energia). O sistema esta
acoplado a uma rigidez nédo-linear e a um amortecedor viscoso linear (Figura 2.4). Destacam-se
duas caracteristicas importantes do sistema ndo ideal: o efeito Sommerfeld e a necessidade de
aumentar a poténcia da fonte de energia na regido proxima da frequéncia natural do sistema. As

equacdes de movimento foram obtidas através da equacdo de Lagrange. Uma solucdo analitica foi
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proposta utilizando-se do Método das Mdltiplas Escalas. Foi estudada também a estabilidade na
vizinhanga dos pontos de equilibrio. Nas simulagdes numéricas foi verificado o comportamento do
sistema através da variacdo de alguns parametros, tais como: coeficiente de amortecimento, termo
cubico da rigidez ndo-linear e magnitude da excitacdo. Fez-se também um comparativo entre a

solucdo analitica e a numérica.

b

L o

Amortecedor viscoso linear

7.

Figura 2.4 — 9stema ndo ideal comrigidez ndo-linear — Exemplo 2
Fonte: Ahsverisci et al. (2012)

7

Rigidez ndo-linear

Em Bolla et al. (2007) pesquisou-se 0 comportamento dindmico de uma viga engastada com
um motor desbalanceado fixo na sua extremidade livre. Tal sistema foi simplificado, sem perder a
ndo-linearidade, como um motor desbalanceado apoiado numa base fixa, acoplado a uma rigidez
ndo-linear e a um amortecedor viscoso linear (Figura 2.5). Também foram considerados o0s
amortecimentos envolvidos no movimento de rotacdo do motor. Uma solucdo analitica foi proposta
utilizando-se 0 Método das Multiplas Escalas. Foi observada uma boa aproximacdo entre as
respostas das solu¢fes analitica e numérica. Foram observados o efeito Sommerfeld (a velocidade
angular do motor é capturada pela ressonancia, provocando um aumento significativo na amplitude
de vibracdo do sistema e uma pequena alteracdo na rotacdo do motor) e o aumento na poténcia

necessaria para o sistema trabalhar em frequéncias proximas a sua frequéncia natural.
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Figura 2.5 - Jstema ndo ideal comrigidez ndo-linear — Exemplo 3
Fonte: Bolla et al. (2007)

Os sistemas apresentados a seguir possuem rigidez do tipo ndo-linear formada por duas

parcelas: uma linear negativa e outra ndo-linear cubica positiva.

Em Souza et al. (2007) propbs-se um metodo de controle de vibragdo para eliminar o regime
de movimento cadtico de um sistema com fonte limitada de poténcia. Esse sistema € representado
como um corpo apoiado numa base fixa, acoplado a uma rigidez nao-linear e a um amortecedor
viscoso linear. A fonte de excitacdo € representada por um motor ndo ideal com rotor desbalanceado
(Figura 2.6). A ideia do método de controle € aplicar um sinal de pequena amplitude na fonte de
excitacdo e ndo no oscilador, a fim de alterar a curva caracteristica do motor. A estratégia desse
método de controle é usar esse sinal para alterar a energia do oscilador a fim de estabilizar o
movimento em Orbitas periodicas, ou seja, alterando a energia do oscilador pode-se guiar a trajetoria
do sistema de um atrator caodtico para uma Orbita periddica. Analisando-se 0s resultados das
simulacdes numéricas pode-se perceber que quando o controle ndo estava atuando coexistiam dois
atratores no plano de fases: um periédico e outro cadtico. Quando o controle atuava praticamente
ndo se percebia mudanca no atrator periédico, porém o atrator caotico era reposicionado para um
dos dois novos atratores periodicos que apareciam no plano de fases. Comenta-se que esse tipo de
método de controle, para determinados valores dos parametros, pode introduzir atratores periddicos,
0 gue pode trazer sérias dificuldades para prever o estado final que o sistema ira assumir. Para evitar
tais dificuldades em Souza et al. (2007) aconselha-se que a dindmica do sistema deve ser bem
explorada, a fim de determinar a regido mais apropriada do plano de fase na qual se deve iniciar a

aplicacdo eficiente do método de controle.
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Figura 2.6 — Sstema ndo-linear — motor com tensao elétrica continua
Fonte: Souza et al. (2007)

Em Nbendjo et al. (2012) pesquisou-se um sistema dindmico (Figura 2.7) muito parecido com
0 de Souza et al. (2007). A principal diferenca entre os dois sistemas estd no motor (fonte de
excitacdo). No caso de Nbendjo et al. (2012) a tensdo do motor é do tipo alternada, enquanto que
em Souza et al. (2007) a mesma € continua. Em Nbendjo et al. (2012) ¢é possivel verificar que a
tensdo alternada do motor influencia consideravelmente o comportamento do sistema. Através de
um grafico do maximo expoente de Lyapunov percebeu-se a existéncia de trés regides distintas na
resposta do sistema: a primeira com Orbitas periddicas e quase periddicas; a segunda com Orbitas
calticas e a terceira com Orbitas com hipercaos, sendo o regime de movimento caotico
predominante sobre os demais. Devido a essas particularidades encontradas para o caso da tensdo
alternada, em Nbendjo et al. (2012) aconselha-se que esse tipo de fonte de energia deve que ser
muito bem estudado e entendido antes da sua aplicacdo, dada a maior possibilidade de aparecimento

de caos.

Rigidez ndo linear
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| Amortecedor
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Figura 2.7 — Sstema ndo-linear — motor comtensdo el étrica alternada
Fonte: Nbendjo (2012)
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2.4 SISTEMA NAO-LINEAR DESCONTINUO (FOLGA NO ACOPLAMENTO DA RIGIDEZ)
Em Zukovic e Cveticanin (2009) pesquisou-se um sistema com fonte ndo ideal de energia,
representada por um motor elétrico com rotor desbalanceado e poténcia limitada, com folga no
acoplamento entre o corpo e a rigidez linear (Figura 2.8). Devido a existéncia dessa folga o
movimento do sistema fica dividido em intervalos com e sem a forca elastica da mola. Tal
particularidade influencia consideravelmente o comportamento do sistema. Assim, além do torque
do motor, a folga também é uma variavel de grande influéncia na resposta desse sistema. Para
determinados valores dos parametros o sistema tem regime de movimento cadtico. O efeito
Sommerfeld é observado nesse sistema do tipo ndo ideal. Estudou-se um método para controle de
vibragdo atuando diretamente no oscilador e ndo no motor, baseado na velocidade do oscilador. Tal
método se mostrou eficaz para o sistema em questdo, transformando um regime de movimento

originalmente cadtico em periodico.

Rigidez
linear

Amortecedor
viscoso linear

Figura 2.8 — Sstema ndo-linear descontinuo (folga no acoplamento da rigidez)
Fonte: Zukovic e Cveticanin (2009)

2.5 SISTEMA COM NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA NA RIGIDEZ
O sistema apresentado nesse topico da revisdao bibliografica apresenta uma ndo-linearidade
geométrica na rigidez, ou seja, mesmo a rigidez sendo linear, devido a geometria do sistema, tem-se

a presenca de termo ndo-linear na equacéo de movimento do sistema.

Em Godoy et al. (2011) estudou-se o sistema mostrado na Figura 2.9. Trata-se de um
oscilador nédo ideal (em Inglés: Non-ideal oscillator — NIO) acoplado a um absorvedor “snap-
through” na forma de trelica (em Inglés: Snap-through truss absorber — STTA), usado como
controlador passivo. O sistema possui trés graus de liberdade: translacdo horizontal do NIO,
translagdo vertical do STTA e rotacdo do motor elétrico com rotor desbalanceado (fonte de
excitacdo ndo ideal). Foi estudada a dindmica do NIO com e sem acoplamento ao STTA. Atraves
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dos resultados numéricos percebe-se que o STTA reduz a amplitude de deslocamento e atenua o

efeito Sommerfeld durante a passagem pela ressonancia.

\
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viscoso linear
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Figura 2.9 — Sstema com ndo-linearidade geométrica na rigidez
Fonte: Godoy et al. (2011)

Em Godoy et al. (2012a) trabalhou-se com o mesmo sistema apresentado na Figura 2.9.
Foram encontrados os pontos de equilibrio e fez-se uma anélise de estabilidade do sistema. O STTA
mostrou-se muito eficiente para reduzir a amplitude de deslocamento antes e durante a passagem
pela ressonancia. Apds a passagem pela ressonancia o NIO apresenta amplitude de deslocamento

menor guando ndo esta acoplado ao STTA.

Em Godoy et al. (2012b) pesquisou-se 0 mesmo sistema mostrado na Figura 2.9. Uma parte
do trabalho focou no processo de transferéncia de energia do NIO para o STTA. Os resultados
mostram que antes da ressonancia ocorre uma grande transferéncia de energia do NIO para o STTA
(fendmeno conhecido, em Inglés, como “energy pumping™), entretanto, na regido da ressonancia o
NIO absorve praticamente toda a energia do sistema, resultando em elevada amplitude de
deslocamento para o NIO e baixa amplitude de deslocamento para o0 STTA. Explorou-se também a
inclusdo de incerteza nos parametros do sistema e concluiu-se que na regido de ressonancia a

amplitude de deslocamento do sistema com incerteza é 30% maior do que quando ndo hé incerteza.
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2.6 DESBALANCEAMENTO ROTATIVO

Uma representacdo muito classica de desbalanceamento rotativo é mostrada na Figura 2.10,
através de duas massas desbalanceadas my2 que giram em sentidos opostos com velocidade angular
constante . Essas massas estdo ligadas a molas com rigidez linear k/2 e a um amortecedor viscoso
linear (coeficiente de amortecimento c). Nesse sistema sdo usadas duas massas para equilibrar a
componente horizontal da forca proveniente do desbalanceamento, a fim de que o movimento
oscilatério ocorra apenas na vertical. Na Figura 2.10, M é a massa total, e é a excentricidade da
massa desbalanceada em relacdo ao centro de giro e t é o tempo.

Rigidez linear

x(r)

Centro de giro

Figura 2.10 — Sstema com desbal anceamento rotativo — uma representacdo muito classica
Fonte: Rao (2008)

O sistema da Figura 2.10 ja vem sendo estudado ha muito tempo e esta presente em muitas
literaturas. Como se trata de um sistema simples e muito conhecido serd utilizada a equacdo de

movimento ja deduzida em Rao (2008), que é:

M + cx + kx = mew? sen wt (2.4)

A solucdo geral da equacdo diferencial (2.4) é apresentada em Rao (2008) da seguinte forma:

x(t) = xp(t) + x,(1) (2.5)

Na qual x(t) é a solugdo geral da equagéo diferencial (2.4); xn(t) é a solugdo homogénea e xp(t)
é a solugdo particular.

Segundo Rao (2008) a solugcdo homogénea desaparece com 0 tempo porque representa a parte
do movimento em vibracéo livre, o qual desaparece ap6s determinado intervalo de tempo devido ao

amortecimento do sistema. E o chamado movimento em regime transiente.
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Dessa forma Rao (2008) afirma que a solucéo geral x(t) reduz-se a solucéo particular Xy(t),
que representa 0 movimento em regime permanente. Rao (2008) apresenta a solucdo particular da
equacéo diferencial (2.4) da seguinte forma:

x,(t) = X sin(wt — ¢) (2.6)

Na qual X é a amplitude de deslocamento e ¢ € o angulo de fase.
Em Rao (2008) também se obtém:

mew?

= (k=Mw?)2+(cw)?] /2 (2.7)
— -1(__¢»
¢ = tan (k—MwZ) (2.8)

Ao longo do texto serd utilizado o termo frequéncia natural, que pode ser apresentada na
unidade rad/s (é chamada de frequéncia natural angular e € representada pelo simbolo a) ou Hz (é
chamada de frequéncia natural e € representada pelo simbolo fy).

A Figura 2.11 foi retirada de Rao (2008) e mostra a variagdo de MX/me (parametro
adimensional de amplitude) em funcdo de r¢ para valores diferentes de C para o sistema da Figura
2.10. Sendo que r; é a razdo de frequéncias (ou frequéncia adimensional) e { é o fator de

amortecimento do sistema (ou amortecimento adimensional). Matematicamente:

e = win (2.9)
- ¢ 210
6= 2.(M+m).wp (2.10)

A Figura 2.11 esta intitulada no texto como resposta em frequéncia porque se entende que
MX/me esta relacionado com a amplitude de deslocamento do sistema, embora seja adimensional e
que r; esté relacionado com a frequéncia de excitagdo, mesmo sendo adimensional. Assim, por ser
uma curva que mostra a amplitude de deslocamento em funcdo da frequéncia optou-se por intitular

a Figura 2.11 como resposta em frequéncia.
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Figura 2.11 — Resposta em frequéncia — sistema com desbalanceamento rotativo
Fonte: Rao (2008)

Analisando a Figura 2.11, tiram-se as seguintes conclusdes, baseados nos comentarios

existentes em Rao (2008):

Para rs= 0 todas as curvas tem amplitude zero;

Na regido da ressonancia (o=ay) a amplitude de deslocamento é significativamente afetada
pelo fator de amortecimento do sistema, ou seja, & medida que se aumenta o valor de ¢ reduz-se
drasticamente a amplitude de deslocamento na regido da ressonancia e vice-versa. Fora da
regido da ressonéancia o aumento do valor de ¢ ndo é tdo significativo na reducdo da amplitude
deslocamento do sistema;

Para valores de rf acima de 3,5 o pardmetro MX/me se aproxima da unidade e o valor do fator
de amortecimento praticamente ndo exerce influéncia alguma para reduzir a amplitude de
deslocamento do sistema;

Para { = 1 o pardmetro MX/me inicia em O para rf = 0 e tende & unidade para r¢ >4, ndo

apresentando uma amplitude de deslocamento maior na regido da ressonancia (= ).

Com base nos comentarios feitos acima fica evidente que num sistema com desbalanceamento

rotativo € preciso estar atento ao fator de amortecimento do sistema para que ndo ocorram

amplitudes de deslocamento na regido da ressonancia capazes de causar prejuizos ou danos ao

proprio sistema.

No capitulo 3 é feita a modelagem matematica dos sistemas dindmicos estudados.
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3 MODELAGEM DOS SISTEMAS ESTUDADOS

Neste capitulo faz-se a modelagem matematica dos sistemas dindmicos estudados,
escrevendo-se a equacgdo de movimento na forma de equagéo diferencial.

Segundo Meirovitch (2001) a mecénica Newtoniana escreve as equacfes de movimento em
termos de coordenadas fisicas e forcas, as quais em geral sio grandezas vetoriais. E necessario
elaborar um diagrama de corpo livre para cada componente do sistema e utilizam-se as forcas de
reacdo e as forgas de vinculo para escrever as equacfes de movimento. Essa metodologia faz com
que seja necessario trabalhar uma quantidade de equacdes maior do que a quantidade de graus de
liberdade do sistema. Dessa forma, na medida em que a quantidade de graus de liberdade aumenta,
a mecanica Newtoniana se torna uma metodologia inviavel para a deducdo das equagdes de
movimento.

Meirovitch (2001) afirma que a mecénica Lagrangiana ndo possui as desvantagens citadas
acima sendo, portanto, uma metodologia interessante para deduzir equacGes de movimento de
sistemas com varios graus de liberdade. Ela permite a deducéo de todas as equacdes de movimento
a partir de trés grandezas escalares: energia cinética, energia potencial e trabalho virtual das forcas
ndo-conservativas. Ndo € necessario elaborar diagrama de corpo livre, pois considera o sistema
como um todo ao invés dos seus componentes individuais. Como consequéncia disso, as for¢as de
reacdo e as forcas de vinculo ndo aparecem na deducdo e a quantidade de equacdes de movimento
coincide com a quantidade de graus de liberdade do sistema.

Com base nos comentarios de Meirovitch (2001) apresentados nos paragrafos acima, para
escrever as equacdes de movimento dos sistemas dinamicos, no presente trabalho, utiliza-se a
equacdo de Lagrange.

De acordo com Meirovitch (2001) a equacdo de Lagrange é escrita da seguinte forma:

d (0T oT ov
2 Gar) ~ 3+ 0y = O G

Na qual: T € a energia cinética; V ¢é a energia potencial; g« € a coordenada generalizada (k =1,

2, 3,..., N); g, € avelocidade generalizada (k=1, 2, 3,..., n); Qk séo as for¢as generalizadas, também

. . . T . . e . s
conhecidas como forgas ndo-conservativas; YN é a derivada parcial da energia cinética em relacdo a
dr
. ) . oT , . . . . s
velocidade generalizada qgg; S ¢ca derivada parcial da energia cinética em relacdo a coordenada
qr

. v . . . . N .
generalizada q; EY. é a derivada parcial da energia potencial em relacdo a coordenada generalizada
k
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d |, . « . «
e ¢€a derivada em relagdo ao tempo. As coordenadas generalizadas sdo as coordenadas

independentes que correspondem aos graus de liberdade do sistema.

Segundo Meirovitch (2001) as forcas generalizadas Qx da equacdo de Lagrange (3.1) séo
obtidas calculando-se o trabalho virtual das forcas ndo-conservativas.

Para Meirovitch (2001) se a forca F atua na direcdo r o trabalho W realizado por F na direcao

ré:

W =Fr (3.2)
De acordo com Meirovitch (2001) o trabalho virtual W realizado por F na diregéo r é:

SW = Fér (3.3

Em Meirovitch (2001) obtém-se que o trabalho virtual da forca ndo conservativa (para cada

coordenada generalizada) é:

5qu = Qxbqx (3.4)

Maiores detalhes a respeito da equacdo de Lagrange podem ser encontrados em Meirovitch
(2001).

3.1 SISTEMA NLGS NAO IDEAL

O sistema NLGS nao ideal consiste em um bloco de massa M apoiado numa base fixa que
oscila horizontalmente (sem atrito) ligado a um amortecedor viscoso linear (coeficiente de
amortecimento ¢) e a um mecanismo formado por duas barras de mesmo comprimento L que
articulam no ponto de unido entre as mesmas. Essas barras estdo ligadas a uma mola vertical com
rigidez linear k.

A fonte de excitacdo € um motor elétrico de corrente continua com rotor desbalanceado
(rotor com momento de inércia de massa J que gira com velocidade angular 6). O
desbalanceamento do rotor é representado por uma massa m com excentricidade e em relacdo ao

centro de giro (eixo do motor). A Figura 3.1 representa o sistema NLGS né&o ideal.
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Figura 3.1 — Sstema NLGS nao ideal
(a) Sstema em posicao de equilibrio estavel; (b) Detalhe do mecanismo para o sistema em posicao de equilibrio
estavel; (c) Detalhe do mecanismo para o sistema em posic¢do de equilibrio instavel
Fonte: Préprio autor

O bloco de massa M é excitado pelo motor elétrico com rotor desbalanceado e se movimenta
na horizontal, apoiado sobre uma base fixa. A medida que o bloco se movimenta horizontalmente o
mesmo transfere esse movimento para o mecanismo de barras ao qual esta ligado. O mecanismo de
barras por sua vez transfere o seu movimento para a mola.

A Figura 3.1 (a) mostra o sistema em posicao de equilibrio estavel (o bloco esta deslocado
para a direita em relacdo a posicéo de equilibrio instavel).

A Figura 3.1 (b) ilustra o detalhe do mecanismo quando o sistema esta em posicdo de

equilibrio estavel da Figura 3.1 (a). Nessa situacdo as barras estdo articuladas e comprimindo a
mola.
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A Figura 3.1 (c) representa o detalhe do mecanismo com o sistema em posicéo de equilibrio
instavel (as barras podem se mover tanto para a direita quanto para a esquerda). Nessa condicdo as
barras estdo perfeitamente alinhadas com a vertical e a mola possui uma deformacéo inicial do
(nessa condicdo a mola esta tracionada).

A origem do movimento do bloco de massa M (translagdo) é a posicao de equilibrio instavel
do sistema. O deslocamento do bloco em relagdo a origem é identificado por x no texto. Seguindo
essa nomenclatura, x € a velocidade e X é a aceleracdo do bloco. O deslocamento angular do eixo
do motor é representado por @ no texto. Seguindo essa nomenclatura, 6 é a velocidade angular e 8 é
a aceleracé@o angular do eixo do motor.

O sistema mostrado na Figura 3.1 apresenta uma ndo-linearidade na rigidez devido a
geometria do mecanismo. No presente capitulo e nos seguintes esse sistema sera identificado como
sistema NLGS (em Inglés: Nonlinear Geometric Stiffness).

Até esse momento foi dada uma explicacdo sobre o funcionamento do sistema. A partir
desse ponto sera iniciada a deducao da equacdo de movimento do sistema.

O primeiro passo é escrever a equacdo da energia cinética e da energia potencial do sistema.

Para escrever a equacao da energia cinética do sistema NLGS ndo ideal é necessario definir
a equacdo da posicéo e velocidade da massa desbalanceada m, a qual é resultante da combinacao do
movimento de translacdo do bloco de massa M com o movimento de rotacdo do eixo do motor
elétrico. 1sso pode ser visualizado na Figura 3.2, a qual mostra que a0 mesmo tempo em que o bloco
de massa M sofre um deslocamento x em relagcdo a origem (posicdo de equilibrio instavel), o eixo
do motor, e consequentemente a massa desbalanceada, gira de um angulo @ em relacéo a horizontal

(origem do movimento de rotacdo do eixo do motor elétrico).

Xm

Posicdio de  equilibrio &

.
>,

instavel (origem do . Y

movimento de translagdo

do bloco de massa M)

Horizontal — origem do movimento de rotacdo do

Centro de giro

. eixo do motor elétrico
(eixo do motor)

Figura 3.2 — Posi¢cdo da massa desbalanceada — sisema NLGS n&o ideal

Fonte: Préprio autor
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Representa-se por X, a posicdo da massa desbalanceada em relacdo a posicdo de equilibrio
instavel do sistema (origem do movimento de translacdo do bloco de massa M) e por yn a posicao
da massa desbalanceada em relacdo a horizontal (origem do movimento de rotacdo do eixo do
motor elétrico).

A partir Figura 3.2 podem ser escritas as seguintes equac6es de posicdo e velocidade da massa

desbalanceada m em funcdo do deslocamento x, da velocidade x do bloco de massa M, do

deslocamento angular & e da velocidade angular 6 do eixo do motor:

Xm =X+ ecosf (3.5
X, = X% —efsenf (3.6)
Ym = esen @ (3.7)
Ym = €b cos @ (3.8)

Conhecendo a equacéo de velocidade da massa desbalanceada pode-se escrever a equacdo da

energia cinética T do sistema NLGS ndo ideal da seguinte forma:

T = %sz + %m(a’cfn +92) + %]92 (3.9)
\_Y_} \ v ) LY_}
Bloco de Massa Eixo do motor

massa M desbalanceada m elétrico

Substituindo (3.6) e (3.8) em (3.9), obtém-se:
T = %M}'cz + %m[(x —efsen6)? + (e cos0)?] + %]92 (3.10)

O passo seguinte € escrever a equacdo da energia potencial V do sistema NLGS nao ideal.
Para tanto, € preciso determinar a energia potencial elastica da mola do mecanismo de barras € a
energia potencial gravitacional da massa desbalanceada.

A energia potencial elastica depende da deformacdo da mola em funcéo do deslocamento x do
bloco de massa M.

Para calcular a deformacéo da mola em funcéo do deslocamento x do bloco de massa M é

necessario determinar o comprimento da mola em fungdo do deslocamento x do bloco.
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Conforme mencionado anteriormente, na posicdo de equilibrio instavel do sistema a mola

possui uma deformacéo inicial dy. Portanto, o comprimento da mola relaxada (sem carga) (L) é:
L;=2L—d, (3.11)

A Figura 3.3 representa a configuracdo do mecanismo simulando um deslocamento x do
bloco de massa M em relacdo a posicao de equilibrio instavel do sistema. Como o bloco esté ligado
a articulacdo das barras, esse deslocamento x é transferido para a articulagdo, gerando uma alteracéo
no comprimento da mola, devido a rotagéo das barras.

N N——
|[ WL
L? — x? B A\
dal \
\ &1 I .-;‘
P
L2 — x?2 G

_ X

Figura 3.3 — Detalhe do mecanismo para o cél culo do comprimento da mola em fungéo do deslocamento do bloco de
massa M

Fonte: Préprio autor

Analisando a Figura 3.3 pode-se concluir que o comprimento da mola em funcdo do
deslocamento x do bloco de massa M (L) é:

Ly = 2VIZ — x2 (3.12)

Assim, a deformacdo da mola dmoia em fungdo do deslocamento x do bloco de massa M é:

6mola = Lf - Li =2 VLZ - x2 - (ZL - do) (313)

A energia potencial eléstica da mola V. é escrita da seguinte forma:

Ve = - k6m01a2 (314)

T2
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Substituindo (3.13) em (3.14), resulta em:

Vo = -k[2VI7 =x? — 2L - do)| (3.15)

O préximo passo € escrever a equacao da energia potencial gravitacional da massa
desbalanceada m. Para isso utilizamos a Figura 3.4, a qual define o plano de referéncia adotado para
escrever a equacdo da energia potencial gravitacional da massa desbalanceada m.

- ~

Centro de giro el

(eixo do motor)

N
U |

Circunferéncia de raio ,"
€ que representa o I.‘
deslocamento angular / \\
de 360° da massa .
desbalanceada m s

Plano de referéncia para o calculo da energia potencial gravitacional da massa desbalanceada m

Figura 3.4 — Plano de referéncia para o calculo da energia potencial gravitacional da massa desbalanceada — sstema
NLGS néo ideal

Fonte: Préprio autor

A partir da Figura 3.4 a equacdo da energia potencial gravitacional da massa desbalanceada
Vj, € escrita da seguinte forma:

V, = mge + mge sen 6 = mge(1 + sen ) (3.16)

Na qual:

g é a aceleracdo da gravidade = 9,81m/s2.

A energia potencial V do sistema NLGS resulta da soma da energia potencial elastica da mola
Ve € da energia potencial gravitacional da massa desbalanceada Vy e é definida pela seguinte

equacéo:

2
V= %k [2\/L2 —x?— (2L - do)] + mge(1 + sen 0) (3.17)
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A partir das equagdes da energia cinética T e da energia potencial V do sistema NLGS ndo
ideal pode-se aplicar a equacdo de Lagrange para escrever as equacdes de movimento do sistema.
Como esse sistema apresenta dois graus de liberdade sdo necessarias duas equagdes de

movimento para descrever o comportamento dindmico do sistema.

Para o grau de liberdade de translacdo (x) a equacdo de Lagrange é:

éi(ﬁi) LW _ 9, (3.18)

t \ox ax

As derivadas parciais (termos da equagdo de Lagrange) das equacOes da energia cinética T
(3.10) e potencial V (3.17) em relagéo a coordenada generalizada x (grau de liberdade de translacao)

sdo escritas da seguinte forma:

T = (M+m)x —mefsenb (3.19)
0x

T 2
" (a_) = (M +m)x — me(6%cos6 + fsend) (3.20)
%=0 (3.21)

oV _ 2k(2L-d,)
ax L2 —x2

— 4kx (3.22)

A forca ndo-conservativa, para o grau de liberdade de translacdo, é a forca exercida pelo
amortecedor F,, a qual é escrita da seguinte forma:
Fy = —cx (3.23)

O deslocamento 75, na direcdo da forca do amortecedor é:
Th, = X (3.24)
O deslocamento virtual 67, na direcéo da forgca do amortecedor é:

07, = 6x (3.25)

O trabalho virtual §W, realizado pela for¢a do amortecedor é dado por:
SW, = F,61g, = —cxdx (3.26)
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Comparando as equagdes (3.26) e (3.4) conclui-se que:
Qy = —cx (3.27)

Substituindo as Equacdes (3.19) a (3.22) e (3.27) em (3.18) € possivel escrever a equacdo de
movimento do sistema NLGS néo ideal para o grau de liberdade de translacdo da seguinte forma:

L c . 2k (2l-dg) 4k me (2 .
f = ok s i iy o (6% cos 6 + Gsen ) (3.28)

Para o grau de liberdade de rotacéo () a equacgéo de Lagrange €:

d (0T oT av
@ (ﬁ) 35 T35 = Vo (3.29)

As derivadas parciais (termos da equacdo de Lagrange) das equacOes da energia cinética T
(3.10) e potencial V (3.17) em relacdo a coordenada generalizada @ (grau de liberdade de rotacéo)

sdo escritas da seguinte forma:

Z—Z = —mexsend + O (me? +)) (3.30)
d . . --

%(é) = me[—isen§ — %6 cos 0] + G(me? + ) (3.31)

o — —mex fcos @ (3.32)

a6

v _

55 = mygecos 0 (3.33)

A forca ndo-conservativa, para o grau de liberdade de rotacdo, é o torque liquido do motor

elétrico de corrente continua, definido pela Equacgéo (2.1):

Qo =a—bb (3.34)

Substituindo as Equagdes (3.30) a (3.33) e (3.34) em (3.29) € possivel escrever a equacdo de

movimento do sistema NLGS néo ideal para o grau de liberdade de rotagdo da seguinte forma:
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_ a _ b -+ me
- (me2+]) (me2+)) (me2+]))

(X¥sen@ — g cosB) (3.35)

Para simplificar as expressoes faz-se:
[gise = me? +] (3.36)

Substituindo (3.36) em (3.35) resulta em:

é:a_bg-_l_me

Isist Isist Isist

(X¥sen @ — g cosB) (3.37)

Substituindo (3.37) em (3.28) obtém-se a equacéo da aceleracdo X sem a presenca da varavel

o:
c . 2k (2L-dg)_, 4k
(M+m)x (M+m)\/L2_x2xT(M+m)x+Z
- m2e?2 29 (3.38)
1| e
Na qual:

_ __me 32 a b . me ]}

Z= e {8 cosO +send [Ism - 6 — (g cosB) (3.39)

No capitulo 4 serad apresentada a metodologia utilizada para obter os resultados do trabalho,
porém, faz-se necessario uma antecipacdo para facilitar o entendimento da parte final da
modelagem matematica.

Depois de deduzida a equacdo de movimento serd feita a integracdo numérica para obter a
resposta do sistema (deslocamento, velocidade e aceleracdo). Para realizar a integragdo numérica é
necessario reduzir a ordem das equacdes diferenciais.

As equacdes diferenciais obtidas acima pelo método de Lagrange sdo de segunda ordem. E
necessario transformar essas equacgdes em equagdes diferenciais de primeira ordem para possibilitar
a integracdo numérica.

Para transformar as equacgdes de segunda ordem em equacdes de primeira ordem escrevem-se

as equacdes de movimento na forma de espaco de estados, conforme mostrado a seguir:



V1 x
_ Y2 )X
{y} - y3 - 6
Va 0
y1=x
V2 =X
y3 =10
Vi =106 (3.40)
Vi=X=Y;
Ys =0 =y,
Yo =%
Vo =0
Substituindo (3.40) em (3.38) e (3.37) obtéem-se:
c_, _ 2% (2L—do)y P S
. M+m)’2 (M+m) le—ylz 1" (M+m)’1
V2 = 22 5 (3.41)
. a b me ..
Yo =1 ——7-Yat7—(y2seny; — gcosys) (3.42)
sist sist sist
Assim, na forma de espaco de estados tem-se 0 seguinte sistema de equacoes:
( Y2 )
c v, 2k (2L—dg) 4 4k yi+z
M+m)”% (M+m) [ 71 (M+m)
V1 X . Lz >
. . _ m<e 2
d_y = ).]2 = x = < 1 [ISiSt(M"'m) Sentys \ (343)
dt Y3 0
Ya o Ya
a b me ..
T Yat—(y2seny; —gcosys))
Sist sist sist

49
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Com esse sistema de equacdes é possivel realizar a integracdo numérica e obter a resposta do
sistema (deslocamento, velocidade e aceleragéo).

Analisando a equacdo da aceleracdo % (3.28) percebe-se a presenca das variaveis 6, 6 e 6,
que estdo relacionadas com o grau de liberdade de rotacdo do eixo do motor elétrico. Além disso,
analisando a equacio da aceleracdo angular 6 (3.37) nota-se a presenca da variavel . 1sso significa
que existe um acoplamento entre as equacées de movimento do sistema e da fonte de excitacdo, ou
seja, a resposta do grau de liberdade de translacdo do sistema influencia na resposta do grau de
liberdade da fonte de excitagdo e vice-versa. Abaixo repetimos as equacoes (3.28) e (3.37) apenas

para deixar claro o que foi explicado nesse paragrafo:

coN c . 2k (2L—d,) 4k me 2 NI N
LX = — X — x + g cos‘9'+'65en9\)
‘U (M+m) (M+m) V12 —x2 (M+m) (M+m) (" NN R

Acoplamento entre as equacGes dos dois graus de liberdade do sistema
NLGS ndo ideal

S a b

. me /.
0= — 6+ (¥'sen — g cos 0)

Acoplamento entre as equacdes dos dois graus de liberdade do sistema
NLGS ndo ideal

A Equacdo (3.22) contém os termos da equacdo de movimento que representam

matematicamente a rigidez equivalente do sistema Kg:

_ 2k(2L-dy)

KG - VIZ—x2 4k (3.44)

Nota-se que a rigidez equivalente do sistema é uma funcdo ndo-linear do deslocamento devido
a geometria do mecanismo de duas barras, embora a mola tenha rigidez linear. Por isso, diz-se que o
sistema tem rigidez com ndo-linearidade geométrica (identificada no texto por Kg). O sistema
NLGS néo possui uma rigidez equivalente fixa, pois a mesma depende do deslocamento X, ou seja,
a rigidez equivalente do sistema NLGS aumenta ou diminui em fungéo do deslocamento x.

O sistema NLGS possui uma limitacdo fisica: o seu deslocamento ndo pode exceder ao

comprimento das barras.
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3.2 SISTEMA NLGS IDEAL

O sistema NLGS ideal (Figura 3.5) é semelhante ao sistema NLGS ndo ideal, porém, a
excitacdo no sistema ideal é gerada por uma massa desbalanceada m que gira com velocidade
angular constante @ e tem excentricidade e em relacdo ao centro de giro. A Figura 3.5 mostra o

sistema NLGS ideal em posi¢édo de equilibrio estavel.

Mecanismo

A S~
: LI

o, - \Centrodegiro

Figura 3.5 - 9stema NLGSideal
Fonte: Prdprio autor

A variavel t presente na Figura 3.5 representa o tempo.

A sequéncia para deduzir a equacdo de movimento € a mesma empregada para o0 sistema
NLGS ndo ideal. Por isso, a deducdo para o sistema NLGS ideal sera feita numa quantidade menor
de passos para evitar que o texto fique muito repetitivo.

As equacBes da energia cinética T e da energia potencial V do sistema NLGS ideal sdo

escritas da seguinte forma:

T = %M}'cz + %m[(a’c — ew sen wt)? + (ew cos wt)?] (3.45)
2
V= %k [2\/ L* —x?2 - (2L - do)] + mge(1 + sen wt) (3.46)

Como o sistema apresenta apenas um grau de liberdade € necessaria somente uma equacgao de
movimento para descrever o comportamento dindmico do sistema.

A equacdo de Lagrange para esse sistema é escrita da mesma forma que a Equacdo (3.18), a
qual ja foi deduzida para o sistema NLGS ndo ideal.

As derivadas parciais (termos da equacdo de Lagrange) das equacBes da energia cinética T
(3.45) e da energia potencial V (3.46) em relagdo a coordenada generalizada x sdo escritas da

seguinte forma:



P .
a—£=(M+m)x—mewsenwt

4

m (a_r) = (M +m)¥ — m ew? cos wt

ox

oT
ax 0
v _ 2k(2L—d,)

= Tz X 4kx

Q, = —cx

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)
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Substituindo (3.47) a (3.51) em (3.18) é possivel escrever a equacdo de movimento do sistema

da seguinte forma:

c . 2k (2L—d,)

X = T rm X T Mrm) ViEaz X

Na forma de espaco de estados tem-se 0 seguinte sistema de equacdes:

(M+m) X+ (M+m)

g%a=x={c
a U2 {x} T2 T am v 1t

3.3 SISTEMA COM RIGIDEZ NAO-LINEAR

mew
cos wt }
+m)

(3.52)

(3.53)

O sistema com rigidez ndo-linear consiste em um bloco de massa M apoiado numa base fixa

que oscila horizontalmente (sem atrito) ligado a um amortecedor viscoso linear (coeficiente de

amortecimento c) e a uma rigidez ndo-linear resultante da associacdo de uma parcela linear k.

negativa e de uma parcela ndo-linear ky. cubica positiva. A fonte de excitacdo € um motor elétrico

de corrente continua com rotor desbalanceado (rotor com momento de inércia de massa J que gira

com velocidade angular 8). O desbalanceamento do rotor é representado por uma massa m com

excentricidade e em relagdo ao centro de giro (eixo do motor). O sistema ndo-linear € mostrado na

Figura 3.6.
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X
Centro de giro

(eixo do motor)__

K x+ k@

._\ F

Figura 3.6 — Sstema comrigidez néo-linear
Fonte: Proprio autor

A sequéncia para deduzir a equacdo de movimento € a mesma empregada para 0s sistemas
anteriores. Por isso, a deducdo sera feita numa quantidade menor de passos para evitar que o texto

fique muito repetitivo.

As equacOes da energia cinética T e da energia potencial V do sistema com rigidez ndo-linear

sdo escritas da seguinte forma:

T = ;Mfcz + %m[(x —efsen 6)? + (e cosH)?] + %]9'2 (3.54)
I/e == fox(ka + kNLx3)dx == %kl’xz + ikNLxll' (355)
V= %kaZ + %k,\,Lx4 + mge(1 + sen 6) (3.56)

Como esse sistema apresenta dois graus de liberdade sdo necessarias duas equagdes de
movimento para descrever o comportamento dindmico do sistema.

Para o grau de liberdade de translacdo (x) a equagdo de Lagrange € escrita da mesma forma
que a Equacéo (3.18), a qual ja foi deduzida para o sistema NLGS ndo ideal.

As derivadas parciais (termos da equacdo de Lagrange) das equacOes da energia cinética T
(3.54) e potencial V (3.56) em relacdo a coordenada generalizada x (grau de liberdade de translagéo)

sdo escritas da seguinte forma:



ar
ax

(M +m)x —mebsend

d

dt \ox

oT

— =0

Ox

av

a = ka + kNLx3
Qy = —cx

(a_T) = (M +m)¥— me(6%cosf + 6senb)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)
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Substituindo (3.57) a (3.61) em (3.18) é possivel escrever a equacdo de movimento do sistema

para o grau de liberdade de translacdo da seguinte forma:

c . kg, knL

3
. M M) T Mam)t T2
X = m2 e
1- —] Senz v}
Igist(M+m)

(3.62)

Para o grau de liberdade de rotacdo (¢) a equacdo de movimento do sistema nao-linear é

representada por (3.37), a qual ja foi deduzida para o sistema NLGS ndo ideal.

Na forma de espaco de estados tem-se 0 seguinte sistema de equacdes:

f
mo(
dt V3 9
Va 6

a —

Usist

Y2
c kp, kn .3
Mrmy?Y2 " Mrm)) 1" M+my? 112
1_[ﬂ Sen2
Tgis¢(M+mm) Y3
Y4
b me ,.
Yo+ — (V2seny; — gcosys))
Isist Isist

(3.63)
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3.4 SISTEMA NAO IDEAL

Simplificando o sistema nédo-linear, substitui-se a rigidez n&do-linear por uma rigidez linear,
porém, mantém-se a fonte ndo ideal de energia, resultando no sistema identificado como néo ideal.

O sistema ndo ideal é ilustrado na Figura 3.7 por um bloco de massa M apoiado numa base
fixa que oscila horizontalmente (sem atrito) ligado a um amortecedor viscoso linear (coeficiente de
amortecimento c) e a uma rigidez linear k. A fonte de excitagdo é um motor elétrico de corrente
continua com rotor desbalanceado (rotor com momento de inércia de massa J que gira com
velocidade angular 6). O desbalanceamento do rotor é representado por uma massa m com

excentricidade e em relagdo ao centro de giro (eixo do motor).

-|% X
Centro de giro

(eixo do motor)‘?

Figura 3.7 — 9stema ndo ideal

Fonte: Préprio autor

As equacdes da energia cinética T e da energia potencial V do sistema ndo ideal sdo escritas

da seguinte forma:

T = %M}'cz + %m[(x — efsen 0)? + (ef cos 0)?] + %]92 (3.64)

V= %kx2 + mge(1 + sen 6) (3.65)

Como esse sistema apresenta dois graus de liberdade sdo necessarias duas equagOes de
movimento para descrever o comportamento dindmico do sistema.

Para o grau de liberdade de translacdo (x) a equacdo de Lagrange € escrita da mesma forma
que a Equacéo (3.18), a qual ja foi deduzida para o sistema NLGS néo ideal.
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As derivadas parciais (termos da equacdo de Lagrange) das equacOes da energia cinética T
(3.64) e potencial V (3.65) em relacdo a coordenada generalizada X (grau de liberdade de translagéo)

sdo escritas da seguinte forma:

% = (M + m)% —m e sen 6 (3.66)
d (aT . - -

o (5) =M +m)i— me(6%cos6 + G senb) (3.67)
ar

==0 (3.68)
v

= = kx (3.69)
Qx = —cx (3.70)

Substituindo (3.66) a (3.70) em (3.18) é possivel escrever a equacdo de movimento do sistema

para o grau de liberdade de translacéo da seguinte forma:

c . k n
M+m) X (M+m)~

m2e2 ]
1-|— Senz V)
[Isist(M+m)

V4

X = (3.71)

Para o grau de liberdade de rotacdo (6) a equacdo de movimento do sistema ndo ideal é
representada por (3.37), a qual ja foi deduzida para o sistema NLGS nao ideal.

Na forma de espaco de estados tem-se 0 seguinte sistema de equacdes:
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( V2 )
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A Tabela 3.1 resume as equacdes de movimento que foram deduzidas no capitulo 3 para

cada um dos sistemas estudados.

Tabela 3.1 — Resumo das equacdes de movimento dos sistemas estudados

Sistema

Equacéo de movimento

NUmero da

equacao no texto

ek @l—dy 4k
CETDN <M+m)m M+m)* " (3.38)
NLGS ndo ideal [Ism(M+ ) sen? 0
. b .
0 =I('1t—1't9+1n%et(5c'sen9—gc059) (3.37)
) ¢ 2k (L—dy) 4k
X = — X — X X
M+m M +m) \[2 — 42 M+m
NLGS ideal ( o ; ACEE ) (3.52)
+ﬂcoswt
(M +m)
_ c .k kyy
(M+m)x M+m e e (3,62
Rigidez ndo- - [ m2e? sen? 0 :
- ISlSt(M-I_ )
linear i
9:1(1—1.t9'+;7?et(5c'sen9—gc059) (3.37)
i — k x+z
CEIDN 2 2(M+ m) (3.71)
. m 20
Nao ideal [ISLst(M+ ) sen
. a b . me _
9:I.t—l.t9+11t(xsen9—gc059) (3.37)

O capitulo 4 apresenta a metodologia empregada para obter os resultados do trabalho.
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4 METODOLOGIA

Depois de deduzida a equacdo de movimento é necessario resolvé-la para obter-se a
resposta dindmica do sistema (deslocamento, velocidade e aceleracdo). No presente trabalho
as equacdes de movimento (equacOes diferenciais) sdo resolvidas numericamente. Com 0s
resultados da integracdo numérica é possivel gerar curvas que auxiliam a entender o
comportamento do sistema. Essas curvas (resultados) sdo explicadas em detalhes em
Thompson e Stewart (2002) e tambem em Kovacic e Brennan (2011). A seguir é feita uma
explicagdo para deixar claro como as curvas foram construidas nesse trabalho e também o

entendimento do proprio autor sobre cada uma delas.

> Resposta em frequéncia

E a curva da amplitude de deslocamento em regime permanente em funcdo da
frequéncia. O valor da amplitude de deslocamento é usado em mddulo e representa 0 maximo
deslocamento do sistema em regime permanente. Para cada valor de frequéncia escolhido
calcula-se numericamente a amplitude de deslocamento do sistema e plota-se um ponto na
curva. Os varios pontos de amplitude de deslocamento do sistema em funcdo dos valores

escolhidos de frequéncia geram a curva de resposta em frequéncia.

» Histérico do deslocamento

E a curva do deslocamento em funcdo do tempo de integracdo. Utilizam-se dois
historicos distintos para analisar o comportamento dinamico dos sistemas:
a) Regime transiente + permanente é o histdrico do deslocamento desde o tempo de
integracdo inicial (zero) até o tempo final de integracao;
b) Zoom no regime permanente é o histérico do deslocamento de apenas um
pequeno periodo de tempo do regime permanente para permitir a visualizacdo

mais detalhada do comportamento do sistema.

» Histérico da frequéncia do motor

E a curva da frequéncia do eixo do motor em funcio do tempo de integracdo em
regime permanente (estacionario). Nesse trabalho utiliza-se apenas um pequeno periodo de
tempo do regime permanente para permitir a visualizacdo mais detalhada do comportamento

da frequéncia do motor elétrico.



59

» Plano de fase
E a curva do deslocamento em funcio da velocidade (derivada do deslocamento).

Nesse trabalho o plano de fase € construido apenas para o regime permanente.

> Secdo de Poincaré

Sdo pontos plotados sobre o plano de fase, os quais foram obtidos por uma
amostragem realizada em intervalos de tempo multiplos inteiros do periodo da excitacéo
(chamados de pontos estroboscdpicos) nos vetores de deslocamento e velocidade obtidos
numericamente, ou seja, em intervalos multiplos inteiros do periodo da excitagdo faz-se a
leitura do deslocamento e da velocidade e plota-se o ponto com essas duas coordenadas no
plano de fase. Se o regime de movimento € periddico com periodo um, 0s pontos da secéo de
Poincaré coincidem sempre no mesmo ponto e entdo visualiza-se apenas um ponto sobre o
plano de fase. Se o regime de movimento € cadtico os pontos da secdo de Poincaré nédo
coincidem, pois existem varias frequéncias diferentes no movimento do sistema e entéo

observam-se varios pontos sobre o plano de fase.

» FFT (Fast Fourier Transform)
E a curva do espectro de frequéncias construida utilizando-se a funcdo FFT do

software Matlab®.

» Diagrama de bifurcacéo

Segundo Kovacic e Brennan (2011) uma mudanca qualitativa na topologia do retrato
de fase que ocorre durante a variacdo quase estatica de um parametro de controle pode ser
ilustrada na forma de um diagrama de bifurcacdo, o qual mostra os possiveis pontos fixos ou
Orbitas periddicas de um sistema em funcdo do parametro de controle proximo do ponto de
bifurcacdo. Nesse trabalho ndo serd feita a classificacdo das bifurcacdes. Além disso, 0s
diagramas de bifurcacdo apresentados no capitulo 5 ndo sdo completos, pois foram

construidos utilizando apenas uma condicdo inicial.

A sequir ¢é dada a justificativa para a escolha dos parametros de integracéo.
Os integradores utilizados pelo software Matlab® para resolver equagdes diferenciais

de primeira ordem sdo mostrados na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1 — Integradores do software Matlab® para resolver equactes diferenciais de primeira ordem

Fonte: Ajuda do software Matlab®

Integrador  Grau de precisédo Quando utilizar
o Na maioria dos problemas. Deve ser o primeiro
0de45 Médio )
integrador a ser testado.
0de23 Baixo Em problemas com tolerancia grosseira para erros.
Em problemas com tolerancia rigorosa para erros ou
0dell13 Alto para resolver problemas que necessitam de recurso

computacional intenso.

Com base na Tabela 4.1 optou-se por utilizar o integrador ode45 do software Matlab®
para realizar a integracdo numérica, o qual emprega o método de Runge-Kutta de quarta e
quinta ordem com passo variavel (Dormand-Prince), por entender-se que uma precisao media
ja é suficiente para obter os resultados desse trabalho.

O tempo total de integracdo é de 500 segundos. Através das simulagdes numéricas
realizadas percebe-se que o sistema ja se encontra em regime permanente apés 500 segundos
de simulacédo, ndo sendo necessario, portanto, um tempo maior de integracao.

O vetor utilizado para fazer o armazenamento dos dados possui 200.000 pontos. Como
0 tempo total de integracdo é de 500 segundos, resulta que o incremento de tempo (passo de
integracdo) utilizado é de 0,0025 segundos. O objetivo foi obter um passo de integracdo
pequeno para garantir uma boa precisdo na resposta obtida humericamente. Embora o passo
de integracdo seja pequeno, o tempo computacional gasto para realizar a integracdo numérica
é baixo. Dessa forma, com esse passo de integracdo foi possivel juntar a boa precisdo na

resposta com o baixo tempo computacional gasto.

O capitulo 5 traz os resultados obtidos com a integracdo numérica da equacdo de

movimento dos sistemas estudados.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

A Tabela 5.1 mostra o valor dos pardmetros que foram mantidos constantes na
integracdo numérica, em funcdo de cada sistema dindmico estudado. O simbolo “-* utilizado
na Tabela 5.1 indica que o parametro ndo existe para o respectivo sistema.

O primeiro sistema estudado durante o desenvolvimento do trabalho foi o sistema com
rigidez ndo-linear. Foi necessario realizar varias simulagdes numéricas para encontrar 0S
parametros M, m, m.e ¢, J e a adequados para que 0 sistema com rigidez ndo-linear
apresentasse 0 comportamento ilustrado na Figura 5.37, na qual € possivel perceber que a
maxima amplitude de deslocamento ocorre quando a frequéncia da excitagdo coincide com a
frequéncia natural do sistema, fenbmeno conhecido como ressondncia. Em outras simulacées
numéricas realizadas, antes de encontrar os parametros presentes na Tabela 5.1, o sistema
com rigidez ndo-linear ndo apresentou claramente o fendmeno da ressonancia dentro da faixa
de frequéncia analisada no trabalho. Depois que os parametros adequados foram encontrados
(Tabela 5.1), os demais sistemas foram estudados e simulados numericamente também. Os
parametros L e dy do sistema NLGS também foram escolhidos ap0ds a realizacdo de varias
simulacGes numéricas, de forma que houvesse indicacdo de regime de movimento caotico
dentro da faixa de frequéncia analisada. O comportamento dos sistemas estudados sera
analisado em detalhes ao longo do capitulo 5, porém, fez-se necessaria essa breve antecipacédo
para justificar a escolha dos parametros da Tabela 5.1.

Além do que foi explicado no paragrafo anterior, os pardmetros da Tabela 5.1 foram
escolhidos de maneira que a resposta de cada sistema apresentasse amplitude de deslocamento
e frequéncia natural da mesma ordem de grandeza, para que fosse possivel a comparacao
entre 0 comportamento dindmico dos mesmos.

A escolha dos parametros de rigidez (k, k. e kn.) € justificada ao longo do capitulo 5,
na medida em que os resultados das integragdes huméricas sdo apresentados para cada um dos
modelos estudados.

Em todas as integracdes numéricas realizadas nesse trabalho as condicdes iniciais de

deslocamento e velocidade sdo nulas.
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Valor do paréametro
Parametro [unidade] SstemaNLGS Sstema NLGS Sis:cielg;ri\:ec;om Sstema
nao ideal ideal néo-linear nao ideal
M [kg] 9) 5 ) 5)
m [kg] 1 1 1 1
m.e [kg.m] 1 1 1 1
k [N/m] 533 533 - 533
k;, [N/m] - - -40 -
ko [N/m] - - 400 -
c [N.s/m] S 5 S S
J [kg.m?] 0,1 - 0,1 0,1
a [N.m] 80 - 80 80
g [m/s?] 9,81 9,81 9,81 9,81
L [m] 1,4 1,4 : .
do [M] 0,05 0,05 - -

5.1 SISTEMA NLGS NAO IDEAL

A curva da energia potencial elastica em funcdo do deslocamento (Equacdo 3.15), de
acordo com os parametros da Tabela 5.1, é mostrada na Figura 5.1.

Figura 5.1 — Curva da energia potencial elastica em fungéo do deslocamento e os pontos de equilibrio do

Energia potencial elastica (J)

OO = m W OB th ® o~

. . Y ST
)(3 -‘_I_,--‘"-+-"“'=.._“§ XZ/
S - -
04

\:“ .
-0.4

086

-0.2 ] 0.2

Deslocamento (m)

08

sistema NLGS ndo ideal

| 4 Ponto de equilibrio instavel

1 ® Pontos de equilibrio estavel

Para classificar a estabilidade dos pontos de equilibrio Timoshenko e Gere (1961)

utilizam a Figura 5.2, que representa uma esfera apoiada sobre uma superficie concava em
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(a); convexa em (b) e plana em (c). Ao impor um deslocamento na esfera na condicgdo (a) a
mesma passa a oscilar, porém, permanece na vizinhanca do seu ponto de equilibrio,
caracterizando o equilibrio estavel. J& na condigdo (b) ao impor um deslocamento na esfera a
tendéncia é que a mesma se afaste da sua posicdo de equilibrio, caracterizando o equilibrio
instavel. Na condicdo (c) o equilibrio é chamado de neutro ou indiferente.

(a) (b) (c)

Figura 5.2 — Estados de equilibrio para um corpo rigido
(a) equilibrio estavel; (b) equilibrio instavel; (c) equilibrio neutro
Fonte: Timoshenko e Gere (1961)

Com base nos comentarios de Timoshenko e Gere (1961) citados no paragrafo anterior
e analisando a Figura 5.1, conclui-se que quando o deslocamento € nulo o sistema esta no seu
ponto de equilibrio instavel (ponto x; na cor vermelha). Os pontos de equilibrio estavel séo
representados por X, e X3 na Figura 5.1 (pontos na cor verde). Devido a esse comportamento
diz-se que o sistema apresenta energia potencial elastica com dois po¢os de potencial.

Os pontos de equilibrio do sistema sdo calculados igualando-se a derivada da energia

potencial elastica, calculada pela Equacéo (3.22), a zero.

x=0
ou

IRNY
X = iJLZ — [(ZLZdO)

(5.1)

Substituindo os valores de L e dy da Tabela 5.1 na Equacdo (5.1), obtém-se:
x=%0,263.

Assim, os pontos de equilibrio do sistema séo:
x1 = 0 > ponto de equilibrio instavel;
X = +0,263 > ponto de equilibrio estavel,

X3 = -0,263 - ponto de equilibrio estavel;
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No ponto de equilibrio instavel a energia potencial elastica é positiva devido a
deformacdo inicial da mola dy (nessa condi¢cdo a mola esta tracionada), ou seja, devido a
deformacdo inicial da mola a energia potencial elastica ndo é nula quando o deslocamento é
nulo (posicdo de equilibrio instavel).

A Equacdo (3.22) é a derivada da energia potencial em funcdo do deslocamento, ou
seja, a forca. Substituindo na Equacéo (3.22) os parametros da Tabela 5.1 resulta na seguinte

curva da forga em fungdo do deslocamento (Figura 5.3):

- a N
oo O

Forga (N)
o

1
(4 ]

-10
1510

-2 ; ; i . I
-%.6 -04 -02 0 02 04 08
Deslocamento {m)

Figura 5.3 — Curva da forca em funcéo do dedl ocamento do sistema NLGS néo ideal

Para compreender o comportamento dindmico do sistema inicialmente analisa-se a
curva de resposta em frequéncia (Figura 5.4). Foram utilizados dois parametros distintos para
obter a curva de amplitude de deslocamento desse sistema:

a) Constante de frequéncia do motor fo, definida pela Equacéo (2.3);

b) Valor médio da velocidade angular do motor em regime permanente convertido

para a unidade Hz (média da frequéncia do motor).

Na Figura 5.4 o valor da amplitude de deslocamento esta em mddulo e representa o
maximo deslocamento do sistema em regime permanente. A constante de frequéncia fo do
motor foi incrementada de 0,1 Hz varrendo a faixa de 0,1 Hz a 5 Hz. Para cada valor de f; foi
calculada numericamente a respectiva amplitude de deslocamento e registrada na curva da
Figura 5.4 (a). Para cada valor de f, também foi calculada a média da frequéncia do motor, a
qual representa a frequéncia em torno da qual o motor estabiliza a sua rotagdo em regime
permanente. Cada valor da média da frequéncia do motor foi registrado na curva da Figura 5.4
(b). Em outras palavras, significa que o Unico pardmetro variado durante a integracéo

numérica foi a constante de frequéncia f, do motor. Os demais parametros foram mantidos
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constantes de acordo com a Tabela 5.1. Isso significa que em cada simulagdo realizada o
motor elétrico apresentava uma curva caracteristica diferente (para cada simulacéo realizada a
constante de torque a foi mantida constante, porém, a frequéncia em que o motor atingia o

regime estacionario foi alterada).

08

0.7
06}
Eos
0.4
203t
<02

0.1}

litude

0

o S T S S S S S N S S S S S SR S
005115 2 25 3 35 4 45 5 005115 2 25 3 35 4 45 5
Constante de frequéncia do motor fO (Hz) Média da frequéncia motor-reg. permanente (Hz)

(a) (b)

Figura 5.4 — Resposta em frequéncia — sstema NLGS nao ideal
(a) Amplitude de ded ocamento em funcio da constante de frequéncia do motor fy; (b) Amplitude de

desl ocamento em fungéo da média da frequéncia do motor

Analisando a Figura 5.4 percebe-se que o valor maximo da amplitude de deslocamento
do sistema NLGS ndo ideal ocorre para a constante de frequéncia do motor f, igual a 0,9 Hz,
que é a frequéncia natural do sistema. Quando a frequéncia do motor coincide com a
frequéncia natural do sistema ocorre a ressonancia e a amplitude de deslocamento atinge o seu
valor maximo. Para valores da constante de frequéncia do motor abaixo de 0,5 Hz e acima de
1,0 Hz a amplitude de deslocamento se reduz drasticamente, pois, 0 sistema esta operando
fora da sua frequéncia natural.

Comparando-se as Figuras 5.4 (a) e 5.4 (b) percebe-se que o valor da média da
frequéncia do motor estd muito proximo do valor da constante de frequéncia do motor f,. Isso
significa que o motor ndo é capturado pela frequéncia natural do sistema, ou seja, 0 motor
consegue estabilizar sua rotacdo num valor muito proximo da sua constante de frequéncia fo.
Além disso, ndo se visualiza o salto (descontinuidade) na curva de amplitude de deslocamento
mostrada na Figura 5.4 (b). Portanto, conclui-se que para o sistema NLGS néo ideal, com base
nos parametros da Tabela 5.1, ndo ocorre o efeito Sommerfeld.

Como ja mencionado anteriormente, na integracdo numérica variou-se a constante de

frequéncia f, do motor. Os valores de fy para 0s quais se analisa com mais detalhe a resposta
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do sistema s&o mostrados na Tabela 5.2. Esses valores de f, foram escolhidos para analisar o
comportamento do sistema antes da ressonancia (0,5 Hz), durante a ressonéncia (0,9 Hz) e
apos a ressonancia (1,0 Hz; 1,1 Hz; 1,2 Hz; 1,5 Hz e 2,0 Hz).

Tabela 5.2 — Parametro que foi variado na integracéo numérica — sistema NLGS néo ideal

1 2 3 4 5 6 7
fo [Hz] 05 0,9 1,0 11 12 15 2,0

A Figura 5.5 mostra cada uma das curvas do torque em funcao da frequéncia do motor
elétrico para os valores de fo da Tabela 5.2. Lembrando que a constante de torque a do motor
foi mantida constante (Tabela 5.1).

N, ~

80 .
70! — 1
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550- —
© 407 SH
g 30 ~ 8
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0 02040608 1 12141618 2
Frequéncia do motor (Hz)

Figura 5.5 — Curvas de torgue em funcéo da frequéncia do motor elérico — sisema NLGS ndo ideal

As Figuras 5.6 a 5.12 apresentam os resultados da simulacdo para os valores da
constante de frequéncia do motor f, mostrados na Tabela 5.2, nas quais: (a) € o histérico do
deslocamento (regime permanente + transiente); (b) é o historico do deslocamento (zoom do
regime permanente); (c) é o histérico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente);
(d) é o plano de fase; (e) é a curva da FFT (espectro de frequéncias).

A linha horizontal presente no histérico da frequéncia do motor das Figuras 5.6 (¢) a
5.12 (c) representa o valor da constante de frequéncia do motor f,. Com essa informacéo

pode-se comparar a frequéncia do motor em regime permanente (estacionario) com o valor da
sua constante fo.
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Figura 5.6 — Respodta — sistema NLGS ndo ideal —fo = 0,5Hz
(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime
permanente); (c) historico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Analisando a Figura 5.6 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno dos seus dois
pontos de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que o movimento apresenta periodo um.
Observando a Figura 5.6 (c) conclui-se que a frequéncia do motor consegue ultrapassar o
valor da sua constante f,, ou seja, ndo ocorre a captura. A Figura 5.6 (d) confirma as
informacgGes da Figura 5.6 (b), mostrando que o sistema oscila em torno dos seus dois pontos
de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo um. O espectro de frequéncias na
Figura 5.6 (e) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 0,5 Hz (constante de frequéncia

do motor) no movimento do sistema.
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Figura 5.7 — Respodta — sistema NLGS ndo ideal —fo = 0,9 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime
permanente); (c) historico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Analisando a Figura 5.7 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno dos seus dois
pontos de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que o movimento apresenta periodo um.
Observando a Figura 5.7 (c) conclui-se que a frequéncia do motor consegue ultrapassar o
valor da sua constante f,, ou seja, ndo ocorre a captura. A Figura 5.7 (d) confirma as
informacgGes da Figura 5.7 (b), mostrando que o sistema oscila em torno dos seus dois pontos
de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo um. O espectro de frequéncias na
Figura 5.7 (e) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 0,9 Hz (constante de frequéncia

do motor) no movimento do sistema.
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Figura 5.8 — Respodta — sistema NLGSnao ideal —fo = 1,0 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) historico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Analisando a Figura 5.8 (b) percebe-se que o sistema apresenta um comportamento
irregular. Observando a Figura 5.8 (c) conclui-se que a frequéncia do motor consegue
ultrapassar o valor da sua constante f,, ou seja, ndo ocorre a captura. A Figura 5.8 (d)
confirma as informagdes da Figura 5.8 (b), mostrando que o sistema oscila com diversos
periodos (movimento irregular). O espectro de frequéncias na Figura 5.8 (e) confirma que
existem diversas frequéncias perturbando o movimento do sistema, inclusive a frequéncia de

1,0 Hz (constante de frequéncia do motor).
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Figura 5.9 — Respodta — sistema NLGSnéo ideal —fo = 1,1 Hz

(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) historico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Analisando a Figura 5.9 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um

ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que o movimento apresenta periodo dois.

Observando a Figura 5.9 (c) conclui-se que a frequéncia do motor consegue ultrapassar o

valor da sua constante f,, ou seja, ndo ocorre a captura. A Figura 5.9 (d) confirma as

informagGes da Figura 5.9 (b), mostrando que o sistema oscila em torno de apenas um ponto

de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo dois. O espectro de frequéncias na

Figura 5.9 (e) confirma a presenca de duas frequéncias no movimento do sistema, inclusive a

frequéncia de 1,1 Hz (constante de frequéncia do motor).
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Figura 5.10 — Respogta— sisema NLGSnéo ideal — fo = 1,2 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime
permanente); (c) historico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Analisando a Figura 5.10 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estdvel. Além disso, nota-se que 0 movimento apresenta periodo um.
Observando a Figura 5.10 (c) conclui-se que a frequéncia do motor consegue ultrapassar o
valor da sua constante fo, ou seja, ndo ocorre a captura. A Figura 5.10 (d) confirma as
informacGes da Figura 5.10 (b), mostrando que o sistema oscila em torno de apenas um ponto
de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo um. O espectro de frequéncias na
Figura 5.10 (e) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 1,2 Hz (constante de frequéncia

do motor) no movimento do sistema.
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Figura 5.11 — Respogta— sisema NLGSnédo ideal — fo = 1,5Hz
(a) histérico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) historico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Analisando a Figura 5.11 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estdvel. Além disso, nota-se que 0 movimento apresenta periodo um.
Observando a Figura 5.11 (c) conclui-se que a frequéncia do motor consegue ultrapassar o
valor da sua constante fo, ou seja, ndo ocorre a captura. A Figura 5.11 (d) confirma as
informacGes da Figura 5.11 (b), mostrando que o sistema oscila em torno de apenas um ponto
de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo um. O espectro de frequéncias na
Figura 5.11 (e) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 1,5 Hz (constante de frequéncia

do motor) no movimento do sistema.



73

04

Deslocamento {rm)

Deslocamento {m)
(=]

09700 200 300 400 500 Odeo 492 asa 498 498 500
Tempa (s) Tempao (s}
(a) (b)
3
22 Y al
&
| =]
3 3 TJ'— fo = ?
i | f ¥l rl l ﬂ b 51
§ >
29l 111 ln il 2
[y
30 488 500 P10 o1 02 03 04
Tampn {t] Deslocamento (m)
() (d)
FFT
800 —_—
500
« 400
2
'E_ED[I
% 200 -
100 i ,
S\
%905 1 15 2 25 3 35 4 45 &
Frequéncia [Hz]
(e)

Figura 5.12 — Respogta— sisema NLGSnéo ideal — f, = 2,0 Hz
(a) histérico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) historico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Analisando a Figura 5.12 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estdvel. Além disso, nota-se que 0 movimento apresenta periodo um.
Observando a Figura 5.12 (c) conclui-se que a frequéncia do motor consegue ultrapassar o
valor da sua constante fo, ou seja, ndo ocorre a captura. A Figura 5.12 (d) confirma as
informacgGes da Figura 5.12 (b), mostrando que o sistema oscila em torno de apenas um ponto
de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo um. O espectro de frequéncias na
Figura 5.12 (e) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 2,0 Hz (constante de frequéncia
do motor) no movimento do sistema.
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Analisando as Figuras 5.6 a 5.12 percebe-se que o comportamento do sistema NLGS
nao ideal é complexo. Pequenas variagdes na constante de frequéncia do motor f, provocam
grandes mudancas na resposta do sistema. As caracteristicas que aumentam a complexidade
na resposta do sistema s&o a ndo-linearidade na rigidez e a fonte de excitacdo néo ideal.

O regime de movimento desse sistema pode ser periédico ou ter indicacdo de
movimento ca6tico dependendo do valor da constante de frequéncia do motor. Na Figura 5.8
tem-se o indicativo de regime de movimento caotico e nas Figuras 5.6 a 5.7 € 5.9 a 5.12 0
regime de movimento é periddico. O indicativo da existéncia de caos é comprovado pela
curva da FFT. Na Figura 5.8 (e) vé-se o espectro da FFT bastante perturbado, indicando a
existéncia de varias frequéncias no movimento do sistema e nas Figuras 5.6 (e) a 5.7 (e) e 5.9
(e) a5.12 (e) tém-se algumas frequéncias predominantes, comportamento caracteristico de um
regime periodico.

Observando as Figuras 5.6 (d) e 5.7 (d) percebe-se que o sistema oscila em torno dos
seus dois pontos de equilibrio estavel. Por isso, o plano de fase assume a forma parecida com
a do numero oito deitado. Ja as Figuras 5.9 (d) a 5.12 (d) revelam que o sistema oscila em
torno de apenas um dos seus pontos de equilibrio estavel.

Conforme ja comentado anteriormente, o sistema NLGS possui uma limitacao fisica: o
seu deslocamento ndo pode exceder ao comprimento das barras. Observando os resultados
numéricos, percebe-se que o deslocamento do sistema € inferior ao comprimento das barras
(L=1,4m), o que garante o correto funcionamento do mecanismo.

A Tabela 5.3 resume o tipo de regime de movimento do sistema (periédico ou
indicativo de movimento cadtico) para os valores da constante de frequéncia do motor f, da
Tabela 5.2.

Tabela 5.3 — Regime de movimento — sistema NLGS nao ideal — resumo

Regime de o o indicativo o o o o
) periédico | periddico periddico | periddico | peridédico = periddico
movimento de caos
fo [HZ] 0,5 0,9 1,0 11 1,2 1,5 2,0

Observando as Figuras 5.6 (c) a 5.12 (c) verifica-se que a frequéncia do motor ndo é
capturada pela frequéncia natural do sistema (a frequéncia do motor ultrapassa o valor da
constante fo). Percebe-se também a flutuacdo que existe na frequéncia do motor, o que pode

ser atribuido a interagdo que existe entre 0 motor e o préprio sistema.
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5.2 SISTEMA NLGS IDEAL

Para analisar o comportamento dinamico do sistema inicialmente mostra-se a curva de
resposta em frequéncia. Para esse sistema varia-se, na integracdo numeérica, a frequéncia da
excitacao f, ou seja, a velocidade angular da massa desbalanceada @ convertida para a unidade
Hz.

f== (5.2)

A Figura 5.13 mostra a curva de amplitude de deslocamento do sistema em funcéo da
frequéncia de excitagéo f. O valor da amplitude de deslocamento estd em modulo e representa
0 maximo deslocamento do sistema em regime permanente. A frequéncia de excitacdo f foi
incrementada de 0,1 Hz varrendo a faixa de 0,1 Hz a 5 Hz. Para cada valor de f foi calculada
numericamente a respectiva amplitude de vibracdo e registrada na curva da Figura 5.13. Em
outras palavras, significa que o Unico parametro variado durante a integracdo numerica foi a
frequéncia de excitacdo f. Os demais parametros foram mantidos constantes de acordo com a
Tabela 5.1.
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Figura 5.13 — Resposta em frequéncia — sistema NLGSideal
Amplitude de ded ocamento em fun¢do da frequéncia de excitacao f

Analisando a Figura 5.13 percebe-se que o valor maximo da amplitude de
deslocamento do sistema NLGS ideal ocorre para a frequéncia de excitacdo f igual a 0,8 Hz,
que é a frequéncia natural do sistema. Quando a frequéncia de excitacdo coincide com a
frequéncia natural do sistema ocorre a ressonancia e a amplitude de deslocamento atinge o seu

valor maximo. Para valores da constante de frequéncia do motor abaixo de 0,5 Hz e acima de
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1,0 Hz a amplitude de deslocamento se reduz drasticamente, pois, 0 sistema esta operando
fora da sua frequéncia natural.

Na sequéncia mostra-se o diagrama de bifurcacdo para trés parametros de controle
distintos: frequéncia de excitacdo f; comprimento das barras L e deformacéo inicial da mola
do.

5.2.1 Diagrama de bifurcacgéo utilizando como paréametro de controle a frequéncia de

excitacao f

A Figura 5.14 representa o diagrama de bifurcagdo do sistema NLGS ideal utilizando
como parametro de controle a frequéncia de excitacdo f. Nesse diagrama o parametro de
controle é incrementado lentamente e, para cada valor do pardmetro de controle, é feita uma
amostragem do deslocamento na respectiva frequéncia da excitacdo. Essa amostragem do
deslocamento é plotada no diagrama para o respectivo valor de f, ou seja, plota-se no mesmo
gréafico a secdo de Poincaré para cada incremento do parametro de controle. A frequéncia de

excitacdo f foi incrementada de 0,1 Hz varrendo a faixa de 0,1 Hz a 5 Hz.
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Figura 5.14 — Diagrama de bifurcacéo do sistema NLGSideal utilizando como parametro de controle a

frequéncia de excitacao f

Analisando a Figura 5.14 identifica-se que a resposta do sistema assume regime de
movimento regular (periddico) para os valores da frequéncia de excitacdo f de 0,1 a 0,85 Hz e
1,1 a 5,0, pois o diagrama de bifurcagcdo apresenta poucos pontos, significando que existem
poucos periodos no movimento do sistema. Para valores de f entre 0,9 e 1,0 Hz tem-se 0
indicativo de movimento caotico, pois o diagrama de bifurcacdo apresenta varios pontos,

indicando que existem varios periodos no movimento do sistema.
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Para comprovar a veracidade e a consisténcia das informac6es da Figura 5.14 faz-se

uma anéalise mais detalhada da resposta do sistema para os valores da frequéncia de excitacdo
f mostrados na Tabela 5.4.

Tabela 5.4 — Valores da frequéncia de excitagao f utilizados para fazer a analise do comportamento do sistema

NLGS ideal
1 2 3 4 5 6 7
f [Hz] 0,5 0,9 1,0 11 1.2 15 2,0

As Figuras 5.15 a 5.21 apresentam a resposta do sistema para os valores da frequéncia
de excitacdo f mostrados na Tabela 5.4, nas quais: (a) é o historico do deslocamento (regime
permanente + transiente); (b) é o historico do deslocamento (zoom do regime permanente); (c)

¢ a secdo de Poincaré sobre o plano de fase e (d) é a curva da FFT (espectro de frequéncias).
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Figura 5.15 — Resposta — sisema NLGSideal — f= 0,5 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (¢) secéo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Analisando a Figura 5.15 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno dos seus dois
pontos de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que 0 movimento apresenta periodo um. A
Figura 5.15 (c) confirma as informagdes da Figura 5.15 (b), mostrando que o sistema oscila
em torno dos seus dois pontos de equilibrio estavel e que o0 movimento apresenta periodo um,
pois a secdo de Poincaré apresenta apenas um ponto sobre o plano de fase. O espectro de
frequéncias na Figura 5.15 (d) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 0,5 Hz

(frequéncia de excitagdo) no movimento do sistema.
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Figura 5.16 — Respogta — sistema NLGSideal — f= 0,9 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (¢) secéo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)

Analisando a Figura 5.16 (b) percebe-se que o sistema apresenta um comportamento
irregular. A Figura 5.16 (c) confirma as informagdes da Figura 5.16 (b), mostrando que o
sistema oscila com diversos periodos (movimento irregular), pois a se¢do de Poincaré
apresenta varios pontos sobre o plano de fase. O espectro de frequéncias na Figura 5.16 (d)
confirma que existem diversas frequéncias perturbando o movimento do sistema, inclusive a

frequéncia de 0,9 Hz (frequéncia de excitacao).
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Figura 5.17 — Respoga— sistema NLGSideal —f= 1,0 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime
permanente); (c) segdo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)

Analisando a Figura 5.17 (b) percebe-se que o sistema apresenta um comportamento
irregular. A Figura 5.17 (c) confirma as informacdes da Figura 5.17 (b), mostrando que o
sistema oscila com diversos periodos (movimento irregular), pois a se¢do de Poincaré
apresenta varios pontos sobre o plano de fase. O espectro de frequéncias na Figura 5.17 (d)
confirma que existem diversas frequéncias perturbando o movimento do sistema, inclusive a

frequéncia de 1,0 Hz (frequéncia de excitac&o).
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Figura 5.18 — Respogta — sigema NLGSideal — f= 1,1 Hz
(a) historico do ded ocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) secéo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)

Analisando a Figura 5.18 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que 0 movimento apresenta periodo dois. A
Figura 5.18 (c) confirma as informagdes da Figura 5.18 (b), mostrando que o sistema oscila
em torno de apenas um ponto de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo dois,
pois a secdo de Poincaré apresenta dois pontos sobre o plano de fase. O espectro de
frequéncias na Figura 5.18 (d) confirma a presenca de duas frequéncias no movimento do

sistema, inclusive a frequéncia de 1,1 Hz (frequéncia de excitacdo).
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Figura 5.19 — Respogta — sigema NLGSideal — f= 1,2 Hz
(a) historico do ded ocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) secéo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)

Analisando a Figura 5.19 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que 0 movimento apresenta periodo um. A
Figura 5.19 (c) confirma as informagdes da Figura 5.19 (b), mostrando que o sistema oscila
em torno de apenas um ponto de equilibrio estavel e que o movimento apresenta periodo um,
pois a secdo de Poincaré apresenta apenas um ponto sobre o plano de fase. O espectro de
frequéncias na Figura 5.19 (d) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 1,2 Hz

(frequéncia de excitacdo) no movimento do sistema.
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Figura 5.20 — Respogta— sigema NLGSideal — f= 1,5Hz
(a) historico do ded ocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) secéo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)

Analisando a Figura 5.20 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um

ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que o movimento apresenta periodo um. A

Figura 5.20 (c) confirma as informagdes da Figura 5.20 (b), mostrando que o sistema oscila

em torno de apenas um ponto de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo um,

pois a secdo de Poincaré apresenta apenas um ponto sobre o plano de fase. O espectro de

frequéncias na Figura 5.20 (d) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 1,5 Hz

(frequéncia de excitacdo) no movimento do sistema.
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Figura 5.21 — Respogta — sigema NLGSideal — f = 2,0 Hz
(a) historico do ded ocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do des ocamento (zoom do regime

permanente); (c) secéo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)

Analisando a Figura 5.21 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que o movimento apresenta periodo um. A
Figura 5.21 (c) confirma as informagdes da Figura 5.21 (b), mostrando que o sistema oscila
em torno de apenas um ponto de equilibrio estavel e que o movimento apresenta periodo um,
pois a secdo de Poincaré apresenta apenas um ponto sobre o plano de fase. O espectro de
frequéncias na Figura 5.21 (d) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 2,0 Hz
(frequéncia de excitacdo) no movimento do sistema.

A Tabela 5.5 resume o tipo de regime de movimento do sistema (periddico ou
indicativo de movimento caotico) para os valores da frequéncia de excitacdo f da Tabela 5.4

para o sistema NLGS ideal.

Tabela 5.5 — Regime de movimento do sistema NLGSideal utilizando como parémetro de controle a frequéncia

de excitacdo f — resumo

Regime de o indicativo indicativo o o o o
) periédico periddico | periédico = periddico | periddico
movimento de caos de caos
f [HZz] 0,5 0,9 1,0 11 1,2 1,5 2,0

A andlise dos dados da Tabela 5.5, que foi gerada a partir da analise das Figuras 5.15 a
5.21, leva a mesma conclusdo a respeito do movimento do sistema do que a Figura 5.14. Isso

comprova a veracidade e a consisténcia do diagrama de bifurcacdo mostrado na Figura 5.14.
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5.2.2 Diagrama de bifurcacédo utilizando como parametro de controle o comprimento

das barras L

A Figura 5.22 é o diagrama de bifurcacdo do sistema NLGS ideal utilizando como
parametro de controle o comprimento das barras L. Nesse diagrama o parametro de controle é
incrementado lentamente e, para cada valor do parametro de controle, é feita uma amostragem
do deslocamento na respectiva frequéncia da excitacdo. Essa amostragem do deslocamento é
plotada no diagrama para o respectivo valor de L, ou seja, plota-se no mesmo grafico a secéo
de Poincare para cada incremento do parametro de controle. O comprimento das barras L foi
incrementado de 0,01 m varrendo a faixa de 1,2 m a 2,0 m, para 0s seguintes valores da
frequéncia de excitagéo f: (a) 0,5 Hz; (b) 0,9 Hz; (c) 1,0 Hz; (d) 1,1 Hz; (e) 1,2 Hz; (f) 1,5 Hz
e (g9) 2,0 Hz.
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Figura 5.22 — Diagrama de bifurcacéo do sistema NLGSideal utilizando como parametro de controle o
comprimento das barras L
(@) 0,5Hz (b) 0,9Hz (c) 1,0Hz (d) 1,1 Hz (e) 1,2Hz (f) 1,5Hze(g) 2,0HHz

A linha vertical presente na Figura 5.22 representa o valor de L = 1,4 m da Tabela 5.1.
Para L = 1,4 m identifica-se, através da Figura 5.22, que o regime de movimento do sistema é
periddico para os seguintes valores da frequéncia de excitacdo f: 0,5 Hz; 1,1 Hz; 1,2 Hz; 1,5
Hz e 2,0 Hz, pois o diagrama de bifurcagdo apresenta poucos pontos, significando que
existem poucos periodos no movimento do sistema. Para f = 0,9 Hz e 1,0 Hz tem-se o
indicativo de regime de movimento caotico porque o diagrama de bifurcacdo apresenta varios
pontos, indicando que existem varios periodos no movimento do sistema.

Para comprovar a veracidade e a consisténcia das informagfes da Figura 5.22 faz-se
uma analise mais detalhada da resposta do sistema para os valores do comprimento das barras
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L mostrados na Tabela 5.6 para a frequéncia de excitacdo f de 1,0 Hz. Essa analise ndo sera

feita para outros valores de f para evitar que o texto fiqgue muito extenso e repetitivo.

Tabela 5.6 — Valores do comprimento das barras L utilizados para fazer a analise do comportamento do sistema
NLGSideal paraf= 1,0Hz

1

2

3

L [m]

1,25

1,50

1,80

As Figuras 5.23 a 5.25 apresentam a resposta do sistema para os valores do

comprimento das barras L mostrados na Tabela 5.6, nas quais: (a) é o histérico do

deslocamento (regime permanente + transiente); (b) € o histérico do deslocamento (zoom do

regime permanente); (c) é a secdo de Poincaré sobre o plano de fase e (d) € a curva da FFT

(espectro de frequéncias).
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Figura 5.23 — Resposta — sisema NLGSideal — L= 1,25mef= 1,0 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (¢) secéo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)

Analisando a Figura 5.23 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno dos seus dois

pontos de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que 0 movimento apresenta periodo um. A
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Figura 5.23 (c) confirma as informagdes da Figura 5.23 (b), mostrando que o sistema oscila
em torno dos seus dois pontos de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo um,
pois a secdo de Poincaré apresenta apenas um ponto sobre o plano de fase. O espectro de
frequéncias na Figura 5.23 (d) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 1,0 Hz
(frequéncia de excitagcdo) no movimento do sistema.
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Figura 5.24 — Respoga — sistema NLGSideal — L= 1,50mef= 1,0 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (¢) secéo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)

Analisando a Figura 5.24 (b) percebe-se que o sistema apresenta um comportamento
irregular. A Figura 5.24 (c) confirma as informacdes da Figura 5.24 (b), mostrando que o
sistema oscila com diversos periodos (movimento irregular), pois a se¢do de Poincaré
apresenta varios pontos sobre o plano de fase. O espectro de frequéncias na Figura 5.24 (d)
confirma que existem diversas frequéncias perturbando o movimento do sistema, inclusive a
frequéncia de 1,0 Hz (frequéncia de excitacao).
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Figura 5.25 — Respogta— sistema NLGSideal — L= 1,80mef= 1,0 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) segdo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)

Analisando a Figura 5.25 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que 0 movimento apresenta periodo dois. A
Figura 5.25 (c) confirma as informagdes da Figura 5.25 (b), mostrando que o sistema oscila
em torno de apenas um ponto de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo dois,
pois a se¢do de Poincaré apresenta dois pontos sobre o plano de fase. O espectro de
frequéncias na Figura 5.25 (d) confirma a presenca de duas frequéncias no movimento do
sistema, inclusive a frequéncia de 1,0 Hz (frequéncia de excitacéo).

A Tabela 5.7 resume o tipo de regime de movimento do sistema (periddico ou
indicativo de movimento caotico) para os valores do comprimento das barras L mostrados na

Tabela 5.6 para o sistema NLGS ideal, na frequéncia de excitagdo f = 1,0 Hz.
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Tabela 5.7 — Regime de movimento do sistema NLGSideal utilizando como parémetro de controle o

comprimento das barras L paraf = 1,0 Hz— resumo

Regime de o indicativo o
_ periddico periddico
movimento de caos
L [m] 1,25 15 18

A andlise dos dados da Tabela 5.7, que foi gerada a partir da analise das Figuras 5.23 a
5.25, leva a mesma conclusdo quanto ao regime de movimento do sistema do que a analise
feita através do diagrama de bifurcacdo (Figura 5.22). Isso comprova a veracidade e a

consisténcia do diagrama de bifurcacdo mostrado na Figura 5.22.

5.2.3 Diagrama de bifurcacdo utilizando como parametro de controle a deformacéo

inicial da mola dy

A Figura 5.26 é o diagrama de bifurcacdo do sistema NLGS ideal utilizando como
parametro de controle a deformacédo inicial da mola do. Nesse diagrama o parametro de
controle é incrementado lentamente e, para cada valor do pardmetro de controle, é feita uma
amostragem do deslocamento na respectiva frequéncia da excitacdo. Essa amostragem do
deslocamento é plotada no diagrama para o respectivo valor de dy, ou seja, plota-se no mesmo
grafico a secdo de Poincaré para cada incremento do parametro de controle. A deformacéo
inicial da mola d, foi incrementada 0,001 m varrendo a faixa de 0 a 0,1 m, para 0s seguintes
valores da frequéncia de excitacdo f: (a) 0,5 Hz; (b) 0,9 Hz; (c) 1,0 Hz; (d) 1,1 Hz; (e) 1,2 Hz;
() 1,5Hze (g) 2,0 Hz.
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Figura 5.26 — Diagrama de bifurcacéo do sistema NLGSideal utilizando como parametro de controle a
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A linha vertical presente nas curvas da Figura 5.26 representa o valor de do = 0,05m da

Tabela 5.1. Para dy = 0,05m identifica-se, através da Figura 5.26, que o regime de movimento
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do sistema é periddico para os seguintes valores da frequéncia de excitacdo f: 0,5 Hz; 1,1 Hz;
1,2 Hz; 1,5 Hz e 2,0 Hz, pois o diagrama de bifurcacdo apresenta poucos pontos, significando
que existem poucos periodos no movimento do sistema. Para f = 0,9 Hz e 1,0 Hz tem-se o
indicativo de regime de movimento caético porque o diagrama de bifurcacdo apresenta varios
pontos, indicando que existem varios periodos no movimento do sistema.

Para comprovar a veracidade e a consisténcia das informac6es da Figura 5.26 faz-se
uma analise mais detalhada da resposta do sistema para os valores da deformacéo inicial da
mola do mostrados na Tabela 5.8 para a frequéncia de excitacdo f de 1,0 Hz. Essa analise ndo

sera feita para outros valores de f para evitar que o texto fiqgue muito extenso e repetitivo.

Tabela 5.8 - Valores da deformacéo inicial da mola d, utilizados para fazer a analise do comportamento do
sistema NLGSideal paraf= 1,0 Hz

1

2

3

4

5

do [m]

0,010

0,015

0,035

0,045

0,070

As Figuras 5.27 a 5.31 apresentam a resposta do sistema para os valores da
deformacdo inicial da mola do mostrados na Tabela 5.8, nas quais: (a) é o histérico do
deslocamento (regime permanente + transiente); (b) é o historico do deslocamento (zoom do
regime permanente); (c) é a secdo de Poincaré sobre o plano de fase e (d) € a curva da FFT

(espectro de frequéncias).
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Figura 5.27 — Respogta — sigema NLGSideal — dy= 0,010mef=1,0Hz

(a) historico do ded ocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) secéo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)

Analisando a Figura 5.27 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um

ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que o movimento apresenta periodo um. A

Figura 5.27 (c) confirma as informagdes da Figura 5.27 (b), mostrando que o sistema oscila

em torno de apenas um ponto de equilibrio estavel e que o movimento apresenta periodo um,

pois a secdo de Poincaré apresenta apenas um ponto sobre o plano de fase. O espectro de

frequéncias na Figura 5.27 (d) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 1,0 Hz

(frequéncia de excitacdo) no movimento do sistema.
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Figura 5.28 — Respogta — sigema NLGSideal — dy= 0,015mef=1,0Hz

(a) historico do ded ocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) secéo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)

Analisando a Figura 5.28 (b) percebe-se que 0 movimento apresenta periodo trés. A

Figura 5.28 (c) confirma a informacdo da Figura 5.28 (b), mostrando que o0 movimento

apresenta periodo trés, pois a secdo de Poincaré apresenta trés pontos sobre o plano de fase. O

espectro de frequéncias na Figura 5.28 (d) confirma a presenca de trés frequéncias no

movimento do sistema, inclusive a frequéncia de 1,0 Hz (frequéncia de excitacao).
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Figura 5.29 — Resposta — sistema NLGSideal — dy= 0,035mef = 1,0 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (¢) secéo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Analisando a Figura 5.29 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que o movimento apresenta periodo um. A
Figura 5.29 (c) confirma as informagdes da Figura 5.29 (b), mostrando que o sistema oscila
em torno de apenas um ponto de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo um,
pois a secdo de Poincaré apresenta apenas um ponto sobre o plano de fase. O espectro de
frequéncias na Figura 5.29 (d) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 1,0 Hz
(frequéncia de excitacdo) no movimento do sistema.
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Figura 5.30 — Respogta — sistema NLGSideal — dy= 0,045mef = 1,0 Hz
(a) histérico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (¢) secéo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)

Analisando a Figura 5.30 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que 0 movimento apresenta periodo dois. A
Figura 5.30 (c) confirma as informagdes da Figura 5.30 (b), mostrando que o sistema oscila
em torno de apenas um ponto de equilibrio estavel e que o movimento apresenta periodo dois,
pois a secdo de Poincaré apresenta dois pontos sobre o plano de fase. O espectro de
frequéncias na Figura 5.30 (d) confirma a presenca de duas frequéncias no movimento do
sistema, inclusive a frequéncia de 1,0 Hz (frequéncia de excitacdo).



95

08 . . . ;
06 b . .
3 € oafl| pAp |l | |
< 2 oz AR 1 II f |I
] ] | | I| || |
E E 0 | |
H = Nin
EIRRITGE
8 1 4 ' S -04f \ v |L_r
LT bl R L L | 08 |
100 200 300 400 080 4s2 asa  a4se as8 500
Tempo (5] Tempe (5]
(a) (b)
4 80— gl
3 1
= 2 800 I
E ] il
% o %4["} | W ! E i
:!-_2 00 I M.
* 0 i i ILLA"":A“‘“W'T e i
A8 06 04 02 0 02 04 08 08 D05 115 2 253 354 45 §
Deslocamaenta (m) Freguéncia (Hz)
(c) (d)

Figura 5.31 — Respogta — sistema NLGSideal — dy= 0,070mef = 1,0 Hz
(a) histérico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) histérico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) segdo de Poincaré sobre o plano de fase; (d) FFT (espectro de frequéncias)

Analisando a Figura 5.31 (b) percebe-se que o sistema apresenta um comportamento
irregular. A Figura 5.31 (c) confirma as informacdes da Figura 5.31 (b), mostrando que o
sistema oscila com diversos periodos (movimento irregular), pois a secdo de Poincaré
apresenta varios pontos sobre o plano de fase. O espectro de frequéncias na Figura 5.31 (d)
confirma que existem diversas frequéncias perturbando o movimento do sistema, inclusive a
frequéncia de 1,0 Hz (frequéncia de excitac&o).

A Tabela 5.9 resume o tipo de regime de movimento do sistema (periddico ou
indicativo de movimento cadtico) para os valores da deformacéo inicial da mola dy mostrados

na Tabela 5.8 para o sistema NLGS ideal, na frequéncia de excita¢éo f = 1,0 Hz.



inicial damola dy paraf = 1,0 Hz— resumo

Regime de o o o o indicativo
) periodico  periodico  periddico = periddico
movimento de caos
do [M] 0,010 0,015 0,035 0,045 0,070
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Tabela 5.9 — Regime de movimento do sistema NLGSideal utilizando como parametro de controle a deformacdo

A andlise dos dados da Tabela 5.9, que foi gerada a partir da analise das Figuras 5.27 a
5.31, leva a mesma conclusdo quanto ao regime de movimento do sistema do que a analise
feita através do diagrama de bifurcacdo (Figura 5.26). Isso comprova a veracidade e a
consisténcia do diagrama de bifurcacdo mostrado na Figura 5.26.

Conforme ja comentado anteriormente, o sistema NLGS possui uma limitacao fisica: o
seu deslocamento ndo pode exceder ao comprimento das barras. Observando os resultados
numéricos, percebe-se que o deslocamento do sistema € inferior ao comprimento das barras

(L=1,4m), o que garante o correto funcionamento do mecanismo.

5.2.4 Equivaléncia dos diagramas de bifurcacéo

Analisando as Figuras 5.14, 5.22 e 5.26 conclui-se que a resposta do sistema é
equivalente, em termos do regime de movimento, embora o parametro de controle seja
diferente em cada um dos diagramas de bifurcacdo. Isso significa que, utilizando o mesmo
valor dos parametros, é possivel identificar se o regime de movimento do sistema é periddico
ou se ha indicacdo de movimento caotico analisando qualquer um dos diagramas de
bifurcacdo apresentados anteriormente, basta utilizar os mesmos parametros em todos os
diagramas para fazer a analise. Por exemplo, utilizando os parametros L=1,4 m; dp = 0,05 me
f = 1,0 Hz concluimos através da Figura 5.14 que ha indicacdo de movimento cadtico do
sistema. De acordo com a Figura 5.22 para L=1,4 m; dp = 0,05 m e f = 1,0 Hz também se
conclui que existe indicacdo de caos. O mesmo se conclui quando se analisa a Figura 5.26
paraL=1,4m; dy=0,05mef=10Hz

Por isso, pode-se dizer que a conclusdo sobre o regime de movimento do sistema é
equivalente para os trés diagramas de bifurcacdo apresentados no texto. Isso confirma a

veracidade e a consisténcia dos dados obtidos através da integracdo numeérica.
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5.2.5 Anélise da influéncia dos parametros de controle no comportamento do sistema

Na sequéncia faz-se um resumo da influéncia, no comportamento do sistema, dos
parametros de controle utilizados para construir os diagramas de bifurcacdo apresentados
anteriormente.

Analisando a Figura 5.14, diagrama de bifurcagdo utilizando como parametro de
controle a frequéncia de excitacdo f, percebe-se que na faixa de frequéncia analisada (0 a 5
Hz) o regime de movimento predominante é o periodico. Existe indicacdo de movimento
cadtico apenas entre as frequéncias de 0,90 a 1,05 Hz. Para a frequéncia de 0,5 Hz o regime
de movimento € periddico (periodo um) e o plano de fase mostra que o sistema oscila entre 0s
seus dois pontos de equilibrio estavel. Para as frequéncias de 1,1 Hz; 1,2 Hz; 1,5 Hz e 2,0 Hz
0 regime de movimento é periddico (periodo um) e o plano de fase mostra que o sistema
oscila em torno de apenas um dos seus pontos de equilibrio estavel.

Observando a Figura 5.22, diagrama de bifurcacdo utilizando como parametro de
controle o comprimento das barras L, é possivel notar que, para as frequéncias de 0,5 Hz; 0,9
Hz e 1,0 Hz o regime de movimento pode ser periddico ou ter indicagdo de movimento
caotico, dependendo do valor do parametro L, sendo que para a frequéncia de 0,9 Hz ha
indicacdo de regime de movimento caotico na maior parte da faixa analisada do parametro L
(para 1,4 < L < 2,0 ha indicacdo de caos). Para as frequéncias de 1,1 Hz; 1,2 Hz; 1,5 Hz e 2,0
Hz o regime de movimento do sistema é periddico, independente do valor do parametro L,
para a faixa de valores de L analisada nesse trabalho.

Analisando a Figura 5.26, diagrama de bifurcacdo utilizando como parametro de
controle a deformacéo inicial da mola dy, percebe-se que para as frequéncias de 0,5 Hz e 2,0
Hz o regime de movimento é periddico independente do valor de do, para a faixa de dy
analisada. Entretanto, para as frequéncias de 0,9 Hz; 1,0 Hz; 1,1 Hz; 1,2 Hz e 1,5 Hz 0 regime
de movimento alterna entre periddico e indicacdo de movimento caético dependendo do valor
de do. Assim, na faixa de 0,9 Hz a 1,5 Hz, pode-se afirmar que o parametro dy tem uma

influéncia significativa no comportamento do sistema.

5.2.6 Sistema NLGS ideal com vibracao livre (caso particular)

A fim de explorar um pouco mais o sistema NLGS apresentam-se na sequéncia alguns
resultados obtidos para o caso particular de vibracéo livre.

A Figura 5.32 apresenta o historico do deslocamento do sistema NLGS ideal com
vibragéo livre para alguns valores de condigéo inicial do deslocamento (Xp).



98

0.3 -0.23 .
-0.24
E-025
2
E 026 :
2 /\’/\/ﬁ,"ﬁ_, N —
E -0.27
[
& -0.28|
-0.29
03, 5 10 15 20
Tempo (s) Tempo (=)
(@) % =0,3m (b) Xo=-0,3m
0.5 04T :
|:u1-| 0.3 \ .'ﬁ'.k AN i
0.3 02 I'n, / . ;
E o2} 1 Eoa W ]
2 2
S 04} S 0 :
B &
g-n‘.-] A - §-u.2-|
.02 \'l 03 1
f |I Ilf'-.li _/ﬂ-\_fn,___.-.__ — i
031 | s : 0.4 J
04y 5 10 15 20 05 5 10 15 20
Tempo (s) Tempo (s)
(€)% =0,5m (d) Xo=-0,5m
08 . . - 0.8 .
0.6 ﬂ 08
04f | n - 04
e N A £
L : : =]
g 02 | / \J; g 02
o o h%
T?, -0.2 % -0.2 J'r \/\/ ;
a z Rt
-n.d.-' I O .04
»
0.6 |I -06
. i i i -0.8 : : ;
08 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Tempo (s) Tempo (s)
()% =0,8m () %=-0,8m

Figura 5.32 — Historico do deslocamento — sistema NLGS ideal — vibracgo livre
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Observando a Figura 5.32 percebe-se que o sistema altera o ponto de equilibrio em
torno do qual o mesmo oscila em funcéo da condigéo inicial do deslocamento. Para x = 0,3m
0 sistema oscila em torno do ponto de equilibrio +0,263m. Para X, = 0,5m o sistema passa a
oscilar em torno do ponto de equilibrio -0,263m. Para X, = 0,8m o sistema volta a oscilar em
torno do ponto de equilibrio +0,263m. Conforme mencionado no capitulo 1 esse
comportamento é chamado de “snap-through” e significa que o sistema passa rapidamente
(“salta”) de um ponto de equilibrio estavel para outro. Conforme mostrado na Figura 5.1 esse
sistema possui um ponto de equilibrio instavel (origem) e dois pontos de equilibrio estavel
(um de cada lado da origem). Assim, o sistema fica alternando entre os seus pontos de
equilibrio estavel, consequentemente, mudando de lado em relagdo a origem, em funcdo da
condicao inicial do deslocamento.

Quando a magnitude da condi¢éo inicial do deslocamento € mantida e altera-se apenas
0 seu sinal, o sistema também altera o ponto de equilibrio em torno do qual o0 mesmo oscila.
Pela Figura 5.32 para X, = 0,3m o sistema oscila em torno do ponto de equilibrio +0,263m.
Para Xp = -0,3m o sistema passa a oscilar em torno do ponto de equilibrio -0,263m.

Através do historico do deslocamento determina-se o periodo amortecido Ty
Conhecido o periodo amortecido calcula-se a frequéncia natural angular amortecida ay do

sistema através da seguinte equacéo:

2T

Calculando a frequéncia natural angular amortecida para as condicGes iniciais da

Figura 5.32 constroi-se a Tabela 5.10:

Tabela 5.10 — Frequéncia natural angular amortecida — sistema NLGSideal — vibragao livre

Xo (M)
-0,8 -0,5 -0,3 0,3 0,5 0,8
Ta (5) 14 2,3 1,8 1,8 2,3 14
wq (rad/s) 4,4 2,7 3,6 3,6 2,7 4,4

Analisando a Tabela 5.10 conclui-se que a frequéncia natural angular amortecida do
sistema se altera em funcéo da condicdo inicial do deslocamento, ou seja, 0 mesmo sistema
oscila em frequéncia diferente & medida que se altera a condicao inicial do deslocamento. 1sso
ocorre porque a rigidez equivalente do sistema NLGS muda em funcdo do deslocamento,
conforme mostra a Equacéo (3.44). Assim, variando-se o deslocamento, alterar-se a rigidez do
sistema NLGS a qual por sua vez afeta a frequéncia natural do sistema.



5.3 SISTEMA COM RIGIDEZ NAO-LINEAR
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Conforme comentado anteriormente, a rigidez do sistema com rigidez ndo-linear é

resultante da associacdo de uma parcela linear negativa e de uma parcela ndo-linear positiva.

A curva da energia potencial elastica do sistema com rigidez ndo-linear, calculada pela

Equacdo (3.55), de acordo com os parametros da Tabela 5.1, é apresentada na Figura 5.33:

Energia potencial elastica {J)

A

8-06-04.02 0

B

7

]
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4 i : ani
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02 04 06 08

Deslocamento (m)

Figura 5.33 — Curva da energia potencial elastica emfuncéo do deslocamento do sistema com rigidez ndo-

linear

Analisando a Figura 5.33 nota-se que o0 sistema com rigidez ndo-linear apresenta

energia potencial elastica com dois pogos de potencial.

Substituindo na Equacéo (3.60) os parametros da Tabela 5.1 obtém-se seguinte curva

da forca em funcdo do deslocamento para o sistema com rigidez ndo-linear (Figura 5.34):

Forca (M)

Figura 5.34 — Curva de for¢a em fungéo do ded ocamento do sistema com rigidez ndo-linear
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Sobrepondo as Figuras 5.1 e 5.33 tem-se 0 comparativo da energia potencial elastica

do sistema NLGS com o sistema com rigidez ndo-linear (Figura 5.35).
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Figura 5.35 - Comparativo da energia potencial € astica em funcéo do dedocamento — sistema NLGS x néo-

linear

A Figura 5.35 mostra que as duas curvas sdo bem proximas, ou seja, 0 comportamento
dos dois sistemas em termos de energia potencial elastica é semelhante.
Sobrepondo as Figuras 5.3 e 5.34 tem-se o comparativo da forca em funcdo do

deslocamento para os sistemas NLGS e com rigidez ndo-linear (Figura 5.36).
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Figura 5.36 — Comparativo da for¢a emfungdo do ded ocamento — sistema NLGS x ndo-linear

A Figura 5.36 mostra que as duas curvas sdo bem proximas, ou seja, 0 comportamento
dos dois sistemas em termos de forca é semelhante.

Para compreender o comportamento dinamico do sistema com rigidez ndo-linear
inicialmente analisa-se a curva de resposta em frequéncia (Figura 5.37). Foram utilizados dois

parametros distintos para obter a curva de amplitude de deslocamento desse sistema:
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a) Constante de frequéncia do motor fo, definida pela Equagao (2.3);
b) Valor médio da velocidade angular do motor em regime permanente convertido
para a unidade Hz (média da frequéncia do motor).

Na Figura 5.37 o valor da amplitude de deslocamento estd em mddulo e representa o
maximo deslocamento do sistema em regime permanente. A constante de frequéncia fo do
motor foi incrementada de 0,1 Hz varrendo a faixa de 0,1 Hz a 5 Hz. Para cada valor de f; foi
calculada numericamente a respectiva amplitude de deslocamento e registrada na curva da
Figura 5.37 (a). Para cada valor de f, também foi calculada a média da frequéncia do motor, a
qual representa a frequéncia em torno da qual o motor estabiliza a sua rotacdo em regime
permanente. Cada valor da média da frequéncia do motor foi registrado na curva da Figura
5.37 (b). Em outras palavras, significa que o Unico parametro variado durante a integracéo
numérica foi a constante de frequéncia f, do motor. Os demais parametros foram mantidos
constantes de acordo com a Tabela 5.1. Isso significa que em cada simulacdo realizada o
motor elétrico apresentava uma curva caracteristica diferente (para cada simulacao realizada a
constante de torque a foi mantida constante, porém, a frequéncia em que o motor atingia o

regime estacionario foi alterada).
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Figura 5.37 — Resposta em frequéncia — sistema com rigidez ndo-linear

(a) Amplitude de ded ocamento em funcao da constante de frequéncia do motor fo; (b) Amplitude de

deslocamento em fungéo da meédia da frequéncia do motor

Analisando a Figura 5.37 percebe-se que o valor maximo da amplitude de

deslocamento do sistema com rigidez ndo-linear ocorre para a constante de frequéncia do

motor fy igual a 1,0 Hz, que é a frequéncia natural do sistema. Quando a frequéncia do motor
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coincide com a frequéncia natural do sistema ocorre a ressonancia e a amplitude de
deslocamento atinge o seu valor méximo. Para valores da constante de frequéncia do motor
abaixo de 0,4 Hz e acima de 1,2 Hz a amplitude de deslocamento se reduz drasticamente,
pois, o sistema esta operando fora da sua frequéncia natural.

Comparando-se as Figuras 5.37 (a) e 5.37 (b) percebe-se que o valor da média da
frequéncia do motor estd muito préximo do valor da constante de frequéncia do motor fo. Isso
significa que o motor ndo é capturado pela frequéncia natural do sistema, ou seja, 0 motor
consegue estabilizar sua rotacdo num valor muito proximo da sua constante de frequéncia fo.
Portanto, conclui-se que para o sistema com rigidez ndo-linear, com base os parametros da
Tabela 5.1, ndo ocorre o efeito Sommerfeld.

Como ja mencionado anteriormente, na integracdo numeérica variou-se a constante de
velocidade angular do motor Qo (consequentemente a constante de frequéncia fp). Os valores
de fo para os quais se analisa com mais detalhe a resposta do sistema sdo mostrados na Tabela
5.11. Vale destacar que os valores da Tabela 5.11 (para o sistema com rigidez nao-linear) sao
0s mesmos da Tabela 5.2 (para o sistema NLGS néo ideal), portanto, as curvas de torque em
funcdo da frequéncia do motor para o sistema com rigidez ndo-linear sdo as mesmas
apresentadas na Figura 5.5. Os valores de f, da Tabela 5.11 foram escolhidos para analisar o
comportamento do sistema antes da ressonancia (0,5 Hz e 0,9 Hz), durante a ressonancia (1,0
Hz) e ap0s a ressonancia (1,1 Hz; 1,2 Hz; 1,5 Hz e 2,0 Hz).

Tabela 5.11 — Parametro que foi variado na integracéo numérica — sistema comrigidez ndo-linear
1 2 3 4 5 6 7

fo [Hz] 0,5 0,9 1,0 1,1 1,2 1,5 2,0

As Figuras 5.38 a 5.44 apresentam a resposta do sistema para os valores da constante
de frequéncia do motor f, mostrados na Tabela 5.11, nas quais: (a) € o histérico do
deslocamento (regime permanente + transiente); (b) é o historico do deslocamento (zoom do
regime permanente); (c) é o histdrico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente);

(d) é o plano de fase; (e) é a curva da FFT (espectro de frequéncias).
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Figura 5.38 — Resposta — sistema nédo-linear — fo = 0,5 Hz

(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) histérico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Analisando a Figura 5.38 (b) percebe-se que o sistema apresenta um comportamento
irregular. A Figura 5.38 (d) também mostra que o sistema oscila com diversos periodos
(movimento irregular), pois o plano de fase apresenta varias trajetorias. O espectro de
frequéncias na Figura 5.38 (e) confirma que existem diversas frequéncias perturbando o
movimento do sistema, inclusive a frequéncia de 0,5 Hz (constante de frequéncia do motor).
Observando a Figura 5.38 (c) conclui-se que a frequéncia do motor consegue ultrapassar o

valor da sua constante fo, Ou Seja, ndo ocorre a captura.
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Figura 5.39 — Respogta — sistema nédo-linear — fo = 0,9 Hz
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(a) historico do dedlocamento (regime transente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime
permanente); (c) historico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Observando a Figura 5.39 (b) nota-se que o sistema apresenta um comportamento

irregular. A Figura 5.39 (d) também mostra que o sistema oscila com diversos periodos

(movimento irregular), pois o plano de fase apresenta varias trajetérias. O espectro de

frequéncias na Figura 5.39 (e) confirma que existem diversas frequéncias perturbando o

movimento do sistema, inclusive a frequéncia de 0,9 Hz (constante de frequéncia do motor).

Analisando a Figura 5.39 (c) conclui-se que a frequéncia do motor consegue ultrapassar o

valor da sua constante fo, Ou Seja, ndo ocorre a captura.
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Figura 5.40 — Resposta — sistema nédo-linear — fo = 1,0 Hz
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(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) historico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Analisando a Figura 5.40 (b) conclui-se que o sistema apresenta um comportamento

irregular. A Figura 5.40 (d) também mostra que o sistema oscila com diversos periodos

(movimento irregular), pois o plano de fase apresenta varias trajetérias. O espectro de

frequéncias na Figura 5.40 (e) confirma que existem diversas frequéncias perturbando o

movimento do sistema, inclusive a frequéncia de 1,0 Hz (constante de frequéncia do motor).

Observando a Figura 5.40 (c) percebe-se que a frequéncia do motor consegue ultrapassar o

valor da sua constante fo, Ou Seja, ndo ocorre a captura.
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Figura 5.41 — Respogta— sisema ndo linear — fo = 1,1 Hz

(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) historico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Observando a Figura 5.41 (b) nota-se que o sistema apresenta um comportamento

irregular. A Figura 5.41 (d) também mostra que o sistema oscila com diversos periodos

(movimento irregular), pois o plano de fase apresenta varias trajetorias. O espectro de

frequéncias na Figura 5.41 (e) confirma que existem diversas frequéncias perturbando o

movimento do sistema, inclusive a frequéncia de 1,1 Hz (constante de frequéncia do motor).

Analisando a Figura 5.41 (c) conclui-se que a frequéncia do motor consegue ultrapassar o

valor da sua constante fo, Ou Seja, ndo ocorre a captura.
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Figura 5.42 — Respogta — sistema ndo-linear — fo = 1,2 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) histérico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Analisando a Figura 5.42 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que o movimento apresenta periodo dois.
Observando a Figura 5.42 (c) conclui-se que a frequéncia do motor consegue ultrapassar o
valor da sua constante fo, ou seja, ndo ocorre a captura. A Figura 5.42 (d) confirma as
informacGes da Figura 5.42 (b), mostrando que o sistema oscila em torno de apenas um ponto
de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo dois. O espectro de frequéncias na
Figura 5.42 (e) confirma a presenca de duas frequéncias no movimento do sistema, inclusive a
frequéncia de 1,2 Hz (constante de frequéncia do motor).
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Figura 5.43 — Respogta — sistema ndo-linear — fo = 1,5 Hz
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(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) histérico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Observando a Figura 5.43 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um

ponto de equilibrio estdvel. Além disso, nota-se que 0 movimento apresenta periodo um.

Observando a Figura 5.43 (c) conclui-se que a frequéncia do motor consegue ultrapassar o

valor da sua constante fo, ou seja, ndo ocorre a captura. A Figura 5.43 (d) confirma as

informacGes da Figura 5.43 (b), mostrando que o sistema oscila em torno de apenas um ponto

de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo um. O espectro de frequéncias na

Figura 5.43 (e) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 1,5 Hz (constante de frequéncia

do motor) no movimento do sistema.
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Figura 5.44 — Resposta — sistema ndo-linear — fo = 2,0 Hz
(a) histérico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime
permanente); (c) historico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase; (e) FFT

Observando a Figura 5.44 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estdvel. Além disso, nota-se que 0 movimento apresenta periodo um.
Observando a Figura 5.44 (c) conclui-se que a frequéncia do motor consegue ultrapassar o
valor da sua constante fo, ou seja, ndo ocorre a captura. A Figura 5.44 (d) confirma as
informacGes da Figura 5.44 (b), mostrando que o sistema oscila em torno de apenas um ponto
de equilibrio estavel e que o movimento apresenta periodo um. O espectro de frequéncias na
Figura 5.44 (e) confirma a presenca de apenas a frequéncia de 2,0 Hz (constante de frequéncia
do motor) no movimento do sistema.
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Analisando as Figura 5.38 a 5.44 percebe-se que o comportamento do sistema néo-
linear também é complexo. Pequenas variagbes na constante de frequéncia do motor fj
provocam grandes mudancas na resposta do sistema. As caracteristicas que aumentam a
complexidade no comportamento do sistema sdo a combinacdo de sinais das parcelas linear
(sinal negativo) e ndo-linear (sinal positivo) da rigidez e a fonte de excitagdo néo ideal.

O regime de movimento do sistema ndo-linear pode ser periddico ou ter indicacfes de
movimento caotico dependendo do valor da constante de frequéncia do motor fo. Nas Figuras
5.38 a 5.41 tém-se indicacOes de regime de movimento caotico e nas Figuras 5.42 a 5.44 o
regime de movimento é periodico. A Tabela 5.12 resume o tipo de regime de movimento do
sistema (periodico ou indicacdo de movimento caotico) em funcdo da constante de frequéncia
do motor f, da Tabela 5.11.

A indicacdo de caos € comprovada pela curva da FFT. Nas Figuras 5.38 (e) a 5.41 (e)
Vé-se 0 espectro da FFT bastante perturbado, indicando a existéncia de varias frequéncias no
movimento do sistema e nas Figuras 5.42 (e) a 5.44 (e) tém-se algumas frequéncias

predominantes, comportamento caracteristico de um regime periddico.

Tabela 5.12 — Regime de movimento — sistema com rigidez ndo-linear — resumo

Regime de  indicativo | indicativo = indicativo = indicativo o o o
) periddico | periddico  periodico
movimento de caos de caos de caos de caos
fo [HZ] 0,5 0,9 1,0 11 1,2 1,5 2,0

Observando as Figuras 5.38 (c) a 5.44 (c) verifica-se que a frequéncia do motor ndo é

capturada pela frequéncia de ressonancia (a frequéncia do motor ultrapassa o valor da
constante fo). Percebe-se também a flutuacdo que existe na frequéncia do motor, o que pode

ser atribuido a interacdo que existe entre o motor e 0 proprio sistema.
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5.4 SISTEMA NAO IDEAL

A rigidez k do sistema ndo ideal foi definida de forma que a energia potencial elastica
tenha a mesma ordem de grandeza do sistema com rigidez nao-linear, pelo menos na faixa de
amplitude de deslocamento em que 0s sistemas sdo analisados no presente trabalho.

A Figura 5.45 mostra a sobreposicdo da curva da energia potencial elastica para o
sistema ndo ideal e com rigidez ndo-linear, de acordo com os parametros da Tabela 5.1.
Embora as duas curvas sejam bem diferentes em termos de equacdo matematica, com 0s
parametros adotados na Tabela 5.1 conseguiu-se um ajuste razoavel entre elas para tornar o
sistema ndo ideal e o sistema com rigidez ndo-linear o mais equivalente possivel em termos de

energia potencial elastica.
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Figura 5.45 — Comparativo da energia potencial déastica emfuncdo do ded ocamento — sistema ndo ideal x ndo-

linear

Para compreender o comportamento dinamico do sistema inicialmente analisa-se a
curva de resposta em frequéncia (Figura 5.46). Foram utilizados dois parametros distintos
para obter a curva de amplitude de deslocamento desse sistema:

c) Constante de frequéncia do motor fo, definida pela Equacéo (2.3);

d) Valor médio da velocidade angular do motor em regime permanente convertido

para a unidade Hz (média da frequéncia do motor).

Na Figura 5.46 o valor da amplitude de deslocamento estd em mddulo e representa o
maximo deslocamento do sistema em regime permanente. A constante de frequéncia fo do
motor foi incrementada de 0,1 Hz varrendo a faixa de 0,1 Hz a 5 Hz. Para cada valor de f; foi
calculada numericamente a respectiva amplitude de deslocamento e registrada na curva da
Figura 5.46 (a). Para cada valor de f, também foi calculada a média da frequéncia do motor, a

qual representa a frequéncia em torno da qual o motor estabiliza a sua rotacdo em regime
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permanente. Cada valor da média da frequéncia do motor foi registrado na curva da Figura
5.46 (b). Em outras palavras, significa que o Unico pardmetro variado durante a integracdo
numeérica foi a constante de frequéncia f, do motor. Os demais parametros foram mantidos
constantes de acordo com a Tabela 5.1. Isso significa que em cada simulacdo realizada o
motor elétrico apresentava uma curva caracteristica diferente (para cada simulacédo realizada a
constante de torque a foi mantida constante, porém, a frequéncia em que o motor atingia o

regime estacionario foi alterada).
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Figura 5.46 — Resposta em frequéncia — sistema néo ideal
(a) Amplitude de ded ocamento em funcao da constante de frequéncia do motor fo; (b) Amplitude de
deslocamento em fungéo da média da frequéncia do motor

Analisando a Figura 5.46 (a) percebe-se que o valor maximo da amplitude de
deslocamento do sistema ndo ideal ocorre para a constante de frequéncia do motor fo igual a
2,2 Hz. Comparando-se as Figuras 5.46 (a) e (b) é possivel perceber o efeito da captura pela
ressonancia nos casos em que a frequéncia do motor estabiliza num valor inferior ao da
constante de frequéncia fo. Isso ocorre porque a frequéncia do motor fica capturada na
frequéncia natural do sistema. De acordo com a Figura 5.46 (b) a frequéncia natural do
sistema € de 1,38 Hz (os pontos da curva formam praticamente uma reta vertical em torno
desse valor de frequéncia). Além disso, percebe-se na Figura 5.46 (b) o salto
(descontinuidade) na curva de amplitude de deslocamento. Portanto, para o sistema néo ideal,
de acordo com os parametros da Tabela 5.1, ocorre o efeito Sommerfeld. Esse comportamento
destaca a forte interacdo que existe entre o sistema e a fonte de excitagdo ndo ideal (motor

elétrico).
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Na regido entre as constantes de frequéncia do motor f de 1,38 Hz e 2,20 Hz percebe-
se que a rotacdo do motor praticamente ndo se altera enquanto a amplitude de deslocamento
aumenta acentuadamente, ou seja, a energia fornecida ao motor ao invés de aumentar a sua
rotacdo é direcionada para o sistema, resultando num aumento significativo da amplitude de
deslocamento. Para valores da constante de frequéncia do motor abaixo de 1,0 Hz e acima de
2,2 Hz a amplitude de deslocamento se reduz drasticamente, pois, 0 sistema esta operando
fora da sua frequéncia natural.

Como ja mencionado anteriormente, na integracdo numeérica variou-se a constante de
velocidade angular do motor Qo (consequentemente a constante de frequéncia fp). Os valores
de fo para os quais se analisa com mais detalhe a resposta do sistema sé@o mostrados na Tabela
5.13. Esses valores de f, foram escolhidos para analisar o comportamento do sistema antes da
ressonancia (1,00 Hz), durante a ressonancia (1,38 Hz) e apos a ressonancia (2,00 Hz e 2,20
Hz).

Tabela 5.13 — Parametro que foi variado na integracdo numérica — sistema ndo ideal
1 2 3 4
fo [HZ] 1,00 1,38 2,00 2,20

A Figura 5.47 mostra cada uma das curvas do torque em funcdo da frequéncia do
motor elétrico para os valores de fo da Tabela 5.13. Lembrando que a constante de torque a do

motor foi mantida constante (Tabela 5.1).
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Figura 5.47 — Curvas de torque em funcéo da frequéncia do motor elétrico — sisema néo ideal

As Figuras 5.48 a 5.51 apresentam os resultados da simulacdo para os valores da
constante de frequéncia do motor fo mostrados na Tabela 5.13, nas quais: (a) é o histérico do
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deslocamento (regime permanente + transiente); (b) é o historico do deslocamento (zoom do
regime permanente); (c) € o historico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente) e
(d) é o plano de fase.

A linha horizontal presente no histoérico da frequéncia do motor das Figuras 5.48 (c) a
5.51 (c) representa o valor da constante de frequéncia do motor f,. Com essa informacéo

pode-se comparar a frequéncia do motor em regime permanente (estacionario) com o valor da

sua constante fo.
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Figura 5.48 — Resposta — sisema ndo ideal — f, = 1,00 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) histérico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase

Analisando a Figura 5.48 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que 0 movimento apresenta periodo um.
Através da Figura 5.48 (c) nota-se que ndo ocorre a captura pela ressondncia, pois a
frequéncia do motor em regime permanente oscila em torno da sua constante de frequéncia fo.
A Figura 5.48 (d) confirma as informagdes da Figura 5.48 (b), mostrando que o sistema oscila

em torno de apenas um ponto de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo um.
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Figura 5.49 — Respogta — sisema ndo ideal — f, = 1,38 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) histérico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase

Analisando a Figura 5.49 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que o movimento apresenta periodo um.
Através da Figura 5.49 (c) nota-se que nao ocorre a captura pela ressonancia, pois a
frequéncia do motor em regime permanente oscila em torno da sua constante de frequéncia fo.
A Figura 5.49 (d) confirma as informagdes da Figura 5.49 (b), mostrando que o sistema oscila

em torno de apenas um ponto de equilibrio estavel e que 0 movimento apresenta periodo um.
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Figura 5.50 — Respogta — sigema ndo ideal — f, = 2,00 Hz
(a) historico do ded ocamento (regime transiente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime

permanente); (c) histérico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase

Analisando a Figura 5.50 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que o movimento apresenta periodo um.
Através da Figura 5.50 (c) nota-se que ocorre a captura pela ressonancia, pois a frequéncia do
motor em regime permanente ndo atinge o valor da sua constante de frequéncia fo, sendo
capturada pela frequéncia natural do sistema. A Figura 5.50 (d) confirma as informacGes da
Figura 5.50 (b), mostrando que o sistema oscila em torno de apenas um ponto de equilibrio

estavel e que o movimento apresenta periodo um.
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Figura 5.51 — Resposta — sisema ndo ideal — f, = 2,20 Hz
(a) historico do deslocamento (regime transente + permanente); (b) historico do deslocamento (zoom do regime
permanente); (c) histdrico da frequéncia do motor (zoom do regime permanente); (d) plano de fase
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Analisando a Figura 5.51 (b) percebe-se que o sistema oscila em torno de apenas um
ponto de equilibrio estavel. Além disso, nota-se que o movimento apresenta periodo um.
Através da Figura 5.51 (c) nota-se que ocorre a captura pela ressonancia, pois a frequéncia do
motor em regime permanente ndo atinge o valor da sua constante de frequéncia fo, sendo
capturada pela frequéncia natural do sistema. A Figura 5.51 (d) confirma as informac6es da
Figura 5.51 (b), mostrando que o sistema oscila em torno de apenas um ponto de equilibrio
estavel e que o movimento apresenta periodo um.

Analisando o histérico do deslocamento percebe-se que 0 movimento desse sistema
apresenta periodo um para as analises feitas com base nas frequéncias da Tabela 5.13.
Observando os historicos de frequéncia do motor percebe-se a forte interagcdo que existe entre
0 sistema e a fonte ndo ideal de energia. 1sso pode ser percebido pela flutuacdo no valor da
frequéncia ao longo do tempo. A captura pela ressonancia pode ser observada nas Figuras
5.50 (c) e 5.51 (c), nas quais se percebe que a frequéncia do motor ndo consegue ultrapassar o
valor da constante fy, sendo capturada pela frequéncia natural do sistema. Essas conclusdes
ajudam a comprovar a veracidade e a consisténcia dos dados mostrados nas curvas de resposta

em frequéncia da Figura 5.46.
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5.5 COI\/IPARA(;AO DOS RESULTADOS DOS SISTEMAS ESTUDADOS

Na sequéncia é feita uma discussdo dos resultados obtidos numericamente para os
sistemas estudados.

A Tabela 5.14 traz alguns dados que foram apresentados ao longo do capitulo 5 a fim
de fazer um resumo de informacg6es para ajudar na discussdo do comportamento dindmico dos

sistemas estudados que sera realizada na sequéncia.

Tabela 5.14 — Dados para comparacéo dos resultados dos sistemas estudados

. Frequéncia natural Maxima amplitude Apresenta o efeito
Sistema de deslocamento
(Hz2) Sommerfeld?
(m)

NLGS nao ideal 0,90 0,72 Néo
NLGS ideal 0,80 0,70 Né&o
Rigidez ndo-linear 1,00 0,65 Néo
Né&o ideal 1,38 0,99 Sim

5.5.1 Sistema NLGS néo ideal e sistema NLGS ideal

Fazendo um comparativo entre as Figuras 5.4 (resposta em frequéncia do sistema
NLGS ndo ideal) e 5.13 (resposta em frequéncia do sistema NLGS ideal) conclui-se que
ambos os sistemas tem amplitude de deslocamento maxima préxima de 0,7 m. A frequéncia
natural do sistema NLGS ndo ideal é de 0,9 Hz e a do NLGS ideal é de 0,8 Hz.

Analisando o plano de fase e o histérico de deslocamento dos dois sistemas para as
frequéncias das Tabelas 5.2 (NLGS néo ideal) e 5.4 (NLGS ideal) percebe-se que os valores
de deslocamento e velocidade sdo muito proximos entre os dois sistemas. Para a frequéncia de
0,9 Hz o sistema NLGS ndo ideal tem regime de movimento periddico e o sistema NLGS
ideal tem indicacdo de movimento cadtico. Para as demais frequéncias analisadas nesse
trabalho a concluséo a respeito do regime de movimento é a mesma para 0s dois sistemas
NLGS, de acordo com os parametros da Tabela 5.1.

Em funcdo dos comentérios dos paragrafos anteriores pode-se afirmar que para o
sistema NLGS, de acordo com os parametros da Tabela 5.1, ndo houve diferenca significativa
no comportamento do sistema devido & alteracdo da fonte de excitacdo de ndo ideal para ideal.
A diferenca mais significativa entre os dois sistemas foi verificada para a frequéncia de 0,9
Hz, dentre as que foram analisadas nesse trabalho.

Com relacéo as bifurcagdes ndo é possivel fazer a comparagédo entre os dois sistemas,

pois os diagramas de bifurcacdo foram construidos apenas para o sistema NLGS ideal.
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5.5.2 Sistema NLGS néo ideal e sistema com rigidez ndo-linear

Comparando o sistema NLGS nédo ideal com o sistema com rigidez ndo-linear
percebe-se que os dois sistemas tém resposta na mesma ordem de grandeza em termos de
deslocamento e velocidade, informacgéo que pode ser confirmada pelo plano de fase e curva de
amplitude de deslocamento em funcdo da constante de frequéncia f, do motor, os quais
apresentam valores na mesma ordem de grandeza. Uma diferenca observada na resposta dos
dois sistemas é que a indicacdo de movimento cadtico esta numa faixa mais larga de
frequéncia para o sistema com rigidez ndo-linear em relacdo ao sistema NLGS n&o ideal, para
as constantes de frequéncia do motor f, utilizadas nesse trabalho e os pardmetros da Tabela
5.1. O sistema com rigidez ndo-linear apresenta indicacdo de regime de movimento caotico
para os seguintes valores da constante de frequéncia do motor fo: 0,5 Hz; 0,9 Hz; 1,0 Hz e 1,1
Hz. Ja& no sistema NLGS néo ideal tem-se indicacdo de caos apenas para fo=1,0 Hz, conforme
0s parametros da Tabela 5.1.

Com base na discussdo feita no paragrafo anterior conclui-se que, para a indicacdo de
regime de movimento caotico, € mais significativa a associacdo de sinal das parcelas linear e
ndo-linear da rigidez do sistema com rigidez ndo-linear do que a ndo-linearidade geométrica
da rigidez do sistema NLGS né&o ideal.

Observando a Figura 5.4 conclui-se que o sistema NLGS ndo ideal tem amplitude de
deslocamento maxima de 0,72 m e frequéncia natural de 0,9 Hz. Através da Figura 5.37
identifica-se que o sistema com rigidez ndo-linear possui amplitude de deslocamento maxima
de 0,65 m e frequéncia natural de 1,0 Hz. Portanto, o sistema NLGS néo ideal possui uma
amplitude de deslocamento maxima 11% maior e uma frequéncia natural 10% menor do que
0 sistema com rigidez n&o-linear.

O efeito Sommerfeld n&o ocorre em nenhum desses dois sistemas.

Com as informag6es mostradas acima pode-se afirmar que o sistema NLGS néo ideal
tem um comportamento similar ao sistema com rigidez ndo-linear, ou seja, 0 mecanismo
articulado de barras ligado a mola vertical do sistema NLGS representa fisicamente bem a
associacéo de rigidez linear negativa e rigidez ndo-linear positiva do sistema com rigidez néo-
linear, de forma que os dois sistemas apresentam comportamento semelhante, para os

parametros da Tabela 5.1 e constantes de frequéncia fy utilizados nesse trabalho.
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5.5.3 Sistema NLGS néo ideal e sistema néo ideal

Comparando na Tabela 5.1 a coluna de parametros do sistema NLGS né&o ideal com a
coluna do sistema ndo ideal percebe-se que ambos possuem o0s mesmos valores de
pardmetros. A diferenca € que no NLGS a mola estd ligada ao mecanismo articulado de
barras, enquanto no sistema néo ideal a mola esté ligada diretamente ao bloco de massa M, ou
seja, os parametros da Tabela 5.1 que diferenciam os dois sistemas sdo 0 comprimento das
barras L e a deformacéo inicial da mola do, 0s quais ndo existem no sistema nédo ideal. Além
disso, tanto o sistema NLGS ndo ideal quanto o sistema ndo ideal sdo excitados por um motor
elétrico com rotor desbalanceado. Para realizar a integracdo numérica foi utilizado o mesmo
valor para a constante de torque a do motor para os dois sistemas (Tabela 5.1). A faixa e 0
incremento de frequéncia utilizados para construir a curva de amplitude de deslocamento
também foram os mesmos para os dois sistemas, ou seja, 0s dois sistemas possuem a mesma
excitacao.

Observando a Figura 5.4 conclui-se que o sistema NLGS ndo ideal tem amplitude de
deslocamento maxima de 0,72 m e frequéncia natural de 0,9 Hz. Através da Figura 5.46
identifica-se que o sistema ndo ideal possui amplitude de deslocamento maxima de 0,99 m e
frequéncia natural de 1,38 Hz. Além disso, no sistema NLGS ndo ideal ndo ocorre o efeito
Sommerfeld, enquanto no sistema ndo ideal o0 mesmo ja acontece.

Conforme mencionado anteriormente os dois sistemas foram simulados utilizando o
mesmo valor dos parametros, inclusive com relagdo a excitacdo (motor elétrico). Assim,
seguindo as conclusbes do paragrafo anterior pode-se afirmar que o sistema NLGS néo ideal
eliminou o efeito Sommerfeld presente no sistema ndo ideal. Além disso, a amplitude de
deslocamento maxima foi reduzida de 0,99 m para 0,72 m (reducdo de 27%) e a frequéncia
natural diminuiu de 1,38 Hz para 0,9 Hz (reducédo de 35%). Portanto, pensando em ganhos de
Engenharia pode-se afirmar que o sistema NLGS néo ideal eliminou o efeito Sommerfeld,
reduziu a amplitude de deslocamento maxima em 27% e reduziu a frequéncia natural em
35%, de acordo com os parametros da Tabela 5.1.

Para o sistema NLGS ndo ideal tem-se indicacdo de regime de movimento cadtico, de
acordo com os parametros da Tabela 5.1, para a constante de frequéncia fo do motor igual a
1,0 Hz. Para os demais valores de f, analisados no trabalho o regime de movimento é
periddico. Para o sistema ndo ideal o regime de movimento é sempre periddico, pois o sistema
é linear.

Assim, pode-se concluir que o sistema NLGS apresentou ganho de Engenharia por ter
eliminado o efeito Sommerfeld e por ter reduzido a amplitude de deslocamento méxima. A
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diminuigdo da frequéncia natural do sistema também é considerada um ganho de Engenharia
caso o sistema seja utilizado como um absorvedor de vibragdo. A indicacdo de regime de
movimento ca6tico ndo pode ser usada como justificativa para ganho ou perda do sistema
NLGS, pois depende da aplicacdo do sistema para concluir se é uma vantagem ou uma
desvantagem. Esse ponto ndo seré discutido nesse trabalho.

Apo6s todas as discussdes realizadas a respeito de cada um dos sistemas estudados
apresenta-se a Tabela 5.15 com o objetivo de mostrar a importancia e a contribuicdo de cada
sistema para o trabalho.

Tabela 5.15 — Resumo da importancia e da contribui¢cdo de cada sistema estudado para o trabalho

Sistema Importancia/Contribuicédo para o trabalho

e Sistema principal do trabalho;

e E um exemplo fisico (aplicacdo pratica) do sistema com rigidez
ndo-linear. Apresenta maxima amplitude de deslocamento e
frequéncia natural da mesma ordem de grandeza que o sistema
com rigidez ndo-linear, evidenciando que o mecanismo articulado
de barras ligado a mola vertical do sistema NLGS representa
fisicamente bem a associacdo de rigidez linear negativa e rigidez
ndo-linear positiva do sistema com rigidez nao-linear;

e Demonstra os ganhos de Engenharia ao substituir a rigidez linear
do sistema ndo ideal por um sistema de duas barras articuladas
com rigidez equivalente ndo-linear (reducdo de 27% na maxima
amplitude de deslocamento, eliminacdo do efeito Sommerfeld e
reducdo de 35% na frequéncia natural do sistema);

e Tem um comportamento interessante para ser usado como
absorvedor de vibracao (reducdo de 35% na frequéncia natural em
relacéo ao sistema néo ideal).

e Permite comparar o comportamento dindmico do sistema NLGS
com fonte de energia ideal e ndo ideal.

e Sistema bastante estudado nas literaturas que tratam de vibracdes;

e Foi utilizado como base teorica para o estudo da rigidez ndo-linear
do sistema NLGS;

e Ajudou na definicdo/escolha dos pardmetros da Tabela 5.1.

e Sistema com menor complexidade do trabalho;

e Serviu de base para evidenciar os ganhos de Engenharia do
sistema NLGS;

e Apresenta o efeito Sommerfeld.

NLGS ndo ideal

NLGS ideal

Rigidez ndo-linear

Nao ideal

Na sequéncia, o capitulo 6 apresenta as conclusdes do trabalho.
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6 CONCLUSOES

Com relagdo a exposi¢do humana a vibracdes, considerada uma das justificativas desse
trabalho, observa-se através do capitulo 1 que cada parte do corpo humano apresenta uma
frequéncia de ressonancia diferente, deixando claro que a frequéncia da vibracao é um aspecto
muito importante para o conforto e a satde do ser humano.

O sistema NLGS apresenta um comportamento complexo devido a ndo-linearidade na
rigidez. O regime de movimento do sistema é periddico ou tem-se indicacdo de regime de
movimento cadtico dependendo da frequéncia de excitagdo f para o sistema ideal e da
constante de frequéncia f, do motor para o sistema ndo ideal. Essa afirmacdo pode ser
comprovada através dos diagramas de bifurcacao e planos de fase obtidos numericamente.

Comparando-se os sistemas NLGS néo ideal e NLGS ideal percebe-se que a amplitude
de deslocamento maxima e a frequéncia natural dos dois sistemas sdo muito proximas. Alem
disso, analisando o plano de fase e o historico de deslocamento percebe-se que os valores de
deslocamento e velocidade sdo muito proximos entre os dois sistemas.

O sistema com rigidez ndo-linear também tem comportamento complexo devido a
ndo-linearidade na rigidez resultante da associacdo de sinal das parcelas linear negativa e ndo-
linear positiva.

No sistema ndo ideal observa-se o efeito Sommerfeld, ficando evidente a captura pela
ressonancia nos casos em que a frequéncia do motor estabiliza num valor inferior ao da sua
constante de frequéncia e o salto (descontinuidade) na curva de amplitude de deslocamento
em funcéo da frequéncia do motor. Nessa situacdo de captura comumente diz-se que a rotacéo
do motor foi capturada pela frequéncia natural do sistema.

Fazendo um comparativo entre o sistema NLGS néo ideal e o sistema ndo ideal
conclui-se que o NLGS eliminou o efeito Sommerfeld, reduziu a amplitude de deslocamento
maxima em 27% e reduziu a frequéncia natural em 35%, 0s quais sdo considerados 0s ganhos
de Engenharia do sistema NLGS ndo ideal. A reducdo na frequéncia natural é interessante
quando se pensa em utilizar o sistema NLGS como absorvedor de vibragdo, pois, conforme
explicado no capitulo 1, a diminuicdo na frequéncia natural do sistema aumenta a regido de
isolamento.

Comparando o sistema NLGS né&o ideal com o sistema com rigidez ndo-linear conclui-
se que a indicacdo de regime de movimento caético ocorre em uma faixa maior de frequéncia
no sistema com rigidez ndo-linear, para as mesmas constantes de frequéncia do motor e

parametros da Tabela 5.1. Além disso, pode-se afirmar que o sistema NLGS ndo ideal tem um
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comportamento similar ao sistema com rigidez ndo-linear, ou seja, 0 mecanismo articulado de
barras ligado a mola vertical do sistema NLGS representa fisicamente bem a associacdo de
rigidez linear negativa e rigidez ndo-linear positiva do sistema com rigidez ndo-linear, de
forma que os dois sistemas apresentam comportamento semelhante, para os parametros da
Tabela 5.1 e constantes de frequéncia f, utilizados nesse trabalho.

Apos todas as analises e discussdes realizadas ao longo do trabalho, quando se pensa
na utilizacdo dos sistemas estudados como absorvedores de vibragdo conclui-se que o sistema
mais adequado para essa aplicacdo é o sistema NLGS ndo ideal, visto que o mesmo
proporciona reducdo nas amplitudes de deslocamento, reducdo na frequéncia natural do

sistema e ndo apresenta o efeito Sommerfeld.
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7  TRABALHOS FUTUROS

No contexto da interacdo entre as vibracbes e o0 corpo humano ressalta-se o
aparecimento do caos como um fator importante a ser estudado. Pensando no ambiente
industrial, uma maquina operando sob o regime caético implica que a mesma oscila em uma
faixa larga de frequéncias. Como cada parte do corpo humano tem uma frequéncia de
ressonancia diferente, um trabalhador exposto a esse tipo de vibracao sob regime cadtico pode
sofrer dano em varias partes do seu corpo. Dessa forma, como complemento do presente
trabalho, surge a motivacéo e a justificativa de se empregar um método de controle no sistema
NLGS a fim de transformar um movimento originalmente cadtico em periddico com o
objetivo de evitar as frequéncias de ressonancia do corpo humano.

Outro desdobramento interessante do sistema NLGS seria a inclusdéo de um
absorvedor de vibracdo ligado ao bloco de massa M com o objetivo de reduzir a amplitude de

deslocamento do sistema.
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