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RESUMO 

Obtém-se uma teoria de eletromagnetismo com derivadas de ordem mais alta 

generalizando-se as leis da eletrostática, leis estas que seguem da lei de Coulomb 

generalizada e do princípio de superposição, de modo que elas sejam consistentes 

com a relatividade especial. 
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ABSTRACT 

Higher-order eiectromagnetism is obtained by generalizing the laws of electrostatics, 

which foliow from Coulomb’s generalized law and the principie of superposition, so 

that they are consistem with special relativity. 

Kev words: higher-order eiectromagnetism, Couiomb’s generalized law, principie of 

superposition, special relativity. 
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INTRODUÇÃO 

O interesse por teorias com derivadas de ordem superior tem 

ocupado a atenção dos físicos desde a adoção das equações 

diferenciais como mecanismo de descrição dos sistemas físicos. É 

digno de nota que Lagrangeanas com derivadas de ordem mais alta 

já eram abordadas no livro de Courant-Hilbert^*^ 

Apesar do interesse por estas teorias jamais ter arrefecido, ele 

era até pouco tempo considerado como puramente acadêmico. Isto 

porque os sistemas mais importantes em teoria de campos são 

descritos ou por Lagrangeanas que apresentam unicamente derivadas 

primeiras ou por Lagrangeanas passíveis de assim serem 

transformadas pela adição de um termo de derivada total à ação 

correspondente. 

Com o advento da supersimetria e da teoria de cordas, as 

teorias de ordem superior perderam seu cunho acadêmico e o 

interesse pelas mesmas recrudesceu. Isto é fácil de compreender, já 

que tanto na supersimetria (em sua formulação em termos de 

supercampos*^^) como em exemplos importantes em teoria de 

cordas^^^ , ocorrem derivadas superiores em abundância. 

Derivadas de ordem mais alta podem também ser utilizadas 

como um método de regularização em teoria de campos^"*'. Tanto 



quanto sabemos, umas das primeiras tentativas bem sucedidas no 

que concerne à utilização de termos contendo derivadas superiores 

como mecanismo regularizador é devida a Podolsky^^'*^, que 

genaralizou o eletromagnetismo de Maxwell com o intuito de se 

livrar dos infinitos que nele ocorrem. 

Neste trabalho vamos enfocar à eletrodinâmica de Podolsky. 

Na Parte obtemos as equações de Podolsky, generalizando às leis 

da eletrostática que seguem da lei de Coulomb generalizada e do 

princípio de superposição, de modo tal que elas sejam consistentes 

com a relatividade especial. 

A Parte II é devotada ao estudo da reversão da helicidade do 

elétron na eletrodinâmica de Podolsky. 

Finalizamos o trabalho apresentando, no Epílogo, as 

conclusões. 



PARTE I 

A Eletrodinâmica de Podolsky Via Princípios 

Primeiros. 



I.l A Teoria de Podoisky 

A eletrodinâmica generalizada proposta por Podoisky* se baseia 

na Lagrangeana 

â,F>‘''â^F^ , (1) 

onde Fny — Ô^A d & a é uma constante com dimensão de 

comprimento. Esta Lagrangeana gera uma teoria de campo linear, com 

simetria de gauge do tipo U(l), que se reduz à teoria de Maxwell 

quando a = O.Trata-se evidentemente de uma teoria de ordem mais alta 

já que as equações de movimento derivadas de (1) contém derivadas 

quárticas do potencial vetor.Tal como a teoria de Maxwell, a teoria de 

Podoisky apresenta também energia positivo definida no caso 

eletrostático que, no entanto, é finita para uma carga pontual. Este 

último resultado mostra claramente que a força entre duas cargas 

pontuais não é mais coulombiana, ponto que merece ser analizado mais 

de perto. Determinemos então a lei que descreve a interação entre duas 

cargas pontuais no contexto desta eletrodinâmica com derivadas de 

ordem superior. 

* Neste trabalho utilizamos o sistema natural de unidades, c=h=\. A assinatura da 
métrica é (+, -), os índices gregos variam de 0 a 3 e os índices latinos vão de 1 a 3. 



1.2 A Lei de Coulomb Generalizada 

Como é bem conhecido, a troca de um fóton entre partículas 

espalhadas elasticamente conduz de modo natural ao conceito de força 

ou, equivalentemente, ao de potencial eletrostático. Para 

determinarmos a lei de força associada à teoria de Podolsky 

analisaremos, em ordem mais baixa, o processo s + s s + s, onde s 

representa um bóson de spin zero e carga Q. O correspondente 

diagrama de Feynman é mostrado na Fig. 1. 

futuro 

passado 

Fig 1. Contribuição, em ordem mais baixa, para o processo s + s s s, 
onde s representa um bóson carregado de spin zero. 

No gauge de Lorentz, a eletrodinâmica escalar de Podolsky é 

descrita pela Lagrangeana abaixo: 

1 1 
■í= -4 + y. (2) 

>sP 

'AA/wxrv. 



onde 

Em ordem mais baixa, a Lagrangeana de interação assume a 

forma 

l,=iQA^(<^,,iS,*-^*e^,^) . (3) 

A regra de Feynman correspondente se encontra na Fig. 2. Em 

sequência vamos determinar o propagador, no gauge de Lorentz, 

associado à eletrodinâmica generalizada de Podolsky. 

Fig. 2 Vértice elementar para a eletrodinâmica escalar de Podolsky. 
Q é a carga do bóson de spin zero. 



o PROPAGADOR 

A parte quadrática da Lagrangeana livre de Podolsky pode ser 

escrita no gauge de Lorentz como 

l = ^A^{x)(P^^(x)Ay(x) , (4) 

onde 

pv 

De (5) segue-se que 

pv 

(P(k)=T]-k^)-yt V/t (6) 

Invertendo (6), obtemos 

Çv^^"" ^2j^4_ iç2 “ a^k^ky]. (7) 

O propagador é dado, pois, por 

A/2 k ^ky 

h (8) 

com M = 
a 

2 ■ 

fi, 



Este propagador apresenta um bom comportamento ultravioleta 

graças à presença de um fantasma não-taquiônico. 

A AMPLITUDE INVARIANTE DE FEYNMAN 

A amplitude invariante de Feynman para o processo mostrado na 

Fig. 1, pode ser escrita como 

(9) 

onde 

F^(l) = -/g(p + p')^ 

V>^(2)^-iQ(q+q')'^. 

Lembrando que 

k = p - p’ = q’- q, 

(9) torna-se 

-i ■ 

k^ik^-M^) 
•(2p-k)-{2q + k) 

(10) 

(11) 

No limite não-relativístico (11) assume a forma 



(12) 
P(P + M^) 

De posse da expressão para o limite não-relativístico da 

amplitude invariante de Feynman, podemos calcular 

O POTENCIAL ELETROSTÁTICO 

A energia potencial eletrostática, no sistema Gaussiano, é obtida 

da expressão 

= ——T-íd^k-F(n.r.)'exp(ik-f) , (13) 
4m- (271)-^ 

onde 

F(n.r.) = i Tfí (n.r.) 

Levando (12) em (13) chega-se à seguinte expressão para energia 

potencial 

U(r) = 
4k r 

(14) 

O potencial eletrostático assume então a forma 

\/(r) = 
Q_±-e 

4k 

-rM 

(15) 

8 



Este potencial é finito em todo o espaço e anula-se no infinito. 

A LEI DE FORÇA 

De (15) segue-se imediatamente que a lei da força correspondente 

à interação entre duas cargas pontuais Q e Q’ é dada por 

F{r) = 
QQ 

r 
\-e -rM 

Me -rM\ r 

V y r 
(16) 

1.3 A Eletrodinâmíca Generalizada de Podolsky Via Princípios 

Primeiros 

A ELETROSTÁTICA DE PODOLSKY 

Da lei de Coulomb generalizada, Eq.(16), obtemos o campo 

elétrico É{r) num ponto r devido a uma carga pontual Q situada em 

r =0; 

E(r) = 
4;r 

l-e -rM Me -rM 

r 
(17) 

É interessante observar-se que o fluxo deste campo através de 

uma superfície esférica de raio R centrada na carga Q é dado por 



0 , RM«\ 

Q , RM»\ 

Da lei de Coulomb generalizada e do princípio de superposição 

obtemos o campo elétrico Ê{r) devido a densidade eletrostática de 

carga p{r) (vide Fig.3): 

£(0 = írfV Me~^ 

R 

R 

R 
(18) 

onde R = r-F. 

Fig. 3. Geometria para determinação do campo eletrostático em P, 
originado pela densidade de carga eletrostática 

Utilizando (18) e um pouco de álgebra elementar, podemos 

escrever: 

V-È(f) = \d^r' p{r') (19) 

De (19) segue-se que 

[\-• È{r) = p(r) , (20) 

in 



que é a generalização da lei de Gauss da eletrostática de Maxwell. Na 

obtenção de (20) utilizamos o resultado 

o que mostra, que tal como na teoria de Maxwell, o campo eletrostático 

é também conservativo. As Eqs.(20) e (21) constituem as leis 

fundamentais da eletrostática de Podolsky e serão generalizadas em 

seguida utilizando-se a relatividade especial. 

PODOLSKY VIA RELATIVIDADE ESPECIAL 

Como se supõe que a carga elétrica seja um escalar que se 

conserva globalmente^^®^, segue-se que a densidade de carga 

transforma-se como a componente zero de um quadri-vetor. Este 

quadri-vetor é a densidade de corrente 

Tomando o rotacional de (18), obtemos 

Vx£(r) = 0 (21) 

onde f = p. 



A conservação global da carga elétrica implica em sua 

conservação local^“’, nos conduzindo à equação de continuidade para a 

carga elétrica 

, (22) 

» 
que é válida em todos os referenciais de Lorentz. 

Podemos agora generalizar a Eq.(20), exigindo que a mesma seja 

■ ariante de forma quando submetida à uma transformação de Lorentz. 

A Eq.(20) pode ser reescrita em termos de f como 

= p , (23) 

onde i=l,2,3. O lado direito de (23) é a componente zero de um quadri- 

vetor, o que implica que o lado direito também deve se transformar 

como a componente zero de um quadri-vetor. Se F^'' é um tensor de 

segunda ordem, então transforma-se como a componente zero de 

um quadri-vetor. Não é difícil demonstrar que as componentes do 

campo elétrico podem ser expressas como as seguintes componentes de 

um tensor de segunda ordem: 

F"' = . (24) 

Segue-se que 

[\+aW^didj)dyF^ = , (25) 

12 



onde será especificado mais tarde e é o tensor métrico 

contravariante da relatividade especial que em nossa convenção 

apresenta as seguinte componentes 

„00 ^11 ^22 ^33 1 
ri = -TI = -ri = -r| = 1 . 

Agora ambos os lados de (25) transformam-se como a componente zero 

de um quadri-vetor. 

A fim de que as leis da física sejam invariantes de forma em 

relação às transformações de Lorentz, (25) deve ser generalizada para 

[\+ a^U\õvF^‘'' = j^‘ , (26) 

onde 

De (26), obtemos: 

[\ + Q]õ^õyF^''= Q (27) 

Se é antissimétrico, então (27) é identicamente nula. 

Evidentemente (27) não implica que seja antissimétrico. Esta no 

entanto é a solução mais simples para a Eq.(26), e será aqui adotada. 

Vamos escolher então as três componentes restante de F*^'^ como 

F'^ = = e‘. (28) 

n 



é interpretado fisicamente como o campo de indução 

magnética. 

A Eq.(26), versão relativística de (20), é uma das equações do 

par de equações propostas por Podolsky. A equação faltante é obtida 

pela generalização de (21). Usando o símbolo de Levi-Civita que é 

igual a +1(-1) se i,j,k é uma permutação par (ímpar) de 1,2,3, e se 

anula se dois índices quaisquer são iguais, podemos reescrever (21) 

como 

= 0 . (29) 

onde 

= . 

Em termos do tensor completamente antissimétrico de ordem 

quatro com = +1, a Eq.(29) torna-se = e*-'*') 

S‘'“^yFiO=0 (30) 

Podemos agora explorar o princípio de relatividade de Einstein, 

exigindo invariância de (30) sob transformação de Lorentz. Segue-se 

então que 

âyF^;^=0 , (31) 

onde 0 tensor covariante é definido como 

14 



sendo Tl^v o tensor métrico covariante da relatividade especial. 

Em termos de 

- 2 ’ 

onde *F^'' é o dual de F^'', a Eq.(31) torna-se 

ây = 0 (32) 

As Eqs.(26) e (32) constituem o par de equações de campo 

propostas por Podolsky. 

1.4 Algumas Observações 

Vimos que as equações de campo propostas por Podolsky, ou seja 

[\ + D]âyFf‘'', 

âv*Ff‘'' = 0 , 

onde 

0 £' 

-E^ 0 

-E^ -B- 0 

\-E^ B^ -B 
1 

E^ 

-B^ 

B^ 

0 J 

(33) 



podem ser obtidas formalmente a partir da lei de Coulomb 

generalizada, Eq.(16), e do princípio de superposição, utilizando-se a 

relatividade restrita. Evidentemente levamos em conta que a carga 

elétrica é um escalar que se conserva. 

, Nesta dedução formal das equações de campo de Podolsky, 

admitimos que é antissimétrico. apelando para o critério de 

simplicidade, hábito bastante comum em física. Pode-se mostrar no 

.anto que é antissimétrico, sem apelar para o critério de 

simplicidade, utilizando-se a equação de movimento de um partícula de 

massa m e carga Q no campo eletromagnético descrito pela teoria de 

Podolsky, ou seja. 

dP^ 

dl 
QF^''u V (34) 

mde 
dx^ 

é a quadri-velocidade; uma definição operacional dos 

pode ser também obtida a partir de (34). Para finalizar estas 

observações gostaríamos de chamar a atenção para o fato de que muitos 

físicos neste século têm se dedicado à questão da obtenção das 

equações de Maxwell a partir de principios primeiros. As referências 

mais recentes são os trabalhos de Kobe^'"' e Neuenschwand e 

Turner^'^'. 

16 



PARTE II 

A Reversão da Helicidade do Elétron 

Eletrodinâmica de Podolsky. 



II. 1 Polarização no Espalhamento de Elétrons no Contexto da Eletrodinâmica 

de Podolsky. 

O comportamento de uma partícula com spin semi-inteiro num campo 

eletromagnético descrito pela eletrodinâmica de Maxwell é bem conhecido. Seria 

interessante então analisar as eventuais modificações que o termo 

Maxwell poderá produzir no citado comportamento. Para tanto vamos calcular, a 

nível de árvore, a polarização de um feixe de elétrons espalhado por píons 

positivamente carregados no contexto da teoria de Podolsky. O diagrama de 

Feynman para o processo em questão está mostrado na Fig. 4. A Lagrangeana 

correspondente é dada por 

onde p e m são respectivamente as massas do elétron e do píon positivamente 

carregado ; a carga do elétron é -e. As regras de Feynman encontram-se na Fig. 5. 

Podolsky na Lagrangeana usual de 

(35) 

+Ôqj(|) ô“(|) - (|) 

18 



futuro 

passado 

Fig. 4 Contribuição em ordem mais baixa para o processo 

e~ e~ +K~^( e~ e K "^são defmi&iS como partículas). 

Flg.5 Regras de Feynman para a imeração elétron -pion positivameme carregado. 



REVERSÃO DO SPIN DO ELÉTRON 

Para ilustrar melhor o efeito da polarização de spin, vamos considerar que o 

elétron incidente tenha helicidade positivcÉ^^~^^^ (vide Fig. 6), e computar a 

polarização do elétron espalhado em função do ângulo de espalhamento. 

Helicidade positiva, 
spin horário (dextró^ro) 

Helicidade negativa, 
spin anti-horário(levó^ro) 

Fig. 6 Ilustração da orientação relativa entre spin e momento para partículas horárias e anti- 
horárias. 

A polarização Pj{ para um feixe incidente de elétrons totalmente dextrógiro é 

dada por 

20 



Nr-Ni^ 
(36) Pb = 

^ Nr + Nr ■ 

onde Nf^{Ndenota o número de elétrons que emergem com helicidade positiva 

(negativa). 

>Jo caso em pauta. 

= 

Nr = 

u(p',SR{p'))Vi^u(p,SR{p))Dç^f^(k)V2^(q,q'}^ , (37) 

ü(p',Si{p'))V{^u(p,SR{p))Dçyj^(k)V2^(q,q')f ; (38) 

onde os vetores de polarização são dados por 

r 

s'^r{p) = 

A 
P\ POP 

(39) 

sendo p 

Em sequência vamos calcular Ni^ e iV^ . 

21 



ELÉTRONS QUE EMERGEM COM HELICIDADE POSITIVA 

De (37) obtemos: 

T2 

•[m(p,Sr (p'))](? + ?')„(? + 9')p 

Tr 
l + y^Y%X.(p') /+H nt l + y^y%q(p) P + ]í p 

2\i 
T 

2|X 

(41) 



k^[k^-M^)\ 4n 
\ {[2( p'-Q)(p-Q)-{p'-p~íí-^)q^] 

_[\-Sr{p)-Sr (p')]+2Sr (p')-Q SrÍp)- q[ii^ -p'-p] 

+[P' ■Q p-Q- p- SrÍp')Q^ 

+2p ■ Sr(p')(p' ■ Q)Sr(p) ■ Q } 

onde Q = q + q' 

Em termos das variáveis de Mandelstam (vide Fig.7), o resultado anterior toma-se: 

s=(p+q)^ 

t=(p-p')^ 

u=(p-q')^ 

Fig.7 Variáveis de Mandelstam para o processo e 71'*’ —> e 71'*’ ( e e 71’*’ 

são definidos como partículas). 



Nr = 

4t^[t - 

^-í=^ + U4m^-t) [1-Sr(p)-Sr(p')] 

» 

* +tSRÍp')’Q Sr(p)-Q + (s-u)p-Sr{p') Q'Sr(p) 

+p'-SR(p)[SR{p')-Q(s-u)-p-SR(p'){4m^-t)\ }. (41) 

Para —> {cP^ —> o) , reproduz o resultado Maxwelliano. Para outros 

r\ 
valores de M , de Podolsky difere de de Maxwell. 

ELÉTRONS QUE EMERGEM COM HELICIDADE NEGATIVA 

Nl = 
(s - uY 

4p{t - 

+ j[4nP‘ -t) 

•[l - ‘^L.(p')‘^/?(p)] + tSiip') • Q Sr(p) • Q 

a{s - u)p • Si{p')Q • Sr{p) + p' • Sr{p) 

{SlÍp') ‘Q(s-u)-p- SL(p'){4nP - í)] } (42) 



Aqui aplicam-se os mesmos comentários que para Nj^ . 

A POLARIZAÇÃO Pr 

De (36), (41) e (42) segue-se que 

Pr=\ 
2Nl 

Nr+Nl 

onde 

Nr + Ni = 

4t^{t - 

[(5 - u)^ + t[4irP' - í)]. 

(43) 

(44) 

IL2 Análise dos Resultados 

Vamos agora passar para o sistema de repouso do píon \q^ = (m,Õ)](vide 

Fig.8). 

25 



Fig. 8 Definição do ângulo de espalhamento para o e' referente ao processo de 

espalhamento . 

Neste referencial, 

^lab +lmE, 

Uab = -2WÍ.(£^ 
m + £sen‘ 0- yjnr - //' sen" ^cos^ 

(E + m)- -{E^ - //")cos^ 6 

^lab ~ 2(^ + /^ ) ^lab 

sendo E a energia inicial do elétron. Como a expressão final para é bastante 

extensa, não a transcreveremos aqui. No entanto a análise gráfica do comportamento 

de em função do ângulo de espalhamento 0, mantido E fixo, nos permite 

concluir que P,^ diminui à medida que 6 aumenta (vide Fig. 9). Portanto, no 

contexto da Teoria de Podolsky e a nível semi-clássico, os elétrons têm sua 

helicidade revertida devido à interação elePomagnética de ordem mais alta. 

26 





epílogo 

Mostramos no decorrer deste trabalho que a eletrodinâmica de Podolsky pode 

ser obtida a partir de princípios primeiros, utilizando-se judiciosamente a lei de 
* 

Coulomb generalizada, o princípio de superposição e a relatividade restrita. 

Mostramos também que a nível semi-clássico os elétrons sofrem reversão de sua 

helicidade devido à interação eletromagnética descrita pela teoria de Podolsky. 

Para finalizar, gostaríamos de chamar à atenção para o fato que em trabalhos 

recentes^^^~^^' sobre a eletrodinâmica de Podolsky tem sido considerado 

erroneamente a presença de um fantasma taquiônico. Tal deslize se deve ao fato 

dos autores destes trabalhos terem partido da Lagrangeana 

em vez da Lagrangeana proposta por Podolsky, ou seja. 

27 



o tensor momento-energia simétrico associado à Lagrangeana de Podolsky é 

dado por 

a‘ 

+/^“hD/='ov +/"“vQ^an] 

+ 4(^13 ) 'n4V “F\>^Pv^ 

Um cálculo direto mostra que no caso eletrostático, E = 0 

portanto implicando que a energia é positivo definida. 

É-V-Ê^O mais rapidamente que no infinito. 

expressão para a energia total 

E = \d^x -^\d^x 

Çr 
que no caso de uma carga pontual fornece o resultado 

e B = 0, Tqq > 0; 

Se admitirmos que 

obtemos a seguinte 

. Evidentemente tais 

resultados não são mais verdadeiros se trabalharmos com a Lagrangeana 
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