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Resumo

Neste trabalho estabelecemos condi¢Ges para a existéncia e unicidade de solug¢do para

equagdes integrais do tipo Volterra—Stieltjes nao linear

x(t) + DK (t,s)f(s,x(s)) =u(t), t€[a,b]r

[avt]']l'

em escalas temporais T, usando a integral de Cauchy-Stieltjes a direita sobre fungdes

regradas a valores em espacgos de Banach.

Palavras-chave: escalas temporais, existéncia e unicidade de solu¢do, equacao integral de

Volterra—Stieltjes, integral de Cauchy—Stieltjes, fungdes regradas.



Abstract

In this work we establish conditions for the existence and uniqueness of solution a Volterra—

Stieltjes integral nonlinear equations

x(t) + DK (t,s)f(s,x(s)) =u(t), t€[a,b]r

[avt]']l'

in time scales T, using the right Cauchy—Stieltjes integral on regulated functions with values

in Banach spaces.

Keywords; time scales, existence and uniqueness of solution, Volterra—Stieltjes integral

nonlinear equations, Cauchy—Stieltjes integral, regulated functions.
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Introducao

A teoria do Célculo em escala temporais, que recentemente tem recebido a
atencdo dos pesquisadores do mundo todo, foi iniciada por Hilger em 1988 [1]

com o propésito de unificar a Andlise dos sistemas discretos e continuos.

Uma escala temporal T € um subconjunto, fechado ndo vazio, dos ntimeros

reais.

Dado que existe uma infinidade de escalas temporais a serem consideradas
além dos reais (caso continuo) e dos inteiros (caso discreto), necessita—se
uma teoria capaz de considerar todos os casos. Assim, as duas principais

caracteristicas do célculo em escalas temporais sdo a unificagdo e extensao.

Sabemos que dois dos mais importantes tipos de equagdes dindmicas sdo:
as equagoes diferenciais e integrais e as correspondentes discretas, equacoes a

diferenca e soma. Ambas sdo largamente usadas para descrever os fendmenos.

-

E comum encontrarmos na literatura equagdes diferenciais e integrais ou
equacoes a diferenca e soma, mas ndo uma combinagdo destas. No entanto,
recentemente tornou—se necessdrio uma teoria mais sélida neste ambito, como
por exemplo o estudo da dindmica populacional (v. [2]) ou por exemplo

modelagem de doencas infecciosas ver (v. [3]) € muitas outras.

Neste trabalho estamos interessados na existénia de solucdes de equacdes da

forma:
(A) x+Ax=u

onde x e u sdo elementos de um espaco de fungdes em contexto de espacos de
Banach F = F([a,b]T,X) e A operador linear (e posteriormente nao linear) sobre

F. Consideraremos também em geral que F possui fun¢des descontinuas.
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Entre os espagos de Banach F([a,b]1,X) que contém fungdes descontinuas

temos:

1)  Osespagos Lp([a,b|T,X), 1 < p < oo de classe de equivaléncia de fun¢des

f :la,b]T — X que sdo mensurdveis no sentido de Lebesgue tal que
b 1
I1£1= ([ Wropran <

2) O espaco BVy(la,b]T,X) de fungdes a : [a,b]r — X, quando T = R sdo
de variacdo limitada com a(a) = 0. O espago BV com a norma V[¢&] (variagdo

de ) é espaco de Banach.

3) O espago G([a,b]T,X) de todas fungdes f : [a,b]r —> X que permitem
somente descontinuidade de primeira espécie (isto é, para todo t € [a,b)T|t €
(a,b]] existe f(t+)[f(t—)]. O espago G([a,b]T,X) é de Banach quando tomado

com a norma do supremeo.

Um dos subespagos de G([a,b]T,X) que é de grande importincia é o
espaco das fungdes regradas continuas a esquerda G~ ([a,b],X). Este espaco
¢ interessante para o estudo de equagdes do tipo (A), pois neste caso o operador

A € L(G ([a,b]T,X)) permite uma representacdo integral do tipo

@nw= [  DeKw.o)f(o) 1<labis

com um apropriado nicleo K : [a,b|T X [a,b]r —> L(X), onde [y denota a
integral de Cauchy-Stieltjes. Além disso, estamos interessados em geral no
caso em que A é operador causal, isto é, quando para todo f € G~ ([a,b]T,X) e

todo ¢ € [a,b]r afungdo (Af) depende somente de f‘[M]T. Algumas restrigdes

| [a,f]

serdo necessdrias ao operador K, ja que em geral (Af) nao € regrada.
T

|l

O presente trabalho € dividido nos Capitulos seguintes:

No Capitulo 1 € desenvolvida a teoria inicial do Célculo em escalas
temporais, que foi introduzida e desenvolvida por Hilger [4], [5] e recebeu
atencdo especial em [6], [7], [8], [9], [10] que tanto contribuiram para a literatura

desta teoria.

Sdo encontradas vdrias propriedades da derivada delta em [6], [7], [11], [12],
assim como condi¢des para a existéncia de solu¢des de equagdes diferenciais e
detalhes sobre estas equacdes. Em toda estas obras é destaque a ideia original da

criacdo do Célculo em escalas temporais que permite também que os resultados



ndo sejam duplicados e apresentados duas vezes, uma em cada contexto (discreto

e continuo).

No Capitulo 2 definimos a Integral de Riemann—Stieltjes ([13], [14]) e as
Integrais de Cauchy—Stieltjes a direita e a esquerda ( [15]).

No Capitulo 3, é definida a classe de fun¢des regradas G([a,b]T,X) e suas
principais propriedades, juntamente com a defini¢do da func¢do de semivariacio
limitada o : [a,b]T — L(X,Y).

Feito isso, podemos garantir a existéncia da integral de Cauchy—Stieltjes que
€ a bilinearidade que liga as funcdes regradas e as de semivariagcdo limitada numa
tripla bilinear no sentido como é conhecido em Algebra Linear. Além disso,
daremos €nfase ao estudo do espaco das fungdes regradas continuas a esquerda
G_([a7b]T7X)'

No Capitulo 4 estabelecemos o teorema de representacdo do tipo de
Riesz para operadores lineares definidos em G~ ([a,b]T,X) e o teorema de
representagdo do tipo de Riesz para o espaco de fungdes G°SV{'([c,d]|T X
la,b]T,L(X,Y)) que associa o operador causal K ao operador linear Fx definido
em G~ ([a,b]T,X).

Assim, a equagdo (A) com A causal fica sendo a equagdo do tipo Volterra—

Stieltjes de segunda espécie.

() + | DeK(t,0)x(c) = u(t)

[avt]T

em G~ ([a,D]1,X) e em G([a,D]|T,X).

No capitulo 5 estabelecemos o principal resultado deste trabalho, que € a
existéncia de solucao para equagdes integrais do tipo Volterra—Cauchy-Stieltjes
ndo linear. Além disso, particularizando o resultado damos condi¢des para a

existéncia de solugdes das equagdes lineares.



CAPITULO

Calculo em escalas temporais

Para a unificacdo das teorias de Anélise discreta e continua sdo necessarias a
introducdo de operadores que nos permitam a classificacdo geral de pontos em

escalas de tempo.

Alguns exemplos sdo encontrados em [6],[12] onde fica clara a diferenca

destes operadores em relacdo a diferentes escalas de tempo.

Além disso, estes operadores sdo necessdrios para definirmos a diferencia¢ao
em escalas temporais, denominada diferenciacdo delta, o que serd feito em

seguida.

Definida a derivada delta de uma fungdo f : T — R, vérias propriedades sao
dadas em relagdo a derivada delta de f, denominada f2, e alguns resultados
fundamentais, como por exemplo, as regras do produto e quociente de funcdes

diferencidveis sao apresentados.

Poderiamos também definir a derivada nabla f V_mas ndo o faremos por suas

propriedades serem similares as de f2.

Logo, neste capitulo apresentamos alguns dos principais pré—requisitos para

o desenvolvimento da teoria e dos capitulos posteriores desta dissertagao.
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1.1 Defini¢des preliminares

1.1 Defini¢des preliminares

Definicao 1.1.1 Uma escala de tempo T é um subconjunto, ndo vazio fechado, dos niimeros

reais. Usualmente serd denotada pelo simbolo T.

Dois dos exemplos mais comuns de escalas de tempo sio T=Re T =Z.

Temos também outras escalas de tempo menos usuais na literatura como T = {k*;k € Z},
T =hZ={hk:keZ}comh>0ouT={5:keN}
ou o0 Conjunto de Cantor K.

Neste contexto temos a necessidade de considerar conceitos de operadores. Vejamos

operadores que indicam o sucessor (ou o antecessor) de um elemento ¢ na escala de tempo T.

Definicao 1.1.2 O operador avanco ¢ : T — T é:
o(t)=inf{se€T;s>r}
O operador recuo p : T — T é:
p(t) =sup{seT;s<t}
Observe que inf O = supT e sup @ = infT.

Serd usado também no decorrar do trabalho a fun¢do f° : T — R dada por:

fo(t)=f(o(t)) paratodot € T, i é f° = foo.
Relacionado ao operador o temos:

Definicio 1.1.3 A fungdo rarefagdo p : T — [0,00) como W (t) = o (t) —t, isto é, a distdncia

do ponto t e seu sucessor.

Assim, a fung@o rarefacdo no caso T = R é constante, p(¢) = 0, para todo ¢t € T, enquanto
para o caso T = Z temos () = 1 para todo ¢ € T. Entretanto, pode—se ter escalas temporais

com a func¢do rarefagdo nao constante como por exemplo no caso T = {zik;k eN } onde

u(t) = 5.

Voltamos as propriedades dos operadores avango e recuo vamos classificar os pontos de

uma escala temporal quanto a sua densidade da seguinte maneira:

17



1.1 Defini¢des preliminares

Definicdo 1.1.4 Se o (t) >t o ponto t é chamado isolado a direita. Para p(t) <t, t é chamado
isolado a esquerda.

Set <sup T e o(t) =t, entdo o pontot é chamado denso a direita, enquanto se t > inf T
e p(t) =t dizemos que t € denso a esquerda.

Se T tem um valor isolado a esquerda mdximo, vamos definir um conjunto assim
T* := T — {m}. Caso contrdrio, T* = T.

Vejamos alguns exemplos que frequentemente aparecem nas aplicagdes:

Exemplo 1.1.1 Se T = R entdo todo ponto t € T é denso, pois,
o(t)=inf{s€R:s >t} =inf (r,00) =1.

Além disso, u(t) =o(t)—t =t —t =0 para todo t € T. Do mesmo modo temos p(t) =t.

Exemplo 1.1.2 Se T = Z, entdo todo ponto t € T é isolado, pois 6(t) =t+1ep(t) =t — 1.
Assimpu(t)=o(t)—t=(t+1)—t=1.

Exemplo 1.1.3 Se T = hZ,com h > 0, i. é:
T=nZ={hk:keZ}=A{..., =3h, —2h, —h, O, h, 2h, 3h, ...}
entdo todo ponto t € T é isolado, pois

o(t)=inf{se€T:s>t}=t+h

p(t)=sup{seT:s<t}=t—h
Neste caso, |L(t) = h para todo t € T.

Exemplo 1.1.4 [16] Sejam a,b > 0 niimeros reais fixados. Definimos a escala de tempo 2, 5,

por:

[

Pap = U [k(a+D),k(a+b)+al;
k=0

isto €, §2,, € colecdo de intervalos fechados, cada intervalo com comprimento a.

Os operadores avango e recuo sdo neste caso:

o(t) = { t, se t€Uolk(a+b),k(a+0b)+ad

t+b, se te€Upk(a+b)+a)

18



1.1 Defini¢des preliminares

t, se teUp olk(a+b),k(a+b)+a]

p(t)Z{ t—b, se teUry(kla+b))

Além disso, temos:

0, se te€Uplk(a+b),k(a+Db)+ad]

“(t):{ t, se teUo(k(a+b)+a)

Exemplo 1.1.5 [16] Seja g > 1 um niimero fixado, a escala de tempo ¢ é definida como:

“={q:ze2y={,q g% g La g ¢ .}
Assim, a(t) =qt, p(t) =L e u(t) = (q—1)t, paratodot € T.

q

Exemplo 1.1.6 Seja a escala de tempo N(z) dada por:
Ni={n*:neNy}=1{0,1,4,9,16, ...}

Assim, o(t) =t +2\/t+1,p(t) =t —2vt+1 e u(t) =142t paratodot € T.

Definicdo 1.1.5 Dados a,b € T definimos o intervalo [a,b]T como:

la,blr:={t€T;a<t<b}, a,beT

De modo similar definimos intervalos abertos, intervalos aberto-fechado e etc.

Exemplo 1.1.7 [16] Um exemplo atipico das escalas temporais é o Conjunto de Cantor K,
fechado e ndo vazio, que é construido recursivamente da seguinte maneira:

Ko = [0,1], para obter Ky, retirase do intervalo [0,1] seu terco médio (%,3), obtendo
K| = [0, %] U [%, 1} e continuando a retirar o terco médio aberto de cada intervalo restantes
1 2 .
[O, g] U[g» 1], definimos

K2 = [0.5]U[5,5] U[5. 5] U[5. 1]
K:ﬂ;ozoKn

(isto é, depois de continuar este processo reiteradamente, o Conjunto de Cantor sdo todos

os pontos em |0, 1] que ndo foram removidos na construgdo acima).
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1.1 Defini¢des preliminares

Na préxima secao definimos a derivada de uma funcédo f: T — R.

1.2 Diferenciagdo Delta

Considere a fungio f : T — R. Definiremos a seguir a derivada delta f (de Hilger) de f

em todos os pontos ¢ € T¥.

Definiciio 1.2.1 Suponha que f: T — R é funcdo e seja t € TX. Entdo f2(t) é um niimero
com a propriedade: dado € > 0 arbitrdrio, existe uma vizinhangca V de t (isto é, V = (t —

0,t+0)NT para algum & > 0) tal que

[£(a() = f(s) = fA0)[o() —s]| < elo(r) —s|

para todo s € V. Dizemos que f ¢ delta diferencidvel em T* se existe f* para todo t € T*.
A fungdo 2 : TK — R é chamada de derivada delta de f em T*.

E de verificacdo imediata que a derivada de uma funcio f : T — R estd bem definida.

De fato: Seja f diferencidvel delta em #1. Pela definicdo temos: dado € > 0O arbitrario, existe

uma vizinhanca V de #; tal que

f(o(t)) = f(s)] = fA(n)[o(n) —s]| < €[o(n) —s| paratodo s € V.
Seja t; =1, como f e o sdo fungdes bem definidas, segue que,

1/ (a(r2)) = f(9)] = fA(r2) [0(12) —5]| < €|o(t2) — 5| paratodo s € V.

Assim, f ¢ diferencidvel deltaem ) e f2(t;) = f2(t2).

Exemplo 1.2.1 i) Se f: T — R e f(t) = a para todo t € T, onde o0 € R € constante, entdo

A0 =0

De fato: Dado € > 0 arbitrdrio, temos que para todo s € T
[f(o(2)) = f(s) = 0.[o(r) —s]| = [0 — 0| =0 < €[o(r) — 5]

para todo s € T.

20



1.2 Diferenciacido Delta

ii)Se f: T —Re f(t) =t para todo t € T, entdo f*(t) =1
De fato: dado € > 0 arbitrdrio, temos que
[f(o(1)) = f(s) = L[o(1) —s]| = |o—s—(0(r) —5)| =0 < £|o(r) — 5]
para todo s € T.
Teorema 1.2.1 Seja f : T — R uma funcdo e t € T
Entdo podemos fazer as seguintes afirmagoes:

i) Se f é diferencidvel em t, entdo f é continua em t.

ii) Se f € continua emt et é isolado a direita, entdo f é diferencidvel em t com

existe. Neste caso,

iv) Se f € diferencidvel em t, entdo

flo() = () + ) f2(1).

Demonstracao: [6]
i) Suponha f diferencidvel em ¢. Dado € € (0, 1), seja

e =ell+ |20 +2u)] "
Entdo €* € (0, 1). Pela defini¢do existe uma vizinhanga V de 7 tal que
(o)) = f(s) = f2(t)[o(t) —s]| < €*|o(r) —s| paratodo s € V.
Portanto, temos que para todo s € V(¢ — €*,1 + €*)
1F(1) = £(s)| = [{f(c(t) = f(5) = fA(D)[o(t) — 5]} -

21



1.2 Diferenciagio Delta
—{f(0(0) = £(6) = 1) f2(0)} + (1 =) f2(0)| < €¥|0(1) —s|+€*pu(e) + [t — ]| f2(2)]
< & [u(r) + e = s+ () + | f2(0)]]
<el+ A0 +2u@)=¢

Dai, segue que f é continua em z.
ii) Suponha que f é continua em ¢ e ¢ € isolado a direita. Pela continuidade em ¢:
fle@®)—f(s) _ flo@)—f(t) _f(o())—f)

113} o(t)—s - o(t)—t - u(t)

Assim, dado € > 0, existe uma vizinhanca V' de ¢ tal que

fo(®) = f(s) _ flo() - f(1)

Te—s T ww =°

para todo s € V. Disto segue que,

flo() - f(1)

‘u(t) [G(I)—S]|§8|G(I)—S|,

[f(o(2)) = f(s)] =

para todo s € V. Logo, temos o resultado

iii) Suponha que f é diferencidvel em ¢ e ¢ € denso a direita. Seja € > 0. Como f é

diferencidvel em ¢, existe uma vizinhanga V de ¢ tal que

f(0(0) = f(s) = 2 ()]o(t) —s|| < elo(r) — ],

para todo s € V. Como o () =t temos que

F(0) = f(s) = fA(0)(t —9)| < et —s,
para todo s € V. Dai, segue que,

f(t)—f(s)

A
=B a2,

paratodo s € V et # s. Portanto, temos o resultado desejado

)t O )

s—t r—s
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1.2 Diferenciacido Delta

iv) Se 6(t) =t, entdo u(r) =0 e temos que

Por outro lado, se o (t) > t vale ii)
flo(t) = f(t)+u)

= f(6) + () f2(0)

Exemplo 1.2.2 Considere os dois casos T=R e T = Z.

i) Se T =R entdo pelo Teorema acima temos que f : R — R ¢é diferencidvel emt € R se,

e somente se, existe

o) — i T =1

s—t r—s

ou seja, se, e somente se, f é diferencidvel emt. Neste caso, temos

A0 =tim L= _

s—t r—s
ii) Se T = Z, entdo pelo Teorema acima temos que f : Z — R é diferencidvel emt € 7,
com
_ 1) —
a0 = NI TEED=TO i) - g6 = a7t

onde A é o operador diferenca da literatura definido na iltima igualdade acima.

Se f é delta diferencidvel para todo ¢ € T*, entdo pelo resultado acima vé—se que

f0) = 1)
A = im S se w0 =0

W10 e p(r) >0

A funcdo f2, em geral, muda para cada T escolhido. E o que mostramos 2 seguir

referentemente a fungdo f(¢) = ¢, resumido na seguinte tabela.
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1.2 Diferenciagao Delta

T | u@) |o@)| )
R 0 t 2t

1 t+1 | 2t+1
hZ. h t+h| 2t+h
" | (q=Dr| qt |(qg+1)
2N t 2t 3t

Tabela 1.2.1 Derivadas de f(t) = t> em diferentes escalas temporais.
Vejamos agora as regras de operagdo de fun¢des diferencidveis.
Teorema 1.2.2 Sejam f,g: T — R diferencidveis emt € TX. Entdo:
i) A soma f+g: T — R sdo diferencidveis em t com
(f+8)%(1) = £() +&°(0).
ii) Para qualquer constante @, of : T — R é diferencidvel em t com
(0f)*(1) = auf2(r).
iit) O produto fg:T — R é diferencidvel emt com
(f8)2(1) = fA(1)g(1) + f(a(1)g™(1).

iv) Se g(t)g(o(t)) # 0, entdo Jé é diferencidvel emt com

Foa o P08 —FOg0
R A )

v) Se f(t)f(o(t)) # 0, entdo % é diferencidvel em t com

Demonstraciio: [6] Suponha que f e g sejam diferencidveis em 7 € T¥.

i) Seja € > 0. Entdo existem vizinhangas V; e V, de t com

[f(a(1)) = f(s) = f2(t)(0(t) —s)| < §[o(r) — 5| para todo s € V;
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1.2 Diferenciacido Delta

(o (1)) —g(s) —82(t)(0(t) —5)| < 5|o(r) — 5| para todo s € V>

Seja V =V NV,, entdo temos que para todo s € V

(f+8)(0(1) = (f+8)(s) = [f2(1) +&2()](a(r) —5)| =

Portanto, f + g é diferencidvel em 7 e (f 4 g)*(r) = f2(¢) + g2(¢) para todo t.

ii) Como f é diferencidvel em ¢, dado € > 0 existe V de 7 tal que

(1) = f(s) = f2(1)(o(t) —5)| < EIG(I) —sl,

para todo s € V| onde « € constante arbitrdria.

Logo,
laf(a(t)) — af(s) — afr(1)(o(r) —s)| < E|o(r) —s|, paratodo s € V;

Portanto, ot f(r) ¢ diferenciavel em 7 e (ctf)(t) = o f2(r) para todo 7.

iii) Seja € € (0,1). Defina e* = g[1+|£(¢)| +|g(o(?))| +|g*(#)]]~!. Entdo €* € (0,1) e

assim existem vizinhancas Vi, V;, e V3 de ¢ tais que
|f(o(t)) = f(s) — f2(t)(o(t) — )| < £*|o(t) — 5], para todo s € V;
(o (1)) —g(s) —82(t)(0(r) —5)| < €*|o(r) — s, paratodo s € V2
e como f € diferencidvel em ¢, segue que f € continua em ¢, dai
|f(t) — f(s)| < €*para todo s € V3.

Tomando V =V NV, NV3 e sejas € V, entdo
(f8)(a(1)) = (fe)(s) = [f2(1)g(1) + £(o(1))g*(1)](o(r) —5)| =

=[f(o(t)) = f(s) = A1) (o (1) —s5)]g(c(1)+
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1.2 Diferenciagio Delta
+g(o (1) —8(s) = g*(1)(a(r) = 9)]f (1) +
+lg(a(1) —g(s) = &(1)(a(r) = )][f () = F()]+
+(o (1) = )8 ([f(s) — f(1)]
<é&'lo(t) —sllg(o(r)[+€[a(t) = sl|f(1)|+
+e"|o (1) —s| +e"|o(r) — sllg*(r)| =
=e"|o(r) —slllg(a(0)| +|f ()] +&" + | ()]
< &%o(r) = s|[1+1g(a(0)[ +|F ()] +183(1)]]

= ¢|o() —s|.

Assim (fg)2(r) = f2(1)g(1) + (o (¢))"(r) para todo 1.

iv) Sejam f,g diferencidveis em 7. Seja € > 0. Defina

o elglglo)
[+ O IR+ 170+ 5]

Entdo €* € (0,1) e assim existem vizinhangas V}, V,,V3 e V, de 1 tais que
[f(a() = f(s) = fA0)(o(t) — )| < €"[0(r) — 5|, para todo s € Vy
19(0 (1)) — g(s) — g2(1) (0 (1) — )| < £*|0(1) — 5], para todo s € Vs
e como £, g sio diferencidveis em ¢, segue que, f, g sdo continuas em ¢, daf
|[f(t) = f(s)| < €", para todo 5 € V3.
g(r) —g(s)| < &*, paratodo s € Vj.
Tomando V =V, NVaN V3NV e seja s € V, entdo
Sew) s
g(a(r)  &ls) g(t) ( (t))
‘f( (1))8(t)g(s) — f(s)g(1)g(a (1) +£ fA()g ( )8(s) — f(1)g*(1)8(s)][o (1) —s]
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1.2 Diferenciacido Delta

[f2(2)g(t)g(s) — g% (t)g(t)g(s) + g2 (1)g(1)g(s) — g*(1)g(s) f(1)][o(t) — 5]
g(s)g(t)g(o(t))

+

Fazendo alguns célculos obtemos

flo(t)) f(s)  fA()s(r) — f(t)g"(r)
g(a())  &ls) g(r)g(a(t))

e portanto, g ¢é diferenciavel em .

v) Basta usar o item anterior iv), daf

<f2t> )A _ 1) - 20

( 1 >A a0
f(t) f@)f(a(t))
Vejamos as consequéncias destas regras de operacdes para funcdes A—diferencidveis:

Exemplo 1.2.3 Seja f diferencidvel em t, pelo teorema acima temos:
(P = (O = A+ 101 = (F+ 1)

Exemplo 1.2.4 Claramente temos 12 =0 e t* = 1 entdo usando os itens iii) e iv) do teorema
acima temos:
A=) ="+ o) =t +0o(t)
1

A
) TI0k

E importante sabermos propriedades referente ao operador o, o resultado a seguir vem ao

encontro disso:

Proposicdo 1.2.1 Set € TK, t £ min T e p(t) =t < (1), entdo o operador avanco G nio é

delta diferencidvel em t.

Demonstraciio: Suponha que ¢ ¢ delta diferencidvel em ¢ e que 6(t) = a. Entdo para todo

s € V; vizinhanga de ¢,

[o(a(t)) —o(s)] —alo(t) —s]| < e[o(r) .
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1.2 Diferenciagao Delta

Em particular, para s = ¢, temos
lo(o(t)) —o(t)] —alo(t) —1]| < elo(t) —1].

Ao tomar o limite quando € — 0. Entao:

[o(a(t)) —o()] —alo(t) —1][ =0=a=

Por outro lado, visto que ¢ € isolado a direita e denso a esquerda, o ponto s € V; pode ser

escolhido a esquerda de ¢. Logo, quando s — ¢, obtém-se que G (s) = s — ¢ temos,
[o(c(t)) —o ()] —alo(t) —1]| < e[o(t) —1|

[o(a(t)) —o(t)] —alo(t) -] =0

o(o(t))—t

o(t)—t
Comparando os valores obtidos para a, conclui-se que o(t) = ¢, o que contradiz a

hipétese.

Em escalas temporais temos mais particularidades em relacio as propriedades usuais de
derivada, como a Regra da cadeia:
Sejam f,g : R — R diferencidveis em ¢ e f diferencidvel em g(¢), no Célculo usual temos

/ !

(fog) (1) =1r(g(t)g (1)
. mas em geral isto ndo € vélido nas escalas temporais, vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 1.2.5 Sejam f,g : 7 — Z definidas como f(t) =t* e g(t) = 2t.
Logo, temos que para todo t € 7.:

(fog) () =81 +4#81+2=fA(g(1)).8"(t)

Portanto, em geral a regra da cadeia ndo vale para o Cdlculo em escalas temporais.

Vejamos a regra da cadeia para escalas temporais com as seguintes restri¢oes.

Teorema 1.2.3 Seja g : R — R continua e g : T — R delta diferencidvel. Seja f: R — R

continuamente diferencidvel. Entdo existe ¢ em [t,0(t)] com

!

(fog)™(t) = £ (g(c)).g*(¢).
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1.2 Diferenciagao Delta

Demonstracio: [6]

A seguir vamos definir integral no ambito das escalas temporais.
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CAPITULO

2

Integral em escalas temporais

Se T = R temos a teoria cldssica da integral de Riemann—Stieltjes dada em
[17].

A integral de Riemann-Stieltjes em escalas temporais T é dado em [18] no
contexto apenas de fungdes continuas. Pode—se inferir a partir deste conceito uma
das defini¢des cldssicas da integral de Riemann dado em Bohner [19] (quando

fazemos o nidcleo da integral g(1) =1).

A maioria dos modelos matematicos do mundo real no entanto contempla, em
geral, fun¢des descontinuas. Mostraremos que neste caso a integral de Riemann—

Stieltjes em [18] tem limitagdes severas de aplicacao.

Introduzimos assim as integrais de Cauchy—Stieltjes ([15]) em escalas

temporais.

Para o caso T = R a defini¢do da integral de Cauchy-Stieltjes é dado por

exemplo em [20].
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2.1 Integral de Riemann—Stieltjes

2.1 Integral de Riemann—Stieltjes

Desde quando foi sistematizado o Calculo em escalas temporais por Hilger [1] em
1988, houve uma grande prolifera¢do de resultados na literatura sobre integragdo em escalas
temporais, como por exemplo sobre a integral delta de Riemann [8], [21], [22], a integral
nabla de Riemann [21], integral diamond—alpha de Riemann [23], as integrais delta de
Lebesgue e nabla de Lebesgue [8], [13] e mais geralmente as integrais delta de Henstock—
Kurzweil e nabla de Henstock—Kurzweil [24], [25].

Além disso, ha outros trabalhos sobre integrais improprias [26] e as integrais multiplas
[27]. Mas somente em 2009 em [18] as integrais do tipo Riemann—Stieltjes foram definidas.

Reproduzimos aqui, resumidamente, esta teoria como em [18].

Definicio 2.1.1 Uma parti¢do P de |a,b]r é uma colegdo finita P = {to, 11, ..., t,,}, isto é,

um conjunto finito de elementos pertencentes a [a,b|r, tais que:
a=tg<t1 <..<t,=b; tjcla,bly, j=0,1,...,n

Escrevemos n(P) o niimero de intervalos em P.

Se P e Q sdo partigdes de [a,b|r, dizemos que Q é mais fina que P, se todo subintervalo
dado pelos pontos consecutivos de Q estd contido em algum subintervalo dado pelos pontos

consecutivos de P. Denotamos este fato por Q > P.

O conjunto de todas parti¢coes finitas do intervalo [a,b| serd denotado por Pa.b)r

Definicio 2.1.2 Sejam g : [a,bly — R e f: [a,b]r — R fungdes limitadas com g func¢do
mondtona crescente.
Seja P € @y p), comP={a=ty< ) < ...< t, = b}

A soma superior no sentido de Darboux de f em P com relacdo a g é o niimero

n(P)

S(P; f;8) = ) lg(t;) —g(tj—1)]. sup f(z)

[tj—l Jj]T

—

~.
I

A soma inferior no sentido de Darboux de f em P com relagcdo a g é o niimero

n(P)
Pfgzg (i)l inf f(0)

[tj—1:t5]T
A integral superior e a integral superior da fungdo limitada f sdo, respectivamente:
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2.1 Integral de Riemann—Stieltjes

s)Ag(s) = inf S(P;f;g
th() (5)=,. - ( )

f(s)Ag(s)= sup s(P;f;g)
PEPa by

|\ \\

[aabh'

se [ F(5)Ag(s)

)

f(s)Ag(s) dizemos que f é Riemann—Stieltjes integrdvel

I
—

- [avb]T
com relagdo a g sobre [a,b| e o valor da integral é o valor em comum.
As vezes, neste caso dizemos que f é g-integravel quando f & integravel em relacdo a g

sobre [a,b]T.

No caso em que T = R, com g(z) =1, se f é integravel em relacdo a g, dizemos que f é

integravel segundo Riemann (ver [17]).

Observamos que considerando-se f : [a,b]T — R limitada com m < f(t) < M para todo

t € [a,b]T e g fungdo mondtona crescente vale:

migb)=g@)< [ SOn)< [ Fnels) < M(e(b) ~g(a)

a,b
_ bl [a.b]T

Nos modelos atuais de fenoménos temos a necessidade cada vez mais frequente do uso
de fun¢des descontinuas (v. [28]).

Observando a definicdo da Integral de Riemann—Stieltjes, verificamos que existem
algumas dificuldades referentes a soma de Darboux ao extende-las para o contexto das
fungdes descontinuas.

A primeira dificuldade a ser enfrentada é quando temos T com cardinalidade finita (s6 em

casos muito especiais a integral estd bem definida), isto € sentido no seguinte exemplo:

Exemplo 2.1.1 Considere a escala de tempo T = [—1,1|pr = {—1, 0, 1} com as fungdes
f,g: T — R definidas como:

g(1)=1,8(0)=0 g(-1)=—lef(=1)=1f(0) =0, f(1) =3,
entdo /[_171]T f(s)Ag(s) ndo existe, pois, /[1 H f(s)Ag(s)=0e /[_th(s)Ag(s) =4.
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2.1 Integral de Riemann—Stieltjes

Uma dificuldade mais contundente neste contexto pode ser dada no exemplo seguinte :

Exemplo 2.1.2 Considere a escala de tempo T = {—zl—k; ke N*}U{0} U{ 21_k; ke N*}.
Sejam f,g: T — R dadas por:

I, se t>0 1+t, se t>0
t) = (4 ) =
Uy {O, se t<0 8t) { t, se t<0

Observe que as integrais:

/M]Tf(s)Ag(” —0e /Mf(smg@) 1,

mas ao calcularmos / f(s)Ag(s) vemos que a integral de f com relagdo a g sobre
1,1
[—1, 1] ndo existe, jd que neste caso a integral superior possui um valor distinto da integral

inferior.

Como iremos considerar funcdes que ndo sdo apenas continuas temos a necessidade de
uma integral mais abrangente que a integral de Riemann—Stieltjes apresentada em [18].

Logo, definiremos na se¢do seguinte as Integrais de Cauchy-Stieltjes a esquerda e a
direita. A consideracdo deste tipo de integral quando introduzida no ambiente de fungdes
descontinuas em escalas temporais e apropriada por varios motivos que ficam mais evidente

na medida de sua utilizagdo.

Em particular, dos dois exemplos acima ao considerarmos as integrais de Cauchy-—

Stieltjes temos garantida a existéncia das integrais em [—1, 1].
2.2 Integral de Cauchy—Stieltjes

Seja X espaco de Banach.

Definicao 2.2.1 Sejam g : [a,b]r — L(X,Y) e f : [a,b]r — X fungdes limitadas.

A funcdo f é integrdvel no sentido de Cauchy-Stieltjes a esquerda em escalas temporais

com relagcdo a g se o limite

n(P)
bl ]D)sg(s)f(S) = Pe{(ig[rfb]T ,:Zi [g(t,-) _g(tifl)]f(ll;l)
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2.2 Integral de Cauchy—Stieltjes

existe.

Analogamente, dizemos que f é integrdvel no sentido de Cauchy-Stieltjes a direita em

escalas temporais com relacdo a g quando

n(P)
[a.blz Drg(s)(s) = Pe%rf% l; [8(6:) — g(ti1))f (1)

existe.

Isto é, f é integrdavel Cauchy—Stieltjes em escalas temporais a direita quando:
dado € > 0 existe Pe € 9, ), tal que

n(P)

| Dyg(s) f(s) — Z [g(ti) —g(ti)|f(#)]| < & VP> Pe.

[a,b]T =

~

Para nossos objetivos (uso da classe de fungdes continuas a esquerda) vamos considerar
a integral de Cauchy-Stieltjes a direita.
Vale observar que pode—se ter que uma integral de Cauchy—Stieltjes exista quando a outra

nao.
Exemplo 2.2.1 [20] Considere T =X = R com as funcées f,g: T — R dadas por:

1

-), —-1<t<0 r—1, —-1<t<0
£y = sen(;), se < e glt) = se

0, se 0<r<1 t+1, se 0<r<1

Entdo a integral de f com relagdo g a direita existe enquanto integral de f com rela¢do

g a esquerda ndo existe.

2.3 Propriedades da integral de Cauchy—Stieltjes

Seja X espaco de Banach.
Teorema 2.3.1 Sejam f,g : [a,b]T — X integrdveis segundo Cauchy-Stieltjes a direita com
relacdo a a, onde o : [a,blr — L(X,Y). Entdo:

a) A soma f+ g é integrdvel segundo Cauchy-Stieltjes a direita com relagdo a @ e

Dsa(s)[f(s)+8(s)] = Dso(s) f(s) + Dso(s)g(s).
[a,b]T a,b]T a,bT
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2.3 Propriedades da integral de Cauchy—Stieltjes

b) Sec € R entdo /[ . Dsoc(s)cf(s) =c¢ Dya(s)f(s).

[a’b]T

c) SejaX,Y =R. Se f(t) < g(t) para todo t € |a,b|T entdo

Dsa(s)f(s) < Dsa(s)g(s).
[a’b]'ﬂ' [avb]T

Demonstracdo: a) Como f € integravel segundo Cauchy—Stieltjes a direita com relagdo a o

temos:

dado € > 0 existe P € 9, tal que

n(P) €
1y = Y [o(n) — o) f (1) < 5 VP =P
i=1
Do mesmo modo, como g € integravel segundo Cauchy—Stieltjes a direita com relacdo a
O temos:

dado € > 0 existe Q¢ € 9, tal que

Q) .
1, — Y [ou(t) — atioy)g ()| < 7 V0> e

i=1
Logo tomando uma parti¢do tal que R > P U Q¢, temos:

n(R)
psg— X loe(tr) — a(tin)]1f (1) + g (1)
i=1
n(R) n(R) e ¢
< ||y — Z la(t:) — a(ti-1) f ()| + |1 — Z lo(t) — ae(tim1)]g(t:)|| < 5 +5 =€
i=1 i=1
Isto €, dado € > 0 existe R € 9y, ) tal que

n(R)
1Zg = Y. o) = alti-)]1f () + 8]l <&, VP =R

Dai,
n(R)
o, D)) 800)) =, Jim Y [ale) — i) (70 +800)) =

Pe‘fo[asbhr i=1

n(R) n(R)

= lim Y [a(n) —o(s-1)]f(6) + li@ Y la(n) — acfti-1)]g(t:) =
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b) Mostremos que / Dsa(s)cf(s) =c Dso(s) f(s) para todo ¢ € R.
[a,b]r [a,b]T
Se a constante ¢ = 0 segue de imediato a igualdade.
Considere ¢ # 0. Como f € integravel segundo Cauchy-Stieltjes a direita com relagdo a
O temos:
dado € > 0 existe P € 9, ), tal que

n(P)

Ity = R lert) a6 < ﬁ VP> P

Logo, V P € P; temos:

n(P) n(P) €
ler = Y [oe(ti) = oultimy) e f (@) < eIy = Y [oe(ti) — otz f (1) < |C|H =€.
i=1 i=1
n(P)
Assim, [|I.y — Y [a(t) — a(ti-1)lcf(1;)]| < €, para todo P > Pe.
Dai, =
n(P)
Dy = 1 i) — ou(ti- i) =
 Doa)ef(9)= lim Y fo) — a1 les
n(P)
=c li i) — ot i) = Dy :
Cpdim. l; (i) — au(ti1)] f () = - o(s)f(s)
¢) Mostremos que s Dsa(s)f(s) < s Dy (s)g(s) dado que f(r) < g(r) para

todo t € [a,b]r.

Basta ver que como f(¢) < g(¢) para todo ¢ € [a,b]T, segue que, f(#;) < g(t;) para todo
[ti_1,t]] C la,b]r, i=1, 2, ..., n(P).

Logo,
n(P)
la,b)r Dsa(s)f(s) = PEE‘)[THT l; la(t) — ati)]f (1) <
n(P)
< 1 D ae e = [ D
_Pe;”[rz,lb]m_zl[a(t) a(ti-1)]g(t) - a(s)g(s)
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2.3 Propriedades da integral de Cauchy—Stieltjes

Portanto,

/[a g OIS < | Dsal(s)s(s).

[a7b]T

Vamos provar a seguir a propriedade fundamental das integrais de Cauchy—Stieljes (que
no exemplo 2.1.2 vimos ndo ser valida para as integrais de Riemann—Stieltjes em escalas

temporais [18]).

Teorema 2.3.2 Seja ¢ € [a,b]y. Se f : [a,b]ly — X integrdvel segundo Cauchy-Stieltjes a
direita com relagcdo a o, onde « : [a,b]T — L(X,Y). Entdo:

Da(t)f()= [ D) ft)+ [ D) f()

[avh]']f [avc]']f [C:bh‘
onde ¢ € [a,b]T.

n

—

P)
Demonstracdo: Considere o(f, o, P) = ) [a(t;) — a(t;i—1)]f(#).

i

I
—_

Bastamostrarque lim o(f,a,P, = lim o(f,a,P + lim o(f,a,P .
q PE Dby ( la.blr) PE Dy ( laclr) Py ( eblr)

Por hipétese temos que f € integravel segundo Cauchy—Stieltjes a direita com relacdo a

o, isto é,
Dso(t)f(t) = lim o(f,a,P .
[, D) = Jim (7.t )
Como p[avb]']r g mavc}T U W[CJ’]T’ ece mavbh" Segue que’

Pelt;J[Tb]T G(f7 a7P[a,b]T) = Pel;o[a’b]']r [G(f7 avp[a,c]']r) + G(f’ aap[c,b]'ﬂ'>] <

< lim o(f,o,P + lim o(f,a,P, .
PED (f [a,c]qr) PED s (f [,b]'[[‘)

Entao,

@ Dsar(r) f(2) < Dsa(r) f(z) + Dsar(r) f(z).

[avb]'ﬂ‘ [076’}’]1‘ [va]'ll‘

Por outro lado, ady C a.blr © Ple.bly C a.b)r> logo, acly U e plr - Pably
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2.3 Propriedades da integral de Cauchy—Stieltjes

Dyoc(t) f(t) + Dsa(t)f(t)= lim o(f,a,P,..)+ lim o(f,a,P.p.) <
[a,c]T ( ) ( ) [c,b]T ( ) ( ) PE@ ( la, ]T) PEDes)y ( [ ,b]T)

lim G(fa (Xap[a,c]qy)+ lim G(fv a7P[C,bh‘) = lim [G(fa (X7P[a,c]']1‘)+6(f7 a7P[c,b]T)] =

PGJOW,]T PEJO[a.b]T PE[O{“:HT
= lim o(f,o,P,p.) = Dgox(t) f(2).
pebiy, O O Platin) = f Do)
Assim,
(I Dyo(t) f(2) + Dso(t) f(2) < Dsoa(t) f(1).
[avc}'ﬂ' [Cﬂb]'ﬂ‘ [aab]T

Portanto, de (I) e (I) temos que

Da(t)f()= [ Da)ft)+ [ D).

[a7b]T [avc]T [va]T

Nos dois exemplos abaixo calculemos a integral de Cauchy—Stieltjes que foram dados nos

exemplos 2.1.1, 2.1.2.

Exemplo 2.3.1 Considere a escala de tempo T = {—zl—k; ke N*} U{o} U{ zik; ke N*}.
Sejam f,g: T — R dadas por:

I, se t>0 1+t, se t>0
t) = eglt)=
U {O, se t<0 8t) { t, se t<0

Entdo, integral de Cauchy-Stieltjes a direita é dado por /[ ] Dsf(t)g(t) =
“11]p
lim g(1)—g(0)=1

PE@-11)y
Observamos que por outro lado, neste caso, a integral de Cauchy—Stieltjes a esquerda é

dado por / Dy f()e(t) = lim g(1)—g®(0) = 1, pois, 5(0) =O.
[_lvlh' Peﬁ[*l,l]T

Exemplo 2.3.2 Considere a escala de tempo T = [—1,1|pr = {—1, 0, 1} com as fungdes
f,g: T — R definidas como:

g(1)=1,8(0)=0g(-1)=—1e f(-1)=1 f(0)=0, f(1) =3,

Entdo, integral de Cauchy-Stieltjes a direita é dado por

[ B0 = [8(1) ~(O)17(1) + [5(0) ~ (- 1)}7(0) =3
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2.3 Propriedades da integral de Cauchy—Stieltjes

Observemos que a integral de Cauchy—Stieltjes a esquerda é dado por
[, P00 = [8(1) ~O)L£(0) + (0) ~g(~DIF(-1) = 1.
— LT
Portanto, existem as integrais de Cauchy-Stieljes de ambos os lados.

Nesta direcdo, um importante resultado de existéncia da integral de Cauchy-Stieltjes a
direita pode ser dado f e « satisfazem as hipdteses para que a integral de Riemann—Stieltjes
exista ([18]) entdo a integral de Cauchy—Stieltjes a direita existe e possue o mesmo valor de

Riemann-Stieltjes.
Teorema 2.3.3 Sejam f, : [a,b]T — R com as seguintes propriedades:

a) f élimitada;
b)  «a é mondtona crescente;
c) f € integrdvel segundo Riemann—Stieltjes.

Entdo f é integrdvel segundo Cauchy-Stieltjes a direita e possuem o mesmo valor.

Demonstracao: Dada uma cadeia de parti¢des

RCPC..CPC ..

e supondo que existam as integrais: superior [ e inferior [ entdo temos a convergéncia para

toda cadeia de Prap)ps €M particular, para a subsequéncia Py, P, ... ,P,, .... Assim, (R—S) [

implica (C—S) [ e pelo tipo convergéncia (filtragem) as integrais possuem o mesmo valor.

Como mostraremos no decorrer deste trabalho a integral de Cauchy-Stieltjes € a
bilinearidade que une de modo natural (segundo uma Tripla Bilinear) funcdes regradas e
funcdes de semivariacdo limitada. Entdo no capitulo seguinte vamos tratar destas duas classes

de funcdes.
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CAPITULO

3

Funcoes regradas e fungdes de semivariacao

limitada

Como haviamos dito na introdugdo deste trabalho, desenvolveremos a teoria
de integracdo no ambito das func¢des regradas munido da norma do supremo. O
espaco das fungdes regradas € a menor extensdo espaco de Banach das funcdes
escada. Aparecem em diversas aplicacdes, como em tecnologia em geral (vide

por exemplo em teoria de Histerese, [28]).

Para tanto vamos desenvolver aqui aspectos das fungdes regradas em escalas

temporais a valores em espacos de Banach em geral.

Estudaremos também as func¢des de semivariacao limitada que serdo usadas

na integral.
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3.1 Funcgdes regradas

Seja X espaco de Banach.

Definicdo 3.1.1 A funcdo f : [a,b]r — X € regrada se f tem somente descontinuidades de
primeira espécie, isto é, se para todo ponto t € [a,b)r denso a esquerda (respectivamente,
t € (a,b| denso a direita) f(t™) existir(respectivamente, f(t") existir).

Neste caso, escrevemos f € G([a,b]T,X).

Observacio 3.1.1 E imediato que C([a,b]T,X) C G([a,b]T,X), isto é, que toda fungdo

continua é regrada.

Definicio 3.1.2 Seja f : [a,b]r — X. Dizemos que f é uma fun¢do escada sobre [a,b]r se
existir uma parti¢ao {to, ty,..., t,} de [a,b|r tal que f é uma funcdo constante em (t,_1,t,)
paratodor,r=1,2,..., n.

Denotamos por E([a,b]T,X) o espaco das fungdes escada de |a,b]T em X.

Teorema 3.1.1 Toda funcdo regrada definida em um intervalo compacto é limitada.

Demonstracdo: Suponha que a funcdo f : [a,b|T — X ndo seja limitada, isto é, para cada
n € N existe t,, € [a,b]|T com || f(t,)]| > n.

Como {#, }nen C [a, b é sequéncia limitada cujos os elementos sdo nimeros reais, segue

que, existe uma subsequéncia convergente {#,, }reny C T, isto €,
klim tnk = to para algum 7y € [a,b]r.
—»00

Observe que ty € T, pois T é fechado (T = T).
Deste modo ndo existe limite lateral de f no ponto #y. Assim, f ndo é regrada.

Teorema 3.1.2 G([a,b]T,X) € espaco de Banach com a norma do supremo.

Demonstracdo: Seja { f,} sequéncia de Cauchy em G([a,b|T,X), isto é,
dado € > 0, 3 N € Ntal que

lfn = fmll = sup |Ifa(t) = fu()|| < & Vn,m> Ne

ZE[%HT
1Fa (@) = fn @l < | fo = fmll <& Vn,m>Ne,V 1 € [a,blr.
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3.1

Fungdes regradas

G-

Logo, temos que para todo ¢ € [a,b]r, {f,(¢)} sequéncia de Cauchy em X.

Como X é espaco de Banach, segue que, {f,,(¢)} é convergente para todo ¢ € [a,D|.
Logo, fu(t) — f(t), entdo f(¢) € X paratodot € [a,b|

Resta—nos mostrar que f € G([a,b]T,X)

Como f,(t) — f(z) temos que:

dado € > 0, 3 np € N tal que

1/a (1) = f(2)|| < & Yn>ng

Entao,

lfn=fll = sup [[fult) = f(O)]

te [a,b]'ﬂ‘
Assim,

f=(f—fu)+ fucG(a,b]T,X)

Portanto, G([a,b]T,X) é espago de Banach.

Um subespago importante de G([a,b|1,X) é o espago das fungdes continuas a esquerda

([a,b]T,X) o qual usaremos de modo frequente neste trabalho.

Definicio 3.1.3 f € G([a,b]T,X) é uma funcdo regrada continua a esquerda em t € (a,b|r

se.

a) t é ponto isolado a esquerda, e/ou

b) f(t) = f(t—), t é denso a esquerda.

Denotamos por G~ ([a,bl1,X) = {f € G([a,b]r,X); f(1) = f(1) parat € (a,b]r } onde

= J f@t7), quando p(t)=t
f(t)_{ f(t), quando p(t) <t

Considerando os operadores:
¢ f € G([a,b]T,X) — f(1) —f(?) € X, séo continuos para cada t € (a,b|t.
Além disso,

G ([a.blr,.X)= [ o ' (0);

a<t<b
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3.1 Fungdes regradas

assim, G~ ([a,b]T,X) é subespago de Banach de G(|a,b]|T,X).

O proximo Teorema da uma caracterizacdo diferente de funcdes regradas e serd muito
importante em algumas aplicagdes posteriores.
Teorema 3.1.3 Dado f : [a,b]T — X, as seguintes propriedades sdo equivalentes:

a) f é limite uniforme de fungées escada.

b) fe€G([a,b]T,X).

c¢) Paratodo € >0 existe P € @, ), tal que Op(f) < €, onde

op(f) = sup {[1£(t) = (s)

;8,0 € (timy,t)T,i=1,2,3, ... ,n(P)}.

Demonstracao:

a) = b) E imediato pelo Teorema 3.1.2.

b) = ¢) Mostremos que existe parti¢cdo P de [a, b tal que ®p(f) < €.
Para isto, consideremos primeiramente f € [a,b]y tal que 6(f) >t e p(r) <t, isto €, pontos
de [a,b]T que sdo isolados.

E claro que f é continua nestes pontos. Além disso, 3 P de pontos isolados tal que
If6)—f(s)||=0<e, Vt,s€ (ti— &, ti+ &)1, i=1,2,3, ..., n(P).

Sejap(t) =t,t € [a,b]r. Como 3 f(17), segue que, 3 & > 0 tal que @y,_s, ,)(f) <&,
dai, 3 P, tal que

1f@)=f(s)|| <5, Vi,se(ti=6t)r, i=1,2,3, .. ,n(P).

Seja o(t) =t,1 € [a,b|r. Como 3 f(¢7), segue que, 3 & > 0 tal que @ ., 5,)(f) <&,
dai, 3 P5 tal que

Hf(t)—f(S>H < %7 Vi,se (ti7ti+6ti)']1‘7 i=1,2,3, .. an<P3)'

Tomando P:fp=a<t) <th <..< ta(p) = b com P> PLUP, UP;. resulta que P ¢
parti¢do finita com @p(f) < &
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3.1 Fungdes regradas

¢) = a) Considerando a fun¢ao escada

n(P) n(P)
fP,g = Z f(éi)X(l‘i,hl‘i}'ﬂ* + Z f(tJ)X{l‘J}
i=1

j=0

segue que, [If — el <.
Corolario 3.1.1 Dado f € G([a,b]r,X) temos que os conjuntos

{relab)llf ") —f@)l ze}e{t €(abl|f(0)—f7) =€}

sdo finitos, e portanto, o conjunto de descontinuidade de f é enumerdvel.

Na se¢do 4.2 deste trabalho usaremos uma classe de fun¢des associadas as G([a,b|,X)

que introduziremos agora.

Sejam X, W espacgos de Banach.

Definicdo 3.1.4 Dizemos que a funcdo f : [a,bly — L(W,X) é simplesmente regrada e
escrevemos [ € G°([a,b]r,L(W,X)), se para todow € W a fun¢do

fwitela,blr— (f-w)(t)=f(t)weX

é regrada.

Teorema 3.1.4 G°([a,b|1,L(W,X)) é espaco de Banach, quando munido com a norma do

supremo.

Demonstracdo: Seja { f,} sequéncia de Cauchy em G° (|a,b|,L(W,X)).

Para cada t € [a,b|, {fu(t)} é sequéncia de Cauchy em L(W,X) que é completo, entdo
existe f(t) € L(W,X) tal que

fn(t) = f(t) em L(W,X), donde f,(t).w — f(t).w paraw € W.

Além disso, para cada w € W {f,w} € sequeficia de Cauchy no espagco de Banach
G([a,b]T,X)) e concluimos que f € G°([a,b]r,L(W,X)).
Como {f,} sequéncia de Cauchy em G°([a,b]t,L(W,X)), temos {f,} converge a f com

a norma do supremeo.

Passamos a seguir a um conceito que como veremos ird complementar os de fungdes

regradas e integral de Cauchy—Stieltjes a direita.
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3.2 Semivariacdo limitada

3.2 Semivariagao limitada

Junto com o conceito de fungdes regradas e através da associacdo de uma tripla bilinear
dada pela integral de Cauchy—Stieljes, temos a necessidade da definicdo de um conceito dual
ao de fungdes de G([a,b]T,X).

Este conceito € o de semivariacdo limitada definido por Gowurin [29] em 1936.

H4 aplica¢des envolvendo o conceito de semivariacao limitada na literatura, € usada como

por exemplo, ver em Diekmann [30] e Travis em EDP [31].

Definiciio 3.2.1 Seja ), 0 conjunto de todas partigoes de |a,blt e P € @, 4., isto é,

P={a=ty<t <..<th1<ty=b};t;€[a,bly, i=0,1,... n

Considere o espago de BanachY e « : [a, by — L(X,Y).

Uma fungdo o é dita de semivariacdo limitada se

SVia]= sup SVp[o] < oo,
PE@ap)p

onde

n(P)
SVpla] = sup {H;[Oﬂ(fi)—a(fi—l)]xi\\}-

xeX, |ull<t

Denota-se SV ([a,b]T,L(X,Y)) conjunto das fungdes de semivariacdo limitada. Quando
o(a) = 0 denota—se SVy([a,b]T,L(X,Y)).
Observe que SV || é uma semi—norma e SVp[¢(] € uma norma.

Vejamos um conceito similar ao de semivariagdo limitada:

Dizemos que ¢ € BV ([a,b]T,L(X,Y) quando:

n(P)
BVla]= sup { ) [lo(r;) —o(tio1)]| <o
PE@apy  i=1

Segue das defini¢des de semivariagdo limitada e variagcdo limitada o seguinte resultado:

Teorema 3.2.1 Seja o : [a,b]r — L(X,Y) tal que o é de semivariagdo limitada, temos:
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3.2 Semivariacdo limitada

a) selc,d)t C[a,b|r, entdo SV[CJ]T[(X] < SV[a,b}T[OC]-
b) sec € [a,b]r, entdo SVi, . [a] < SV|y o, [a] + SV p)[]

c) BV(la,b|r,L(X,Y) C SV([a,b]T,L(X,Y)) e vale a igualdade se dimY < o .

Demonstracdo: a) Como « é de semivariacdo limitada sobre [a,b|r, segue que, o é de

semivariagdo limitada sobre [c,d]|r. Além disso,

SVPap |01 < SVpy (0]

e segue o resultado.

b) Bastar tomarmos uma cadeia de parti¢des encaixadas de [a,b]T onde parti¢do inicial
contenha ¢ € [a,b]r.

c) E imediato pelas definicdes de semivariacdo limitada e variacao limitada.

Em particular, se ¥ =R

BV ([a,b]T,X") = SV ([a,b]T,X’).

Observemos que uma primeira conexao forte no sentido do que na literatura € denominada
Tripla Bilinear (BT) entre os conceitos de funcdes regradas, integral de Cauchy-Stieltjes e

semivariacao limitada € dado pelo seguinte Teorema.
Teorema 3.2.2 Sejam o : [a,b|r — L(X,Y) e f: [a,b]T — X.

a) Sea € SVy([a,blT,L(X,Y))e f € G([a,b]T,X), entdo existe

n(P)
[, D)= lim Y fo) — i)l ) € ¥
b) | - Dsoc(s)f ()] < SVIa]llf]]-
n(P)
Demonstracdo: a) Considere op(f,a,P) = Z oti—1)]f(t)-

Mostremos que a sequéncia {op };7 | ¢ de Cauchy (em Y).

De fato: Como f € G([a,b|T,X) suponha que Op,(f) < %W] tal que SV[ct] # 0 com Py €
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3.2 Semivariacdo limitada

lor, (fs 0, Po) = 6p, (fs . Ba) | = | 2 [ox(t) —ax(ti-)]f (1) = ) eelty) —ex(t;-0)lf (1)) <

< X [«(&) —a@)lf(G) = fEir1)]l

i=1
com [thgi]'ﬂ‘ - [tiati—Fl]T? S {172; 7n(Pn)}

Assim, [|op, — o, || < £ [a(&) — a()][£(&) — Fls)]ll < SVl on(f) <.

Isto €, dado € > 0 existe Py € £, ), tal que
|op, — 0Bl <€ Y Py,Bn>Fo

comPy<.. <P, <..<P,...

Como Y € espaco métrico completo com a norma do supremo, segue que, a sequéncia

[ee] Z A .
{op}7 | é convergente e a convergéncia pertence a Y.

Portanto,
n(P)
Dso(s)f(s)= lim o(t;) —alt— 4).
lably (9)(5) Pe,(o[a,b}qriz{[ (1) — ox(ti-1)] £ (81)

Observe que se SV[a] = 0, segue que, o = 0.
Logo, / Dya(s)f(s) = 0.
[a7b]T

b) Além disso,
n(P)
I, eIl [ P Xl — et )@l

n(P)
gl ; a(si) — (s )l f (@) || < &+ SV ]| f]]

Como € > 0 € arbitrario, segue que,

| [ Dsee(s) f(s)[| < SVIa]|lf]-

a,b]t

No préximo Capitulo estaremos usando os conceitos de integral de Cauchy—Stieltjes a
direita, funcdes regradas e de semivariacdo limitada desenvolvidas até aqui, para representar

operadores sobre G~ ([a,b]T,X ) e assim gerar as equagdes integrais do tipo Volterra—Stieltjes.
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CAPITULO

4

Teorema de representacdo de Riesz

Agora que definimos os conceitos bdsicos de nossa teoria, prosseguiremos
em direcdo ao objetivo deste trabalho que € estabelecer Teorema de existéncia
de solucdes para equagdes integrais do tipo Volterra—Stieltjes de 2¢ espécie em
espacos de Banach, em escalas temporais.

Para isto vamos estabelecer um Teorema de representagdo de operadores

lineares atraves dos conceitos basicos vistos até agora.
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4.1 Teorema de representacdo do tipo Riesz

Dadas as noc¢des da Integral de Cauchy—Stieltjes a direita e fungdes de semivariagdo
limitada, podemos justificar sua integracdo entre outras razdes com uma teoria de
representacio, que garante que todo operador linear continuo pode ser representado por
fungdes de semivariagdo limitada o definida em [a, b|T atrdves de uma integral de Cauchy—

Stieltjes.

Teorema 4.1.1 Sejam X e Y espacos de Banach.
A aplicacdo

a € SVo([a,blr, L(X,Y)) —> Fy € LG ([a,b]1,X),Y]

é isometria (isto é, | Fy|| = SVo[t]), onde definimos

Falf) = [, D)), paratodo f & Glla.b.X),

Ainda mais, 0t(t)x = Fo[X(4,X] t € [a,b]T, x €X

Demonstracio: Denotemos por P a aplicagio a — (o) = Fy.

A aplicagdo @ € isomorfismo:

1) ® estd bem definida, pois
se 0 =0 € SVO([avb]T7L<X7Y))’ (X](t) - aZ(t)a Vie [a7b]T-
Seja Fy, (f) para algum f € G~ ([a,b]r,X), entdo

Fa(f)= [ Da(f6)= [ Dien(s)(5) = (1)
assim, Fy, (f) = Fo,(f) paratodo f € G~ ([a,b]r,X).
Portanto, () = ©(m).
2) @ é injetora.
Suponha que ®(a) = ®(B) = Fy =Fg = Fo(f) =Fg(f), Vf€G ([a,b],X).
Como /b]DSa(s)f(s) = Fy e considere f = X4 ¢,x € G ([a,b]1,X).
Logo, ¢

Felf)= [ D)= [ Do)z (v = e
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4.1 Teorema de representacao do tipo Riesz

Por outro lado, temos /[ } DsB(s)f(s) = Fg(f), tomando novamente f = ¥4, 7], X temos
a,b

U= [ DB = [ DB (=B

[a.b]r
Dai, ot(7)x = B(7)x, VT € (a,b]T,x € X,
assim a(7) = B(1), V7 € (a,b]r e a(a) =0 = B(a), pois &, B € SVj.

Assim, ® € injetora.

3) @ é sobrejetora.
Dado F € L[G™ ([a,b]|1,X),Y], por 1) se 3 o0 € SVo([a,b]T,L(X,Y)) tal que Fy, = F entdo

a(T)x = F[X(q,2,] para todo 7 € (a,b]y e x € X.

Mostremos que F' = Fy.
Basta provar que Fy ¢ F' tomam os mesmo valores com elementos da forma ¥, 7)., pois
estes formam um conjunto total em G~ ([a,b|,X).
Como f é limite uniforme de fung¢des escada (3.1.3), temos f € G([a,b|,X).
Logo,
FolX (%] = s Dsa(s) X(a 57 ()X = (T)x = F[X(a,5X]-
a,b|t
Assim, Fy [}((a7T]Tx] = F[%(a7r],ﬂ,x].
4) Mostremos que SV [a] = ||Fy|-
n(P)
SVpla] = sup || Z la(si) — a(tin)lxill = sup [|Fal Z Xty adoilll < [ Fal]-

[all<ti=1 [l <1 i=

Por outro lado, pelo Teorema 3.2.2 de existéncia da integral de Cauchy—Stieltjes temos
[Fall < SVl
Portanto, ® é isomorfismo e ||Fy|| = SV |[a.

No proximo coroldrio ha uma caracterizacdo de extrema importancia na teoria de
dualidade.

Corolario 4.1.1 Para todo o € SV ([a,b|1,L(X,Y)) temos

svig =swp (| | D))l £ € G (fa bl ), 171 < 1)
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4.1 Teorema de representacao do tipo Riesz

Corolario 4.1.2 Quando Y = R temos
G ([a,b]r,X) = SVo([a,b]r,X").

Exemplo 4.1.1 Tome Y = X, ty € (a,b]r e F(f) = f(to) os correspondentes a €
SV ([a,b]T,L(X)) da representacdo satisfaz:

a(t)x = F[X(anX] = X(a g, (00)X = Xy 01 ()X

e assim, 0 = X[y plplx-
Em particular, seja T = {0,1,2,3} e Y =X com F(f) = f(1), logo

o (t)x = F[X(0,0:X] = X0, (1)x = X1 3)p ()% assim, o =y 3, L.

Exemplo 4.1.2 Tome Y =X, ty € [a,b|r e F(f) = f(0(t9)) os correspondentes elementos
o € SV (la,b]r,L(X)) temos

()X = F [ X000 = X017 (0 (0))X = Xjo(19).5]7 ()X

assim, o = X[G(IO)vbh'Ix'
Em particular, seja T = {0,1,2,3} e Y =X com F(f) = f(o(1)), logo

a(t)x = F[X0,:X = X041 (0(1)x = X[o(1) 31 ()X assim, & = X(g(1) 3 x-

4.2 Teorema de representacdo integral para operadores lineares

entre espacgos de funcoes

Diante do resultado de representacdo de operadores lineares da se¢do anterior podemos
considerar a representacdo no caso em que tomamos o espago, no teorema, ¥ = G([c,d|r,Y)
com abuso de notacao.

A seguir introduziremos o espago dos nicleos, que representam os operadores de
L(G™ ([a,D]1,X),G([c,d]T,Y)) através da integral de Cauchy—Stieltjes a direita em escalas

temporais.
Dada uma fungdo K : [¢,d|T X |a,b]T — L escrevemos
K'(s) = K,(t) = K(t,s) quando (z,s) € [c,d|T X [a,b]T.
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4.2 Teorema de representacdo integral para operadores lineares entre espagos de fungdes

Dizemos que uma fung¢do K : [c,d|T X [a,b]T — L(X,Y) é uniformemente de semivariagdo

na segunda varidvel se K satisfaz a propriedade:
(Sv*) K' e SV([a,b]T,L(X,Y)) paratodot € [c,d|T e
SV*IK] = supSV[K'] < oo
teT

(SV§') denota que além disso temos K’ (a) =0, V1 € [c,d]r.

Dizemos que uma fungio K : [c¢,d|r X [a,b]r — L(X,Y) é simplesmente regrada como

funcdo na primeira varidvel se satisfaz a propriedade:
(G°) K€ G°([a,b]T,L(X,Y)), para todo s € [a,b|T
Denotamos por G°SV{{'([c,d|T X [a,b]T,L(X,Y)) o espaco das fungdes
K : [c,d]T x [a,blT — L(X,Y) que satisfazem as propriedades (SV*) e (G°).
E imediato:
Teorema 4.2.1 G°SV([c,d]t x [a,b]T,L(X,Y)) € espago de Banach quando tomado com a
norma K — SV"[K].
Teorema 4.2.2 A aplicacdo
K € G°SVy'([e,d]t % [a,b]T,L(X,Y)) = Fx € L[G™ ([a,b]T,X),G([c,d]T,Y)]
é isometria ( isto é, | Fx|| = SV"[K]), onde para todo f € G([a,b|1,X) definimos
B(N0= [ | BKESI), 1 <ledls

Além disso, K(t,5)x = Fi[X(a,q.*|(t) para todo (t,s) € [c,d]r x [a,b]r e x € X.

Demonstracdo: Denotemos por @ a aplicagdo K — ®(K) = Fx. A aplicagido ® é

isomorfismo:

De fato: 1) @ estd bem definida, pois, se para cada r € [c,d|T
K! =K} € SVo([a,b]T,L(X,Y)), vale K (s) = K5(s), Vs € [a,b]r e
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4.2 Teorema de representacdo integral para operadores lineares entre espagos de fungdes

Fe, (f) = /[ DK = [ D) (5) = Fa (1)

[a7bh'

Assim, Fg, (f) = Fk,(f) paratodo f € G~ ([a,b]T,X), e portanto, ®(K;) = P(K>).

2) ® ¢ injetora: considere K # 0, entdo existe 7y com K (fp) # 0, assim existe T € (a,b|r
e x € X tais que
K(t(), ‘L')x £ 0.

Se tomarmos f = (4, ¢}, entdo Fx(f) # 0.

Pois,

(a) Fi [X(a,2).X] (t0) = /[ . DK (to,$) X(4,7); (5)x = K(to, T)x
a,n|T

Portanto, ® € injetora.

3) & ¢ sobrejetora

Para provar que @ € sobrejetora devemos mostrar:

Paratodo F € L|G™ ([a,b]T,X),G([c,d]T,Y)], existe K € G°SV}i'([c,d]T x [a,b]T,L(X,Y))
tal que F = ®(K).

Por (a) existe K com F[x(, x|(t) = K(t,7)x, para todo 7 € [a,b|1, t € [c,d|T e x € X,
tomando isto como definicdo de K resta—nos mostrar:

i) KeGSV§([c,d]|T x [a,b]T,L(X,Y))

ii) F=Fg.

De fato: K € G°SVjj'([c,d]t % [a,b]T,L(X,Y))

K(t, ) claramente ¢ linear, além disso,

1K (2, T)xl| = [ [X (a2 O < 1F Dt agoX < TE 2@, D < F -

Portanto, K(¢,7) € L(X,Y).

Agora K(t,1) € SVy([a,b]T,L(X,Y)), pois para cada P € @ e x; € X tal que ||x;|| < 1,
i=1,2,....,n(P). temos:
n(P)
| Z[K’ 5i) =K' (sim)xill = 1FL Y X5y sip (O] <
=1

1

n(P) n(P)
<NIFLY X5y sgn®l Il < IENN Z Xsir,sieill < [IF|

=

isto €,
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4.2 Teorema de representacdo integral para operadores lineares entre espagos de fungdes

(B) SV[K'] < ||F|| para todo ¢ € [c,d]T.

Finalmente, mostraremos que K ¢é regrada.

Set, —t € [¢,d]|r implica que K(t,) é convergente em SVy([a,b]T,L(X,Y)).

Por () temos SV [K"™] < ||F||, V n.

E a sequéncia K(f,,,s)x é convergente para todo s € [a,b|T e x € X. pois, pela defini¢do

temos, para cada t, € [c,d|r
K(tms)x = F[%((Lsh*x] (tn) € F[X(ms]qrx] S G([C,d]qr,X).

Concluimos assim, K € G°SV{([c,d]r x [a,b]T,L(X,Y)).

Vamos mostrar agora que F' = F.
Ambos sdo operadores lineares continuos Fx e F de G~ ([a,b|,X) sobre G([c,d]|T,Y) e
tomam os mesmo valores com elementos da forma Xagps T € la,b]T, x € X, onde estes

formam um conjunto total em G~ ([a,b]T,X).

Finalizando, por (f) temos ||K|| < ||F]||.
Por outro lado, ||F|| < ||K||.
Pois, [|F|| = sup { |[F(f)[l;.f € G~ ([a, b1, X), [lf| < 1} e [[F(F)| = sup [[F(F)()] e

t€le,d|

IFNOI=1 [ KD/ @) < SVIKL

, isto é, ® € isometria.

K| =|F

Portanto,

4.3 Caracterizagdo integral de operadores causais

Os operadores causais (ou nao—antecipativos) sdo o pilar da visdo que temos do
desenvolvimento de fendmenos, isto é, o que ocorre a partir de um certo instante no

desenvolvimento de um fendmeno s6 depende do que ocorreu antes.

Nesta secdo vamos mostrar que os operadores lineares causais entre espagos de funcdes
regradas tém uma representacdo integral no mesmo sentido que estabelecido na secdo

anterior. A partir dai podemos considerar a equacao

(I 4+ kx=u
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4.3 Caracterizacdo integral de operadores causais

com k linear e causal, nos espagos apropriados como uma equacdo do tipo Volterra—

Stieltjes linear de 24 espécie.

x(t) + DK (t,5)x(s) = u(z).

[avt]T

Os detalhes desta equagdo serdo desenvolvidas no capitulo 5 a seguir.
Dizemos que um operador

ke L[G(la,blT,X),G([a,b]T,Y)]

¢ causal se para todo ¢ € [a,b]T a fungio (kf) depende somente de f|[a«fhr para todo

lladlg
f € G([a,b]T,X), ou equivalentemente:

Definicdo 4.3.1 Um operador k é causal se para todo f € G([a,b]t,X) e todo ¢ € [a,b] :
Vtelacr, f(t)=0 = kf(t)=0.
Dado K € G°SV*([a,b|T x [a,b]T,L(X,Y)) e ty € |a,b]r definimos

(i f)(£) = DK (t,5)f(s) t € [a,blr

[tOJ}T

onde f € G([a,b|T,X).

Obviamente, para todo ¢ e todo f, (k,f )HM]T depende somente de f| mas em geral a

[att]T ’
funcdo k,f ndo é regrada, mesmo f sendo de G°([a,b]T,X).

E uma questio bastante especifica da teoria e se encontra no Apéndice desta dissertagdo
a condi¢do para que k;,f € G([a,b]T,X). Esta condigdo provém de uma propriedade da

diagonal do niicleo K(z,s) (ver Teorema A.0.3).

Supondo que K é simplesmente regrada na diagonal e além disso, extendemos K para

[a,D]T X |a,b]T definindo K (t,s) = K(t,t) se s > t escrevemos:
K e GKSV”([a,b]T X [a,b]T,L(X,Y)).

O préximo teorema caracteriza os operadores de L[G™ ([a,b|r,X),G([a,D]|r,Y)]

causais.
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4.3 Caracterizacdo integral de operadores causais

Teorema 4.3.1 Dado K : T — L(X,Y) onde
I'={(z,5) € [a,b]T X [a,b]T;t < s}.

Se temos K € GYSV"([a,b]T X [a,b|T,L(X,Y)) entdo o operador k, definido por k é
causal

(onde, para todo f € G([a,b|1,X)), kq definido como:

(kaf)(t) = /[ DK = [ DK, 1 elatls

[avbh'

Reciprocamente, para todo operador causal A € L|G™ (|a,b]r,X),G([a,b]T,Y)] existe
K € G3SV*([a,b]t x [a,b]r,L(X,Y)) para o qual Af(t) = (kaf)(t). Tomamos K(t,s)x =
k[%(a,shx] (t>

Demonstracao:A.0.4

A partir deste ponto estamos aptos 2 introduzir a nogdo de equagdo integral em nosso

contexto.
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CAPITULO

5

Equacoes integrais nao lineares

Uma equacdo integral de Volterra—Stieltjes € um tipo especial de equacdo que
engloba vérios tipos de equacdes correntes na literatura: equagdes diferenciais
ordindrias, equagdes integro—diferenciais, equacdes de Volterra [33], equacdes
com retardamento, equagdes do tipo neutro [34] e equagdes a derivadas parciais
[35].

Tais equacdes costumam ser divididas em primeira e segunda espécies.

Uma equacdo de Volterra—Stieltjes de 14 espécie € expressa na forma

DK (t,s)f(s,x(s)) = u(z)

[avth’

enquanto uma equacao de Volterra—Stieltjes de 2¢ espécie é dado por

x()+ [ DsK(t,5)f(s,x(s)) = ult)

[avt]'lf
onde o nidcleo K (¢,s) e u(t) sdo dados e a incognita é a fungdo x(s) com a fungao
f dado por f: [a,b]T x X — X.

O nucleo K desempenha um papel essencial, determinando inclusive o espaco

adequado onde se deve buscar a solu¢do. Neste sentido, nosso objetivo é
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estabelecer os critérios que nos garantem solucdo para equacdes de Volterra—
Stieltjes de 24 espécie utilizando integrais de Cauchy—Stieltjes sobre funcgdes

regradas em escalas temporais a valores em espagos de Banach.

Ap6s, faremos consideragdes sobre o caso f(s,x(s)) = x(s), isto é, quando a

equagao integral € linear.

5.1 Equacgao integral de Volterra—Stieltjes ndo linear

O fato de usarmos a equacao integral na forma

(K) o)+ [ D)7 (5, 2(8) = )
at|T
¢ baseado em sua generalizagdo das equagdes lineares (quando f(s,x(s)) = x(s)) e em

inimeros trabalhos considerando equagdes integrais do tipo Volterra—Stieltjes ndo lineares,

como por exemplo em [36] e na modelagem de circuitos em caixas pretas em [37].
As equagdes do tipo (K) como ja vimos anteriormente em 4.3 é representado pela equag@o

(I +kx=u

onde k é um operador causal. Neste sentido como discutido anteriormente estes operadores

causais sao exatamente os operadores que tem um ntcleo do tipo

K € G$SV*([a,blr  [a,b]r, L(X,Y)).

5.2 Existéncia de solu¢do de equacdo integral de Volterra—

Stieltjes ndo linear

Vejamos nesta se¢do os critérios para existéncia e unicidade de solu¢do de equagdes

integrais do tipo Volterra—Stieltjes em escala temporal arbitraria T.

(K) (1) + /[ DK (9)f(5.x(5) =u(e), 1€ [abln
onde K € G$SV*([a,b]r x [a,b]r,L(X,Y)) e u € G([a,b]1,X).
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5.2 Existéncia de solucdo de equacgdo integral de Volterra—Stieltjes ndo linear

Para tal fim usaremos o Teorema do ponto fixo de Banach.

Seja (. ,d) espago métricoe F : M — M .

Uma aplicacdo F : .# — ./ é contragdo se existir uma constante 0 < o < 1 tal que
d(Fx,Fy) < ad(x,y), Vx,y€ ..
O Teorema do Ponto fixo de Banach estabelece:

Teorema 5.2.1 Toda contracdo F : # — M em espaco métrico completo possui um, e
apenas um, ponto fixo ¥ de F e F'(x) — X para cada x € M.

Demonstracao: Em Kreyszig [38] [pag. 300].

Além disso, o Teorema do Ponto fixo de Banach fornece a seguinte estimativa sobre o

erro entre a i—ésima iteragdo F'(x) e o ponto fixo :

d(Fi(x),%) <

Considere o espaco vetorial .7 ([a,b]T,X) de todas func¢des definidas em [a, b]T.

Definicao 5.2.1 O operador nao linear N : % — % definido como

Nx(t) = f(-,x(:)(r) = f(t,x(1))
onde f :[a,blT x X — X. N é denominado operador de Nemytskij.

Uma condicao necessdria e suficiente para o operador de Nemytskij esteja definido em
G~ (|a,b]T,X) com valores em G~ ([a,b]T,X) é que f seja continua a esquerda na primeira
varidvel e Lipschitziana na segunda varidvel como podemos ver em Abreu [39].

Neste trabalho vemos que para todo ¢ denso a esquerda, temos:

lim [[Nx(7) = Nx(t)[| = lim |[f(z,x(7)) — f(7,x(1)) + f(7,x(2)) — f(£,x(0))]| <

Tt~

< Tim [lx(e) = x(O)l| + Tim [\ (z,x(1)) = £(e,x(0)) | =O.

Tt

59



5.2 Existéncia de solu¢do de equacdo integral de Volterra—Stieltjes ndo linear

Observe que se f : [a,b]T x X — X é Lipschitziana na segunda varidvel, entdo o operador

de Nemytskij associado a f € Lipschitziana também:

Sejam x,y € G([a,b|T,X) arbitrarios tem—se

d(Nx,Ny) = sup [[Nx(1) = Ny(t)| =

te [a7bh'

= sup [[f(6,x(0)) = f(,y(@)[ <1 sup [lx(1) = y(1)[| = L d(x,y).

t€la,bly t€la,blp

Portanto, d(Nx,Ny) <[ d(x,y) para todo x,y € G([a, D], X).

Teorema 5.2.2 Seja K € GJSV“([a,b|r x |a,b|r,L(X,Y)). Considere a equagdo integral
(K) e f:|a,blr x X — X uma aplicagdo seja regrada na primeira varidvel e Lipschitziana
na segunda tal que a constante de Lipschitz seja L < SV+[K] .

Entdo, a equagdo (K) possui uma tinica solugdo x € G([a,b]1,X).

Além disso, se a sequéncia de fungdes {x;} € definido escolhendo x; € G([a,b]T,X) como

xi(t) + DK (7,5)Nxi(s) =u(t), t € [a,b]r

[avt]T

temos que a sequéncia {x;} converge uniformemente em |a,b|t para a inica solugdo x de (K).

Demonstracio: Como K € G3SV*“([a,b]r x [a,b]r,L(X,Y)), segue que, o operador integral
em (K) estd bem definido.

Suponha L < SV+[K]

Considere o espago métrico completo (G([a,b]T,X),d) onde d é a métrica do supremo e

seja para cada u € G([a,b]1,X) o operador F sendo definido como

[Fx|(t) =u(t) — DK’ (s) f(s,x(s)), t€ [a,b]T.

[(l.,lh'

Dadas as hipdteses o operador F' pode ser escrito na forma

[Fx|(t) =u(t) — DK (s)Nx(s), t € [a,b]T.

[at]r
onde N ¢é o operador de Nemytskij associado a f.
Primeiramente, observe que F : G([a,b|1,X) — G(|a,b]T,X), pois
K € G{SV*(la,b|T x [a,b]T,L(X,Y)) e N : G~ ([a,b]r,X) — G (|a,b]T,X), estdo bem
definidos.
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5.2 Existéncia de solucdo de equacgdo integral de Volterra—Stieltjes ndo linear

Claramente os pontos fixos de F serdo solucgdes de (K).

Logo, queremos provar que existe um unico x tal que Fx = x.

Para isto, mostremos que F é contracdo com constante de contra¢do igual a ff =
L.SV*[K] < 1 e assim o Teorema do Ponto Fixo de Banach serd aplicado.

Para quaisquer x,y € G([a,b]T,X) temos:

[Fx—Fyll = sup [[Fx(t) = Fy()|| =

t€la,b]t
= sup |ju(t)— DK (s)Nx(s) —u(t) + DK’ (s)Ny(s)|| =
t€la,blr lat]T [a,t]T
= sup || DsK' (s)Nx(s) — DK’ (s)Ny(s)|| =
lE[mbh' [avth' [aJh'
= sup | DsK' (s) (Nx(s) = Ny(s)) || < SV¥[K'].|[Nx —Ny| <

t€laply /latlr

< sup SVU[K'].L|lx—y|| = SV*[K].L|lx—yl| = Bllx—y].

t€la,bl

Assim, |[Fx— Fy|| < B ||x—y|| para todo x,y € G([a,D|T,X) e B < 1.

Portanto, F € contragdo.

Usando o Teorema do Ponto Fixo de Banach, segue que, F' possui um e apenas um ponto
fixo.
Além disso, pelo Teorema do Ponto fixo de Banach, a sequéncia {x;} converge

uniformemente para o ponto fixo.

Vejamos uma aplicag@o do Teorema 5.2.2:

Exemplo 5.2.1 Afirmamos que a equacdo integral ndo linear escalar
X(t) + /[ D= p(e)]sen(x(s)) =21, 1€ [0,1]z
0,1]1

tem uma tinica solugdo x para T arbitrdrio.

De fato: Basta comparar as equagdes integrais deste exemplo e do Teorema 5.2.2.
K € GSSV*(la,b]r x |a,b]T,L(R)) e u(t) = 2t é continua.

Além disso, SVIK] = sup SV[K'] <1.
16[0,1]1‘
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5.2 Existéncia de solucdo de equacgdo integral de Volterra—Stieltjes ndo linear

n(P)
Pois, SV[K'] = Hsﬂpl{ﬂ Y [p(@) —pt)lxill} < 1.
x| < i=1

O operador de Nemytskij associado a x, com Nx(t) = sen x(t), é Lipschitz com constante
L=1.

Logo, todas as condicoes do Teorema 5.2.2 sdo satisfeitas e entdo concluimos que a

equagcdo integral acima possui uma tinica solugcdo para uma escala temporal T arbitrdrio.

5.3 Equacao integral de Volterra—Stieltjes linear

Usamos como na literatura o termo "equacdo ndo linear"englobando o termo de "equacado
linear".
Neste sentido, a equagdo (K) serd linear quando considerarmos f(¢,x(¢)) = x(t), ou seja,

quando seu operador Nemytskij € a identidade
Nx(t) =x(t), Vt€la,b]r.
Neste caso, a equagao integral linear € expressa da forma

(KL) x(t)+ DK (2,5)x(s) = u(t).

[a'/t}']l“

Uma consideragdo imediata do Teorema 5.2.2 ¢:

Corolario 5.3.1 Seja K € GJSV*“([a,b]T x |a,b]r,L(X,Y)).
Dada a equagdo (KL) com SV*[K] < 1.
Entdo (KL) possui uma tinica solugdo x € G([a,b]t,X) para cada u € G([a,b]T,X).

Demonstragio: Seja SV*[K] = sup SV“[K'] tal que SV*[K] < 1. Entdo como N € contra¢io
IE[(Lbh*

com constante de contragdo L = 1 temos L < #W]’ e assim, segue do teorema 5.2.2.

A partir do Teorema de existéncia e unicidade seguindo esta linha, vamos num trabalho
futuro expressar a solugdo de (K) em fungdo do niicleo K. Neste sentido, temos no caso
T = R e usando a integral de Dushnik na equacdo, que x pode ser expressa por uma série do
tipo Volterra—Wiener como em [37] ou no caso (KL), com a mesma condi¢do do corolério

5.3.1 acima, por uma série de poténcias de (K), como em Arbex [32].
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APENDICE

A

Apéndice

Na secdo 4.3 a condigdo para ki, f € G([a,b]T,X) provém de uma propriedade da
diagonal do niicleo K(z,s).

Com o objetivo de estabelecer esta condi¢do e o Teorema de representagdo do
tipo Riesz para os operadores causais faremos uma abordagem resumidamente de alguns

resultados preliminares.

Primeiramente, comecando com um resultado similar ao do Teorema de Helly (ver

[33]).

Teorema A.0.1 Se a sequéncia a,([a,b]T,L(X,Y)) é tal que SV |a,] < M para todo n > ng e

se existir
o : [a,blr — L(X,Y) tal que o4, (t)x — a(t)x,

para todot € [a,b]T e x € X entdo

Dy (1) f(s) — Dsa(t)f(s),
[a,b]T [a,b]T

v f € G([a,b]T,X).

Demonstracao: Pelo Teorema de Existéncia 3.2.2 temos:

[Fall < SV]a] e [[Fg, || < SV]on].
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Entdo, ||Fyl|, ||Fa,| <M,V n.

im o 1 23] = im [ Do) 110 (5)x =
a,b|t
=lima,(7)x=o(7)x = s ]D)Soc(t))((a’ﬂ (s)x=
a,b|t

= Fo [%(a,ﬂx]

Dai, limFy, f = Fy f para todo f € G(|a,b]T,X).

Além disso, 3 f¢ € E(([a,b]T,X) tal que
E
_ < =

Assim,

1Fa (f) = Fo,, ()| < [[Fa(f = fe) I+
+IFalfe) = Fo, (fe)ll + | Fo, (f = fe)ll <
[Fa[[[Ilf = fell + | Foe(fe) = Fer, (fe) I+

|1, 11F = fell

€ € €
<M-— + =+ M-—=¢
- 3M+3Jr M

€
para todo n > ng,ne. Com ||Fy(fe) — Fo, (fe)|| < 3 Vn > ne.

Lema A.0.1 Dado K € G°SV*(|a,b|T X [a,b]T,L(X,Y)).
Para cada f € G°(|a,b]r,L(W,X)), definimos

Ff(t) = /[ , DKE)F6)

Entdo Fxf € G°([a,b],L(W,Y)).

Demonstracio: Sejat € [a,b|r e {t,} € [a,b|T tal que t,, — 1.
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Como K' satisfaz as hipGteses do Teorema A.0.1 e para cada s € [a,blr e w € W
K'n(s)w — K' (s)w.

Dai, para cada w € W, segue que:
Ficf (tn)w = /[ DKl )/ wls) — Fef (T w= [ DK 9) )
a,blr a,b|t

Procedendo de maneira analoga obtemos para o limite a direita.
Portanto, Fx f € G°([a,b]T,L(W.Y)).

Em particular, temos

ki f(t))w —> ki f(t7)w, YV 1o <t<b

E analogamente,

ko f (tn)w — ko f(t D), ¥V a <t <to.

Definicdo A.0.1 Seja K € GJSV*([a,b]t x [a,b]T,L(X,Y)), isto ¢,
K it € |a,b]y — K(t,t) € L(X,Y) é simplesmente regrada.

Indicamos por K e K as funcdes de |a,b|t X |a,b]T em L(X,Y) por:

— {K(l,s), se t>s

K(t,t), se t<s

K(t.s) K(t,s), se t<s
7S =
o K(t,t), se t>s

Um resultado imediato:
Teorema A.0.2 Se K € GSSV*([a,b]r x [a,b|T,L(X,Y)) entdo
K, Ke Ggsvuqa?b]'ﬂ' X [aab]TaL(X7Y>)'
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Além disso, para os operadores do tipo kf () = DK (t,s)f(s) temos:

[[Ovt]T

Proposicdo A.0.1 Seja K € G{SV*(|a,b]t x [a,b]T,L(X,Y)) e ty € [a,b]t, entdo:

i) kfeG°([a,blr,L(W,X))

ii) Além disso,

kf(t-) = f[loabhr DsK(t-,5)f(s), se to<t<b
-)= — Jiago)y DsK(t-,5)f(s), se a<t<t

f[l()7bh‘ DSE(I+,S)f(S>7 se 1) <t< b
- f[a»lohr DsK(ty,5)f(s), se a<t <t

kf(t4) = {

Demonstracdo: i) Primeiramente observe que: para cada f € G°([a,b]T,L(W,X)) e
K' € SV([avb]TvL(X7Y))’ entdo f € GG([t07t]TaL(W7X)) eK' € SV([t())t]T)L(XaY))
e usando o Teorema de Existéncia 3.2.2 considerando sobre L(W,Y), segue que,

kf(r) = DK (t,5)f(s)

[l‘(),lh*

existe. Dai, usando o Lema A.0.1 segue o resultado.

i) Levando em consideragdo que:

0= [ DK@ = [ DEREs)S)
[to.]T [t0,b]T
paratgo <t <b,e
== DK== [ DK

para a <t < tg, o resultado segue.

Teorema A.0.3 K € G°SV“(|a,b]r X [a,b]T,L(X,Y)) entdo sdo equivalentes:
a) A funcdo K it € |a,b]y — K(t,t) € L(X,Y) é simplesmente regrada.
Ky : [a,b]r — K(t,t)x € L(X,Y) € regrada.
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b) Para cadaty € [a,b]t e f € G°([a,b]T,L(W,X)) a fun¢do
kf:t€la,blr —kf(t) = - DsK(2,5)f(s) € L(W,Y)

é simplesmente regrada.

Demonstracao: Suponha que K € simplesmente regrada na diagonal, isto é,

Ky : |a,blT — K(t,t)x € L(X,Y) é regrada.

Considere operadores do tipo kf (1) = DK (t,s) f(s). Queremos mostrar que
[t()at]']l'

kfw(t) =kf(t)w= DK (,s) f(s)w

[t0>th‘

é regrada. Isto segue usando novamente o Lema A.0.1 e lembrando que:

0= [ DK@ = [ D))
[to.t]T [t0,b]T
paratg <t <be
== [ DK== [ DK

paraa <t <.

Reciprocamente, tomando wy € W e wj, € W/, com < wg,w(, ># 0, entéo para cada x € X,
afuncdo f : ¢ € [a,b]r —< -, wy >x € L(W,X) é tal que f € G°([a,b]r,L(W,X)) e
kf(t)ywo = . DK (5) < wo, wp > x =< wo,wp > [K'(s)(t)x — K' (5) ()]
fo,t|T

que pela hipétese € regrada.
Como K € G°SV*([a,b]T X [a,b|T,L(X,Y)), a fungdo t € [a,b]T — K(t,tp)x é regrada, e

assim, podemos concluir que # € [a,b|T — K(t,t)x é regrada, com x € X.

Supondo que K € simplesmente regrada na diagonal e além disso, extendemos K para
[a,D]T x |a,b]T definindo K(t,s) = K(t,1) se s > t escrevemos:

K € G$SV*([a,blr  [a, b1, L(X,Y)).
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O préximo teorema caracteriza os operadores de L[G™ ([a,b|r,X),G([a,D|r,Y)]

causais.
Teorema A.0.4 Dado K :T" — L(X,Y) onde

'={(z,5) € [a,b]T X [a,b]T;t < s}.

Se temos K € G3SV*([a,b]r x [a,b]T,L(X,Y)) entdo o operador k, definido por k é
causal, onde k definido como: para todo f € G(|a,b]T,X)

(kaf)(2) = DK (2,5)f(s) = DK (t,s)f(s), t€ |a,b]r.

[avt]T [avbh'

Reciprocamente, para todo operador causal A € L[G™ ([a,b]T,X),G([a,b]|T,Y)]
existe K € GJSV*(|a,b|r x [a,b]r,L(X,Y)) para o qual Af(t) = (k.f)(t). Tomamos
K(t,5)x = k[X(a,s]Tx] (t).

Demonstracao: Mostremos que o operador K, € causal.

Seja f € G([a,b]T,X). Suponha que paraV T € [a,t]T, f(7) =0, entdo

n(P)
(kaf)(7) = DK(t,5)f(s) = lim 3" [K'(t}) — K" (ti-1)]0

[a,7]T Pep 3

Logo, k,f(t) = 0, para todo T € [a,t]T, e portanto, k, é causal.

Reciprocamente, tomando K (z,s)x = k[¥(4,4,%](*) temos:

(Ka (a5 %) () = DK (1,8) X (as)px(s) = K(1,5)x

[avb]T

Provemos que K € G{SV*([a,b|r X |a,b]T,L(X,Y)) e Af = kaf.
i) K(t,s) € L(X,Y), pois
1K (2, 9)x]| < 1k a2 | < 1R @5y T < (1]

ii) K é simplesmente regrada como fungdo na primeira varidvel, pois como K toma
valores em G~ ([a,b]T,X), da defini¢do de k, temos que para cada s € [a,b]r e x € X, a

fungdo que a cada r € [a,b]T associa K(t,s)x € Y é regrada.
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iii) K é uniformemente de semivariagdo limitada na segunda variavel pois, se t € [a,b]T,

xi € X com ||x;|| < 1e P € g, segue que,

n(P)
| Z (K (si) = K (si1) il | < Hk[Zx (il T < NIK]l-

iv) Af = (kqf), pois ocorre a igualdade num subconjunto total de G~ (|a,b]T,X).
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