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Resumo

Neste trabalho sao propostas metodologias para a utilizacao dos zeros em sistemas
de controle. Neste contexto, propoe-se o uso dos zeros no projeto de sistemas de ras-
treamento de sinais de referéncia e apresenta-se um processo sistematico para alocacao
de zeros aplicado a sistemas de controle. Objetivando-se solucionar o problema de ras-
treamento de sinais de referéncia propoe-se uma metodologia de variagao dos zeros, sendo
considerado a existéncia de um sinal de entrada exdgena de perturbacao ou distirbio na
planta. Neste contexto, em um primeiro momento, projeta-se um controlador a fim de
diminuir o efeito desta perturbacao no desempenho do sistema. O processo de atenuacao
do efeito do sinal exégeno na saida do sistema é abordado de duas maneiras: com a reali-
mentacao dos estados reconstruidos da planta através do estimador, neste caso utiliza-se
um controlador Hs e utilizando-se a realimentacao dinamica da saida do sistema através
de um controlador K(s) com indice de desempenho Hy ou Hy. A seguir, através da
modificacao dos zeros, minimiza a norma H., entre o sinal de referéncia e o erro entre
o sinal de saida e a referéncia, constituindo portanto um rastreador de sinal. Os proje-
tos sao equacionados utilizando-se inequagoes matriciais lineares, que permitem descrever
problemas de otimizacao convexa. E apresentada a obtencao do 6timo global da solucao
do problema através da modificacao de zeros. A metodologia de zeros proposta para
solucionar o problema de rastreamento de sinais de referéncia é estendida para sistemas

incertos, com incerteza do tipo politopica, e também para sistemas nao-lineares.

Adicionalmente, propoe-se uma metodologia sistematica para a alocacao de zeros.
Neste caso, considera-se um sistema de controle com posicionamento de polos, com reali-
mentacao dos estados reconstruidos da planta através do estimador, ou com realimentacao
dinamica da saida. Utiliza-se a alocacao de zeros de forma sistematica via inequagoes ma-
triciais lineares para posicionar os zeros dentro de uma regiao de maneira a diminuir o
efeito de possiveis pélos indesejaveis ao sistema. Ainda, esta metodologia permite utilizar
o posicionamento dos zeros para o projeto da constante de erro de velocidade K, em
sistemas de controle. Posteriormente, estende-se a metodologia de alocagao de zeros para

sistemas incertos, com incerteza do tipo politdpica.



Abstract

Methodologies that use zeros in control systems were proposed. In this context, were
proposed the use of zero for tracking system and a systematic process for zeros location
used in control system. A methodology were proposed to vary the zeros, that is useful
to solve the tracking problem, when the existence of input perturbation or disturbance
signal is considered in the plant. Initially, a controller is designed in order to attenuate
the effect of disturbance signal. The attenuation of the effect of the signal disturbance is
made in two ways. In the first moment, is used the feedback of states of the plant thought
of the estimator, and in this case is designed a Hy controller. In the other hand, is used
the dynamic output feedback, and so it is designed a Hsy or H, controller for obtain this
attenuation. Following, it is minimized the H,,-norm between the reference signal and
error signal, where the error signal is the difference between the output signal and the
reference signal, it becoming a system tracking. The designs was formulated in terms of
linear matrix inequalities, that allow describe the problems of convex optimization. A
methodology for to obtain the global optimum solution using zeros variation is presented.
The methodology of zeros used to solve the tracking problem is extended for uncertain
systems, where the uncertain parameters are polytopic. The methodology is also extended

to nonlinear systems.

In addition, a systematic methodology of zeros placement was proposed. In this case,
it is considered a control system with poles placement, with state feedback thought of
the estimator or with dynamic output feedback. It is proposed a systematic method of
the zeros placement in terms of linear matrix inequalities to allocate the zeros inside of a
region in order to minimize effects of the undesirable poles. This methodology allows to
use the zeros location for design the constant of error of speed K, in control system. The
methodology of zeros placement is extended to uncertain systems, where the uncertain

parameters are polytopic.
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1 Introducao

A alocagao de polos em sistema de malha fechada é freqiientemente verificada na teoria
de sistemas de controle, como por exemplo, (OGATA, 1997) e (CHEN, 1993). Entretanto
encontrar estudos sobre os zeros pode ser mais dificil. Em (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-
NAEINI, 1994), que é um texto cldssico em sistemas de controle, pode-se encontrar um
estudo que trata os zeros de forma mais detalhada. Considerando-se sistemas controléveis,
pode-se alocar os pélos de malha fechada em qualquer regiao do plano-s. Entretanto, em
processos de controle que utilizam a realimentacao da saida através de um controlador
dinamico ou um estimador, os zeros muitas vezes sao decorrentes do posicionamento
dos polos e ainda podem nao atender as especificacoes de comportamento transitério do
sistema, tais como porcentagem de sobreelevacao, tempo de subida e também o tempo de

estabelecimento.

Entre os primeiros estudos que abordam os zeros como uma ferramenta adicional para
projetos em sistemas de controle, estao os realizados na década de 70. Analisando-se a
evolugao das pesquisas relacionadas com os zeros, desde os primeiros trabalhos, como por
exemplo, (MURDOCH, 1975) e (MURDOCH, 1977) que tratam a potencialidade da alocagao
dos zeros em sistemas de multiplas entradas e multiplas saidas; até os dias atuais, verifica-
se que ocorreu um aumento consideravel de trabalhos neste setor de pesquisas, vide por

exemplo (TU; LIN, 1992), (ISMAIL, 1997), (KABAMBA; MEERKOV; POH, 1994).

O posicionamento dos zeros vem sendo utilizado em diversas dreas em sistema de
controle. Em (RADMAN, 1998) trata-se uma metodologia para o projeto de um compen-
sador dinamico para sistemas multivariaveis através da alocacao de pélos e zeros, onde a
alocagao de zeros é realizada através de um ganho de transmissao direta. Ainda, pode-
se verificar a utilizacao da alocacao de zeros em projeto de sistemas de controle para
rastreamento de sinais de referéncia. Em (HERJOLFSSON; EVARSSON, 2005) a posi¢ao
de zeros é otimizada com o objetivo de rastreamento de sistemas continuos lineares no
tempo, porém projeta-se o sistema de rastreamento considerando-se classes especificas de
sinais de entrada: entrada do tipo degrau e entrada do tipo impulso. Por outro lado, em

(ANDREA, 2002) utiliza-se um processo de otimizacao descrito em termos de LMIs (do
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inglés, Linear Matrix Inequalities) que possibilita o posicionamento étimo dos zeros para
o rastreamento de sinais de controle e ainda, simultaneamente, através de um controlador
realiza-se a rejeicao de disturbio presente na planta, cujo critérios de desempenho sao as
normas H, e Ho respectivamente. Neste caso, a principal vantagem deste projeto para
sistema de rastreamento com modificacao dos zeros é que o sistema opera para diferentes
classes de sinais de referéncia, como por exemplo, entrada do tipo degrau, tipo senoidal,
sinais genéricos cujo espectro esteja limitado em uma faixa de freqiiéncia e entrada do

tipo rampa.

Ainda pode-se verificar a utilizagao dos zeros em redugao de modelos (HAUKSDOTTIR,
2000), projeto de controladores com caracteristicas no dominio do tempo, tais como por-
centagem de overshoot (MOORE; BHATTACHARYYA, 1990), robustez em sistemas de con-
trole (TU; LIN, 1992). Em (KIENITZ; GRGBEL, 2000) é proposto um algoritmo que é
derivado para alocar zeros em funcoes de transferéncia, aproveitando estruturas de reali-
mentacao dinamicas ja existentes. O projeto dos controladores impoem ao sistema con-
trolado a funcao de transferéncia especificada em projeto. Enfim, os zeros vem sendo

utilizados em diversos temas em sistemas de controle.

O principio do modelo interno é muito utilizado para projeto de sistemas de rastrea-
mento. Considere o sistema de controle ilustrado na Figura 1. Nesta metodologia, para
que o erro do sistema de controle E(s) devido a um sinal de referéncia R(s) possa ser
eliminado, o sinal de referéncia R(s) deve estar presente na fungao de transferéncia em

malha aberta G(s)H(s). Mais especificamente, se o sinal de referéncia é dado por:

sendo a(s) e b(s) o denominador e o numerador respectivamente da fungao de transferéncia
de malha aberta G(s)H (s) (CHEN, 1998).

Q
—~

V)]
~—

\4

T
—
n
~—
A

Figura 1: Sistema de controle.
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Em (CHEN, 1998) pode-se encontrar um projeto para sistema de rastreamento robusto
e rejeicao a disturbio utilizando-se o principio do modelo interno, mas neste caso, o sistema
de rastreamento opera para uma classe de sinais de referéncia, especificamente para sinais
de referéncia do tipo degrau. Ainda, se o sinal de referéncia pertence a uma ampla classe

de sinais de referéncia, entao a ordem do controlador é geralmente alta.

Analisando-se os trabalhos comentada anteriormente, observa-se que os zeros apre-
sentam uma significativa importancia em projetos de sistemas de controle; este trabalho
apresenta novas metodologias de utilizacao dos zeros em sistemas de controle. Propoe-
se uma descricao convexa para o problema de rastreamento utilizando-se a modificacao
dos zeros e simultaneamente a atenuacao do efeito de um sinal de disturbio presente
na planta. No processo de atenuagao do efeito do sinal de distirbio no desempenho do
sistema, utiliza-se projetos de controladores ja consagrados na literatura de sistemas de
controle com otimizagao das normas Hy ou Hy,, como por exemplo, (GEROMEL; BERNUS-
SOU; OLIVEIRA, 1999) e (CHILALI; GAHINET, 1996). O método proposto para rastrea-
mento de sinais utilizando modificacao dos zeros é formulado em termos de inequagcoes
matriciais lineares, o que resulta em uma descrigdo convexa do problema (ASSUNCAO;
ANDREA; TEIXEIRA, 2004), (ASSUNCAO; ANDREA; TEIXEIRA, 2007). Os métodos propos-
tos téem formulacao mais simples que outras técnicas de rastreamentos encontradas na
literatura, vide por exemplo, (ANDREA, 2002), (REBARBER; WEISS, 2003), (MAGGIORE;
PASSINO, 2005), (LIAO; WANG; YANG, 2002) e (KEEL; BHATTACHARYYA; HOWZE, 1997).
O principal resultado é que a solucao 6tima do problema é obtida, quando existir uma
solugao factivel, com menor esfor¢co computacional. Isto acontece, pois as LMIs podem
ser facilmente resolvidas utilizando-se algoritmos de convergéncia polinomial disponiveis
na literatura ((GAHINET et al., 1995), (OLIVEIRA, 1999)). Posteriormente estende-se a
metodologia de alocagao de zeros aplicados a sistemas de rastreamento para sistemas in-
certos, tornando o projeto robusto. Neste processo considera-se incerteza na planta do tipo
politépica. Adicionalmente, propoe-se a metodologia de rastreamento com modificacao
de zeros e rejeicao de disturbio presente em um sistema nao-linear. Utiliza-se a descri¢ao

do sistema nao-linear através dos modelos fuzzy Takagi-Sugeno (TANAKA; WANG, 2001).

A principal vantagem destas metodologias de rastreamento com modificacao dos zeros
em relagao a outros métodos de rastreamento encontrados na literatura de sistemas de
controle é o rastreamento por faixas de freqiiéncia. Isto permite rastrear varios sinais de

referéncia com o mesmo controlador projetado.

No método de rastreamento proposto neste trabalho nao realiza-se um processo de

alocacao dos zeros em posigoes no plano-s pré-estabelecidas. Na realidade modifica-se a
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posicao dos zeros de forma a obter a solucao 6tima para o problema de rastreamento,
sendo a posicao final dos zeros a solucao 6tima do problema. Métodos de alocacao de ze-
ros possibilitam ao projetista alocar os zeros em uma area especifica do plano-s. Um dos
primeiros trabalhos abordando alocac¢ao de zeros é (FRANKLIN; RICHARD, 1981), onde
descreve-se uma metodologia sistematica para posicionamento dos zeros. Neste caso,
utiliza-se um estimador de estado para a realimentacao do sistema e alocam-se 2n polos
e n zeros. Em (BHATTACHAYYA; HOWZE; MAJDI, 1986) é descrito uma metodologia para
alocar um conjunto de zeros da funcao de transferéncia entre os sinais externos de entrada
e os sinais de saida controlados por um compensador préprio estabilizante. Porém este
método é especifico para sinais escalares. Ainda, em (MEZA; BHAYA, 2001) é introduzido
um método para projeto de superficies deslizantes aplicados em sistemas lineares multi-
variaveis baseado na alocacao dos zeros de transmissao da func¢ao de transferéncia do sinal
de controle para o sinal de saida, o qual é especificado na superficie deslizante. O projeto
utiliza a realimentacao da forma canonica de Luenberger com o sinal de entrada normali-
zado. A desvantagem desta metodologia de alocagao de zeros é o fato de ser formulada

para sistemas especificos, no caso para superficies deslizantes.

Na parte final deste trabalho, propoe-se uma nova metodologia para alocacao de
zeros de forma sistematica, com o objetivo de auxiliar o desenvolvimento de projetos em
sistemas de controle. Entao, pode-se alocar os zeros em regioes especificas do plano-s de
forma conveniente de modo a atenuar o efeito de podlos indesejaveis para o sistema. O
projeto é descrito em termos de LMIs, resultando em uma descri¢ao convexa do problema.
A principal vantagem desta metodologia de alocagao de zeros é a possibilidade de realizar-
se projeto de sistemas de controle utilizando o posicionamento dos zeros para sistemas

incertos, sendo consideradas incertezas do tipo politopicas.

No Capitulo 2 realiza-se um estudo do conceito de pdlos e zeros em sistemas de
controle. Posteriormente no Capitulo 3 aborda-se o conceito das normas Hs e Hoo. A
formulacao da inclusao das restrigoes para alocacao de polos e zeros via LMI é descrita
no Capitulo 4. Entao, a metodologia de rastreamento com modificacao dos zeros pro-
posta para sistemas lineares neste trabalho é apresentada no Capitulo 5. No Capitulo 6
apresenta-se a metodologia de rastreamento para sinais de referéncia aplicada a sistemas
nao lineares e no Capitulo 7 apresenta-se um novo método descrito na forma de LMIs para

alocacao de zeros em uma regiao especifica do plano-s aplicados a sistemas de controle.

No Capitulo 8 exemplos numéricos ilustram a viabilidade da metodologia de rastrea-
mento e rejeicao de ruido e do método de alocacao de zeros via LMI e nos Capitulos 9 e

10 sao apresentadas as conclusoes e as perspectivas de trabalhos futuros.
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2 Polos e Zeros

Neste capitulo realiza-se uma revisao tedrica do conceito de zero em sistemas de cont-
role. Ainda, apresenta-se a definicao de pélo; zeros e pélos determinam as caracteristicas
da resposta temporal, tais como porcentagem de overshoot, tempo de subida e tempo de

estabelecimento.

2.1 O Conceito de Pélos e Zeros

Considere o seguinte sistema linear e invariante no tempo descrito na forma de

variaveis de estado,

t,(t) = A,x,(t)+ Bou,(t) (2.1)

sendo A, € R, B, € R™*P, C, € R™*", x,(t) é o vetor de estados (x,(t) € R"), 2.(t) é
a saida de interesse (z,(t) € ™), u,(t) a entrada de controle (u,(t) € R?).

Descreve-se a funcao de transferéncia do sistema (2.1) da seguinte maneira:
G.(s) =C.(sI — A.)'B,

se m > 1oup > 1, entdo, tem-se que G,(s) é uma matriz de transferéncia.

Defini¢ao 2.1 Considere a matriz fungdo de transferéncia G,(s) e a forma de Smith

MacMillan (COLONERI; GEROMEL; LOCATELLI, 1997) associada,

fi(s) 0O -~ 0 O
0  fa(s) ==+ 0 0
M(s) = . . . .
0 0 - fils) 0O
| 0 0 0 0]
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sendo,

fils) =22, i=1,2,3,- .

Entado, define-se os polinomios my(s) e m,(s) da sequinte maneira:

() = A(s)Aa(s) - N(s)
m(s) = pi(s)pa(s) - puls)

Os pdlos de G,(s) sao definidos como as raizes de my(s) e os zeros de G,(s) como as

raizes de m,(s).

A defini¢ao de zeros de G, (s) coincide com a defini¢ao de zeros de transmissao de um

sistema que tenha G,(s) como fungao de transferéncia.

Lema 2.2 Considere a funcao de transferéncia G,(s) de posto := min [p, m|. O nimero
complexo A € um zero de transmissio de G.(s) se e somente se existir um vetor nao nulo

v tal que (COLONERI; GEROMEL; LOCATELLI, 1997):

limg oo G(s)v=0 se p>m
limg oo G'(s)v=0 se p<m

Prova: vide (COLONERI; GEROMEL; LOCATELLI, 1997).

Ainda, pode-se definir outra classe de zeros, os zeros invariantes,

Definicao 2.3 Considere o sistema (2.1) e seja P(s) o sistema matricial associado com

h := posto[P(s)] descrito em (2.2).

I-A, —-B,
Pis)=|" (22)
C, 0
Além disso, considere S(s) a forma de Smith de P(s) descrita em (2.3):
| a(s) O -~ 0 O ]
0  ax(s) -~ 0 0
S(s) = : (2.3)
0 Ozh(S) 0
_ 0 0 0]
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Um nimero complexo X é considerado como um zero invariante do sistema (2.1) se

este numero complexo for uma raiz do polinomio,

Ainda, um zero de transmissao de G,(s) é também um zero invariante de G,(s).

Lema 2.4 Considera-se P(s) o sistema matricial associado a funcao de transferéncia
G.(s) = C.(sI — A,)"'B. com posto|G(s)] := min[p,m]. O mimero complexo \ é um
zero invariante do sistema se e somente se P(s) perder posto em s = ), isto €, se e

somente se existir um vetor nao nulo d tal que,

P(AN)d=0 se p>m,
P'ANd=0 se p<m.

Prova: (COLONERI; GEROMEL; LOCATELLI, 1997).

2.2 Alocacao dos Zeros

Em (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINT, 1994) foi proposto um processo de alocagao
de zeros para o sistema (2.1), o qual utiliza-se a estrutura para o posicionamento dos zeros

ilustrada na Figura 2.

r(t)

+ u(t) 2 (1)
> N > > Planta >
X+
M M
uy (%) i (t v v
_K |« (®) Estimador <

Figura 2: Sistema de controle com alocagao de zeros de r(t) para u(t).

A descricao em variaveis de estado da planta indicada na Figura 2 foi apresentada em
(2.1). Ainda, pode-se descrever o estimador de estados na forma de varidveis de estado

CcOo1mo

2.(t) = A2, (t) + Boun(t) + Mr(t) + L[2(t) — 2()],
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sendo L o vetor de ganhos do estimador de estados, u(t) = —K,(t) e 2(t) = C,Z.(t).

Tem-se

I.(t) = A,i.(t) — B.K&.(t) + Mr(t) + Lz(t) — LC.2,(t).

Entao,

1.(t) = (A, — B.K — LC.)&,(t) + Lz(t) + Mr(t)

O diagrama de blocos ilustrado na Figura 2 representa um sistema de controle que
permite posicionar 2n polos e n zeros. Através da selecao dos parametros M e N pode-se
alocar os zeros de r(t) para u(t), ilustrados na Figura 2, em lugares arbitrarios do plano-s
de escolha do projetista, sendo os vetores M € R"*P, N € RP*P. A equagao dos zeros de
r(t) para u(t) foi proposta em (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994) para o caso
SISO. Neste trabalho propoe-se o Teorema 2.5, que descreve a equagao dos zeros de r(t)

para u(t) para o caso MIMO.

Teorema 2.5 Considere K, L, M e N fizos. Se eziste solu¢do para a equagao (2.4) entdo
pode-se determinar os zeros da funcao de transferéncia de R(s) para U(s) do sistema

ilustrado na Figura 2, que sdo os valores z; = s, sendo s solugdo de (2.4),
det(sI — A,) =0, (2.4)

eA,=A—BK—-LC+ MN'K.

Prova: Aplica-se uma entrada r(t) na forma exponencial ao sistema (2.1),
r(t) = r.e™,
sendo que s = z;, e z; é um zero de r(t) para u(t). Logo,
r(t) = roe®’.
Neste caso, a saida z(t) € identicamente igual a zero, pois se z; € um zero de trans-
missao de r(t) para u(t), entao necessariamente z; é um zero de transmissao de r(t) para

2(t), a menos que ocorra cancelamento de pdlos e zeros. Considerando-se que as condi¢oes

iniciais do sistema sao nulas, tem-se (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994):

2(t) =0, se r(t)=r,e*".
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O estado estimado Z.(t) pode ser descrito da sequinte maneira:

Derivando-se (2.5), tem-se:

mas,

T,(t) = T..e5". (2.5)
fvz(t) = 2%, (2.6)
Z.(t) = (A — BK — LC)i..e®t + Mr et (2.7)

Entao, igualando-se (2.6) a (2.7), obtem-se

23,067t = (A— BK — LC)fczoezit + Mr et

ou,

| %I — A+ BK + LC —M}[@O]: (2.8)

To

Ainda, tem-se que a entrada r(t) = r,e*" torna u(t) = 0, pois z; € um zero do sistema.

Deste modo, de acordo com a Figura 2, pode-se descrever u(t) da sequinte maneira:

entao,

ou,

u(t) = —Kiz,(t)+ Nr(t)

= —Kzi,,e5" + Nr e’

—K#,,e"" + Nr,e*' =0

| K N}F”]:O (2.9)

To

Reagrupando-se (2.8) e (2.9) tem-se:

|

5l — A+ BK + LC —M] {x] B {0]

(2.10)

—-K N 0

To

Em (2.10), z; é um zero de r(t) para u(t) do sistema ilustrado na Figura 2 e (2.10)

tem solugao nao trivial. A solugdo para (2.10) é equivalente a solucionar:

zl —A+BK+LC —M
det =0

-K N
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Multiplicando a ultima coluna, cujos operadores compde a matriz N, por N~t, sendo
N matriz de posto completo, isto é, p(N) = p, e adicionando-se a primeira coluna o
produto de K pela ultima coluna, tem-se:
2] —A+BK+LC—~MN1'K —MN-!

det = 07
0 1

ou ainda, considerando-se z; = s,

det(s] — A+ BK + LC — MN'K) = 0.

Observagao 2.6 (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 199/) Se existe um zero de trans-
missao de r(t) para u(t) ilustrado na Figura 2, entao existe um zero de transmissao de
r(t) para z(t), a menos que exista um pdlo na mesma posicio de um zero, isto €, que

ocorra cancelamento entre polo e zero.

Observagao 2.7 O Teorema 2.5 somente possibilita a variagao da posicao dos zeros da
funcao de transferéncia de R(s) para U(s), e nao altera a posi¢do de zeros da planta, caso

existam.

Propoe-se neste trabalho uma metodologia descrita no Teorema 2.8 para alocacao de
zeros em sistemas de controle. Utiliza-se a realimentacao dinamica da saida com objetivo

de estabilizar o sistema (2.1) em malha fechada, conforme ilustrado na Figura 3.

2(t)

(1) . )
» N —30—— Planta >
l\+
» M 4L
Y ()
(T uc(t
Ye(t) K. (s) §

Figura 3: Sistema de controle com alocacao de zeros com realimentacao dinamica da
saida.

O controlador ilustrado na Figura 3 estabiliza o sistema (2.1) em malha fechada, e
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pode ser descrito na forma de varidveis de estado da seguinte maneira:

te(t) = Acxe(t) + Beuc(t) + Mr(t) (2.11)
Ye(t) = Cexe(t)

sendo, u.(t) = z(t) e K.(s) é a matriz de transferéncia do controlador.

Teorema 2.8 Considere A., C., M e N fizos. Se existe solu¢ao para a equacao (2.12)
entao pode-se determinar os zeros da fungdo de transferéncia de U(s) para R(s) do sistema

ilustrado na Figura 3, que sao os valores z; = s, sendo s solugao de (2.12).
det(sI — A,.) =0, (2.12)

sendo A,. = A. — MN7'C..

Prova: Aplica-se uma entrada r(t) na forma exponencial ao sistema (2.1),
r(t) = r.e”,
sendo que s = z;, e z; € um zero de r(t) para u(t) indicado na Figura 3. Logo,

r(t) = roe

Neste caso, a saida z(t) € identicamente igual a zero, pois se z; € um zero de trans-
missao de r(t) para u(t), entao necessariamente z; é um zero de transmissao de r(t) para
2(t) a menos que ocorra cancelamento de polos e zeros. Considerando-se que as condi¢oes

inictais do sistema sao nulas, tem-se:

2(t) =0, se r(t) =r,e™".

O estado do controlador K.(s) pode ser descrito da sequinte maneira:
2.(t) = T’ (2.13)
Derivando-se (2.13), tem-se:

Bo(t) = 2w0e5". (2.14)

Mas de (2.11), sendo u.(t) = 0, tem-se:

Po(t) = Aceoe™ + Mr et (2.15)
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Iqualando-se (2.14) a (2.15), obtém-se
2iTeo’t = Aot + Mr et

| 2~ A —M | [x] = (2.16)

Ainda, tem-se que a entrada r(t) = r,e*" torna u(t) = 0, pois z; é um zero do sistema.

Conforme a Figura 2, pode-se descrever u(t) da sequinte maneira:
u(t) = Cexo(t)+ Nr(t)

= CLxpe”" + Nrye*t.

Entao,

z;it zit
Cexepe™ + Nroe® =0,

ou

e N]{xc"lzo (2.17)

Reagrupando-se (2.16) e (2.17) tem-se:
zl—A., —M Teo 0
- (2.18)
Cc N To 0

Em (2.18), z; é um zero de r(t) para u(t) do sistema ilustrado na Figura 3 e (2.18)

tem solugdo nao trivial. A solugdo para (2.18) é equivalente a solucionar:

det (2.19)

C. N

ol — A, —M ]
— 0.

Multiplicando a iltima coluna, cujos operadores compoe a matriz N, por N~1, sendo
N matriz de posto completo, isto é, p(N) = p, e adicionando-se a primeira coluna o

produto de C, pela ultima coluna, tem-se:

=0,

2zl — A+ MN'C. —MN—!
det
0 I
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ou ainda, considerando-se z; = s tem-se,
det(sI — A, + MN'C,) = 0,

assim, obtem-se a equagao (2.12), sendo A,. = A. — MN~'C,. em (2.12).

(2.20)
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3 Normas Ho e Hoo

Neste trabalho realiza-se a atenuacao do efeito do sinal de disturbio na saida do
sistema através de controladores que utilizam as normas Hs e/ou Hy, como critério de
desempenho. Além disso, no processo de rastreamento com modificacao dos zeros utiliza-
se a norma H.,, como critério de desempenho. Entao, neste capitulo apresentam-se os
conceitos das normas Hy e H,, e o conceito de custo garantido que posteriormente é
utilizado em projetos de sistemas de controle para sistemas incertos, considerando-se

incerteza do tipo politépica.

3.1 A Norma H-

Antes de apresentar a norma Hs, se faz necessario estudar o conceito de valor eficaz
de um sinal, que é o valor RMS. O valor eficaz de um sinal escalar é dado por (BOYD et
al., 1994),

1 /T 2
A 2
2 lim — / t)“dt 3.1
(][ (THOOT - y(t) ) (3.1)
desde que o limite exista. Esta é uma classica nocao do tamanho de um sinal, muito

utilizada em Engenharia e quantifica o valor médio da area sobre um sinal que é igual a
y(t)*.

A norma RMS de um vetor de sinais é dada por,

mmﬁ@miTwmwf (32)

T—oo T Jo

desde que o limite exista. Neste caso, o valor RMS ¢ obtido levando-se em consideracao

a soma das dreas referentes ao quadrado de cada componente do vetor y(t).

Considere um sistema linear invariante no tempo SISO, estritamente préprio, com
sinal de entrada wu(t), saida y(t) e fungao de transferéncia H(s). A norma de um sistema
pode ser formulada em termos dos sinais de entrada e saida do sistema. Uma medida

de uma funcgao de transferéncia é o valor RMS da saida quando a entrada é um processo
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estocastico particular. Suponha que a entrada tenha uma densidade espectral S,(w), e

que H(s) é estavel. A densidade espectral da saida é dada por,
Sy(w) = Su(w) [H (jw)|

sendo |H (jw)| denota a magnitude de H(jw). Tem-se ainda (vide (BOYD et al., 1994) para

maiores detalhes):

1o 3
9l 2 (5= [ 1HGOP Suw)d )

Para o caso particular em que o processo estocastico estacionario corresponde a um
ruido branco, tem-se S,(w) = 1, para todo w. A norma Hy de um sistema estével é
definida como a norma RMS do sinal de saida quando a entrada é um ruido branco, ou

seja:
1 oo 2
e 2 (5= [ 1HGN d)".

A norma H, tem ainda uma outra interpretacao. Pelo teorema de Parseval (ZHOU;

DOYLE; GLOVER, 1995), tem-se,

0 3
[l 2 ([ n(02a)"

sendo h(t) a resposta ao impulso de H(s). Entao, pode-se interpretar a norma Hy como

a medida da energia do sinal de saida y(t) para uma entrada tipo impulsiva, u(t) = 6(¢).

Considerando-se um sistema MIMO linear invariante no tempo, a norma Hs pode ser

descrita da seguinte maneira,

=

s 2 (55 [ T G H () o)

ou pelo teorema de Parseval,

1

ol 2 ([ T OB )

sendo que Tr(X) denota o traco da matriz X.

Lema 3.1 Considere a matriz fun¢ao de transferéncia (ZHOU; DOYLE; GLOVER, 1995),

A| B

=T

=C(s[—-A)'B
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Sendo a matriz estdvel A, entao tem-se:
|G(s)|ls = Tr(B'L,B) = Tr(CL.C"),

sendo L, e L. 0s gramianos de observabilidade e controlabilidade do sistema respectiva-

mente, que podem ser obtidos das sequintes equacoes de Lyapunov:

AL.+ LA +BB =0 AL,+L,A+CC=0.

A norma H, do sistema dinamico estritamente préprio H.(s), estével, representado

na forma de estado,

o(t) = Acwe(t) + Beuel(t) (3.3)
Ze(t) = Oexe(t)

com matrizes A., B., C, de dimensoes adequadas e supostas conhecidas, pode ser obtida
através da solugao do seguinte problema de otimizacao descrito na forma de LMIs (BOYD
et al., 1994),

[H(s)ll; = minTr(C.QC;)
s. a AQ+ QA+ B.B., <0
Q>0

ou, de maneira equivalente, pela forma dual:

|H(s)|[5 = minTr(B.PB.)
s. a PA.+ AP+ C'C. <0 (3.4)
P>0

Adotando-se um limitante superior para a funcao objetivo do problema de otimizacao
(3.4), ou seja,
B'PB, < Z, ou ainda Z — B.PB, > 0 (3.5)
Aplicando-se o complemento de Schur (vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes)
em (3.5), sendo P = Q™ !, obtém-se:

Z B

e

B. @Q

>0
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Pré e p6s multiplicando-se a inequagao matricial de (3.4) por P!, tem-se:
P Y (PA+AP+CICH P < 0
AP '+ PMA +PTICIC.PTY < 0 (3.6)
Considerando-se P~ = Q em (3.6),

AQ+ QAL+ QC.C.Q <0 (3.7)

Aplicando-se o complemento de Schur na inequacao matricial (3.7), obtém-se:

AQ+ QA, QC!
C.Q I

<0

Assim o problema de otimizagao que determina a norma Hs do sistema (3.3) pode ser

descrito da seguinte forma:

min Tr(Z)
'z B
s.a > 0,
B Q
A, Al !
Q+RA.  QC <0 (3.8)
L CQ —1
Q > 0.

O problema de otimizagao descrito em (3.8) é equivalente ao problema de otimizacao
da norma Hs descrito em (3.4). Os procedimentos de transformacgoes de varidveis uti-
lizadas proporcionam ao conjunto de LMIs em (3.8) maior flexibilidade em projeto em
relagdo ao conjunto de LMIs descritas em (3.4). Este fator ocorre, pois apés processo de

transformacao foi acrescentado ao projeto uma variavel adicional as LMIs, a variavel Z.

3.1.1 Custo Garantido para a Norma H,

Suponha que os parametros do sistema descrito em (3.3) sdo desconhecidos e perten-

centes a um conjunto convexo conhecido do tipo politopo, definido por,

(A€7 367 Ce) € f?
F = {(A&Beace) = XU: @i(AeiaBeia Cei); a; 2 O; E@i = 1} s (39)
i=1
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onde v é o nimero de vértices do politopo de incertezas.

Na andlise do custo garantido para a norma Hs em sistemas incertos, continuos e com

incerteza do tipo politépica, define-se (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997),

AQ+QA,  QCY

M4 Co@) 2| 77 ~

sendo as matrizes A, e C, definidas em (3.9).

Em seguida define-se,

\Ij(Bev Qa Z) =

Be } (3.10)

Entretanto para uma matriz Q) > 0, tal que,
AQ+ QAL+ CIC. <0
tem-se,

U(B.,Q,7)>0=||H|} < Tr(2)

Entao, definem-se os conjuntos E e E, como:

E 2 {(ZQ)|Z=7>0,Q=Q >0; II.(A,, C., Q) < 0; (3.11)
V(B.,Q,7Z) <0; V(A B, Ce) € F}

E, 2 {(ZQ)Z=27>0; Q=Q > 0; Il(A;,C;, Q) <0; (3.12)
V(B;,Q,7) <0; V(A;, By, C;) € V(F)}

sendo o conjunto F descrito em (3.9).

Entao, devido a linearidade das inequagoes matriciais e da convexidade do conjunto
F, os conjuntos descritos em (3.11) e (3.12) sao equivalentes, e as restri¢goes em todo o
conjunto F podem ser verificadas apenas pela analise do conjunto de vértices do politopo
de incertezas. O seguinte problema de otimizagao descrito em termos de LMIs soluciona
o problema do custo garantido para a norma Hs (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997).

62 = (r?iQn) Tr(Z) (3.13)

s.a (Z,Q) € E,.
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3.2 A Norma H

Uma norma que quantifica a medida de magnitude para sistemas SISO pode ser

definida por,
I(5) ] & sup [H(jeo)

e é denominada de norma H., de H(s).

Para sistemas MIMO, a norma H., € definida como,
1H(s)] £ SUD Omaz (H (jw))

sendo 0,4, 0 maior valor singular do sistema matricial que representa a fungao de trans-

feréncia do sistema MIMO.

A norma H,, também pode ser interpretada como a norma induzida L, — Lo, ou
seja,
[Hlloo =7 < llylly < vllwlly Vwe Ly

vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes.

Considere o sistema dinamico préprio Hy(s), linear, invariante no tempo, estavel

representado na forma de variaveis de estado,

g(t) = Agzg(t) + Byuy(t) (3.14)
zg(t) = Cyzg(t) + Dguy(t)

sendo as matrizes A,, By, C; e D, de dimensoes adequadas e supostas conhecidas. A
norma Ho, do sistema H,(s) é relacionada com a existéncia de uma matriz P > 0 através

do chamado “Bounded Real Lemma” (BOYD et al., 1994):

|Hy(s)|, <0 3I P=P >0:

AP+ PA,+772CiCy PBy+~72CD, — 0 (3.15)
B, P + 7_2D;Cg 7_2D;Dg -1

Usando-se o complemento de Schur e definindo-se § = 7%, a inequagao (3.15) pode ser

descrita da seguinte maneira:
AP+ PA, PB, Cj
B,p -1 D, | <0
Cy D, —oI
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Com isso, o célculo da norma H,, do sistema H,(s) pode ser realizado através da

solucao do seguinte problema de otimizacao descrito na forma de LMIs:

min )
AP+ PA, PB, C
5.a B, P - D, | <0
Cy D, —oI
P>0
0>0
ou ainda, na forma dual, tem-se:
min )
A,Q + QA QC, B,
s.a C,Q -1 D, | <0 (3.16)
B D, —oI
Q>0
0>0

No desenvolvimento dos estudos realizados neste trabalho, adota-se a forma indi-
cada em (3.16) para determinar a norma H.,. Adota-se esta escolha pela necessidade de
obtencao dos parametros a serem otimizados, que encontram-se na matriz B, do sistema.
Este procedimento é realizado com o objetivo de evitar o surgimento de bilinearidades no

projeto do sistema de controle, o que tornaria o equacionamento de dificil solucao.

3.2.1 Custo Garantido para a Norma H,

Suponha que os parametros do sistema descrito em (3.14) sdo desconhecidos e per-

tencentes a um conjunto convexo conhecido do tipo politopo. Entao define-se,

(Agv Bgu Oga Dg) e 9007
Pe = {(Aga Bga CgaDg) = ZU: @i(AgiaBgiacgia Dgi); a; > 0; Y a; = 1} s (317)
i=1
onde v é o numero de vértices de incertezas.

Na anélise do custo garantido para a norma H,, em sistemas incertos, continuos e
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com incerteza do tipo politpica, define-se (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997):

QAL+ A,Q QC, B,
(I)c(AgaBgacgaDga,ucaQ) = CgQ -1 Dg , (318)
B, D! —pd

sendo as matrizes Ay, By, Cy e D, definidas em (3.17).

Ainda, define-se os seguintes conjuntos:

>

Q {(/’LC7Q)‘MC > O§Q = Q/§ CDC(AgaBgacgaDga,uca Q) <0 v(AgaBgaCYgaDg> S (Pc}
QU = {(/’LGQ)‘MC > OvQ:le cI)c(AithCiaDialucaQ) S 0 V(AHBZ’CMDZ) € V((PC)}
sendo o conjunto ¢, descrito em (3.17).

Considerando-se a linearidade das inequagoes matriciais e a convexidade do politopo

de incertezas, os conjuntos €2 e €2, sao equivalentes. O problema de otimizacao,

2 — min p, 3.19
Ye = minp (3.19)
s.a (e, P) € £y,

soluciona o problema para o custo garantido da norma H.,, (PALHARES; TAKAHASHI;
PERES, 1997).
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4 Formulacao da Inclusao das

Restricoes para Alocacao de
Polos e Zeros via LMI

Em um primeiro momento neste trabalho apresenta-se uma metodologia para ras-
treamento de sinais e ainda rejeicao a sinais exdgenos, do tipo ruido ou perturbacao. Em
seguida, aborda-se uma metodologia de alocagao de zeros em termos de LMIs aplicada em
sistemas de controle. Ambos os procedimentos de alocacao de pdlos e alocacao de zeros
baseiam-se no principio de alocagao de autovalores de uma matriz adotado em (CHILALIL
GAHINET, 1996). Na metodologia que propomos neste trabalho, a aloca¢do dos pélos
opera na atenuacgao do efeito do sinal exégeno no desempenho do sistema e a modificacao

dos zeros atua no rastreamento.

A Figura 4 ilustra uma possivel regiao para alocacao dos pélos de malha fechada no

projeto do compensador Hy ou H,, ou para alocagao dos zeros em sistemas de controle.

Almag(s)
/’—_———~§ ~
/// \\\
7 N
N\
\\
P \
\
\
\
\ \
é \
|
Real(s) ‘
L’ ” |
I
// )
/
! /
/
/
/
o ,
» 4
\\ > //
\\ -
~o L____ -_—/,’
1

Figura 4: Regiao para alocacao dos poélos de malha fechada e zeros delimitada por um
circunferéncia de raio p, duas semi-retas de angulo 6 e —f e por um reta vertical em —a.
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A alocacao dos pdlos na regiao ilustrada na Figura 4 pode assegurar taxa de decai-

mento «, coeficiente de amortecimento ¢ e tempo de estabelecimento.

4.1 Restricao Relativa ao Parametro «

A taxa de decaimento de um sistema de controle pode ser definida como sendo o maior
valor de a, o > 0, tal que (BOYD et al., 1994),

lim e~ z(t)|| = 0

t—o0

para todas as trajetorias de z. Equivalentemente, a taxa de decaimento é o valor maximo

de
—log||z ()]

lim inf ,

t—00
sobre todas as trajetorias nao nulas. Pode-se utilizar a funcao quadratica de Lyapunov
V(&) = &' P¢ para analisar a estabilidade do sistema #(t) = Ax(t), sendo a matriz A €

R A condicio V(x) < —2aV (z) para todas as trajetérias equivale a:

AP+ PA +2aP <0 (4.1)

4.2 Restricao Relativa a Circunferéncia

Inicialmente realiza-se uma revisao do conceito de regido LMI (CHILALI; GAHINET,
1996). Um subconjunto D do plano complexo é denominado de regiao LMI se existir uma

matriz simétrica v = [yx] € ™™ e uma matriz G = [Gy] € R™™ de tal maneira que
D={zeC: fp(z) <0}
com,
fo(2) ==y + 28 +Z0" = [vm + 2B + ZBi) 1<t p<m (4.2)
sendo que Z denota o complexo conjugado de z.

As regioes LMI sao convexas e simétricas em relagao ao eixo real. Para encontrar a
formulagao LMI da restricao de raio, se faz necessario o uso do produto de Kronecker
((GRAHAM, 1981), Apéndice 4).

Seja D uma sub-regiao do plano-s esquerdo. Um sistema dinamico @(t) = Az(t) é
D-estavel se todos os polos pertencem a D. Quando D é o plano-s esquerdo, este caso

reduz a estabilidade assintética que é caracterizada em termos de LMIs pelo Teorema de
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Lyapunov. Vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes. Especificamente, A é estével

se e somente se existir uma matriz simétrica P que satisfaz,

AP+ PA' <0, P> 0. (4.3)

Gutman (GUTMAN; JURY, 1981) tem desenvolvido varios estudos sobre uma grande
variedade de regioes que atendam as caracterizacoes de Lyapunov. Considera-se regioes

polinomiais da seguinte forma:

D:{ZEC’: > cklzk2l<0} (4.4)

0<k,I<m

Note que as regioes polinomiais descritas em (4.4) nao sao inteiramente gerais, isto
porque, a regiao ilustrada na Figura 4 nao pode ser representada na forma da inequacao
(4.4). Resultados fundamentais de Gutman demonstram que uma matriz A é D-estavel

se e somente se existir uma matriz simétrica P tal que:

> ewdFPA <0, P>0 (4.5)

0<k,l<m
A inequagao (4.5) é denominada de funcdo de Lyapunov generalizada, e é obtida
através da substituicao de zF Z! no conjunto (4.4) por AKPA’L,

Aplicando-se o teorema de Gutman (GUTMAN; JURY, 1981) em regioes LMI descritas
em (4.2) (CHILALL GAHINET, 1996), pode-se descrevé-las em termos de blocos de matrizes

m X m,

Mp(A,P) = y@P+®(AP)+ 3 @ (AP)
= [P + BuAP + B PA 1 <ki<m (4.6)
sendo v € R uma matriz simétrica e Gy, € R uma matriz genérica.

A matriz A é D-estavel se e somente se existir uma matriz simétrica P tal que
Mp(A,P) <0, P>0. (4.7)

Note que Mp em (4.6) e fp(z) em (4.2) sdo relacionados pela substituigao (P, AP, PA’) <
(1,2,%Z) (CHILALL; GAHINET, 1996).

Considera-se z um autovalor da matriz A localizado no interior de uma circunferéncia

de raio p e centro (—q,0), ¢ > 0, ilustrada na Figura 5.
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L Imag(s)

y

>

Real(s)

Figura 5: Regiao do plano-s limitado por uma circunferéncia de raio p e centro (-q,0). D
¢ uma regiao LMI limitada pela circunferéncia.

A regiao LMI para este circulo pode ser descrita como

244l < p
|z+ (1 +p)] < p, sendo ay > 0;

[(z 4 (a1 + p))(Z + (1 +p))]

=

< p.

Elevando-se ambos os lados ao quadrado, tem-se:

[z + (a1 +p)][E+ (a1 +p)] < p%
{{+(a+plp {E+ (+p)]}—p < 0
{1+t {-F+(a+pl}+p > 0. (4.8)

Utilizando-se o complemento de Schur em (4.8),

—p z+q
i < 07 q:(a1+p)
Zvq  —p
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e aplicando-se a relagao descrita em (4.6) tem-se:

—pP AP +qP

(4.9)
PA +qP —pP

Uma particularidade desta restricao é que apenas alocando-se os pélos em um circulo
localizado no plano-s esquerdo, projeta-se sistemas de controle com restrigoes para alocacao
de pdlos em um subconjunto da regiao formada pelas restrigoes (aq, 61 ), conforme ilustra-

se na Figura 5.

4.3 Restricdo Relativa ao Angulo 6

Em (DAVISON; RAMESH, 1970) apresenta-se uma condi¢ao necessaria e suficiente para
que os autovalores de uma matriz real A, \;(A), i = 1,2, 3, ...n, pertengam ao interior de

uma regiao ¢ do plano-s, conforme ilustrado na Figura 6:
© = {\i/[Re(\;) + Ylcosd + Imag(\;)send < 0; 0 < < m/2},
sendo V¥ e § niimeros reais nao negativos e

Re[\(A%)] <0,i=1,2,3,..2n

Imag(s)

v Real(s)

Figura 6: Regiao do plano-s para alocagao dos autovalores A;.
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sendo,

(A+¥1)coso —(A+ WI)send
(A+WI)send (A+ WI)cosd

A0 =

Em seguida, (ARZELIER; BERNUSSOU; GARCIA, 1981) demonstraram que os autoval-
ores de A localiza-se na regiao delimitada pelas semi-retas com angulos 6 e —6 ilustradas

na Figura 6 se e somente se existir uma matriz definida positiva P tal que,

(W AP+ P(W®A) <0 (4.10)
sendo,
senfl  cosf
W =
—cosfl  senf
e cos) = —send conforme ilustrado na Figura 6.

Neste caso, a inequagao (4.10) pode ser obtida através da substituicdo de W ®@ A
na inequacao (4.3), pois estabilizar a matriz W ® A equivale a estabilizar a matriz A
(DAVISON; RAMESH, 1970). Pode-se representar a regiao no plano-s esquerdo ilustrada na
Figura 6 como uma regiao LMI da seguinte maneira:

senf(z +%) cost(z — %)

fo(2) = { (4.11)

—cost(z — z) senf(z +Z)

Entao, utilizando-se a equagao (4.6) em (4.11), pode-se alocar os pdlos ou posicionar
os zeros na regiao delimitada pelas semi-retas com angulos 6 e —0 (ilustradas na Figura

6) se e somente se existir uma matriz P > 0 tal que:

O(AP + PA’ O(PA— PA
lsen (AP + PA') - cost( )1 <o (4.12)

cos(PA" — AP) senf(AP + PA’)
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5 Rastreador de Sinaits com
Modificacao dos Zeros

Neste capitulo propoe-se uma metodologia de modificacao dos zeros aplicada no
projeto de sistemas de rastreamento de sinais de referéncia e rejeicao de disturbio. A
atenuagao do efeito do sinal exdgeno é realizada através de controladores ja consagra-
dos na literatura de sistemas de controle. Neste processo, utiliza-se dois tipos de real-
imentacao para estabilizar o sistema em malha fechada, e ainda assim atenuar o efeito
do sinal exdégeno. Inicialmente propoe-se o rastreador de sinais com realimentagao dos
estados reconstruidos por um estimador e posteriormente propoe-se o rastreador com re-
alimentacao dinamica da saida. Ainda, estende-se a metodologia para sistemas incertos,

com incerteza politopica.

5.1 Rastreador de Sinais com Realimentacao de Es-
tado do Estimador

5.1.1 Problema 1

Considere o sistema linear e invariante no tempo descrito na forma de variaveis de

estado:

#(t) = Ax(t) + Biw(t) + Boul(t) (5.1)
z(t) = Ciz(t), z(0) =0, te[0;00)
yt) = Coalt)

sendo A € R™" By € R"*P, By € R™P Cy € R Cy € R™*" (1) é o vetor de estados
(x(t) € R™), y(t) é a saida medida (y(t) € R™), z(t) é a saida de referéncia (z(t) € R™),
u(t) a entrada de controle (u(t) € R?) e w(t) é uma entrada exdgena (do tipo distirbio

ou perturbagao).



5.1 Rastreador de Sinais com Realimentacao de Estado do Estimador 42

O problema de rastreamento 6timo e rejeicao de disturbio utilizando a realimentacao
da saida através de um estimador de estados é minimizar a norma H, entre a entrada
exégena w(t) e a saida de medida y(t). Neste processo deve-se projetar um controlador
segundo a lei de controle u(t) = —Kx(t), que atenue o efeito do sinal de distirbio na
saida do sistema. Para o rastreamento deve-se projetar parametros M e N de modificacao
6tima dos zeros que minimize a norma H,, entre a entrada de referéncia r(t) e o erro de

rastreamento r(t) — z(t).

Observacao 5.1 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado neste estudo para
resolver o Problema 1 é ilustrado na Figura 7, onde K é a matriz de ganho do controlador
Ho de realimentagao dos estados estimados (K € R"™™P) M € utilizado para resolver o
problema da varia¢ao dos zeros (M € R"*P) N ¢é a matriz de ganho de rastreamento
(N € RP*P) L é a matriz de ganhos do estimador de estados (L € RP*™), r(t) € o sinal

de referéncia e w(t) € o sinal de entrada exdgeno do tipo distirbio ou perturbagao.

r(t) — u(t) i(t) = Az(t) + Bou(t) + Biw(t)
\ﬂ‘ + Z(t) = Clx(t) y(t)
y(t) = Coz(2)
. e(®)
M (] -
S M|
Ui (t)
Estimador
()
-K z(t) = Az(t) + Bauy(t) + Lly(t) — Cz(t)] + Mr(t)

Figura 7: Sistema de controle de rastreamento de sinais e rejeicao de disttirbio presente
na planta.

A norma H, entre a entrada w(t) e a saida y(t), em (5.1), pode ser minimizada
utilizando um controle de realimentagao de estados através da matriz de ganhos K. No
projeto do controlador Hs utiliza-se uma metodologia formulada em termos de LMIs ja

consagrada na literatura de controle, e é descrita pelo Teorema 5.2.

Teorema 5.2 Considere o sistema (5.1) com o controlador de realimentagao de estados,

dado por u(t) = —Kux(t), e parametros p, q. Se existem as varidveis de otimiza¢ao
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Q=Q e R, Y € RP*" e Z € RP*P que determinam a soluc¢ao para as LMIs descritas
em (5.2) entao pode-se obter o controlador K que estabiliza o sistema (5.1) com alocagao

de polos na regiao mostrada pela Figura 8.

||H||3 = min Tr(Z)
QB

s.a > 0,
B,  Z
[ A0+ QA" — B,Y —Y'B c
Q+Q4 B, QG _g 52)
i 0 _J
| —Q AQ - BY +4Q | _
QA —Y'By+qQ —pQ ’

Q > 0.

A matriz de ganho K do controlador de realimentacdo de estados € dado por: K =

YQ™'. As matrizes Q e Y sao solugoes dtimas de (5.2).

4 Imag(s)

A ;
Q / Real(s)

Figura 8: Regiao D para posicionamento de pélos limitada por uma circunferéncia de
raio p com centro em (—q,0).

Prova: vide (BOYD et al., 1994) e (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997) para deter-
mina¢do da norma Hy via LMI e (CHILALI; GAHINET, 1996) para alocagdo de pélos com

restricoes em termos de LMIs.

O problema de otimizagao descrito em termos de LMIs, dado no Teorema (5.2), pode
ser facilmente solucionado utilizando softwares disponiveis, tais como LMISol (OLIVEIRA;
FARIAS; GEROMEL, 1997), que é um software de dominio publico, ou 0 MATLAB, com o
LMI Control Toolbox (GAHINET et al., 1995).

No Problema 1, pode-se utilizar o Teorema 5.2 para projetar a matriz de ganho K

do controlador de realimentagao de estados do sistema (5.1), e entdo projetar o ganho L
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do estimador de estados utilizando-se um estimador de Kalman (KALMAN, 1960), para
a realimentacdo da saida y(t). No projeto do estimador de Kalman utilizou-se a fungao
kalman do software MATLAB, vide Apéndice 3 para maiores detalhes. Uma formulacao

em termos de LMIs para o projeto de L é dado em (GAHINET et al., 1995).

A equac@o em variaveis de estado do sistema ilustrado na Figura 7, que contém os

estados z(t) e &(t), pode ser descrita da seguinte maneira:

it | | A A || E@) M 0 ’
[ 2(t) ]
z(t) = cy 0 ,
¥ | | | &(t) |
yt) = [ G 0] %i, (5.3)
x(t)
e(t) = r@t)—z(t)=r@)—|C; 0 ;
(t) (t) = 2(t) = r(t) — | }[i“(t)]
sendo,
Ay = —B)K,
Ay = LG,
Ay = A—ByK — LC,.
O sistema (5.3) pode ser representado na forma compacta,
Tm(t) = Apzm(t) + Bur(t) + Byw(t),
e(t) = —Cpan(t)+ Dyr(t), (5.4)
2(t) = Chrzn(t),
y(t) = Ouxm(t)a
sendo,
B x(t) 4 A A | BN B _ B, (5.5)
B I I RV et I VA I NV '

Il
—

i
Con=[C1 0].C=]0C 0].eD,

Aplicando-se a transformada de Laplace no sistema (5.4), supondo as condigdes inicias
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nulas, obtem-se:

sXm(s) = AnXn(s)+ BnR(s)+ B,W(s),

Xn(s) = (sl —Any) " [BuR(s) + B,W(s)], (5.6)
Y(s) = CuXu(s), (5.7)
Z(s) = CpXn(s), (5.8)
E(s) = —=CnXu(s)+ DnR(s). (5.9)

Substituindo-se (5.6) em (5.7), determina-se a relagao entre o sinal de saida de medida

e os sinais de entrada do sistema (5.3), conforme descrito em (5.10):

Y (s) = Cyu(sl — Ap) ' BR(s) + Cy(sI — Ap) ' B,W (s). (5.10)

Para analisar o efeito do sinal de disturbio W (s) na saida Y'(s), considera-se o sinal
de entrada R(s) nulo. Entao de (5.10) tem-se:

Y(s)
W (s)

= COy(sI — A,) By, (5.11)

Observa-se neste caso que a norma Hy de w(t) para y(t) pode ser minimizada devido
ao projeto inicial da matriz de ganho K, que é um compensador Hs; isto implica na

minimizacao do efeito do sinal de perturbacao no desempenho da saida do sistema.

Na Figura 7 observa-se a adi¢do do termo Mr(t) na estrutura do estimador. O
parametro M tem somente a funcao de alterar os zeros da funcao de transferéncia de
r(t) para u(t) e nao modificar os pdlos estabelecidos no projeto inicial do estimador, pois
a fungao de transferéncia de W (s) para Y (s) ndo é modificada por N ou M, (vide equagoes
(5.5) e (5.10)). Os pdlos do sistema nao sao modificados, pois A,, em (5.5) e (5.10) nao

depende de M ou N. Com isso a estabilidade do sistema nao é comprometida.

Para o projeto do rastreador 6timo, utilizam-se as transformadas de Laplace descritas
em (5.8), (5.6) e (5.9), com condigdes iniciais nulas. Em seguida, obtém-se a func¢ao de
transferéncia entre os sinais de entrada (entrada de referéncia e entrada exdgena) e o sinal

de erro, conforme descrito a seguir:

E(s) = [=Cin (I = Ap) ™" By + Di| R(s) + Ci (s] = Ap) " BuW(s)  (5.12)



5.1 Rastreador de Sinais com Realimentacao de Estado do Estimador 46

Considerando-se W (s) nulo em (5.12), obtem-se a funcao de transferéncia de E(s)/R(s):

T (s) = 28 = —Cy(sI — Ay) "' By + Dy (5.13)

Neste caso, através da modificacao dos zeros pode-se projetar um rastreador de sinal
minimizando a norma H,, entre o sinal de referéncia e o sinal de erro do sistema. O
processo de modificacao de zeros nao interfere no projeto de rejeicao de perturbagao, pois
segundo (5.11) a funcdo de transferéncia de W (s) para Y (s) nao depende de B,,. Em
(5.13) utiliza-se a posi¢ao dos zeros, implicitos na especificacdo de N e M em B,,, para o

processo de minimizacao do erro do rastreamento.

Note em (5.5) que os parametros M e N modificam completamente B,,. Nota-se ainda
que as matrizes M e N nao alteram a posicao dos pdlos de malha fechada do sistema de
controle, pois nao alteram os autovalores da matriz A,,. Isto ocorre porque a matriz
A, nado depende dos parametros M e N, o que pode ser verificado em (5.5). Assim, a

metodologia de modificacao dos zeros nao modifica os zeros da planta, caso estes existam.

5.1.2 Rastreador de Sinais com Modificagcao dos Zeros

O problema de rastreamento de sinais de referéncia consiste na escolha dos parametros
M e N que minimize a norma H, de 7. descrito em (5.13). Utilizando-se inequagao (3.16)

da Secao 3.2, pode-se descrever a norma H,, do sistema T,. da seguinte maneira:

HTreHgo = min ¢
s.a —-C,,Q -1 D,, | <0,
B! D,, =7
Q >0, (5.14)
0 >0,

sendo Q = @'.

Propomos o Teorema 5.3 para solucionar o problema de rastreamento de sinais de

referéncia com modificagao de zeros:

Teorema 5.3 Considere o Problema 2 com a Observacao 5.1. Se existe solugao para o
conjunto de LMIs descrito em (5.15), entao pode-se obter matrizes M (M € R"P), e N
(N € RP*P) que minimizam a norma He, do sistema Tpe(s) = —Ch(sI — Ay) "By + Dy,
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resolvendo
HTTGHio =min 9
s.a _
AQu + QuA + AgQy + Qr2Ay  AQua + AgQr + QuA| + Q24 —QuC] BN
A1Qu1 + AgQy + Q1A + Qo Ay QA7 + Q2 Ay + A1Q12 + A2Q2 —Q1,C7 M <0
—C1Qu —C1 Q12 —1 1 ’
NB; M’ 1 -0l
{ Q/“ @z ] >0, (5.15)
@y Qa2
0> 0.
Prova: Inicialmente, define-se a matriz () da sequinte maneira:
Q= [ Q/“ o ] , (5.16)
R R

sendo Q11, Q12 € Qa0 € R, Entdo, substituindo-se as equagioes (5.16) e (5.5) em

(5.14), pode-se obter (5.15).

As matrizes de modificacao dos zeros M e N podem mudar a posicao dos zeros de
transmissao de r(t) para u(t) do sistema ilustrado na Figura 7. A equagao que define os
zeros de transmissao s (s € C), de r(t) para u(t) é dada pelo Teorema 2.5 descrito na

Secao 2.2.

Em (ANDREA, 2002) resolveu-se o problema de rastreamento de sinais com modi-
ficacao de zeros apenas para o caso SISO, e neste trabalho propoe-se a metodologia de
rastreamento de sinais com modificacao de zeros aplicadas em sistemas de controle para
plantas do tipo SISO ou MIMO.

No projeto para sistema de rastreamento de sinais descrito no Teorema 5.3, a am-
plitude de |T,.(jw)| ndo é atenuada para todo o espectro de freqiiéncia. Entretanto, em
algumas aplicagoes, o objetivo é rastrear sinais de referéncia em uma faixa de freqiiéncia
selecionada em projeto. Entao, objetivando-se solucionar este problema, é proposto o

rastreamento com peso na freqiiéncia.
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5.1.3 Rastreador de Sinais com Peso na Frequéncia

O objetivo do uso de peso na freqiiéncia é atingir especificacoes de malha fechada
para o projeto do rastreador. Em (VALENTIN; DUC, 1997) pode-se verificar a utilizagao de
peso na freqiiéncia, sendo utilizado este procedimento em redugao de modelo; o projeto
é descrito na forma de BMIs (do inglés, Bilinear Matrix Inequalities). No projeto do
rastreador com peso na freqiiéncia, objetiva-se encontrar uma solucao 6tima global para

o seguinte problema:
min  ||7,(s)V(s)] s (5.17)

sendo V (s) o peso na freqiiéncia de saida e T,.(s) é a funcao de transferéncia entre o sinal
de erro de rastreamento e o sinal de referéncia, descrito em (5.13). Na Figura 9 ilustra-se
o diagrama de blocos da estrutura com a inclusao de peso na freqiiéncia.

R(s) E(s) Eg(s)

— Tre(s) —— V(s) _

Figura 9: Sistema de Controle para o projeto de rastreamento utilizando-se peso na
frequiéncia.

Considere (A,, B,,C,), A, € R™*™ a realizacao de V(s). Entao a descrigdo em

variaveis de estado do sistema ilustrado na Figura 9 pode ser:

la;jm(t)] I I [xm(t) N
xv(t) _Bvom AU xv(t) Bv
. T ()
v = [0 ¢ ] %@)]

mr A, 0 | Bn
d d = _BUOm Av Bv (518)
Cy | Dy
0 ¢, | o

Propoe-se o Teorema 5.4 para o projeto de sistemas de rastreamento de sinais com

peso na freqiiéncia (ASSUNGCAO; ANDREA; TEIXEIRA, 2007).

Teorema 5.4 Considere o Problema 1 com a Observacao 5.1. Se existe solug¢ao para o
conjunto de LMIs descrito em (5.19) entao pode-se obter matrizes M (M € R"*P) e N
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(N € RP*P) que minimizam a norma He, do sistema Tpo(s) = —Cp(sI — A,) ™' By + Dy,

descrito em (5.13) com peso na freqiéncia, resolvendo

|Hy?, = min 4
s.a
AQ11 + Qu A + ApQy + Q124 AQ12 + ApQ22 + Q11 Al + Q1245
A1Qu1 + A2Qy + QA + QA A1Qi2 + Q1AL + A2Qa2 + Qa2 45
—B,C1Q11 + AyQ13 + Q134" + Q347  —ByC1Q12 + AyQhz + Q13 A] + Q5345
CUQ/13 CUQ/23
_ NB, M
AQ13 + AoQ23 — Q11C B, + Qi34 Q13C,, BN
A1Q13 + A2Q23 — Q1,C1 By, + Qa3 A, Q2C, M
—B,C1Q13 — Q1301 By, + Q33A, + A,Q33 Q33C, B, | <0,
CyQ33 —I 0
B (N
Qu Q12 Qi3
Qla Q2 Q3 | >0, (5.19)
Q3 Q5 Q33
60> 0,
sendo que as matrizes Q;; = ;j; 1,7 = 1,2,3, tém a mesma dimensao da matriz A, e

para j = 3 ei = 1,2,3; as matrizes Q;; tem dimensoes convenientes, e as matrizes Ay,

B, e C, representam a dinamica do filtro.

Prova: As inequagoes em (5.19) sao obtidas considerando-se as matrizes (Ay, By, Cy, Dy) =
(A4, By, Cy, D) na inequagao (3.16) descrita na Se¢ao 3.2, sendo a matriz Q) descrita da

sequinte forma,

Qn Q12 Q13
Q - /12 Q22 Q23 ’ (5-20)
/13 Qég Q33

com (A, By, Cy, Dy) dado por (5.18), e as matrizes (A, By Cr, Di) definidas em (5.13)
e (5.5).

Note que a ordem do filtro utilizado no projeto do sistema de rastreamento pode
ser arbitrariamente especificada. Pode-se escolher a ordem do filtro de acordo com a

seletividade desejada.
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As matrizes M e N sao solugbes 6timas de (5.19) e minimizam a norma H, entre o

sinal de entrada de referéncia r(t) para o sinal de erro de rastreamento r(t) — z(¢).

Utiliza-se o filtro no Teorema 5.4 com objetivo de ajustar os parametros M e N para
o rastreamento de sinais de referéncia em uma determinada faixa de freqiiéncia. Entao,
no projeto do sistema de rastreamento com a modificagao dos zeros no plano-s descritos
em termos de LMIs considera-se o filtro dinamico para ajustar a operacao do rastreador
nesta faixa de freqiiéncia. Entretanto, na implementacao ou simulacao do sistema de

rastreamento de sinais, este filtro é descartado.

O Teorema 5.4 apresenta um equacionamento mais simples para a solugao do problema
de rastreamento de sinais com modificacao dos zeros para sistemas SISO em relacao
ao apresentado em (ANDREA, 2002). Isto ocorre porque utiliza-se uma realizagdo de
Hi(s), descrito em (5.18), mais simples do que a utilizada em (ANDREA, 2002). Como
conseqiiéncia, as LMIs para o rastreamento descritas em (ANDREA, 2002) apresentam
maiores dimensoes do que as LMIs descritas no Teorema 5.4 proposto neste trabalho.
Outro fator que resultou em uma proposta de rastreamento mais simples neste trabalho
sao os filtros. No Teorema 5.4 a ordem do filtro é livre, enquanto que em (ANDREA, 2002)

a ordem do filtro era o dobro da ordem do sistema.

Em (ASSUNCAO; ANDREA; TEIXEIRA, 2003) foi proposta uma metodologia de rastrea-
mento de sinais com modificacao dos zeros e rejeicao de disturbios para sistemas SISO.
A atenuacao do efeito do sinal exdgeno no sistema era realizada por um controlador H,
que realimentava os estados estimados do sistema. Entretanto, foi possivel propor LMIs

mais simples e isto ¢ apresentado neste trabalho.

5.2 Rastreador de Sinais com Realimentacao Dinamica
da Saida

5.2.1 Problema 2

Considere o sistema linear e invariante no tempo descrito na forma de variaveis de

estado abordado em (5.1).

O problema de rastreamento 6timo e rejeicao de disturbio utilizando a realimentacao
dindmica da saida é minimizar a norma Hs ou H,, entre a entrada exégena w(t) e a
saida de medida y(t). Neste processo deve-se projetar um controlador K,(s), que atenue
o efeito do sinal de distirbio na saida do sistema. Para o rastreamento deve-se projetar

parametros M e N de modificagao 6tima dos zeros que minimize a norma H,, entre a
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entrada de referéncia r(t) e o erro de rastreamento r(t) — z(¢).

w(t)
Planta
(1) ult) &(t)=Ax(t)+ Bau(t)+Biw(t) 2(t)
TN O ) = Ca() ;
2(t) = Cra(t) y()
M P )
— M —
Compensador (K(s))
us() || dg(t) = Agrs(t) + Baug(t) + Mr(t) us(t)

ys(t) = Cs(t)xs(t)

Figura 10: Sistema de controle de rastreamento de sinais e atenuagao de perturbagao
presente na planta.

Observacao 5.5 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado neste estudo para
resolver o Problema 2 € ilustrado na Figura 10, onde K,(s) = Cy(sI — Ay)7™'Bs + Dy é
um compensador dinamico Hs ou Hs com alocagao de polos utilizado na realimentacao
dinamica da saida do sistema, M € utilizado para resolver o problema da variacao dos
zeros (M € R"™™P), N é a matriz de ganho de rastreamento (N € RP*P), r(t) € o sinal de

referéncia e w(t) é o sinal de entrada exdgeno, do tipo perturbacao ou distirbio.

Utilizando-se o Teorema 5.6 ja consagrado na literatura de sistemas de controle e o
Teorema 5.8 proposto neste trabalho, projeta-se o compensador Hsy, no qual utiliza-se o
projeto do compensador H,, proposto em (CHILALI; GAHINET, 1996), que é descrito no

Teorema 5.9.

Teorema 5.6 Considera-se o sistema (5.1) com o compensador K,(s) = B,(sI—A,)"'C,
de realimentacao dindmica da saida. Se existe solu¢do para as LMIs descritas em (5.21)
entdo pode-se obter a solu¢ao dtima da norma Hsy entre a entrada w(t) e a saida de medida

y(t), resolvendo-se

||H||3 = min Tr(W)
Y 1 By
s.a I X XB |>0 (5.21)
B, B.X W
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H Z+J YC
Z+J G O | <0 (5.22)
cay o I

sendo,

H = AY +YA' + ByL + L'B,
G = AX+ XA+ FCy+ CyF
7 = A+YAX+LUBX+YCLF. (5.23)

As wvaridveis Y, L, X, F, J e W sao solugoes dtimas de (5.22) e (5.21), comY =Y’
e X = X'. As matrizes dinamicas do compensador Ha, K,(s) = Cy(sI — A,) "' B,, podem

ser obtidas das sequintes equacoes:

J = VAU,
L = UB,
= V), (5.24)

v’ = - XY.
Prova: vide (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999).

Observagao 5.7 Considerando-se o Teorema 5.6, verifica-se na inequagao (5.22) a exis-
téncia de termos nao-lineares. Pode-se visualizar os termos nao-lineares nas varidveis Z e
J, descritas em (5.23) e (5.24). Isto impossibilita a obtencao da matriz A, do controlador
Hy. Visando a determinagio de A,, considera-se em (5.22) J = —Z —YC1Cy. A
inequacdo (5.22) equivale as sequintes LMIs:

G
-1

H YC,

<0. (5.25)
c,y I

Vide Apéndice 1 para maiores detalhes.

Um fator importante na obtengao de K,(s) é a determinacao das varidveis U e V/,
descrita em (5.24). Neste processo utiliza-se um método para solucao de sistemas lineares,
a decomposicao LU. Através do software MATLAB pode-se obter a decomposicao LU de

uma determinada matriz.

Considerando-se a Observagao 5.7, pode-se obter o compensador H, de realimentacao

de saida através da minimizagao do traco de W sujeito as inequagoes (5.21) e (5.25). O
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Teorema 5.8 projeta o compensador Hs para realimentacao da saida, utilizando restrigoes

para alocagao dos polos.

Teorema 5.8 Considera-se o sistema (5.1) com o compensador K,(s) = B,(sI—A,)'C,
de realimentacao dindmica da saida, e ainda que os parametros p, e q, sao fivos (Figura
5). Se existe solu¢ao para as LMIs descritas em (5.26)-(5.29), entdo pode-se obter o valor
dtimo da norma Ha entre a entrada w(t) e a saida de medida y(t), com alocagio de pdlos

na regiao mostrada pela Figura 5, resolvendo

|H|[= min  Tr(W)

S.a
'Y I B
I X XB |>0, (5.26)
| B} B X W
[ AY + YA + Bo,L+ LB, YC,
2 SR ) (5.27)
i CiL —I
[ AX 4+ XA+ FCy+ CLF' C
<0, (5.28)
i C, —I
—pgY —pgl AY + BoL + qY A+qyd
—pgl —p, X —A = ClCYY XA+ FCy+ qX
o f 1 24 0. (5.29)
YA +L'B),+qY —-A-YC (4 —pgY —pgl
I A+ pd  AX+CHF + ¢ X —pgl —pgX ]

As matrizes dinamicas do compensador Hy podem ser obtidas diretamente de (5.24).

Prova: wvide (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999) para as inequagoes (5.26),
(5.27) e (5.28). Para a determinagio da inequacdo (5.29) utilizou-se algumas das ma-
nipulagoes algébricas adotadas em (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999) aplicadas
a LMI indicada na inequagao (4.9) da Se¢ao 4.8, como mostrado abaizo. Considera-
se a sequinte realizagio minima do sistema (5.1) realimentado pelo compensador Ha,

Ky(s) = Cy(sI — Ay) ™' By:

A B,Cl B

A | B

AN B,Cs A, |0 (5.30)
c, 0 \ 0

A inequagao indicada em (4.9) da Sec¢do 4.3 permite alocar os pélos de um sistema no
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plano-s esquerdo limitados por uma circunferéncia de raio p, e centro em (—qy,0). Entao,
substituindo-se A, = A na inequagdio (4.9) da Secao 4.3, sendo a matriz A, descrita em
(5.30), tem-se:

—p P AP+ q,P
o B <o (5.31)
PA +q,P peP

Entretanto, a inequagdo (5.31) possui bilinearidades, o que torna a solugao do prob-
lema extremamente dificil e de elevado custo computacional. Portanto, utiliza-se uma
transformagao linear (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999) para que o problema
apresente-se em termos de LMIs conforme indicado em (5.29). Inicialmente adota-se

a matriz P e sua inversa como,

s [x vl L [y ,
ol PR e (5.32)
sendo X = X' e RV e Y =Y’ € ™", Ainda adota-se:
N I X Y I
PH=T, comT = e H= (5.33)
0o v Vo

Em seguida, pré e pds multiplica-se a inequagdio (5.31) por H,, e Hy, e obtem-se a

inequagao (5.29), sendo a matriz Hy, descrita da sequinte maneira:
H 0
H,, =
0 H

O Teorema 5.9 apresenta o projeto de um compensador H, utilizado na realimentacao
da saida para atenuar o efeito do sinal de disturbio na saida do sistema, proposto em
(CHILALL GAHINET, 1996).

Teorema 5.9 Considera-se o sistema (5.1) com o controlador K,(s) = Cp(s[—A,) ' B,+
D,, de realimentacdao dinamica da saida, e ainda que os parametros p, e q, sao fizos. Se
existe solugao para as LMIs descritas em (5.34), entao pode-se obter a solugao dtima da
norma Hs entre a entrada w(t) e a saida de medida y(t), com alocagdo de pdlos na regido

mostrada pela Figura 5 (CHILALI; GAHINET, 1996), resolvendo-se

HHHgO =min §

S.a
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AR+ RA' + ByCj + CiBy By AL+ A+ B,D;jC,  RCY
B o1 B,S 0
! ! <0, (5.34)
Aj+ A+ C4DiBy  SBy A'S+SA+B;Cy+CyB, O
i CiR 0 Cy 51
i —ppR —ppl AR+ ByC; + qpR A+ ByD;Cy + gyl
—ppI —ppS Aj + gpT SA+ B;Cy + g,
Pp Pp itap 72T o) (5.35)
RA"+ CiBy + R AL+ gpl —ppR —ppl
A"+ CyDiBy + gpI - A'S + CyBj + g5 —ppl —ppS
R I
>0, (5.36)
IS

sendo, R = R' € ®™", S =5 € ", A;, B, C; e D; as varidveis de otimiza¢do
conjunta das LMIs (5.34), (5.35) e (5.36). Considera-se ainda:

D, = D,
C; = C,U' + D,C4R

B; = EB,+ SB,D, (5.37)
A; = EAV 4+ EB,CyR + SByC,U' + S(A+ ByD,Co)R

Para a solugao de (5.37) tem-se,
VE' =1 — RS, (5.38)

e através da resolucao de (5.37), obtem-se as matrizes dinamicas do compensador Heo,
Ky(s) = Cy(sI — Ap) ™' By + D,

Prova: considera-se T,,, a realiza¢ao minima do sistema realimentado pelo compen-

sador Huo,
Twy = Ccl + (SI - Acl)_chl

sendo:
) | A+ B,D,C, B,C,
cd —
B,C, A,
B
Bcl - !
| 0

C1cl: [Cl O}

A solugao para o problema de determinagdo do compensador K,(s) com restri¢oes
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para alocagao de polos consiste em solucionar o sequinte problema de otimizagao descrito

em termos de LMIs (CHILALI; GAHINET, 1996):

HHHiO = min 0
[ ACIQ + QA:;l Bcl Qcél
s.a B, —o1 D, | <0, (5.39)
OCZQ Dcl _51
- A . .
 TpQ AR RQ ) (5.40)
L QA/cl + QpQ _pr

Q> 0.

Entretanto, o problema de otimizacdo descrito em (5.839) e (5.40) apresenta BMIs, o
que torna a solucao do problema extremamente dificil e de elevado custo computacional.
Torna-se necessario a utiliza¢ao de uma transformagao linear (CHILALI; GAHINET, 1996)
para que o problema apresente-se em termos de LMIs. Inicialmente adota-se a matriz Q

e sua 1nversa como,

. [ R w© . [s E
= e 7 = ;
g E ®
sendo R € R™™ e S € R™". Ainda adota-se,
M R I I S
Qly =14, com I'y = e 'y = (5.41)
w0 0 F

Considerando-se a matriz de Lyapunov Q > 0 e pré e pos multiplicando-se Q por T,
e I'y respectivamente, obtém-se a inequagdo (5.36). Em sequida, pré e pds multiplica-se
a inequagao (5.39) pela matriz diagonal (I'y, I, 1) e pela matriz diagonal (I'y, I, I) respec-
tivamente, obtém-se a inequacao (5.34). E entao, pré e pés multiplicando-se a inequagdo
(5.40) pelas matrizes (I'y, ..., T) e (g, ..., I'y) respectivamente, obtém-se a inequagdo
(5.35).

As matrizes ¥ e E descritas em (5.38) sdo obtidas através do método de solugao de

sistemas lineares denominado decomposicao LU.

A equacao em variaveis de estado do sistema que representa o diagrama de blocos
ilustrado na Figura 10 pode ser descrito da seguinte maneira:

x(t) B Az Ay x(t) N

.les(t) A5 A6 .Ts(t)

ByN
M

By

r(t) + 0

w(t),
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x(t
() = |G 0]{ O (5.42)
(t)
x(t)
e(t) = r(t)—zt)=r(t)=[ C; 0] [ ] ,
z(t)
x(t)
Yy t — C 0 )
0= [eo) 1]
sendo,
As = A+ ByD,Cy,
A4 = BQCsa
A5 == BSCQ, (543)
AG = Asu
e Dy, = 0 considerando-se um compensador Hs.
Reescrevendo-se o sistema (5.42) de forma compacta, tem-se:
Tn = Apx,(t) + Bur(t) + Byrw(t),
2(t) = Chau(t),
e(t) = —Cha,(t) + Dyr(t),
y(t) = Chxn( )7
sendo
l‘(t) A3 A4 BQN Bl + BQDSD
xn(t): 7An = n — s Dwn =
s(t) As  Ag M B.D
Co = [ 0].Ci=[C 0], eD,=1 (5.44)

A funcao de transferéncia entre os sinais de entrada e o sinal de saida de medida do

sistema pode ser representada da seguinte maneira:

Y (s) = Cp(sl — A,) ' BLR(s) + Cn(sI — A,) ' By W(s). (5.45)

Considerando-se R(s) nulo em (5.45), obtém-se a funcao de transferéncia entre o sinal

de distirbio e a saida de medida, Y(s)/W(s). Descreve-se a fungao de transferéncia
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Y (s)/W(s) da seguinte maneira:

Y (s)
W(s)

= Ou(sI — A,) " By (5.46)

Neste caso a influéncia do sinal de distirbio ao sistema pode ser atenuada devido
ao projeto inicial do compensador Hs ou H.,. Observa-se na Figura 10 a inclusao do
termo Mr(t) a estrutura do compensador Ky(s). O parametro M tem somente a fungao
de alterar os zeros da fungao de transferéncia de r(t) para u(t) e ndo modificar os pdlos
estabelecidos no projeto inicial de K,(s), pois a fungao de transferéncia de W (s) para
Y (s) ndo é modificada por N ou M, vide equagoes (5.44) e (5.46). Os pélos do sistema
nao sao modificados, pois A4, em (5.44) e (5.46) nao dependem de M ou N.

A funcao de transferéncia entre os sinais de entrada e o sinal de erro pode ser descrita

da seguinte maneira:

E(s) = [~Cy (sT = Ay)™ By + Dy| R(s) + Cpy (s — Ap) ™" BunW(s) (5.47)

Considerando-se W (s) nulo em (5.47), obtém-se a funcao de transferéncia de E(s)/R(s):

_ E(s) — —C (s] — -1
T, = RG) Cun(sl —A,)" "B, + D, (5.48)

Neste caso, através da modificacao dos zeros pode-se projetar um sistema de rastrea-
mento de sinais minimizando-se a norma H., entre o sinal de referéncia e o sinal de erro
do sistema. O processo de modificacao de zeros nao interfere no projeto de rejeicao de
perturbagao, pois segundo (5.46) a fungao de transferéncia de W (s) para Y (s) nao de-
pende de B,,. Em (5.48) utiliza-se a posigao dos zeros, implicitos na especificacao de N e

M em B, para o processo de minimizacao do erro do rastreamento.

Note em (5.44) que os parametros M e N modificam completamente B,. Deste
modo, as matrizes M e N nao alteram a posicao dos polos de malha fechada do sistema
de controle, isto é, nao alteram os autovalores da matriz A,,. Isto ocorre porque a matriz
A, nao depende dos parametros M e N, o que pode ser verificado em (5.44). Ainda,
esta metodologia de modificagao dos zeros utilizando realimentacao dinamica da saida

nao altera os zeros da planta, caso estes existam.

5.2.2 Rastreador de Sinais Utilizando a Modificagcao dos Zeros

No processo de rastreamento com modificacao da posicao dos zeros no plano-s, utilizou-

se como critério de desempenho a norma H,., descrita na Secao 3.2. Entao, relaciona-se
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o desempenho do sistema de rastreamento de sinais com o tamanho do sinal de erro de
rastreamento, erro entre o sinal de referéncia e a saida do sistema. No qual, a norma H.,
da funcao de transferéncia entre o sinal de referéncia e o sinal de erro de rastreamento é

minimizada.

A solucao para o problema de rastreamento consiste no projeto dos parametros M e
N que minimize a norma H,, de T}, descrito em (5.48). Utilizando-se inequagao (3.16) da

Secao 3.2, pode-se descrever a norma H,, do sistema 7, da seguinte maneira,

|72 = min 4
AQ+QA,  —QC, B,
s.a —-C,Q —1I D, | <0
B! D, -0l
Q>0 (5.49)
0>0

sendo Q = @'.

Inclui-se ao projeto peso na freqiiéncia, pois é interessante que o rastreador execute
suas fungoes segundo uma faixa de freqiiéncia especificada em projeto. Para o projeto do
rastreador com peso na freqiiéncia (VALENTIN; DUC, 1997), deseja-se encontrar a solugao

global que otimize o problema
min  ||75,(s)F(s)]| co> (5.50)

sendo F'(s) = (Ay, By, Cy) o peso na freqiiéncia de saida e T, = (4,, By, —C,, D,) uma
realizacao do sistema linear invariante no tempo e estavel indicado em (5.48). Na Figura
11 ¢é ilustrada o diagrama de blocos do sistema de controle com a inclusao de peso na
freqiiéncia.

R(s) E(s) Ey(s)
> To(s) —>»  F(s) >

Figura 11: Sistema para o projeto de rastreamento com realimentacao dinamica da saida
utilizando-se peso na freqiiéncia.

Uma realizagao em espago de estado de Fy(s)/R(s) = Hy = T,,(s)F(s) para a estru-
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tura ilustrada na Figura (11) pode ser expressa por:

11 5 A, 0 | B,
d d = —Ban Af Bf (551)
Ca| Dy
0 Cf| o0

Propoe-se o Teorema 5.10 para o projeto de sistemas de rastreamento de sinais de
referéncia com modificacao dos zeros utilizando-se peso na freqiiéncia aplicado em sistemas

de controle.

Teorema 5.10 Considere o Problema 2 com a Observacao 5.5. Se existe solucdo para as
LMIs descritas em (5.52) entdo pode-se obter as matrizes M (M € R"*P) e N (N € RP*P)
que minimizam a norma He, do sistema T, (s) = —Cy(sI — A,)"'B,, + D, com peso na

frequiéncia, resolvendo-se o problema

IHalS = min
s.a
A3Qi1 + Qi1 AL + AsQly + Qi2 Al A3Qr2 + AuQ2 + QA5 + Qr24g
A5Qu1 + AsQp + Q2 A5 + Qa2 A A5Qr2 + QA5 + AsQ22 + Qa2 A
—BC1Qu + ApQi3 + Q1345 + Q53A) —BrC1Qia + ApQis + Qi3 A5 + Qo3 AG
CrQis CrQs
i NBj, M
A3Quz + A1Qa23 — QuC1By + Qu3Ay Q130 BaN
AsQu3 + A6Qa3 — Q1501 By + Qa3Ay  Q23Cp M
—ByC1Q13 — Q1301 B} + Qs34 + AyQs3 Qs3C; By | <0,
CrQ33 —1 0
B, 0 -l
Qun Q12 Qi3
Qly Q2 Q3 | >0, (5.52)
Q13 Qi Qs3
0 >0,
sendo que as matrizes QQ;; = ;j; 1,7 = 1,2, tém a mesma dimensao da matriz A, e para

Jj=3ei=1,2,3; matrizes Q;; tem dimensoes convenientes, e Ay, By e Cy representam

a dinamica do filtro.

Prova: A inequagdo (5.52) é obtida considerando-se as matrizes (Ay, By, Cy, Dy) = (Aq, Ba,
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C4, Dg) na inequagao (3.16) da Segao 3.2.1, sendo a matriz Q) descrita da sequinte forma,

Qu Q12 Qi3
Q = /12 Q22 Q23 (5-53)
/13 Q,23 Q33

sendo (Ag, Ba, Cq, Dg) dado por (5.51) e as matrizes (A, B, Cy, D,,) mostradas em (5.48)
e (544)

As matrizes M e N sao solugoes 6timas de (5.52) e minimizam a norma H, entre o

sinal de entrada de referéncia r(t) para o sinal de erro de rastreamento r(t) — z(¢).

Os filtros utilizados no Teorema 5.10 sao utilizados somente em projeto, e posteri-
ormente descartados para simulagao ou implementacao dos sistemas de rastreamento de

sinais.

Em (ANDREA, 2002) pode-se encontrar uma metodologia de rastreamento de sinais
com modificacao de zeros descrito na forma de LMIs para sistemas SISO. Entretanto,
(ANDREA, 2002) nao apresenta alocagao de pdlos em regides do plano-s para o processo de
atenuacao de disturbio, o que causa a obtencao de compensadores dinamicos com ganhos
elevados. Entretanto, o método de rastreamento com modificacao de zeros que evita a
obtencao de altos ganhos para o controlador ja foi proposto pelos autores deste estudo em
(ASSUNCAO; ANDREA; TEIXEIRA, 2007). Foi possivel propor LMIs mais simples, e isto é

apresentado neste trabalho.

5.3 Rastreador de Sinais de Referéncia para Sistemas
Incertos

5.3.1 Problema 3

Considera-se o seguinte sistema linear e invariante no tempo com incertezas paramétricas

descrito na forma de variaveis de estado,

(t) = A(a)z(t) + Ba(a)u(t) + Byw(t)
y(t) = Cyla)a(t) (5.54)
z(t) = Chiz(t)

sendo A(a) € R™™, By(a) € R"*P, By € R™P, Cy € ™", Cy(a) € R™™, x(t) é o vetor
de estados (z(t) € R™), y(t) é a saida medida (y(t) € R™), z(t) é a saida de referéncia
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(z(t) € R™), u(t) a entrada de controle (u(t) € R*) e w(t) é uma entrada exégena (do

tipo distirbio ou perturbagao).

As matrizes incertas A(a), By(a) e Cy(a) sao representadas pela combinagao convexa

descrita a seguir (BOYD et al., 1994):

A(&) = Z aiAZ-, BQ(&) = Z aiBQZ-, CQ(CL) = Z&Z’CQZ‘, (555)
=1

i=1 i=1

sendo a = [a; - - - a,]" 0 vetor que parametriza o politopo de incertezas, tal que

=1

O numero de vértices do politopo de incertezas do sistema varia de 1 até k, sendo

k= 2% e ¥ é o nimero de parametros incertos na planta.

O problema de rastreamento 6timo e rejeicao de disturbio utilizando a realimentacao
da saida considerando-se o sistema incerto descrito em (5.54), é minimizar a norma Hs
de custo garantido entre a entrada exégena w(t) e a saida de medida y(t). Neste processo
deve-se projetar um controlador Kj(s), que atenue o efeito do sinal de distirbio na saida do
sistema incerto. Para o rastreamento deve-se projetar parametros M e N de modificacao
6tima dos zeros que minimize a norma H, de custo garantido entre a entrada de referéncia

r(t) e o erro de rastreamento r(t) — y(t).

Observacao 5.11 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado para resolver o
Problema 3 € ilustrado na Figura 12, onde Ky(s) = Cy(sI — Ay) "' By, € um compensador
dinamico Hs para sistemas incertos utilizado na realimentagao dinamica da saida do sis-
tema, M € utilizada para resolver o problema da variacao dos zeros, N é a matriz de

ganho de rastreamento e r(t) € o sinal de entrada de referéncia.

Neste projeto considera-se incerteza do tipo politépica e K,(s) é um controlador Hs
para sistemas incertos utilizado na realimentacao dinamica da saida. Pode-se atenuar
o efeito do sinal de distirbio sobre o sistema incerto através do controlador Kj(s) que
realimenta a saida, conforme ilustrado na Figura 12. O controlador K,(s) é projetado
utilizando-se um método descrito em termos de LMIs conforme o teorema 5.12 proposto

em (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999).

Teorema 5.12 Considera-se o sistema incerto descrito em (5.54) com o controlador Ha
de custo garantido utilizado na realimentagao dinamica da saida. Se existe solucao para as

LMIs descritas em (5.57), entao pode-se obter a solu¢ao dtima para a norma Ho de w(t)
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lw@

Planta Incerta

u(t) t(t)=A(a)x(t)+Bz(a)u(t)+Biw(t) (%)

Compensador (Kj(s))

l’b<t) = Abl’b<t) + Bbub(t) + MT(t)
y(t) = Cy(t)y ()

Figura 12: Controle 6timo de rastreamento de sinal de controle e atenuacao de
perturbacao presente em planta incerta.

para y(t) de custo garantido, minimizando-se o efeito do sinal de distirbio no sistema,

resolvendo-se

||H||%: min  Tr[W]

Y 1 By
s.a I X XB; | >0, (5.57)
' B, BX W
s Zi+M YC
7!+ M G; cp | >0,
Oy ) —1I
0 >0,
sendo,
H;, = AY +YA + By L+ L'B),,
Gi = AX+ XA+ FCy + CLF',
Z; = Ai+YAX+LUB,X+YCLF, i=12 - & (5.58)
e ainda,
L=CV, F=UB,, e M=VAU. (5.59)

As matrizes dindmicas do controlador Ha, Ky(s) = Cy(sI — A,)"'B,, podem ser
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determinadas por (5.59) com UV' =1 — XY

As matrizes U e V sao obtidas através de um método de solucao de sistemas lineares

denominado Decomposicao LU.
Prova: vide (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999).

Verifica-se no Teorema 5.12; mais especificadamente em (5.58), a existéncia de bilin-
earidades no projeto do compensador H, para sistemas incertos. Considerando-se um
sistema deterministico, este fator nao dificultaria a solugao do problema, pois ajusta-se a
variavel Z de forma adequada, por exemplo, Z = —M — (YC[;C1) no conjunto de LMIs
em (5.57). Porém para projeto em sistemas incertos, utiliza-se no processo de otimizagao
a variavel Z; = A; + YA X + L'By, X + YCL F', o que impede o ajuste da variavel Z.
Desta maneira, nao é possivel evitar presenca de bilinearidades no projeto, o que requer

um elevado custo computacional para a solugao deste problema.

O algoritmo de decomposi¢ao cruzada (TOKUNAGA; IWASAKY; HARA, 1996) tenta
solucionar o problema para projeto de controladores Hs com custo garantido (GEROMEL;
BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999). Inicialmente supoe-se que é conhecido uma solugao factivel
inicial para o problema, e através das interacoes do algoritmo objetiva-se uma melhora
em termos de custo da norma H, para o projeto do controlador. Supoe-se que em uma
iteragao genérica k as matrizes Yy, Li, Xi e Fj sao solucoes factiveis para o problema
de otimizagao descrito na inequagao (5.57). Considera-se inicialmente um problema de-
terministico com M = —Z — (YC])C} em (5.57), e em seguida realiza-se uma iteragao
inicial para o sistema incerto, onde obtém-se as solugoes factiveis iniciais. O Teorema
seguinte projeta o controlador K,(s) com custo garantido utilizando-se o algoritmo de de-
composicao cruzada para sistemas incertos em termos de LMIs proposto em (GEROMEL;

BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999).

Teorema 5.13 Considera-se o sistema (5.54) com o controlador Ha, Ky(s) = Cy(sl —
Ap)7LBy, de custo garantido utilizado para a realimentacao dindamica da saida. Se existe
solugdo para as LMIs descritas em (5.61), entao pode-se obter a solugdo dtima da norma
Ho de w(t) para y(t) de custo garantido, minimizando-se o efeito do sinal de distirbio no

sistema, resolvendo-se

|H|l = min Tr[W]
P P PB
s.a P X XB; | >0, (5.60)
BlP BX W
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AP + PA, PA+AX +CLF'+ S C
AP+ XA, +FCy+ 8 G | <0,(5.61)
Ci Cy 1

sendo
A, = A+ BLY,
Ck == Cl'
Por dualidade considera-se o problema de otimizagcao convexa com varidveis Y, L, @,

S e W indicados nas equagoes (5.62) e (5.63):

|H|2 = min Tr[W]

Y Q B
s.a Q Q B, | >0, (5.62)
LB B W
[ H AQ+ YA, +L'By+S YC
QA + ALY + ByL + ' ALY +Y A, QC! | <0,(5.63)
L a1y aiQ -1

sendo

A = A4+ X 'E.Cy,
B, = B +X; "

E possivel solucionar o problema do custo garantido para o controlador Ho através do

algoritmo de decomposicao cruzada, descrito a sequir:

Passo 1: Assume-se a iteracio k = 0 uma solucao factivel inicial Yy, Lo, Xo, Fy, My e
Wy sao conhecidas. Para isto, é considerado as matrizes A;, Bo; e Cy; conhecidas e
pertencentes a um conjunto de incertezas politopicas e entdao a solucdao inicial factivel é
obtida resolvendo-se (5.57).

Passo 2: Com as matrizes Yy, e Ly, resolve-se os problemas (5.60) e (5.61).
Determina-se o valor de o = tr[Wy]. A solugdo dtima fornece Fy, e Xy a ser utilizado no

passo 3.

Passo 3: Com as matrizes Fy, e Xy, resolve-se os problemas (5.62) e (5.63).
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Determina-se o valor de = tr[Wy]. A solugao dtima fornece Yy, e Ly, a ser utilizado no

passo 2.

Passo 4: Se ap — B <€, € >0, finaliza-se o processo. Caso contrdrio, faca k — k + 1

e volte para o Passo 1.

Com a resolu¢ao do processo iterativo obtem-se:
L=Ly(PY;)™, M=P'S F=(XxQ) 'F, (5.64)

e, substituindo-se a equagdo (5.64) em (5.59) determina-se as matrizes dindmicas do
compensador Ha, Ky(s) = Cy(sI — Ay) ™' By, utilizado na realimentagio dindamica da saida

para sistemas incertos.

Prova: vide (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999) para determinac¢do das LMIs

(5.60)-(5.63) e para a convergéncia do algoritmo de decomposi¢io cruzada.

O diagrama de blocos da Figura 12 pode ser descrito na forma de variaveis de es-
tado z(t) e x,(t), respectivamente estado da planta incerta e estado do controlador Ha,

conforme a seguir:

V(t)} _ | ) As(a) [x(t) . BM)N}WH Bl
.leb(t) Ag(a) AlO Jl'b(t) M 0
x(t)
z(t) = Ch ) 5.65
t = |c o] xb@} (5.65)
_ x(t)
y(t) = [ Cola) 0] Lb(t)],

sendo
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Reescrevendo-se o sistema (5.65) de forma compacta, tem-se:

t,(t) = Az, (t)+ Byr(t) + Byw(t),
e(t) = Dyr(t) = Cponn(t), (5.66)
y(t) = Cuz(t),
2(t) = Cuz,(t),
sendo,
olt) = [x(t) | A As@ ] [ BN [ B
y(t) Ag(a) Aip M 0
Co = |G 0], Cu=|Cla) 0] eD=1. (5.67)

Aplicando-se a transformada de Laplace no sistema (5.66), com condigbes iniciais
nulas, obtém-se a funcao de transferéncia entre o sinais de entrada (entrada de referéncia

e entrada ex6gena) e o sinal de saida do sistema,
Y (s) = Cui(sl — A,) ' BoR(s) + Cyi(sI — A,) ' By W (s), (5.68)

considerando-se um valor de a especifico.

Para R(s) nulo em (5.68), pode-se obter a fungao de transferéncia de Y'(s) para W(s),

Y (s)
W(s)

= Cyi(sl — A,) 'Byy. (5.69)

Verifica-se que norma Hy de W (s) para Y(s) pode ser minimizada devido ao projeto
inicial do controlador Kj(s), que é um compensador Hs de custo garantido para sistemas
incertos; isto implica na minimizacao do efeito do sinal de distirbio no desempenho da

salda do sistema.

Na Figura 12 observa-se a adi¢ao do termo Mr(t) na estrutura do compensador Hs
de custo garantido para sistemas incertos. A matriz de ganho M tem somente a funcao
de alterar os zeros da funcao de transferéncia de r(t) para u(t) e ndo modifica os pdlos
estabelecidos pelo projeto inicial de K;(s), pois a fun¢ao de transferéncia de W(s) para
Y (s) ndo é modificada por N ou M, vide equagoes (5.67) e (5.69). Com isso o desempenho

do compensador H, de custo garantido nao é comprometido.

Para o projeto do rastreador 6timo, utiliza-se a transformada de Laplace no sistema

(5.66), com condigdes iniciais nulas, obtém-se a funcao de transferéncia entre o sinais de
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entrada (entrada de referéncia e entrada exdgena) e o sinal de erro:
E(s) = [—Cyi (sI —A) "B, + DT} R(s) 4+ Cyi (sI — A,) ™" By W(s), (5.70)

considerando-se um valor de a especifico.

Para W (s) nulo em (5.70), obtém-se a funcao de transferéncia de E(s) para R(s):

E(s)
R(s)

H,i(s) = =—Cyi(sl — A,)'B.+ D, (5.71)

Neste caso, através da modificacao dos zeros pode-se projetar um rastreador de sinal
minimizando a norma H., de custo garantido entre o sinal de referéncia e o sinal de erro
do sistema. O processo de modificacao de zeros nao interfere no projeto de rejeicao de
distirbio, pois segundo (5.69) a fungao de transferéncia de W (s) para Y (s) ndo depende
de B,. Em (5.71) utiliza-se a posi¢ao dos zeros, implicitos na especificacao de N e M
em B,, para o processo de minimizacao da norma H,., da fungao de transferéncia entre o

sinal de referéncia e o erro do rastreamento.

5.3.2 Rastreador de Sinais para Sistemas Incertos

Para o projeto do rastreador de sinais de controle para sistemas incertos, utilizou-se
como critério de desempenho a norma H,,, sendo a norma H,., descrita na Secao 3.2.
O processo de otimizagao da norma H,., entre o sinal de referéncia e o sinal do erro de
rastreamento (r(t) — y(t)) para sistemas incertos, com incertezas do tipo politpicas, é

baseado no conceito de custo garantido, descrito na Secao 3.2.1.

A solugao para o problema do rastreamento 6timo para sistemas incertos (incertezas
do tipo politépicas) utilizando a variacao dos zeros, consiste em determinar os parametros
M e N que minimizam a norma H., de H,,; descrito em (5.71). Neste processo utiliza-se
a metodologia de otimizacao descrita em (3.19) da Segao 3.2.1, que descreve o conceito
de custo garantido para a norma H,. Inclui-se no projeto peso na freqiiéncia, pois
é interessante que o rastreador execute suas fungoes segundo uma faixa de freqiiéncia

especificada em projeto.

Para o projeto do rastreador com peso na freqiiéncia (VALENTIN; DUC, 1997), deseja-se

encontrar a solucao global que otimize o problema descrito a seguir:
min || Hpi($)1(5)]] o (5.72)

sendo I'(s) = (Ar, Br,Cr) o peso na freqiiéncia de saida, considera-se H,,; = (A, B,
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—Cyi, D,) uma realizagao do sistema incerto linear invariante no tempo e estavel indicado

)
em (5.71). Na Figura 13 ¢é ilustrada a estrutura de inclusao de peso na freqiiéncia.

R(s) E;(s) Egi(s)
> Hpi(s) —_— J(s) >

Figura 13: Sistema de controle para o projeto de rastreamento aplicado a sistemas
incertos, utilizando a realimentacao dinamica da saida e peso na freqiiéncia.

Uma realizagao em espago de estado de Fy(s)/R(s) = Hg = Hpi(s)J(s) para a

estrutura ilustrada na Figura 13 pode ser expressa por

(5.73)

Propoe-se o Teorema 5.14 para o projeto do rastreador com modificacao dos zeros

aplicados a sistemas com parametros incertos na planta.

Teorema 5.14 Considere o Problema 3 com a Observacgao 5.11. Se existe solucdo para as
LMIs descritas em (5.74) entdo pode-se obter as matrizes M (M € R"*P) e N (N € RP*P)
que minimizam a norma He, de custo garantido do sistema H,;(s) = —Cyi(sI—A,) ' B+

D, com peso na fregiiéncia, resolvendo-se

|HallZ, = min 4

A7iQu1 + QAL + AgiQy + Qr12AS; A7iQr2 + AgiQ22 + Q11 Ay, + Q124
AgiQ11 + A10iQ2 + Q12 A7; + Q2 Ay, AgiQ12 + Q19 Ay; + A10iQa2 + Q22 A7y,
—BrC%Qu + ArQis + Q1347 + Q53 Ay, —BrC2Qia + ArQhs + Q13Ay; + Qa3 A%,

CrQis CrQ;
NBéZ- M’
A7iQu3 + AgiQo3 — QuCYyBr + Qu3Ar  Qi3Ch BN
AgiQ13 + A10iQo3 — Q12CBr + Qa3Ar  Q23Ch M
—BrCsQ13 — Q130 Br + Q33Ar + ArQs3 Q33Cr  Br | <0,
CrQss —I 0
B 0 —dI
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Qu Q12 Qi3
Q2 Q2 Q3 | >0, (5.74)
13 Q3 Qs
60> 0,
sendo que i denota o i-ésimo vértice do politopo de incertezas, i = 1,2, k; k =2Y e ¢

€ 0 numero de parametros incertos na planta.

As matrizes Qg = Qs k, 1 = 1,2, tém a mesma dimensdo da matriz A, e para k =3
el =1,2,3, as matrizes Qi tem dimensoes convenientes, e Ar, Br e Cr representam a

dinamica do filtro.

Prova: A inequagao (5.74) € obtida considerando-se as matrizes (A, By, Cy, Dy) = (Agi, Bai,
Cai, Dgi) na inequagao (8.16) da Se¢ao 3.2.1, sendo a matriz Q definida por,

Qn Q12 Q 13
Q - /12 Q22 Q23 >
/13 Q/23 Q33

e (Agi, Bai, Cai, Dg;) dado por (5.73), e as matrizes (A, By, Cy;, D) definidas em (5.71)
e (5.67).

As matrizes M e N sdo solugoes étimas de (5.74) e minimizam o custo garantido H
entre o sinal de entrada de referéncia r(t) para o sinal de erro de rastreamento r(t) — y(t)

para um sistema com parametros incertos na planta.

Os filtros utilizados no Teorema 5.14 sao utilizados somente em projeto, e posteri-
ormente descartados para simulagao ou implementacao dos sistemas de rastreamento de

sinais de referéncia.
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6 Rastreador de Sinais de
Referéncia e Rejeicao de
Daisturbio para Sistemas
Nao-Lineares

Nesta secao propoe-se uma metodologia de rastreamento de sinais de referéncia e
rejeicao a disturbio presente em uma planta nao-linear. O sistema nao-linear é descrito
através da formulagao fuzzy Takagi-Sugeno, e utiliza-se a modelagem exata (TANIGUCHI
et al., 2001) no exemplo prético de aplicagdo do método. Neste capitulo apresenta-se uma
rapida introducao sobre sistemas fuzzy Takagi-Sugeno (TEIXEIRA; ASSUNCAO; AVELLAR,
2003) e formulacao da metodologia de rastreamento e rejeigao a distirbio aplicada em

sistemas nao-lineares.

6.1 Modelos Fuzzy Takagi-Sugeno

O procedimento de projeto adotado neste trabalho inicia-se com a modelagem de um
dado sistema nao-linear através do modelo fuzzy Takagi-Sugeno (T-S). O modelo fuzzy
proposto por Takagi-Sugeno é descrito por regras Se-Entao que representam os modelos

locais lineares que compoe o sistema nao-linear (WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1996).

A principal caracteristica do modelo fuzzy Takagi-Sugeno é a possibilidade de expres-
sar as dinamicas locais de cada implicagao (regra) fuzzy por um modelo de sistema linear.

Considere um sistema nao-linear descrito pelo seguinte modelo fuzzy, baseado no conjunto

de regras SE-ENTAO:

Modelo Regra :
Se hl(t) é ,];1 e - hp(t) é Zp, (61)
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y(t) = Coix(t)

sendo i = 1,2,---,r, A; € R, By; € R, By, € R™P, C; € R™™, Oy € R™™,
x(t) é o vetor de estados (z(t) € R"), y(t) é a saida medida (y(t) € R™), 2(t) é a saida
de referéncia (z(t) € ™), u(t) a entrada de controle (u(t) € ) e w(t) é uma entrada

exdgena (do tipo distirbio ou perturbagao).

Em (6.1), 7;, é o conjunto fuzzy e r é o ntimero de modelos locais relacionados
as regras fuzzy. As funcoes hy(t),---,h,(t) sdo denominadas de varidveis premissas
e h(t) serd utilizado para denotar o vetor que contém todos os elementos individuais
hi(t),- -, hy(t). Neste trabalho utilizou-se a forma generalizada dos sistemas fuzzy Takagi-
Sugeno (TANIGUCHI et al., 2001), e o niimero de modelos locais ¢ 2™, sendo nl o ntimero

de nao-linearidades no sistema.

Considerando-se um sistema com (z(t), u(t), w(t)), pode-se descrever uma planta nao-

linear através de um sistema fuzzy inferido da seguinte maneira:

; 0 (W) {Aiz(t) + Bosu(t) + Buw(t)}
> i (h(1))

> @i (h(t)) Craa(t)
2(t) = = (6.2)

T

> i (h(t))

=1

~

sendo,

wi (h(t) = Tijh;(t).

i=1
Os escalares,

o (n(t)) = 2 ML
56 (h(0)

)

sdo os pesos normalizados de cada regra dos modelos fuzzy T-S. Pode-se reescrever (6.2)
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(t) = é&i (h(t)) {Aiz(t) + Bou(t) + Bw(t)},
A0 = D as (hit) Cuunl) (6.3)
y(t) = Za (h(t)) Caix(t).

#(t) = Ala)r(t) + Baa)u(t) + Bi(@)w(t),
)
)

o)x(t

x (6.4)

() (
y(t) = Colajz(t

I
I

Aa) = ; a; (h(t)) Ai, Ba(a) = ; a; (h(t)) Bai, Bi(a) = ; a; (h(t)) Bu,

Cy(a) = Z; a; (h(t))Cy e Ci(a) = Z; a; (h(t)) Cy;.

As equagbes (6.2)-(6.4) representam o sistema nao-linear descrito pelo modelo fuzzy
Takagi-Sugeno (TAKAGI T. SUGENO, 1985). De uma forma geral, o modelo fuzzy T-S
consiste da descricao de um sistema nao-linear como a combinagao fuzzy de um certo
ntimero (v) de modelos locais lineares e invariantes no tempo, sendo que estes modelos
descrevem aproximadamente o comportamento deste sistema em diferentes pontos do

espaco de estados.

O termo 7;; (hj(t)) é a classe de funcoes de pertinéncia de h(t); do conjunto fuzzy de
T

;, sendo que em 7;; (h;(t)) o indice ¢ indica uma funcao de pertinéncia «; e o indice j

indica a varidvel premissa h;(t) utilizada no conjunto fuzzy 7;; para descrever os sistema

nao-linear. Observa-se que

3 i (h(1)) > 0,
Qol(h(t)) ZO? L= 1727"'7T7

é a; (h(1) = 1,
@ (h(t) >0, i=1,2,--.7,

para todo t. Nas secoes seguintes serao apresentadas informacoes sobre variaveis premis-
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sas, fungoes de pertinéncia e o método de modelagem através da forma generalizada de

T-S proposto em (TANIGUCHI et al., 2001).

6.2 Variaveis Premissas

As variaveis premissas podem ser em funcao das variaveis de estado, disturbios ex-
ternos ou do tempo. Nos projetos de sistemas de controle para sistemas nao-lineares
necessita-se realizar a modelagem da planta e neste processo a determinacao de uma re-
presentagao simples nao € trivial devido ao problema de dimensionamento. O numero
de variaveis premissas tende a ser pequeno objetivando-se minimizar a complexidade no

processo de modelagem, isto para sistemas onde as nao-linearidades nao sao muito fortes.

6.3 Funcoes de Pertinéncia

O modelo fuzzy global que representa a aproximacao do sistema nao-linear é obtido
pela combinacao dos modelos locais lineares com as funcoes de pertinéncias. A funcao de
pertinéncia pode ser uma funcao numérica grafica ou tabulada. O processo de selecao da
funcao de pertinéncia é muito importante no procedimento de descrigao do sistema nao-
linear (LEITH; LEITHHEAD, 1999), e deve ser realizado para fornecer uma aproximagao

satisfatdria do sistema dinamico.

A Figura 14 ilustra a representagao de um sistema nao-linear através do modelo T-S.
Considera-se a aproximacao da fungao f(z) : ® — R através dos parametros a, as e as

fungoes de pertinéncia aq(x) e az(x) utilizando-se dois modelos locais.

Considerando-se a funcao nao-linear f(z) ilustrada na Figura 14; pode-se realizar a
aproximacao de f(x) em z =~ xy por fi(r) = a1z, que é a reta descrita pela fungao fi(x)
ilustrada na Figura 14. Ainda, outra aproximacao para esta funcdao, em x =~ x, pode
ser descrita por fo(x) = asx. Neste caso, o resultado do processo de aproximagao nao
obteve resultados satisfatério, isto devido fo() nao coincidir com a reta tangente de f(x)
em x = x;. Para os modelos locais fi(x) e fa(x) com as fungoes de pertinéncia a;(z) e
as(x) ilustrada na Figura 14, pode-se obter um modelo fuzzy T-S para a func¢ao f(z) com
fr(x) = aq(x) fi(z) + az(z) fo(x) (Figura 14). O resultado deste processo fornece uma
aproximacao da fungao f(z) melhor do que as fungoes fi(x) ou fo(x) para zo < x < 7.
A aproximacao do modelo nao-linear torna-se melhor a medida que aumenta-se o nimero
de modelos locais. Esse exemplo simples mostra o potencial dos modelos fuzzy T-S, no

tratamento de fungoes e/ou de sistemas nao-lineares.
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O = Xy .’131 =.’E
f(@) = fi(z) = ar(a1z) + az(agx)
1 B
— o o —
- .

Figura 14: Tlustracao da aproximacao obtida por modelos fuzzy T-S.

6.4 A Forma Generalizada dos Sistemas Fuzzy Takagi-
Sugeno

Na forma generalizada dos sistemas fuzzy T-S considera-se a classe de sistemas nao-

lineares descrito da seguinte forma:

zi(t) = i:lfij(h(t))fﬂj(t) + g: gir (R (t))ux(t)
i = 1,---,n. (6.5)

sendo n e m o numero de variaveis de estados e entradas do sistema, respectivamente. O
vetor z;(t) sdo as variaveis de estado e o vetor uy(t) sdo as entradas do sistema. f;;(h(t))

e gix(h(t)) sao fungoes de h(t), sendo h(t) varidveis premissas conhecidas.

Para obter a forma generalizada, define-se,

aiji = max { fi;(h(1))},
iz = min { f;;(h(t))},
b1 = max {gix(h(t))}, (6.6)
bike = min {gix(h(t))} .

A determinacao da forma generalizada surge da transformacao de f;;(h(t)) e gi(h(t))

para a representacao na forma de modelo fuzzy. Utilizando-se as definicoes descritas em
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(6.6) pode-se representar f;;(h(t)) e gix(h(t)) da seguinte maneira:
fzg Z QZ]l(”) zgl(”)
(w) 1
gir(h Z ’Uzkl? o bzkl?i,k)a
(Z 7)=1
sendo,
2
fm Z qz]l ”) =1ce gik(h(t)) = Z Uikl?i,k)(h(t)) =1 (6'7)
oy Higy=1

As funcgoes de pertinéncia sao descritas a seguir:

fij(h(t)) — aijo

O
Gipa(h(t)) = “w;m fis C(Lji ).
v (1)) = L= bz,
vika(h(t)) = blklbz; gf’“éZim.

Utilizando-se a representacao do modelo fuzzy, pode-se reescrever (6.5) da seguinte

maneira;:

B0 = ifz-m(t»xj(t)+f:gik<h<t>>uk<t>

2

b
i,3) 1 k= 11(1 k)T

(6.8)

Transformando-se (6.8) na forma matricial, determina-se a forma generalizada dos

sistemas fuzzy Takagi-Sugeno,

n o on 2 n n 2
x(t) = ZZ > Gijiz, , (h(t))aijue ])U(?,j)x(t)JrZZ Z bzkl(bz

1 =1 k1 b
’ bik

2 n 2

=22 2 qt‘jl‘(@,j)(h(t)) zﬂ”) H+> > . vzklblk) Bz‘kz?,

=1 =112 = = =17b
=17 ll(i’j) 1 =1k ll(zk) =1

i,k)

i)

u(t)

ng)u(t)

(6.9)
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sendo,
[0 0 0 0 0] [0 0 0 0 0
0 --- 0 0 0 --- 0 0 --- 0 0 0 --- 0
Aijl(&"j) — /L O . e 0 aijl?i,j) O e 0 e szll(;z’k) = Z O . e 0 aikl?i,k) O e 0
0 --- 0 0 0 --- 0 0 --- 0 0 0 --- 0
0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0

Esta metodologia de modelagem de sistemas nao-lineares ¢é utilizada no Exemplo 7.

6.5 Metodologia de Rastreamento e Rejeicao de Dis-
tiurbio para Sistemas Nao-Lineares

6.5.1 Problema 4

Considere um sistema nao-linear descrito na forma de espaco de estado da seguinte

maneira:

o(t) = A(x)z(t) + Bi(z)w(t) + Ba(z)u(t)
) (6.10)

sendo A(x) € R"*", By(x) € R™™P, By(x) € R"*P, Cy(x) € R™*™, Cy(x) € R™ ™, z(t) é o
vetor de estados (x(t) € R"), y(t) é a saida medida (y(t) € R™), z(¢) é a saida de referéncia
(z(t) € R™), u(t) a entrada de controle (u(t) € R”) e w(t) é uma entrada exégena (do tipo

disttirbio ou perturbagao).

O problema de rastreamento 6timo e rejeicao de disturbio utilizando a realimentacao
dinamica da saida é minimizar a norma H,, entre a entrada exégena w(t) e a saida de
medida y(t). Neste processo deve-se projetar um controlador fuzzy Ky,(«), que atenue
o efeito do sinal de distirbio na saida do sistema. Para o rastreamento deve-se projetar
parametros fuzzy M(«) e N(a) que minimize a norma H,, entre a entrada de referéncia

r(t) e o erro de rastreamento r(t) — z(t).

Observacao 6.1 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado para resolver o
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Problema 4 € ilustrado na Figura 15, onde Ky, = (Afu(a), Beu(a), Cru(a)) € um com-
pensador dinamico Heo aplicado a sistemas ndao-lineares. As matrizes M («) e N(«) pro-

porcionam o rastreamento e r(t) é o sinal de referéncia do sistema de controle.

Jw(t)

Planta Nao-Linear

r(t) N u(t) (t)=A(a)x(t)+ Bz (a)u(t)+ By (a)w(t)
— N(a) O 2(t) = Cy(a)z(t)
y(t) = Cy(a)x(t) y(t)
M _e(t)
N
S M(a)]

Controlador Heo-Fuzzy

Yru(t) | @ pu(t) = Apu(@)zpu(t) + Bra(@usu(t) + M(a)r(t) | | up,(t)
Yru(t) = Cru(a)z(t)

Figura 15: Sistema de controle de rastreamento de sinais e atenuacao de perturbacao
presente na planta nao-linear.

O Teorema 6.2 é proposto para o projeto do controlador H., fuzzy utilizado na reali-
mentagao dindmica da saida do sistema (6.10). A funcao deste compensador no sistema
de controle é a rejeicao de disturbio presente na planta. Nos projetos, representa-se o
modelo nao-linear dinamico descrito em (6.10) pelo modelo fuzzy T-S, vide equacao (6.4).
Pode-se verificar uma metodologia para projeto de controladores H,, com restricao para
alocagao de pélos em (NGUANG; SHI, 2006), no qual é considerado sistemas nao-lineares

mcertos.

Teorema 6.2 Considere um sistema nao-linear descrito pelo modelo fuzzy Takagi-Sugeno
(6.4) com o controlador fuzzy Heo utilizado na realimentagdo dindmica da saida, e ainda
0s parametros p e q fizos (Figura 5). Se existe solugao para as LMIs descritas em (6.11)-
(6.15), entao pode-se obter a solu¢ao étima para a norma He, de w(t) para y(t), com

alocacao de polos dos modelos locais na regiao ilustrada na Figura 5, resolvendo-se

min ¢
R I
s.a > 0, (6.11)
I s
Iy <0, para i =1,2,---.7, (6.12)

I +1j <0, para i< j <, (6.13)
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Q; <0, para 1=1,2,---,1 (6.14)
Q; +Q; <0, para i< j<r, (6.15)
sendo,
| AR+ RA, + ByCy + C!B), By, A+ Al RC, |
B, =7 B.S 0
Ly = o v R (6.16)
AL+ Ay SBy; AjS+SA; + B,Cy + Cy,B; (Y
Olz‘R 0 Clz‘ i
| —pR —pl AR + By, Ci + qR A+ 1Iq _
—pI —pS Ai+1Iq  SAi+BCy+qS
Qi = Ap . P E 2 (6.17)
RA. + C!By; + qR A+ 1q —pR —pl
Ai+lqg  AS+CyuBi+qS  —pl —pS

As matrizes I'y;, T'ji sao determinadas pela substitui¢ao dos indices i e j em (6.16),

bem como, as matrizes (2; e j; sao determinadas pela substituicao dos indices i e j em

(6.17).

As varidveis R, S, Ay, B;, C; sio solugées de (6.12). Tem-se que R = R' > 0 e
S =5">0. As matrizes dinamicas do compensador fuzzy Hs podem ser obtidas através

das sequintes equacoes:

By, = FE'B;, para ©=1,2,--- 1.
Cro, = Ci (¥71), para i=1,2,--- 1, (6.18)
Afui] = -1 {AU — SAZR — EBZCQJR — SBgiéjq/,] (\I/,)_l , para Z,] = 1, 2, e, T

sendo EV' = I — RS, e as matrizes E e V podem ser obtidas pela decomposi¢cao LU
(LIMA, 2000).

O compensador fuzzy Hs pode ser descrito da sequinte maneira:

ZZO[O[]AJIUU, Bfu ZazBfuz

i=1j5=1

Afu (& Cfu

ZaCfu

(6.19)

Prova: Considera-se a sequinte realizacdo em espaco de estado para o sistema nao-
linear descrito em (6.10), e representado na forma dos modelos fuzzy T-S conforme (6.4)

sendo realimentado pelo compensador fuzzy Heo, K ().

Twy - (Anla Bn17 Cnl) ) (620)
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sendo
4, — | A@  Be)Cnfa)
By (o) Co(a) Apy(a) ’
B | Bi() |
0

Onl - [Cl(OZ) O}

A norma Hs pode ser interpretada como a norma induzida Lo — Lo (BOYD et al.,
1994), ou seja

| Twylloo =7 = [lyll2 < Allwll2, Vw(t) € Ly (6.21)

sendo y(t) a saida de medida do sistema e w(t) a entrada ruidosa. Dado o sistema (6.20),
verifica-se que a norma He, ndo excede o valor de vy se e somente se existir uma fung¢do

quadrdtica de Lyapunov V (z) = o' Px tal que

V(z)+ 'y — y*w'w < 0. (6.22)

Vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes. Integrando-se (6.22) considerando as
condicoes iniciais nulas, tem-se:
T T
V(x) +/ y'ydt — 72/ w'wdt <0 (6.23)
0 0

V() +lyll3 — ¥*[|wlf3 < 0

No processo de solug¢io de (6.23), considerando-se um T (tempo) suficientemente
grande, sempre teremos ||y||3 > 0, ||w|]3 > 0 e V(x) > 0. Neste caso v*||wl||3 > ||y||5. De
(6.22), V(z) = &' Px e V(x) = i’ Px + 2/ Pi tem-se

' Pr 4+ 2'Pi +y'y — v*w'w < 0,
mas de (6.20), &(t) = Ayx(t) + Buw(t) e y(t) = Cpyx(t), o que produz

(Apz + Byw)' Px + o' P (Ayz + Byw) + (Cyz) Cryz — v*w'w < 0
(6.24)

2’ Al Pz +w' B, Pz + 2’ PAyx + 2’ PByw + 2'Cl,Cyz — y*w'w < 0 (6.25)
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FEscolhendo-se um novo vetor [z’ w'], pode-se colocar a inequagdo (6.25) na sequinte

forma matricial:

;llp—i_ PAnl + O;Llonl PBnl
rP —~2T

nl

T
] < 0,
ou,

P —~2T

nl

<0 (6.26)

Se V(z) é uma fungao de Lyapunov, entao P > 0 e P = P'. A norma Hs € obtida
pela minimizacao de v em (6.22). Utilizando-se a modificagdo de varidvel, com § = %, e
aplicando-se o complemento de Schur em (6.26), o problema de otimizagdo com restri¢ao

de raio tem a sequinte forma equivalente:

HTWZHio = mind

s.a B, -6l 0 <0 (6.27)
CuP 0 oI
[ —pP  AuP+qP
o S (6.28)
| PAL +qP —pP
P>0
0>0

Da maneira na qual estao dispostas as LMIs descritas em (6.27) e (6.28), surgirdo
bilinearidades no momento em que realizar-se a substituicdo dos valores de A,;, B e Cyy
em (6.27) e (6.28) no equacionamento do controlador fuzzy de realimentacao dindamica
da saida. Entao utiliza-se uma manipulagcao para solucionar este problema com as biline-

aridades. Inicialmente adota-se a matriz P e sua inversa como,

R W . S FE
P = , e Pt = ,
vJ E
sendo R € R e S € R™*". Define-se ainda
R I I S
PngFl, comflz e lo =
v 0 0 F

Considerando-se a matriz de Lyapunov P > 0 e pré e pos multiplicando-se P por I
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e Ty respectivamente obtem-se a inequagao (6.11). Em sequida, pré e pds multiplica-se
a inequagdo (6.27) pela matriz diagonal (', I,1) e pela matriz diagonal (I's, I, 1) re-
spectivamente, obtendo-se a inequagio (6.12). Finalmente, pré e pos multiplicando-se
a inequacdo (6.28) pelas matrizes Q' e Q) respectivamente, obtém-se a inequacao (6.14),

sendo §2 descrita da sequinte maneira:

Q:

Ty 0
? . (6.29)
0 T,

As variaveis de manipulagao (Ay, Bi, C;) adotadas no desenvolvimento deste teorema

podem ser obtidas de (6.18) e sao descritas por:

Bi = EBy,,
C; = Cp, W,
Ay = EAp;, V' + SAR+ B,CyR — SByC, (6.30)

sendo i,j = 1,2,---,r.

As inequagdes (6.12) e (6.13) podem ser descritas da sequinte maneira:

Dla) =Y ool + Y > oy (D +T5) <0 (6.31)
i=1

i=1i<j

Entretanto,
ai=1le ) a;=1. (6.32)
i=1 j=1

Logo, uma condigdo suficiente para que para que a inequagao (6.31) seja verdadeira,

€ que,

Utilizando-se a andlise descrita em (6.31)-(6.33), pode-se verificar que Q(a) < 0,
implica nas LMIs descritas em (6.14) e (6.15), sendo,

Qa) = Z aiai§i; + Z Z ooy (5 +3) <0

i=1 i=11<j

A equagao das variaveis de estado que representa o diagrama de blocos ilustrado na
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Figura 15 pode ser descrito da seguinte maneira:

[.:i:(t) }: A (o) Aw(@)” o) ] Bie) | . BQ(Q)N(&)}T@),
& pu(t) As(a) Aula) || zsu(t) 0 M(a)
oa(t) ]
z(t) = Ci(a) 0O , 6.34
) = [ Cile) }_xfu@)_ (6.34)
Coa(t) ]
t = CQC( s
y(t) = [ Cala) o}_%(t)
x(t)
r(t) = r(t)—z2012)=1rt)—| Cy(a) 0 )
() = rt) =) =r(t) = [ Co(a) }qu(t)]
sendo
Ap(a) = Alw),
App(a) = Ba(a)Cru(a),
Az(a) = Bpu(a)Cy(a),
Ay(a) = Ap(a).
Reescrevendo o sistema (6.34) de forma compacta, tem-se
&, = Ayx,(t)+ B,r(t) + Buw(t),
e(t) = Dyr(t) — Cyay(t), (6.35)
y(t) = Cnlxn(t)y
z(t) = Cyay(t),
(6.36)
sendo,
. (t):|: ZE(t) A _ AH(Oé) Alg(Oz) B — BQ(O[)N(O() B Bl(OZ)
! l‘fu(t) Y A13(Oé) A14(OZ) T M(OZ) ’ 0
Cy = [Cila) 0],Cu=]Csa) 0], eD,=1. (6.37)

Considera-se a realizacao em espago de estado entre o sinal de disttirbio w(t) e o sinal

de saida de medida y(t) descrita na forma:

Ty, = (Ay, By, Cy). (6.38)
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Neste caso a influéncia do sinal de disturbio no desempenho do sistema pode ser
atenuada devido ao projeto inicial do compensador fuzzy Ho,, Ky, (). Neste processo

utilizou-se o Teorema 6.2 para o projeto de Ky, (), no qual minimiza-se a norma H,, de
w(t) para y(t).

Considera-se a realizagdo em espago de estado entre sinal de referéncia do sistema r(t)

e o sinal de erro de rastreamento e(t) descrita da seguinte maneira:

TTI = (Am Bna _0777 DT)) (639)

Neste caso, através dos parametros de rastreamento M («) e N(«), pode-se minimizar
a norma H,, entre o sinal de referéncia e o sinal de erro de rastreamento. O processo de
rastreamento nao interfere no projeto de rejeicao de distirbio. Isto ocorre pois apenas B,
depende das matrizes M(«a) e N(a), enquanto A, e By, nao dependem dos parametros

de rastreamento.

6.5.2 Rastreador de Sinais para Sistemas Nao-Lineares

No projeto de rastreamento utilizou-se como critério de desempenho a norma H,
descrita na Secao 3.2. Entao, relaciona-se o desempenho do sistema de rastreamento de
sinais com o tamanho do sinal de erro de rastreamento, erro entre o sinal de referéncia e a
saida do sistema nao-linear. No qual, minimiza-se a norma H, entre o sinal de referéncia

e o sinal de erro de rastreamento.

A solugao para o problema de rastreamento consiste no projeto dos parametros M («)
e N(a) que minimize a norma H., de T, descrito em (6.39). Utilizando-se inequagao

(6.27), pode-se descrever o problema da norma H,, do sistema 7, como

ITJ% = min o
A,P+PA, —PC, B,
s.a -C,P —1I D;? < 0,
B, D, -0l
P >0, (6.40)
0 >0,

sendo P = P'.

Inclui-se ao projeto peso na freqiiéncia, pois é interessante que o rastreador execute

suas fungoes segundo uma faixa de freqiiéncia especificada em projeto. Para o projeto
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do rastreador com peso na freqiiéncia, deseja-se encontrar a solucao global que otimize o

problema descrito a seguir,
min  ||7,G||~, (6.41)

sendo G = (4,, B,,C}) o sistema linear que proporciona o peso na freqiiéncia de saida,
e T, = (A, B,,—C,, D,) ¢é uma realizagdo do sistema nao-linear e estdvel indicado em
(6.39). Na Figura 16 ¢é ilustrada o diagrama de blocos do sistema de controle com a
inclusao de peso na freqiiéncia.

r(t) e(t) es(t)

—> (Aann7_O777D77) EEE— (A97B97C£]) —_—>

Figura 16: Sistema para o projeto de rastreamento com realimentacao dinamica da saida
utilizando-se peso na frequiéncia para sistemas nao-lineares.

Uma realizagdo em espaco de estado de e,(t) para r(t) ilustrada na Figura 16 pode

ser descrita como Hy = T,,G:

s 4, 0B,
i Bk ~B,C, A,|B, (6.42)
Co | Do 0 G0

g

Entao, propoe-se o Teorema 6.3 para o projeto de sistemas de rastreamento de sinais

de referéncia utilizando-se peso na freqiiéncia aplicado a sistemas nao-lineares.

Teorema 6.3 Considere o Problema 4 com a Observagao 6.1. Se existe solu¢ao para as
LMIs descritas em (6.43)-(6.44), entao pode-se obter as matrizes M(a) (M(a) € R"*P)
e N(a) (N(a) € RP*P) que minimizam a norma He do sistema T, = (A,, B,, —C,, D))

com peso na freqiéncia, resolvendo-se

T2 = ming
s.a
W, <0 para 1=1,2,---,r, (6.43)
Ui + W < Opara ¢ <j<r, (6.44)
Py Pip P

P{Q Py Pos | >0,
Pi3 Py Pss
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sendo,
-AniPn + PriAyy, + Arg, Py + PiaAly, Ay, Pia+ Avg, Poo + Pri Al + PraAyy,
Ars,, Pi1 + A14“,P1/2 + P1/2A/111- + P22All2ii Ass,, Pra + P{QA/B“ + Aja,, Poo + PQQA/14Z,Z,
Wii = | =ByC1i P11 + AgPj3 + P[3 Ay, + Py Ay, —ByC1Pra + AgPy3 + Pl3 Ay + Pig Al
CyPls Cy P33
I NiBy; M;

Ann, Pig + Avgy, Pos — PnC By + PisAy - PisCy BoN;
Auz,; P13 + Avay, Pog — PlyC1 By + Pz A, P3Cyy M;

—BgCliPlg - P1/3CizBé + P33A/g + Agpgg P33Cé Bg ) (645)
C, Py 10
B! 0 oI

e as matrizes U;; e U;; sao obtidas substituindo-se os indices i e j em (6.45). As matrizes
P = PZ’], 1,7 = 1,2,3, tém a mesma dimensao da matriz A, e para j =3 ei = 1,2,3,
as matrizes P;; tém dimensoes convenientes, e Ay, By e C, representam a dinamica do

filtro. Os parametros do rastreador podem ser descritos como

T T
M (o) = Z a;M; e N(a)= Z a; Vi, (6.46)
i=1 i=1
sendo i, v =1,---,7r, a mesma funcao de pertinéncia adotada no projeto do compensador

Hoo, Kpu(a) de atenuagdo do efeito de distirbio no desempenho do sistema.

Prova: A inequagao (6.43) é obtida considerando-se as matrizes (Ay, By, Cy, Dy) =
(Ay, By, Cy, Dy) na inequagdo (6.39), sendo a matriz P descrita da sequinte forma,

pll p12 p13
P=| P, Py Py (6.47)
Py Py P

sendo (Ag, By, Cy, Dy) dado por (6.42) e (A, By, Cy, Dy,) definidas em (6.37) e (6.39).
Os termos com indices i,j surgem devido aos parametros obtidos do compensador Hao,

Ky (o), responsdvel pela rejeicao de distirbio e projetado sequndo o Teorema 6.2.

Como analisado no Teorema 6.2, a matriz ¥(«) < 0 implica nas LMIs (6.43) e (6.44),

sendo,

\I/(Oé) = Z OéiOéi\I/ii + Z Z Q0 (\IIU + \Ifﬂ) < 0.
=1

i=1i<j



6.5 Metodologia de Rastreamento e Rejeicao de Disturbio para Sistemas Nao-Lineares 87

As matrizes M(«a) e N(«) sao solugoes de (6.43) e minimizam a norma H,, entre o

sinal de entrada de referéncia r(t) para o sinal de erro de rastreamento r(t) — z(¢).

Os filtros utilizados no Teorema 6.3 sao utilizados somente em projeto, e posterior-
mente descartados para simulacao ou implementacao dos sistemas de rastreamento de
sinais. No desenvolvimento do projeto de rastreamento para sistemas nao-lineares abor-
dado no Teorema 6.3 utilizou-se a mesma estrutura de controle com modificagao de zeros
para o caso de sistemas lineares (Capitulo 5). Entretanto, para o caso nao-linear, a veri-
ficacao dos zeros nao é trivial, bem como os dos pélos, sendo que no projeto do sistema de
rejeicao de disturbio aplicado a sistemas nao-lineares, inclui-se ao projeto restricao para

alocacao dos polos dos modelos locais que representam a planta nao-linear.
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7 Alocacao de Zeros em Regiao
FEspecifica do Plano s

Nesta secao apresenta-se um novo procedimento sistematico para alocacao de zeros,
aplicavel a sistemas de controle. Em um primeiro instante apresenta-se a metodologia
de alocacao de zeros em sistemas realimentados através dos estados reconstruidos pelo
estimador. Posteriormente utiliza-se o procedimento de alocagao de zeros em sistemas
com realimentacao dinamica da saida. Estende-se o procedimento de posicionamento dos

zeros a sistemas incertos, sendo consideradas incertezas politopicas.

7.1 Alocagao de Zeros com Realimentacao dos Esta-
dos Estimados

7.1.1 Problema 5

Considere um sistema controlavel, observavel, linear e invariante no tempo:

z(t) = Ax(t)+ Bul(t), (7.1)
z(t) = Cux(t),

sendo A € R B € R"*P, C' € ™", x(t) é o vetor de estados (z(t) € R"), 2(t) é a
salda de interesse (z(t) € R™), u(t) a entrada de controle (u(t) € RP?).

O problema de alocagao de zeros aplicado a sistemas de controle consiste em projetar
um controlador usando realimentacao da saida através de um estimador de estado, tal
que os poélos de malha fechada fiquem em uma determinada regiao especificada através
de LMIs. Deve-se também alocar os zeros do sistema em uma outra regiao especificada
através de LMIs, de modo a diminuir o efeito de pélos indesejaveis no desempenho do

sistema.

Observacao 7.1 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado para resolver
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o Problema 5 ¢é apresentado na Figura 17 , sendo que K é o matriz de ganho de re-
alimentacao dos estados e L € o vetor de ganho do estimador de estados utilizado na
realimentacao da saida. Utiliza-se as matrizes M (M € R"*P) e N (N € RP*P), para

solucionar o problema da alocagao dos zeros.

Planta
r(t) . ) i(t)=Ax(t) + Bu(t) f(t>
'N_’CT o «(t)=Ca(t) >
M
> M
uy(t)

o v Estimador v

z(t
— K < &(t)=Az(t)+Buy (t)+ Llz(t) — C&(t)] + Mr(t) <

Figura 17: Sistema de controle com alocacao de zeros utilizando-se realimentacao dos
estados estimados.

Utiliza-se o Teorema 7.2 para o projeto da matriz de ganho K do controlador de
realimentacao do sistema, conforme ilustrado na Figura 17. A func¢ao do ganho K do
controlador é estabilizar o sistema (7.1) em malha fechada e o projeto deste controlador

¢ proposto em (CHILALI; GAHINET, 1996).

Teorema 7.2 Considere o sistema (7.1) com o controlador de realimentagao de esta-
dos, dado por u(t) = —Kxz(t), e ainda que os parametros ps, qf, af, 05 sao fivos. Se
existe solu¢ao para as LMIs descritas em (7.2), entdo pode-se obter o controlador K
que estabiliza o sistema (7.1) com alocag¢ao de pdlos na regigo mostrada pela Figura 18,

resolvendo-se

AP+ PA — BY —Y'B' 4 20;P < 0,
[ —psP AP — BY +q;P

<0, (7.2)
PA"—Y'B' + q;P —psP

senff(AP — BY + PA' —Y'B') cosf;(AP — BY — PA' +Y'B')
| costy(PA"-Y'B'— AP + BY) sently(AP — BY + PA'-Y'B’)
P >0,

<0,

sendo que Y € RP*", P € "™ ¢ P = P'. Quando as LMIs acima sao factiveis, um
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controlador K que resolve o problema é K = Y P!, sendo P e Y solucdes factiveis de
(7.2).
A Imag(s)

Real(s)

Figura 18: A area hachurada representa a regiao para alocagao dos pélos ou zeros.

Prova: vide (CHILALI; GAHINET, 1996).

Na solucao do Problema 5, utiliza-se o Teorema 7.2 para determinar o controlador de
realimentagao de estados para o sistema (7.1), e entao propde-se projetar o vetor de ganho
do estimador de estados L através do Teorema 7.3. O estimador de estados é utilizado

na realimentacao da saida z(t), como descrito na Figura 17.

Teorema 7.3 Considera-se o sistema (7.1) com estimador de estados ilustrado na Figura
17, e ainda que o parametro pr e qr sao fixos. Se existe solugao para as LMIs descritas
em (7.3), entao pode-se obter a matriz de ganhos L do estimador de estados com alocagao
de pdlos em uma regiao limitada por um circulo com raio py, e centro em (—qy, 0) ilustrada

na Figura 18, resolvendo-se

AP+ PA-WC-CW' <0,
—pLP q.P+PA—-WC
Pq,+ AP —C'W —prP
P >0,

<0, (7.3)

P e R e W € R™™ sio solugdes factiveis de (7.3) e P = P'. Uma matriz de ganhos

L do estimador que satisfaz o problema é L = P~'W.
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Prova: Vide (BOYD et al., 1994) para o projeto do estimador em termos de LMIs. A

inclusao da restri¢ao relativa ao circulo decorre diretamente de (7.2).

Para a resolucao completa do Problema 5, aloca-se os zeros através dos parametros M
e N da Figura 17 para atenuar os efeitos de pdlos indesejaveis ao desempenho do sistema,
e ainda pode-se utilizar o posicionamento dos zeros para alterar a constante de erro de
velocidade em sistemas de controle, vide o Exemplo 8.10. A equacao dos zeros do sistema
da Figura 17, considerando-se como entrada r(t) e saida u(t) é descrita no Teorema 2.5
da Secao 2.2.

Propoe-se Teoremas 7.4, 7.5, 7.6 e 7.7, que possibilitam alocar os zeros de r(t) para
u(t) (Figura 17) em uma regiao do plano-s conforme ilustrado na Figura 18 (ASSUNCAO;
ANDREA; TEIXEIRA, 2007). E estes teoremas sao descritos a seguir:

Teorema 7.4 Considere os parametros K, L, p, e q. fixos. Se existe solucao para a
LMI descrita em (7.4) entao pode-se alocar os zeros da funcgdo de transferéncia de R(s)
para U(s) (Figura 17) em uma regido limitada por um circulo de raio p, com centro em

(—q-,0) ilustrada na Figura 18, resolvendo-se

—p.Q :Q+QA-QBK —QLC+ RK| r4)
:Q+AQ—-K'BQ—-C'LQ+K'F, —p.Q L

sendo F} = QM N~ € Rxp,

Prova: sequndo a inequagao (4.9) da Se¢ao 4.2, para que os autovalores de uma dada
matriz A estejam alocados em wma regidgo do plano-s limitados por uma circunferéncia
de raio p, com centro em (—q,,0), deve existir uma matriz Q € R*™™, Q = Q" > 0, tal

que a sequinte inequacao seja satisfeita:

_paQ QaQ + QA

~ <0 (7.5)
an + A,Q _paQ

Entdo, substituindo-se a matriz A pela matriz A, descrita no Teorema 2.5 da Secdo
2.2 na equagao (7.5), obtem-se a equacgao (7.4), e aloca-se os autovalores de A,x na
regiao limitada pela circunferéncia, e consequentemente, sequndo o Teorema 2.5, aloca-se
0s zeros mesta regido, pois os autovalores de A, sdo os zeros de r(t) para u(t). Neste
contexto, necessita-se avaliar se a matriz N utilizada na expressio Fy = QMN~! do
teorema € inversivel. Deste modo, as propriedades a sequir sao importantes neste processo
(OGATA, 1997):
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1. Se A € matriz n x m, entio p(A) < min (n,m),
2. p(AB) < p(A);p(AB) < p(B),
3. A € matriz n X n, entao p(A) =n se e sé se det(A) # 0,

4. Para A: det(A) # 0, e uma matriz B, n x m, entio p(AB) = p(B).

sendo p(x) o posto de uma dada matriz.
Considerando-se a expressao,
Fy =QMN™,
e multiplicando-se ambos os lados por N, tem-se
FIN =QM (7.6)

Entretando a matriz Q € inversivel, e multiplicando-se (7.6) ambos os lados por Q=

tem-se,
(Q)FN=M (7.7)

Como p(M) = p, tem-se que p((Q~')Fi1N) = p. Pela propriedade (4) p(Q~')F1N) =
p(FIN). Assim, p(F1N) = p. Entao, pela propriedade (2) p(F1N) < p(N). Portanto
p < p(N). Desta maneira, pela propriedade (1) p(N) < p. Assim p(N) = p. Por (3)
det(N) # 0, e assim N € inversivel. Esta andlise é similar para os demais teoremas de

alocacao de zeros.

Teorema 7.5 Considere os parametros K, L e —«., fizos. Se existe solucao para a LMI
descrita em (7.8) entao pode-se alocar os zeros da fungdo de transferéncia de R(s) para
U(s) (Figura 17) em uma regiao limitada por uma reta vertical em —a, ilustrada na

Figura 18, resolvendo-se
QA—QBK — QLC + FbE + AQ - K'B'Q — C'L'Q + K'Fj 4+ 20,0 <0,  (7.8)
sendo Fy = QMN~! € e,

Prova: para que os autovalores da matriz A estejam alocados em uma regidgo do plano-
s limitados por uma reta vertical em —ay, deve existir uma matriz () € R positiva

definida tal que a inequacao sequinte seja satisfeita (BOYD et al., 1994):

AQ+ QA +20,Q <0 (7.9)
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Entao, substituindo-s a matriz A pela matriz A, em (7.9) obtem-se a equagao (7.8),
e aloca-se os autovalores de A, na regiao limitada por uma reta vertical em —ay, e
consequentemente aloca-se 0s zeros mesta regido, pois 0s autovalores de A, $G0 08 z€T0S

de r(t) para u(t).

Teorema 7.6 Considere os parametros K, L e 0 fixos. Se existir solucao para a LMI
descrita em (7.10) entdo pode-se alocar os zeros da fun¢do de transferéncia de R(s) para
U(s) (Figura 17) em uma regiao limitada por duas semi-retas de angulos 0 e —0 ilustrada

na Figura 18, resolvendo-se

(senby)Ry  (cos0,)Thy

<0, 7.10
(cosl,)Ty (senb,) Ry (7.10)

sendo

Ry = AQ-K'BQ-CLQ+K'F;+QA—-QBK —QLC + 3K,
Ty = QA—QBK —QLC + F3K — AQ + K'B'Q+ C'L'Q — K'F},

sendo Fy = QMN~! € R™P.

Prova: sequndo a inequagao (4.12) da Se¢ao 4.3, para que os autovalores da matriz

A estejam alocados em uma regigo do plano-s limitada por duas semi-retas de dngulo 0,

e —0,, deve existir uma matriz Q € ™", Q = Q' > 0, tal que a sequinte inequacdio seja
satisfeita:

senl,(QA + A'Q)  cosb, — A'Q

<C~2 _ _@ ( R ~C%) <0 (7.11)

c0s0,(A'Q — QA) senb,(QA+ A'Q

Entdo, substituindo-se a matriz A pela matriz A, em (7.11) obtem-se a equagao

(7.10), e aloca-se os autovalores de A,y na regiao limitada pelas semi-retas com dangulos

0, e —0,, e consequentemente aloca-se o0s zeros nesta regiao, pois os autovalores de A

s@o os zeros de r(t) para u(t).

Observa-se que os Teoremas 7.4, 7.5 e 7.6 nao sao conjuntamente convexos, pois podem
admitir diferentes solucoes (Q # Q # Q). Entao propoe-se o Corolario 7.7 para o projeto

de alocacao de zeros na regiao ilustrada na Figura 18, a fim de solucionar do problema 7.

Corolario 7.7 Considere os parametros K, L, «., p,, q. e 0, fivos. Se existir solucao

para as LMIs descritas em (7.12) entao pode-se alocar os zeros da fungao de transferéncia
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de R(s) para U(s) (Figura 17) na regiao mostrada pela Figura 18, resolvendo-se

XA—-XBK - XLO+FK+AX -KBX-CLX+KF +20,X <0,
[ —paX ¢@.X + XA— XBK — XLC + FK 0.
| Xq +AX -K'BX-CLX+K'F —pPaX
[ (senby)R, (cosb,)T,
(cosl,)T! (senb,)R,
X >0,

<0, (7.12)

sendo

R, = AX-KBX-CLX+KF +XA—-XBK—-XLC + FK,
T, = XA—-XBK-XILC+FK-AX+KBX+CLX-K'F

As matrizes X e F sao solugoes factiveis de (7.12), F tem dimensdo conveniente e

0s parametros para alocacdao de zeros sao determinados por:

MN'=X"1'F=J (7.13)

Prova: Com o objetivo de impor convexidade conjunta para as regioes LMIs dos Teo-

remas 7.4, 7.5 e 7.6, isto €, obter uma solugao comum, faz-se:
RQ=Q=0=X (7.14)

Adotando-se F = XMN~' e agrupando todas a LMIs dos Teoremas 7.4, 7.5 ¢ 7.6,
obtem-se o projeto na forma de LMIs descrito em (7.12) que permite a alocagdo de zeros

na regiao do plano-s ilustrada na Figura 18.

Observacgao 7.8 Neste trabalho utiliza-se um estimador de estados no processo de rea-
limentacao da saida do sistema. Deste modo, pode-se alocar 2n polos e ainda n zeros.
Neste processo aloca-se os zeros da funcao de transferéncia de R(s) para U(s) (Figura

17), entretanto nao altera-se o posicionamento dos zeros da planta, caso existam.

Entretanto em alguns casos, no processo de alocacao de zeros necessita-se de altos
valores de ganho para a matrizes de M e N. Neste contexto o Teorema 7.9 proposto neste

trabalho pode ser ntil.

Teorema 7.9 Considere MN~' = X'F = J. Se existe solucio para o conjunto de

LMIs descritas em (7.15) e (7.16), entdao pode-se obter um limitante superior para a
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matriz J, resolvendo-se

min 3
I F
s.a b > 0, (7.15)
F' I
X > pol, (7.16)

(conjunto de LMIs) ,

sendo o um valor constante e o conjunto de LMIs pode ser (7.12).

Prova: aplicando o complemento de Schur de modo inverso na LMI (7.15) tem-se:

FF <8I (7.17)

Pré e pds multiplica-se a inequacdo X > pol por /X, entdo tem-se,
VX puIVX < VXXVX = p,X < XX, (7.18)
ou multiplicando-se (7.16) pela esquerda por J = MN~1 e pela direita por J tem-se:

JpolJ' < JXJ' (7.19)

Considerando-se as inequagoes (7.17), (7.18) e (7.19) tem-se,
Tl J' < JXJ' < JXXT 1o = FF' /o < BI /1o,

entao JJ' < BI/ud.

Analisando-se a Figura 17 pode-se determinar a fun¢do de transferéncia R(s) para

Z(s) de acordo com a equagao seguinte:

= I—A,)"'B 2
(s) Chn(s m) B (7.20)
sendo
A —BK BN
A, = , B = ce Cn=[C 0] (121)
LC A—BK - LC M

Pode-se ainda utilizar a metodologia de alocacao de zeros para atingir ganho unitario

para uma entrada do tipo degrau, desta maneira propoe-se o Teorema 7.10.

Teorema 7.10 Considere o parametro N de alocagao de zeros. Se existe solugao para
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equagao (7.22), entao pode-se obter e a matriz de ganho N que proporciona ganho unitdrio
constderando-se o sistema ilustrado na Figura 17 para uma entrada do tipo degrau, resol-

vendo-se
N = —(GB + GyJ) ™, (7.22)
sendo |Gy Go] = Cp(A,)71, Gy € R™™ e Gy € R™ ™,
Prova: Considerando-se ganho unitdrio em regime permanente para uma entrada do
tipo degrau, tem-se em (7.20),
I =Cp(—An) "B, (7.23)
expandindo B, descrito em (7.21) em (7.23), obtem-se:

BN

I =—[Gy Gy (7.24)

Note que A} existe devido ao fato dos pdlos do sistema controlado estarem no lado
esquerdo do plano-s. De (7.13), tem-se MN~' = X 'F = J. Substituindo-se M = JN
em (7.24), pode-se obter o ganho N de corre¢ao de erro de regime para entrada do tipo

degrau descrito na equagao (7.22).

Este processo de obtencao dos parametros de alocacao dos zeros pode ser nao robusto,
devido a variagoes na planta. Porém como a metodologia de projeto para alocacao de
zeros € descrita na forma de LMIs, podendo-se incluir incertezas paramétricas da planta

ao projeto, tornando-o robusto.

Esta metodologia para alocacao de zeros pode ser utilizada em projetos de sistemas
de controle com o objetivo de atenuar os efeitos indesejaveis de determinados poélos pre-
sentes no sistema, e ainda alterar a constante de erro de velocidade de um dado sistema.
Exemplos numéricos que atestam a eficiéncia do método proposto sao apresentados nas

Secoes 8.8, 8.10.
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7.2 Alocagao de Zeros com Realimentacao Dinamica
da Saida

7.2.1 Problema 6

Considere um sistema controlavel, observavel, linear e invariante no tempo indicado
em (7.1). O problema de alocagdo de zeros utilizando realimentacao dinamica da saida
é projetar um controlador tal que os polos de malha fechada fiquem em uma regiao no
plano-s esquerdo especificada através de LMIs, e ainda, alocar os zeros do sistema em uma
outra regiao especificada através de LMIs de modo a diminuir o efeito de pélos indesejaveis

no desempenho do sistema.

Utiliza-se nesta metodologia de alocagao de zeros um compensador K,(s) para a
realimentacao dinamica da saida, que pode ser descrito na forma de varidveis de estado

da seguinte por

iu(t) = Auzu(t) + Buuu(t) + Mr(t),
Yult) = Cuzu(l). (7.25)

Observacao 7.11 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado para resolver o
Problema 6 € ilustrado na Figura 19 , sendo K,(s) o compensador dinamico utilizado na
realimentacao da saida para estabilizar o sistema (7.1) em malha fechada. Utiliza-se as
matrizes M (M € R™P) e N (N € RP*P), com o objetivo de solucionar o problema da

alocacao de zeros.

Planta

(o) o U0 | ) = As() + But) i

Y
=
©
=
|
Q
&
=

1
<
>

Compensador K,(s)
y

Yult) | () = Ay () + Buua(t) + Mr(t) | ua(?)
yu(t) = Cu(2) )

Figura 19: Sistema de controle com alocagao de zeros utilizando-se a realimentagao
dinamica da saida.
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A equagao em variaveis de estado do diagrama de blocos ilustrado na Figura 19
utilizando-se os estados x(t) e z,(t), estados da planta e do controlador respectivamente,

pode ser descrito como

[ ff;(t) ] _ A BC, || =@ ]+ BN | " (7.26)
Tu(t) B,C A, 2 (t) M
x(t)
z(t) = C .
® = [co] mw]

O Teorema 7.12 é proposto neste trabalho para o projeto do compensador K,(s),
descrito em (7.25), com aloca¢do de pélos usado na realimentacdo dindmica da saida,
conforme ilustrado na Figura 19. O objetivo do compensador K,(s) é estabilizar o sistema,
(7.1) em malha fechada, e o método para determinagao de K,(s) é formulado em termos

de LMIs. Para o projeto de K, (s) considera-se a matriz M nulo.

Teorema 7.12 Considere o sistema Hy(s) = C(sI — A)"'B. Se existirem matrizes
simétricas X, Y € R e matrizes S € RV", L € R™" F € R"P que determi-
nam uma solugao factivel, quando existir, para o sequinte conjunto de LMI descrito em
(7.27), (7.28), (7.29), entdo pode-se estabilizar o sistema H,(s) através da realimenta¢ao
dinamica da saida utilizando-se um controlador K,(s) = C,(sI — A,)™' B, com pélos alo-
cados em uma regiao limitada por uma circunferéncia de raio v com centro em (—n,0),

resolvendo-se

Y I
> 0, (7.27)
X
| H  Z+S
<0, (7.28)
7+ S G
Ly "y AY + BL +nY Atql ]
—vl —vX Z+S+nl XA+ FC+nX
! ’ 1 T <0, (120
YA+ L'B'+nY 7'+ 8" +nl —vY —vul
A +nl AX+C'F +nX —vl —vX
sendo
L=CV, F=UB, ¢ S=VAU. (7.30)

Ainda, associado ao projeto do controlador K, (s) realiza-se as sequintes simplificagoes

H = AY+YA +BL+L'B,
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G = XA+ AX+FC+COF,
7 = A+YAX+YC'F +L'BX.

As matrizes dinamicas do controlador K,(s) = C,(sI — A,)"'B, podem ser obtidas
solucionando-se (7.30), com UV' =1 — XY

Prova: O estudo de estabilidade em sistemas de controle utilizando-se LMI baseia-se
na equacao de Lyapunov
AP+ PA <O, (7.31)

e P >0, entdo para a matriz A descrita como,

A BC,
B,C A,

a inequagao (7.31) com P > 0 implica em estabilidade para o sistema (7.26).

Considera-se X' = X > 0eY' =Y > 0 e que a matriz P seja particionada da
sequinte maneira (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999):

X U ., Y V
P= R e P = .
U X V'Y
Pode-se verificar que a sequinte equacdo € vdlida,
. Y I I X
P’y =T considerando-se, I'y = eI’y =
Vo 0o U

Pré e Pds multiplicando-se (7.31) por I'y e I'y respectivamente, obtém-se a inequagdio
7.28). Ainda, pré e pés multiplicando-se P > 0 por 'y e I'y respectivamente obtem-se a
2

inequagao (7.27).

Considera-se uma circunferéncia de raio v com centro em (—n,0) como restri¢do para
alocacao dos polos de malha fechada para o projeto de sistema de controle para estabilizar
o sistema (7.1). Na Secdo 4.2, em (4.9) é apresentada a LMI que possibilita a alocag¢ao

de pélos em uma circunferéncia, entdo, substitui-se A = A em (4.9) e obtém-se:

—vP  PA+4nP

i (7.32)
AP+nP  —vP
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Pré e pds multiplica-se (7.32) pela matriz A e pela matriz A’ respectivamente, obtem-se

a inequagao (7.29), sendo a matriz A descrita a sequir:
ry, 0
0 I

Entretanto, para solucionar completamente o Problema 6 ainda é necessario alocar-

A:

se os zeros de maneira adequada de modo a diminuir o efeitos de polos indesejaveis que
possam aparecer apds a realizagao do projeto do controlador K, (s) que estabiliza o sistema,
(7.1) em malha fechada. A equac@o (2.20) da Secdo 2.2 determina os zeros de r(t) para

u(t) ilustrados na Figura 19. A regido para alocagao dos zeros é ilustrada na Figura 20.

A Imag(s)

y

>

Real(s)

Figura 20: Regiao do plano-s limitado por uma circunferéncia de raio r, e centro
(—qo,0) e por uma reta vertical passando em —ay,.

O Teorema 7.13 proposto neste trabalho descreve uma metodologia de alocacao de zero
de r(t) para u(t) ilustrado na Figura 19 em uma regido limitada por uma circunferéncia de
raio 7, e com centro em (—g,,0) e por uma semi-reta vertical paralela ao eixo imaginario

do plano-s que passa em (—a,,0), conforme ilustrado na Figura 20.

Teorema 7.13 Considera-se os parametros oy, po, € qo. Se existirem matrizes P € ™",
P=P >0eW € R que determinam uma solucao factivel, quando existir, para o
conjunto de LMIs descrito em (7.33) e (7.34); entao pode-se alocar os zeros da fungdo
de transferéncia de R(s) para U(s) (Figura 19) na regido mostrada pela Figura 20,
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resolvendo-se

PA,+ AP +WC, +C,W' +2a,P <0, (7.33)
—po P PA,+WC, + q,P
P © <o, (7.34)
AP+ CW' +q,P —poP
P>0.

Os parametros para aloca¢ao de zeros podem ser determinados, quando existir solu¢ao

factivel, por:
MN'=pP'W=rT (7.35)

Prova: sequndo a inequagao (4.9) da Sec¢ao 4.2, para que os autovalores de uma dada
matriz A estejam alocados em wma regidgo do plano-s limitados por uma circunferéncia
de raio r, com centro em (—q,,0) (Figura 20), deve existir uma matriz P € R"", P =

P’ >0, tal que a sequinte inequacao seja satisfeita:

PP+ PA (7.36)
QOP + A/P _pop

Entdo, substituindo-se a matriz A pela matriz A,. descrita na equagdo (2.12) da
Secao 2.2 na inequagao (7.36), com W = PMN™', obtem-se a inequagao (7.34). Con-
sequentemente, aloca-se os autovalores de A.. na regiao limitada pela circunferéncia, e
consequentemente, sequndo o Teorema 2.5 da Secdo 2.2, aloca-se 0s zeros nesta regidao,

pois os autovalores de A,. sio os zeros de r(t) para u(t).

Ainda, para que os autovalores da matriz A estejam alocados em uma regigo do plano-
s limitados por uma reta vertical em —ay, (Figura 20), deve existir uma matriz P € R

positiva definida tal que a inequagao sequinte seja satisfeita (BOYD et al., 1994):

AP+ PA+2a,P <0 (7.37)

Entao, substituindo-s a matriz A pela matriz A,. em (7.37), com W = PMN™!,
obtem-se a inequagao (7.33). Consequentemente, aloca-se os autovalores de A,. na regiao
limitada por uma reta vertical em —ay,, e consequentemente aloca-se 0s zeros nesta regiao,

pois 0s autovalores de A,. sdo os zeros de r(t) para u(t).

Entretanto em alguns casos, no processo de alocacao de zeros necessita-se de altos
valores de ganho para a matrizes de M e N. Neste contexto o Teorema 7.14 proposto

neste trabalho pode ser 1til.
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Teorema 7.14 Considere MN~' = P7'W = T. Se existe solucio para o conjunto de
LMIs descritas em (7.38) e (7.39), entdo pode-se determinar o limitante superior para a

matriz T, resolvendo

min 3
I W
s.a b > 0, (7.38)
w1
X > ¢, (7.39)

(conjunto de LMIs) ,
sendo €y um valor constante e o conjunto de LMIs pode ser (7.34).

Prova: aplicando o complemento de Schur de modo inverso na LMI (7.38) tem-se:

WW' < 81 (7.40)

Pré e pds multiplica-se a inequacao X > eol por VX, entdo tem-se,
VXeIVX < VXXVX = 6,X < XX, (7.41)
ou multiplicando-se (7.39) pela esquerda por T = % e pela direita por T" tem-se,

TeoIT' < TPT'. (7.42)

Considerando-se as inequagoes (7.40), (7.41) e (7.42) tem-se,
TeoIT' < TPT' < TPPT' /ey = WW'Jeo < B /e,

entio WW' < B1/€.

Analisando-se a Figura 19 pode-se determinar a fungao de transferéncia de R(s) para

Z(s) de acordo com a equagao seguinte,

Z(s)
R(S) = Ow(SI - Aw)B¢, (743)
sendo
A  BC, BN
A, = , By = eCy=1C 0]. 7.44
" B A, Y o= } (7.44)

Pode-se utilizar a metodologia de alocagao de zeros para corrigir o erro de regime para

uma entrada do tipo degrau, desta maneira propoe-se o Teorema 7.15.
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Teorema 7.15 Considera-se o parametro N. Se existe solugdo para a equacdo (7.45)
entao pode-se obter a matriz N que proporciona ganho unitdrio considerando-se o sistema

tlustrado na Figura 19 para uma entrada do tipo degrau, resolvendo-se
N = —(L1B+ L,7)7 ", (7.45)

sendo [Ly L] = Cy(Ay)™ , L1 € R™™ e Ly € R™™. A matriz T = P~'W € obtida do
Teorema 7.13.

Prova: Considerando-se ganho unitdrio em regime permanente para uma entrada do

tipo degrau, tem-se em (7.43),
I = Cy(~Ay) By, (7.46)
ezpandindo By, descrito em (7.44) em (7.46), obtém-se:

BN

I=—[Ls L) (7.47)

Note que A;l existe devido ao fato dos polos do sistema controlado estarem no lado
esquerdo do plano-s. De (7.13), tem-se MN~' = P7'W = T. Substituindo-se M = TN
em (7.47), pode-se obter o ganho N de corre¢ao de erro de regime para entrada do tipo

degrau descrito na equagdo (7.45).

7.3 Alocagao de Zeros para Sistemas Incertos

7.3.1 Problema 7

Considere o sistema incerto, sendo incerteza do tipo politépica, linear e invariante no

tempo descrito na forma de varidveis de estado dado por

z(t) = A(a)z(t) + Bla)u(t), (7.48)

sendo A(a) € ™", B(a) € R™*? |, C(a) € R™", x(t) é o vetor de estados (z(t) € R"),
z(t) é a saida de interesse (z(t) € R™), u(t) a entrada de controle (u(t) € RP).

As matrizes incertas A(a), B(a) e C(a) s@o representadas pela combinacao convexa
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descrita a seguir (BOYD et al., 1994):

Ala) = i&iAi, B(a) = i&iBi, C(a) = i&ia, (7.49)

=1

sendo a = [ay - - - ]’ 0 vetor que parametriza o politopo de incerteza, e ainda,

K
i=1
O namero de vértices do politopo de incerteza do sistema varia de 1 até k, sendo

k= 2" e ¥ é o ntimero de parametros incertos na planta.

O problema de alocacao de zeros aplicado a sistemas de controle consiste em projetar
um controlador usando a realimentagao dinamica da saida de tal maneira que estabilize o
sistema incerto (7.48) em malha fechada. Ainda, utilizar a alocagao de zeros aplicado ao
sistema incerto de modo a diminuir o efeito de pélos indesejaveis, decorrentes do projeto

do controlador, no desempenho do sistema.

Utiliza-se o controlador K,(s) no processo de realimentagao dinamica da saida. Este
controlador é projetado para sistemas incertos e pode ser descrito na forma de variaveis

de estado da seguinte maneira:

ja(t) = Aal‘a(t)_}_Baua(t)
Ya(t) = Cua(?) (7.51)

Observacao 7.16 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado para solucionar
o Problema 7 € ilustrado na Figura 21, sendo K,(s) o compensador utilizado na reali-
mentacdao dinamica da saida que estabiliza o sistema incerto (7.48) em malha fechada,
descrito em (7.51). Utiliza-se matrizes M (M € R"*P) e N (N € RP*P) com o objetivo

de solucionar o problema de alocacao de zeros.

A equacao em variaveis de estado do diagrama de blocos ilustrado na Figura 21
utilizando-se os estados x(t) e z,(t), estados da planta incerta e do controlador respecti-

vamente, pode ser descrito por

A(a) B(a)C,
BaC(CL) Aa
A1) = {C’ O] [ z(t) ]

z4(1)

Utiliza-se o Teorema 7.17 para o projeto do controlador K,(s) usado na realimentagao
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Planta Incerta

s e 40| i) = Al@)a(t) + Bla)u(t) iy
() = Cla)a(?)

Y
=
v —

1
<
>

Controlador

Yall) | (1) = Auwa(t) + Baua(t) + Mr(t) | ua(t)
ya(t) - Caxa(t> )

Figura 21: Sistema de controle com alocacao de zeros aplicado a sistemas incertos.

dinamica da saida do sistema incerto, conforme ilustrado na Figura 21. Neste momento
considera-se a matriz M utilizada na alocagao de zeros nula. O objetivo do projeto de
K, (s) é estabilizar em malha fechada o sistema incerto descrito em (7.48). O metodologia
de projeto para controladores aplicados em sistemas incertos foi proposto em (GEROMEL;
BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999).

Teorema 7.17 Considere o sistema (7.48) com o controlador K,(s) de realimenta¢do
dinamica da saida do sistema incerto ilustrado na Figura 21. Se existir solug¢ao para os
procedimentos 1, 2, 3 e 4 descritos a sequir, entao pode-se obter o controlador K,(s) que

estabiliza o sistema incerto (7.48) em malha fechada.

1. O processo inicial para o projeto do controlador K,(s) consiste em encontrar uma

solugao factivel, quando existir, para o sequinte conjunto de LMIs (GEROMEL; BERNUS-
SOU; OLIVEIRA, 1999)

H  Z;+5S |
< 0, (7.53)
Zi+S" G
Y I |
. > 0,

sendo

Gi = AX+XA+FC;+CIF,
Z; = A +YAX+LBX+YCF

J
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e A;, B; e C; sao os vértices do politopo de incerteza descritos em (7.49).

As matrizes Y, =Y e Ly = L sao solugdes factiveis iniciais de (7.53).
2. Apds obter as solucoes factiveis iniciais Yy e Ly, considera-se:

A = Ai + BiLyY,,™!

Entao, determina-se a solucao otima, quando existir, para o problema de mini-
mizacao de autovalor generalizado com wvaridveis de otimizag¢ao P, X, F, S e A

descritos em (7.54), vide Apéndice 2 para mais detalhes sobre autovalor genera-

lizado.
min A
AP+ PA,; — \P PA, + AL, X+CIF' 4+ S
s.a i * i <0 (7.54)
A;P—FXA]%"}‘FCZ‘—FS/ G, — A\ X
P P
>0

P X

As matrizes Xy, = X e I, = F sdo solugoes factiveis de (7.54). Ainda, armazene o

valor ¢timo de A em «y,.
3. Com a determinacao das solugoes factiveis Xy e F} considera-se:
Ap = A + X3, EC; (7.55)

Entao, determina-se a solucdao otima, quando existir, para o problema de mini-
mizacao de autovalor generalizado com varidveis de otimizacao Y, L, Q, S, e A

descritos em 7.56.

min A
H; — \Y AQ+YA, +L'Bj+ S
s.a @ g <0 (7.56)
Y
@l
Q Q

As matrizes Y, =Y e Ly = L sao solugoes factiveis de (7.56). Ainda, armazene o

valor otimo de A em [3y,.

4. Se ap — [ < €, € >0, o processo de determinagdo do controlador K,(s) pode ser

finalizado. Caso contrdrio, ajuste k =k + 1 e volte ao procedimento 2.
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Apds a convergéncia do processo interativo, determina-se o controlador K,(s) =
Co(sI — Aa)_lBa para a realimentacao dinamica da saida do sistema incerto descrito
em (7.48) como

Co = LQ-Y
B, = FX
A, = S'(Q-Y) L

Prova: vide (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999).

Observagao 7.18 Adota-se o algoritmo de decomposi¢do cruzada (TOKUNAGA; INASAKY;
HARA, 1996) para os procedimentos adotados no Teorema 7.17.

Entretanto para solucionar completamente o Problema 7 ainda é necessario alocar-
se os zeros de maneira adequada de modo a diminuir o efeito de pdlos indesejaveis que
possam surgir apds a realizagao do projeto do controlador K,(s) que estabiliza o sistema

incerto (7.48) em malha fechada. A Figura 20 ilustra a regido para a alocagao dos zeros.

A Figura 22 ilustra o mapeamento de pdlos e zeros considerando-se um sistema de
segunda ordem com incertezas na planta realimentado pela saida por um compensador
dinamico, conforme ilustrado na Figura 21. Na Figura 22 nao utilizou-se a alocacao de
zeros. A regiao I e a regiao Il ilustram as areas na qual pode-se localizar os polos de malha
fechada do sistema. Ainda, na Figura 22, pode-se visualizar os zeros do sistema. FEstes
zeros sao decorrentes do projeto de compensador, o qual é utilizado na realimentacao
da saida do sistema. Neste contexto considera-se que a planta nao possui zeros com o

objetivo de facilitar a analise da metodologia de alocacao dos zeros.

Mesmo nao conhecendo-se a localizacao exata dos pdlos de malha fechada, pode-se
determinar uma nuvem da possivel localizacao destes pdlos, conforme ilustrado na Figura
22. Este procedimento é realizado considerando-se a faixa de valores no qual encontra-se
o parametro incerto. Posteriormente pode-se utilizar a metodologia de alocagao dos zeros
aplicada a sistemas incertos para posicionar os zeros proximos a nuvem de pélos de malha
fechada do sistema que sejam indesejaveis ao desempenho do projeto, conforme ilustrado

na Figura 23.

No Lema 7.19 descreve-se o procedimento proposto neste trabalho para alocar os zeros

de r(t) para u(t) ilustrados na Figura 21 considerando-se plantas incertas.

Lema 7.19 Pode-se alocar os zeros da funcdo de transferéncia de R(s) para U(s) em uma

regiao do plano-s considerando-se uma planta incerta, com incerteza do tipo politopica,
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Figura 22: Mapeamento de polos e zeros do sistema incerto controlado sem alocacao de
Zeros.

utilizando-se o Teorema 7.13. Pode-se utilizar o método de alocacdao de zeros aplicado a
sistemas deterministicos em sistemas incertos.

Prova: aplicando-se uma entrada r(t) na forma exponencial ao sistema (7.48),
r(t) = r.e™,
sendo que s = z;, e z; é um zero de r(t) para u(t) indicado na Figura 21. Logo,
r(t) = roe.
Neste caso, a saida z(t) € identicamente igual a zero, pois se z; € um zero de trans-

missao de r(t) para u(t), entao necessariamente z; é um zero de transmissao de r(t) para

z(t) a menos que ocorra cancelamento de pdlos e zeros. Considerando-se que as condigoes
iictais do sistema sao nulas, tem-se

2(t) =0, se 7(t) =r,e”".

O estado do controlador K,(s) pode ser descrito da sequinte maneira:

Ta(t) = Tgoe™ (7.57)
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Figura 23: Mapeamento de poélos e zeros do sistema incerto controlado com alocagao de

Z€r0S.
Derivando-se (7.57), tem-se
Ta(t) = 2ia0t™,
mas conforme ilustrado na Figura 21, sendo u,(t) =0, tem-se
Ba(t) = Aaaoe™ + Mr e,
entao, igualando-se (7.58) a (7.59), obtem-se
200 = AgZaoe™t + Mr e,

ou

u(t) = Cuxg(t) + Nr(t),
u(t) = CoZaoe™ + Nroe™,

(7.58)

(7.59)

(7.60)
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entao

ou

[ C. N [x] = 0. (7.61)

Reagrupando-se (7.60) e (7.61) tem-se
Zi — Aa -M ZLao 0
= : (7.62)
Ca N To 0

Em (2.18), z; é um zero de r(t) para u(t) do sistema ilustrado na Figura 21 e (7.62)

tem solugao nao trivial. A solugao para (7.62) é equivalente a solucionar:

det (7.63)

Zi_Aa —M —0
Ca N

Dividindo-se a 4ltima coluna da matriz descrita em (7.63) por uma matriz nao nula
N e entao adicionando-se a primeira coluna de (7.63) o produto de C, pela iltima coluna,

tem-se
zi—Aa—i—MN_lCa —MN-!
det - 07

0 1

ou ainda, considerando-se z; = s tem-se,

det(sI — A, + MN'C,) = 0. (7.64)

Conclui-se que a equacao dos zeros da fungao de transferéncia de R(s) para U(s)
nao depende dos parametros incertos presente na planta, isto €, neste caso a equacao de
determinacao dos zeros para um sistema deterministico € igual a equacao de zeros para
um sistema incerto. FE, portanto, pode-se utilizar o Teorema 7.13 utilizado para alocar
0s zeros da fungao de transferéncia de R(s) para U(s) em sistemas deterministicos para

sistemas incertos.
Analisando-se a Figura 21 pode-se determinar a fungao de transferéncia de R(s) para

Z(s) considerando-se um valor de « especifico de acordo com a equagao seguinte,

Z(s)
R(s)

= C'd,(s] - A¢)B¢, (765)
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sendo

A(a) B(a)C,

_ (
e = B,C(a) A,

e Cs=|Cla) 0.  (7.66)

Ainda, o sistema descrito em (7.48) apresenta parametros incertos presentes nas ma-
trizes A(a), B(a) e C(a). Com objetivo de simplificar a anélise da metodologia de alocagao
de zeros, considera-se um sistema com apenas um parametro incerto, e descrito através

do intervalo de incerteza, conforme a seguir:

)\min < )\nominal < )\max (767)

Deste modo, considera-se no processo de alocagao de zeros o valor nominal para o
parametro incerto. Entdo, utiliza-se as matrizes A(a), B(a) e C'(a) com o valor nominal
do intervalo de incerteza (Anominat). Caso o sistema apresente mais parametros incertos,
adota-se o valor nominal de cada parametro para a aplicagao da metodologia de alocacao

de zeros.

Entao, propoe-se o Teorema 7.20 para correcao de erro de regime para uma entrada

do tipo degrau.

Teorema 7.20 Considera-se o parametro N de alocacdo de zeros. Se existe solu¢ao
para a equacdo (7.68), entdo pode-se obter o vetor N que proporciona ganho unitdrio
considerando-se o sistema de controle ilustrado na Figura 21 e matrizes Aynominal; Brominal

e Chominat para uma entrada do tipo degrau, resolvendo
N = _(wanominal + §02Tf)_17 (768)

sendo [p1 2] = Cy(Ap)™", 1 € R™™ € py € R™™. A matriz Ty = P7'W € obtida
do Teorema 7.153. As matrizes Anominal, Brominal € Cnominar 40 obtidas através do valor

nominal dos parametros incertos descritos em (7.67).

Prova: Considerando-se o ganho unitdrio em regime permanente para uma entrada

do tipo degrau, tem-se em (7.65),
I = C¢>(_A¢>)7lB¢7 (769)

ezpandindo By, descrito em (7.66) em (7.69), obtem-se:

I=[p ] (7.70)

M

Bnominal N ]
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Note que Adjl existe devido ao fato dos polos do sistema controlado estarem no lado
esquerdo do plano-s. De (7.13), tem-se MN~' = P7'W = T}. Substituindo-se M =Ty N
em (7.70), pode-se obter o ganho N de corre¢ao de erro de regime para entrada do tipo

degrau descrito na equagdao (7.68).

Observacao 7.21 O ganho unitdrio para uma entrada do tipo degrau proposto no Teo-
rema 7.20 € garantido apenas para o sistema com valor nominal, descrito em (7.67), dos
parametros incertos. O processo de alocagao de zeros nao proporciona ganho unitdrio a

uma entrada do tipo degrau para o restante do politopo de incertezas.

Como a atenuacao de pdélos indesejaveis utilizando-se a metodologia de alocacao de
zeros, utiliza-se conjuntos de posicoes incertas, para um dado valor de a, o polo associado
a este conjunto ficar no extremo oposto ao zero, o efeito da atenuacao pode ser menos

significativo.
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8 FExemplos de Aplicacao

Nesta secao apresentaremos os exemplos numéricos e algumas aplicacoes praticas ilus-
trando o potencial e a viabilidade das metodologias propostas neste trabalho. O Exemplo
1 e 2 tratam a metodologia de rastreamento e rejeicao de disturbio utilizando a reali-
mentacao da saida por um estimador de estados, sendo que o segundo exemplo aborda
um caso MIMO. Os Exemplos 3 e 4 ilustram o projeto de um sistema de rastreamento e
rejeicao a disturbio utilizando a realimentagao dinamica da saida, sendo que o quarto ex-
emplo trata um caso MIMO. O projeto de sistemas de rastreamento e rejeicao de distirbio

para sistemas incertos, com incertezas do tipo politopicas, é abordado nos Exemplos 5 e

6.

O Exemplo 7 trata-se um projeto de sistema de rastreamento com rejeicao a disturbio
aplicado a sistemas nao-lineares, onde utiliza-se os modelos fuzzy Takagi-Sugeno na de-
scricao dos sistemas nao-lineares. A alocagao de zeros em regides especificas do plano-s
¢ abordada nos Exemplos 8 e 9, neste caso utiliza-se a realimentacao da saida através de
um estimador de estados, sendo que no Exemplo 9 trata a utilizacao da metodologia da
alocacao de zeros aplicada no projeto da constante de erro de velocidade K, em sistemas
de controle. O Exemplo 10 trata a alocacao de zeros no plano-s utilizando a realimentacao
dinamica da saida e o Exemplo 11 ilustra a metodologia de alocacao de zeros aplicada
a sistemas incertos. Por fim, no Exemplo 13 aborda-se um estudo comparativo entre as
metodologias de alocacao de zeros com limitante no projeto dos parametros M e N e sem

o limitante no projeto destes parametros.

8.1 Exemplo 1

Considera-se um sistema de controle que determina a espessura de chapas por meio de
ajuste de rolos de laminacao. O objetivo deste projeto é criar um sistema de rastreamento
de sinal de referéncia para o sistema de laminacao de chapas de aco. Pode-se descrever o

sistema de laminacao na forma de espago de estado da seguinte maneira (DORF; BISHOP,
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2001):
@ | = | 1 0 0| |am@ | +]0]ut)y+]|o]|w)
@3(t) 0 1 0]/ x5t 0 0
o
) = [0 0 1] m(t) (8.1)
| w3(1) |
0
y(t) = [0 0 1] aa(t)
| w3() |

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a saida de referéncia, y(t) é a saida de medida, u(t)

o sinal de controle e w(t) é o sinal de distirbio no sistema.

Como especificacao de projeto, o rastreador deve operar para sinais de referéncia de
baixa freqiiéncia (até 10 rad/seg). Entao é proposto o filtro V;(s):

B 2000
©0.01s34+0.1s2 4+ 0.5s + 1

Vi(s)

Utilizando-se o Teorema 5.2, projeta-se o controlador para o sistema descrito em
(8.1). Este controlador minimiza a norma Hy de w(t) to y(t) e utiliza-se restrigoes para

a alocagao de pdlos. Neste projeto, considera-se um disco de raio p = 10 e centro em
(—q,0) = (—80,0).

Entao, projeta-se o estimador de estado de Kalman utilizando-se a funcao kalman do
software Matlab. O vetor de ganhos K do controlador e o vetor de ganhos L do estimador

de estados projetados sao:

1735,018
K=[0232 18,673 491,528 | x10* e L= | 324,948 |. (8.2)
25,493

A norma Hy de w(t) para y(t) para o sistema de malha fechada é 1,05 x 107°, impli-

cando na atenuacao do efeito do sinal de distirbio na saida do sistema.

Objetivando-se o projeto do rastreador de sinais, utiliza-se a metodologia de variagao
dos zeros proposta no Teorema 5.4 onde, a norma H., de r(t) para e(t) é minimizada
considerando-se o sinal de referéncia r(t) com baixa freqiiéncia (até 10 rad/seg), sendo

e(t) o sinal de erro entre a saida e a entrada. A norma H,, obtida para todo o espectro
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de freqiiéncia é 1,607; enquanto para a banda de freqiiéncia especificada no problema, a
maior magnitude de |T,.(jw)| é 0,026; sendo T, descrito em (5.13). Entdo o rastreador

opera adequadamente para a banda de freqiiéncia especificada em projeto.

A Figura 24 ilustra a resposta em freqiiéncia de F(s)/R(s) = T,.(s), e pode-se verificar
(até 10 rad/seg) que a norma H,, na banda de freqiiéncia apresenta caracteristicas para

um sistema de rastreamento. Os valores 6timos para os parametros M e N sao:

1073,560
M= 0,200 | x10° e N = 1071,760 x 10°. (8.3)
0,013

1.8

16

1.2}

Magnitude

-1 0 101 2 3

Freqiiéncia [rad/seg]

Figura 24: Resposta em freqiiéncia de F(s)/R(s) = Te(s) : |Tre(jw)| X w.

Na simulagao considerou-se um sinal r(t) =sen(5t) e um sinal de disttirbio w(t) com
amplitudes aleatoérias. Neste exemplo, considerou-se 1 a maxima amplitude do sinal
aleatorio. Pode-se observar no resultado de simulagao, que é ilustrado na Figura 25,

que o sinal de saida z(t) e o sinal de entrada r(t) estao quase sobrepostos.

Para este exemplo, os zeros do sistema sao: —5,164 + 11,4115; —9,154. Os podlos do
sistema sao compostos pelos polos alocados na especificada regiao: —70,000; —83,261 +
9,4537; e pelos pdlos do estimador: —7,373 + 12,6525 e —14,745.
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Amplitude

Tempo [seg]
Figura 25: Sinal de saida z(t) e sinal de entrada r(t) do Exemplo 1.

8.2 Exemplo 2

Considera-se um sistema linear, invariante no tempo de multiplas entradas e multiplas
saidas. O objetivo deste projeto é criar um sistema de rastreamento e rejeicao a um sinal

de disturbio presente na planta. Considera-se o sistema na forma de espago de estado da

seguinte maneira:

] - [ 20l o e
ol [me ]

2(t) = 0 1] | wit) (8.4)
ol [me ]
uit) = 0 1| | 2a(t) |

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a saida de referéncia, y(t) é a saida de medida, u(t)

o sinal de controle e w(t) é o sinal de distturbio no sistema.

Como especificacao de projeto, o rastreador deve operar para sinais de referéncia de
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baixa freqiiéncia (até 10 rad/seg). Entao é proposto o filtro Va(s):

1000
5241054100

1000

o= ]

Usando o Teorema 5.2, projeta-se o controlador para o sistema descrito em (8.4). Este
controlador minimiza a norma Hs de w(t) to y(t) e utiliza-se restrigdes para a alocacao
de pdlos. Neste projeto, considera-se um disco de raio p = 50 e centro em (—gq,0) =
(—5000,0). Observa-se no processo de alocagao dos pélos de malha fechada do sistema a
utilizagao de uma grande regiao no plano-s limitado por uma circunferéncia, entretanto
este procedimento é necessario para se atingir um desempenho satisfatério no processo de

rastreamento.

Entao, projeta-se o estimador de estado de Kalman. A matriz de ganhos K do con-

trolador e a matriz de ganhos L do estimador projetados sao:

5046,999 2,000 0,434 1,471
K= e L= : (8.5)

4,000  5044,999 —24,187 29,035

A norma H, de w(t) para y(t) para o sistema de malha fecha é 0,014; implicando na

atenuagao do efeito do sinal de distirbio na saida do sistema.

Objetivando-se o projeto do rastreador de sinais, utiliza-se a metodologia de variagao
dos zeros proposta no Teorema 5.4 onde, a norma H, de r(t) para e(t) é minimizada
considerando-se o sinal de referéncia r(t) com baixa freqiiéncia (até 10 rad/seg), sendo

e(t) o sinal de erro entre a saida e a entrada.

Para o caso MIMO, analisa-se o desempenho do rastreador de sinais através da matriz
de funcao de transferéncia de Z(s) para R(s). A matriz de fungao de transferéncia de
Z(s) para R(s) representa a relagdo entre as entradas de referéncia e os sinais de saida
do sistema. Entretanto, no exemplo anterior, que abordava um caso SISO, o desempenho
do rastreador foi observado através da andlise da funcao transferéncia de E(s) para R(s),
o qual era conveniente para a andlise do funcionamento do rastreador. Neste exemplo a
matriz fungao transferéncia de Z(s) para R(s) pode ser descrita da seguinte maneira:

B(s) = (8.6)

ZH(S) Zlg(S)]
Zgl(S) ZQQ(S)

O diagrama de blocos ilustrado a seguir representa a estrutura de controle para o

sistema MIMO deste exemplo.
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Rl(S)

Zl<8)

\/

ZQ(S)

\4

RQ(S)

Figura 26: Sistema de controle para o caso MIMO.

As fungoes de transferéncia R;(s) e Ra(s) s@o as transformadas de Laplace dos sinais
de entrada de referéncia do sistema e as fungdes de transferéncia Z;(s) e Zy(s) sao as
transformada de Laplace dos sinais de saida de referéncia do sistema. Ainda, as fungoes
de transferéncia Z11(s), Z12(s), Z21(s) € Zaa(s) sao descritas em (8.6). Pode-se representar

Z1(s) e Zy(s) conforme abaixo:

Z1(s) = Ri(s)Z11(s) + Ra(s)Z12(s) (8.7)
ZQ(S) = Rl(S)ZQl(S)‘I"RQ(S)ZQQ(S)

A metodologia de rastreamento de sinais com modificacao dos zeros proposta neste
trabalho possibilita o rastreamento aplicado a sistemas MIMO apenas para sinais de
referéncia iguais, pois o projeto nao aborda desacoplamento de canais. Entao, considera-

se Ri(s) = Ry(s) = Ry(s). Pode-se reescrever (8.7) da seguinte maneira:

x1(s) = ZRiEZ? = Zu(s) + Z2(s) (8.8)
X2(s) = f;gg = Zn(s) + Za(s)

A andlise do desempenho do rastreador ¢ realizada baseando-se na equagao (8.8). A
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Figura 27 ilustra a resposta em freqiiéncia da matriz funcao de transferéncia de Z(s) para
R(s). Ainda, considerando-se (8.8), pode-se descrever a funcao de transferéncia de Z(s)

para R(s) conforme abaixo:

Z1(s)
(5) = [ n ] 9)

Pode-se verificar (até 10 rad/seg) que a norma H,, na banda de freqiiéncia apresenta
caracteristicas para um sistema de rastreamento, pois a magnitude da matriz funcao de
transferéncia de ®(s) para a faixa de freqiiéncia especificada em projeto é unitéria. Os

valores 6timos para os parametros M e N sao:

¢}

2521,556  2560,794
M- (8.10)

N 2521,561 2560, 798
2561,045 2518,492

2560,798 2518,272 |

[N
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Figura 27: (a) Resposta em freqiiéncia de x1(s) : |x1(jw)| X w. (b) Resposta em
freqiiéncia de ya(s) : [x2(jw)| X w, sendo x1(s) e x2(s) descritas em (8.8).

Na simulac¢@o considerou-se um sinal r(t) = { ri(t) ro(t) } = [sen(10t) sen(10t)] e
um sinal de distirbio w(t) = [wi(t) we(t)] com amplitudes aleatérias. Neste exemplo,
considerou-se 1 a maxima amplitude do sinal aleatério. O sinal z(t) = { 21(t)  2(t) } é
o sinal de saida de referéncia do sistema. O resultado de simulacao ¢ ilustrado na Figura
28.

Para este exemplo, os zeros do sistema sao: —2,953; —32,585. Os podlos do sistema
sao compostos pelos pélos alocados na especificada regiao: —5049,999; —5049,999; e pelos
polos do estimador: —2,954 e —34,514.



8.3 Exemplo 3 120

=
[

o
5

o
@

Amplitude

|
S

=
o

=
o

N

o
o

o
@

Amplitude

|
h

=
o
o

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Temlgg)[seg]

Figura 28: (a) Sinal de saida z;(t) e sinal de entrada 7 (t) estao quase sobrepostos. (b)
Sinal de saida z»(t) e o sinal de entrada 75(t) estao quase sobrepostos.

Nos Exemplos 1 e 2 utilizou-se a técnica de rastreamento de sinais com modificacao
de zeros e rejeicao simultanea de distirbio através da realimentacao dos estados recons-
truidos pelo estimador. Os resultados dos exemplos indicam um desempenho satisfatério
do rastreador. Entretanto, esta metodologia de rastreamento proposta apresenta um
fator que causa dificuldades na realizacao do projeto. Neste contexto, o projeto do filtro
apresenta grande importancia no desempenho do rastreador. Porém, o filtro é determinado
pelo projetista através de tentativas. Neste processo objetiva-se o sucesso do rastreador,
o que nem sempre ocorre, resultando-se na necessidade de um novo projeto para o filtro

e assim sucessivamente, até que o rastreador opere com um desempenho satisfatério.

8.3 Exemplo 3

Neste exemplo considera-se um dispositivo para levitacao magnética de uma esfera de
aco (DORF; BISHOP, 2001). Objetiva-se projetar um sistema de rastreamento com rejeigao

de disturbio adicionado na planta. Seja o sistema descrito na forma de variaveis de estado

O | |10 0

oo

dado por:
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yt) = [0 —15] [W)]

T2 (t)

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a saida de referéncia, y(t) é a saida de medida, u(t)

o sinal de controle e w(t) é o sinal de disttirbio adicionado ao sistema.

Deseja-se projetar um rastreador de sinais com rejeicao ao sinal de disturbio para

sinais de referéncias de baixa freqiiéncia, até 10 rad/seg, entao é proposto o filtro Fi(s):

B 10000
0012+ 0.1s+ 1

Fi(s)

Utiliza-se um compensador H,, no processo de atenuacao do sinal de distirbio.
Entao, através do Teorema 5.9 projeta-se o compensador K,(s) utilizado na realimentacao
dinamica da saida. Adota-se uma regiao limitada por uma circunferéncia de raio p, = 80

com centro em (—¢,,0) = (—100,0). O controlador K,(s) projetado é o seguinte:

_2768,1225% + 389396, s + 10436371,972
N s2 4 451,369s + 36282,972

Kp(s)

A norma H,, atingida em projeto, de w(t) para y(t), é 0,0024; implicando-se na

atenuagao do efeito do sinal de distirbio na saida do sistema.

No projeto do sistema de rastreamento, utilizou-se a metodologia de modificacao dos
zeros proposta no Teorema 5.10. Neste processo minimizou-se a norma H,, de r(t) para
e(t) considerando-se sinais de baixa freqiiéncia, até 10 rad/seg, sendo e(t) o sinal de erro
entre a saida medida e a entrada de referéncia. A norma H., obtida para todo o espectro
de freqiiéncia é 1,340; enquanto para a banda de freqiiéncia especificada no problema, a
maior magnitude de |7, (jw)| é 0,0149, sendo T,, descrito em (5.48). Entao o rastreador

opera adequadamente para a banda de freqiiéncia especificada em projeto.

A Figura 29 ilustra a resposta em freqiiéncia de E(s)/R(s) = T,. Observa-se que a
magnitude E(s)/R(s) para a faixa de freqiiéncia especificada em projeto é pequena, entao,
ocorre o processo de rastreamento nestas condigoes. Os parametros obtidos do projeto de

rastreamento com modificacao dos zeros sao:

—43,056
M = . e N = —2817,390.
—223621, 366

Para a simulacao do projeto do rastreador de sinais com rejeicao de distirbio consi-

derou-se um sinal de referéncia r(t) =sen(5t) e um sinal de perturbagao do tipo distirbio
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Figura 29: Resposta em freqiiéncia de E(s)/R(s) = T,.(s) : |T,.(jw)| x w.

com amplitudes aleatorias nao superior a 1. Pode-se verificar no resultado de simulacao,
que é ilustrado na Figura 30, que o sinal de saida z(t) e o sinal de entrada r(t) estao quase

sobrepostos.

Para este exemplo, os zeros do sistema sao: —49,289; —104,642 . Os poélos de malha
fechada do sistema alocados na especificada regiao sao: —95,339 4+ 66,6917; —104,642 e
—156,048.

8.4 Exemplo 4

Em (DORF; BISHOP, 2001) aborda-se um circuito elétrico que representa uma ponte
equilibrada, conforme ilustrado na Figura 31. Deseja-se projetar um sistema de rastrea-
mento com rejeicao a distirbio adicionado a planta. O sistema da ponte equilibrada com
um sinal exdégeno do tipo disturbio adicionado a planta, pode ser descrito na forma de

variaveis de estado da seguinte maneira:

o] [ 0 [0) 1,
lt o gt ] L | TR g
1 1 1
C C
t
AP
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8.4 Exemplo 4

Amplitude

- 0.5 1
Tempo [seg]

Figura 30: Sinal de saida z(t) e sinal de entrada r(t) do Exemplo 2.

Figura 31: Circuito elétrico em ponte equilibrada.
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ol o] [e ]
) = 10| | ()
o] e ]
vH) = 10 | i) |

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a saida de referéncia, y(t) é a saida de medida, u(t)

o sinal de controle e w(t) é o sinal de disttrbio adicionado ao sistema.

Considera-se neste exemplo Ry = 30, Ry =200, C' = 0,5 F e L =1 H. Objetiva-se
projetar um rastreador para sinais de referéncia com freqiiéncia até 100 rad/seg, entao

propoe-se o filtro F5:

1000
FQ(S) — 524-100005+1000000 % 103 (811)

100
521000s-+1000000

Utiliza-se para este exemplo um compensador Hs no processo de atenuagao do efeito

do sinal de distirbio. Entao, através do Teorema 5.8 projeta-se o controlador K,(s), que

¢ um compensador Hs. Adota-se uma regiao a esquerda do plano-s limitada por uma

circunferéncia de raio p, = 5000 com centro em (—g,,0) = (0,0). O controlador K,(s)

projetado é o seguinte:

K,(s) = (—1,6375s—945029)x10'2  (1,6365+9449,797)x 102
q s+6573,085+4618568,386  s+6573,085+4618568,386

Neste caso foram obtidos valores elevados para o controlador K,(s), isto ocorre devido
a necessidade de atingir um bom desempenho no processo de rastreamento; adotou-se a

circunferéncia com raio p, = 5000 com centro em (—g,,0) = (0,0) no plano-s.

A norma Hy de w(t) para y(t) para o sistema de malha fecha é 0,11; implicando na

atenuacao do efeito do sinal de disturbio na saida do sistema.

Objetivando-se o projeto do rastreador de sinais, foi proposto uma metodologia de
variagao dos zeros descrita no Teorema 5.10 onde, a norma H,, de r(t) para e(t) é mini-
mizada considerando-se o sinal de referéncia r(t) com freqiiéncias até 100 rad/seg, sendo
e(t) o sinal de erro entre a saida e a entrada. A andlise do desempenho do rastreador
para este exemplo é similar a analise realizada no Exemplo 2. Isto pode ser realizado
pois ambos sistemas MIMO abordados neste exemplo e no Exemplo 2 possuem a mesma

ordem. Entao, descreve-se a matriz de fungao de transferéncia de Z(s) para R(s) da



8.4 Exemplo 4 125

seguinte maneira:

Z33(S) Z34(S)

CD(S) B Z43(S) Z44(S)

(8.12)

ou ainda considerando-se sinais de referéncia iguais, Rs(s) = R4(s) = R:(s), tem-se:

Z3(s)
O,(s) = [ e ] (8.13)
Ri(s)
sendo,
xs(s) = }Z%?;Ezi = Zs3(8) + Zza(s) (8.14)
Xa(s) = }Z;Ezi = Zs3(5) + Zu(s)

A analise do desempenho do rastreador ¢é realizada baseando-se na equagao (8.14). A
Figura 32 ilustra a resposta em freqiiéncia da matriz funcao de transferéncia de ®;(s) que

representa a relagao entre a entrada de sinais de referéncia e os sinais de saida do sistema.

Pode-se verificar na Figura 32 que a magnitude da matriz funcao de transferéncia de
®,(s) na banda de freqiiéncia especificada em projeto apresenta caracteristicas para um
sistema de rastreamento, pois a magnitude da matriz fungao de transferéncia de ®;(s) para
a faixa de freqiiéncia especificada em projeto é unitaria. Os valores para os parametros
M e N sao:

I, —0,265 —0,265 N —14274483,076 —14274480,738
= e =
46,336 46,336 14281708,912  14281706,573

Na simulagao considerou-se um sinal r(t) = { r3(t) ra(t) } = [sen(10t) sen(10t)] e
um sinal de distirbio w(t) = [wq(t) wy(t)] com amplitudes aleatdrias para as entradas de
perturbacao. Neste exemplo, considerou-se 1 a maxima amplitude do sinal aleatério. O
sinal z(t) = [ 23(t)  z4(t) } ¢ o sinal de saida de referéncia do sistema. O resultado de

simulagao ¢ ilustrado na Figura 33.

Para este exemplo, os zeros do sistema sao: —24,087; —4251,750. Os pdlos de malha
fechada do sistema alocados na especificada regiao sao: —2,400; —800,020 e —2886,93 +
4082,357.

No processo de projeto para o rastreador de sinais de referéncia com peso na freqiiéncia

observa-se um fator interessante com relacao ao ajuste do filtro. Com base nos projetos
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14 14
13 13
,_g 1.2 12
S1a 1.1
+—
a1 1
Cbé)os 0.9
z 058 0.8
0.7 0.7
107 10° 10° 10 107 10° 10° 10*
0 0
O - _
g -s0 50
=
+
‘5 -100 1 -100
a0
<
E -150 -150
-200 : ‘ ‘ -200 ‘ ‘
107 10° 10° 10* 107 10° 10° 10*
Freqiiéncia [rad/seg] Freqiiénci% [rad/seg|
a

Figura 32: (a) Resposta em freqiiéncia de x3(s) : |x3(jw)| X w. (b) Resposta em
freqiiéncia de x4(s) : [x4(jw)| X w, sendo x3(s) e x4(s) descritas em (8.14).

Amplitude

Amplitude

Temg)ao) [seg]

Figura 33: (a) Sinal de saida z3(t) e sinal de entrada r3(t) estao quase sobrepostos. (b)
Sinal de saida z4(t) e o sinal de entrada r4(t) estao quase sobrepostos.
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desenvolvidos ao longo deste trabalho, constata-se que o desenvolvimento de um sistema
de rastreamento utilizando a realimentacao dos estados reconstruidos pelo estimador, o
ajuste do filtro é mais simples com relacao ao desenvolvimento do sistema de rastreamento

utilizando-se a realimentacao dinamica da saida.

8.5 Exemplo 5

Considera-se o sistema linear, invariante no tempo, com um parametro incerto na
planta. O sistema apresenta uma incerteza do tipo politopica e a descricao na forma de

espaco de estado é mostrada a seguir:

(%) _ —p 1 x1(%)
(1) 1 0 z5(t)

At) = [0 9]

(8.15)

yt) = [1 0]

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a saida de referéncia, y(t) é a saida de medida, u(t)

o sinal de controle e w(t) é o sinal de disttirbio adicionado ao sistema incerto.

O parametro p descrito na representagdo em espago de estado em (8.15) é uma in-

certeza do tipo politopica, descrita como:
-4 <p< =2

Entao, os vértices do politopo de incertezas sao:

—4 0 -2 0
o[ o1

A1:

O namero de vértices do politopo de incerteza do sistema varia de 1 até k, sendo

k = 2" e v é o numero de parametros incertos na planta, neste caso v =1, logo kK = 2.

Deseja-se projetar um sistema de rastreamento de sinais com rejeicao ao sinal de
distirbio para sinais de referéncias de baixa freqiiéncia, até 10 rad/seg, entao é proposto
o filtro I'y(s):

B 10
©0.01s24+0.1s+ 1

Fl(S)
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Utiliza-se um compensador Hs de custo garantido, K,(s), para sistemas incertos com
objetivo de atenuar o efeito do sinal de distirbio na saida do sistema. Entao, utiliza-se o

Teorema 5.13 para a determinagao do compensador H, para sistemas incertos.

O controlador Kj(s) projetado é descrito a seguir:

787966, 778s 4 118213215,791
52 4+ 67,09s 4+ 699461,108

Kb(S) =

A norma Hs de custo garantido atingido em projeto é 0,02. Este resultado implica

na atenuacao do efeito do sinal exégeno na saida do sistema.

Utiliza-se o Teorema 5.14 para o projeto dos parametro de modificacao dos zeros M
e N para sistemas incertos que proporcionam o rastreamento de sinais. Neste processo
minimiza-se a norma H., de r(t) para e(t) considerando-se sinais de baixa freqiiéncia,
até 10 rad/seg, sendo e(t) o sinal de erro entre a saida de referéncia z(t) e entrada de
referéncia r(t). A norma H., de custo garantido obtida considerando-se todo o espectro
de freqiiéncia é 6,518. Analisando-se os resultados para a banda de freqiiéncia especificada
no problema, a maior magnitude de |H,,;(jw)| é 0,0421; sendo H,,; indicado em (5.71).
Entao o rastreador opera adequadamente para a banda de freqiiéncia especificada em

projeto.

A Figura 34 ilustra a resposta em freqiiéncia de F(s)/R(s) = H,,; para cada vértice do
politopo de incertezas. Observa-se que a magnitude E(s)/R(s) para a faixa de freqiiéncia
especificada em projeto é pequena, entao, ocorre o processo de rastreamento nestas
condigoes. Os parametros obtidos do projeto de rastreamento para modificacao dos zeros

Sao:

[ 182,351
M =

, e N =1131,654.
0,074

Para a simulagao do projeto do rastreador de sinais com rejeicao de disturbio considerou-
se um sinal de referéncia r(t) =sen(10t) e um sinal de perturbacao do tipo distirbio com
amplitudes aleatorias nao superior a 1. A Figura 35 ilustra o resultado da simulacao para

o primeiro vértice do politopo de incerteza (A;) indicado em (8.16).

Para este exemplo, os zeros do sistema sao: —49,289; —104,642. Os pélos de malha
fechada do sistema sao: —95,339 + 66,6915; —104,642 e —156,048.
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Figura 34: Resposta em freqiiéncia de E(s)/R(s) = Hpmi(s) 1 |Hpmi(jw)| X w. (a)
primeiro vértice do politopo de incerteza, (b) segundo vértice do politopo. Os vértices
do politopo de incerteza estao indicados em (8.16).
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Figura 35: Sinal de saida z(t) e sinal de entrada r(t) estao quase sobrepostos.
Considerou-se para a simulacao do sistema de rastreamento o vértice Aj.
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8.6 Exemplo 6

Um sistema dirigido remotamente é representado na forma de espago de estado con-

forme a equagao seguinte (DORF; BISHOP, 2001).

T1(t) —a 0 0 x1(t) 1 1
To(t) | = 0 -2 0 wo(t) |+ | 1 |u(t)+ | 1 |w(t)
x3(t) 0 0 -3 x3(t) 0 0

(8.17)

y(t) = |1 0 2] ot

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a saida de referéncia, y(t) é a saida de medida, u(t)

o sinal de controle e w(t) é o sinal de disttirbio adicionado ao sistema incerto.

Observa-se no sistema indicado em (8.17) a presenca de um parametro a incerto. A

incerteza é do tipo politopica, descrita como:
—0,0<a< =5

Entao, os vértices do politopo de incerteza sao:

—05 0 0 -5 0 0
A= 0 -2 0 [eAd=|0 -2 0. (8.18)
0 0 -3 0 0 -3

Deseja-se projetar um sistema de rastreamento de sinais com rejeicao ao sinal de
distirbio para sinais de referéncias de baixa freqiiéncia, até 10 rad/seg, entao é proposto
o filtro I'y(s):

B 168
© 1x 107653 +0,001s2 +0,01s + 1

[y (s)

Utiliza-se para este exemplo utiliza-se um compensador Hsy de custo garantido, K(s),
para sistemas incertos com objetivo de atenuar o efeito do sinal de distirbio na saida do
sistema. Entao utiliza-se o Teorema 5.13 para a determinacao do compensador Hs para

sistemas incertos.
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O controlador Kj(s) projetado é descrito a seguir:

4780762,29252 + 74136629, 1155 + 261164543,139

Ki(s) =
o(s) 3 + 3800,87652 + 76748, 6365 + 321550, 881

A norma Hsy de custo garantido atingido em projeto é 0,03. Este resultado implica

na atenuacao do efeito do sinal exégeno na saida do sistema.

Utiliza-se o Teorema 5.14 para o projeto dos parametro de modificacao dos zeros M
e N para sistemas incertos que proporcionam o rastreamento de sinais. Neste processo
minimiza-se a norma H., de r(t) para e(t) considerando-se sinais de baixa freqiiéncia,
até 10 rad/seg, sendo e(t) o sinal de erro entre a saida de referéncia z(t) e entrada de
referéncia r(t). A norma H., de custo garantido obtida considerando-se todo o espectro
de frequiéncia é 1,048. Analisando-se os resultados para a banda de freqiiéncia especificada
no problema, a maior magnitude de |H,,;(jw)| é 0,0688; sendo H,,; indicado em (5.71).
Entao o rastreador opera adequadamente para a banda de freqiiéncia especificada em

projeto.

A Figura 36 ilustra a resposta em freqiiéncia de E(s)/R(s) = H,,; para cada vértice do
politopo de incerteza. Observa-se que a magnitude E(s)/R(s) para a faixa de freqiiéncia
especificada em projeto é pequena, entao, ocorre o processo de rastreamento nestas
condigoes. Os parametros obtidos do projeto de rastreamento para modificacao dos zeros

Sa0:

31,230
M= | —668,584 |, e N =900,926.
53,821

Para a simulacao do projeto do rastreador de sinais com rejeicao de distirbio consi-
derou-se um sinal de referéncia r(t) =sen(2t) e um sinal de perturbagao do tipo distiirbio
com amplitudes aleatérias nao superior a 1. A Figura 37 ilustra o resultado da simulagao

para o primeiro vértice do politopo de incerteza (A;) indicado em (8.18).

Para este exemplo, os zeros do sistema sao: —2; —1,991; —4,719; —10,792 e —5332,391.
Os pélos de malha fechada do sistema sao: —2; —3; —5,406; —10,068 e —1892,950 +
1103,407;5.

Nos Exemplos 5 e 6 utilizou-se a metodologia de rastreamento de sinais com modi-
ficacao dos zeros e rejeicao a distirbio aplicada a sistemas incertos. O sistema de ras-

treamento foi projetado considerando-se incerteza da planta, sendo incerteza do tipo
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Figura 36: Resposta em freqiiéncia de E(s)/R(s) = Hy(s) 1 |Hg(jw)| X w. (a) primeiro
vértice do politopo de incerteza, (b) segundo vértice do politopo de incerteza, os vértices
do politopo de incerteza estao indicados em (8.18).
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Figura 37: Sinal de saida z(t) e sinal de entrada r(t) estao quase sobrepostos.
Considerou-se para a simulacao do sistema de rastreamento o vértice Aj.
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politépica. Observa-se uma diminuicao no desempenho do rastreador para sistemas que
possuem uma ampla faixa de variagao para o parametro incerto da planta. Ainda, plan-
tas com elevado nimero de parametros incertos podem dificultar o projeto do sistema
de rastreamento. A presenca destes fatores pode dificultar a obtencao de uma solucao
que permita atingir um desempenho satisfatorio para o rastreador de sinais aplicados a

sistemas incertos.

8.7 Exemplo 7

Considere o sistema nao-linear massa-mola-amortecedor na forma de equacgoes diferen-
cias (TANAKA; IKEDA; WANG, 1996) descrito em (8.19), e ilustrado na Figura 38. Deseja-se
projetar um sistema de rastreamento e rejeicao de distirbio para o sistema massa-mola-

amortecedor e utiliza-se a modelagem exata para este exemplo (TANIGUCHI et al., 2001).
#(t) = —0,02z(t) — 0,67x(t)* — 0,12(¢)* + u(t) + w(t)

y(t) = (1) (8.19)
2(t) = x(t)

Figura 38: Sistema massa-mola-amortecedor

O sistema (8.19) é obtido considerando-se M, = 1, D, = 1 e K, = 0,01N/m nos
parametros indicados na Figura 38, vide (TANAKA; TKEDA; WANG, 1996) para maiores
detalhes.
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Adotando-se:

z1(t) = x(t) e x9(t) = &(¢)

tem-se,

()] 0 1 21(t)
Po(t) | | —0,02—0,67x1(t)2 —0,12(t)? || 22(t)

Para o projeto do rastreador de sinais considera-se a seguinte faixa de valores para as

+ u(t)+ w(t) (8.20)

1 1

variaveis de estado do sistema massa-mola-amortecedor:

{ 1,5 <x(t) < 1,5 (8.21)

1,5 < mo(t) < 1,5

No processo de modelagem exata do sistema nao-linear abordado neste exemplo adota-

far(z(t)) = —0,02 — 0,671 (t)? e foo(x(t)) = —0,1zo(t)%

Pode-se reescrever (8.20),
{ i (1) ]:[ 0 1 ” 21 (1)
ara(t) far(2()) faala(t)) || wa(t)

Para obter-se a representagao exata do sistema nao-linear, de acordo com (TANIGUCHI

+ u(t)+ w(t) (8.22)

1 1

et al., 2001), é necessario determinar os valores maximos e minimos das fungoes fo; (z(t))

e fas(2(t)) considerando a condicdo (8.21), deste modo tem-se:

Q1] = max{ 21} = —0,02

a1z = min { for = —1,5275
Pontos de maximos e minimos = 212 {f2l}

Segundo o método proposto por (TANIGUCHI et al, 2001), a funcdo nio-linear fo
pode ser representada, na forma exata, por um modelo fuzzy T-S, considerando-se quatro
modelos locais. O ntmero de modelos locais é igual a 2™, sendo nl o ntimero de nao-

linearidades presente no sistema. Para asi; € as9o existem o911 € 0912 tais que:

fo1 = oan1a011 + 02120012 (8.24)
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0 < 0o911,0012 < 1
0211 + 0212 = 1 & 0912 = 1 — 0914
De (8.24) tem-se:

f21 — a212 211 — f21
O911 = ————————— € O12 = ——— (8-25)

Q211 — G212 A211 — G212
Da mesma maneira a funcao nao-linear f22 pode ser representada na forma exata por:
far = Ta1221 + Tanpanas (8.26)
sendo,

0 <T991,T'920 <1

[oo1 + g0 =1 T =1 —T'yoy (8.27)

De (8.26) e (8.27) tem-se,

a221 — f 22
oo = = e I'ypg = ———
A221 — G222 221 — 222

(8.28)

Apbés a determinagao destes parametros pode-se reescrever (8.24) conforme a seguir:

f21 = (Tao1 + Daga) (09110211 + 0212G212)

= TD'og10911a211 + I'a210212a212 + Da2202110211 + 22202120212 (8.29)

Definindo-se em (8.29),

041(575) = I'y910911, 042(@ = I'y210912, 063(@ = ['y290911, 064(575) = I'y220912,

e ai(z) + ag(x) + az(z) + ay(x) = 1. (8.30)
obtem-se:

f21 = v (x)ag1 + ae(x)agis + az(x)agr + ag(x)ase (8.31)

De maneira similar, pode-se reescrever foo,

f22 = o (T)age + () age + az(x)ag + ay(x)as (8.32)

Analisando-se (8.31) e (8.32) pode-se determinar os modelos locais para este sistema



8.7 Exemplo 7 136
nao-linear massa-mola-amortecedor,
0 1 0 1
Al - ) AQ - )
—-0,02 0 —1,5275 0
L0 1 0 1
A3 - ) A4 - )
| —0,02 —0,225 —1,5275 —0,225
o
By = By = B3 = By = uE
o
By = Bay = B3 = Byy = uE
0112012201320142[1 0},
0212022202320242[1 0}.
(8.33)

No processo de atenuacao do efeito do sinal de distirbio no sistema utilizou-se o

Teorema 6.2 para o projeto do compensador H,,. Em projeto, utilizou-se como restri¢ao

para alocacao dos pdlos uma regiao limitada por uma circunferéncia de raio r=200, com

centro na origem. O controlador Ho,, Ky, (s), obtido é:

—175,111  —0,443
78136,539 —121,049 |

~178,358  —0,450
87766,583 —102,794 |

—181,829  —0,458

103845,852 —68,090 |
—181,342  —0,456 |
104430,104 —68,415 |
—181,235 —0,449 |

89235,497 —107,150 |

—175,544  —0,438
79307,804 —128,305 |
—182,428  —0,457 |
104604,146  —69,235 |

Af U24

Af u32

Af U34

Af Uq2

—181,946  —0,455

85182,409 —105,888
—180,536  —0,452 |
85684,278  —104,999 |
~173,895 —0,439 |
76449,358 —125,264 |
—183,763  —0,475 |

107616,698 —41,508 |

—183,622  —0,453
87738,587 —109,915

—182,207  —0,450
88251,466 —109,023 |

193,538 —0,464 |

117575,933 —60,103 |
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A _ | 181945 —0.450 [ —174,025 0,438
fus 105189,695 —69,554 Jua 78216,823 —124,086 |
:>Bfu
[ 1,604 ] —1,608 —1,756
Bful = > Bfuz = s Bfug = s
| 5568,388 | 5581,914 5814,917
[ 1,647 ]
By, = . (8.34)
| 5647,766
= Cfu

Cru, = | —274007,520 —1125,217 |, Cp, = | —272482,143 —1121,559 |,
Clruy = [ —272002,822 —1123,234 ] Cuy = [ —268432,492 —1113,589 } :

O controlador fuzzy H., também pode ser descrito da seguinte maneira:

4 4
Afu(oz)zzz Oé]Aqu, Bfu ZOé Bfuz € Ofu Zosz'fuj

sendo «; descrita em (8.30).

O valor de 7o, que é o limitante superior da norma H., de w(t) para y(¢) obtida
no procedimento de otimizagao é 0,01, o que implica em uma atenuacao do efeito do
sinal de perturbagao na saida do sistema massa-mola-amortecedor. A Figura 39 ilustra
o diagrama de magnitude em funcao da freqiiéncia de w(t) para y(t), descrita em (6.38).

Os modelos locais utilizados na obtencao dos resultados ilustrados na Figura 39 sao,

modelo local 11 : Ay, Bai, Ci1,Co1, Apuyys Bruy € Chu,
modelo local 22 : Ag, By, Ci2, Co2, Afusys Bruy, € Clu,
modelo local 33 : Az, Bog, Ci3, Co3, Apyss, Bruy € Clug
modelo local 44 : Ay, Bos, Ci4, Co1, Ay, Bruy € Chu,

Como especificacao de projeto o rastreador deve operar para baixas freqiiéncias, até
0,1 rad/seg, entao é proposto o seguinte filtro G(s):

10
s2+0,02s + 0,0001

G(s) =

No projeto do sistema de rastreamento, utilizou-se a metodologia proposta no Teorema
6.3. Neste processo minimizou-se a norma H., de r(t) para e(t) considerando-se sinais

de baixa freqiiéncia, até 0,1rad/seg, sendo e(t) o sinal de erro entre a saida de referéncia
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N}
N

Magnitude

)
= o

10 10

N}
N

Magnitude

o

L 0 L L
0 1 2 3 0 1 2

(C> 10 10 10 10 ( d) 10 10

=
1Sy
=
1=

Freqiiéncia [rad/seg.]|

Figura 39: Resposta em freqiiéncia de w(t) para y(t). (a) modelo local 11, (b) modelo
local 22, (¢) modelo local 33, (d) modelo local 44.

e a entrada. Neste exemplo analisaremos o comportamento com relagao a norma H.,
nos modelos locais que descrevem o sistema massa-mola-amortecedor. No modelo local
11 a norma H,, para todo o espectro de freqiiéncia é 1,3724; enquanto para a banda de
freqiiéncia especificada no problema, a maior magnitude de |7, (jw)| é 0,0184, sendo T,
descrito em (6.39). No modelo local 22 a norma H., para todo o espectro de freqiiéncia é
1,383; enquanto para a banda de freqiiéncia especificada no problema, a maior magnitude
de |T,,(jw)| € 0,0225. No modelo local 33 a norma H, para todo o espectro de freqiiéncia é
1,3707; enquanto para a banda de freqiiéncia especificada no problema, a maior magnitude
de |T,(jw)| € 0,0235. Por fim, no modelo local 44 a norma H, para todo o espectro de
freqiiencia é 1,3792; enquanto para a banda de freqiiéncia especificada no problema, a

maior magnitude de |7}, (jw)| é 0,0294.

A Figura 40 ilustra a resposta em freqiiéncia 7}, que representa a realizagao em espago
de estado de e(t) para r(t). Observa-se que a magnitude de 7, para a faixa de freqiiéncia
em projeto é pequena, entao, ocorre o processo de rastreamento nestas condicoes. Os

parametros obtidos do projeto de rastreamento aplicados a sistemas nao-lineares sao:

0,0558 0,0465
M1 = 5 M2 = ’
—217,8978 —227,8557
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0,0862 0,0560
M3 = ) M4 = )

—275,5919 —238,0911
Ny = 3824,1279; N = 3793,7073; N3 = 3826,3962 e Ny = 3811,9838.

Ainda pode-se descrever os parametros de rastreamento da seguinte maneira:
4 4
i=1 i=1

sendo «; descrita em (8.30).

=
o

[N
T

o
2
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Amplitude

i
B o
i
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=
[S)

=
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o
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=
o

[N
T

o
13
T

Amplitude

()
Freqiiéncia [rad/seg]

N 10

-
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Figura 40: Resposta em freqiiéncia T, : |T,(jw)| X w, sendo T,, descrito em (6.39). (a)
modelo local 11, (b) modelo local 22, (c) modelo local 33, (d) modelo local 44.

Na analise da Figura 40 foi considerado a adigao dos seguintes parametros nos modelos

locais:

modelo local 11 : M; e N;
modelo local 22 : My e N,
modelo local 33 : M3 e Nj
modelo local 44 : M, e N,

Na Figura 41 ilustra-se a resposta a uma entrada degrau, com amplitude 0,05 e um
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sinal de perturbagao do tipo distirbio com amplitudes aleatérias nao superior a 1 presente

no sistema nao-linear massa-mola-amortecedor.

0.06

0.05f &

0.04 b

Amplitude
o
8

0.02 b

0.01f b

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Tempo [seg]

Figura 41: Resposta ao degrau de amplitude 0,05.

Ainda no processo de simulacao do projeto do rastreador de sinais de referéncia com
rejeigao de distirbio considerou-se um sinal de referéncia r(t) = 0,1sen(0,1¢) e um sinal
de perturbacao do tipo disturbio com amplitudes aleatérias nao superior a 1. A Figura

42 ilustra o resultado da simulagao.

Para este exemplo, os zeros para os modelos locais sao: (a) modelo local 11: —178,135+
163,1155, (b) modelo local 22: —181,588 + 159,619, (¢) modelo local 33: —189,310 +
155,783j e (d) modelo local 44: —181,858 + 160,648j. Os pdlos de malha fechada
nos modelo locais do sistema nao-linear alocados na regiao sao: (a) modelo local 11:
—56,522 + 152,7455 e —91,558 £ 13,6125; (b) modelo local 22: —55,389 4+ 150,508j;
—87,045 e —101,335 ; (¢) modelo local 33: —57,733 £ 153,1285; —84,371 e —104,236; (d)
modelo local 44: —56,395 + 151,793 e —92,772 + 14,599;.

No desenvolvimento da metodologia para o sistema de rastreamento aplicado a sis-
temas nao-lineares utilizou-se a estrutura usada no projeto de sistema de rastreamento
com modificacao de zeros aplicado a sistemas lineares. Entretanto na metodologia pro-
posta de rastreamento aplicada a sistemas nao-lineares nao determina-se os zeros do sis-
tema, mas € apresentado os zeros e pélos dos modelos locais. Para todo o processo de

rastreamento e rejeicao de distirbio utilizou-se a mesma funcao de pertinéncia, a qual é
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0.1

0.08

0.06

Amplitude

-0.02

-0.04

—-0.06

—-0.08

-0.1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Tempo [seg]
Figura 42: Sinal de saida z(t) e o sinal de entrada r(t) estao quase sobrepostos.

utilizada para a determinagao dos parametros do compensador H,, utilizado no processo
de rejeicao de disturbio e ainda na determinacao dos parametros M («) e N(«) de rastrea-
mento. A determinacao dos modelos locais dependem da faixa de variacao considerado
para os estados do sistema nao-linear, e que neste exemplo é descrita em (8.21). Os resul-
tados do sistema de rastreamento e rejeicao de distirbio aplicado a sistemas nao-lineares
foram satisfatério, como pode ser observados nos resultados de simulagao ilustrados neste

exemplo.

8.8 Exemplo 8

Considera-se um sistema linear invariante no tempo de terceira ordem que representa
a dinamica do angulo de rolamento de um aviao a jato de alto desempenho, vide (DORF;

BISHOP, 2001). Seja o sistema descrito na forma de varidveis de estado e dado por:

iy (t) —14 —28 —48 | | z.(2) 1
io(t) =] 1 0 0 zo(t) |+ 0 [u(?)
ZEl(t)
2t)=[0 0 5] z() (8.36)

l'g(t)
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sendo x(t) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle e z(t) a saida do sistema.

Com objetivo de estabilizar o sistema (8.36) em malha fechada, projeta-se o contro-
lador K para realimentacao dos estados através Teorema 7.2 e adota-se uma regiao para
alocacao dos polos limitada de acordo com a Figura 18, sendo que os parametros de posi-
cionamento dos pélos s@o: uma circunferéncia de raio p; = 8 com centro em (0,0), duas
semi-retas com angulo 6y < 50° e uma regiao limitada a esquerda da reta vertical em
ay = —5. llustra-se na Figura 43 a resposta do sistema para uma entrada do tipo degrau

unitario apos o projeto do controlador K.

0.018 T T T T T T T T T

0.016 - 4

0.014 - a

0.012 - a

©
o
=

1

0.008 - 3

Amplitude

0.006 - 3

0.004 - b

0.002 - b

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
Tempo [seg]

Figura 43: Resposta ao degrau unitario do sistema com o controlador.

Utiliza-se a metodologia apresentada no Teorema 7.3 para a determinagao do vetor de
ganhos L do estimador de estados. Adota-se uma regiao para o posicionamento dos pélos
do estimador limitada por uma circunferéncia de raio p;, = 3 com centro em (—10,0). O

controlador K e o vetor de ganhos L do estimador obtidos sao apresentados a seguir:

—30,155
K =[2700 86,845 246,323 | e L=| 8519
3,089

O mapeamento de pdlos e zeros para o sistema ¢ ilustrado na Figura 44. Neste

processo, o posicionamento dos zeros é decorrente da imposicao dos polos.

Na Figura 45 ¢é ilustrada a resposta do projeto sem alocagao de zeros, considerando-
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10 T T T T U T T T |
8 . -
ol polos-controlador |
X
4+ i
— polos-estimador
o X
g 0 O X & X
—f
_2 . -
,4 = ~
X
,6 . -
_8 . -
_lo 1 1 1 1 m 1 1 1
-18 -16 -14 =12 -10 -8 -6 -4 -2 0
Real(s)

Figura 44: Mapeamento de podlos e zeros do sistema com estimador e controlador.

se uma entrada do tipo degrau unitario. Observa-se na Figura 45 que o sinal de saida
do sistema apresenta uma influéncia relativa aos poélos do estimador, pois o tempo de
estabelecimento é 1,54 segundos, enquanto para o projeto inicial apenas com o controlador

K, pode-se verificar na Figura 43 que o tempo de estabelecimento é 1,16 segundos.

Utiliza-se a metodologia para alocacao de zeros descrita no Teorema 7.7 com objetivo
de atenuar o efeito dos polos do estimador no sistema. Entao, aloca-se os zeros proximos
aos polos do estimador. Para o processo de alocacao de zeros, adota-se a regiao de acordo
com a Figura 18 limitada por uma circunferéncia de raio p, = 3 com centro em (—10,0)
do plano-s. Ainda, inclui-se 2 semi-retas com angulo 6, < 30° ao conjunto de restrigoes

para a alocacao dos zeros e um plano a esquerda da reta vertical em o, = —7,1.

Apos realizar-se a alocagao dos zeros utilizando-se o Teorema 7.7, utiliza-se o Teorema
7.10 para obter o ganho NN e posteriormente obtem-se a matriz M. Observa-se no mapea-
mento de pélos e zeros ilustrado na Figura 46 que os zeros foram posicionados proximos

aos polos do estimador, e consequentemente diminuindo o efeito destes polos no sistema.

Os parametros de alocacao de zeros M e N obtidos sao:
51,759

M =1 -0,633 e N =50,225.
—0,088
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Figura 45: Resposta ao degrau unitario com estimador e controlador.

Os polos de malha fechada do sistema sao: —5,566 +4,6775; —5,567 relativos ao contro-
lador e —11,609; —8,919 + 0,4637 relativos ao estimador. Apds a alocacao, os zeros do
sistema sao: —9,641 £0,7197; —11,611.

Na Figura 47 ¢é ilustrada a resposta do sistema para uma entrada do tipo degrau
unitario apos a alocagao dos zeros. Analisando-se a Figura 47 constata-se que a resposta
do sistema apresenta caracteristicas relacionadas com os polos do controlador. Este fator

mostra a diminuicao do efeito dos polos do estimador ao desempenho do sistema.

Neste exemplo utilizou-se a alocagao de zeros para um projeto em sistemas de controle
com o objetivo de atenuar o efeito de pdlos indesejaveis. Observa-se que apesar dos polos
do estimador nao estarem posicionados cinco vezes distantes dos pélos do controlador,
como ¢ sugerido em projetos de estimadores por algumas literaturas, por exemplo (OGATA,
1997), o sistema apresenta o desempenho relativo somente aos pélos do controlador. Isto
deve-se ao fato de que os zeros alocados préximos aos polos do estimador acabam por
atenuar o efeito dos mesmos no sistema. No préoximo exemplo realiza-se o posicionamento

de zeros aplicados a sistemas de controle com muiltiplas entradas e multiplas saidas.
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Figura 46: Mapeamento de poélos e zeros do sistema com controlador, observador e apos
alocacao dos zeros.
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Figura 47: Resposta ao degrau unitario com controlador, estimador e apds alocacao dos
ZEros.
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8.9 Exemplo 9

Considera-se um sistema linear invariante que representa a dinamica de um satélite,
vide (FRANKLIN; POWELL; EMAMLNAEINI, 1994). Seja o sistema descrito na forma de

variaveis de estado dado por:

i (¢) 0 1 0 0 1 (t) 00
Ea(t) || Bwd 00 2w, | | aa(t) N Loy o
(t) 0o 0 0 1 5(t) 01
(t) (t) 00

(8.37)

sendo z(t) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle, z(t) a saida do sistema e w,

freqiiéncia de oscilacao do sistema. Neste exemplo considera-se w, = 1.

Deseja-se estabilizar o sistema (8.37) em malha fechada, entdo projeta-se o controlador
K através do Teorema 7.2 e adota-se uma regiao para alocacao dos pdlos limitada de
acordo a Figura 18, sendo que os parametros de posicionamento dos poélos sao: uma
circunferéncia de raio py = 20 com centro em (0, 0), duas semi-retas com angulo §; < 85°
e uma regiao limitada a esquerda da reta vertical em oy = —15. A Figura 48 ilustra a
resposta ao degrau do sistema com realimentagao de estados: u(t) = —Kz(t), utilizando-

se do controlador K projetado.

Utiliza-se a metodologia apresentada no Teorema 7.3 para a determinagao da matriz
de ganhos L do estimador de estados. Adota-se uma regiao para o posicionamento dos
polos do estimador limitada por uma circunferéncia de raio p;, = 10 com centro em

(—30,0). O controlador K e a matriz de ganhos L do estimador obtidos sao apresentados

a seguir:
[ 53.835 1,693 |
[ 39210 3230 0,000 1,99 | 725456 19,107
= e =
0,000 —2,000 356,210 32,399 —1,693 53,835
99,197 722,456

O mapeamento de poélos e zeros para este exemplo é ilustrado na Figura 49. Neste

caso os zeros de malha fechada sao decorrentes do processo de imposicao dos polos, e
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Figura 48: Resposta ao degrau unitario do sistema com o controlador.

ocorrem a revelia da vontade do projetista.

Na Figura 50 € ilustrada a resposta do projeto sem alocacao de zeros, considerando-se
uma entrada do tipo degrau unitario. Observa-se na Figura 50 que o sinal de saida do
sistema apresenta uma influéncia relativa aos pélos do estimador, pois o tempo de esta-
belecimento é 0,368 segundos, enquanto para o projeto inicial apenas com o controlador

K, pode-se verificar na Figura 48 que o tempo de estabelecimento é 0,256 segundos.

Utiliza-se a metodologia para alocacao de zeros descrita no Teorema 7.7 com objetivo
de atenuar o efeito dos pélos do estimador no sistema. Entao, aloca-se os zeros préoximos
aos polos do estimador. Para o processo de alocacao de zeros, adota-se a regiao de acordo
com a Figura 18 limitada por uma circunferéncia de raio p, = 4, com centro em (—26,0)
do plano-s. Ainda, inclui-se 2 semi-retas com angulo 6, < 5° ao conjunto de restrigoes

para a alocacao dos zeros e um plano a esquerda da reta vertical em o, = —26,1.

Apés realizar-se a alocagao dos zeros utilizando o Teorema 7.7, utiliza-se o Teorema
7.10 para obter o ganho NN e posteriormente obtem-se a matriz M. Observa-se no mapea-
mento de pdlos e zeros ilustrado na Figura 51 que os zeros foram posicionados proximos

aos poélos do estimador, e consequentemente diminuindo o efeito destes pélos no sistema.
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Figura 49: Mapeamento de polos e zeros do sistema com estimador e controlador.
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Figura 50: Resposta ao degrau unitario do sistema com o estimador e controlador.
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Figura 51: Mapeamento de podlos e zeros do sistema com observador, controlador e apds
alocacao dos zeros.

Os parametros de alocacao de zeros M e N obtidos sao:

0,424 —0,047 |
324,734  —7,445 336,364 —5,064
M = e N = .
0.046,088 —0,424 5,020 336,416
7.380 324,788

Os pélos de malha fechada sao: —16,199 4+ 9,6845; —16,198 4+ 9,6855 relativos ao
controlador e —26,818 + 1,297y; —27,017 4+ 0,991 relativos ao estimador de estados.
Apoés a alocacao, os zeros do sistema sao: —27,403 + 1,34675; —27,983 + 1,281;.

Na Figura 52 ¢é ilustrada a resposta do sistema para uma entrada do tipo degrau
unitario apos a alocagao dos zeros. Analisando-se a Figura 52 constata-se que a resposta
do sistema apresenta caracteristicas relacionadas com os polos do controlador. Este fator

mostra a diminui¢ao do efeito dos poélos do estimador ao desempenho do sistema.

No préximo exemplo utiliza-se a alocacao de zeros para alterar a constante de erro de

velocidade, K,, de um dado sistema de controle.
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Figura 52: Resposta ao degrau unitario do sistema com observador, controlador e apds
alocacao dos zeros.
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8.10 Exemplo 10

Em (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994) é abordada uma metodologia analitica
para o aumento da constante de erro de velocidade para projetos em sistemas de controle
utilizando-se a alocacao de zeros. Neste trabalho é proposto um projeto para o aumento
de K, porém descrito na forma de LMIs. Considera-se o sistema de segunda ordem linear

e invariante no tempo descrito na forma de variaveis de estado dado por:

A0 = [o 1}[@@)]

) (t)

+

u(t)

0

sendo x(t) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle e z(t) a saida do sistema.

Para o projeto do controlador K utiliza-se a metodologia indicada no Teorema 7.2
e adota-se uma regiao para alocagao dos poélos limitada de acordo com a Figura 18, os
parametros de posicionamento dos pdlos sao: uma circunferéncia de raio py = 5 com
centro em (0,0), duas semi-retas com angulo 6y < 50° e uma regiao limitada a esquerda

da reta vertical em oy = —0,5.

Utiliza-se a metodologia apresentada no Teorema 7.3 para a determinagao do vetor de
ganhos L do estimador de estados. Adota-se uma regiao para o posicionamento dos pélos
do estimador limitada por uma circunferéncia de raio p; = 5, com centro em (—15,0). O

controlador K e o vetor de ganhos L do estimador obtidos sao apresentados a seguir:

K=[278 2672] e L=

152,643
25,653 |

Utilizando a férmula de Truxal, vide (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994),
observa-se que a constante de erro de velocidade K, para este exemplo ¢ igual a 0,690; e
deseja-se para este projeto uma aumento no valor da constante de erro de velocidade do

sistema.

Os pdlos de malha fechada sao: —0,940; —2,841 relativos ao controlador, e —13,326 +
0,8327 relativos ao estimador. Neste caso, os zeros decorrentes da imposicao dos polos do
sistema sao: —14,717 + 5,9807.

Objetiva-se projetar K, > 40 , e entao, utiliza-se a alocacao dos zeros. A férmula de
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Truxal é dada por (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994):

entao,

1 1 1 1 1 1 1
—:(——i——)— —_—t— 4+ — 4+ —
K, 21 22 Pk1 Prk2  DPel De2

sendo, pr1 € pr2 08 poélos relacionados ao controlador; e os pdlos p;; e pp2 relacionados com
o estimador. Ainda, z; e 23 sdo os zeros posteriormente alocados de r(t) para u(t) (Figura
17).

Desta forma,

1 B (1 N 1) 1 n 1 n 1 n 1

y N 21 %o —2,841  —0,940 —13,326 + 0,832 —13,326 — 0,8325

1 1 1
— = |— 4+ — 1,565 8.38
K, (21 + 22> 5 ( )

considerando-se z; = 2o = z em (8.38), tem-se:

L2 + 1,565
K, z
2
K, = — >40
2+ 1,565z
2
—— —40 > 0 8.39
2+ 1,5652 (8.39)

Analisando-se a inequacao (8.39), observa-se que o intervalo: —1,320 < z < —1,277
satisfaz (8.39). Entao, para a constante de erro de velocidade K, > 40 utiliza-se o Teorema
7.4 para alocar os zeros em uma regiao, de tal maneira que —1,320 < z < —1,277. Entao,
adota-se uma regiao de acordo com a Figura 18 limitada apenas por uma circunferéncia

de raio p, = 0,02 com centro em (—1,298,0).

Através da alocagao dos zeros, tem-se a constante de erro de velocidade K, > 40. Os

parametros M e N de alocagao de zeros sao descritos a seguir:

{ 2471,281
M =

e N = 282 648.
265,731

Os zeros de U(s)/R(s) alocados sao: —1,291 e —1,305, observa-se que os zeros alo-
cados estao dentro da faixa especificada em projeto para que a constante de erro de
velocidade K, > 40.

A resposta a uma entrada do tipo rampa € ilustrada na Figura 53. Observa-se que o
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erro de regime para uma entrada do tipo rampa diminuiu apds a elevacao da constante

de erro de velocidade, K, utilizando a alocacao de zeros proposta no Teorema 7.4.

iplitude

Am

L L L L L L L
0 0.2 0.4 1 12 ]14 1.6 18 2

“Tempo [seg

_(a)

nplitude

Am

o o
NS

//

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 18 2
Tempo [seg]

(b)

Figura 53: Resposta a entrada do tipo rampa r(t) = t: (a) com alocagao dos zeros, (b)
sem alocacao dos zeros.

)
[S)

Neste exemplo utilizou-se a alocacao dos zeros para aumentar a constante de erro de
velocidade de um dado sistema, e verificou-se que, alocando-se os zeros de maneira ade-
quada pode-se especificar K, de acordo com a necessidade do projetista. A metodologia
de alocagao de zeros em uma regiao especifica do plano-s abordada nos Exemplos 8 e
9 podem ser verificada também em (ASSUNCAO; ANDREA; TEIXEIRA, 2007), que é um
estudo desenvolvido pelos autores deste trabalho. Ainda, esta metodologia descrita na

forma de LMIs possibilitara a abordagem de sistemas incertos.

8.11 Exemplo 11

Considera-se um sistema de segunda ordem, linear, continuo e invariante no tempo,

descrito na forma de variaveis de estado da seguinte maneira:

[x'l(t)] _ [ 0o 1 ”xl(t) .
g (t) —36 —12 | | aa(t)

. u(t)
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At) = [1 0] [xl(t)] (8.40)

(t)
sendo x(t) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle e z(t) a saida do sistema.

Deseja-se estabilizar o sistema descrito em (8.40) em malha fechada realimentando-se
a safda através de um compensador dinamico, K.(s), conforme ilustrado na Figura 19.
Neste processo desconsidera-se a presenca dos parametros M e N de alocacao de zeros.
Utiliza-se o Teorema 7.12 para o projeto de um compensador utilizado na realimentacao
dindmica da saida z(t). Adota-se como regiao para alocagao dos pélos de malha fechada
uma circunferéncia de raio v = 5, com centro em (—10,0). Entdo, obtem-se o seguinte
compensador dinamico:

62,2135 + 407,969
2 + 23,2635 + 144,532

Kou(s) = (8.41)

A Figura 54 ilustra a resposta a entrada degrau para o sistema em malha fechada.

0.025—

Amplitude

o

=)

2
T

0.005—

12 14 16

*Tempo [seg]’
Figura 54: Resposta a entrada de um degrau unitario.

Ainda, ilustra-se na Figura 55 o mapeamento dos pélos e zeros do sistema realimen-

tado.

Analisando-se a Figura 54 observa-se que o sistema apresenta um erro de regime
considerando-se uma entrada do tipo degrau unitaria. Ainda, interessa-se em uma res-
posta com um tempo de estabelecimento inferior a 1 segundo para uma entrada do tipo
degrau. Neste caso, pode-se utilizar a metodologia de alocacao de zeros proposta no

Teorema 7.13 para solucionar especificacoes de projeto.
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Figura 55: Mapeamento de pélos e zeros do sistema realimentado.

Na Figura 55 que ilustra o mapeamento de polos e zeros para o sistema realimentado.
Neste caso, a posicao dos zeros é decorrente do processo de alocacao de pélos de malha
fechada do sistema. Entao, o procedimento para alocacao dos zeros baseia-se em posi-
cionar os zeros proximos a poélos indesejaveis, de modo a atenuar seu efeito na resposta
do sistema. Portanto, aloca-se os zeros em uma regiao no plano-s, conforme a Figura 20,

limitada por uma circunferéncia de raio p, = 0,5; com centro em (—7,7;0) e uma reta

vertical em oy = —7,4. Os parametros de alocacao de zeros sao:
1382,307 3
= x 10° e N = 93,356. (8.42)
—616,629

A Figura 56 ilustra o mapeamento de pdlos apds a realizacao da alocagao dos zeros.
De acordo com a Figura 56, alocou-se os zeros na proximidade dos polos proximo ao eixo
imagindrio, e desta forma atenuando seus efeitos no sistema. Entao, o pélo mais influente
presente no sistema tornou-se o polo em —12,016. A Figura 57 ilustra a resposta do

sistema a entrada degrau unitario apds alocacao dos zeros.

Comparando-se a resposta do sistema a entrada do tipo degrau unitaria antes e apds
a alocacao de zeros, ilustradas nas Figuras 54 e 57 respectivamente, observa-se que o
tempo de estabelecimento alterou de 1,22 segundos para 0,804 segundos. O tempo de

estabelecimento inferior a 1 segundo era um dos objetivos do projeto, que foi atingido com
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Figura 56: Mapeamento de pélos e zeros do sistema realimentado apds a alocacao de
ZEros.
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Figura 57: Resposta a entrada de um degrau unitario.
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uma alocacao de zeros adequada. Pois, apds a alocacao de zeros, atenuou-se o efeito dos
polos préximo ao eixo imaginario e consequentemente o pélo em —12,016 tornou-se mais
influente na resposta do sistema, visto que nao existe mais zeros proximo a este pélo, o
que pode ser observado comparando-se as Figuras 55 e 56. Ainda, outro objetivo atingido

com a alocagao de zeros é o erro de regime nulo para a entrada degrau.

Os pdlos do sistema realimentado sao: —7,637 + 0,4925; —7,973 e —12,016. E os
zeros alocados de U(s)/R(s) sao: —7,751 £0,1285. Ainda, como dado complementar, os
zeros antes da alocacao sao: —11,632 4 3,038;.

8.12 Exemplo 12

Suponha que o sistema do Exemplo 10 seja incerto, com incerteza do tipo politépica,

descrito da seguinte maneira:
(1) _ 0 o x1(t)

() = [1 o][xl(t)]

) (t

u(t) (8.43)

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a saida de referéncia e u(t) o sinal de controle.

O parametro o descrito na representacao em varidveis de estado em (8.43) é uma

incerteza do tipo politopica e pode ser descrito da seguinte maneira:

0.b<o<1b

Entao, os vértices do politopo de incerteza sao:

0 0,5
A1 = ] € AQ =

—-36 —12 —36 —12

0 15 ] (8.44)

Deseja-se estabilizar o sistema incerto descrito em (8.43) em malha fechada realimen-
tando-se a saida através de um compensador dindmico, K,(s), conforme ilustrado na
Figura 21. Neste processo desconsidera-se a presenca dos parametros M e N de alocagao
de zeros. Utiliza-se o Teorema 7.17 para o projeto do compensador dinamico utilizado

na realimentacgao da saida de referéncia z(t). O compensador dinamico pode ser descrito
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CO1mo

24683229,87s + 292009807

K, (s) = — .
(%) = =77 7071445 1 314903.42

(8.45)

A Figura 58 ilustra o mapeamento dos possiveis locais para a localizacao dos pdlos
do sistema realimentado, isto devido a incerteza presente na planta. Os zeros ilustrados
na Figura 58 sao decorrentes do projeto do compensador e nao variam em funcao das

incertezas da planta, vide Lema 7.19 para maiores detalhes.

200

O
150 | .
X
3
100 | § i
—~ 50 % § T
= % g
20 X X
= 0 PREKEEEECREBBBRLIOC K DOORREIOREHBORERE ORI - XX DOCRIBR KRR - - X
£
=
X X
-100 |- § .
%
-150 | .
O
-200 1 1 1 1 1 1
~700 -600 -500 -400 -300 -200 -100 0

Real(s)

Figura 58: Regiao do plano-s onde pode-se encontrar os polos de malha fechada do
sistema realimentado.

O objetivo do projeto é diminuir o tempo de estabelecimento para este sistema de
controle utilizando a alocacao de zeros. O objetivo deste projeto é utilizar a metodolo-
gia de alocagao de zeros descrita no Lema 7.19 para posicionar os zeros de U(s)/R(s)
ilustrados na Figura 21 préximo ao pélo localizado no plano-s que possam estar localiza-
dos préximos ao eixo imaginario do plano-s, de tal maneira a diminuir sua influéncia no

desempenho do sistema.

Entao aloca-se os zeros em uma regiao no plano-s, conforme a Figura 20, limitada
por uma circunferéncia de raio p, = 10, com centro em (—20,0) e uma reta vertical em

a, = —15. No processo de determinacao dos parametros de alocagao de zeros (M e N)
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com objetivo de atingir erro de regime nulo utilizou-se o valor nominal do parametro

incerto da planta, isto é,

parametro incerto

0.5 < Cponimal < 1.5 (8.46)

sendo Gpomina © valor médio do intervalo de incerteza, 10go, dhomina = 1.

Utilizou-se no processo de determinagao dos parametros M e N o sistema Spominai($) =

C(sl — Anominal) B ~1 sendo as matrizes que determinam a dinamica da planta para este

exemplo descritas da seguinte maneira:

0 1

e 1o eC=10]. (8.47)

, B =

Anominal = |:

Entao, os parametros de alocagao de zeros obtidos utilizando-se o Teorema 7.20 sao:

{ —2183,97

e N =882113,99.
—882912,01

A Figura 59 ilustra a regiao com as possiveis localizagoes dos polos de malha fechada

do sistema incerto realimentado e os zeros que foram alocados.
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X
,150 L L 1 1 1 1
-700 -600 -500 -400 -300 -200 -100 0

Real(s)

Figura 59: Mapeamento de pdlos e zeros do sistema incerto realimentado com alocacao
de zeros.
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Realizando-se uma analise no comportamento do sistema para os vértices do politopo
de incerteza, aplica-se uma entrada degrau ao sistema antes e depois da alocacao de zeros.
A resposta ao degrau do sistema antes da alocagao de zeros pode ser visualizada na Figura

60.
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Figura 60: Resposta ao degrau unitério sem alocacao de zeros. (a) Vértice A;. (b)
Vértice As.

O tempo de estabelecimento para uma entrada do tipo degrau unitario é 0,45 segundos

para os dois vértices do politopo de incerteza. Isto pode ser verificado através da Figura

60.

O mapeamento de polos e zeros antes do processo de alocacao de zeros é ilustrado na

Figura 61.

Entao, apds a realizacao do processo de alocacao de zeros aplicado ao sistema incerto,
o mapeamento de polos e zeros para o sistema realimentado considerando-se os vértices

Ay e As pode ser verificado na Figura 62.

Verifica-se na Figura 62 que os zeros foram alocados préoximos ao pélos perto do eixo
imaginario do plano-s, atenuando seu efeito no desempenho do sistema. Na Figura 63
ilustra-se a resposta do sistema a uma entrada do tipo degrau unitario, considerando-se

os vértices A; e Ay do politopo de incertezas.

O tempo de estabelecimento para uma entrada do tipo degrau unitario considerando-se

o vértice A; do politopo de incerteza é 0,08 e considerando-se o vértice Ay é 0,035. Uti-
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Figura 61: Mapeamento de pdlos e zeros do sistema incerto sem alocacao de zeros. (a)

Vértice A;. (b) VérticeAs.
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Figura 62: Mapeamento de pdlos e zeros do sistema incerto com alocacao de zeros. (a)

Vértice A;. (b) VérticeAs.
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Figura 63: Resposta ao degrau unitério com alocagao de zeros. (a) Vértice A;. (b)
Vértice As.

lizando a alocagao de zeros pode-se alterar o desempenho do sistema incerto. O objetivo
do projeto foi atingido, pois desejava-se diminuir o tempo de estabelecimento utilizando a
metodologia de alocacao de zeros, visto que o tempo de estabelecimento sem a alocagao de
zeros era 0,45 segundos considerando-se os dois vértices do politopo de incerteza. Ainda,
utilizando-se o método de alocacao de zeros corrigiu-se o erro de regime, o que pode ser

verificado comparando-se as Figuras 60 e 63.

Os polos de malha fechada sao: —12,38; —45,75 e —512,64 £ 69,215 (vértice A;) e
—12,30; —188,06 + 133,625 ¢ —695 (vértice As). E os zeros alocados sdo —18,45 4+ 1,845.

Ainda como dados complementares, os zeros antes da alocacao sao: —535,72 4+ 167,05;.

8.13 Exemplo 13

Considere o sistema de segunda ordem, linear e invariante no tempo descrito na forma

de variaveis de estado da seguinte maneira:

At) = [1 0] [xl(t)] (8.48)

i) (t)

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a saida de referéncia e u(t) o sinal de controle.
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O objetivo de projeto para este exemplo é estabilizar o sistema (8.48) em malha
fechada através da realimentacao dinamica da saida. Ainda, utilizando-se a metodologia
de alocagao de zeros, corrigir o erro de regime para uma entrada do tipo degrau unitério.
Por fim, realizar uma analise de comparacao entre a metodologia de zeros com limitagao
para os valores dos parametros de alocagao de zeros, as matrizes M e N, e sem a utilizacao

de limitagao destes valores.

Adota-se como regiao para alocacao dos polos de malha fechada uma circunferéncia
de raio ¥ = 5, com centro em (—10,0). Entao utilizando-se o Teorema 7.12 obtem-se o
seguinte compensador dinamico:

489,41s — 1477,61
s2 + 15,425 + 134,26

K.(s) =

A Figura 64 ilustra a resposta do sistema realimentado sem a alocagao de zeros, onde

pode-se verificar a existéncia do erro de regime.

0.02 T T T

0.018 b

0.016 4

0.014 b

0.012 b

0.01 b

Amplitude

0.006 b

0.004 b

0.002 4

0 1 1 1
0 0.5 1 15 2

Tempo [seg]
Figura 64: Resposta ao degrau unitario sem alocacao de zeros.

O mapeamento de pélos e zeros sem a alocacao de zeros é ilustrada na Figura 65.

Neste contexto a posicao dos zeros é decorrente do projeto do compensador dinamico.

Com a realizagao do projeto de realimentacao dinamica da saida através do compen-
sador K(s), os pdlos de malha fechada sdo: —7,65 £ 0,667; —8,54 e —13,56.
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Figura 65: Mapeamento de pdlos e zeros do sistema sem alocacao de zeros.

No processo de alocagao de zeros, utiliza-se a regiao limitada por uma circunferéncia

de raio py = 15, com centro em (—0,0) e uma reta vertical passando em a = 0, 1.

Em um primeiro momento utiliza-se a metodologia de alocacao de zeros proposta
no Teorema 7.13 na qual nao existe um limitante superior para a determinacao dos
parametros M e N de alocacao de zeros. Os valores obtidos para as matrizes M e N

sao,

[ —2014485,65
M =

e N =135,769. (8.49)
—43888,30

A Figura 66 ilustra o mapeamento de pdlos e zeros para o projeto do sistema com
alocacao de zeros sem a utilizacao da metodologia de um limitante superior para deter-

minagao das matrizes M e N responsaveis pelo posicionamento dos zeros.

Posteriormente, utiliza-se a metodologia de alocagao de zeros proposta no Teorema
7.14 na qual existe um limitante superior para a determinacao dos parametros M e N de

alocacao de zeros. Os valores obtidos para as matrizes M e N sao,

—11469,86
—315,88

] e N =51,33. (8.50)
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Figura 66: Mapeamento de poélos e zeros do sistema com alocagao de zeros, utilizando-se
o Teorema 7.13 (sem limitacao).

A Figura 67 ilustra o mapeamento de pdlos e zeros para o projeto do sistema com
alocacao de zeros utilizando-se a metodologia com um limitante superior para a deter-

minacao das matrizes M e N responsaveis pelo posicionamento dos zeros.

Comparando-se os valores dos parametros de alocacao de zeros obtidos e descritos em
(8.49) e (8.50), verifica-se que a utilizacdo de um limitante superior para a determinagao

de M e N proporciona a obtencao de valores bem menores.

A Figura 68 ilustra a resposta a entrada do tipo degrau unitaria para a situacao
utilizando-se um limitante superior na determinacao de M e N e para a situacao onde

nao utiliza-se esta metodologia.

Observa-se na Figura 68 que o erro de regime foi corrigido através da utilizagao da
metodologia de alocacao de zeros com e sem limitagao na determinacao dos parametros
M e N. Entretanto, o projeto na qual utiliza-se a metodologia de alocacao de zeros
considerando-se um limitante superior para as matrizes M e N, os valores obtidos sao
menores, o que pode facilitar no processo de implementagao do sistema de controle. Entao,
na medida em que o projetista utiliza este método de alocacao de zeros proposto neste
trabalho, e obtém valores elevados para os parametros M e N, é aconselhavel utilizar a
metodologia de posicionamento de zeros que contém a especificacao para um limitante

superior na determinacao das matrizes M e N, vide Teoremas 7.9 e 7.14.
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9 (Conclusao

Neste trabalho é proposta uma metodologia para variacao dos zeros aplicados a sis-
temas de rastreamento de sinais de referéncia, e simultaneamente a atenuacao de distirbio
presente na planta. Considerando-se a Figura 7, pode-se atenuar o efeito do sinal de
distirbio presente na planta através da minimiza¢ao da norma Hy ou H., de w(t) para
y(t). Neste processo utiliza-se controladores consagrados na literatura de sistema de
controle (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999), (CHILALI; GAHINET, 1996). Para o
rastreamento de sinais utiliza-se a metodologia proposta com modificacao 6étima dos zeros
a fim de minimizar a norma H., entre o sinal de referéncia e o sinal de erro de rastrea-
mento, sendo o erro de rastreamento a diferenga entre o sinal de referéncia r(t) e o sinal
de saida do sistema z(t). No projeto do rastreador com rejeicao a distirbio os pélos sao
responsaveis pela atenuagao do efeito do sinal exégeno na saida do sistema e os zeros sao

responsaveis pelo processo de rastreamento de sinais de referéncia.

A inclusao de peso na freqiiéncia utilizado no projeto do rastreador possibilita ao pro-
jetista criar sistemas de rastreamento para sinais de referéncia em uma faixa de freqiiéncia
desejada. Deste modo, o sistema de rastreamento opera para faixas de freqiiéncia, como
por exemplo rastreamento para sinais de baixa freqiiéncia. Esse fator é uma das prin-
cipais vantagens em relacao a outros métodos de rastreamento que operam para uma
classe especifica de sinais (por exemplo, entrada do tipo degrau), tais como os sistemas

de rastreamento via modelo interno, vide por exemplo (CHEN, 1998).

O ajuste do filtro de ponderacao utilizado no projeto do sistema de rastreamento
apresenta uma grande importancia no desempenho do rastreador de sinais. Entretanto o
filtro é projetado através de tentativas, o que dificulta realizacao do projeto do sistema
de rastreamento. No processo de ajuste do filtro objetiva-se um bom funcionamento para
o rastreador. Quando isso nao ocorre, necessita-se realizar um novo projeto para o filtro,

e assim sucessivamente, até que o desempenho do rastreador torne-se satisfatorio.

A metodologia de rastreamento com modificacao de zeros e rejeicao a disturbio apli-

cado a sistemas incertos, sendo considerada incerteza do tipo politépica, foi proposta neste
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trabalho. Os resultados obtidos nos Exemplos 5 e 6 ilustram a viabilidade da metodologia
proposta. O método é formulado em termos de LMIs, o que facilita a inclusao de incertezas
paramétricas, presentes na planta, ao projeto do sistema de rastreamento. Entretanto, o
desempenho do sistema do rastreamento diminui para sistemas com parametros incertos
com faixa ampla de variacdo. Ainda, para sistemas com elevado nimero de parametros

incertos na planta, a obtencao da solugao para o problema de rastreamento torna-se dificil.

Considerando-se sistemas nao-lineares, foi proposto um método para o rastreamento
e rejeicao de disturbio. Neste processo utilizou-se os modelos Takagi-Sugeno para des-
crever as nao-linearidades da planta. No exemplo 7 pode-se observar os resultados desta

metodologia, os quais foram satisfatérios.

Ainda neste trabalho, propos-se uma metodologia sistematica de alocagao de zeros via
LMIs para sistemas de controle aplicados a plantas deterministicas e a plantas incertas,
com incertezas do tipo politopica. A regiao proposta para alocagao dos zeros é mostrada
na Figura 18, e é limitada por uma circunferéncia de raio p com centro em (—g,0),
por uma reta vertical em —a e por duas semi-retas de angulo 6 e —f. Nesta metodologia
utilizou-se o posicionamento dos zeros para diminuir ou até mesmo anular o efeito de pdlos
que nao sejam de interesse do projetista. Ainda, corrigiu-se o erro de regime para uma
entrada do tipo degrau unitario através de uma escolha adequada do vetor N em funcao
do vetor M. Outro topico abordado foi a alteracao da constante de erro de velocidade
K, de um dado sistema através do posicionamento dos zeros. No Exemplo 9 aumentou-se
esta constante para um valor especificado em projeto. Enfim, o posicionamento dos zeros
¢ uma ferramenta adicional que tem o objetivo de ampliar as opgoes para projetos em

sistema de controle.

O processo de alocacao de zeros via LMI em alguns casos necessita-se de altos valores
de ganho para a matrizes de M e N. Para esta situacao, foi proposta uma metodologia de
posicionamento de zeros com a minimizagao dos valores dos parametros M e N, conforme

descrito nos Teoremas 7.9 e 7.14.

O projeto de rastreamento de sinais e rejeicao a ruido presente na planta e o projeto
do sistema de controle com alocagao de zeros sao descritos na forma de LMIs, que quando
factiveis, podem ser facilmente solucionados através de algoritmos de convergéncia poli-
nomial disponiveis na literatura ((GAHINET et al., 1995), (OLIVEIRA; FARIAS; GEROMEL,
1997)). Como os projetos sao descritos na forma de LMIs, inclui-se aos mesmos incertezas

paramétricas, tornando-os robustos.
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10 Perspectiva para Trabalhos
Futuros

Neste trabalho foram propostas metodologias de rastreamento de sinais de referéncia
através da modificacao dos zeros e rejeicao de distirbio presente na planta. Foram con-
sideradas incertezas politépicas no sistema, bem como sistemas nao-lineares no projeto
do rastreador 6timo com rejei¢ao a distirbio. O desenvolvimento deste trabalho propor-
ciona o surgimento de algumas areas de pesquisas, o que sao as perspectivas futuras deste

estudo, e que serao listadas a seguir:
e Realizar o projeto do rastreador de sinais para sistemas discretos, considerando
sistemas incertos e sistemas nao-lineares;

e Realizar o projeto do sistema de rastreamento e rejeicao de disturbio presente na

planta utilizando um tunico conjunto de LMIs;
e Formular o estudo do sistema de rastreamento para sistemas com atraso;

e Realizar um estudo no projeto do filtro, com objetivo de melhorar o desempenho

do rastreador;

e Realizar um estudo abordando projetos de sistemas de rastreamento com modi-

ficacao de zeros e rejeicao de disturbio para sistemas MIMOs desacoplados.
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11 Apéndices

11.1 Apéndice 1

11.1.1 Complemento de Schur em LMIs

Considere-se o sistema matricial dado da seguinte forma (OLIVEIRA, 1999):

Wi Wy Z2—W;s
=W, WL W

sendo Wy = W{, W, =W, e Wsg = W{.

Desta maneira, desde que W, > 0, pode-se aplicar o complemento de Schur de maneira

reversa na inequagao (11.1), e entao obtem-se:

Wy —WoW, ' W 2= Wa — WoW, W

>0 (11.2)
= - W - WIW, Wy W — WEW, W

Entao, realiza-se uma escolha adequada da matriz Z. Seja Z descrito da seguinte

maneira;:

== Ws + WoW, Wy (11.3)

Substituindo-se (11.3) em (11.2), tem-se:

Wy — WaW; ' W 0

>0 (11.4)
0 We — W2W W

Assim, aplicando-se o complemento de Schur de maneira reversa nos blocos da in-
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equagao (11.4) obtem-se:

S
PP >0 (11.5)
L W2 Wi |
S
s (11.6)
L W5 W |

A LMI (11.1) pode ser descrita pela LMIs (11.5) e (11.6). Entretanto, pode-se aplicar
este método apenas em sistemas onde a varidvel livre (Z) localiza-se em uma das ex-
tremidades de um dado conjunto de inequacoes. Todavia, pode-se encontrar problemas
descritos em termos de LMIs, onde a variavel livre (Z) ndo encontra-se nos termos da ex-
tremidade, e neste caso deve ser utilizado processos de permutacoes das linhas e colunas
da matriz (11.1) de tal forma que permita reformular o conjunto de LMIs para que se
possa eliminar a variavel =. Portanto pode-se aplicar este método a qualquer conjunto de
LMIs que possuam a variavel livre nas extremidades ou em qualquer posicao dentro de

uma determinada matriz, exceto na diagonal principal.
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11.2 Apéndice 2

11.2.1 Minimizacao de Autovalor Generalizado via LMI

Considere o sistema descrito na forma de LMIs da seguinte maneira:

min A
s.a C(z) < D(z)
0 < B(x)

A(x) < AB(x)

sendo C(z) < D(z) e A(xz) < AB(z) representa o sistema de autovalor generalizado em
termos de LMIs.

Pode-se solucionar um problema de minimizacao de autovalor generalizado através
do software MATLAB, mas especificamente utilizando-se a funcao gevp. Para maiores

detalhes sobre a funcdo gevp vide (BALAS et al., 2005).
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11.3 Apéndice 3

11.3.1 O Estimador de Kalman

O estimador de Kalman é uma técnica recursiva de atualizagao usada para determinar
parametros corretos de um modelo de um dado processo. Dados alguns valores iniciais,
pode-se predizer e ajustar os parametros do modelo através de cada nova medig¢ao, obtendo
a estimativa do erro em cada atualizacao. A sua habilidade para incorporar os efeitos de
erros e sua estrutura computacional fizeram com que o estimador de Kalman tivesse um
amplo campo de aplicagoes, especialmente no que se refere a andlise de trajetérias em

visao computacional.
Para este trabalho utilizou-se o software MATLAB para obter o estimador de Kalman.

A fungao [K.s, L, P] = kalman(sys,@n, Rn, Nn) projeta o estimador de Kalman
K. para planta continua ou discreta, sendo o sistema descrito em forma de variaveis de

estado. Para o modelo continuo no tempo, tem-se:

#(t) = Ax(t) + Bu(t) + Gw(t)
y(t) = Cux(t) + Du(t) + Hw(t) + v(t)

sendo conhecidos a entrada wu(t), o processo ruidoso w(t), o ruido de medida v(t) e as

covariancias,

Ef{ww'} =Qn, E{vw'}=Rn e E{wv'} = Nn.

O estimador K. tem como entrada [u(t); y(t)] e gera a estimagao 6tima y,(t), z.(t)
de y(t) e x(t) respectivamente. Esta estimacao pode ser descrita na forma de espago de

estado da seguinte maneira:

Te(t) = Axc(t) + Bu(t) + Ly(t) — Cz.(t) — Du(t)]
b(t) = Cr,(t)+ Du(t

Ainda, existe a funcao dkalman que é aplicada em sistemas discretos no tempo. No
padrao do MATLAB a fungao sys é o modelo na forma de espaco de estado ss(A4, [B G, C,
[D H]) e Nn = 0 quando omitido. O numero de linhas de Qn especifica o nimero de

entradas ruidosas w(?).

A funcao kalman do MATLAB também retorna o ganho L do estimador e o erro de

covariancia do sistema em espaco de estado. No caso continuo no tempo com H = 0, P
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resolve a equacao de Riccati,

AP+ PA — (PC'+GN) 'R(CP+ N'G') + GQG' =0

Na utilizacao da fungao,
[Kest, L, P] = kalman(sys, Qn, Rn, Nn, Sensors, Known) (11.7)

permite-se situagoes mais gerais quando:

eNem todas as saidas do sistema sao medidas,

eAlém da entrada ruidosa w(t) do sistema, pode ter os vetores Sensors e Known
como sinais que podem ser medidos e acrescentados ao projeto do estimador de

Kalman, sendo a entrada u(t) do sistema conhecida.
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11.4 Apéndice 4

11.4.1 Produto de Kronocker

O produto de Kronecker de duas matrizes A e B, denotado por A® B, é um bloco de

matrizes C', descrito na forma genérica da seguinte forma,

Cij = aijB
sendo,
| a1l @12 - Ain ]
A— Q21 Q22 ~-° d2p
L Ap1 Qp2 = App ]
entao,
AR B = [aijB]
ou ainda,
[ CLHB CngB e (l14B ]
A 2 B CLQlB CLQ?B e GQ%B

amB a,B ... a.B
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