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me dado apoio nos momentos mais dif́ıceis

e mostrado a simplicidade de ter esperança.



Agradecimentos

Dedico meus sinceros agradecimentos para:

– o professor doutor Edvaldo Assunção, pela orientação, incentivo e amizade;
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Resumo

Neste trabalho são propostas metodologias para a utilização dos zeros em sistemas

de controle. Neste contexto, propõe-se o uso dos zeros no projeto de sistemas de ras-

treamento de sinais de referência e apresenta-se um processo sistemático para alocação

de zeros aplicado a sistemas de controle. Objetivando-se solucionar o problema de ras-

treamento de sinais de referência propõe-se uma metodologia de variação dos zeros, sendo

considerado a existência de um sinal de entrada exógena de perturbação ou distúrbio na

planta. Neste contexto, em um primeiro momento, projeta-se um controlador a fim de

diminuir o efeito desta perturbação no desempenho do sistema. O processo de atenuação

do efeito do sinal exógeno na sáıda do sistema é abordado de duas maneiras: com a reali-

mentação dos estados reconstrúıdos da planta através do estimador, neste caso utiliza-se

um controlador H2 e utilizando-se a realimentação dinâmica da sáıda do sistema através

de um controlador K(s) com ı́ndice de desempenho H2 ou H∞. A seguir, através da

modificação dos zeros, minimiza a norma H∞ entre o sinal de referência e o erro entre

o sinal de sáıda e a referência, constituindo portanto um rastreador de sinal. Os proje-

tos são equacionados utilizando-se inequações matriciais lineares, que permitem descrever

problemas de otimização convexa. É apresentada a obtenção do ótimo global da solução

do problema através da modificação de zeros. A metodologia de zeros proposta para

solucionar o problema de rastreamento de sinais de referência é estendida para sistemas

incertos, com incerteza do tipo politópica, e também para sistemas não-lineares.

Adicionalmente, propõe-se uma metodologia sistemática para a alocação de zeros.

Neste caso, considera-se um sistema de controle com posicionamento de pólos, com reali-

mentação dos estados reconstrúıdos da planta através do estimador, ou com realimentação

dinâmica da sáıda. Utiliza-se a alocação de zeros de forma sistemática via inequações ma-

triciais lineares para posicionar os zeros dentro de uma região de maneira a diminuir o

efeito de posśıveis pólos indesejáveis ao sistema. Ainda, esta metodologia permite utilizar

o posicionamento dos zeros para o projeto da constante de erro de velocidade Kv em

sistemas de controle. Posteriormente, estende-se a metodologia de alocação de zeros para

sistemas incertos, com incerteza do tipo politópica.



Abstract

Methodologies that use zeros in control systems were proposed. In this context, were

proposed the use of zero for tracking system and a systematic process for zeros location

used in control system. A methodology were proposed to vary the zeros, that is useful

to solve the tracking problem, when the existence of input perturbation or disturbance

signal is considered in the plant. Initially, a controller is designed in order to attenuate

the effect of disturbance signal. The attenuation of the effect of the signal disturbance is

made in two ways. In the first moment, is used the feedback of states of the plant thought

of the estimator, and in this case is designed a H2 controller. In the other hand, is used

the dynamic output feedback, and so it is designed a H2 or H∞ controller for obtain this

attenuation. Following, it is minimized the H∞-norm between the reference signal and

error signal, where the error signal is the difference between the output signal and the

reference signal, it becoming a system tracking. The designs was formulated in terms of

linear matrix inequalities, that allow describe the problems of convex optimization. A

methodology for to obtain the global optimum solution using zeros variation is presented.

The methodology of zeros used to solve the tracking problem is extended for uncertain

systems, where the uncertain parameters are polytopic. The methodology is also extended

to nonlinear systems.

In addition, a systematic methodology of zeros placement was proposed. In this case,

it is considered a control system with poles placement, with state feedback thought of

the estimator or with dynamic output feedback. It is proposed a systematic method of

the zeros placement in terms of linear matrix inequalities to allocate the zeros inside of a

region in order to minimize effects of the undesirable poles. This methodology allows to

use the zeros location for design the constant of error of speed Kv in control system. The

methodology of zeros placement is extended to uncertain systems, where the uncertain

parameters are polytopic.
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1 Introdução

A alocação de pólos em sistema de malha fechada é freqüentemente verificada na teoria

de sistemas de controle, como por exemplo, (OGATA, 1997) e (CHEN, 1993). Entretanto

encontrar estudos sobre os zeros pode ser mais dif́ıcil. Em (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-

NAEINI, 1994), que é um texto clássico em sistemas de controle, pode-se encontrar um

estudo que trata os zeros de forma mais detalhada. Considerando-se sistemas controláveis,

pode-se alocar os pólos de malha fechada em qualquer região do plano-s. Entretanto, em

processos de controle que utilizam a realimentação da sáıda através de um controlador

dinâmico ou um estimador, os zeros muitas vezes são decorrentes do posicionamento

dos pólos e ainda podem não atender às especificações de comportamento transitório do

sistema, tais como porcentagem de sobreelevação, tempo de subida e também o tempo de

estabelecimento.

Entre os primeiros estudos que abordam os zeros como uma ferramenta adicional para

projetos em sistemas de controle, estão os realizados na década de 70. Analisando-se a

evolução das pesquisas relacionadas com os zeros, desde os primeiros trabalhos, como por

exemplo, (MURDOCH, 1975) e (MURDOCH, 1977) que tratam a potencialidade da alocação

dos zeros em sistemas de múltiplas entradas e múltiplas sáıdas; até os dias atuais, verifica-

se que ocorreu um aumento considerável de trabalhos neste setor de pesquisas, vide por

exemplo (TU; LIN, 1992), (ISMAIL, 1997), (KABAMBA; MEERKOV; POH, 1994).

O posicionamento dos zeros vem sendo utilizado em diversas áreas em sistema de

controle. Em (RADMAN, 1998) trata-se uma metodologia para o projeto de um compen-

sador dinâmico para sistemas multivariáveis através da alocação de pólos e zeros, onde a

alocação de zeros é realizada através de um ganho de transmissão direta. Ainda, pode-

se verificar a utilização da alocação de zeros em projeto de sistemas de controle para

rastreamento de sinais de referência. Em (HERJOLFSSON; EVARSSON, 2005) a posição

de zeros é otimizada com o objetivo de rastreamento de sistemas cont́ınuos lineares no

tempo, porém projeta-se o sistema de rastreamento considerando-se classes espećıficas de

sinais de entrada: entrada do tipo degrau e entrada do tipo impulso. Por outro lado, em

(ANDREA, 2002) utiliza-se um processo de otimização descrito em termos de LMIs (do
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inglês, Linear Matrix Inequalities) que possibilita o posicionamento ótimo dos zeros para

o rastreamento de sinais de controle e ainda, simultaneamente, através de um controlador

realiza-se a rejeição de distúrbio presente na planta, cujo critérios de desempenho são as

normas H∞ e H2 respectivamente. Neste caso, a principal vantagem deste projeto para

sistema de rastreamento com modificação dos zeros é que o sistema opera para diferentes

classes de sinais de referência, como por exemplo, entrada do tipo degrau, tipo senoidal,

sinais genéricos cujo espectro esteja limitado em uma faixa de freqüência e entrada do

tipo rampa.

Ainda pode-se verificar a utilização dos zeros em redução de modelos (HAUKSDÓTTIR,

2000), projeto de controladores com caracteŕısticas no domı́nio do tempo, tais como por-

centagem de overshoot (MOORE; BHATTACHARYYA, 1990), robustez em sistemas de con-

trole (TU; LIN, 1992). Em (KIENITZ; GRüBEL, 2000) é proposto um algoritmo que é

derivado para alocar zeros em funções de transferência, aproveitando estruturas de reali-

mentação dinâmicas já existentes. O projeto dos controladores impõem ao sistema con-

trolado a função de transferência especificada em projeto. Enfim, os zeros vem sendo

utilizados em diversos temas em sistemas de controle.

O prinćıpio do modelo interno é muito utilizado para projeto de sistemas de rastrea-

mento. Considere o sistema de controle ilustrado na Figura 1. Nesta metodologia, para

que o erro do sistema de controle E(s) devido a um sinal de referência R(s) possa ser

eliminado, o sinal de referência R(s) deve estar presente na função de transferência em

malha aberta G(s)H(s). Mais especificamente, se o sinal de referência é dado por:

R(s) =
1

sn
,

para que o erro do sistema de controle E(s) seja nulo então devemos ter:

G(s)H(s) =
1

sn
a(s)

b(s)

sendo a(s) e b(s) o denominador e o numerador respectivamente da função de transferência

de malha aberta G(s)H(s) (CHEN, 1998).

-

+R(s)
G(s)

Z(s)

H(s)

E(s)

Figura 1: Sistema de controle.
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Em (CHEN, 1998) pode-se encontrar um projeto para sistema de rastreamento robusto

e rejeição a distúrbio utilizando-se o prinćıpio do modelo interno, mas neste caso, o sistema

de rastreamento opera para uma classe de sinais de referência, especificamente para sinais

de referência do tipo degrau. Ainda, se o sinal de referência pertence a uma ampla classe

de sinais de referência, então a ordem do controlador é geralmente alta.

Analisando-se os trabalhos comentada anteriormente, observa-se que os zeros apre-

sentam uma significativa importância em projetos de sistemas de controle; este trabalho

apresenta novas metodologias de utilização dos zeros em sistemas de controle. Propõe-

se uma descrição convexa para o problema de rastreamento utilizando-se a modificação

dos zeros e simultaneamente a atenuação do efeito de um sinal de distúrbio presente

na planta. No processo de atenuação do efeito do sinal de distúrbio no desempenho do

sistema, utiliza-se projetos de controladores já consagrados na literatura de sistemas de

controle com otimização das normas H2 ou H∞, como por exemplo, (GEROMEL; BERNUS-

SOU; OLIVEIRA, 1999) e (CHILALI; GAHINET, 1996). O método proposto para rastrea-

mento de sinais utilizando modificação dos zeros é formulado em termos de inequações

matriciais lineares, o que resulta em uma descrição convexa do problema (ASSUNÇÃO;

ANDREA; TEIXEIRA, 2004), (ASSUNÇÃO; ANDREA; TEIXEIRA, 2007). Os métodos propos-

tos têem formulação mais simples que outras técnicas de rastreamentos encontradas na

literatura, vide por exemplo, (ANDREA, 2002), (REBARBER; WEISS, 2003), (MAGGIORE;

PASSINO, 2005), (LIAO; WANG; YANG, 2002) e (KEEL; BHATTACHARYYA; HOWZE, 1997).

O principal resultado é que a solução ótima do problema é obtida, quando existir uma

solução fact́ıvel, com menor esforço computacional. Isto acontece, pois as LMIs podem

ser facilmente resolvidas utilizando-se algoritmos de convergência polinomial dispońıveis

na literatura ((GAHINET et al., 1995), (OLIVEIRA, 1999)). Posteriormente estende-se a

metodologia de alocação de zeros aplicados a sistemas de rastreamento para sistemas in-

certos, tornando o projeto robusto. Neste processo considera-se incerteza na planta do tipo

politópica. Adicionalmente, propõe-se a metodologia de rastreamento com modificação

de zeros e rejeição de distúrbio presente em um sistema não-linear. Utiliza-se a descrição

do sistema não-linear através dos modelos fuzzy Takagi-Sugeno (TANAKA; WANG, 2001).

A principal vantagem destas metodologias de rastreamento com modificação dos zeros

em relação a outros métodos de rastreamento encontrados na literatura de sistemas de

controle é o rastreamento por faixas de freqüência. Isto permite rastrear vários sinais de

referência com o mesmo controlador projetado.

No método de rastreamento proposto neste trabalho não realiza-se um processo de

alocação dos zeros em posições no plano-s pré-estabelecidas. Na realidade modifica-se a
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posição dos zeros de forma a obter a solução ótima para o problema de rastreamento,

sendo a posição final dos zeros a solução ótima do problema. Métodos de alocação de ze-

ros possibilitam ao projetista alocar os zeros em uma área espećıfica do plano-s. Um dos

primeiros trabalhos abordando alocação de zeros é (FRANKLIN; RICHARD, 1981), onde

descreve-se uma metodologia sistemática para posicionamento dos zeros. Neste caso,

utiliza-se um estimador de estado para a realimentação do sistema e alocam-se 2n pólos

e n zeros. Em (BHATTACHAYYA; HOWZE; MAJDI, 1986) é descrito uma metodologia para

alocar um conjunto de zeros da função de transferência entre os sinais externos de entrada

e os sinais de sáıda controlados por um compensador próprio estabilizante. Porém este

método é espećıfico para sinais escalares. Ainda, em (MEZA; BHAYA, 2001) é introduzido

um método para projeto de superf́ıcies deslizantes aplicados em sistemas lineares multi-

variáveis baseado na alocação dos zeros de transmissão da função de transferência do sinal

de controle para o sinal de sáıda, o qual é especificado na superf́ıcie deslizante. O projeto

utiliza a realimentação da forma canônica de Luenberger com o sinal de entrada normali-

zado. A desvantagem desta metodologia de alocação de zeros é o fato de ser formulada

para sistemas espećıficos, no caso para superf́ıcies deslizantes.

Na parte final deste trabalho, propõe-se uma nova metodologia para alocação de

zeros de forma sistemática, com o objetivo de auxiliar o desenvolvimento de projetos em

sistemas de controle. Então, pode-se alocar os zeros em regiões espećıficas do plano-s de

forma conveniente de modo a atenuar o efeito de pólos indesejáveis para o sistema. O

projeto é descrito em termos de LMIs, resultando em uma descrição convexa do problema.

A principal vantagem desta metodologia de alocação de zeros é a possibilidade de realizar-

se projeto de sistemas de controle utilizando o posicionamento dos zeros para sistemas

incertos, sendo consideradas incertezas do tipo politópicas.

No Caṕıtulo 2 realiza-se um estudo do conceito de pólos e zeros em sistemas de

controle. Posteriormente no Caṕıtulo 3 aborda-se o conceito das normas H2 e H∞. A

formulação da inclusão das restrições para alocação de pólos e zeros via LMI é descrita

no Caṕıtulo 4. Então, a metodologia de rastreamento com modificação dos zeros pro-

posta para sistemas lineares neste trabalho é apresentada no Caṕıtulo 5. No Caṕıtulo 6

apresenta-se a metodologia de rastreamento para sinais de referência aplicada a sistemas

não lineares e no Caṕıtulo 7 apresenta-se um novo método descrito na forma de LMIs para

alocação de zeros em uma região espećıfica do plano-s aplicados a sistemas de controle.

No Caṕıtulo 8 exemplos numéricos ilustram a viabilidade da metodologia de rastrea-

mento e rejeição de rúıdo e do método de alocação de zeros via LMI e nos Caṕıtulos 9 e

10 são apresentadas as conclusões e as perspectivas de trabalhos futuros.
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2 Pólos e Zeros

Neste caṕıtulo realiza-se uma revisão teórica do conceito de zero em sistemas de cont-

role. Ainda, apresenta-se a definição de pólo; zeros e pólos determinam as caracteŕısticas

da resposta temporal, tais como porcentagem de overshoot, tempo de subida e tempo de

estabelecimento.

2.1 O Conceito de Pólos e Zeros

Considere o seguinte sistema linear e invariante no tempo descrito na forma de

variáveis de estado,

ẋz(t) = Azxz(t) + Bzuz(t) (2.1)

zz(t) = Czxz(t)

sendo Az ∈ �n×n, Bz ∈ �n×p, Cz ∈ �m×n, xz(t) é o vetor de estados (xz(t) ∈ �n), zz(t) é

a sáıda de interesse (zz(t) ∈ �m), uz(t) a entrada de controle (uz(t) ∈ �p).

Descreve-se a função de transferência do sistema (2.1) da seguinte maneira:

Gz(s) = Cz(sI − Az)
−1Bz

se m > 1 ou p > 1, então, tem-se que Gz(s) é uma matriz de transferência.

Definição 2.1 Considere a matriz função de transferência Gz(s) e a forma de Smith

MacMillan (COLONERI; GEROMEL; LOCATELLI, 1997) associada,

M(s) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f1(s) 0 · · · 0 0

0 f2(s) · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · ft(s) 0

0 0 · · · 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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sendo,

fi(s) =
λi(s)

ϕi(s)
, i = 1, 2, 3, · · · , t.

Então, define-se os polinômios πp(s) e πz(s) da seguinte maneira:

πz(s) = λ1(s)λ2(s) · · ·λt(s)

πp(s) = ϕ1(s)ϕ2(s) · · ·ϕt(s)

Os pólos de Gz(s) são definidos como as ráızes de πp(s) e os zeros de Gz(s) como as

ráızes de πz(s).

A definição de zeros de Gz(s) coincide com a definição de zeros de transmissão de um

sistema que tenha Gz(s) como função de transferência.

Lema 2.2 Considere a função de transferência Gz(s) de posto := min [p, m]. O número

complexo λ é um zero de transmissão de Gz(s) se e somente se existir um vetor não nulo

v tal que (COLONERI; GEROMEL; LOCATELLI, 1997):

⎧⎨
⎩ lims→∞ G(s)v = 0 se p ≥ m

lims→∞ G′(s)v = 0 se p ≤ m

Prova: vide (COLONERI; GEROMEL; LOCATELLI, 1997).

Ainda, pode-se definir outra classe de zeros, os zeros invariantes,

Definição 2.3 Considere o sistema (2.1) e seja P (s) o sistema matricial associado com

h := posto [P (s)] descrito em (2.2).

P (s) =

⎡
⎣ sI − Az −Bz

Cz 0

⎤
⎦ (2.2)

Além disso, considere S(s) a forma de Smith de P (s) descrita em (2.3):

S(s) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1(s) 0 · · · 0 0

0 α2(s) · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · αh(s) 0

0 0 · · · 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.3)



2.2 Alocação dos Zeros 20

Um número complexo λ é considerado como um zero invariante do sistema (2.1) se

este número complexo for uma raiz do polinômio,

πi(s) = α1(s)α2 · · ·αh(s).

Ainda, um zero de transmissão de Gz(s) é também um zero invariante de Gz(s).

Lema 2.4 Considera-se P (s) o sistema matricial associado à função de transferência

Gz(s) = Cz(sI − Az)
−1Bz com posto [G(s)] := min [p, m]. O número complexo λ é um

zero invariante do sistema se e somente se P (s) perder posto em s = λ, isto é, se e

somente se existir um vetor não nulo d tal que,

⎧⎨
⎩ P (λ)d = 0 se p ≥ m,

P ′(λ)d = 0 se p ≤ m.

Prova: (COLONERI; GEROMEL; LOCATELLI, 1997).

2.2 Alocação dos Zeros

Em (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994) foi proposto um processo de alocação

de zeros para o sistema (2.1), o qual utiliza-se a estrutura para o posicionamento dos zeros

ilustrada na Figura 2.

+

+

r(t)
N

u(t)
Planta

zz(t)

Estimador
x̂z(t)

−K
u1(t)

M

Figura 2: Sistema de controle com alocação de zeros de r(t) para u(t).

A descrição em variáveis de estado da planta indicada na Figura 2 foi apresentada em

(2.1). Ainda, pode-se descrever o estimador de estados na forma de variáveis de estado

como

˙̂xz(t) = Azx̂z(t) + Bzu1(t) + Mr(t) + L [z(t) − ẑ(t)] ,
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sendo L o vetor de ganhos do estimador de estados, u1(t) = −Kx̂z(t) e ẑ(t) = Czx̂z(t).

Tem-se

˙̂xz(t) = Azx̂z(t) − BzKx̂z(t) + Mr(t) + Lz(t) − LCzx̂z(t).

Então,

˙̂xz(t) = (Az − BzK − LCz)x̂z(t) + Lz(t) + Mr(t)

O diagrama de blocos ilustrado na Figura 2 representa um sistema de controle que

permite posicionar 2n pólos e n zeros. Através da seleção dos parâmetros M e N pode-se

alocar os zeros de r(t) para u(t), ilustrados na Figura 2, em lugares arbitrários do plano-s

de escolha do projetista, sendo os vetores M ∈ �n×p, N ∈ �p×p. A equação dos zeros de

r(t) para u(t) foi proposta em (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994) para o caso

SISO. Neste trabalho propõe-se o Teorema 2.5, que descreve a equação dos zeros de r(t)

para u(t) para o caso MIMO.

Teorema 2.5 Considere K, L, M e N fixos. Se existe solução para a equação (2.4) então

pode-se determinar os zeros da função de transferência de R(s) para U(s) do sistema

ilustrado na Figura 2, que são os valores zi = s, sendo s solução de (2.4),

det(sI − Az) = 0, (2.4)

e Az = A − BK − LC + MN−1K.

Prova: Aplica-se uma entrada r(t) na forma exponencial ao sistema (2.1),

r(t) = roe
st,

sendo que s = zi, e zi é um zero de r(t) para u(t). Logo,

r(t) = roe
zit.

Neste caso, a sáıda z(t) é identicamente igual a zero, pois se zi é um zero de trans-

missão de r(t) para u(t), então necessariamente zi é um zero de transmissão de r(t) para

z(t), a menos que ocorra cancelamento de pólos e zeros. Considerando-se que as condições

iniciais do sistema são nulas, tem-se (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994):

z(t) = 0, se r(t) = roe
zit.
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O estado estimado x̂z(t) pode ser descrito da seguinte maneira:

x̂z(t) = x̂zoe
zit. (2.5)

Derivando-se (2.5), tem-se:

˙̂xz(t) = zix̂zoe
zit, (2.6)

mas,

˙̂xz(t) = (A − BK − LC)x̂zoe
zit + Mroe

zit. (2.7)

Então, igualando-se (2.6) a (2.7), obtem-se

zix̂zoe
zit = (A − BK − LC)x̂zoe

zit + Mroe
zit

ou,

[
ziI − A + BK + LC −M

] ⎡⎣ x̂zo

ro

⎤
⎦ = 0 (2.8)

Ainda, tem-se que a entrada r(t) = roe
zit torna u(t) = 0, pois zi é um zero do sistema.

Deste modo, de acordo com a Figura 2, pode-se descrever u(t) da seguinte maneira:

u(t) = −Kx̂z(t) + Nr(t)

= −Kx̂zoe
zit + Nroe

zit

então,

−Kx̂zoe
zit + Nroe

zit = 0

ou, [
−K N

] ⎡⎣ x̂zo

ro

⎤
⎦ = 0 (2.9)

Reagrupando-se (2.8) e (2.9) tem-se:

⎡
⎣ ziI − A + BK + LC −M

−K N

⎤
⎦
⎡
⎣ x̂zo

ro

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 0

0

⎤
⎦ (2.10)

Em (2.10), zi é um zero de r(t) para u(t) do sistema ilustrado na Figura 2 e (2.10)

tem solução não trivial. A solução para (2.10) é equivalente a solucionar:

det

⎡
⎣ ziI − A + BK + LC −M

−K N

⎤
⎦ = 0
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Multiplicando a última coluna, cujos operadores compõe a matriz N , por N−1, sendo

N matriz de posto completo, isto é, ρ(N) = p, e adicionando-se à primeira coluna o

produto de K pela última coluna, tem-se:

det

⎡
⎣ ziI − A + BK + LC − MN−1K −MN−1

0 I

⎤
⎦ = 0,

ou ainda, considerando-se zi = s,

det(sI − A + BK + LC − MN−1K) = 0.

Observação 2.6 (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994) Se existe um zero de trans-

missão de r(t) para u(t) ilustrado na Figura 2, então existe um zero de transmissão de

r(t) para z(t), a menos que exista um pólo na mesma posição de um zero, isto é, que

ocorra cancelamento entre pólo e zero.

Observação 2.7 O Teorema 2.5 somente possibilita a variação da posição dos zeros da

função de transferência de R(s) para U(s), e não altera a posição de zeros da planta, caso

existam.

Propõe-se neste trabalho uma metodologia descrita no Teorema 2.8 para alocação de

zeros em sistemas de controle. Utiliza-se a realimentação dinâmica da sáıda com objetivo

de estabilizar o sistema (2.1) em malha fechada, conforme ilustrado na Figura 3.

+

+

r(t)

N

M

Planta

z(t)

yc(t) uc(t)
Kc(s)

u(t)

Figura 3: Sistema de controle com alocação de zeros com realimentação dinâmica da
sáıda.

O controlador ilustrado na Figura 3 estabiliza o sistema (2.1) em malha fechada, e
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pode ser descrito na forma de variáveis de estado da seguinte maneira:

ẋc(t) = Acxc(t) + Bcuc(t) + Mr(t) (2.11)

yc(t) = Ccxc(t)

sendo, uc(t) = z(t) e Kc(s) é a matriz de transferência do controlador.

Teorema 2.8 Considere Ac, Cc, M e N fixos. Se existe solução para a equação (2.12)

então pode-se determinar os zeros da função de transferência de U(s) para R(s) do sistema

ilustrado na Figura 3, que são os valores zi = s, sendo s solução de (2.12).

det(sI − Azc) = 0, (2.12)

sendo Azc = Ac − MN−1Cc.

Prova: Aplica-se uma entrada r(t) na forma exponencial ao sistema (2.1),

r(t) = roe
st,

sendo que s = zi, e zi é um zero de r(t) para u(t) indicado na Figura 3. Logo,

r(t) = roe
zit.

Neste caso, a sáıda z(t) é identicamente igual a zero, pois se zi é um zero de trans-

missão de r(t) para u(t), então necessariamente zi é um zero de transmissão de r(t) para

z(t) a menos que ocorra cancelamento de pólos e zeros. Considerando-se que as condições

iniciais do sistema são nulas, tem-se:

z(t) = 0, se r(t) = roe
zit.

O estado do controlador Kc(s) pode ser descrito da seguinte maneira:

xc(t) = xcoe
zit. (2.13)

Derivando-se (2.13), tem-se:

ẋc(t) = zixcoe
zit. (2.14)

Mas de (2.11), sendo uc(t) = 0, tem-se:

ẋc(t) = Acxcoe
zit + Mroe

zit. (2.15)
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Igualando-se (2.14) a (2.15), obtém-se

zixcoe
zit = Acxcoe

zit + Mroe
zit

ou,

[
zi − Ac −M

] ⎡⎣ xco

ro

⎤
⎦ = 0 (2.16)

Ainda, tem-se que a entrada r(t) = roe
zit torna u(t) = 0, pois zi é um zero do sistema.

Conforme a Figura 2, pode-se descrever u(t) da seguinte maneira:

u(t) = Ccxc(t) + Nr(t)

= Ccxcoe
zit + Nroe

zit.

Então,

Ccxcoe
zit + Nroe

zit = 0,

ou [
Cc N

] ⎡⎣ xco

ro

⎤
⎦ = 0 (2.17)

Reagrupando-se (2.16) e (2.17) tem-se:

⎡
⎣ ziI − Ac −M

Cc N

⎤
⎦
⎡
⎣ xco

ro

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 0

0

⎤
⎦ (2.18)

Em (2.18), zi é um zero de r(t) para u(t) do sistema ilustrado na Figura 3 e (2.18)

tem solução não trivial. A solução para (2.18) é equivalente a solucionar:

det

⎡
⎣ ziI − Ac −M

Cc N

⎤
⎦ = 0. (2.19)

Multiplicando a última coluna, cujos operadores compõe a matriz N , por N−1, sendo

N matriz de posto completo, isto é, ρ(N) = p, e adicionando-se à primeira coluna o

produto de Cc pela última coluna, tem-se:

det

⎡
⎣ ziI − Ac + MN−1Cc −MN−1

0 I

⎤
⎦ = 0,
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ou ainda, considerando-se zi = s tem-se,

det(sI − Ac + MN−1Cc) = 0, (2.20)

assim, obtem-se a equação (2.12), sendo Azc = Ac − MN−1Cc em (2.12).
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3 Normas H2 e H∞

Neste trabalho realiza-se a atenuação do efeito do sinal de distúrbio na sáıda do

sistema através de controladores que utilizam as normas H2 e/ou H∞ como critério de

desempenho. Além disso, no processo de rastreamento com modificação dos zeros utiliza-

se a norma H∞ como critério de desempenho. Então, neste caṕıtulo apresentam-se os

conceitos das normas H2 e H∞ e o conceito de custo garantido que posteriormente é

utilizado em projetos de sistemas de controle para sistemas incertos, considerando-se

incerteza do tipo politópica.

3.1 A Norma H2

Antes de apresentar a norma H2, se faz necessário estudar o conceito de valor eficaz

de um sinal, que é o valor RMS. O valor eficaz de um sinal escalar é dado por (BOYD et

al., 1994),

‖y‖rms =Δ
(

lim
T→∞

1

T

∫ T

0
y(t)2dt

) 1
2

(3.1)

desde que o limite exista. Esta é uma clássica noção do tamanho de um sinal, muito

utilizada em Engenharia e quantifica o valor médio da área sobre um sinal que é igual a

y(t)2.

A norma RMS de um vetor de sinais é dada por,

‖y‖rms =Δ
(

lim
T→∞

1

T

∫ T

0
y(t)′y(t)dt

) 1
2

(3.2)

desde que o limite exista. Neste caso, o valor RMS é obtido levando-se em consideração

a soma das áreas referentes ao quadrado de cada componente do vetor y(t).

Considere um sistema linear invariante no tempo SISO, estritamente próprio, com

sinal de entrada u(t), sáıda y(t) e função de transferência H(s). A norma de um sistema

pode ser formulada em termos dos sinais de entrada e sáıda do sistema. Uma medida

de uma função de transferência é o valor RMS da sáıda quando a entrada é um processo
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estocástico particular. Suponha que a entrada tenha uma densidade espectral Su(w), e

que H(s) é estável. A densidade espectral da sáıda é dada por,

Sy(ω) = Su(ω) |H(jω)|2

sendo |H(jω)| denota a magnitude de H(jω). Tem-se ainda (vide (BOYD et al., 1994) para

maiores detalhes):

‖y‖rms =Δ
(

1

2π

∫ −∞

∞
|H(jω)|2 Su(ω)dω

)1
2

.

Para o caso particular em que o processo estocástico estacionário corresponde a um

rúıdo branco, tem-se Su(ω) = 1, para todo ω. A norma H2 de um sistema estável é

definida como a norma RMS do sinal de sáıda quando a entrada é um rúıdo branco, ou

seja:

‖y‖rms =Δ
(

1

2π

∫ −∞

∞
|H(jω)|2 dω

)1
2

.

A norma H2 tem ainda uma outra interpretação. Pelo teorema de Parseval (ZHOU;

DOYLE; GLOVER, 1995), tem-se,

‖y‖rms =Δ
(∫ 0

∞
h(t)2dt

) 1
2

,

sendo h(t) a resposta ao impulso de H(s). Então, pode-se interpretar a norma H2 como

a medida da energia do sinal de sáıda y(t) para uma entrada tipo impulsiva, u(t) = δ(t).

Considerando-se um sistema MIMO linear invariante no tempo, a norma H2 pode ser

descrita da seguinte maneira,

‖y‖rms =Δ
(

1

2π

∫ −∞

∞
Tr [H(jω)H(−jω)′] dω

)1
2

ou pelo teorema de Parseval,

‖y‖rms =Δ
(∫ 0

∞
Tr [h(t)h(t)′] dt

) 1
2

,

sendo que Tr(X) denota o traço da matriz X.

Lema 3.1 Considere a matriz função de transferência (ZHOU; DOYLE; GLOVER, 1995),

G(s) =

⎡
⎣ A B

C 0

⎤
⎦ = C(sI − A)−1B
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Sendo a matriz estável A, então tem-se:

‖G(s)‖2
2 = Tr (B′LoB) = Tr (CLcC

′) ,

sendo Lo e Lc os gramianos de observabilidade e controlabilidade do sistema respectiva-

mente, que podem ser obtidos das seguintes equações de Lyapunov:

ALc + LcA
′ + BB′ = 0 A′Lo + LoA + C ′C = 0.

A norma H2 do sistema dinâmico estritamente próprio He(s), estável, representado

na forma de estado,

ẋe(t) = Aexe(t) + Beue(t) (3.3)

ze(t) = Cexe(t)

com matrizes Ae, Be, Ce de dimensões adequadas e supostas conhecidas, pode ser obtida

através da solução do seguinte problema de otimização descrito na forma de LMIs (BOYD

et al., 1994),

‖H(s)‖2
2 = min Tr(CeQC ′

e)

s. a AeQ + QA′
e + BeB

′
e < 0

Q > 0

ou, de maneira equivalente, pela forma dual:

‖H(s)‖2
2 = min Tr(B′

ePBe)

s. a PAe + A′
eP + C ′

eCe < 0 (3.4)

P > 0

Adotando-se um limitante superior para a função objetivo do problema de otimização

(3.4), ou seja,

B′
ePBe < Z, ou ainda Z − B′

ePBe > 0 (3.5)

Aplicando-se o complemento de Schur (vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes)

em (3.5), sendo P = Q−1, obtém-se:

⎡
⎣ Z B′

e

Be Q

⎤
⎦ > 0
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Pré e pós multiplicando-se a inequação matricial de (3.4) por P−1, tem-se:

P−1 (PAe + A′
eP + C ′

eCe) P−1 < 0

AeP
−1 + P−1A′

e + P−1C ′
eCeP

−1 < 0 (3.6)

Considerando-se P−1 = Q em (3.6),

AeQ + QA′
e + QC ′

eCeQ < 0 (3.7)

Aplicando-se o complemento de Schur na inequação matricial (3.7), obtém-se:

⎡
⎣ AeQ + QA′

e QC ′
e

CeQ −I

⎤
⎦ < 0

Assim o problema de otimização que determina a norma H2 do sistema (3.3) pode ser

descrito da seguinte forma:

min Tr(Z)

s.a

⎡
⎣ Z B′

e

Be Q

⎤
⎦ > 0,

⎡
⎣ AeQ + QA′

e QC ′
e

CeQ −I

⎤
⎦ < 0, (3.8)

Q > 0.

O problema de otimização descrito em (3.8) é equivalente ao problema de otimização

da norma H2 descrito em (3.4). Os procedimentos de transformações de variáveis uti-

lizadas proporcionam ao conjunto de LMIs em (3.8) maior flexibilidade em projeto em

relação ao conjunto de LMIs descritas em (3.4). Este fator ocorre, pois após processo de

transformação foi acrescentado ao projeto uma variável adicional as LMIs, a variável Z.

3.1.1 Custo Garantido para a Norma H2

Suponha que os parâmetros do sistema descrito em (3.3) são desconhecidos e perten-

centes a um conjunto convexo conhecido do tipo politopo, definido por,

(Ae, Be, Ce) ∈ F ,

F =
{
(Ae, Be, Ce) =

v∑
i=1

ai(Aei, Bei, Cei); ai ≥ 0;
∑

ai = 1
}

, (3.9)
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onde v é o número de vértices do politopo de incertezas.

Na análise do custo garantido para a norma H2 em sistemas incertos, cont́ınuos e com

incerteza do tipo politópica, define-se (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997),

Πc(Ae, Ce, Q) =Δ

⎡
⎣ AeQ + QA′

e QC ′
e

CeQ −I

⎤
⎦

sendo as matrizes Ae e Ce definidas em (3.9).

Em seguida define-se,

Ψ(Be, Q, Z) =

⎡
⎣ Z B′

e

Be Q

⎤
⎦ (3.10)

Entretanto para uma matriz Q > 0, tal que,

AeQ + QA′
e + C ′

eCe < 0

tem-se,

Ψ(Be, Q, Z) ≥ 0 ⇒ ‖H‖2
2 ≤ Tr(Z)

Então, definem-se os conjuntos E e Ev como:

E =Δ {(Z, Q) |Z = Z ′ ≥ 0; Q = Q′ > 0; Πc(Ae, Ce, Q) ≤ 0; (3.11)

Ψ(Be, Q, Z) ≤ 0; ∀(Ae, Be, Ce) ∈ F}

Ev =Δ {(Z, Q) |Z = Z ′ ≥ 0; Q = Q′ > 0; Πc(Ai, Ci, Q) ≤ 0; (3.12)

Ψ(Bi, Q, Z) ≤ 0; ∀(Ai, Bi, Ci) ∈ V(F)}

sendo o conjunto F descrito em (3.9).

Então, devido à linearidade das inequações matriciais e da convexidade do conjunto

F , os conjuntos descritos em (3.11) e (3.12) são equivalentes, e as restrições em todo o

conjunto F podem ser verificadas apenas pela análise do conjunto de vértices do politopo

de incertezas. O seguinte problema de otimização descrito em termos de LMIs soluciona

o problema do custo garantido para a norma H2 (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997).

δ2
c = min

(Z,Q)
Tr(Z) (3.13)

s. a (Z, Q) ∈ Ev.
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3.2 A Norma H∞

Uma norma que quantifica a medida de magnitude para sistemas SISO pode ser

definida por,

‖H(s)‖∞ =Δ sup
ω>0

|H(jω)|

e é denominada de norma H∞ de H(s).

Para sistemas MIMO, a norma H∞ é definida como,

‖H(s)‖∞ =Δ sup
ω>0

σmax(H(jω))

sendo σmax o maior valor singular do sistema matricial que representa a função de trans-

ferência do sistema MIMO.

A norma H∞ também pode ser interpretada como a norma induzida L2 → L2, ou

seja,

‖H‖∞ = γ ⇔ ‖y‖2 ≤ γ ‖ω‖2 ∀ω ∈ L2

vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes.

Considere o sistema dinâmico próprio Hg(s), linear, invariante no tempo, estável

representado na forma de variáveis de estado,

ẋg(t) = Agxg(t) + Bgug(t) (3.14)

zg(t) = Cgxg(t) + Dgug(t)

sendo as matrizes Ag, Bg, Cg e Dg de dimensões adequadas e supostas conhecidas. A

norma H∞ do sistema Hg(s) é relacionada com a existência de uma matriz P > 0 através

do chamado “Bounded Real Lemma”(BOYD et al., 1994):

‖Hg(s)‖∞ < δ ⇔ ∃ P = P ′ > 0 :⎡
⎣ A′

gP + PAg + γ−2C ′
gCg PBg + γ−2C ′

gDg

B′
gP + γ−2D′

gCg γ−2D′
gDg − I

⎤
⎦ < 0 (3.15)

Usando-se o complemento de Schur e definindo-se δ ≡ γ2, a inequação (3.15) pode ser

descrita da seguinte maneira:

⎡
⎢⎢⎢⎣

A′
gP + PAg PBg C ′

g

B′
gP −I D′

g

Cg Dg −δI

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0
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Com isso, o cálculo da norma H∞ do sistema Hg(s) pode ser realizado através da

solução do seguinte problema de otimização descrito na forma de LMIs:

min δ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎣

A′
gP + PAg PBg C ′

g

B′
gP −I D′

g

Cg Dg −δI

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0

P > 0

δ > 0

ou ainda, na forma dual, tem-se:

min δ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎣

AgQ + QA′
g QC ′

g Bg

CgQ −I D′
g

B′
g Dg −δI

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0 (3.16)

Q > 0

δ > 0

No desenvolvimento dos estudos realizados neste trabalho, adota-se a forma indi-

cada em (3.16) para determinar a norma H∞. Adota-se esta escolha pela necessidade de

obtenção dos parâmetros a serem otimizados, que encontram-se na matriz Bg do sistema.

Este procedimento é realizado com o objetivo de evitar o surgimento de bilinearidades no

projeto do sistema de controle, o que tornaria o equacionamento de dif́ıcil solução.

3.2.1 Custo Garantido para a Norma H∞

Suponha que os parâmetros do sistema descrito em (3.14) são desconhecidos e per-

tencentes a um conjunto convexo conhecido do tipo politopo. Então define-se,

(Ag, Bg, Cg, Dg) ∈ ϕc,

ϕc =
{
(Ag, Bg, Cg, Dg) =

v∑
i=1

ai(Agi, Bgi, Cgi, Dgi); ai ≥ 0;
∑

ai = 1
}

, (3.17)

onde v é o número de vértices de incertezas.

Na análise do custo garantido para a norma H∞ em sistemas incertos, cont́ınuos e
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com incerteza do tipo politópica, define-se (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997):

Φc(Ag, Bg, Cg, Dg, μc, Q) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

QA′
g + AgQ QC ′

g Bg

CgQ −I Dg

B′
g D′

g −μcI

⎤
⎥⎥⎥⎦ , (3.18)

sendo as matrizes Ag, Bg, Cg e Dg definidas em (3.17).

Ainda, define-se os seguintes conjuntos:

Ω =Δ {(μc, Q)|μc > 0; Q = Q′; Φc(Ag, Bg, Cg, Dg, μc, Q) ≤ 0 ∀(Ag, Bg, Cg, Dg) ∈ ϕc}

Ωv =Δ {(μc, Q)|μc > 0; Q = Q′; Φc(Ai, Bi, Ci, Di, μc, Q) ≤ 0 ∀(Ai, Bi, Ci, Di) ∈ V(ϕc)}

sendo o conjunto ϕc descrito em (3.17).

Considerando-se a linearidade das inequações matriciais e a convexidade do politopo

de incertezas, os conjuntos Ω e Ωv são equivalentes. O problema de otimização,

γ2
c = min

(μc,P )
μc (3.19)

s.a (μc, P ) ∈ Ωv,

soluciona o problema para o custo garantido da norma H∞ (PALHARES; TAKAHASHI;

PERES, 1997).
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4 Formulação da Inclusão das
Restrições para Alocação de
Pólos e Zeros via LMI

Em um primeiro momento neste trabalho apresenta-se uma metodologia para ras-

treamento de sinais e ainda rejeição a sinais exógenos, do tipo rúıdo ou perturbação. Em

seguida, aborda-se uma metodologia de alocação de zeros em termos de LMIs aplicada em

sistemas de controle. Ambos os procedimentos de alocação de pólos e alocação de zeros

baseiam-se no prinćıpio de alocação de autovalores de uma matriz adotado em (CHILALI;

GAHINET, 1996). Na metodologia que propomos neste trabalho, a alocação dos pólos

opera na atenuação do efeito do sinal exógeno no desempenho do sistema e a modificação

dos zeros atua no rastreamento.

A Figura 4 ilustra uma posśıvel região para alocação dos pólos de malha fechada no

projeto do compensador H2 ou H∞, ou para alocação dos zeros em sistemas de controle.

ρ

θ

α

Imag(s)

Real(s)

Figura 4: Região para alocação dos pólos de malha fechada e zeros delimitada por um
circunferência de raio ρ, duas semi-retas de ângulo θ e −θ e por um reta vertical em −α.
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A alocação dos pólos na região ilustrada na Figura 4 pode assegurar taxa de decai-

mento α, coeficiente de amortecimento ζ e tempo de estabelecimento.

4.1 Restrição Relativa ao Parâmetro α

A taxa de decaimento de um sistema de controle pode ser definida como sendo o maior

valor de α, α > 0, tal que (BOYD et al., 1994),

lim
t→∞ e−αt‖x(t)‖ = 0

para todas as trajetórias de x. Equivalentemente, a taxa de decaimento é o valor máximo

de

lim
t→∞ inf

−log‖x(t)‖
t

,

sobre todas as trajetórias não nulas. Pode-se utilizar a função quadrática de Lyapunov

V (ξ) = ξ′Pξ para analisar a estabilidade do sistema ẋ(t) = Ax(t), sendo a matriz A ∈
�n×n. A condição V̇ (x) < −2αV (x) para todas as trajetórias equivale a:

AP + PA′ + 2αP < 0 (4.1)

4.2 Restrição Relativa à Circunferência

Inicialmente realiza-se uma revisão do conceito de região LMI (CHILALI; GAHINET,

1996). Um subconjunto D do plano complexo é denominado de região LMI se existir uma

matriz simétrica γ = [γkl] ∈ �m×m e uma matriz β = [βkl] ∈ �m×m de tal maneira que

D = {z ∈ C : fD(z) < 0}

com,

fD(z) := γ + zβ + zβ ′ = [γkl + zβkl + zβlk]1≤l,k≤m (4.2)

sendo que z denota o complexo conjugado de z.

As regiões LMI são convexas e simétricas em relação ao eixo real. Para encontrar a

formulação LMI da restrição de raio, se faz necessário o uso do produto de Kronecker

((GRAHAM, 1981), Apêndice 4).

Seja D uma sub-região do plano-s esquerdo. Um sistema dinâmico ẋ(t) = Ax(t) é

D-estável se todos os pólos pertencem a D. Quando D é o plano-s esquerdo, este caso

reduz a estabilidade assintótica que é caracterizada em termos de LMIs pelo Teorema de



4.2 Restrição Relativa à Circunferência 37

Lyapunov. Vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes. Especificamente, A é estável

se e somente se existir uma matriz simétrica P que satisfaz,

AP + PA′ < 0, P > 0. (4.3)

Gutman (GUTMAN; JURY, 1981) tem desenvolvido vários estudos sobre uma grande

variedade de regiões que atendam as caracterizações de Lyapunov. Considera-se regiões

polinomiais da seguinte forma:

D =

⎧⎨
⎩z ∈ C :

∑
0≤k,l≤m

cklz
k z l < 0

⎫⎬
⎭ (4.4)

Note que as regiões polinomiais descritas em (4.4) não são inteiramente gerais, isto

porque, a região ilustrada na Figura 4 não pode ser representada na forma da inequação

(4.4). Resultados fundamentais de Gutman demonstram que uma matriz A é D-estável

se e somente se existir uma matriz simétrica P tal que:

∑
0≤k,l≤m

cklA
kPA′ l < 0, P > 0 (4.5)

A inequação (4.5) é denominada de função de Lyapunov generalizada, e é obtida

através da substituição de zk z l no conjunto (4.4) por AkPA′ l.

Aplicando-se o teorema de Gutman (GUTMAN; JURY, 1981) em regiões LMI descritas

em (4.2) (CHILALI; GAHINET, 1996), pode-se descrevê-las em termos de blocos de matrizes

m × m,

MD(A, P ) := γ ⊗ P + β ⊗ (AP ) + β ′ ⊗ (AP )′

:= [γklP + βklAP + βlkPA′]1≤k,l≤m (4.6)

sendo γkl ∈ �m×m uma matriz simétrica e βlk ∈ �m×m uma matriz genérica.

A matriz A é D-estável se e somente se existir uma matriz simétrica P tal que

MD(A, P ) < 0, P > 0. (4.7)

Note que MD em (4.6) e fD(z) em (4.2) são relacionados pela substituição (P, AP, PA′) ↔
(1, z, z) (CHILALI; GAHINET, 1996).

Considera-se z um autovalor da matriz A localizado no interior de uma circunferência

de raio ρ e centro (−q, 0), q > 0, ilustrada na Figura 5.
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α1

−q

D
Real(s)

Imag(s)

θ1

ρ

Figura 5: Região do plano-s limitado por uma circunferência de raio ρ e centro (-q,0). D
é uma região LMI limitada pela circunferência.

A região LMI para este ćırculo pode ser descrita como

|z + q| < ρ;

|z + (α1 + ρ)| < ρ, sendo α1 > 0;

[(z + (α1 + ρ))(z + (α1 + ρ))]
1
2 < ρ.

Elevando-se ambos os lados ao quadrado, tem-se:

[(z + (α1 + ρ)] [z + (α1 + ρ)] < ρ2;

{[(z + (α1 + ρ)]}ρ−1{[z + (α1 + ρ)]} − ρ < 0;

−{− [(z + (α1 + ρ)]}ρ−1{−[z + (α1 + ρ)]} + ρ > 0. (4.8)

Utilizando-se o complemento de Schur em (4.8),

⎡
⎣ −ρ z + q

z + q −ρ

⎤
⎦ < 0, q = (α1 + ρ).
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e aplicando-se a relação descrita em (4.6) tem-se:

⎡
⎣ −ρP AP + qP

PA′ + qP −ρP

⎤
⎦ < 0. (4.9)

Uma particularidade desta restrição é que apenas alocando-se os pólos em um ćırculo

localizado no plano-s esquerdo, projeta-se sistemas de controle com restrições para alocação

de pólos em um subconjunto da região formada pelas restrições (α1, θ1), conforme ilustra-

se na Figura 5.

4.3 Restrição Relativa ao Ângulo θ

Em (DAVISON; RAMESH, 1970) apresenta-se uma condição necessária e suficiente para

que os autovalores de uma matriz real A, λi(A), i = 1, 2, 3, ...n, pertençam ao interior de

uma região ϕ do plano-s, conforme ilustrado na Figura 6:

ϕ = {λi/[Re(λi) + Ψ]cosδ ± Imag(λi)senδ ≤ 0; 0 ≤ δ ≤ π/2} ,

sendo Ψ e δ números reais não negativos e

Re[λi(A
•)] ≤ 0, i = 1, 2, 3, ...2n

Ψ

δ

θ

ϕ

Imag(s)

Real(s)

Figura 6: Região do plano-s para alocação dos autovalores λi.
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sendo,

A• =

⎡
⎣ (A + ΨI)cosδ −(A + ΨI)senδ

(A + ΨI)senδ (A + ΨI)cosδ

⎤
⎦ .

Em seguida, (ARZELIER; BERNUSSOU; GARCIA, 1981) demonstraram que os autoval-

ores de A localiza-se na região delimitada pelas semi-retas com ângulos θ e −θ ilustradas

na Figura 6 se e somente se existir uma matriz definida positiva P tal que,

(W ⊗ A)P + P (W ⊗ A)′ < 0 (4.10)

sendo,

W =

⎡
⎣ senθ cosθ

−cosθ senθ

⎤
⎦

e cosθ = −senδ conforme ilustrado na Figura 6.

Neste caso, a inequação (4.10) pode ser obtida através da substituição de W ⊗ A

na inequação (4.3), pois estabilizar a matriz W ⊗ A equivale a estabilizar a matriz A

(DAVISON; RAMESH, 1970). Pode-se representar a região no plano-s esquerdo ilustrada na

Figura 6 como uma região LMI da seguinte maneira:

fθ(z) =

⎡
⎣ senθ(z + z) cosθ(z − z)

−cosθ(z − z) senθ(z + z)

⎤
⎦ (4.11)

Então, utilizando-se a equação (4.6) em (4.11), pode-se alocar os pólos ou posicionar

os zeros na região delimitada pelas semi-retas com ângulos θ e −θ (ilustradas na Figura

6) se e somente se existir uma matriz P > 0 tal que:

⎡
⎣ senθ(AP + PA′) cosθ(PA − PA′)

cosθ(PA′ − AP ) senθ(AP + PA′)

⎤
⎦ < 0. (4.12)
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5 Rastreador de Sinais com
Modificação dos Zeros

Neste caṕıtulo propõe-se uma metodologia de modificação dos zeros aplicada no

projeto de sistemas de rastreamento de sinais de referência e rejeição de distúrbio. A

atenuação do efeito do sinal exógeno é realizada através de controladores já consagra-

dos na literatura de sistemas de controle. Neste processo, utiliza-se dois tipos de real-

imentação para estabilizar o sistema em malha fechada, e ainda assim atenuar o efeito

do sinal exógeno. Inicialmente propõe-se o rastreador de sinais com realimentação dos

estados reconstrúıdos por um estimador e posteriormente propõe-se o rastreador com re-

alimentação dinâmica da sáıda. Ainda, estende-se a metodologia para sistemas incertos,

com incerteza politópica.

5.1 Rastreador de Sinais com Realimentação de Es-

tado do Estimador

5.1.1 Problema 1

Considere o sistema linear e invariante no tempo descrito na forma de variáveis de

estado:

ẋ(t) = Ax(t) + B1w(t) + B2u(t) (5.1)

z(t) = C1x(t), x(0) = 0, t ∈ [0;∞)

y(t) = C2x(t)

sendo A ∈ �n×n, B1 ∈ �n×p, B2 ∈ �n×p, C1 ∈ �m×n, C2 ∈ �m×n, x(t) é o vetor de estados

(x(t) ∈ �n), y(t) é a sáıda medida (y(t) ∈ �m), z(t) é a sáıda de referência (z(t) ∈ �m),

u(t) a entrada de controle (u(t) ∈ �p) e w(t) é uma entrada exógena (do tipo distúrbio

ou perturbação).
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O problema de rastreamento ótimo e rejeição de distúrbio utilizando a realimentação

da sáıda através de um estimador de estados é minimizar a norma H2 entre a entrada

exógena w(t) e a sáıda de medida y(t). Neste processo deve-se projetar um controlador

segundo a lei de controle u(t) = −Kx(t), que atenue o efeito do sinal de distúrbio na

sáıda do sistema. Para o rastreamento deve-se projetar parâmetros M e N de modificação

ótima dos zeros que minimize a norma H∞ entre a entrada de referência r(t) e o erro de

rastreamento r(t) − z(t).

Observação 5.1 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado neste estudo para

resolver o Problema 1 é ilustrado na Figura 7, onde K é a matriz de ganho do controlador

H2 de realimentação dos estados estimados (K ∈ �n×p), M é utilizado para resolver o

problema da variação dos zeros (M ∈ �n×p), N é a matriz de ganho de rastreamento

(N ∈ �p×p), L é a matriz de ganhos do estimador de estados (L ∈ �p×n), r(t) é o sinal

de referência e w(t) é o sinal de entrada exógeno do tipo distúrbio ou perturbação.

+

+

+

-

r(t)
N

u(t)

Planta

w(t)

z(t)
ẋ(t) = Ax(t) + B2u(t) + B1w(t)

y(t) = C2x(t)

z(t) = C1x(t)
y(t)

M
u1(t)

Estimador

−K

e(t)

˙̂x(t) = Ax̂(t) + B2u1(t) + L[y(t) − Cx̂(t)] + Mr(t)
x̂(t)

Figura 7: Sistema de controle de rastreamento de sinais e rejeição de distúrbio presente
na planta.

A norma H2 entre a entrada w(t) e a sáıda y(t), em (5.1), pode ser minimizada

utilizando um controle de realimentação de estados através da matriz de ganhos K. No

projeto do controlador H2 utiliza-se uma metodologia formulada em termos de LMIs já

consagrada na literatura de controle, e é descrita pelo Teorema 5.2.

Teorema 5.2 Considere o sistema (5.1) com o controlador de realimentação de estados,

dado por u(t) = −Kx(t), e parâmetros ρ, q. Se existem as variáveis de otimização



5.1 Rastreador de Sinais com Realimentação de Estado do Estimador 43

Q = Q′ ∈ �n×n, Y ∈ �p×n e Z ∈ �p×p que determinam a solução para as LMIs descritas

em (5.2) então pode-se obter o controlador K que estabiliza o sistema (5.1) com alocação

de pólos na região mostrada pela Figura 8.

||H||22 = min Tr(Z)

s.a

⎡
⎣ Q B1

B′
1 Z

⎤
⎦ > 0,

⎡
⎣ AQ + QA′ − B2Y − Y ′B2 QC ′

2

C2Q −I

⎤
⎦ < 0, (5.2)

⎡
⎣ −ρQ AQ − B2Y + qQ

QA′ − Y ′B′
2 + qQ −ρQ

⎤
⎦ < 0,

Q > 0.

A matriz de ganho K do controlador de realimentação de estados é dado por: K =

Y Q−1. As matrizes Q e Y são soluções ótimas de (5.2).

Imag(s)

Real(s)

ρ

−q

D

Figura 8: Região D para posicionamento de pólos limitada por uma circunferência de
raio ρ com centro em (−q, 0).

Prova: vide (BOYD et al., 1994) e (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997) para deter-

minação da norma H2 via LMI e (CHILALI; GAHINET, 1996) para alocação de pólos com

restrições em termos de LMIs.

O problema de otimização descrito em termos de LMIs, dado no Teorema (5.2), pode

ser facilmente solucionado utilizando softwares dispońıveis, tais como LMISol (OLIVEIRA;

FARIAS; GEROMEL, 1997), que é um software de domı́nio público, ou o MATLAB, com o

LMI Control Toolbox (GAHINET et al., 1995).

No Problema 1, pode-se utilizar o Teorema 5.2 para projetar a matriz de ganho K

do controlador de realimentação de estados do sistema (5.1), e então projetar o ganho L
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do estimador de estados utilizando-se um estimador de Kalman (KALMAN, 1960), para

a realimentação da sáıda y(t). No projeto do estimador de Kalman utilizou-se a função

kalman do software MATLAB, vide Apêndice 3 para maiores detalhes. Uma formulação

em termos de LMIs para o projeto de L é dado em (GAHINET et al., 1995).

A equação em variáveis de estado do sistema ilustrado na Figura 7, que contém os

estados x(t) e x̂(t), pode ser descrita da seguinte maneira:

⎡
⎣ ẋ(t)

˙̂x(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ A A0

A1 A2

⎤
⎦
⎡
⎣ x(t)

x̂(t)

⎤
⎦ +

⎡
⎣ B2N

M

⎤
⎦ r(t) +

⎡
⎣ B1

0

⎤
⎦w(t),

z(t) =
[

C1 0
] ⎡⎣ x(t)

x̂(t)

⎤
⎦ ,

y(t) =
[

C2 0
] ⎡⎣ x(t)

x̂(t)

⎤
⎦ , (5.3)

e(t) = r(t) − z(t) = r(t) −
[

C1 0
] ⎡⎣ x(t)

x̂(t)

⎤
⎦ ,

sendo,

A0 = −B2K,

A1 = LC2,

A2 = A − B2K − LC2.

O sistema (5.3) pode ser representado na forma compacta,

ẋm(t) = Amxm(t) + Bmr(t) + Bww(t),

e(t) = −Cmxm(t) + Dmr(t), (5.4)

z(t) = Cmxm(t),

y(t) = Cuxm(t),

sendo,

xm =

⎡
⎣ x(t)

x̂(t)

⎤
⎦ , Am =

⎡
⎣ A A0

A1 A2

⎤
⎦ , Bm =

⎡
⎣ B2N

M

⎤
⎦ , Bw =

⎡
⎣ B1

0

⎤
⎦ , (5.5)

Cm =
[

C1 0
]
, Cu =

[
C2 0

]
, e Dm = 1.

Aplicando-se a transformada de Laplace no sistema (5.4), supondo as condições inicias
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nulas, obtem-se:

sXm(s) = AmXm(s) + BmR(s) + BwW (s),

Xm(s) = (sI − Am)−1 [BmR(s) + BwW (s)] , (5.6)

Y (s) = CuXm(s), (5.7)

Z(s) = CmXm(s), (5.8)

E(s) = −CmXm(s) + DmR(s). (5.9)

Substituindo-se (5.6) em (5.7), determina-se a relação entre o sinal de sáıda de medida

e os sinais de entrada do sistema (5.3), conforme descrito em (5.10):

Y (s) = Cu(sI − Am)−1BmR(s) + Cu(sI − Am)−1BwW (s). (5.10)

Para analisar o efeito do sinal de distúrbio W (s) na sáıda Y (s), considera-se o sinal

de entrada R(s) nulo. Então de (5.10) tem-se:

Y (s)

W (s)
= Cu(sI − Am)−1Bw. (5.11)

Observa-se neste caso que a norma H2 de w(t) para y(t) pode ser minimizada devido

ao projeto inicial da matriz de ganho K, que é um compensador H2; isto implica na

minimização do efeito do sinal de perturbação no desempenho da sáıda do sistema.

Na Figura 7 observa-se a adição do termo Mr(t) na estrutura do estimador. O

parâmetro M tem somente a função de alterar os zeros da função de transferência de

r(t) para u(t) e não modificar os pólos estabelecidos no projeto inicial do estimador, pois

a função de transferência de W (s) para Y (s) não é modificada por N ou M , (vide equações

(5.5) e (5.10)). Os pólos do sistema não são modificados, pois Am em (5.5) e (5.10) não

depende de M ou N . Com isso a estabilidade do sistema não é comprometida.

Para o projeto do rastreador ótimo, utilizam-se as transformadas de Laplace descritas

em (5.8), (5.6) e (5.9), com condições iniciais nulas. Em seguida, obtém-se a função de

transferência entre os sinais de entrada (entrada de referência e entrada exógena) e o sinal

de erro, conforme descrito a seguir:

E(s) =
[
−Cm (sI − Am)−1 Bm + Dm

]
R(s) + Cm (sI − Am)−1 BwW (s) (5.12)
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Considerando-se W (s) nulo em (5.12), obtem-se a função de transferência de E(s)/R(s):

Tre(s) =
E(s)

R(s)
= −Cm(sI − Am)−1Bm + Dm (5.13)

Neste caso, através da modificação dos zeros pode-se projetar um rastreador de sinal

minimizando a norma H∞ entre o sinal de referência e o sinal de erro do sistema. O

processo de modificação de zeros não interfere no projeto de rejeição de perturbação, pois

segundo (5.11) a função de transferência de W (s) para Y (s) não depende de Bm. Em

(5.13) utiliza-se a posição dos zeros, impĺıcitos na especificação de N e M em Bm, para o

processo de minimização do erro do rastreamento.

Note em (5.5) que os parâmetros M e N modificam completamente Bm. Nota-se ainda

que as matrizes M e N não alteram a posição dos pólos de malha fechada do sistema de

controle, pois não alteram os autovalores da matriz Am. Isto ocorre porque a matriz

Am não depende dos parâmetros M e N , o que pode ser verificado em (5.5). Assim, a

metodologia de modificação dos zeros não modifica os zeros da planta, caso estes existam.

5.1.2 Rastreador de Sinais com Modificação dos Zeros

O problema de rastreamento de sinais de referência consiste na escolha dos parâmetros

M e N que minimize a norma H∞ de Tre descrito em (5.13). Utilizando-se inequação (3.16)

da Seção 3.2, pode-se descrever a norma H∞ do sistema Tre da seguinte maneira:

‖Tre‖2
∞ = min δ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎣

AmQ + QA′
m −QC ′

m Bm

−CmQ −I Dm

B′
m Dm −δI

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0,

Q > 0, (5.14)

δ > 0,

sendo Q = Q′.

Propomos o Teorema 5.3 para solucionar o problema de rastreamento de sinais de

referência com modificação de zeros:

Teorema 5.3 Considere o Problema 2 com a Observação 5.1. Se existe solução para o

conjunto de LMIs descrito em (5.15), então pode-se obter matrizes M (M ∈ �n×p), e N

(N ∈ �p×p) que minimizam a norma H∞ do sistema Tre(s) = −Cm(sI −Am)−1Bm+Dm,
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resolvendo

‖Tre‖2
∞ = min δ

s.a⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

AQ11 + Q11A
′ + A0Q

′
12 + Q12A

′
0 AQ12 + A0Q22 + Q11A

′
1 + Q12A

′
2 −Q11C

′
1 B2N

A1Q11 + A2Q
′
12 + Q′

12A
′ + Q22A

′
0 Q′

12A
′
1 + Q22A

′
2 + A1Q12 + A2Q22 −Q′

12C
′
1 M

−C1Q11 −C1Q12 −I 1

NB′
2 M ′ 1 −δI

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
<0,

⎡
⎣ Q11 Q12

Q′
12 Q22

⎤
⎦ > 0, (5.15)

δ > 0.

Prova: Inicialmente, define-se a matriz Q da seguinte maneira:

Q =

⎡
⎣ Q11 Q12

Q′
12 Q22

⎤
⎦ , (5.16)

sendo Q11, Q12 e Q22 ∈ �n×n. Então, substituindo-se as equações (5.16) e (5.5) em

(5.14), pode-se obter (5.15).

As matrizes de modificação dos zeros M e N podem mudar a posição dos zeros de

transmissão de r(t) para u(t) do sistema ilustrado na Figura 7. A equação que define os

zeros de transmissão s (s ∈ C), de r(t) para u(t) é dada pelo Teorema 2.5 descrito na

Seção 2.2.

Em (ANDREA, 2002) resolveu-se o problema de rastreamento de sinais com modi-

ficação de zeros apenas para o caso SISO, e neste trabalho propõe-se a metodologia de

rastreamento de sinais com modificação de zeros aplicadas em sistemas de controle para

plantas do tipo SISO ou MIMO.

No projeto para sistema de rastreamento de sinais descrito no Teorema 5.3, a am-

plitude de |Tre(jω)| não é atenuada para todo o espectro de freqüência. Entretanto, em

algumas aplicações, o objetivo é rastrear sinais de referência em uma faixa de freqüência

selecionada em projeto. Então, objetivando-se solucionar este problema, é proposto o

rastreamento com peso na freqüência.
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5.1.3 Rastreador de Sinais com Peso na Freqüência

O objetivo do uso de peso na freqüência é atingir especificações de malha fechada

para o projeto do rastreador. Em (VALENTIN; DUC, 1997) pode-se verificar a utilização de

peso na freqüência, sendo utilizado este procedimento em redução de modelo; o projeto

é descrito na forma de BMIs (do inglês, Bilinear Matrix Inequalities). No projeto do

rastreador com peso na freqüência, objetiva-se encontrar uma solução ótima global para

o seguinte problema:

min ‖Tre(s)V (s)‖∞ (5.17)

sendo V (s) o peso na freqüência de sáıda e Tre(s) é a função de transferência entre o sinal

de erro de rastreamento e o sinal de referência, descrito em (5.13). Na Figura 9 ilustra-se

o diagrama de blocos da estrutura com a inclusão de peso na freqüência.

R(s)

Tre(s) V (s)

E(s) Ef(s)

Figura 9: Sistema de Controle para o projeto de rastreamento utilizando-se peso na
freqüência.

Considere (Av, Bv, Cv), Av ∈ �nv×nv a realização de V (s). Então a descrição em

variáveis de estado do sistema ilustrado na Figura 9 pode ser:

⎡
⎣ ẋm(t)

ẋv(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ Am 0

−BvCm Av

⎤
⎦
⎡
⎣ xm(t)

xv(t)

⎤
⎦+

⎡
⎣ Bm

Bv

⎤
⎦ r(t)

y(t) =
[

0 Cv

] ⎡⎣ xm(t)

xv(t)

⎤
⎦

Uma posśıvel realização de Ef (s)/R(s) = Ht(s) = Tre(s)V (s) é dada por:

⎡
⎣ At Bt

Ct Dt

⎤
⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Am 0 Bm

−BvCm Av Bv

0 Cv 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (5.18)

Propõe-se o Teorema 5.4 para o projeto de sistemas de rastreamento de sinais com

peso na freqüência (ASSUNÇÃO; ANDREA; TEIXEIRA, 2007).

Teorema 5.4 Considere o Problema 1 com a Observação 5.1. Se existe solução para o

conjunto de LMIs descrito em (5.19) então pode-se obter matrizes M (M ∈ �n×p) e N
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(N ∈ �p×p) que minimizam a norma H∞ do sistema Tre(s) = −Cm(sI −Am)−1Bm + Dm

descrito em (5.13) com peso na freqüência, resolvendo

‖Ht‖2
∞ = min δ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

AQ11 + Q11A
′ + A0Q

′
12 + Q12A

′
0 AQ12 + A0Q22 + Q11A

′
1 + Q12A

′
2

A1Q11 + A2Q
′
12 + Q′

12A
′ + Q22A

′
0 A1Q12 + Q′

12A
′
1 + A2Q22 + Q22A

′
2

−BvC1Q11 + AvQ
′
13 + Q′

13A
′ + Q′

23A
′
0 −BvC1Q12 + AvQ

′
23 + Q′

13A
′
1 + Q′

23A
′
2

CvQ
′
13 CvQ

′
23

NB′
2 M ′

AQ13 + A0Q23 − Q11C
′
1B

′
v + Q13A

′
v Q13C

′
v B2N

A1Q13 + A2Q23 − Q′
12C

′
1B

′
v + Q23A

′
v Q23C

′
v M

−BvC1Q13 − Q′
13C

′
1B

′
v + Q33A

′
v + AvQ33 Q33C

′
v Bv

CvQ33 −I 0

B′
v 0 −δI

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

< 0,

⎡
⎢⎢⎢⎣

Q11 Q12 Q13

Q′
12 Q22 Q23

Q′
13 Q′

23 Q33

⎤
⎥⎥⎥⎦ > 0, (5.19)

δ > 0,

sendo que as matrizes Qij = Q′
ij; i, j = 1, 2, 3, têm a mesma dimensão da matriz A, e

para j = 3 e i = 1, 2, 3; as matrizes Qij tem dimensões convenientes, e as matrizes Av,

Bv e Cv representam a dinâmica do filtro.

Prova: As inequações em (5.19) são obtidas considerando-se as matrizes (Ag, Bg, Cg, Dg) =

(At, Bt, Ct, Dt) na inequação (3.16) descrita na Seção 3.2, sendo a matriz Q descrita da

seguinte forma,

Q =

⎡
⎢⎢⎢⎣

Q11 Q12 Q13

Q′
12 Q22 Q23

Q′
13 Q′

23 Q33

⎤
⎥⎥⎥⎦ , (5.20)

com (At, Bt, Ct, Dt) dado por (5.18), e as matrizes (Am, Bm, Cm, Dm) definidas em (5.13)

e (5.5).

Note que a ordem do filtro utilizado no projeto do sistema de rastreamento pode

ser arbitrariamente especificada. Pode-se escolher a ordem do filtro de acordo com a

seletividade desejada.
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As matrizes M e N são soluções ótimas de (5.19) e minimizam a norma H∞ entre o

sinal de entrada de referência r(t) para o sinal de erro de rastreamento r(t) − z(t).

Utiliza-se o filtro no Teorema 5.4 com objetivo de ajustar os parâmetros M e N para

o rastreamento de sinais de referência em uma determinada faixa de freqüência. Então,

no projeto do sistema de rastreamento com a modificação dos zeros no plano-s descritos

em termos de LMIs considera-se o filtro dinâmico para ajustar a operação do rastreador

nesta faixa de freqüência. Entretanto, na implementação ou simulação do sistema de

rastreamento de sinais, este filtro é descartado.

O Teorema 5.4 apresenta um equacionamento mais simples para a solução do problema

de rastreamento de sinais com modificação dos zeros para sistemas SISO em relação

ao apresentado em (ANDREA, 2002). Isto ocorre porque utiliza-se uma realização de

Ht(s), descrito em (5.18), mais simples do que a utilizada em (ANDREA, 2002). Como

conseqüência, as LMIs para o rastreamento descritas em (ANDREA, 2002) apresentam

maiores dimensões do que as LMIs descritas no Teorema 5.4 proposto neste trabalho.

Outro fator que resultou em uma proposta de rastreamento mais simples neste trabalho

são os filtros. No Teorema 5.4 a ordem do filtro é livre, enquanto que em (ANDREA, 2002)

a ordem do filtro era o dobro da ordem do sistema.

Em (ASSUNÇÃO; ANDREA; TEIXEIRA, 2003) foi proposta uma metodologia de rastrea-

mento de sinais com modificação dos zeros e rejeição de distúrbios para sistemas SISO.

A atenuação do efeito do sinal exógeno no sistema era realizada por um controlador H∞
que realimentava os estados estimados do sistema. Entretanto, foi posśıvel propor LMIs

mais simples e isto é apresentado neste trabalho.

5.2 Rastreador de Sinais com Realimentação Dinâmica

da Sáıda

5.2.1 Problema 2

Considere o sistema linear e invariante no tempo descrito na forma de variáveis de

estado abordado em (5.1).

O problema de rastreamento ótimo e rejeição de distúrbio utilizando a realimentação

dinâmica da sáıda é minimizar a norma H2 ou H∞ entre a entrada exógena w(t) e a

sáıda de medida y(t). Neste processo deve-se projetar um controlador Ks(s), que atenue

o efeito do sinal de distúrbio na sáıda do sistema. Para o rastreamento deve-se projetar

parâmetros M e N de modificação ótima dos zeros que minimize a norma H∞ entre a
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entrada de referência r(t) e o erro de rastreamento r(t) − z(t).

+

+

+

-

r(t)
N

u(t)

Planta

w(t)

z(t)ẋ(t)=Ax(t)+B2u(t)+B1w(t)

y(t) = C2x(t)

z(t) = C1x(t)

M

ẋs(t) = Asxs(t) + Bsus(t) + Mr(t)

ys(t) = Cs(t)xs(t)

e(t)

Compensador (Ks(s))

y(t)

ys(t) us(t)

Figura 10: Sistema de controle de rastreamento de sinais e atenuação de perturbação
presente na planta.

Observação 5.5 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado neste estudo para

resolver o Problema 2 é ilustrado na Figura 10, onde Ks(s) = Cs(sI − As)
−1Bs + Ds é

um compensador dinâmico H2 ou H∞ com alocação de pólos utilizado na realimentação

dinâmica da sáıda do sistema, M é utilizado para resolver o problema da variação dos

zeros (M ∈ �n×p), N é a matriz de ganho de rastreamento (N ∈ �p×p), r(t) é o sinal de

referência e w(t) é o sinal de entrada exógeno, do tipo perturbação ou distúrbio.

Utilizando-se o Teorema 5.6 já consagrado na literatura de sistemas de controle e o

Teorema 5.8 proposto neste trabalho, projeta-se o compensador H2, no qual utiliza-se o

projeto do compensador H∞ proposto em (CHILALI; GAHINET, 1996), que é descrito no

Teorema 5.9.

Teorema 5.6 Considera-se o sistema (5.1) com o compensador Kq(s) = Bq(sI−Aq)
−1Cq

de realimentação dinâmica da sáıda. Se existe solução para as LMIs descritas em (5.21)

então pode-se obter a solução ótima da norma H2 entre a entrada w(t) e a sáıda de medida

y(t), resolvendo-se

||H||22 = min Tr(W )

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎣

Y I B1

I X XB1

B′
1 B′

1X W

⎤
⎥⎥⎥⎦ > 0 (5.21)
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⎡
⎢⎢⎢⎣

H Z + J Y C ′
1

Z ′ + J ′ G C ′
1

C1Y C1 −I

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0 (5.22)

sendo,

H = AY + Y A′ + B2L + L′B′
2

G = A′X + XA + FC2 + C ′
2F

′

Z = A + Y A′X + L′B′
2X + Y C ′

2F
′. (5.23)

As variáveis Y , L, X, F , J e W são soluções ótimas de (5.22) e (5.21), com Y = Y ′

e X = X ′. As matrizes dinâmicas do compensador H2, Kq(s) = Cq(sI −Aq)
−1Bq, podem

ser obtidas das seguintes equações:

J = V A′
qU

′,

L = UBq,

F = CqV
′, (5.24)

UV ′ = I − XY.

Prova: vide (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999).

Observação 5.7 Considerando-se o Teorema 5.6, verifica-se na inequação (5.22) a exis-

tência de termos não-lineares. Pode-se visualizar os termos não-lineares nas variáveis Z e

J , descritas em (5.23) e (5.24). Isto impossibilita a obtenção da matriz Aq do controlador

H2. Visando a determinação de Aq, considera-se em (5.22) J = −Z − Y C ′
1C1. A

inequação (5.22) equivale as seguintes LMIs:

⎡
⎣ G C ′

1

C ′
1 −I

⎤
⎦ < 0,

⎡
⎣ H Y C ′

1

C1Y −I

⎤
⎦ < 0. (5.25)

Vide Apêndice 1 para maiores detalhes.

Um fator importante na obtenção de Kq(s) é a determinação das variáveis U e V ,

descrita em (5.24). Neste processo utiliza-se um método para solução de sistemas lineares,

a decomposição LU . Através do software MATLAB pode-se obter a decomposição LU de

uma determinada matriz.

Considerando-se a Observação 5.7, pode-se obter o compensador H2 de realimentação

de sáıda através da minimização do traço de W sujeito às inequações (5.21) e (5.25). O
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Teorema 5.8 projeta o compensador H2 para realimentação da sáıda, utilizando restrições

para alocação dos pólos.

Teorema 5.8 Considera-se o sistema (5.1) com o compensador Kq(s) = Bq(sI−Aq)
−1Cq

de realimentação dinâmica da sáıda, e ainda que os parâmetros ρq e qq são fixos (Figura

5). Se existe solução para as LMIs descritas em (5.26)-(5.29), então pode-se obter o valor

ótimo da norma H2 entre a entrada w(t) e a sáıda de medida y(t), com alocação de pólos

na região mostrada pela Figura 5, resolvendo

||H||22 = min Tr(W )

s.a ⎡
⎢⎢⎢⎣

Y I B1

I X XB1

B′
1 B′

1X W

⎤
⎥⎥⎥⎦ > 0, (5.26)

⎡
⎣ AY + Y A′ + B2L + L′B′

2 Y C ′
1

C1L −I

⎤
⎦ < 0, (5.27)

⎡
⎣ A′X + XA + FC2 + C ′

2F
′ C ′

1

C1 −I

⎤
⎦ < 0, (5.28)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ρqY −ρqI AY + B2L + qqY A + qqI

−ρqI −ρqX −A′ − C ′
1C1Y XA + FC2 + qqX

Y A′ + L′B′
2 + qqY −A − Y C ′

1C1 −ρqY −ρqI

A′ + ρqI A′X + C ′
2F

′ + qqX −ρqI −ρqX

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
<0.(5.29)

As matrizes dinâmicas do compensador H2 podem ser obtidas diretamente de (5.24).

Prova: vide (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999) para as inequações (5.26),

(5.27) e (5.28). Para a determinação da inequação (5.29) utilizou-se algumas das ma-

nipulações algébricas adotadas em (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999) aplicadas

à LMI indicada na inequação (4.9) da Seção 4.3, como mostrado abaixo. Considera-

se a seguinte realização mı́nima do sistema (5.1) realimentado pelo compensador H2,

Kq(s) = Cq(sI − Aq)
−1Bq:

⎡
⎣ Ar Br

Cr Dr

⎤
⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

A B2Cq B1

BqC2 Aq 0

C2 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (5.30)

A inequação indicada em (4.9) da Seção 4.3 permite alocar os pólos de um sistema no
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plano-s esquerdo limitados por uma circunferência de raio ρq e centro em (−qq, 0). Então,

substituindo-se Ar = A na inequação (4.9) da Seção 4.3, sendo a matriz Ar descrita em

(5.30), tem-se:

⎡
⎣ −ρqP̃ ArP̃ + qqP̃

P̃A′
r + qqP̃ −ρqP̃

⎤
⎦ < 0 (5.31)

Entretanto, a inequação (5.31) possui bilinearidades, o que torna a solução do prob-

lema extremamente dif́ıcil e de elevado custo computacional. Portanto, utiliza-se uma

transformação linear (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999) para que o problema

apresente-se em termos de LMIs conforme indicado em (5.29). Inicialmente adota-se

a matriz P̃ e sua inversa como,

P̃ =

⎡
⎣ X U

U ′ X̂

⎤
⎦ , P̃−1 =

⎡
⎣ Y V

V ′ Ŷ

⎤
⎦ (5.32)

sendo X = X ′ ∈ �n×n e Y = Y ′ ∈ �n×n. Ainda adota-se:

P̃H = T, com T =

⎡
⎣ I X

0 U ′

⎤
⎦ e H =

⎡
⎣ Y I

V ′ 0

⎤
⎦ . (5.33)

Em seguida, pré e pós multiplica-se a inequação (5.31) por H ′
pa e Hpa e obtem-se a

inequação (5.29), sendo a matriz Hpa descrita da seguinte maneira:

Hpa =

⎡
⎣ H 0

0 H

⎤
⎦

O Teorema 5.9 apresenta o projeto de um compensador H∞ utilizado na realimentação

da sáıda para atenuar o efeito do sinal de distúrbio na sáıda do sistema, proposto em

(CHILALI; GAHINET, 1996).

Teorema 5.9 Considera-se o sistema (5.1) com o controlador Kp(s) = Cp(sI−Ap)
−1Bp+

Dp de realimentação dinâmica da sáıda, e ainda que os parâmetros ρp e qp são fixos. Se

existe solução para as LMIs descritas em (5.34), então pode-se obter a solução ótima da

norma H∞ entre a entrada w(t) e a sáıda de medida y(t), com alocação de pólos na região

mostrada pela Figura 5 (CHILALI; GAHINET, 1996), resolvendo-se

‖H‖2
∞ = min δ

s.a
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⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

AR + RA′ + B2Cj + C ′
jB

′
2 B1 A′

j + A + B2DjC2 RC ′
1

B′
1 −δI B′

1S 0

Aj + A′ + C ′
2D

′
jB

′
2 SB1 A′S + SA + BjC2 + C ′

2B
′
j C ′

1

C1R 0 C1 −δI

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

< 0, (5.34)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ρpR −ρpI AR + B2Cj + qpR A + B2DjC2 + qpI

−ρpI −ρpS Aj + qpI SA + BjC2 + qpS

RA′ + C ′
jB

′
2 + qpR A′

j + qpI −ρpR −ρpI

A′ + C ′
2D

′
jB

′
2 + qpI A′S + C ′

2B
′
j + qpS −ρpI −ρpS

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
<0, (5.35)

⎡
⎣ R I

I S

⎤
⎦ > 0, (5.36)

sendo, R = R′ ∈ �n×n, S = S ′ ∈ �n×n, Aj, Bj, Cj e Dj as variáveis de otimização

conjunta das LMIs (5.34), (5.35) e (5.36). Considera-se ainda:

Dj = Dp

Cj = CpΨ
′ + DpC2R

Bj = EBp + SB2Dp (5.37)

Aj = EApΨ
′ + EBpC2R + SB2CpΨ

′ + S(A + B2DpC2)R

Para a solução de (5.37) tem-se,

ΨE ′ = I − RS, (5.38)

e através da resolução de (5.37), obtem-se as matrizes dinâmicas do compensador H∞,

Kp(s) = Cp(sI − Ap)
−1Bp + Dp.

Prova: considera-se Twy a realização mı́nima do sistema realimentado pelo compen-

sador H∞,

Twy = Ccl + (sI − Acl)
−1Bcl

sendo:

Acl =

⎡
⎣ A + B2DpC2 B2Cp

BpC2 Ap

⎤
⎦

Bcl =

⎡
⎣ B1

0

⎤
⎦

Ccl =
[

C1 0
]

A solução para o problema de determinação do compensador Kp(s) com restrições
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para alocação de pólos consiste em solucionar o seguinte problema de otimização descrito

em termos de LMIs (CHILALI; GAHINET, 1996):

‖H‖2
∞ = min δ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎣

AclQ̆ + Q̆A′
cl Bcl Q̆C ′

cl

B′
cl −δI D′

cl

CclQ̆ Dcl −δI

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0, (5.39)

⎡
⎣ −ρpQ̆ AclQ̆ + qpQ̆

Q̆A′
cl + qpQ̆ −ρpQ̆

⎤
⎦ < 0, (5.40)

Q̆ > 0.

Entretanto, o problema de otimização descrito em (5.39) e (5.40) apresenta BMIs, o

que torna a solução do problema extremamente dif́ıcil e de elevado custo computacional.

Torna-se necessário a utilização de uma transformação linear (CHILALI; GAHINET, 1996)

para que o problema apresente-se em termos de LMIs. Inicialmente adota-se a matriz Q̆

e sua inversa como,

Q̆ =

⎡
⎣ R Ψ

Ψ′ J

⎤
⎦ , e Q̆−1 =

⎡
⎣ S E

E ′ Φ

⎤
⎦ ,

sendo R ∈ �n×n e S ∈ �n×n. Ainda adota-se,

Q̆Γ2 = Γ1, com Γ1 =

⎡
⎣ R I

Ψ′ 0

⎤
⎦ e Γ2 =

⎡
⎣ I S

0 E ′

⎤
⎦ . (5.41)

Considerando-se a matriz de Lyapunov Q̆ > 0 e pré e pós multiplicando-se Q̆ por Γ′
2

e Γ2 respectivamente, obtém-se a inequação (5.36). Em seguida, pré e pós multiplica-se

a inequação (5.39) pela matriz diagonal (Γ′
2, I, I) e pela matriz diagonal (Γ2, I, I) respec-

tivamente, obtém-se a inequação (5.34). E então, pré e pós multiplicando-se a inequação

(5.40) pelas matrizes (Γ′
2, . . . , Γ

′
2) e (Γ2, . . . , Γ2) respectivamente, obtém-se a inequação

(5.35).

As matrizes Ψ e E descritas em (5.38) são obtidas através do método de solução de

sistemas lineares denominado decomposição LU .

A equação em variáveis de estado do sistema que representa o diagrama de blocos

ilustrado na Figura 10 pode ser descrito da seguinte maneira:

⎡
⎣ ẋ(t)

ẋs(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ A3 A4

A5 A6

⎤
⎦
⎡
⎣ x(t)

xs(t)

⎤
⎦+

⎡
⎣ B2N

M

⎤
⎦ r(t) +

⎡
⎣ B1

0

⎤
⎦w(t),
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z(t) =
[

C1 0
] ⎡⎣ x(t)

xs(t)

⎤
⎦ , (5.42)

e(t) = r(t) − z(t) = r(t) −
[

C1 0
] ⎡⎣ x(t)

xs(t)

⎤
⎦ ,

y(t) =
[

C2 0
] ⎡⎣ x(t)

xs(t)

⎤
⎦ ,

sendo,

A3 = A + B2DsC2,

A4 = B2Cs,

A5 = BsC2, (5.43)

A6 = As,

e Ds = 0 considerando-se um compensador H2.

Reescrevendo-se o sistema (5.42) de forma compacta, tem-se:

ẋn = Anxn(t) + Bnr(t) + Bwnw(t),

z(t) = Cnxn(t),

e(t) = −Cnxn(t) + Dnr(t),

y(t) = Chxn(t),

sendo,

xn(t) =

⎡
⎣ x(t)

xs(t)

⎤
⎦ , An =

⎡
⎣ A3 A4

A5 A6

⎤
⎦ , Bn =

⎡
⎣ B2N

M

⎤
⎦ , Bwn =

⎡
⎣ B1 + B2DsD

BsD

⎤
⎦

Cn =
[

C1 0
]
, Ch =

[
C2 0

]
, e Dn = 1. (5.44)

A função de transferência entre os sinais de entrada e o sinal de sáıda de medida do

sistema pode ser representada da seguinte maneira:

Y (s) = Ch(sI − An)
−1BnR(s) + Ch(sI − An)

−1BwnW (s). (5.45)

Considerando-se R(s) nulo em (5.45), obtém-se a função de transferência entre o sinal

de distúrbio e a sáıda de medida, Y (s)/W (s). Descreve-se a função de transferência
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Y (s)/W (s) da seguinte maneira:

Y (s)

W (s)
= Ch(sI − An)

−1Bwn. (5.46)

Neste caso a influência do sinal de distúrbio ao sistema pode ser atenuada devido

ao projeto inicial do compensador H2 ou H∞. Observa-se na Figura 10 a inclusão do

termo Mr(t) à estrutura do compensador Ks(s). O parâmetro M tem somente a função

de alterar os zeros da função de transferência de r(t) para u(t) e não modificar os pólos

estabelecidos no projeto inicial de Ks(s), pois a função de transferência de W (s) para

Y (s) não é modificada por N ou M , vide equações (5.44) e (5.46). Os pólos do sistema

não são modificados, pois An em (5.44) e (5.46) não dependem de M ou N .

A função de transferência entre os sinais de entrada e o sinal de erro pode ser descrita

da seguinte maneira:

E(s) =
[
−Cn (sI − An)

−1 Bn + Dn

]
R(s) + Cn (sI − An)

−1 BwnW (s) (5.47)

Considerando-se W (s) nulo em (5.47), obtém-se a função de transferência de E(s)/R(s):

Tn =
E(s)

R(s)
= −Cn(sI − An)

−1Bn + Dn (5.48)

Neste caso, através da modificação dos zeros pode-se projetar um sistema de rastrea-

mento de sinais minimizando-se a norma H∞ entre o sinal de referência e o sinal de erro

do sistema. O processo de modificação de zeros não interfere no projeto de rejeição de

perturbação, pois segundo (5.46) a função de transferência de W (s) para Y (s) não de-

pende de Bn. Em (5.48) utiliza-se a posição dos zeros, impĺıcitos na especificação de N e

M em Bn, para o processo de minimização do erro do rastreamento.

Note em (5.44) que os parâmetros M e N modificam completamente Bn. Deste

modo, as matrizes M e N não alteram a posição dos pólos de malha fechada do sistema

de controle, isto é, não alteram os autovalores da matriz An. Isto ocorre porque a matriz

An não depende dos parâmetros M e N , o que pode ser verificado em (5.44). Ainda,

esta metodologia de modificação dos zeros utilizando realimentação dinâmica da sáıda

não altera os zeros da planta, caso estes existam.

5.2.2 Rastreador de Sinais Utilizando a Modificação dos Zeros

No processo de rastreamento com modificação da posição dos zeros no plano-s, utilizou-

se como critério de desempenho a norma H∞ descrita na Seção 3.2. Então, relaciona-se
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o desempenho do sistema de rastreamento de sinais com o tamanho do sinal de erro de

rastreamento, erro entre o sinal de referência e a sáıda do sistema. No qual, a norma H∞
da função de transferência entre o sinal de referência e o sinal de erro de rastreamento é

minimizada.

A solução para o problema de rastreamento consiste no projeto dos parâmetros M e

N que minimize a norma H∞ de Tn descrito em (5.48). Utilizando-se inequação (3.16) da

Seção 3.2, pode-se descrever a norma H∞ do sistema Tn da seguinte maneira,

‖Tn‖2
∞ = min δ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎣

AnQ + QA′
n −QC ′

n Bn

−CnQ −I D′
m

B′
n Dn −δI

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0

Q > 0 (5.49)

δ > 0

sendo Q = Q′.

Inclui-se ao projeto peso na freqüência, pois é interessante que o rastreador execute

suas funções segundo uma faixa de freqüência especificada em projeto. Para o projeto do

rastreador com peso na freqüência (VALENTIN; DUC, 1997), deseja-se encontrar a solução

global que otimize o problema

min ‖Tn(s)F (s)‖∞, (5.50)

sendo F (s) = (Af , Bf , Cf) o peso na freqüência de sáıda e Tn = (An, Bn,−Cn, Dn) uma

realização do sistema linear invariante no tempo e estável indicado em (5.48). Na Figura

11 é ilustrada o diagrama de blocos do sistema de controle com a inclusão de peso na

freqüência.

R(s)

Tn(s) F (s)

E(s) Es(s)

Figura 11: Sistema para o projeto de rastreamento com realimentação dinâmica da sáıda
utilizando-se peso na freqüência.

Uma realização em espaço de estado de Es(s)/R(s) = Hd = Tn(s)F (s) para a estru-
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tura ilustrada na Figura (11) pode ser expressa por:

⎡
⎣ Ad Bd

Cd Dd

⎤
⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

An 0 Bn

−BfCn Af Bf

0 Cf 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (5.51)

Propõe-se o Teorema 5.10 para o projeto de sistemas de rastreamento de sinais de

referência com modificação dos zeros utilizando-se peso na freqüência aplicado em sistemas

de controle.

Teorema 5.10 Considere o Problema 2 com a Observação 5.5. Se existe solução para as

LMIs descritas em (5.52) então pode-se obter as matrizes M (M ∈ �n×p) e N (N ∈ �p×p)

que minimizam a norma H∞ do sistema Tn(s) = −Cn(sI − An)
−1Bn + Dn com peso na

freqüência, resolvendo-se o problema

‖Hd‖2
∞ = min δ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A3Q11 + Q11A
′
3 + A4Q

′
12 + Q12A

′
4 A3Q12 + A4Q22 + Q11A

′
5 + Q12A

′
6

A5Q11 + A6Q
′
12 + Q′

12A
′
3 + Q22A

′
4 A5Q12 + Q′

12A
′
5 + A6Q22 + Q22A

′
6

−BfC1Q11 + AfQ
′
13 + Q′

13A
′
3 + Q′

23A
′
4 −BfC1Q12 + AfQ

′
23 + Q′

13A
′
5 + Q′

23A
′
6

CfQ
′
13 CfQ

′
23

NB′
2 M ′

A3Q13 + A4Q23 − Q11C
′
1B

′
f + Q13A

′
f Q13C

′
f B2N

A5Q13 + A6Q23 − Q′
12C

′
1B

′
f + Q23A

′
f Q23C

′
f M

−BfC1Q13 − Q′
13C

′
1B

′
f + Q33A

′
f + AfQ33 Q33C

′
f Bf

CfQ33 −I 0

B′
w 0 −δI

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

< 0,

⎡
⎢⎢⎢⎣

Q11 Q12 Q13

Q′
12 Q22 Q23

Q′
13 Q′

23 Q33

⎤
⎥⎥⎥⎦ > 0, (5.52)

δ > 0,

sendo que as matrizes Qij = Q′
ij; i, j = 1, 2, têm a mesma dimensão da matriz A, e para

j = 3 e i = 1, 2, 3; matrizes Qij tem dimensões convenientes, e Af , Bf e Cf representam

a dinâmica do filtro.

Prova: A inequação (5.52) é obtida considerando-se as matrizes (Ag, Bg, Cg, Dg) = (Ad, Bd,
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Cd, Dd) na inequação (3.16) da Seção 3.2.1, sendo a matriz Q descrita da seguinte forma,

Q =

⎡
⎢⎢⎢⎣

Q11 Q12 Q13

Q′
12 Q22 Q23

Q′
13 Q′

23 Q33

⎤
⎥⎥⎥⎦ (5.53)

sendo (Ad, Bd, Cd, Dd) dado por (5.51) e as matrizes (An, Bn, Cn, Dn) mostradas em (5.48)

e (5.44).

As matrizes M e N são soluções ótimas de (5.52) e minimizam a norma H∞ entre o

sinal de entrada de referência r(t) para o sinal de erro de rastreamento r(t) − z(t).

Os filtros utilizados no Teorema 5.10 são utilizados somente em projeto, e posteri-

ormente descartados para simulação ou implementação dos sistemas de rastreamento de

sinais.

Em (ANDREA, 2002) pode-se encontrar uma metodologia de rastreamento de sinais

com modificação de zeros descrito na forma de LMIs para sistemas SISO. Entretanto,

(ANDREA, 2002) não apresenta alocação de pólos em regiões do plano-s para o processo de

atenuação de distúrbio, o que causa a obtenção de compensadores dinâmicos com ganhos

elevados. Entretanto, o método de rastreamento com modificação de zeros que evita a

obtenção de altos ganhos para o controlador já foi proposto pelos autores deste estudo em

(ASSUNÇÃO; ANDREA; TEIXEIRA, 2007). Foi posśıvel propor LMIs mais simples, e isto é

apresentado neste trabalho.

5.3 Rastreador de Sinais de Referência para Sistemas

Incertos

5.3.1 Problema 3

Considera-se o seguinte sistema linear e invariante no tempo com incertezas paramétricas

descrito na forma de variáveis de estado,

ẋ(t) = A(a)x(t) + B2(a)u(t) + B1w(t)

y(t) = C2(a)x(t) (5.54)

z(t) = C1x(t)

sendo A(a) ∈ �n×n, B2(a) ∈ �n×p, B1 ∈ �n×p, C1 ∈ �m×n, C2(a) ∈ �m×n, x(t) é o vetor

de estados (x(t) ∈ �n), y(t) é a sáıda medida (y(t) ∈ �m), z(t) é a sáıda de referência
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(z(t) ∈ �m), u(t) a entrada de controle (u(t) ∈ �p) e w(t) é uma entrada exógena (do

tipo distúrbio ou perturbação).

As matrizes incertas A(a), B2(a) e C2(a) são representadas pela combinação convexa

descrita a seguir (BOYD et al., 1994):

A(a) =
κ∑
i=1

aiAi, B2(a) =
κ∑
i=1

aiB2i, C2(a) =
κ∑
i=1

aiC2i, (5.55)

sendo a = [a1 · · ·aκ]′ o vetor que parametriza o politopo de incertezas, tal que

κ∑
i=1

ai = 1, ai ≥ 0. (5.56)

O número de vértices do politopo de incertezas do sistema varia de 1 até κ, sendo

κ = 2ϑ e ϑ é o número de parâmetros incertos na planta.

O problema de rastreamento ótimo e rejeição de distúrbio utilizando a realimentação

da sáıda considerando-se o sistema incerto descrito em (5.54), é minimizar a norma H2

de custo garantido entre a entrada exógena w(t) e a sáıda de medida y(t). Neste processo

deve-se projetar um controlador Kb(s), que atenue o efeito do sinal de distúrbio na sáıda do

sistema incerto. Para o rastreamento deve-se projetar parâmetros M e N de modificação

ótima dos zeros que minimize a norma H∞ de custo garantido entre a entrada de referência

r(t) e o erro de rastreamento r(t) − y(t).

Observação 5.11 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado para resolver o

Problema 3 é ilustrado na Figura 12, onde Kb(s) = Cb(sI − Ab)
−1Bb é um compensador

dinâmico H2 para sistemas incertos utilizado na realimentação dinâmica da sáıda do sis-

tema, M é utilizada para resolver o problema da variação dos zeros, N é a matriz de

ganho de rastreamento e r(t) é o sinal de entrada de referência.

Neste projeto considera-se incerteza do tipo politópica e Kb(s) é um controlador H2

para sistemas incertos utilizado na realimentação dinâmica da sáıda. Pode-se atenuar

o efeito do sinal de distúrbio sobre o sistema incerto através do controlador Kb(s) que

realimenta a sáıda, conforme ilustrado na Figura 12. O controlador Kb(s) é projetado

utilizando-se um método descrito em termos de LMIs conforme o teorema 5.12 proposto

em (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999).

Teorema 5.12 Considera-se o sistema incerto descrito em (5.54) com o controlador H2

de custo garantido utilizado na realimentação dinâmica da sáıda. Se existe solução para as

LMIs descritas em (5.57), então pode-se obter a solução ótima para a norma H2 de w(t)
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+

+

+

-

r(t)
N

u(t)

Planta Incerta

w(t)

z(t)ẋ(t)=A(a)x(t)+B2(a)u(t)+B1w(t)

y(t) = C2(a)x(t)

z(t) = C1x(t)

M

ẋb(t) = Abxb(t) + Bbub(t) + Mr(t)

yb(t) = Cb(t)xb(t)

e(t)

Compensador (Kb(s))

y(t)

Figura 12: Controle ótimo de rastreamento de sinal de controle e atenuação de
perturbação presente em planta incerta.

para y(t) de custo garantido, minimizando-se o efeito do sinal de distúrbio no sistema,

resolvendo-se

‖H‖2
2 = min Tr[W ]

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎣

Y I B1

I X XB1

B′
1 B′

1X W

⎤
⎥⎥⎥⎦ > 0, (5.57)

⎡
⎢⎢⎢⎣

Hi Zi + M Y C ′
1

Z ′
i + M ′ Gi C ′

1

C1Y C1 −I

⎤
⎥⎥⎥⎦ > 0,

δ > 0,

sendo,

Hi = AiY + Y A′
i + B2iL + L′B′

2i,

Gi = AiX + XAi + FC2i + C ′
2iF

′,

Zi = Ai + Y A′
iX + L′B′

2iX + Y C ′
2iF

′, i = 1, 2, · · · , κ, (5.58)

e ainda,

L = CpV
′, F = UBp, e M = V A′

pU
′. (5.59)

As matrizes dinâmicas do controlador H2, Kb(s) = Cp(sI − Ap)
−1Bp, podem ser
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determinadas por (5.59) com UV ′ = I − XY .

As matrizes U e V são obtidas através de um método de solução de sistemas lineares

denominado Decomposição LU .

Prova: vide (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999).

Verifica-se no Teorema 5.12, mais especificadamente em (5.58), a existência de bilin-

earidades no projeto do compensador H2 para sistemas incertos. Considerando-se um

sistema determińıstico, este fator não dificultaria a solução do problema, pois ajusta-se a

variável Z de forma adequada, por exemplo, Z = −M − (Y C ′
1C1) no conjunto de LMIs

em (5.57). Porém para projeto em sistemas incertos, utiliza-se no processo de otimização

a variável Zi = Ai + Y A′
iX + L′B′

2iX + Y C ′
2iF

′, o que impede o ajuste da variável Z.

Desta maneira, não é posśıvel evitar presença de bilinearidades no projeto, o que requer

um elevado custo computacional para a solução deste problema.

O algoritmo de decomposição cruzada (TOKUNAGA; IWASAKY; HARA, 1996) tenta

solucionar o problema para projeto de controladores H2 com custo garantido (GEROMEL;

BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999). Inicialmente supõe-se que é conhecido uma solução fact́ıvel

inicial para o problema, e através das interações do algoritmo objetiva-se uma melhora

em termos de custo da norma H2 para o projeto do controlador. Supõe-se que em uma

iteração genérica k as matrizes Yk, Lk, Xk e Fk são soluções fact́ıveis para o problema

de otimização descrito na inequação (5.57). Considera-se inicialmente um problema de-

termińıstico com M = −Z − (Y C ′
1)C1 em (5.57), e em seguida realiza-se uma iteração

inicial para o sistema incerto, onde obtém-se as soluções fact́ıveis iniciais. O Teorema

seguinte projeta o controlador Kb(s) com custo garantido utilizando-se o algoritmo de de-

composição cruzada para sistemas incertos em termos de LMIs proposto em (GEROMEL;

BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999).

Teorema 5.13 Considera-se o sistema (5.54) com o controlador H2, Kb(s) = Cb(sI −
Ab)

−1Bb, de custo garantido utilizado para a realimentação dinâmica da sáıda. Se existe

solução para as LMIs descritas em (5.61), então pode-se obter a solução ótima da norma

H2 de w(t) para y(t) de custo garantido, minimizando-se o efeito do sinal de distúrbio no

sistema, resolvendo-se

‖H‖2 = min Tr[W ]

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎣

P P PB1

P X XB1

B′
1P B′

1X W

⎤
⎥⎥⎥⎦ > 0, (5.60)
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⎡
⎢⎢⎢⎣

A′
kP + PAk PA + A′

kX + C ′
2F

′ + S C ′
k

A′P + XAk + FC2 + S ′ G C ′
1

Ck C1 −I

⎤
⎥⎥⎥⎦<0, (5.61)

sendo

Ak = A + B2LkY
−1
k ,

Ck = C1.

Por dualidade considera-se o problema de otimização convexa com variáveis Y , L, Q,

S e W indicados nas equações (5.62) e (5.63):

‖H‖2 = min Tr[W ]

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎣

Y Q B1

Q Q Bk

B′
1 B′

k W

⎤
⎥⎥⎥⎦ > 0, (5.62)

⎡
⎢⎢⎢⎣

H AQ + Y A′
k + L′B′

2 + S Y C ′
1

QA′ + AkY + B2L + S ′ AkY + Y A′
k QC ′

1

C1Y C1Q −I

⎤
⎥⎥⎥⎦<0,(5.63)

sendo

Ak = A + X−1
k FkC2,

Bk = B1 + X−1
k .

É posśıvel solucionar o problema do custo garantido para o controlador H2 através do

algoritmo de decomposição cruzada, descrito a seguir:

Passo 1: Assume-se a iteração k = 0 uma solução fact́ıvel inicial Y0, L0, X0, F0, M0 e

W0 são conhecidas. Para isto, é considerado as matrizes Ai, B2i e C2i conhecidas e

pertencentes a um conjunto de incertezas politópicas e então a solução inicial fact́ıvel é

obtida resolvendo-se (5.57).

Passo 2: Com as matrizes Yk e Lk, resolve-se os problemas (5.60) e (5.61).

Determina-se o valor de α = tr[Wk]. A solução ótima fornece Fk e Xk a ser utilizado no

passo 3.

Passo 3: Com as matrizes Fk e Xk, resolve-se os problemas (5.62) e (5.63).
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Determina-se o valor de β = tr[Wk]. A solução ótima fornece Yk e Lk a ser utilizado no

passo 2.

Passo 4: Se αk − βk < ε, ε > 0, finaliza-se o processo. Caso contrário, faça k → k + 1

e volte para o Passo 1.

Com a resolução do processo iterativo obtem-se:

L = Lk(PYk)
−1, M = P−1S, F = (XkQ)−1Fk, (5.64)

e, substituindo-se a equação (5.64) em (5.59) determina-se as matrizes dinâmicas do

compensador H2, Kb(s) = Cb(sI −Ab)
−1Bb utilizado na realimentação dinâmica da sáıda

para sistemas incertos.

Prova: vide (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999) para determinação das LMIs

(5.60)-(5.63) e para a convergência do algoritmo de decomposição cruzada.

O diagrama de blocos da Figura 12 pode ser descrito na forma de variáveis de es-

tado x(t) e xb(t), respectivamente estado da planta incerta e estado do controlador H2,

conforme a seguir:

⎡
⎣ ẋ(t)

ẋb(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ A7(a) A8(a)

A9(a) A10

⎤
⎦
⎡
⎣ x(t)

xb(t)

⎤
⎦+

⎡
⎣ B2(a)N

M

⎤
⎦ r(t) +

⎡
⎣ B1

0

⎤
⎦w(t),

z(t) =
[

C1 0
] ⎡⎣ x(t)

xb(t)

⎤
⎦ , (5.65)

y(t) =
[

C2(a) 0
] ⎡⎣ x(t)

xb(t)

⎤
⎦ ,

e(t) = r(t) − y(t) = r(t) −
[

C2(a) 0
] ⎡⎣ x(t)

xb(t)

⎤
⎦ ,

sendo

A7(a) = A(a),

A8(a) = B2(a)Cb,

A9(a) = BbC2(a),

A10 = Ab.
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Reescrevendo-se o sistema (5.65) de forma compacta, tem-se:

ẋr(t) = Arxr(t) + Brr(t) + Bwiw(t),

e(t) = Drr(t) − Cyixr(t), (5.66)

y(t) = Cyixr(t),

z(t) = Crxr(t),

sendo,

xr(t) =

⎡
⎣ x(t)

xb(t)

⎤
⎦ , Ar =

⎡
⎣ A7(a) A8(a)

A9(a) A10

⎤
⎦ , Br =

⎡
⎣ B2(a)N

M

⎤
⎦ , Bwi =

⎡
⎣ B1

0

⎤
⎦ ,

Cr =
[

C1 0
]
, Cyi =

[
C2(a) 0

]
e Dr = 1. (5.67)

Aplicando-se a transformada de Laplace no sistema (5.66), com condições iniciais

nulas, obtém-se a função de transferência entre o sinais de entrada (entrada de referência

e entrada exógena) e o sinal de sáıda do sistema,

Y (s) = Cyi(sI − Ar)
−1BrR(s) + Cyi(sI − Ar)

−1BwiW (s), (5.68)

considerando-se um valor de a espećıfico.

Para R(s) nulo em (5.68), pode-se obter a função de transferência de Y (s) para W (s),

Y (s)

W (s)
= Cyi(sI − Ar)

−1Bwi. (5.69)

Verifica-se que norma H2 de W (s) para Y (s) pode ser minimizada devido ao projeto

inicial do controlador Kb(s), que é um compensador H2 de custo garantido para sistemas

incertos; isto implica na minimização do efeito do sinal de distúrbio no desempenho da

sáıda do sistema.

Na Figura 12 observa-se a adição do termo Mr(t) na estrutura do compensador H2

de custo garantido para sistemas incertos. A matriz de ganho M tem somente a função

de alterar os zeros da função de transferência de r(t) para u(t) e não modifica os pólos

estabelecidos pelo projeto inicial de Kb(s), pois a função de transferência de W (s) para

Y (s) não é modificada por N ou M , vide equações (5.67) e (5.69). Com isso o desempenho

do compensador H2 de custo garantido não é comprometido.

Para o projeto do rastreador ótimo, utiliza-se a transformada de Laplace no sistema

(5.66), com condições iniciais nulas, obtém-se a função de transferência entre o sinais de
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entrada (entrada de referência e entrada exógena) e o sinal de erro:

E(s) =
[
−Cyi (sI − Ar)

−1 Br + Dr

]
R(s) + Cyi (sI − Ar)

−1 BwiW (s), (5.70)

considerando-se um valor de a espećıfico.

Para W (s) nulo em (5.70), obtém-se a função de transferência de E(s) para R(s):

Hmi(s) =
E(s)

R(s)
= −Cyi(sI − Ar)

−1Br + Dr (5.71)

Neste caso, através da modificação dos zeros pode-se projetar um rastreador de sinal

minimizando a norma H∞ de custo garantido entre o sinal de referência e o sinal de erro

do sistema. O processo de modificação de zeros não interfere no projeto de rejeição de

distúrbio, pois segundo (5.69) a função de transferência de W (s) para Y (s) não depende

de Br. Em (5.71) utiliza-se a posição dos zeros, impĺıcitos na especificação de N e M

em Br, para o processo de minimização da norma H∞ da função de transferência entre o

sinal de referência e o erro do rastreamento.

5.3.2 Rastreador de Sinais para Sistemas Incertos

Para o projeto do rastreador de sinais de controle para sistemas incertos, utilizou-se

como critério de desempenho a norma H∞, sendo a norma H∞ descrita na Seção 3.2.

O processo de otimização da norma H∞ entre o sinal de referência e o sinal do erro de

rastreamento (r(t) − y(t)) para sistemas incertos, com incertezas do tipo politópicas, é

baseado no conceito de custo garantido, descrito na Seção 3.2.1.

A solução para o problema do rastreamento ótimo para sistemas incertos (incertezas

do tipo politópicas) utilizando a variação dos zeros, consiste em determinar os parâmetros

M e N que minimizam a norma H∞ de Hmi descrito em (5.71). Neste processo utiliza-se

a metodologia de otimização descrita em (3.19) da Seção 3.2.1, que descreve o conceito

de custo garantido para a norma H∞. Inclui-se no projeto peso na freqüência, pois

é interessante que o rastreador execute suas funções segundo uma faixa de freqüência

especificada em projeto.

Para o projeto do rastreador com peso na freqüência (VALENTIN; DUC, 1997), deseja-se

encontrar a solução global que otimize o problema descrito a seguir:

min ‖Hmi(s)Γ(s)‖∞, (5.72)

sendo Γ(s) = (AΓ, BΓ, CΓ) o peso na freqüência de sáıda, considera-se Hmi = (Ar, Br,
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−Cyi, Dr) uma realização do sistema incerto linear invariante no tempo e estável indicado

em (5.71). Na Figura 13 é ilustrada a estrutura de inclusão de peso na freqüência.

R(s)

Hmi(s) J(s)

Ei(s) Esi(s)

Figura 13: Sistema de controle para o projeto de rastreamento aplicado a sistemas
incertos, utilizando a realimentação dinâmica da sáıda e peso na freqüência.

Uma realização em espaço de estado de Esi(s)/R(s) = Hdi = Hmi(s)J(s) para a

estrutura ilustrada na Figura 13 pode ser expressa por

⎡
⎣ Adi Bdi

Cdi Ddi

⎤
⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Ar 0 Br

−BΓCyi AΓ BΓ

0 CΓ 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (5.73)

Propõe-se o Teorema 5.14 para o projeto do rastreador com modificação dos zeros

aplicados a sistemas com parâmetros incertos na planta.

Teorema 5.14 Considere o Problema 3 com a Observação 5.11. Se existe solução para as

LMIs descritas em (5.74) então pode-se obter as matrizes M (M ∈ �n×p) e N (N ∈ �p×p)

que minimizam a norma H∞ de custo garantido do sistema Hmi(s) = −Cyi(sI−Ar)
−1Br+

Dr com peso na freqüência, resolvendo-se

‖Hdi‖2
∞ = min δ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A7iQ11 + Q11A
′
7i + A8iQ

′
12 + Q12A

′
8i A7iQ12 + A8iQ22 + Q11A

′
9i + Q12A

′
10i

A9iQ11 + A10iQ
′
12 + Q′

12A
′
7i + Q22A

′
8i A9iQ12 + Q′

12A
′
9i + A10iQ22 + Q22A

′
10i

−BΓC2iQ11 + AΓQ′
13 + Q′

13A
′
7i + Q′

23A
′
8i −BΓC2iQ12 + AΓQ′

23 + Q′
13A

′
9i + Q′

23A
′
10i

CΓQ′
13 CΓQ′

23

NB′
2i M ′

A7iQ13 + A8iQ23 − Q11C
′
2iB

′
Γ + Q13A

′
Γ Q13C

′
Γ B2iN

A9iQ13 + A10iQ23 − Q′
12C

′
2iB

′
Γ + Q23A

′
Γ Q23C

′
Γ M

−BΓC2iQ13 − Q′
13C

′
2iB

′
Γ + Q33A

′
Γ + AΓQ33 Q33C

′
Γ BΓ

CΓQ33 −I 0

B′
Γ 0 −δI

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

< 0,
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⎡
⎢⎢⎢⎣

Q11 Q12 Q13

Q′
12 Q22 Q23

Q′
13 Q′

23 Q33

⎤
⎥⎥⎥⎦ > 0, (5.74)

δ > 0,

sendo que i denota o i-ésimo vértice do politopo de incertezas, i = 1, 2, · · · , κ; κ = 2ϑ e ϑ

é o número de parâmetros incertos na planta.

As matrizes Qkl = Q′
kl; k, l = 1, 2, têm a mesma dimensão da matriz A, e para k = 3

e l = 1, 2, 3, as matrizes Qkl tem dimensões convenientes, e AΓ, BΓ e CΓ representam a

dinâmica do filtro.

Prova: A inequação (5.74) é obtida considerando-se as matrizes (Ag, Bg, Cg, Dg) = (Adi, Bdi,

Cdi, Ddi) na inequação (3.16) da Seção 3.2.1, sendo a matriz Q definida por,

Q =

⎡
⎢⎢⎢⎣

Q11 Q12 Q13

Q′
12 Q22 Q23

Q′
13 Q′

23 Q33

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

e (Adi, Bdi, Cdi, Ddi) dado por (5.73), e as matrizes (Ar, Br, Cyi, Dr) definidas em (5.71)

e (5.67).

As matrizes M e N são soluções ótimas de (5.74) e minimizam o custo garantido H∞
entre o sinal de entrada de referência r(t) para o sinal de erro de rastreamento r(t)− y(t)

para um sistema com parâmetros incertos na planta.

Os filtros utilizados no Teorema 5.14 são utilizados somente em projeto, e posteri-

ormente descartados para simulação ou implementação dos sistemas de rastreamento de

sinais de referência.
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6 Rastreador de Sinais de
Referência e Rejeição de
Distúrbio para Sistemas
Não-Lineares

Nesta seção propõe-se uma metodologia de rastreamento de sinais de referência e

rejeição a distúrbio presente em uma planta não-linear. O sistema não-linear é descrito

através da formulação fuzzy Takagi-Sugeno, e utiliza-se a modelagem exata (TANIGUCHI

et al., 2001) no exemplo prático de aplicação do método. Neste caṕıtulo apresenta-se uma

rápida introdução sobre sistemas fuzzy Takagi-Sugeno (TEIXEIRA; ASSUNÇÃO; AVELLAR,

2003) e formulação da metodologia de rastreamento e rejeição a distúrbio aplicada em

sistemas não-lineares.

6.1 Modelos Fuzzy Takagi-Sugeno

O procedimento de projeto adotado neste trabalho inicia-se com a modelagem de um

dado sistema não-linear através do modelo fuzzy Takagi-Sugeno (T-S). O modelo fuzzy

proposto por Takagi-Sugeno é descrito por regras Se-Então que representam os modelos

locais lineares que compõe o sistema não-linear (WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1996).

A principal caracteŕıstica do modelo fuzzy Takagi-Sugeno é a possibilidade de expres-

sar as dinâmicas locais de cada implicação (regra) fuzzy por um modelo de sistema linear.

Considere um sistema não-linear descrito pelo seguinte modelo fuzzy, baseado no conjunto

de regras SE-ENTÃO:

Modelo Regra i :

Se h1(t) é Ti1 e · · · hp(t) é Tip, (6.1)
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Então

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ẋ(t) = Aix(t) + B2iu(t) + B1iw(t)

z(t) = C1ix(t)

y(t) = C2ix(t)

sendo i = 1, 2, · · · , r, Ai ∈ �n×n, B1i ∈ �n×q, B2i ∈ �n×p, C1i ∈ �m×n, C2i ∈ �m×n,

x(t) é o vetor de estados (x(t) ∈ �n), y(t) é a sáıda medida (y(t) ∈ �m), z(t) é a sáıda

de referência (z(t) ∈ �m), u(t) a entrada de controle (u(t) ∈ �p) e w(t) é uma entrada

exógena (do tipo distúrbio ou perturbação).

Em (6.1), Tip é o conjunto fuzzy e r é o número de modelos locais relacionados

às regras fuzzy. As funções h1(t), · · · , hp(t) são denominadas de variáveis premissas

e h(t) será utilizado para denotar o vetor que contém todos os elementos individuais

h1(t), · · · , hp(t). Neste trabalho utilizou-se a forma generalizada dos sistemas fuzzy Takagi-

Sugeno (TANIGUCHI et al., 2001), e o número de modelos locais é 2nl, sendo nl o número

de não-linearidades no sistema.

Considerando-se um sistema com (x(t), u(t), w(t)), pode-se descrever uma planta não-

linear através de um sistema fuzzy inferido da seguinte maneira:

ẋ(t) =

r∑
i=1

ϕi (h(t)) {Aix(t) + B2iu(t) + B1iw(t)}
r∑
i=1

ϕi (h(t))

z(t) =

r∑
i=1

ϕi (h(t)) C1ix(t)

r∑
i=1

ϕi (h(t))
(6.2)

y(t) =

r∑
i=1

ϕi (h(t)) C2ix(t)

r∑
i=1

ϕi (h(t))

sendo,

h(t) =
[

h1(t) h2(t) · · · hp(t)
]
,

ϕi (h(t)) =
p∏
j=1

Tijhj(t).

Os escalares,

αi (h(t)) =
ϕi (h(t))
r∑
i=1

ϕi (h(t))
,

são os pesos normalizados de cada regra dos modelos fuzzy T-S. Pode-se reescrever (6.2)
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como

ẋ(t) =
r∑
i=1

αi (h(t)) {Aix(t) + B2iu(t) + B1iw(t)} ,

z(t) =
r∑
i=1

αi (h(t)) C1ix(t), (6.3)

y(t) =
r∑
i=1

αi (h(t)) C2ix(t).

Na forma compacta,

ẋ(t) = A(α)x(t) + B2(α)u(t) + B1(α)w(t),

z(t) = C1(α)x(t), (6.4)

y(t) = C2(α)x(t),

sendo

A(α) =
r∑
i=1

αi (h(t)) Ai, B2(α) =
r∑
i=1

αi (h(t)) B2i, B1(α) =
r∑
i=1

αi (h(t)) B1i,

C2(α) =
r∑
i=1

αi (h(t))C2i e C1(α) =
r∑
i=1

αi (h(t))C1i.

As equações (6.2)-(6.4) representam o sistema não-linear descrito pelo modelo fuzzy

Takagi-Sugeno (TAKAGI T. SUGENO, 1985). De uma forma geral, o modelo fuzzy T-S

consiste da descrição de um sistema não-linear como a combinação fuzzy de um certo

número (v) de modelos locais lineares e invariantes no tempo, sendo que estes modelos

descrevem aproximadamente o comportamento deste sistema em diferentes pontos do

espaço de estados.

O termo Tij (hj(t)) é a classe de funções de pertinência de h(t)j do conjunto fuzzy de

Tij, sendo que em Tij (hj(t)) o ı́ndice i indica uma função de pertinência αi e o ı́ndice j

indica a variável premissa hj(t) utilizada no conjunto fuzzy Tij para descrever os sistema

não-linear. Observa-se que

⎧⎪⎨
⎪⎩

r∑
i=1

ϕi (h(t)) > 0,

ϕi (h(t)) ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r,

e,

⎧⎪⎨
⎪⎩

r∑
i=1

αi (h(t)) = 1,

αi (h(t)) ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r,

para todo t. Nas seções seguintes serão apresentadas informações sobre variáveis premis-
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sas, funções de pertinência e o método de modelagem através da forma generalizada de

T-S proposto em (TANIGUCHI et al., 2001).

6.2 Variáveis Premissas

As variáveis premissas podem ser em função das variáveis de estado, distúrbios ex-

ternos ou do tempo. Nos projetos de sistemas de controle para sistemas não-lineares

necessita-se realizar a modelagem da planta e neste processo a determinação de uma re-

presentação simples não é trivial devido ao problema de dimensionamento. O número

de variáveis premissas tende a ser pequeno objetivando-se minimizar a complexidade no

processo de modelagem, isto para sistemas onde as não-linearidades não são muito fortes.

6.3 Funções de Pertinência

O modelo fuzzy global que representa a aproximação do sistema não-linear é obtido

pela combinação dos modelos locais lineares com as funções de pertinências. A função de

pertinência pode ser uma função numérica gráfica ou tabulada. O processo de seleção da

função de pertinência é muito importante no procedimento de descrição do sistema não-

linear (LEITH; LEITHHEAD, 1999), e deve ser realizado para fornecer uma aproximação

satisfatória do sistema dinâmico.

A Figura 14 ilustra a representação de um sistema não-linear através do modelo T-S.

Considera-se a aproximação da função f(x) : � → � através dos parâmetros a1, a2 e as

funções de pertinência α1(x) e α2(x) utilizando-se dois modelos locais.

Considerando-se a função não-linear f(x) ilustrada na Figura 14; pode-se realizar a

aproximação de f(x) em x ≈ x0 por f1(x) = a1x, que é a reta descrita pela função f1(x)

ilustrada na Figura 14. Ainda, outra aproximação para esta função, em x ≈ x1, pode

ser descrita por f2(x) = a2x. Neste caso, o resultado do processo de aproximação não

obteve resultados satisfatório, isto devido f2(x) não coincidir com a reta tangente de f(x)

em x = x1. Para os modelos locais f1(x) e f2(x) com as funções de pertinência α1(x) e

α2(x) ilustrada na Figura 14, pode-se obter um modelo fuzzy T-S para a função f(x) com

ff(x) = α1(x)f1(x) + α2(x)f2(x) (Figura 14). O resultado deste processo fornece uma

aproximação da função f(x) melhor do que as funções f1(x) ou f2(x) para x0 ≤ x ≤ x1.

A aproximação do modelo não-linear torna-se melhor a medida que aumenta-se o número

de modelos locais. Esse exemplo simples mostra o potencial dos modelos fuzzy T-S, no

tratamento de funções e/ou de sistemas não-lineares.
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f(x)

ff (x)

f1 = a1x

f2 = a2x

0

f(x) = ff (x) = α1(a1x) + α2(a2x)

α1 α2
11

0 = x0 xx1

Figura 14: Ilustração da aproximação obtida por modelos fuzzy T-S.

6.4 A Forma Generalizada dos Sistemas Fuzzy Takagi-

Sugeno

Na forma generalizada dos sistemas fuzzy T-S considera-se a classe de sistemas não-

lineares descrito da seguinte forma:

ẋi(t) =
n∑
j=1

fij(h(t))xj(t) +
m∑
k=1

gik(h(t))uk(t)

i = 1, · · · , n. (6.5)

sendo n e m o número de variáveis de estados e entradas do sistema, respectivamente. O

vetor xi(t) são as variáveis de estado e o vetor uk(t) são as entradas do sistema. fij(h(t))

e gik(h(t)) são funções de h(t), sendo h(t) variáveis premissas conhecidas.

Para obter a forma generalizada, define-se,

aij1 = max {fij(h(t))} ,

aij2 = min {fij(h(t))} ,

bik1 = max {gik(h(t))} , (6.6)

bik2 = min {gik(h(t))} .

A determinação da forma generalizada surge da transformação de fij(h(t)) e gik(h(t))

para a representação na forma de modelo fuzzy. Utilizando-se as definições descritas em
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(6.6) pode-se representar fij(h(t)) e gik(h(t)) da seguinte maneira:

fij(h(t)) =
2∑

la
(i,j)=1

qijla
(i,j)

(h(t))aijla
(i,j)

,

gik(h(t)) =
2∑

lb
(i,j)=1

viklb
(i,k)

(h(t))biklb
(i,k)

,

sendo,

fij(h(t)) =
2∑

la
(i,j)=1

qijla
(i,j)

(h(t)) = 1 e gik(h(t)) =
2∑

lb
(i,j)=1

viklb
(i,k)

(h(t)) = 1. (6.7)

As funções de pertinência são descritas a seguir:

qij1(h(t)) =
fij(h(t)) − aij2

aij1 − aij2
,

qij2(h(t)) =
aij1 − fij(h(t))

aij1 − aij2
,

vik1(h(t)) =
gik(h(t)) − bik2

bik1 − bik2
,

vik2(h(t)) =
bik1 − gik(h(t))

bik1 − bik2
.

Utilizando-se a representação do modelo fuzzy, pode-se reescrever (6.5) da seguinte

maneira:

ẋi(t) =
n∑
j=1

fij(h(t))xj(t) +
m∑
k=1

gik(h(t))uk(t)

=
n∑
j=1

2∑
la
(i,j)

=1

qijla
(i,j)

(h(t))aijla
(i,j)

xj(t) +
n∑
k=1

2∑
lb
(i,k)

=1

viklb
(i,k)

(h(t))biklb
(i,k)

uk(t). (6.8)

Transformando-se (6.8) na forma matricial, determina-se a forma generalizada dos

sistemas fuzzy Takagi-Sugeno,

ẋ(t) =
n∑
i=1

n∑
j=1

2∑
la
(i,j)

=1

qijla
(i,j)

(h(t))aijla
(i,j)

UA
(i,j)x(t) +

n∑
i=1

n∑
k=1

2∑
lb
(i,k)

=1

viklb
(i,k)

(h(t))biklb
(i,j)

UB
(i,k)u(t)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

2∑
la
(i,j)

=1

qijla
(i,j)

(h(t))Aijla
(i,j)

x(t) +
n∑
i=1

n∑
k=1

2∑
lb
(i,k)

=1

viklb
(i,k)

(h(t))Biklb
(i,k)

u(t) (6.9)
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sendo,

Aijla
(i,j)

= i

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 · · · 0 aijla
(i,j)

0 · · · 0

0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

e Biklb
(i,k)

= i

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 · · · 0 aiklb
(i,k)

0 · · · 0

0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Esta metodologia de modelagem de sistemas não-lineares é utilizada no Exemplo 7.

6.5 Metodologia de Rastreamento e Rejeição de Dis-

túrbio para Sistemas Não-Lineares

6.5.1 Problema 4

Considere um sistema não-linear descrito na forma de espaço de estado da seguinte

maneira:

ẋ(t) = A(x)x(t) + B1(x)w(t) + B2(x)u(t)

y(t) = C2(x)x(t) (6.10)

z(t) = C1(x)x(t)

sendo A(x) ∈ �n×n, B2(x) ∈ �n×p, B1(x) ∈ �n×p, C1(x) ∈ �m×n, C2(x) ∈ �m×n, x(t) é o

vetor de estados (x(t) ∈ �n), y(t) é a sáıda medida (y(t) ∈ �m), z(t) é a sáıda de referência

(z(t) ∈ �m), u(t) a entrada de controle (u(t) ∈ �p) e w(t) é uma entrada exógena (do tipo

distúrbio ou perturbação).

O problema de rastreamento ótimo e rejeição de distúrbio utilizando a realimentação

dinâmica da sáıda é minimizar a norma H∞ entre a entrada exógena w(t) e a sáıda de

medida y(t). Neste processo deve-se projetar um controlador fuzzy Kfu(α), que atenue

o efeito do sinal de distúrbio na sáıda do sistema. Para o rastreamento deve-se projetar

parâmetros fuzzy M(α) e N(α) que minimize a norma H∞ entre a entrada de referência

r(t) e o erro de rastreamento r(t) − z(t).

Observação 6.1 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado para resolver o
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Problema 4 é ilustrado na Figura 15, onde Kfu = (Afu(α), Bfu(α), Cfu(α)) é um com-

pensador dinâmico H∞ aplicado a sistemas não-lineares. As matrizes M(α) e N(α) pro-

porcionam o rastreamento e r(t) é o sinal de referência do sistema de controle.

+

+

-

+

r(t)
N(α)

u(t)

Planta Não-Linear

w(t)

ẋ(t)=A(α)x(t)+B2(α)u(t)+B1(α)w(t)

y(t)y(t) = C2(α)x(t)

M(α)

ẋfu(t) = Afu(α)xfu(t) + Bfu(α)ufu(t) + M(α)r(t)

yfu(t) = Cfu(α)x(t)

e(t)

Controlador H∞-Fuzzy

z(t)

z(t) = C1(α)x(t)

ufu(t)yfu(t)

Figura 15: Sistema de controle de rastreamento de sinais e atenuação de perturbação
presente na planta não-linear.

O Teorema 6.2 é proposto para o projeto do controlador H∞ fuzzy utilizado na reali-

mentação dinâmica da sáıda do sistema (6.10). A função deste compensador no sistema

de controle é a rejeição de distúrbio presente na planta. Nos projetos, representa-se o

modelo não-linear dinâmico descrito em (6.10) pelo modelo fuzzy T-S, vide equação (6.4).

Pode-se verificar uma metodologia para projeto de controladores H∞ com restrição para

alocação de pólos em (NGUANG; SHI, 2006), no qual é considerado sistemas não-lineares

incertos.

Teorema 6.2 Considere um sistema não-linear descrito pelo modelo fuzzy Takagi-Sugeno

(6.4) com o controlador fuzzy H∞ utilizado na realimentação dinâmica da sáıda, e ainda

os parâmetros ρ e q fixos (Figura 5). Se existe solução para as LMIs descritas em (6.11)-

(6.15), então pode-se obter a solução ótima para a norma H∞ de w(t) para y(t), com

alocação de pólos dos modelos locais na região ilustrada na Figura 5, resolvendo-se

min δ

s.a

⎡
⎣ R I

I S

⎤
⎦ > 0, (6.11)

Γii < 0, para i = 1, 2, · · · , r, (6.12)

Γij + Γji < 0, para i < j < r, (6.13)
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Ωii < 0, para i = 1, 2, · · · , r, (6.14)

Ωij + Ωji < 0, para i < j < r, (6.15)

sendo,

Γii =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

AiR + RA′
i + B2iĈi + Ĉ ′

iB
′
2i B1i Ai + Â′

ii RC ′
1i

B′
1i −δI B′

1iS 0

A′
i + Âii SB1i A′

iS + SAi + B̂iC2i + C ′
2iB̂

′
i C ′

1i

C1iR 0 C1i −δI

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(6.16)

Ωii =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ρR −ρI AiR + B2iĈi + qR Ai + Iq

−ρI −ρS Âii + Iq SAi + B̂iC2i + qS

RA′
i + Ĉ ′

iB2i + qR Â′
ii + Iq −ρR −ρI

A′
i + Iq A′

iS + C ′
2iB̂

′
i + qS −ρI −ρS

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(6.17)

As matrizes Γij, Γji são determinadas pela substituição dos ı́ndices i e j em (6.16),

bem como, as matrizes Ωii e Ωji são determinadas pela substituição dos ı́ndices i e j em

(6.17).

As variáveis R, S, Âii, B̂i, Ĉi são soluções de (6.12). Tem-se que R = R′ > 0 e

S = S ′ > 0. As matrizes dinâmicas do compensador fuzzy H∞ podem ser obtidas através

das seguintes equações:

Bfui
= E−1B̂i, para i = 1, 2, · · · , r.

Cfui
= Ĉi

(
Ψ−1

)′
, para i = 1, 2, · · · , r, (6.18)

Afuij
= E−1

[
Âij − SAiR − EB̂iC2jR − SB2iĈjΨ

′] (Ψ′)−1
, para i, j = 1, 2, · · · , r,

sendo EΨ′ = I − RS, e as matrizes E e Ψ podem ser obtidas pela decomposição LU

(LIMA, 2000).

O compensador fuzzy H∞ pode ser descrito da seguinte maneira:

Afu(α) =
r∑
i=1

r∑
j=1

αiαjAfuij
, Bfu(α) =

r∑
i=1

αiBfui
(α) e Cfu(α) =

r∑
i=1

αiCfui
. (6.19)

Prova: Considera-se a seguinte realização em espaço de estado para o sistema não-

linear descrito em (6.10), e representado na forma dos modelos fuzzy T-S conforme (6.4)

sendo realimentado pelo compensador fuzzy H∞, Kfu(α).

Twy = (Anl, Bnl, Cnl) , (6.20)
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sendo

Anl =

⎡
⎣ A(α) B2(α)Cfu(α)

Bfu(α)C2(α) Afu(α)

⎤
⎦ ,

Bnl =

⎡
⎣ B1(α)

0

⎤
⎦ ,

Cnl =
[

C1(α) 0
]
.

A norma H∞ pode ser interpretada como a norma induzida L2 → L2 (BOYD et al.,

1994), ou seja

||Twy||∞ = γ ⇔ ||y||2 ≤ γ||w||2, ∀w(t) ∈ L2 (6.21)

sendo y(t) a sáıda de medida do sistema e w(t) a entrada ruidosa. Dado o sistema (6.20),

verifica-se que a norma H∞ não excede o valor de γ se e somente se existir uma função

quadrática de Lyapunov V (x) = x′Px tal que

V̇ (x) + y′y − γ2w′w < 0. (6.22)

Vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes. Integrando-se (6.22) considerando as

condições iniciais nulas, tem-se:

V (x) +
∫ T

0
y′ydt − γ2

∫ T

0
w′wdt < 0 (6.23)

V (x) + ||y||22 − γ2||w||22 < 0

No processo de solução de (6.23), considerando-se um T (tempo) suficientemente

grande, sempre teremos ||y||22 > 0, ||w||22 > 0 e V (x) > 0. Neste caso γ2||w||22 > ||y||22. De

(6.22), V (x) = x′Px e V̇ (x) = ẋ′Px + x′P ẋ tem-se

ẋ′Px + x′P ẋ + y′y − γ2w′w < 0,

mas de (6.20), ẋ(t) = Anlx(t) + Bnlw(t) e y(t) = Cnlx(t), o que produz

(Anlx + Bnlw)′ Px + x′P (Anlx + Bnlw) + (Cnlx)′ Cnlx − γ2w′w < 0

(6.24)

e

x′A′
nlPx + w′B′

nlPx + x′PAnlx + x′PBnlw + x′C ′
nlCnlx − γ2w′w < 0 (6.25)
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Escolhendo-se um novo vetor [x′ w′], pode-se colocar a inequação (6.25) na seguinte

forma matricial:

[
x′ w′

] ⎡⎣ A′
nlP + PAnl + C ′

nlCnl PBnl

B′
nlP −γ2I

⎤
⎦
⎡
⎣ x

w

⎤
⎦ < 0,

ou,

⎡
⎣ A′

nlP + PAnl + C ′
nlCnl PBnl

B′
nlP −γ2I

⎤
⎦ < 0 (6.26)

Se V (x) é uma função de Lyapunov, então P > 0 e P = P ′. A norma H∞ é obtida

pela minimização de γ em (6.22). Utilizando-se a modificação de variável, com δ = γ2, e

aplicando-se o complemento de Schur em (6.26), o problema de otimização com restrição

de raio tem a seguinte forma equivalente:

||Twz||2∞ = min δ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎣

AnlP + PA′
nl Bnl PC ′

nl

B′
nl −δI 0

CnlP 0 −δI

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0 (6.27)

⎡
⎣ −ρP AnlP + qP

PA′
nl + qP −ρP

⎤
⎦ < 0 (6.28)

P > 0

δ > 0

Da maneira na qual estão dispostas as LMIs descritas em (6.27) e (6.28), surgirão

bilinearidades no momento em que realizar-se a substituição dos valores de Anl, Bnl e Cnl

em (6.27) e (6.28) no equacionamento do controlador fuzzy de realimentação dinâmica

da sáıda. Então utiliza-se uma manipulação para solucionar este problema com as biline-

aridades. Inicialmente adota-se a matriz P e sua inversa como,

P =

⎡
⎣ R Ψ

Ψ′ J

⎤
⎦ , e P−1 =

⎡
⎣ S E

E ′ Φ

⎤
⎦ ,

sendo R ∈ �n×n e S ∈ �n×n. Define-se ainda

PΓ2 = Γ1, com Γ1 =

⎡
⎣ R I

Ψ′ 0

⎤
⎦ e Γ2 =

⎡
⎣ I S

0 E ′

⎤
⎦ .

Considerando-se a matriz de Lyapunov P > 0 e pré e pós multiplicando-se P por Γ′
2
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e Γ2 respectivamente obtem-se a inequação (6.11). Em seguida, pré e pós multiplica-se

a inequação (6.27) pela matriz diagonal (Γ′
2, I, I) e pela matriz diagonal (Γ2, I, I) re-

spectivamente, obtendo-se a inequação (6.12). Finalmente, pré e pós multiplicando-se

a inequação (6.28) pelas matrizes Ω′ e Ω respectivamente, obtém-se a inequação (6.14),

sendo Ω descrita da seguinte maneira:

Ω =

⎡
⎣ Γ2 0

0 Γ2

⎤
⎦ . (6.29)

As variáveis de manipulação (Âii, B̂i, Ĉi) adotadas no desenvolvimento deste teorema

podem ser obtidas de (6.18) e são descritas por:

B̂i = EBfui
,

Ĉi = Cfui
Ψ′,

Âij = EAfuij
Ψ′ + SAiR + B̂iC2jR − SB2iĈi, (6.30)

sendo i, j = 1, 2, · · · , r.

As inequações (6.12) e (6.13) podem ser descritas da seguinte maneira:

Γ(α) =
r∑
i=1

αiαiΓii +
r∑
i=1

r∑
i<j

αiαj (Γij + Γji) < 0 (6.31)

Entretanto,

r∑
i=1

αi = 1 e
r∑
j=1

αj = 1. (6.32)

Logo, uma condição suficiente para que para que a inequação (6.31) seja verdadeira,

é que,

Γii < 0 e (Γij + Γji) < 0 (6.33)

Utilizando-se a análise descrita em (6.31)-(6.33), pode-se verificar que Ω(α) < 0,

implica nas LMIs descritas em (6.14) e (6.15), sendo,

Ω(α) =
r∑
i=1

αiαiΩii +
r∑
i=1

r∑
i<j

αiαj (Ωij + Ωji) < 0

A equação das variáveis de estado que representa o diagrama de blocos ilustrado na
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Figura 15 pode ser descrito da seguinte maneira:

⎡
⎣ ẋ(t)

ẋfu(t)

⎤
⎦=
⎡
⎣ A11(α) A12(α)

A13(α) A14(α)

⎤
⎦
⎡
⎣ x(t)

xfu(t)

⎤
⎦+
⎡
⎣ B1(α)

0

⎤
⎦w(t) +

⎡
⎣ B2(α)N(α)

M(α)

⎤
⎦ r(t),

z(t) =
[

C1(α) 0
] ⎡⎣ x(t)

xfu(t)

⎤
⎦ , (6.34)

y(t) =
[

C2(α) 0
] ⎡⎣ x(t)

xfu(t)

⎤
⎦ ,

r(t) = r(t) − z(t) = r(t) −
[

C2(α) 0
] ⎡⎣ x(t)

xfu(t)

⎤
⎦ ,

sendo

A11(α) = A(α),

A12(α) = B2(α)Cfu(α),

A13(α) = Bfu(α)C2(α),

A14(α) = Afu(α).

Reescrevendo o sistema (6.34) de forma compacta, tem-se

ẋη = Aηxη(t) + Bηr(t) + Bwlw(t),

e(t) = Dηr(t) − Cηxη(t), (6.35)

y(t) = Cηlxη(t),

z(t) = Cηxη(t),

(6.36)

sendo,

xη(t) =

⎡
⎣ x(t)

xfu(t)

⎤
⎦ , Aη =

⎡
⎣ A11(α) A12(α)

A13(α) A14(α)

⎤
⎦ , Bη =

⎡
⎣ B2(α)N(α)

M(α)

⎤
⎦ , Bwn =

⎡
⎣ B1(α)

0

⎤
⎦

Cη =
[

C1(α) 0
]
, Cηl =

[
C2(α) 0

]
, e Dη = 1. (6.37)

Considera-se a realização em espaço de estado entre o sinal de distúrbio w(t) e o sinal

de sáıda de medida y(t) descrita na forma:

Twyn = (Aη, Bwl, Cη). (6.38)
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Neste caso a influência do sinal de distúrbio no desempenho do sistema pode ser

atenuada devido ao projeto inicial do compensador fuzzy H∞, Kfu(α). Neste processo

utilizou-se o Teorema 6.2 para o projeto de Kfu(α), no qual minimiza-se a norma H∞ de

w(t) para y(t).

Considera-se a realização em espaço de estado entre sinal de referência do sistema r(t)

e o sinal de erro de rastreamento e(t) descrita da seguinte maneira:

Tη = (Aη, Bη,−Cη, Dη) (6.39)

Neste caso, através dos parâmetros de rastreamento M(α) e N(α), pode-se minimizar

a norma H∞ entre o sinal de referência e o sinal de erro de rastreamento. O processo de

rastreamento não interfere no projeto de rejeição de distúrbio. Isto ocorre pois apenas Bη

depende das matrizes M(α) e N(α), enquanto Aη e Bwn não dependem dos parâmetros

de rastreamento.

6.5.2 Rastreador de Sinais para Sistemas Não-Lineares

No projeto de rastreamento utilizou-se como critério de desempenho a norma H∞
descrita na Seção 3.2. Então, relaciona-se o desempenho do sistema de rastreamento de

sinais com o tamanho do sinal de erro de rastreamento, erro entre o sinal de referência e a

sáıda do sistema não-linear. No qual, minimiza-se a norma H∞ entre o sinal de referência

e o sinal de erro de rastreamento.

A solução para o problema de rastreamento consiste no projeto dos parâmetros M(α)

e N(α) que minimize a norma H∞ de Tη descrito em (6.39). Utilizando-se inequação

(6.27), pode-se descrever o problema da norma H∞ do sistema Tη como

‖Tη‖2
∞ = min δ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎣

AηP + PA′
η −PC ′

η Bη

−CηP −I D′
η

B′
η Dη −δI

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0,

P > 0, (6.40)

δ > 0,

sendo P = P ′.

Inclui-se ao projeto peso na freqüência, pois é interessante que o rastreador execute

suas funções segundo uma faixa de freqüência especificada em projeto. Para o projeto
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do rastreador com peso na freqüência, deseja-se encontrar a solução global que otimize o

problema descrito a seguir,

min ‖TηG‖∞, (6.41)

sendo G = (Ag, Bg, Cg) o sistema linear que proporciona o peso na freqüência de sáıda,

e Tη = (Aη, Bη,−Cη, Dη) é uma realização do sistema não-linear e estável indicado em

(6.39). Na Figura 16 é ilustrada o diagrama de blocos do sistema de controle com a

inclusão de peso na freqüência.

r(t)
(Aη, Bη,−Cη, Dη) (Ag, Bg, Cg)

e(t) es(t)

Figura 16: Sistema para o projeto de rastreamento com realimentação dinâmica da sáıda
utilizando-se peso na freqüência para sistemas não-lineares.

Uma realização em espaço de estado de es(t) para r(t) ilustrada na Figura 16 pode

ser descrita como Hφ = TηG:

⎡
⎣ Aφ Bφ

Cφ Dφ

⎤
⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Aη 0 Bη

−BgCη Ag Bg

0 Cg 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (6.42)

Então, propõe-se o Teorema 6.3 para o projeto de sistemas de rastreamento de sinais

de referência utilizando-se peso na freqüência aplicado a sistemas não-lineares.

Teorema 6.3 Considere o Problema 4 com a Observação 6.1. Se existe solução para as

LMIs descritas em (6.43)-(6.44), então pode-se obter as matrizes M(α) (M(α) ∈ �n×p)

e N(α) (N(α) ∈ �p×p) que minimizam a norma H∞ do sistema Tη = (Aη, Bη,−Cη, Dη)

com peso na freqüência, resolvendo-se

||Tη||2∞ = min δ

s.a

Ψii < 0 para i = 1, 2, · · · , r, (6.43)

Ψij + Ψji < 0para i < j < r, (6.44)⎡
⎢⎢⎢⎣

P11 P12 P13

P ′
12 P22 P23

P ′
13 P ′

23 P33

⎤
⎥⎥⎥⎦ > 0,
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sendo,

Ψii =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A11iP11 + P11A
′
11i

+ A12iiP
′
12 + P12A

′
12ii

A11iP12 + A12iiP22 + P11A
′
13ii

+ P12A
′
14ii

A13iiP11 + A14iiP
′
12 + P ′

12A
′
11i

+ P22A
′
12ii

A13iiP12 + P ′
12A

′
13ii

+ A14iiP22 + P22A
′
14ii

−BgC1iP11 + AgP
′
13 + P ′

13A
′
11i

+ P ′
23A

′
12ii

−BgC1iP12 + AgP
′
23 + P ′

13A
′
13ii

+ P ′
23A

′
14ii

CgP
′
13 CgP

′
23

NiB
′
2i M ′

i

A11iP13 + A12iiP23 − P11C
′
1iB

′
g + P13A

′
g P13C

′
g B2iNi

A13iiP13 + A14iiP23 − P ′
12C

′
1iB

′
g + P23A

′
g P23C

′
g Mi

−BgC1iP13 − P ′
13C

′
1iB

′
g + P33A

′
g + AgP33 P33C

′
g Bg

CgP33 −I 0

B′
g 0 −δI

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (6.45)

e as matrizes Ψij e Ψji são obtidas substituindo-se os ı́ndices i e j em (6.45). As matrizes

Pij = P ′
ij; i, j = 1, 2, 3, têm a mesma dimensão da matriz A, e para j = 3 e i = 1, 2, 3,

as matrizes Pij têm dimensões convenientes, e Ag, Bg e Cg representam a dinâmica do

filtro. Os parâmetros do rastreador podem ser descritos como

M(α) =
r∑
i=1

αiMi e N(α) =
r∑
i=1

αiNi, (6.46)

sendo αi, i = 1, · · · , r, a mesma função de pertinência adotada no projeto do compensador

H∞, Kfu(α) de atenuação do efeito de distúrbio no desempenho do sistema.

Prova: A inequação (6.43) é obtida considerando-se as matrizes (Ag, Bg, Cg, Dg) =

(Aφ, Bφ, Cφ, Dφ) na inequação (6.39), sendo a matriz P descrita da seguinte forma,

P =

⎡
⎢⎢⎢⎣

P11 P12 P13

P ′
12 P22 P23

P ′
13 P ′

23 P33

⎤
⎥⎥⎥⎦ (6.47)

sendo (Aφ, Bφ, Cφ, Dφ) dado por (6.42) e (Aη, Bη, Cη, Dη) definidas em (6.37) e (6.39).

Os termos com ı́ndices i, j surgem devido aos parâmetros obtidos do compensador H∞,

Kfu(α), responsável pela rejeição de distúrbio e projetado segundo o Teorema 6.2.

Como analisado no Teorema 6.2, a matriz Ψ(α) < 0 implica nas LMIs (6.43) e (6.44),

sendo,

Ψ(α) =
r∑
i=1

αiαiΨii +
r∑
i=1

r∑
i<j

αiαj (Ψij + Ψji) < 0.
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As matrizes M(α) e N(α) são soluções de (6.43) e minimizam a norma H∞ entre o

sinal de entrada de referência r(t) para o sinal de erro de rastreamento r(t) − z(t).

Os filtros utilizados no Teorema 6.3 são utilizados somente em projeto, e posterior-

mente descartados para simulação ou implementação dos sistemas de rastreamento de

sinais. No desenvolvimento do projeto de rastreamento para sistemas não-lineares abor-

dado no Teorema 6.3 utilizou-se a mesma estrutura de controle com modificação de zeros

para o caso de sistemas lineares (Caṕıtulo 5). Entretanto, para o caso não-linear, a veri-

ficação dos zeros não é trivial, bem como os dos pólos, sendo que no projeto do sistema de

rejeição de distúrbio aplicado a sistemas não-lineares, inclui-se ao projeto restrição para

alocação dos pólos dos modelos locais que representam a planta não-linear.
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7 Alocação de Zeros em Região
Espećıfica do Plano s

Nesta seção apresenta-se um novo procedimento sistemático para alocação de zeros,

aplicável a sistemas de controle. Em um primeiro instante apresenta-se a metodologia

de alocação de zeros em sistemas realimentados através dos estados reconstrúıdos pelo

estimador. Posteriormente utiliza-se o procedimento de alocação de zeros em sistemas

com realimentação dinâmica da sáıda. Estende-se o procedimento de posicionamento dos

zeros a sistemas incertos, sendo consideradas incertezas politópicas.

7.1 Alocação de Zeros com Realimentação dos Esta-

dos Estimados

7.1.1 Problema 5

Considere um sistema controlável, observável, linear e invariante no tempo:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), (7.1)

z(t) = Cx(t),

sendo A ∈ �n×n, B ∈ �n×p, C ∈ �m×n, x(t) é o vetor de estados (x(t) ∈ �n), z(t) é a

sáıda de interesse (z(t) ∈ �m), u(t) a entrada de controle (u(t) ∈ �p).

O problema de alocação de zeros aplicado a sistemas de controle consiste em projetar

um controlador usando realimentação da sáıda através de um estimador de estado, tal

que os pólos de malha fechada fiquem em uma determinada região especificada através

de LMIs. Deve-se também alocar os zeros do sistema em uma outra região especificada

através de LMIs, de modo a diminuir o efeito de pólos indesejáveis no desempenho do

sistema.

Observação 7.1 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado para resolver
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o Problema 5 é apresentado na Figura 17 , sendo que K é o matriz de ganho de re-

alimentação dos estados e L é o vetor de ganho do estimador de estados utilizado na

realimentação da sáıda. Utiliza-se as matrizes M (M ∈ �n×p) e N (N ∈ �p×p), para

solucionar o problema da alocação dos zeros.

+

+

r(t)
N

u(t) ẋ(t)=Ax(t) + Bu(t)

z(t)=Cx(t)

Planta

z(t)

˙̂x(t)=Ax̂(t)+Bu1(t)+ L[z(t) − Cx̂(t)] + Mr(t)−K

M

u1(t)

x̂(t)
Estimador

Figura 17: Sistema de controle com alocação de zeros utilizando-se realimentação dos
estados estimados.

Utiliza-se o Teorema 7.2 para o projeto da matriz de ganho K do controlador de

realimentação do sistema, conforme ilustrado na Figura 17. A função do ganho K do

controlador é estabilizar o sistema (7.1) em malha fechada e o projeto deste controlador

é proposto em (CHILALI; GAHINET, 1996).

Teorema 7.2 Considere o sistema (7.1) com o controlador de realimentação de esta-

dos, dado por u(t) = −Kx(t), e ainda que os parâmetros ρf , qf , αf , θf são fixos. Se

existe solução para as LMIs descritas em (7.2), então pode-se obter o controlador K

que estabiliza o sistema (7.1) com alocação de pólos na região mostrada pela Figura 18,

resolvendo-se

AP + PA′ − BY − Y ′B′ + 2αfP < 0,⎡
⎣ −ρfP AP − BY + qfP

PA′ − Y ′B′ + qfP −ρfP

⎤
⎦ < 0, (7.2)

⎡
⎣ senθf (AP − BY + PA′ − Y ′B′) cosθf (AP − BY − PA′ + Y ′B′)

cosθf(PA′ − Y ′B′ − AP + BY ) senθf (AP − BY + PA′ − Y ′B′)

⎤
⎦ < 0,

P > 0,

sendo que Y ∈ �p×n, P ∈ �n×n e P = P ′. Quando as LMIs acima são fact́ıveis, um
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controlador K que resolve o problema é K = Y P−1, sendo P e Y soluções fact́ıveis de

(7.2).

Imag(s)

Real(s)θf

ρf

−qf

αf

- θf

Figura 18: A área hachurada representa a região para alocação dos pólos ou zeros.

Prova: vide (CHILALI; GAHINET, 1996).

Na solução do Problema 5, utiliza-se o Teorema 7.2 para determinar o controlador de

realimentação de estados para o sistema (7.1), e então propõe-se projetar o vetor de ganho

do estimador de estados L através do Teorema 7.3. O estimador de estados é utilizado

na realimentação da sáıda z(t), como descrito na Figura 17.

Teorema 7.3 Considera-se o sistema (7.1) com estimador de estados ilustrado na Figura

17, e ainda que o parâmetro ρL e qL são fixos. Se existe solução para as LMIs descritas

em (7.3), então pode-se obter a matriz de ganhos L do estimador de estados com alocação

de pólos em uma região limitada por um ćırculo com raio ρL e centro em (−qL, 0) ilustrada

na Figura 18, resolvendo-se

A′P̌ + P̌A − WC − C ′W ′ < 0,⎡
⎣ −ρLP̌ qLP̌ + P̌A − WC

P̌qL + A′P̌ − C ′W ′ −ρLP̌

⎤
⎦ < 0, (7.3)

P̌ > 0,

P̌ ∈ �n×n e W ∈ �n×m são soluções fact́ıveis de (7.3) e P̌ = P̌ ′. Uma matriz de ganhos

L do estimador que satisfaz o problema é L = P̌−1W .
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Prova: Vide (BOYD et al., 1994) para o projeto do estimador em termos de LMIs. A

inclusão da restrição relativa ao ćırculo decorre diretamente de (7.2).

Para a resolução completa do Problema 5, aloca-se os zeros através dos parâmetros M

e N da Figura 17 para atenuar os efeitos de pólos indesejáveis ao desempenho do sistema,

e ainda pode-se utilizar o posicionamento dos zeros para alterar a constante de erro de

velocidade em sistemas de controle, vide o Exemplo 8.10. A equação dos zeros do sistema

da Figura 17, considerando-se como entrada r(t) e sáıda u(t) é descrita no Teorema 2.5

da Seção 2.2.

Propõe-se Teoremas 7.4, 7.5, 7.6 e 7.7, que possibilitam alocar os zeros de r(t) para

u(t) (Figura 17) em uma região do plano-s conforme ilustrado na Figura 18 (ASSUNÇÃO;

ANDREA; TEIXEIRA, 2007). E estes teoremas são descritos a seguir:

Teorema 7.4 Considere os parâmetros K, L, ρz e qz fixos. Se existe solução para a

LMI descrita em (7.4) então pode-se alocar os zeros da função de transferência de R(s)

para U(s) (Figura 17) em uma região limitada por um ćırculo de raio ρz com centro em

(−qz, 0) ilustrada na Figura 18, resolvendo-se

⎡
⎣ −ρzQ qzQ + QA − QBK − QLC + F1K

qzQ + A′Q − K ′B′Q − C ′L′Q + K ′F ′
1 −ρzQ

⎤
⎦<0, (7.4)

sendo F1 = QMN−1 ∈ �n×p.

Prova: segundo a inequação (4.9) da Seção 4.2, para que os autovalores de uma dada

matriz Ã estejam alocados em uma região do plano-s limitados por uma circunferência

de raio ρa com centro em (−qa, 0), deve existir uma matriz Q ∈ �n×n, Q = Q′ > 0, tal

que a seguinte inequação seja satisfeita:

⎡
⎣ −ρaQ qaQ + QÃ

qaQ + Ã′Q −ρaQ

⎤
⎦ < 0 (7.5)

Então, substituindo-se a matriz Ã pela matriz Azk, descrita no Teorema 2.5 da Seção

2.2 na equação (7.5), obtem-se a equação (7.4), e aloca-se os autovalores de Azk na

região limitada pela circunferência, e consequentemente, segundo o Teorema 2.5, aloca-se

os zeros nesta região, pois os autovalores de Az são os zeros de r(t) para u(t). Neste

contexto, necessita-se avaliar se a matriz N utilizada na expressão F1 = QMN−1 do

teorema é inverśıvel. Deste modo, as propriedades a seguir são importantes neste processo

(OGATA, 1997):
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1. Se A é matriz n × m, então ρ(A) ≤ min (n, m),

2. ρ(AB) ≤ ρ(A);ρ(AB) ≤ ρ(B),

3. A é matriz n × n, então ρ(A) = n se e só se det(A) �= 0,

4. Para A: det(A) �= 0, e uma matriz B, n × m, então ρ(AB) = ρ(B).

sendo ρ(∗) o posto de uma dada matriz.

Considerando-se a expressão,

F1 = QMN−1,

e multiplicando-se ambos os lados por N, tem-se

F1N = QM (7.6)

Entretando a matriz Q é inverśıvel, e multiplicando-se (7.6) ambos os lados por Q−1

tem-se,

(Q−1)F1N = M (7.7)

Como ρ(M) = p, tem-se que ρ((Q−1)F1N) = p. Pela propriedade (4) ρ(Q−1)F1N) =

ρ(F1N). Assim, ρ(F1N) = p. Então, pela propriedade (2) ρ(F1N) ≤ ρ(N). Portanto

p ≤ ρ(N). Desta maneira, pela propriedade (1) ρ(N) ≤ p. Assim ρ(N) = p. Por (3)

det(N) �= 0, e assim N é inverśıvel. Esta análise é similar para os demais teoremas de

alocação de zeros.

Teorema 7.5 Considere os parâmetros K, L e −αz fixos. Se existe solução para a LMI

descrita em (7.8) então pode-se alocar os zeros da função de transferência de R(s) para

U(s) (Figura 17) em uma região limitada por uma reta vertical em −αz ilustrada na

Figura 18, resolvendo-se

Q̌A − Q̌BK − Q̌LC + F2K + A′Q̌ − K ′B′Q̌ − C ′L′Q̌ + K ′F ′
2 + 2αaQ̌ < 0, (7.8)

sendo F2 = Q̌MN−1 ∈ �n×p.

Prova: para que os autovalores da matriz Ã estejam alocados em uma região do plano-

s limitados por uma reta vertical em −αa, deve existir uma matriz Q̌ ∈ �n×n positiva

definida tal que a inequação seguinte seja satisfeita (BOYD et al., 1994):

Ã′Q̌ + Q̌Ã + 2αaQ̌ < 0 (7.9)
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Então, substituindo-s a matriz Ã pela matriz Azk em (7.9) obtem-se a equação (7.8),

e aloca-se os autovalores de Azk na região limitada por uma reta vertical em −αa, e

consequentemente aloca-se os zeros nesta região, pois os autovalores de Azk são os zeros

de r(t) para u(t).

Teorema 7.6 Considere os parâmetros K, L e θ fixos. Se existir solução para a LMI

descrita em (7.10) então pode-se alocar os zeros da função de transferência de R(s) para

U(s) (Figura 17) em uma região limitada por duas semi-retas de ângulos θ e −θ ilustrada

na Figura 18, resolvendo-se

⎡
⎣ (senθa)Rθ (cosθa)Tθ

(cosθa)T
′
θ (senθa)Rθ

⎤
⎦ < 0, (7.10)

sendo

Rθ = A′Q̄ − K ′B′Q̄ − C ′L′Q̄ + K ′F ′
3 + Q̄A − Q̄BK − Q̄LC + F3K,

Tθ = Q̄A − Q̄BK − Q̄LC + F3K − A′Q̄ + K ′B′Q̄ + C ′L′Q̄ − K ′F ′
3,

sendo F3 = Q̄MN−1 ∈ �n×p.

Prova: segundo a inequação (4.12) da Seção 4.3, para que os autovalores da matriz

Ã estejam alocados em uma região do plano-s limitada por duas semi-retas de ângulo θa

e −θa, deve existir uma matriz Q̄ ∈ �n×n, Q̄ = Q̄′ > 0, tal que a seguinte inequação seja

satisfeita:

⎡
⎣ senθa(Q̄Ã + Ã′Q̄) cosθa(Q̄Ã − Ã′Q̄)

cosθa(Ã
′Q̄ − Q̄Ã) senθa(Q̄Ã + Ã′Q̄)

⎤
⎦ < 0 (7.11)

Então, substituindo-se a matriz Ã pela matriz Azk em (7.11) obtem-se a equação

(7.10), e aloca-se os autovalores de Azk na região limitada pelas semi-retas com ângulos

θa e −θa, e consequentemente aloca-se os zeros nesta região, pois os autovalores de Azk

são os zeros de r(t) para u(t).

Observa-se que os Teoremas 7.4, 7.5 e 7.6 não são conjuntamente convexos, pois podem

admitir diferentes soluções (Q �= Q̌ �= Q̄). Então propõe-se o Corolário 7.7 para o projeto

de alocação de zeros na região ilustrada na Figura 18, a fim de solucionar do problema 7.

Corolário 7.7 Considere os parâmetros K, L, αz, ρz, qz e θz fixos. Se existir solução

para as LMIs descritas em (7.12) então pode-se alocar os zeros da função de transferência
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de R(s) para U(s) (Figura 17) na região mostrada pela Figura 18, resolvendo-se

XA − XBK − XLC + FK + A′X − K ′B′X − C ′L′X + K ′F ′ + 2αaX < 0,⎡
⎣ −ρaX qaX + XA − XBK − XLC + FK

Xqa + A′X − K ′B′X − C ′L′X + K ′F ′ −ρaX

⎤
⎦<0,

⎡
⎣ (senθa)Rx (cosθa)Tx

(cosθa)T
′
x (senθa)Rx

⎤
⎦ < 0, (7.12)

X > 0,

sendo

Rx = A′X − K ′B′X − C ′L′X + K ′F ′ + XA − XBK − XLC + FK,

Tx = XA − XBK − XLC + FK − A′X + K ′B′X + C ′L′X − K ′F ′.

As matrizes X e F são soluções fact́ıveis de (7.12), F tem dimensão conveniente e

os parâmetros para alocação de zeros são determinados por:

MN−1 = X−1F = J (7.13)

Prova: Com o objetivo de impor convexidade conjunta para as regiões LMIs dos Teo-

remas 7.4, 7.5 e 7.6, isto é, obter uma solução comum, faz-se:

Q = Q̌ = Q̄ = X (7.14)

Adotando-se F = XMN−1 e agrupando todas a LMIs dos Teoremas 7.4, 7.5 e 7.6,

obtem-se o projeto na forma de LMIs descrito em (7.12) que permite a alocação de zeros

na região do plano-s ilustrada na Figura 18.

Observação 7.8 Neste trabalho utiliza-se um estimador de estados no processo de rea-

limentação da sáıda do sistema. Deste modo, pode-se alocar 2n pólos e ainda n zeros.

Neste processo aloca-se os zeros da função de transferência de R(s) para U(s) (Figura

17), entretanto não altera-se o posicionamento dos zeros da planta, caso existam.

Entretanto em alguns casos, no processo de alocação de zeros necessita-se de altos

valores de ganho para a matrizes de M e N . Neste contexto o Teorema 7.9 proposto neste

trabalho pode ser útil.

Teorema 7.9 Considere MN−1 = X−1F = J . Se existe solução para o conjunto de

LMIs descritas em (7.15) e (7.16), então pode-se obter um limitante superior para a
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matriz J , resolvendo-se

min β

s.a

⎡
⎣ βI F

F ′ I

⎤
⎦ > 0, (7.15)

X > μ0I, (7.16)

(conjunto de LMIs) ,

sendo μ0 um valor constante e o conjunto de LMIs pode ser (7.12).

Prova: aplicando o complemento de Schur de modo inverso na LMI (7.15) tem-se:

FF ′ < βI (7.17)

Pré e pós multiplica-se a inequação X > μ0I por
√

X, então tem-se,

√
Xμ0I

√
X <

√
XX

√
X ⇒ μoX < XX, (7.18)

ou multiplicando-se (7.16) pela esquerda por J = MN−1 e pela direita por J tem-se:

Jμ0IJ ′ < JXJ ′ (7.19)

Considerando-se as inequações (7.17), (7.18) e (7.19) tem-se,

Jμ0IJ ′ < JXJ ′ < JXXJ ′/μ0 = FF ′/μ0 < βI/μ0,

então JJ ′ < βI/μ2
0.

Analisando-se a Figura 17 pode-se determinar a função de transferência R(s) para

Z(s) de acordo com a equação seguinte:

Z(s)

R(s)
= Cm(sI − Am)−1Bm (7.20)

sendo

Am =

⎡
⎣ A −BK

LC A − BK − LC

⎤
⎦ , Bm =

⎡
⎣ BN

M

⎤
⎦ , e Cm =

[
C 0

]
. (7.21)

Pode-se ainda utilizar a metodologia de alocação de zeros para atingir ganho unitário

para uma entrada do tipo degrau, desta maneira propõe-se o Teorema 7.10.

Teorema 7.10 Considere o parâmetro N de alocação de zeros. Se existe solução para
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equação (7.22), então pode-se obter e a matriz de ganho N que proporciona ganho unitário

considerando-se o sistema ilustrado na Figura 17 para uma entrada do tipo degrau, resol-

vendo-se

N = −(G1B + G2J)−1, (7.22)

sendo [G1 G2] = Cm(Am)−1 , G1 ∈ �m×n e G2 ∈ �m×n.

Prova: Considerando-se ganho unitário em regime permanente para uma entrada do

tipo degrau, tem-se em (7.20),

I = Cm(−Am)−1Bm, (7.23)

expandindo Bm descrito em (7.21) em (7.23), obtem-se:

I = −[G1 G2]

⎡
⎣ BN

M

⎤
⎦ (7.24)

Note que A−1
m existe devido ao fato dos pólos do sistema controlado estarem no lado

esquerdo do plano-s. De (7.13), tem-se MN−1 = X−1F = J . Substituindo-se M = JN

em (7.24), pode-se obter o ganho N de correção de erro de regime para entrada do tipo

degrau descrito na equação (7.22).

Este processo de obtenção dos parâmetros de alocação dos zeros pode ser não robusto,

devido a variações na planta. Porém como a metodologia de projeto para alocação de

zeros é descrita na forma de LMIs, podendo-se incluir incertezas paramétricas da planta

ao projeto, tornando-o robusto.

Esta metodologia para alocação de zeros pode ser utilizada em projetos de sistemas

de controle com o objetivo de atenuar os efeitos indesejáveis de determinados pólos pre-

sentes no sistema, e ainda alterar a constante de erro de velocidade de um dado sistema.

Exemplos numéricos que atestam a eficiência do método proposto são apresentados nas

Seções 8.8, 8.10.
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7.2 Alocação de Zeros com Realimentação Dinâmica

da Sáıda

7.2.1 Problema 6

Considere um sistema controlável, observável, linear e invariante no tempo indicado

em (7.1). O problema de alocação de zeros utilizando realimentação dinâmica da sáıda

é projetar um controlador tal que os pólos de malha fechada fiquem em uma região no

plano-s esquerdo especificada através de LMIs, e ainda, alocar os zeros do sistema em uma

outra região especificada através de LMIs de modo a diminuir o efeito de pólos indesejáveis

no desempenho do sistema.

Utiliza-se nesta metodologia de alocação de zeros um compensador Ku(s) para a

realimentação dinâmica da sáıda, que pode ser descrito na forma de variáveis de estado

da seguinte por

ẋu(t) = Auxu(t) + Buuu(t) + Mr(t),

yu(t) = Cuxu(t). (7.25)

Observação 7.11 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado para resolver o

Problema 6 é ilustrado na Figura 19 , sendo Ku(s) o compensador dinâmico utilizado na

realimentação da sáıda para estabilizar o sistema (7.1) em malha fechada. Utiliza-se as

matrizes M (M ∈ �n×p) e N (N ∈ �p×p), com o objetivo de solucionar o problema da

alocação de zeros.

+

+

r(t)
N

M

Planta

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

z(t) = Cx(t)

z(t)

ẋu(t) = Auxu(t) + Buuu(t) + Mr(t)

yu(t) = Cuxu(t)

yu(t) uu(t)

Compensador Ku(s)

u(t)

Figura 19: Sistema de controle com alocação de zeros utilizando-se a realimentação
dinâmica da sáıda.
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A equação em variáveis de estado do diagrama de blocos ilustrado na Figura 19

utilizando-se os estados x(t) e xu(t), estados da planta e do controlador respectivamente,

pode ser descrito como

⎡
⎣ ẋ(t)

ẋu(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ A BCu

BuC Au

⎤
⎦
⎡
⎣ x(t)

xu(t)

⎤
⎦ +

⎡
⎣ BN

M

⎤
⎦ r(t), (7.26)

z(t) =
[

C 0
] ⎡⎣ x(t)

xu(t)

⎤
⎦ .

O Teorema 7.12 é proposto neste trabalho para o projeto do compensador Ku(s),

descrito em (7.25), com alocação de pólos usado na realimentação dinâmica da sáıda,

conforme ilustrado na Figura 19. O objetivo do compensador Ku(s) é estabilizar o sistema

(7.1) em malha fechada, e o método para determinação de Ku(s) é formulado em termos

de LMIs. Para o projeto de Ku(s) considera-se a matriz M nulo.

Teorema 7.12 Considere o sistema Hl(s) = C(sI − A)−1B. Se existirem matrizes

simétricas X, Y ∈ �n×n e matrizes S ∈ �n×n, L ∈ �m×n, F ∈ �n×p que determi-

nam uma solução fact́ıvel, quando existir, para o seguinte conjunto de LMI descrito em

(7.27), (7.28), (7.29), então pode-se estabilizar o sistema Hl(s) através da realimentação

dinâmica da sáıda utilizando-se um controlador Ku(s) = Cu(sI −Au)
−1Bu com pólos alo-

cados em uma região limitada por uma circunferência de raio υ com centro em (−η, 0),

resolvendo-se⎡
⎣ Y I

I X

⎤
⎦ > 0, (7.27)

⎡
⎣ H Z + S

Z ′ + S ′ G

⎤
⎦ < 0, (7.28)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−υY −υI AY + BL + ηY A + ηI

−υI −υX Z + S + ηI XA + FC + ηX

Y A′+ L′B′+ ηY Z ′ + S ′ + ηI −υY −υI

A′ + ηI A′X + C ′F ′ + ηX −υI −υX

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

< 0, (7.29)

sendo

L = CuV
′, F = UBu e S = V A′

uU
′. (7.30)

Ainda, associado ao projeto do controlador Ku(s) realiza-se as seguintes simplificações

H = AY + Y A′ + BL + L′B′,
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G = XA + A′X + FC + C ′F ′,

Z = A + Y A′X + Y C ′F ′ + L′B′X.

As matrizes dinâmicas do controlador Ku(s) = Cu(sI − Au)
−1Bu podem ser obtidas

solucionando-se (7.30), com UV ′ = I − XY .

Prova: O estudo de estabilidade em sistemas de controle utilizando-se LMI baseia-se

na equação de Lyapunov

Ā′P + PĀ < 0, (7.31)

e P > 0, então para a matriz Ā descrita como,

Ā =

⎡
⎣ A BCu

BuC Au

⎤
⎦ ,

a inequação (7.31) com P > 0 implica em estabilidade para o sistema (7.26).

Considera-se X ′ = X > 0 e Y ′ = Y > 0 e que a matriz P seja particionada da

seguinte maneira (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999):

P =

⎡
⎣ X U

U ′ X̂

⎤
⎦ e P−1 =

⎡
⎣ Y V

V ′ Ŷ

⎤
⎦ .

Pode-se verificar que a seguinte equação é válida,

PΓ2 = Γ1 considerando-se, Γ2 =

⎡
⎣ Y I

V ′ 0

⎤
⎦ e Γ1 =

⎡
⎣ I X

0 U ′

⎤
⎦.

Pré e Pós multiplicando-se (7.31) por Γ′
2 e Γ2 respectivamente, obtém-se a inequação

(7.28). Ainda, pré e pós multiplicando-se P > 0 por Γ′
2 e Γ2 respectivamente obtem-se a

inequação (7.27).

Considera-se uma circunferência de raio υ com centro em (−η, 0) como restrição para

alocação dos pólos de malha fechada para o projeto de sistema de controle para estabilizar

o sistema (7.1). Na Seção 4.2, em (4.9) é apresentada a LMI que possibilita a alocação

de pólos em uma circunferência, então, substitui-se A = Ā em (4.9) e obtém-se:

⎡
⎣ −υP PĀ + ηP

Ā′P + ηP −υP

⎤
⎦ < 0 (7.32)
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Pré e pós multiplica-se (7.32) pela matriz Λ e pela matriz Λ′ respectivamente, obtem-se

a inequação (7.29), sendo a matriz Λ descrita a seguir:

Λ =

⎡
⎣ Γ′

2 0

0 Γ′
2

⎤
⎦

Entretanto, para solucionar completamente o Problema 6 ainda é necessário alocar-

se os zeros de maneira adequada de modo a diminuir o efeitos de pólos indesejáveis que

possam aparecer após a realização do projeto do controlador Ku(s) que estabiliza o sistema

(7.1) em malha fechada. A equação (2.20) da Seção 2.2 determina os zeros de r(t) para

u(t) ilustrados na Figura 19. A região para alocação dos zeros é ilustrada na Figura 20.

αo

−qo Real(s)

Imag(s)

ρo

Figura 20: Região do plano-s limitado por uma circunferência de raio ro e centro
(−qo, 0) e por uma reta vertical passando em −αo.

O Teorema 7.13 proposto neste trabalho descreve uma metodologia de alocação de zero

de r(t) para u(t) ilustrado na Figura 19 em uma região limitada por uma circunferência de

raio ro e com centro em (−qo, 0) e por uma semi-reta vertical paralela ao eixo imaginário

do plano-s que passa em (−αo, 0), conforme ilustrado na Figura 20.

Teorema 7.13 Considera-se os parâmetros αo, ρo e qo. Se existirem matrizes P ∈ �n×n,

P = P ′ > 0 e W ∈ �n×p que determinam uma solução fact́ıvel, quando existir, para o

conjunto de LMIs descrito em (7.33) e (7.34); então pode-se alocar os zeros da função

de transferência de R(s) para U(s) (Figura 19) na região mostrada pela Figura 20,
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resolvendo-se

PAu + A′
uP + WCu + C ′

uW
′ + 2αoP < 0, (7.33)⎡

⎣ −ρoP PAu + WCu + qoP

A′
uP + C ′

oW
′ + qoP −ρoP

⎤
⎦ < 0, (7.34)

P > 0.

Os parâmetros para alocação de zeros podem ser determinados, quando existir solução

fact́ıvel, por:

MN−1 = P−1W = T (7.35)

Prova: segundo a inequação (4.9) da Seção 4.2, para que os autovalores de uma dada

matriz Ã estejam alocados em uma região do plano-s limitados por uma circunferência

de raio ro com centro em (−qo, 0) (Figura 20), deve existir uma matriz P ∈ �n×n, P =

P ′ > 0, tal que a seguinte inequação seja satisfeita:

⎡
⎣ −ρoP qoP + PÃ

qoP + Ã′P −ρoP

⎤
⎦ < 0 (7.36)

Então, substituindo-se a matriz Ã pela matriz Azc descrita na equação (2.12) da

Seção 2.2 na inequação (7.36), com W = PMN−1, obtem-se a inequação (7.34). Con-

sequentemente, aloca-se os autovalores de Azc na região limitada pela circunferência, e

consequentemente, segundo o Teorema 2.5 da Seção 2.2, aloca-se os zeros nesta região,

pois os autovalores de Azc são os zeros de r(t) para u(t).

Ainda, para que os autovalores da matriz Ã estejam alocados em uma região do plano-

s limitados por uma reta vertical em −αa (Figura 20), deve existir uma matriz P ∈ �n×n

positiva definida tal que a inequação seguinte seja satisfeita (BOYD et al., 1994):

Ã′P + PÃ + 2αaP < 0 (7.37)

Então, substituindo-s a matriz Ã pela matriz Azc em (7.37), com W = PMN−1,

obtem-se a inequação (7.33). Consequentemente, aloca-se os autovalores de Azc na região

limitada por uma reta vertical em −αa, e consequentemente aloca-se os zeros nesta região,

pois os autovalores de Azc são os zeros de r(t) para u(t).

Entretanto em alguns casos, no processo de alocação de zeros necessita-se de altos

valores de ganho para a matrizes de M e N . Neste contexto o Teorema 7.14 proposto

neste trabalho pode ser útil.
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Teorema 7.14 Considere MN−1 = P−1W = T . Se existe solução para o conjunto de

LMIs descritas em (7.38) e (7.39), então pode-se determinar o limitante superior para a

matriz T , resolvendo

min β

s.a

⎡
⎣ βI W

W ′ I

⎤
⎦ > 0, (7.38)

X > ε0I, (7.39)

(conjunto de LMIs) ,

sendo ε0 um valor constante e o conjunto de LMIs pode ser (7.34).

Prova: aplicando o complemento de Schur de modo inverso na LMI (7.38) tem-se:

WW ′ < βI (7.40)

Pré e pós multiplica-se a inequação X > ε0I por
√

X, então tem-se,

√
Xε0I

√
X <

√
XX

√
X ⇒ εoX < XX, (7.41)

ou multiplicando-se (7.39) pela esquerda por T = M
N

e pela direita por T ′ tem-se,

Tε0IT ′ < TPT ′. (7.42)

Considerando-se as inequações (7.40), (7.41) e (7.42) tem-se,

Tε0IT ′ < TPT ′ < TPPT ′/ε0 = WW ′/ε0 < βI/ε0,

então WW ′ < βI/ε2
0.

Analisando-se a Figura 19 pode-se determinar a função de transferência de R(s) para

Z(s) de acordo com a equação seguinte,

Z(s)

R(s)
= Cψ(sI − Aψ)Bψ, (7.43)

sendo

Aψ =

⎡
⎣ A BCu

BuC Au

⎤
⎦ , Bψ =

⎡
⎣ BN

M

⎤
⎦ e Cψ =

[
C 0

]
. (7.44)

Pode-se utilizar a metodologia de alocação de zeros para corrigir o erro de regime para

uma entrada do tipo degrau, desta maneira propõe-se o Teorema 7.15.
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Teorema 7.15 Considera-se o parâmetro N . Se existe solução para a equação (7.45)

então pode-se obter a matriz N que proporciona ganho unitário considerando-se o sistema

ilustrado na Figura 19 para uma entrada do tipo degrau, resolvendo-se

N = −(L1B + L2T )−1, (7.45)

sendo [L1 L2] = Cψ(Aψ)−1 , L1 ∈ �m×n e L2 ∈ �m×n. A matriz T = P−1W é obtida do

Teorema 7.13.

Prova: Considerando-se ganho unitário em regime permanente para uma entrada do

tipo degrau, tem-se em (7.43),

I = Cψ(−Aψ)−1Bψ, (7.46)

expandindo Bψ descrito em (7.44) em (7.46), obtém-se:

I = −[L1 L2]

⎡
⎣ BN

M

⎤
⎦ (7.47)

Note que A−1
ψ existe devido ao fato dos pólos do sistema controlado estarem no lado

esquerdo do plano-s. De (7.13), tem-se MN−1 = P−1W = T . Substituindo-se M = TN

em (7.47), pode-se obter o ganho N de correção de erro de regime para entrada do tipo

degrau descrito na equação (7.45).

7.3 Alocação de Zeros para Sistemas Incertos

7.3.1 Problema 7

Considere o sistema incerto, sendo incerteza do tipo politópica, linear e invariante no

tempo descrito na forma de variáveis de estado dado por

ẋ(t) = A(a)x(t) + B(a)u(t), (7.48)

z(t) = C(a)x(t),

sendo A(a) ∈ �n×n, B(a) ∈ �n×p , C(a) ∈ �m×n, x(t) é o vetor de estados (x(t) ∈ �n),

z(t) é a sáıda de interesse (z(t) ∈ �m), u(t) a entrada de controle (u(t) ∈ �p).

As matrizes incertas A(a), B(a) e C(a) são representadas pela combinação convexa
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descrita a seguir (BOYD et al., 1994):

A(a) =
κ∑
i=1

αiAi, B(a) =
κ∑
i=1

αiBi, C(a) =
κ∑
i=1

αiCi, (7.49)

sendo α = [α1 · · ·ακ]′ o vetor que parametriza o politopo de incerteza, e ainda,

κ∑
i=1

ai = 1, ai ≥ 0. (7.50)

O número de vértices do politopo de incerteza do sistema varia de 1 até κ, sendo

κ = 2ϑ e ϑ é o número de parâmetros incertos na planta.

O problema de alocação de zeros aplicado a sistemas de controle consiste em projetar

um controlador usando a realimentação dinâmica da sáıda de tal maneira que estabilize o

sistema incerto (7.48) em malha fechada. Ainda, utilizar a alocação de zeros aplicado ao

sistema incerto de modo a diminuir o efeito de pólos indesejáveis, decorrentes do projeto

do controlador, no desempenho do sistema.

Utiliza-se o controlador Ka(s) no processo de realimentação dinâmica da sáıda. Este

controlador é projetado para sistemas incertos e pode ser descrito na forma de variáveis

de estado da seguinte maneira:

ẋa(t) = Aaxa(t) + Baua(t)

ya(t) = Caxa(t) (7.51)

Observação 7.16 O diagrama de blocos do sistema de controle utilizado para solucionar

o Problema 7 é ilustrado na Figura 21, sendo Ka(s) o compensador utilizado na reali-

mentação dinâmica da sáıda que estabiliza o sistema incerto (7.48) em malha fechada,

descrito em (7.51). Utiliza-se matrizes M (M ∈ �n×p) e N (N ∈ �p×p) com o objetivo

de solucionar o problema de alocação de zeros.

A equação em variáveis de estado do diagrama de blocos ilustrado na Figura 21

utilizando-se os estados x(t) e xa(t), estados da planta incerta e do controlador respecti-

vamente, pode ser descrito por

⎡
⎣ ẋ(t)

ẋa(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ A(a) B(a)Ca

BaC(a) Aa

⎤
⎦
⎡
⎣ x(t)

xa(t)

⎤
⎦+

⎡
⎣ B(a)N

M

⎤
⎦ r(t), (7.52)

z(t) =
[

C 0
] ⎡⎣ x(t)

xa(t)

⎤
⎦ .

Utiliza-se o Teorema 7.17 para o projeto do controlador Ka(s) usado na realimentação
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+

+

r(t)
N

M

Planta Incerta

ẋ(t) = A(a)x(t) + B(a)u(t)

z(t) = C(a)x(t)

z(t)

ẋa(t) = Aaxa(t) + Baua(t) + Mr(t)

ya(t) = Caxa(t)

ya(t) ua(t)

Controlador

u(t)

Figura 21: Sistema de controle com alocação de zeros aplicado a sistemas incertos.

dinâmica da sáıda do sistema incerto, conforme ilustrado na Figura 21. Neste momento

considera-se a matriz M utilizada na alocação de zeros nula. O objetivo do projeto de

Ka(s) é estabilizar em malha fechada o sistema incerto descrito em (7.48). O metodologia

de projeto para controladores aplicados em sistemas incertos foi proposto em (GEROMEL;

BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999).

Teorema 7.17 Considere o sistema (7.48) com o controlador Ka(s) de realimentação

dinâmica da sáıda do sistema incerto ilustrado na Figura 21. Se existir solução para os

procedimentos 1, 2, 3 e 4 descritos a seguir, então pode-se obter o controlador Ka(s) que

estabiliza o sistema incerto (7.48) em malha fechada.

1. O processo inicial para o projeto do controlador Ka(s) consiste em encontrar uma

solução fact́ıvel, quando existir, para o seguinte conjunto de LMIs (GEROMEL; BERNUS-

SOU; OLIVEIRA, 1999)

⎡
⎣ Hi Zi + S

Z ′
i + S ′ Gi

⎤
⎦ < 0, (7.53)

⎡
⎣ Y I

I X

⎤
⎦ > 0,

sendo

Hi = AiY + Y A′
i + BiL + L′B′

i,

Gi = A′
iX + XA + FCi + C ′

iF
′,

Zi = Ai + Y A′
iX + L′B′

iX + Y C ′
iF

′,
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e Ai, Bi e Ci são os vértices do politopo de incerteza descritos em (7.49).

As matrizes Yk = Y e Lk = L são soluções fact́ıveis iniciais de (7.53).

2. Após obter as soluções fact́ıveis iniciais Yk e Lk, considera-se:

Aki = Ai + BiLkYk
−1

Então, determina-se a solução ótima, quando existir, para o problema de mini-

mização de autovalor generalizado com variáveis de otimização P , X, F , S e λ

descritos em (7.54), vide Apêndice 2 para mais detalhes sobre autovalor genera-

lizado.

min λ

s.a

⎡
⎣ A′

kiP + PAki − λP PAi + A′
kiX + C ′

iF
′ + S

A′
iP + XAki + FCi + S ′ Gi − λX

⎤
⎦ < 0 (7.54)

⎡
⎣ P P

P X

⎤
⎦ > 0

As matrizes Xk = X e Fk = F são soluções fact́ıveis de (7.54). Ainda, armazene o

valor ótimo de λ em αk.

3. Com a determinação das soluções fact́ıveis Xk e Fk considera-se:

Aki = Ai + Xk
−1FkCi (7.55)

Então, determina-se a solução ótima, quando existir, para o problema de mini-

mização de autovalor generalizado com variáveis de otimização Y , L, Q, S, e λ

descritos em 7.56.

min λ

s.a

⎡
⎣ Hi − λY AiQ + Y A′

ki + L′B′
i + S

QA′
i + AkiY + BiL + S ′ AkiQ + QA′

ki − λQ

⎤
⎦ < 0 (7.56)

⎡
⎣ Y Q

Q Q

⎤
⎦ > 0

As matrizes Yk = Y e Lk = L são soluções fact́ıveis de (7.56). Ainda, armazene o

valor ótimo de λ em βk.

4. Se αk − βk < ε, ε > 0, o processo de determinação do controlador Ka(s) pode ser

finalizado. Caso contrário, ajuste k = k + 1 e volte ao procedimento 2.
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Após a convergência do processo interativo, determina-se o controlador Ka(s) =

Ca(sI − Aa)
−1Ba para a realimentação dinâmica da sáıda do sistema incerto descrito

em (7.48) como

Ca = L(Q − Y −1,

Ba = FX−1,

Aa = S ′(Q − Y )−1.

Prova: vide (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999).

Observação 7.18 Adota-se o algoritmo de decomposição cruzada (TOKUNAGA; IWASAKY;

HARA, 1996) para os procedimentos adotados no Teorema 7.17.

Entretanto para solucionar completamente o Problema 7 ainda é necessário alocar-

se os zeros de maneira adequada de modo a diminuir o efeito de pólos indesejáveis que

possam surgir após a realização do projeto do controlador Ka(s) que estabiliza o sistema

incerto (7.48) em malha fechada. A Figura 20 ilustra a região para a alocação dos zeros.

A Figura 22 ilustra o mapeamento de pólos e zeros considerando-se um sistema de

segunda ordem com incertezas na planta realimentado pela sáıda por um compensador

dinâmico, conforme ilustrado na Figura 21. Na Figura 22 não utilizou-se a alocação de

zeros. A região I e a região II ilustram as áreas na qual pode-se localizar os pólos de malha

fechada do sistema. Ainda, na Figura 22, pode-se visualizar os zeros do sistema. Estes

zeros são decorrentes do projeto de compensador, o qual é utilizado na realimentação

da sáıda do sistema. Neste contexto considera-se que a planta não possui zeros com o

objetivo de facilitar a análise da metodologia de alocação dos zeros.

Mesmo não conhecendo-se a localização exata dos pólos de malha fechada, pode-se

determinar uma nuvem da posśıvel localização destes pólos, conforme ilustrado na Figura

22. Este procedimento é realizado considerando-se a faixa de valores no qual encontra-se

o parâmetro incerto. Posteriormente pode-se utilizar a metodologia de alocação dos zeros

aplicada a sistemas incertos para posicionar os zeros próximos a nuvem de pólos de malha

fechada do sistema que sejam indesejáveis ao desempenho do projeto, conforme ilustrado

na Figura 23.

No Lema 7.19 descreve-se o procedimento proposto neste trabalho para alocar os zeros

de r(t) para u(t) ilustrados na Figura 21 considerando-se plantas incertas.

Lema 7.19 Pode-se alocar os zeros da função de transferência de R(s) para U(s) em uma

região do plano-s considerando-se uma planta incerta, com incerteza do tipo politópica,
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Imag(s)

Real(s)

região I região II

Figura 22: Mapeamento de pólos e zeros do sistema incerto controlado sem alocação de
zeros.

utilizando-se o Teorema 7.13. Pode-se utilizar o método de alocação de zeros aplicado a

sistemas determińısticos em sistemas incertos.

Prova: aplicando-se uma entrada r(t) na forma exponencial ao sistema (7.48),

r(t) = roe
st,

sendo que s = zi, e zi é um zero de r(t) para u(t) indicado na Figura 21. Logo,

r(t) = roe
zit.

Neste caso, a sáıda z(t) é identicamente igual a zero, pois se zi é um zero de trans-

missão de r(t) para u(t), então necessariamente zi é um zero de transmissão de r(t) para

z(t) a menos que ocorra cancelamento de pólos e zeros. Considerando-se que as condições

iniciais do sistema são nulas, tem-se

z(t) = 0, se r(t) = roe
zit.

O estado do controlador Ka(s) pode ser descrito da seguinte maneira:

xa(t) = xaoe
zit (7.57)
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Imag(s)

Real(s)

região I região II

pólos

indesejáveis

Figura 23: Mapeamento de pólos e zeros do sistema incerto controlado com alocação de
zeros.

Derivando-se (7.57), tem-se

ẋa(t) = zixaoe
zit, (7.58)

mas conforme ilustrado na Figura 21, sendo ua(t) = 0, tem-se

ẋa(t) = Aaxaoe
zit + Mroe

zit, (7.59)

então, igualando-se (7.58) a (7.59), obtem-se

zixaoe
zit = Aaxaoe

zit + Mroe
zit,

ou

[
zi − Aa −M

] ⎡⎣ xao

ro

⎤
⎦ = 0. (7.60)

Neste caso considera-se a entrada r(t) que torna u(t) = 0,

u(t) = Caxa(t) + Nr(t),

u(t) = Caxaoe
zit + Nroe

zit,
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então

Caxaoe
zit + Nroe

zit = 0,

ou [
Ca N

] ⎡⎣ xao

ro

⎤
⎦ = 0. (7.61)

Reagrupando-se (7.60) e (7.61) tem-se

⎡
⎣ zi − Aa −M

Ca N

⎤
⎦
⎡
⎣ xao

ro

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 0

0

⎤
⎦ . (7.62)

Em (2.18), zi é um zero de r(t) para u(t) do sistema ilustrado na Figura 21 e (7.62)

tem solução não trivial. A solução para (7.62) é equivalente a solucionar:

det

⎡
⎣ zi − Aa −M

Ca N

⎤
⎦ = 0 (7.63)

Dividindo-se a última coluna da matriz descrita em (7.63) por uma matriz não nula

N e então adicionando-se a primeira coluna de (7.63) o produto de Ca pela última coluna,

tem-se

det

⎡
⎣ zi − Aa + MN−1Ca −MN−1

0 1

⎤
⎦ = 0,

ou ainda, considerando-se zi = s tem-se,

det(sI − Aa + MN−1Ca) = 0. (7.64)

Conclui-se que a equação dos zeros da função de transferência de R(s) para U(s)

não depende dos parâmetros incertos presente na planta, isto é, neste caso a equação de

determinação dos zeros para um sistema determińıstico é igual a equação de zeros para

um sistema incerto. E, portanto, pode-se utilizar o Teorema 7.13 utilizado para alocar

os zeros da função de transferência de R(s) para U(s) em sistemas determińısticos para

sistemas incertos.

Analisando-se a Figura 21 pode-se determinar a função de transferência de R(s) para

Z(s) considerando-se um valor de α espećıfico de acordo com a equação seguinte,

Z(s)

R(s)
= Cφ(sI − Aφ)Bφ, (7.65)
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sendo

Aφ =

⎡
⎣ A(a) B(a)Ca

BaC(a) Aa

⎤
⎦ , Bφ =

⎡
⎣ B(a)N

M

⎤
⎦ e Cφ =

[
C(a) 0

]
. (7.66)

Ainda, o sistema descrito em (7.48) apresenta parâmetros incertos presentes nas ma-

trizes A(a), B(a) e C(a). Com objetivo de simplificar a análise da metodologia de alocação

de zeros, considera-se um sistema com apenas um parâmetro incerto, e descrito através

do intervalo de incerteza, conforme a seguir:

λmin < λnominal < λmax (7.67)

Deste modo, considera-se no processo de alocação de zeros o valor nominal para o

parâmetro incerto. Então, utiliza-se as matrizes A(a), B(a) e C(a) com o valor nominal

do intervalo de incerteza (λnominal). Caso o sistema apresente mais parâmetros incertos,

adota-se o valor nominal de cada parâmetro para a aplicação da metodologia de alocação

de zeros.

Então, propõe-se o Teorema 7.20 para correção de erro de regime para uma entrada

do tipo degrau.

Teorema 7.20 Considera-se o parâmetro N de alocação de zeros. Se existe solução

para a equação (7.68), então pode-se obter o vetor N que proporciona ganho unitário

considerando-se o sistema de controle ilustrado na Figura 21 e matrizes Anominal, Bnominal

e Cnominal para uma entrada do tipo degrau, resolvendo

N = −(ϕ1Bnominal + ϕ2Tf )
−1, (7.68)

sendo [ϕ1 ϕ2] = Cφ(Aφ)
−1 , ϕ1 ∈ �m×n e ϕ2 ∈ �m×n. A matriz Tf = P−1W é obtida

do Teorema 7.13. As matrizes Anominal, Bnominal e Cnominal são obtidas através do valor

nominal dos parâmetros incertos descritos em (7.67).

Prova: Considerando-se o ganho unitário em regime permanente para uma entrada

do tipo degrau, tem-se em (7.65),

I = Cφ(−Aφ)
−1Bφ, (7.69)

expandindo Bφ descrito em (7.66) em (7.69), obtem-se:

I = −[ϕ1 ϕ2]

⎡
⎣ BnominalN

M

⎤
⎦ . (7.70)
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Note que A−1
φ existe devido ao fato dos pólos do sistema controlado estarem no lado

esquerdo do plano-s. De (7.13), tem-se MN−1 = P−1W = Tf . Substituindo-se M = TfN

em (7.70), pode-se obter o ganho N de correção de erro de regime para entrada do tipo

degrau descrito na equação (7.68).

Observação 7.21 O ganho unitário para uma entrada do tipo degrau proposto no Teo-

rema 7.20 é garantido apenas para o sistema com valor nominal, descrito em (7.67), dos

parâmetros incertos. O processo de alocação de zeros não proporciona ganho unitário a

uma entrada do tipo degrau para o restante do politopo de incertezas.

Como a atenuação de pólos indesejáveis utilizando-se a metodologia de alocação de

zeros, utiliza-se conjuntos de posições incertas, para um dado valor de a, o pólo associado

a este conjunto ficar no extremo oposto ao zero, o efeito da atenuação pode ser menos

significativo.
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8 Exemplos de Aplicação

Nesta seção apresentaremos os exemplos numéricos e algumas aplicações práticas ilus-

trando o potencial e a viabilidade das metodologias propostas neste trabalho. O Exemplo

1 e 2 tratam a metodologia de rastreamento e rejeição de distúrbio utilizando a reali-

mentação da sáıda por um estimador de estados, sendo que o segundo exemplo aborda

um caso MIMO. Os Exemplos 3 e 4 ilustram o projeto de um sistema de rastreamento e

rejeição a distúrbio utilizando a realimentação dinâmica da sáıda, sendo que o quarto ex-

emplo trata um caso MIMO. O projeto de sistemas de rastreamento e rejeição de distúrbio

para sistemas incertos, com incertezas do tipo politópicas, é abordado nos Exemplos 5 e

6.

O Exemplo 7 trata-se um projeto de sistema de rastreamento com rejeição a distúrbio

aplicado a sistemas não-lineares, onde utiliza-se os modelos fuzzy Takagi-Sugeno na de-

scrição dos sistemas não-lineares. A alocação de zeros em regiões espećıficas do plano-s

é abordada nos Exemplos 8 e 9, neste caso utiliza-se a realimentação da sáıda através de

um estimador de estados, sendo que no Exemplo 9 trata a utilização da metodologia da

alocação de zeros aplicada no projeto da constante de erro de velocidade Kv em sistemas

de controle. O Exemplo 10 trata a alocação de zeros no plano-s utilizando a realimentação

dinâmica da sáıda e o Exemplo 11 ilustra a metodologia de alocação de zeros aplicada

a sistemas incertos. Por fim, no Exemplo 13 aborda-se um estudo comparativo entre as

metodologias de alocação de zeros com limitante no projeto dos parâmetros M e N e sem

o limitante no projeto destes parâmetros.

8.1 Exemplo 1

Considera-se um sistema de controle que determina a espessura de chapas por meio de

ajuste de rolos de laminação. O objetivo deste projeto é criar um sistema de rastreamento

de sinal de referência para o sistema de laminação de chapas de aço. Pode-se descrever o

sistema de laminação na forma de espaço de estado da seguinte maneira (DORF; BISHOP,
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2001):

⎡
⎢⎢⎢⎣

ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣
−4 −5 0

1 0 0

0 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣

x1(t)

x2(t)

x3(t)

⎤
⎥⎥⎥⎦ +

⎡
⎢⎢⎢⎣

1

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎦u(t) +

⎡
⎢⎢⎢⎣

1

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎦w(t)

z(t) =
[

0 0 1
]
⎡
⎢⎢⎢⎣

x1(t)

x2(t)

x3(t)

⎤
⎥⎥⎥⎦ (8.1)

y(t) =
[

0 0 1
]
⎡
⎢⎢⎢⎣

x1(t)

x2(t)

x3(t)

⎤
⎥⎥⎥⎦

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a sáıda de referência, y(t) é a sáıda de medida, u(t)

o sinal de controle e w(t) é o sinal de distúrbio no sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar para sinais de referência de

baixa freqüência (até 10 rad/seg). Então é proposto o filtro V1(s):

V1(s) =
2000

0.01s3 + 0.1s2 + 0.5s + 1

Utilizando-se o Teorema 5.2, projeta-se o controlador para o sistema descrito em

(8.1). Este controlador minimiza a norma H2 de w(t) to y(t) e utiliza-se restrições para

a alocação de pólos. Neste projeto, considera-se um disco de raio ρ = 10 e centro em

(−q, 0) = (−80, 0).

Então, projeta-se o estimador de estado de Kalman utilizando-se a função kalman do

software Matlab. O vetor de ganhos K do controlador e o vetor de ganhos L do estimador

de estados projetados são:

K =
[

0,232 18,673 491,528
]
× 103 e L =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1735,018

324,948

25,493

⎤
⎥⎥⎥⎦ . (8.2)

A norma H2 de w(t) para y(t) para o sistema de malha fechada é 1,05× 10−5, impli-

cando na atenuação do efeito do sinal de distúrbio na sáıda do sistema.

Objetivando-se o projeto do rastreador de sinais, utiliza-se a metodologia de variação

dos zeros proposta no Teorema 5.4 onde, a norma H∞ de r(t) para e(t) é minimizada

considerando-se o sinal de referência r(t) com baixa freqüência (até 10 rad/seg), sendo

e(t) o sinal de erro entre a sáıda e a entrada. A norma H∞ obtida para todo o espectro
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de freqüência é 1,607; enquanto para a banda de freqüência especificada no problema, a

maior magnitude de |Tre(jω)| é 0,026; sendo Tre descrito em (5.13). Então o rastreador

opera adequadamente para a banda de freqüência especificada em projeto.

A Figura 24 ilustra a resposta em freqüência de E(s)/R(s) = Tre(s), e pode-se verificar

(até 10 rad/seg) que a norma H∞ na banda de freqüência apresenta caracteŕısticas para

um sistema de rastreamento. Os valores ótimos para os parâmetros M e N são:

M =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1073,560

0,200

0,013

⎤
⎥⎥⎥⎦× 103 e N = 1071,760 × 103. (8.3)
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Figura 24: Resposta em freqüência de E(s)/R(s) = Tre(s) : |Tre(jω)| × ω.

Na simulação considerou-se um sinal r(t) =sen(5t) e um sinal de distúrbio w(t) com

amplitudes aleatórias. Neste exemplo, considerou-se 1 a máxima amplitude do sinal

aleatório. Pode-se observar no resultado de simulação, que é ilustrado na Figura 25,

que o sinal de sáıda z(t) e o sinal de entrada r(t) estão quase sobrepostos.

Para este exemplo, os zeros do sistema são: −5,164 ± 11,411j; −9,154. Os pólos do

sistema são compostos pelos pólos alocados na especificada região: −70,000; −83,261 ±
9,453j; e pelos pólos do estimador: −7,373 ± 12,652j e −14,745.
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Figura 25: Sinal de sáıda z(t) e sinal de entrada r(t) do Exemplo 1.

8.2 Exemplo 2

Considera-se um sistema linear, invariante no tempo de múltiplas entradas e múltiplas

sáıdas. O objetivo deste projeto é criar um sistema de rastreamento e rejeição a um sinal

de distúrbio presente na planta. Considera-se o sistema na forma de espaço de estado da

seguinte maneira:

⎡
⎣ ẋ1(t)

ẋ2(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ −3 −2

4 −5

⎤
⎦
⎡
⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦+

⎡
⎣ 1 0

0 1

⎤
⎦u(t) +

⎡
⎣ 1 0

0 1

⎤
⎦w(t)

z(t) =

⎡
⎣ 1 0

0 1

⎤
⎦
⎡
⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦ (8.4)

y(t) =

⎡
⎣ 1 0

0 1

⎤
⎦
⎡
⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a sáıda de referência, y(t) é a sáıda de medida, u(t)

o sinal de controle e w(t) é o sinal de distúrbio no sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar para sinais de referência de



8.2 Exemplo 2 117

baixa freqüência (até 10 rad/seg). Então é proposto o filtro V2(s):

V2(s) =

⎡
⎣ 1000

s2+10s+100

1000
s2+10s+100

⎤
⎦

Usando o Teorema 5.2, projeta-se o controlador para o sistema descrito em (8.4). Este

controlador minimiza a norma H2 de w(t) to y(t) e utiliza-se restrições para a alocação

de pólos. Neste projeto, considera-se um disco de raio ρ = 50 e centro em (−q, 0) =

(−5000, 0). Observa-se no processo de alocação dos pólos de malha fechada do sistema a

utilização de uma grande região no plano-s limitado por uma circunferência, entretanto

este procedimento é necessário para se atingir um desempenho satisfatório no processo de

rastreamento.

Então, projeta-se o estimador de estado de Kalman. A matriz de ganhos K do con-

trolador e a matriz de ganhos L do estimador projetados são:

K =

⎡
⎣ 5046,999 2,000

4,000 5044,999

⎤
⎦ e L =

⎡
⎣ 0,434 1,471

−24,187 29,035

⎤
⎦ . (8.5)

A norma H2 de w(t) para y(t) para o sistema de malha fecha é 0,014; implicando na

atenuação do efeito do sinal de distúrbio na sáıda do sistema.

Objetivando-se o projeto do rastreador de sinais, utiliza-se a metodologia de variação

dos zeros proposta no Teorema 5.4 onde, a norma H∞ de r(t) para e(t) é minimizada

considerando-se o sinal de referência r(t) com baixa freqüência (até 10 rad/seg), sendo

e(t) o sinal de erro entre a sáıda e a entrada.

Para o caso MIMO, analisa-se o desempenho do rastreador de sinais através da matriz

de função de transferência de Z(s) para R(s). A matriz de função de transferência de

Z(s) para R(s) representa a relação entre as entradas de referência e os sinais de sáıda

do sistema. Entretanto, no exemplo anterior, que abordava um caso SISO, o desempenho

do rastreador foi observado através da análise da função transferência de E(s) para R(s),

o qual era conveniente para a análise do funcionamento do rastreador. Neste exemplo a

matriz função transferência de Z(s) para R(s) pode ser descrita da seguinte maneira:

Φ(s) =

⎡
⎣ Z11(s) Z12(s)

Z21(s) Z22(s)

⎤
⎦ (8.6)

O diagrama de blocos ilustrado a seguir representa a estrutura de controle para o

sistema MIMO deste exemplo.
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R1(s)
Z1(s)

Z2(s)

Φ(s)

Figura 26: Sistema de controle para o caso MIMO.

As funções de transferência R1(s) e R2(s) são as transformadas de Laplace dos sinais

de entrada de referência do sistema e as funções de transferência Z1(s) e Z2(s) são as

transformada de Laplace dos sinais de sáıda de referência do sistema. Ainda, as funções

de transferência Z11(s), Z12(s), Z21(s) e Z22(s) são descritas em (8.6). Pode-se representar

Z1(s) e Z2(s) conforme abaixo:

Z1(s) = R1(s)Z11(s) + R2(s)Z12(s) (8.7)

Z2(s) = R1(s)Z21(s) + R2(s)Z22(s)

A metodologia de rastreamento de sinais com modificação dos zeros proposta neste

trabalho possibilita o rastreamento aplicado a sistemas MIMO apenas para sinais de

referência iguais, pois o projeto não aborda desacoplamento de canais. Então, considera-

se R1(s) = R2(s) = Rt(s). Pode-se reescrever (8.7) da seguinte maneira:

χ1(s) =
Z1(s)

Rt(s)
= Z11(s) + Z12(s) (8.8)

χ2(s) =
Z2(s)

Rt(s)
= Z21(s) + Z22(s)

A análise do desempenho do rastreador é realizada baseando-se na equação (8.8). A
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Figura 27 ilustra a resposta em freqüência da matriz função de transferência de Z(s) para

R(s). Ainda, considerando-se (8.8), pode-se descrever a função de transferência de Z(s)

para R(s) conforme abaixo:

Φt(s) =

⎡
⎣ Z1(s)

Rt(s)

Z2(s)
Rt(s)

⎤
⎦ (8.9)

Pode-se verificar (até 10 rad/seg) que a norma H∞ na banda de freqüência apresenta

caracteŕısticas para um sistema de rastreamento, pois a magnitude da matriz função de

transferência de Φ(s) para a faixa de freqüência especificada em projeto é unitária. Os

valores ótimos para os parâmetros M e N são:

M =

⎡
⎣ 2521,556 2560,794

2561,045 2518,492

⎤
⎦ e N =

⎡
⎣ 2521,561 2560,798

2560,798 2518,272

⎤
⎦ . (8.10)
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Figura 27: (a) Resposta em freqüência de χ1(s) : |χ1(jω)| × ω. (b) Resposta em
freqüência de χ2(s) : |χ2(jω)| × ω, sendo χ1(s) e χ2(s) descritas em (8.8).

Na simulação considerou-se um sinal r(t) =
[

r1(t) r2(t)
]

= [sen(10t) sen(10t)] e

um sinal de distúrbio w(t) = [w1(t) w2(t)] com amplitudes aleatórias. Neste exemplo,

considerou-se 1 a máxima amplitude do sinal aleatório. O sinal z(t) =
[

z1(t) z2(t)
]

é

o sinal de sáıda de referência do sistema. O resultado de simulação é ilustrado na Figura

28.

Para este exemplo, os zeros do sistema são: −2,953; −32,585. Os pólos do sistema

são compostos pelos pólos alocados na especificada região: −5049,999; −5049,999; e pelos

pólos do estimador: −2,954 e −34,514.



8.3 Exemplo 3 120

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

A
m

p
li
tu

d
e

A
m

p
li
tu

d
e

Tempo [seg]

(a)

(b)

Figura 28: (a) Sinal de sáıda z1(t) e sinal de entrada r1(t) estão quase sobrepostos. (b)
Sinal de sáıda z2(t) e o sinal de entrada r2(t) estão quase sobrepostos.

Nos Exemplos 1 e 2 utilizou-se a técnica de rastreamento de sinais com modificação

de zeros e rejeição simultânea de distúrbio através da realimentação dos estados recons-

trúıdos pelo estimador. Os resultados dos exemplos indicam um desempenho satisfatório

do rastreador. Entretanto, esta metodologia de rastreamento proposta apresenta um

fator que causa dificuldades na realização do projeto. Neste contexto, o projeto do filtro

apresenta grande importância no desempenho do rastreador. Porém, o filtro é determinado

pelo projetista através de tentativas. Neste processo objetiva-se o sucesso do rastreador,

o que nem sempre ocorre, resultando-se na necessidade de um novo projeto para o filtro

e assim sucessivamente, até que o rastreador opere com um desempenho satisfatório.

8.3 Exemplo 3

Neste exemplo considera-se um dispositivo para levitação magnética de uma esfera de

aço (DORF; BISHOP, 2001). Objetiva-se projetar um sistema de rastreamento com rejeição

de distúrbio adicionado na planta. Seja o sistema descrito na forma de variáveis de estado

dado por:

⎡
⎣ ẋ1(t)

ẋ2(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 0 −1784

1 0

⎤
⎦
⎡
⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦+

⎡
⎣ 1

0

⎤
⎦u(t) +

⎡
⎣ 1

0

⎤
⎦w(t)

z(t) =
[

0 −15
] ⎡⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦
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y(t) =
[

0 −15
] ⎡⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a sáıda de referência, y(t) é a sáıda de medida, u(t)

o sinal de controle e w(t) é o sinal de distúrbio adicionado ao sistema.

Deseja-se projetar um rastreador de sinais com rejeição ao sinal de distúrbio para

sinais de referências de baixa freqüência, até 10 rad/seg, então é proposto o filtro F1(s):

F1(s) =
10000

0.01s2 + 0.1s + 1

Utiliza-se um compensador H∞ no processo de atenuação do sinal de distúrbio.

Então, através do Teorema 5.9 projeta-se o compensador Kp(s) utilizado na realimentação

dinâmica da sáıda. Adota-se uma região limitada por uma circunferência de raio ρp = 80

com centro em (−qp, 0) = (−100, 0). O controlador Kp(s) projetado é o seguinte:

Kp(s) =
2768,122s2 + 389396,s + 10436371,972

s2 + 451,369s + 36282,972

A norma H∞ atingida em projeto, de w(t) para y(t), é 0,0024; implicando-se na

atenuação do efeito do sinal de distúrbio na sáıda do sistema.

No projeto do sistema de rastreamento, utilizou-se a metodologia de modificação dos

zeros proposta no Teorema 5.10. Neste processo minimizou-se a norma H∞ de r(t) para

e(t) considerando-se sinais de baixa freqüência, até 10 rad/seg, sendo e(t) o sinal de erro

entre a sáıda medida e a entrada de referência. A norma H∞ obtida para todo o espectro

de freqüência é 1,340; enquanto para a banda de freqüência especificada no problema, a

maior magnitude de |Tn(jω)| é 0,0149, sendo Tn descrito em (5.48). Então o rastreador

opera adequadamente para a banda de freqüência especificada em projeto.

A Figura 29 ilustra a resposta em freqüência de E(s)/R(s) = Tn. Observa-se que a

magnitude E(s)/R(s) para a faixa de freqüência especificada em projeto é pequena, então,

ocorre o processo de rastreamento nestas condições. Os parâmetros obtidos do projeto de

rastreamento com modificação dos zeros são:

M =

⎡
⎣ −43,056

−223621,366

⎤
⎦ , e N = −2817,390.

Para a simulação do projeto do rastreador de sinais com rejeição de distúrbio consi-

derou-se um sinal de referência r(t) =sen(5t) e um sinal de perturbação do tipo distúrbio
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Figura 29: Resposta em freqüência de E(s)/R(s) = Tn(s) : |Tn(jω)| × ω.

com amplitudes aleatórias não superior a 1. Pode-se verificar no resultado de simulação,

que é ilustrado na Figura 30, que o sinal de sáıda z(t) e o sinal de entrada r(t) estão quase

sobrepostos.

Para este exemplo, os zeros do sistema são: −49,289; −104,642 . Os pólos de malha

fechada do sistema alocados na especificada região são: −95,339 ± 66,691j; −104,642 e

−156,048.

8.4 Exemplo 4

Em (DORF; BISHOP, 2001) aborda-se um circuito elétrico que representa uma ponte

equilibrada, conforme ilustrado na Figura 31. Deseja-se projetar um sistema de rastrea-

mento com rejeição a distúrbio adicionado à planta. O sistema da ponte equilibrada com

um sinal exógeno do tipo distúrbio adicionado à planta, pode ser descrito na forma de

variáveis de estado da seguinte maneira:

⎡
⎣ v̇c(t)

i̇L(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ − 2

(R1+R2)C
0

0 − 2R1R2

(R1+R2)L

⎤
⎦
⎡
⎣ vc(t)

iL(t)

⎤
⎦+

1

R1 + R2

⎡
⎣ 1

C
1
C

R2

L
−R2

L

⎤
⎦u(t)

+
1

R1 + R2

⎡
⎣ 1

C
1
C

R2

L
−R2

L

⎤
⎦w(t)
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Figura 30: Sinal de sáıda z(t) e sinal de entrada r(t) do Exemplo 2.
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Figura 31: Circuito elétrico em ponte equilibrada.



8.4 Exemplo 4 124

z(t) =

⎡
⎣ 1 0

1 0

⎤
⎦
⎡
⎣ vc(t)

iL(t)

⎤
⎦

y(t) =

⎡
⎣ 1 0

1 0

⎤
⎦
⎡
⎣ vc(t)

iL(t)

⎤
⎦

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a sáıda de referência, y(t) é a sáıda de medida, u(t)

o sinal de controle e w(t) é o sinal de distúrbio adicionado ao sistema.

Considera-se neste exemplo R1 = 3Ω, R2 = 2Ω, C = 0,5 F e L = 1 H . Objetiva-se

projetar um rastreador para sinais de referência com freqüência até 100 rad/seg, então

propõe-se o filtro F2:

F2(s) =

⎡
⎣ 1000

s2+10000s+1000000

100
s2+1000s+1000000

⎤
⎦× 103 (8.11)

Utiliza-se para este exemplo um compensador H2 no processo de atenuação do efeito

do sinal de distúrbio. Então, através do Teorema 5.8 projeta-se o controlador Kq(s), que

é um compensador H2. Adota-se uma região a esquerda do plano-s limitada por uma

circunferência de raio ρq = 5000 com centro em (−qq, 0) = (0, 0). O controlador Kq(s)

projetado é o seguinte:

Kq(s) =
[

(−1,637s−9450,29)×1012

s+6573,085+4618568,386
(1,636s+9449,797)×1012

s+6573,085+4618568,386

]

Neste caso foram obtidos valores elevados para o controlador Kq(s), isto ocorre devido

a necessidade de atingir um bom desempenho no processo de rastreamento; adotou-se a

circunferência com raio ρq = 5000 com centro em (−qq, 0) = (0, 0) no plano-s.

A norma H2 de w(t) para y(t) para o sistema de malha fecha é 0,11; implicando na

atenuação do efeito do sinal de distúrbio na sáıda do sistema.

Objetivando-se o projeto do rastreador de sinais, foi proposto uma metodologia de

variação dos zeros descrita no Teorema 5.10 onde, a norma H∞ de r(t) para e(t) é mini-

mizada considerando-se o sinal de referência r(t) com freqüências até 100 rad/seg, sendo

e(t) o sinal de erro entre a sáıda e a entrada. A análise do desempenho do rastreador

para este exemplo é similar à analise realizada no Exemplo 2. Isto pode ser realizado

pois ambos sistemas MIMO abordados neste exemplo e no Exemplo 2 possuem a mesma

ordem. Então, descreve-se a matriz de função de transferência de Z(s) para R(s) da
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seguinte maneira:

Φ(s) =

⎡
⎣ Z33(s) Z34(s)

Z43(s) Z44(s)

⎤
⎦ (8.12)

ou ainda considerando-se sinais de referência iguais, R3(s) = R4(s) = Rt(s), tem-se:

Φt(s) =

⎡
⎣ Z3(s)

Rt(s)

Z4(s)
Rt(s)

⎤
⎦ (8.13)

sendo,

χ3(s) =
Z3(s)

Rt(s)
= Z33(s) + Z34(s) (8.14)

χ4(s) =
Z4(s)

Rt(s)
= Z43(s) + Z44(s)

A análise do desempenho do rastreador é realizada baseando-se na equação (8.14). A

Figura 32 ilustra a resposta em freqüência da matriz função de transferência de Φt(s) que

representa a relação entre a entrada de sinais de referência e os sinais de sáıda do sistema.

Pode-se verificar na Figura 32 que a magnitude da matriz função de transferência de

Φt(s) na banda de freqüência especificada em projeto apresenta caracteŕısticas para um

sistema de rastreamento, pois a magnitude da matriz função de transferência de Φt(s) para

a faixa de freqüência especificada em projeto é unitária. Os valores para os parâmetros

M e N são:

M =

⎡
⎣ −0,265 −0,265

46,336 46,336

⎤
⎦ e N =

⎡
⎣ −14274483,076 −14274480,738

14281708,912 14281706,573

⎤
⎦ .

Na simulação considerou-se um sinal r(t) =
[

r3(t) r4(t)
]

= [sen(10t) sen(10t)] e

um sinal de distúrbio w(t) = [w1(t) w2(t)] com amplitudes aleatórias para as entradas de

perturbação. Neste exemplo, considerou-se 1 a máxima amplitude do sinal aleatório. O

sinal z(t) =
[

z3(t) z4(t)
]

é o sinal de sáıda de referência do sistema. O resultado de

simulação é ilustrado na Figura 33.

Para este exemplo, os zeros do sistema são: −24,087; −4251,750. Os pólos de malha

fechada do sistema alocados na especificada região são: −2,400; −800,020 e −2886,93 ±
4082,35j.

No processo de projeto para o rastreador de sinais de referência com peso na freqüência

observa-se um fator interessante com relação ao ajuste do filtro. Com base nos projetos
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Figura 32: (a) Resposta em freqüência de χ3(s) : |χ3(jω)| × ω. (b) Resposta em
freqüência de χ4(s) : |χ4(jω)| × ω, sendo χ3(s) e χ4(s) descritas em (8.14).
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Figura 33: (a) Sinal de sáıda z3(t) e sinal de entrada r3(t) estão quase sobrepostos. (b)
Sinal de sáıda z4(t) e o sinal de entrada r4(t) estão quase sobrepostos.
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desenvolvidos ao longo deste trabalho, constata-se que o desenvolvimento de um sistema

de rastreamento utilizando a realimentação dos estados reconstrúıdos pelo estimador, o

ajuste do filtro é mais simples com relação ao desenvolvimento do sistema de rastreamento

utilizando-se a realimentação dinâmica da sáıda.

8.5 Exemplo 5

Considera-se o sistema linear, invariante no tempo, com um parâmetro incerto na

planta. O sistema apresenta uma incerteza do tipo politópica e a descrição na forma de

espaço de estado é mostrada a seguir:

⎡
⎣ ẋ1(t)

ẋ2(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ −p 1

1 0

⎤
⎦
⎡
⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦+

⎡
⎣ 1

0

⎤
⎦u(t) +

⎡
⎣ 1

0

⎤
⎦w(t)

z(t) =
[

0 9
] ⎡⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦ (8.15)

y(t) =
[

1 0
] ⎡⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a sáıda de referência, y(t) é a sáıda de medida, u(t)

o sinal de controle e w(t) é o sinal de distúrbio adicionado ao sistema incerto.

O parâmetro p descrito na representação em espaço de estado em (8.15) é uma in-

certeza do tipo politópica, descrita como:

−4 < p < −2

Então, os vértices do politopo de incertezas são:

A1 =

⎡
⎣ −4 0

1 0

⎤
⎦ e A2 =

⎡
⎣ −2 0

1 0

⎤
⎦ . (8.16)

O número de vértices do politopo de incerteza do sistema varia de 1 até κ, sendo

κ = 2υ e υ é o número de parâmetros incertos na planta, neste caso υ = 1, logo κ = 2.

Deseja-se projetar um sistema de rastreamento de sinais com rejeição ao sinal de

distúrbio para sinais de referências de baixa freqüência, até 10 rad/seg, então é proposto

o filtro Γ1(s):

Γ1(s) =
10

0.01s2 + 0.1s + 1
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Utiliza-se um compensador H2 de custo garantido, Kb(s), para sistemas incertos com

objetivo de atenuar o efeito do sinal de distúrbio na sáıda do sistema. Então, utiliza-se o

Teorema 5.13 para a determinação do compensador H2 para sistemas incertos.

O controlador Kb(s) projetado é descrito a seguir:

Kb(s) = −787966,778s + 118213215,791

s2 + 67,09s + 699461,108

A norma H2 de custo garantido atingido em projeto é 0,02. Este resultado implica

na atenuação do efeito do sinal exógeno na sáıda do sistema.

Utiliza-se o Teorema 5.14 para o projeto dos parâmetro de modificação dos zeros M

e N para sistemas incertos que proporcionam o rastreamento de sinais. Neste processo

minimiza-se a norma H∞ de r(t) para e(t) considerando-se sinais de baixa freqüência,

até 10 rad/seg, sendo e(t) o sinal de erro entre a sáıda de referência z(t) e entrada de

referência r(t). A norma H∞ de custo garantido obtida considerando-se todo o espectro

de freqüência é 6,518. Analisando-se os resultados para a banda de freqüência especificada

no problema, a maior magnitude de |Hmi(jω)| é 0,0421; sendo Hmi indicado em (5.71).

Então o rastreador opera adequadamente para a banda de freqüência especificada em

projeto.

A Figura 34 ilustra a resposta em freqüência de E(s)/R(s) = Hmi para cada vértice do

politopo de incertezas. Observa-se que a magnitude E(s)/R(s) para a faixa de freqüência

especificada em projeto é pequena, então, ocorre o processo de rastreamento nestas

condições. Os parâmetros obtidos do projeto de rastreamento para modificação dos zeros

são:

M =

⎡
⎣ 182,351

0,074

⎤
⎦ , e N = 1131,654.

Para a simulação do projeto do rastreador de sinais com rejeição de distúrbio considerou-

se um sinal de referência r(t) =sen(10t) e um sinal de perturbação do tipo distúrbio com

amplitudes aleatórias não superior a 1. A Figura 35 ilustra o resultado da simulação para

o primeiro vértice do politopo de incerteza (A1) indicado em (8.16).

Para este exemplo, os zeros do sistema são: −49,289; −104,642. Os pólos de malha

fechada do sistema são: −95,339 ± 66,691j; −104,642 e −156,048.
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Figura 34: Resposta em freqüência de E(s)/R(s) = Hmi(s) : |Hmi(jω)| × ω. (a)
primeiro vértice do politopo de incerteza, (b) segundo vértice do politopo. Os vértices

do politopo de incerteza estão indicados em (8.16).
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Figura 35: Sinal de sáıda z(t) e sinal de entrada r(t) estão quase sobrepostos.
Considerou-se para a simulação do sistema de rastreamento o vértice A1.
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8.6 Exemplo 6

Um sistema dirigido remotamente é representado na forma de espaço de estado con-

forme a equação seguinte (DORF; BISHOP, 2001).

⎡
⎢⎢⎢⎣

ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣
−a 0 0

0 −2 0

0 0 −3

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣

x1(t)

x2(t)

x3(t)

⎤
⎥⎥⎥⎦ +

⎡
⎢⎢⎢⎣

1

1

0

⎤
⎥⎥⎥⎦u(t) +

⎡
⎢⎢⎢⎣

1

1

0

⎤
⎥⎥⎥⎦w(t)

z(t) =
[

1 0 2
]
⎡
⎢⎢⎢⎣

x1(t)

x2(t)

x3(t)

⎤
⎥⎥⎥⎦ (8.17)

y(t) =
[

1 0 2
]
⎡
⎢⎢⎢⎣

x1(t)

x2(t)

x3(t)

⎤
⎥⎥⎥⎦

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a sáıda de referência, y(t) é a sáıda de medida, u(t)

o sinal de controle e w(t) é o sinal de distúrbio adicionado ao sistema incerto.

Observa-se no sistema indicado em (8.17) a presença de um parâmetro a incerto. A

incerteza é do tipo politópica, descrita como:

−0,5 < a < −5

Então, os vértices do politopo de incerteza são:

A1 =

⎡
⎢⎢⎢⎣
−0.5 0 0

0 −2 0

0 0 −3

⎤
⎥⎥⎥⎦ e A2 =

⎡
⎢⎢⎢⎣
−5 0 0

0 −2 0

0 0 −3

⎤
⎥⎥⎥⎦ . (8.18)

Deseja-se projetar um sistema de rastreamento de sinais com rejeição ao sinal de

distúrbio para sinais de referências de baixa freqüência, até 10 rad/seg, então é proposto

o filtro Γ2(s):

Γ2(s) =
168

1 × 10−6s3 + 0,001s2 + 0,01s + 1

Utiliza-se para este exemplo utiliza-se um compensador H2 de custo garantido, Kb(s),

para sistemas incertos com objetivo de atenuar o efeito do sinal de distúrbio na sáıda do

sistema. Então utiliza-se o Teorema 5.13 para a determinação do compensador H2 para

sistemas incertos.
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O controlador Kb(s) projetado é descrito a seguir:

Kb(s) = −4780762,292s2 + 74136629,115s + 261164543,139

s3 + 3800,876s2 + 76748,636s + 321550,881

A norma H2 de custo garantido atingido em projeto é 0,03. Este resultado implica

na atenuação do efeito do sinal exógeno na sáıda do sistema.

Utiliza-se o Teorema 5.14 para o projeto dos parâmetro de modificação dos zeros M

e N para sistemas incertos que proporcionam o rastreamento de sinais. Neste processo

minimiza-se a norma H∞ de r(t) para e(t) considerando-se sinais de baixa freqüência,

até 10 rad/seg, sendo e(t) o sinal de erro entre a sáıda de referência z(t) e entrada de

referência r(t). A norma H∞ de custo garantido obtida considerando-se todo o espectro

de freqüência é 1,048. Analisando-se os resultados para a banda de freqüência especificada

no problema, a maior magnitude de |Hmi(jω)| é 0,0688; sendo Hmi indicado em (5.71).

Então o rastreador opera adequadamente para a banda de freqüência especificada em

projeto.

A Figura 36 ilustra a resposta em freqüência de E(s)/R(s) = Hmi para cada vértice do

politopo de incerteza. Observa-se que a magnitude E(s)/R(s) para a faixa de freqüência

especificada em projeto é pequena, então, ocorre o processo de rastreamento nestas

condições. Os parâmetros obtidos do projeto de rastreamento para modificação dos zeros

são:

M =

⎡
⎢⎢⎢⎣

31,230

−668,584

53,821

⎤
⎥⎥⎥⎦ , e N = 900,926.

Para a simulação do projeto do rastreador de sinais com rejeição de distúrbio consi-

derou-se um sinal de referência r(t) =sen(2t) e um sinal de perturbação do tipo distúrbio

com amplitudes aleatórias não superior a 1. A Figura 37 ilustra o resultado da simulação

para o primeiro vértice do politopo de incerteza (A1) indicado em (8.18).

Para este exemplo, os zeros do sistema são: −2; −1,991; −4,719; −10,792 e −5332,391.

Os pólos de malha fechada do sistema são: −2; −3; −5,406; −10,068 e −1892,950 ±
1103,407j.

Nos Exemplos 5 e 6 utilizou-se a metodologia de rastreamento de sinais com modi-

ficação dos zeros e rejeição a distúrbio aplicada a sistemas incertos. O sistema de ras-

treamento foi projetado considerando-se incerteza da planta, sendo incerteza do tipo
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Figura 36: Resposta em freqüência de E(s)/R(s) = Hdi(s) : |Hdi(jω)| × ω. (a) primeiro
vértice do politopo de incerteza, (b) segundo vértice do politopo de incerteza, os vértices

do politopo de incerteza estão indicados em (8.18).
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Figura 37: Sinal de sáıda z(t) e sinal de entrada r(t) estão quase sobrepostos.
Considerou-se para a simulação do sistema de rastreamento o vértice A1.
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politópica. Observa-se uma diminuição no desempenho do rastreador para sistemas que

possuem uma ampla faixa de variação para o parâmetro incerto da planta. Ainda, plan-

tas com elevado número de parâmetros incertos podem dificultar o projeto do sistema

de rastreamento. A presença destes fatores pode dificultar a obtenção de uma solução

que permita atingir um desempenho satisfatório para o rastreador de sinais aplicados a

sistemas incertos.

8.7 Exemplo 7

Considere o sistema não-linear massa-mola-amortecedor na forma de equações diferen-

cias (TANAKA; IKEDA; WANG, 1996) descrito em (8.19), e ilustrado na Figura 38. Deseja-se

projetar um sistema de rastreamento e rejeição de distúrbio para o sistema massa-mola-

amortecedor e utiliza-se a modelagem exata para este exemplo (TANIGUCHI et al., 2001).

ẍ(t) = −0,02x(t) − 0,67x(t)3 − 0,1ẋ(t)3 + u(t) + w(t)

y(t) = x(t) (8.19)

z(t) = x(t)

u(t)

w(t)

x(t)

Me

Ke De

Figura 38: Sistema massa-mola-amortecedor

O sistema (8.19) é obtido considerando-se Me = 1, De = 1 e Ke = 0,01N/m nos

parâmetros indicados na Figura 38, vide (TANAKA; IKEDA; WANG, 1996) para maiores

detalhes.
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Adotando-se:

x1(t) = x(t) e x2(t) = ẋ(t)

tem-se,

⎡
⎣ ẋ1(t)

ẋ2(t)

⎤
⎦=
⎡
⎣ 0 1

−0,02 − 0,67x1(t)
2 −0,1x2(t)

2

⎤
⎦
⎡
⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦+

⎡
⎣ 0

1

⎤
⎦u(t)+

⎡
⎣ 0

1

⎤
⎦w(t) (8.20)

Para o projeto do rastreador de sinais considera-se a seguinte faixa de valores para as

variáveis de estado do sistema massa-mola-amortecedor:⎧⎨
⎩ −1,5 ≤ x1(t) ≤ 1,5

−1,5 ≤ x2(t) ≤ 1,5
(8.21)

No processo de modelagem exata do sistema não-linear abordado neste exemplo adota-

se:

f̃21(x(t)) = −0,02 − 0,67x1(t)
2 e f̃22(x(t)) = −0,1x2(t)

2.

Pode-se reescrever (8.20),

⎡
⎣ ẋ1(t)

ẋ2(t)

⎤
⎦=
⎡
⎣ 0 1

f̃21(x(t)) f̃22(x(t))

⎤
⎦
⎡
⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦+

⎡
⎣ 0

1

⎤
⎦u(t)+

⎡
⎣ 0

1

⎤
⎦w(t) (8.22)

Para obter-se a representação exata do sistema não-linear, de acordo com (TANIGUCHI

et al., 2001), é necessário determinar os valores máximos e mı́nimos das funções f̃21(x(t))

e f̃22(x(t)) considerando a condição (8.21), deste modo tem-se:

Pontos de máximos e mı́nimos =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a211 = max
{
f̃21

}
= −0,02

a212 = min
{
f̃21

}
= −1,5275

a221 = max
{
f̃22

}
= 0

a222 = min
{
f̃22

}
= −0,225

(8.23)

Segundo o método proposto por (TANIGUCHI et al., 2001), a função não-linear f̃21

pode ser representada, na forma exata, por um modelo fuzzy T-S, considerando-se quatro

modelos locais. O número de modelos locais é igual a 2nl, sendo nl o número de não-

linearidades presente no sistema. Para a211 e a222 existem σ211 e σ212 tais que:

f̃21 = σ211a211 + σ212a212 (8.24)
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0 ≤ σ211, σ212 ≤ 1

σ211 + σ212 = 1 ⇔ σ212 = 1 − σ211

De (8.24) tem-se:

σ211 =
f̃21 − a212

a211 − a212

e σ212 =
a211 − f̃21

a211 − a212

(8.25)

Da mesma maneira a função não-linear f̃22 pode ser representada na forma exata por:

f̃22 = Γ221a221 + Γ222a222 (8.26)

sendo,

0 ≤ Γ221, Γ222 ≤ 1

Γ221 + Γ222 = 1 ⇔ Γ222 = 1 − Γ221 (8.27)

De (8.26) e (8.27) tem-se,

Γ221 =
f̃22 − a222

a221 − a222
e Γ222 =

a221 − f̃22

a221 − a222
(8.28)

Após a determinação destes parâmetros pode-se reescrever (8.24) conforme a seguir:

f̃21 = (Γ221 + Γ222) (σ211a211 + σ212a212)

= Γ221σ211a211 + Γ221σ212a212 + Γ222σ211a211 + Γ222σ212a212 (8.29)

Definindo-se em (8.29),

α1(x) = Γ221σ211, α2(x) = Γ221σ212, α3(x) = Γ222σ211, α4(x) = Γ222σ212,

e α1(x) + α2(x) + α3(x) + α4(x) = 1. (8.30)

obtem-se:

f̃21 = α1(x)a211 + α2(x)a212 + α3(x)a211 + α4(x)a212 (8.31)

De maneira similar, pode-se reescrever f̃22,

f̃22 = α1(x)a221 + α2(x)a221 + α3(x)a222 + α4(x)a222 (8.32)

Analisando-se (8.31) e (8.32) pode-se determinar os modelos locais para este sistema
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não-linear massa-mola-amortecedor,

A1 =

⎡
⎣ 0 1

−0,02 0

⎤
⎦ , A2 =

⎡
⎣ 0 1

−1,5275 0

⎤
⎦ ,

A3 =

⎡
⎣ 0 1

−0,02 −0,225

⎤
⎦ , A4 =

⎡
⎣ 0 1

−1,5275 −0,225

⎤
⎦ ,

B11 = B12 = B13 = B14 =

⎡
⎣ 0

1

⎤
⎦ ,

B21 = B22 = B23 = B24 =

⎡
⎣ 0

1

⎤
⎦ ,

C11 = C12 = C13 = C14 =
[

1 0
]
,

C21 = C22 = C23 = C24 =
[

1 0
]
.

(8.33)

No processo de atenuação do efeito do sinal de distúrbio no sistema utilizou-se o

Teorema 6.2 para o projeto do compensador H∞. Em projeto, utilizou-se como restrição

para alocação dos pólos uma região limitada por uma circunferência de raio r=200, com

centro na origem. O controlador H∞, Kfu(s), obtido é:

⇒ Afu

Afu11 =

⎡
⎣ −175,111 −0,443

78136,539 −121,049

⎤
⎦ , Afu12 =

⎡
⎣ −181,946 −0,455

85182,409 −105,888

⎤
⎦ ,

Afu13 =

⎡
⎣ −178,358 −0,450

87766,583 −102,794

⎤
⎦ , Afu14 =

⎡
⎣ −180,536 −0,452

85684,278 −104,999

⎤
⎦ ,

Afu21 =

⎡
⎣ −181,829 −0,458

103845,852 −68,090

⎤
⎦ , Afu22 =

⎡
⎣ −173,895 −0,439

76449,358 −125,264

⎤
⎦ ,

Afu23 =

⎡
⎣ −181,342 −0,456

104430,104 −68,415

⎤
⎦ , Afu24 =

⎡
⎣ −183,763 −0,475

107616,698 −41,508

⎤
⎦ ,

Afu31 =

⎡
⎣ −181,235 −0,449

89235,497 −107,150

⎤
⎦ , Afu32 =

⎡
⎣ −183,622 −0,453

87738,587 −109,915

⎤
⎦ ,

Afu33 =

⎡
⎣ −175,544 −0,438

79307,804 −128,305

⎤
⎦ , Afu34 =

⎡
⎣ −182,207 −0,450

88251,466 −109,023

⎤
⎦ ,

Afu41 =

⎡
⎣ −182,428 −0,457

104604,146 −69,235

⎤
⎦ , Afu42 =

⎡
⎣ −193,538 −0,464

117575,933 −60,103

⎤
⎦ ,
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Afu43 =

⎡
⎣ −181,945 −0,456

105189,695 −69,554

⎤
⎦ , Afu44 =

⎡
⎣ −174,025 −0,438

78216,823 −124,086

⎤
⎦ .

⇒ Bfu

Bfu1 =

⎡
⎣ −1,604

5568,388

⎤
⎦ , Bfu2 =

⎡
⎣ −1,608

5581,914

⎤
⎦ , Bfu3 =

⎡
⎣ −1,756

5814,917

⎤
⎦ ,

Bfu4 =

⎡
⎣ −1,647

5647,766

⎤
⎦ . (8.34)

⇒ Cfu

Cfu1 =
[
−274007,520 −1125,217

]
, Cfu2 =

[
−272482,143 −1121,559

]
,

Cfu3 =
[
−272002,822 −1123,234

]
, Cfu4 =

[
−268432,492 −1113,589

]
.

O controlador fuzzy H∞ também pode ser descrito da seguinte maneira:

Afu(α) =
4∑
i=1

4∑
j=1

αiαjAfuij
, Bfu(α) =

4∑
i=1

αiBfui
e Cfu(α) =

4∑
j=1

αjCfuj
.

sendo αi descrita em (8.30).

O valor de γopt, que é o limitante superior da norma H∞ de w(t) para y(t) obtida

no procedimento de otimização é 0,01, o que implica em uma atenuação do efeito do

sinal de perturbação na sáıda do sistema massa-mola-amortecedor. A Figura 39 ilustra

o diagrama de magnitude em função da freqüência de w(t) para y(t), descrita em (6.38).

Os modelos locais utilizados na obtenção dos resultados ilustrados na Figura 39 são,

modelo local 11 : A1, B21, C11, C21, Afu11 , Bfu1 e Cfu1

modelo local 22 : A2, B22, C12, C22, Afu22 , Bfu2 e Cfu2

modelo local 33 : A3, B23, C13, C23, Afu33 , Bfu3 e Cfu3

modelo local 44 : A4, B24, C14, C21, Afu44 , Bfu4 e Cfu4

Como especificação de projeto o rastreador deve operar para baixas freqüências, até

0,1 rad/seg, então é proposto o seguinte filtro G(s):

G(s) =
10

s2 + 0,02s + 0,0001

No projeto do sistema de rastreamento, utilizou-se a metodologia proposta no Teorema

6.3. Neste processo minimizou-se a norma H∞ de r(t) para e(t) considerando-se sinais

de baixa freqüência, até 0,1rad/seg, sendo e(t) o sinal de erro entre a sáıda de referência
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Figura 39: Resposta em freqüência de w(t) para y(t). (a) modelo local 11, (b) modelo
local 22, (c) modelo local 33, (d) modelo local 44.

e a entrada. Neste exemplo analisaremos o comportamento com relação a norma H∞
nos modelos locais que descrevem o sistema massa-mola-amortecedor. No modelo local

11 a norma H∞ para todo o espectro de freqüência é 1,3724; enquanto para a banda de

freqüência especificada no problema, a maior magnitude de |Tη(jω)| é 0,0184, sendo Tη

descrito em (6.39). No modelo local 22 a norma H∞ para todo o espectro de freqüência é

1,383; enquanto para a banda de freqüência especificada no problema, a maior magnitude

de |Tη(jω)| é 0,0225. No modelo local 33 a norma H∞ para todo o espectro de freqüência é

1,3707; enquanto para a banda de freqüência especificada no problema, a maior magnitude

de |Tη(jω)| é 0,0235. Por fim, no modelo local 44 a norma H∞ para todo o espectro de

freqüência é 1,3792; enquanto para a banda de freqüência especificada no problema, a

maior magnitude de |Tη(jω)| é 0,0294.

A Figura 40 ilustra a resposta em freqüência Tη, que representa a realização em espaço

de estado de e(t) para r(t). Observa-se que a magnitude de Tη para a faixa de freqüência

em projeto é pequena, então, ocorre o processo de rastreamento nestas condições. Os

parâmetros obtidos do projeto de rastreamento aplicados a sistemas não-lineares são:

M1 =

⎡
⎣ 0,0558

−217,8978

⎤
⎦ , M2 =

⎡
⎣ 0,0465

−227,8557

⎤
⎦ ,
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M3 =

⎡
⎣ 0,0862

−275,5919

⎤
⎦ , M4 =

⎡
⎣ 0,0560

−238,0911

⎤
⎦ ,

N1 = 3824,1279; N2 = 3793,7073; N3 = 3826,3962 e N4 = 3811,9838.

Ainda pode-se descrever os parâmetros de rastreamento da seguinte maneira:

M(α) =
4∑
i=1

αiMi e N(α) =
4∑
i=1

αiNi. (8.35)

sendo αi descrita em (8.30).
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Figura 40: Resposta em freqüência Tη : |Tη(jω)| × ω, sendo Tη descrito em (6.39). (a)
modelo local 11, (b) modelo local 22, (c) modelo local 33, (d) modelo local 44.

Na análise da Figura 40 foi considerado a adição dos seguintes parâmetros nos modelos

locais:

modelo local 11 : M1 e N1

modelo local 22 : M2 e N2

modelo local 33 : M3 e N3

modelo local 44 : M4 e N4

Na Figura 41 ilustra-se a resposta a uma entrada degrau, com amplitude 0,05 e um
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sinal de perturbação do tipo distúrbio com amplitudes aleatórias não superior a 1 presente

no sistema não-linear massa-mola-amortecedor.
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Figura 41: Resposta ao degrau de amplitude 0,05.

Ainda no processo de simulação do projeto do rastreador de sinais de referência com

rejeição de distúrbio considerou-se um sinal de referência r(t) = 0,1sen(0,1t) e um sinal

de perturbação do tipo distúrbio com amplitudes aleatórias não superior a 1. A Figura

42 ilustra o resultado da simulação.

Para este exemplo, os zeros para os modelos locais são: (a) modelo local 11: −178,135±
163,115j, (b) modelo local 22: −181,588 ± 159,619j, (c) modelo local 33: −189,310 ±
155,783j e (d) modelo local 44: −181,858 ± 160,648j. Os pólos de malha fechada

nos modelo locais do sistema não-linear alocados na região são: (a) modelo local 11:

−56,522 ± 152,745j e −91,558 ± 13,612j; (b) modelo local 22: −55,389 ± 150,508j;

−87,045 e −101,335 ; (c) modelo local 33: −57,733±153,128j; −84,371 e −104,236; (d)

modelo local 44: −56,395 ± 151,793j e −92,772 ± 14,599j.

No desenvolvimento da metodologia para o sistema de rastreamento aplicado a sis-

temas não-lineares utilizou-se a estrutura usada no projeto de sistema de rastreamento

com modificação de zeros aplicado a sistemas lineares. Entretanto na metodologia pro-

posta de rastreamento aplicada a sistemas não-lineares não determina-se os zeros do sis-

tema, mas é apresentado os zeros e pólos dos modelos locais. Para todo o processo de

rastreamento e rejeição de distúrbio utilizou-se a mesma função de pertinência, a qual é
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Figura 42: Sinal de sáıda z(t) e o sinal de entrada r(t) estão quase sobrepostos.

utilizada para a determinação dos parâmetros do compensador H∞ utilizado no processo

de rejeição de distúrbio e ainda na determinação dos parâmetros M(α) e N(α) de rastrea-

mento. A determinação dos modelos locais dependem da faixa de variação considerado

para os estados do sistema não-linear, e que neste exemplo é descrita em (8.21). Os resul-

tados do sistema de rastreamento e rejeição de distúrbio aplicado a sistemas não-lineares

foram satisfatório, como pode ser observados nos resultados de simulação ilustrados neste

exemplo.

8.8 Exemplo 8

Considera-se um sistema linear invariante no tempo de terceira ordem que representa

a dinâmica do ângulo de rolamento de um avião a jato de alto desempenho, vide (DORF;

BISHOP, 2001). Seja o sistema descrito na forma de variáveis de estado e dado por:

⎡
⎢⎢⎢⎣

ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

⎤
⎥⎥⎥⎦=
⎡
⎢⎢⎢⎣
−14 −28 −48

1 0 0

0 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣

x1(t)

x2(t)

x3(t)

⎤
⎥⎥⎥⎦ +

⎡
⎢⎢⎢⎣

1

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎦u(t)

z(t) =
[

0 0 5
]
⎡
⎢⎢⎢⎣

x1(t)

x2(t)

x3(t)

⎤
⎥⎥⎥⎦ (8.36)
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sendo x(t) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle e z(t) a sáıda do sistema.

Com objetivo de estabilizar o sistema (8.36) em malha fechada, projeta-se o contro-

lador K para realimentação dos estados através Teorema 7.2 e adota-se uma região para

alocação dos pólos limitada de acordo com a Figura 18, sendo que os parâmetros de posi-

cionamento dos pólos são: uma circunferência de raio ρf = 8 com centro em (0, 0), duas

semi-retas com ângulo θf < 50o e uma região limitada a esquerda da reta vertical em

αf = −5. Ilustra-se na Figura 43 a resposta do sistema para uma entrada do tipo degrau

unitário após o projeto do controlador K.
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Figura 43: Resposta ao degrau unitário do sistema com o controlador.

Utiliza-se a metodologia apresentada no Teorema 7.3 para a determinação do vetor de

ganhos L do estimador de estados. Adota-se uma região para o posicionamento dos pólos

do estimador limitada por uma circunferência de raio ρL = 3 com centro em (−10, 0). O

controlador K e o vetor de ganhos L do estimador obtidos são apresentados a seguir:

K =
[

2,700 86,845 246,323
]

e L =

⎡
⎢⎢⎢⎣
−30,155

8,519

3,089

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

O mapeamento de pólos e zeros para o sistema é ilustrado na Figura 44. Neste

processo, o posicionamento dos zeros é decorrente da imposição dos pólos.

Na Figura 45 é ilustrada a resposta do projeto sem alocação de zeros, considerando-
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Figura 44: Mapeamento de pólos e zeros do sistema com estimador e controlador.

se uma entrada do tipo degrau unitário. Observa-se na Figura 45 que o sinal de sáıda

do sistema apresenta uma influência relativa aos pólos do estimador, pois o tempo de

estabelecimento é 1,54 segundos, enquanto para o projeto inicial apenas com o controlador

K, pode-se verificar na Figura 43 que o tempo de estabelecimento é 1,16 segundos.

Utiliza-se a metodologia para alocação de zeros descrita no Teorema 7.7 com objetivo

de atenuar o efeito dos pólos do estimador no sistema. Então, aloca-se os zeros próximos

aos pólos do estimador. Para o processo de alocação de zeros, adota-se a região de acordo

com a Figura 18 limitada por uma circunferência de raio ρa = 3 com centro em (−10, 0)

do plano-s. Ainda, inclui-se 2 semi-retas com ângulo θa < 30o ao conjunto de restrições

para a alocação dos zeros e um plano a esquerda da reta vertical em αa = −7,1.

Após realizar-se a alocação dos zeros utilizando-se o Teorema 7.7, utiliza-se o Teorema

7.10 para obter o ganho N e posteriormente obtem-se a matriz M . Observa-se no mapea-

mento de pólos e zeros ilustrado na Figura 46 que os zeros foram posicionados próximos

aos pólos do estimador, e consequentemente diminuindo o efeito destes pólos no sistema.

Os parâmetros de alocação de zeros M e N obtidos são:

M =

⎡
⎢⎢⎢⎣

51,759

−0,633

−0,088

⎤
⎥⎥⎥⎦ e N = 50,225.
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Figura 45: Resposta ao degrau unitário com estimador e controlador.

Os pólos de malha fechada do sistema são: −5,566± 4,677j; −5,567 relativos ao contro-

lador e −11,609; −8,919 ± 0,463j relativos ao estimador. Após a alocação, os zeros do

sistema são: −9,641 ± 0,719j; −11,611.

Na Figura 47 é ilustrada a resposta do sistema para uma entrada do tipo degrau

unitário após a alocação dos zeros. Analisando-se a Figura 47 constata-se que a resposta

do sistema apresenta caracteŕısticas relacionadas com os pólos do controlador. Este fator

mostra a diminuição do efeito dos pólos do estimador ao desempenho do sistema.

Neste exemplo utilizou-se a alocação de zeros para um projeto em sistemas de controle

com o objetivo de atenuar o efeito de pólos indesejáveis. Observa-se que apesar dos pólos

do estimador não estarem posicionados cinco vezes distantes dos pólos do controlador,

como é sugerido em projetos de estimadores por algumas literaturas, por exemplo (OGATA,

1997), o sistema apresenta o desempenho relativo somente aos pólos do controlador. Isto

deve-se ao fato de que os zeros alocados próximos aos pólos do estimador acabam por

atenuar o efeito dos mesmos no sistema. No próximo exemplo realiza-se o posicionamento

de zeros aplicados a sistemas de controle com múltiplas entradas e múltiplas sáıdas.
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Figura 46: Mapeamento de pólos e zeros do sistema com controlador, observador e após
alocação dos zeros.
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Figura 47: Resposta ao degrau unitário com controlador, estimador e após alocação dos
zeros.
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8.9 Exemplo 9

Considera-se um sistema linear invariante que representa a dinâmica de um satélite,

vide (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994). Seja o sistema descrito na forma de

variáveis de estado dado por:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

ẋ4(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0

3ω2
o 0 0 2ωo

0 0 0 1

0 −2ωo 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0

1 0

0 1

0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

u(t)

z(t) =

⎡
⎣ 1 0 0 0

0 0 1 0

⎤
⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(8.37)

sendo x(t) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle, z(t) a sáıda do sistema e ωo

freqüência de oscilação do sistema. Neste exemplo considera-se ωo = 1.

Deseja-se estabilizar o sistema (8.37) em malha fechada, então projeta-se o controlador

K através do Teorema 7.2 e adota-se uma região para alocação dos pólos limitada de

acordo a Figura 18, sendo que os parâmetros de posicionamento dos pólos são: uma

circunferência de raio ρf = 20 com centro em (0, 0), duas semi-retas com ângulo θf < 85o

e uma região limitada a esquerda da reta vertical em αf = −15. A Figura 48 ilustra a

resposta ao degrau do sistema com realimentação de estados: u(t) = −Kx(t), utilizando-

se do controlador K projetado.

Utiliza-se a metodologia apresentada no Teorema 7.3 para a determinação da matriz

de ganhos L do estimador de estados. Adota-se uma região para o posicionamento dos

pólos do estimador limitada por uma circunferência de raio ρL = 10 com centro em

(−30, 0). O controlador K e a matriz de ganhos L do estimador obtidos são apresentados

a seguir:

K =

⎡
⎣ 359,210 32,399 0,000 1,999

0,000 −2,000 356,210 32,399

⎤
⎦ e L =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

53,835 1,693

725,456 19,197

−1,693 53,835

−99,197 722,456

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

O mapeamento de pólos e zeros para este exemplo é ilustrado na Figura 49. Neste

caso os zeros de malha fechada são decorrentes do processo de imposição dos pólos, e
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Figura 48: Resposta ao degrau unitário do sistema com o controlador.

ocorrem à revelia da vontade do projetista.

Na Figura 50 é ilustrada a resposta do projeto sem alocação de zeros, considerando-se

uma entrada do tipo degrau unitário. Observa-se na Figura 50 que o sinal de sáıda do

sistema apresenta uma influência relativa aos pólos do estimador, pois o tempo de esta-

belecimento é 0,368 segundos, enquanto para o projeto inicial apenas com o controlador

K, pode-se verificar na Figura 48 que o tempo de estabelecimento é 0,256 segundos.

Utiliza-se a metodologia para alocação de zeros descrita no Teorema 7.7 com objetivo

de atenuar o efeito dos pólos do estimador no sistema. Então, aloca-se os zeros próximos

aos pólos do estimador. Para o processo de alocação de zeros, adota-se a região de acordo

com a Figura 18 limitada por uma circunferência de raio ρa = 4, com centro em (−26, 0)

do plano-s. Ainda, inclui-se 2 semi-retas com ângulo θa < 5o ao conjunto de restrições

para a alocação dos zeros e um plano a esquerda da reta vertical em αa = −26,1.

Após realizar-se a alocação dos zeros utilizando o Teorema 7.7, utiliza-se o Teorema

7.10 para obter o ganho N e posteriormente obtem-se a matriz M . Observa-se no mapea-

mento de pólos e zeros ilustrado na Figura 51 que os zeros foram posicionados próximos

aos pólos do estimador, e consequentemente diminuindo o efeito destes pólos no sistema.
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pólos-estimador

Figura 49: Mapeamento de pólos e zeros do sistema com estimador e controlador.
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Figura 50: Resposta ao degrau unitário do sistema com o estimador e controlador.
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Figura 51: Mapeamento de pólos e zeros do sistema com observador, controlador e após
alocação dos zeros.

Os parâmetros de alocação de zeros M e N obtidos são:

M =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−0,424 −0,047

324,734 −7,445

0.046,088 −0,424

7,380 324,788

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

e N =

⎡
⎣ 336,364 −5,064

5,020 336,416

⎤
⎦ .

Os pólos de malha fechada são: −16,199 ± 9,684j; −16,198 ± 9,685j relativos ao

controlador e −26,818 ± 1,297j; −27,017 ± 0,991j relativos ao estimador de estados.

Após a alocação, os zeros do sistema são: −27,403 ± 1,346j; −27,983 ± 1,281j.

Na Figura 52 é ilustrada a resposta do sistema para uma entrada do tipo degrau

unitário após a alocação dos zeros. Analisando-se a Figura 52 constata-se que a resposta

do sistema apresenta caracteŕısticas relacionadas com os pólos do controlador. Este fator

mostra a diminuição do efeito dos pólos do estimador ao desempenho do sistema.

No próximo exemplo utiliza-se a alocação de zeros para alterar a constante de erro de

velocidade, Kv, de um dado sistema de controle.
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Figura 52: Resposta ao degrau unitário do sistema com observador, controlador e após
alocação dos zeros.
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8.10 Exemplo 10

Em (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994) é abordada uma metodologia anaĺıtica

para o aumento da constante de erro de velocidade para projetos em sistemas de controle

utilizando-se a alocação de zeros. Neste trabalho é proposto um projeto para o aumento

de Kv, porém descrito na forma de LMIs. Considera-se o sistema de segunda ordem linear

e invariante no tempo descrito na forma de variáveis de estado dado por:

⎡
⎣ ẋ1(t)

ẋ2(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ −1 0

1 0

⎤
⎦
⎡
⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦+

⎡
⎣ 1

0

⎤
⎦u(t)

z(t) =
[

0 1
] ⎡⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦

sendo x(t) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle e z(t) a sáıda do sistema.

Para o projeto do controlador K utiliza-se a metodologia indicada no Teorema 7.2

e adota-se uma região para alocação dos pólos limitada de acordo com a Figura 18, os

parâmetros de posicionamento dos pólos são: uma circunferência de raio ρf = 5 com

centro em (0, 0), duas semi-retas com ângulo θf < 50o e uma região limitada a esquerda

da reta vertical em αf = −0,5.

Utiliza-se a metodologia apresentada no Teorema 7.3 para a determinação do vetor de

ganhos L do estimador de estados. Adota-se uma região para o posicionamento dos pólos

do estimador limitada por uma circunferência de raio ρL = 5, com centro em (−15, 0). O

controlador K e o vetor de ganhos L do estimador obtidos são apresentados a seguir:

K =
[

2,782 2,672
]

e L =

⎡
⎣ 152,643

25,653

⎤
⎦ .

Utilizando a fórmula de Truxal, vide (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994),

observa-se que a constante de erro de velocidade Kv para este exemplo é igual a 0,690; e

deseja-se para este projeto uma aumento no valor da constante de erro de velocidade do

sistema.

Os pólos de malha fechada são: −0,940; −2,841 relativos ao controlador, e −13,326±
0,832j relativos ao estimador. Neste caso, os zeros decorrentes da imposição dos pólos do

sistema são: −14,717 ± 5,980j.

Objetiva-se projetar Kv > 40 , e então, utiliza-se a alocação dos zeros. A fórmula de
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Truxal é dada por (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1994):

1

Kv
=
∑ 1

zi
−
∑ 1

pi

então,

1

Kv
=
(

1

z1
+

1

z2

)
−
(

1

pk1
+

1

pk2
+

1

pe1
+

1

pe2

)

sendo, pk1 e pk2 os pólos relacionados ao controlador; e os pólos pl1 e pl2 relacionados com

o estimador. Ainda, z1 e z2 são os zeros posteriormente alocados de r(t) para u(t) (Figura

17).

Desta forma,

1

Kv
=

(
1

z1
+

1

z2

)
−
(

1

−2,841
+

1

−0,940
+

1

−13,326 + 0,832j
+

1

−13,326 − 0,832j

)

1

Kv

=
(

1

z1

+
1

z2

)
+ 1,565 (8.38)

considerando-se z1 = z2 = z em (8.38), tem-se:

1

Kv
=

2

z
+ 1,565

Kv =
z

2 + 1,565z
> 40

z

2 + 1,565z
− 40 > 0 (8.39)

Analisando-se a inequação (8.39), observa-se que o intervalo: −1,320 < z < −1,277

satisfaz (8.39). Então, para a constante de erro de velocidade Kv > 40 utiliza-se o Teorema

7.4 para alocar os zeros em uma região, de tal maneira que −1,320 < z < −1,277. Então,

adota-se uma região de acordo com a Figura 18 limitada apenas por uma circunferência

de raio ρa = 0,02 com centro em (−1,298, 0).

Através da alocação dos zeros, tem-se a constante de erro de velocidade Kv > 40. Os

parâmetros M e N de alocação de zeros são descritos a seguir:

M =

⎡
⎣ 2471,281

265,731

⎤
⎦ e N = 282,648.

Os zeros de U(s)/R(s) alocados são: −1,291 e −1,305, observa-se que os zeros alo-

cados estão dentro da faixa especificada em projeto para que a constante de erro de

velocidade Kv > 40.

A resposta a uma entrada do tipo rampa é ilustrada na Figura 53. Observa-se que o
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erro de regime para uma entrada do tipo rampa diminuiu após a elevação da constante

de erro de velocidade, Kv, utilizando a alocação de zeros proposta no Teorema 7.4.
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Figura 53: Resposta a entrada do tipo rampa r(t) = t: (a) com alocação dos zeros, (b)
sem alocação dos zeros.

Neste exemplo utilizou-se a alocação dos zeros para aumentar a constante de erro de

velocidade de um dado sistema, e verificou-se que, alocando-se os zeros de maneira ade-

quada pode-se especificar Kv de acordo com a necessidade do projetista. A metodologia

de alocação de zeros em uma região espećıfica do plano-s abordada nos Exemplos 8 e

9 podem ser verificada também em (ASSUNÇÃO; ANDREA; TEIXEIRA, 2007), que é um

estudo desenvolvido pelos autores deste trabalho. Ainda, esta metodologia descrita na

forma de LMIs possibilitará a abordagem de sistemas incertos.

8.11 Exemplo 11

Considera-se um sistema de segunda ordem, linear, cont́ınuo e invariante no tempo,

descrito na forma de variáveis de estado da seguinte maneira:

⎡
⎣ ẋ1(t)

ẋ2(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 0 1

−36 −12

⎤
⎦
⎡
⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦ +

⎡
⎣ 0

1

⎤
⎦u(t)
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z(t) =
[

1 0
] ⎡⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦ (8.40)

sendo x(t) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle e z(t) a sáıda do sistema.

Deseja-se estabilizar o sistema descrito em (8.40) em malha fechada realimentando-se

a sáıda através de um compensador dinâmico, Kc(s), conforme ilustrado na Figura 19.

Neste processo desconsidera-se a presença dos parâmetros M e N de alocação de zeros.

Utiliza-se o Teorema 7.12 para o projeto de um compensador utilizado na realimentação

dinâmica da sáıda z(t). Adota-se como região para alocação dos pólos de malha fechada

uma circunferência de raio υ = 5, com centro em (−10, 0). Então, obtem-se o seguinte

compensador dinâmico:

Ku(s) = − 62,213s + 407,969

s2 + 23,263s + 144,532
(8.41)

A Figura 54 ilustra a resposta a entrada degrau para o sistema em malha fechada.
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Figura 54: Resposta a entrada de um degrau unitário.

Ainda, ilustra-se na Figura 55 o mapeamento dos pólos e zeros do sistema realimen-

tado.

Analisando-se a Figura 54 observa-se que o sistema apresenta um erro de regime

considerando-se uma entrada do tipo degrau unitária. Ainda, interessa-se em uma res-

posta com um tempo de estabelecimento inferior a 1 segundo para uma entrada do tipo

degrau. Neste caso, pode-se utilizar a metodologia de alocação de zeros proposta no

Teorema 7.13 para solucionar especificações de projeto.
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Figura 55: Mapeamento de pólos e zeros do sistema realimentado.

Na Figura 55 que ilustra o mapeamento de pólos e zeros para o sistema realimentado.

Neste caso, a posição dos zeros é decorrente do processo de alocação de pólos de malha

fechada do sistema. Então, o procedimento para alocação dos zeros baseia-se em posi-

cionar os zeros próximos a pólos indesejáveis, de modo a atenuar seu efeito na resposta

do sistema. Portanto, aloca-se os zeros em uma região no plano-s, conforme a Figura 20,

limitada por uma circunferência de raio ρo = 0,5; com centro em (−7,7; 0) e uma reta

vertical em α0 = −7,4. Os parâmetros de alocação de zeros são:

M =

⎡
⎣ 1382,307

−616,629

⎤
⎦× 103 e N = 93,356. (8.42)

A Figura 56 ilustra o mapeamento de pólos após a realização da alocação dos zeros.

De acordo com a Figura 56, alocou-se os zeros na proximidade dos pólos próximo ao eixo

imaginário, e desta forma atenuando seus efeitos no sistema. Então, o pólo mais influente

presente no sistema tornou-se o pólo em −12,016. A Figura 57 ilustra a resposta do

sistema a entrada degrau unitário após alocação dos zeros.

Comparando-se a resposta do sistema a entrada do tipo degrau unitária antes e após

a alocação de zeros, ilustradas nas Figuras 54 e 57 respectivamente, observa-se que o

tempo de estabelecimento alterou de 1,22 segundos para 0,804 segundos. O tempo de

estabelecimento inferior a 1 segundo era um dos objetivos do projeto, que foi atingido com
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Figura 56: Mapeamento de pólos e zeros do sistema realimentado após a alocação de
zeros.
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Figura 57: Resposta a entrada de um degrau unitário.
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uma alocação de zeros adequada. Pois, após a alocação de zeros, atenuou-se o efeito dos

pólos próximo ao eixo imaginário e consequentemente o pólo em −12,016 tornou-se mais

influente na resposta do sistema, visto que não existe mais zeros próximo a este pólo, o

que pode ser observado comparando-se as Figuras 55 e 56. Ainda, outro objetivo atingido

com a alocação de zeros é o erro de regime nulo para a entrada degrau.

Os pólos do sistema realimentado são: −7,637 ± 0,492j; −7,973 e −12,016. E os

zeros alocados de U(s)/R(s) são: −7,751 ± 0, 128j. Ainda, como dado complementar, os

zeros antes da alocação são: −11,632 ± 3,038j.

8.12 Exemplo 12

Suponha que o sistema do Exemplo 10 seja incerto, com incerteza do tipo politópica,

descrito da seguinte maneira:

⎡
⎣ ẋ1(t)

ẋ2(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 0 σ

−36 −12

⎤
⎦
⎡
⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦ +

⎡
⎣ 0

1

⎤
⎦u(t) (8.43)

z(t) =
[

1 0
] ⎡⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a sáıda de referência e u(t) o sinal de controle.

O parâmetro σ descrito na representação em variáveis de estado em (8.43) é uma

incerteza do tipo politópica e pode ser descrito da seguinte maneira:

0.5 < σ < 1.5

Então, os vértices do politopo de incerteza são:

A1 =

⎡
⎣ 0 0,5

−36 −12

⎤
⎦ e A2 =

⎡
⎣ 0 1,5

−36 −12

⎤
⎦ (8.44)

Deseja-se estabilizar o sistema incerto descrito em (8.43) em malha fechada realimen-

tando-se a sáıda através de um compensador dinâmico, Ka(s), conforme ilustrado na

Figura 21. Neste processo desconsidera-se a presença dos parâmetros M e N de alocação

de zeros. Utiliza-se o Teorema 7.17 para o projeto do compensador dinâmico utilizado

na realimentação da sáıda de referência z(t). O compensador dinâmico pode ser descrito
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como

Ka(s) = −24683229,87s + 292009807

s2 + 1071,44s + 314903,42
. (8.45)

A Figura 58 ilustra o mapeamento dos posśıveis locais para a localização dos pólos

do sistema realimentado, isto devido a incerteza presente na planta. Os zeros ilustrados

na Figura 58 são decorrentes do projeto do compensador e não variam em função das

incertezas da planta, vide Lema 7.19 para maiores detalhes.
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Figura 58: Região do plano-s onde pode-se encontrar os pólos de malha fechada do
sistema realimentado.

O objetivo do projeto é diminuir o tempo de estabelecimento para este sistema de

controle utilizando a alocação de zeros. O objetivo deste projeto é utilizar a metodolo-

gia de alocação de zeros descrita no Lema 7.19 para posicionar os zeros de U(s)/R(s)

ilustrados na Figura 21 próximo ao pólo localizado no plano-s que possam estar localiza-

dos próximos ao eixo imaginário do plano-s, de tal maneira a diminuir sua influência no

desempenho do sistema.

Então aloca-se os zeros em uma região no plano-s, conforme a Figura 20, limitada

por uma circunferência de raio ρo = 10, com centro em (−20, 0) e uma reta vertical em

αo = −15. No processo de determinação dos parâmetros de alocação de zeros (M e N)
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com objetivo de atingir erro de regime nulo utilizou-se o valor nominal do parâmetro

incerto da planta, isto é,

parâmetro incerto

0.5 < σnonimal < 1.5 (8.46)

sendo σnominal o valor médio do intervalo de incerteza, logo, σnominal = 1.

Utilizou-se no processo de determinação dos parâmetros M e N o sistema Snominal(s) =

C(sI − Anominal)B
−1, sendo as matrizes que determinam a dinâmica da planta para este

exemplo descritas da seguinte maneira:

Anominal =

⎡
⎣ 0 1

−36 −12

⎤
⎦ , B =

⎡
⎣ 0

1

⎤
⎦ e C =

[
1 0

]
. (8.47)

Então, os parâmetros de alocação de zeros obtidos utilizando-se o Teorema 7.20 são:

M =

⎡
⎣ −2183,97

−882912,01

⎤
⎦ e N = 882113,99.

A Figura 59 ilustra a região com as posśıveis localizações dos pólos de malha fechada

do sistema incerto realimentado e os zeros que foram alocados.
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Figura 59: Mapeamento de pólos e zeros do sistema incerto realimentado com alocação
de zeros.
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Realizando-se uma análise no comportamento do sistema para os vértices do politopo

de incerteza, aplica-se uma entrada degrau ao sistema antes e depois da alocação de zeros.

A resposta ao degrau do sistema antes da alocação de zeros pode ser visualizada na Figura

60.
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Figura 60: Resposta ao degrau unitário sem alocação de zeros. (a) Vértice A1. (b)
Vértice A2.

O tempo de estabelecimento para uma entrada do tipo degrau unitário é 0,45 segundos

para os dois vértices do politopo de incerteza. Isto pode ser verificado através da Figura

60.

O mapeamento de pólos e zeros antes do processo de alocação de zeros é ilustrado na

Figura 61.

Então, após a realização do processo de alocação de zeros aplicado ao sistema incerto,

o mapeamento de pólos e zeros para o sistema realimentado considerando-se os vértices

A1 e A2 pode ser verificado na Figura 62.

Verifica-se na Figura 62 que os zeros foram alocados próximos ao pólos perto do eixo

imaginário do plano-s, atenuando seu efeito no desempenho do sistema. Na Figura 63

ilustra-se a resposta do sistema a uma entrada do tipo degrau unitário, considerando-se

os vértices A1 e A2 do politopo de incertezas.

O tempo de estabelecimento para uma entrada do tipo degrau unitário considerando-se

o vértice A1 do politopo de incerteza é 0,08 e considerando-se o vértice A2 é 0,035. Uti-
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Figura 61: Mapeamento de pólos e zeros do sistema incerto sem alocação de zeros. (a)
Vértice A1. (b) VérticeA2.
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Figura 62: Mapeamento de pólos e zeros do sistema incerto com alocação de zeros. (a)
Vértice A1. (b) VérticeA2.
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Figura 63: Resposta ao degrau unitário com alocação de zeros. (a) Vértice A1. (b)
Vértice A2.

lizando a alocação de zeros pode-se alterar o desempenho do sistema incerto. O objetivo

do projeto foi atingido, pois desejava-se diminuir o tempo de estabelecimento utilizando a

metodologia de alocação de zeros, visto que o tempo de estabelecimento sem a alocação de

zeros era 0,45 segundos considerando-se os dois vértices do politopo de incerteza. Ainda,

utilizando-se o método de alocação de zeros corrigiu-se o erro de regime, o que pode ser

verificado comparando-se as Figuras 60 e 63.

Os pólos de malha fechada são: −12,38; −45,75 e −512,64 ± 69,21j (vértice A1) e

−12,30; −188,06± 133,62j e −695 (vértice A2). E os zeros alocados são −18,45± 1,84j.

Ainda como dados complementares, os zeros antes da alocação são: −535,72 ± 167,05j.

8.13 Exemplo 13

Considere o sistema de segunda ordem, linear e invariante no tempo descrito na forma

de variáveis de estado da seguinte maneira:

⎡
⎣ ẋ1(t)

ẋ2(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 0 1

−40 −22

⎤
⎦
⎡
⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦ +

⎡
⎣ 0

1

⎤
⎦u(t)

z(t) =
[

1 0
] ⎡⎣ x1(t)

x2(t)

⎤
⎦ (8.48)

sendo x(t) o vetor de estados, z(t) é a sáıda de referência e u(t) o sinal de controle.
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O objetivo de projeto para este exemplo é estabilizar o sistema (8.48) em malha

fechada através da realimentação dinâmica da sáıda. Ainda, utilizando-se a metodologia

de alocação de zeros, corrigir o erro de regime para uma entrada do tipo degrau unitário.

Por fim, realizar uma análise de comparação entre a metodologia de zeros com limitação

para os valores dos parâmetros de alocação de zeros, as matrizes M e N , e sem a utilização

de limitação destes valores.

Adota-se como região para alocação dos pólos de malha fechada uma circunferência

de raio ϑ = 5, com centro em (−10, 0). Então utilizando-se o Teorema 7.12 obtem-se o

seguinte compensador dinâmico:

Kc(s) =
489,41s − 1477,61

s2 + 15,42s + 134,26

A Figura 64 ilustra a resposta do sistema realimentado sem a alocação de zeros, onde

pode-se verificar a existência do erro de regime.
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Figura 64: Resposta ao degrau unitário sem alocação de zeros.

O mapeamento de pólos e zeros sem a alocação de zeros é ilustrada na Figura 65.

Neste contexto a posição dos zeros é decorrente do projeto do compensador dinâmico.

Com a realização do projeto de realimentação dinâmica da sáıda através do compen-

sador Kc(s), os pólos de malha fechada são: −7,65 ± 0,66j; −8,54 e −13,56.
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Figura 65: Mapeamento de pólos e zeros do sistema sem alocação de zeros.

No processo de alocação de zeros, utiliza-se a região limitada por uma circunferência

de raio ρ0 = 15, com centro em (−0, 0) e uma reta vertical passando em α = 0,1.

Em um primeiro momento utiliza-se a metodologia de alocação de zeros proposta

no Teorema 7.13 na qual não existe um limitante superior para a determinação dos

parâmetros M e N de alocação de zeros. Os valores obtidos para as matrizes M e N

são,

M =

⎡
⎣ −2014485,65

−43888,30

⎤
⎦ e N = 135,769. (8.49)

A Figura 66 ilustra o mapeamento de pólos e zeros para o projeto do sistema com

alocação de zeros sem a utilização da metodologia de um limitante superior para deter-

minação das matrizes M e N responsáveis pelo posicionamento dos zeros.

Posteriormente, utiliza-se a metodologia de alocação de zeros proposta no Teorema

7.14 na qual existe um limitante superior para a determinação dos parâmetros M e N de

alocação de zeros. Os valores obtidos para as matrizes M e N são,

M =

⎡
⎣ −11469,86

−315,88

⎤
⎦ e N = 51,33. (8.50)
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Figura 66: Mapeamento de pólos e zeros do sistema com alocação de zeros, utilizando-se
o Teorema 7.13 (sem limitação).

A Figura 67 ilustra o mapeamento de pólos e zeros para o projeto do sistema com

alocação de zeros utilizando-se a metodologia com um limitante superior para a deter-

minação das matrizes M e N responsáveis pelo posicionamento dos zeros.

Comparando-se os valores dos parâmetros de alocação de zeros obtidos e descritos em

(8.49) e (8.50), verifica-se que a utilização de um limitante superior para a determinação

de M e N proporciona a obtenção de valores bem menores.

A Figura 68 ilustra a resposta a entrada do tipo degrau unitária para a situação

utilizando-se um limitante superior na determinação de M e N e para a situação onde

não utiliza-se esta metodologia.

Observa-se na Figura 68 que o erro de regime foi corrigido através da utilização da

metodologia de alocação de zeros com e sem limitação na determinação dos parâmetros

M e N . Entretanto, o projeto na qual utiliza-se a metodologia de alocação de zeros

considerando-se um limitante superior para as matrizes M e N , os valores obtidos são

menores, o que pode facilitar no processo de implementação do sistema de controle. Então,

na medida em que o projetista utiliza este método de alocação de zeros proposto neste

trabalho, e obtém valores elevados para os parâmetros M e N , é aconselhável utilizar a

metodologia de posicionamento de zeros que contém a especificação para um limitante

superior na determinação das matrizes M e N , vide Teoremas 7.9 e 7.14.
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Figura 67: Mapeamento de pólos e zeros do sistema com alocação de zeros, utilizando-se
o Teorema 7.14 (com limitação).
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Figura 68: Resposta ao unitário com alocação de zeros. (a) sem limitação. (b) com
limitação
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9 Conclusão

Neste trabalho é proposta uma metodologia para variação dos zeros aplicados a sis-

temas de rastreamento de sinais de referência, e simultaneamente a atenuação de distúrbio

presente na planta. Considerando-se a Figura 7, pode-se atenuar o efeito do sinal de

distúrbio presente na planta através da minimização da norma H2 ou H∞ de w(t) para

y(t). Neste processo utiliza-se controladores consagrados na literatura de sistema de

controle (GEROMEL; BERNUSSOU; OLIVEIRA, 1999), (CHILALI; GAHINET, 1996). Para o

rastreamento de sinais utiliza-se a metodologia proposta com modificação ótima dos zeros

a fim de minimizar a norma H∞ entre o sinal de referência e o sinal de erro de rastrea-

mento, sendo o erro de rastreamento a diferença entre o sinal de referência r(t) e o sinal

de sáıda do sistema z(t). No projeto do rastreador com rejeição a distúrbio os pólos são

responsáveis pela atenuação do efeito do sinal exógeno na sáıda do sistema e os zeros são

responsáveis pelo processo de rastreamento de sinais de referência.

A inclusão de peso na freqüência utilizado no projeto do rastreador possibilita ao pro-

jetista criar sistemas de rastreamento para sinais de referência em uma faixa de freqüência

desejada. Deste modo, o sistema de rastreamento opera para faixas de freqüência, como

por exemplo rastreamento para sinais de baixa freqüência. Esse fator é uma das prin-

cipais vantagens em relação a outros métodos de rastreamento que operam para uma

classe espećıfica de sinais (por exemplo, entrada do tipo degrau), tais como os sistemas

de rastreamento via modelo interno, vide por exemplo (CHEN, 1998).

O ajuste do filtro de ponderação utilizado no projeto do sistema de rastreamento

apresenta uma grande importância no desempenho do rastreador de sinais. Entretanto o

filtro é projetado através de tentativas, o que dificulta realização do projeto do sistema

de rastreamento. No processo de ajuste do filtro objetiva-se um bom funcionamento para

o rastreador. Quando isso não ocorre, necessita-se realizar um novo projeto para o filtro,

e assim sucessivamente, até que o desempenho do rastreador torne-se satisfatório.

A metodologia de rastreamento com modificação de zeros e rejeição a distúrbio apli-

cado a sistemas incertos, sendo considerada incerteza do tipo politópica, foi proposta neste
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trabalho. Os resultados obtidos nos Exemplos 5 e 6 ilustram a viabilidade da metodologia

proposta. O método é formulado em termos de LMIs, o que facilita a inclusão de incertezas

paramétricas, presentes na planta, ao projeto do sistema de rastreamento. Entretanto, o

desempenho do sistema do rastreamento diminui para sistemas com parâmetros incertos

com faixa ampla de variação. Ainda, para sistemas com elevado número de parâmetros

incertos na planta, a obtenção da solução para o problema de rastreamento torna-se dif́ıcil.

Considerando-se sistemas não-lineares, foi proposto um método para o rastreamento

e rejeição de distúrbio. Neste processo utilizou-se os modelos Takagi-Sugeno para des-

crever as não-linearidades da planta. No exemplo 7 pode-se observar os resultados desta

metodologia, os quais foram satisfatórios.

Ainda neste trabalho, propôs-se uma metodologia sistemática de alocação de zeros via

LMIs para sistemas de controle aplicados a plantas determińısticas e a plantas incertas,

com incertezas do tipo politópica. A região proposta para alocação dos zeros é mostrada

na Figura 18, e é limitada por uma circunferência de raio ρ com centro em (−q, 0),

por uma reta vertical em −α e por duas semi-retas de ângulo θ e −θ. Nesta metodologia

utilizou-se o posicionamento dos zeros para diminuir ou até mesmo anular o efeito de pólos

que não sejam de interesse do projetista. Ainda, corrigiu-se o erro de regime para uma

entrada do tipo degrau unitário através de uma escolha adequada do vetor N em função

do vetor M . Outro tópico abordado foi a alteração da constante de erro de velocidade

Kv de um dado sistema através do posicionamento dos zeros. No Exemplo 9 aumentou-se

esta constante para um valor especificado em projeto. Enfim, o posicionamento dos zeros

é uma ferramenta adicional que tem o objetivo de ampliar as opções para projetos em

sistema de controle.

O processo de alocação de zeros via LMI em alguns casos necessita-se de altos valores

de ganho para a matrizes de M e N . Para esta situação, foi proposta uma metodologia de

posicionamento de zeros com a minimização dos valores dos parâmetros M e N , conforme

descrito nos Teoremas 7.9 e 7.14.

O projeto de rastreamento de sinais e rejeição a rúıdo presente na planta e o projeto

do sistema de controle com alocação de zeros são descritos na forma de LMIs, que quando

fact́ıveis, podem ser facilmente solucionados através de algoritmos de convergência poli-

nomial dispońıveis na literatura ((GAHINET et al., 1995), (OLIVEIRA; FARIAS; GEROMEL,

1997)). Como os projetos são descritos na forma de LMIs, inclui-se aos mesmos incertezas

paramétricas, tornando-os robustos.
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10 Perspectiva para Trabalhos
Futuros

Neste trabalho foram propostas metodologias de rastreamento de sinais de referência

através da modificação dos zeros e rejeição de distúrbio presente na planta. Foram con-

sideradas incertezas politópicas no sistema, bem como sistemas não-lineares no projeto

do rastreador ótimo com rejeição a distúrbio. O desenvolvimento deste trabalho propor-

ciona o surgimento de algumas áreas de pesquisas, o que são as perspectivas futuras deste

estudo, e que serão listadas a seguir:

• Realizar o projeto do rastreador de sinais para sistemas discretos, considerando

sistemas incertos e sistemas não-lineares;

• Realizar o projeto do sistema de rastreamento e rejeição de distúrbio presente na

planta utilizando um único conjunto de LMIs;

• Formular o estudo do sistema de rastreamento para sistemas com atraso;

• Realizar um estudo no projeto do filtro, com objetivo de melhorar o desempenho

do rastreador;

• Realizar um estudo abordando projetos de sistemas de rastreamento com modi-

ficação de zeros e rejeição de distúrbio para sistemas MIMOs desacoplados.



170

Referências
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11 Apêndices

11.1 Apêndice 1

11.1.1 Complemento de Schur em LMIs

Considere-se o sistema matricial dado da seguinte forma (OLIVEIRA, 1999):

⎡
⎢⎢⎢⎣

W1 W2 Ξ − W3

W ′
2 W4 W5

Ξ − W ′
3 W ′

5 W6

⎤
⎥⎥⎥⎦ > 0 (11.1)

sendo W1 = W ′
1, W4 = W ′

4 e W6 = W ′
6.

Desta maneira, desde que W4 > 0, pode-se aplicar o complemento de Schur de maneira

reversa na inequação (11.1), e então obtem-se:

⎡
⎣ W1 − W2W

−1
4 W ′

2 Ξ − W3 − W2W
−1
4 W5

Ξ′ − W ′
3 − W ′

5W
−1
4 W ′

2 W6 − W ′
5W

−1
4 W5

⎤
⎦ > 0 (11.2)

Então, realiza-se uma escolha adequada da matriz Ξ. Seja Ξ descrito da seguinte

maneira:

Ξ = W3 + W2W
−1
4 W5 (11.3)

Substituindo-se (11.3) em (11.2), tem-se:

⎡
⎣ W1 − W2W

−1
4 W ′

2 0

0 W6 − W ′
5W

−1
4 W5

⎤
⎦ > 0 (11.4)

Assim, aplicando-se o complemento de Schur de maneira reversa nos blocos da in-



11.1 Apêndice 1 175

equação (11.4) obtem-se:

⎡
⎣ W1 W2

W ′
2 W4

⎤
⎦ > 0 (11.5)

⎡
⎣ W4 W5

W ′
5 W6

⎤
⎦ > 0 (11.6)

A LMI (11.1) pode ser descrita pela LMIs (11.5) e (11.6). Entretanto, pode-se aplicar

este método apenas em sistemas onde a variável livre (Ξ) localiza-se em uma das ex-

tremidades de um dado conjunto de inequações. Todavia, pode-se encontrar problemas

descritos em termos de LMIs, onde a variável livre (Ξ) não encontra-se nos termos da ex-

tremidade, e neste caso deve ser utilizado processos de permutações das linhas e colunas

da matriz (11.1) de tal forma que permita reformular o conjunto de LMIs para que se

possa eliminar a variável Ξ. Portanto pode-se aplicar este método a qualquer conjunto de

LMIs que possuam a variável livre nas extremidades ou em qualquer posição dentro de

uma determinada matriz, exceto na diagonal principal.
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11.2 Apêndice 2

11.2.1 Minimização de Autovalor Generalizado via LMI

Considere o sistema descrito na forma de LMIs da seguinte maneira:

min λ

s.a C(x) < D(x)

0 < B(x)

A(x) < λB(x)

sendo C(x) < D(x) e A(x) < λB(x) representa o sistema de autovalor generalizado em

termos de LMIs.

Pode-se solucionar um problema de minimização de autovalor generalizado através

do software MATLAB, mas especificamente utilizando-se a função gevp. Para maiores

detalhes sobre a função gevp vide (BALAS et al., 2005).
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11.3 Apêndice 3

11.3.1 O Estimador de Kalman

O estimador de Kalman é uma técnica recursiva de atualização usada para determinar

parâmetros corretos de um modelo de um dado processo. Dados alguns valores iniciais,

pode-se predizer e ajustar os parâmetros do modelo através de cada nova medição, obtendo

a estimativa do erro em cada atualização. A sua habilidade para incorporar os efeitos de

erros e sua estrutura computacional fizeram com que o estimador de Kalman tivesse um

amplo campo de aplicações, especialmente no que se refere à análise de trajetórias em

visão computacional.

Para este trabalho utilizou-se o software MATLAB para obter o estimador de Kalman.

A função [Kest, L, P ] = kalman(sys, Qn, Rn, Nn) projeta o estimador de Kalman

Kest para planta cont́ınua ou discreta, sendo o sistema descrito em forma de variáveis de

estado. Para o modelo cont́ınuo no tempo, tem-se:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Gw(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + Hw(t) + v(t)

sendo conhecidos a entrada u(t), o processo ruidoso w(t), o rúıdo de medida v(t) e as

covariâncias,

E {ww′} = Qn, E {vv′} = Rn e E {wv′} = Nn.

O estimador Kest tem como entrada [u(t); y(t)] e gera a estimação ótima ye(t), xe(t)

de y(t) e x(t) respectivamente. Esta estimação pode ser descrita na forma de espaço de

estado da seguinte maneira:

ẋe(t) = Axe(t) + Bu(t) + L [y(t) − Cxe(t) − Du(t)]

ye(t) = Cxe(t) + Du(t)

Ainda, existe a função dkalman que é aplicada em sistemas discretos no tempo. No

padrão do MATLAB a função sys é o modelo na forma de espaço de estado ss(A, [B G], C,

[D H ]) e Nn = 0 quando omitido. O número de linhas de Qn especifica o número de

entradas ruidosas w(t).

A função kalman do MATLAB também retorna o ganho L do estimador e o erro de

covariância do sistema em espaço de estado. No caso cont́ınuo no tempo com H = 0, P
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resolve a equação de Riccati,

AP + PA′ − (PC ′ + GN)
−1

R (CP + N ′G′) + GQG′ = 0

Na utilização da função,

[Kest, L, P ] = kalman(sys, Qn, Rn, Nn, Sensors, Known) (11.7)

permite-se situações mais gerais quando:

•Nem todas as sáıdas do sistema são medidas,

•Além da entrada ruidosa w(t) do sistema, pode ter os vetores Sensors e Known

como sinais que podem ser medidos e acrescentados ao projeto do estimador de

Kalman, sendo a entrada u(t) do sistema conhecida.
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11.4 Apêndice 4

11.4.1 Produto de Kronocker

O produto de Kronecker de duas matrizes A e B, denotado por A⊗B, é um bloco de

matrizes C, descrito na forma genérica da seguinte forma,

cij = aijB

sendo,

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

então,

A ⊗ B = [aijB]

ou ainda,

A ⊗ B =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11B a12B . . . a14B

a21B a22B . . . a24B
...

...
...

an1B an2B . . . annB

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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