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do Câmpus de Rio Claro, da Universidade
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Resumo

Bizão, R. A. Dissipação via arrasto viscoso como mecanismo de supressão da

aceleração de Fermi no bilhar eĺıptico-ovoide com fronteira dependente do

tempo, 63 p. Dissertação (Mestrado em F́ısica Aplicada) - Instituto de Geociências e

Ciências Exatas, Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”, Rio Claro,

2013.

Bilhares são sistemas em que uma ou mais part́ıculas são confinadas em uma região

fechada Q do espaço e colidem com a fronteira ∂Q que delimita essa região. Nesse trabalho,

estudamos um bilhar bidimensional conhecido na literatura como eĺıptico-ovoide que trata-

se de um h́ıbrido entre o bilhar eĺıptico e o bilhar ovoide. Começamos estudando sua versão

estática, mostrando todas as posśıveis órbitas de uma part́ıcula confinada nesse bilhar e

as implicações que a mudança na curvatura de sua fronteira acarreta. Posteriormente,

introduzimos uma dependência temporal mostrando que esse bilhar possui aceleração de

Fermi (ganho ilimitado de energia) para alguns conjuntos de parâmetros de controle e

condições iniciais e justificamos através do comportamento de um observável do sistema

(a velocidade média). Por fim, adicionamos dissipação no voo da part́ıcula cuja força

é proporcional a uma potência de sua velocidade v em três diferentes casos: (i)F ∝ −v,

(ii)F ∝ −v2 e (iii)F ∝ −vδ com δ ∈ (1,2). Para todos os casos a aceleração de Fermi

é suprimida. Se uma condição inicial com velocidade inicial alta é considerada, o caso

(i) mostra um decaimento linear na velocidade da part́ıcula, ao passo que o caso (ii) um

decaimento exponencial e por fim o caso (iii) exibe um decaimento em lei de potência. Para

o caso (ii) propusemos algumas hipóteses de escala para a transição entre ganho ilimitado

e limitado de energia e confirmamos nossas hipóteses com uma mudança na escala que

levou a um colapso de várias curvas de velocidade média em uma curva universal. Os

expoentes cŕıticos de escala encontrados correspondem aos mesmos expoentes de um bilhar

unidimensional conhecido na literatura como bouncer dissipativo, concluindo que apesar

da notável diferença entre os dois bilhares, perto da transição de fase eles agem de maneira

semelhante e portanto pertencem a mesma classe de universalidade.

Palavras-chave: Bilhares. Caos. Aceleração de Fermi. Supressão da Aceleração de

Fermi.



Abstract

Bizão, R. A. Dissipation and supression of the Fermi acceleration in a elliptical

oval-shapped billiard with time-dependent boundary, 63 p. Dissertation (Master

in Applied Physics) - Instituto de Geociências e Ciências Exatas, Universidade Estadual

Paulista “Júlio de Mesquita Filho”, Rio Claro, 2013.

Billiards are dynamical systems in which one or more particles are confined in a closed

region Q of space colliding with a boundary ∂Q delimiting this region. In this work, we

study a two-dimensional billiard known as elliptical oval-shaped billiard which consists

of a hybrid between the elliptical and the oval-shaped one. We started considering the

static version, showing all the possible orbits of a confined particle on this billiard and

the implications that a curvature change at the boundary may result. Then we intro-

duce a time dependent perturbation on the boundary showing that this billiard has Fermi

acceleration (unlimited energy gain) for some control parameters as well as initial condi-

tions which was justified by using the behavior of one observable of the system namely

the average velocity. Finally, we introduced in-flight dissipation into the system which

is proportional to a power of particles velocity v in three ways: (i)F ∝ −v, (ii)F ∝ −v2

and (iii)F ∝−vδ where δ ∈ (1,2). For all cases Fermi acceleration was suppressed. If the

initial velocity is large enough the case (i) shows a linear decay for the particle’s velocity

while case (ii) shows an exponential decay and case (iii) a power decay. For case (ii) we

proposed some scaling laws for the transition between the unlimited to limited energy

gain and we confirmed our scaling hypothesis with a rescale which led us to overlap some

velocity curves onto an universal plot. The critical exponents found are the same as those

obtained for an one-dimensional dissipative bouncer model. Therefore we conclude that,

despite the remarkable difference between the two systems, they behave similarly near the

phase transition and belong to the same class of universality.

Keywords: Billiards. Chaos. Fermi acceleration. Suppression of Fermi acceleration.
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finada nesse bilhar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 26
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vn = 10 e os parâmetros de controle utilizados foram b = 0,1, ε = 0,21,
e = 0 e p = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 46

3.8 Velocidade média em função do número de colisões n da part́ıcula com a
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4.1 Gráfico da distância percorrida r obtido na Eq. (4.5) em função do tempo

t para diferentes valores de η como ilustrado na própria figura. . . . . . . p. 49
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

Desde as civilizações antigas já se tinha interesse em explicar os acontecimentos que

eram observados no dia a dia. Primeiramente, isso foi feito utilizando a filosofia e todo o

método cient́ıfico se baseava nela, até que no século XVI Galileu Galilei e posteriormente

no século XVII Isaac Newton deram ińıcio a uma nova maneira de pensar e fazer ciência,

utilizando a matemática.

Com as Leis de Newton para a gravitação, surgiram os primeiros estudos anaĺıticos

do movimento dos planetas. Inicialmente, o problema de dois corpos1 foi resolvido sem

dificuldade e os resultados obtidos condiziam com as observações. Porém, ao se tentar

resolver o problema de três corpos2, encontrar uma equação de movimento expĺıcita para

cada um deles se tornou mais complicado devido ao elevado número de variáveis e não-

linearidades envolvidas no problema.

Pensando nisso, Poincaré propôs uma nova maneira (geométrica) de olhar para o

problema [3], no sentido que para se entender o comportamento do sistema não precisamos

medir a trajetória individual de cada corpo a todo instante e sim investigar se o sistema

é estável, instável, possui órbitas caóticas3 ou órbitas regulares, ou seja, olhar para o que

chamamos de espaço de fases4.

1O problema de dois corpos estuda o movimento do sistema Terra-Sol considerando a força de atração
gravitacional como sendo inversamente proporcional ao quadrado da distância entre eles. Mais detalhes
podem ser encontrados em [1].

2No problema de três corpos, além da Terra e do Sol, considera-se um terceiro corpo, como por exemplo
a Lua ou um pequeno satélite. Mais detalhes podem ser encontrados em [2].

3Por órbitas caóticas me refiro aquelas que são senśıveis às condições iniciais.
4O espaço de fases de um sistema é o conjunto de todas suas posśıveis órbitas.
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Figura 1.1: Esquema de um bilhar.

Posteriormente, com a invenção do computador, métodos numéricos para a resolu-

ção desse problema também foram empregados e uma grande dependência às condições

iniciais foi observada, no sentido que uma pequena alteração nas condições iniciais levava

a trajetórias completamente diferentes. A prinćıpio, levantaram-se dúvidas a respeito dos

métodos numéricos utilizados para tempos longos, até que esses resultados foram aceitos

e deram ińıcio a uma subárea da mecânica, que ficaria conhecida como Teoria do Caos

[4].

Foi nesse contexto que Birkhoff publicou um livro [5] em 1927 sobre sistemas dinâ-

micos e com o intuito de verificar a maneira geométrica de estudar os problemas propostos

por Poincaré, o primeiro bilhar surgiu: o bilhar eĺıptico5.

Bilhares são sistemas dinâmicos em que uma ou mais part́ıculas são confinadas em

uma região fechada Q do espaço e colidem com a fronteira ∂Q que limita essa região

(Fig. 1.1). As leis de reflexão e movimento da part́ıcula, assim como a forma da fronteira

dependem do que se quer estudar.

Nesse trabalho, com o objetivo de colaborar com a compreensão dos sistemas caóti-

cos, estudamos um sistema dinâmico não-linear descrito usando o formalismo de bilhares,

conhecido na literatura como bilhar eĺıptico-ovoide.

O bilhar eĺıptico-ovoide é um modelo bidimensional no qual uma part́ıcula colide

no interior de uma fronteira com uma geometria que pode ser alterada através de alguns

parâmetros de controle (p, ε , e) para adquirir a forma desejada, desde um ćırculo com

5O bilhar eĺıptico será estudado em diversas configurações nesse trabalho. Trata-se de uma part́ıcula
confinada em uma região eĺıptica fechada que sofre colisões com a fronteira.
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raio unitário até uma forma ovoide pura, eĺıptica, ou ainda uma combinação das duas,

que recebe o nome de eĺıptica-ovoide.

Esse bilhar, apesar da aparente simplicidade, dependendo dos parâmetros de con-

trole escolhidos pode apresentar caos e órbitas periódicas que formam ilhas Kolmogorov-

Arnold-Moser (KAM) e curvas invariantes spanning no espaço de fases, o que torna seu

estudo ainda mais interessante.

Em nosso trabalho, posteriormente adicionamos uma dependência temporal conhe-

cida como non-breathing nas fronteiras do bilhar, isto é, uma dependência temporal que

depende do ângulo e faz com que o formato da fronteira não seja preservado. Existe um

outro tipo de dependência temporal, conhecida como breathing (do inglês respiração), em

que o formato da fronteira se preserva no tempo alterando apenas seu tamanho.

A introdução de dependência temporal na fronteira do bilhar acarreta uma conse-

quente troca de momentum entre a fronteira e a part́ıcula e um fenômeno conhecido como

aceleração de Fermi pode vir a ser observado.

Aceleração de Fermi é o nome dado a um mecanismo proposto por Enrico Fermi em

1949 [6] para explicar porque alguns raios cósmicos6 chegam à superf́ıcie da Terra com

energias tão altas (até 1021eV ). Consiste no conceito de que part́ıculas carregadas podem

ser aceleradas a partir de interações com campos magnéticos oscilantes pertencentes ao

espaço interestelar. Ou seja, um campo magnético oscilante ocasiona em uma part́ıcula

carregada uma força oscilante, que dependendo das circunstâncias, pode produzir uma

aceleração ilimitada.

Depois disso, surgiram diversos modelos partindo da proposta de Fermi para estu-

dar o fenômeno da aceleração de Fermi e conhecer mais a seu respeito. A maioria dos

trabalhos foram desenvolvidos de uma maneira análoga. As part́ıculas carregadas que

eram influenciadas por campos magnéticos, foram substitúıdas por part́ıculas com massa

colidindo com paredes ŕıgidas. Para exemplificar, tomemos o modelo Fermi-Ulam [7] e o

bouncer [8].

O modelo Fermi-Ulam consiste no movimento de uma part́ıcula clássica com massa

m, confinada entre duas paredes ŕıgidas, sendo uma fixa e outra oscilante periodicamente

no tempo [Fig. 1.2 (a)]. Nesse modelo, é importante enfatizar que não se observa o

fenômeno da aceleração de Fermi, ou seja, a part́ıcula não ganha energia indefinidamente.

Isso se deve ao fato que o espaço de fases possui curvas invariantes do tipo spanning

6Raios cósmicos são radiações existentes no espaço e parte delas são formadas essencialmente por
part́ıculas subatômicas. Essas radiações são produzidas por diversos objetos pertencentes ao cosmo,
incluindo o Sol, algumas outras estrelas e buracos negros. Existem também raios cósmicos criados durante
o surgimento das supernovas e outros de origem desconhecida.
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(a) O modelo Fermi-Ulam. (b) O modelo bouncer.

Figura 1.2: Exemplo de dois bilhares unidimensionais originados após o trabalho sobre aceleração
de raios cósmicos proposto por Enrico Fermi.

que limitam o crescimento da velocidade. Por outro lado, se alterarmos o movimento

da parede móvel para uma função não periódica, aleatória [9] ou até mesmo introduzir

outra não-linearidade [10] as curvas invariantes podem ser destrúıdas e o modelo vir a

apresentar aceleração ilimitada.

Quanto ao modelo bouncer, que é descrito pelo movimento de uma part́ıcula, tam-

bém clássica, imersa em um campo gravitacional constante e limitada apenas inferior-

mente por uma parede oscilante [Fig. 1.2 (b)], a aceleração de Fermi pode ser observada

até quando a parede móvel é regida por funções periódicas, como seno e cosseno. No

entanto, o que leva um dos modelos a possuir aceleração de Fermi e o outro não?

Conforme explicado [11], para que um bilhar unidimensional apresente aceleração

de Fermi, a equação que rege a velocidade da fronteira móvel deve ser aleatória ou possuir

descontinuidade em suas derivadas. Isso explica porque o modelo Fermi-Ulam não possui

aceleração de Fermi. Porém, ainda não explica porque o modelo bouncer possui aceleração

de Fermi, já que a velocidade de sua fronteira móvel é dada por uma função periódica

em que o argumento é a fase da fronteira no instante do choque. Acontece que, como o

modelo bouncer não é limitado superiormente por uma parede fixa, quanto maior for a

velocidade da part́ıcula, maior será seu tempo de retorno. Isso faz com que eventualmente

esse tempo de retorno seja muito grande e a fase em que a part́ıcula encontra a parede

na próxima colisão seja pseudo-aleatória. Como a fase é argumento da velocidade da

fronteira, encontramos o termo aleatório que procurávamos.

Nesse trabalho, tentamos entender o mecanismo da aceleração de Fermi em bilhares

bidimensionais. Uma outra pergunta a ser respondida é: O que acontece com a velocidade

de uma part́ıcula confinada em um bilhar bidimensional ao introduzirmos dissipação?

Para responder a essa pergunta, introduzimos dissipação durante o voo da part́ıcula

proporcional ao módulo de sua velocidade v em três diferentes configurações: (i)F ∝−v,



CAPÍTULO 1 - INTRODUÇÃO 19

(ii)F ∝−v2 e (iii)F ∝−vδ com δ ∈ (1,2).

Essa dissertação está organizada da seguinte forma: No Caṕıtulo 2 discutimos os

procedimentos necessários para a obtenção do mapa que descreve o movimento de uma

part́ıcula confinada em um bilhar bidimensional com fronteira eĺıptico-ovoide. Apresenta-

mos também alguns resultados numéricos importantes para a compreensão da aceleração

de Fermi nesses bilhares. No Caṕıtulo 3 introduzimos uma dependência temporal na fron-

teira, com objetivo de constatar em quais condições os bilhares bidimensionais possuem

aceleração de Fermi. No Caṕıtulo 4 introduzimos dissipação no voo da part́ıcula, para

constatar as influências sobre a aceleração de Fermi.
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CAPÍTULO 2

BILHAR ELÍPTICO-OVOIDE COM

FRONTEIRA ESTÁTICA

O bilhar eĺıptico-ovoide é um modelo bi-dimensional criado com o objetivo de estu-

dar como a dinâmica de uma part́ıcula confinada no interior de uma fronteira com a qual

sofre colisões elásticas é influenciada quando sua forma geométrica é modificada.

A equação que descreve a fronteira do bilhar eĺıptico-ovoide é dada por

R(θ , p,q,e,ε) =
1− e2

1+ ecos(qθ)
+ ε cos(pθ), (2.1)

na qual θ ∈ [0,2π) é o ângulo medido no sentido anti-horário em relação ao eixo horizontal

positivo e formado pela reta que une o centro da fronteira e a posição da part́ıcula, p e

q são inteiros que modificam o peŕıodo, e ∈ [0,1) controla a excentricidade da elipse e

ε ∈ [0,1) a perturbação oval.

Se e = 0 e ε �= 0, a Eq. (2.1) perde a parte eĺıptica e recuperamos o que ficou

conhecido na literatura como bilhar ovoide [12]. Por outro lado, se ε = 0 e e �= 0, a parte

oval é eliminada e recuperamos o bilhar eĺıptico [13], ao passo que se e �= 0 e ε �= 0 temos o

bilhar eĺıptico-ovoide [14, 15] e se e = 0 e ε = 0 recuperamos o bilhar circular [16]. A Fig.

2.1 mostra algumas das posśıveis fronteiras obtidas ao variar os parâmetros de controle

da Eq. (2.1).



CAPÍTULO 2 - BILHAR ELÍPTICO-OVOIDE COM FRONTEIRA ESTÁTICA21

Figura 2.1: Posśıveis fronteiras para o bilhar eĺıptico-ovoide obtidas com a variação dos parâ-
metros de controle da Eq. (2.1).

2.1 Análise da curvatura da fronteira

A curvatura k da fronteira pode ser definida como

k =
dφ
dS

, (2.2)

em que φ é o ângulo medido no sentido anti-horário entre a reta tangente à superf́ıcie S

e o eixo x positivo (ver Fig. 2.2). Ao alterarmos os parâmetros de controle a curvatura

k pode vir a mudar de sinal levando ao surgimento de regiões convexas na fronteira do

bilhar e, com isso, acarretando mudanças drásticas na dinâmica da part́ıcula.

Se a fronteira é descrita como uma função y = f (x), devemos escrever k como função

de x e y. Pela regra da cadeia
dφ
dS

=
dφ
dx

dx
dS

, (2.3)

e dx
dS pode ser facilmente obtido descrevendo uma pequena fatia da superf́ıcie S como

ΔS =
√

Δx2 +Δy2, onde Δx e Δy são pequenos incrementos em x e y respectivamente.

Logo, dividindo a expressão por Δx obtemos

ΔS
Δx

=

√
Δx2

Δx2 +
Δy2

Δx2 =

√
1+

Δy2

Δx2 , (2.4)



CAPÍTULO 2 - BILHAR ELÍPTICO-OVOIDE COM FRONTEIRA ESTÁTICA22

Figura 2.2: Esboço da definição da curvatura k de acordo com a Eq. (2.2).

e aplicando limite, obtemos

lim
Δx→0

ΔS
Δx

=
dS
dx

= lim
Δx→0

√
1+
(

Δy
Δx

)2

=

√
1+
(

dy
dx

)2

. (2.5)

Se uma função é cont́ınua podemos escrever

dx
dS

=
1
dS
dx

=
1√

1+
(

dy
dx

)2
, (2.6)

e com isso encontrar o que procurávamos.

Falta agora encontrar a expressão de dφ
dx que faremos através do coeficiente angular

da reta dy
dx = tanφ (ver Fig. 2.2). Derivando implicitamente em relação a x, obtemos

sec2 φ
dφ
dx

=
d2y
dx2 , (2.7)

dφ
dx

=

d2y
dx2

1+ tan2 φ
, (2.8)

dφ
dx

=

d2y
dx2

1+
(

dy
dx

)2 . (2.9)

Portanto, substituindo as Eqs. (2.6) e (2.9) na Eq. (2.3) encontramos

k =
dφ
dS

=

d2y
dx2[

1+
(

dy
dx

)2
]3/2 , (2.10)

que corresponde ao cálculo da curvatura de superf́ıcies escritas como y = f (x). No nosso

caso, a fronteira do bilhar foi escrita em coordenadas polares que podem ser decompostas
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como r(θ) = x(θ)î+ y(θ)ĵ em que î e ĵ correspondem aos vetores unitários nas direções x

e y respectivamente.

Pela regra da cadeia

dy
dx

=
dy
dθ

dθ
dx

=
dy
dθ
dx
dθ

, (2.11)

da mesma maneira, podemos escrever

d2y
dx2 =

d
dx

(
dy
dx

)
, (2.12)

=
d
dx

(
dy
dθ

dθ
dx

)
, (2.13)

=
dy
dθ

d2θ
dx2 +

dθ
dx

d
dx

(
dy
dθ

)
, (2.14)

=
dy
dθ

d2θ
dx2 +

dθ
dx

d
dθ

(
dy
dθ

)
dθ
dx

, (2.15)

=
dy
dθ

d2θ
dx2 +

(
dθ
dx

)2 d2y
dθ 2 . (2.16)

Sabemos também que dθ
dx = 1

dx
dθ

e então podemos calcular

d2θ
dx2 =

d
dx

(
dθ
dx

)
, (2.17)

=
d
dx

(
1
dx
dθ

)
, (2.18)

= −
d
dx

( dx
dθ
)

( dx
dθ
)2 , (2.19)

= −
d

dθ
( dx

dθ
) dθ

dx( dx
dθ
)2 , (2.20)

= −
d2x
dθ 2

dθ
dx( dx

dθ
)2 . (2.21)

Substituindo a Eq. (2.21) na Eq. (2.16) e depois a Eq. (2.16) na (2.2) juntamente

com a Eq. (2.11) e adotando a notação dy
dθ = y′ e dx

dθ = x′, obtemos a equação que calcula a

curvatura de uma fronteira em que as equações que a descrevem são dadas em coordenadas

polares por

k(θ) =
x′y′′ − y′x′′

(x′2 + y′2)3/2 . (2.22)

A fronteira do bilhar eĺıptico-ovoide apresentada na Eq. (2.1) pode ser decomposta

nas componentes x(θ) = R(θ)cos(θ) e y(θ) = R(θ)sin(θ) e as derivadas em relação a θ
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são

x′(θ) =
dR
dθ

cos(θ)−R(θ)sin(θ), (2.23)

y′(θ) =
dR
dθ

sin(θ)+R(θ)cos(θ), (2.24)

x′′(θ) =
d2R
dθ 2 cos(θ)−2

dR
dθ

sin(θ)−R(θ)cos(θ), (2.25)

y′′(θ) = 2
dR
dθ

cos(θ)+
d2R
dθ 2 sin(θ)−R(θ)sin(θ), (2.26)

em que a derivada da equação da fronteira R em θ dR
dθ e a segunda derivada d2R

dθ 2 são

dR
dθ

=
e
(
1− e2)qsin(qθ)
(ecos(qθ)+1)2 − ε psin(pθ) , (2.27)

d2R
dθ 2 =

2e2 (1− e2) q2 sin(qθ)2

(ecos(qθ)+1)3 +
e
(
1− e2) q2 cos(qθ)
(ecos(qθ)+1)2 − ε p2 cos(pθ) . (2.28)

Substituindo as derivadas na Eq. (2.22) e fazendo k(θ) = 0 para θ = 0 encontramos

que ocorre uma mudança de curvatura de positiva (k(θ)> 0) para negativa (k(θ)< 0) em
um determinado ε cŕıtico εc, dado pela equação

εc =
(e−1)(e(q2−1)−1)

(1+ e)(p2 +1)
. (2.29)

Isso significa que valores do parâmetro ε < εc levam a curvaturas positivas enquanto

valores de ε > εc levam partes da fronteira a apresentarem curvaturas negativas e a mu-

dança de sinal ocorre em ε = εc.

2.2 Dedução do mapa que descreve o movimento da

part́ıcula

A dinâmica do modelo pode ser descrita em termos de um mapa bi-dimensional

não linear T (θn,αn) = (θn+1,αn+1) nas variáveis θn, que é a posição angular medida no

sentido anti-horário em relação ao eixo horizontal positivo e αn, que é o ângulo que a

trajetória da part́ıcula faz com a reta tangente à fronteira em θn
1. Além desses ângulos,

para descrever a dinâmica devemos definir um ângulo auxiliar φn entre a reta tangente à

fronteira no ponto de colisão e o eixo horizontal positivo. Uma ilustração desses ângulos

pode ser vista na Fig. 2.3 que também mostra claramente a relação entre eles, dada por

αn+1 = φn+1− (αn +φn). (2.30)

1O sub́ındice n denota a enésima colisão da part́ıcula com a fronteira
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Figura 2.3: Definição das variáveis necessárias para a construção do mapa que descreve o movi-
mento de uma part́ıcula confinada em um bilhar eĺıptico-ovoide.

A posição da part́ıcula no instante da colisão pode ser escrita em coordenadas

polares como

x(θn) = R(θn)cosθn =

[
1− e2

1+ ecos(qθn)
+ ε cos(pθn)

]
cosθn, (2.31)

y(θn) = R(θn)sinθn =

[
1− e2

1+ ecos(qθn)
+ ε cos(pθn)

]
sinθn. (2.32)

O ângulo φn é calculado de

φn = arctan
[

y′(θn)

x′(θn)

]
, (2.33)

na qual x′ e y′ são dados pelas Eqs. (2.23) e (2.24) respectivamente.

Como a part́ıcula não está sujeita a nenhum campo externo, sua trajetória será uma

reta de inclinação (αn +φn) dada por

y(θn+1)− y(θn) = tan(αn +φn)[x(θn+1)− x(θn)], (2.34)

na qual θn+1 é obtido numericamente como solução dessa equação. Com o valor de θn+1,

podemos substituir na Eq. (2.33) avaliada na iteração n+1 e então encontrar φn+1. Com

o valor de φn+1, podemos substituir na Eq. (2.30) e então obter αn+1.

O procedimento do parágrafo anterior é iterativo e pode ser descrito pelo mapea-
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Figura 2.4: (a) Espaço de fases do bilhar circular obtido assumindo e = ε = 0 na Eq. (2.1). Nota-
se que o espaço de fases é preenchido por retas, indicando movimento periódico. (b) Ilustração
da trajetória de uma part́ıcula confinada nesse bilhar.

mento

T :

{
F(θn+1) = R(θn+1)sin(θn+1)− y(θn)− tan(αn +φn)[R(θn+1)cos(θn+1)− x(θn)]

αn+1 = φn+1− (αn +φn)
,(2.35)

ou seja, a partir da definição dos parâmetros que descrevem o formato da fronteira do

bilhar e de uma condição inicial (θ0,α0) podemos iterar o mapa descrito pela Eq. (2.35)

e recuperar numericamente a dinâmica de uma part́ıcula confinada em seu interior. O

ângulo θn+1 é obtido numericamente quando F(θn+1) = 0.

2.3 Resultados numéricos

2.3.1 Bilhar circular

O bilhar circular de raio unitário é recuperado fazendo e = ε = 0 na Eq. (2.1) e com

isso recuperando uma fronteira circular que pode ser vista na Fig. 2.1(a). Trata-se de

um bilhar integrável2 composto apenas por órbitas periódicas (uma delas pode ser vista

na Fig. 2.4(b)) tornando seu espaço de fases preenchido por retas, como mostra a Fig.

2Simplificadamente, um sistema é dito integrável quando o número de graus de liberdade é igual ao
número de constantes de movimento. O bilhar circular possui dois graus de liberdade, já que a part́ıcula
se move no plano xy, e duas constantes de movimento (energia e momento angular).
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Figura 2.5: (a) Espaço de fases do bilhar eĺıptico obtido assumindo e = 0,6, q = 1 e ε = 0 na
Eq. (2.1). Trata-se de um bilhar integrável, com três tipos posśıveis de órbitas: (b) rotator, (c)
librator e (d) em cima da separatriz.

2.4(a). O conceito de espaço de fases foi discutido no Caṕıtulo 1. Basicamente, trata-se

do conjunto de todos os estados posśıveis para o sistema.

2.3.2 Bilhar eĺıptico

O bilhar eĺıptico é recuperado tomando valores de e �= 0 e ε = 0. Trata-se também

de um bilhar integrável e portanto, assim como o bilhar circular, não possui caos em seu

espaço de fases.

Um exemplo do espaço de fases para o bilhar eĺıptico pode ser encontrado na Fig.

2.5 onde também estão ilustradas as posśıveis órbitas que uma part́ıcula confinada em

uma fronteira desse tipo pode experimentar.

Órbitas do tipo (b) rotator (ou órbitas de rotação) representam um conjunto de

órbitas na qual a condição inicial é dada de forma que não atravesse a área central limitada

pelo dois focos da elipse. Órbitas do tipo (c) librator (ou órbitas de libração) são aquelas

que, ao contrário das do tipo rotator, são dadas na região central dos focos. Por outro

lado, uma órbita (d) em cima da separatrix representa a transição entre uma órbita do
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Figura 2.6: (a) Espaço de fases do bilhar eĺıptico obtido através de poucas órbitas, porém em
todas as posśıveis regiões. (b) Gráfico do produto do momento angular em relação aos dois focos
da elipse f definido na Eq. (2.36) como função do número de colisões n da part́ıcula com a
fronteira.

tipo rotator e librator, ou seja, é aquela órbita cuja condição inicial é dada exatamente

na interface entre os dois tipos de movimento.

A dinâmica do sistema é tal que uma órbita rotator jamais transitará para uma

órbita librator e vice-versa, ou seja, faz com que a órbita gerada por condições iniciais que

passem pela região entre os focos jamais se transfira para região externa e também com

que condições iniciais que passem por entre os focos jamais se transfira para a região de

rotação.

As constantes de movimento do bilhar eĺıptico são a energia total e o produto do

momento angular calculado em relação aos dois focos da elipse [12], que é definido como

f (α,φ) =
cos2(α)− e2 cos2(φ)

1− e2 cos2(φ)
. (2.36)

Se analisarmos, de acordo com a condição inicial dada, o valor dessa grandeza que

denotamos por f , retiramos algumas propriedades importantes:

• f < 0 para condições iniciais em cima das chamadas ilhas de estabilidade, nome

dado a representação gerada por órbitas librator no espaço de fases.

• f = 0 para uma condição inicial dada em cima da curva separatriz.
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Figura 2.7: (a) Espaço de fases do bilhar ovoide obtido obtido com e = 0, p = 2. Em (a) ε = 0,10
e em (b) ε = 0,21, o que corresponde a um valor acima do εc = 0,20.

• f > 0 para uma condição inicial em cima de uma curva invariante, nome dado a

representação gerada por órbitas rotator no espaço de fases.

A Fig. 2.6(b) mostra o comportamento da grandeza f calculada para diferentes

órbitas do espaço de fases da Fig. 2.6(a) como função do número de colisões n. As cores

representam os diferentes tipos de órbitas que podem ser comparadas entre os dois gráficos

e assim confirmar as propriedades apresentadas anteriormente.

2.3.3 Bilhar ovoide

O bilhar ovoide é recuperado fazendo e = 0 e ε �= 0 na Eq. (2.1). Trata-se de um

bilhar que além da possibilidade de órbitas periódicas, pode exibir caos para algumas

condições iniciais.

Se calcularmos o parâmetro εc conforme definido na Eq. (2.29) para o bilhar ovoide
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Figura 2.8: Espaço de fases para o bilhar eĺıptico-ovóide. Em (a) ε = 0,01 e em (b) ε = 0,06, o
que corresponde a um valor acima do εc = 0,05 nesse caso.

(e = 0) e para p = 2 encontramos que ocorre uma mudança de curvatura de positiva para

negativa em εc = 0,20.

Ao fazermos o gráfico do espaço de fases do bilhar ovoide para dois valores de ε
diferentes, um abaixo de εc, como mostra a Fig. 2.7(a) e outro acima de εc, como mostra

a Fig. 2.7(b) percebemos que ocorre uma mudança drástica no espaço de fases. De fato

essa mudança faz com que as órbitas estáveis do tipo rotator que caracterizam as órbitas

de rotação não existam mais, devido a mudança na curvatura da fronteira.

2.3.4 Bilhar eĺıptico-ovoide

O bilhar eĺıptico-ovoide é recuperado tomando e �= 0 e ε �= 0 na Eq. (2.1) que define

a fronteira do bilhar. Assim como o bilhar ovoide, o eĺıptico-ovoide também apresenta

caos para alguns parâmetros de controle.
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Ao calcularmos o valor de εc definido na Eq. (2.29) para e = 0,6, p = 2 e q = 1
encontramos εc = 0,05. A mesma destruição das órbitas de rotação é observada, como

mostra o espaço de fases da Fig. 2.8(a) para ε = 0,01 e Fig. 2.8(b) para ε = 0,06.

2.3.5 Caracterização de órbitas caóticas - O expoente de Lya-
punov

Uma ferramenta matemática muito utilizada na caracterização de sistemas dinâmi-

cos são os expoentes de Lyapunov. Eles são obtidos escolhendo duas condições iniciais

extremamente próximas, evoluindo-as segundo as equações que regem o mapa e medindo

o afastamento entre as mesmas ao longo das iterações.

Começaremos a dedução para mapas unidimensionais do tipo xn+1 = f (xn) em que

f é uma função não-linear de suas variáveis. Considere uma condição inicial x0 e outra

bastante próxima x0+δ0 com δ0 muito pequeno. A distância entre essas condições iniciais

varia com a iteração n do mapa, o que leva a uma distância δn entre elas após n iterações.

Um sistema é dito caótico quando a distância entre duas condições iniciais próximas

diverge exponencialmente ao longo do tempo. Em nosso trabalho, o tempo é medido

indiretamente através das iterações do mapa, o que nos leva a propor um afastamento do

tipo

|δn|= |δ0|eλn, (2.37)

em que λ é o Expoente de Lyapunov.

O sistema será caótico [17], ou senśıvel as condições iniciais, quando a distância entre

elas diverge exponencialmente com o tempo (caracterizado por ao menos um expoente de

Lyapunov λ positivo). Por outro lado, quando não houver divergência entre as condições

iniciais ou essa divergência for linear dizemos que o sistema não é senśıvel as condições

iniciais (caracterizado por expoentes de Lyapunov negativos ou nulos). Essas informações

podem ser verificadas facilmente olhando para a Eq. (2.37) e verificando que se λ = 0 a

distância entre as condições iniciais permanece constante ao longo das iterações do mapa,

ao passo que λ < 0 leva as condições iniciais a uma aproximação conforme passa o número

de iterações n.

Linearizando a Eq. (2.37) com a aplicação do logaŕıtmo neperiano em ambos lados

e isolando λ considerando n suficientemente grande, obtemos

λ = lim
n→∞

(
1
n

ln
∣∣∣∣δn

δ0

∣∣∣∣
)
, (2.38)

que trata-se de uma equação para o Expoente de Lyapunov λ . Ela pode ser simplificada
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substituindo a separação entre as condições iniciais após n iterações δn por

δn = f n(x0 +δ0)− f n(x0), (2.39)

onde f n é a n-ésima composição de um mapa unidimensional qualquer xn+1 = f (xn), ou

seja, f 2(x) = f ( f (x)) até que f n(x) = f ( f ... f (x)...) n vezes, de forma que a Eq. (2.38)

agora se torna

λ = lim
n→∞

(
1
n

ln
∣∣∣∣ f n(x0 +δ0)− f n(x0)

δ0

∣∣∣∣
)
. (2.40)

No limite em que a distância inicial entre as condições iniciais é pequena (δ0 → 0),
encontramos

λ = lim
n→∞

(
1
n

ln
∣∣∣∣d f n(x0)

dx0

∣∣∣∣
)
. (2.41)

Pela regra da cadeia, podemos escrever

d f n(x0)

dx0
=

n−1

∏
i=0

d f (xi)

dx0
, (2.42)

e ao substituir na Eq. (2.41) podemos aplicar a regra do produto de logaritmos

transformando-os em uma soma da forma

λ = lim
n→∞

(
1
n

n−1

∑
i=0

ln
∣∣∣∣d f (xi)

dx0

∣∣∣∣
)
. (2.43)

Podemos generalizar a Eq. (2.43) para mapas de dimensão m qualquer [18], de

forma que

λ j = lim
n→∞

(
1
n

n−1

∑
i=0

ln

∣∣∣∣∣ autovalor j de M =
n−1

∏
i=0

Ji(xi)

∣∣∣∣∣
)
, j = 1,2, ...,m, (2.44)

ou ainda, de uma forma simplificada

λ j = lim
n→∞

(
1
n

ln
∣∣Λ j
∣∣) , j = 1,2, ...,m, (2.45)

na qual x é um vetor de m componentes, Λ j é o j -ésimo autovalor da matriz M =

∏n−1
i=0 Ji(xi) = Jn−1(xn−1)Jn−2(xn−2)...J1(x1)J0(x0) e J é a matriz jacobiana do mapa avali-

ada ao longo da órbita calculada no Apêndice A.

Para evitar a realização do produto das matrizes para a posterior obtenção dos

autovalores de M, utilizaremos um procedimento conhecido como algoritmo de triangula-

rização [18]. Podemos reescrever a matriz J como o produto entre uma matriz triangular
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superior (T ) e uma ortogonal (Θ), de forma que J =ΘT na qual

J =

(
J11 J12

J21 J22

)
, (2.46)

Θ =

(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)
, (2.47)

T =

(
T11 T12

0 T22

)
, (2.48)

e também

J = ΘT, (2.49)

Θ−1J = Θ−1ΘT, (2.50)

T = Θ−1J. (2.51)

Como ΘΘ−1 = I, podemos escrever M = Jn−1...J3J2J1Θ0Θ−1
0 J0, o que nos leva a

M = Jn−1...J3J2J1Θ0T0, pois T0 =Θ−1
0 J0, ou ainda em notação matricial usando o fato que

para uma matriz ortogonal Θ−1 =Θ t

(
T11 T12

0 T22

)
=

(
cosθ0 sinθ0

−sinθ0 cosθ0

)(
J11 J12

J21 J22

)
, (2.52)

o que nos leva a

T11 = J11 cosθ0 + J21 sinθ0, (2.53)

T12 = J11 cosθ0 + J12 sinθ0, (2.54)

0 = −J11 sinθ0 + J21 cosθ0, (2.55)

T22 = −J12 sinθ0 + J22 cosθ0. (2.56)

Da Eq. (2.55) encontramos

θ0 = arctan
[

J21

J11

]
, (2.57)

cosθ0 =
J11√

J2
11 + J2

21

, (2.58)

sinθ0 =
J21√

J2
11 + J2

21

. (2.59)
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Figura 2.9: Expoente de Lyapunov para o bilhar ovóide com e = 0, ε = 0,05 e p = 2. O valor
médio obtido foi < λ >= 0,32(2).

e substituindo nas Eqs. (2.53) e (2.56)

T11 =
J2

11 + J2
21√

J2
11 + J2

21

, (2.60)

T22 =
J11J22√
J2

11 + J2
21

− J12J21√
J2

11 + J2
21

. (2.61)

Também podemos definir J̃1 = J1Θ0, que corresponde em notação matricial a(
J̃11 J̃12

J̃21 J̃22

)
=

(
J11 J12

J21 J22

)(
cosθ0 −sinθ0

sinθ0 cosθ0

)
, (2.62)

ou ainda

J̃11 = J11 cosθ0 + J12 sinθ0, (2.63)

J̃12 = J12 cosθ0− J11 sinθ0, (2.64)

J̃21 = J21 cosθ0 + J22 sinθ0, (2.65)

J̃22 = J22 cosθ0− J21 sinθ0, (2.66)

de modo que M = Jn−1...J3J2Θ1Θ−1
1 J̃1T0. Agora, substituindo Θ−1

1 J̃1 = T1, obtemos M =

Jn−1...J3J2Θ1T1T0 e assim sucessivamente até que M = Θn−1Tn−1Tn−2...T2T1T0. Após essa
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transformação, o algoritmo para o cálculo do expoente de Lyapunov se reduz a encontrar

os elementos da diagonal principal das matrizes Ti. Definindo esses elementos como T i
11 e

T i
22, o expoente de Lyapunov pode ser calculado fazendo

λ j = lim
n→∞

(
1
n

n

∑
i=1

ln |T i
j j|
)
. (2.67)

Em sistemas conservativos, os expoentes de Lyapunov aparecem aos pares, com

sinal trocado e soma igual a zero [19].

A Fig. 2.9 mostra o expoente de Lyapunov formalmente definido na Eq. (2.67) em

função da iteração do mapa para o bilhar ovoide. Na figura, podemos ver claramente que

λ converge para valores suficientemente grandes de n. O expoente foi calculado para 5

condições iniciais diferentes pertencentes à região de caos do espaço de fases mantendo

e = 0, ε = 0,05 e p = 2 e uma média entre os valores assintóticos foi feita chegando em

< λ >= 0,32(2), confirmando a consistência do algoritmo.
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CAPÍTULO 3

BILHAR ELÍPTICO-OVOIDE COM

FRONTEIRA MÓVEL

Nesse caṕıtulo, introduziremos dependência temporal na fronteira do bilhar eĺıptico

ovoide com o intuito de ver quais implicações isso traz para a dinâmica da part́ıcula que

colide com a fronteira. Começaremos discutindo a conjectura LRA.

3.1 Conjectura LRA

A conjectura LRA foi proposta no ano de 2000 por Loskutov, Ryabov e Akinshin

[20]. Ela diz respeito ao fato de um bilhar bidimensional possuir ou não aceleração de

Fermi. É enunciada como:

“Dinâmica caótica em um bilhar com fronteira fixa é condição suficiente para ace-

leração de Fermi nesse sistema quando uma dependência temporal é introduzida na fron-

teira”.

Seguindo essa conjectura, se introduzirmos uma dependência temporal no bilhar

ovoide ou no eĺıptico-ovoide eles devem apresentar aceleração de Fermi. Também é im-

portante ressaltar que a conjectura não diz nada a respeito de quais sistemas não devem

apresentar aceleração de Fermi. É um erro então afirmar que o bilhar eĺıptico, por exem-

plo, não possui aceleração de Fermi [21], sendo que de fato ele apresenta, como já foi

mostrado anteriormente [22, 13].
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Baseado nessas ideias, Leonel e Bunimovich em 2010 [13] estenderam a conjectura

LRA, substituindo o fato da necessidade da existência de caos no espaço de fases do bilhar

com fronteiras estáticas pela existência de uma órbita heterocĺınica1.

3.2 Dedução das equações que descrevem o movi-

mento da part́ıcula

Existem pelo menos dois tipos posśıveis de dependência temporal a serem introduzi-

das nas fronteiras de um bilhar bi-dimensional. Uma delas é conhecida como dependência

do tipo breathing, por haver preservação da forma geométrica da fronteira, enquanto a

outra é conhecida como non-breathing, por não haver preservação na forma.

Nessa seção, introduziremos dependência temporal non-breathing na fronteira do

bilhar eĺıptico-ovoide de modo que agora ela assumirá a forma

R(θ , t) =
1− e2[1+acos(t)]2

1+ e[1+acos(t)]cos(qθ)
+ ε[1+bcos(t)]cos(pθ), (3.1)

na qual a é um parâmetro que controla a dimensão dessa dependência na parte eĺıptica

da fronteira e b na parte ovoide, enquanto t corresponde ao instante de tempo. A Fig. 3.1

mostra um exemplo da trajetória de uma part́ıcula que colide com a fronteira três vezes.

O raio da fronteira R desse bilhar jamais poderá ser negativo. Baseado nisso, fizemos

um cálculo simples para saber para quais valores dos parâmetros de controle (e, a, b e

ε) ela está definida. Para isso, como −1 < cos(x) < 1 consideramos que em um limite

extremo que faz com que R seja o menor posśıvel para cos(pθ) =−1 e para cos(t) = 1, o
que nos leva a

R ≥ 0 =
1− e2[1+a]2

1+ e[1+a]
− ε[1+b], (3.2)

ε ≤ 1− e2(1+a)2

[1+ e(1+a)](1+b)
. (3.3)

Com isso, escolhemos de antemão os valores de e, a e b e baseado neles encontramos

o maior valor aceitável para ε de forma que a fronteira seja sempre positiva, independente

de θ e t.

Uma das formas de descrever o movimento de uma part́ıcula confinada em um

bilhar com essas configurações é através de um mapeamento discreto quadri-dimensional

1Uma órbita heterocĺınica, também conhecida como conexão heterocĺınica, é um caminho no espaço
de fases que liga dois pontos fixos diferentes.
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Figura 3.1: Ilustração da trajetória de uma part́ıcula confinada em uma fronteira móvel (non-
breathing). Os parâmetros utilizados na simulação foram b = 0,7, ε = 0,3, e = 0 e p = 1.

(θn+1,αn+1,vn+1, tn+1) = T (θn,αn,vn, tn), no qual θn é a posição angular da part́ıcula na

enésima colisão, αn o ângulo que a reta tangente faz com a trajetória, vn a velocidade da

part́ıcula e tn o tempo da enésima colisão.

Em coordenadas polares, a posição da part́ıcula (xn,yn) no instante da primeira

colisão tn que ocorre em θn com velocidade vn e ângulo entre a reta tangente ao ponto de

colisão e a trajetória da part́ıcula αn é calculada da mesma maneira que no caso estático

ilustrado na Fig. 2.3, mas agora com dependência temporal, ou seja,

xn(θn, tn) = R(θn, tn)cos(θn), (3.4)

yn(θn, tn) = R(θn, tn)sin(θn), (3.5)

o que leva a um vetor posição do choque da forma

�r0 = xn(θn, tn)î+ yn(θn, tn)ĵ = [R(θn, tn)cos(θn)]î+[R(θn, tn)sin(θn)]ĵ. (3.6)

Baseado nas Eqs. (3.4) e (3.5) podemos escrever o vetor posição da part́ıcula ao

longo do tempo, que será

�rn(t) = [xn(θn, tn)+ r(t)cos(αn +φn)]î+[yn(θn, tn)+ r(t)sin(αn +φn)]ĵ, (3.7)

em que r(t) é a equação da trajetória da part́ıcula medida a partir de uma colisão anterior

que depende do tipo de movimento, t é o tempo medido a partir da colisão anterior e φn o

ângulo formado entre a reta tangente à fronteira no instante da colisão e o eixo x positivo
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(ver Fig. 2.3) dado por

φn = arctan

[ dy(θn,tn)
dθn

dx(θn,tn)
dθn

]
, (3.8)

e as derivadas em relação a θn assumem as formas

dx(θn, tn)
dθn

=
dR(θn, tn)

dθn
cosθn−R(θn, tn)sinθn, (3.9)

dy(θn, tn)
dθn

=
dR(θn, tn)

dθn
sinθn +R(θn, tn)cosθn, (3.10)

dR(θn, tn)
dθn

=
eq (acos(tn)+1)

(
1− e2 (acos(tn)+1)2

)
sin(qθn)

(e (acos(tn)+1) cos(qθn)+1)2 (3.11)

− ε p (bcos(tn)+1) sin(pθn) .

A inclinação da trajetória que a part́ıcula descreve em relação ao eixo x positivo é

tan(αn +φn) e faz com que o vetor velocidade da part́ıcula seja

�vn(t) = |�vn(t)|[cos(αn +φn)î+ sin(αn +φn)ĵ], (3.12)

em que |�vn(t)| é o módulo do vetor velocidade que, assim como r(t), depende do tipo de

movimento. Se a part́ıcula for livre, a velocidade será constante durante o vôo |�vn(t)|= vn

e r(t) = vnt. Caso exista alguma força agindo sobre ela, tanto velocidade quanto posição

devem ser obtidos pela solução da segunda lei de Newton.

Sabendo as equações que regem o movimento da part́ıcula e da parede podemos

obter o ângulo θn+1 em que ocorrerá a colisão resolvendo numericamente a equação

|�rn(θn+1, tn+1)|= R(θn+1, tn+1), (3.13)

na qual tn+1 é o tempo que leva para a part́ıcula cruzar o limite da fronteira.

Agora, devemos aplicar as regras de reflexão. Para isso, definiremos os versores

tangencial (T̂n+1) e normal (N̂n+1 = dT̂n+1
dφn+1

) à fronteira móvel no instante de sua colisão

com a part́ıcula medidos na colisão n+1, que podem ser calculados como

T̂n+1 = cos(φn+1)î+ sin(φn+1)ĵ, (3.14)

N̂n+1 = −sin(φn+1)î+ cos(φn+1)ĵ. (3.15)

Isso faz com que a projeção do vetor velocidade da part́ıcula na direção tangencial

e normal imediatamente antes da colisão sejam

�vn.T̂n+1 = |�vn|[cos(αn +φn)cosφn+1 + sin(φn +αn)sinφn+1], (3.16)

�vn.N̂n+1 = |�vn|[sin(αn +φn)cosφn+1− cos(φn +αn)sinφn+1]. (3.17)
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Figura 3.2: Ilustração da mudança de um referencial fixo para um referencial móvel em que �rn

é o vetor posição da part́ıcula no referencial fixo, �r′n o vetor posição da part́ıcula no referencial
móvel e �R o vetor posição do referencial móvel medido no fixo.

A reflexão é considerada especular e a energia e o momento se conservam no instante

da colisão no referencial da parede móvel. A Fig. 3.2 ilustra a relação entre os referenciais

utilizados, na qual �rn é o vetor posição da part́ıcula no referencial fixo, �r′n sua posição

no referencial móvel da fronteira oscilante e R a posição da fronteira oscilante medida no

referencial fixo. Ainda analisando a Fig. 3.2 conclúımos por soma vetorial que�rn = �R+�r′n
e derivando em relação ao tempo temos

�vn =
d�R
dt

+
d�r′

dt
, (3.18)

�v′n = �vn−�V . (3.19)

Aqui �v′n = d�r′
dt é a velocidade da part́ıcula no referencial da fronteira móvel e

�V =
d�R
dt

, (3.20)

=
dR
dt

[cosθn+1 î+ sinθn+1 ĵ], (3.21)

a velocidade da fronteira medida em um referencial fixo.

Nesse trabalho, consideraremos a massa da fronteira muito maior que a massa da

part́ıcula de forma que a fronteira não sinta a colisão e fazendo com que exista apenas

uma inversão do sentido da velocidade da part́ıcula, ou seja, a componente tangencial
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permanece a mesma depois do choque e a componente normal muda de sinal. Assim

temos

−→v ′n+1.T̂n+1 = −→v ′n.T̂n+1, (3.22)

−→v ′n+1.N̂n+1 = −−→v ′n.N̂n+1. (3.23)

em que −→v ′n+1 e −→v ′n são os vetores velocidade da part́ıcula nas colisões (n+1) e n respec-

tivamente, no referencial da parede móvel.

A componente tangencial da velocidade da part́ıcula por permanecer constante con-

tinua sendo dada pela Eq. 3.16.

Já a componente normal da velocidade da part́ıcula inverte o sinal no instante da

colisão, ou seja, �v′n+1 =−�v′n =�V −�vn. Feito isso, podemos retornar para o referencial fixo

utilizando a Eq. (3.18) de modo que �vn+1 =�V +�v′n+1 = 2�V −�vn, o que nos leva a

−→v n+1.N̂n+1 = [2
−→
V (tn+1)−−→v n].N̂n+1, (3.24)

= 2
−→
V (tn+1).N̂n+1−−→v n.N̂n+1, (3.25)

= 2
dR

dtn+1
[−cosθn+1 sinφn+1 + sinθn+1 cosφn+1] (3.26)

− |�vn|[−cos(φn +αn)sinφn+1 + sin(φn +αn)cosφn+1]. (3.27)

Para finalizar a construção do mapa, a velocidade vn+1 com que a part́ıcula é ejetada

após a colisão será

|−→v n+1|=
√

[−→v n+1.T̂n+1]2 +[−→v n+1.N̂n+1]2, (3.28)

enquanto que o ângulo entre a reta tangente ao ponto de colisão e a trajetória da part́ıcula

αn+1 será

αn+1 = arctan
(−→v n+1.N̂n+1−→v n+1.T̂n+1

)
. (3.29)

3.3 Resultados numéricos

3.3.1 Bilhar circular

Com a dedução do mapeamento para o modelo mais geral feita, vamos iniciar a

particularização começando com o bilhar circular.

Diferentemente dos bilhares de fronteira estática deduzidos no Caṕıtulo 2 que eram

descritos por mapas bi-dimensionais, os de fronteira móvel são descritos por mapas quadri-

dimensionais. Isso significa que um espaço de fases para sistemas desse tipo possui quatro
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(a) Projeção do espaço de fases para o bilhar
circular nas variáveis α e θ . Os parâmetros de
controle utilizados foram e = ε = 0.

(b) Velocidade média v̄ de uma part́ıcula confinada
em um bilhar circular.

Figura 3.3: Gráficos mostram que a introdução desse tipo de dependência temporal na fron-
teira não afeta a dinâmica do bilhar circular por ser eliminada ao fazermos e = ε = 0. Foram
consideradas 81 part́ıculas que colidiram 105 vezes com a fronteira.

dimensões, o que torna imposśıvel sua confecção. Por outro lado, embora não mostre

o comportamento global, podemos fazer projeções desse espaço de fases e a partir dele

retirar algumas propriedades do sistema. A Fig. 3.3(a) mostra uma projeção do espaço

de fases do bilhar circular obtido tomando e = ε = 0 na Eq. (3.1) e evoluindo 81 condições

iniciais para colidir 105 vezes com a fronteira.

Nesse caso, a projeção corresponde ao espaço de fases desse bilhar para o caso

estático apresentado na Fig. 2.4 já que ao fazer e = ε = 0 na Eq. (3.1) eliminamos

a dependência temporal. Uma outra evidência, pode ser vista na Fig. 3.3(b) na qual

foi calculada a velocidade média da part́ıcula v̄ (que permanece constante) ao longo das

colisões n.

3.3.2 Bilhar eĺıptico

O bilhar eĺıptico, como antecipado na Seção 3.1, é exemplo de um bilhar que não

possui caos em sua dinâmica com fronteiras fixas (como visto na Fig. 2.5) mas que

apresenta aceleração de Fermi quando uma dependência temporal é introduzida [22], como

mostra a Fig. 3.4 em que um crescimento tendencioso da velocidade da part́ıcula v é

observado ao longo da iteração n.

O motivo que faz com que apareça a aceleração de Fermi, como explicado na li-

teratura [22], está relacionado à existência de uma curva separatriz. Ao se introduzir

dependência temporal na fronteira a curva separatriz se transforma em uma estrutura co-

nhecida como stochastic layer. Com isso, órbitas que antes da introdução da dependência



CAPÍTULO 3 - BILHAR ELÍPTICO-OVOIDE COM FRONTEIRA MÓVEL 43

Figura 3.4: Velocidade média v̄ de um conjunto de 100 part́ıculas com diferentes condições
iniciais como função do número da iteração n. As condições iniciais foram obtidas a partir
de uma grade 10× 10 igualmente espaçada no intervalo dos posśıveis valores de θ e α. Os
parâmetros utilizados foram a = 0,1, ε = 0, e = 0,6 e q = 1. Um ajuste por lei de potência na
figura forneceu um expoente 0,2164(3).

temporal pertenciam à região librator agora podem migrar para a região rotator e vice-

versa. Essa mudança de regiões produz flutuações no observável f definido anteriormente

no Cap. 2 o que leva à difusão na velocidade produzindo assim a condição necessária para

se observar aceleração de Fermi.

A Fig. 3.5 mostra uma projeção do espaço de fases nas variáveis α e θ para o

bilhar eĺıptico dependente do tempo em que é posśıvel observar o surgimento de caos nas

proximidades da órbita separatriz conforme aumentamos a magnitude da perturbação a.

Na verdade, para que ocorra crescimento na velocidade da part́ıcula, acredita-se

que sua trajetória deve cruzar a stochastic layer [22]. Para fundamentar essa afirmação,

mostramos na Fig. 3.6 uma comparação entre a velocidade da part́ıcula v, o produto entre

o momento angular calculado em relação aos dois focos da elipse f definido na Eq. (2.36)

e o “sentido de rotação” da part́ıcula medido pela grandeza
−→
l , definida como

−→
l =

−→
L

|−→L |
=

m

|−→L |
−→rn ×−→vn ,

=
m|−→vn |R(θn, tn)[cos(θn)sin(αn +φn)− sin(θn)cos(αn +φn)]

|−→L |
k̂. (3.30)
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(a) a = 1.0×10−7

(b) a = 1.0×10−6

(c) a = 1.0×10−5

Figura 3.5: Projeção do espaço de fases do bilhar eĺıptico nas variáveis α e θ . A destruição
da curva separatriz e o surgimento de uma stochastic layer podem ser observados conforme
aumentamos o valor de a. Os outros parâmetros de controle foram mantidos constante e = 0,6,
ε = 0 e q = 1.
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Figura 3.6: (a) Evolução do observável f em função do número de colisões n. (b) Evolução
da velocidade em função do número de colisões n para uma única part́ıcula com vn = 0,01.
(c) Evolução do observável l em função do número de colisões. Os parâmetros utilizados para
construção dessas figuras foram a = 0,1, e = 0,6, ε = 0 e q = 1.

Aqui
−→
L é o momento angular medido em um eixo perpendicular ao plano formado

pela fronteira do bilhar que passa por sua origem e −→r n e
−→v n são respectivamente a posição

e velocidade da part́ıcula em cada colisão, definidos pelas Eqs. (3.7) e (3.12).

É importante destacar que m, |−→vn | e R(θn, tn) serão sempre positivos, o que nos leva a

concluir que o sinal de l depende apenas do restante da expressão. Como ela está dividida

pelo seu próprio módulo, o resultado será l = 1 se a part́ıcula estiver “girando”no sentido

anti-horário e l =−1 no sentido horário.

Observando a Fig. 3.6 podemos concluir que a maior parte dos saltos de veloci-

dade que a part́ıcula realiza estão relacionados com um cruzamento pelo valor de f = 0,
correspondendo então a uma visita à região da stochastic layer.

3.3.3 Bilhar ovoide

O bilhar ovoide é um dos bilhares que possui caos em sua dinâmica com fronteira

fixa e seguindo a conjectura LRA, é esperado que apresente aceleração de Fermi ao intro-

duzirmos dependência temporal em sua fronteira.

Como uma maneira de confirmar a conjectura, apresentamos na Fig. 3.7 um gráfico
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Figura 3.7: Velocidade média em função de n para o bilhar ovóide considerando 400 condições
iniciais dadas em uma grade 20×20 igualmente espaçada no intervalo dos posśıveis valores de
θ e α. A velocidade inicial foi mantida vn = 10 e os parâmetros de controle utilizados foram
b = 0,1, ε = 0,21, e = 0 e p = 2.

da velocidade média v̄ como função do número de colisões n utilizando um ensemble de

1600 condições iniciais diferentes e percebemos uma tendência de crescimento da veloci-

dade ainda maior comparada ao bilhar eĺıptico. Os parâmetros de controle utilizados na

simulação foram b = 0,1, ε = 0,21, e = 0 e p = 2.

Recentemente foi mostrado por hipóteses de escala que o comportamento da velo-

cidade média desse bilhar independe da escala que observamos [14].

3.3.4 Bilhar eĺıptico-ovoide

Assim como o bilhar ovoide, o eĺıptico-ovoide também deve apresentar aceleração

de Fermi segundo a conjectura LRA.

Novamente, como uma maneira de confirmar a conjectura, apresentamos um gráfico

da velocidade média v̄ como função do número de colisões n onde é posśıvel perceber uma

tendência de crescimento em lei de potência, com um expoente entre o encontrado para

o bilhar eĺıptico e ovoide. Seria como se o comportamento desse modelo fosse uma média

do comportamento dos outros dois.
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Figura 3.8: Velocidade média em função do número de colisões n da part́ıcula com a fronteira
para o bilhar eĺıptico-ovoide a partir de uma grade de 10× 10 condições iniciais igualmente
espaçadas no intervalo dos posśıveis valores de θ e α. A velocidade inicial foi mantida constante
vn = 0,01 e os parâmetros de controle utilizados foram a = b = 0,1, ε = 0,6, e = 0,2 e p = q = 1.
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CAPÍTULO 4

INTRODUZINDO DISSIPAÇÃO POR

ARRASTO VISCOSO

Até então, ignoramos todos os posśıveis atritos e forças que pudessem vir a retardar

o movimento da part́ıcula no interior do bilhar. Porém, sabemos que em todos os sistemas

reais, por mais perfeitos que sejam, possuem algum tipo de atrito inerente que consome

parte de sua energia mecânica.

Com o propósito de investigar as consequências da introdução de dissipação em

nosso sistema, introduziremos um fluido (um gás) no interior da fronteira do bilhar que

não irá interagir com ela, mas interagirá com a part́ıcula, retirando parte de sua energia

durante o voo.

A introdução de dissipação em bilhares tanto unidimensionais quanto bidimensionais

continua sendo muito estudada [23, 24, 25, 26, 27, 28] devido a maior aproximação entre

o modelo e a realidade, além é claro, de acarretar grandes mudanças na dinâmica do

modelo.

A dissipação será introduzida através de uma força de arrasto viscoso na direção

contrária ao movimento da part́ıcula de módulo: (i)F ∝−v, (ii)F ∝−v2 e (iii) F ∝−vδ com

δ ∈ (1,2) e v = |�vn(t)| é o módulo da velocidade da part́ıcula. É importante ressaltar que o

método de obtenção das equações que descrevem o movimento da part́ıcula é o mesmo do

Caṕıtulo 3. Portanto, nesse caṕıtulo não repetiremos esse procedimento. Concentraremos
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Figura 4.1: Gráfico da distância percorrida r obtido na Eq. (4.5) em função do tempo t para
diferentes valores de η como ilustrado na própria figura.

em encontrar os termos afetados pela dissipação, ou seja, as expressões de r(t) e |�vn(t)|
necessárias nas Eqs. (3.7) e (3.12) respectivamente.

4.1 Dissipação através de uma força do tipo F ∝−v

Nessa seção consideraremos a força de dissipação dada por

F =−η ′v, (4.1)

na qual η ′ é uma constante de proporcionalidade que depende do fluido em que a part́ıcula

está imersa, conhecida como coeficiente de arrasto. Aplicando a segunda lei de Newton,

chegamos em
dv
dt

=−ηv, (4.2)

na qual η = η ′/m. Integrando, chegamos na expressão para o módulo do vetor velocidade

da part́ıcula

v(t) = vne−ηt , (4.3)

em que vn = |�vn(0)| é o módulo da velocidade da part́ıcula imediatamente após a colisão

com a fronteira e t é o tempo medido a partir de uma colisão.
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Figura 4.2: Gráfico da velocidade média ao longo das colisões para um ensemble de 100 part́ıculas
igualmente espaçadas no intervalo θ ∈ [0,2π) e α ∈ [0,π] em um bilhar ovoide com dependência
temporal e dissipação no voo. A velocidade inicial dada foi vn = 10 e os parâmetros de controle
utilizados na simulação foram η = 0,001, p = 3, a = b = 0,1 e = 0 e ε = 0,1. Um ajuste linear
foi feito na região do decaimento resultando em uma inclinação −0,0015273(7).

A partir da Eq. (4.3) podemos escrever o vetor velocidade da part́ıcula como

�vn(t) = vne−ηt [cos(αn +φn)î+ sin(αn +φn)ĵ]. (4.4)

Para obtermos a equação que descreve a distância percorrida r(t) devemos integrar

a Eq. (4.3), o que nos leva a

r(t) =
vn

η
[1− e−ηt ]. (4.5)

A Fig. 4.1 mostra um gráfico de r em função do tempo t para vários valores de η
conforme ilustrado na própria figura. É posśıvel concluir que quanto maior o valor de η ,

menor o alcance r da part́ıcula. Podemos concluir também que dependendo da velocidade

com que a part́ıcula sai de uma colisão e do coeficiente de arrasto, ela eventualmente

pode parar durante sua trajetória entre colisões já que quando t se torna suficientemente

grande, r(t)→ vn/η .

Substituindo a Eq. (4.5) na Eq. (3.7) chegamos ao vetor posição da part́ıcula dado

pela equação

�rn(t) = [xn(θn, tn)+
vn

η
[1− e−ηt ]cos(αn +φn)]î

+ [yn(θn, tn)+
vn

η
[1− e−ηt ]sin(αn +φn)]ĵ. (4.6)
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Figura 4.3: Slope de decaimento em função de η utilizando os mesmos parâmetros de controle
da Fig. 4.2 e mantendo a velocidade inicial vn = 10.

De posse das equações que descrevem a dinâmica do bilhar, podemos estudar as

consequências que a dissipação acarreta. A Fig. 4.2 mostra um gráfico da velocidade

média v̄ de um conjunto de part́ıculas em função do número de colisões n do mapa que

descreve esse movimento. É posśıvel observar um decaimento linear até que as part́ıculas

cheguem a uma velocidade v ≈ 0 e permaneçam até começarem a parar. Por volta da

colisão 25000 todas as part́ıculas param.

Já a Fig. 4.3 mostra um ajuste linear para várias inclinações (slope) obtidas como

a da Fig. 4.2 variando o parâmetro de controle η . O resultado do ajuste foi uma equação

de reta do tipo y	−1.471(4)η .

4.2 Dissipação através de uma força do tipo F ∝−v2

Agora trataremos um bilhar cuja part́ıcula está sujeita a uma força F ∝ −v2. Da

mesma maneira, eliminando a proporcionalidade encontramos

F(t) =−η ′v2. (4.7)

Aplicando a segunda lei de Newton e integrando chegamos na expressão da veloci-

dade da part́ıcula

v(t) =
vn

1+ηvnt
, (4.8)
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em que η = η ′/m. Podemos substituir essa expressão na Eq. (3.12) para obtermos o vetor

velocidade da part́ıcula

�vn(t) =
vn

1+ηvnt
[cos(αn +φn)î+ sin(αn +φn)ĵ]. (4.9)

Integrando novamente a Eq. (4.8), encontramos a equação da trajetória, que será

dada por

r(t) =
1
η

ln[1+ηvnt], (4.10)

que novamente pode ser substitúıda na Eq. (3.7), o que nos leva ao vetor posição que

descreve a trajetória da part́ıcula

�rn(t) = [xn(θn, tn)+
1
η

ln[1+ηvnt]cos(αn +φn)]î

+ [yn(θn, tn)+
1
η

ln[1+ηvnt]]sin(αn +φn)]ĵ. (4.11)

Novamente, temos todas as equações que descrevem a trajetória da part́ıcula e

podemos retirar algumas conclusões. Olhando para a Eq. (4.10) é fácil ver que conforme

o tempo t passa, diferentemente do caso anterior r(t) também cresce, o que faz com

que nesse caso a part́ıcula não pare durante sua viagem. Outro fato importante é que

diferentemente do caso apresentado na Seção 4.1 em que o decaimento na velocidade da

part́ıcula era linear, para esse tipo de dissipação o decaimento é exponencial, como mostra

a Fig. 4.4. Nenhuma das 81 part́ıculas lançadas parou seu movimento até a colisão 1×105.

A Fig. 4.5 (a) mostra três curvas para a velocidade média v̄ de um ensemble de 1600
part́ıculas não interagentes em função do número de colisões n com a fronteira. Baseado

nessa figura, podemos estabelecer algumas hipóteses de escala [29]:

1. Quando n 
 nx, em que nx é o número de colisões de crossover definido quando

ocorre uma mudança de regime de crescimento em lei de potência para saturação

linear, a velocidade média v̄ cresce de acordo com

v̄(n,η) ∝ nβ , (4.12)

em que β é um expoente cŕıtico de crescimento.

2. A medida que o número de colisões com a fronteira n aumenta, n� nx, a velocidade

média se aproxima da saturação de acordo com

v̄sat(η) ∝ ηγ , (4.13)

na qual γ é um expoente cŕıtico de saturação.
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Figura 4.4: (a) Velocidade média v̄ em função de n para um ensemble de 81 part́ıculas. Pudemos
observar que o decaimento da velocidade é exponencial para esse tipo de dissipação através de
um ajuste que resultou expoente −0,000308365(4). Os parâmetros de controle utilizados foram
b = 0,1, p = 3, e = 0, ε = 0,1, vn = 10 e η = 2×10−4.

3. O número de colisões de crossover que marca a mudança de comportamento é

descrito como

nx ∝ ηz, (4.14)

e z faz o papel de um expoente dinâmico de crossover.

Após considerar essas três suposições iniciais podemos descrever a velocidade média

em termos de uma função de escala do tipo

v̄(n,η) = �v̄(�cn, �dη), (4.15)

na qual � é um fator de escala, c e d são expoentes de escala. Um aspecto importante que

deve ser observado é que os fatores de escala c e d devem estar relacionados aos expoentes

caracteŕısticos γ,β e z. Escolhendo �cn = 1, chegamos em �= n−1/c e podemos reescrever

a Eq. (4.15) como

v̄(n,η) = n−1/cv̄1(n−d/cη), (4.16)

em que v̄1(n−d/cη) = v̄(1,n−d/cη) é assumido ser constante para n� nx. Considerando as

Eqs. (4.12) e (4.16), obtemos β =−1/c.

Se escolhermos �dη = 1, temos �= η−1/d e a Eq. (4.15) se torna

v̄(n,η) = η−1/dv̄2(η−c/dn), (4.17)
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Figura 4.5: (a) Velocidade média em função de n para um ensemble de 1600 part́ıculas com
velocidade inicial vn = 10−2. (b) e (c) são os expoentes cŕıticos obtidos a partir de ajustes por lei
de potência. (d) Gráfico de todas as curvas se sobrepondo em uma única universal, validando
as hipóteses de escala. Os parâmetros utilizados para construção das figuras foram vn = 0,01,
b = 0,1, e = 0, p = 3 e ε = 0,1.

na qual a função v̄2 é definida como v̄2(η−c/dn) = v̄(η−c/dn,1) que também será assumida

constante para n� nx. Comparando as Eqs. (4.13) e (4.17) temos que γ =−1/d. A partir

dos dois valores de �, encontramos o expoente dinâmico z que será

z =
γ
β
. (4.18)

Todos os expoentes de escalas são determinados se os expoentes γ e β forem obtidos

numericamente. O expoente de crescimento β é obtido através de uma média extráıda

por ajuste em lei de potência na curva da velocidade média [Fig. 4.5(a)], na região em

que n
 nx. Em nosso caso, o valor médio obtido foi β = 0,43(1). Na Fig. 4.5 mostramos

também o comportamento de (b) v̄sat versus η e (c) nx versus η . A partir de um ajuste em

lei de potência aplicado na Fig. 4.5(b) e 4.5(c) encontramos γ =−0,48(1) e z =−1,05(3).
Outro modo de se obter o valor do expoente z é considerando a Eq. (4.18) e o valor de γ e

β . Isso nos leva a z =−1,12(5), que está razoavelmente em bom acordo com o resultado

anaĺıtico.

Dados os valores dos expoentes de escala γ , β e z podemos verificar nossas hipóteses.

Uma verificação final da validade de nossos argumentos de escala pode ser vista na Fig.
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(a) δ = 1,3. (b) δ = 1,8.

Figura 4.6: Velocidade média em função do número de colisões n para um ensemble de 144
part́ıculas sujeitas a dissipação durante o voo do tipo F ∝−vδ para dois valores de δ ilustrados
na figura. Pudemos observar que o decaimento da velocidade é quadrático para esse tipo de
dissipação através de um ajuste. Os parâmetros de controle utilizados foram b = 0,1, p = 3,
e = 0, ε = 0,1, vn = 10 e η = 2×10−4.

4.5 (d), na qual três diferentes curvas da velocidade média se sobrepuseram em uma única

curva universal.

4.3 Dissipação através de uma força do tipo F ∝−vδ

Por último trataremos um bilhar cuja part́ıcula está sujeita a uma força F ∝ −vδ ,

com δ ∈ (1,2). De maneira análoga, podemos eliminar a proporcionalidade fazendo

F(t) =−η ′vδ . (4.19)

Dessa vez, aplicando a segunda lei de Newton e integrando chegamos na expressão

v(t) =
[
v1−δ

n −ηt(1−δ )
] 1

1−δ
, (4.20)

que pode ser substitúıda na Eq. (3.12) para obtermos o vetor velocidade da part́ıcula,

que será

�vn(t) =
[
v1−δ

n −ηt(1−δ )
] 1

1−δ
[
cos(αn +φn)î+ sin(αn +φn)ĵ

]
. (4.21)

Integrando novamente em relação ao tempo a Eq. (4.20), encontramos a equação

da distância percorrida pela part́ıcula como

r(t) =
v2−δ

n
η(2−δ )

− [v1−δ
n −ηt(1−δ )]

2−δ
1−δ

η(2−δ )
, (4.22)

que pode ser substitúıda na Eq. (3.7), o que nos leva ao vetor posição que descreve a
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Figura 4.7: Probabilidade de sobrevivência P das part́ıculas em função do parâmetro δ para
uma força de dissipação do tipo F ∝ −vδ . Os parâmetros de controle utilizados foram p = 3,
ε = 0,1, b = 10−3 e vn = 10.

trajetória da part́ıcula

�rn(t) =

[
xn(θn, tn)+

[
v2−δ

n
η(2−δ )

− [v1−δ
n −ηt(1−δ )]

2−δ
1−δ

η(2−δ )

]
cos(αn +φn)

]
î

+

[
yn(θn, tn)+

[
v2−δ

n
η(2−δ )

− [v1−δ
n −ηt(1−δ )]

2−δ
1−δ

η(2−δ )

]
sin(αn +φn)

]
ĵ. (4.23)

Novamente, depois de encontrar todas as equações que descrevem a dinâmica do

bilhar podemos estudar as consequências que uma dissipação desse tipo acarreta. A

Fig. 4.6 mostra o decaimento da velocidade média v̄ tomada sobre um conjunto de

144 part́ıculas não interagentes. Na Fig. 4.6(a) foi utilizado δ = 1,3 e observamos

que o decaimento da velocidade segue uma função quadrática de equação v̄ = 10,003−
0,00061835n+ 6,3969× 10−9n2. Além disso, para esse valor de δ todas as part́ıculas

pararam até por volta da colisão 50000. Na Fig. 4.6(b) foi utilizado δ = 1,8 e o decai-

mento encontrado também segue uma função quadrática, só que dessa vez de equação

v̄ = 9,8854−0,0017711n+9,2337×10−8n2. Para esse caso, nenhuma part́ıcula parou até

a colisão considerada (105).

Pensando nisso, a Fig. 4.7 mostra um gráfico da probabilidade de sobrevivência
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Figura 4.8: (a) Evolução do observável f em função do número de colisões n. (b) Evolução
da velocidade em função do número de colisões n para uma única part́ıcula com velocidade
inicial vn = 10−2. (c) Evolução do observável l em função do número de colisões. Os parâmetros
utilizados para construção dessas figuras foram a = b = 0,1, e = 0,6, ε = 0, η = 1×10−4 e q = 1.

P das part́ıculas em função do parâmetro δ obtida através de uma porcentagem entre

quantas part́ıculas pararam e quantas não pararam seu movimento conforme variamos o

valor de δ . Dessa forma, P = 1 significa que todas as part́ıculas pararam, P = 0 nenhuma

parou e um valor intermediário a porcentagem de quantas pararam. A partir desse gráfico

é posśıvel concluir que ocorre uma transição entre interrupção (morte da dinâmica) e não-

interrupção do movimento da part́ıcula para δ ≈ 1,48.

Para o caso dissipativo também podemos fazer uma análise do observável f definido

co Caṕıtulo 2 e do módulo do versor momento angular l definido do Caṕıtulo 3. Isso foi

feito na Fig. 4.8 na qual é posśıvel ver que o crescimento da velocidade da part́ıcula v está

relacionado com o cruzamento por f = 0 o que significa uma visita à região da stochastic

layer. Para n≈ 2×106 a velocidade estabiliza e nenhum cruzamento por f = 0 é observado

depois disso levando portanto a uma supressão da aceleração de Fermi.
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CAPÍTULO 5

CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Nesse trabalho, investigamos o fenômeno conhecido na literatura como aceleração

de Fermi aplicado em um bilhar bidimensional.

Mostramos quais configurações levam o bilhar eĺıptico-ovoide a possuir aceleração

de Fermi. De ińıcio, fizemos isso utilizando a conjectura LRA e explicamos a aceleração

no bilhar ovoide e no eĺıptico-ovoide. Para o bilhar eĺıptico, a conjectura LRA não se

aplica. Foi então que apresentamos sua extensão, proposta por Leonel[13], na qual o

bilhar eĺıptico se enquadra. Estabelecemos também relações entre a aceleração de Fermi e

alguns observáveis da dinâmica ( f , l) para esse bilhar. Conclúımos que a grandeza f , que

representa o produto entre o momento angular calculado com relação aos dois focos da

elipse, troca de sinal durante os instantes em que a velocidade da part́ıcula mais cresce.

Isso indica que durante o fenômeno de aceleração, a part́ıcula cruza com maior frequência

a região conhecida como stochastic layer definida na Fig. 3.5. Por outro lado, o módulo

do versor momento angular da part́ıcula (l) não se mostrou eficiente para estabelecermos

qualquer tipo de relação entre ele e a aceleração de Fermi.

Mostramos também que o expoente de crescimento de velocidade para os bilhares

que possuem aceleração de Fermi é diferente, sendo maior para o bilhar ovoide, interme-

diária para o eĺıptico-ovoide e menor para eĺıptico. Como o bilhar ovoide possui o maior

expoente de crescimento e o eĺıptico o menor, acreditamos que o bilhar eĺıptico-ovoide

também age como um h́ıbrido no sentido de influenciar um expoente intermediário.

Quando a dissipação foi introduzida, para o caso (i) em que F ∝−v observamos um
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decaimento linear na velocidade da part́ıcula além da possibilidade da part́ıcula eventual-

mente parar. Já para o caso (ii) em que F ∝−v2, o decaimento é exponencial e a part́ıcula

não para. Parece paradoxal pensarmos que no caso (ii) a part́ıcula para e no caso (i) não

já que a dissipação em (ii) é “maior”. Porém, a dissipação só é maior em (ii) quando o

módulo da velocidade da part́ıcula |�vn| > 1. Quando |�vn| < 1 o caso (i) apresenta uma

maior dissipação comparado ao caso (ii).

No caso (iii) em que F ∝ −vδ com δ ∈ (1,2) encontramos que o decaimento da

velocidade da part́ıcula obedece uma função quadrática. Quanto ao fato da part́ıcula

parar ou não, depende do valor de δ adotado. Para valores menores que δ ≈ 1,48 as

part́ıculas podem parar, enquanto que para valores maiores não. Para valores próximos

de δ ≈ 1,48 uma fração das part́ıculas para e outra não.

Para todos os tipos de dissipação introduzidos, observamos supressão da aceleração

de Fermi. Isso mostra que a acaleração de Fermi não é um fenômeno estruturalmente

estável (robusto).

Propusemos também hipóteses de escala para o caso (ii) na transição de fase que

ocorre entre ganho ilimitado e limitado de energia para parâmetros de controle η pe-

quenos. Encontramos os expoentes de escala e comprovamos nossas hipóteses com um

perfeito colapso de várias curvas da velocidade média da part́ıcula em uma única univer-

sal, mostrando que o sistema é invariante de escala.

Como perspectiva para esse projeto, uma explicação para a aceleração de Fermi

usando a expressão do mapa que descreve a velocidade da part́ıcula pode ser investigada.

O que daria mais suporte a explicação apresentada.
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APÊNDICE A -- Cálculo da matriz

jacobiana

A matriz jacobiana para o mapa da Eq. (2.35) é definida como

J =

( ∂θn+1
∂θn

∂θn+1
∂αn

∂αn+1
∂θn

∂αn+1
∂αn

)
, (A.1)

e os coeficientes da matriz obtidos a partir da derivada das equações do mapa são

∂θn+1

∂θn
=

[1+ tan2(αn +φn)
∂φn
∂θn

]ψ + y′(θn)− tan(αn +φn)x′(θn)

γ
, (A.2)

∂θn+1

∂αn
= − [1+ tan2(αn +φn)]ψ

γ
, (A.3)

∂αn+1

∂θn
=

∂φn+1

∂θn+1

∂θn+1

∂θn
− ∂φn

θn
, (A.4)

∂αn+1

∂αn
=

∂φn+1

∂θn+1

∂θn+1

∂αn
−1. (A.5)

Foram definidos alguns termos auxiliares para simplificar as expressões. Há também

termos dependentes de outras derivadas. Suas expressões são

ψ = R(θn+1)cos(θn+1)− x(θn), (A.6)

γ = R(θn+1)[cos(θn+1)+ sin(θn+1) tan(αn +φn)] (A.7)

+
∂R(θn+1)

∂θn+1
[sin(θn+1)− cos(θn+1) tan(αn +φn)], (A.8)

∂φ
∂θ

=
x′(θ)y′(θ)− y′(θ)x′(θ)

[1+( y′(θ)
x′(θ)

2
)]x′(θ)2

. (A.9)

A partir do conhecimento da matriz jacobiana J, podemos calcular seu determinante

det(J) =− y′(θn)− x′(θn) tan(φn +αn)

y′(θn+1)− x′(θn+1) tan(φn +αn)
. (A.10)



61
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