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supersimétrico e método variacional n(EV )  e os parâmetros 

minimizados para D = 2. 
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Tabela V.11:  Autovalores obtidos através do formalismo 

supersimétrico e método variacional n(EV )  e os parâmetros 

minimizados para D = 5. 
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Tabela V.12:  Autovalores obtidos através do formalismo 

supersimétrico e método variacional n(EV )  e os parâmetros 

minimizados para D = 10. 
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RESUMO 

 

Neste trabalho a equação de Schrödinger associada a equação 

de Fokker-Planck é estudada através do formalismo de supersimetria. O 

procedimento usado é buscar a função de onda através da determinação 

do superpotencial. Quando esta função não pode ser determinada 

exatamente, procuram-se soluções aproximadas que podem ser usadas no 

método variacional. Através do formalismo supersimétrico é possível 

construir uma hierarquia de Hamiltonianos efetivos, e deste modo 

determinar as autofunções aproximadas e os autovalores variacionais. A 

equação de Fokker-Planck é analisada envolvendo dois potenciais 

biestáveis unidimensionais, um simétrico e outro assimétrico. Os 

resultados obtidos são comparados com aqueles encontrados por outros 

métodos. Finalmente, um potencial com características adequadas para o 

estudo do enovelamento de proteína é analisado. As funções de onda e os 

autovalores de energia obtidos variacionalmente são utilizados para o 

cálculo da probabilidade de transição. Algumas quantidades dinâmicas do 

processo são descritas. 
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ABSTRACT 

 

In this work the Schrödinger and Fokker-Planck equation are 

studied through the supersymmetric formalism. The method introduced 

here is based on an ansatz for the superpotential and it gives the 

analytical wave function. When this function cannot be determined exactly 

the formalism supplies a trial function to be used in the variational 

method. Using the supersymmetric formalism it is possible to build an 

effective hierarchy of Hamiltonians, then for a given potential, the 

approximated eigenfunctions and variational eigenvalues are determined. 

We analyze the Fokker-Planck equation with two one-dimensional bistable 

potential, symmetric and asymmetric. The results are compared with the 

values found by others methods. Finally, a potential with characteristics 

adapted for the study of the protein folding is analyzed. The wave 

functions and the eigenvalues of energy are used for the calculation of the 

transition probability. Some dynamic variables used in the description of 

the process are discussed. 
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I. INTRODUÇÃO 

 

A equação de Fokker-Planck possui uma ampla aplicação em 

muitos ramos da física, química e biologia. Em particular, processos que 

envolvem difusão, transferência de elétrons, transferência de prótons e 

enovelamento de proteína podem ser tratados através desta equação. Esta 

equação pode ser relacionada com a equação de Schrödinger através de 

mudanças apropriadas nas funções envolvidas (Tomé & Oliveira, 2001; 

Risken, 1989). Deste modo, o estudo da equação de Schrödinger 

resultante nos possibilita analisar as soluções da equação de Fokker-

Planck e obter informações sobre o sistema de interesse. Assim, métodos 

usados para a resolução da equação de Schrödinger podem ser úteis na 

resolução da equação de Fokker-Planck, por exemplo, método variacional 

(Bernstein & Brown, 1984) e diagonalização de estados dependentes (So & 

Liu, 2000), além da integração numérica da equação (Jun & Weaver, 

2002). 

Neste trabalho a equação de Schrödinger associada à equação 

de Fokker-Planck é estudada através do formalismo de supersimetria 

(Cooper et al., 2001; Borges & Drigo, 1999; Junker, 1996). O 

procedimento usado é buscar a função de onda através da determinação 

do superpotencial. Quando esta função não pode ser determinada 

exatamente, procuram-se soluções aproximadas que podem ser usadas no 

método variacional (Borges & Drigo, 2001; Drigo & Ricotta, 2000; Borges, 

1999; Drigo & Ricotta, 1995) para a obtenção dos autovalores para o 
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potencial de interesse. Através do formalismo supersimétrico é possível 

construir uma hierarquia de Hamiltonianos efetivos, e deste modo 

determinar variacionalmente os autovalores para os estados excitados. 

Por outro lado, um dos problemas mais envolventes da 

biofísica atual, o enovelamento de proteína (Onuchic et al., 1997), pode ser 

tratado usando a equação de Fokker-Planck. O formalismo desenvolvido 

permite encontrar uma solução aproximada, porém analítica, para um 

potencial típico usado neste estudo.  

No desenvolvimento do método proposto, inicialmente os 

autovalores da equação de Schrödinger são determinados para os quatro 

primeiros níveis do potencial ( ) 2 4V x x x= −γ +  (Keung et al., 1988) 

(Capítulo II). Neste caso são  comparados os resultados obtidos pelo 

formalismo supersimétrico e método variacional com resultados obtidos 

pela integração numérica. Os resultados atestam a eficiência do método 

nos cálculos envolvendo níveis excitados. 

Após estabelecer a relação entre as equações de Schrödinger e 

Fokker-Planck (Capítulo III) é analisada a equação de Fokker-Planck com 

um potencial biestável, simétrico e unidimensional (So & Liu, 2000). As 

autofunções obtidas através da supersimetria e os autovalores 

encontrados através do método variacional,  são utilizados para calcular a 

probabilidade de transição (Risken, 1989). Os resultados obtidos para os 

autovalores de energia e para o cálculo da probabilidade de transição para 

quatro valores de tempos diferentes, são comparados com os valores 

encontrados pelo método de diagonalização de estados dependentes (SDD) 
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(So & Liu, 2000). Os autovalores também foram comparados com 

autovalores obtidos diretamente por integração numérica (Capítulo IV). 

Continuando o desenvolvimento do formalismo, é estudado 

um potencial biestável, assimétrico e unidimensional. Novamente, as 

funções de onda e os autovalores encontrados são utilizados para calcular 

a probabilidade de transição (Capítulo V). Os resultados obtidos são 

comparados com aqueles encontrados pelo método de diagonalização de 

estados dependentes. 

Uma vez consolidado o formalismo, foi tratado um potencial 

com características adequadas para o estudo do enovelamento de 

proteína. Seguindo a abordagem desenvolvida, o potencial é utilizado na 

equação de Fokker-Planck e transformado em um potencial a ser utilizado 

na equação de Schrödinger. Soluções aproximadas desta equação são 

encontradas através da supersimetria e método variacional. As funções de 

onda e os autovalores de energia obtidos variacionalmente são utilizados 

para o cálculo da probabilidade de transição (Capítulo VI). É feito um 

estudo das soluções obtidas para vários valores do coeficiente de difusão 

enfocando a dinâmica do sistema.  



 

 

 

EQUAÇÃO DE  

SCHRÖDINGER E SUPERSIMETRIA 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Equação de Schrödinger e Supersimetria 

 -6- 

II. EQUAÇÃO DE SCHRÖDINGER E SUPERSIMETRIA 

 

2.1- Formalismo da Mecânica Quântica Supersimétrica 

  No formalismo usual da Mecânica Quântica Supersimétrica 

temos dois geradores Q e Q+ que obedecem à relação de anticomutação: 

{ } { } { }+
ssQ,Q H , Q,Q Q ,Q 0+ += = =               (2.1) 

onde 

  Q a e Q a− − + + += σ = σ                             (2.2) 

sendo a± operadores bosônicos e σ± operadores fermiônicos que podem ser 

escritos em termos das matrizes de Pauli (Cohen-Tannoudji et al., 1977) 

x y z
0 1 0 i 1 0

, e
1 0 i 0 0 1

−     
σ = σ = σ =     −     

, da seguinte maneira: 

  x y x y
0 0 0 11 1i e i
1 0 0 02 2

− +      σ = σ − σ = σ = σ + σ =         
.   (2.3) 

Uma vez que os operadores a± comutam com σ±, ({a+,σ+} =    

{a+,σ -} = {a-,σ -} = {a-,σ+} = 0) a anticomutação em (2.1) pode ser escrita: 

  { }Q,Q a a a a a a a a+ − − + + + + − − − + − + + − + −= σ σ + σ σ = σ σ + σ σ        (2.4) 

onde  

  
0 0 0 1 0 0

.
1 0 0 0 0 1

− +      
σ σ = =     

     
           (2.5) 

  
0 1 0 0 1 0

.
0 0 1 0 0 0

+ −      
σ σ = =     

     
           (2.6) 

Portanto: 
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{ }ss
a a 0H Q,Q

0 a a

+ −
+

− +

 
= =  

 
.           (2.7) 

Esse Hamiltoniano pode ser escrito em termos de dois 

Hamiltonianos H+  e H−  que são chamados companheiros supersimétricos, 

  ss
H 0

H
0 H
+

−

 
=  
 

.             (2.8) 

  Desta estrutura é possível construir novos Hamiltonianos com 

relações simples entre suas autofunções e autovalores. 

Através do formalismo de supersimetria em Mecânica 

Quântica (Cooper et al., 2001; Borges & Drigo, 1999) pode-se desenvolver 

um método para determinação dos autovalores de energia, onde a solução 

da equação de Schrödinger pode ser obtida estado por estado através da 

chamada hierarquia de Hamiltonianos. 

  O método em questão pode ser introduzido a partir de um 

dado Hamiltoniano 0H  da forma: 

= − +!2 2

0 02
dH V (x)

2m dx
.                            (2.9) 

Pode-se escrever este Hamiltoniano em termos dos operadores bosônicos, 

)x(w
dx
da 11 +=± ∓ ,                                            (2.10) 

onde 1w (x)  é chamado de superpotencial e para simplificar a notação, 

adotou-se 1m2 ==! . Assim, 1,H −  pode ser escrito da forma: 

2
(1) 2 (1)

1, 1 1 0 1 1 02
dH a a E w (x) w (x) E
dx

+ −
−

′= + = − + − + .              (2.11) 
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Portanto, o Hamiltoniano é escrito em termos dos operadores 

1a +  e 1a − , ou seja, o Hamiltoniano está fatorizado. O fator constante (1)
0E  

foi adicionado de forma a assegurar que o Hamiltoniano original tenha 

primeiro estado com autovalor zero. 

  Para que o Hamiltoniano fatorizado (2.11) seja igual ao 

Hamiltoniano original (2.9), a seguinte condição (equação de Riccati) tem 

que ser verdadeira: 

2 (1)
1 1 0 0w (x) w (x) E V (x)′− + = .                                   (2.12) 

  Desta equação observa-se que o valor de (1)
0E  será dado pelos 

termos que não dependerem de x. 

  O companheiro supersimétrico de 1,H −  é construído 

invertendo-se a ordem dos operadores bosônicos 

2
(1) 2 (1)

1, 1 1 0 1 1 02
dH a a E w (x) w (x) E
dx

− +
+

′= + = − + + + ,              (2.13) 

onde tem-se o seguinte potencial: 

2 (1)
1, 1 1 0V (x) w (x) w (x) E+

′= + + .                 (2.14) 

  Entretanto, se 2,H −  puder ser fatorizado outra vez em termos 

de novos operadores bosônicos da forma, 

2
(2) 2 (2)

2, 2 2 0 2 2 02
dH a a E w (x) w (x) E
dx

+ −
−

′= + = − + − +                (2.15) 

sendo, os operadores escritos como, 

)x(w
dx
da 22 +=± ∓                                     (2.16) 
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então 2w (x) deve satisfazer uma equação igual a (2.12) com um novo 

potencial dado por: 

2 (2)
2, 2 2 0V (x) w (x) w (x) E−

′= − +            (2.17) 

que deve ser igual a 1,V (x)+  a menos da constante aditiva. 

  Este processo pode ser repetido n vezes, desde que os 

Hamiltonianos sucessivos possam ser fatorizados, o que gera toda uma 

família de Hamiltonianos cujos membros estão relacionados pela 

supersimetria. Neste caso tem-se a seguinte forma geral: 

2
(n) 2 (n)

n, n n 0 n n 02
dH a a E w (x) w (x) E
dx

+ −
−

′= + = − + − + ,              (2.18) 

)x(w
dx
da nn +=± ∓ ,                                   (2.19) 

onde 

2 (n)
n, n n 0V (x) w (x) w (x) E−

′= − + .                 (2.20) 

Por outro lado, o superpotencial está ligado a autofunção do 

estado fundamental. Esta relação pode ser obtida aplicando o operador  

1a − , equação (2.10), na função de onda do estado fundamental: 

0)x(a )1(
01 =Ψ− .                   (2.21) 

Assim, 

∫∝Ψ
− dx).x(w)1(

0
1e)x( .                  (2.22) 
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Então, basta determinar o superpotencial 1w (x)  para chegar a 

função de onda para o estado fundamental. Pode-se achar também a 

função de onda para o primeiro estado excitado (1)
1 (x)Ψ  através do 

operador 1a +  aplicado em (2)
0 (x)Ψ  que neste caso é a função de onda no 

estado fundamental para o segundo Hamiltoniano. Esta relação pode ser 

estendida para todos os membros da hierarquia, desse modo, chega-se a 

uma forma geral para as autofunções aplicando sucessivas vezes os 

operadores (Drigo, 1997): 

(1) (n 1)
n 1 2 0(x) a a ... (x)+ + +Ψ = Ψ ,                 (2.23) 

x
(n)

0 n
0

(x) Nexp w (x)dx
 

Ψ = − 
 
∫ .                            (2.24) 

  A supersimetria permite encontrar a solução do problema 

original 0H  através das relações entre os estados fundamentais de cada 

membro da família. A igualdade neste caso deve ser entendida a menos da 

normalização. 

  Portanto, uma vez que autovalores e autofunções são 

conhecidos para um dos membros da hierarquia de Hamiltonianos é 

possível determiná-los para todos os Hamiltonianos através da super-

álgebra. Apenas os potenciais exatamente solúveis permitem a construção 

da superfamília completa. A Tabela 2.1 ilustra este resultado. 
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Tabela 2.1: 
Representação da 
hierarquia de 
Hamiltonianos e 
da relação entre 
as autofunções e 
autovalores de 
energia obtidos 
através da 
supersimetria. 
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Quando não for possível a determinação analítica exata do 

superpotencial pode-se procurar uma forma aproximada ef(w (x)) para ele 

(Drigo & Ricotta, 1995). Este tipo de abordagem permite encontrar funções 

analíticas, embora não exatas, para as autofunções do problema original 

∫=Ψ
− dx).x(w

ef
efe)x( ,           (2.25) 

 e também fornece os potenciais efetivos 

)x(w)x(w)x(V ef
2

efef
′−= ,          (2.26) 

que podem ser usados para a comparação gráfica com o potencial original, 

testando assim a forma escolhida para o superpotencial (Borges & Drigo, 

2001). Na Tabela 2.2 está o esquema para a construção da hierarquia de 

Hamiltonianos efetivos. 

As autofunções obtidas podem ser usadas no método 

variacional (Gasiorowicz, 1996) para a obtenção aproximada dos níveis de 

energia através da expressão: 

∫
∫

µ

µµ

Ψ

ΨΨ
=

)x(

dx)x(H)x(
E 2

}{

}{}{ .                                                    (2.27) 

As autofunções dependem de um certo número de parâmetros 

{ }µ , para calcular o valor de E é necessário fazer a minimização da 

expressão (2.27) em relação a estes parâmetros. Quanto mais próxima à 

função estiver do que seria a função de onda real para o problema, 

melhores são os resultados obtidos nos cálculos de energia.  
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Hn Super- 
potenciais 

Funções de  
Onda 

Potenciais 

0H    V0(x) 

1,H −  
3

1 1 1w (x) a x b x= +  1w (x).dx(1)
0 (x) e−∫Ψ =  2 (1)

1, 1 1 0V (x) w (x) w (x) E−
′= − +  

1,H +    2 (1)
1, 1 1 0V (x) w (x) w (x) E+

′= + +  

2,H −  
3

2 2 2w (x) a x b x= +  2w (x ).dx(2)
0 (x) e−∫Ψ =  2 (2)

2, 2 2 0V (x) w (x) w (x) E−
′= − +  

2,H +    2 (2)
2, 2 2 0V (x) w (x) w (x) E+

′= + +  

3,H −  
3

3 3 3w (x) a x b x= +  3w (x).dx(3)
0 (x) e−∫Ψ =  2 (3)

3, 3 3 0V (x) w (x) w (x) E−
′= − +  

3,H +    2 (3)
3, 3 3 0V (x) w (x) w (x) E+

′= + +  

4,H −  3
4 4 4w (x) a x b x= +  4w (x ).dx(4)

0 (x) e−∫Ψ =  2 (4)
4, 4 4 0V (x) w (x) w (x) E−

′= − +  

4,H +    2 (4)
4, 4 4 0V (x) w (x) w (x) E+

′= + +  

5,H −  3
5 5 5w (x) a x b x= +  5w (x).dx(5)

0 (x) e−∫Ψ =  2 (5)
5, 5 5 0V (x) w (x) w (x) E−

′= − +  

5,H +    2 (5)
5, 5 5 0V (x) w (x) w (x) E+

′= + +  

6,H −  
3

6 6 6w (x) a x b x= +  6w (x).dx(6)
0 (x) e−∫Ψ =  2 (6)

6, 6 6 0V (x) w (x) w (x) E−
′= − +  

6,H +    2 (6)
6, 6 6 0V (x) w (x) w (x) E+

′= + +  

7,H −  3
7 7 7w (x) a x b x= +  7w (x).dx(7)

0 (x) e−∫Ψ =  2 (7)
7, 7 7 0V (x) w (x) w (x) E−

′= − +  

7,H +    2 (7)
7, 7 7 0V (x) w (x) w (x) E+

′= + +  

8,H −  3
8 8 8w (x) a x b x= +  8w (x).dx(8)

0 (x) e−∫Ψ =  2 (8)
8, 8 8 0V (x) w (x) w (x) E−

′= − +  

8,H +    2 (8)
8, 8 8 0V (x) w (x) w (x) E+

′= + +  

9,H −  
3

9 9 9w (x) a x b x= +  9w (x).dx(9)
0 (x) e−∫Ψ =  2 (9)

9, 9 9 0V (x) w (x) w (x) E−
′= − +  

 
Tabela 2.2: Esquema para a construção da hierarquia de Hamiltonianos efetivos, 
com os superpotenciais sugeridos, as funções de onda e os potenciais. Os 
potenciais Vn,-(x) são os efetivos e os potenciais Vn,+(x) são seus companheiros 
supersimétricos. 
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2.2- Aplicação do Formalismo Supersimétrico ao Potencial 

2 4V(x) x x= −γ += −γ += −γ += −γ +  

Como aplicação do formalismo descrito anteriormente vamos 

analisar um potencial formado por dois poços simétricos (Keung et al., 

1988),  

= = −γ +2 4
0V(x) V (x) x x                   (2.28) 

este potencial possui a forma indicada abaixo. 

 

-1 -0.5 0 0.5 1
x

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

VHxL

 

 
Figura 2.1:  Gráfico para o potencial (2.28) com γ = 0,5 e x variando de – 1 a 1.            

 

Este potencial não possui solução exata para a função de 

onda e autovalor de energia. Deste modo, foi utilizado o formalismo 

supersimétrico para calcular as funções de onda a partir do 

superpotencial, e o método variacional para calcular os níveis de energia. 
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Escrevendo o Hamiltoniano 0H  para este potencial, obtém-se 

2
2 4

0 2
dH x x
dx

= − − γ + .                  (2.29) 

  Por outro lado, o Hamiltoniano fatorizado é dado por: 

2
2 (1)

1, 1 1 02
dH w (x) w (x) E
dx−

′= − + − + .        (2.30) 

  Para que (2.30) seja igual a (2.29) tem-se que satisfazer a 

seguinte condição: 

2 (1) 2 4
1 1 0w (x) w (x) E x x′− + = −γ + .        (2.31) 

Não é possível encontrar no caso geral a solução para esta 

equação, deste modo, é sugerido um superpotencial do tipo: 

3
1w (x) ax bx= + .                   (2.32) 

Este superpotencial gera o potencial efetivo: 

  
2 (1)

1, 1 1 0

2 2 4 2 6 (1)
0

V (x) w (x) w (x) E
(a 3b)x 2abx b x a E

−
′= − + =

= − + + − +
       (2.33) 

  Através da comparação entre os gráficos feitos para 0V (x)  e   

1,V (x)−  (Apêndice I), pode-se observar que ambos possuem a mesma forma, 

ou seja, o superpotencial escolhido é uma boa aproximação, e por isso 

espera-se que forneça uma função de onda próxima da exata. Da relação 

(2.22) tem-se: 

2 4
(1)

0
ax bx(x) exp
2 4

 
Ψ = − − 

 
.                         (2.34) 

Substituindo esta função de onda na expressão (2.27) obtém-

se o autovalor de energia )1(
0E . Neste caso, a minimização desta expressão 
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foi realizada em termos de dois parâmetros variacionais a e b (um exemplo 

para os cálculos de minimização está demonstrado no Apêndice I para      

γ = 0,5). 

  O cálculo do autovalor de energia para o primeiro estado 

excitado )1(
1E  deve ser realizado, para isso determina-se o companheiro 

supersimétrico de 1,H −  dado em (2.30), 

2
2 (1)

1, 1 1 02
dH w (x) w (x) E
dx+

′= − + + + ,                (2.35) 

escreve-se também 2,H −  em termos de novos operadores 

2
2 (2)

2, 2 2 02
dH w (x) w (x) E
dx−

′= − + − + .        (2.36) 

Para que (2.35) e (2.36) sejam iguais, 2w (x) tem que satisfazer 

a seguinte equação, 

2 (1) 2 (2)
1 1 0 2 2 0w (x) w (x) E w (x) w (x) E′ ′+ + = − +                         (2.37) 

sendo 

2 (1)
1, 1 1 0

2 2 4 2 6 (1)
0

V (x) w (x) w (x) E
(a 3b)x 2abx b x a E

+
′= + + =

= + + + + +
                      (2.38) 

o potencial companheiro supersimétrico obtido através da inversão dos 

operadores. Este deve ter uma forma similar ao potencial efetivo 2,V (x)−  

obtido por 2w (x). Para que isto ocorra é sugerido um superpotencial do 

tipo, 

3
2w (x) cx dx= +                    (2.39) 

este superpotencial gera o seguinte potencial efetivo: 
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2 (2)
2, 2 2 0

(2)2 2 4 2 6
0

V (x) w (x) w (x) E

(c 3d)x 2cdx d x c E
−

′= − + =

= − + + − +
.              (2.40) 

Novamente faz-se a comparação gráfica das expressões (2.40) 

com (2.38), (em (2.38) usam-se os valores minimizados para os 

parâmetros a e b) onde observa-se uma forma semelhante (Apêndice I).  

  A partir do superpotencial (2.39) tem-se a função de onda: 

2 4
(2)

0
cx dx(x) exp
2 4

 
Ψ = − − 

 
.                 (2.41) 

Esta função de onda foi usada no método variacional através 

da expressão (2.27) para calcular )1(
1

)2(
0 EE =  com dois parâmetros 

variacionais c e d. 

O mesmo procedimento pode ser usado para determinar os 

autovalores para o segundo e o terceiro estados excitados. Os 

superpotenciais são sugeridos para cada Hamiltoniano e através destes as 

funções de onda e os potenciais efetivos são obtidos (como esquematizado 

na Tabela 2.2). As funções de onda são usadas no método variacional para 

a obtenção dos autovalores de energia. Neste exemplo específico a forma 

dos superpotenciais, conseqüentemente da função de onda para o estado 

fundamental de cada membro da hierarquia, é a mesma. Isto não é regra 

geral mas facilita os cálculos. Pode-se verificar numericamente que as 

funções de onda do Hamiltoniano original obtidas pela relação (2.23) são 

ortogonais. Por exemplo, para γ = 0,5 o produto interno de (1)
0 (x)Ψ  e (1)

1 (x)Ψ  
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é da ordem de 1110− . O resultado, como esperado, piora na medida que γ e 

n aumentam, por exemplo para γ = 2 tem-se (1) (1) 8
2 3(x) (x)dx 10−Ψ Ψ ≈∫ .  

Com o objetivo de confirmar os resultados encontrados 

através do formalismo supersimétrico e método variacional, foram 

realizados também cálculos de integração numérica (Harvey & Tobochnik, 

1996) para o potencial dado em (2.28). A rotina utilizada para estes 

cálculos é mostrada no Apêndice I. 

Nas Tabelas 2.3 e 2.4 estão apresentados os resultados para 

0E (V), 1E (V) , 2E (V) e 3E (V) para vários valores do parâmetro γ. Os 

resultados são comparados com os valores obtidos através da integração 

numérica 0E (N) , 1E (N), 2E (N) e 3E (N).  

Pode-se comparar também os resultados obtidos neste 

trabalho para 0E (V) e 1E (V)  com resultados encontrados através da 

expansão em série de energia (Castro & Dutra, 2000) e com os resultados 

encontrados na literatura (Keung et al., 1988) obtidos pelo método de 

Runge-Kutta, neste caso para alguns valores de γ. 
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γγγγ E0(V) E0(N) Erro 

(%) 

E1(V) E1(N) Erro 

(%) 

0,1 1,023910 1,023810 0,01 3,71064 3,70897 0,04 

0,2 0,986646 0,986540 0,01 3,61890 3,61704 0,05 

0,3 0,948629 0,948507 0,01 3,52596 3,52390 0,06 

0,4 0,909820 0,909681 0,01 3,43179 3,42950 0,07 

0,5 0,870181 0,870022 0,02 3,33636 3,33381 0,08 

0,6 0,829670 0,829488 0,02 3,23962 3,23679 0,09 

0,7 0,788243 0,788035 0,03 3,14155 3,13840 0,10 

0,8 0,745852 0,745613 0,03 3,04210 3,03859 0,11 

0,9 0,702447 0,702172 0,04 2,94123 2,93733 0,13 

1 0,657972 0,657656 0,05 2,83891 2,83456 0,15 

2 0,139170 0,137786 1,00 1,72629 1,71304 0,77 
 
Tabela 2.3:  Resultados para os autovalores de energia (em Rydbergs) para o 

potencial dado em (2.28) com valores diferentes de γ. E0(V) e E1(V) são os valores 
obtidos através do método variacional. E0(N) e E1(N) representa os valores 
encontrados através da integração numérica. Na quarta e sétima colunas estão 
os erros percentuais.  
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γγγγ E2(V) E2(N) Erro 

(%) 

E3(V) E3(N) Erro 

(%) 

0,1 7,31384 7,33079 0,23 11,54258 11,48857 0,47 

0,2 7,18687 7,20491 0,25 11,38692 11,33136 0,49 

0,3 7,05889 7,07809 0,27 11,23045 11,17319 0,51 

0,4 6,92988 6,95033 0,29 11,07307 11,01406 0,54 

0,5 6,79984 6,82162 0,32 10,91477 10,85396 0,56 

0,6 6,66874 6,69197 0,35 10,75556 10,69288 0,59 

0,7 6,53660 6,56137 0,38 10,59547 10,53083 0,61 

0,8 6,40340 6,42982 0,41 10,43448 10,36778 0,64 

0,9 6,26913 6,29734 0,45 10,27258 10,20375 0,67 

1 6,13379 6,16393 0,50 10,10978 10,03872 0,71 

2 4,72244 4,78245 1,27 8,43395 8,33293 1,21 
 

Tabela 2.4:  Resultados para os autovalores de energia (em Rydbergs) para o 

potencial dado em (2.28) com valores diferentes de γ. E2(V) e E3(V) são os valores 
obtidos através do método variacional. E2(N) e E3(N) representa os valores 
encontrados através da integração numérica. Na quarta e sétima colunas estão 
os erros percentuais.  
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Analisando os resultados mostrados nas Tabelas 2.3 e 2.4 

pode-se observar que os autovalores de energia encontrados através do 

método variacional, concordam com os valores obtidos através da 

integração numérica. A tendência geral é que os resultados sejam 

melhores para valores pequenos de γ e para níveis mais baixos de energia. 

Isto ocorre porque para o estado fundamental e primeiro estado excitado 

existem menos aproximações do que para os estados superiores. 

Os resultados para a diferença de energia entre o primeiro 

estado excitado e o estado fundamental para o potencial (2.28) com γ igual 

a 0,5, 1 e 2 também podem ser comparados com os cálculos de Runge-

Kutta (Keung et al., 1988).  
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III.  EQUAÇÃO DE FOKKER-PLANCK E EQUAÇÃO DE 

SCHRÖDINGER ASSOCIADA 

 

  A equação de Fokker-Planck geral para uma variável x possui 

a forma (Risken, 1989), 

( ) ( )
2

1 2
FP2

W(x, t) D (x) D (x) W(x, t) L W(x, t)
t x x

 ∂ ∂ ∂= − + = ∂ ∂ ∂ 
,       (3.1) 

onde W(x,t) é a densidade de probabilidade, FPL  é o operador Fokker-

Planck, ( ) 0)x(D 2 >  é chamado de coeficiente de difusão e ( ) )x(D 1  é o 

coeficiente de flutuação.  

  A equação de Fokker-Planck normalizada é obtida fazendo 

uma transformação apropriada, onde o coeficiente de difusão, em geral, 

dependente de x, é adotado como sendo constante (2)D (x) D= . Para o caso 

de uma variável esta transformação conduz a 

2

2
W(x, t) U (x) D W(x, t)

t x x
 ∂ ∂ ∂′= + ∂ ∂ ∂ 

,                                    (3.2) 

sendo U(x) o potencial escrito como: 

( ) ( )′ ′∫ (1)

x

U x = - D x dx .                     (3.3) 

Pode-se escrever W(x,t) como o produto de duas funções 

separadas, uma dependente da posição e outra dependente do tempo, da 

seguinte forma: 

( ) te).x(t,xW λ−ϕ= .               (3.4) 
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Substituindo esta expressão na equação de Fokker-Planck 

(3.1) tem-se, 

)x()x(L FP λϕ−=ϕ              (3.5) 

onde )x(ϕ  são as autofunções e λ  os autovalores do operador Fokker-

Planck ( FPL ), com condições de contorno apropriadas. 

O operador Fokker-Planck pode ser escrito da seguinte forma, 

(x) (x)
FPL D.e e

x x
−Φ Φ∂ ∂=

∂ ∂
                              (3.6) 

onde )x(Φ  é dado por: 

D
)x(U)x( =Φ .              (3.7) 

O operador, não Hermitiano, (3.6) é geral podendo ser escrito 

de forma similar quando o coeficiente de difusão depende da posição. Na 

forma Hermitiana pode-se escrever o operador L como sendo: 

2
FP

2 eLeL Φ−Φ= .                     (3.8) 

Se )x(nϕ  são as autofunções para o operador Fokker-Planck 

( FPL ) com os autovalores nλ , como mostrado na equação (3.5), então as 

funções, 

)x(.e)x( n
2)x(

n ϕ=Ψ Φ             (3.9) 

são as autofunções para o operador L dado pela expressão (3.8), com os 

mesmos autovalores nλ , 

)x()x(L nnn Ψλ−=Ψ .           (3.10) 
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  As autofunções para os operadores Hermitianos usualmente 

formam um conjunto completo. A relação para as autofunções Ψn(x)  ou 

ϕn(x) pode ser escrita como: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′Φ +Φ′ ′ ′δ − = Ψ Ψ = ϕ ϕ∑ ∑x 2 x 2
n n n n

n n
x x x x e x x .     (3.11) 

  Para obter a expansão para a probabilidade de transição em 

autofunções, tem-se que substituir a expressão (3.11) para a função δ  e a 

expressão (3.5) para o operador Fokker-Planck em, 

( ) ( )( ) ( )xxet,xt,xP ttxLFP ′−δ=′′ ′−          (3.12) 

ou equivalentemente: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tt
n

n
n

2x2x ne.xxet,xt,xP ′−λ−Φ−′Φ ′ΨΨ=′′ ∑ .                   (3.13) 

A equação de Fokker-Planck com uma variável pode sempre 

ser transformada em uma equação de Fokker-Planck normalizada, como 

dado em (3.2), através de uma transformação de variável. Assim a 

expressão obtida para o operador L tem a mesma forma que o operador 

Hamiltoniano encontrado em Mecânica Quântica, isto é, 

( )xV
x

DL S2

2

−
∂
∂= ,                           (3.14) 

com o potencial: 

( ) ( ) ( )2

S

U x U x
V x

4D 2
′  ′′ = − .                                                (3.15) 

A expressão (3.15) garante que o autovalor seja zero para a 

solução estacionária dada por: 
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( ) ( ) ( )x 2
0

U x
x N exp N.e

2D
−Φ 

Ψ = − = 
 

.                       (3.16) 

  Quando aplica-se a transformação (3.9) na densidade de 

probabilidade W(x,t) dada em (3.4), a equação de Fokker-Planck (3.2) fica 

equivalente a equação de Schrödinger dependente do tempo, onde o tempo 

(imaginário) é substituído por titSchröd !−=  e a massa dada por 

D2
m

2

Schröd
!= . 

A equação de Schrödinger associada a equação de Fokker-

Planck, pode ser tratada variacionalmente através das funções de onda 

obtidas utilizando o formalismo supersimétrico, como mostrado no 

Capítulo II. O cálculo para a probabilidade de transição (3.13) pode ser 

realizado com estas funções de onda que são próximas às “reais”. Deste 

modo, tem-se um método estruturado para produzir expressões analíticas 

aproximadas para a probabilidade de transição, possibilitando um estudo 

detalhado de todo o processo.  
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IV. ANÁLISE DA EQUAÇÃO DE FOKKER-PLANCK PARA UM 

POTENCIAL BIESTÁVEL SIMÉTRICO 

 

A metodologia sugerida usando o formalismo supersimétrico 

(para determinar as funções de onda aproximadas) e método variacional 

(para determinar os níveis de energia com os parâmetros das funções de 

onda) é inicialmente usado para estudar o potencial específico (So & Liu, 

2000) dado por, 

  2 4U(x) 0,5x 0,25x= − +                       (4.1) 

que possui a forma apresentada na Figura 4.1. 

 

-2 -1 0 1 2
x

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

UHxL

 

 
Figura 4.1:  Gráfico para o potencial dado em (4.1) para x variando de –2 a 2.  

 

Usando a equação (3.15) obtém-se o seguinte potencial a ser 

usado na equação similar a de Schrödinger, 
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2 4 6 2

S 0
(x 2x x ) (3x 1)V (x) V (x)

4D 2
− + −= = −                               (4.2) 

nos cálculos apresentados neste trabalho é usado D = 0,5. Na Figura 4.2 

está apresentada a forma para o potencial (4.2). 

 

-2 -1 0 1 2
x

-2

0

2

4

6

VSHxL ê D

 

 
Figura 4.2: Gráfico para o potencial de Schrödinger dado em (4.2) para x 
variando de –2 a 2. 
 

Este potencial permite a determinação analítica exata do 

superpotencial apenas para o estado fundamental. Assim, para os outros 

membros da hierarquia de Hamiltonianos é obtida uma forma aproximada 

para o superpotencial.  

  A equação de Schrödinger a ser resolvida é escrita como, 

  
2

S n
n n n n n2

V (x)dH (x) (x) E (x), E
D Ddx

  λ
Ψ = − + Ψ = Ψ = 

 
.          (4.3) 

  Escrevendo o Hamiltoniano 0H  para o potencial dado em (4.2) 

obtém-se: 
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2 4 6 22

0 2 2
(x 2x x ) (3x 1)dH

2Ddx 4D
− + −= − + − .                               (4.4) 

Tem-se também o Hamiltoniano fatorizado, 

  
2

2 (1)
1, 1 1 02

dH w (x) w (x) E
dx−

′= − + − + .          (4.5) 

  Para que (4.5) seja igual a (4.4) tem-se que satisfazer a 

seguinte condição: 

  
2 4 6 2

2 (1)
1 1 0 2

(x 2x x ) (3x 1)w (x) w (x) E
2D4D

− + −′− + = − .        (4.6) 

É sugerido um superpotencial do tipo: 

  
3

1 1
1

a x b xw (x)
f f

= + .                            (4.7) 

Este superpotencial gera o potencial efetivo dado por, 

2 (1)
1, 1 1 0

2 2 4 2 6 2
(1)1 1 1 1 1 1

02

V (x) w (x) w (x) E
(a x 2a b x b x ) (3b x a ) E

ff

−
′= − + =

+ + +
= − +

       (4.8) 

onde substituindo a expressão acima em (4.6) observa-se que existe uma 

solução exata para o estado fundamental (n = 0) dada por: 1a 1= − , 1b 1= ,  

f = 2D, como o caso a ser analisado corresponde a D = 0,5, ou seja, f = 1 e 

finalmente (1)
0E 0= . 

O superpotencial dado em (4.7) fornece também a seguinte 

função de onda 

  1
2 4

w (x).dx(1) 1 1
0

a x b x(x) e exp
2 4

−  ∫Ψ = = − − 
 

.                 (4.9) 
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  Para o cálculo do autovalor de energia para o primeiro estado 

excitado determina-se o companheiro supersimétrico de 1,H −  dado em 

(4.5), 

  
2

2 (1)
1, 1 1 02

dH w (x) w (x) E
dx+

′= − + + + .                (4.10) 

Escreve-se também 2,H −  em termos de novos operadores, 

  
2

2 (2)
2, 2 2 02

dH w (x) w (x) E
dx−

′= − + − + .        (4.11) 

Para que (4.10) e (4.11) sejam iguais, 2w (x) tem que satisfazer 

a seguinte equação, 

  2 (1) 2 (2)
1 1 0 2 2 0w (x) w (x) E w (x) w (x) E′ ′+ + = − +                         (4.12) 

onde 

  

2 (1)
1, 1 1 0

2 2 4 2 6 2
(1)1 1 1 1 1 1

02

6 4 2

V (x) w (x) w (x) E
(a x 2a b x b x ) (3b x a ) E

ff
x 2x 4x 1

+
′= + + =

+ + +
= + + =

= − + −

         (4.13) 

é o potencial companheiro supersimétrico obtido através da inversão dos 

operadores, neste caso com os parâmetros calculados. Este potencial 

possui a forma gráfica a ser comparada com o potencial efetivo 2,V (x)−  

obtido através do superpotencial 2w (x). 

  Como não é possível encontrar a solução para a equação 

(4.12), é sugerido um superpotencial do tipo: 
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3

2 2
2

a x b xw (x)
f f

= + ,                  (4.14) 

relembrando que o caso analisado corresponde a D = 0,5, ou seja,             

f = 1. Este superpotencial gera o seguinte potencial efetivo: 

  
2 (2)

2, 2 2 0

2 2 4 2 6 2 (2)
2 2 2 2 2 2 0

V (x) w (x) w (x) E

(a x 2a b x b x ) (3b x a ) E
−

′= − + =

= + + − + +
     (4.15) 

  Para verificar se o superpotencial (4.14) é uma boa sugestão, 

faz-se a comparação gráfica das expressões (4.13) para 1,V (x)+  com (4.15) 

para 2,V (x)−  com os valores minimizados dos parâmetros variacionais. 

Observa-se que os potenciais possuem formas semelhantes, ou seja, o 

superpotencial sugerido 2w (x) é uma boa sugestão. Embora não mostrado 

aqui, esta comparação é realizada em todos os passos que envolvem a 

introdução de um superpotencial efetivo, testando a conveniência das 

funções utilizadas nos cálculos.  

  O superpotencial (4.14) fornece a função de onda, 

  2
2 4

w (x ).dx(2) 2 2
0

a x b x(x) e exp
2 4

−  ∫Ψ = = − − 
 

                       (4.16) 

esta função é usada no método variacional através da expressão (2.27) 

para calcular o autovalor de energia para o primeiro estado excitado 

)1(
1

)2(
0 EE = , com dois parâmetros variacionais 2a  e 2b . 

  Para determinar os autovalores para os demais estados 

excitados é necessário a construção da hierarquia de Hamiltonianos 

efetivos, ou seja, sugerir os superpotenciais para cada Hamiltoniano. 

Estes superpotenciais efetivos geram as funções de onda e os potenciais 
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efetivos; estas funções de onda são utilizadas no método variacional para 

a obtenção dos autovalores de energia. O procedimento descrito 

anteriormente está esquematizado na Tabela 2.2.  

No Apêndice II estão calculadas as funções de onda no estado 

fundamental para cada Hamiltoniano obtidas através dos superpotenciais 

sugeridos (como mostrado na terceira coluna da Tabela 2.2) com os 

parâmetros variacionais minimizados. Estão também os cálculos 

necessários para obtenção das funções de onda normalizadas para o 

primeiro Hamiltoniano e seus respectivos gráficos. 

A exemplo do que foi feito no Capítulo II foi possível usar a 

mesma forma funcional para o superpotencial sugerido. É bom lembrar 

que este fato não é requerido pelo método, porém esta condição facilita os 

cálculos.  

  Na Tabela 4.1 estão os parâmetros na  e nb  minimizados, os 

autovalores de energia obtidos através do método variacional ( nEV ), os 

autovalores obtidos através do método de diagonalização de estados 

dependentes ( nES ) (So & Liu, 2000) e os autovalores obtidos através da 

integração numérica ( nEI ) (Harvey & Tobochnik, 1996).  

Observa-se que os resultados obtidos pela integração 

numérica estão próximos daqueles obtidos pelo método de diagonalização 

de estados dependentes. 
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Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

1a = -1 1b  = 1 0EV  = 0 

2a  = 1,68891 2b  = 0,28560 1EV  = 0,4238512 

3a  = 2,09903 3b  = 0,24474 2EV  = 2,319117 

4a  = 2,40486 4b  = 0,21999 3EV  = 4,571588 

5a  = 2,65375 5b  = 0,20277 4EV  = 7,101165 

6a  = 2,86609 6b  = 0,18984 5EV  = 9,861245 

7a  = 3,05270 7b  = 0,17962 6EV  = 12,82074 

8a  = 3,22008 8b  = 0,17127 7EV  = 15,95720 

9a  = 3,37245 9b  = 0,16425 8EV  = 19,25351 

10a  = 3,51274 10b  = 0,15825 9EV  = 22,69614 

 

ESn EIn 

0ES  = 0 0EI  = 0 

1ES  = 0,4229446 1EI  = 0,4229511 

2ES  = 2,314913 2EI  = 2,314925 

3ES  = 4,503779 3EI  = 4,503822 

4ES  = 7,175475 4EI  = 7,175509 

5ES  = 10,27789 5EI  = 10,27797 

6ES  = 13,75855 6EI  = 13,75861 

7ES  = 17,58420 7EI  = 17,58434 

8ES  = 21,72942 8EI  = 21,72951 

9ES  = 26,17370 9EI  = 26,17391 
 
Tabela 4.1: Parâmetros variacionais minimizados an e bn, autovalores obtidos 
através do formalismo supersimétrico e método variacional (EVn), autovalores 
encontrados através do método SDD (ESn) e através da integração numérica (EIn).  
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  O próximo passo é calcular a probabilidade de transição 

))0,0|t,x(P(  dada pela expressão (3.13). Para isso utiliza-se os valores nλ  

descritos na Tabela 4.1 e Φ(x) é dado substituindo a expressão (4.1) em 

(3.7), levando a 

  2 4(x) x 0,5xΦ = − + .                                                          (4.17) 

 As funções de onda para o primeiro Hamiltoniano são obtidas 

aplicando os operadores bosônicos nas funções de onda dos estados 

fundamentais para cada Hamiltoniano, obtendo assim as funções de onda 

aproximadas dos estados excitados para o primeiro Hamiltoniano como 

mostrado na Tabela 2.1.  

  No Apêndice II está descrito o procedimento necessário para o 

cálculo das funções de onda para o primeiro Hamiltoniano e seus 

respectivos gráficos. É necessário calcular a constante de normalização 

nos casos em que a função de onda não se anula em x = 0, pois para o 

cálculo da probabilidade de transição as funções tem que estar 

normalizadas, estes cálculos de normalização também são mostrados no 

Apêndice II.   

O critério de truncamento para a somatória na expressão 

utilizada no cálculo da probabilidade de transição (3.13) foi usar os 

autovalores de energia até obter nexp[ ]−λ  da ordem de 1010− . Este parece 

ser um bom critério uma vez que na expressão (3.13) há um termo      

nexp[ (t t )]′−λ −  multiplicando cada função de onda. Este critério é satisfeito 

quando calcula-se o nono nível de energia, por isso utiliza-se até o oitavo 
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nível de energia e suas respectivas funções de onda na expressão da 

probabilidade. 

Deste modo, a probabilidade de transição obtida através da 

expressão (3.13) para x’ = 0 e t’ = 0 é: 

2 4
n

8
.t[0,5x 0,25x ]

n n
n 0

P(x,t|0,0) e (x) (0).e−λ−

=

= Ψ Ψ∑ .        (4.18) 

Os resultados para P(x,t|0,0) utilizando quatro valores 

diferentes de t estão na Figura 4.3. Foi usado o software Mathematica 

para o cálculo da probabilidade de transição e para construir a Figura 4.3, 

estes cálculos estão demonstrados no Apêndice II.  
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Figura 4.3: Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição para 
quatro valores diferentes de t para um potencial biestável simétrico.   

 

A primeira probabilidade de transição calculada corresponde a 

t = 0,3. Deve-se lembrar que para tempos muito pequenos a probabilidade 

de transição se aproxima da função delta de Dirac, cuja expansão é uma 
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série infinita. A necessidade de truncamento da série gera erros. Assim, 

para tempos menores há necessidade de um número maior de termos na 

série. Optou-se por fixar o número de termos na expansão e diminuir, nos 

cálculos numéricos, o valor do tempo até que os resultados se mostrassem 

inconsistentes, com o aparecimento de valores negativos para a 

probabilidade. Os limites inferiores para os tempos não interferiram na 

dinâmica estudada.   

No método SDD, apresentado por So & Liu (2000), foi usado 

uma base com cem autofunções (n = 100), enquanto no formalismo 

usando supersimetria foi necessário determinar as autofunções até o nono 

estado excitado (n = 9). Nota-se que a forma gráfica obtida (Figura 4.3) 

está próxima daquela obtida pelo método SDD para D = 0,1. 

As sugestões para os superpotenciais utilizados neste caso 

são indicadas para D ≥ 0,5, pois para valores menores ocorrem problemas 

numéricos nos cálculos de minimização das energias. Porém, o formalismo 

permite que sejam sugeridas outras formas para os superpotenciais, mais 

apropriadas para valores menores do coeficiente de difusão. 
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V. ANÁLISE DA EQUAÇÃO DE FOKKER-PLANCK PARA UM 

POTENCIAL BIESTÁVEL ASSIMÉTRICO 

 

A metodologia desenvolvida também pode ser aplicada no 

estudo de potenciais não simétricos. Como exemplo, o potencial biestável 

assimétrico (So & Liu, 2000), 

  2 3 4U(x) 0,5x 0,4x 0,25x= − + +                    (5.1) 

é analisado e possui a forma indicada na Figura 5.1. 

 

-3 -2 -1 0 1 2
x

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

UHxL

 

 
Figura 5.1: Gráfico para o potencial dado em (5.1) para x variando de –3 a 2. 

 

Este tipo de potencial biestável assimétrico é próximo dos 

potenciais utilizados no estudo de enovelamento de proteína. No caso do 

potencial dado em (5.1) os resultados obtidos pelo formalismo discutido 

neste trabalho podem ser novamente comparados com os resultados 

obtidos pelo método de diagonalização de estados dependentes. 
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O potencial de Schrödinger referente ao potencial dado em 

(5.1) é escrito como 

  
2 3 2 2

S 0
( x 1,2x x ) ( 1 2,4x 3x )V (x) V (x)

4D 2
− + + − + += = − ,              (5.2) 

obtido substituindo a expressão (5.1) em (3.15), o valor referente a D é 

fixado em 0,5. A forma gráfica para o potencial (5.2) está apresentada na 

Figura 5.2. 
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Figura 5.2: Gráfico para o potencial de Schrödinger dado em (5.2) para x 
variando de –3 a 2. 

 

  A equação de Schrödinger a ser resolvida é escrita como, 

  )x(E)x(
D

)x(V
dx
d)x(H nnn

S
2

2

n Ψ=Ψ







+−=Ψ ,   

D
E n

n
λ

= .          (5.3) 

  Escrevendo o Hamiltoniano 0H  para o potencial dado em (5.2), 
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2 2 3 2 2

0 2 2
d ( x 1,2x x ) ( 1 2,4x 3x )H
dx 4D 2D

− + + − + += − + − .                 (5.4) 

  Tem-se também o Hamiltoniano fatorizado, 

  
2

2 (1)
1, 1 1 02

dH w (x) w (x) E
dx−

′= − + − + .          (5.5) 

  Para que (5.5) seja igual a (5.4) tem-se que satisfazer a 

seguinte condição: 

  
2 3 2 2

2 (1)
1 1 0 2

( x 1,2x x ) ( 1 2,4x 3x )w (x) w (x) E
4D 2D

− + + − + +′− + = − .   (5.6) 

É sugerido um superpotencial do tipo: 

  
2 3

1 1 1
1

a x b x c xw (x)
f f f

= + + .                   (5.7) 

Este superpotencial gera o potencial efetivo dado por, 

2 (1)
1, 1 1 0

2 3 2 2
(1)1 1 1 1 1 1

02

V (x) w (x) w (x) E
(a x b x c x ) (a 2b x 3c x ) E

ff

−
′= − + =

+ + + +
= − +

       (5.8) 

e substituindo a expressão acima em (5.6) observa-se que existe uma 

solução exata para o estado fundamental (n = 0) dada por: 1a 1= − ,           

1b 1,2= , 1c 1=  e  f = 2D e (1)
0E 0= . Como o caso a ser analisado 

corresponde a D = 0,5, tem-se f = 1. 

O superpotencial dado em (5.7) fornece também a seguinte 

função de onda:  

  1
2 3 4

w (x).dx(1) 1 1 1
0

a x b x c x(x) e exp
2 3 4

−  ∫Ψ = = − − − 
 

.        (5.9) 
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  Para o cálculo do autovalor de energia para o primeiro estado 

excitado determina-se o companheiro supersimétrico de 1,H −  dado em 

(5.5), 

  
2

2 (1)
1, 1 1 02

dH w (x) w (x) E
dx+

′= − + + + .                        (5.10)   

Escreve-se também 2,H −  em termos de novos operadores, 

  
2

2 (2)
2, 2 2 02

dH w (x) w (x) E
dx−

′= − + − + .        (5.11) 

Para que (5.10) e (5.11) sejam iguais, 2w (x) tem que satisfazer 

a seguinte equação, 

  2 (1) 2 (2)
1 1 0 2 2 0w (x) w (x) E w (x) w (x) E′ ′+ + = − +                         (5.12) 

e 

  
2 (1)

1, 1 1 0

2 3 2 2
(1)1 1 1 1 1 1

02

V (x) w (x) w (x) E
(a x b x c x ) (a 2b x 3c x ) E

ff

+
′= + + =

+ + + +
= + +

        (5.13) 

é o potencial companheiro supersimétrico obtido através da inversão dos 

operadores. Este potencial possui a forma gráfica a ser comparada com o 

potencial efetivo 2,V (x)−  obtido através do superpotencial 2w (x). 

  Como não é possível encontrar a solução para a equação 

(5.12), é sugerido um superpotencial do tipo: 

  2 3
2 2 2 2 2w (x) a x b x c x k= + + + ,                            (5.14) 

este superpotencial gera o seguinte potencial efetivo: 

  2 (2)
2, 2 2 0V (x) w (x) w (x) E−

′= − + .                                          (5.15) 
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  Para verificar se o superpotencial (5.14) é uma boa sugestão, 

faz-se a comparação gráfica das expressões (5.13) para 1,V (x)+  com (5.15) 

para 2,V (x)−  onde neste potencial usam-se os valores minimizados para os 

parâmetros variacionais. Embora não mostrado aqui, observa-se que os 

potenciais possuem uma forma semelhante, ou seja o superpotencial 

sugerido 2w (x) é uma boa sugestão. 

  O superpotencial (5.14) fornece a função de onda, 

  2
2 3 4

w (x ).dx(2) 2 2 2
0 2

a x b x c x(x) e exp k x
2 3 4

−  ∫Ψ = = − − − − 
 

     (5.16) 

esta função é usada no método variacional através da expressão (2.27) 

para calcular o autovalor de energia para o primeiro estado excitado 

)1(
1

)2(
0 EE = , com quatro parâmetros variacionais 2a , 2b , 2c  e 2k . 

  Para determinar os autovalores para os demais estados 

excitados é necessário a construção da hierarquia de Hamiltonianos 

efetivos como mostrado na Tabela 2.2.  

  Na Tabela 5.1 estão os parâmetros na , nb , nc  e nk        

minimizados, os autovalores de energia obtidos através do método 

variacional ( nEV ) e os autovalores obtidos através do método de 

diagonalização de estados dependentes ( nES ) (So & Liu, 2000). 
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Parâmetros Variacionais 

 1a  = -1 1b  = 1,2 1c  = 1  1k  = 0 

2a  = 2,02357 2b  = 0,38366 2c  = 0,13677 2k  = 0,49940 

3a  = 2,17624 3b  = 0,34052 3c  = 0,12670 3k  = 0,79604 

4a  = 2,32256 4b  = 0,31485 4c  = 0,12155 4k  = 1,02637 

5a  = 2,46990 5b  = 0,35390 5c  = 0,15115 5k  = 1,20765 

6a  = 2,66943 6b  = 0,49828 6c  = 0,24091 6k  = 1,37346 

7a  = 2,95211 7b  = 0,60027 7c  = 0,30353 7k  = 1,57546 

  

EVn = λλλλn  ESn 

0EV  = 0 0ES  = 0 

1EV  = 0,36101 1ES  = 0,35917 

2EV  = 2,26822 2ES  = 2,25005 

3EV  = 4,30638 3ES  = 4,18710 

4EV  = 6,48469 4ES  = 6,61504 

5EV  = 8,79767 5ES  = 9,49306 

6EV  = 11,2719 6ES  = 12,7475 
 
Tabela 5.1: Parâmetros variacionais minimizados, autovalores obtidos através do 
formalismo supersimétrico e método variacional (EVn) e valores encontrados 
através do método SDD (ESn).  
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  Para o cálculo da probabilidade de transição ))0,0|t,x(P(  dada 

pela expressão (3.13), utilizam-se os valores nλ  descritos na Tabela 5.1, 

Φ(x) é dado substituindo a expressão (5.1) em (3.7), 

  2 3 4(x) x 0,8x 0,5xΦ = − + +                                                 (5.17) 

 e as funções de onda obtidas para o primeiro Hamiltoniano, ou seja, 

aplicando os operadores bosônicos nas funções de onda dos estados 

fundamentais para cada Hamiltoniano como mostrado na Tabela 2.1.  

  No Apêndice III estão calculadas as funções de onda no estado 

fundamental para cada Hamiltoniano com os parâmetros variacionais 

minimizados e está descrito o procedimento necessário para o cálculo das 

funções de onda normalizadas para o primeiro Hamiltoniano e seus 

respectivos gráficos.  

Neste caso foi necessário para os cálculos utilizar até o sexto 

nível de energia e suas respectivas funções de onda, na expressão para a 

probabilidade de transição (P(x, t|0,0)).  

A primeira probabilidade de transição calculada corresponde a 

t = 0,32. O critério adotado foi o mesmo daquele utilizado no caso do 

potencial simétrico. Neste contexto a determinação do valor para o tempo 

mínimo está vinculada ao número de autofunções usadas na expansão de 

P(x,t|0,0), neste caso foram usadas sete autofunções.   

Os resultados para a probabilidade de transição utilizando 

quatro valores diferentes de t estão na Figura 5.3 e os cálculos necessários 

estão demonstrados no Apêndice III. Pode-se observar que a forma gráfica 
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obtida está próxima daquela encontrada pelo método SDD (So & Liu, 

2000) para D = 0,1.  
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Figura 5.3: Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição para 
quatro valores diferentes de t para um potencial biestável assimétrico.   
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VI. ENOVELAMENTO DE PROTEÍNA 

 

A atividade biológica das proteínas orgânicas depende 

obrigatoriamente da manutenção conformacional protéica. Este estado 

chamado de estado nativo, naturado ou enovelado deve ser mantido para 

a funcionabilidade do peptídeo. 

Não é claro o procedimento utilizado pelo organismo para 

encontrar o estado enovelado mais estável para as proteínas. Por este 

motivo o processo de enovelamento e desenovelamento de proteínas tem 

sido um dos problemas mais envolventes da biofísica atual. 

Nos laboratórios são provocadas mudanças no meio, por 

exemplo, variações de pH e temperatura, como agentes capazes de alterar 

o equilíbrio entre os estados enovelado e desenovelado. Estes estudos 

fornecem elementos para o estabelecimento da relação entre a estrutura 

conformacional e a atividade protéica. Algumas características básicas de 

proteínas estão apresentadas no Apêndice IV. 

Em relação ao aspecto teórico, existem vários modelos 

(Neumaier, 1997) com o objetivo de produzir um melhor entendimento 

sobre o processo de enovelamento e desenovelamento de proteína. Em 

particular, considera-se uma força guia que dirige o processo até seu 

mínimo de energia passando por vários mínimos locais (Onuchic et al., 

1997) conhecido como modelo de funil. Para estudar este sistema 

utilizam-se parâmetros de ordem, como o número de contatos nativos 

corretos (Q) (Socci et al., 1996). Em outros casos utilizam-se coordenadas 
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de reação, que podem ser as transições de estados entre mínimos locais 

de um potencial (Neumaier, 1997).  

Pode-se imaginar o processo de enovelamento, em termos 

mais simples, como se o sistema estivesse sujeito a um potencial com dois 

mínimos assimétricos. Em condições propicias, o mínimo de maior energia 

corresponderia ao estado desenovelado, enquanto o de menor energia ao 

estado enovelado (Socci et al., 1996). A barreira de potencial entre eles 

teria papel importante na transição de um estado para o outro. No estudo 

do processo de enovelamento usando este modelo existem algumas 

questões a serem definidas, como por exemplo, a escolha de um potencial 

adequado à descrição do processo e a identificação dos parâmetros 

necessários para a realização dos cálculos. 

O modelo tal como proposto acima encontra uma analogia 

com o estudo de difusão em um potencial biestável (Bryngelson & 

Wolynes, 1989; Caroli et al., 1979) e uma maneira de tratá-lo é via 

equação de Fokker-Planck (Risken, 1989). 

Como mostrado no Capítulo III pode-se através de mudanças 

apropriadas relacionar a equação de Fokker-Planck com a equação de 

Schrödinger e obter a expressão para a probabilidade de transição 

(Risken, 1989) em termos das funções de onda e autovalores de energia. 

Deste modo, o estudo da equação de Schrödinger resultante nos leva a 

obter informações sobre o processo de interesse, neste caso enovelamento 

de proteína. 
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No Capítulo II também foi abordada a técnica utilizada para o 

estudo da equação de Schrödinger baseada no formalismo supersimétrico, 

onde foi possível a construção da hierarquia de Hamiltonianos efetivos. 

Esta abordagem fornece as funções de onda a serem utilizadas no método 

variacional para a determinação dos autovalores de energia, para o estado 

fundamental e estados excitados. 

Esta metodologia foi utilizada em problemas quânticos 

envolvendo um potencial biestável simétrico (Capítulo IV) e um potencial 

biestável assimétrico (Capítulo V). As autofunções encontradas através da 

supersimetria com os parâmetros fixados através do método variacional, 

foram utilizadas para calcular a probabilidade de transição. Os resultados 

encontrados para os autovalores de energia e para o cálculo da 

probabilidade de transição para quatro valores diferentes de t, foram 

comparados com os valores encontrados pelo método de diagonalização de 

estados dependentes (So & Liu, 2000). 

Através da comparação dos resultados obtidos por esta 

metodologia com os resultados encontrados na literatura, pode-se 

observar que os valores estão próximos tanto no que se refere aos 

autovalores de energia quanto à forma do gráfico para a probabilidade de 

transição. Deste modo, foi possível testar a metodologia desenvolvida e 

adquirir confiança nos resultados encontrados. 

Os potenciais analisados anteriormente foram escolhidos 

também devido a sua semelhança com os potenciais utilizados no 

problema de enovelamento de proteína, em particular o assimétrico. O 
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próximo passo foi encontrar uma forma mais adequada para este 

potencial, que represente os potenciais utilizados no estudo de 

enovelamento de proteína. 

Foi procurado um potencial de força média, ligado ao 

coeficiente de flutuação, que apresentasse uma forma adequada para ser 

utilizado no estudo de enovelamento de proteína. A forma escolhida foi, 

= + +2 3 4U(x) ax bx cx                     (6.1) 

onde a, b e c são os parâmetros utilizados para definir o potencial, eles 

foram escolhidos de modo que o potencial acima tenha a forma mais 

similar possível se comparada com aqueles potenciais utilizados em 

enovelamento de proteína (Socci et al., 1996). A forma (6.1) foi escolhida 

para permitir a existência de relações básicas no potencial, ou seja, ser 

biestável com poços assimétricos (Figura 6.1). A coordenada de reação 

usada neste caso é o parâmetro x que representa o número de contatos 

nativos corretos. Esta coordenada é discreta no caso de cálculo na rede 

(Monte Carlo) e será considerada contínua na versão analítica do modelo 

analisado neste trabalho. 

  O potencial foi escolhido de maneira a procurar manter as 

características principais do potencial apresentado por Socci et al. (1996), 

usando simulações obtidas pelo método de Monte Carlo. A forma gráfica 

para o potencial estudado, dado em (6.1), está apresentada na Figura 6.1. 
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Figura 6.1:  Gráfico para o potencial de Fokker-Planck U(x) onde os parâmetros 
utilizados foram a = -0,5, b = -0,4 e c = 0,25. 

 

  Lembrando que a expressão (6.1) deve ser a utilizada na 

equação de Fokker-Planck, obtém-se um potencial a ser usado na equação 

de Schrödinger com a seguinte expressão, 

′ ′′
= −

2

S
[U (x)] U (x)V (x)

4D 2
            (6.2) 

ou seja; 

2 3 2 2

S 0
( x 1,2x x ) ( 1 2,4x 3x )V (x) V (x)

4D 2
− − + − − += = −                (6.3) 

onde D é o coeficiente de difusão que, a exemplo da referência Socci et al., 

(1996), será admitido constante. A forma gráfica para este potencial é 

apresentada na Figura 6.2. 
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Figura 6.2:  Gráfico para o potencial de Schrödinger dado em (6.3) com D = 0,5. 

 

  Seguindo a metodologia introduzida anteriormente, a equação 

de Schrödinger a ser resolvida é, 

2
S n

n n n n n2
V (x)dH (x) (x) E (x), E

D Ddx
  λ

Ψ = − + Ψ = Ψ = 
 

.       (6.4) 

  O Hamiltoniano 0H  para o potencial dado em (6.3) é escrito 

como 

2 2 3 2 2

0 2 2
d ( x 1,2x x ) ( 1 2,4x 3x )H
dx 4D 2D

− − + − − += − + −                   (6.5) 

onde usando D = 0,5 tem-se 2
1 1

4D
=  e 1 1

2D
= .  

  O Hamiltoniano fatorizado é escrito como, 

2
(1) 2 (1)

1, 1 1 0 1 1 02
dH a a E w (x) w (x) E
dx

+ −
−

′= + = − + − + .        (6.6) 
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  Para que (6.6) seja igual a (6.5) tem-se que satisfazer a 

seguinte condição: 

2 (1) 2 3 2 2
1 1 0w (x) w (x) E ( x 1,2x x ) ( 1 2,4x 3x )′− + = − − + − − − + .    (6.7) 

É sugerido um superpotencial do tipo: 

2 3
1 1 1 1w (x) a x b x c x= + + .                                             (6.8) 

Este superpotencial gera o potencial efetivo dado por, 

2 (1)
1, 1 1 0

2 3 2 2 (1)
1 1 1 1 1 1 0

V (x) w (x) w (x) E
(a x b x c x ) (a 2b x 3c x ) E

−
′= − + =

= + + − + + +
       (6.9) 

substituindo esta expressão em (6.7) observa-se que existe uma solução 

exata para o estado fundamental (n = 0) dada por: 1a 1= − , 1b 1,2= −  e        

1c 1= , e para o autovalor de energia (1)
0E 0= . 

O superpotencial dado em (6.8) fornece também a seguinte 

função de onda: 

1
2 3 4

w (x).dx(1) 1 1 1
0

a x b x c x(x) e exp
2 3 4

−  ∫Ψ = = − − − 
 

.                  (6.10) 

  Para o cálculo do autovalor de energia para o primeiro estado 

excitado determina-se o companheiro supersimétrico de 1,H −  dado em 

(6.6), 

2
(1) 2 (1)

1, 1 1 0 1 1 02
dH a a E w (x) w (x) E
dx

− +
+

′= + = − + + + .              (6.11) 

Escreve-se também 2,H −  em termos de novos operadores, 

2
(2) 2 (2)

2, 2 2 0 2 2 02
dH a a E w (x) w (x) E
dx

+ −
−

′= + = − + − + .            (6.12) 
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Para que (6.11) e (6.12) sejam iguais, 2w (x) tem que satisfazer 

a seguinte equação, 

2 (1) 2 (2)
1 1 0 2 2 0w (x) w (x) E w (x) w (x) E′ ′+ + = − +                         (6.13) 

sendo, 

2 (1)
1, 1 1 0

2 3 2 2 (1)
1 1 1 1 1 1 0

V (x) w (x) w (x) E
(a x b x c x ) (a 2b x 3c x ) E

+
′= + + =

= + + + + + +
       (6.14) 

o potencial companheiro supersimétrico, obtido através da inversão dos 

operadores 1a +  e 1a − . Este potencial possui a forma gráfica a ser 

comparada com o potencial efetivo 2,V (x)−  obtido através do superpotencial 

2w (x). 

  Como não é possível encontrar a solução para a equação 

(6.13), é sugerido um superpotencial do tipo: 

2 3
2 2 2 2 2w (x) a x b x c x k= + + + ,                                  (6.15) 

este superpotencial gera o seguinte potencial efetivo: 

2 (2)
2, 2 2 0

2 3 2 2 (2)
2 2 2 2 2 2 2 0

V (x) w (x) w (x) E
(a x b x c x k ) (a 2b x 3c x ) E

−
′= − + =

= + + + − + + +
        (6.16) 

  Para verificar se o superpotencial (6.15) é uma boa sugestão, 

faz-se a comparação gráfica (Figura 6.3) das expressões (6.16) para 2,V (x)−  

com (6.14) para 1,V (x)+ , onde no potencial (6.16) usa-se os valores 

minimizados obtidos para os parâmetros variacionais.  
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Figura 6.3:  Comparação gráfica dos potenciais V1,+(x)  e V2,-(x), onde os valores 
para os parâmetros do potencial V2,-(x) são a2 = 2,02380, b2 = -0,38390,                
c2 = 0,13680 e k2 = -0,49946. 

 

Observa-se que os potenciais possuem uma forma 

semelhante, o que indica que o superpotencial sugerido 2w (x) deve levar a 

resultados satisfatórios. 

  O superpotencial (6.15) fornece a função de onda, 

2
2 3 4

w (x ).dx(2) 2 2 2
0 2

a x b x c x(x) e exp k x
2 3 4

−  ∫Ψ = = − − − − 
 

        (6.17) 

esta função foi usada no método variacional para calcular o autovalor de 

energia para o primeiro estado excitado (2) (1)
0 1E E 0,36101= = . 

  O próximo passo é determinar os autovalores para os demais 

estados excitados, e para isto é necessário fazer a construção da 

hierarquia de Hamiltonianos efetivos adotando o mesmo procedimento  

realizado nos Capítulos IV e V.  
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Na Tabela 6.1 estão os parâmetros na , nb , nc  e nk  

minimizados e os autovalores de energia obtidos através do método 

variacional ( nEV ). 

   

Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

a1 = -1 b1 = -1,2 c1 = 1 k1 = 0 EV0 = 0 

a2 = 2,02380 b2 = -0,38390 c2 = 0,13680 k2 = -0,49946 EV1 = 0,36101   

a3 = 2,18054 b3 = -0,32630 c3 = 0,11716 k3 = -0,80134 EV2 = 2,26828 

a4 = 2,31522 b4 = -0,29943 c4 = 0,11054 k4 = -1,02558 EV3 = 4,31091 

a5 = 2,44087 b5 = -0,27897 c5 = 0,10494 k5 = -1,21054 EV4 = 6,48189 

a6 = 2,55693 b6 = -0,26230 c6 = 0,10009 k6 = -1,36794 EV5 = 8,77785 

a7 = 2,61708 b7 = -0,15092 c7 = 0,05406 k7 = -1,50390 EV6 = 11,1919 
 
Tabela 6.1: Parâmetros minimizados e autovalores obtidos através do 
formalismo supersimétrico e método variacional (EVn) para D = 0,5. 

 

  As funções de onda obtidas para o Hamiltoniano original 

(equação 6.5) e os autovalores de energia serão utilizados para calcular a 

probabilidade de transição através da expressão: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nx 2 x 2 t t
n n

n
P x,t x ,t e x x .e′ ′Φ −Φ −λ −′ ′ ′= Ψ Ψ∑       (6.18) 

lembrando que U(x)(x)
D

Φ = , n(x)Ψ  são as funções de onda e n nE .Dλ = . 
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No Apêndice V estão os cálculos para a obtenção das funções 

de onda normalizadas, seus respectivos gráficos e os cálculos necessários 

para a probabilidade de transição. Na Figura 6.4 estão os resultados para        

P(x,t|-0,6,0) utilizando quatro valores diferentes de t. 

 

-2 -1 0 1 2 3
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1

PHx,t »-0 ,6,0 L
t = 10

t = 3
t = 2

t = 1

 

 
Figura 6.4:  Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição com     
D = 0,5 para t = 1, t = 2, t = 3 e t = 10. 

 

Pode-se observar pela Figura 6.4 que a condição inicial 

corresponde a x’ = -0,6 em t’ = 0 no cálculo da probabilidade de transição. 

O objetivo desta mudança foi colocar o sistema inicialmente no estado 

desenovelado e analisar seu comportamento através da evolução temporal.  

A primeira probabilidade de transição calculada corresponde a 

t = 1. A escolha deste tempo mínimo segue o mesmo critério utilizado nos 

casos dos potenciais simétrico e assimétrico. Neste caso foram usadas sete 

funções de onda para a expansão de P(x,t| 0,6,0)− . 
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Foram calculadas as probabilidades totais de estados 

enovelado e desenovelado para diversos valores de tempo. Nestes cálculos 

foram usadas as expressões (Jun & Weaver, 2002): 

4

enov
0

N (t) P(x,t| 0,6,0)dx= −∫                      (6.19) 

0

desenov
4

N (t) P(x,t| 0,6,0)dx
−

= −∫                   (6.20) 

onde enovN (t) são as probabilidades totais para o estado enovelado e 

desenovN (t)  as probabilidades totais para o estado desenovelado. Na Figura 

6.5 estão os gráficos destas probabilidades em função do tempo para       

D = 0,5.  
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Figura 6.5:  Gráfico das probabilidades totais em função do tempo para o estado 
enovelado (Nenov) e para o estado desenovelado (Ndesenov) com D = 0,5. 
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Devido à existência de uma função delta em t = 0 (o que indica 

que todo o sistema está inicialmente desenovelado) observa-se que a 

probabilidade é zero para o estado enovelado e a probabilidade é um para 

o estado desenovelado. Esta condição inicial é incorporada ao gráfico    

(Fig. 6.5) e este ponto é ligado ao próximo (t = 1) onde o cálculo via 

probabilidade é efetivamente feito. Através do gráfico pode-se observar que 

para tempos menores a probabilidade é maior para o estado desenovelado 

e para tempos maiores a probabilidade é maior para o estado enovelado. 

Os resultados obtidos na Figura 6.5 possuem o mesmo comportamento 

geral daqueles encontrados em Jun & Weaver (2002) usando uma 

combinação de potenciais de poços quadrados. 

Utilizando o mesmo formalismo apresentado para D = 0,5, 

foram realizados cálculos para outros valores do coeficiente de difusão     

(D = 0,3; 0,4; 0,6; 0,8; 1; 1,2; 1,4; 1,6; 1,8; 2; 5 e 10). Os resultados para 

os autovalores de energia, probabilidade de transição e probabilidade total 

estão no Apêndice V. Através destes resultados pode-se analisar vários 

aspectos para o problema de enovelamento de proteína. 

Usando o número fixo de funções de onda na série que define 

a probabilidade de transição o tempo mínimo calculado variou para cada 

valor de D, para valores menores do coeficiente de difusão os tempos 

mínimos são maiores (para D = 0,3 o tempo mínimo é t = 2,3) e para 

valores maiores os tempos mínimos podem ser menores (para D = 10 o 

tempo mínimo é t = 0,05).  
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Foi usado um tempo característico para o estudo do processo 

de enovelamento. Optou-se por definir este tempo na condição em que 

metade da amostra está enovelada e a outra metade está desenovelada 

50(t ). Ele corresponde, portanto, ao ponto onde as curvas para a 

probabilidade total para os estados enovelado e desenovelado se cruzam. 

Observa-se que para coeficientes de difusão menores, maior foi o valor de 

50t  determinado. Este comportamento está mostrado na Tabela 6.2 e na 

Figura 6.6.  

 

D t50 Nenov 

0,3 2,75 0,97 

0,4 2,25 0,95 

0,5 2 0,92 

0,6 1,75 0,89 

0,8 1,50 0,84 

1 1,25 0,80 

1,2 1,15 0,78 

1,4 1 0,76 

1,6 0,95 0,74 

1,8 0,90 0,72 

2 0,85 0,71 

5 0,50 0,64 

10 0,35 0,61 
 
Tabela 6.2: Resultados para t50 e Nenov para vários valores de D. 
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Figura 6.6:  Relação entre os tempos t50 e os coeficientes de difusão. 

 

Visando estudar a eficiência do processo de enovelamento 

buscou-se relacionar o coeficiente de difusão com as probabilidades totais 

para o estado enovelado enov(N ) no equilíbrio. Na Tabela 6.2 estão os 

valores calculados para as probabilidades totais em um tempo t = 20, para 

vários valores do coeficiente de difusão. A Figura 6.7 mostra a relação 

entre estas probabilidades totais e os coeficientes de difusão. Observa-se 

que a probabilidade total para o estado enovelado no equilíbrio é maior 

para os coeficientes menores e esta probabilidade é menor para os 

coeficientes maiores.  
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Figura 6.7:  Relação entre as probabilidades totais para o estado enovelado e os 
coeficientes de difusão. 

 
A fim de observar as características gerais de tempos de 

enovelamento e eficiência do processo, a Figura 6.8 mostra as curvas para 

as probabilidades totais para o estado enovelado para vários valores do 

coeficiente de difusão.  
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Figura 6.8:  Comparação entre os gráficos para as probabilidades totais para o 
estado enovelado com vários valores para o coeficiente de difusão. 
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Através dos resultados para as probabilidades totais (vide 

Apêndice V) observa-se que para valores menores do coeficiente de 

difusão, o sistema demora mais tempo para se enovelar e entrar em 

equilíbrio, porém a probabilidade total para o sistema enovelado chega a 

0,97 (Figura 6.8 para D = 0,3). Por outro lado, para valores maiores do 

coeficiente de difusão o sistema leva menos tempo para se enovelar e 

entrar em equilíbrio, porém a probabilidade total chega a apenas 0,61 

(Figura 6.8 para D = 10).  

Com o objetivo de melhorar este comportamento, ou seja 

diminuir a probabilidade total para o estado desenovelado e aumentar o 

tempo de enovelamento, construiu-se uma curva para a probabilidade 

total com coeficientes de difusão variando entre D = 0,4 e D = 2. Deste 

modo, é construída uma terceira curva, como mostra a Figura 6.9, onde 

foram utilizados os valores para as probabilidades totais no estado 

desenovelado obtidos com valores intermediários para o coeficiente de 

difusão.  

O critério usado para variar o coeficiente de difusão foi 

considerar intervalos de 0,2 em 0,2. Iniciou-se com D = 2, truncou-se a 

curva quando o processo atingiu metade do tempo total de equilíbrio. 

Neste ponto, alterou-se o coeficiente de difusão para D = 1,8, novamente 

quando o processo atingiu metade do tempo total de equilíbrio o 

coeficiente de difusão foi alterado para D = 1,6. O processo foi repetido até 

D = 0,4, totalizando nove valores diferentes para o coeficiente de difusão 

(2; 1,8; 1,6; 1,4; 1,2; 1; 0,8; 0,6 e 0,4). A Figura 6.9 indica o resultado 
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final e as curvas limitantes para D = 2 e D = 0,4. Percebe-se que variando 

D é possível aliar um tempo menor a uma população maior de estados 

enovelados no equilíbrio. 
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Figura 6.9:  Probabilidade total para o estado desenovelado, variando o 
coeficiente de difusão. 
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VII. DISCUSSÃO E CONCLUSÃO 

 

Neste trabalho foi utilizado o formalismo de supersimetria e 

método variacional para estudar estados excitados da equação de 

Schrödinger e as soluções da equação de Fokker-Planck.  

Foi desenvolvido um método baseado no formalismo de 

supersimetria em Mecânica Quântica. Este formalismo permite a obtenção 

das funções de onda e autovalores de energia através da construção da 

hierarquia de Hamiltonianos. Para os potenciais não exatamente solúveis 

o formalismo supersimétrico pode ser utilizado na obtenção das funções 

de onda aproximadas, a serem usadas no método variacional. Deste modo,  

a abordagem proposta permite obter soluções aproximadas para as 

funções de onda e níveis de energia tanto para o estado fundamental como 

para os estados excitados.  

A construção de uma hierarquia de Hamiltonianos efetivos 

através de superpotenciais sugeridos permite obter as funções de onda e 

os potenciais efetivos (Tabela 2.2). As funções de onda são utilizadas no 

método variacional para a obtenção dos autovalores do Hamiltoniano 

original. Os potenciais efetivos servem como um teste para o 

superpotencial sugerido, uma vez que se espera que quanto mais 

próximas forem as formas gráficas para o potencial original e o potencial 

efetivo melhores são os resultados obtidos para os autovalores de energia.  

Como forma de avaliar a confiabilidade do procedimento 

proposto, este foi usado para a obtenção dos quatro primeiros níveis de 
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energia para o potencial 2 4V(x) x x= −γ + . Os autovalores 0E (V), 1E (V) , 

2E (V) e 3E (V) foram comparados com resultados obtidos através de 

integração numérica, a comparação é apresentada nas Tabelas 2.3 e 2.4 

onde observa-se uma boa concordância entre os resultados. Através dos 

valores encontrados foi possível adquirir confiabilidade no método 

proposto. O processo indicado é geral, podendo ser usado para outros 

potenciais de interesse. Nota-se que o procedimento sugerido permite usar 

o método variacional em estados excitados, usualmente apenas os estados 

fundamentais são tratados por este método. Este alargamento da 

aplicação do método o coloca como instrumento adicional no estudo de 

vários fenômenos físicos como por exemplo o tunelamento (Hecht, 2000), 

cuja taxa é proporcional à diferença entre os dois primeiros níveis de 

energia. 

Com respeito a equação de Fokker-Planck, nota-se (Capítulo 

III) que ela pode ser associada a uma equação de Schrödinger. Assim, os 

métodos usados para a resolução da equação de Schrödinger (tais como o 

método variacional) também podem ser usados na resolução da equação 

de Fokker-Planck. Isto abriu caminho para o método introduzido neste 

trabalho. 

O primeiro problema a ser abordado usando o formalismo 

descrito à equação de Fokker-Planck envolveu um potencial biestável, 

simétrico e unidimensional (Figura 4.1). Os resultados obtidos para os 

autovalores de energia e para a probabilidade de transição foram 

comparados com resultados encontrados na literatura (So & Liu, 2000). 
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Posteriormente, estudou-se um potencial biestável, assimétrico e 

unidimensional (Figura 5.1) onde novamente os resultados encontrados 

foram compatíveis com àqueles obtidos por outro método, no caso (SDD). 

Em ambos os casos foi analisada a ortogonalidade das funções de onda. 

Como esperado para os primeiros níveis de energia o produto interno das 

funções de onda é bem pequeno. Para o caso simétrico este produto é da 

ordem de 1310−  para os dois primeiros níveis de energia, ele cresce a 

medida que estes níveis aumentam chegando a 610−  para o oitavo e nono 

estados. Para o caso assimétrico a ortogonalidade é menos evidente, os 

resultados para os produtos internos estão entre 610−  e 110− .  

Em relação ao potencial biestável simétrico, os resultados 

obtidos para os autovalores de energia (com D = 0,5) estão próximos aos 

encontrados através do método SDD e integração numérica (comparados 

na Tabela 4.1), assim como estão em concordância quanto a forma do 

gráfico de P(x,t|0,0) (Figura 4.3) mostrado por So & Liu (2000). Nesta 

referência foi necessário usar uma base com cem estados (n = 100) para o 

cálculo da probabilidade de transição. Por outro lado, no resultado 

utilizando o formalismo supersimétrico aliado ao método variacional foi 

utilizado apenas dez autoestados (n = 9). 

Para o potencial biestável assimétrico, os resultados obtidos 

para os autovalores de energia estão próximos aos encontrados através do 

método SDD (Tabela 5.1). A forma gráfica obtida para a probabilidade de 

transição (Figura 5.3) também está em concordância com a apresentada 

no trabalho de So & Liu (2000).  
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O próximo passo foi encontrar um potencial que permitisse a 

aplicação do formalismo no estudo do enovelamento de proteína. Apesar 

do sistema físico ser bastante complexo, como indicado no Apêndice IV, o 

chamado modelo de funil permite uma grande simplificação tratando o 

processo de enovelamento por uma equação de Fokker-Planck em uma 

dimensão, usando uma coordenada de reação. 

O potencial proposto (Figura 6.1) foi utilizado na equação de 

Fokker-Planck que foi analisada através do formalismo supersimétrico e 

método variacional. Pode-se observar que para o estado fundamental da 

equação de Schrödinger associada a solução é exata, o que sempre 

acontece devido a estrutura das equações envolvidas, porém para os 

estados excitados este potencial não é exatamente solúvel. Este estudo foi 

feito para vários valores do coeficiente de difusão (D = 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 

0,8; 1; 1,2; 1,4; 1,6; 1,8; 2; 5 e 10). 

Em relação aos autovalores de energia, o menor valor do 

coeficiente de difusão foi D = 0,3, para valores menores de D ocorreram 

problemas numéricos na minimização com a função de onda utilizada. 

Uma maneira de contornar estes problemas seria testar outras formas 

para o superpotencial sugerido no formalismo supersimétrico. Entretanto, 

para a análise realizada não houve a necessidade de buscar D menores. 

Uma maneira de ampliar os resultados para D < 0,3 é ajustar a curva 

mostrada na Figura 6.6 por uma soma de duas exponenciais e extrapolar 

os valores de 50t . Por outro lado, não há problemas em utilizar valores 

maiores para D. 
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No cálculo da probabilidade de transição observou-se um 

limite inferior de tempo para descrever a dinâmica do processo com o 

número fixado de autofunções variacionais. Quanto menor for o 

coeficiente de difusão maior tem que ser o valor para o primeiro tempo no 

cálculo da probabilidade, isto porque existe uma dependência com o termo 

D n n( E .D)λ =  na exponencial da somatória usada para o cálculo da 

probabilidade de transição, equação (6.18). Para efeito dos resultados 

apresentados, esta limitação não foi relevante, podendo vir a ser 

importante para estudar efeitos ocorridos em tempos muito curtos. 

No cálculo para as probabilidades totais dos estados 

enovelado e desenovelado, observa-se uma dependência entre os valores 

para os coeficientes de difusão e os tempos 50t  (este tempo corresponde a 

população de proteínas estar 50% no estado enovelado e 50% no estado 

desenovelado). Pode ser visto que quanto menor for o coeficiente de 

difusão maior será o valor para este tempo. Em relação as probabilidades 

totais, observa-se também que a probabilidade total para o estado 

enovelado no equilíbrio é maior para os coeficientes de difusão menores e 

esta probabilidade diminui para valores maiores do coeficiente de difusão. 

Há uma relação entre a probabilidade total no equilíbrio, o 

tempo de enovelamento e o coeficiente de difusão. Para valores menores 

do coeficiente de difusão o tempo de equilíbrio é maior, porém há uma alta 

probabilidade do sistema se encontrar no estado enovelado no equilíbrio. 

Por outro lado, para valores maiores do coeficiente de difusão o tempo de 

equilíbrio é menor, porém uma grande parte do sistema continua 
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desenovelado no equilíbrio. Para melhorar este resultado é preciso variar o 

coeficiente de difusão durante o processo de enovelamento visando obter 

um tempo de equilíbrio menor com valor pequeno para a probabilidade 

total desenovelada no equilíbrio (Figura 6.9). 

Através dos resultados obtidos pode-se concluir que a 

metodologia utilizada é consistente, sendo compatível com resultados 

obtidos através de outros métodos. 

Em relação ao problema de enovelamento de proteína, esta 

metodologia permite analisar vários aspectos deste sistema como as 

probabilidades de transição e as dependências com os coeficientes de 

difusão e os tempos característicos do processo. O método fornece 

soluções aproximadas, porém analíticas o que permite estudar 

diretamente a dinâmica do processo. 

A metodologia proposta abre caminho para inúmeras 

aplicações. Em princípio, ela pode ser usada sempre que a descrição de 

um sistema requerer o uso da equação de Fokker-Planck, por exemplo, 

transferência de elétrons e transferência de prótons. No caso específico do 

enovelamento de proteína a abordagem mostra potencial para tratar 

outros aspectos do problema como estudo de estados intermediários (Jun 

& Weaver, 2002), ampliação dos resultados para coeficientes de difusão 

não constante e tratamento de potenciais confinados impondo um limite 

físico à coordenada de reação. 
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APÊNDICE I   

No item I.1 está descrito o processo de minimização para o potencial 

dado em (2.28), para o primeiro nível de energia em relação a dois 

parâmetros variacionais a e b. Tem-se a comparação gráfica para os 

potenciais original (2.28) e efetivo (2.33) para γ = 0,5 com os parâmetros a 

e b minimizados.  

Mostram-se no item I.2 o procedimento de minimização para o 

segundo nível de energia em relação aos parâmetros variacionais c e d. 

Faz-se a comparação gráfica para os potenciais companheiro 

supersimétrico e efetivo dados em (2.38) e (2.40) com os parâmetros a, b, c 

e d minimizados.  

Está descrito no item I.3 a rotina utilizada para os cálculos de 

integração numérica para o potencial original dado em (2.28).  

 

I.1- Procedimento para a Minimização do Primeiro Nível de 

Energia e Comparação Gráfica para os Potenciais   

Parâmetro:  

 

Potencial original dado em (2.28):  

 

 

Superpotencial dado em (2.32):  

 

 



Apêndice I 

  -72- 

Potencial efetivo dado em (2.33) obtido através do superpotencial 

dado em (2.32):  

 

 

 

Função de onda dada em (2.34):  

 

 

 

Função de onda ao quadrado:  

 

 

 

Função de onda vezes a derivada segunda da própria função:  

 

 

 

Função de onda ao quadrado vezes o potencial original:  
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Integração numérica da função de onda ao quadrado F0[x] para x 

variando de-5 a 5:  

 

 

Integração numérica da função de onda vezes a derivada segunda 

da própria função F1[x], para x variando de -5 a 5:  

 

 

Integração numérica da função de onda ao quadrado vezes o 

potencial original para x variando de-5 a 5:  

 

 

Expressão a ser minimizada em relação aos parâmetros variacionais 

a e b dada em (2.27):  

 

 

Comando utilizado para minimizar a expressão para E0 em relação 

aos parâmetros variacionais a e b:  
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Resultados obtidos para o primeiro nível de energia e para os 

parâmetros variacionais:  

 

 

 

 

Comparação gráfica para os potenciais original e efetivo:  

 

Figura I.1: Gráfico para a comparação entre os potenciais 

original e efetivo .  
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I.2- Procedimento para a Minimização do Segundo Nível de 

Energia e Comparação Gráfica para os Potenciais   

Parâmetros variacionais minimizados e primeiro nível de energia:  

 

 

 

 

Superpotencial dado em (2.32):  

 

 

 

Potencial companheiro supersimétrico dado em (2.38) obtido através 

do superpotencial dado em (2.32):  

 

 

 

Superpotencial dado em (2.39):  

 

 

 

Potencial efetivo dado em (2.40) obtido através do superpotencial 

dado em (2.39):  
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Função de onda dada em (2.41):  

 

 
 

Função de onda ao quadrado:  

 

 
 

Função de onda vezes a derivada segunda da própria função:  

 

 
 

Função de onda ao quadrado vezes o potencial companheiro 

supersimétrico:  

 

 
 

Integração numérica da função de onda ao quadrado G0[x] para x 

variando de-5 a 5:  

 
 

Integração numérica da função de onda vezes a derivada segunda 

da própria função G1[x],para x variando de-5 a 5:  

 
 

Integração numérica da função de onda ao quadrado vezes o 

potencial companheiro supersimétrico para x variando de-5 a 5:  
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Expressão a ser minimizada em relação aos parâmetros variacionais 

c e d dada em (2.27):  

 

 

Comando utilizado para minimizar a expressão para E1 em relação 

aos parâmetros variacionais c e d:  

 

 

Resultados obtidos para o segundo nível de energia e para os 

parâmetros variacionais:  

 

 

 

 

Comparação gráfica para os potenciais dados em (2.38) e (2.40):  

 

Figura I.2: Gráfico para a comparação entre os potenciais .  
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I.3- Rotina utilizada para os cálculos de integração numérica 

para o potencial original dado em (2.28)   
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APÊNDICE II   

 

Neste apêndice estão demonstrados os cálculos referentes ao 

potencial biestável simétrico estudado no Capítulo IV. São calculadas as 

funções de onda no estado fundamental para cada Hamiltoniano (como 

mostrado na Tabela 2.2) com os parâmetros variacionais minimizados. 

São apresentados os cálculos para a obtenção das funções de onda para o 

primeiro Hamiltoniano (como mostrado na Tabela 2.1) e os cálculos da 

constante de normalização. Finalmente, mostram-se os cálculos 

necessários para a probabilidade de transição para quatro valores 

diferentes de t e a representação gráfica referente a este cálculo.  

 

Parâmetros utilizados para o estado fundamental de energia:  

 

 

Superpotencial dado em (4.7) considerando f=1:  

 

 

Função de onda no estado fundamental para o primeiro 

Hamiltoniano dada em (4.9):  
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Cálculos necessários para a constante de normalização para a 

função de onda no estado fundamental.  

 

 

 

 

 

 

Função de onda normalizada no estado fundamental.  

 

 

Gráfico para a função de onda Psi0[x].  

 

Figura II.1: Gráfico para a função de onda no estado 

fundamental.   
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Parâmetros variacionais utilizados na minimização de energia para o 

primeiro estado excitado:  

 

 

Superpotencial dado em (4.14) considerando f=1:  

 

 

Função de onda no estado fundamental para o segundo 

Hamiltoniano dada em (4.16):  

 

 

 

Parâmetros variacionais utilizados na minimização de energia para o 

segundo estado excitado:  

 

 

Superpotencial:  

 

 

Função de onda no estado fundamental para o terceiro 

Hamiltoniano:  
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Parâmetros variacionais utilizados na minimização de energia para o 

terceiro estado excitado:  

 

 

Superpotencial:  

 

 

Função de onda no estado fundamental para o quarto Hamiltoniano:  

 

 

 

Parâmetros variacionais utilizados na minimização de energia para o 

quarto estado excitado:  

 

 

Superpotencial:  

 

 

Função de onda no estado fundamental para o quinto Hamiltoniano:  
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Parâmetros variacionais utilizados na minimização de energia para o 

quinto estado excitado:  

 

 

Superpotencial:  

 

 

Função de onda no estado fundamental para o sexto Hamiltoniano:  

 

 

 

Parâmetros variacionais utilizados na minimização de energia para o 

sexto estado excitado:  

 

 

Superpotencial:  

 

 

Função de onda no estado fundamental para o sétimo Hamiltoniano:  
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Parâmetros variacionais utilizados na minimização de energia para o 

sétimo estado excitado:  

 

 

Superpotencial:  

 

 

Função de onda no estado fundamental para o oitavo Hamiltoniano:  

 

 

 

Parâmetros variacionais utilizados na minimização de energia para o 

oitavo estado excitado:  

 

 

Superpotencial:  

 

 

Função de onda no estado fundamental para o nono Hamiltoniano:  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no primeiro estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

 

 

 

Gráfico para a função de onda Ψ11[x].  

 

Figura II.2: Gráfico para a função de onda no primeiro estado 

excitado.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no segundo estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

 

 

Cálculos necessários para a constante de normalização para a 

função de onda no segundo estado excitado.  
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Função de onda normalizada.  

 

 

 

 

 

Gráfico para a função de onda Psi2[x].  

 

Figura II.3: Gráfico para a função de onda no segundo estado 

excitado.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no terceiro estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gráfico para a função de onda Ψ31[x].  

 

Figura II.4: Gráfico para a função de onda no terceiro estado 

excitado.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no quarto estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

 

 

 

 

Cálculos necessários para a constante de normalização para a 

função de onda no quarto estado excitado.  
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Função de onda normalizada.  

 

 

 

 

 

Gráfico para a função de onda Psi4[x].  

 

Figura II.5: Gráfico para a função de onda no quarto estado 

excitado.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no quinto estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gráfico para a função de onda Ψ51[x].  

 

Figura II.6: Gráfico para a função de onda no quinto estado 

excitado.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no sexto estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cálculos necessários para a constante de normalização para a 

função de onda no sexto estado excitado.  
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Função de onda normalizada.  

 

 

 

 

 

Gráfico para a função de onda Psi6[x].  

 

Figura II.7: Gráfico para a função de onda no sexto estado 

excitado.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no sétimo estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gráfico para a função de onda Ψ71[x].  

 

Figura II.8: Gráfico para a função de onda no sétimo estado 

excitado.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no oitavo estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cálculos necessários para a constante de normalização para a 

função de onda no oitavo estado excitado.  
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Função de onda normalizada.  

 

 

 

 

 

Gráfico para a função de onda Psi8[x].  

 

Figura II.9: Gráfico para a função de onda no oitavo estado 

excitado.  
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Autovalores obtidos pelo formalismo supersimétrico aliado ao 

método variacional apresentados na Tabela 4.1:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Expressão utilizada para o cálculo da probabilidade de transição 

dada em (3.13).  
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Cálculo para a probabilidade de transição para t=0,3.  

 

 

 

 

Cálculo para a probabilidade de transição para t=0,9.  

 

 

 

 

 



Apêndice II 

 

 

-100- 

Cálculo para a probabilidade de transição para t=1,2.  

 

 

 

 

Cálculo para a probabilidade de transição para t=6.  
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Gráfico para a probabilidade de transição para quatro valores de t.  

 

 

Figura II.10: Gráfico para a probabilidade de transição para 

quatro valores de t.  

 

Os resultados encontrados neste apêndice, como a Figura II.10, 

estão mostrados no Capítulo IV.  
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APÊNDICE III   

 

Neste apêndice estão demonstrados os cálculos referentes ao 
potencial biestável assimétrico estudado no Capítulo V. São calculadas as 
funções de onda no estado fundamental para cada Hamiltoniano e as 
funções de onda normalizadas para o primeiro Hamiltoniano. Mostram-se 
os cálculos necessários para a probabilidade de transição para quatro 
valores diferentes de t e a representação gráfica referente a este cálculo.  

 

Parâmetros utilizados para o estado fundamental de energia:  

 
 

 

 

Superpotencial dado em (5.7):  

 
 

 

Função de onda no estado fundamental para o primeiro 

Hamiltoniano dada em (5.9):  

 

 

 

Constante de normalização.  
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Função de onda normalizada no estado fundamental.  

 

 

 

Gráfico para a função de onda Psi0[x].  

 

Figura III.1: Gráfico para a função de onda no estado 

fundamental.  
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A seguir estão os parâmetros variacionais, os superpotenciais e as 

funções de onda no estado fundamental até o sétimo Hamiltoniano.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no primeiro estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

Constante de normalização.  

 

 

 

Função de onda normalizada.  

 

 

Gráfico para a função de onda Psi1[x].  

 

Figura III.2: Gráfico para a função de onda no primeiro estado 

excitado.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no segundo estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

Constante de normalização.  

 

 

 

Função de onda normalizada.  

 

 

Gráfico para a função de onda Psi2[x].  

 

Figura III.3: Gráfico para a função de onda no segundo estado 

excitado.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no terceiro estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

 
Constante de normalização.  

 

 

 
Função de onda normalizada.  

 

 
Gráfico para a função de onda Psi3[x].  

 

Figura III.4: Gráfico para a função de onda no terceiro estado 

excitado.    
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Cálculos para a obtenção da função de onda no quarto estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

 

 

Constante de normalização.  

 

 

 

Função de onda normalizada.  

 

 

Gráfico para a função de onda Psi4[x].  

 

Figura III.5: Gráfico para a função de onda no quarto estado 

excitado.    
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Cálculos para a obtenção da função de onda no quinto estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 
 
 
 
 

 

Constante de normalização.  

 

 

 

Função de onda normalizada.  

 

 

Gráfico para a função de onda Psi5[x].  

 

Figura III.6: Gráfico para a função de onda no quinto estado 

excitado.    
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Cálculos para a obtenção da função de onda no sexto estado 
excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 
 
 
 
 
 

 

Constante de normalização.  

 

 

 

Função de onda normalizada.  

 

 

Gráfico para a função de onda Psi6[x].  

 

Figura III.7: Gráfico para a função de onda no sexto estado 

excitado.    
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Autovalores obtidos pelo formalismo supersimétrico aliado ao 

método variacional apresentados na Tabela 5.1:  

 

 

 

 

 

 

 

 

Potencial dado em (5.1):  

 

 

 

Coeficiente de difusão:  

 

 

Expressão dada em (5.17):  
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Expressão utilizada para o cálculo da probabilidade de transição 

dada em (3.13).  

 

 

 

 

Cálculo para a probabilidade de transição para t=0,32.  

 

 

Cálculo para a probabilidade de transição para t=0,8.  
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Cálculo para a probabilidade de transição para t=2.  

 

 

Cálculo para a probabilidade de transição para t=15.  

 

 

Gráfico para a probabilidade de transição para quatro valores de t.  

 

Figura III.8: Gráfico para a probabilidade de transição para 

quatro valores de t.    

 

Os resultados encontrados neste apêndice, como a Figura III.8, 

estão mostrados no Capítulo V.  
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APÊNDICE IV 

 

Neste apêndice é apresentada uma breve introdução de alguns 

conceitos sobre proteínas, como sua composição, conformação e atividade. 

As proteínas são macromoléculas orgânicas constituídas de 

uma unidade funcional que são os aminoácidos. Na natureza existem 

dezenas de aminoácidos, dos quais vinte espécies fundamentais compõem 

todas as proteínas existentes.  

Os aminoácidos são compostos formados por dois grupos 

orgânicos (amina e ácido carboxílico), um carbono assimétrico e um grupo 

lateral, normalmente conhecido como grupo R, que diferencia os 

aminoácidos entre si, conforme mostrado na Figura IV.1. 

 

 

 
Figura IV.1:  A estrutura acima representa o esquema geral para os aminoácidos. 
O -NH2 representa o grupo amina, o –COOH o ácido carboxílico, o R é a 

nomenclatura para radical e o carbono α que recebe esta designação por possuir 
quatro ligantes diferentes (carbono assimétrico).  
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Os aminoácidos são classificados de acordo com a 

característica que a cadeia lateral possui. Praticamente os aminoácidos de 

interesse biológico são agregados em três classes diferentes (Voet et. al., 

2000), organizados principalmente pela característica de polaridade do 

grupo R, conforme apresentado na Tabela IV.1. 
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Classificação Aminoácido 

Cadeias Laterais Apolares Leucina (Leu, L) 

 Prolina (Pro, P) 

 Alanina (Ala, A) 

 Valina (Val, V) 

 Glicina (Gly, G) 

 Isoleucina (Ile, I) 

 Metionina (Met, M) 

 Fenilalanina (Phe, F) 

 Triptofano (Trp, W) 

Cadeias Laterais Neutras Serina (Ser, S) 

 Treonina (Thr, T) 

 Asparagina (Asn, N) 

 Glutamina (Gln, Q) 

 Tirosina (Tyr, Y) 

 Cisteína (Cys, C) 

Cadeias Laterais Carregadas Lisina (Lys, K) (+) 

 Arginina (Arg, R) (+) 

 Histidina (His, H) (+) 

 Ácido Aspártico (Asp, D) (-) 

 Ácido Glutâmico (Glu, E) (-) 
  
Tabela IV.1: Classificação dos aminoácidos quanto à cadeia lateral. Esta 
classificação leva em consideração a forma predominante dos aminoácidos em 
pH 7,0 (Voet et al., 2000). 
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Os aminoácidos possuem a capacidade de promover ligações 

entre si. Esta ligação é chamada de ligação peptídica, realizada entre o 

grupo ácido de um aminoácido com o grupo amina de outro amimoácido. 

A união dos aminoácidos forma estruturas maiores e mais complexas que 

são as proteínas. 

Nos mamíferos encontram-se proteínas funcionais de 

tamanhos variados, alguns peptídios ativos possuem poucos aminoácidos 

(8 – 10 resíduos) outras proteínas possuem milhares de aminoácidos. 

A atividade protéica no organismo está intimamente 

relacionada a sua composição e conformação. Pode-se classificar as 

proteínas de acordo com estas características em quatro diferentes 

estruturas protéicas, designadas por estruturas: primária, secundária, 

terciária e quaternária. 

A estrutura primária refere-se a seqüência dos aminoácidos 

em uma proteína, determinando a posição que cada aminoácido ocupa na 

cadeia protéica. Esta estrutura pode ser facilmente compreendida fazendo 

uma analogia a um colar de pérolas, onde cada pérola corresponderia a 

um aminoácido e o cordão que as une é a ligação peptídica. 

A estrutura secundária é definida basicamente pela diferença 

de angulação assumida em cada ligação peptídica em relação aos 

carbonos alfas. Existem duas conformações de grande importância 

biológica que são α-hélice (Figura IV.2) e folha-β (Figura IV.3).  
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Figura IV.2:  * Ilustração de uma α-hélice característica.  

 

 

 
Figura IV.3:  Ilustração de uma folha-β característica.  

 

A estrutura terciária é conhecida também por estrutura 

globular devido a sobreposição das estruturas secundárias. As principais 

proteínas orgânicas, que mantém os organismos vivos, dependem da 

manutenção fisiológica desta conformação. 

A estrutura terciária mantém a sua conformação basicamente 

por interações hidrofílicas, interações hidrofóbicas, forças de van der 

Waals e pontes de sulfeto. Agentes externos, tais como temperatura, pH e 

força iônica, podem interferir na estabilidade desta estrutura rompendo-a 

ou alterando sutilmente a configuração original da proteína. 

* As Figuras de IV.2 a IV.5 foram extraídas e adaptadas do CD-Rom do livro Fundamentos de Bioquímica (Voet et al., 2000). 
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A Figura IV.4 representa a estrutura terciária da lipase. Pode-

se observar a sobreposição das estruturas secundárias (α-hélice em 

vermelho, folha-β em amarelo e estruturas aleatórias pelas linhas verdes). 

 

 

 
Figura IV.4:  Ilustração da estrutura terciária da lipase. 

 

Finalmente, a estrutura quaternária é caracterizada pela 

sobreposição de estruturas globulares distintas. Esta estrutura está 

associada a proteínas que possuem atividade biológica quando formada 

por duas ou mais cadeias protéicas. Alguns exemplos são 

imunoglobulinas (proteínas de defesa do organismo) e hemoglobina 

(proteína de transporte), entre outras. 
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As proteínas dotadas de atividade especial, que atuam em 

processos catalíticos, ou seja, aumentando a velocidade de reações 

bioquímicas, são chamadas de proteínas enzimáticas ou enzimas. 

As enzimas são proteínas que possuem um sítio catalítico, que 

é uma região protéica com afinidade estéreoquímica (bom encaixe entre 

substrato e sítio) a um determinado composto, que é chamado de 

substrato. 

A Figura IV.5 mostra o sítio catalítico (em vermelho) e o 

substrato ligado ao sítio (em verde) da lisozima, que é uma enzima capaz 

de quebrar ou catalisar a parede celular bacteriana na região de açúcar 

que esta possuí. 

 

 

 
Figura IV.5: Ilustração do encaixe induzido enzima-substrato, entre a lisozima e 
o ácido N-acetilmurâmico e N-acetilglicosamina. 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

APÊNDICE V 



Apêndice V 

 

 

-123- 

APÊNDICE V   

 

No item V.1 estão os cálculos referentes ao Capítulo VI. Novamente, 
são calculadas as funções de onda no estado fundamental para cada 
Hamiltoniano e as funções de onda normalizadas nos estados excitados 
para o primeiro Hamiltoniano. Mostram-se os cálculos necessários para a 
probabilidade de transição para quatro valores diferentes de t e a 
representação gráfica referente a este cálculo. Estão também os resultados 
para os cálculos da probabilidade total para os estados enovelado e 
desenovelado e o gráfico referente a estes cálculos.  

Mostram-se no item V.2 os resultados obtidos para os autovalores 
de energia, probabilidade de transição e probabilidade total para vários 
valores do coeficiente de difusão.  

 

V.1- Procedimento Utilizado para o Cálculo da Probabilidade de 
Transição e Probabilidade Total para D = 0,5   

Parâmetros utilizados para o estado fundamental de energia:  

 
 

 

Superpotencial dado em (6.8):  

 
 

Função de onda no estado fundamental para o primeiro 

Hamiltoniano dada em (6.10):  
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Constante de normalização.  

 

 

 

Função de onda normalizada no estado fundamental.  

 

 

 

Gráfico para a função de onda Psi0[x].  

 

Figura V.1: Gráfico para a função de onda no estado 

fundamental.  
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A seguir estão os parâmetros variacionais, os superpotenciais e as 

funções de onda no estado fundamental até o sétimo Hamiltoniano.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no primeiro estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

Constante de normalização.  

 

 

 

Função de onda normalizada.  

 

 

Gráfico para a função de onda Psi1[x].  

 

Figura V.2: Gráfico para a função de onda no primeiro estado 

excitado.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no segundo estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

Constante de normalização.  

 

 

 

Função de onda normalizada.  

 

 

Gráfico para a função de onda Psi2[x].  

 

Figura V.3: Gráfico para a função de onda no segundo estado 

excitado.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no terceiro estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

 

Constante de normalização.  

 

 

 

Função de onda normalizada.  

 

 

Gráfico para a função de onda Psi3[x].  

 

Figura V.4: Gráfico para a função de onda no terceiro estado 

excitado.  
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Cálculos para a obtenção da função de onda no quarto estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 

 

 

 

 

Constante de normalização.  

 

 

 
Função de onda normalizada.  

 

 
Gráfico para a função de onda Psi4[x].  

 

Figura V.5: Gráfico para a função de onda no quarto estado 

excitado.    
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Cálculos para a obtenção da função de onda no quinto estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 
 
 
 
 

 

Constante de normalização.  

 

 

 
Função de onda normalizada.  

 

 
Gráfico para a função de onda Psi5[x].  

 

Figura V.6: Gráfico para a função de onda no quinto estado 

excitado.    
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Cálculos para a obtenção da função de onda no sexto estado 

excitado para o primeiro Hamiltoniano.  

 
 
 
 
 
 

 

Constante de normalização.  

 

 

 

Função de onda normalizada.  

 

 

Gráfico para a função de onda Psi6[x].  

 

Figura V.7: Gráfico para a função de onda no sexto estado 

excitado.    
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Autovalores obtidos pelo formalismo supersimétrico aliado ao 

método variacional apresentados na Tabela 6.1:  

 

 

 

 

 

 

 

 

Potencial dado em (6.1):  

 

 

 

Coeficiente de difusão:  

 

 

Expressão dada em (3.7):  
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Expressão utilizada para o cálculo da probabilidade de transição 

dada em (6.18).  

 

 

 

 

Cálculo para a probabilidade de transição para t=1.  

 

 

Cálculo para a probabilidade de transição para t=2.  
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Cálculo para a probabilidade de transição para t=3.  

 

 

Cálculo para a probabilidade de transição para t=10.  

 

 

Gráfico para a probabilidade de transição para quatro valores de t.  

 

Figura V.8: Gráfico para a probabilidade de transição para 

quatro valores de t.    
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Através das expressões (6.19) e (6.20) fez-se os cálculos para as 

probabilidades totais para os estados enovelado (NE) e desenovelado (ND), 

com vários valores de t. Abaixo estão os valores encontrados através 

destes cálculos.  
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Gráfico para a probabilidade total.  

 

 

Figura V.9: Gráfico das probabilidades totais em função do 

tempo para os estados enovelado e desenovelado.  

 

Os resultados encontrados neste apêndice, como as Figuras V.8 e 

V.9, estão mostrados no Capítulo VI.  
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V.2- Resultados Obtidos para os Autovalores de Energia, 
Probabilidade de Transição e Probabilidade Total. 

Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

a1 = -1 b1 = -1,2 c1 = 1 k1 = 0 EV0 = 0 

a2 = 2,90169 b2 = -0,43033 c2 = 0,01499 k2 = -0,50172 EV1 = 0,25290 

a3 = 2,87907 b3 = -0,43881 c3 = 0,01545 k3 = -0,80819 EV2 = 1,86415 

a4 = 2,84372 b4 = -0,44361 c4 = 0,01650 k4 = -1,12750 EV3 = 3,39556 

a5 = 2,84859 b5 = -0,52404 c5 = 0,04718 k5 = -1,46315 EV4 = 4,83254 

a6 = 2,87887 b6 = -0,58612 c6 = 0,07125 k6 = -1,84491 EV5 = 6,16293 

a7 = 2,96050 b7 = -0,65459 c7 = 0,09681 k7 = -2,26201 EV6 = 7,40148 
Tabela V.1: Autovalores obtidos através do formalismo supersimétrico e método 
variacional (EVn) e os parâmetros minimizados para D = 0,3. 
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Figura V.10:  Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição com   
D = 0,3 para t = 2,3, t = 3, t = 5 e t = 10. 
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Figura V.11:  Gráfico das probabilidades totais em função do tempo para o 
estado enovelado (Nenov) e para o estado desenovelado (Ndesenov) com D = 0,3. 
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Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

a1 = -1 b1 = -1,2 c1 = 1 k1 = 0 EV0 = 0 

a2 = 2,35914 b2 = -0,41576 c2 = 0,09827 k2 = -0,50787 EV1 = 0,30642 

a3 = 2,43744 b3 = -0,39037 c3 = 0,09668 k3 = -0,82269 EV2 = 2,05719 

a4 = 2,52253 b4 = -0,36790 c4 = 0,09415 k4 = -1,09618 EV3 = 3,83079 

a5 = 2,60745 b5 = -0,34410 c5 = 0,08955 k5 = -1,33521 EV4 = 5,65098 

a6 = 2,68713 b6 = -0,31866 c6 = 0,08312 k6 = -1,54386 EV5 = 7,53034 

a7 = 2,69668 b7 = -0,19034 c7 = 0,03529 k7 = -1,71943 EV6 = 9,47311 
 

Tabela V.2: Autovalores obtidos através do formalismo supersimétrico e método 
variacional (EVn) e os parâmetros minimizados para D = 0,4. 
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Figura V.12:  Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição com   
D = 0,4 para t = 1,45, t = 3, t = 3,5 e t = 10. 
 

0 5 10 15 20
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1

NHtL
Ndesenov

Nenov

 

Figura V.13:  Gráfico das probabilidades totais em função do tempo para o 
estado enovelado (Nenov) e para o estado desenovelado (Ndesenov) com D = 0,4. 
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Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

a1 = -1 b1 = -1,2 c1 = 1  k1 = 0 EV0 = 0 

a2 = 1,79776 b2 = -0,34290 c2 = 0,14951 k2 = -0,48869 EV1 = 0,41666 

a3 = 2,00025 b3 = -0,28717 c3 = 0,12861 k3 = -0,76243 EV2 = 2,49019 

a4 = 2,16791 b4 = -0,25960 c4 = 0,11902 k4 = -0,95592 EV3 = 4,79094 

a5 = 2,31615 b5 = -0,23956 c5 = 0,11152 k5 = -1,11048 EV4 = 7,28940 

a6 = 2,44566 b6 = -0,21400 c6 = 0,10037 k6 = -1,24061 EV5 = 9,96592 

a7 = 2,55675 b7 = -0,19259 c7 = 0,09087 k7 = -1,34809 EV6 = 12,8034 
 

Tabela V.3: Autovalores obtidos através do formalismo supersimétrico e método 
variacional (EVn) e os parâmetros minimizados para D = 0,6. 
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Figura V.14:  Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição com   
D = 0,6 para t = 0,8, t = 2, t = 3 e t = 10. 
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Figura V.15:  Gráfico das probabilidades totais em função do tempo para o 
estado enovelado (Nenov) e para o estado desenovelado (Ndesenov) com D = 0,6. 
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Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

a1 = -1 b1 = -1,2 c1 = 1 k1 = 0  EV0 = 0 

a2 = 1,50578 b2 = -0,28584 c2 = 0,14760 k2 = -0,45672 EV1 = 0,52836 

a3 = 1,74456 b3 = -0,26337 c3 = 0,14434 k3 = -0,69006 EV2 = 2,90867 

a4 = 1,96015 b4 = -0,23240 c4 = 0,12980 k4 = -0,86660 EV3 = 5,65139 

a5 = 2,13949 b5 = -0,21173 c5 = 0,11958 k5 = -1,00136 EV4 = 8,72915 

a6 = 2,29843 b6 = -0,21159 c6 = 0,12009 k6 = -1,10869 EV5 = 12,0893 

a7 = 2,45523 b7 = -0,22354 c7 = 0,12537 k7 = -1,21044 EV6 = 15,6955 
 

Tabela V.4: Autovalores obtidos através do formalismo supersimétrico e método 
variacional (EVn) e os parâmetros minimizados para D = 0,8. 
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Figura V.16:  Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição com    
D = 0,8 para t = 0,6, t = 2, t = 3 e t = 10. 
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Figura V.17:  Gráfico das probabilidades totais em função do tempo para o 
estado enovelado (Nenov) e para o estado desenovelado (Ndesenov) com D = 0,8. 
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Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

a1 = -1 b1 = -1,2 c1 = 1  k1 = 0 EV0 = 0 

a2 = 1,32338 b2 = -0,23989 c2 = 0,13608 k2 = -0,42920 EV1 = 0,63761 

a3 = 1,57531 b3 = -0,20066 c3 = 0,11754 k3 = -0,63803 EV2 = 3,31080 

a4 = 1,77163 b4 = -0,17707 c4 = 0,10560 k4 = -0,78076 EV3 = 6,45495 

a5 = 1,93263 b5 = -0,16234 c5 = 0,09817 k5 = -0,89123 EV4 = 9,97746 

a6 = 2,07315 b6 = -0,14713 c6 = 0,08976 k6 = -0,98209 EV5 = 13,8146 

a7 = 2,19430 b7 = -0,13901 c7 = 0,08596 k7 = -1,05754 EV6 = 17,9290 
 

Tabela V.5: Autovalores obtidos através do formalismo supersimétrico e método 
variacional (EVn) e os parâmetros minimizados para D = 1. 
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Figura V.18:  Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição com   
D = 1 para t = 0,45, t = 2, t = 3 e t = 10. 
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Figura V.19:  Gráfico das probabilidades totais em função do tempo para o 
estado enovelado (Nenov) e para o estado desenovelado (Ndesenov) com D = 1. 
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Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

a1 = -1 b1 = -1,2 c1 = 1  k1 = 0 EV0 = 0 

a2 = 1,19519 b2 = -0,20702 c2 = 0,12447 k2 = -0,40439 EV1 = 0,74288 

a3 = 1,44849 b3 = -0,17191 c3 = 0,10681 k3 = -0,59317 EV2 = 3,68802 

a4 = 1,64062 b4 = -0,15163 c4 = 0,09678 k4 = -0,72052 EV3 = 7,19671 

a5 = 1,79990 b5 = -0,13820 c5 = 0,08959 k5 = -0,81692 EV4 = 11,1487 

a6 = 1,93836 b6 = -0,12831 c6 = 0,08353 k6 = -0,89608 EV5 = 15,4716 

a7 = 2,06135 b7 = -0,12030 c7 = 0,07787 k7 = -0,96425 EV6 = 20,1175 
 

Tabela V.6: Autovalores obtidos através do formalismo supersimétrico e método 
variacional (EVn) e os parâmetros minimizados para D = 1,2. 
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Figura V.20:  Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição com   
D = 1,2 para t = 0,4, t = 2, t = 3 e t = 10. 
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Figura V.21:  Gráfico das probabilidades totais em função do tempo para o 
estado enovelado (Nenov) e para o estado desenovelado (Ndesenov) com D = 1,2. 
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Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

a1 = -1 b1 = -1,2 c1 = 1  k1 = 0 EV0 = 0 

a2 = 1,09906 b2 = -0,18154 c2 = 0,11363 k2 = -0,38305 EV1 = 0,84384 

a3 = 1,34853 b3 = -0,15013 c3 = 0,09686 k3 = -0,55493 EV2 = 4,04362 

a4 = 1,53710 b4 = -0,13290 c4 = 0,08657 k4 = -0,66991 EV3 = 7,88507 

a5 = 1,69219 b5 = -0,12168 c5 = 0,07896 k5 = -0,75951 EV4 = 12,2246 

a6 = 1,82223 b6 = -0,11235 c6 = 0,07335 k6 = -0,83442 EV5 = 16,9776 

a7 = 1,93551 b7 = -0,10574 c7 = 0,06934 k7 = -0,89802 EV6 = 22,0841 
 

Tabela V.7: Autovalores obtidos através do formalismo supersimétrico e método 
variacional (EVn) e os parâmetros minimizados para D = 1,4. 
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Figura V.22:  Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição com   
D = 1,4 para t = 0,32, t = 1,5, t = 2,5 e t = 10. 
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Figura V.23:  Gráfico das probabilidades totais em função do tempo para o 
estado enovelado (Nenov) e para o estado desenovelado (Ndesenov) com D = 1,4. 
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Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

a1 = -1 b1 = -1,2 c1 = 1  k1 = 0 EV0 = 0 

a2 = 1,02355 b2 = -0,16161 c2 = 0,10420 k2 = -0,36455 EV1 = 0,94060 

a3 = 1,26874 b3 = -0,13361 c3 = 0,08814 k3 = -0,52321 EV2 = 4,38042 

a4 = 1,45069 b4 = -0,11818 c4 = 0,07870 k4 = -0,62998 EV3 = 8,53349 

a5 = 1,59825 b5 = -0,10791 c5 = 0,07224 k5 = -0,71275 EV4 = 13,2334 

a6 = 1,72289 b6 = -0,06815 c6 = 0,04957 k6 = -0,78838 EV5 = 18,3845 

a7 = 1,80508 b7 = -0,05092 c7 = 0,03924 k7 = -0,82917 EV6 = 23,9319 
 

Tabela V.8: Autovalores obtidos através do formalismo supersimétrico e método 
variacional (EVn) e os parâmetros minimizados para D = 1,6. 
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Figura V.24:  Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição com   
D = 1,6 para t = 0,3, t = 0,8, t = 1,5 e t = 10. 
 

0 5 10 15 20
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1

NHtL
Ndesenov

Nenov

 
 

Figura V.25:  Gráfico das probabilidades totais em função do tempo para o 
estado enovelado (Nenov) e para o estado desenovelado (Ndesenov) com D = 1,6. 
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Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

a1 = -1 b1 = -1,2 c1 = 1 k1 = 0   EV0 = 0 

a2 = 0,96227 b2 = -0,14594 c2 = 0,09606 k2 = -0,34830 EV1 = 1,03347 

a3 = 1,20182 b3 = -0,12051 c3 = 0,08089 k3 = -0,49690 EV2 = 4,70008 

a4 = 1,37879 b4 = -0,10656 c4 = 0,07165 k4 = -0,59691 EV3 = 9,14545 

a5 = 1,51989 b5 = -0,09646 c5 = 0,06543 k5 = -0,67496 EV4 = 14,1841 

a6 = 1,64475 b6 = -0,05396 c6 = 0,03759 k6 = -0,74897 EV5 = 19,7079 

a7 = 1,70827 b7 = -0,05367 c7 = 0,03908 k7 = -0,78129 EV6 = 25,6567 
 

Tabela V.9: Autovalores obtidos através do formalismo supersimétrico e método 
variacional (EVn) e os parâmetros minimizados para D = 1,8. 
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Figura V.26:  Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição com    
D = 1,8 para t = 0,25, t = 0,8, t = 1,5 e t = 10. 
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Figura V.27:  Gráfico das probabilidades totais em função do tempo para o 
estado enovelado (Nenov) e para o estado desenovelado (Ndesenov) com D = 1,8. 
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Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

a1 = -1 b1 = -1,2 c1 = 1 k1 = 0  EV0 = 0 

a2 = 0,91064 b2 = -0,13240 c2 = 0,08902 k2 = -0,33404 EV1 = 1,12275 

a3 = 1,14467 b3 = -0,10932 c3 = 0,07458 k3 = -0,47318 EV2 = 5,00552 

a4 = 1,32132 b4 = -0,09172 c4 = 0,06270 k4 = -0,57435 EV3 = 9,72784 

a5 = 1,45098 b5 = -0,08417 c5 = 0,05769 k5 = -0,64368 EV4 = 15,1028 

a6 = 1,56112 b6 = -0,07879 c6 = 0,05466 k6 = -0,70162 EV5 = 20,9713 

a7 = 1,66005 b7 = -0,07385 c7 = 0,05112 k7 = -0,75189 EV6 = 27,2668 
 

Tabela V.10: Autovalores obtidos através do formalismo supersimétrico e método 
variacional (EVn) e os parâmetros minimizados para D = 2. 
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Figura V.28:  Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição com   
D = 2 para t = 0,2, t = 0,8, t = 1,5 e t = 10 
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Figura V.29:  Gráfico das probabilidades totais em função do tempo para o 
estado enovelado (Nenov) e para o estado desenovelado (Ndesenov) com D = 2. 
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Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

a1 = -1 b1 = -1,2 c1 = 1 k1 = 0  EV0 = 0 

a2 = 0,57343 b2 = -0,05660 c2 = 0,04213 k2 = -0,22389 EV1 = 2,18573 

a3 = 0,74440 b3 = -0,04627 c3 = 0,03498 k3 = -0,30738 EV2 = 8,55480 

a4 = 0,86601 b4 = -0,04087 c4 = 0,03099 k4 = -0,36373 EV3 = 16,4179 

a5 = 0,96277 b5 = -0,03739 c5 = 0,02837 k5 = -0,40780 EV4 = 25,3915 

a6 = 1,04736 b6 = -0,03547 c6 = 0,02605 k6 = -0,44651 EV5 = 35,2695 

a7 = 1,12703 b7 = -0,01781 c7 = 0,01228 k7 = -0,48610 EV6 = 45,9379 
 

Tabela V.11: Autovalores obtidos através do formalismo supersimétrico e método 
variacional (EVn) e os parâmetros minimizados para D = 5. 
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Figura V.30:  Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição com   
D = 5 para t = 0,1, t = 0,3, t = 0,8 e t = 10. 
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Figura V.31:  Gráfico das probabilidades totais em função do tempo para o 
estado enovelado (Nenov) e para o estado desenovelado (Ndesenov) com D = 5. 
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Parâmetros Variacionais EV n = λλλλn 

a1 = -1 b1 = -1,2 c1 = 1 k1 = 0  EV0 = 0 

a2 = 0,40549 b2 = -0,02901 c2 = 0,02303 k2 = -0,16250 EV1 = 3,42689 

a3 = 0,53583 b3 = -0,02390 c3 = 0,01902 k3 = -0,21880 EV2 = 12,6300 

a4 = 0,62721 b4 = -0,02113 c4 = 0,01682 k4 = -0,25781 EV3 = 24,0756 

a5 = 0,69954 b5 = -0,01930 c5 = 0,01537 k5 = -0,28854 EV4 = 37,1755 

a6 = 0,76028 b6 = -0,01794 c6 = 0,01434 k6 = -0,31428 EV5 = 51,6186 

a7 = 0,81442 b7 = -0,01666 c7 = 0,01325 k7 = -0,33614 EV6 = 67,2092 
 

Tabela V.12: Autovalores obtidos através do formalismo supersimétrico e método 
variacional (EVn) e os parâmetros minimizados para D = 10. 
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Figura V.32:  Resultados obtidos no cálculo da probabilidade de transição com   
D = 10 para t = 0,05, t = 0,1, t = 0,5 e t = 10. 
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Figura V.33:  Gráfico das probabilidades totais em função do tempo para o 
estado enovelado (Nenov) e para o estado desenovelado (Ndesenov) com D = 10. 
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