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Lo cierto es que vivimos postergando todo lo postergable; tal vez
todos sabemos profundamente que somos inmortales y tarde o

temprano, todo hombre hard todas las cosas y sabrd todo.
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Resumo

Esta tese visa ao estudo das propriedades de violagao de CP e mistura de sabor
no Modelo Padrao (MP) e em extensdes do mesmo. Estudaremos a conexao entre os
dois fenomenos e a relacao com os espacos formados pela replicacao de multipletos
de gauge, os quais chamaremos de espacos horizontais, presentes nos modelos. A
presenca de tais espacos em teorias de gauge é condi¢ao necessaria para o apareci-
mento de mistura de sabor ao nivel lagrangiano. Esta pode introduzir novas fontes
de violagao de CP, como no mecanismo de violagao espontanea de CP (VECP),
bem como, as vezes, dificultar a analise das propriedades de CP da teoria devido a
liberdade de “rotagao” nesses espacos (transformacgoes horizontais). A relagao entre
replicagao de multipletos escalares e violagao de CP é investigada em extensoes do
MP com N dubletos de Higgs. No potencial escalar desses modelos as condigoes
necessarias e suficientes para a violagao explicita e espontanea de CP sao estudadas
e invariantes impares por CP, como o invariante de Jarlskog no MP, sao encontra-
dos. Nessa mesma classe de modelos, o mecanismo de violagao espontanea de CP
¢ ilustrado nos modelos com dois e trés dubletos, conjuntamente com as restricoes
impostas pela necessidade de supressao das correntes neutras que trocam sabor. A
violagao soft de CP ¢ ilustrada em um modelo baseado no grupo de gauge eletrofraco
SU(3)L®@U(1)x e mostrado que pode acomodar a fenomenologia de violagao de CP
no sistema dos kdons neutros mesmo quando o mecanismo CKM ¢ desligado e toda
a assimetria CP é proveniente da troca de férmions exéticos. O fenomeno de mistura
de sabor é investigado no ambito da oscilacao de neutrinos, sob o ponto de vista de
campos classicos relativisticos, que incluem aspectos de localizacao, a fim de procu-
rar por novos efeitos e desvios mensurdveis das férmulas usuais de oscilagao, bem
como esclarecer certos aspectos do formalismo. Comparagoes sao feitas em relagao

a abordagens de segunda quantizacao.
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Abstract

The aim of this thesis is the study of the properties of CP violation and flavor
mixing in the Standard Model (SM) and in some of its extensions. We study the
connection between both phenomena and their relation with the space formed by the
replication of gauge multiplets, which will be called horizontal spaces, present in the
models. The presence of such spaces in gauge theories is a necessary condition for
the appearance of flavor mixing at the Lagrangian level. These identical multiplets
can introduce new sources of CP violation, as in the mechanism of spontaneous CP
violation (SCPV), and, sometimes, make difficult the analysis of the CP properties
of the theory, due to the freedom to “rotate” the basis of such spaces. The relation
between the replication of scalar multiplets and CP violation is investigated in ex-
tensions of the SM with N-Higgs-doublets. In the scalar potential of these models
the necessary and sufficient conditions for explicit and spontaneous CP violation
are studied and CP odd invariants, like the Jarlskog invariant in the SM, are found.
In these class of models, the SCPV mechanism is illustrated in the 2-Higgs- and
3-Higgs-doublet models, and the restrictions imposed by the suppression of flavor
changing neutral currents are also exposed. The soft CP violation is illustrated in a
model based in the gauge group SU(3), ® U(1)y and it is shown that it can accom-
modate the phenomenology of the CP violation of the neutral kaons system even
when the CKM mechanism is switched off and all CP violation effects are mediated
by exotic fermions. The flavor mixing phenomenon is investigated through neutrino
flavor oscillations from the perspective of classical relativistic field theories taking
localization aspects into account to search for new effects and observable deviations
from the usual oscillation formulas, and to clarify certain aspects of the formalism

as well. The results are compared with second quantized approaches.

Keywords: CP violation; flavor mixing; symmetry breaking; rephasing invariants;

neutrino oscillations.
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Capitulo 1

Introducao

O entendimento da pequena violagao da simetria conjunta de conjugacao de
carga e inversao espacial (CP) na natureza ainda representa um grande desafio na
fisica de particulas. A sua confirmacao inicial em 1964 [1] foi antecedida pela desco-
berta da violacao da simetria de inversao espacial, ou simetria de paridade (P), em
1957 [2], que estava contra todas as expectativas e preconceitos tedricos da época [3].
Historicamente, o fendmeno de violagao de CP foi observado no mesmo sistema em
que era prevista a ocorréncia da oscilacao de estranheza, i.e., no sistema 7 — 0 [4],
hoje conhecido como o sistema de mésons K°-K° cuja nomenclatura evidencia a
relacao particula—antiparticula desconhecida na época. Igualmente desafiadora é a
origem da mistura de sabor entre quarks introduzida através da matriz de Cabibbo
em 1963 [5] para descrever a nao conservagao da estranheza nas interagoes fracas. A
predi¢ao do quark charm deveu-se exatamente a unitariedade da matriz de Cabibbo
e a estrutura do grupo de gauge do agora estabelecido Modelo Padrao das particulas
elementares (MP), mais precisamente, a parte eletrofraca do modelo proposta por
Glashow, Weinberg e Salam, ou seja, o Modelo Padrao Eletrofraco (MPEF), levando
a nocao de familias para classificar as particulas elementares.

Hoje em dia, sabemos que existem trés familias de quarks, fato que levou ao alar-
gamento do MP, estendeu a matriz de Cabibbo para a matriz de Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa (CKM) [6] e trouxe consigo o fenomeno de violagao de CP, possivel somente
com a presenca de trés ou mais familias de quarks. A oscilacao de sabor e a violagao
de CP no sistema dos kdons neutros sao ambas conseqiiéncia da ocorréncia da mis-
tura de sabor entre as trés familias de quarks na Lagrangiana de corrente carregada
que contém a matriz CKM, nao diagonal e intrinsecamente complexa. Este ultimo
fato, mais precisamente, a presenca de uma unica fase nao removivel na matriz
CKM, é, surpreendentemente, o responsavel por todos os fenomenos de violagao de
CP observados até hoje, tanto nos mésons K [7] como nos mésons B [8, 9]. A pre-

senca da matriz CKM, contudo, é meramente descritiva no MP, e nao d4 nenhuma



informacgao mais preditiva acerca da existéncia das trés familias, nem sobre as mas-
sas dos constituintes de cada familia e nem sobre a relacao das massas das diferentes
familias. Tal matriz nao pode ser prevista pelo MP, a nao ser a sua propriedade de
unitariedade, devendo ser medida experimentalmente. A extragao precisa de seus
elementos constitui um dos atuais objetivos perseguidos pelos experimentalistas a
fim de procurar inconsisténcias e sinais de fisica além do MP [10, 11, 12]. Desse
modo, no contexto do MP, ambos os fenomenos, mistura de sabor e violagao CP,
estao intimamente conectados com a presencga de espagos horizontais, i.e., espacos
constituidos por dois ou mais multipletos do grupo de gauge idénticos, diferenciados
apenas pelas massas (trés familias de quarks). De fato, a replicacdo de familias é
um problema antigo na fisica de particulas ainda a ser entendido.

Ao contrério da violagdo das simetrias de conjugagao de carga (C) e paridade
(P) que s@o violadas maximalmente na interagdo entre os férmions e o bdson de
gauge W devido a natureza quiral do grupo de gauge do MPEF [SU(2), ® U(1)y],
a origem da pequena violacao de CP ainda é desconhecida e sua descrigao, através
de uma matriz de mistura complexa ad hoc, estd longe de ser satisfatéria. A fim de
explicar a mintscula violagao de CP observada na natureza e atribuir a sua origem
o mesmo mecanismo de quebra espontanea de simetria, responsavel pela quebra das
simetrias continuas de gauge, em 1973, T. D. Lee propos o primeiro modelo capaz
de realizar tal idéia: a chamada violagdo espontanea de CP (VECP)[13]. Apds
a proposicao da idéia, varios modelos foram construidos para descrever a violagao
de CP na natureza, em particular, a extensao minima do MP que realiza a idéia,
e ainda suprime as correntes neutras que trocam sabor (FCNC)*[14] de maneira
natural, requer a existéncia de trés dubletos de Higgs[15, 16|, ao invés de um no
MP. Entao a implementacao minima da VECP requer dubletos adicionais de Higgs,
introduzindo um novo espago horizontal no setor escalar.

Nesse contexto, surge entao a questao natural: a violacao de CP esta realmente
ligada ao mecanismo de mistura de sabor (quarks) ou sua interconexao no MP é
meramente acidental? De fato, o modelo constituido de trés dubletos de Higgs, que
exibe VECP, consegue dissociar o mecanismo de mistura de sabor (quarks) com
a fonte de violagdo de CP [15, 16]. Nesse modelo, a mistura entre quarks continua
sendo descrita pela interacao de corrente carregada com uma matriz CKM que € real,
e portanto CP invariante, enquanto que a violagao de CP é gerada pela troca de
escalares carregados que se misturam através de uma matriz de mistura complexa,
andloga a matriz CKM. No entanto, experimentalmente, o mecanismo CKM parece

ser a fonte dominante de viola¢ao de CP a baixas energias [17]. Mesmo assim, fontes

*Do inglés Flavour Changing Neutral Currents.



adicionais de violacao de CP advindos de fisica nova podem existir e ser induzidas por
VECP a altas energias, gerando a matriz CKM complexa do MP [18]. Para construir
modelos nessa direcao deve-se levar em conta o comprometimento restritivo entre
VECP, mecanismo CKM realistico a baixas energias e supressao de FCNC [18]. Por
outro lado, a extensdo do MP que considera dois dubletos de Higgs (2HDM) [19]
também tem sido estudada extensivamente nos iltimos tempos devido ao fato de
que o Modelo Padrao Supersimétrico Minimo (MSSM) requer dois dubletos de Higgs
pela supersimetria [20, 21].

Assim, tanto no MP com trés familias de quarks como em extensoes com N-
dubletos de Higgs, existe uma relagao intima entre violacao de CP e espacos ho-
rizontais. De fato, em geral, as transformagoes de CP podem envolver, em adigcao
as transformacgoes que dependem somente da natureza dos campos, p.ex., escalar,
vetorial ou espinorial, as transformacoes de gauge e rotagoes nesses espacos horizon-
tais. Com essas definicoes mais abrangentes, as transformacoes de CP podem ser
vistas como automorfismos no grupo de gauge [22]. Além disso, pode ser mostrado
em nivel classico, que teorias de gauge com férmions, escalares e bésons de gauge in-
teragindo via acoplamento minimo sao sempre invariantes por CP. Sao as interacoes
de Yukawa e o potencial escalar que podem violar CP [22] (em teorias de campos
quantizados existe ainda a possibilidade dos termos tipo F'F [23]).

Tendo em vista a generalizacao envolvendo os espacos horizontais, a analise das
propriedades de CP de uma teoria fica, entao, mais complicada, pois, tais trans-
formagoes horizontais podem modificar a Lagrangiana, fazendo com que parametros
reais sejam substituidos por valores complexos, mascarando suas propriedade sob
CP. Contudo, a fisica ndo deve depender de tais transformagoes de varidveis (cam-
pos), de modo que, é interessante encontrar quantidades que sejam invariantes por
tais transformacoes, propriedade que qualquer observavel fisico deve possuir. No
MP, sabe-se que toda a violacao de CP contida na matriz CKM pode ser quan-
tificada por um invariante J, o invariante de Jarlskog[24], que é invariante por
redefini¢oes de fase nos campos dos quarks. Tais redefini¢coes formam um subgrupo
do grupo de transformacoes horizontais nas trés familias de quarks tipo up e tipo
down, mas um observavel invariante por todo o grupo de transformagoes horizontais
pode ser construido através de comutadores (veja o artigo de C. Jarslkog na Ref. [25]
e a Sec. 2.82 mais adiante).

Tal método, de quantificar a violacao de CP através de invariantes por trans-
formagoes horizontais, foi posteriormente aplicado em varios outros modelos in-
cluindo os das Refs. [26, 27], inclusive em modelos com N dubletos de Higgs [28, 29,
30] (NHDMs). No modelo com dois [20, 30, 31] e trés [30] dubletos de Higgs, todas as



propriedades de violagao/invariancia (espontanea/explicita) da simetria CP no po-
tencial escalar podem ser formuladas em termos de alguns invariantes. Isso é muito
util para examinar as propriedades de CP em teorias efetivas a baixas energias, sem
se preocupar em encontrar uma base apropriada para analise ou construcao.

Existe outro setor do MP que possui um espaco horizontal andlogo ao setor dos
quarks: o setor dos léptons. Esse setor possui uma estrutura de familias e multipletos
de gauge eletrofracos muito parecida com a do setor de quarks. A diferenca béasica era
devida a inexisténcia de massa para os neutrinos, que era automatica pela auséncia
de neutrinos de mao direita singletos no modelo, e portanto, impedia o aparecimento
de mistura de sabor nas interagoes de corrente carregada dos léptons. Contudo,
recentemente, as evidéncias para existéncia de massa e mistura para os neutrinos fo-
ram consolidadas através de intimeros experimentos [32, 33, 34, 35, 36, 37| explicados
através das oscilagoes de neutrinos [38, 39]. Tais evidéncias impulsionaram a pro-
cura por modelos que explicassem naturalmente as pequeninas mas desconhecidas
massas (embora saibamos as diferencas de massas quadradas Am?) dos neutrinos e
a matriz de mistura com angulos de mistura grandes [40], diferentemente da matriz
de mistura dos quarks que possui uma forma hierarquica, com os maiores valores ao
longo da diagonal [11]. A existéncia de mistura entre os neutrinos, cuja matriz de
mistura é chamada de matriz de Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata (PMNS) [41],
em clara analogia com o setor de quarks, levanta a questao natural da possibilidade
da violagao de CP também no setor leptonico [42, 43]. Infelizmente, alguns elemen-
tos da matriz PMNS ainda estao sendo extraidos experimentamente. Por exemplo,
o angulo #,3 ainda nao foi medido, mas possui um limite superior muito pequeno e
seu anulamento sugere uma forma tri-bi-maximal para a matriz PMNS [40].

Outra propriedade ainda a ser experimentalmente verificada se refere a natu-
reza dos neutrinos. Visto que os neutrinos nao possuem carga elétrica, estes podem
ser tanto particulas de Majorana, i.e., autoconjugadas, quanto particulas de Dirac,
como as outras particulas do MP. Embora, a natureza de Majorana dos neutrinos
automaticamente viole o nimero leptonico, é sabido que o nimero leptonico (L) e
o nimero barionico (B) sao simetrias cldssicas acidentais (globais) do modelo, que,
em nivel quantico, nao sao conservados separadamente no MP por serem anomalas;
somente a combinagdo B — L ¢ livre de anomalias [44]. Infelizmente, experimentos
de oscilagao nao podem distinguir a natureza dos neutrinos. Para tal distincao,
experimentos como o duplo decaimento beta sem neutrinos, sao necessérios [45]. Ao
mesmo tempo em que a escala absoluta das massas dos neutrinos nao é conhecida,
existe ainda uma ambigiiidade entre possiveis hierarquias de massas, ambas as hie-

rarquias, normal ou invertida, sdo ainda possiveis [36].



Do ponto de vista da construcao de modelos, a atribuicao de massa para os
neutrinos ja representa uma janela para extensoes do MP [37, 46, 47]. E a melhor
maneira de acomodar as minusculas massas dos neutrinos ainda representa um de-
safio, apenas agravando o mistério de por que o espectro do MP abarca tao variadas
escalas de energia. Possivelmente, o mecanismo seesaw [45], dentro de um contexto
de grande unificacao, seja o mecanismo mais provavel para explicar a pequenez das
massas dos neutrinos [48]. Nesse contexto, a presenca de neutrinos adicionais sin-
gletos [SU(2).], de mao direita, se torna mais natural. Dentre outras coisas, ao
mesmo tempo em que tais neutrinos de mao direita pesados explicam as pequenas
massas dos neutrinos ativos do MP através do mecanismo seesaw, elas podem ser
as particulas responséveis pelo mecanismo de leptogénese [49]. E sabido que a vio-
lagdo de CP no MP nao ¢ suficiente para gerar toda a assimetria entre matéria e
antimatéria do Universo [50]. Por outro lado, neutrinos de méao direita mais leves
podem ter conseqiiéncias observaveis tanto nos experimentos de oscilacao de neu-
trinos como na largura invisivel no decaimento do Z°[51], e seriam uma possivel
solugao para a anomalia encontrada no experimento de LSND [52]. Nesse contexto,
uma deducao mais detalhada das formulas de oscilagao, considerando neutrinos de
mao direita e levando em conta aspectos de localizacao, se torna necessaria. A ne-
cessidade de considerar neutrinos localizados surge porque geralmente a oscilagao
de neutrinos, que tanto tem contribuido para o entendimento da natureza dos mes-
mos, se baseia num formalismo simplificado de ondas planas, embora seja sabido
que a coeréncia necessaria para oscilacao depende crucialmente da localizacao das
particulas que criam e detectam os neutrinos [53]. Tais formalismos envolvendo pa-
cotes de onda ja foram extensivamente desenvolvidos, tanto no contexto de Mecanica
Quantica [54, 55, 56, 57, 58, 59], Mecanica Quantica Relativistica [60, 61], como em
Teoria de Campos [62, 63, 64]. Embora alguns aspectos nao sejam completamente
claros [61].

Desse modo, devido a intima relagao entre violagao de CP e mistura no setor de
quarks, léptons e escalares, possivel apenas na presenca de espacos horizontais, es-
tudaremos os dois mecanismos, a violagao de CP e a mistura de sabor, para verificar
ou refutar a inescapavel inter-relacao entre elas. Para isso, revisaremos no Cap.2 o
mecanismo CKM de violagao de CP e todos os elementos do MP necesséarios para
entende-lo. Isso nos permitira entender a nao trivialidade do sucesso do MP em des-
crever todos os fenomenos que violam CP através de apenas uma fonte de violagao,
uma fase complexa na matriz CKM. Também calcularemos no MP a Lagrangiana
efetiva com AS = 2, responsavel pela mistura entre K° ¢ K° e a definicao dos

parametros de violacao de CP nesse sistema, que foram as primeiras quantidades



atestando as assimetrias CP medidas.

No Cap. 3, estudaremos o mecanismo de VECP proposto por T. D. Lee, sua
aplicagao para extensoes do MP com dois, trés e N dubletos de Higgs. Nesse con-
texto, veremos a relacao entre mistura no setor escalar e violacao de CP, i.e., como a
presenga de espagos horizontais modifica as propriedades sob CP do modelo através
do potencial escalar. Também analisaremos as propriedade de CP nos potenciais
escalares em termos de invariantes por transformagoes horizontais.

No Cap.4, estudaremos a mistura de sabor nos neutrinos que possibilita a os-
cilacao dos mesmos, mecanismo responsavel pela maior fonte de informacoes acerca
da natureza dos neutrinos nos ultimos tempos. Faremos um estudo das féormulas
de oscilagao do ponto de vista da teoria cldssica de campos (primeira quantizacao),
para campos de spin 0 e %, e discutiremos as modificacoes encontradas, bem como
compararemos tais abordagens com algumas de segunda quantizacao.

O Cap. 5 contém as conclusoes e as perspectivas do trabalho aqui desenvolvido.
Os apéndices contém varios resultados auxiliares, nao necessariamente originais. Em
particular, o Ap.B.5 ilustra a nogao de transformacoes de CP como automorfismo
do grupo de gauge [22] em teorias de gauge gerais.

Por fim, é importante salientar que tanto o setor escalar do MP como as proprie-
dades dos neutrinos vao ser extensivamente testados nos proximos anos, sendo que o
primeiro depende, principalmente, do funcionamento do LHC. A intersecao tedrica
entre esses dois setores reside nas possibilidades de violacao de CP no setor leptonico
e nos possiveis mecanismos de geragao de massa para os neutrinos. O estudo de tal
intersecao pode nos dar pistas para os antigos e fundamentais problemas da fisica de
particulas, como a relagao entre quarks e 1éptons, replicacao de familias e o problema
de CP forte. Desse modo, o estudo dessa intersecao é importante tanto do ponto
de vista fenomenolégico como do ponto de vista da construcao de modelos e, logo,

para um melhor entendimento das interacoes fundamentais da natureza.



Capitulo 2

Violacao de CP através do mecanismo CKM

O primeiro objetivo desse Capitulo é revisar as partes do MP necessarias para
analisar o fenomeno de violagao de CP, frisando que todas as observagoes de violagao
de CP feitas até hoje envolvendo os mésons K [7] (principalmente o sistema neutro
K°%-K?) e, mais recentemente, os mésons B [8], podem ser descritas pelo mecanismo
CKM [10, 11] que esta embutido no modelo padrao das particulas elementares (MP).
Uma lista das principais observacoes dos efeitos de violacao de CP, tanto nos mésons
K como nos mésons B, pode ser encontrada na p.146 da Ref.[11]. O segundo
objetivo é ilustrar, usando o MP, que a definicao das transformagoes de CP sao
dependentes de convencao e determinam, p.ex., qual a parte do modelo que viola
tal simetria. Essa ilustracao leva ao terceiro objetivo que é o de analisar o modelo de
maneira a identificar quantidades que sao independentes de convencao e, portanto,
mais apropriadas a sua adocao como observaveis da teoria; no MP com trés familias,
existe um tunico invariante de refase, o invariante de Jarlskog [25, 24]. Como quarto
objetivo, mostraremos como o MP consegue descrever a mistura entre K%~ K°, sendo
este um exemplo de conexao entre um modelo mais fundamental, ou microscépico,

com uma descri¢ao mais fenomenoldgica independente de modelo.

2.1 O modelo padrao eletrofraco (MPEF)

A descrigao atual do fenémeno de violagao de CP deve fazer uso do modelo
padrao das particulas elementares * que tem descrito com muito sucesso os fenomenos
de altas energias observados até hoje [11, 65]. Desse modo, o estudo do MP ¢é impe-
rativo para a identificagao de possiveis desvios do mesmo.

O MP consiste de duas partes distintas: o modelo eletrofraco (EF) de Glashow-

Weinberg-Salam e a Cromodinamica Quantica (QCD) que descreve as interagoes

*Este nome pode nao ser tao apropriado devido a visao cada vez mais difundida de que o MP

deve ser uma teoria efetiva em energias da ordem ou abaixo da escala eletrofraca.



fortes. A violacao de CP pode ter origem independente nessas duas partes. Entre-
tanto, todos os fenomenos de violagao de CP observados até hoje [11, 66] tém origem
no setor eletrofraco da teoria; a dificuldade no setor da QCD é exatamente expli-
car o porqué da nao observagao da violagao de CP em quantidades como o dipolo
elétrico do néutron. Este é o chamado “problema” CP forte [67, 68]. Sendo assim,
nos concentraremos, neste momento, somente na violacao de CP eletrofraca [25].

A Lagrangiana eletrofraca pode ser escrita como soma de vérias contribuigoes:
Lor = L(£.G)+ L(f.H) + L(G)+ L(HG) = V(H),  (21)

onde f,G, H denotam, respectivamente, os férmions (quarks e leptons), os bdsons
de gauge (W e B) e os escalares de Higgs (um fisico e trés de Goldstone absorvidos
por certas combinagoes dos bdsons de gauge via mecanismo de Higgs).

O MPEF baseia-se em uma teoria de gauge invariante sob as transformagoes de
gauge locais nao abelianas do grupo SU(2), ® U(1)y. Desse modo, esta teoria viola,
explicita e maximalmente, as simetrias de C e P, separadamente no setor Z(f, G),
ja que as interacoes de gauge atuam de maneira diferente nas componentes de mao
direita (R) e de mao esquerda (L). Ainda assim, surpreendemente, o contetdo de
particulas é tal que temos o cancelamento de anomalias axiais [69].

Vejamos como a violagao de C e P ocorre no modelo. Analisaremos a parte
hadronica (quarks) do modelo tendo em mente que a parte leptonica pode ser tra-
tada de maneira andloga se considerarmos a existéncia de neutrinos de mao direita
vr. Caso nao existam neutrinos de mao direita, a violagao das simetrias C e P é
mais evidente pela auséncia dos graus de liberdade resultantes da aplicacao dessas
operacoes.

Primeiramente, definimos os dubletos de mao esquerda (L) e singletos de méo
direita (R) de SU(2),, para cada familia j =1,...,n; =3:

QL = < ZjL ) = dubleto SU(2)., , wujg,d;r = singleto SU(2), , (2.2)
JL
= 1l
onde q=y(z)=q(a), { ® = 2LTWT (2.3)
. = 3(1—)q

o campo ¢ se refere a qualquer um dos quarks tipo up u; ou tipo down d;. Usaremos

também a notacao

U1 U dy d
U=|wl|=|c| , D=|d|=]|s], (2.4)
U3 dg b



para denotar o vetor coluna correndo nos indices de familia. Analogamente, a
notagao (), sem indice, indica um vetor coluna onde Q; = (u;,d;)", com j = 1,2, 3.
A nao identificacao da quiralidade em @); significa que este é redutivel em relacao a
SU(2)r, e nao forma um dubleto exatamente.

Com essa notacao podemos escrever explicitamente

ny
L(1,G) = D {Qjrin"[0,1 —igW, —ig'(§)1B,]Q;1
=1 B
+ iriV" [0, — ig'(3) Bulujr + djrin*[0, — ig'(-5) Buld;r} (2.5)

= Quilp1 —igW —ig' VL BlQL
+ Qri[P1 —ig YrBIQr , (2.6)

onde W, = %TaWau, A = +*A,, para qualquer quadrivetor A,, e os niimeros entre
parénteses na primeira equagao representam as hipercargas (Y'), definidas a partir

da carga de cada quark pela relacao

Q=1+Y, Q<Zj>:<2/3 _1/3)<Z{‘>, (2.7)

Identifica-se, entao, que Y, = 1/6 x 15 e Yr = diag(2/3,—1/3) para os quarks,
sabendo-se que I3 = 73/2 = diag(1/2,—1/2). Neste trabalho, serdo consideradas
somente teorias de gauge com grupos de Lie compactos onde nao ha diferenca entre
indices de grupo covariantes ou contravariantes, de modo que os indices de grupo
serao sempre subescritos, como em 7,W,,.

Podemos ver que Z(f,G) viola as simetrias C e P ja que as projecoes quirais

dos espinores de Dirac se transformam como
Vr(z) — 70¢}L2(i') ) (2.8)

) (z). (2.9)

L
L R

A matriz C é tal que Cv,C7' = —], e CC™! = 4] de modo que 17,1, <
—@Eﬂu@bl e @51%75% < @Eﬂu%@bl. (A convengao adotada para as transformagoes de
C, P e T, e combinagoes, pode ser encontrada no Ap. B.) Desse modo, as operagoes

de P e C trocam as componentes R e L entre si. Por exemplo,

Lir(x) = Gpy"il0, —ig (2)Bu(2)usr(z)
Lo 5700, — ig'(2)(IB) (&)]uy(2)
= [u;Liv*[0, —ig'(3)BuujL], .
# Zir(T) , (2.10)



onde & = Iz = (t,—x) se x = (t,x), 790 = 4+t = [ty e B,(z) 5 fZBV(:E)
sob P; [ = diag(1,—1,—1,—1) é a matriz de inversao espacial. As interagoes que
atuavam sobre as componentes R, atuam, depois da troca, sobre as componentes L
e vice-versa. Uma troca similar acontece com a operacao C.

Ao atuarmos com a operagao conjunta de CP (P, depois C) podemos verificar a
invariancia da interagao da Eq. (2.6), observando que a transformagao

Yp(a) = ~CU(), (2.11)

L

deixa as componentes L, R invariantes. Para os bilineares, que formam as correntes

quirais, a operacao de CP acima leva a
Dl = =L B (@) (2.12)

[ver Eq. (B.9)]. Entao podemos observar que a Lagrangiana de interacao da Eq. (2.6)
envolvendo os bésons B é invariante por CP se B,,(z) &< —(IB),(#), como na QED
[campos vetoriais trocam de sinal sob C, ver Eq.(B.3)]. Para a interagdo entre
os quarks e os bdsons W, a invariancia sob CP requer uma lei de transformacao

diferente para os Ws. A Lagrangiana de interagao é dada por

Lw(z) = gQiuWQir = 9Q;(37a @ Y'5(1 —75)) Q;Way - (2.13)

Aplicando as transformagoes da Eq.(2.12) sobre a Eq.(2.13), considerando a es-
trutura de dubleto de @); (ver Ap.B.3), ou aplicando as transformagoes para cada

termo do dubleto explicitamente, obtemos a transformacao
_ CP 3, ~ v A
QjL(%Ta ® WM)Q]'L - —IfojL(%TZ Xy )QjL(fL") . (2-14)

Notamos que —7, = 147, se n = diag(—1,1, —1), o que garante que a transformacao
dos bosons W sob CP
CP % .
Wau(x) - nabIHWbu(x) ) (215)

deixa a Lagrangiana da Eq. (2.13) invariante. Inferimos, entao, que a transformacao
dos bésons W sob C é dada por

Wopn(x) = [Ro(£m)] s Wap () (2.16)

onde Rs(f) denota uma rotacdo de um angulo # em torno do eixo 2 no espago
tridimensional dos bésons de gauge W# (representacao adjunta).

A invaridncia de %y, Eq.(2.13), sob as transformacoes de CP dadas pelas
Egs. (2.11) e (2.15) é uma ilustragao de um resultado mais geral que garante que qual-

quer teoria de gauge — contendo férmions (ou escalares) em qualquer representacao
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do grupo de gauge, acoplados minimamente com os bdsons de gauge — é invari-
ante por CP [22]. (Ver também o Ap.B.5.) A particularidade na transformacao da
Eq. (2.15) é que esta pertence ao conjunto de transformagoes de simetria do grupo
de gauge global SU(2);, [Ra(£m) estd na representagao adjunta do grupo]. Essa
propriedade garante diretamente a invariancia sob C e CP da Lagrangiana bosonica
Z (@) que é invariante de gauge (global) por construcao. De fato poderiamos trans-
ferir a transformagao Ry para os férmions, acrescentando a transformagao de gauge
1Ty, € fazer com que a transformacao dos bosons W sob C' seja a identidade. Por con-
sisténcia, a transformacao do dubleto de Higgs sob C' também deve incluir a trans-
formacao de gauge imy, exceto por fatores multiplicativos. Tal lei de transformacgao,
contudo, nao deixa mais invariante o potencial escalar apds a quebra espontanea da
simetria SU(2), ® U(1)y para U(1)gy, pois a mesma modifica o valor esperado do
vacuo, nao sendo condizente com a simetria eletromagnética remanescente. Desse
modo, a transformagao da Eq.(2.16) deve ser mantida. A lei de transformagao da
Eq. (2.16) também estd de acordo com a definigdo da carga eletromagnética definida
na Eq.(2.7) e também faz com que os campos do féton (x gI3Ws + ¢'Y B) e dos
bésons carregados W, W~ se transformem apropriadamente sob C. Obviamente,
estamos efetuando esta andlise na base em que somente a segunda componente do

dubleto de Higgs H = (¢T, ¢°)" assume um valor esperado no vécuo real.

2.1.1 Termo de massa dos quarks: origem da violacao de CP

Como pode ser inferido na se¢do anterior, as Lagrangianas Z(G), Z(f,G),
Z(H) e Z(H,G) na Eq.(2.1), sdo invariantes por CP. Isso ocorre em qualquer
teoria de gauge onde a interagdo de gauge decorre do acoplamento minimo [22].
Toda violagao (explicita) de CP do MPEF provém de Z(f, H). Ressalta-se que
outro setor que possivelmente poderia violar CP, o potencial escalar ¥ (H), ndo aco-
moda nenhuma fase complexa nao trivial devido a invariancia de gauge e a presenca
de somente um dubleto de Higgs. Para mais de um dubleto ha outras fontes de
violagao de CP, como veremos no Cap. 3.

A Lagrangiana Z(f, H) para os quarks é, explicitamente,

~2(f,H) = (QLH)TUg + (QLH)T'Dg + h.c. (2.17)
onde
, + - 0
Oir — UjL , H= q50 , H=inH" = ¢ | , dubletos de SU(2) .
d; ¢ —¢
(2.18)
I'={l;;}, ' ={T;}, acoplamentos de Yukawa complexos. (2.19)
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Sob CP, os termos genéricos de Z(f, H) se transformam como:

- - _ . - _ cp ~ =
QjrHugr = Upupr¢™ — djpukrd” —— Uppund® — tprdjnd® = drrH'Q;1, (2.20)

QjrHdyp = U dprd™ + djpdiprd” =, drrtjrd~ + dprd;nd®™ = dyrH'Q;1,(2.21)

onde os tltimos membros das Egs. (2.20) e (2.21) podem ser identificados como os
respectivos conjugados hermitianos dos primeiros membros. Note-se que cada um

dos termos viola, separadamente, C e P. Entao,
(QLH)TUg + h.c. = URL'™(H'QL) + h.c. , (2.22)

o que indica que se fjk + fjk, entao Z(f, H) viola CP. [Note-se que ((QLﬁ)fUR)T =
UrI'T(H'QL).] Contudo, como veremos na Sec. 2.2, a seguir, é mais preciso dizer que
ha violagao de CP somente quando nao existe nenhuma redefinicao de fase sobre os
campos dos quarks, transformacao que serd comumente chamada de transformacao
de refase, capaz de deixar a Lagrangiana invariante, ja que tais fases podem ser
incorporadas as transformacoes de CP.

No MPEF o mecanismo de Higgs é implementado para gerar massas aos férmions

e alguns bésons de gauge. Esse mecanismo envolve a quebra espontanea de simetria

(QES):

1
¢0 — ﬁ(h‘l‘v), 'UGR,
_ . _ 1
~2(f,H) 3 [U,MUg+ D MDp+ h.c] <1 + ;h) , (2.23)

onde, M = %F, M = %f, v = 246 GeV é a escala eletrofraca fixada pela feno-
menologia, h* = h e outros trés escalares reais sao absorvidos como componentes
longitudinais dos bésons W+, W=, Z° no gauge unitdrio. A QES da simetria eletro-
fraca mantém o cardter assimétrico do modelo quanto as simetrias de C, P e CP.

Vejamos, p.ex., o termo de massa dos quarks tipo down:

Lo = DLMDp+ DpM'Dy=LD[(M+ M1+ (M- M)y D, (2.24)
LD s LD@)[(M+ MY — (M — MYy D(&), inv. se M = MT, (2.25)
< ID() [(M+ MY + (M — MY ) D(z) , inv. se M = M™,(2.26)
L LD@E)[(M+ MY — (M = MY ) D(2), inv. se M = M*,(2.27)

0'—x). A dependéncia em z estd subentendida quando nao escrita

onde 7t = (z
explicitamente.
Para obter os campos “fisicos” associados aos estados fisicos é preciso escrever

os mesmos na base em que as matrizes de massa sao diagonais. A diagonalizacao é
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efetuada utilizando-se as transformagoes biunitarias

U, MU, = diag(m,) , (2.28)
U, MU, = diag(m;) . (2.29)

Tais relacoes sao invariantes por % r — ®%r.r, € 0 mesmo para ?ZLR, onde ® ¢
uma matriz diagonal de fases. Note-se que se M é hermitiano, Zr = %}, é suficiente
para a diagonalizacao, mas nao garante a positividade dos autovalores, i.e., é preciso
fixar as fases. Note-se, porém, que na Lagrangiana de Dirac o sinal do termo de
massa nao tem significado fisico, podendo ser eliminado por transformagoes quirais
(ver Ap.C).

Em geral, da teoria de matrizes complexas [70], existe uma decomposi¢do tnica
(i.e., dada a matriz M, as matrizes H e & sdo unicas) para qualquer matriz quadrada
nao singular M:

M=H&=&H, (2.30)

onde H, H' sdo matrizes hermitianas e positivo definidas enquanto que &,&" sao
unitarias. A decomposi¢ao da Eq. (2.30) é a versao matricial da decomposi¢ao polar
z = |z|e®: para o ntimero complexo z. Para encontrar as matrizes unitérias A e B
que diagonalizam M,

AMB' = diag(m;) , m; >0, (2.31)

podemos notar que essas matrizes diagonalizam

(2.32)

AMMTAT = AH?AT = diag(m?)
BMtMBY = BH”B' = diag(m?) .

(As matrizes M MT e MTM possuem os mesmos autovalores porque estas sao conec-
tados por uma transformagao de similaridade como veremos a seguir.) Contudo, a
Eq. (2.32) somente garante que

AMBY = AHATA&B' = A&'B'BH'B!

2.33
= diag(m;)A&BT = A& Bldiag(m;) . (2.33)

Para conseguirmos a Eq. (2.31), precisamos da relagao adicional
B = A&, (2.34)

onde & pode ser encontrada por & = H~'M enquanto que H = (MMT)'/2[70].
Entao, encontrar as matrizes A e B que satisfazem a Eq. (2.32) nao é suficiente para
garantir a Eq.(2.31). Por exemplo, dadas A e B que satisfazem as Eqgs. (2.31) e
(2.32), qualquer A’ = ®4A e B’ = 3B, sendo $,4 5 matrizes diagonais de fases
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arbitrarias, continuam satisfazendo a Eq. (2.32) mas a Eq. (2.31) deixa de ser verdade
se Py # Op.
As relagoes das Eqgs. (2.28) e (2.29) definem os campos fisicos Uj e D} como
sendo
U, =% U,, D,=%D,. (2.35)

Os campos de mao direita Ur e Dpg sao transformados da mesma maneira pelas
respectivas matrizes g e %r. Mas, uma vez definidos os campos fisicos de mao
direita, as matrizes %y e U, nao se manifestam na teoria em nenhum outro lugar,
e, portanto, nao sdo mensuraveis. As matrizes de mao esquerda %7, e @ZL, por outro
lado, se manifestam na teoria apds a QES somente através da matriz de mistura de
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) que sera definida a seguir.

Uma observagao importante deve ser feita acerca da implicagao da Eq. (2.34).
Por construcao, o conhecimento total de M leva ao conhecimento total das matrizes
Uy, Ur, exceto pelas transformagoes %, — O, e Ur — PUg, discutidas anteri-
ormente. Pela Eq. (2.34), as matrizes %g e %} nao sao independentes se queremos
que o termo de massa tenha massas positivas provenientes das Egs. (2.28) e (2.29).
De fato, essas matrizes estao relacionadas por %g = %18 (M), sabendo-se que a
decomposicao M = H& garante que as componentes sejam funcao da matriz de
massa original & = &(M) = H™'M, H = H(M) = (MM")'/2. Sendo que %;, é
definida pela relacio %, MM %, = diag(m?) ou %, H%,' = diag(m;), concluimos
que se {m;} nao sao degenerados, %, é unicamente definida pelos seus autovetores
(convenciona-se 0 < m; < my < mg), exceto por fases globais dos autovetores.
Entao, %, = (M) é indefinida por operagoes de refase, %, — ®%, onde ®
é uma matriz diagonal de fases. As mesmas relacoes sao validas para as matrizes
relacionadas aos quarks tipo up marcados com um til (7). Como pode ser visto
num exemplo de uma matriz 2 x 2 (Ap. A.2), no limite de autovalores degenerados,
a matriz de diagonalizacao tende a matriz identidade, sé as fases globais sao indefi-
nidas. Portanto a degenerescéncia de massas leva a inexisténcia de violagao de CP.
Essa condicao poderd ser expressa de maneira explicita usando-se o formalismo de
comutadores, como veremos na Sec. 2.2.2.

A Lagrangiana da Eq. (2.17), escrita em termos dos campos fisicos, é dada por

h _
~Z'(f,H) = (1+ 5) [mu a3 (1 +v5)u + meeg (1 +75)c + mudz(1 45t
+ mad3(1 +75)d + my55(1 + v5)s + mpbs (1 + v5)b] + h.c.
h _ - _
= (1+ ;) [mutu + mece + mytt + mydd + mg5s + mybb] (2.36)

Escrita dessa maneira, a Lagrangiana acima é invariante pelas transformacoes de

C, P e CP. Mas, o que aconteceu com a violagao das simetrias e as condigoes da
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Eq. (2.24), sob as matrizes de massa? Uma observacao deve ser feita quanto a isso.
Note-se que
D'=D,+Dy=%®L+% R D, (2.37)

onde R = (14 75) e L = (1 — ) s@o os projetores quirais. Podemos ver que D’

nao se transforma, sob P, como D, pois

! P 0 5, 0 e
Dy . D) };» VT P e e

r(
Dr 25 Dy (2) = [ Dgr(2) + UeDi(z)]  (2.38)

” OD () .

De forma anéloga, sob C

Dy — CDi@) | | D' == O DR+ %Dy g
Dp — CDj(x) # Cyy D", |
enquanto que sob CP (P, depois C)
cp /A , CP (A R
D, — _CDL(:C> - D — _C[%LDL(x> + %RDR(x)] (2 40)
Dr & —CDy(#) # —CD*() . '
Entao, a menos que %;, = %r, D e D’ se transformam de maneiras diferentes

sob P (0 mesmo acontece sob C e CP). Devido a essa incompatibilidade, é preciso
escolher qual dos campos se transforma sob P, C e CP da maneira canonica (ver
Ap.B.1). Obviamente, escolhemos D', ji que esses campos representam os campos
fisicos de massa definida. Dessa forma, a anélise feita na Eq. (2.24) deve ser revista.
Mesmo assim, ela é valida como indicativo da existéncia de violagao de CP na teoria
como um todo. A escolha de D’ como sendo aquela que se transforma sob C, P e
CP da maneira usual, implica numa redefinicao das transformacoes em D antes da
QES; outra fonte de violagao de CP deve surgir, restrita a mesma condicao que foi
conseguida na Eq. (2.24). Essa fonte de violagao serd a matriz CKM na interacao de
corrrente carregada dos quarks. Note-se que a mesma discussao se aplica aos campos
tipo up, U e U’. A rotacao dos campos da simetria de gauge para os autoestados de
massa ¢ irrelevante, dentro do contexto de teorias classicas, contudo, para campos
quantizados, as transformagoes da Eq. (2.35) de fato afetam a acao efetiva quantica,
devido as anomalias axiais, e estao intimamente ligadas ao problema de CP forte [69,
p.253].

Se redefinirmos as transformacoes de CP e P de forma que D’ e U’ satisfacam as
transformagoes usuais, Z(f, H) serd invariante por C, P e CP. Feito isso, devemos

escrever Z(f,G) em termos dos campos fisicos definidos anteriormente. Para as
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interagoes de corrente neutra temos

Zp(x) = Qrrld —idYriBQr1 (2.41)
= QRol? —ig'VrLB]QR = invariante . (2.42)

A mesma invariancia pode ser observada na interacdao com o béson W3 trocando-se
JYrB — % gWsTs. A partir, disso observamos que nao ha correntes neutras que
trocam sabor (FCNC) ao nivel de drvore. Essa propriedade no MP ¢ relacionada
ao mecanismo de GIM [71]. (N&o h4 mistura entre L e R e as matrizes g, 1, € %r.1L
sdo unitarias). De forma direta, podemos ver também que as interagoes neutras,
escritas em termos dos bdoson de gauge fisicos A* e Z#, também conservam sabor.

Para correntes carregadas, no entanto, a situacao ¢é diferente:

Lo = %W:UW“DL the (2.43)
_ %W:UMWZL%LTD’L + hee. (2.44)
= Lwigthe, (2.45)

V2

onde Wi = %(Wlu T iWy,) e definimos a corrente carregada
JH=UAMV D, , V=% =matriz CKM € U(ny), (2.46)

que contém a matriz de mistura dos quarks, i.e., a matriz CKM em sua definicao.
A transformagao da Eq. (2.45) sob CP é dada por

Lo = JWL - iWRTA VAL~ o)+ (W -+ WA V(L — 35)0 . (247

cp g o T Nt
— Z(Wﬁ + WA Vin(1 — y5)u + (W, — WU Vi (1 — 7)), , (2.48)

que, em geral, nao é invariante. Na préxima subsecao, veremos mais detalhadamente
as condicoes que V' deve satisfazer para que haja violacao de CP. O importante é no-
tar que a violagdo de CP, que inicialmente era associada a .Z(f, H), fora transferida
para ZLoc, apds a redefinicao dos campos fisicos, depois da QES, e da redefini¢ao

das respectivas transformacoes de CP sobre os campos.

2.2 Matriz de mistura dos quarks (CKM) e invariantes de
refase
Vamos analisar nesta secao como a redefinicao das transformacoes de CP sobre

os campos altera as condi¢oes impostas sobre a teoria. Como discutido na segao
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anterior, a Lagrangiana de interagdo via corrente carregada, Eq. (2.44), quando os
campos de quarks se transformam canonicamente, é a tnica parte do MPEF envol-
vendo os quarks que, possivelmente, viola CP classicamente. A violacao se da de
maneira que 0.2 # 0 se V # V* conforme a Eq. (2.48). Podemos, no entanto, re-
definir os campos, que sao complexos, adicionando fases complexas, transformacgoes

as quais sdo chamadas de transformacoes de “refase” (rephasing transformations),
Ui, — ei@'uiL s diL — ei‘z’idiL s 1= 1, e, Ny (249)

Note-se que as mesmas transformacoes de refase sao necessarias para as componentes
de méao direita u;g e d;g para manter a Lagrangiana Z(f, H), Eq. (2.36), invariante.

A liberdade acima expressa que a descricao fisica é invariante pela transformacao
(para ny = 3 familias)

v diag(e ) V diag(e'*) (2.50)
e~ Vid Vas Vip) (e
= e~ide Vea Vis Vi eids . (2.51)
e ) \Via Vis Vi et

Devido a unitariedade, V' tem n} pardmetros independentes reais [V € U(ny)],
enquanto o numero de fases que podem ser eliminados pelo uso da Eq.(2.50) é
2ny —1 (embora tenhamos 2n fases na transformacao da Eq. (2.50), uma delas nao
é independente devido ao fato de que das duas fases globais, uma a esquerda e outra
a direita, somente a diferenga importa, como veremos a seguir). Desse modo, V'
tem n% — (2n; — 1) = (ny — 1)* parametros fisicos independentes. Se subtrairmos os
ns(ny—1)/2 angulos do tipo Euler de SO(ny), chegamos a (ny—1)*—ng(n;—1)/2 =
(ny—1)(ny—2)/2 fases fisicas independentes. Isso quer dizer que o nimero minimo
de familias para a possivel presenca de violagao de CP é ny = 3. Assim no MP
existe somente uma fase fisica observavel responsavel por toda a violagao de CP.
Podemos quantificar tal fase de maneira invariante pelas transformacgoes de refase
da Eq. (2.50). Tal quantidade é chamada de invariante de Jarlskog [24] e serd obtida
a seguir.

Sabemos que V' é uma matriz unitaria [€ U(ny)] e, portanto, pode ser separada
em

V=V, (2.52)

onde V € SU(n;) e & pode ser obtida de detV = €™/ Do mesmo modo, as

transformacoes de refase também podem ser separadas em

diag(dx) = ¢ol + diag(e}) (2.53)
diag(¢r) = ¢ol + diag(¢}), (2.54)
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onde ¢y = n—lf ZZL 1 Pk Ok = ¢r — ¢o € as mesmas relacoes sdo validas para as
fases ¢p e q~5§€ Veja que o efeito de considerar ¢y # 0 e bo # 0 é a modificacao
a — a+ ¢y — (50, na componente U(1) de V', de modo que somente a diferenga
A¢g = ¢g — QBO importa. Assim, a transformacao de refase mais geral que pode ser

efetuada sobre V é
V — 2% diag(e”%)Vdiag(e'?) (2.55)

S dh=> ¢ =0. (2.56)
k k

A transformagao da Eq. (2.55) possui 14 2(ns—1) parametros livres, como haviamos

onde

analisado.

Podemos, entdo, desconsiderar o efeito das transformagoes U(1), geradas por ¢q
e ¢p, pois sabemos que invariantes sob tais transformacoes podem ser obtidos por
qualquer combinacao V;;V};, para quaisquer dois elementos de V', e, por isso, contéem
a mesma informacao que %Vg obtida de V. Assim, podemos considerar somente

os mapeamentos que levam V de SU(ny) para SU(ny)
V — diag(e‘iq;k)Vdiag(em) € SU(ny), (2.57)

onde
= ¢r=0. (2.58)
k k

Como a transformagao da Eq. (2.57) somente envolve elementos de SU(ns) que sao
diagonais, o conjunto de todas elas forma o subgrupo de Cartan G, nessa repre-

sentagao. Isto nos permite escrever a Eq. (2.57) na forma
| T (2.59)

onde o conjunto {hy} gera a subélgebra de Cartan (SAC), cuja representacao explici-
ta para SU(3) pode ser dada pelas matrizes de Gell-Mann {hi} = {A3/2, As/2}.
(Representacoes explicitas para SU(ns) podem ser encontradas no Ap.D.) Em lin-
guaguem matematica (ver Ap.D e Ref. [72]), a Eq. (2.59) define uma 6rbita invari-
ante pelo subgrupo de Cartan de SU(ny), aplicado pela direita e pela esquerda, que
contém uma das possiveis matrizes CKM, V. E essa érbita que ¢é fisicamente signi-
ficante. As transformagoes da Eq. (2.59) também definem cosets G/G, e G\G, [73].

Da anélise feita até agora podemos ver que qualquer quantidade
Tr[(diag)V (diag)V1] , Tr[(diag)V (diag)V'(diag)V (diag)V'], -, (2.60)

onde (diag) denota qualquer matriz diagonal, é invariante sob as transformagoes de

refase na Eq. (2.55) e nao é trivial quando (diag) # 1, do contrério a unitariedade de

18



V (VVT = 1) removeria qualquer informacao. Sabemos também que os invariantes
de segunda ordem, combinagoes de V;; V% = |V;;|?, e portanto reais, nao servem para
a quantificagdo da violagao de CP. Entao, precisamos examinar os invariantes de

quarta ordem e, de fato, os invariantes de Jarlskog [25] sdo exatamente
Jijkl =Im Tr[eiiVeijTekae”VT] s (261)

onde {e;;} é o conjunto da base canonica para as matrizes ny x ny definidos por
(€ij)ii = ixdj. Por exemplo, Jyijge = Im(Vi1 V5 VaoVy) é claramente invariante sob
as transformagoes da Eq. (2.50). Note-se que, para ny = 3, dos elementos diagonais
{e11, €22, 33}, podemos escolher dois deles como sendo independentes, p. ex., os dois
primeiros, pois ez3 = 1 — e;; — eq9. Isto leva a conclusao de que os invariantes
na Eq.(2.61) envolvendo o indice 3 podem ser escritos em termos dos invariantes
envolvendo os indices 1 e 2 e em termos de invariantes de segunda ordem (devido a
identidade), que sao reais e nao contribuem para a parte imagindria. Por exemplo,
Ji133 = Ji122 = —J1103. Convencionaremos, entao, o uso dos indices 1 e 2 como
aqueles independentes (envolvendo os quarks u,d e ¢, s).

A quantidade J;;; possui algumas caracteristicas interessantes: (i) pela propri-
edade ciclica do trago e (ii) pela propriedade Ima = —Ima* dos ntimeros complexos

obervamos que
(1) Jijkr = Jkiij,
(i) Jijm = —Jiky,

o que leva as igualdades Jiju = Juij = —Jur; = —Jkju. Para ny = 3, podemos
escolher que os indices de J;ji; assumam os valores 7, 7, k,l = 1,2, ou seja, ny — 1 =
r possibilidades. Devido as propriedades acima, existe somente uma quantidade
independente

Jioo = Joon1 = —Jizo1 = —Jarp = J, (2.62)

enquanto todos os outros sao nulos, pois pode-se mostrar que estes sao iguais aos
seus opostos. Por exemplo, da propriedade (ii) acima Ji912 = —Ji912 = 0.
Do ponto de vista da teoria de grupos, contudo, poderiamos igualmente ter

definido, ao invés da Eq. (2.61), as quantidades
Jijr = Im Te[A,V Vi Vi VT (2.63)

Para ny = 3, podemos usar as matrizes de Gell-Mann hy = A\3/2 e hy = A\g/2 como
geradores diagonais da dlgebra de SU(3). Veja que as propriedades (i) e (ii) acima
continuam valendo para a Eq.(2.63) desde que as matrizes {h;} sejam reais. Se
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identificarmos h; = %)\3 = %(611 —e39), hy = %)\8 = ﬁ(ell + €99 — e33) e lembrando
que a adicao da identidade, h; — h; + ¢l (¢ € R), nao afeta a parte imagindria,
podemos usar ao invés de {hq, ho} as matrizes

V]

hi e hy+—=—(e1; +€2). 2.64
1 2 7 2(11 22) ( )

Assim, obtemos a identificacao
Jiize = 31122 = 3J (2.65)

em conformidade com a defini¢ao do invariante de Jarlskog propriamente dito [25],
exceto por uma indefinicao de sinal.

A existéncia de somente um invariante para my = 3 nos permite escrever de
forma geral

In{ Vo Var Vi Vi b = J Y €apr€in (2.66)
7,1
sem a soma dos indices repetidos. Essa definicao ja leva em conta as propriedades
(i) e (ii) acima.

Para um ntumero qualquer de familias ny (no passado ny = 3 nao tinha o grau
de confiabilidade que tem hoje), vemos das propriedades (i) e (ii) que para obter
Jijki 7 0 (para qualquer base escolhida para a diagonal, sem a identidade) devemos
ter 1 # k e j # [. Além disso, trocar ¢ por k, ou j por [, apenas troca o sinal
do invariante e trocar o par (ik) por (jl) leva ao mesmo invariante. Temos entao
lr(r —1)/2][r(r — 1)/2 + 1] invariantes de refase de quarta ordem independentes.
Observe-se que para ny = 3, ou seja, r = 2, hd somente um invariante e uma fase
complexa. Para ny > 3 o ntimero de invariantes de Jarslkog é maior que o nimero de
fases complexas nao triviais r(r — 1)/2. Por exemplo, para ny = 4, temos para J;;
as possibilidades (ik) = (12), (13),(23) e (51) = (12), (13), (23), onde mantivemos

1 < k e j <[ para eliminar as degenerescéncias e obtemos 6 combinagoes.

2.2.1 Violacao de CP com 3 familias: parametrizagoes da matriz CKM

Revisaremos brevemente aqui algumas parametrizagoes possiveis para a matriz
CKM, V, e a conseqliente parametrizacao do invariante de Jarlskog. A matriz
CKM possui 3 angulos e 1 fase (fase CKM ou CP), somando 4 parametros fisicos
independentes. E preciso ressaltar que a andlise baseia-se na consideracao de que
nao ha degenerescéncia de massa entre quarks de mesmo tipo (up ou down). Tal

degenerescéncia introduziria uma simetria adicional, eliminando a fase CKM de V.
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Uma classe de parametrizacoes utilizada freqlientemente para a matriz CKM faz

uso de 3 angulos de Euler e uma fase adicional, como, por exemplo,

V= Rgg(eg, 5)R12(‘91, 0)R23(92, O) , (267)
onde define-se
cos 6 sin fet? 1
R15(0,¢) = | —sinfe™ ™  cos® , Ros3(0,0) = cos 6 sin @e'® | |
1 —ginfe ™ cosd
(2.68)

sendo 0 < 6; < 7/2 e 0 < § < 27 para que essas representacoes sejam fiéis e

bijetoras. Em geral, esse tipo de parametrizacao possui a forma
V= RZ]( )Rkl( )Rmn( ) ) onde (Za])a (m> TL) 7& (kv l) : (269)

A igualdade na condigao anterior implicaria na comutagao entre os Rs. Outro exem-
plo que merece ser mencionado é a parametrizacao utilizada pelo PDG: Vg =
Ro3(093,0) R13(013, —013) R12(612, 0) [74, p.175]. Para que tenhamos violacao de CP é
preciso que

0#0,m, 6;#0,7/2. (2.70)

Essas condigoes podem ser verificadas facilmente, p.ex., se 6 = 0,7 ou 3 = 0, entao
V € R. Isso introduz 14 condigoes sobre os angulos. E importante enfatizar que o
efeito de violagao de CP na teoria deve independer da parametrizacao usada para V.
De fato, no MP, todos os efeitos de violagao de CP dependem apenas do invariante

de Jarlskog que, usando a parametrizacao da Eq. (2.67), é dado por

sin 26, sin 265 sin 205
2 2

J = sin? #; sin 65 sin 05 cos 0, cos Oy cos O3 sin § = sin § sin 6, 5

(2.71)
de onde concluimos que o maior valor que J pode assumir € J.x = 6%/3, que ocorre
para sind = sin 20, = sin203 = 1 e cosf; = 1/v/3. Por completeza, o valor atual
conforme o MP é Jyp = (2,88 £ 0,33).107° [11].

Outra parametrizacao de interesse teodrico faz uso dos modulos dos elementos de
matriz, |Vjx|, que obviamente sdo invariantes por refase. Tal parametrizacdo, no
entanto, nao é muito interessante como ferramenta para restringir e quantificar a
violagao de CP devido aos erros na determinacao desses médulos. Mesmo assim,
se tivéssemos conhecimento absoluto de todos |Vj|, terfamos conhecimento de V.
Note-se que o nimero de mddulos independentes restringidos pela unitariedade é

(ny —1)% j& que as 6 equagoes (VVT); =1 e (VIV); = 1 permitem escrever os
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modulos de uma linha e uma coluna em termos do restante dos moédulos, estabele-
cendo a dependéncia de 2ny — 1 mddulos. Tal nimero de médulos independentes
é igual ao numero de parametros de qualquer matriz unitéria pertencente a U(ny),
restringido pelas transformagoes de refase [29, 75]. Essa caracteristica é particular ao
mecanismo CKM e valeria para qualquer nimero de familias ns, nao sendo verdade,
por exemplo, em modelos com simetria left-right [75, 76]. Para n; = 3 precisamos
entao de apenas quatro modulos independentes, com os quais podemos escrever to-
dos os outros médulos. De fato, o invariante J, exceto por uma indefinicao de sinal,

pode ser escrito em termos dos modulos dos elementos utilizando a parametrizacao
J = J(|Vaj|) — 4% = =@, 1?, %), (2.72)

onde \(z,y,2) = 22 +y? + 22 — 2wy — 2yz — 2zx. A escolha de a, b e ¢ pode ser feita,

p. ex., removendo-se uma linha ou coluna e escolhendo
a=|ViiVis| , b= |VaiVas|, c=[VaiVa3|. (2.73)

A prova da Eq. (2.72) esta relacionada com os triangulos unitarios, descritos a seguir.
Uma representacao visual, comumente utilizada para quantificar o efeito de vio-
lacao de CP, pode ser obtida a partir da relacao de unitariedade dos elementos de

matrizes, como, por exemplo [74, p.176]
(VIV)oa = VaaVisy + VeaViy + ViaVis = 0. (2.74)

A relagao anterior pode ser visualizada no plano complexo como a soma de 3 niimeros
complexos que formam um triangulo: o triangulo unitario. Em geral, normaliza-se
um dos lados do triangulo unitério a unidade, por exemplo, para a Eq. (2.74) temos

apds a normalizacao do primeiro termo,

Vs | VaaVih
by St ), (2.75)

1 —
" VuaVg, — VudVi,

Podemos ver que existem 6 tridngulos unitarios correspondentes a (V1V),;; = 0 para

1# j =1,2,3, cujas areas sao dadas por
s 1 *
area = 5|Im[(VT€11V)ij(VTQQQV)U]|
1
= 5|IHIT1"[eiiVT611V6ij622VT]|
1 1 S
= §|JZ1]2|:§|J|, VZ%]:1,2,3. (276)
(Lembramos que a drea de um triangulo no plano complexo com trés lados z;, é dada

por: drea= #|Im(z;2})[, com i # j.) Ou seja, a drea de todos os tridngulos é idéntica.
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Além disso, esta relacdo mostra que a area dos triangulos unitdrios quantifica a
violagao de CP; se CP fosse conservada os triangulos colapsariam em retas. Os
triangulos sofrem rotagoes quando se redefinem as fases dos campos dos quarks,
mas a area continua invariante. Observe-se que pode haver uma ambigiiidade de
sinal na determinacao de J a partir da area devida a orientacao global dos triangulos.

Podemos agora entender a Eq.(2.72), notando que os trés lados do triangulo
unitdrio da Eq. (2.74) tém exatamente comprimentos |z1] = a, |z2| = b e |z3| = c.
Assim, vemos que —4J% = X(|21|%, |22]?, |23]%) = (2113, |22/% |21 + 22]?) € ideéntico a
—4J% = —4[Im(2123)]? = (2125 — 2 22)%, quando expandido em termos de 21, 2o, 27, 25
apenas.

E de interesse fenomenolégico e teérico verificar se o tridngulo da Eq. (2.74)
realmente descreve a natureza. Em caso contrario novas fontes de violacao de CP
além do mecanismo de CKM poderao ser necessarias, abrindo uma janela para fisica
além do MP. Um teste para checar a unitariedade da matriz CKM pode ser feito

verificando a validade experimental da soma dos trés angulos internos do triangulo
da Eq. (2.74) [10, 11],

a+pf+y=m, (2.77)
onde

V@ﬂ@i)

a = arg| — , 2.78

g( VidVi, (278)
Ved 2)

= arg | — = 2.79

v g;( ViaVi (2.79)

Vudv*b
= — u . 2.80
v = g () (2:30)

2.2.2 Formalismo de comutadores

Podemos unificar todas as condigoes para violacao de CP, a saber, a nao dege-

nerescéncia das massas e o nao colapso dos triangulos unitarios, através de
det C #0, onde [MM', MM =iC, CT=C. (2.81)
Explicitamente, a condi¢ao acima nos da
det C' = —2J(mj —mg) (mg —mg) (mg, —mg) (m, —m)(m3 —mg)(mg—my) . (2.82)

Se Mt = M e M = M, e estas sdo positivo definidas, entdo deverfamos usar como

medida de violagao de CP a quantidade

det C" = det(—i[M, M])
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= —=2J(my — m¢)(me — my,)(my, —my)(my — mg)(ms —mg)(mg —my) . (2.83)

Mostraremos a seguir, que no MP podemos escolher as matrizes de massa M e M
hermitianas sem perda de generalidade.

A prova dessas relacoes pode ser mostrada utilizando a teoria de matrizes. Pri-
meiramente, nota-se que a matriz C' é hermitiana, C' = C7, e de traco nulo, TrC' = 0
(como qualquer trago de comutador). A Eq.(2.83) pode ser verificada utilizando

uma identidade matricial vélida para matrizes 3 x 3 sem trago (ver Ap. A.3)

' 1 13 (_i)3 Y 3
detC" = ng"C ZTTT([MvM])
= Te[(MM)*MN — (MM)*M M|
= —2ImTe[M>M*M M|
—  —2ImTr[diag(m?)Vdiag(m2)V diag (i) Vdiag(m;) V]
= -2 Z Im[mimimﬁmkvajvgjvﬁkvjk]

ajpk
= —2J Z(Z eamejklmimfmgmk) s (284)
v ajpk

onde @/LM@/A = diag(m;), OZZLM@Z}% = diag(m;), @ZL@/LT =V e os determinantes de
Vandermonde nos dao o produto das diferencas de massas

2 2 2
3 my My My
2
g Ejrmimy = det | m; mo ms
gki=1 1 1 1

mi—m3 mj—mj mj
= det | my —my mg—msz mg3
0 0 1
= (mg —my)(mg —may)(my —mg). (2.85)

A prova da relacao da Eq. (2.82) segue de forma anéloga, trocando-se M — M MT,
m; — m? e efetuando as respectivas trocas para M e seus autovalores. Com a
quantidade definida na Eq. (2.82) pode-se definir a noc¢ao de violagdo méxima de
CP, embora a violagdo no MP nao seja méaxima segundo tal defini¢ao [ver Eq. (13.3)
no artigo de C. Jarlskog da Ref. [25]].

Por ultimo, dadas as intera¢oes de Yukawa na Eq.(2.17), podemos ver que as

transformacoes horizontais antes da QES

QL — %Qr, (2.86)
Dp — UpDxg, Ur — UrUg, (2.87)
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representam uma mudanga de varidveis (e deixam o restante da Lagrangiana do MP
invariante) que nao modifica o conteido fisico da teoria e, por isso mesmo, deixa a

quantidade na Eq. (2.82) invariante, pelas transformagoes induzidas

M — M =% M,
M — M =% M. (2.88)

As transformagoes horizontais das Egs. (2.86) e (2.87) comutam com as transformagoes
de gauge SU(2);, ® U(1)y e como a violagao de CP é explicita no MP, sem fontes
adicionais de violagdo provenientes da QES, a quantidade na Eq. (2.82) quantifica
toda a violacao de CP da teoria. Devido & arbitrariedade de % e %r na Eq. (2.88),
podemos sempre escolhé-los de maneira a deixar as matrizes M e M ou os respec-
tivos coeficientes de Yukawa hermitianos. Mais do que isso, podemos escolher as
transformagoes na Eq. (2.88) de tal forma que, p.ex., a matriz de massa M seja
diagonal. Tal liberdade mostra que muitos dos parametros de M e M sao esptrios e
nao observaveis no MP, em concordancia com o nuimero de parametros fisicos con-
tidos no conhecimento de diag(m;), diag(m;) e V' (CKM). Observe-se também que
as transformagoes da Egs. (2.86) e (2.87) mantém a ndo invariancia de CP nas in-
teragoes de Yukawa, conservando o resto da Lagrangiana do MP invariante sob CP.
Sao as transformagoes horizontais apés a QES, nao mais invariantes por SU(2), que
ao diagonalizarem as matrizes de massa dos quarks requerem que as transformagoes
para os quarks d;;, (%) sejam diferentes da transformacao para os quarks u;y, (?ZL),
transferindo a violagao de CP do setor de Yukawa para as correntes carregadas. Esta

analise para o MP pode ser também encontrada na Ref. [26].

2.3 A descricao do sistema K'-K° no MP

Apos uma revisao da descri¢ao fenomenoldgica para o sistema dos kdons neutros,
primeiro sistema no qual foi obeservada a violacao de CP, calcularemos as Lagrangi-
anas efetivas responséveis pela transicao K° «» K° (equivalente a B® <+ B°) no MP,
baseados nas Refs. [77] e [69, p.235]. Serd utilizada a nomenclatura da Ref. [77].
Para isso, basta calcular os diagramas das Figs. 2.1 (a), (b) e diagramas equivalentes
substiuindo-se os bdésons W por bésons de Goldstone [77]. Ha diagramas adicionais
com correcoes gludnicas que poderiam concorrer com tais diagramas mas estimati-
vas mostram que estas podem ser desprezadas [ver diagramas (c) e (d) na p.235 da
Ref. [69] e a discussao em seguidal.

2.3.1 Fenomenologia

Revisaremos a descricdo fenomenoldgica do sistema dos kdons neutros K%K,
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Embora o MP seja o contexto natural para a descricao de todos os fenomenos en-
volvendo particulas elementares, os graus de liberdade fundamentais do MP, que
interagem através das interacoes fortes, sao os quarks dos quais sao constituidos
mésons e barions, que sao os estados fisicos observaveis na natureza. Isso se deve
ao fenomeno de confinamento no setor da QCD, que nao permite o aparecimento de
quarks livres na natureza. Tal fato complica enormemente a descri¢cao dos fenomenos
envolvendo hadrons (bérions e mésons) através do MP. Também por uma questao
historica, antes do advento da QCD, a descrigao fenomenoldgica, mais préxima da
linguaguem da Mecanica Quantica nao relativistica, se mostra mais 1til e efetivo na
descricao do sistema dos kdons neutros. A definicao de varios parametros fenome-
nolégicos como e e € depende dessa descricao.

O sistema K% K° também se mostra muito interessante para se estudar aspectos
fundamentais de Mecanica Quantica. Como se trata de um sistema formado por
particula—antiparticula, as quais possuem a mesma massa, a cinematica do sistema
é simples e permite, p.ex., o estudo do emaranhamento quantico (entanglement) e
desigualdades de Bell para particulas massivas e com tempos de vida finitas[78, 79|,
diferententemente do sistema correlacionado de fétons comumente utilizado na ética
quantica.

Como os processos que violam CP devem envolver as trés familias de quarks, os
efeitos de violacao de CP nos kdons sao naturalmente pequenos porque tais proces-
sos, necessariamente, envolvem diagramas em loops devido a massa intermedidria
do quark s, pertencente a segunda familia. A escala de massa intermedidria também
limita enormemente os canais possiveis de decaimento para os mésons K, se com-
parados aos mésons B, o que também explica a grande diferenga entre os tempos
de vida dos autoestados de vida curta (K) e longa (Kp), com 71, /7s ~ 580, que
decaem predominantemente em dois e trés pions, respectivamente, devido a con-
servagao aproximada de CP [80]. Por outro lado, para os mésons By, 71,/7s ~ O(1)
enquanto que para os mésons By, 71, /7s ~ 1[80].

Considerando que os mésons K° e K° devem misturar-se, pelo menos através
do seu canal comum de decaimento em dois pions, podemos descrever o sistema de
kaons neutros como um sistema de dois niveis onde o estado geral pode ser escrito
na forma 69, p.232]

_ 0 —oy _ [al(t)
(1)) = a(®)|K7) + (1) K7) = o) ) (2.89)
cuja evolugao temporal é ditada por
o) = (M = 2T (). (2.90)



onde, até segunda ordem em teoria de pertubagao, a quantidade entre parénteses é

chamada de matriz de massa e é dada por
[M 3 fr] _ (Herl)

2 lij 2mg
(i[Hwlg) 1 (i|Hw|n) (n[Hy|j)
my — F, + e

291
2mK QmK - ( )

O fator 1/2myg advém da normalizacao dos estados (p|p’) = 2E(p)é*(p — p'),
1) = |K°) e |2) = |K°). Com o uso da identidade

5 i — = P(%) ¥ ind(E), (2.92)

podemos ver que a parte absortiva
1

envolve somente estados intermedidrios fisicos. As matrizes M e I' sao hermitianas

» 2
M-oipo (4P (2.94)
2 ¢ A

e possuem a forma geral

sendo A, p? e ¢%, em geral, complexos e que a igualdade dos elementos diagonais segue
da invariancia sob CPT: (K°|Heg|K°) = (OK°|Heg|OK®) = (K°|O " H 40| K°)* =
(K% Ho| K°), onde © = €2 ¢ o operador CPT que ¢ antiunitario. Os estados
| K% e |K°) sao conectados pela operagio de CP, cujos operadores serdao denotados

por € e &, respectivamente:
CP|K°) = x| KY), |€x|=1. (2.95)

Adotaremos como convengao {x = —1 (pode-se adotar, p.ex., o valor oposto [81]).
Da transformacao acima concluimos prontamente que p = ¢ se a invariancia sob CP
fosse valida. Como esse nao é o caso, a expansao dos estados fisicos, autoestados da

Hamiltoniana efetiva da Eq. (2.94), sdo dados por

|Kp) = [pIK°) + g K], (2.96)

1
s VIpP+a?
e seus respectivos autovalores
1

s 23

A expansao da Eq. (2.96) pode ser obtida através da normalizacao das colunas da

matriz na Eq. (A.29), usando-se a correspondéncia p* = b, ¢*> = ¢. Os rétulos L/S
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se referem aos autoestados de vida longa (long) e vida curta (short). Devido a
nao hermiticidade da Hamiltoniana efetiva da Eq.(2.94), os autoestados nao sao

ortogonais

oK ~plP el 0 508

Antes da descoberta da mintuscula violagao de CP na natureza[1], pensava-se
que os autoestados de vida curta e longa fossem, respectivamente, os autoestados

par e impar por CP [4] B
|K°) F |K°)

N

que decaem, respectiva e predominantemente, nos estados de CP definido de dois

|KY) (2.99)

pions (CP par) e trés pions (CP ifmpar), dentro da aproximacao de CP conservada.
Como o espago de fase do primeiro canal é bem maior que o do segundo, o tempo
de vida do primeiro é bem menor que o do segundo. No entanto, a expansao correta

dos autoestados fisicos deve levar em conta a correcao devida a violagao de CP,

1
K% = ———[IK%) + ¢ K2)], 2.100
| €> = |€|2[| )+ ElRT)] (2.100)
onde
14e
p_ _*¢ (2.101)
q 1—€
_ pP—q ) Il’IlMlg — ZImF12/2 ,Il’IlMlg — ’LIH’IFQ/Q (2 102)
E = —=— i . .
p+q 2 R,eMlg — iReF12/2 AM + %AF
Foram utilizadas as definicoes das quantidades positivas AI' = I's — ', =

Ts(1— 7¢/71) = 7,338.10"2MeV ¢ AM = M; — Mg = (3,483 % 0, 006).10"2MeV

(ver p.48 da Ref.[74]), e a aproximagdo AM + iAI'/2 = 2pq ~ 2ReM;5 — iRel';s,

valida quando |Rel'2| > [ImM o] e [ReMys| > [ImI'j5|. Note-se que AM /AT ~ 1/2
permite aproximar 'ﬂ
l e

AM +IAT © \RAM

Uma medida da violagao de CP advinda somente da contaminacao do estado de

(2.103)

CP par em K, que é dominantemente impar por CP, é dada pela assimetria no

decaimento semileptonico

F(KL — 7T_l+l/) — F(KL — 7T+l_17)

5, = 2.104
g (K, — 7 ltv) + [(K, — 7tl-D) (2.104)
AT (2,105

p[> + |q]
_ 2Ree - llm ISP (2.106)

T+~ 4 My
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Se CP fosse conservada, K, seria autoestado de CP, os dois canais seriam conju-
gados por CP e a assimetria seria nula. Experimentalmente, temos 6, = (3,27 +
0,12).1073 [11].

Agora, precisamos analisar a violagao de CP nos canais de decaimento dos
kdons. Os estados de dois pions na onda S (momento angular orbital relativo
nulo) |7%7% e |7t7~) sdo pares por CP devido a € Z|n%) = —|7%) e € 2|n*) =
—|7F). Os estados de dois pions podem ser classificados de acordo com o isospin
total, que é aproximadamente conservado pelas interacoes fortes, pela decomposigao

1®1 =0d162, dos quais somente 0 e 2 sao permitidos devido a simetria bosonica:

Loy - VY — |70 [0
[rm I =0) = %HW )m) + 7)) aT) = )], (2.107)

1 + _ — + 0 0
lmm: 1 =2,I3=0) = %HW Nr™)y + |7m )7 ™) +2|7°)|7")], (2.108)
I =2,I3=2) = |gt)|zx"), (2.109)
lrm: 1 =2I3=-2) = |7 )|n7), (2.110)
Tm: I =2I3=1) = [|7 )70 + 7% |7 T)], (2.111)

rm I =2I3=—1) = —[|7)|7°% + |79 |7x7)]. (2.112)

Na linguagem de Teoria Quantica de Campos (TQC), na qual todos os estados
livres sao gerados a partir da aplicacao de operadores de criacao, devemos efetuar as
substituicdes |7%)|7%) — |97 e (|7 )7 7) + |7 ) |7 ")) — V2|rtrT) = V2|7 7).
Com isso, podemos efetuar a decomposigao das amplitudes [ver Egs. (43) e (44) da
Ref. [82]]:

2 1
A(KO — 7T+7T_) = \/;A06260 + ﬁAgeléz s (2113)
1 2
AK® — 7%7%) = —%Aoe“so + \/;Age@ : (2.114)
_ 2 . 1 .
AKY - ntn) = —\/jASe“gO — = Aje™? (2.115)
3 V3 ’
_ 1, 2 .
AK® — 797%) = %Ageﬁo — \/;A;emz : (2.116)

onde os rotulos I = 0,2 se referem ao isospin total dos estados de dois pions,
Ar = (rm : I|H,|K°) sdo as amplitudes de decaimento devidas as interagoes fracas
e o7 sao os deslocamentos de fase na onda S, pares por CP, devidos as interacoes

fortes. A parametrizacao das amplitudes com isospin definido pode ser escrita,
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usando o tereoma de Watson [69, p. 510][82], como:

(I|IT|K® = Aper, (2.117)
(IIT|K® = —Ajer. (2.118)

Devemos, no entanto, tomar cuidado com redefini¢oes de fase nos campos dos

kdons. Por exemplo, uma transformacio de estranheza =" sobre os estados |K°)

e |K°) induz as fases
[K%) — e?|K°) , |K%) — e K?), (2.119)

e modificam as amplitudes de espalhamento

ImA] ImA]

A 2.120
ReA[ - RGA[ + ’ ( )

quando A < 1 e gfe‘ﬁj < 1. Devemos, entao, adotar definicoes invariantes de
convengao de fase para os observéaveis[83, 84]. Seguindo a Ref. [83], definimos a

quantidade invariante por convencao de fases,

o = ST (KO Ks)
I = ITIKs) (KO K L)

(2.121)

Da mesma forma, podemos definir as amplitudes (nao observaveis) para o estado

final de dois pions, classificado de acordo com o isospin

(e [|T|K ) (K°|Kg)

= 2.122
M= r 1T K (KO|K L) (2.122)
que tem como caso especial o parametro
€K =1,_, - (2.123)
Definimos também
2|T|K, Ag [1+ 1€
o= T2 TIRs)  Redy [11ieta] (2.124)
<7T7T . 0|T|K5> RGA() 1+ 2650

que quantifica a regra AI = 1/2, pois |w| ~ |Redy/ReAg| = 1/22,2. Definiu-se

também &£; = ImA;/ReA;. Podemos escrever:

€+ Zgo ~ 6i7r/4 IliZ — ZImFlg/Q i

= A ' 2.12
~ €i7r/4 Il’IlM12 X &) _ 6i7r/4 ImM12 Il’IlAO 7 (2126)
V2 | AM V2 | AM T Red,

30



onde foi utilizada a aproximagao [69, p.240]
Imflg ~ &)FS ~ 2£0AM7 (2127)

devido a dominancia do decaimento dos kaons em dois pions com isospin nulo.
Oberve-se que € e & sao dependentes de convencao de fase, mas a combinagao que
forma ex nao. Escrita dessa forma, podemos ver que € + i, possui contribuicoes
tanto da violacdo indireta de CP (na mistura K- K°), como da violacdo direta de

CP (nos decaimentos). Pode-se definir também

g = % (mm 2T|K) (am 0|7 |KL)(rm 2\T|Kg>] (KZ\K@ (2.128)
w2 (rm: 0|T|Kg) (mm:0|T|Kg){mm:0|T|Kg)l (K Kyp)

= n-m) (2.129)

= AT ) (2130)

~ 2”62\(;;_50) [gﬁz - gﬁz] . (2.131)

Podemos ver que o parametro ¢ quantifica genuinamente a violacao direta de CP,
com AS = 1, sendo nao nulo somente se existe diferenca de fase nas amplitudes
dos dois canais de decaimento para dois pions com isospin definido. Uma discussao
de véarias convencoes adotadas para os parametros € e € pode ser encontrada na
Ref. [83].

A confrontacao da fenomenologia e dados experimentais com o MP, ou modelos
de fisica nova, requer ferramentas de cédlculo mais sofisticadas como a aplicacao da
teoria de perturbacao quiral ou o uso de QCD na rede. Uma revisao da aplicacao
da teoria de perturbacao quiral para o sistema dos kdons pode ser encontrada na
Ref. [82]. A aplicagdo de Lagrangianas efetivas para a confrontagdo com a teoria
eletrofraca e procura de fisica nova pode ser encontra na Ref. [85]. Em geral, como
no caso dos kaons, a parte real das amplitudes de decaimento ReA; pode ser obtida
de experimentos, enquanto a parte imaginaria tem que ser calculada utilizando o
MP. A extracao precisa dos elementos da matriz CKM depende crucialmente da
calculabilidade dos observaveis: muitos fenomenos envolvendo hadrons ainda apre-
sentam sérias dificuldades relacionadas a pobre calculabilidade da QCD a baixas
energias, principalmente no sistema dos kdons.

Dada a variedade de possiveis fenomenos que violam CP, tanto no sistema dos
mésons K como nos mésons B, é interessante obter uma classificacao para esses
vérios fenémenos. Podemos classificd-los em violagao de CP (i) na matriz de mis-
tura, (ii) nas amplitudes de decaimento e (iii) na interferéncia entre mistura e de-

caimento [80]. A terminologia violacao direta e indireta de CP, mais comum no
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sistema dos kdons, pode ser definida da seguinte maneira: a violagao indireta de
CP refere-se aos efeitos que podem ser completamente atribuidos a mistura devido
a Mis; por outro lado, todos os efeitos, que nao podem ser atribuidos a mistura e,
explicitamente, requerem fases de violacao de CP nas amplitudes de decaimento,
sao chamados de violacao direta. Uma revisao dos fenomenos de violagao de CP no
sistema dos mésons B pode ser encontrada nas Refs. [80] e [86], inclusive a extracao
precisa do angulo 3, que pode ser diretamente relacionado a parametros na matriz
CKM.

Por fim, ilustraremos uma propriedade geral de observaveis de violacao de CP.
Para quantificar a violagao de CP do caso (ii), podemos generalizar a assimetria da

Eq. (2.104) para qualquer decaimento K — f e seu conjugado sob CP, K — f, na

forma
 T(K = f)-T(K — f)
K — f) = - 2.132
( /) K — f)+ (K — f) ( )
JA(K — f)]? = JA(K — [)]?
A(K = HE+ AR = PP (2.133)
_ 4Si1’l(£1 — 52 sin(51 — (52) ’ (2134)
‘ﬁ—; + ﬁ—f + 4 cos(& — &) cos(d; — d2)
quando
AK — f) = |Aile®e™ + |Ay|e®2e2 (2.135)
AR = f) = —|Ale e — |Aylemi€ei® (2.136)

Isso ilustra a propriedade geral de que a violagao de CP s6 é observavel em processos
que contenham tanto fases pares por CP quanto fases impares por CP. Apenas uma
delas nao é suficiente: no caso do decaimento do K em dois pions, a diferenca nos
deslocamentos de fase forte nos dois estados de isospin total é essencial, apesar da

interacao forte conservar CP.

2.3.2 Troca de dois W

Primeiramente, calcularemos o diagrama de caixa (a) da Fig.2.1 onde ha troca
de dois bésons W.

— MWW = Z Cij0s(p2)y" L(K + Py + mi)y” Lug(pr)

ij=ust
X (@) LOE + oy + mi)y” Lua(ge)
X D(k‘ +p1, mZ)D(k + qi, mj)
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X Dyug(k + p1 4 p2, mw; §) Dok, mw; €) - (2.137)

*

= Y Cy4(R(K+ma)) [(+m)L]D}; (2.138)
ij=ust

(+%) 1 m?  m?

= Cii(v" L)y, L g R 2.139
Z D] e e G ) (2189)

onde, Cy; = (9/v2)*V; Vig Vids
Dj; = D(k + pr,mi)D(k + qu, m;)D(k + p1 + p2, mw ) D (k, mw) , (2.140)

e a integragao [(2m)~* [ d*k] sobre o momento interno k, implicita nas Eqs. (2.137)
e (2.138), nos da

/@k“k”D‘-l» :g_WB (Om e T T k‘2): gW 7 ' ( m? m?)
ij a0 4 iy TG, TR, TR 4 (47‘(’)2 1 2 y m%/V y
(2.141)

onde a fungao (funcional) B, é definida na Eq. (A.37) e a fungao g; é definida na
Eq. (A.57). Os propagadores utilizados na Eq. (2.137) sao, exceto por fatores (£i),

1
D = 55— 2.142
(p.m) p2 —m?2 +ie’ ( )
1 pp'/ 1 ppl/
Dy(p.m:€) = — (g, — -2~ wPr (9143
(P 3 €) p2—m2—|—z'e(” p2+ie)+ p2—§m2+z'ep2+ie’( )
Dy(p:m) = Dy(p,m;1) = guD(p,m). (2.144)

A notacao ( )] ] também utilizada no Ap. G indica que nao estamos interessados
nos espinores explicitos (particula ou antiparticula) mas somente nos bilineares de
Dirac aos quais estao contraidos; sao estes que ditam a estrutura operatorial na
Lagrangiana efetiva, que levard em conta todas as contribuigoes (crossing symme-
try). A definigdo explicita dos propagadores e vértices que aparecem nas regras de
Feynman utilizadas aqui pode ser encontrada no Ap. A.6. Nas equagoes acima foram
utilizadas as seguintes restricdes ou aproximacdes indicadas por: ) ¢ = 1 (gauge
de Feynman), Eq. (A.7) e as equacdes de movimento livre dos quarks externos; **)
limite de momentos e massas nulas para os quarks externos. J& que o diagrama (b)
leva a0 mesmo resultado final dentro das mesmas aproximagoes, as contribuigoes

dos diagramas (a) e (b) podem ser de fato gerados pela Lagrangiana efetiva

1 1 1
OZ;;VW — 4MWW(G)|OP 1‘/\/‘.VVVV(I))|OP — _iMWW(a)|Op (2145)
= Z XViViaViVia2ES (w4, ;) (5py"dp)? - (2.146)
zy—ust
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Lembramos que

Cy; Gr G2,

J— * * . 2 * *
(4m)2m2, QEXVZ‘SVM jsVid = 8(4W)2mw%svm "Vid, (2.147)
2
provém das relagoes S WG rmE, 2 = e2/sin’Oy = Ama/sin?Oy e

X = m. Note-se que devido a forma do operador de quatro férmions ser o
produto de dois operadores iguais, s;v*dy, existem quatro maneiras de se contrair
tal operador com dois anti-quarks d e dois quarks s: duas contracgoes idénticas que
levam & contribuigao do diagrama (a) e outras duas contracoes idénticas levam a
contribui¢ao do diagrama (b); o fator 1/2 da Eq. (2.145) é compensado e obtemos
efetivamente a soma das contribui¢oes dos diagramas (a) e (b), usando a Lagran-
giana efetiva acima. Para assegurar que os coeficientes da Lagrangiana efetiva da
Eq. (2.146) estao corretos podemos refazer os célculos no espago de coordenadas di-
retamente da Lagrangiana eletrofraca, sem fazer mencao a nenhum diagrama. Tal
procedimento é ilustrado na Sec.2.3.5.
A funcio EY” estd definida na Ref. [77] e é dada por

) 1

A Ref. [77], contudo, contém um sinal global (-) em relagdo ao resultado acima
porém, este é corrigido na respectiva errata [77]. Inami e Lim invertem o sinal das
fungoes go [Eq. (A.58)] e g1 [Eq. (A.57)] na sua errata mas aqui optamos por inverter
o sinal das fungoes E. Esse sinal se propaga em todas as func¢oes de caixa a seguir:

D1 k q1
d AVAVAVAVA S > >
/{;—i-pl,ui" AUj,]{Z—i-ql
5 NNANN d «
—D2 k+pi +p2 p)

(a) (b)

Figura 2.1: Diagramas de caixa com a troca de dois bdsons WW.

2.3.3 Bosons de Goldstone

A contribuicao dos béosons de Goldstone pode nao ser desprezivel quando a massa
dos férmions virtuais que circulam no diagrama de caixa nao sao pequenas, compa-

radas com a massa do bdson vetorial (neste caso, my ). Esse comportamento viola o
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teorema de Appelquist-Carrazone (AC) [87] devido & quebra espontanea de simetria
que gera vértices proporcionais a massa do férmion virtual para o béson de Golds-
tone. E importante notar que a necessidade de considerar a contribui¢ao dos bdsons
de Goldstone surge porque estamos utilizando um gauge covariante, Eq.(2.143),
para os bdsons vetoriais. Caso utilizadssemos o gauge unitario, a contribuicao dos
bosons de Goldstone nao seria necessaria mas, por outro lado, terifamos que lidar
com a mistura de poténcias de perturbacao nos momentos internos.

Se trocarmos um dos bésons W virtuais do diagrama (a) da Fig.2.1, p.ex., o

boéson inferior, por um boéson de Goldstone carregado, obtemos a amplitude

M= Y S ()L — i R)(E -+ iy + o)y L)

ij=ust w
XUs(qu) Y LK + g1 + my)(Bma — Lmj)va(ga2)iD(k + p1,m;)
xiD(k + (h, mg)D(k‘ + p1 + p2, VEmw ) Dyo (K, may; §) (2.149)
S Z 2(y# L) [, L) By (0: my, my, myy, my: 1) . (2.150)
= ust

Novamente em *) particularizamos para o gauge de Feynman (¢ = 1) e tomamos o
limite de momentos e massas externas nulos.
A contribuigao de dois diagramas do tipo (a) e dois do tipo (b) pode ser gerada

pela Lagrangiana efetiva

1
Lve = —2—/\/1WG|Op (2.151)
= Z 2—X ]s‘/;d2E( (xl?xj>(SLfy‘udL) ’ (2152)
ij=ust
onde
1 4
Eéb)(Ii,:L'j) = —§xix]— mW( ™)’ By(0; mi, my, my, myy; 1) (2.153)
)
1
= —§xixjgo(xi,xj), (2154)

sendo x; = m;/mw e x; = m;/my.
Resta-nos calcular os diagramas de caixa com troca de dois bésons de Goldstone.
Trocando os dois bésons W, por dois béson de Goldstone, no diagrama (a) da Fig.2.1,

obtemos a amplitude

—iMC= Z %%(Pz)(msL —m;R)(k + ¢y + mi)(mgR — miL)ua(p1)
1j=ust w
Xs(q)(msL — myR)(f + dy + my)(Rma — Lmj)va(ge) D(k + p1, m;)
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(k + q1, m]) (k +pl +p27 \/ng)Dua(k>mW, 6) (2155)
1
© Z —m m L)[ L}EB4(O;mi,mj,mW,mW;k2). (2.156)

Novamente em *) particularizamos para o gauge de Feynman (£ = 1) e tomamos o
limite de momentos e massas externas nulos.

A respectiva Lagrangiana efetiva é

1

°%eCf;G = __MGG|0p (2157)
= Z v%dv*vjdzEg)(xi,xj)(gmﬂdﬁ, (2.158)

zy—ust

onde
1 4rr)?
By = soymi g (2.150)
1

= fvyggl(a:,y)- (2.160)

2.3.4 Lagrangiana efetiva para K°-K°

A soma de todas as contribuigbes dos diagramas de caixa das Figs.2.1 (a) e (b)
com troca de dois bosons W, dois bosons de Goldstone GG, e um béson G' e um béson

W, resulta em:

Ly = —%Z Ci Ba (05 m, my, myy, myws K2 (1 + §) — 2miy x| (5774dp)*(2.161)
1j=uct
=, (4(;#%% (i, ;) (ST7"dL)? (2.162)
ij=uct T w
Cij 1 7 — 2
= D e o bl x)(siytdy) (2.163)
i;t (47)2m2, 2 j
G% 2 * 2T * 2
= (47T>2mW [( cd‘/08> E(IC,LE‘C) + (%d%s) EEI(xtaxt)
+ 2(VogVesVigVis) E (e, ) [A(SLy"dL)? (2.164)

onde foram utilizadas as defini¢oes

Eo(z,y) = [(1+ j2y)g1(x,y) — 22ygo(,y)] (2.165)

R 5 AP

r—y | (x—1)
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1 7

_ =TT [1 - ny} , (2.166)
E(x,y) = Eg(zr,y) — Ex(z,0) — E5(0,y) + E5(0,0) (2.167)

1 (1 3 1 1

- _xy{xBy b _1536—1 B (x—l)J e+ (7 < y)

o) (2169
Eo(z,0) = —[ix + (xic1)2 ln:c] = E5(0,2) (2.169)
Ey(0,0) = —1. (2.170)

A Eq.(2.165) ¢ idéntica a Eq. (C.7) da Ref.[77] com uma troca de sinal global; a
expressao explicita é mostrada na Eq. (2.166) para evitar confusdo. A Eq. (2.167) é
idéntica a Eq. (2.12) da Ref.[77], que tem a forma dada devida a z, = m?/m?, ~ 0
e ao uso da unitariedade de V' para escrever a contribuicao do quark u em termos
das contribuicoes dos quarks c e t.

Podemos comparar o resultado da Eq.(2.164) com o resultado encontrado na
p. 235 da Ref. [69] sem corregoes de curto alcance da QCD (n; = 1):

G

Mae = Cgpmiv [(VeiVes) e (@) + (ViVie " H ()

+ 2(VogVesViaVas) .G (., l’t)] A(spytdr)?, (2.171)

onde
Hz) = E%i—gﬁ}—;(lfwm@) (2.172)
= iiirié(x,y), (2.173)
. 1 /1 3 1 3 1
Gla,y) = y{_y—x<1+§1—x_1(1—x)2)lnx
+y o) - 2(1 — x)l(l — y>] : (2.174)

Devido a igualdade 2G(x,y) = —E(z,y), podemos ver que o resultado da Eq. (2.164)
estd de acordo com o resultado da Eq.(2.171). Essas fungbes sdo idénticas as
encontradas na p.319 da Ref. [88], com a correspondéncia S(z,y) = zG(z,y) e
S(z) = xH(x). Sendo z. < 1, pode-se expandir as fung¢oes acima em x. mantendo
somente as termos de ordem . e z.Inz, (ver as fungdes Sy na p.25 da Ref. [85]).
Um detalhe importante que deve ser mencionado é o fato que a soma de todos os

diagramas de caixa independe da escolha do gauge, i.e., do parametro £ [77].
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Agora estamos em posicao para calcular aproximadamente a diferenca de massa
AM dos kéons [69, p.238]
K°|Heg| K° G2 KO4(5y"d)? | K°
(ROl K) | Gy o (EOUGEY P
mg 167 Mg
(2.175)

onde o ultimo elemento de matriz envolve calculos nao perturbativos, mas pode ser

AM =~ 2R6M21 = Re

estimado usando-se o método de inser¢ao do vécuo (ver Ap. C da Ref. [66]):

KO4(spy"dy)?| K°
(K°|4(527"d1)?| >:§ff<m;<. (2.176)

mg
Em geral, o valor real é parametrizado multiplicando-se o valor acima por um
parametro By [69, p.236], que deve ser extraido aplicando-se as técnicas da teo-
ria de perturbagao quiral ou de céalculos de QCD na rede. Uma predicao tedrica
precisa para AM ¢é limitada por efeitos nao calculdveis de longa distancia, que
podem ser tao grandes quanto os efeitos de curta distancia calculados nas secoes
anteriores [69, p.238]. Desse modo, é costumeiro utilizar o valor experimental de
AM nos célculos dos efeitos de violagao de CP. Valores atualizados do parametro
By, levando em conta corregoes da QCD e grupo de renormalizacao, podem ser
encontrados na Ref. [89]. Na mesma referéncia, expressoes para os parametros ex e
¢/, calculados no MP, podem ser encontrados. O parametro €x, por exemplo, pode
ser estimado pela relagdo da Eq. (2.126), calculando-se ImMj, e desprezando-se o
termo contendo ImAg. Abordagens para calcular quantidades nao perturbativas que

entram na razao dos parametros, €' /ex, podem ser encontradas na Ref. [90].

2.3.5 Calculo no espaco de coordenadas

Calcularemos, novamente nesta se¢ao, a Lagrangiana efetiva na Eq. (2.146) uti-
lizando um procedimento diferente, mas equivalente, daquele utilizado nas segoes
anteriores. Obteremos a Lagrangiana efetiva diretamente da Lagrangiana da cor-
rente carregada eletrofraca

Lo = %Vi- Ly LA W vhe. = A+ 2 (2.177)

Como estamos interessados em encontrar a Lagrangiana efetiva responsavel pelas
contribuigoes da Fig. 2.1, dentro da aproximacao de quarks livres, i.e., sem corregoes
da QCD, precisamos considerar somente a Lagrangiana acima. Obviamente se
também quiséssemos levar em conta a troca dos bdsons de Goldstone, teriamos
de incluir a Lagrangiana correspondente.

A idéia principal consiste em calcular a contribuicao real da Lagrangiana da

Eq. (2.177) responsavel pelas transi¢oes da Fig. 2.1, e usar uma aproximagao que leve
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em conta o curto alcance da interacao fraca, representada pelas trocas de bosons W
e de quarks tipo u virtuais. Mais precisamente, curto alcance, neste caso, quer dizer
curto em relagao a escala caracteristica dos mésons K (p.ex., mf_(l, A(?CD > m‘}})
Desse modo, os diagramas da Fig. 2.1 sdo responsaveis pela transicio K°-K° mas
seus efeitos de curto alcance podem ser apropriadamente modelados pela Lagrangi-
ana efetiva local da Eq. (2.146).

Vejamos como as idéias mencionadas acima se refletem nos calculos. A contri-
buicao em mais baixa ordem responsavel pelos diagramas da Fig.2.1 é de quarta
ordem na Lagrangiana da Eq. (2.177) e, devido a sua forma particular, somente os
termos mistos, a seguir, contribuem na matriz S:

A A
T Lee)' = T +4)
- Z—T3!T<$1>2<$J>2

1
- 7 / dardesdesde s D) L (22) L () Ll (21) . (2.178)

O sfmbolo ( ) indica integracao nas varidveis espago-temporais. A expressdo da
Eq. (2.178) contém, via teorema de Wick, todas as combinagoes de operadores em
ordem normal e contraidos [91, p.181]. Contudo, estamos interessados somente nos
termos com os dois boséns W, contraidos com dois boséns W, e dois quarks tipo

u, contraidos com dois antiquarks tipo u:

1 1 g ! * * 7 v /
ZT<$1>2<$J>2 — 5(%) ViiViViri Vi T di(2)7" LS (2 — 3;my 7" Ld;(3)
Xdy (4)y" LS (4 — 1;m;)y* Ldy (1)

XD“,,(l — 2)Du’u’(3 — 4)2)1234 s (2179)

onde as varidveis x; estao agora representadas simplesmente pelos nimeros ¢ =
1,2,3,4.
Neste ponto é que podemos efetuar a aproximacao de longo alcance mencionada

anteriormente. Para isso realizamos a seguinte mudanca de variaveis:

_ T1 + 22

T=—F5, 0T = 31—, v, = X +0X/2+6x/2,

o _ w3t o p1s0) T2 T XFOX[2—ow/2 g
== 0 = T3 (2.180) x3 = X —0X/2+6y/2, (2.181)
¥ — x—QFy’ 5X = T-7, ry = X —=0X/2-4y/2.
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As novas variaveis independentes sao {X,0X,dx,dy}, para as quais o jacobiano é
unitario. Apos essa mudanca de variaveis, vé-se que somente os campos dos quarks
d; dependem da variavel central X, enquanto todas as outras funcoes dependem
apenas de 0.X, 0z e dy. Entao, a aproximacao de longo alcance para os operadores
consiste em expandir os campos na Eq. (2.179) em torno de X. O primeiro termo
da expansao, d(z;) ~ d(X), nos leva a Lagrangiana efetiva da Eq. (2.146) através da

relagao

. g\ e
Z/dXZ;ﬂ‘(X) = 5(%) Vii jk‘/j’i"/j’k’ Cjjr

XT/dXi(Jk(X))a(di(X))ﬁ(czkf(X))af(di'(X))ﬁ' 5 (2.182)

onde «, 3,a/, 3" sdo indices espinoriais, também presentes em Cj;, mas omitidos.

Esse coeficiente é dado por

Cpp = / d5X d5dsy(" LS(5X — 62 — 5y/2: m; )™ L)as
X (v LS(—6X — dx/2 — 8y/2;m i)V L) v Dy (62) Dy s (8)
= / dp(y" LS (p;m)7" L)ag(v" LS (3 m )3 L) av i Dy (05 m3y ) Dy (psmiy )
(2.183)

O coeficiente na Eq. (2.183) ¢é exatamente o mesmo coeficiente na Eq. (2.137), no
limite de momentos externos nulos. Apés simplificagoes algébricas, particularizagao
para o gauge de Feynman, (k,i) = (k',7) = (s,d) e integragdo no momento, obtere-
mos a mesma Lagrangiana efetiva da Eq. (2.146).

Como observagoes finais, deve-se dizer que os termos subseqiientes da apro-
ximagao dao origem a operadores de dimensao maior. As vezes, 0s termos sub-
seqilentes da expansao devem ser calculados se o primeiro termo é pequeno ou nulo.

Tal expansao exemplifica uma expansao de produto de operadores (OPE)[85, 92].
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Capitulo 3

Outros mecanismos de violacao de CP

A fim de analisar outros possiveis mecanismos para a implementacao da violagao
de CP, precisamos revisar novamente a estrutura geral das Lagrangianas de teo-
rias de gauge contendo férmions (f), escalares (H) e bdsons de gauge (G). Tais

Lagrangianas podem ser escritas em nivel classico da seguinte forma geral:
L=2(fG)+ZHGC)+ZG)+Z(f,H)—V(H). (3.1)

Os primeiros dois termos correspondem as Lagrangianas contendo os termos ci-
nematicos e interacao via acoplamento minimo para os férmions e escalares, res-
pectivamente. O terceiro termo corresponde ao setor de puro gauge, o quarto as
interacoes de Yukawa e o ultimo ao potencial escalar. Pode-se mostrar que os trés
primeiros termos sao sempre invariantes por CP [22] enquanto os dois ultimos sao
os setores que possivelmente violam CP em nivel Lagrangiano®*. Para o setor eletro-
fraco do MP, Eq. (3.1), antes da QES, somente o termo de Yukawa .Z( f, H) viola CP.
O potencial escalar ¥ (H) é CP invariante devido a simetria de gauge e presenca
de apenas um dubleto de Higgs. Em extensoes do MP, p.ex., com dois dubletos
de Higgs, ja é possivel implementar a violagdo de CP no potencial escalar[13, 19].
Nesse caso, a violagdo de CP pode ter duas origens: a violagdo explicita [19] ou
a violacao espontanea [13]. Modelos que implementam violagao espontanea de CP
(VECP) sao muito atrativos, comparados com modelos com violagao explicita, por-
que conseguem explicar a violagao de uma simetria discreta da mesma forma que
simetrias de gauge continuas sao quebradas pelo mecanismo de QES. Além disso,
se toda violacao de CP adviesse do setor escalar, a pequena violacao de CP na na-
tureza seria explicada pela grande escala de massa dos escalares responsaveis pela
violagao [15, 16]. Contudo, os modelos minimos, onde toda a violagao de CP provém

do setor escalar, foram descartados por gerar uma violacao direta de CP bem maior

*Em teorias de gauge quantizadas existe a possibilidade para os termos do tipo F' F =

€uvap M FOP 23] em £(G) que estamos desconsiderando aqui.
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que a observada [93, 94, 95].

Desse modo, os fendomenos de mistura de sabor e violacao de CP, tanto no MP
como em outros modelos, como os com N dubletos de Higgs, sao conseqiiéncias
da presenca de espacos horizontais, i.e., da replicagao de multipletos de gauge,
fermionicos ou escalares. No MP, os espacos horizontais sao constituidos pelas trés
familias de quarks do tipo up e do tipo down (apds QES), enquanto que em modelos
com N dubletos de Higgs sao os mesmos que formam o espago horizontal (antes da
QES). Ao mesmo tempo, os espacos horizontais mascaram as propriedades de CP
dos modelos devido a possibilidade de “rotacao” nesses espacos. No MP, sao rotagoes
desse tipo que sao responsaveis pela transferéncia da violacao de CP das interagoes
de Yukawa para as interacoes de corrente carregada, apds a quebra espontanea de
simetria e a diagonalizacao das matrizes de massa dos quarks. Nesse caso, nem todas
as fases complexas da matriz CKM sao fisicas, devido a possibilidade de redefinir os
campos dos quarks por fases (refase), como na Eq. (2.49). Contudo, os fenémenos
observaveis nao devem depender de tais convencoes, de modo que os observaveis
devem ser invariantes de refase. Um tunico invariante de refase que quantifica a
violagdo de CP na matriz CKM ¢é o chamado invariante de Jarlskog [25, 24] mos-
trado na Eq. (2.66). Contudo, invariantes por transformacgoes horizontais gerais, nas
trés familias de quarks, também podem ser definidas através de comutadores [25]
(Sec.2.2.2); as transformagoes de refase formam apenas um subgrupo de tais trans-
formacgoes horizontais. Assim, é facil imaginar que invariantes de transformacoes
horizontais também possam ser definidos em outros contextos onde ha presenca de
espacos horizontais, tais como o modelo com N dubletos de Higgs.

Devemos também mencionar que a violacao de CP pode ser induzida radiati-
vamente, cujo mecanismo é conhecido como violagao radiativa de CP [96, 97, 98].
Nesse esquema, a violacao de CP é induzida por corregoes quanticas embora, em
nivel lagrangiano, CP seja uma boa simetria. Apesar de ser uma idéia muito in-
teressante, esse mecanismo ¢é de dificil implementagao fenomenoldgica porque este
requer a presenca de escalares nao massivos que nao sao bosons de Goldstone. Assim
sendo, esse mecanismo nao sera abordado aqui.

[lustraremos na Sec. 3.1 a idéia geral da violacao espontanea de CP. Em parti-
cular, na Sec.3.1.1, revisaremos o primeiro modelo de VECP proposto por T. D.
Lee[13]. Em seguida, trataremos de extensdes do MP com 2,3 (Sec.3.1.2) e N
(Sec. 3.1.3) dubletos de Higgs, que podem conter mecanismos adicionais de violagao
de CP no setor escalar, implementados explicita ou espontaneamente. Para o caso
geral com N dubletos de Higgs estudaremos a intima relacao entre mistura de sabor,

violagao de CP e espacos horizontais. Nesse contexto, estudaremos como trans-
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formagoes generalizadas de CP podem depender das tranformagoes horizontais e
podem ser vistas como automorfismos do grupo de gauge. Também mostraremos
que a nogao de automorfismo pode ser muito 1til para se determinar as propriedades
sob CP de teorias contendo espacgos horizontais e encontrar invariantes impares por
CP que qualificam e quantificam a violagao de CP. Na Sec. 3.2 revisaremos breve-
mente a noc¢ao de violagao soft de simetrias e estudaremos um modelo particular,
baseado no grupo de gauge SU(3).®@ SU(3)L ®U(1)n, e sua compatibilidade com os
observaveis de violagao de CP no sistema dos kdons neutros. Tal modelo também
implementa a idéia de que a violacao de CP possa ser induzida pela troca de esca-
lares (ou outras particulas externas ao MP minimo), mas os processos que trocam
sabor devem ser predominantemente descritos pelas interacoes de corrente carregada

contendo uma matriz de mistura real.

3.1 Violagao espontianea de CP (VECP)

[lustraremos, nesta secao, a idéia da violagao espontanea de CP (VECP), pro-
posta por T. D. Lee[13]. Suponhamos uma teoria invariante por uma simetria de
gauge G, possuindo escalares que quebram a simetria de gauge de G para G' C G
quando o multipleto escalar ®, cuja representacdo pode ser redutivel ou irredutivel T,
adquire um valor esperado no vécuo nao nulo, (®) # 0. Podemos distinguir duas
classes de modelos com VECP, i.e., modelos com escalares & em representacoes de
gauge (irredutiveis) (i) reais e (ii) complexos. Nos modelos (i), um tnico multipleto
contendo uma componente neutra é capaz de implementar a VECP [13]. Nos mode-
los (ii), um tnico multipleto contendo um campo neutro complexo nao é suficiente,
pois, qualquer fase atribuida ao valor esperado do vacuo pode ser absorvida pela
transformacao de gauge, como acontece no MP. Dois ou mais campos neutros, per-
tencentes ou nao as mesmas representagoes do grupo de gauge, sao necessarios [13].
Observamos, entao, a intima relagao entre a implementacao da VECP e a adigao de
multipletos escalares. Se existe mais de um multipleto escalar pertencente a mesma
representacao do grupo de gauge, i.e., possuindo os mesmos nimeros quanticos, di-
remos que tais replicagdes de multipletos formam espagos horizontais [22]. Para
o caso (i), ainda é possivel construir modelos com VECP sem quebrar simetrias
continuas, mostrando que é possivel desvincular o mecanismo de VECP da quebra

espontanea de simetrias de gauge (QES) [13, b].

fGeralmente trabalhamos com representacoes irredutiveis e a presenca de representacoes re-
dutiveis é equivalente a dizer que existe mais de um multipleto correspondente a uma representagao

irredutivel.
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3.1.1 O modelo de Lee

O toy model a ser considerado serd uma teoria com simetria de gauge abeliana
U(1)[13, al], contendo dois escalares complexos ¢1, ¢ e um bdson de gauge B, que

se transformam sob a simetria de gauge local como

o) — eia(z)gba(aj), a=1,2, (3.2)
Bu(x) — Bu(@)+g ' 0uala). (33)

A Lagrangiana desse setor, entao, é dada por

1

&L = (Dyda) D, — ZBWBW —V(®), (3.4)

onde
D, = 0,+1i9B,, (3.5)
B, = 0d,B,—0,B,. (3.6)

O potencial escalar possui a forma

V(®) = mdiodr + padsds + A(d¢1)° + B(9302)° + C(d761)(d502)
—I—% [(Qﬁﬁbz) (D¢T¢2 + E¢ior + F¢§¢2) + h.c.} ) (3.7)

onde os 8 parametros pq, pio, A, ..., F' sao todos reais, de modo que o potencial
é obviamente invariante sob CP. No Ap.D [30], mostra-se que qualquer potencial
invariante sob CP pode ser escrito nessa forma apés uma mudanca de variaveis
apropriada, i.e., encontrando a base real (A diagonal) e diagonalizando ¥ na Eq. (12)
do mesmo apéndice. Observe-se que a Lagrangiana da Eq. (3.4) é invariante pelas

simetrias discretas C e P

®a g eiac(bz’
B, S —-B,,
dulr) = ¢ du(d),
Bu(z) = (IB),(), (3.8)

para quaisquer fases ac e ap comuns a ¢ € ¢o.

Para usar uma notacao mais compacta, escrevemos os dois campos escalares em
_[($

o = 6] (3.9)
2
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Devido a simetria de gauge podemos parametrizar os graus de liberdade de ® nas

1 vle’f U1
O~ — ~ "), 3.10

onde v, > 0, £ € R. Qualquer ® pode ser escrito nas formas acima, apds alguma

formas

transformacao de gauge. Convencionaremos a adog¢ao da segunda parametrizacao
na Eq.(3.10), embora a referéncia original use a primeira [13]. Temos, entdo, uma
parametrizacdo de ®, em termos de duas varidveis ndo limitadas (v,) e uma variavel
angular limitada £. Com essas variaveis, a Ref. [13] faz uma analogia do modelo com
uma molécula triangular de lados vy, vy e angulo & entre eles, o que permite a asso-
ciagao dos graus de liberdade do modelo com os modos de vibracao da molécula. E
possivel também utilizar uma parametrizacao com apenas uma variavel nao limitada
(radial) e duas varidveis angulares.

Com ambas as parametrizagoes da Eq. (3.10) podemos escrever o potencial da
Eq. (3.7) na forma

V(va, &) = (1] + pavd) + L(pof + quy + 2rvfv3) + L Dvfvi(cos€ — 6)*, (3.11)

onde
_ E? . EF
P=A4-%p r=3(c-p-15),
F? Ev? + Fu2
=B-— —— =1 -2 3.12
4 8D’ 4DU1U2 ( )

Para que o potencial seja limitado por baixo, i.e., V — oo quando vy,v9 — 00, é
preciso que
p>0, ¢>0, pg>r>. (3.13)

A ultima condicao garante que a matriz

(p T) (3.14)
roq

seja positivo definida. Para D > 0, podemos ver que o minimo angular (£) acontece
quando
cosé =4, (3.15)

desde que |§] < 1. Nesse caso, a Eq.(3.15) possui duas solugoes: para £ e —&.
Caso [6] > 1, o minimo se situa em cos{ = 40/|d| enquanto o méximo se situa
em cos{ = —0/|d]. Para D < 0, a condigao da Eq. (3.15) representa um méximo,

enquanto que os minimos estao nas bordas do espaco de parametros que satisfaz
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|cosé| < 1,1ie.,&=0o0uf =m Noscasos em que o minimo estd em £ = 0,7 nao
ha VECP e, por isso, D > 0 e |§] < 1 sao condigdes necessarias para VECP.
No minimo definido pela Eq.(3.15), considerando que v, # 0, as equagoes de

minimizacao sao

oV
m = %(ul + pv? +1rv3) (3.16)
i
oV
m = %(MQ‘I‘TU%“‘Q'U%), (317)
p

que implicam que o minimo do potencial esta em

(B0 @)= 20 e
Uy rq H2 pg—r= \—r p H2

desde que as solugoes acima para v? sejam positivas, o que requer que ao menos

p1 < 0 ou py < 0. Desse modo, as Eqs. (3.15) e (3.18) definem o valor esperado do
vacuo (VEV), ().
Por completeza, podemos verficar que a solugao na Eq. (3.18) de fato corresponde

a um minimo local, calculando a matriz de segundas derivadas

PV -
= 2di i 1
{ 0va8vb }<<I>> dlag(vl’ 'Ug) (T q) dlag(vla 1)2) ) (3 9)
assumindo-se que v, # 0 e utilizando as relacoes
oV ov
gu,  2va B(v2)’ (3.20)
02‘/ oV 82V

= w505y T Walh g sy - 21
Bva00, dgizy T A G a0 (3.21)

Entao, a condi¢ao ja imposta de que a matriz na Eq. (3.14) seja positivo definida
garante que a matriz na Eq. (3.19) seja positivo definida, o que verifica a proprie-
dade desejada. Além disso, pode-se substituir a solugao da Eq. (3.18) diretamente
no potencial da Eq.(3.11), e verificar que para tal solugdo o valor do potencial é
negativo. Tal fato garante que a solugao da Eq. (3.18) seja o minimo absoluto.
Podemos refazer a andlise desenvolvida até agora, utilizando uma mudanca de
variaveis que facilitard os cédlculos e a interpretacao dos resultados. Primeiramente,
notamos que podemos efetuar a seguinte transformagao sem modificar o conteido
fisico da teoria:
b —-UD, (3.22)

onde U é uma matriz unitdria que pode ser restrita as matrizes SU(2)y, pois,

o fator U(1) é a simetria de gauge. Este é um exemplo de uma transformagao
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horizontal (TH) que representa uma mudanga de varidveis no espago horizontal
formado por ¢1,®2. Em seguida, ao invés de utilizarmos as varidveis quadraticas
{qﬂ(ﬁl, QS;@, qﬂ@, qﬂqb}, utilizaremos as combinacoes reais

A, =100, , 1=0,1,2,3, (3.23)

onde ¢, = (1,0). O subindice com letras gregas nao se refere a indices espaco-
temporais, o que significa que nao hé distingao entre indices covariantes ou con-
travariantes, mas a convencao de soma sobre indices repetidos sera utilizada. Os
indices que assumem os valores © = ¢ = 1,2, 3 sao indices no espago da algebra de
Lie de SU(2)y, i.e., na representagao adjunta, e u = 0 refere-se & componente trivial

singleto. A mudanca de base explicita é dada por

Ay = P11 42- O5P2 7 A = O1P2 42- O5P1 — Re(¢"6) |
Ay = P11 g O5P2 7 A, = ¢’{¢22—i¢§¢1 ~ Im(¢6) | (3.24)

que pode ser facilmente invertida e inserida no potencial da Eq. (3.7), resultando em

V(A) = M,A, + A0 LA, (3.25)
onde
{M,} = (1 +p2,0,0, 11 — paa) (3.26)
204+B+C)|E+F 0 2(A — B)

2AA-B) |E—-F 0 2A+B-C)

A mudanga de varidveis na Eq.(3.23) efetua o branching 2 ® 2 ~ 3 @ 1 de
¢! ¢y. Podemos, entdo, expandir a Eq. (3.25) em termos de quantidades que se

transformam como 3 e 1
V(A) = MoAo + 3A00(Ao)® + MiA; + AoiAoA; + JAA A . (3.28)

Fazendo isso, identificamos dois escalares My, Agg, dois vetores M = {M;}, Ag =
{Ag;} e um tensor de ordem dois A = {A;;} com respeito & representagio 3. Com
isso, podemos trabalhar exclusivamente com a representagao adjSU(2) ~ SO(3). O
mapeamento dois para um, SU(2) — SO(3), é dado pela transformacdo induzida

pela Eq. (3.22) sobre as varidveis A,
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AO - AO)
A = O4(U)A, (3.29)

onde
0;(U) = iTx[Ulo;Ua;] , € SO(3) . (3.30)

Se U = exp(io - 6/2), entao O;;(0) = [exp(ibxJi)]i;, onde (iJy)ij = €pij sdo 08
geradores de SU(2) [SO(3)] na representagao adjunta.
As equagoes de minimizagao das Eqgs. (3.16) e (3.17) sao agora substituidas por

) AR

5. Dy = 3 B oy = Vet MlAD3 e )alon) =0, (35)
onde
(B,) = 1@, () . (3.32)
Definindo
M = %%(Mu + A (AY)), (3.33)

podemos reescrever a Eq. (3.31) em notagao compacta
M(®) =0. (3.34)
A solugao para a Eq. (3.34), impondo (®) # 0 (QES), requer que (A,) satisfaca
detM =0. (3.35)
Pela equagao secular de M, dada por (ver Ap. A.2)
det(M — A1) = A\(A — TrM) , (3.36)

pode-se verificar que M possui um autovalor nulo cujo autovetor é proporcional a

(®) e um autovalor ndo nulo dado por
m? = TrM . (3.37)

Se utilizarmos a segunda parametrizagao da Eq. (3.10) para (®), escrita em ter-

mos dos angulos,

0,
v cos —
(@) = —= 2 |, (3.38)
V2 sin — ¢
a parametrizacdo correspondente para (A,) é
v?
(A,) = Z(l’ sin @, cos &, sin 0, sin €, cos d,) , (3.39)
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0, v .
onde v? = v? + v e tan 5” — . Podemos ainda escrever a Eq. (3.38) na forma

U1
HU . HU —i€
v cos— —sin—e 1 v
D) = 2 2 = —U,é, . 3.40
< > \/§ sin %eif COS @ <O) \/i 1 ( )

A segunda coluna da matriz U, acima nos dé a dire¢ao do autovetor de M corres-
pondente ao autovalor m? dado pela Eq.(3.37), perpendicular a (®). Da mesma
forma, a Eq. (3.39) pode ser escrita como

2

v
(A)i = - (Ou)ijles); (3.41)
onde (e;); = 0;; sdo os versores em trés dimensoes e
Ov = 01020-1r s (342)
cosé —siné 0
O = |[sin¢ cosé¢ 0, (3.43)
0 0 1

cost), O sind,
0 1 0 , (3.44)

—sinf, 0 cosb,

O,

em acordo com a Eq. (3.30).
Uma vez encontrados os VEVs (®) # 0 ((A,) # 0) que minimizam o potencial,

o potencial apds a QES pode ser conhecido substituindo-se

d — D4 (D), (3.45)
A, — A, +(A)+B,, (3.46)
onde
B, = (@) 0,®+ 100, (D), (3.47)
(Ay) = 3 u(P) - (3.48)

)
(®)'o
Assim, apds a QES, o potencial da Eq (3.25) é dado por
V(@+(®) = V(A)+V((A)+3A.B.B, + AwA,((A) +B,)  (3.49)

= V((A)) + Va(®) + V3(P) + Va(P) , (3.50)
onde
Vo(®) = 'M®+iA,B,B,, (3.51)
Va(®) = AwAuB,, (3.52)
Vi(®) = V(®)¢4=:%AﬂuAuAu, (3.53)
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e a condigao (M, + A, (A,))B, =0, derivada da Eq. (3.34), foi utilizada.
Para saber o espectro da teoria precisamos analisar a matriz de massa contida

em V3, na Eq. (3.51). Isso pode ser feito mais facilmente na base em que

¥ = U, (3.54)
)y = UND) = ——¢ 3.55
(2 (@) 70 )
2
/ T v
(Ay) = (0.)i{Ag) = (es)i (3.56)
M = UIMU, = diag(0,m?). (3.57)
Obtemos, entao,
v v
By = ERWM’ B = ERG%,
B, = %Imgb;, B, = %Reqﬁ’l . (3.58)

Enquanto que os termos quadraticos sao dados por

2
/ 1
Vo(®) = mPe, ¢y + % [1A0o(Reg)? + ERG(%)A/OJ; + 3Nt (3.59)

4717 gy
= UMt (3.60)
onde
() = 2{B)) = VA(Red}, md}, Red)) (3.61)
2. 20 0 Ay,
M = diag(mz,m2,0)+ZA'+z 0 0 Ab, . (3.62)

Ay Aby Moo + 2A%;

Concluimos, entao, que Im¢} tem massa nula e corresponde ao béson de Goldstone
da teoria, que é absorvido como componente longitudinal de B, através do meca-
nismo de Higgs, dando uma massa m% = g*v? ao béson B. Em nivel de drvore, em

termos das varidveis originais, reobtemos os resultados da Ref. [13]:
G = V2Im¢, = V2Im(Ui®); = cos %11 + sin %12, (3.63)
I = V2Im(e %¢,) = —sin %Il + cos %]2, (3.64)

onde I é a combinacao ortogonal a G [13] e a parametrizacao

1 Ry +1il4
b =— 2, 3.65
NG ((32 +ug>ez€) (3.65)
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é utilizada. Na base definida pela Eq. (3.54), a parametrizacao é

1 ([t +iG
o= — (BT (3.66)
V2 \t + it

Os campos fisicos massivos ¢; sdo combinagdes lineares dos campos t;, obtidos através
da diagonalizagdo da matriz M" na Eq. (3.62).

Precisamos, agora, reanalisar as propriedades de transformagao dos campos sob
as simetrias discretas C e CP, pois P continua sendo uma simetria apds a QES. A

transformagao C original para os campos ® era aquela mostrada na Eq. (3.8):

® S ciecor,
A0 A07
A, (772)ijAj ) (3-67)

C
—

C
—

onde 7, = diag(1,—1,1) ¢ a matriz de reflexdo na direcao 2. E fécil verificar que
a ultima transformagao na Eq. (3.67) representa uma simetria de V' (A) dada pela
Eq. (3.25), pois, de acordo com as Eqs. (3.26) e (3.27), My = 0 e Ajp < d,0. Em
termos dos campos reais da Eq. (3.65), a primeira transformacao na Eq. (3.67), com
ac = 0, significa trocar o sinal de I; e (I;cos & + Ry sin€), deixando as combinagoes
ortogonais invariantes. Entao, a operagao complexo conjugada sob campos comple-
xos € traduzida como reflexdo em certas componentes reais (em duas combinagoes
das quatro independentes).

Apés a QES, verifica-se que a primeira das transformagoes na Eq. (3.67) nao
representa mais uma simetria, pois, V(®* + (®)) = V(® + (0)*) # V(P + (D)) se
(P) # (P)*, a menos de transformagoes de fase globais. Por isso, dizemos que a
simetria discreta de C (CP) é quebrada espontaneamente. Note-se, contudo, que
com a QES do U(1) inicial, ndo hé mais nenhuma carga conservada que troca de
sinal sob uma operagao de conjugacao de carga, de modo que tal operagao nao é bem
definida, mesmo no sentido aproximado, pois a transformacao original nao é nem
aproximadamente uma simetria. Entao, para descrevermos a violagao espontanea
de C (CP), devemos adicionar campos possuindo cargas (aproximadamente conser-
vadas). Desse modo, devemos introduzir os férmions adicionais I, (x) e [g(x), que se
acoplam com o béson de gauge B de acordo com as cargas U(1) de gauge: q, =g e

gr = 0, respectivamente. As Lagrangianas envolvendo esses campos sao

g(la B) = E’V”(iau + gBu)lL + Eiﬁl}% (3'68)
L(,¢) = =M1+ Xago)lLlg + hec, (3.69)

com Ap, Ay reais, mantendo a invariancia sob CP, Eq. (3.67), das interacoes antes da

QES. Os férmions g, [, se transformam usualmente por CP. (Outras implementagoes
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da VECP s@o possiveis [13], mas escolhemos esse exemplo por causa de sua simila-
ridade com o MP.) As transformacoes I, — €%, lp — €®lr também constituem
uma simetria das Lagrangianas nas Eqs. (3.68) e (3.69). E a conjugacdo da carga
associada a essa simetria que serd violada na teoria estendida.

Apés a QES a Lagrangiana da Eq. (3.69) gera um termo de massa para o férmion

[ da forma
—gM(l) = ml[em’ElR—i—e_m’ElL]
= my l_(eial%)l
onde

me® = () = %(M + vy M) (3.71)
Y(x) = eialﬂ%l(x) , (3.72)
l(z) = l(x)+Ig(z), (3.73)
A= (A, ). (3.74)

Para verficar a Eq. (3.70), escrevemos [,z em termos de espinores de Weyl, na

representacao de Weyl para as matrizes de Dirac:

i) 315
(0) | (3.76)
X

—Zu(l) = mylexTE+ e Ty

= my <€T XT) <e?al e—Oiaz) (f_() : (3.77)

a matriz quadrada na equacao acima é exatamente ~,e'®7.

IL

IR

de forma que

Entao, a Lagrangiana de interagao na Eq. (3.69) pode ser reescrita:

2L, x) = Lu(l) - Z(1,¢)
= MN®IRl+ h.c.
= MN®YRe 54) + h.c.
= %‘(T\T(I)e_io” + BT\ )y + %()\T(I)e_io” — BT\ )z
A

= —2(X11Z1P + ix2U5Y) (3.78)
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onde \" = (A1, X2), [N =/ A2+ N e
V2

X1 = WRe(ATq)e_m’) (3.79)
A . A2 )

= W(COS Ry + sinoly) + W[Cos(f — )Ry —sin(§ — o) 5], (3.80)

X2 = |—\§\§|Im()\T(I>e_ial) . (3.81)

Podemos verificar que a amplitude de espalhamento ¥ + ¢ — ¢ + ¢ viola CP.
Para fazer isso, recorremos ao fato que, em geral, qualquer amplitude de transicao

pode ser decomposta sob CP em uma parte par (+) e uma parte impar (-), na forma

M=Mi+M_, (3.82)
onde L
M, = w (3.83)

e M denota a amplitude de transicdo do processo conjugado por CP. Essa decom-
posicao € aplicavel para qualquer operacao discreta como C ou P, trocando-se a

operacao associada a barra. Assim, a assimetria é dada por

IMP2— [M]2 2Re(M,M*)
M2+ M2 ML+ M

(3.84)

sabendo-se que My = + M. Conclui-se, entdao, que os efeitos de violacao de CP
sa0 apenas mensuraveis nos processos que possuirem os dois tipos de amplitudes,
i.e., uma parte par e outra impar sob CP; apenas uma delas nao é suficiente para
se ter uma assimetria nao nula. Além disso, se ambas M sdo reais, a assimetria
da Eq. (3.84) é proporcional a parte impar da amplitude. A assimetria da Eq. (3.84)
é uma outra formulacao da propriedade exibida na Eq.(2.132). Podemos, ainda,

escrever de maneira geral

—iM(i — f)(2m)'6(Py — P) = (fISi),
—iM@@— f)2m)'6(P; — P) = (f|S)
(f(€2)S(€2)i), (3.85)

onde ¥, & sao os operadores unitarios responsaveis pela operacao de C e P, assumin-
do-se que estes existam e sejam bem definidos.
Portanto, voltando para o caso especifico, a inica Lagrangiana de interacao que

contribui em nivel de drvore e que nao ¢é invariante por CP é dada pela Eq. (3.78).
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Nesse caso a parte impar por CP da amplitude de espalhamento de dois férmions
Y+ — Y+ é dada por

M- w) = DT ) | (3.6)
= BF [wdtyten: Go)@ @ )20
AOTCaew)0) . (387

Claramente, a combinagao de operadores dentro do primeiro “bracket” da Eq. (3.87)
¢é impar por CP, e, pode-se verificar que a tnica contribuicao em nivel de arvore é
dada pela Eq.(3.87). A amplitude par por CP tem contribui¢oes de (Z(l, B))?
(troca do béson B) e de (L(1,x))? restritas as contribuigoes nao incluidas na
Eq. (3.87). O efeito de violagao de CP, nesse caso, é quantificado pela contragao

(dltimo termo) na Eq. (3.87), que pode ser calculada sabendo-se que

v
X1 = ml|)\|Re{vﬁ<I>|>\Tv“‘2+v1q>()\TVL)(>\TV”)} (3.88)

V2my

= LR ) + VIRl V) 359

= dt, (3.90)

X2 = ﬁlm{"ﬁ@wvw+V1@(ATV¢)(ATVH)} (3.91)

{
= G+t (3.92)
onde

a’ = (Re(ze ™), —Im(ze ™), 7), (3.93)

b = (Im(ze‘if),Re(ze‘if),O), (3.94)
\/§ml

v = T (3.95)
ei§—ai)

5 = T>\Z.(UU)Z.2, (3.96)

Foram utilizadas as Egs. (3.79) e (3.81), com e~ = (®)T\/m; e a expansao

V20 = V2(v[®)v) + vV2(vie)vy (3.97)
= (té + iG)VH + (tll + itlz)VJ_ , (3.98)

com (v);i = (Uy)in e (V)i = (Uy)iz; v € a direcao de (@) = 75V|| nO espago

horizontal e v a diregao perpendicular. Pode-se verificar que as relagoes

aja; = 2" +9" =1, b =1-7", ab;=0, (3.99)
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sao validas e se mantém para os coeficientes a; e b; da expansao de x; e 2 em

termos dos modos fisicos t;. Desse modo, obtemos

B e,

——b 3.100
27 "pP—m2 e ( )

AR(01 (2)x2(0)]0) = A2 / :

que a momento nulo é proporcional a transformada de Fourier de

NPl = APlasba(mz? — i) + aghy(mg? — mi?)
al|b
< g = me) b < N2mg? i) P
X .
= 3 [Al> =2 Qm—éB(mf—mlz), (3.101)

mantendo-se as relagoes da Eq. (3.99) fixas, em particular, a;b; 4+ asbs + agbs = 0,
e as massas também fixas, com ordenamento m; > my > ms. [Também utilizamos
|(a.c)(b.c)| < i|a|[b|, para quaisquer vetores a, b e ¢ satisfazendo a.b =0 e |c| = 1]
Entao, se as massas my dos modos fisicos ¢, sao muito grandes, o efeito de violagao
de CP se torna pequeno.

Por tltimo, verificaremos através de um exemplo que as contribuicoes radiativas
que violam CP sao finitas [99]. O exemplo a ser utilizado serd a contribui¢do para a

auto-energia do férmion 1, que pode ser obtida através de

iS(z—y) = QT ()lﬁ(_y))lmz 2(S = ¥) "z —y)
= (0T (" (2)p® (y))\Oz
+O|T (W ()" (y)§< Lint)*)]0) + -+ (3.102)
= iS(x —y) + (@S(x — 2)(—)2(z — 2)iS(Z —y)).or + - (3.103)

A contribuicao impar por CP da auto-energia, a um loop, pode ser obtida facilmente
das Eqgs. (3.87) e (3.102),

B (2=) = iS(z — ) - O (u () xe())0)

+w's<z—z>' 01 (n (< na(2)10) (3.104)

1

—iX_(p) = i\)\|2mlfy5ﬁajbj /dm In [mjz 4+ m3(1 —z) — p*z(1 — x)].(3.105)
n 0
A ortogonalidade a.b = 0 elimina a divergéncia e a dependéncia na escala de renor-

malizagao. A integral na Eq. (A.56), no Ap. A, foi utilizada.

Isto conclui o estudo deste exemplo para ilustrar o mecanismo de VECP.
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3.1.2 Modelos com dois e trés dubletos de Higgs

Para implementar a VECP no MP é preciso considerar o grupo de gauge SU(2),®
U(1)y. Nesse caso, sdo necessarios dois dubletos ®; e ®5, ao invés de um apenas no
MP, exercendo as func¢oes dos campos escalares ¢, e ¢o da Sec. 3.1.1.

O potencial escalar pode ser escrito na forma [13]

V(®) = m®ld) 4 p,®ld,
+A(P[ D) + B(®1:)° + C(D]D1)(9)Ps) + C(D] Do) (9)P))
+1[(®10,)(DD]®, + ER]D) + FOI®,) + D], (3.106)

com todos os coeficientes reais. O potencial da Eq. (3.106) é idéntico ao da Eq. (3.7),
acrescido do termo proporcional a C. Os dubletos sdao constituidos de dois campos

o, = (f;) : (3.107)

onde os rotulos das cargas dependem explicitamente da convencao escolhida para a

complexos

direcao da QES eletrofraca, mostrada a seguir, quando a simetria eletromagnética
(EM) é ainda preservada. Para ter VECP, as condigoes da Eq.(3.13) devem ser
satisfeitas, juntamente com

D> C. (3.108)

Nesse caso, o valor esperado do vacuo pode ser parametrizado como:

0
_ <‘I>1> _ L U1
(®) = ( ) = NG 0 . (3.109)

(%) elﬁ

O VEV acima ainda mantém o padrao de QES do MP de SU(2), ® U(1)y para
U(1)gm (vacuo neutro). Para dois dubletos, VEVs que também quebram a simetria
eletromagnética poderiam ser possiveis mas na Ref. [13] pode ser encontrada a prova
de que o minimo neutro situa-se abaixo dos minimos que quebram a simetria EM
para o potencial real da Eq. (3.106). Para potenciais com coeficientes complexos, o
minimo neutro ainda situa-se abaixo dos minimos que quebram a simetria EM [100].
O estudo detalhado das condigoes de estabilidade (potencial limitado por baixo) e
quebra de simetria para potenciais gerais, contendo dois dubletos de Higgs, pode
ser encontrada na Ref. [101]. (A condi¢do de extremizacio de V no caso do 2HDM*
se resume & det(M ® 1) = det®>M = 0, equivalente & Eq.(3.35), com a ressalva

do inglés Two Higgs Doublet Model.
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de que nesse caso a desigualdade (Ag)? — > (A;)? > 0 é vélida[102], ao invés da
igualdade, valida para o caso da Sec.3.1.1.) Intuitivamente, é facil imaginar porque
com a presenca de dois dubletos, existe a possibilidade de quebrar a simetria EM:
se fizermos uma analogia com a simetria de rotagao no espago tridimensional SO(3)
[~ SU(2)], a existéncia de uma dire¢ao preferencial ainda deixa uma simetria planar
SO(2), mas a presenga de dois vetores nao colineares nao deixa nenhuma simetria
continua remanescente.

O potencial na Eq. (3.106) pode ser escrito na forma da Eq. (3.25), substituindo
os elementos Aj; = 2D — 2C +2D e Ay = —2D — 2C — 2D de A na Eq. (3.27)

(compare-se com a Eq. (10) do Ap.D). Apds a QES, obtém-se a Eq. (3.50) com

B, = 39'(0, ® 1)(®) + }9'(0, ® 1)(®) (3.110)
= 39%10,(07) + 3(2 )0, 2, (3.111)

onde a identidade na Eq.(3.110) refere-se ao espago de representagao dubleto de
SU(2)r, enquanto que na Eq. (3.111), ®© = (4}, ¢3)" é a projegao nas componentes
neutras. Assim, B sé depende das componentes neutras dos dubletos, para o caso
do VEV dado pela Eq. (3.109), de modo que a massa do escalar fisico carregado s6
depende do primeiro termo da Eq. (3.51). Na base em que

(@) = -

v
=—e ey, 3.112
NG 1 2 ( )

V2

o O < O

obtida de transformagoes idénticas as Eqs. (3.54)—(3.57), obtemos para a parte qua-

dratica do potencial

Vo(®) = m’HTH + Mt (3.113)

(Y

onde M" estda dada na Eq. (3.62) e t; é obtido da Eq. (3.61) acrescentando-se o rétulo
de carga neutra, p.ex., ¢| — (;S?/. Conclui-se entao que a parametrizacao fisica é
dada por

G+
=5 (15 +1G°)

H* ’
5(t) +it})

onde G*,G° sao os bésons de Goldstone absorvidos respectivamente pelos bésons

P = (3.114)

W+, Z° através do mecanismo de Higgs. Os campos neutros fisicos t; sa0 novamente
obtidos como combinagcao linear dos campos ¢, através da diagonaliza¢do da matriz
M", e amassa do HT ¢ dada pela raiz quadrada de m? dada na Eq. (3.37).
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Para completar a analise do modelo que exibe VECP com dois dubletos de Higgs,
é preciso introduzir as interagoes de Yukawa entre os escalares e os quarks:

—Z(f, H) = (Qp®,)T“Ug + (QL®,)[“" Dy + h.c., (3.115)

com coeficientes reais para manter a invariancia sob CP, antes da QES. O grande
problema enfrentado por teorias com o setor de Higgs estendido é a possibilidade
de processos que trocam sabor serem mediados por escalares neutros, contribuindo
fortemente para as correntes neutras que trocam sabor (FCNC)[14]. Experimen-
talmente, tais processos sao fortemente suprimidos[14]. A supressdo natural des-
ses tipos de processos pode ser obtida através da imposicao de simetrias discretas
apropriadas [14], ou através do requerimento de que os processos com FCNC sejam
mediados por escalares pesados. O primeiro mecanismo também é conhecido como
conservagio natural de sabor (NFC)®[16]. A NFC pode ser implementada, por
exemplo, com a imposicao da simetria

R : (I)l — —(I)l y DiR — _DiR y (3116)

e todos os outros campos invariantes. Tal simetria faz com que os dubletos ®; e &5 se
acoplem somente com os quarks tipo d e u, respectivamente. Essa simetria discreta
também elimina os termos com coeficientes £ e F, no potencial da Eq. (3.106).
O resultado final é a invariancia sob CP da teoria, mesmo quando (®) adquire a

configuragao
0
@) = | “ (3.117)
V2| o |
:f:l"Ug

que é possivel quando D > 0[16]. Pode-se ver que o valor complexo ¢® = +i no
VEV é uma fase esptria porque podemos efetuar uma mudanca de variaveis

P — TP (3.118)

no espaco horizontal, e obtemos na nova base £’ = 0, 7. Assim, nao hé violacao de
CP e a matriz CKM ¢ real devido ao fato dos coeficientes de Yukawa serem reais.
Ou seja, neste caso, a imposicao de NFC proibe a VECP que era, em principio,
possivel.

E, contudo, possivel implementar a VECP mantendo a NFC se introduzirmos
um terceiro dubleto ®3[15, 16] que contribui somente no potencial escalar, mas

nao entra nas interacoes de Yukawa. A NFC pode ser garantida pela imposi¢ao

$Do inglés Natural Flavor Conservation.
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da simetria discreta ®3 — —®3, mantendo os outros campos invariantes [16]. A
implementagao explicita para trés dubletos pode ser encontrada na Ref.[16]. Nesse
caso ha VECP, e toda a violagao de CP é induzida pela troca de escalares, enquanto
que a matriz CKM continua real. Foi constatado recentemente que esse esquema,
onde toda a violacao de CP é proveniente do setor escalar, nao é condizente com os
dados experimentais. Os dados apontam fortemente para uma matriz de mistura de
quarks complexa [17], indicando que, a baixas energias (abaixo da escala eletrofraca),
a fonte dominante de violagao de CP deve ser o mecanismo CKM. Isso impoe severas
condicoes para a construcao de modelos que exibam VECP a altas energias, com
supressao de FCNC[18].

Além de ser um 6timo toy model para se estudar o mecanismo de VECP, o in-
teresse pelo 2HDM tem aumentado recentemente [20, 31, 103, 104] devido ao fato
de que o Modelo Padrao Supersimétrico Minimo (MSSM) requer dois dubletos de
Higgs pela supersimetria [21, 105]. Assim, é de interesse fenomenoldgico varrer todo
o espaco dos parametros possiveis para descrever realisticamente a violagao de CP na
natureza, que advém, a baixas energias, predominantemente do mecanismo CKM.

Contudo, nao podemos descartar pequenos desvios que possam ser previstos e me-
didos.

3.1.3 Modelos gerais com N dubletos de Higgs e transformacoes hori-

zontais

Como ilustrado de maneira simples na Eq. (3.118), transformacoes horizontais
podem mascarar as propriedades sob CP de uma teoria. (Uma outra visao sobre
a invariancia de CP do 2HDM com NFC pode ser encontrado na Ref. [16].) Isso
acontece de maneira geral na presenga de espacos horizontais, p.ex., um potencial
escalar contendo somente coeficientes reais é obviamente invariante sob CP mas,
se transformacoes horizontais complexas sao permitidas, podemos reescrever o po-
tencial numa forma que apresente coeficientes complexos. Contudo, a invariancia
sob CP do potencial é preservada. Isso indica que se um potencial escalar, com
coeficientes complexos, que depende de campos na mesma representacao complexa
do grupo de gauge, é invariante sob CP, tal invariancia garante a existéncia de uma
transformacao que leve esse potencial para uma forma em que todos os coeficientes
sao reais [66]. A reciproca também ¢é valida em geral [66].

A fim de estudar a relagao entre espagos horizontais e a violagao explicita ou
espontanea de CP, no nosso trabalho [30], que estd em anexo no Ap. D, foram inves-
tigadas detalhadamente as condigoes para a violagao de CP, explicita ou espontanea,
em potenciais de modelos com N dubletos de Higgs (NHDMs). Utilizando um ferra-
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mental de teoria de grupos, foi possivel achar o conjunto minimo de condigoes para
a violagao explicita, ou espontanea, para a mais simples das extensoes do MP, o
modelo com dois dubletos de Higgs (2HDM), embora uma andlise inicial ja tivesse
sido feita [20, 31]. Tais condigoes podem ser formuladas de modo geométrico em ter-
mos de invariantes impares por CP, que envolvem quantidades que se transformam
sob a representacao adjunta do grupo de transformacoes da base dos dois dubletos.
Quando o potencial é invariante por CP, podem ser encontradas explicitamente a
base real e as transformagoes de CP. Na tentativa de generalizar tal resultado para
potenciais gerais com N dubletos, conseguimos ainda achar condi¢oes necessérias,
bastante restritivas, para que o potencial seja CP invariante. Invariantes impares
por CP também puderam ser construidos mas a suficiéncia das condigdes nao pode
ser verificada, a nao ser para o caso N = 3. Esse modelo também se mostra muito
interessante para o estudo de transformacoes de CP como automorfismos do grupo
de gauge [22].

3.2 Violacao soft de CP

Como ilustrado no calculo da auto-energia do férmion v na Sec.3.1.1, a VECP
exibe a propriedade de que a quebra de simetria é soft, i.e., os efeitos de violagao sao
corrigidos radiativamente de maneira suave, com contribuicoes finitas [99]. E possivel
implementar a violacao soft de simetrias continuas e discretas sem vincula-las com
a QES. Na pratica, tal violagao é conseguida fazendo com que os termos que violem
explicitamente a simetria sejam de ordem menor que quatro, em quatro dimensoes
espago-temporais. E sabido que no caso de violacao explicita soft existem sutilezas
relacionadas a renormalizabilidade da teoria e contratermos de tadpoles devem ser
levados em conta para assegurar a finitude das corregoes que violam CP [106].

Um modelo que exibe quebra soft de CP [107] pode ser construido para a simetria
de gauge SU(3). @ SU(3), ®@U(1)x [108], onde hé violagao explicita de CP, antes da
QES, advinda somente de um termo trilinear complexo no setor escalar. A matriz
CKM ¢ real e toda a violagao de CP advém da interagao entre os quarks usuais com
um férmion exético e um escalar duplamente carregado, enquanto que os processos
que conservam CP, mas trocam de sabor, continuam tendo contribuicao dominante
da interacao de corrente carregada, propriedade esta que também é compartilhada
pelo 3HDM da Ref. [16]. A compatibilidade do modelo com as medidas experimen-
tais de violacao de CP no sistema dos kdons neutros, manifestada na mistura K% K°

e em canais de decaimentos, é mostrada no Ap. E [109].
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Capitulo 4

Mistura de sabor em neutrinos

O fenomeno de mistura de sabor estd intimamente conectado com o fendmeno de
violacao de CP no MP, pois a primeira advém da forma nao diagonal da matriz CKM,
enquanto que a segunda deve-se a presenca de fases complexas nao removiveis nessa
mesma matriz. Sem mistura de sabor nao haveria violagao de CP no MP, embora
o contrario seja possivel, como acontece com o 2HDM, com conservacao natural de
sabor. A matriz CKM é a responsavel por toda uma mirfade de processos que trocam
de sabor e assegura a validade do mecanismo de GIM [71], que atesta que processos
que trocam de sabor sao suprimidos, mesmo em nivel de loops, e que seriam nulos
se todas as massas dos quarks fossem iguais.

A existéncia de mistura entre os léptons parametrizada pela matriz de Pontecorvo-
Maki-Nakagawa-Sakata (PMNS) [41], em clara analogia com o setor de quarks, le-
vanta a questao natural: a simetria CP também é violada no setor leptonico? [42, 43].
Da forma como o MP é construido, parece natural que o setor leptonico também
possua matrizes de mistura complexas[42], com a dificuldade adicional de que os
neutrinos possam ser férmions de Majorana, o que aumenta as fases disponiveis para
a violacao de CP. Tais fases de Majorana, porém, nao podem ser medidas em experi-
mentos de oscilacao mas influenciam fenomenos como o duplo decaimento beta sem
neutrinos [110, 111]. Outra diferenca entre a mistura leptonica e a mistura entre os
quarks sao os grandes angulos de mistura presentes na matriz PMNS, ao contrario
da matriz CKM que possui uma forma hierdarquica e pequenos angulos de mistura.
Presentemente, alguns elementos da matriz PMNS ainda estao sendo extraidos ex-
perimentalmente. Por exemplo, o angulo ¢35 ainda nao foi medido, mas possui um
limite superior muito pequeno e seu anulamento sugere uma forma tri-bi-maximal
para a matriz PMNS[40, 43, 112]. Por outro lado, a observabilidade da violacao de
CP em experimentos de oscilagdo de neutrinos (fases de Dirac) depende crucialmente
da finitude do angulo 63 [112].

Outra grande distingao entre a mistura no setor de léptons e no setor de quarks
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é a ausencia das interagoes fortes no primeiro. Além de introduzir grandes dificul-
dades de calculabilidade e previsibilidade, a presenca das interacoes fortes impede
a observacao assintética dos quarks, que sao os objetos fundamentais que se mis-
turam. Por outro lado, os Iéptons sao observaveis como estados assintoticos e os
neutrinos, além disso, apenas interagem no MP via interacoes fracas de corrente
carregada e neutra. KEssas propriedades fazem com que os neutrinos sejam o sis-
tema fundamental mais adequado para o estudo do fenomeno de mistura que, nesse
caso, possibilita as oscilagoes de neutrinos. Nesse contexto podemos nos perguntar
se o fenomeno de oscilacao é um fenomeno estritamente cinematico: conseqiiéncia
somente do principio de superposicao e da afortunada existéncia de interagoes que
criam e detectam estados (particulas) que sao superposicao de mais de um autoes-
tado da Hamiltoniana total do sistema (autoestados de massa), ou esté relacionado
com fenémenos mais fundamentais. Por exemplo, a descrigao de mistura de sabor
no contexto de Teoria Quantica de Campos pode requerer o uso de representagoes
inequivalentes, as quais aparecem quando tenta-se definir autoestados de sabor da
mesma maneira que autoestados de massa livres [64]. Caso a descri¢do cinematica
seja a descricao completa, as oscilacoes de neutrinos estao em pé de igualdade com,
p.ex., a oscilacao de estranheza no sistema dos kdons neutros, que sao estados com-
postos, mas sao nao relativisticos e com tempos de vida finitos. As pequenas massas
dos neutrinos, no entanto, requerem um tratamento estritamente relativistico do
problema e isso pode complicar a descricao do fendomeno de mistura.

Apés um periodo de férteis descobertas acerca das propriedades dos neutrinos
e de suas interagoes, conseguidas a partir de experimentos de conversao de sabor
(oscilagao de sabor), véarias questoes ainda permanecem nao resolvidas. Um ob-
servavel que nao pode ser acessado através de experimentos de conversao de sabor é
a escala absoluta da massa dos neutrinos [110, 113]. Devido as despreziveis massas
dos neutrinos, o efeito cinematico nao é facilmente observavel e os experimentos de
oscilacao somente nos dao a diferenca de massas ao quadrado, Am?j =m?— m?, dos
neutrinos. Em alguns casos, somente o modulo das diferencas de massas ao qua-
drado ¢é observavel, limitando a distin¢ao entre duas possiveis hierarquias de massas,
as hierarquias normal e invertida [36]. Muitos experimentos terrestres, por exemplo,
como os que envolvem o decaimento beta do tritio e o duplo decaimento beta sem
neutrinos, podem nos dar pistas acerca de tal escala, mas ainda nao foram capa-
zes de medir as massas diretamente [36]. Por outro lado, da cosmologia, robustos
vinculos para a soma das massas dos neutrinos [114] podem ser obtidos, garantindo

que a soma das massas de todos os neutrinos nao ultrapasse valores em torno de 2
eV.
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Do ponto de vista da construcao de modelos, a atribuicao de massa para os
neutrinos ja representa um grande desafio porque necessariamente requer alguma
extensao do MP [37, 46, 112]. E a melhor maneira de acomodar as mintusculas mas-
sas dos neutrinos parece ser através do mecanismo seesaw [45] (ver Ap.C.1 para
uma ilustracdo desse mecanismo) dentro de um contexto de grande unificacao [48].
Tal mecanismo sugere que a mintscula massa dos neutrinos seja dominantemente
gerada pela troca de férmions ou escalares muito pesados, acessiveis somente a altas
energias. Uma das possibilidades, o chamado mecanismo seesaw do tipo I, é ter
neutrinos de Majorana pesados na teoria. Nesse contexto, a presenca de neutrinos
adicionais singletos (SU(2)r), de mao direita, é necessaria. Dentre outras coisas, ao
mesmo tempo em que tais neutrinos de mao direita pesados explicam as pequenas
massas dos neutrinos ativos do MP, os mesmos podem ser as particulas responsaveis
pelo mecanismo de leptogénese [49, 47]. E sabido que a violacao de CP no MP nao é
suficiente para gerar toda a assimetria entre matéria e antimatéria no Universo [50].
Por outro lado, neutrinos de mao direita mais leves podem ter conseqiiéncias ob-
servaveis tanto nos experimentos de oscilacao de neutrinos como na largura invisivel
no decaimento do Z°[51, 115, 116], e seriam uma possivel solugao para a anomalia
encontrada no experimento de LSND [52, 112, 115].

O MP pode ser unicamente definido como um exemplar de uma teoria de gauge
renormalizavel com o grupo de gauge e contetido de matéria fixos. Sendo assim,
alguma extensao do MP é necessaria para se acomodar a massa dos neutrinos. As
modificagdes minimas envolvem a extensao do conteido de matéria, em particular,
do setor escalar ou do setor leptonico [45]. Existem intmeras maneiras de atribuir
massas aos neutrinos, mantendo ainda o grupo de gauge do MP, mas desistindo
da conservagao do numero leptonico que, de qualquer modo, é uma simetria aci-
dental do MP. Na auseéncia de dados experimentais claros que norteiem a escolha
da extensao correta, podemos nos basear em argumentos de plausibilidade tedrica.
Considerando que o MP seja uma teoria efetiva, que a baixas energias nao manifesta
seus graus de liberdade (particulas) de massas muito grandes, se incluirmos todos
os operadores nao renormalizaveis, respeitando a simetria de gauge, podemos ver
que o de menor dimensao corresponde a um unico operador de dimensao 5 que nos
leva a um termo de massa de Majorana para os neutrinos ativos, apds a quebra es-
pontanea da simetria eletrofraca [117]. Tal operador pode ser gerado, por exemplo,
pela presenga de neutrinos de méao direita, singletos sob SU(2),, com massas muito
grandes [118]. Outras possibilidades envolvem o uso de tripletos de Higgs, ou escala-
res singletos em loops [119], simetrias entre familias e dimensoes extras [43]. Pode-se

gerar explicitamente termos de massa de Majorana para os neutrinos ativos do MP
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através da adicao de um tripleto de Higgs, o que é classificado como mecanismo de
seesaw do tipo II.

Na frente experimental, entramos numa fase onde maior precisao é requerida
para se extrair novos dados. A extragao precisa dos elementos da matriz PMNS
representa um dos principais objetivos dos experimentos atuais e em planejamento.
Nos experimentos que medem conversao de sabor, planeja-se a extracao do angulo
013 e, possivelmente, a fase de violagao de CP de Dirac. A escala absoluta de massas
serd inferida de diferentes observaveis como as “massas” envolvidas nos experimentos
de duplo decaimento beta sem neutrinos ou a “massa” envolvida no decaimento beta
do tritio. A observacao de eventos de duplo decaimento beta sem neutrinos pode
determinar a natureza dos neutrinos: Dirac ou Majorana. Por esses motivos, as
predicoes tedricas também sao pressionadas a atingir um grau de precisao maior,
possivelmente levando a necessidade de considerar efeitos subdominantes.

Visto que os experimentos de conversao de sabor foram os responsaveis pela
descoberta do fenomeno de oscilagao de sabor, e também os que mais nos forne-
ceram dados a respeito da natureza dos neutrinos nos tltimos tempos, é muito
importante estudar o fendmeno de oscilacao de sabor em detalhes a fim de procurar
por desvios da descricao atual e por efeitos subdominantes. Nesse contexto, uma
dedugao mais detalhada das férmulas de oscilagao, considerando neutrinos de mao
direita e levando em conta aspectos de localizagao, seria desejavel. A necessidade
de considerar neutrinos localizados surge porque geralmente a oscilacao de neu-
trinos baseia-se num formalismo simplificado de ondas planas, embora seja sabido
que a coeréncia necessaria para oscilacao dependa crucialmente da localizacao das
particulas que criam e detectam os neutrinos [53]. Tais formalismos envolvendo pa-
cotes de onda ja foram extensivamente desenvolvidos, tanto no contexto de Mecanica
Quantica [54, 55, 56, 57, 58, 59], Mecanica Quantica Relativistica [60, 61], como em
Teoria de Campos [62, 63, 64]. Contudo ha ainda pontos nao entendidos [61].

No trabalho desenvolvido na Ref. [61], em anexo no Ap.F [61], mostramos que
desvios das férmulas de oscilagao podem ser encontrados no contexto de teorias
classicas de campos (primeira quantizacao), requerendo naturalmente causalidade
e completeza. No mesmo, comparam-se as férmulas de oscilagao para férmions
de Dirac e escalares relativisticos com a féormula usual. Termos de oscilagoes com
freqiencias muito maiores que a freqiiéncia usual de oscilagao de sabor aparecem
tanto para os férmions de Dirac como para os escalares relativisticos devido a mistura
entre estados de freqiiéncia positiva e negativa [60]. E possivel evitar tais termos em
um formalismo simplificado de teoria de campos livres (segunda quantizacao) mas,

nesse caso, existe uma minuscula violagao inicial de sabor. Foi mostrado também
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que nas abordagens de pacotes de onda externos, onde o neutrino é considerado como
particula virtual, e que sua propagacao se da conforme o propagador de Feynman,
este pode conter contribuicoes tanto de particulas como de antiparticulas, embora
somente contribuicoes onshell sejam relevantes a grandes distancias. Dentro da
aproximacao utilizada, a exclusao da propagacao do neutrino ou do antineutrino
tem que ser feita ad hoc para excluir contribuigoes que, embora pequenas, nao sao
fisicas. Outro efeito considerado foi o fenomeno de troca de quiralidade durante
a propagacao no vacuo do neutrino massivo, que é criado como férmion de mao
esquerda. Esse fenomeno também é conhecido como oscilagdo quiral [120]. Isso
modifica os fenomenos de oscilacao de sabor mas é desprezivel quando a mistura
ocorre entre neutrinos muito leves pois o efeito é proporcional a (m/E)?[61]. Tais
efeitos, porém, podem ser importantes quando ha mistura com neutrinos mais mas-
sivos. Esses efeitos subdominantes podem se tornar mensuraveis em experimentos
futuros, principalmente se a anomalia LSND for confirmada pelo experimento Mini-
Boone [112], abrindo a possibilidade da existéncia de um ou mais neutrinos estéreis
pesados [121, 122, 123].
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Nesta tese, estudamos a intima relacao entre violacao de CP e mistura de sa-
bor presente em varios contextos. Primeiramente, ilustramos como os fendomenos
de mistura de sabor e violagao de CP sao descritos conjuntamente no MP através
da matriz de mistura CKM, nao diagonal e complexa. Nesse contexto é importante
identificar a tinica fonte de violagao (explicita) de CP e como essa fonte é transferida
do setor de Yukawa para as interacoes dos quarks com os bdésons W. Em segundo,
estudamos o mecanismo de violagao espontanea de CP (VECP) e como, muitas ve-
zes, ela requer a replicacao de multipletos escalares para sua implementacao, quando
a representacao desses multipletos é complexa. Quando os multipletos sao idénticos
dizemos que formam um espaco horizontal, condi¢ao necessaria para a mistura. Es-
ses espacos horizontais, antes e depois da QES, podem diferir e sua presenca pode
modificar a manifestacao da violagao de CP, como no MP, ou adicionar novas fontes,
como no mecanismo de VECP. Para exemplificar a relagao entre mistura e violagao
de CP, vimos, p.ex., que no modelo de Lee para VECP, tratado na Sec.3.1.1, é a
mistura entre os bdsons x1, x2 que é responsavel pelos efeitos de violagao de CP na
teoria. A presenca de tais espagos horizontais também complica significativamente
o estudo da violagao de CP de uma teoria. Isso é ilustrado pelo estudo do potencial
escalar em modelos com N dubletos de Higgs. Nestes modelos, a mera presenca
de coeficientes complexos nao indica necessariamente que a teoria nao possua uma
simetria sob CP. Se existe uma transformacao horizontal capaz de deixar o poten-
cial com todos os coeficientes reais, entao uma transformacao de CP que deixa a
teoria invariante pode ser encontrada. Por outro lado, no potencial do 2HDM com
coeficientes reais, pode haver VECP mas, na base em que somente um dos dubletos
adquire valor esperado no vacuo nao nulo, os coeficientes sao complexos, o vacuo
parece invariante por CP e parece haver violacao explicita de CP, quando na re-
alidade a teoria antes da QES possui uma simetria CP nao canonica, que envolve

tranformacoes horizontais.
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Outra questao investigada detalhadamente no contexto dos NHDMs e no MP é
o uso de invariantes por transformacoes horizontais, impares por CP, para a quali-
ficagao e quantificagao da violagao de CP. O exemplo do invariante de Jarlskog no
MP ilustra como quantidades invariantes (por refase) podem ser encontradas para
quantificar a violagao de CP, de forma invariante e independente de convencao de
fase ou parametrizacao. Para potenciais escalares gerais dos 2HDMs as condigoes
minimas, necessarias e suficientes, para violagao de CP foram encontradas, sendo
estas passiveis de serem formuladas em termos de invariantes por transformacoes
horizontais. Além disso, quando o pontencial é invariante sob CP, o procedimento,
para achar as transformacoes explicitas de CP, e a base real puderam ser encon-
trados. Para potenciais gerais de NHDMs (N > 3), somente quando N = 3, as
condigbes necessarias e suficientes para violagao de CP puderam ser encontradas,
embora o procedimento para checar tal violagao ou invariancia possa, talvez, ser
reduzido a condigoes mais restringentes e em menor nimero. Para N > 3, somente
condigOes necesséarias para invariancia sob CP puderam ser encontradas. A questao
de como complementar tais condicoes de forma que se tornem suficientes é uma
questao em aberto. O procedimento sistemético para encontrar a base canonica
também estd em aberto para os casos N > 2.

Embora, nao pudéssemos concluir a classificacao completa das propriedades dos
potenciais nos NHDMs, o método apresentado em nosso trabalho [30] ilustra que,
usando a representacao adjunta como a representacao minima nao trivial, podemos
ter vantagem substancial sobre os tratamentos que utilizam somente a representagao
fundamental minima, para tratar a liberdade de transformacao de base dentro de
espagos horizontais grandes. Inerente a esse estudo estd a nocao de transformacoes
de CP como autormorfismos do grupo de gauge e mapeamento das representagoes
do grupo horizontal para as representacoes complexo conjugadas. Tal nogao foi
util para distinguir as propriedades de invariancia/violagdo (explicita/espontanea)
de CP das teorias e para construir os invariantes impares por CP. Pudemos ver
que no caso geral dos potenciais de NHDMs, existe uma base canénica de CP [22]
mas, em geral, as transformagoes sob CP dos escalares envolvia transformagoes
horizontais. Em, geral, quando o espaco horizontal é constituido de multipletos
em representagoes complexas, o grupo de transformagoes horizontais vai ser sempre
SU(N)g para N multipletos idénticos, com o acréscimo possivel do fator abeliano.
Entao, o estudo realizado com os NHDMs pode ser generalizavel para teorias de
gauge baseadas em outros grupos. Como ressalva, deve-se dizer que teorias com a
presencga de espacos horizontais nao sao minimas por nao explicarem a replicagao

dos multipletos, deixando a desejar como modelos fundamentais, assim como o MP
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falha na explicacao da existéncia das trés familias de quarks e léptons.

Do ponto de vista da construcao de modelos que exibem VECP, o uso de inva-
riantes nao é muito interessante porque sempre podemos utilizar a base real na
qual todos os coeficientes de Yukawa e do potencial escalar sao reais. Contudo,
quando estamos analisando um modelo efetivo a baixas energias, que exibe quebra
explicita de CP, mas que se supoe proveniente de algum modelo com VECP, o
uso de invariantes pode ser ttil. Uma discussao de como gerar uma matriz CKM
realistica, e portanto complexa, proveniente de teorias com VECP a energias mais
altas, pode ser encontrada na Ref.[18]. No mesmo trabalho, é argumentado que
nao ¢é possivel gerar uma matriz CKM complexa realistica através de um modelo
com VECP na escala eletrofraca. Para construir modelos realisticos com VECP,
é preciso gerar a assimetria sob CP a energias mais altas, imitando uma teoria
a baixas energias com quebra explicita de CP. Por exemplo, é possivel construir
modelos exibindo VECP, a energias muito acima da escala eletrofraca, embebidos
em modelos baseados no grupo SU(2), ® SU(2)g [18]. Nesses modelos, é possivel
relacionar as escalas de VECP, da quebra espontanea de paridade e do seesaw.
Contudo, o uso mais imediato que pode ser feito com os invariantes é para eliminar
os graus espurios de liberdade para analisar o espago de parametros de algum modelo
que exiba violacao explicita de CP. Para fenomenologia, essas ferramentas podem ser
muito uteis para efetuar andlises preliminares, sem se preocupar em encontrar a base
ou parametrizagao adequadas. Outro caso em que o uso de invariantes pode ser ttil,
¢é quando ha quebras sucessivas de simetria e os invariantes podem ser utilizados para
“seguir” as fontes de violacao de CP. Nesse contexto, seria interessante desenvolver
um procedimento para conseguir acompanhar as fases de CP ao longo de sucessivas
quebras espontaneas de simetria e estudar as restricoes para a implementacao da
violacao espontanea de CP. Adicionalmente, o uso de invariantes para se estudar
a violacao de CP no setor leptonico pode requerer ingredientes diferentes do setor
de quarks, devido a possibilidade de fases de Majorana para os neutrinos. Embora,
para neutrinos, o estudo de invariantes de refase para a oscilacdo no vacuo e na
matéria [43, 124] j4 exista.

A fim de generalizar os resultados obtidos em [30], podemos seguir em duas
diregoes: (i) aplicagdo dos conceitos em outros modelos com presenga de espagos
horizontais adicionais e possivel tratamento geral, independente de modelo para o
potencial escalar; (ii) contextualizagdo das técnicas de verificagdo e quantificagao
da violagao de CP em modelos que contém o MP, inclusive modelos de grande
unificacao, que nao necessariamente contenham espagcos horizontais mas que, efeti-

vamente, levem ao aparecimento de multipletos de gauge idénticos a baixas energias.
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No contexto (i), o tratamento geral para o potencial escalar nao foi ainda alcangado
devido a dificuldade de tratar mistura de representacoes, mesmo quando restrito
a potenciais renormalizaveis, cujas possibilidades sao muito mais variadas que em
outros setores das teorias de gauge, que possuem formas bastante restritas devido,
exatamente, a simetria de gauge e a renormalizabilidade. No contexto (ii), a quan-
tificagao da violagao de CP, através de invariantes impares por CP, pode ser uma
ferramenta potencialmente util para andlise das propriedades de CP, independente-
mente da base.

Considerando que todo modelo com VECP exibe violacao soft de CP, ja que a
QES para potenciais renormalizaveis, originalmente invariantes de CP, apenas po-
dem manifestar violacao de CP através dos termos que contenham valores esperados
no vacuo, e tais termos sé podem ser trilineares ou bilineares nos campos (veja o
exemplo do 2HDM). Os coeficientes desses termos possuem, entao, dimensoes positi-
vas de energia; quando esses termos violam alguma simetria, dizemos que tal violagao
é soft. Nesses modelos, os efeitos de violacao da simetria sao finitos. Obviamente,
podemos construir modelos com violacao soft, mas explicita, de CP. Nesse contexto,
a finitude dos efeitos de violagao de CP pode envolver a contribuigao, muitas vezes
esquecida, dos tadpoles[106]. A relacdo entre renormalizabilidade e violagao soft,
ou espontanea, de CP também nao foi totalmente explorada e merece estudos mais
detalhados [106]. Um modelo baseado no grupo de gauge SU(3), ®U(1)n, que exibe
quebra explicita soft de CP, foi analisado em nosso trabalho [109]. Pudemos veri-
ficar que o modelo pode descrever a violacao de CP no sistema dos kdons neutros
através da troca de férmions e escalares exoéticos sem o mecanismo CKM; i.e., com
uma matriz de mistura para os quarks real.

No setor leptonico, onde sabemos que existe mistura de sabor, pelo menos com
manifestacao nas oscilagoes de neutrinos, estudamos detalhadamente este fenomeno
sob o ponto de vista de teorias cldssicas de campos (relativisticos). Verificamos
alguns resultados ja presentes na literatura como a presenca de interferéncia entre
frequéncias positivas e negativas. Nesse contexto, também é interessante mencio-
nar que a natureza quiral das interacoes fracas, que produzem os neutrinos, pode
modificar as férmulas de oscilacio, mas seus efeitos sao proporcionais a m?/E? o
que dificulta sua observabilidade para neutrinos leves. Contudo, assim como nao
ha interferéncia entre freqiiéncias positivas e negativas para um férmion de Dirac
livre quantizado, se efetuarmos um célculo simplificado com férmions livres de Di-
rac, que se misturam, nao observaremos mais tais termos de interferéncia. Dentro
do contexto de QFT, também efetuamos um cédlculo com uma abordagem base-

ada em pacotes de onda externos[62], onde o neutrino é considerado como uma
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particula virtual. Nela, para distancias macroscopicas, a maior contribuicao advém
dos neutrinos onshell, mas ainda pode haver tanto contribuicoes de particula como
de antiparticula. Nesse caso, duas posturas podem ser tomadas: 1) esse efeito é fisico
e sua nao observabilidade é meramente técnica, devido & pequenez dos efeitos [125],
ou 2) tais efeitos nao sao fisicos e devem ser eliminados do formalismo. Escolhemos
a segunda postura, pois os efeitos nao fisicos advinham de processos que sao cinema-
ticamente impossiveis quando considerados separamente na producao ou detecgao.
O procedimento para eliminar tais contribuigoes foi mostrado no mesmo trabalho.
No contexto de TQC, ha tentativas de se utilizar para os autoestados de sabor,
representagoes nao equivalentes em relagao aos autoestados de massa definida [64].
Esse formalismo também modifica as formulas de oscilagao, misturando as contri-
buigoes de particula e antiparticula. Embora se trate de uma descricao de neutrinos
quase livres, que nao leva em conta as interacoes que os criam e detectam, essas
representacoes inequivalentes sao inerentes ao formalismo de mistura e a escolha da
representacao correta deve ser feita pela fisica do problema.

Como continuagao do trabalho em [61], podemos investigar mais a fundo o for-
malismo de oscilagao de neutrinos e oscilagao de sabor em TQC e encontrar possiveis
desvios mensuraveis das formulas de oscilagao. Independentemente da natureza do
neutrino, a férmula de oscilacao deve depender dos moédulos e das diferencas de
massa ao quadrado Amfj dos neutrinos, devido a sua criacao com quiralidade nega-
tiva (L), mas a evolugao temporal envolve a troca de quiralidade para férmions mas-
sivos. Esse pode ser um possivel sinal para ter acesso as escalas absolutas de massa
em experimentos de oscilacao de neutrinos. Visto que neutrinos de mao direita,
pesados, surgem naturalmente com a implementacao do mecanismo de seesaw, em
contextos de grande unificacao e da necessidade de implementacao da leptogénese, é
interessante analisar com mais detalhes as formulas de oscilagao para n neutrinos de
mao esquerda e m de mao direita [51], incluindo aspectos de localizagao. A presenca
de neutrinos leves ou pesados também pode ter conseqiiéncias na largura invisivel
do béson Z°, ou no fluxo total do experimento de SNO. Vinculos de unitariedade
da matriz PMNS também podem ser estudados nesse contexto[115]. A necessi-
dade de neutrinos estéreis leves pode ser confirmada ou descartada no experimento
de MiniBoone, projetado para verificar a anomalia encontrada no experimento de
LSND [36, 112]. Outras fontes astrofisicas como a distribui¢do anomala de velocida-
des de pulsares [126] também podem indicar a presencga de neutrinos estéreis.

Visto que os célculos da Ref. [61] levaram a presenca de violagao direta de sabor
nas oscilagoes de neutrinos, ou seja, conversao de sabor a distancia zero, é importante

efetuar um calculo mais detalhado nessa direcao. Esses efeitos, mesmo que peque-
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nos, poderiam levar a uma alteracao das férmulas de oscilacao e possivel modificagao
na descricao da anomalia LSND que envolvia uma curta distancia. Também, estes,
podem depender da escala absoluta de massa dos neutrinos. Igualmente necessario é
considerar a inclusao explicita das interacoes que criam e detectam os neutrinos, i.e.,
as interacoes de corrente neutra e corrente carregada, e possiveis novas interagoes.
Esse estudo também poderia esclarecer, ou mesmo, resolver, divergéncias acerca do
estado em que os neutrinos sao criados ou detectados [61], com energias iguais, com
momentos iguais ou nenhum dos dois. Este ultimo, mais provavel, tem de ser con-
seqiiéncia da cinemaética do problema e da distribuicao de momentos da particula
de criagao (detecgao) visto que quando a particula de criagdo possui energia e mo-
mento muito bem definidos, nao ha fenomeno de interferéncia como a oscilagao de
sabor [53]. Desse modo, aspectos de localizagao podem exercer um papel importante.

Como tltima intersegao entre violagao de CP e mistura de sabor no setor lepto-
nico, estd a relagdo entre os mecanismos de VECP e seesaw. Essa conexao é de
muito interesse dentro do contexto de leptogénese, quando o neutrino de mao di-
reita pesado, responsavel pelo seesaw, também decai em léptons do MP, gerando
uma assimetria de nimero leptonico que seria convertida em assimetria de ntimero
barionico. Mas o mecanismo VECP também requer a extensao do setor escalar,
podendo haver a necessidade de considerar o mecanismo de seesaw do tipo I e II
conjuntamente [119]. E, entao, interessante investigar como a violacao de CP no
setor escalar é transferida para o setor de quarks e léptons, e saber como estas se
relacionam, com a restricao de gerar a matriz de mistura leptonica realisticamente.

Como pano de fundo que permeia todos os topicos discutidos neste trabalho esta
a relacao entre mistura de sabor e violacao de CP. Esses dois fenomenos tem conexao
intima em todos os contextos mencionados e o entendimento de tal conexao pode
nos dar pistas a respeito de outros problemas fundamentais, como a replicacao das
familias, relagdo entre quarks e léptons ou o problema CP forte. Enquanto isso,
o setor leptonico sera melhor conhecido com a extracao dos elementos da matriz
PMNS, que aparece na mistura de sabor dos neutrinos, proporcionando mais dados
para entender o fenomeno de mistura. Por outro lado, as primeiras evidéncias ex-
perimentais acerca do setor escalar do MP, ou extensoes, pode vir do LHC que esté
para entrar em funcionamento. Tanto a violagao de CP como a massa dos neutrinos

podem estar relacionadas com o setor escalar de extensoes do MP.
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Apéndice A

Notacoes e convencoes

A.1 Matrizes gama

A convencao para as matrizes gama segue a Ref. [91]:

(" = 29", pv=0,1,2,3, (A.1)

O-;u/ = %[%, 71/] ) (A2)

Y = v =7", (A.3)

Yot = %5”“0‘5005 , (A.4)

onde a métrica de Minkowski utilizada é dada por ¢g" = diag(1l,—1,—1,—1) en-

0123

quanto que ¢ = —¢ep123 = 1 define o tensor totalmente antissimétrico de Levi-

Civita.
Os 16 bilineares de Dirac geram todo o espaco das matrizes complexas 4 x 4 e

formam uma base tal que vale a relacao de ortogonalidade
Tr[[4T5] = 65, (A.5)

quando T'4 = {1, s, Vs V5V, 0 } € T4 = (T'4)T. Usando a relagao de ortogonalidade
acima, podemos calcular, p.ex., o produto de trés gamas

Py = gy — g 4 g — i s (A.6)
Podemos também verificar

(VA D frull = AAL)PL] (A7)
(V" L)y nl] = da-b(Y'L)[yL] - (A.8)

Outro resultado 1til para se calcular identidades de Fierz quirais[128] (Ap.G) é

Tl"[JLi’UuuUaﬁ] = 2(Juagvs = GusIva £ i€uwap) - (A.9)
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Os coeficientes podem ser verificados nos casos (uv) = (af) e (praf) = (0123).

A seguir, listamos algumas identidades de Fierz quirais tteis, que podem ser

obtidas seguindo a metodologia da Ref. [128], (Ap. G)

(R = —(Ry]lRe).
(Rl = 2AR]L).
(RIB] = dRwnllBry)
= LRI + YRR,
(éz%t)[é’] = %(@7'/][%%%1)-

Algumas das identidade acima foram utilizadas nos calculos do Ap. E [109].

A.2 Diagonalizacao de matrizes 2 x 2

Seja uma matriz geral 2 x 2

A:(a b) . abe,deC .
c d

O polinomio caracteristico é dado por

det(A— X)) = M —(a+d))\+ (ad — be)
= AN —TrA\+det A,

que leva aos autovalores

2 2

2
1
)\i:a—l—di\/<a+d> —(ad—bc)zﬁTrAj: \/(TrA/2)2—detA.

Podemos expandir A em termos das matrizes {1, o0}
A:A01+AU, AZ-GC,
onde A; = %Tr(Aai) e Ay = %TI“[A]. Explicitamente,

Ay =(a+d))2, As=(a—d)2,
Ai=0+0)/2, As=ilb—c)/2.

Em termos dos coeficientes da Eq.(A.19), os autovalores da Eq. (A.18) sao

)\i:Ao:l: VA2.

74

(A.10)
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(A.13)
(A.14)

(A.15)

(A.18)
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A matriz que diagonaliza A na forma

UTAU = diag(Ay, A\2) (A.22)
¢é dada por
1 Az + VA2 —
U= ( st ’ ) : (A.23)

C A3+ \/142

enquanto sua inversa, geralmente diferente do hermitiano conjugado, é dada por

\/§(A2)%(\/E+A3)%

VA2
Ut = . L . Az + VA b : (A.24)
V2(A2)1 (VA2 + Ay)z —c As + VA?
A matriz U pode ser decomposta na forma
U=UUU, (A.25)
onde
; 3
oo (Vi
0 Vi
— e laos/2 7 (A.26)
oo 2 (a—d)/2  —Vbe \°
PNt Vie  (a—d))2
= ¢ /2 (A.27)

2 2
_ Ag _ Ai+43
com tana = 42, tan 0 = e

AP+ A2 =bce2VAZ=) — ) .
Se a = d temos

e os angulos podem ser complexos. Note-se que

)\:I: = aﬂ:\/%, (A28)
L1
oo~ L : ) A.29
V2 ( ;o1 ) e
Além disso, se ¢ = b* (b = |b|e¥),
Ae = axlp, (A.30)

1 [ 1 —e¥
U = ﬁ(e—w X ) . (A.31)
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A.3 Determinante em termos de tracos

Seja uma matrix A, n x n sobre C. A partir da relagao det(1l + A) =
exp[Trin(1 + A)|, tomando somente termos de ordem A" dos dois lados, temos

a relagao [129]

det A = M‘
= M, +1 ZMM + 4 Z MMMy + -+ oL MM + L M7 (A.32)
1,j=1 i,5,k=1
i+j=n i+j+k=n
onde
M = Z M, = Z —T)T Ak (A.33)
k=1
Em particular, temos para
n=2: det A= —%TrA2 + %(TrA)2 (A.34)
1 1
n=3: det A= gTrA?’ TrAzTrA + - o (TrA) (A.35)

n=4: det A= —iTrAA‘ + gTrAgTrA + g(TrAz) — i(TrA)2TrA2 + %(TrA)4 (A.36)

A.4 Integrais

Podemos escrever as integrais que aparecem nos diagramas de caixa na seguinte

forma geral

Bipemif) = [ f[lmpz mI (AST)

- /Adgf” / (3:;4 (k? {(22__]{1)42)4’ (4.38)

Balpimi1) = (4;)2/Ad3 m, (A.39)

Bilpimiik?) = ¢ 4;)2 /A d%%, (A.40)
Bu(ps; mi; K'EY) = gjw((;j)? /Adg ];QiAQ

+(4;)2/Ad3 %, (A.41)

onde

k = pi+(p2—pi)x+ (ps —p2)y+ (ps — p3)z,
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A = il (m— )+ (mE— m3)y + (m? —m3)z
2
1

—[p} + (05 — v}z + (05 — p3)y + (05 — p3)2] , (A.42)

3 y
S,z = fodxfodyf dz.
A parametrizagao de Feynman a seguir é necessaria para obter as representacoes

acimas:
Ha;l = (n—1) /dxlxl /dfl?zl' : /dzn 11 () (A.43)

= (n—1)! /dxl/ dxg - - /ndxn_lfn(x) (A.44)

(1 — > i)

= (n—1) [ deyday- - doy———="Y" (A.45)
/0 [Z?:l aﬂz}

I(z) = [apx122 - Tp1 + @p1T1@9 - Tpo(l — 2 1) + -+ a1 (1 — 21)] 7" ,(A.46)

L(x) = [ay + (ag — ay)zy + (a5 — ag)zy + - -+ (A — Gpy)Tpa] ™" (A.A47)

Se os momentos externos sao despreziveis em comparacao com a maior das mas-
sas que circulam no diagrama de caixa (p?,|p;-pj| < Mmax), podemos desprezar
k* < |A?] e as integrais podem ser escritas em termos das seguintes integrais e suas

derivadas:

(Ao + Ay) In(AepA) (A + Ay + Ap) In(Aetqreaz)

Al A2 (A2 + Ag) Ag (Al + Ag) Ag
(Ao —+ Al —+ Ag -+ Ag) ln(%{%)

/dgllf [A() + A.X]_2
A

A48
Ag (Ag + Ag) (A1 + Ay + As3) ’ ( )
Ag+ Ay)? In(AeH4)  (4g + Ay + Ap)” In(detdrtd
/d3x[A0+A.x]‘1:(0 1) (AO)_(O 1 2)” In(FoHs2)
A 2A1 Ag (Ag + Ag) ) 2A2 (Al + Ag) Ag
(A0+A1 +A2+A3) ln(AO+A1,Z-()A2+A3) (A 49)
2 A3 (Ag+ A3) (A1 + Ay + A3) ’ '
/d% ln[AO + A.x] _ . u N (Ag + Ay)° 1n(AO+OAI) - (Ag + Ay + Ag)? 1n(%{1)+f12)
4 A 36 6 A; Ay (A +1343) o 6AA2 (A1 + As) Az
Ag+ Ay + Ay + Ag)? In(AetArtdatds
(Ao + A + 4o + As)” In(B7, ), (A.50)

6 A3 (Ag + A3) (A; + Ay + Ay)

onde [, d*z = fodxfodyfydz e Ax= Az + Ay + Azz.
Por exemplo, dentro da aproximacao de momento externo desprezivel, podemos
calcular B4(0;m;; 1) usando a primeira integral acima,
) 52 52 (53 In (53 5 54

4( ) (47T)2 521532542 51 631632643 61 541542543 51 ( )
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onde §; = m? e &;; = §; — 0;. Da mesma forma, a integral na Eq. (A.40) pode ser

obtida da soma de derivadas 573 da mtegral na Eq. (A.49) enquanto que a integral
na Eq. (A.41) é obtida de derlvadas 8A a4; da integral na Eq. (A.50).
D, 2m ; n—m D _m_D
/ d p p : — Z(_]') = A—2(n—m—%)r(m+ 2 )Dr(n m 2) ’ (A52)
2m)P [p* — A% +ie]" (47)2 I'(2)T'(n)
00 t* 1 =+y
B = dt A.
(x,y) /o T3 Rex,Rey > 0 (A.53)
1
= / dtt™ 1 — )y, (A.54)
0
dQdp 2
= — A.55
[ - e A

d"%k 3 D=d—c 1 ! Arp? €/2
/(%)D K2 —m2[(k +p)? — M?] 2 dm[ 2:17+M2(1—17)—p2x(1—:c):| I'(e/2),

2
/de In [mzx—i—M?(lél—g)—p?:v(l—x)} } (A.56)

A defini¢ao da fungao B pode ser encontrada, p.ex., na Ref. [130].

A.5 Funcoes

1 z \? v \° 1 1
- - mr— (-2 ) my— —— + 2| (A
91(2,y) x_y[(x_l) nx (y_l) R e S , (ABT)
1 T Y 1 1
S Inz — ny— — + A58
gO(xvy) T —y |i(x_1)2 nwr (y_1>2 ny $_1+y_1:| 9 ( )
. 2 r+1

As fungoes gy e g sao simétricas pela troca x « y. Estamos usando a mesma
nomenclatura de Ref.[77]. Essas fung¢oes podem ser obtidas a partir das integrais
das Eqgs. (A.48) e (A.49) pelas seguintes relagoes:

(47)? d*k k2 M?
gz, y) ; 4712 212( 1.2 2\ /(1.2 2
i (2m)t (k2 = MPPP(R? —mi) (K —m3) |, _»3 3
1
_ / P , (A.60)
Vi 1 + A'X/ AlZZB—l,Az:—Al,Ag:y—l
(47) d*k M*
go(x,y) = : 1772 212(1.2 N (1.2 2
i) iR AR )  —md) |,
1
= R — ) (A.61)
/A L+ AX ] ot apay Ayt
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A.6 Regras de Feynman

Os propagadores escalar [¢(z)], fermionico [1)(z)] e vetorial [A,(z)], livres, sao

definidos respectivamente por

OTGE@E W) = D —y) = [Tpe e IiDpm), (A.62)
OT@@I0) = 86 —y) = [Tpe e ispm), (A.63)
OTADAWI0) = =Dl =) = [ Bpe (i) Dy . ms6)  (A61)

onde dp = &2 e as transformadas de Fourier
D(p.m) = 55— (A.65)

pe—m= 1€

S(p,m) = m (A.66)
Dy (p.mi€) = m(gw—pf‘f;) p2_€;2+z,€pf‘f”i€ (A.67)
Dy(p,m) = Dy (p,m;1) = guD(p,m) (A.68)

completam a definicao dos propagadores livres. A seguir, estao listadas as regras
de Feynman para o setor eletrofraco do MP [131], onde {m;} = {mg, ms,mp} ¢
{m;} = {my, m.,my} sdo as massas dos quarks tipo d e tipo u, respectivamente,

enquanto que V' é a matriz CKM.
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W .
NN NN = —iD,, (p,mw; €) (A.69)
----- e = il em) (A0
W,
S — AT
= _Z\/_§Vf97uL (A.71)
dg Uy
Wy
- Ly AT2
= _ZﬁvfﬂuL (A.72)
Uy dg
:
e
:
— i BV ding{m)) g, — Lding{) V)] (AT
w
dg Uy
:
;G
:
= i —{L(diag{mi}V)s, — R(VIdiag{i}) ] (A74)
w
Uy dg
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Apéndice B

C, P, CP e CPT

B.1 Convencoes para as transformacoes de P, C e CP

Listarei a seguir as transformacoes dos campos sob P, C e CP, utilizados ao longo
desta tese. Denotarei-as de transformagoes canonicas de P, C e CP, embora algumas
delas, especialmente aquelas envonvendo espinores, sejam meramente convencionais
em relagao a adicao de fases, sempre possivel quando o campo é complexo.

Sera utilizada a notacao S, PS, D, V e PV para denotar, respectivamente, o
campo escalar, pseudo-escalar, espinor de Dirac, vetor e pseudo-vetor (ou vetor
axial). A métrica de Minkowski utilizada é definida pelos seus elementos nao
nulos ¢ = —¢ = 1. A inversao espacial de quadrivetores serd denotado por
(Iz)* = i* = (0, —X) que, restrita & métrica de Minkowski adotada aqui, permite
a igualdade indice a indice ## = x,, que se mostra notacional e operacionalmente
util. Também utilizaremos os projetores quirais denotados por R = %(]l + 75), para
mao direita, e L = %(]l — v;), para mao esquerda. Note que com essa notagao,
Yr = RY mas g = L, devido & presenca da matriz 7° na definicdo de 7). O

mesmo vale para vy, e .

e Paridade (P) ou Inversao Espacial sobre os campos

o(z) — o(z) S

¢(x) —  —o¢() PS

(x) — v(@) D
%L%(l") - 70?%(9:") D (B.1)
Vi) —  VHME) V
A (z) — —A¥z) PV

e Bilineares de Dirac sob P
P
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Grthy = Pty
@1751/12 L —1;175%
) Dy, 1/_117;11/12
¢17 Virsthy j@bl Y V5%2
Propy, D Y1012 (B.2)

e Conjugacao de carga (C) sobre campos (complexos)

olx) —  O'(x) S.PS
W@ —  Ci@) D
vnle) = Cly) (x) D
db(x) —  —47C" D (B.3)
dp(z) — —(¥)C" D
L R
Vilz) — Vi) vV
Auz) — Al(x) A
C'y,C = —7 B.4
ClysC =% B.5
ct=co™! (B.6)
e Bilineares de Dirac sob C
gy 2 Doty
Divste — Pyt
- c !
- Y172 : tw27/ﬂ/}1
¢1_%”Y5¢2 ? %Y;ﬁs%
V1owPs —  —e0u,in (B.7)
Deve-se tomar cuidado com a anticomutacao de campos fermionicos.
e CP (aplicagao do operador &, depois &) sobre espinores de Dirac
Y(z) — VOC_ET(@ D
vgl) — A"y (@) D .
@) - (@00 D |
Up(e) — —(¥p(@) C7'9" D

A primeira e segunda relagdes acima também podem ser escritas na forma

V0P (&) = —Cv(@).
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e Bilineares de Dirac sob CP

=z,
P11 = Yoty
@1%% < —15275101
Dy S — oy,
Dty S — oy Y5Un
1&10’”1@ (ﬂi —1;20;1111#1 (B-9)
e Bilineares de Dirac sob T
PN -z,
c-number 5 (c-number)*
Dby ity
Drysths =~y
D1y by o V1Yutb2
@17“%% =i 151%75%
1oy — 10,82 (B.10)
e Bilineares de Dirac sob CPT
o BT
c-number o (c-number)*
Uiy = oty
Drysts o Pavsthr
1;17“102 & —1;27“%
Dy sty S — Py st
1oy B faotapy (B.11)

As propriedades dos bilineares sob CPT mostradas acima sugerem a prova do teo-
rema CPT, que atesta que qualquer teoria de campos local, invariante de Lorentz,
¢é invariante pela operacao conjunta de CPT. Podemos ver que a transformagao sob
CPT, de escalares e pseudoescalares, sao iguais, assim como a transformacao de
vetores e pseudovetores. Para serem invariantes de Lorentz, os termos que compoe a
densidade de Lagrangiana devem ser escalares ou pseudoescalares, mas devido ao re-
querimento de hermiticidade, qualquer termo pseudoescalar é acompanhado pelo seu
hermitiano conjugado, que é mapeado por CPT. Para os vetores ou pseudovetores, os
mesmos devem ser contraidos entre si para formar escalares ou pseudoescalares, mas

novamente tal contracao é invariante ou é mapeado no seu hermitiano conjugado.

83



Para campos complexos poderiamos ter definido as trasformacoes sob C, P, T
com a adicao de fases complexas arbitrarias, p.ex., a transformacao sob P poderia
ser: ¢(x) — npo(z). Mas é preciso frisar que as leis de transformacao para os
bilineares da Eq. (B.7) nao é modificada se adicionarmos nimeros complexos, de
modulo unitdrio, as defini¢oes das lei de transformacao sob C, P e T do campo
espinorial livre.

Outro ponto que deve ser mencionado, é que para campos que sao autoconjuga-
dos pelas operacgoes de simetria discreta, por exemplo, escalares ou pseudoescalares
sob paridade, os niimeros quanticos associados tém sentido fisico somente em teorias
interagentes, sempre quando tais operagoes representam simetrias exatas ou aproxi-
madas. Em teorias livres, por exemplo, qualquer autovalor (4) pode ser atribuida

a transformacao sob paridade de um campo escalar real.

B.2 Implementacao quantica

Para o caso livre, é possivel encontrar os operadores quanticos &£, % e 7,
unitarios no espaco de operadores do espago de Fock (7 é antiunitario), que im-
plementam as transformagoes de simetria para P [Eq. (B.1)], C [Eq. (B.3)] e T. Por

exemplo, para o campo escalar sob P, o operador & induz a transformacao
P rp(x) P = o(t, —x) . (B.12)

Da expansao livre do campo escalar complexo,

o) = ko [ ol + 01 (p)e). (B.13

onde valem as relagoes de comutacao

[a(p),a(p)] = 2E,6°(p — ), [a(p),a(p)] = [a'(p),a’(p)] =0,  (B.14)

e igualmente para b,b', a condicdo da Eq.(B.12) equivale as seguintes condicoes

sobre os operadores de destruicao de particula a(p) e antiparticula b(p):

2 la(p)? = a(-p),
P p)P = b(—p) . (B.15)

As relagoes acima nos levam ao operador de paridade
. 3
7 —eofsin [ GRUEIAE) LB @B E). (B

onde definimos



Ai(p) = 3la(p) —a(-p)],
B_(p) = szla(p)+a(-p)],
Bi(p) = jzla(p)—a(-p)]. (B.17)

Esses operadores sao pares (denotados pelo subindice +) e impares (denotados pelo

subindice —) sob . Em termos desses operadores as Equagoes (B.18) podem ser

escritas
PAL(p)Z = Adp),
PTA(p)P = -A(p),
P7'Bi(p)? = Bi(p),
93_13_(p),@ = —B_(p). (B.18)

As primeira e terceira equagoes indicam que & comutam tanto com A, e B, . Entao,
2 s6 pode depender de operadores que comutam com A, e B ; estes sao A_, Al e
.I>
B.,B!.
Para adicionar a transformacao de paridade uma fase arbitraria np = e'*? é

preciso adicionar o operador

3
= esp [io [ el w)a(w) =V (pI1(E)] (B.19)
a definicao do operador de paridade & — £ %,. O operador acima nada mais é
que o operador eiO‘PQ, onde @ ¢é o operador de carga.

Dessa forma, podemos encontrar todas as representacoes dos operadores de si-
metria discreta, para campos livres de spin 0, % e 1. A forma explicita para o
operador de paridade e conjugacao de carga, para o espinor de Dirac livre, pode ser
encontrada na Ref. [91, p.152].

Por tltimo, a operacao de conjugacgao de carga merece uma discussao mais deta-
lhadas acerca de suas propriedades, ja que ela nao representa uma simetria espago-
temporal como as outras simetrias discretas. Por definicao, a conjugacao de carga
C é a operacao que troca particulas por antiparticulas. Em termos da expansao de

um campo livre quantizado

¢(x) o a(p, o) + b'(p,0) , (B.20)

C deve trocar o operador de criacdo de particulas af pelo operador de criacao de
antiparticulas b'. Dado o operador unitario de conjugacio de carga €, a condicdo
anterior nos leva a

€ o(2)€ = ¢(x) : (B.21)

asb
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O entendimento cldssico (primeira quantizagao) da operagao C pode ser conse-
guida da equacao de Dirac. Sob as transformagoes de C, a Eq. de Dirac livre é
invariante, enquanto que a equagao acoplada com um campo eletromagnético ex-
terno

(i — e —m)Y(2) =0, (B.22)

¢é invariante se trocarmos e — —e. Esse comportamento é condizente com a operagao

C.

B.3 Transformagoes de CP em multipletos fermidénicos

Seja W um multipleto espinorial de um grupo de gauge G, numa dada repre-
sentacao n-dimensional. Para levar em conta grupos de gauge quirais, assumimos
que o multipleto ¥ seja de mao direita ¥ = Wy, o que significa que a representagao
do grupo pode ser redutivel. Nesta representacao,

()
U= ‘b_?R , (B.23)
wnR
onde cada espinor ;g é um espinor de Weyl ou a projecao de mao direita de um

espinor de Dirac.

A transformacao mais geral de CP, que pode ser efetuado sobre ¥, é da forma

Up(z) & —(% © C)U%(4) (B.24)

= (% @ 7C) V5 (£). (B.25)

onde C' é a matriz de conjugacao de carga dos espinores, %/ é uma matriz constante
unitaria que atua no espaco de representacao do grupo.
Em teorias de gauge, o acoplamento entre férmions e bdsons de gauge ocorre
através das correntes
Jop = VR(To © 7,) VR, (B.26)

onde T, sao os geradores do grupo de gauge.

Se aplicarmos a operagao na Eq. (B.24) sobre a corrente da Eq. (B.26), obtemos

cp
Jap —

(T @ O ) (Th @ 1) (% ® 7C) TR
= VL U'T.%)® (—,)¥r
=Vp(%'"T. %) @ (=) Vr

= —DUR(U'T, %) @7 V. (B.27)
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E possivel mostrar que para grupos de Lie compactos sempre é possivel achar uma
representacao na qual =71 = 7,1}, onde n = diag(—1p,1g) e n* = 1[22]. Nesse
caso é possivel definir a transformacao de CP canonica restringindo a Eq. (B.24)

com % = 1. Assim a relacao da Eq. (B.27) pode ser reescrita
Jau (E; nabIZ']bu . (B28)

Uma observagao a respeito dessa base (chamada de base CP na Ref.[22]) é que,
muitas vezes, representacoes reais dos grupos se tornam complexas (representagoes
potencialmente reais). Por exemplo, a representacao de spin S = 1 para SU(2) pos-
sui matrizes complexas na forma de Weyl-Cartan, i.e., quando S, é diagonal, mas na
representacao de rotagoes em trés dimensoes, a representacao é real. Principalmente
em relagao aos multipletos escalares, deve-se tomar cuidado com as representagoes
adotadas, sejam elas reais, pseudoreais ou complexas. No caso real, sempre pode-se
achar uma base em que tanto a representagao como também a transformacao de CP

é real.

B.4 Propriedades das cargas conservadas sobre C, CP e
CPT

A intima relacao entre conjugacao de carga e o operador de carga pode ser
ilustrado usando-se como exemplo uma teoria fermionica livre, descrita pela La-
grangiana

L =) —m)p(z) . (B.29)
Nesta teoria simples, envolvendo apenas um férmion, existe uma simetria de gauge

global baseado no grupo U(1).* Devido a simetria de gauge global, a Lagrangiana é

invariante pelas seguintes transformacoes de fase sobre os campos férmionicos:
Y(x) — e*Y(x) . (B.30)

Tal simetria continua, garante, pelo teorema de Noether, a existéncia de uma cor-

rente conservada,

J"(x) = Y@y Y(x) = 0,5 (z) =0. (B.31)

*se a simetria de gauge global for estendida de modo a permitir que a fase assuma varios valores

em funcdo da coordenada do espaco tempo, serd necesséria a introducdo de um béson de gauge (o
féton), para que a teoria continue a exibir uma invaridncia por uma simetria de gauge, desta vez,
local; tal teoria é a QED.
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A conservacao desta corrente esta ligada a conservacao de uma carga () que pode

ser escrita em termos dos campos da teoria:

O- / dPef(z) = / deyt (@)(a) (B.32)

Este operador de carga é o gerador, em nivel quantico, da transformacao de simetria

da Eq. (B.30), que é induzida através da aplicagao de um operador unitério, na forma
e 10Qu(2)e"Q = e (z) . (B.33)

Ao mesmo tempo, a Lagrangiana da Eq.(B.29) possui uma simetria discreta
particular, a simetria de conjugagao de carga C. Esta simetria também pode ser im-

plementada por um operador unitario %, que induz a transformacao bem conhecida:

CY(x)E " = CY (2), (B.34)

onde C' é a matriz dependente de representacao, definida através de Cy*C— = —~T.

Se aplicarmos a transformacao acima na corrente da Eq. (B.31), inverteremos a
corrente

(@) = —j*(x) . (B.35)

Conseqiientemente, inverteremos a carga conservada da Eq. (B.32), como esperado
de um operador de conjugacao de carga.

Em teorias de gauge gerais, quando o grupo de gauge G é generalizado para
grupos nao abelianos, a relacao entre carga conservada e conjugacao de carga se torna
menos 6bvia. Escrevendo todos os multipletos fermionicos em um tnico multipleto
de mao direita Vg, temos, nesse caso, d = dimG geradores do grupo {T,}, e,

portanto, d operadores de carga '

Qu = / BT (T, @)U (B.36)
Contudo, para grupos nao abelianos,

[Qm Qb] = ifabCQC s (B37)

de modo que, quanticamente, todas as cargas nao tém realidade observavel. O maior
numero de cargas que comutam entre si é definida pelos geradores da subdlgebra
de Cartan (SAC), que comumente é escrita na forma diagonal. Por exemplo, as

matrizes A3, A\g formam a SAC para SU(3). Se denotamos por {h;} os geradores

TEsta carga é associada & simetria de gauge global. A corrente de Noether associada & simetria

de gauge local para grupos nao abelianos deve envolver também os bésons de gauge.
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da SAC e por @y, suas respectivas cargas, podemos ver que especificar todos os
nimeros quanticos, em relacao a SAC, define todos os estados em relagao ao grupo
(representagao). Entado, numa dada base, de acordo com a Eq. (B.28), a operagao

de C, ou CP, transforma as cargas

Qa g nabea (B38)

onde n = diag(—1p,1g), de forma que algumas cargas trocam de sinal enquanto

outras permanecem inalteradas. As cargas na SAC, porém, sempre trocam de sinal

Q= Q- (B.39)

Por exemplo, para SU(3), as cargas associadas a A\ 3465 trocam de sinal, enquanto
as cargas associadas a Ag57 permanecem inalteradas. Tal propriedade de trans-
formagao para as cargas é condizente com o comportamente esperado da operacao
de conjugacao de carga, pois ela inverte todas as cargas associadas a SAC e, por-
tanto, o operador de conjugacao de carga aplicado a um estado rotulado com cargas
i, associadas a SAC (pesos da representagao), mapeia o mesmo a um estado com
cargas —u [22]. O comportamento dos operadores de carga sob CP é a mesma obtida
para C.

Por fim, deve ser notado que transformagoes gerais de C e CP nao sao capazes
de inverter todas as cargas associadas ao grupo de gauge. Contudo a operacao CPT,

cujo operador © é antiunitario, é tal que [127]
O ' Juu(2)0 = —Jou (1), (B.40)

e, portanto,

07'Q.0 = —Q,. (B.41)

B.5 Transformacao de CP como automorfismo em grupos

de gauge

Em teorias gerais de gauge, os varios campos que formam os multipletos de
férmions, escalares e béson de gauge! sdo conectados pela simetria de gauge. A
teoria é invariante por tais transformacoes e, por isso, essas transformacoes po-
dem ser incluidas na definicao das transformagoes de CP, além das transformacoes

canonicas expostas na Sec.B.1, que dependiam apenas da natureza dos campos.

10 termo multipleto ndo é utilizado para os bésons de gauge porque eles sempre se transformam
conforme a representagao adjunta do grupo de gauge mas é adequado nesse contexto quando

significa um conjunto de campos em uma dada representagao, em geral, irredutivel.
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De fato, a transformagao adicional sobre cada multipleto pode até ser mais geral
que uma transformacao de gauge, como, por exemplo, no caso em que a repre-
sentacao do multipleto é real (como na adjunta) mas o grupo mais geral em tal
caso ¢ o grupo ortogonal que pode conter como subgrupo o grupo de gauge em si.
Uma generalizacao adicional desse tipo de redefinicao das transformacoes de CP é
possivel quando uma mesma representacao aparece mais de uma vez, i.e., quando
héa a presenca de multipletos com os mesmos nimeros quanticos, de maneira que
pode-se incluir, na definicao das transformacoes de CP, “rotacoes” que conectam
tais multipletos dentro desse espaco de representacao degenerada, espaco o qual
chamaremos de espagos horizontais [22]. Um importante contra-exemplo, para
clarificar a nocao de espago horizontal, pode ser encontrado na QED, que possui
duas componentes quirais (Weyl) de mao direita independentes para cada férmion,
para formar um espinor de Dirac. Transformagoes arbitrarias nesse espaco, porém,
sao proibidas, pois as duas componentes possuem cargas opostas (um espinor e seu
conjugado de carga) e, portanto, eles nao formam um espago horizontal.

E sabido que transformagoes de CP, primariamente devido as tranformacoes de
C, envolvem uma operagao de conjugagdo “complexa” (ou hemiteano conjugado)
sobre os campos, que tem a funcao de trocar particula por antiparticula. Veremos,
a seguir, que a composicao da operagao de conjugacao complexa com tranformacgoes
de gauge, ou rotacoes nos espacos horizontais, leva a nocao de automorfismos nesses
grupos de transformacao [22, 30].

Comegaremos com as condigoes impostas sobre o setor de puro gauge. A La-
grangiana do setor de gauge de uma teoria invariante pelo grupo de gauge G, é dada
por [22, Sec. 3] X

2(6) = =[G ). (B.42)

onde a definicao dos bdsons vetoriais e seus tensores é dada por

W, = WoT,. (B.43)

D, = 0,1+igW,, (B.44)
1

G, = —[D,,D,)]. B.45

n 7g Dno D/ (B.45)

As matrizes {T,} sao os geradores de GG na representagao dos férmions, que obedecem

as relagoes de comutacao da algebra,
[Tm Tb] = i.fabcTc 5 (B46)
e sao normalizados conforme

Tl"[TaTb] = k(;ab . (B47)
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O grupo de gauge utilizado sempre serd compacto e por isso sempre manteremos os
indices de grupo subescritos, utilizando somente letras romanas do comeco do alfa-
beto para distingtii-los dos indices espago-temporais. O fato do grupo ser compacto
também garante a antissimetria da constante de estrutura fu,. = — fpee SOb qualquer
troca de dois indices e a invariancia sobre troca ciclica fope = foea = fean-

A tranformacao mais geral que pode ser definida como tranformacao de CP para

os bdsons de gauge é

Wan(2) 5 (R TW)ay = RpI5Wi () com R € O(dg) (B.48)

onde dg ¢ a dimensao do grupo, que também é o nimero de bdsons de gauge e

geradores, I)7 = diag(1,—1,—1,—1) é a matriz de inversao espacial e a restri¢ao ao

grupo ortogonal advém da realidade dos campos de gauge e da invariancia da parte

quadrética da Lagrangiana da Eq. (B.42) [22]. J& vemos, nesse caso, que a matriz R
pode nao ser um membro das transformacoes de gauge na representacao adjunta.

A parte de G, na Eq.(B.45), que é bilinear nos campos e que da origem a

interacao entre bésons de gauge, é da forma
—igWu, W] = g farcWe We T, - (B.49)
Esse termo se transforma sob a Eq. (B.48) como
Gfabre(RIW )pu(RRIW ), Ty = g farye RysRere I W )y (IW ) Tor (B.50)

Para que o tensor G, se transforme de forma uniforme

G (#) = Rop(I @ IGy) (B.51)

é preciso que
fa’b’c’Ra’aRb’bRc’c - fabc, (B52)
ou seja, que R induza um automorfismo no grupo de gauge (essa é a condigao A na

Ref. [22]).

A condigao na Eq.(B.52) tem de ser compatibilizada com as possiveis trans-
formacoes de CP no setor fermionico. Escreveremos todos os férmions em um tnico
multipleto de mao direita wg, se transformando conforme a representagao D, cujos
geradores hermitianos sdo dados por {7, }, o que pode significar que a representacao
D do grupo de gauge é redutivel. Com essa notagao, a Lagrangiana fermionica

(parte cinética e interacdo com os bésons de gauge) é dada por

Z(f,G) =wglifg — gW]wr . (B.53)
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(Mesmo as componentes de mao esquerda podem ser escritas dessa forma, sem perda
de generalidade.) A transformagao mais geral de CP, que pode ser definida sobre o

multipleto fermionico, é dada por

wa(w) = (U ® C)wi(i), (B.54)
onde % é uma matriz unitaria constante que atua no mesmo espaco de representagao
de {T,}. E possivel verificar que a parte cinética se transforma sob a Eq. (B.54) como
Z(f,G;x) &< Z(f,G; 1) enquanto a interagao de gauge leva a condigao

—~(UTY ") Ryy =T, . (B.55)

Repare que a hermiticidade de {T,} assegura a igualdade T aT = T7. Consulte a
transformagao da corrente fermionica na Eq. (B.27). A Eq. (B.55) é a condigao B na
Ref. [22].

Ja vimos que a condicao da Eq. (B.52) requer que a matriz R induza um automor-
fismo no espago da dlgebra de Lie G. Desse ponto de vista, a condigao da Eq. (B.55)
requer que a representacdo complexo conjugado de {T,} composto com um auto-
morfismo, Eq. (B.52), seja equivalente (mapeével por uma transformagao unitaria no
espago de representagao, inclusive nos espagos horizontais) a prépria representagcao.
Pode-se mostrar [22, 73] que qualquer automorfismo pode ser escrito como a com-
posicao de um automorfismo interno com um automorfismo externo. Desse modo
é necessario considerar somente alguns representantes de cada coset. Quando re-
queremos que as transformagoes de CP das Egs. (B.48) e (B.54) aja conforme a
interpretacao fisica de que a conjugacao de carga deve reverter todos os nimeros
quanticos, chegamos ao automorfismo contragradiente, que mapeia a subdlgebra de
Cartan para seu oposto. Para representagoes complexas, a operacao de conjugagao
complexa é exatamente tal automorfismo. Na representacao de Weyl-Cartan para
dlgebras semisimples compactas, temos —17 = 1,7y, > = 1. Para a representagao
fundamental de SU(N), temos A, = —nupA, onde n = diag(—1,,1,), ¢ =r(r—1)/2
ep=N? —-1—qger=N —16éadimensao do grupo e ¢ é a ordem, i.e., o niimero
de raizes positivas da algebra. Desse modo, escolhendo R,, = 744, chegamos as

transformagoes de CP canonicas [22]

Cp

Wau(x) - (R ® [W)au = nab[szV(i) ) (B56)
wr(z) & (1®0)Wwhz), (B.57)

Por exemplo, para QED, a conjugagao CP na Eq. (B.8)

e(z) & —Ce*(z), (B.58)
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pode ser escrita na forma
n@her g (@) (B.59)
X2 () X2(2)

X1r(z) = er(z) , xor(z) = —Ce;(z), (B.60)

=

=

dada as definicoes

e o', com i = 1,2,3, sao as matrizes de Pauli. Com as mesmas definicoes, a trans-
formacao de paridade

e(z) 2 yoe(2) (B.61)

<X1R(x)) P e <X1R(f)> , (B.62)

¢é escrita na forma

X2r(7) X2r(Z)
Utilizando a representacao de Weyl para as matrizes gama, conseguimos as leis de
transformagao nas Egs. (C.72) e (C.73), escritas numa forma bem mais compacta
em termos da matriz ¢ = i0?, 2 x 2, ao invés da matriz C' = (—i7°y?)wey1, 4 X 4.
Para escrever a transformacao de CP na forma canonica da Eq.(B.57), é preciso
efetuar a substituicao yaogr — itx2r € C' — —C.

Portanto, é sempre possivel definir transformacoes de CP que deixam invarian-
tes o setor cinético fermionico, e por analogia, o setor cinético escalar, com acopla-
mento minimo e o de puro gauge. Desses setores nao ha nenhuma condicao sobre os
espagos horizontais. Veremos na Sec.3.1.3 (Ap.D) que, no potencial escalar, pode
haver necessidade intrinseca de incluir transformacoes horizontais na definicao da
transformacao CP. Para o setor de Yukawa, as condigoes para invariancia de CP

podem ser encontradas na Ref. [22].
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Apéndice C

Revisao de espinores e representacoes do grupo

de Lorentz

Sabemos que o modelo padrao (MP) das particulas elementares é um modelo
quiral, i.e., ela trata de forma diferente as componentes quirais, direita e esquerda,
dos férmions; isso descreve apropriadamente a violagao maxima de paridade no setor
eletrofraco. Para tratar adequadamente tais férmions quirais surge a necessidade de
considerarmos os espinores de Weyl [91] como os blocos fundamentais que descrevem
os férmions da teoria, ao invés dos costumeiros espinores de Dirac. O uso de espinores
de Weyl jé é muito comum, p. ex., no tratamento de supersimetria [132]. Faremos a
seguir uma revisao das representagoes irredutiveis do grupo restrito de Lorentz [127,
133], de onde surgird naturalmente o conceito de espinor de Weyl.

Ao grupo restrito de Lorentz LL pode ser associado o grupo das matrizes comple-
xas 2 X 2 de determinante unitario, que denotaremos por SI(2,¢) [127]. A associagao
se d4 da seguinte maneira: dado um quadrivetor z# = (2%, x), definimos as matrizes
2x2

z = z,0"=1"1+x0, (C.1)

i = z,0t=12"1-x0, (C.2)

onde ¢* = (1,—0), o* = (1,0), 1 é a matriz identidade e o’ sao as matrizes de
Pauli usuais, enquanto que a métrica de Minkowski que rege o subir e abaixar dos
indices espago-temporais é dada por g = diag(1, —1,—1,—1). Em contrapartida,

podemos reobter o quadrivetor a partir de
o' = 1Tr(zo*) = LTr(zo") . (C.3)
O produto interno quadrivetorial pode ser escrito em termos de

detz = z,2" e Lldet(z+ y) —detz —dety] = 2,y" (C.4)
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(os mesmos valem para I e §) o que implica que a transformacdo através de uma
matriz A, 2 x 2, de determinante unitario (A € SI(2,c)),

z— 1’ = AzAt, (C.5)

preserva as normas na Eq. (C.4). Isso quer dizer que a transformagao da Eq. (C.5)

induz a transformagao restrita de Lorentz
" = A (A)x” . (C.6)

De fato a correspondéncia A — A(A) é um homomorfismo de SI(2,¢) para L} de

dois para um, pois claramente A(—A) = A(A). De forma anéloga, podemos ver que
i— 3" = A'ZA (C.7)
induz a transformagao
2= A (AT (A (ATY) = A(A)] (C.8)
Isso pode ser verificado pelo mapeamento
F= (o ¢ =Y, (C.9)
que leva a relacao

CA ¢l =A"1. (C.10)
A matriz ¢ deve ser proporcional a o2, de forma que escolhemos, em particular,
¢ =io?. E ttil definir a operacao sobre as matrizes de SI(2, ¢)

A— A=CA (T, (C.11)

de forma que a relagao da Eq. (C.10) pode ser escrita como (A)T = A~!. Note-se
que (o**(~! = o*, significando que a barra sobre o pode também ser entendido
como resultado da operagao na Eq. (C.11), além de ser um marcador. Finalmente,
das Egs. (C.5), (C.6), (C.7) e (C.8), juntamente com as defini¢oes das Egs. (C.1) e
(C.2), podemos ver que

AfghrA = A" (A)o” | (C.12)
A'GrA = AP (A)GY . (C.13)

v

Para intuir melhor o mapeamento A — A(A), usaremos a representagao

A0, ¢) = exp[i% (0 +i€)] (C.14)
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que tem como conjugado
< e .
A(6,€) = exp[zE (0 —1€)] . (C.15)

Por exemplo, para um rotagao com A(f) = exp(ioc30/2) temos

0

o 1 0 0 0 o
1 o 1
A o At — 0 C?SH sinf 0 o | (C.16)
o’ 0 sinf cosf O o’
o3 0 0 0 1 o3

cuja matriz de transformagao do lado direito da Eq. (C.16) pode ser escrita como
A(8) = exp(—iJsf), onde (J3);; = —ifs;; é o gerador das rotagdes em torno do eixo

z. Por outro lado, para um boost com A(§) = exp(—03£/2), temos

o0 coshé 0 0 —sinh¢ o?
1 1
al e At 0 10 0 o (C.17)
o? 0 0 1 0 o |’
o3 —sinhé 0 0 coshé o

onde a transformagao de Lorentz induzida é dada por A(§) = exp(—iK3£). Deno-
taremos a representa¢io na Eq. (C.14) de (3,0) e a representagao na Eq. (C.15) de
(0,1) [133, p.24]. Note que hé equivaléncia entre as representacoes 2G0" ~ 90.3),
Usando a propriedade Tr(c*5") = 2¢"” e a Eq. (C.12), podemos relacionar explici-
tamente
A (A) = LTr[Alo* 4G, . (C.18)
Neste ponto, podemos definir os espinores de Weyl como objetos que se trans-
formam de acordo com (%, 0) ou (0, %) Dado um espinor £ que se transforma de
acordo com (%, 0), i.e.,

§— AL, (C.19)

pode-se verificar que o espinor definido como

£=¢¢, =4 (C-20)
se transforma de acordo com (0, 3), como
£ — A¢ . (C.21)

Podemos, entao, ver que a combinagao

Ele=¢¢' (C.22)
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é invariante sob as transformacgoes das Egs. (C.19) e (C.21), o que corresponde a
tomar a parte antissimétrica (singleto) de (1,0) ® (3,0).
Da mesma forma, das leis de transformacgao nas Eqgs. (C.12) e (C.13), podemos

ver que os objetos

glots — N, (A)gloe (C.23)
o' — N (A)E'aHE (C.24)

se transformam como vetores sob as transformagoes das Egs. (C.19) e (C.21), i.e.,
sob (1,0)® (0, 1) = (4, 3).
Enfim, dado duas fungdes espinoriais () e x () que sao representagoes de (%, 0),

podemos construir equagoes de movimento que sao covariantes [133]:
i0,0"¢ = my, (C.25)
i0,0"x = m¢, (C.26)
e que, ao mesmo tempo, garante que ambos os campos satisfacam a equacao de
Klein-Gordon com massa m. Esta tltima condicao implica que devemos substituir

m por m* na Eq. (C.26) quando o parametro m é complexo. Obviamente, a “massa”

é dada por |m| nesse caso. Se juntarmos os dois espinores em um tnico objeto, o

Y(z) = ( 5(:5)) ) : (C.27)

espinor de Dirac,

chegamos a equagao de Dirac

(i@ —m)p(z) =0, (C.28)

com as matrizes gama na representacao quiral

= ( (,Ou 5: ) . (C.29)

Se comparado a representacgao quiral de Itzykson e Zuber [91], temos a identificagao

M — —(y*)1z. A representacdo dos outros bilineares, exceto v>y*, é a mesma, pois

o = iy, (C.30)

Vo= =1 (C.31)

Nessa representacio, a matriz v° assume a forma
1 0
= . C.32
gl ( 0 1 ) (C.32)
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A transformacao de Lorentz, nesse caso, é representada por

(x) = S(A)Y(A(A)x) (C.33)

onde

A0

S(A) = . C.34
(4) ( o ) 34
Dado que as matrizes gama satisfazem S™'(A)y*S(A) = A" (A)v", se representar-

mos
S(w) = exp[to,w™] | (C.35)

descobrimos que

A (w) = (exp[%wagMo‘ﬁ])“V , (C.36)

onde
(M%), = i(g™g) — grg™) (C.37)

sao os geradores do grupo de Lorentz na representacao definidora (adjunta).

Uma definicao de quiralidade, mao esquerda ou direita, independente da repre-
sentacao e da definicao de 4°, deve ser feita associando-se a quiralidade & helicidade
no limite em que m — 0. Nesse limite as Eqgs. (C.25) e (C.26) se desacoplam nas

equacoes de Weyl:

i0,0"¢(x) = (i0y +iV.o)é(x) =0, (C.38)

i0,0"x(x) = (i0y —iV.o)x(z) =0. (C.39)
Reescrevendo &(z) = &(p)e P P> ¢ y(z) = x(p)e *FHP-X obtemos

E¢(p) = opé(p) = plhép), (C.40)

Ex(p) = —o.px(p)=—Iplhx(p), (C.41)

onde h é o operador helicidade. Portanto, {(z) tem helicidade positiva (mao direita)
enquanto que Y(z) tem helicidade negativa (mao esquerda) para energias positivas.
Entéo com a defini¢ao de 7° na Eq. (C.31), associa-se quiralidade positiva (negativa)

com a helicidade positiva (negativa) sem ambigiiidades.

U(z) = ( ?((:f)) ) : (C.42)

as matrizes gama seriam dadas pela troca v — —~ e também ~° — —~°, definindo

Se tivéssemos definido

a componente de mao esquerda como a primeira no ¢ de Dirac (a matriz de trans-

formagao seria U = U™' = 0! @ 1 = 7). Tal definigao pode ser mais conveniente
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para tratar o MP, ja que a componente de mao esquerda é aquela que se transforma
nao trivialmente sob o grupo de gauge SU(2).

Por completeza, transporemos a linguagem matricial para a linguagem espinorial
em termos dos indices “com ponto” (dotted) e “sem ponto” (undotted) [127, 132].
Nessa notacao, todos os objetos sao caracterizados por indices espinoriais que se
transformam de acordo com .@(%’0), denotados por letras romanas sem ponto, e de
acordo com 2z 0% ~ .@(0’%), denotados por letras romanas com um ponto sobre os

mesmos. Por exemplo, dado um objeto & simétrico na permutacgao de

a1az---anbiba---bm?

qualquer indice {a;} ou {b;}, o mesmo se transforma de acordo com

c1 co x dy A% di o o
- Am Aag A by A by .50102~~~cnd1d2~~~dm ; (C43)

Earas-anbrbo-bm

. ~ . . ~ n m
tal lei de transformacdo indica que &,,... forma uma representacdo de 2(2°2),
Além disso, podemos definir uma métrica no espaco espinorial, que define inva-
riantes e pode ser usado para subir e descer indices. Visto que a combinagao da

Eq. (C.22) é invariante, podemos definir como tensor invariante,
€ =" = (O , (C.44)

e sua inversa € = ((Hap = —(()ap de forma que €€ = 6. Dado um espinor

covariante &,, o espinor contravariante é definido como
g = ety (C.45)
de forma que a Eq. (C.22) pode ser reescrita
£ = Eabpe™ = —E,E" (C.46)

A 1ltima igualdade deriva da propriedade de anticomutacao dos objetos fermionicos

{&4, &} = 0. Finalmente, o espinor de Dirac na Eq. (C.27) seria denotado por

b(w) = ( Sal®) ) . (C.47)

X ()
Da mesma forma, os vetores das Egs. (C.1) e (C.2) s@o denotados por
Top = (T)ab = TG (C.48)
e € W (C.49)

Por tltimo, ¢ interessante analisar os termos de massa de Dirac e Majorana [45]

sob a perspectiva dos espinores de Weyl. A massa m que aparecia nas Eqs. (C.25)
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e (C.26) representa uma massa de Dirac que pode ser descrita pela Lagrangiana,

invariante sob Lorentz,
~Lp =mY &+ méty =miy . (C.50)

Contudo, se nao ha um ntmero fermionico conservado e se, além disso, estamos tra-
tando campos fermidnicos anticomutantes (para campos comutantes, p. ex., fungoes
de onda, o termo de massa de Majorana se anula), ndo hé razao para tratar o es-
pinor de Dirac como objeto fundamental e termos adicionais invariantes de Lorentz
podem ser construidos com os espinores de Weyl, como, por exemplo, os chamados
termos de massa de Majorana,

Ly = %Nl(ng +£76) + %/@(YTX +x'%) (C.51)
= SUGUR + sy + hc. (C.52)

Na ultima linha, 1¢ denota o espinor conjugado de carga, o qual é definido a seguir,
na Eq. (C.65), e relacionado com os espinores de Weyl via a Eq. (C.68). Juntando
ambos os termos, considerando que & TX = x*g , podemos escrever

_gD—szé(ETyT)<“1 m><£>+h.c. (C.53)

m. o X

A extensao para n; férmions de mao direita (R) e ny férmions de mao esquerda (L)

pode ser escrita na forma

—ZL(massa) = i Migar + 5USptatbor + 305 flijjL + he.  (C.54)
= INME+ My + 2 pé+ I ux + he (C.55)

_ tfpw M €
1 _
= = + h.c., C.56
1 (€ %) (M ﬁ> (X) (C.56)
de modo que M, i, fi sao matrizes ny X ny, Ny X Ny € Ny X ng, respectivamente;

Yar = (%) (C.57)
Vi, = <O>, (C.58)
Xi

onde a = 1,...,ny ei = 1,...,ny. Notamos também que a matriz na Eq. (C.56),

enquanto que

que denotaremos por M, é simétrica mas pode ser complexa. Visto que os dois
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vetores que sao contraidos com M sao essencialmente iguais, podemos efetuar uma

<5> U (5) | (C.59)
X X

que induz a transformacao U'MU sobre a matriz de massa. E possivel mostrar que

transformacao de base unitaria

para qualquer matriz complexa e simétrica M, existe uma matriz unitaria U que
diagonaliza
U'MU = diag(m;), (C.60)

com ¢ =ny +ng e m; > 0. A prova segue da seguinte maneira: (i) Primeiramente,
MM é diagonalizavel por uma matriz unitaria U; conforme U MIMU, = diag(m2).
(ii) Em segundo, utilizando a decomposicaio M = EH (H' = H e ET = E71),
e escrevendo M' = UJMU, = Uj EU,diag(m;) = U,diag(m;), a igualdade entre
diag(m?) = M'T™M' = M"*M"™ = Ujdiag(m?)U; é equivalente a

[Uy, diag(m?)] = 0, (C.61)

que garante
U, = diag(e™'), (C.62)

se os autovalores m; nao sao degenerados. Caso haja degenerescéncias, é sempre
possivel escolher uma base em que U, é diagonal no subespaco de autovalores dege-

nerados. * Portanto, a Eq. (C.60) é satisfeita com a identificacao
U=+U,0,"*. (C.63)

Nesse caso, nao ha liberdade de fase, exceto pelo sinal 4, diferentemente do caso
somente com termos de massa de Dirac que é o caso da matriz de massa dos quarks
na Sec. 2.1.1.

A discussao sobre as simetrias discretas P, C e T dentro do contexto de teorias
de gauge foi feita na Sec. B. Podemos, no entanto, expor as leis de substituicao para

os espinores de Weyl e Dirac sob P, C e CP.

e Dirac:
Y(x) - (@) (C.64)
U(x) = Oy (i) (C.65)
wz) L —oyr(3) (C.66)

*Tal prova ¢é idéntica & encontrada na Mecéantica Quantica que atesta que dois operadores her-

mitianos que comutam entre si possuem uma base comum na qual sao simultaneamente diagonais.
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o Weyl:

(@) e (1@
(o) €(3) (C.67)
(@) ¢ [(x@

() £a) (C.68)
(D)) o (&)

) @) .

onde C' = —03®( = -0 ®io? (= —iv"?), 2 = Lo = (2%, —x) e “CP” denota a
aplicacao do operador & e depois €. A partir da Eq. (C.68), podemos ver que um
espinor de Dirac invariante por conjugacao de carga, i.e., um espinor de Majorana,

¢é definido na notacao atual pela identificacao y = &, de forma que

() = (f(“")> | (C.70)

b(x) = <€(x;> , (C.71)

e (@), (@)
LN N - C.72
) (—5(:?:)) e <x<a:~>> e
oo (€@ _ L (€@
) (—x(@) e <x<az~>> e
Sob uma transformacao de gauge global com fase «, Y se transforma como

V() — expliac® @ 1|y (z) . (C.74)

Adicionalmente, podemos reescrever

100" (LJw:W@ﬁM@WW+@OW (C.75)
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C.1 Teoria livre para uma particula de Majorana (férmion

neutro)

Revisaremos aqui a teoria livre para uma particula de Majorana, i.e., um férmion
neutro, a fim de esclarecer certos pontos relacionados as massas de férmions na
auséncia de leis de conservacao do ntmero fermionico, descritos pela Lagrangiana
de massa na Eq. (C.53).

Da equacao de Dirac, Eq.(C.28), na representagdo quiral (C.29), obtemos a

solugao geral

_ | 5= £(p) o P _p“T&uX(p) b
U(x) —/dp [(Mg(p)> 9+(p) +< ) )g—(p) ] , (C.76)

m

onde py = E(p) = /P2 + m? e dp = d®p(27)"3/2(2E,)~". A soma sobre os graus
de liberdade de spin estao implicitos.

A transformacao de conjugagao de carga, definida na Eq. (C.65), leva a funcao

espinorial
_ -1 N X(p) * —1 _puTa—#g(p) * 3
c = C — d u * ip.x i ip.x
v =00 = [dp <%x<p>> e B
(C.77)
Se impusermos a condigao de neutralidade
V(x) = () (C.78)
obtemos as condigoes
9-(Pp) = g9+(p), (C.79)
x(p) = nsp) - (C.80)

A fungao de onda de Majorana livre, que satisfaz tanto a Eq.(C.28) quanto a

Eq. (C.78), pode ser parametrizada por

) = N £(p) o * —%g(p) *(p)eP
Yu(z) = /dp (%g@)) 9(p) +1 éo) 9" (p) C.81)

§(x)

A Eq.(C.82) indica que toda informagao contida em 1y, pode ser resumida no

conhecimento do espinor de Weyl

€)= [l ™ T Ep)g ). (C83)

103



O equivalente da equagao de Dirac para () é dada pelas equagoes redundantes

i0,0"(x) = n'mé(a) (C.84)
i0,0"E(x) = nmé(z) (C.85)

cuja combinacao implica que &(x) satisfaz a equagao de Klein-Gordon, ou seja,
(O4m?2)é(z) = 0. E importante notar que as Egs. (C.84) e (C.85) nao sio linerares
em £(x), i.e., elas nao sao invariantes de forma pela substituicao &(z) — e™¢(x),

exceto quando a = 0. Tais equacoes podem ser obtidas da Lagrangiana

2 = liguore —Imnd ¢+ n7¢') (C.86)
= 3€li0,0"¢ + 5€i0,6"E — smnE E+ 7l + 0, ). (C8T)

Note que os campos £(x) e £*(x) devem ser tratados como varidveis grasmanianas
independentes: para se obter as equagoes de Euler-Lagrange deve-se tomar cuidado
com o carater anticomutante, p.ex., 5*8% = —8%5*. Se compararmos a Lagrangiana
da Eq. (C.86) paran = 1 com a Lagrangiana da Eq. (C.51), percebemos que a massa
de Majorana m na Eq. (C.86) [ou uy na Eq. (C.51)] nada mais é do que uma massa
de Dirac para um férmion de Majorana.

O campo de Majorana livre é obtido pelas substitui¢oes g4 (p) — a(p) e g% (p) —

a'(p), que satisfazem a regra de anticomuntacio

{a(p),a’(p")} = 2E(p)8*(p — P) ; (C.88)

todas as outras combinagoes sao nulas. Com essa substituicao, o campo livre de

Majorana pode ser descrito por

€0) = [ Bl b s)alp.s)e ™ +7E (p)al (pro)e ™) (C89)
onde
_ m+p,o”
8 = —=&;, C.90
&+(p, s) 2(E+m)€ ( )
B m+ p,ot - pua“
(p,s) = ——& = ,S) C.91
{-(p,s) 2(E+m)§ (s s) (C.91)
cuja a normalizacio é fixada por /&, = éj,és = Js¢. Note que com essa nor-

malizacao, o limite m — 0 pode ser efetuado sem singularidades. Tais espinores

satisfazem

Z& (P, 5)EL (P, s Z& (P )¢ (P, 8) = pud™ (C.92)
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o que garante a relacdo de anticomutacao canonica (RAC)

{&(2), " (y)}0(x0 — o) = 0" (x —y) . (C.93)

Visto que n é um fator de fase arbitrario, os observaveis fisicos da teoria nao

podem depender desse fator. Isso pode ser verificado explicitamente para a Hamil-

toniana
0L 0L
H = : | &z Qo€ + 0t —— — 7] : C.94
[ el + 0 gy~ .
_ a/J%KW—DaV§+%m@g£+W§OL (C.95)
= [ Sp L B Y atp o) p.s) (.96)
2E(p) — ’
O ordenamento normal, denotado por : :, é necessiario para eliminar infinitos
espurios.

Podemos entao adotar, sem perda de generalidade, o valor particular n = 1. A

Lagrangiana da Eq. (C.86) pode ser restaurada pela transformacao
E(x) — £ 2¢(x), (C.97)
que equivale, para espinores de Dirac, a uma transformacao de gauge quiral:

Yar(x) — 27 2y (2) (C.98)

com a identificacao n = €. Veja-se que uma transformacao de gauge vetorial,
Yy (x) — ey(x), é inconsistente com a forma de um campo de Majorana na
Eq. (C.82), exceto quando a = 0, o que implica carga nula. Na teoria quantizada, a

transformagao da Eq. (C.97) pode ser gerada pelo operador

Qan) = [ @t (@)e(a) - (C.99)
através de
71RO (1) ei0@@0) — glag (g | (C.100)
Tal relagao pode ser facilmente verificada usando a RAC da Eq. (C.93).
Por ultimo, dada a Lagrangiana da Eq. (C.53), que descreve dois campos de Weyl
livres quando acrescido dos termos cinéticos, encontraremos os campos fisicos que

possuem massa definida. Para isso temos de diagonalizar a matriz de massa, presente

na Lagrangiana da Eq. (C.53), que denotaremos por M, através da transformacao

(UUt = UtU = 1)
¢+(x)\ ¢(x)
<¢_<x>) - Y <x<x>) (C.100

(3:0) 5-@) = (&) @)U (©102)
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Primeiramente, calculamos os autovalores de

pam* +mpspol? + fmf? )

considerando, sem perda de generalidade, jy, o reais e positivos, e m = |mle’?,

2, 2 2 _ 2
- — 13\ .
m? = mf? + F R J (B22) + Iml2leos? w(pu + )2 + sin® (s — i2)?].
2
(C.104)
A matriz unitaria Uy, que diagonaliza MM, é dada pela Eq. (A.23) (sem a matriz

Ul que é convencional)

U, = e-irsa/2g-ioab/2 (C.105)
onde
2 M1 — H2
tanaa = — = —tan C.106
B,y (p/il + 2 ( )
VB + B3 2|m| :
¢ _ _ 2 2 2 — o)X C.107
an 3 B, e \/cos o1 + po)? 4 sin® p(pg — p2) (! )
MM = Bl+B-o. (C.108)

Em seguida, calculamos

9 i 2 2 2 2 '
UIMUl — |m‘e |:ILL1 + /"L2]l + ml m2 o5 + Iullu2e—2230]l ’
V(m? —m3)? — (pf —p3)2l 2 2
(C.109)
e verificamos, apés um pouco de dlgebra, que
|(UMUY)|* = m? (C.110)
como deveria, pois (U] MU, )" (UJMU,) = diag(m?). Entao,
U MU, = e"diag(mie” ", mqoe™"?) = Usdiag(my, my), (C.111)
onde
sin 2¢
tcm@% = R (C.112)
cos 2p + S s 5
U, = diag(e#=#v) ¢llemv2)y, (C.113)
Entao U'MU = diag(m;), com m; > ms >0 e
_1
U==xU,U, °*. (C.114)
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Ao encontrarmos a forma explicita de U, concluimos o procedimento de diagona-
lizacao da matriz de massa para dois férmions de Weyl com termos de massa gerais,
de Majorana e de Dirac. Obviamente, este procedimento pode ser generalizado para
o caso com mais de dois espinores de Weyl, com termos de massas gerais, como na
Eq. (C.56). Este exemplo também ilustra que a relagao entre os campos com massas
definidas e os campos originais que aparecem nas Lagrangianas, geralmente campos
que possuem propriedades de transformacgao de gauge bem definidas, dependem de
fases (Usz) que nao podem ser removidas; essa é a origem das fases de Majorana como
fonte de violacao de CP. Repare que para dois férmions de Dirac que se misturam, a
matriz de mistura pode ser sempre escolhida como real pela liberdade de redefinicao
dos campos de Dirac.

Para o caso especial onde ¢ = 0, 7, podemos diagonalizar M diretamente através
de uma matriz ortogonal real O; e conseguimos OJMO; = diag(my,+ms)
= Uydiag(m;), com m; > 0. Dependendo se o denominador da Eq. (C.112) é positivo
ou negativo, 1:emos1 as solugoes U, = diag(1l, £1), respectivamente. Em ambos os

casos, U = +0,U, 2. A forma explicita dos autovalores pode ser escrita

my = | v/m? 4 (Ap/27] = A+ /m? + (B2 (C.115)

onde 201 = py + po, Ap = pg — pa, 1 = 0 mas ¢ = 0 ou 7. Compare com os
autovalores para o caso ¢ # 0,7 na Eq. (C.104).
Como os termos cinéticos sao invariantes por uma transformagao unitaria entre

& e x, os campos que tem massa definida sao dados por

bia) = 50+ )+ @) (©116)
ooa) = —iyf30+ T - g e@)] .

onde Am = 24/(Ap/2)? + m2. A Lagrangiana da Eq. (C.53), escrita em termos dos

campos com massa definida, assume a forma diagonal

2

~Lrep =Y 5mi(d; i+ 0lor) - (C.118)

i=1
Trataremos alguns casos particulares para ilustragao, a saber, o mecanismo se-

esaw e o caso dos férmions de Dirac. O mecanismo seesaw [45], para uma familia,

pode ser realizado com o uso da matriz de massa

M = <7’; 73) , (C.119)
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com g > m > 0 reais, cujos autovalores sao

2

M, =~ u+m7 (C.120)
2

Moo~ (C.121)
]

A menor massa M_ seria atribuida a um neutrino ativo e sua pequenez é explicada
pela supressao através da massa de Majorana p advinda de setores de mais alta

energia que o MP. Os campos de Weyl com massa definida sao dados por
m
¢+(x) ~ &(x)+ Ex(fv) , (C.122)

—ix(z) —l—i;g(:c) . (C.123)

e
S
2

Para tratar o caso de férmions de Dirac, basta tomar p; = ps = 0 na matriz
de massa M da Eq. (C.53) e nas Egs. (C.115)—(C.117). Estabelece-se entao a equi-
valéncia entre um férmion livre de Dirac e dois férmions livres de Majorana com
massa degenerada. A equivaléncia se da da seguinte maneira: dada a Lagrangi-
ana de Dirac para um férmion de massa m e a Lagrangiana para dois férmions de

Majorana com massa m, respectivamente,

p = sz@MU”E + XTiauUuX —m(ETy + ;z*g) (C.124)
D%M = ¢Iia“0“¢1 + ¢£ia“0“¢2 - %m(gfgfgbl + Q;{(ﬁl) - %m(§£;¢2 + ¢£(52) ) (C125>

a relacao entre os campos nas duas Lagrangianas é

o) = S (o) - Do)t
2 2
AV (C.126) () Vi ( (C.127)
) — @) o)~ Q) i)

2 V2

Note-se que a simetria de gauge permanece nas duas Lagrangianas pela invariancia

01 . cosf) —sinf 01
02 sinf) cos6 -

sob as transformagoes

(-0 (),

(C.128) (C.129)
Veja-se que as respectivas cargas, geradoras da simetria, sao dadas por
Q= [@avtv = [@acle-xin) =i [ Patolon-clo. (€10

A transformagao da Eq.(C.126) é equivalente a transformacao entre dois campos

escalares reais e um campo escalar complexo.
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Apéndice D

Condicoes para violacao CP em modelos com N
dubletos de Higgs

Este trabalho foi pulicado como [30]: C. C. Nishi, “CP violation conditions in N-
Higgs-doublet potentials,” Phys. Rev. D 74 (2006) 036003 [arXiv:hep-ph/0605153].

Addendum:

Foi levantada pelo Prof. Alex G. Dias a possibilidade de acrescentar o termo de

ordem quatro |®Liocy®|?* ao potencial da Eq.(2) deste trabalho, pois o mesmo é

também invariante de gauge e renormalizavel. Contudo, vale a igualdade
|BLioy®,|* = BLD, DI D) — DID, DD, (D.1)

que permite reescrever tal termo como combinagao dos termos jé incluidos na Eq. (2).
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CP violation conditions in N-Higgs-doublet potentials

C.C. Nishi

Instituto de Fisica Teérica, UNESP—Sdo Paulo State University Rua Pamplona, 14501405-900, Sdo Paulo, Brazil
(Received 17 May 2006; published 10 August 2006)

Conditions for CP violation in the scalar potential sector of general N-Higgs-doublet models are
analyzed from a group theoretical perspective. For the simplest two-Higgs-doublet model potential, a
minimum set of conditions for explicit and spontaneous CP violation is presented. The conditions can be
given a clear geometrical interpretation in terms of quantities in the adjoint representation of the basis
transformation group for the two doublets. Such conditions depend on CP-odd pseudoscalar invariants.
When the potential is CP invariant, the explicit procedure to reach the real CP-basis and the explicit CP
transformation can also be obtained. The procedure to find the real basis and the conditions for CP
violation are then extended to general N-Higgs-doublet model potentials. The analysis becomes more
involved and only a formal procedure to reach the real basis is found. Necessary conditions for CP
invariance can still be formulated in terms of group invariants: the CP-odd generalized pseudoscalars. The
problem can be completely solved for three Higgs-doublets.

DOI: 10.1103/PhysRevD.74.036003

I. INTRODUCTION

It is well known that group automorphisms play an
important role in the CP violation phenomenon. In a ex-
tensive paper, Grimus and Rebelo [1] have analyzed the
CP-type transformations as automorphisms in the gauge
symmetry present in the quantum field theory (QFT) mod-
els of particle physics. They showed, at the classical level,
that general gauge theories with fermions and scalars
coupled to gauge bosons through minimal coupling are
always CP invariant. In other words, a CP-type transfor-
mation that is a symmetry of the theory can always be
found. The only terms that can possibly violate the CP
symmetry are the Yukawa couplings and scalar potentials.
In the standard model (SM), the unique source of CP
violation comes from the complex phases in the Yukawa
couplings that are transferred to the Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa (CKM) matrix [2] after spontaneous electroweak
symmetry breaking (EWSB). Within such context the pos-
sibility of (explicit) CP violation is intimately connected
with the presence of a horizontal space: the quarks come in
three identical families distinguished only by their masses.

Another source of CP violation could arise in the scalar
potential sector [3]. In such case two patterns can be
possible, either the CP symmetry is violated explicitly in
the theory before EWSB or the CP violation arises sponta-
neously jointly with EWSB. Several models with sponta-
neous CP violation arising from the Higgs sector were
constructed after Refs. [4,5], aiming to attribute to the
violation of CP the same origin of the broken-hidden
gauge symmetries. Nonetheless, the available CP violation
data seems to be in general accordance with the SM CKM
mechanism [6,7]. Then, concerning the CP violation data,
restricted by mixing constraints and strong suppression of
flavor changing neutral currents (FCNC) [8], the challenge
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is to develop a model that incorporates entirely or partially
the CKM mechanism.

The scalar potential sector, although phenomenologi-
cally rich in CP violating sources (see, e.g., Refs. [5,9]),
has not yet been analyzed for general gauge theories under
a group theoretical perspective. One of the reasons for the
difficulty for a general treatment is that the scalar potential
involves higher order combinations of scalar fields than
other sectors of gauge theories, with terms constrained
only by the underlying gauge symmetries and, if required,
renormalizability. Renormalizability in four dimensions
constrains the highest order scalar field combination to
be quartic.

Another difficulty for analyzing the CP violation prop-
erties for general gauge theories is the freedom to change
the basis of fields used to describe the theory. The most
familiar is the SM’s rephasing freedom for the quark fields:
this change of basis transforms the CKM matrix and the
complex entries. Such ambiguity can be avoided by using
rephasing invariants [10] which depend only on one physi-
cally measurable CP phase. More generally, for theories
with horizontal spaces, there is a freedom to continuously
rotate the basis of such spaces without changing the physi-
cal content. For this case, it is also possible to write the
observables in a basis independent manner [11-16], or, in
other words, in terms of reparametrization invariants [17].
In any case, it is important to be able to establish general
conditions for CP violation to analyze more transparently
the possible CP violating patterns for gauge theories with
large gauge groups and/or horizontal spaces.

Following this spirit of classifying and quantifying CP
violation based on basis invariants, it will be treated here
the simplest class of extensions of the SM: the multi-
Higgs-doublet models [18—21], which we shall denote by
NHDM for N Higgs-doublets. The simplest of them is the
two-Higgs-doublet model (2HDM) which has been exten-
sively studied in the literature [9,22,23], also employing
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the basis independent methods [12—-16]. An explicit but not
complete study for 3HDM potentials can be found in
Ref. [16]. The recent interest is based on the fact that the
2HDM can be considered as an effective theory of the
minimal supersymmetric extension of the SM (MSSM)
[22], which requires two Higgs-doublets from super-
symmetry.

Concerning the 2HDMs, a throughout analysis of the CP
symmetry aspect of the 2HDM potentials was presented
recently [14,15]. The necessary and sufficient conditions
for spontaneous and explicit CP violation were presented,
expressed in terms of basis independent conditions and
invariants. In this respect, in Sec. II, a more compact
version of such proofs will be shown. The approach used
is much alike the one presented in Ref. [15]: from group
theoretical analysis, the adjoint representation can be used
as the minimum nontrivial representation of the transfor-
mation group of change of basis for the two doublets, i.e.,
the horizontal SU(2) group. Working with the adjoint
representation allows for an alternative formulation of the
CP invariance conditions which facilitate the analysis and
enables one, when the potential is CP invariant, to find the
explicit CP transformation and the explicit real basis [12],
i.e., the basis for which all the parameters in the potential
are real. Such issues were not addressed in previous ap-
proaches [14-16]. The basis independent conditions are
formulated in terms of pseudoscalars of the adjoint. We
also obtain the necessary and sufficient conditions to have
spontaneous CP violation.

In Sec. III, an extension of the method is attempted to
treat general NHDMs. The analysis becomes much more
involved than the N =2 case and further mathematical
machinery is necessary. Nevertheless, stringent necessary
conditions for CP invariance can be formulated.
Generalized pseudoscalars, which should be null for a
CP invariant potential, can still be constructed. For N =
3, the conditions found are shown to be sufficient if sup-
plemented by an additional condition. A brief account on
spontaneous CP violation on NHDMs also is presented.

Finally, in Sec. IV we draw some conclusions and dis-
cuss some possible approaches for the complete classifica-
tion of the CP-symmetry properties for the NHDMs.
(Some useful material is also presented in the appendices.)

II. N = 2 HIGGS-DOUBLETS

For N = 2 Higgs-doublets ®,, a = 1, 2, transforming
under SU(2); ® U(1)y as (2,1), the minimal gauge invari-
ant combinations that can be constructed are

A,=0ld, a=12  B=doTd, and B (1)

All other invariants can be constructed as combinations of
these ones [24]. Thus the most general renormalizable
2HDM potential can be parametrized as [14]
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A
V(®) = m? A, + mdA, — (m%,B + h.c.) + E‘A%

A
+ EZAg + A3AA, + A,BBt

A
+ 7532 +[A6A; + A4,]B + he.l. 2)

From the Hermiticity condition, {m?,, m3,, A}, Ay, A3, A4}
are real parameters and {m},, As, A, A;} are potentially
complex, summing up to 6 + 2 X 4 = 14 real parameters.

The existence of complex parameters per se, though,
does not mean the potential in Eq. (2) is CP violating. A
U(2)y horizontal transformation can be performed on the
two doublets possessing identical quantum numbers, ex-
cept, perhaps, for their masses,

®—UD (©)

where U is a U(2) transformation matrix and ® denotes the
assembly of the two doublets in

® = (g;). )

Actually, the global phase transformation in U amounts for
a hypercharge transformation under which the gauge in-
variants in Eq. (1) do not change. Thus only a U € SU(2)
transformation needs to be considered. This basis trans-
formation freedom suggests, and indeed it can be proved
[3,14], that the necessary and sufficient conditions for
V(®) to be CP invariant are equivalent to the existence
of a basis reached by a transformation U (4) in which all
the parameters present in the potential are real. Since these
basis transformations can be reformulated as transforma-
tions on the parameters, all the analysis resumes in inves-
tigating the transformation properties of the parameters of
V(®) under SU(2)y. Indeed, the parameters can be written
as higher order tensors, transforming under the fundamen-
tal representation of SU(2), [12-14].

Instead of performing the analysis of tensors under the
fundamental representation 2 of SU(2), as in Ref. [14],
we can take advantage of the form of the minimal invari-
ants (1) that transform as 2®2 = 3@ 1, by using as the
minimal nontrivial representation the adjoint 3. In fact this
property does not depend on the number of doublets N, and
the invariants of the type of Eq. (1) always form represen-
tations of SU(N)y with decomposition

NeN=adjeLl )

This property will be exploited in Sec. III to treat general
N-Higgs-doublet potentials.

For SU(2)y, the decomposition in Eq. (6) can be per-
formed by using instead of {4, A,, B, B} the real combi-
nations

A, =10te,d  u=01,...3 (6)

where o, = (1, &). The Greek index is not a space-time
index, which means there is no distinction between cova-

036003-2

112



CP VIOLATION CONDITIONS IN N-HIGGS-DOUBLET ...

riant or contravariant indices but the convention of sum-
mation over repeated indices will be used. The indices
running over u = i = 1, 2, 3 are group indices in the space
of the Lie algebra, i.e., in the adjoint representation and the
m = 0 index is the trivial singlet component. The explicit

PHYSICAL REVIEW D 74, 036003 (2006)

which can be readily inverted and inserted in the potential
of Eq. (2) to give compactly

V() = MA, + A A LA,, ®)

change of basis reads where
A _ Al + A2 Al - A2
0 2 3 2 - M, }= (m?, + m3,, —2 Rem?,, 2 Imm?,, m3, — m3,)
B + Bt B — Bt )
1= = ReB, D = = ImB,
2
)_\ + )l3 RC(AG + A7) _Im(/\é + A7) A/\/2
Re(Ag + A7) Ay + ReA —ImA Re(Ag — A7)
A ={A — 6 7 4 5 5 6 7 10
{ ‘uV} —Im(/\6 + )\7) —ImAS )\4 - Re/\5 —Im_()\6 - /\7) ’ ( )
AM/2 Re(Ag — A7) —Im(Ag — A7) A=A

and A = (A; + X;)/2, AA = A; — X,. Notice that all pa-
rameters in this basis are real and the criterion for CP
violation have to be different of the reality condition.
Furthermore, A is real and symmetric.

The coefficients of M can be more conveniently written
as

M, = Tr[a#Y], (11)
where
2 2 1
—( ™M mi |\ _ 2
(D )Mo 0
is the mass matrix for
V(D)|g: = dtyd. (13)

These relations can be easily extended to general N dou-
blets by replacing the {o;} matrices by the proper gener-
ators of SU(N)y, {A;}, and the corresponding identity
matrix. The relation (11) follows from the completeness
of the basis {o,} in the space of complex 2 X 2 matrices
[25].

Expanding Eq. (8) in terms of the irreducible pieces of
3ol,

V(A) = MoAg + Agg(Ag)* + MA; + 2A5AA,
+AAA,

gerp

(14)

we identify two vectors M = {M,}, Ay = {A;} and one
rank two tensor A = {A, ;} with respect to 3. Further men-
tion to the representation will be suppressed and it will be
assumed that the representation in question is the adjoint if
otherwise not stated. (For example, “vectors” and “‘ten-
sors” transform under the adjoint.) The tensor A can be
further reduced into irreducible pieces following 3® 3 =
S®1as

A=A0 4+ A0, (15)

[
The singlet component is just A = 1 Ti{A]l5, and the
remaining of A is the 5-component. This last decomposi-
tion of A, though, will not be necessary for the analysis
because of the particular fact that the adjoint of SU(2) ~
SO(3) and all analysis can be done considering the rotation
group in three dimensions, which is very much known. The
SU(2) — SO(3) two-to-one mapping is given by the trans-
formation induced by Eq. (3) over the invariants A,

AO bnd Ao, Ai g OU(U)AI’ (16)

where

0,(U)=iT{Uto;Us;] € 5003).

If U=explio-0/2), 0;(0) =/[exp(ifJy)];;, where
(iJi)ij = &y; are the generators of SU(2) [SO(3)] in the
adjoint representation.

At this point we have to introduce the transformation
properties of the scalar doublets under CP. One possible
choice is

(17)

D, ()2 D7), (18)

where £ = (x, —x) for x = (x(, ). The transformation of
Eq. (18) induces in the invariants A# the transformation

Ao SAR), AT

where I, = diag(l, —1, 1) represents the reflection in the
2-axis. We shall denote the transformations (18) and (19)
as canonical CP-transformations and, in particular, the
second equation of Eq. (19) as the canonical
CP-reflection. Since horizontal transformations are also
allowed, the most general CP transformation is given by
the composition of Eqgs. (18) and (19) with SU(2)y trans-
formations; any additional phase can be absorbed in those
transformations. Thus the CP transformation over A; in-
volves a reflection and it does not belong to the proper

A;®), 19

ij
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rotations SO(3) induced by horizontal transformations.
The question of CP invariance, then, resumes in the ex-
istence of horizontal transformations composite with a
reflection that leaves the potential invariant. Since the
reflection along the 2-axis can be transformed into the
reflection along any axis through the composition with
rotations, the natural choice of basis is the basis for which

A is diagonal: OCPAOCP" = {X}}. It is always possible to
find OC” € SO(3) because A is real and symmetric.
Furthermore, O°? is unique up to reordering of the diago-
nal values {A;}, or up to rotations in the subspace of
degenerate eigenvalues in case {A;} are not all different.
In such basis, A; — A} = Ol-CjP A\, the potential in Eq. (14)
becomes

V(A) = MoAg + Agy(Ag)* + MIA] + 2A0,A0A]
+ Xi(A)?, (20)
where
M’'=0M and A} = O0LA,. (21)

The last term of Eq. (20) is reflection invariant along any of
the principal axes of A, e, e, e (if A does not have
degenerate eigenvalues, the three principal axes are the
only directions leaving the tensor invariant by reflection;
with degeneracies, a continuous set of directions exist in
the degenerate subspace). The only terms that must be
considered are the third and the fourth ones. They depend
on two vectors M’ and Aj: for the potential in Eq. (20) to
be invariant by reflection, and consequently by CP, it is
necessary that the vectors M’ and A be null for the same
component. In such case, it is always possible by a suitable
/2 rotation to choose that direction to be the 2-axis. This
is the canonical CP-basis (the real basis in Ref. [14])
which have all the parameters in the potential V(®) real,
since there is no A} components, which are the only
possible source of complex entries in the change of basis
of Eq. (7). The CP transformation in terms of the original
variables is recovered with the inverse transformation as

D, () S(UCP UCP) ,, D),
(22)

A ()L (0P LOCP)A(S),

where 0P = O(UCP).

The conditions we have found rely on a systematic
procedure to find the canonical CP-basis. The basis may
not exist and the theory is CP violating. In this two doublet
case, the change of basis can be easily achieved by a
diagonalization. However, sometimes it is more useful to
have a direct criterion to check if the CP invariance holds
before going to the procedure of finding the CP-basis. For
N > 2 doublets the procedure of finding the CP-basis is
not straightforward and direct criteria are much more help-
ful. The criteria for N = 2 can be formulated with the

PHYSICAL REVIEW D 74, 036003 (2006)
pseudoscalar invariants
1(v), V3, v3) = EijkV1iV2jV3k = (Vi X)) - vs. (23)

It is common knowledge that the pseudoscalars defined by
Eq. (23) are invariant by rotations but changes sign under a
reflection or a space-inversion. Consequently, if the poten-
tial V(A) is reflection invariant (CP-invariant), then all
pseudoscalar invariants of the theory are null. The lowest
order nontrivial pseudoscalars that can be constructed with
two vectors {M, Ao} and one rank-2 tensor A are

I, = I(M, AM, A’M), (24)
Iy, = I(Ag, ANy, A%Ay), (25)
I, = IM, Ay, AM), (26)
L =1M, Ay, AAy), 27)

with dimensions M3A3, A%, M>A?, and M A3, respectively.

The following statements will be proved:

(A) M XAy #0,I;, =0 and I, = 0 are the neces-
sary and sufficient conditions to V(A) be CP in-
variant. The CP reflection direction is M X A, and
it is also an eigenvector of A.

(B) If M || Ay, Iy = 0 (or I, = 0) is the necessary
and sufficient condition to V(A) be CP invariant.
The CP reflection direction is either M X AM ( #
0) or an eigenvector of A perpendicular to M (if
AM || M) and the CP reflection direction is an
eigenvector of A.

(C) All higher order pseudoscalar invariants are null if
(A) or (B) is true.

The statements (A) and (B) are proved by noting that
I(vy, vy, v3) = 0 implies that v;, v,, v3 lie in the same
plane. For (A),if I, = I, = 0, we can write AM = oM +
BAyand AAy = a'M + B'A,, which means the applica-
tion of A on M or Ay lie on the plane perpendicular to
M X Ag; Iy = O and I, = 0 are automatic. Then 7, = 0
implies AM = M + B”AM, which means A"M re-
mains in the plane defined by {M, A}. The same reasoning
apply to A" A, from I A, = 0. Then, the set {M, Ay} de-
fines a principal plane of A ie.,a plane perpendicular to a
principal axis of A, the vector M X Ay, which is then an
eigenvector of A. The latter can be seen from /; = (M X
Ag).(AM) = (AMM X Ag)).M =0, and A(M X A) is
perpendicular to M; analogously 7, = 0 implies /N\(M X
Ap) is also perpendicular to Ay, therefore A(M X Ag) o
(M X Ay). At last, choose (M X Ag) as the reflection
direction (e}-axis), then M and A, have null projection
with respect to that direction and the CP-basis is found.
This proves that I; = I, = 0 is a sufficient condition. That
it is also necessary, can be seen through the search of the
CP-basis: a CP-basis requires both {M, A} to be in the

036003-4

114



CP VIOLATION CONDITIONS IN N-HIGGS-DOUBLET ...

same principal plane, then A"M or A™A, remain in that
plane and I; = I, = 0.

For the disjoint case (B), I; =1, =0 is automatic.
There is only one independent direction and a rank-2
tensor. Iy, = 0 (or Iy, = 0) implies that either AM | M
and M is an eigenvector, or A" = aM + ,BAM and
{AM, M} defines a principal plane. Then, use either M X
AM ( # 0) or an eigenvector of A perpendicular to M
(AM || M) as the CP-reflection direction and the CP-basis
is achieved. The converse is also true, if a CP-basis can be
found, the invariants are null.

A subtlety arises when A have degeneracies. When only
two eigenvalues are equal, still one principal direction and
a perpendicular principal plane is defined; every vector in
the latter plane is an eigenvector and any plane containing
the nondegenerate eigenvector is also a principal plane.
With these extended definitions the proofs above are still
valid. For the trivial case when the three eigenvalues are
degenerate, Ais proportional to the identity and a CP-basis
can always be found by using M X A, as the
CP-reflection direction. It is also important to remark
that only for A nondegenerate, the CP-basis is unique up
to a discrete subgroup of SO(3)y; for the remaining cases
there is a continuous infinite of possible CP-basis, when
one exists. As for the CP-reflection direction, only when A
nondegenerate and M X Ay # 0 or M X AM # 0 (M ||
Ay) the direction is unique; for M || Ao and M || AM (A
nondegenerate), there are two possible directions.

At last, all higher order pseudoscalar invariants are
either combinations of lower order scalars or pseudosca-
lars, or is of the form Eq. (23) and involves vectors with
further applications of A, for example, A"M; if the con-
ditions (A) or (B) are valid, they all remain in the principal
plane defined by {M, Ay} or {M, AM}, which implies all
pseudoscalars of the form Eq. (23) are also null. This
completes (C).

Conditions (A) and (B) solve the problem of finding the
minimum set of reparametrization invariant conditions to
test the CP-invariance of a 2HDM potential, a problem that
was not completely solved in previous approaches [14—
16].

For completeness, we compare the invariants of Eq. (24)
with that of Ref. [14] and arrive at the equalities

I, = 41y,
IAo = _4162!

Iy = =4l

28
Iy = 4l3y3z. (28)
The proportionality is assured by dimensional counting,
since these are the lowest order invariants by SU(2), but
not invariant by the corresponding CP-type transforma-
tion. The proportionality constant can be found by restrict-

ing to particular values. For example, A; = —A; [14] and
Ag = 0 for Lyy37. Also, the statement in Ref. [14] that it is
always possible to find a basis when Ag = —A; can be seen

here as the possibility of rotating A, in Eq. (10) to the 3-
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direction. Another example is the special point A; = A,
and A; = — A4, which corresponds to Ay =0 and the
condition for CP invariance only imposes conditions on
M and A. However, from the perspective of the develop-
ment of this section, we see M = 0 is as special a point as
Ao =0 is. Only if the theory is CP-violating and one
wants to classify the violation in soft or hard violation
[17], the two cases are different.

Conditions for spontaneous CP violation

This issue has already been investigated in Ref. [14]
using as the minimal representation the fundamental rep-
resentation of SU(2)y,. We will work out, instead, the
conditions for spontaneous CP violation in the 2HDM
using the adjoint representation.

We already explored the conditions to have explicit CP
violation in V(®), Eq. (2). In such case after EWSB, the
CP violating property will remain in the potential. On the
other hand, if the potential is CP conserving, after EWSB,
the theory could become CP violating if the vacuum is not
invariant by the CP-type transformation of the original
potential. We will concentrate on this spontaneously bro-
ken CP case.

Given the potential V(A) in Eg. (8), the spontaneously
broken potential is given by shifting the fields

d— P+ (D) (29)
Aﬂ—vA# -I-(AM)%- Bw (30)
where
(A,) = X0) o, (D) 31)
B,= %(‘D)TG'M(D + %q)fo#(d)). (32)

The vacuum expectation values (VEVs), invariant by the
U(1)gy;, can be parametrized by

®=((0)) =5

S

, (33)

v

0
v it
v

where v =,/v? + v3 =246 GeV. The parameters of
Eq. (33) have to obey the minimization constraints

d d A

- - o+

a(ﬁgo)x D=(D) 3&; 6({)510)* O=(D)
= (M, + 27, AN ()
=0. (34)

For the charged component the condition is trivial

(¢y=0. The nontrivial ((¢{) # 0) solution for
Eq. (34) is conditioned by the existence of solutions
(A,) # 0 of
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det{(M,, +2A,,(A Do, ] = (My + 240,(A,))
— (M; +2A,,(A,))? =0,
(35)

provided that V({(®)) < V(0) and (P) corresponds to an
absolute minimum. When Eq. (33) is used, the parametri-
zation of (A,) is

)

v v . .
5 (1, v) = —(1, sind,, cosé, sinf,, siné&, cosh,,),

() = :
(36)

where tan% = Z—f; Eq. (36) is just the projective map of the
complex number v,e'¢ /v, to the unit sphere. Notice that
the connection of the parameter #,, used here with the more
usual parameter 8 used in the MSSM description [13,22] is
given by tan%” = tanpf.

In case the potential in Eq. (2) has a CP symmetry, it can
be written in the CP-basis (or the real basis [14]) in the
form of Eq. (20). The CP transformations are just Egs. (18)
and (19). The potential after EWSB can be written as

V(® + (D)) =V(A) + V(A)) + A,,B,B,

uru

+2A,,A,(A,) +B,), 37)

which, in the CP-basis, have M, = 0, Ay, = 0 and A=
diag({A;}). The condition (M o 20, A)B, =0, de-
rived from Eq. (34) was used. By construction, if (®) also
transformed under CP as ®, the potential in Eq. (37) would
be CP invariant. However the invariance of the vacuum
under any symmetry implies the VEVs have to be invariant
under the CP transformation. Looking into the details, if
we apply the transformations of Eqgs. (18) and (19) into
Eq. (37), since V(®* + (D)) = V(O + (d)*) for an initial
CP invariant potential, the potential remains CP invariant
after EWSB if, and only if],

(12<A>)i = (A» (38)

B,(®)") = B;(®)). 39)

Equation (38) implies (A,) = 0 and from the parametriza-
tion of Eq. (36) it implies ¢ = 0, 7. Then Eq. (39) is
automatically satisfied with (®)* = (®). Actually, any
solution of the form (®)* = ¢'*(®) satisfies Eq. (38) but
not Eq. (39). The parametrization of Eq. (33), however,
automatically takes into account Eq. (39) when Eq. (38) is
satisfied. Thus, using such parametrization the analysis can
be carried out exclusively in the adjoint representation.

In a general basis, the conditions on the CP-basis inves-
tigated so far can be translated to the following condition:
if V(®) is CP invariant and it has a nontrivial minimum
(D) # 0, V(O + (®)) is CP invariant if, and only if, (A;) is
in the principal plane defined by {M, Ao, AM}. The more
specific conditions for {(A;)} to be in the latter principal
plane are:

PHYSICAL REVIEW D 74, 036003 (2006)

(@) FM X Ay # 0, I{(A)L M, Ag) =0.

(b) If M || Ag and AM XM # 0, I({{A)}, M, AM) =0.

() IfM || Agand AM || M, I({(A;)}, M, A{(A;)}) = 0.
The CP-reflection directions for (a) and (b) are the same as
in (A) and (B) of Sec. II. For (c), if {(A;)}|| M the
CP-reflection direction is an eigenvector of A perpendicu-
lar to M; otherwise {(A,)} X M is an eigenvector of A and
it is the CP-reflection direction. In the CP-basis, (®) is
real.

III. N = 2 HIGGS-DOUBLETS

For N = 2 Higgs-doublets ®,,a = 1, ..., N, transform-
ing as (2, 1) under SU(2); ® U(1)y, the general gauge
invariant potential can be written as [26]

V(q)) = Yabq)lt <I)b + Z(ab)(cd)(q)l q)b)X(q)j' q)d)) (40)
where
?,
@,
o= | (41)
Dy
We define then the minimal SM gauge invariants
Ap =0l (42)
and define a column vector of length N2 by the ordering
(ab) = (11), (12), (13), ..., (IN), (21),...(NN),

App

A=dted=| Ay | (43)
A21

Ay

Additionally we denote the pair of indices as (ab) = o,
running as Eq. (43), and define the operation of change of
labeling 6 = (ba), if ¢ = (ab), in such a way thatif A, =
Ay, then A% = Ay, = A,. With this notation the quartic
part of V(®) can be written

V(®)|ge = ALZ, A, = AT ZA. (44)
This parametrization constrains Z to be Hermitian 7zt =127,

or Zyo, = Zg,o,- (45)

At the same time, because of A, A, = A} A; , Z has the
property

(Ziabyea)” = Ziaoyba)

Zol o T Zé'zfrl . (46)

Thus, Z is a N2> X N? Hermitian matrix with the additional
property of Eq. (46). To count the number of independent
variables of Z we have to divide its (complex) elements
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into four sets: (d1) N diagonal (¢; = 0, = 0 and o = )
and (d2) N(N — 1) diagonal (0; = 0, = ¢ and o # &)
real elements because of the Hermiticity condition (45);
(o1) N(N — 1) off-diagonal (| # o, but o; = &) and
(02) N’ (N* — 1) — N(N — 1) off-diagonal (o # o, and
o1 # d,) complex but not all independent elements. The
total is N* elements as it should be. The number of inde-
pendent real parameters is then N (d1) + N(N — 1)/2 (d2)
in the diagonal real elements [Eq. (46) only imposes con-
ditions on the elements in (d2)] and N(N — 1) (ol) + % X
[N* (N> — 1) = N(N — 1)] (02) in the off-diagonal com-
plex elements [Eq. (46) only imposes conditions on the
elements in (02)] summing up to N*>(N* + 1)/2. For ex-
ample, for N =2 there were 4(4 + 1)/2 = 10 real pa-
rameters corresponding to the real and complex
parameters, {A;, A, A3, A4} and {As, Ag, A5}, respectively.

The horizontal transformation group is now G =
SU(N)y; a global phase can be absorbed by U(1)y sym-
metry as in the N = 2 case. We can define new variables,
equivalent to Eq. (6), as

Aﬂzédﬁ)‘ﬂq), p=01...,4d (47)
where Ay = \/%]] and {)A;} are the d = dimSU(N) = N? —
1 Hermitian generators of SU(N)y in the fundamental
representation obeying the normalization Tt[A;A;] =
26;;, such that Tr{A, A, ] = 28,,,. The new second order
variables A# transform as N® N = d ® 1, where d de-
notes the adjoint representation. The index u = 0 corre-
sponds to the singlet component while the indices
m=1i=1,...,d correspond to the adjoint, transforming
under SU(N)y, as

A; — R;A; (48)

ger

The matrix R;; can be obtained from the fundamental
representation U, acting on ® as Eq. (4), from the relation

R;(U) = 1TiUT\UA ) (49)
If U = exp(if - 1/2),
R;;(0) = explifT1]ij, (50)

where (iTy);; = fy;- The coefficients f;, are the structure
constants of SU(N)y defined by

[T, Tj] = ifijka’ (51)

for any {T;} spanning the compact SU(N) algebra G. In
particular, Eq. (51) is valid for {A;/2}, the fundamental
representation generators. Since the structure constants of
Eq. (51) are real, the adjoint representation of Eqs. (49) and
(50) is real and thus it represents a subgroup of SO(d). It is
only for N = 2 the adjoint representation is the orthogonal
group itself.

The transformation matrix from A, (43) to AM (47) can
be obtained from the completeness relation of {A #} [25]:
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%(/\,u)ab()‘#)cd = aadacb' (52)

In the notation where o; = (ab) and o, = (cd), we can
write Eq. (52) in the form

2C,5,Cuo, = O,y (53)
where
Cuo, = 35X g,- (54)

Equation (53) implies C;}L =2C,4, since the inverse is
unique. The definition of Eq. (54) enable us to write
Eq. (47) in the form

A, =CusA, (55)

By using the inverse of Eq. (55) we can write the
potential of Eq. (40) in the same form of Eq. (8),

VAA) =M,A, + ALAA, (56)

= M()AO + AOOA% + M,'Ai + 2A0iAOAi + AUAIAJ’

(57)

where
M, =TdYA,] (58)
Ay =C3l3Z0,6,Copn (59)
A={A}ij=12... N (60)

Using the properties of Eqs. (45) and (46) of Z, we can see
A is a N?> X N? real and symmetric matrix, hence with
N*(N? + 1)/2 real parameters, the same number of pa-
rameters of Z. The rank-2 tensor A transforms under G as
(d®d)g and it forms a reducible representation. (See
appendix D.)

The procedure to find the CP-basis can be sought in
some analogy with the N = 2 case. The difficulty for N >
2, however, is that the existence of a horizontal transfor-
mation on the vector A, defined by Eq. (48), capable of
diagonalizing A, is not always guaranteed and it depends
on the form of A itself.

Nevertheless, the diagonalization of A is not strictly
necessary. To see this, we have to analyze the CP proper-
ties of ® and A;. Firstly, any CP-type transformation can
be written as a combination of a horizontal transformation
and the canonical CP-transformations

D) ZD*(3), (61)
A1) DA (), ©2)
Ai()‘)g: - "IijAj(ff)- (63)

Equation (63) represents the canonical CP-reflection de-
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fined by the CP-reflection matrix 7 given by
n; = —3TiA] A} (64)

which means A] = —

; ni;A;. The mapping )l,ilv— A=
7;jA; is the contragradient automorphism in the Lie alge-
bra [1], which I will denote by . Such automorphism
maps the fundamental representation to the antifundamen-
tal representation, D(g) — D*(g) (these two representa-
tions are not equivalent for N > 2). All the irreducible
representations (irreps) we are treating here [d and all
components in (d ® d)¢] are self-conjugate [1,27] and,
indeed, they are real representations.

To set a convention, we will use the following ordering
for the basis of the Lie algebra G of G:

{Tl} = {hi! Sou ﬂa}' (65)

The set {h;} spans the Cartan subalgebra (CSA) t, and the
set { A}, denoted by ,, are the generators of the real H =
SO(N) subgroup of G = SU(N). The remaining subspace
spanned by {S,} will be denoted by ¥q and the sum t, ®
fq = 1, represents the generators of the coset G/H. Notice
that t,, and t, are invariant by the action of the subgroup H
and hence they form representation spaces for H (see
appendix B). We will use the symbols {A; S,, A,} to
denote either the abstract algebra in the Weyl-Cartan basis
or the fundamental representation of them.

The dimensions of these subspaces of G are, respec-
tively, r=rankG=N-—-1, g=(d—r)/2=NNN -
1)/2 and p=(d+r)/2=N(N+1)/2—-1; q denotes
the number of positive roots in the algebra and « are the
positive roots that label the generators

E,+E_

_fal P 66
Sa 2 (66)
ﬂa:E“_i.E*“_ (67)

2i

The E, are the “ladder” generators in the Cartan-Weyl
basis. For example, for the fundamental representation of
SU(3), we have in terms of the Gell-Mann matrices [28],
{hi} =1{A/2,25/2}, {Sa} ={A1/2,26/2. A4/2}  and
{ A} ={12/2, A1/2, A5/2}. The two last subspaces are
ordered according to a;, a, and a3 = a; + a,. Notice
that in such representation S, are symmetric matrices and
A, are antisymmetric matrices.
With such ordering the CP-reflection matrix is
(7L 0 68
()
Thus, we see that the application of the automorphism
separates G into an odd part f, and an even part {,, which
constitutes a subalgebra [29]. The condition for
CP-invariance of the term containing A in Eq. (57) is
then the existence of a group element g such that
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cond. 1: nR(g)AR(g™")n = R(g)AR(g™"),  (69)

where R(g) = R(U) is an element in the adjoint represen-
tation of SU(N) (49). Equation (69) is equivalent, in this
representation, to the statement: exists a R(U) in the ad-
joint representation of SU(N), such that RART is block
diagonal p X p superior and g X ¢ inferior. Thus full
diagonalization is not necessary.

Now suppose a g satisfying cond. 1 exists [30]. We can
write Eq. (57) in the basis defined by one representative g,
V(A) = MyAy + AgpA} + MIA!L + 2A0 AA] + ALAIAY,

(70)

where M} = R(g);M; and Aj; = R(g);;A¢;. The neces-
sary conditions for V(A) to be CP invariant are

cond. 2a: M} = —n;;M}; (71)

cond. 2b: A}, = —nijA{)j. (72)

Of course, there can be more than one distinct coset
satisfying cond. 1, and, then, conditions (71) and (72)
have to be checked for all these cosets. If for every coset
satisfying cond. 1, there is no coset satisfying cond. 2a and
cond. 2b, then the potential is CP violating. Otherwise, g
satisfying conds. 1, 2a and 2b defines a CP-basis and the
potential is CP invariant.

Let us analyze further the conds. 1,2a and 2b. To do that,
we denote by V =R?~ G the adjoint representation
space, isomorphic to the algebra vector space. The auto-
morphism i separates the space V into two subspaces V =
V,®V,, one odd (V,) and one even (V,) under the auto-
morphism:

fveV

nv=-—y, P

nv=v, ifveV, (73)

They correspond, respectively, to t, and t,, subspaces of
G = t, ® 1, The correspondence between G and V is
given by Eq. (A26). With this notation, considering the
matrix A is a linear transformation over V,conds. 1,2.a and
2.b imply that there should be two subspaces V), and V; of
V = V), @ V, invariant by A and both M and A, should be
in V,’,. Moreover, the two subspaces should be connected to
V, and V, by a group transformation, i.., V}, = R(g)V,
and V) = R(g)V, for some g in G.

The explicit search for the matrices satisfying conds. 1,
2.a and 2.b is a difficult task. We can seek, instead, invari-
ant conditions based on group invariants, analogously with
what was done to the N = 2 case. For that purpose, it will
be shown in the following that generalized pseudoscalar
invariants [31], analogous to the true pseudoscalars (23),
can still be constructed with respect do SU(N) and any
such quantity should be zero for a CP-invariant potential.

The generalized pseudoscalar is defined as a trilinear
totally antisymmetric function of vectors in the adjoint,

036003-8

118



CP VIOLATION CONDITIONS IN N-HIGGS-DOUBLET ...
defined by
I(Vy, V2, V3) = fi01,02,03;. (74)

We keep the same notation as in Eq. (23), noticing that
Eq. (74) corresponds to a more general case. We can also
define the analogous of the vector product in three dimen-
sions, as

(Vi AV2); = fijv1va (75)
From Eq. (A3) and A] = —7;;A; we see that

FijkMiaMjp e = faver (76)

which means ¢ indeed represents an automorphism in the
algebra. However, the CP-reflection of Eq. (63) acts with
the opposite sign compared to the automorphism .
Therefore, the quantity in Eq. (74) is invariant by
SU(N)y transformations but changes sign under a CP
transformation, i.e., a CP-reflection. Thus we see the tri-
linear function (74) behaves as a pseudoscalar under a
CP-reflection. Such property means that any pseudoscalar
of the form Eq. (74), constructed with the parameters of a
CP-invariant potential V(A) should be zero.

The pseudoscalar invariants of lowest order, constructed
with {M, A, A}, are of the same form as in Eqs. (24). We
will see, however, that the vanishing of these quantities
may not guarantee the CP-invariance of V(A). Let us
exploit further the properties of the CP-reflection (63).
For that end, it is known that an additional trilinear scalar,
which is totally symmetric, can be defined for N > 2 as

J(V1, Vo, V3) = djj3v1003, (77
as well as a “symmetric” vector product
(Vi VV2); = djv vy (78)

The coefficient d;j is the totally symmetric rank-3 tensor
of SU(N) defined by Eq. (A5). The behavior of the scalar J
(77) is opposite to the scalar I (74), since it changes sign
under the contragradient automorphism, as can be seen by
Eq. (A6), and remain invariant under a CP-type reflection.
Using the two trilinear invariants I and J, the following
relations can be obtained for any V), = R(g)V,, and V, =
R(g)V,:
(V) V), V) =0, 1V, vi,v,) =0,

J(Ve Vo Vo) =0, J(V), V), Vg) = 0.

(79)

These relations can be proved by noting that they are
invariant under transformations in G and it can be eval-
uated with the corresponding vectors in the original sub-
spaces V, and V,. Using Eqs. (76) (for d;j the opposite
sign is valid) and (73), the invariants in Eq. (79) are equal
to their opposites, which imply they are null. For example,
ik 1iV2V3 = fijkMiaMjb MikcV1aV2bV3c =

—fijkv1iv2v = 0for vy, vy, vy in V.. (The relations (79)
can also be proved by using the explicit representations for
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fij and d;j, appendix B.) Moreover, the relations in
Eq. (79) imply

V,’, A V,’, - le, V; A V", - V,’,, V,’, A V,’I - V(’,,
(80)
and
VI’,VVQCVI’,, V;VV,’JCVL’I, V(’JVV"]CVL,
(81)

since the choice of vectors in each subspace is arbitrary and
the two subspaces are disjoint and covers the whole vector
space V. The first relation in Eq. (79) confirms that if
conds. 1,2.a and 2.b are satisfied, all / invariants are indeed
null.

Let us now analyze cond. 1. If cond. 1 is true, A should
have two invariant subspaces V), and V; connected to V,
and V, by the same group element. Since A is real and
symmetric, it can be diagonalized by SO(d) transforma-
tions with real eigenvalues. The d orthonormal eigenvec-
tors of 1~\, denoted by ¢/, i = 1,2,..., d, form a basis for V
(if A is degenerate, find orthogonal vectors in the degen-
erate subspace). Any set of eigenvectors spans an invariant
subspace of A. g of them should span a subspace con-
nected to V, while the remaining p eigenvectors should
span the orthogonal complementary subspace connected to
V,. There is a criterion to check if a given vector v is in
some V[]. For ¢ vectors, additional criteria exist to check if
they form a vector space and if they are closed under the
algebra G. These criteria follow from the fact that V,, is
isomorphic to t, which forms a subspace of the (i times)
N X N real antisymmetric matrices. Any antisymmetric
matrix M has Tr[M?*1] = 0. The converse is true in the
sense that for M Hermitian, Tr[M?*1] = 0 for all 2k +
1 = N imply M can be conjugated by SU(N) to an anti-
symmetric matrix, i.e., in fq. (See appendix C for the
proof.)

Therefore, v belongs to a V"] if, and only if,

FT(v- N ] =Ty (v, .. v) =0,

(82)
forall 2k +1 = N.
We have introduced the n-linear symmetric function
TV, Vo v,) = FET:')Z---i”UliIUZiz’ oo Uniyp (83)

which depends on the rank-n totally symmetric tensor

|1
T, = Hgi T Aoy Aotiy) - - Aoip} R =2,
(84)

where o denotes permutations among n elements and the
sum runs over all possible permutations. The tensor in
Eq. (84) are the tensors used to construct the r Casimir

036003-9

119



C.C. NISHI

invariants of any representation of SU(N) [32]. In particu-
lar, Ff;,)( =d;jxand J3 = J.

For two vectors v; and v,, each one satisfying Eq. (82),
the linear combination ¢,v; + ¢,v, is also in some Vj, if,

and only if,
% Tr[(clvl At [SAL A)2k+l] = O,
for all 2k + 1 < N.

(85)

In general,

1
ETI[(CIV] N+ CHVy * )\)"]

n

m
= Z C71C37’11Jn(vl, Vi,.., V|, Vg, o0, V2). (86)
n —_—

m=0
m n—m
Since the coefficients c¢; and ¢, are arbitrary, Eq. (85),
requires

Jszr](V],...,Vl,Vz,...,Vz)=0 (87)

for 2k + 1 = N and all combinations of v; and v,.

The generalization for a set of ¢ normalized eigenvec-
tors of /~\, labeled as e’pH, i=1,...,q,1is straightforward.
They form a ¢-dimensional vector space V if, and only if,
each vector satisfy Eq. (82) and any combination of m < ¢
vectors satisfy Eq. (87). To guarantee that they are closed
under the algebra G, compute the I invariants using any
two vectors in V(’/ and one vector in V;,, as in the second
relation of Eq. (79): they should all be null. This conditions
attest that the vector space V/, is g-dimensional and forms a
subalgebra of G. That the subalgebra isomorphic to V; is
semisimple and compact can be checked by Cartan’s cri-
terion: the Cartan metric, as in Eq. (A4), have to be positive
definite [29]. It remains to be checked if V[] is indeed
connected to V, by a group element.

At this point, we can see an example for which the
vanishing of the /-invariants (24) [generalized to N > 2
using Eq. (74)] does not guarantee the CP-invariance of
the potential: If M and A are orthogonal eigenvectors of
/~\, all I-invariants are null, but nothing can be said about A
satisfying cond. 1. Even if a V; can be found using the
procedure above, if it contains at least one of M or A, the
potential is CP violating.

For N = 3, the problem of finding the necessary and
sufficient conditions for CP-invariance can be completely
solved. In this case, the only nontrivial symmetric function
is the J invariant in Eq. (77). The numerology is d = 8§,
r=2,q=3and p =5 and thus, V[I is three dimensional.
It can be proved [33] that any three dimensional subalgebra
is either conjugated to the SU(2) subalgebra spanned by
{A1/2, A2/2, A3/2} or to the real SO(3) subalgebra spanned
by {A,/2, A7/2, A5/2}, in Gell-Mann’s notation. If three
eigenvectors eg, e, ey of A satisfy conditions (82) and
(87), an additional condition to distinguish between the
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two equidimensional subalgebras is to use [33]
li(el, e, el) =L (88)

which is satisfied only if the subalgebra is conjugate to
SO(3). For the subalgebra conjugate to SU(2) the value for
Eq. (88) is unity. This fact can be understood by observing
that {1,/2, A;/2, As/2} are half of the usual generators of
SO(3) in the defining representation, giving for the struc-
ture  constants restricted to the  subalgebra,
1(e)pehipeliy) = &1 1, jok = 1,2, 3, after choosing
appropriately the ordering for those three vectors. In addi-
tion, if cond. 1 is true, an appropriate basis for the V(A) can
be chosen to be the one with ¢ X ¢ inferior block of A
diagonal. Such choice is possible because when A is block
diagonal p X p and g X ¢, a transformation in SO(3) C
SU(3) can still make the inferior block diagonal. For N > 3
that procedure is no longer guaranteed since the g X ¢
blocks is transformed by the adjoint representation of
SO(N), which differs from the defining representation
(see appendix B).

Once the vector space V; is found, when such space is
unique up to multiplication by the subgroup SO(3), the
vectors M and A should be in the orthogonal subspace V),
ie., M- e’p+i =0and A;- e;m- =(0forali=1,2, 3.
Otherwise the potential V(A) is CP-violating.

Conditions for spontaneous CP violation

Let us briefly analyze the conditions for spontaneous
CP-violation for a potential V(&) (56) that is CP-invariant
before EWSB.

The analysis can be performed in complete analogy with
Sec. II. The minimization equation in this case are identical
to Eq. (34), after replacing the matrices o, by the corre-
sponding A, in Eq. (47). The same replacement applies to
the first member of Eq. (35). The conditions (38) and (39)
in the CP-basis are replaced by

()" =(D), (89)
A = _77ij</-\j>- (90)

A suitable generalization of parametrization (33) for N > 2
can be defined as
v
(D) 7
where ey = (0,0,...,0,1)T €CV, e, =(0,1)7 is the
SU(2); breaking direction and U, is a SU(N)y transfor-
mation. The parametrization (91) is justified because any
vector z = (5, 2, ..., zy) | in CV can be transformed by a
SU(N) transformation into 7' = (0,0,...,1z])T [32]. If
Eq. (89) is true U, is real and belongs to the real subgroup
SO(N).
In a general basis, it is necessary that {(A;)} € V', i.e.,
the vector corresponding to the VEV have to be in the same

subspace as M and A, which is true if {(A)} - e;m- =0,

(Uyey) ® ey, o1
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/

i=1,...,q,for{e,, } spanning the subspace V; invariant

by A. For N = 3, such conditions are sufficient to guaran-
tee that V(® + (®)) is also CP-invariant.

IV. CONCLUSIONS AND DISCUSSIONS

The NHDMs are simple extensions of the SM for which
the presence of a horizontal space allows the possibility of
“rotating” the basis in such space without modifying the
physical content of the theory, e.g., CP symmetry or
asymmetry. For N similar SM Higgs-doublets, which are
complex, the relevant reparametrization transformations
form a SU(N) group. Restricted to the scalar potential
sector, due to the rather restricted bilinear form of the
minimal gauge invariants, the NHDM potential can be
written in terms of the adjoint representation of SU(N).
The CP-type transformations act as “reflections’, the
CP-reflections, on the parameters written as vectors and
tensors of the adjoint. Therefore, the scalar potential of the
NHDMs are CP-invariant if, and only if, one can find a
CP-reflection that leaves the potential invariant. In addi-
tion, the analysis in the adjoint representation was shown to
be much easier to carry out than the tensor analysis based
on the fundamental and antifundamental representations.
Of course if other representations that can not be written in
terms of the adjoint are present, the analysis invariably
would require the fundamental representations. For ex-
ample, to extend this analysis to the Yukawa sector of the
NHDMs, the fundamental representation is necessary
there.

For N = 2, with the fortunate coincidence of the adjoint
of SU(2) being the rotation group in three dimensions, the
full analysis is facilitated by the possible geometrical
description. All the necessary and sufficient conditions
for CP violation can be formulated for the 2HDM scalar
potential sector. Those conditions can be formulated in
terms of basis invariants which coincided with previously
found ones [14], except for proportionality constants. (A
comparison between the invariants in Refs. [14,16] is given
in Ref. [15].) For CP-invariant potentials, this method also
enabled us to find the explicit CP transformation in any
basis and the procedure to reach the real basis. For
CP-violating potentials, the canonical form of Eq. (20)
still defines a standard form, besides the physical Higgs-
basis [12,20], to compare among the various 2HDMs: two
2HDM potentials are physically equivalent if they have the
same form in the canonical CP-basis. (For convention, use
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For N = 3, the necessary and sufficient conditions for
CP-violation can still be formulated in a systematic way.
However, these conditions may possibly be reduced to
fewer and more strict conditions. Such reduction requires
a more detailed study of the relation between the invariants
(24)-(27) and the described procedure to check the CP
symmetry or asymmetry. In case the potential is
CP-invariant, the explicit procedure to reach a real basis
(among infinitely many) is also lacking in this context and
for N > 3 as well.

For N > 3, necessary conditions for CP-invariance in
the NHDM potential can be found but whether those con-
ditions are sufficient or can be supplemented to be suffi-
cient is an open question. The answer lies in the
classification and perhaps parametrization of the orbital
structure of the adjoint representation of the SU(N) group.
In any case, if a result similar to N = 3 can be found, i.e., if
any SO(N) subalgebra of the SU(N) algebra is conjugated
to the real SO(N) subalgebra, the problem is practically
solved.

Another possible approach would be the study of the
automorphism properties of the irreducible representations
(irreps) of SU(N) contained in A that are larger than the
adjoint. For example, A for N = 3 contains a component
transforming under the adjoint representation (see Table I
in appendix D and E). For this component it always exists a
transformation capable of transforming it to satisfy
Eq. (69). For higher dimensional irreps a detailed study
is not known to the author.

To conclude, the method presented here illustrates that
using the adjoint representation as the minimal nontrivial
representation can have substantial advantage over the
fundamental representation treatmens to handle the free-
dom of change of basis within a large horizontal space.
Inherent to that was the notion of CP-type transformations
as automorphisms in the group of horizontal transforma-
tions. Such notion was useful to distinguish the CP invari-
ance/violation (explicit/spontaneous) properties of the
theory and to construct the CP-odd basis invariants.
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only if the fourth term is CP violating, i.e., if I (25) is not 3 8 270801 36
. . L0 4 15 8402001501 120

null; otherwise, the potential has soft CP violation through 5 2 2000750 24 ® 1 300

the third term or it is CP symmetric. From Eq. (37), wesee ¢ 35 40561890356 1 630

the spontaneous CP violation only occurs softly. -
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APPENDIX A: NOTATION AND CONVENTIONS

We use for the fundamental representation of SU(N) the
N X N traceless Hermitian matrices {F,,} = {% A,} normal-
ized as

The number of generators is d = dimSU(N) = N> — 1.
The matrices A, are generalizations of the Gell-Mann
matrices for SU(3) [28].

The compact semisimple Lie algebra is defined by

[F;, Fj] = if i Fy

which is satisfied for any representation D(F,). By using
the convention of Eq. (A1), we have the relation
2 1
fije = A Ti[F, F;]F ] = pE Tr{[A; A I (A3)

i

(A2)

The Cartan metric in the adjoint representation reads

d
Z fajefnjx = Nép.

=

(A4)

In the enveloping algebra implicit in the fundamental
representation, we have also
1

The coefficients d;j; are totally symmetric under exchange

of indices and they are familiar for SU(3) [28]. These

coefficients can be obtained from the fundamental repre-
sentation

dijk = ZTI'[{F,-, F}Fk] = iTl'[{/\i, )l}}/\.k], (A6)
and obey the property
d 2
N-—4
Z dyjedpjp = ——— O qp- (A7)
Jik=1 N

Taking the trace of Eq. (AS) we obtain the value of the

second order Casimir invariant
|

h=1 a,a,..., a,
h=2 a1+a2,a2+a3,..
h=3

al+a2+...+a

r

The height 4 is the sum of the expansion coefficients of the
positive roots in terms of the simple roots. Only the sum of
neighbor simple roots are also roots.

al+a2+a3,a2+a3+a4,..
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d

D (F) =GP,

i=1

(A8)

where C,(F) = ﬁ The second order Casimir invariant for
the adjoint representation is already given by Eq. (A4)
which implies C,(ad) = N.

1. The fundamental representation for SU(N)

We show here a explicit choice of matrices for the
fundamental representation of SU(N) in the Cartan-Weyl
basis. With certain choice of phases and cocycles implicit,
such choice coincides with the Gell-Mann type matrices
(except for a factor one-half).

The SU(N) algebra § is the algebra of the Hermitian and
traceless N X N matrices. This is the defining and a fun-
damental (and minimal) representation. An orthogonal
basis for this algebra can be chosen to be the d matrices

1
hy = ———diag(1, =k, 0,...,0),  k=1,....r,
JEF D)
(A9)
S,J=%(e,-j+ej,), i<j=1...,N, (A10)
1 ..
Aij=5(e,-j—ej,-), l<]=1,...,N, (All)

where r= N — 1, and ejj denotes the canonical basis
defined by (e;;);; = 8;6,;. Each type of matrices spans
the algebra subspaces {i;} ~ t,, {S;;} ~ fq and {A;;} ~ 1,
in Eq. (65) and the normalization satisfies Eq. (A1). If we
associate (i, /)= (i, i+ 1)~ a; [i=1,...,r], (i,j) =
(i+t2)eali=1...,r=1,....(LN) < a, we
obtain the correspondence S;; = S, and A;; < A ,; q =
(d —r)/2 = N(N — 1)/2 is the number of positive roots of
the algebra denoted by «, used for labeling S, and A,,.
The first r roots are the simple roots. All positive roots can
be written as combinations of the simple roots. Since
SU(N) is a simply laced algebra [27], the positive roots
are given, in terms of the simple roots,

Lo, ta,

Lo,y ta, ta,

(A12)

The roots live in an Euclidean r-dimensional space and
explicit coordinates can be obtained from the matrices
(A9)—(A11), and the relation
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[ Eq] = ()4 Eq. (A13)

Using £, = e;;41, the simple roots a;, which are normal-
ized as («;, ;) = 1, have coordinates

(@) = (hy)i — (hk)i+l,i+l-

The weight system of the fundamental representation
have highest weight A;, which is just the first primitive
weight defined by 2(A;, a;)/(aj, @) = 8,5, 0, j = 1,..., 7.
The r + 1 weights of this representation can be obtained by
subtracting positive roots from the highest weight:

~(10...0)
~(=110...0)
~(0-110...0) (A15)

(A14)

Mo =X
p=A
My =A —ap— @

~0...0-1).

lu“r=)‘l_al_”._ar

The last column corresponds to the weights in Dynkin basis
[271 w, ~ (nyny...n,), which are the expansion coeffi-
cients in terms of the primitive weights u, = Y7_, n;A;.
These r + 1 = N weights can label all the states, which are
not degenerate in this case.

The matrices (A9) represents the Cartan subalgebra, and
in the Cartan-Weyl basis they are diagonal. The diagonal
elements are just the components of the weights in
Eq. (AlS), i.e,,

b = (plhilp') = diag(po, gy, -, e (A16)
2. fijx and d; ;. tensors

By using Egs. (A3) and (A6) and the properties of the
fundamental representation described in the preceding
subsection, we can deduce some general features of the
rank-3 tensors f;; and d;j with the ordering defined by
Eq. (65). Firstly, we define

fFy Fiy F) = fije (A17)

d(F;, Fj, Fy) = d;jy. (A18)
Then, the following properties can be proved,
flhyhy F) =0, flh; Soy Sp) =0,
flhy, Aq, -’Aﬂ) =0, flh;, Ay, 33) = _(01)1'504;,
f(hi, Sop Ap) = (@);84p. (A19)
The zeros above can be obtained from the general relations
[t, t,]Ct, [t,t,]1CH, [t,1,] Ct, (A20)
and
[t.t]1=0 [t.t,]CH,

[t.f,1Ct, (A21)

and the fact that the trace of the product of two elements of
distinct subspaces is null (orthogonality). The properties
(A20) are easily seen in the fundamental representation by
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the symmetric character of the elements of f,, the anti-
symmetric character of the elements of t,, and the proper-
ties of a commutator [4, B]T = —[AT, BT].

For illustration, we will show how to obtain the non-null
elements of Eq. (A19), knowing the properties of the
fundamental representation in the Cartan-Weyl basis. The
procedure is as follows,

b R S5) = Sl AcJSgln)

= _z(a)iZ<M|SaSﬁ|M>

1
- E(a)iZO'LlEaE—ﬁ + E_,Eglw)
m

— @by STO — )+ B + )]

(A22)

where

1, is a weight,
8(u) = ( s a welg (A23)

0, wis not a weight.

In addition, we have used Egs. (66), (67), and (A13) and
(MIE_ E ) = 8(u + ). We can see from Eq. (A15)
that the last sum of Eq. (A22) gives 2 for any positive root
« since there are always one positive root connecting two
weights.

For d;j, the fundamental representation is essential
since we can not use the Lie algebra properties. Some
properties are

d(hi, h], Sa) = d(hi, h
d(l’li, Sa,, ‘A,B) = 0
d(h;, Say Sp) = 8p Y (W)i[8(n — @) + 8(u + a)]
M

A, =0

Jr

d(l’ll‘, ./,4.0(, Aﬁ) = d(hi, SD{’ Sﬁ)

d(hj, hy, by) = 4Z(M)i(ﬂ)j(#)k- (A24)
w

Basis independent properties can be extracted by defining a
symmetric algebra [32,33] in the space of the N X N trace-
less Hermitian matrices. Such space will be denoted by
M, (N, C), and it is isomorphic to a R? vector space. Given
x,y € M, (N, C), the symmetric algebra is defined as

1 1
xVvy=z{uy- N Trlxy] (A25)
Obviously x V'y € M, (N, C). The tilde in x means

/F =X'A= )CI'A[,

(A26)

where x lives in R, in the adjoint representation space. In
terms of the vectors x and y in the adjoint, the symmetric
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algebra (A25) can be written

xVy=(xXVy) -\ (A27)
where the V in the right-hand side of Eq. (A27) is the
product defined on the adjoint vectors, Eq. (78). We use the
same symbol for both of the products.

From the symmetric and antisymmetric nature of the
elements of t » and fq, respectively, we can conclude that

t,vt,Ct, t,vi, Ct, t,vi, Ct,
(A28)
Then, the equality d;; = 2Ti{F;, F;}F,] =4Ti(F; Vv
F;F] yields
dt, t,t,)=0 dt, t,t,) =0 (A29)

The results above are invariant if the positions of any pair
are interchanged. For particular elements of G, we also
have d(F,F,F;) =0, for F;=8, and F;=h,.
However, any element F in fq does not satisfy d(F, F, F) =
0, differently of t,. Thus t, forms a subspace (and sub-
algebra) of G but not i/.

APPENDIX B: BRANCHING OF ADJ SU(N) WITH
RESPECT TO REAL SO(N)

The separation of the SU(N) algebra in t, and t,, as in
Eq. (65), naturally induces two representations of the
SO(N) subalgebra generated by t, = {A,}.

One of them is just the adjoint of SO(N) carried by the
real antisymmetric N X N matrices spanned by {i A ,}, for
which the subgroup action is

ew"ﬂ”(aﬂl..ﬂ.ﬂ)eiia“ﬂ“ = iﬂaDl(ew"A)aBaﬂ. (Bl)

The representation D; is just the lower ¢ X g block of the
adjoint representation of exp(6,D(iA,)) of SU(N) with
the ordering (65). This is an irrep of dimension g =
N(N — 1)/2.

The other representation is carried by the real N X N
symmetric traceless matrices spanned by t, = {h;, S,}.
The subgroup action is given by

e P (aih; + bgSgle e Re = (b Sa)Dz(efﬁ'ﬂ)( Ifi )
B

(B2)

The representation D5 is just the upper p X p block matrix
in the adjoint representation exp(6,D(iA,)) of SU(N)
whose dimension is p=N(N+1)/2—-1 and it is
irreducible.

APPENDIX C: PROPERTIES OF MATRICES
SIMILAR TO ANTISYMMETRIC MATRICES

The following proposition will be proved: For any com-
plex or real n X n diagonalizable [34] matrix X,

PHYSICAL REVIEW D 74, 036003 (2006)

Tr[X**1]=0 forall2m+1=<n (Cl)

imply X is similar to an antisymmetric matrix A =
UXU™'. The converse is trivial since the trace of a matrix
is equal to the trace of the transpose.

For the proof, we need the characteristic equation [33]

det(X — A1) = (—1)'@" - Z 7,‘,(X)A”"} (C2)
k=1

where
y1(X) = TiX], (€3)
Y2(X) = 3 TilX* =y, (0X], (C4)
Y3(X) = 3THX* — v, (X)X = y,(X)X], (C5)
(Co)
n—1

Yu(X) =— Tr[xn - Z il X”"} (C7)

The same coefficients enter in the matricial equation
i X)Xk =, (C8)

for which X° = 1, is implicit.
If Eq. (C1) is satisfied, all odd coefficients y,;,1(X) = 0
and the characteristic equation reads

det(X — AL) = (=1)'[A" = y,(X)A" 2 = y,(X)A"~*
— X))

If n even we rewrite n = 2m and Eq. (C9) yields

(€9)
det(X — A1) = (A?)" — Z Y X)Wk = F(A%).

(C10)
If n odd we rewrite n = 2m + 1 and Eq. (C9) yields

Zm@AW‘}
k=1
(C11)

det(X — Al) = A[

= —AfR),

For both Eqgs. (C10) and (C11), f(A?) is a polynomial in A2
of order m and it has, including degeneracies, m (complex)
roots A%, i = 1,2, ..., m. Then

) = -

i=1

ﬁA LA+ 1), (C12)

i=1

which implies that for each eigenvalue A; of X an opposite
eigenvalue —A; exists (both might be zero), except for a
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unique additional zero eigenvalue when 7 is odd, as can be
seen from Eq. (C11).

The existence of opposite eigenvalues guarantees the
existence of a similarity transformation U, that leads X
to the diagonal form

diag(A103, /\20’3,...,Am0'3) forn="2m,

diag()t10'3, /\.20'3, ey )\m0'3, 0) forn=2m+ 1.
(C13)

|

U XU;! ={

U,U, XU 'U; !

{

When X is Hermitian, U, can be unitary and the eigenval-
ues A; are real. For X in the SU(N) algebra, condition (C1)
is necessary and sufficient for X to be in the orbit of an
element in .

APPENDIX D: THE DECOMPOSITION OF (d ® d)g
OF SU(N)

In the last term of Eq. (57), A transforms under the (de
d)g representation of SU(N)y. Such representation is re-
ducible. Though, unlike the N = 2 case, it has more than
two components, as shown in the Table [ for N =2, ..., 6.
(It can be proved that the number of components are at
most four.) Table I shows the branchings of the direct
product representation d ® d for the symmetric part de-
noted by the subscript S [27]; the last column shows the
dimension of the representation space of (d ® d)g, which is
just the space of the real symmetric d X d matrices.

APPENDIX E: REAL SYMMETRIC ADJOINT
REPRESENTATION IN (d & d)

We know the adjoint representation for a Lie group can
be obtained from the vector space spanned by the algebra
itself in any representation. In particular, any compact
semisimple Lie algebra can be represented by the d X d
real antisymmetric matrices given by the structure con-
stants I(T,)J[\ = fijk'

diag(/\la'z, )\20’2, ..
diag()\la'z, )120'2, ..

PHYSICAL REVIEW D 74, 036003 (2006)

Then, one can use the matrix

1, ®e o17/4 for n = 2m,
= . 14
vs diag(1,, ® e 174 0) forn =2m + 1, (C14)
to transform Eq. (C13) into antisymmetric form

o A,0,)  forn=2m, (C15)

o A0y, 0) forn=2m+ L

[

In contrast, there is also a d X d real symmetric repre-
sentation spanned by the real symmetric matrices {d;}
given by

(di)jk = dijkr

which is the rank-3 totally symmetric tensor from Eq. (A6).
That {d,} represents the SU(N) in the adjoint represen-
tation can be seen by

[T;, d;] = ifdy

Equation (E2) can be proved by using Eqs. (A3) and (A6)
and the completeness relation of Eq. (52). Moreover

(ED)

(E2)

N
—d,

dijijTk = - )

(E3)
Thus, for N = 3, the component in the adjoint of the

tensor A can be extracted as
Alad

= A"yq, (E4)

where, from Eq. (A7),

@ N ~ . N x
Al —mTr[Adi]_]vzi_dijkAjk' (ES)

4

This is a practical way of extracting the symmetric adjoint
representation of (d ® d)s.
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Soft CP violation in K-meson systems
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We consider a model with soft CP violation which accommodates the CP violation in the neutral kaons
even if we assume that the Cabibbo-Kobayashi-Maskawa mixing matrix is real and the sources of CP
violation are three complex vacuum expectation values and a trilinear coupling in the scalar potential. We
show that for some reasonable values of the masses and other parameters the model allows us to explain
all the observed CP violation processes in the K?-K° system.

DOI: 10.1103/PhysRevD.73.016003

I. INTRODUCTION

Until some time ago, the only physical system in which
the violation of the CP symmetry was observed was the
neutral kaon system [1]. Besides, only the indirect CP
violation described by the € parameter was measured in
that system. Only recently has clear evidence for direct CP
violation parametrized by the €’ parameter been observed
in laboratory [2]. Moreover, the CP violation in the
B-mesons system has been finally observed as well [3]. It
is in fact very impressive that all of these observations are
accommodated by the electroweak standard model with a
complex Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) mixing
matrix [4,5] when QCD effects are also included. In the
context of that model, the only way to introduce CP
violation is throughout its hard violation due to complex
Yukawa couplings, which imply a surviving phase in the
charged current coupled to the vector boson W= in the
quark sector. In the neutral kaon system, despite the CKM
phase being O(1), the breakdown of that symmetry is
naturally small because its effect involves the three quark
families at the one loop level [6]. This is not the case of the
B mesons where the three families are involved even at the
tree level and the CP violating asymmetries are O(1) [7].

Notwithstanding, if new physics does exist at the TeV
scale it may imply new sources of CP violation. In this
context the question if the CKM matrix is complex be-
comes nontrivial since at least part of the CP violation may
come from the new physics sector [8]. For instance, even in
the context of a model with SU(2), ® U(1)y gauge sym-
metry, we may have spontaneous CP violation through the
complex vacuum expectation values (VEVs). This is the
case of the two Higgs doublets extension of the standard
model if we do not impose the suppression of flavor-
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“Electronic address: vicente @ift.unesp.br
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changing neutral currents (FCNCs), as in Ref. [9]. The
CP violation may also arise throughout the exchange of
charged scalars if there are at least three doublets and no
FCNCs [10]. Truly soft CP violation may also arise
throughout a complex dimensional coupling constant in
the scalar potential and with no CKM phase [11]. In fact,
all these mechanisms can be at work in multi-Higgs ex-
tensions of the standard model [12]. Hence, in the absence
of a general principle, all possible sources of CP violation
must be considered in a given model. However, it is always
interesting to see the potentialities of a given source to
explain by itself all the present experimental data. This is
not a trivial issue since, for instance, CP violation medi-
ated by Higgs scalars in models without flavor changing
neutral currents have been almost ruled out even by old
data [13-17].

Among the interesting extensions of the standard model
there are the models based on the SU(3)- ® SU(3), ®
U(1)y gauge symmetry called 3-3-1 models for short
[18—20]. These models have shown to be very predictive
not only because of the relation with the generation prob-
lem, some representation content of these models allows
three and only three families when the cancellation of
anomalies and asymptotic freedom are used; they also
give some insight about the observed value of the weak
mixing angle [21]. The 3-3-1 models are also interesting
context in which new theoretical ideas as extra dimensions
[22] and the little Higgs mechanism can be implemented
[23].

In the minimal 3-3-1 model [ 18] both mechanisms of CP
violation, hard [24] and spontaneous [25] have already
been considered. In this paper we analyze soft CP violation
in the framework of the 3-3-1 model of Ref. [19] in which
only three triplets are needed for breaking the gauge sym-
metry appropriately and give mass to all fermions.
Although it has been shown that in this model pure sponta-
neous CP violation is not possible [25], we can still imple-
ment soft CP violation if, besides the three scalar VEVs, a
trilinear parameter in the scalar potential is allowed to be
complex. In this case a physical phase survives violating

© 2006 The American Physical Society
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the CP symmetry. This mechanism was developed in
Ref. [26] but there a detailed analysis of the CP observ-
ables in both kaons and B-mesons was not given. Here we
will show that all the CP violating parameters in the
neutral kaon system can be explained through this mecha-
nism, leaving the case of the B-mesons for a forthcoming
paper.

The outline of this paper is as follows. In Sec. II we
briefly review the model of Ref. [26] in which we will
study a mechanism for soft CP violation. In Sec. III we
review the usual parametrization of the CP violating pa-
rameters of the neutral kaon system, € and €/, establishing
what is in fact being calculated in the context of the present
model. In Sec. IV we calculate €, and in Sec. V we do the
same for €', The possible values for those parameters in the
context of our model are considered in Sec. VI, while our
conclusions are in the last section. In the appendix we write
some integrals appearing in box and penguin diagrams.

II. THE MODEL

Here we are mainly concerned with the doubly charged
scalar and its Yukawa interactions with quarks since this is
the only sector in which the soft CP violation arises in this
model [26]. The interaction with the doubly charged vector
boson will be considered when needed (Sec. V). As ex-
pected, there is only a doubly charged would be Goldstone
boson, G**, and a physical doubly charged scalar, Y,

defined by
ptt =i |vﬂl —|vX|e_i‘9X Gt M
Y N\ fv, et v, v+ )

where N = (Jv,|* + IvXIE)l/z; the mass square of the Y+
field is given by

A( 1 1 ag
. = A _+_>——(|u P+ 1w, @)
Y NG |UX|2 |Up|2 7 Vo P

where we have defined A = Re(fv,v,v,) with f a com-
plex parameter in the trilinear term npy of the scalar
potential and ag is the coupling of the quartic term (yT p) X
(p' y) in the scalar potential. For details and notation see
Ref. [26]. Notice that since |v, | > [v,|, itis p*™* which is
almost Y+,

In Ref. [26] it was shown that all CP violation effects
arise from the singly and/or doubly charged scalar-exotic
quark interactions. Notwithstanding, the CP violation in
the singly charged scalar is avoided by assuming the total
leptonic number L (or B + L, see below) conservation and,
in this case, only two phases survive after the redefinition
of the phases of all fermion fields in the model: a phase of
the trilinear coupling constant f and the phase of a vacuum
expectation value, say v,. Among these phases, actually
only one survives because of the constraint equation
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Im (fv,v,v,) =0, 3)

which implies 6, = —6;.

Let us briefly recall the representation content of the
model [26] with a little modification in the notation. In the
quark  sector we have Q. = (dju, )T ~
(3’ 3$’ _1/3)! = l) 2 Q3L = (Ll3, d3’ J){ -~ (3: 3: 2/3)’
U~ 3,1,2/3), Dop ~ (3,1, —1/3),a = 1,2,3, jir ~
(3,1, —4/3) and J; ~ (3,1,5/3), and the Yukawa interac-
tions are written as:

-L= ZQ_I'L(Fiap*UaR + FiaDar’) + O30 (F3,Uar
ia

+ F3aDaRp) + ZAilnmjlnRX*

im

+ 0305, Jgx + Hec, )

where all couplings in the matrices F, F, and A’s are in
principle complex. Although the fields in Eq. (4) are sym-
metry eigenstates we have omitted a particular notation.
Here we will assume that all the Yukawa couplings in
Eq. (4) are real in such a way that we may be able to test
to what extension only the phase ¢, can describe the CP
violation parameters in the neutral kaon system, € and €.

In order to diagonalize the mass matrices coming from
Eq. (4), we introduce real and orthogonal left- and right-
handed mixing matrices defined as

_ — (hd
U’L(R) - OZ(R) ULy D/L(R) - @L(R)DL(R)’ ©)

with U = (u, ¢, )7 etc.; the primed fields denote symmetry
eigenstates and the unprimed ones mass eigenstates, being
the Cabibbo-Kobayashi-Maskawa matrix defined as
VCKM = @ZT@g

In terms of the mass eigenstates the Lagrangian interac-
tion involving exotic quarks, the known quarks, and doubly
charged scalars is given by [26]:

d
—Ly= \/Ej[e_w)(—lvxl —Ma R — e+i0"_|vp| - i|
N |Up| N |U/\/|

X (09)34d, Y™ + hec., (6)

where N is the same parameter appearing in Eq. (1), i.e.,
N = (lv;| + |v§(|)1/2 and now, unlike Eq. (4), all fields are
mass eigenstates, L = (1 — ys)/2, R = (1 + y5)/2, with
my; = )\3|vX|/\/§. In writing the first term of Eq. (6) we
have used F3, = v2(0¢M?O%)3,/|v, |, where M? is the
diagonal mass matrix in the d-quark sector and we have
omitted the summation symbol in « so that d, = d, s, b.
The Eq. (6) contains all CP violation in the quark sector
once we have assumed that all the Yukawa couplings are
real. Unlike in multi-Higgs extensions of the standard
model [9-17] there is no Cabibbo suppression since in
this model only one quark, J, contributes in the internal
line, i.e., we have the replacement u, ¢, 1, — J.
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Notice that in Eq. (6) the suppression of the mixing
angle in the sector of the doubly charged scalars [see
Eq. (1)] has been written explicitly. We will use as illus-
trative values |v,| = 246 GeV and |v,| = 1 TeV. In this
situation the CP violation in the neutral kaon system will
impose constraints only upon the masses m,, my, and, in
principle, on my, the mass of the doubly charged vector
boson. Although @) has free parameters since the masses
m;, , are not known, the exotic quarks j; 5 do not play any
role in the CP violation phenomena of K mesons.

We should mention that it was implicit in the model of
Ref. [26] the conservation of the quantum number B + L
defined in Refs. [19,20]. Only in this circumstance (or by
introducing appropriately a Z, symmetry) we can avoid
terms like €(V,; )V, n and (1,1 )°Eyg, where ¥, [ and
Egr denote the left-handed lepton triplet, and the usual
right-handed components for usual and exotic leptons.
These interactions imply mixing among the left- and
right-handed components of the usual charged leptons
with the exotic ones [27]. The quartic term y'npfy in
the scalar potential which would imply CP violation
throughout the single charged scalar exchange is also
avoided by imposing the B + L conservation. In fact, this
model has the interesting feature that when a Z, symmetry
is imposed, the Peccei-Quinn U(1), the total lepton num-
ber, and the baryon number are all automatic symmetries of
the classic Lagrangian [28].

III. CP VIOLATION IN THE NEUTRAL KAONS

First of all let us say that in the present model there are
tree level contributions to the mass difference AMy =
2RCM12 (Where M12 = <K0|.'}'[e“-|120>/2m1(). This is be-
cause the existence of the flavor changing neutral currents
in the model in both the scalar sector and in the couplings
with the Z°. The H"'s contributions to AMy have been
considered in Ref. [25]. For my ~ 150 GeV the constraint
coming from the experimental value of AMj implies
(09)44(09) 4, =< 0.01. There are also tree-level contribu-
tions to AM coming from the Z' exchange which were
considered in Ref. [18,29]. However, since there are 520
diagrams contributing to AM, we will use in this work the
experimental value for this parameter. In this vain a priori
there is no constraints on the matrix elements of O¢.

The definition for the relevant parameters in the neutral
kaon system is the usual one [30-33]:

o ¢/02700%7/2) ReA, [ImA,  ImA,
V2 ReA, [ReAz ReAO} o
e™4rImA,  ImM,,
NG [ReAO AMy }

We shall use the AT = 1/2 rule for the nonleptonic decays
which implies that ReA,/ReA, =~ 22.2 and that the phase
0, — 8y = — T is determined by hadronic parameters fol-
lowing Ref. [34] and it is, therefore, model independent.
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The e parameter has been extensively measured and its
value is reported to be [33]

|€expl = (2.284 £ 0.014) X 107, @®

More recently, the experimental status for the €'/e ratio
has stressed the clear evidence for a nonzero value and,
therefore, the existence of direct CP violation. The present
world average (wa) is [33]

l€'/€lye = (1.67 £0.26) X 1073, ©)

where the relative phase between € and €' is negligible
[35]. These values of |€| and |€// €| imply

|eby,| = 3.8 X 1076 (10)
On the other hand, we can approximate
1 Iliz
lel ~ — : 11a
V2 | AMg (1)
1 ImA

le/| = — 0 (11b)

22.24/2 | Re4

In the prediction of €' /€, ReAy and AM are taken from
experiments, whereas ImA, and ImM;, are computed
quantities [36]. The experimental values used in this
work are ReA; =33X1077 GeV and AMy =
3.5X 1075 GeV.

Let us finally consider the condition with which we will
calculate the parameters € and €. The main AS = 1 con-
tribution for the € parameter comes from the gluonic
penguin diagram in Fig. 1 that exchanges a doubly charged
scalar. The electroweak penguin is suppressed as in the SM
and will not be considered. On the other hand the AS = 2
and CP violating parameter € has only contributions com-
ing from box diagrams involving two doubly charged
scalars Y** [see Fig. 2(a)] and box diagrams involving
one doubly charged scalar and one vector boson U** [see
Fig. 2(b)]. The relevant vertices for the calculations are

/ N
/ \

/ \

FIG. 1. Dominant CP violating penguin diagram contributing
to the decay K° — .
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u
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FIG. 2. (a) One of the box diagrams responsible for the transition K" — K that involves the exchange of two doubly charged scalars
Y**. (b) One of the box diagrams responsible for the transition K® — K that involves the exchange of a doubly charged scalar Y+

and a doubly charged vector boson U**.

given in Eq. (6) and we will use the unitary gauge in our
calculations. In other renormalizable R, gauges we must to
take into account the would be Goldstone contributions and
notice that, according to Eq. (1), the component of y** ~
O(1)G**.

The hadronic matrix elements will be taken from litera-
ture and whenever possible we also take, for the reasons we
expose at the beginning of this section, from the experi-
mental data or as free parameters. One of the features of
this model is that there is no GIM mechanism since the
only CP violation source comes from the vertices involv-
ing a d-type quark, an exotic quark, and a single doubly
charged scalar.

IV. DIRECT CP VIOLATION

The dominant contributions to the € parameter come
from the penguin diagram showed in Fig. 1 [32,37]. The
part of the Lagrangian that takes into account this ampli-
tude is obtained from Eq. (6) and the corresponding imagi-
nary effective interaction is given by

8s
167 N?

- m—"R)d}wa

mg

A
ImL, = Cdsmx|:50"”7”(L

1
X E[h(x) — xh'(x)]sin26, (12)
where we have defined Cyy = (0F)3,(04)s;, and G, in
the context of the effective interactions is just Gy, =
9,G% — 0,G%, x = my/mj and the function h(x) is given
in the appendix, and the prime denotes first derivative.

Neglecting the 7y, Z contributions, i.e., the amplitudes
with I = 2, and using the values for the other parameters
given above, Eq. (11b) leads to

, 13
1 GeV (13)

where we have used ReA, = 3.3 X 1077GeV !, with,

ol = V3185 %5 |01 = (0

We can write |€/| as follows:

l€'| .
e = CyA(x) sin26),, (15)
exp
gS mS mS
A =G5 M |p Msp
=V T |7 7,
1 9.6 X 10*
X | =(h(x) — xh! - 16
S () =il (0) |7 (16)
where we have defined the matrix elements
/\a
P, = (ma(l = 0)|<§0’“’L7d>GZV|KO>,
(7

Aa
Py = (mm(l = 0)|<§0””R7d>GZV|K°>.

Using the bag model (BM) it has been obtained that
P, = —0.5GeV? [15]. The other term in Eq. (14) with the
matrix element Py is negligible [even if |Pg| = O(|P.])]

1 \ T T T T T 1
\\
\
08 | 0.8
\
\
\
\\
06 F \ 106
& <
s a
~ =
04 04 ”
0.2 2 ,"’/ 402
C',/,;,/ - -
820y e T
0 Il 1 1 1 1 0
0.5 1 15 2 25 3

=~ logyg 22t
FIG. 3. Using Eq. (28) and (29) we studied the x-dependence
of Cf,_Y (left scale) and sin26,, (right scale) on z, respectively, with

7 defined by 107% = my/m; = /x. We have used P; =

1672 N2 (1/2)P,(BM) and B, — 3B, (VI), where BM indicates the value
of P, in the bag model, and VI means the vacuum insertion value
X | P — @pR sin26.. (14) of B,. We have also used N = 0.7 TeV and my/m; = 1. Notice
s X that sin26 v does not depend on N.
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since it has a m, factor. We will also use the following
values: mg = 498 MeV, my/m; = 1/20, m; = 120MeV,
and @, = 0.2. The function |h(x) — xh'(x)| has its maxi-
mum equal to one at x =0. Both P, and P, matrix
elements can be considered as free parameters, for instance
in Fig. 3 we use P; = (1/2)P;(BM). Of course, there is
also a solution if we use the bag model value of P;.

V. INDIRECT CP VIOLATION

The contributing diagrams for the € parameter are of two
types, one with the exchange of two ¥ ** and the other with
|

Cds ZmK
(4m)? N? N?

X [Sgo(x) + %xg(’](x)} <L -

ImL!Y =

Mg

s

where g¢(x) is given in the appendix.

{[“f#[(m)z - —g(sm [ Jeutor -

PHYSICAL REVIEW D 73, 016003 (2006)

one U'" and one Y**. They are shown in the Figs. 2(a)
and 2(b), respectively. The imaginary part for this class of
diagrams has been derived in Refs. [16,17]. The Higgs
scalar-quark interaction is given in Eq. (6) and the gauge
boson-quark Lagrangian interaction is

~ 8 105y Ld U + He.  (18)

£W= \/i

The contributions to the effective Lagrangian of dia-
grams like that shown in Fig. 2(a) are given by

|Up| . — g — md
W] sm20)(({sy"Llaﬂds<L - m—jR)d}

>16 dsy'“Ld[gO( x) + %xg{)(x)])}, (19)

On the other hand, the contributions to the effective Lagrangian of diagrams like that shown in Fig. 2(b) are given by

ImLYY =

C: 2mi m? (g N2>sm20

(4m)?> N*> N? 2 4m3) mgm3

+ Ey,,Liaﬂdiy”y’(L - ER)dEz(x, V) + [E(L - %R)igﬂd(i'y“Ld) + iyﬂLiEHcﬁ(L
A 5

- [ia M[w‘ y”(L - %R)d}iy,,Ld +i0,(5y, Ld)Fy* y”(L

S

{[sy/‘y (L - Z—jR)igﬂd](EyVLd)El(x,y)

: %R)d]&(x, )

§

- Z—j)d]&(x, y)

- (ia,{&(L - @R>d}§y”Ld + iaﬂ(iy”Ldﬁ(L - %R)d)&(x, y)}, (20)

g

where y = m?,/m? and the functions E, 5345 are defined in the appendix.
Taking into account both contributions in Egs. (19) and (20) and using

Im(K°| L(0)|K”)

Iliz y (21)
me
we obtain
Cr m% f% my\"2(5 . m> 5
ImM, = — (47‘71_‘)2 N—’; 2—}\2(1 + E) {6 sm40X< ? (x) sm20 [12<5g0(x) 2g6(x)>
1 1 /mg + my\2 3, 2 N? 2, 2 (mg+ my\2
|1 (") (000 + 3 |+ 6 5 mzex[3<El<x,y> e
1 m,+ m
X[Eiey) + Eeyl + g5 1= () |t + B | 2
K

Thus, we can calculate |€| from Eq. (11a) using fx =
the vacuum insertion (VI) approximation, and obtained:

161.8 MeV and AMy = 3.5 X 10715 GeV [33]. We have used
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= (K°ISL(R)dP|K®) =

(K57 RIL)AFIK) =

(K°|5y*Ld5L(id,)d|K’) = —
(K°|sy*Ld(~id,)SLd|K") =

(K°|(=id,)5y,Ldsy"uy"Ld|K’) =

We have verified that the main contribution to the box
diagrams in Egs. (19) comes from the matrix element
denoted by B;. Thus, in order not to be restricted to the
VI approximation, B; can be considered a free parameter
and, for instance in Fig. 3, we have used B, = 3B, (VI),
but there is also a solution using the VI value of B;.

VL FITTING THE EXPERIMENTAL VALUES

12m3(K°|5RdsLd|K®) =

PHYSICAL REVIEW D 73, 016003 (2006)

_5 m‘}<f?(

meK 1

2 (m, + my
5 mgmifi
6 (m, + my)*’
1 msm‘}(f%(
3 (m, + my)?

2 mgmyfr
3 (m, +my)?

(23)

T2kl

{
Next we use the constraints

él(cds! X 0)() €(Cdsr X Y 0)()

!
€exp

=1L @70

€exp

Notice that the above conditions are the strongest since we
are not considering the experimental error.
After some algebraic manipulations the constraints in

Eqgs. (27) imply

In order to compare the prediction of the model with the 2 = D*(x) =1 (28)
experimental data for the CP violation in the neutral kaon ds D (x) — Zle) b(-"lv;-")A(x) ’
system we use Eqs. (13)—(17) for |€/| and rewrite Eq. (22) A 0
for |e| as and |
Cys Sind,, = —, (29)
le] , (x)
l€cxy] = Cde(x)( sin4f, — b(x, y) sin26 ) (24) " where we have defined 1 20
2) = AW 3
where P Ax) B(x) o
with A(x) defined in Eq. (16), and B(x) and b(x, y) were
2 B defined in Egs. (25) and (26) , respectively.
B(x) = b mk Sk V2my (1 + m_d) ’ It is interesting to note that
(47| €expl N* 2N AM m; . N o
1 > =
. (1 mg’)ggo( | Carsint), = = 0.072 (1 . V) 31
’?STeV . where we have used the value of the parameters as dis-
~ 1.34 X ( ) golx) (25)  cussed below Eq. (17).
We have study numerically Eq. (28) and (29) and veri-
fied that they are sensible to the values of the matrix
elements P; in Eq. (17) and B, defined in Eq. (23).
6 mi\-1 1 [lv,| (5 3, The curves in Fig. 3 are curves of compatibility with
b(x.) =§<1 - W) e {4|v |{ﬁ[5g0(x) - Exgo(x)} experimental data according to the constraints in Eq. (27).
' The dashed curve shows all the allowed values for sin26,
,[ (m +mg ) }[ go(x) + % xgh( x)” while the continue curve shows the allowed values for Cy
3 2 as a function of x. However, these values are not indepen-
8> N 2 2 (mg +my\? dent from one another if we want to satisfy both constraints
B 74—{ [E 2(6y) + Egfxy )} 3 (m—K> at the same time. The compatibility with the experimental
| A2 data is obtained by drawing a vertical line for a given value
[ (x,y) + Ey(x, y)} [1 —( s d) ] of z. For instance using z = 2 (i.e., m; = 100my) we found
12 my sin20, =~ 0.15 and C3 =06, for z=1 we obtain
X (Es(x,y) + Es(x, y))H (26) Sin20, ~ 0.25 and Cj; ~ 0.3. Notice that from Fig. 3 we
see that we have solution in the range 2.5 < 6, =< 22.5 .
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VII. CONCLUSIONS AND DISCUSSIONS

The study showed that the 3-3-1 model considered here
can account for the direct and indirect CP violation present
in the K — K system for sensible values of the unknown
parameters. Within the approximations used, N < 1TeV
there are infinitely many possible values for Cy,, 6, and
m3/m7 allowed by the experimental data. Although they
are not all independent and the constraint |C | < 1 implies
a very small upper bound for the ratio m3/m3. Such bound
becomes smaller as N becomes greater. Thus very large
values of N leads to unrealistically small values of the
ratio. Notice also that the constraints used in Eq. (27) are
very strong. However, weaker constraints arise if a detailed
analysis which take into account the experimental error in
both € and €’ is done. Of course, it is clear that in this case
there will exist a solution as well.

The model implies also some contributions to the neu-
tron electric dipole moment (EDM) as in Ref. [26]

d, =49 X IO_ZZ[ZGM((O%)M((OZ)H sinﬁx} ecm,

(33)

and we see that a value compatible with the experimental
bound of [38]

ld,| <63%10"% ecm (90%CL), (34

is obtained for practically any value of the phase 6,, if
ZaGal(@%)la(@Z)ll ~ 10_5. The EDM of the Charged
leptons also produces results compatible with the experi-
mental limit for a large range of the parameters of the
model. In addition this model allows magnetic dipole mo-
ments for massive neutrinos in the range 1073-10"" up
almost independently of the neutrino mass [39], which is
near the experimental upper limit for the electron neutrino
magnetic moment [40]

te < 1071 15(90%CL). (35)

Moreover, as in the standard model the lepton charge
asymmetry in the K3 decay, §;, which has the experimen-
tal value (the weighted average of 8(u) and &(e) [33])
8, = (3.27 + 0.12) X 1073, is also automatically fitted in
the present model because [|A(K®— 7 ety,)| =
|A(K® — 7te™p,)| is still valid.

Recent analysis on CP violation indicates that the phase
of the CKM matrix, which is O(1), is the dominant con-
tribution to the CP violation in both K and B mesons so,
new phases coming from physics beyond the standard
model must be small perturbations. The CKM mechanism
is also at work in the present model but we switch it off in
order to study the possibilities of the extra phase of the
model. Concerning the K meson and EDM for elementary
particles it seems that the model does well. Presently we
are working out the case of B decays; if the model is not
able to fit these data it implies that CKM phase must be
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switched on. It is still possible that new phases may be at
work if decays based on b — s gluonic dominated transi-
tion really need new physics [7]. Either way, the extra
phase in the model could be important for other CP viola-
tion parameters like the EDM or if new CP violation
observables in B-mesons will not be fitted by the CMK
mechanism.

Finally, some remarks concerning the masses of the
extra particles in 3-3-1 models. First, let us consider the
7' vector boson it contributes to the AMy at the tree level
so that there is a constraint over the quantity [41,42]

My

(000D 3 (36)
which must be of the order of 107 to have compatibility

with the measured AM . This can be achieved with M, ~
4 TeV if we assume a Fritzsch-structure (f)iij = \m;/m;

or, since there is no a priori reason for O¢ having the
Fritzsch-structure, it is possible that the product of the
mixing angles saturates the value 104 [41], in this case
7' can have a mass near the electroweak scale. However, in
3-3-1 models there are flavor-changing neutral currents in
the scalar sector implying new contributions to AMg
which are of the form
M
) 3l'd —Z 37

(0F) 43 35((9R)ﬁs My (37
that involve the mass of the scalar My, the unknown matrix
elements (9%, and also the Yukawa coupling I, so their
contributions to AMg can have opposite sing relative to
that of the Z' contribution. This calculation has not been
done in literature, where only the latter contribution has
been taken into account [41,42]. The model has also dou-
bly charged scalars that are important in the present CP
violating mechanism. The lower limit for the mass of
doubly charged scalars is a little bit above 100 GeV [43].
Concerning the doubly charged vector boson, if they have
masses above 500 GeV they can be found (if they really do
exist) by measuring left-right asymmetries in lepton-lepton
scattering [44]. Fermion pair production at LEP, and lepton
flavor violating of the charged leptons suggest a low bound
of 750 GeV for the U™~ mass [45]. In eTe™, ey, yy
colliders the detection of bileptons with masses between
500 GeV and 1 TeV [46] is favored, while if their masses
are of the order of = | TeV they could be also observed at
hadron colliders like LHC [47]. Muonium-antimuonium
transitions would imply a lower bound of 850 GeV on the
masses of the doubly charged gauge bileptons, U™~ [48].
However, this bound depends on assumptions on the mix-
ing matrix in the lepton charged currents coupled to U™~
and also it does not take into account that there are in the
model doubly charged scalar bileptons which also contrib-
ute to that transition [49]. The muonium fine structure only
implies my;/g > 215 GeV assuming only the vector bilep-
ton contributions [50]. Concerning the exotic quark
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masses, there is no lower limit for their masses but if they
are in the range of 200—600 GeV they may be discovered
at the LHC [51]. A search for free stable color triplets
quarks has been carried out in a p p collider at an energy of
1.8 GeV, excluding these particles in the range 50-
139 GeV, 50-116 GeV, and 50-140 GeV for the electric
charges of +1, 2/3, and 4/3, respectively [52]. We can
conclude that the masses for the extra degrees of freedom
which distinguish 3-3-1 models with respect to the stan-
dard model may be accessible at the energies of the col-
liders of the next generations.
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APPENDIX: INTEGRALS

1 2 2
golx,y) = — ( al Inx — A Iny
x—yl\x—1 y—1

1 1
- + Al
x—1 y—l:| (Al

(x,y) ! [ Y Y

Ly)=-———\| ——xln-———

R N I el
1 1

_x—1+yTl] (A2)
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. 2 x+1
golx) = limgo (i, ¥ == e T Inx (A3)

X 1
h(x) = G Inx + T
(Ad)
() = 2-2x+(1+x)Inx
(x— 1) ’

5 1 5
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Neutrino oscillations are treated from the point of view of relativistic first quantized theories and
compared to second quantized treatments. Within first quantized theories, general oscillation probabilities
can be found for Dirac fermions and charged spin O bosons. A clear modification in the oscillation
formulas can be obtained and its origin is elucidated and confirmed to be inevitable from completeness
and causality requirements. The left-handed nature of created and detected neutrinos can also be
implemented in the first quantized Dirac theory in the presence of mixing; the probability loss due to
the changing of initially left-handed neutrinos to the undetected right-handed neutrinos can be obtained in
analytic form. Concerning second quantized approaches, it is shown in a calculation using virtual neutrino
propagation that both neutrinos and antineutrinos may also contribute as intermediate particles. The sign
of the contributing neutrino energy may have to be chosen explicitly without being automatic in the
formalism. At last, a simple second quantized description of the flavor oscillation phenomenon is devised.
In this description there is no interference terms between positive and negative components, but it still
gives simple normalized oscillation probabilities. A new effect appearing in this context is an inevitable
but tiny violation of the initial flavor of neutrinos. The probability loss due to the conversion of left-

handed neutrinos to right-handed neutrinos is also presented.

DOI: 10.1103/PhysRevD.73.053013

I. INTRODUCTION

Compelling experimental evidence [1] has shown that
neutrinos undergo flavor oscillations in vacuum.
Consequently, this fact requires massive neutrinos with
mixing. These ingredients are not present in the standard
model of elementary particles. For this reason, on the one
hand, neutrino oscillations can provide a direct window to
probe physics beyond the standard model [2]. On the other
hand, some theoretical studies of mixing in the context of
quantum field theory (QFT) by Blasone and Vitiello (BV)
[3,4] show the mixing problem may be related to more
fundamental issues such as unitarily inequivalent represen-
tations and the vacuum structure, and its study is theoreti-
cally interesting for its own sake.

Nevertheless, the simpler plane-wave quantum me-
chanical descriptions [5,6] seemed to be in accordance,
in certain realistic limits, with more refined descriptions,
including various ingredients, such as localization aspects
[7-9], flavor current densities [10], influence of creation
and detection processes [11,12], time-dependent perturba-
tion theory [13], and intermediate neutrinos with path
integrals [14]. Moreover, many treatments within the
QFT framework were also proposed [15-21], aiming to
solve the various unclear aspects of the quantum mechan-
ics of neutrino oscillations [10,13].

It has been known for a long time that the coherence
necessary for neutrino oscillations depends crucially
on localization aspects of the particles involved in the
production of neutrinos [7]. This point of view can be
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supported by QFT arguments [19] as well. It raises then
the question of how the coherent superposition of
mass eigenstate neutrinos, which is called a “flavor”
eigenstate, is created [20]. One way that became custom-
ary to avoid the ambiguities involving the question on
how neutrinos are created and detected is to use an external
(E) wave packet (WP) approach [17], in contrast to
an intermediate (I) WP approach. According to Ref. [17],
the IWP treatments are the simpler first quantized
ones treating the propagation of neutrinos as free localized
wave packets. In contrast, EWP approaches consider
localized wave packets for the sources and detection
particles while the neutrinos were considered inter-
mediate virtual particles. The central issue distinguish-
ing the general IWP and EWP approaches is: Despite
its direct unobservability, is the intermediate neutrino a
real (on-shell) particle propagating freely? If the answer
is affirmative, the IWP approaches would be a good
approximation of the oscillation phenomena.

On the other hand, another classification scheme can be
used to classify the various existing treatments considering
a more physical criterion irrespective of the use of WPs.
Consider the descriptions of neutrino oscillations that
(A) include explicitly the interactions responsible for the
mixing and (B) those that only treat the propagation of
neutrinos, i.e., . the mixing is an ad hoc ingredient. A more
subtle aspect in between would be the (explicit or phenom-
enologically modeled) consideration of the production
(and detection) process(es). In general, the TWP ap-
proaches are of type (B). The EWP approaches are of
type (A). The BV approach, although in the QFT formal-
ism, is of type (B) since mixing is introduced without

© 2006 The American Physical Society
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explicitly including the interaction responsible for it. The
type (B) approaches have the virtue that they can be for-
mulated in a way in which total oscillation probability in
time is always conserved and normalized to one [3,9]. This
feature will be present in all first quantized approaches
treated here (Secs. II and III and in a second quantized
version (Sec. IVA). If different observables are considered,
or a modeling of the details of the production and detection
processes is attempted, further normalization is necessary
[4,8,12]. In such cases, the oscillating observable might
differ from the oscillation probability. On the other hand,
type (A) approaches tend to be more realistic and can
account for the production and detection processes giving
experimentally observable oscillation probabilities [21].
Of course, they are essential to the investigation of how
neutrinos are produced and detected [11,20]. We are not
directly interested in these matters here.

Considering first quantized type (B) approaches, some
recent works treating the flavor oscillation for spin one-half
particles [22,23] have already found additional oscillatorial
effects compared to usual oscillation formulas with WPs
[8,9]. These effects are investigated and it is shown in
Sec. II how these additional oscillatorial behaviors, which
have characteristic frequencies much greater than usual
oscillation frequencies, come from the interference be-
tween positive and negative frequency components of the
initial WP. It can be understood as a consequence of the
impossibility to simultaneously exclude all negative en-
ergy contributions of the initial spinorial wave function
with respect to bases characterized by different masses.
Moreover, these rapid oscillations are always present, in-
dependently of the initial WP, if a well-defined flavor is
attributed to the initial WP.

To make clear the origin of the additional oscillatory
contributions, we calculate, in Sec. III, the oscillation for-
mula for a charged spin 0 particle in the Sakata-Taketani
Hamiltonian formalism [24], which is equivalent to the
Klein-Gordon scalar wave equation. (The explicit analysis
with the mixed Klein-Gordon equation is made in
Ref. [25], paying special attention to the relativistic initial
value problem.) The oscillation formula in this case also
possesses the additional interference terms between posi-
tive and negative frequency parts, very similar to the one
obtained in the spin 1/2 case. From this example we will
see that these interference terms are inevitable from a
relativistic classical field theory perspective where covari-
ance and causality is required. It is not specially associated
to the spin degree of freedom.

Another particular ingredient of neutrino oscillations
can be included naturally within Dirac theory: the left-
handedness of neutrinos created and detected through
weak interactions. This fact, for a Dirac neutrino [26],
implies an additional probability loss due to conversion
of left-handed neutrinos into right-handed neutrinos, which
is possible because chirality is no longer a constant of

PHYSICAL REVIEW D 73, 053013 (2006)

motion for massive Dirac particles [27]. Although pre-
vious calculations [23] have shown an approximate con-
tribution to this effect, we calculate in Sec. II A the com-
plete effect.

Concerning type (A) approaches, specifically the EWP
description, we are interested to analyze further the propa-
gation of intermediate virtual neutrinos. The framework
where the investigations on first quantized approaches are
made here is based on the calculation of the evolution
kernels for free theories in presence of mixing. This en-
ables us to deduce general oscillation probabilities in
which there is explicit decoupling from the oscillating
part (where all the oscillation information rests) and the
initial wave packet. Another advantage of doing the calcu-
lations this way is that it resembles the propagator methods
in covariant perturbation theory, which EWP approaches
are based on. The free evolution kernel for fermions have a
close relationship with the Feynman propagator used in
QFT. What is common to both is that both particle and
antiparticle parts contribute to the evolution or propaga-
tion. The necessity of the negative frequency part in the
free evolution kernel is required from completeness and
causality arguments but it also leads to the interference of
positive and negative frequencies in flavor oscillation,
treated in Secs. II and III. Then the question also arises
in EWP approaches: Are there contributions from both
particles and antiparticles in the propagation of virtual neu-
trinos? In a simple microscopic scattering process, this
question is meaningless since virtual particles are usually
off-shell particles and must naturally have both contribu-
tions. However, in EWP approaches the neutrinos propa-
gate through macroscopic distances and, indeed, it can be
shown [19,20] that the virtual neutrinos are on-shell parti-
cles. There is no discussion, though, about the possibility
of neutrino and antineutrino contributions to the process;
both can be on-shell. This investigation is carried on in
Sec. IV calculating explicitly the amplitude of production/
propagation/detection process in an EWP approach.

As a last task, we develop a simple, type (B), second
quantized description of flavor oscillation in Sec. IVA
using the free second quantized spin 1/2 fermionic theory
in the presence of mixing. This treatment has some sim-
ilarities with the BV formalism but it does not require the
introduction of flavor Fock spaces and Bogoliubov trans-
formations. It means that the Fock space considered will be
the one spanned by the mass eigenstates. Within this
formalism it will be shown that the additional rapid oscil-
lation contributions calculated through first quantized ap-
proaches do not survive the second quantization since only
superpositions of particles (antiparticles) are used as initial
neutrino (antineutrino) flavor states. Moreover, this prop-
erty is not satisfied in the BV approach because the BV
flavor states are mixtures of particle and antiparticle com-
ponents; this is the ingredient responsible for a different
oscillation probability [3].

053013-2
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II. FLAVOR OSCILLATION FOR DIRAC
FERMIONS

It is well known that the Dirac equation can give a
significantly good description of a Dirac fermion if its
inherent localization is much bigger than its Compton
wavelength; usually this is associated with weak external
fields. For example, the spectrum for the hydrogen atom
can be obtained with the relativistic corrections included
(fine structure) [28], page 72. One of the terms responsible
for fine structure, the Darwin term, can be interpreted as
coming from the interference between positive and nega-
tive frequency parts (zitterbewegung) of the hydrogen ei-
genfunction in Dirac theory compared to the nonrelativistic
theory [24]. On the other hand, a situation where the theory
fails to give a satisfactory physical description is exempli-
fied by the Klein paradox [28], page 62: The transmission
coefficient for an electron moving towards a step barrier
becomes negative for certain barrier heights, exactly when
the localization of the electron wave function inside the
barrier is comparable with its Compton wavelength.

Bearing in mind that first quantized approaches may fail
under certain conditions, we will treat in this section the
flavor oscillation problem using the free Dirac theory in the
presence of two families mixing. The extension to treat
three families of neutrinos is straightforward. A matricial
notation will be used throughout the article for the first
quantized approaches to express the mixing.

In matricial notation the mixing relation between flavor
wave functions W (x) = (i, (x), ¢, (x)) and mass wave
functions W} (x) = (] (x), ¥1(x)) is

sinf
cosf

cosf

\I,f(x) = U\Pm(x) = (_ siné

Joto.
Each mass wave function is defined as a four-component
spinorial function #,(x, 1), n = 1, 2 that satisfies the free

Dirac equation |

29 ,—iHPt
—7 —
KD[ =U ,HD,U 1 cos-fe 1h 4+
® ¢ — cosf sinf(e

The conversion probability is then
Py, — v,11) = f dx W (x, 0K ()P, KP()W,(x,0)

- f At @)(KD)T KD, (p, 1, (p), (10)

satisfying the initial condition ‘I’}(x, 0) = (l//Ie(x, 0),0).
Such an initial condition implies, in terms of mass eigen-
functions, ¢, (x, 0) = ¢,(x, 0) = ¢, (x), as a requirement
to obtain an initial wave function with definite flavor [9].
The function J/,,e (p) denotes the inverse Fourier transform
of i, (x) [see Egs. (Al) and (A2)].

Before obtaining the conversion probability for Dirac
fermions, let us replace the spinorial functions i,(x) by

05

—iHPt
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d
i&lﬂn(x, 1) = H,(x, 1), n=12, )
where the free Hamiltonian is the usual
HP = —ia -V + Bm,, n=12 3)

We will work in the flavor diagonal basis. This choice
defines the flavor basis vectors simply as

pr=(0, =01 @
while the flavor projectors are obviously
P, = Pali ®)

a

Actually, as an abuse of notation, the equivalence U ~ U ®
1, is implicit, as well as P, ~ P, ® 1; the symbol 1,
refers to the identity matrix in spinorial space.

The total Hamiltonian governing the dynamics of ¥,,, is
HP = diag(HP, HD). From the considerations above,
W,(x, 1) satisfy the equation

.0 = [P
The solution to the equation above can be written in terms
of a flavor evolution operator K? as

= fd3x’KD(x = x';)¥(x,0), 7

where

&*p

KD ot ip-(X7x’).
)y (p; 1)e

K2 = [ ®)
We can calculate KP(f) in any representation (momentum
or position) as

[

spinless one-component wave functions ¢,(x) in the flavor
wave function \I’}(x) = (¢, (x), ?, (x)) and mass wave
function W], (x) = (¢,(x), @,(x)). We also replace the
Dirac Hamiltonian in momentum space H2(p) (3) by the

relativistic energy E,(p) = /p> + m2. Inserting these re-
placements into Eq. (10) we can recover the usual oscil-
lation probability [9,23]

. D _ D _:gD
Sln20€ iHy't iHyt iH; t)

—int)

— cosf sinf(e —e
. _ ;gD _;yb
sin?fe ! + cos?fe Mt

9

1m—e

Py, — v,:1) = fdxm;qff(x, 2

= /deK

~ [ dpP(p. )13, ()P,

S
e

(p, )&, (p)I*

(11)
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where W(x,0)" = (¢, (x)7,0), K5,(p.1)=(K5)y =
— sinf cosf(e Er®) — o ~iE2@)1) apd

P (p, 1) = sin?20sin?(AE(p)t/2) (12)

is just the standard oscillation formula. The conversion
probability (11) in this case is then the standard oscillation
probability smeared out by the initial momentum distribu-
tion. If the substitution |@, (p)|* — &°(p — py) is made,
the standard oscillation formula is recovered: It corre-
sponds to the plane-wave limit.

After we have checked the standard oscillation formula
can be recovered for spinless particles restricted to positive
energies in the plane-wave limit, we can return to the case
of Dirac fermions. We can obtain explicitly the terms of the
mixed evolution kernel (9) by using the property of the
Dirac Hamiltonian in momentum space H2® = E2(p)1p.
which leads

(Kpe) 'K pe(p, 1) = P(p, 01 — f(P)]1p
+ sin?20f(p)sin(Et)1 p, (13)

where

1 2+
[1 - m} (14)

fo) =5 EE,

and P(p, 1) is the standard conversion probability function
(12). A unique implication of Eq. (13), which is propor-
tional to the identity matrix in spinorial space, is that the
conversion probability (10) does not depend on the spino-
rial structure of the initial flavor wave function but only on
its momentum density as

Plv—v,:1) = f dp{P(p. )1 — £(p)]

+sin220f(p)sin2(EN}, (p)d,, (p). (15)

(The tilde will denote the inverse Fourier transformed
function throughout this paper.) Furthermore, the modifi-
cations in Eq. (15) compared to the scalar conversion
probability (11) are exactly the same modifications found
in Refs. [22,23] after smearing out through a specific
Gaussian wave packet.

The conservation of total probability

Pv,—v,t)+ Py, —v;t)=1, (16)
is automatic in virtue of
Kot (p, DKD(p, 1) + K2J(p, KD (p, 1) = Lp,  (17)

and the survival and conversion probability for an initial
muon neutrino are identical to the probabilities for an
initial electron neutrino because of the relations

— gbt

K2E(p, KD, (p, 1) = Kol (p, DKD,(p, 1) (19)
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To explain the origin of the additional oscillatory terms
in Eq. (15) it is instructive to rewrite the free Dirac time
evolution operator, in momentum space, in the form

e*iH,‘,’t — eﬂ'E,,zAf+ + eiE,,tAnD_, (20)
where
1 HP
AP =_(1,+-" 21
2=l .

are the projector operators to positive ( + ) or negative ( —
) energy eigenstates of H?. By using the decomposition
above (20), we can analyze Kﬁe in Eq. (9), which contains
the terms

gDy D ; .y
ezHl lo iHDt — EIAE,A?+A?+ +e IAE)‘AID_AQ_

n giZE’AﬂA?, + g*iZE’A?,A%, (22)

plus its Hermitian conjugate. Since AP, A2 # 0, it can be
seen that the rapid oscillating terms come from the inter-
ference between, e.g., the positive frequencies of the
Hamiltonian HP and negative energies of the
Hamiltonian #?. One may think that by restricting the
initial wave function to contain only positive energy con-
tributions would eliminate the rapid oscillatory terms, as
zitterbewegung disappears for superpositions of solely
positive energy states in Dirac theory [28], but it does not
happen. The positive energy eigenfunctions with respect to
a basis characterized by a mass m; necessarily have non-
null components of negative energy with respect to another
basis characterized by m, (this point is illustrated in
Appendix B). Thus the rapid oscillatory contributions are
an inevitable consequence of this framework and it is
always present independently of the initial WP, if initially
a definite flavor is chosen. However, its influence, quanti-
fied by the function f(p) in Eq. (14), is negligible for
momentum distributions around ultrarelativistic values
[22]. These rapid oscillatory terms will also be found for
charged spin 0 particle oscillations in the next section, with
contributions slightly different from the ones obtained for
spin 1/2 particles.

A. Inclusion of left handedness

Until this point, we have been considering the oscillation
of general flavor “particle number” for general Dirac
neutrinos. However, due to the left-handed nature of
weak interactions only left-handed components are pro-
duced and detected. To incorporate this fact into, for ex-
ample, the conversion probability in Eq. (10), it is
sufficient to use initial left-handed WPs and replace the
kernel of Eq. (13) by the projected counterpart
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1
LK (p, LK, (p, )L = P (p, 1)L — Zsin226

mp . my . 2
X [— sinE;t — — sinE,t | L,
E, E,

(23)

where PP(p, 1) = K21 (p, KL, (p, 1) is the conversion
kernel of Eq. (13) and L = (1 — 75)/2 is the projector to
left chirality. The conservation of total probability (16) no
longer holds because there is a probability loss due to the
undetected right-handed component,

mp my . 2
—sinEjt—— smE21> L,

1
Dt .
LK2IRKE,(p,1)L= 151“220< L L.

(24)

where R = (1 + vy5)/2 is the projector to right chirality.
We can see that the probability loss (24) is proportional to
the ratio m2/E2 which is negligible for ultrarelativistic
neutrinos. The total probability loss for an initial left-
handed electron neutrino turning into right-handed neutri-
nos, irrespective of the final flavor, is given by the kernel

LKRIRKD, (p, )L + LKETRKD,(p, 1)L

2 2
= [00526?(%) sin?E; t + sin%(%) sianzt}L.
1 2

(25)

To obtain the unphysical complementary kernels respon-
sible for the conversion of right-handed component to
right-handed and left-handed components, it is enough to
make the substitution L < R in all formulas.

ITI. FLAVOR OSCILLATION FOR SPIN 0

The derivation of the usual conversion probability (11)
takes into account only the positive frequency contribu-
tions. The mass wave function used to obtain Eq. (11)
corresponds to the solutions of the wave equation

i)
i—

_ 2_|_ 2
3 V2 +mPo(x, 1), (26)

o(x,1) =
which is equivalent to the Dirac equation in the Foldy-
Wouthuysen representation [29], restricted to positive en-
ergies. The evolution kernel for this equation is not sat-
isfactory from the point of view of causality [30], page 18,
i.e., the kernel is not null for spacelike intervals. Moreover,
the eigenfunctions restricted to one sign of energy do not
form a complete set [24].

To recover a causal propagation in the spin 0 case, the
Klein-Gordon wave equation must be considered. In the
first quantized version, the spectrum of the solutions have
positive and negative energy as in the Dirac case. However,
to take advantage of the Hamiltonian formalism used so
far, it is more convenient to work in the Sakata-Taketani
(ST) Hamiltonian formalism [24] where each mass wave
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function is formed by two components,

_(ea(x1) _
q)”(x’t)_<)(,,(x,t)>’ =12 (@7

The components ¢ and y are combinations of the usual
scalar Klein-Gordon wave function ¢(x) and its time de-
rivative dy¢p(x). This is necessary since the Klein-Gordon
equation is a second order differential equation in time and
the knowledge of the function and its time derivative is
necessary to completely define the time evolution.

The time evolution in this formalism is governed by the
Hamiltonian [24]

2

Vv
HT = —(15 +it)) + m2, (28)
2m

n

which satisfies the condition (HST)? = (—=V? + m2)lgr,
like the Dirac Hamiltonian (3). The 7, represents the usual
Pauli matrices and gy is the identity matrix.

A charge density [31] can be defined as

q_)ncbn = (DITSCDn = |¢n|2 - |Xn|2r (29)

which is equivalent to the one found in Klein-Gordon
notation i¢p*d,¢. Needless to say, this density (29) is
only non-null for complex (charged) wave functions. The
charge density ®® is the equivalent of fermion probability
density /T4 in the Dirac case, although the former is not
positive definite as the latter. The adjoint ® = &t 75 were
defined to make explicit the (nonpositive definite) norm
structure of the conserved charge,

f dx®,(x, )®,(x, 1) = (®,, ®,) = time independent.
(30)

Consequently, the adjoint of any operator () can be defined
as O = r;Q1r;, satisfying (Q®, ®) = (&, QD). Within
this notation, the Hamiltonians of Eq. (28) are self-adjoint,
HST = HST, and the time invariance of Eq. (30) is assured.

We can assemble, as in the previous section, the mass
wave functions into W} = (®T, ®I) and the flavor wave
functions into \I’} = (P], CDIF), satisfying the mixing
relation W, = UW,,. The equivalence of U~ U® lgr
and of P, ~P, ® lgr is implicit without modification
in the notations. Then, the time evolution of ¥, can be
given through a time evolution operator K57 acting in the
same form as in Eq. (7). In complete analogy to the
calculations from Eq. (8)—(11), we can define the conver-
sion probability as

Plv, — v,:1) = f ax ¥, (x, 0)KST(OP, KST()W,(x, 0)

- / dp®,(p) KT KST(p, 0®,(p). (31

where W ;(x, 0)T = (®,(x)T, 0). The adjoint operation was
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also extended to W, = ‘I’}(]lg ® 73), where 1 is the iden-
tity in mixing space.

The information of time evolution, hence oscillation, is
all encoded in

KSTKST(p, 1) = P(p, 01 — f(up)]ls

+ sin?20 f(up)sin®(En) g,  (32)

where the function f(p) was already defined in Eq. (14)
and

2 my my

,ﬁ=%@+@) (33)

The factor u = 1 determines the difference with the Dirac
case in Eq. (13). The equality x = 1 holds when m; = m,,
i.e., when there is no oscillation.

IV. CONNECTION WITH QUANTUM FIELD
THEORY

The main improvement of the covariant approaches
developed in Secs. IT and IIT is that the propagation kernels
governed by Dirac and Sakata-Taketani Hamiltonians are
causal, i.e., are null for spacelike separations [see
Eqgs. (A18) and (A19) and Refs. [28,30,32]]. On the con-
trary, the kernel of spinless particles restricted only to
positive energies is not null for spacelike intervals [30].
From the point of view of relativistic classical field theo-
ries, a causal kernel guarantees, by the Cauchy theorem,
the causal connection between the wave function in two
spacelike surfaces at different times [32].

To compare the IWP and EWP approaches, it is useful to
rewrite the Dirac evolution kernel for a fermion of mass
m,,, present in Eq. (7), in the form [28], page 89,

K2 - Z[M" (030 D)3 03 )
+ v, p) 75 (v P) 170
= iS(x = y;m,)yo,
n=12, (34)
where (x —y)° =1, (x — y)' = (x — x/)’ when compared

to the notation of Eq. (7). The spinorial functions u, v, are
the free solutions of the Dirac equation and they are
explicitly defined in Appendix A. (More familiar forms
for the function § are also shown in Appendix A.) Clearly
the function iS(x — y;m,) = (O{s,(x), ¥, (y)}0) satisfies
the homogeneous Dirac equation with mass m,, (2) and it is
known to be null for spacelike intervals (x — y)> <0
[30,32].

In contrast, the Feynman propagator iSy(x — y) appears
in QFT. It is a Green function for the inhomogeneous Dirac
equation obeying particular boundary conditions. The
EWP approaches use this Green function for the propaga-
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tion of virtual neutrinos. To directly compare the Feynman
propagator to the kernel in Eq. (34), we can write iSy in the
form

iSp(x = y3my) = T, (x), §1,(»)]0)

-3 [on

- 'U,,(X; P)U

iy (y; p)8(xo — ¥o)

2 p)O( — xo)]. (35)

Although the function Sy is called causal propagator, it is
not null for spacelike intervals, and it naturally arises in
QFT when interactions are present and treated in a cova-
riant fashion. Equation (35) shows that the propagator Sg
describes positive energy states propagating forward in
time and negative energy states propagating backward in
time [28], page 91. At a first glance, both neutrino and
antineutrino parts of Eq. (35) seem to contribute to the
space-time integrations present in covariant perturbation
theory, as neutrino-antineutrino contributions in Eq. (34)
have led to Eq. (15).

In the following we will show in an EWP approach that
for large separations between production and detection
both neutrino and antineutrino parts may contribute as
intermediate neutrinos for certain situations.

We will follow the calculations made in Ref. [20], using,
instead of the scalar interaction, the effective charged-
current weak Lagrangian

GZ[I

ia=1

)Y LU givi(x)], (x)

+ () Up v Ll (0)J ] (x)] (36)

=L + L (37)

where G = +2G and J u 18 the sum of any effective
leptonic or hadronic current. The Lagrangian (36) is writ-
ten only in terms of physical mass eigenstate fields, which
coincides with flavor eigenstate fields only for the charged
leptons: [;(x) = e(x), L(x) = u(x),....

Suppose the process [20,33] where a charged lepton [,
hit a nucleus A turning it into another nucleus A’ with
emission of a neutrino (this process happens around x,).
Subsequently the neutrino travels a long distance and hit a
nucleus B which transforms into B’ emitting a lepton /4
(this process happens around xz). The whole process looks
like [, + A+ B— Iz + A’ + B’ with transition amplitude
given by

(A'(py), B'(pp), 15(pp)ISIA, B, ). (38)

The final states are momentum eigenstates while the initial
states are localized [20]. The lowest order nonzero contri-
bution of the scattering matrix S to Eq. (38) is second order
in the Lagrangian (36). More explicitly, the term that
contributes to the amplitude (38) comes from
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50 = %T([W)Z —_ %T(Ll Ly (39

~ = T(L YLD (40)

~— szd4Xd4yZ£ﬂa(x’ y), 41)
Ba

where () stands for space-time integration and
Z Ju(
= ym)Usy" LI OJEG). (42)

In Eq. (40) we kept only the mixed product and in Eq. (41)
we kept from all possible terms in Wick expansion [28],
page 180, only the term responsible for the transition of
interest.

Then the transition amplitude (38) can be calculated as

G AD,). B0, 15(pp)ISPIA, B, 1,)
- [ dyd* (B (o)1, (3)IB)

XA (I (x)1A)g (v, pg) v L
X D UgiUgiSp(y = xim)y L0l (x)llq) (43)

£Ba X y ‘yMLUﬁIlSF(

=Y UpUs A (44)

The initial states must be chosen in such a way that A, [,
are localized around x, = (t4,x,) and B is localized
around xz = (¢, Xp), since we are ultimately interested
in large separations |xz — X4|. We can implement explic-
itly those localization conditions into the wave packets

1 - .. /
B @y, 01B) =~z [ e 12" @ p))

(2m)

X Yp(gple 4w 00 (45)

1 - . /
WO = s [ e s pl)

X Pagy)e ot (46)

Ol 0l,) = )3/2 [ A alqu)e 4, (47)

where dq = dq(2E(q) 12, JEB (qp, plp) =
(B'(py)lJ,(0)1B(q5)) and I3 (q,,pl)) =
(A1 0)A(qy).

Following the calculations from Eq. (43) with the local-
ization aspects of Eqs. (45)—(47) included, we arrive at
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1 e~ o~ [~
ﬂFW f dqp f dq, f dq,J5 (qp,pp)¥s(ap)
X JAN (q0 P (qa) e ila4e) X i (p g)

X y"‘L[fd“xd“ye“”ef""ﬂ'xiSi(y —x)})’VLL//a(Qa),

(43)
where kg = (K% Kg), Ky = (K3, k), and
Kg=pg+PpP;—qs (49)
Ky = Eg(pp) + Eg(pp) — Ep(qp),
=Po Pyt W 50)
KO = E,(q,) — Ex(p}) + Ex(qy).

By using the results of Egs. (C1) and (C2), the expres-
sion between square brackets in Eq. (48) gives

2776( -9 fdxdy—e”‘wre irg'y

X e [u;(k,,t)i;(k,2)0(w; — m;)
— vi(—k,B)7,(—k,F)0(—w; — m;)], (51)

where r=ly — x|, # = (y — x)/r, 0; =} = «, and

k, = 4/w? — m?. The crucial point here is that, depending
on the masses and momenta of the incoming particles, both
neutrinos (uit) and antineutrinos (v¥) can contribute to the
amplitude (48) depending on the sign of its energy w;,
restricted to |w;| > m;; the off-shell contributions for w; €
[—m;, m;]are exponentlally decreasing and then neghglble
for large distances (see Appendix C). We will see in the
following that antineutrino contributions in this case are
possible and it corresponds to unphysical contributions.
We are interested in large production—detection sepa-
rations. It permits us to approximate, as in Ref. [20], r =
R+R-(y—x3) —R-(x—x,)and f = R, where R =
Ixy — x,4] and R = (x4 — x,)/R. Such approximations
inserted in Eq. (51) lead to momentum conservation on
x4 and xp vertices:
2o (K% - K%)m

X (2)383 (kg — ko R)[1t; (ko R)t;(k, R)O(00; — m;)
—vi(—k,R)7;(—k,R)O(—w; — m;)]. (52)

eikuRe—ikﬂ,ﬁ~(x3—xA)(27T)363(K‘B _ kmﬁ)

At this point we have all the information to analyze
whether the antineutrino part of the propagator contributes
to the overall process. Neither of the isolated processes
A+1,— A+ p;and B+ 7, — B' + [ are allowed if we
calculate the transition amplitude for them separately using
the weak Lagrangian (36). (For Majorana neutrinos they
are strongly suppressed by helicity mismatch.) So far four-
momentum conservation in both x, and xp vertices were
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automatically required from the calculations; among them
the requirement of energy conservation for intermediate
neutrinos with respect to the accompanying particles in
vertex x4 (@; = «{) and in vertex x5 (@; = K3), is already
implicit. The remaining are explicit in the delta functions
of Eq. (52). The on-shell condition for neutrinos (|w;|> —
k% = m?) for long distance propagation was also auto-
matic. What the calculations did not required is a definite
sign for w;, for all possible momenta constrained by the
mentioned energy-momentum conservations. To analyze if
and under what conditions both signs are possible is
equivalent to study the kinematics of two-body to two-
body scattering allowing the sign of one particle energy to
be free. Putting in equations, for vertex x4, assuming the
particle A at rest, we obtain from (p, — p,)’ =
(py — po)* the neutrino energy

1
E,=M[M/2‘—M/2\,+mlz—mz,

+2E,Ey —2p, - Phl (53)

The minimum value of the right-hand side of Eq. (53)
corresponds to the last two terms equal to 2m, M/, which
gives for the minimum

1
min(E;) = ——[M% — (My —m,)* + m?].  (54)
2M
The values w; = 9 are bounded from below by the value
in Eq. (54). Imposing min(E;) > m; and min(E;) < —m; is,
respectively, equivalent to

My =My > —(my —m) (55)

MA - MA’ < —(ma + ml‘), (56)

for My > m; and My > m,,. It is clear that, depending on
the value of the masses, condition (56) may be satisfied
leading to antineutrino contributions to Eq. (48) for a range
|
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of possible incoming momenta. Of course the condition
(55) is sufficient to exclude antineutrino contributions but
it also excludes the cases where a threshold energy is
required for the lepton /, to initiate the production reac-
tion. Thus to prevent antineutrino contributions, it is better
to adopt the weaker condition of restricting the sign of the
energy of intermediate neutrinos w; to be positive, keeping
only the first term in Eq. (51). Analogous analysis leads to
possible momenta and mass values that allow KOB < -m
for vertex xp, still compatible with «, = «. Notice that
condition % > m; is exactly the kinematical condition to
allow the production of physical neutrinos in x, and K% >
m; allow only the contribution of neutrinos with energy
above threshold to trigger the detection reaction. The
violation of these conditions implies in kinematically im-
possible contributions in production or detection.

Restricted to condition w; > 0 we can insert the expres-
sion above into Eq. (48) which yields

A, = fd/q\a2775(f<0ﬂ - k%)0(w; — m;)

—-i . . . .
X IR el/\’mR—lll),-(fB—IA)el(pk-%—p;;)',\'Bel]lﬁ\',\‘Auk(pﬁ)

X 'yﬂLui(kwﬁ)ﬁi(ka)'yVLwa (qa)JﬁB,(qB» pl,_’})
¥p(qp) g Palqy)

——= 7" (a4 p}y)
Ep(qp) P E,(q,)

ap=pg Py kR °
44-P, ~dathaR

(57)
Notice that the step function 6(w; — m;) prevents non-
physical neutrinos to contribute to the process.

Particularly, if we use a unidimensional wave packet for
the incoming lepton /,

¥e(@) = ¥a(qy 4y, q.) = 8(q:)8(q,)¥a.(q.),  (58)

we obtain an amplitude analogous to Ref. [20]:

- . . d - P I\oo il
UBUZ‘A - _elka—lw;(IB—tA)zﬂ. 2p (KO _ Kg) e’(l’k+p3)"‘3e’[’A"‘A Uﬁ'uﬁ(pﬁ)
zi: e Z47TR “oqr F 4a=Pat l
A . A / (q ) U (q )
X 'yﬂLui(ka)U&iui(ka)yVLlr//az(pa)JzB (qB’ P%) wB 5 JﬁA (qAr p;&) wA A qB:l’ﬁ*l” ko R (59)
Ep(qp) EA(qs) s

where p, is the root of f(lqq|=p,) = «j — k5 =0,

which comes from energy conservation from the whole
process; if there is no root the process is kinematically
forbidden. The detection probability is proportional to the
square of the amplitude (59) integrated over the final phase
space dp/ydpjdpg[2Ey(py)2Ep (p3)2Es(pg)]~". In par-
ticular, since p B pj\, p); are fixed, the phases that differ for
different intermediate neutrinos »; are only k,R —
w(ty —tg) which is the same result obtained in

44=0) “paltkuR

[

Ref. [20] (except for terms which depend on the mean
velocity of particles A and B).

So far we have shown in an EWP approach both pro-
cesses in x, and xp should be considered real scattering
processes with real neutrinos involved. The off-shell con-
tributions are negligible to large distances and antineutrino
contributions were explicitly excluded by eliminating the
second term of Eq. (51). This information permits us to
rewrite Eq. (57) in a slightly different form:
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YN %‘(’m [ 60 15t0)
X L,(y)el® 1B, ,(p)
X ] d*x0(y — x)(A'(p)), vi(p)|

X LI (x)elP|A, 1), (60)

where P = (H, P) is the energy-momentum operator. A
change of notation were made here: in Eq. (59) the states
|B) and |A,1,) are centered around the origin while in
Eqgs. (38)—(47) they are, respectively, centered around xp
and x,; the translation is explicitly performed by the trans-
lation operator e*. Additionally, the step function 8(y —
x) is necessary to ensure that the contributions of points y
around xp should always be after the contributions of
points x around x,. By following the same steps from
Eq. (43) to Eq. (58) we can arrive from Eq. (60) to (59).

Equation (60) shows us the amplitude of the entire
process from production to detection in “decomposed”
form (apart from the step function in time): the amplitude
of production process multiplied by the amplitude of de-
tection process summed over all possible intermediate real
neutrinos of different masses m; and momentum p. (The
sum over spins are implicit.)

A. A simple second quantized formulation

Considering that only real neutrinos or antineutrinos
(one of them exclusively) should travel from production
to detection, the possibility to use the free second quan-
tized theory for spin 1/2 fermions to describe flavor oscil-
lations is investigated in this section. This simple, type B
and QFT description of flavor oscillation phenomena guar-
antees only particle or antiparticle propagation, keeping
the nice property of giving normalized oscillation proba-
bilities, like the first quantized examples treated in Secs. II
and IIL

To accomplish the task of calculating oscillation proba-
bilities in QFT, we have to define the neutrino states that
are produced and detected through weak interactions. First,
we define the shorthand for the combination of fields

appearing in the weak effective charged-current
Lagrangian (36)
vo(¥) = Uyvix),  a=ep (61)

We will restrict the problem to two flavor families and use
the matrix U as the same in Eq. (1). The mass eigenfields
vi(x), i = 1, 2, are the physical fields for which the mass
eigenstates |v;(p)) are well-defined asymptotic states. The
free fields »;(x) can be expanded in terms of creation and
annihilation operators (see Appendix A) and the projection
to the one-particle space defines the mass wave function,
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b (xig) = O loie) = 5. [apS )
i=12 (62)

where
vie) =Y [dpg®le). 6

Since the creation operators for neutrinos (antineutrinos)
can be written in terms of the free fields 7;(x) [v;(x)], we
can define the flavor states as the superpositions of mass
eigenstates

lva:{gh = Ugilvig)  |94:{gh = Uil Pizgs). - (64)

The details of creation are encoded in the functions g;.
We can also define

Py, (5:{8}) = Olv, ()|ve:{gh) = UeiUgithy, (x; 81,
(65)

where i, (x) are then mass wave functions defined in
Eq. (62). We can see from Eq. (65) that if 4, (x,1) =
,,(x, 1) = (x), for a given time 1, 4, , (X, 1) = (x)
and z,//,,ﬂ,,U(X, ) =0 due to the unitarity of the mixing
matrix.

Although this approach does not rely on flavor Fock
spaces and Bogoliubov transformations, we can use the
same observables used by Blasone and Vitiello to quantify
flavor oscillation [34]: the flavor charges, which are de-
fined as

0.(t) = f dxvkx v 1), a=eu  (66)

where :: denotes normal ordering. Note that the Q,(f) +
Q,(1) = Q is conserved [3], the two flavor charges are
compatible for equal times, i.e., [Q,(t), 0, ()] = 0, and
(v{gHolv{g}) = £(v:{g}lv:{g}) for any particle state ( +
) or antiparticle state ( — ). Notice that in the second
quantized version the charges can acquire negative values,
despite the fermion probability density in first quantization
is a positive definite quantity. The conservation of total
charge guarantees the conservation of total probability
(16).

We can further split the flavor charges into left-handed
( — ) and right-handed ( + ) parts,

00 = /dx:vi(xy ,)%(]1 T ys)ve(x, 1), 67)

a=epu,

where Q(J) + QEZ) = Q,. These components will be used
to calculate the left-handed to right-handed transition.

With the flavor charges defined, we can calculate, for
example, the conversion probability
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P(ve— vuit) = (va{sllQ,(Nlv.{g))  (68)

= U, U%,U,, U f dpe™"EENGE (p; g ), (s 81),
(69)

where the neutrino wave functions ¢, are defined in terms
of the function g;(p) in Eq. (62). If we could equate the two
mass wave functions in momentum space 1},,1 (p;g1) =
0, (p;g2) = l/;,,e(p) we would obtain, from Eq. (69), the
standard two family conversion probability (11)

P (v, — v,11) = [ dpP(p. 0, (@), (), (70)

where P was defined in Eq. (12). However, the equality
cannot hold as proved in Appendix B: Two wave functions
with only positive energy components with respect to two
bases characterized by different masses cannot be equal.
Then, it is not possible to impose a flavor definite condi-
tion. Instead, we can write

) -

u
(p, 5) = ——L J(p), 1
gi(p, ) o (p)dx (p) (71)

where ,(p) is the initial wave function associated to the
neutrino of mass m; at creation, taking care to maintain the
normalization [ dplg;(p)|* = 1; any transition amplitude
can be written in the form Eq. (71). In general ,(p) =
J(p, m;), and then, for small mass differences,

. - Am

¥i(p) = (p,m) = > a—_'ﬁ(P: i), (72)
where m = (m; + m,)/2 and Am = m, — m,. Keeping
only the first term, #(p, M) = ¢(p), we obtain from
Eq. (69),

Pw,= ) = [P0 o 1500
~3 a0 ] + 520 [ it )

Am
i
2EE,

X [f(p) cos(AEr) — v

‘psin(AEt)}/}(p). (73)

Notice that, in this case, the conversion probability is non-
null for t = 0,

P (v, = 2,:0) = sin?26 [ dos @) D)D) (7

which implies a direct lepton flavor violation in creation.
However, since f(p) = (Am)*/(4p?) for ultrarelativistic
momenta, the violation is hopelessly feeble for direct
measurement. Among the deviations of the conversion
probability (73) compared to the standard one (70), only
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the last term is of order Am/E, the rest is of order (Am/E)?
[the contributions of A; can be estimated by
[vl(=p, $)us(p, s') P ~ p*[Am + AEP/[(m; + Ey)(m; +
E))]1. Even so, Am/E ~ 1072 for Am* ~ 1073 eV?, m ~
1/2 eV, and E ~ 1 MeV, which cannot be seen in actual
oscillation experiments. Nevertheless, it is important to
note that the knowledge of Am in conjunction with Am?
gives information about the absolute mass scale because of
Am? = 2mAm.

Using Q( ) of Eq. (67) instead of Q, in Eq. (69) and

J/(p) = Li(p) in Eq. (70) we obtain
P = vy = [ o] {1 Plo.0)
1 - ~
+ ZSin220<2—E'1 - zm—éﬂw* P)d(p).

(75)

The total probability loss from the conversion of initial
left-handed electron neutrino to right-handed neutrinos
yields

P(vyp = verst) + P(vo, — vypst)

mi \2
= |4 209 21
[ sosla)

¥ stG( ) }N( W) (6

Notice Eq. (76) does not depend on time in contrast to its
first quantized analog in Eq. (25). Other conversion and
survival probabilities can be obtained from Eq. (17) and

P = vurit) + Plver = vypit) = Py, = vy30).

(77

The exchange of L < R does not modify the formulas,
provided we also change the chirality of the initial wave
function.

For completeness we calculate the additional conversion
probabilities including the second term of Eq. (72)

1., Am . H, A H
0P(v, — V,L;t) = Zsm22¢9T fdpl/,‘r(p)[z_EZZ _ 2_Ell
Am
2E E27 Pt (A + Ay
J -
~ )i sinAEr}—t/J( )+ He,
am

(78)
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1 A - 2
8Py = vyai) = 520" [ apd )] (37)

2E,
2
_ (M + i isinAEt
2E,) ' 2E,E,
0 -~
X —i(p) + H.c, (79)
dam

which have terms of order Am and (Am)>.
To calculate the conversion probability for antineutrinos
v, — D, itis enough to use
o vi(p)
g =), (80)
2Ei(p)

instead of Eq. (71), replace r — —rand ¢(p) — ¥ ¢(p) in
the expressions corresponding to neutrinos (69)—(79), or
apply charge conjugation (p) — —7v,C¢/*(p). These pre-
scriptions can be inferred from direct comparison to the
calculations and beware that the definition of antineutrino
states are defined with g¥*(p) (A29).

The formulas obtained in this second quantized version
do not have the interference terms between positive and
negative energies like in Eq. (15). Such interference terms
are absent because the possible mixed terms like
bz(p)azr(p)|0> are null for an initial flavor state superposi-
tion that contains only particle states (or only antiparticles
states). Notice that the irrelevance of the initial spinorial
structure no longer holds in this second quantized version,
which can be seen, for example, in Eq. (73).

V. DISCUSSION AND CONCLUSIONS

Using the Dirac equation which is a relativistic covariant
equation we obtained oscillation probabilities respecting
causal propagation. The oscillation formulas obtained had
additional rapid oscillating terms depending on the fre-
quency E; + E,, with respect to the usual oscillation for-
mulas with wave packets. Such additional oscillatorial
character seemed to have its origin in the intrinsic spinorial
character used. However, we have seen that such terms also
appear in the charged spin O particle oscillations. In fact,
the rapid oscillatorial terms arise from the interference of
positive and negative frequency parts of the initial WP and
they are always present independently of the initial wave
packet if initially a flavor definite condition were imposed.
In addition, within Dirac theory, we have shown the de-
tailed spinorial character of the initial wave function was
irrelevant for flavor oscillation, independently of the mo-
menta involved. The inclusion of the left-handed nature of
the created and detected neutrinos could also be simply
achieved. It is important to stress that the modifications
found in this context would have tiny observable effects to
the flavor oscillation of ultrarelativistic neutrinos.

Regarding second quantized approaches (Sec. IV), in
particular, EWP approaches, we can compare the propa-
gators used in the latter to the evolution kernels in IWP

PHYSICAL REVIEW D 73, 053013 (2006)

approaches. Both the free evolution kernel and the
Feynman propagator for fermions contain the contribution
from particles and antiparticles. From this perspective,
EWP approaches could also contain both contributions
from neutrinos and antineutrinos, as in the first quantized
approaches presented in Secs. II and III. To analyze this
point, an EWP calculation was carried out explicitly in
Sec. IV following Ref. [20]. Restricted to a case where only
neutrinos would be present, the calculation showed that the
antineutrino contribution was not excluded automatically
in the formalism but a subsidiary condition could be nec-
essary: The sign of the frequency of the intermediate
neutrinos should be restricted to be positive. In such a
case, there can be interference terms between positive
and negative frequencies, possibly yielding rapid oscilla-
tion terms similar to the ones obtained in Dirac theory of
Sec. II. However, it should be stressed that the origin of the
interference between positive and negative terms is differ-
ent in the first quantized Dirac theory treated in Sec. II and
in the EWP (second quantized) treated in this Sec. IV. The
former comes from causality and completeness arguments
in a classical field theory perspective, while the latter has
its origin in the consideration of nonphysical contributions.
The restriction implied by the subsidiary condition auto-
matically guarantees that: (i) only real neutrinos that are
kinematically allowed in production contributes and (ii) in
detection, only neutrinos with energies above threshold to
trigger the detection reaction contribute. Otherwise, kine-
matically forbidden reactions in production or detection
could be possible through exchange of virtual antineutrinos
carrying negative energy. The overall energy-momentum
conservation, though, is always respected (smeared out
through finite momentum distributions) through produc-
tion/propagation/detection processes. Since the presence
of both neutrino—antineutrino contributions is common
to all EWP approaches, the subsidiary condition necessary
in the EWP approach analyzed is possibly necessary in any
approach with virtual neutrino propagation. [Unless a
stronger condition like Eq. (55) is already implicit.] For
example, in Eq. (14) of Ref. [19], the subsidiary condition
(for antineutrinos) is satisfied because the detection reac-
tion is an elastic scattering. [Although the detection elec-
trons are off-shell (bound state), the subsidiary condition is
valid.] An important remark in this respect is that the
calculations of the production and detection amplitudes
as separate processes take automatically into account the
physical kinematical conditions (i) and (ii) through the
energy-momentum delta functions. It is also important to
stress that the results obtained here depended neither on
particular WPs nor on the particular interaction used. The
interesting point is that by imposing such subsidiary con-
ditions beforehand enables us to write the transition am-
plitude for the entire production/propagation/detection
process in a decomposed form, with simple physical inter-
pretation. A more detailed discussion about the decompo-
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sition of the process in separate production, propagation,
and detection processes can be found in Ref. [21]. Similar
conclusions can be drawn for the case where only antineu-
trinos should propagate: The sign to be chosen should be
negative. A realistic EWP approach for antineutrino propa-
gation is given in Ref. [19]. To conclude this part, EWP
approaches for neutrino oscillations require for consis-
tency, but do not automatically imply, real intermediate
neutrinos or antineutrinos exclusively.

All the properties discussed above about EWP ap-
proaches suggest that the description of two macroscopi-
cally distant scattering processes (production and
detection) as a single scattering process described by a
single scattering matrix has to be treated with care. We
can be confident about the use of the S matrix to describe
any microscopic event through perturbation theory to any
order of expansion (if the theory is renormalizable), but the
extension to macroscopically distant reactions is not auto-
matic. Actually, if the two processes are indeed not caus-
ally connected it can be proved that the S matrix
decomposes as the product of the two S matrices for the
two distant and independent processes [35].

From the considerations above, the positive and negative
interference terms in the first quantized approaches con-
sidered seem unphysical. To support this idea, it was shown
in Sec. IVA that a simple second quantized, type B, and
IWP-like, approach could be devised using the second
quantized free theory maintaining the simple properties
of IWP approaches but eliminating the undesirable inter-
ference of positive and negative frequencies that was in-
evitable in the relativistic quantum mechanical context. On
the other hand, new ingredients such as the direct flavor
violation in creation and deviations from the standard
oscillation formula were found. The deviations include
the probability loss due to the conversion of left-handed
neutrinos to right-handed neutrinos. Unfortunately, those
new effects are tiny either because of the small mass
difference or the ultrarelativistic nature of neutrinos and
they are not feasible for direct observation in actual oscil-
lation experiments.

PHYSICAL REVIEW D 73, 053013 (2006)

ﬁ fdxga(x)ef"p'x.

The tilde denotes the inverse Fourier transformed function.

Using the property of the Dirac or ST Hamiltonian,
H? = (p> + m,)*1, we can write the evolution operator
in the form

¢(p) = (A2)

. H,
esz,,t — COS(E”t) - l— SIH(E”t)

n

(A3)

where the momentum dependence have to be replaced by
—iV in coordinate space.
The free neutrino field expansion used is (i = 1,2)

=3 f P e p)ap. o)+ vi(ep)b! (. )
(A4)

where the creation and annihilation operators satisfy the
canonical anticommutation relations

{a/(p. ), al (p', 9)} = 8,;8,,2E,(p)8*(p — ), (AS)

{bi(p, r), bl (0, )} =

all other anticommutation relations are null. The functions
u, v are defined as

8,;6,2E(p)&(p —p);  (A6)

e ipix
) = P (A7)
. m; + Ei 0 . .
o) ="t ()
(0) = Ui () A9
vi(x;p) = vip)———s,
;P i(p on (A9)
m; — Ei 0 + .
vip) =" X IR Y (al0)

«\/Ei + m;

where p; - x = E;(p)t — p - x and they satisfy the proper-
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APPENDIX A: NOTATION AND DEFINITIONS > ui(pi(p) = p+ m = 2Ep)AL(p)Y",  (A13)
The (scalar, spinorial, or ST) wave functions related by
Fourier transforms are denoted as Zv = f—m; =2E(p)AP (—p)y°. (Al4)
1 The Feynman propagator for fermions is
o) = s [dpaens D , -
(2m)2 iSp(x = y) = OIT($(x)9()|0) (A15)
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~ip () (A16)

_ d*p i
B /W p—m+ e’
= (iff + m)idp(x — y;m).

The function S in Eq. (34) and its equivalent for the
Sakata-Taketani Hamiltonian can be written as

iS(x;m) = (if + m)iA(x; m),

(A17)

(A18)

V2
KST(x;m) = [i&t - E(T3 +i1,) + mz}'A(x; m),

(A19)
I 4
ibm) = s [ ot = m)elpoe 7
Qm)
1 dp . _. .. .
L B ] A20
5 f el e a0
The free neutrino eigenstates are defined as
1
o = 2o (21)
— [ axwt (o)foy “iLR). (A22)
150,51 = L@ ) (A23)
" V2E;
_ [ tip) (x)[0) (A24)
2El. vi\x y

whose normalization is (v;(p, )| v;(p’, 5)) = 8;6,,6°(p —
p’). The same normalization is valid for the antiparticle
states. The states with finite momentum distributions are

PHYSICAL REVIEW D 73, 053013 (2006)

_ sy Vi3 P)
ZCED) f pe®” TP a3
o il5,:0) = ] gl (x, 0w (x, 010, (A32)

APPENDIX B: DECOMPOSITION WITH RESPECT
TO TWO BASES

It is possible to decompose a given spinorial function
#(x) in terms of bases depending on different masses m;
and m,. Equating

¢®=[@wwm§%w+ﬂmmﬁmm

i=12, (B1)

the expansion coefficients can be obtained:
&)= [aulcepe, B
70 = [awfpi. B

From Eq. (B3) we see that imposing the conditions

g '(p.5) = vt (P)i(-p) =0, (B4)
g5 (p.s) = v’ (P)P(-p) = 0, (BS)

for all p, leads to the equivalent conditions

[(my + Ep) — (my + Ez)]vfﬁt/?(—p) =0, s=12,

(B6)

1 _ -
_ st . ) =0 =12
|:m1 + E2 my + E2:|v0 Y pl/j( p) ’ § 7

(B7)
defined as
where the properties of Eq. (A10) and yyvy = —v; were
lvi:g) = Z[dpgs(p)lvi(p, 5)) (A25)  used. In case m; # m,, we can use the decomposition
s ¢(p)=¢.(p) +¢-(p),  where  J.(p)=(1=
v0)¥(p)/2, and obtain from Eqs. (B6) and (B7) the con-
= / dxv!(0)|0yp,, (x), (A26) ditions
4Crp) vl (-p =0 s=12 (B8)
g, (0 =" | dpg'(p) 5=, (A27)
4 J2E, g
uy o py(—p) =0, s=12, (B9)
e |y o) = ] dxvzr(x, 0)|0>¢V,-(X’ 0, (A28)  where the properties ¥ = yoys0o and uy = ysvy were
used in Eq. (BY). Equations (B8) and (B9) are only satisfied
B N if ¢, (p) = ¢_(p) = 0, since o - p has only non-null ei-
|7::¢) = Z [ dpg” (p)|7i(p. 5)) (A29)  genvalues and it commutes with 7. It is easier to reach this
' conclusion in the helicity basis {u(()i), vgi)} characterized
= del/fI.(x)V;(xﬂO% (A30) by o pul” = *[pluf”, but the result is basis
Vi independent.
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APPENDIX C: INTEGRALS

Splitting the Feynman propagator into positive and
negative frequency parts iSp(x) = iS™)(x) + iS)(x), the
following integrals give us

ik,r
f At iSO, t.m) = (=)
4ar

+ m]6(w — m) (C)

[y = ko(® - v)

eikur

[ dte@ iSO e, :m) = (i)
darr

+ m]o(—w — m), (C2)

[(w70 - kw(f : 7)

where k, = Vw? — m?, r = rf, the conditions mr, k,,r >
1 were assumed, and terms behaving as 1/r° were
neglected.

To illustrate the calculations, Eq. (Cl1) is obtained by

. 1 dp
dte’iSH(r, t;m) = —— | ——
f eis e fm) (277)3[ 2E(p)

y E@Yo—p-y+m) .,
o — E(p) + ie

(C3)
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gt [ o fanpr SO
= — P e P By — o e

Qm)? 2r J-w " E(p) (p) — w — i€
+ | cospr — Snpr ip(E ) - (C4)
pr |E(p) — w — i€
In Eq. (C3) the following identity is used:
o . i
f dte™E = —— (C5)
0 E *+ie

To get to the result of Eq. (C1) it is necessary to split the
functions sinpr and cospr in Eq. (C4) into exponentials
and, for the ¢'P" part, integrate along a closed path formed
by a half semicircle in the upper-half complex plane going
round the branching line [im, ico) (for the e~ /P" part take
the path reflected by the line defined by Rez = 0). The
contribution from the paths beside the branching line yields
a function which decreases more rapidly than e " and it is
negligible for mr > 1. The contributions for —m < w <
m give a function with dependence e %«I" which is also
negligible for large separations r.
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Apéndice G

Derivacao simples de identidades gerais do tipo

Fierz

Este trabalho foi pulicado como [128]: C. C. Nishi, “Simple derivation of general
Fierz-type identities,” Am. J. Phys. 73, 1160 (2005) [arXiv:hep-ph/0412245].

Errata: Depois da Eq. (28), o primeiro paragrafo que comega com “Then, defi-

ning a basis ...”deve ser substituido por

Then, defining a basis {I"4} dual to Eq. (24) as the respective gamma
matrices with space-time indices lowered by Minkowski metric and the

position of 75 interchanged (757" — 7,75),"* the orthogonality relation
holds:
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C. C. Nishi?
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General Fierz-type identities are examined and their well-known connection with completeness
relations in matrix vector spaces is shown. In particular, I derive the chiral Fierz identities in a
simple and systematic way by using a chiral basis for the complex 4 X4 matrices. Other
completeness relations for the fundamental representations of SU(N) algebras can be extracted using
the same reasoning. © 2005 American Association of Physics Teachers.

[DOL: 10.1119/1.2074087]

I. INTRODUCTION

The Fierz identities' are frequently used in particle physics
to analyze four-fermion operators™ such as current-current
operators. These reordering identities are used to write a
product of two Dirac bilinears® as a linear combination of
other products of bilinears with the four constituent Dirac
spinors in a different order. Because Fierz identities relate
Dirac bilinears, which are objects with well defined transfor-
mation properties under the Lorentz group, and Dirac gamma
matrices form a representation of the Lorentz group genera-
tors, it is not surprising that Fierz identities imply the exis-
tence of a basis of four-vectors formed by Dirac bilinears and
guarantee its orthogonality and completeness properties.4
The converse is also possible, that is, recovering the spinor
from that basis, which reveals the equivalence between
spinor and tensorial representation of various quantities.

Fierz identities are only a particular set of matrix identi-
ties, valid for the Dirac bilinears which span the space of
4 X 4 complex matrices. General Fierz-type identities can be
found for any NX N real or complex square matrices. The
primary aim of this article is to show that any Fierz-type
relation can be deduced using just a few ingredients such as
the notion of a basis in a vector space and its properties of
orthogonality and completeness. The relevant vector space in
this case is the vector space of square matrices. For such a
vector space, a basis and the orthogonality property between
its elements can be defined through an inner product. These
ideas are explained in detail in Sec. II for general square
matrix vector spaces. Some particularly useful examples in-
volving Pauli matrices [SU(2) algebra], Gell-Mann matrices
[SU(3) algebra], and fundamental representations of general
SU(N) algebras are given.

As a particular nontrivial application of these ideas, we
will find a straightforward way to deduce the chiral Fierz
identities, that is, Fierz identities involving bilinears contain-
ing left/right chiral projectors. One way to obtain the chiral
Fierz identities is to use the original Fierz identities; one can
find very general Fierz identities for usual bilinear in Ref. 4.
However, this procedure may become quite lengthy because
it requires expanding the left/right projected bilinears in
terms of the usual bilinears, performing Fierz reorderings,
and then rewriting them as projected bilinears. Such an ap-
proach was adopted in Ref. 5, but will not be pursued here.
Instead, the chiral Fierz identities will be deduced by red-
eriving the Fierz identities using appropriate left/right pro-
jected bilinears as a basis (Sec. IV). The simple form of
certain chiral Fierz identities is already an indication that a
much simpler procedure should exist to derive them.
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To exemplify the practical importance of chiral Fierz iden-
tities, I will show a situation where the reordering permitted
by chiral Fierz identities can help us to better understand and
more simply describe a physical system. The obvious area
where the chiral Fierz identities can be important is the phys-
ics involving the weak interaction, which is a mainly left-
handed interaction. The particular physical system concerns
the neutrinos propagating through ordinary matter. Because
ordinary matter contains electrons but is absent of muons and
tauons, only the electron neutrinos interact with the electrons
in matter through the charged-current effective interaction
Lagrangian6

%@e(}() )’aLlﬂVe(X)l_ﬂ,,e(x) yang(x), (1)

where .4, are the fields for the electron and the electron
neutrino, respectively, and L=(1-1s)/2 is the projector for

left chirality. Using a chiral Fierz identity we can rewrite
Eq. (1) in the form

4Gy - -
0L T VL), 2)

This reordered form enables us to describe the influence of
nonrelativistic electrons in matter by their average density

2(h,(x) VoLt (x)) ~ S,0n,. Such a term leads to an effective
interaction acting on electron neutrinos that is different from
the interactions acting on other types of neutrinos. Ulti-
mately, it leads to a significant modification of the descrip-
tion of neutrino oscillations,” the phenomenon responsible
for the missing solar neutrino problem.7

Before we get into the details, let us consider the differ-
ence between the expressions in Egs. (1) and (2) to under-
stand better the nonintuitive nature of the Fierz identity. The
spinor fields ¢, and ¥, can be written as complex 4 X1

matrices, while #, and v,_hve are complex 1 X4 matrices. The
factors between them are 4 X4 matrices and the result is a
scalar. In Eq. (1), there is a 4 X 4 matrix between i, and i,
and another between Jng and ¢, for each a=0,1,2,3. What
the Fierz identities assure you is that any expression of the
form i Ay B, is equal to ¢, CifiyifsDifsy or a sum of simi-
lar terms, with A,B# C,D in general. Amazingly, the same

combination of matrices that enters into Eq. (1) also enters
into Eq. (2) as a consequence of a Fierz identity.

© 2005 American Association of Physics Teachers 1160



II. MATRIX VECTOR SPACES
AND COMPLETENESS RELATIONS

A vector space V is a set of elements endowed with two
operations:8 A sum between elements and a multiplication by
numbers (elements of a ring, in mathematical language) such
as the real and complex numbers. This vector space is re-
quired to be closed under such operations.9 The usual
N-dimensional real space, RN, and its complex extension, CN,
are examples of vector spaces.

As is well known, any element of a vector space can be
expanded in terms of a basis {¢;}, a set of N=dim V elements.
In addition, the vector space can be equipped with an inner
product ( , ) that defines the notion of norm and orthogonal-
ity. By using such an inner product, an orthonormal basis {e;}
can be defined by

(e;e;)= 6. (3)

%) ij

The canonical (column vector) representation for the ortho-
normal basis is

(‘—’f)j= 5,',', (4)

where the index j outside the parenthesis is the vector index.
In matrix notation the orthogonality relation (3) can be writ-
ten as

€;r€j= 5ij’ (5)

where T denotes the transpose. In canonical form, the com-
pleteness relation

N
2 eie;'r = 1 5 (6)

is obvious. Also, Eq. (6) is invariant under an orthogonal
O(N) [unitary U(N)] transformation of a basis for V
=RN(CM).

Once the properties of vector spaces are given, it is easy to
show that the set of all NX N square matrices over the reals,
My(R), or over the complex numbers, My(C), form a N?
dimensional vector space.10 In these vector spaces a canoni-
cal basis {e”} is given by the matrices

(eNy=60 (i.jkl=1,...,N), (7)
and hence, any N X N matrix can be expanded as
M=M ijeij > @®)

where the expansion coefficients M ,-j=(M ),-j are the elements
of the matrix M.

In M\(R) we can define the (positive definite) inner prod-
uct

(4,B) = Ti[AB], ©)
for which the canonical basis satisfies
Tr{ele! T] = 6. (10)
For M(C) the transpose operation ( )T has to be replaced by
the hermitian conjugation operation ( )"
An equivalent approach is to define a bilinear function on
My(R) without the positive definiteness requirement of an
inner product. Thus, instead of defining Eq. (9), we can dis-

card the transpose operation in the definition and regard sim-
ply the trace of the product as the relevant bilinear function.
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The missing transpose operation can be transferred to the
definition of a dual basis {e;}: e;;=e/'=¢//T. Then the dual
basis is the orthogonal counterpart of the basis {e”} through
the trace bilinear. An equivalent way is to regard the trace
bilinear between two elements of {¢"} as defining a metric
that can be used to lower and raise indices and to interchange
the basis with its dual; an analogous construction is found in
special relativity when contravariant and covariant four-
vectors are defined. An inner product defines, with an appro-
priate basis, a metric that is the identity matrix. In general
there can be nondiagonal or nonpositive definite metrics.
This approach will be used to derive the Fierz identities in
Sec. III and chiral Fierz identities in Sec. IV.

We use this dual basis to express the expansion coefficient
in Eq. (8) as

M;;=Ti{Mej]. (1)

If we substitute Eq. (11) into Eq. (8) and take the respective
elements of the matrix, we obtain the trivial relation

5km 5/1/ = (eij)kl(eu)nm’ (12)
where the summation convention of repeated indices is used
here and in the following. This relation follows directly from
Eq. (4) and is a completeness relation analogous to Eq. (6).
Equation (12) represents an identity in the space of general
linear transformations over My(R). This entire discussion is
also valid for My(C) if one extends the ring from R to C.
Because any linear transformation over M(R) can be given
as a linear combination of transformations of the form

M — (A ® B)M = AMB" = (A),(B) (M) ¢", (13)
Eq. (12) implies that
(e;® M= (e @ e)M=M. (14)

Although trivial with this choice of basis, a completeness
relation like Eq. (12) is all that is needed to deduce Fierz-
type identities.

To obtain nontrivial relations, let us take the example of
SU(2) and SU(3) algebras in the fundamental representation.
The commonly used representations for these algebras are
the Pauli matrices {0} and the Gell-Mann matrices {\}."""
They form vector spaces and satisfy the orthogonality rela-
tions

Tr[o‘,-O'j]=25,-j (i,j= 1,2,3), (15)

TiAN] =26, (a,b=1,....8). (16)

Because they are already orthogonal and are Hermitian ma-
trices, there is no need to define a dual basis. However, to
span M,(C) and M;(C) the respective identity matrices are
needed, because N2 basis vectors are required and the Pauli
and Gell-Mann matrices are traceless. Then the set {1,0;}
spans M,(C), which means any 2 X 2 complex matrix can be
expanded in terms of

X=X01 +Xi0j, O'i:(fi, (17)
where
Xo=3TiX], X;=3TiXo]. (18)

We substitute Eq. (18) into Eq. (17) and take the general
elements
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(X):] = %(X)/\kalj + %(X) ( m)kl( m)u’ (19)

and obtain from the coefficients of (X), after properly in-
serting Kronecker deltas, the completeness relation

818,= 5600+ 3(0,) (G- (20)

Equation (20) is the identity used to deduce the Fierz iden-
tities to Weyl spinors: (0,);(5*)y=28,0, where o*
=(1,0), and o*=(1,-0); the lowering and raising of w in-
dices follows the Minkowski metric.

For the Gell-Mann matrices we have similarly,

TNy + 58,84 = 846 (21)

For any fundamental representation of SU(N) algebra {T}

satisfying Tr[T,,T),]= C&,;,, we have the completeness relation
|

E(Ta) (T, )kl+ 5 0= 0;10k;- (22)

For the O(N) groups there is no simple relation similar to
Eq. (22) because the algebra is formed by N X N antisymmet-
ric matrices, and thus all symmetric matrices are needed to
span My(R).

Before introducing Dirac matrices to deduce the Fierz
identities, it is better to introduce a clearer notation due to
Takahashi,* where we replace the matrix indices by paren-
theses (') and brackets [ ], such that each parenthesis/bracket
represents a different index in an unambiguous way. For ex-
ample, using this notation the relation (22) reads

S(TIIT]+ ZO01=C10). (23)

where the blank entry means the identity matrix. This nota-
tion clearly shows the reordering property.

I11. FIERZ IDENTITIES

The starting point to derive the usual Fierz 1dent1tles Is the
orthogonality relation among the 16 Dirac bilinears" that
span M,(C) over C. The 16 Dirac bilinears are usually clas-
sified into distinct classes according to their properties under
Lorentz transformations as

{FA}z{lv Yss ,yﬂ’ 75’}'#704“}} (#9V:071’293)7 (24)

where u<wv in ¢*” to avoid redundancy Here the conven-
tion used by Itzykson and Zuber"” is employed for the
gamma matrices:

{y". 7"} =2¢"", (25)
=7, (26)
Y =y=iYv 7Y, (27)

Yor= és"”“ﬁaaﬁ, (28)

0123~ -1,-1) is the

where "' =1=-gj,; and gt"=diag(1,-
Minkowski metric.

Then, defining a basis {I'y} dual to Eq. (24) as the respec-
tive gamma matrlces with space-time indices lowered by

Minkowski metric,'* the orthogonality relation holds:
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T, I%]=4685. (29)

This relation allow us to expand any complex 4 X 4 matrix X
in terms of the basis (24) as

X=X, X =3 Ti[XT,]. (30)

We combine Egs. (29) and (30), extract each element of
the matrix, and find a completeness relation analogous to
Eq. (23):

O[1=3T,Jr =1

This identity is sufficient to reproduce all possible Fierz
identities by appropriately multiplying identity matrices by
general matrices X,Y as

[r,). (31)

(XTcY][T)

-

O[Y]=(X1)[1Y]=

THXT YT, ](T7]T). (32)

In particular, if X=I" and Y=T'8, Eq. (32) leads to the Fierz
identities

(Y= 5 Tr[FAFcFB Tp)(Pro). (33)

The only remaining task is to calculate the expansion coef-
ficients which are straightforward gamma matrix traces."
The usual textbook Fierz identities (see, for example,
Ref. 11, p. 160) can be found when I'* and T'® in Eq. (33) are
chosen to form scalar quantities (under the full Lorentz trans-
formations, including parity) such as (y,)[¥*] or Eq. (31)
itself. An additional minus sign arises in the Fierz identities
(33) when we insert anticommuting fermion fields instead of
numerical spinors.

IV. CHIRAL FIERZ IDENTITIES

The Fierz identities derived in Sec. III are not quite appro-
priate when treating chirally projected combinations such as

(RYILY,]. (34)

where the two chiral projectors are R=%(1+75) and Lzé(l
—1s) because the expansion (32) applied to Eq. (34) still
have some non-null coefficients to be calculated. For nonsca-
lar combinations such as (Ro*")[Ry,], the number of coeffi-
cients to be calculated may become large. Moreover, the
relatively simple form of certain chiral Fierz identities such
as the form invariants

(RY)[Ry,]== (R¥][Ry,).
(Ly)[Ly,)== (LyILy,).

suggests a simpler procedure should exist.

A better way to perform Fierz transformations for combi-
nations such as Eq. (34) consists of rederiving Fierz identi-
ties using a chiral basis

{T}={R,L,Ry*,Ly*,c*} (u,v=0,1,2,3), (36)

(35a)

(35b)

where w<w, and its respective dual basis
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{C={R.LLy, Ry, 30,} (nr=0,123), (37)

where u<v. Notice that because of the anticommuting na-
ture of y* with 5 and projector properties, the dual of Ry* is
Ly, The orthogonality property between the bases (36) and
(37) is

T, I%]=245, (38)
which implies the completeness relation
(L 1= 30,0
= ARIR) +(L]L) + Ry NLy,). + (L¥][Ry,)
+(30" 30}, (39)

where the extra 1/2 in the ¢*” expansion is inserted to ac-
count for the double counting due to the implicit u, v sum-
mation over all values and 0#”=—-0"". Such a completeness
relation directly leads to the chiral Fierz identities

(P[] = T{T T ) (TP, (40)
To illustrate the usefulness of the chiral Fierz identities,

we apply them to calculate the Fierz transform of the com-
bination (34),

(RY)[Ly,]=§ T{RY“T Ly, Lp)(TP))
= TRy LLy,R)RI[L) =2(RI[L), ~ (41)
where the gamma matrix properties15 Yy,=4X1,

y“o-“ﬁyﬂ 0, and the trace cyclic property were used. More
difficult examples can be worked out, for instance,

(R, )[Ry = § Tr[Ro, RRY'Ly,)(RY][R)
% Tr [Ra'lw2 o.5RY Lyp] R'y"][%oaﬁ)
JIR) +5(RYTRa,). (42)

Some labor can be saved by using the trace relation

3
= El(

Ti{RO,,006] = 2(8 408 05— 8 up8rva + 1€ vap) s (43a)

Tl'[LO"uV(T ] 2(g;,mfg vB~ 8up8va™ ,u,VaB) (43b)

One can check the coefficients for the cases (uv)=(a) and
(uvapB)=(0123).

Moreover, the combination of chiral Fierz identities (40)
with other completeness relations such as Eq. (21) can be
used to decompose four-quark operators carrying other quan-
tum numbers like SU(3) color.”

The simplicity arises because only a few expansion coef-
ficients are nonzero due to the projector properties of R/L
and the commuting or anticommuting character of the bilin-
ears with 5. Equivalently, R/L projectors reduce the spinor
vector space and the resulting projected spinors have to be
the same on the two sides of the chiral Fierz identities.

V. SUMMARY

The well-known result that the Fierz identities are a con-
sequence of the completeness of the Dirac bilinears as a basis
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spanning the complex 4 X 4 complex matrices was reviewed.
Recognizing that bases other than Dirac bilinears are equally
possible permitted us to develop a better procedure to calcu-
late the chiral Fierz identities by choosing chirally left/right
projected matrices as a basis. The generality of the procedure
was stressed and illustrated using the canonical basis of ma-
trix vector spaces, which led to trivial relations in this case.

The usefulness of Fierz-type relations depends on the par-
ticular choice of basis and how nearly complete is the set of
matrix objects (representations) of interest. The same unified
framework was used to derive completeness relations for the
generators of the SU(N) group in the fundamental represen-
tation. Other matrix representations or other algebras can be
analyzed as well, although they may not be complete and
hence the corresponding Fierz-type identities may not be as
useful as those presented here.
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