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Lo cierto es que vivimos postergando todo lo postergable; tal vez

todos sabemos profundamente que somos inmortales y tarde o

temprano, todo hombre hará todas las cosas y sabrá todo.

Funes el memorioso – Jorge Luis Borges.
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pelo companheirismo. Em quarto, quero agradecer aos professores e funcionários do
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Resumo

Esta tese visa ao estudo das propriedades de violação de CP e mistura de sabor

no Modelo Padrão (MP) e em extensões do mesmo. Estudaremos a conexão entre os

dois fenômenos e a relação com os espaços formados pela replicação de multipletos

de gauge, os quais chamaremos de espaços horizontais, presentes nos modelos. A

presença de tais espaços em teorias de gauge é condição necessária para o apareci-

mento de mistura de sabor ao ńıvel lagrangiano. Esta pode introduzir novas fontes

de violação de CP, como no mecanismo de violação espontânea de CP (VECP),

bem como, às vezes, dificultar a análise das propriedades de CP da teoria devido à

liberdade de “rotação” nesses espaços (transformações horizontais). A relação entre

replicação de multipletos escalares e violação de CP é investigada em extensões do

MP com N dubletos de Higgs. No potencial escalar desses modelos as condições

necessárias e suficientes para a violação expĺıcita e espontânea de CP são estudadas

e invariantes ı́mpares por CP, como o invariante de Jarlskog no MP, são encontra-

dos. Nessa mesma classe de modelos, o mecanismo de violação espontânea de CP

é ilustrado nos modelos com dois e três dubletos, conjuntamente com as restrições

impostas pela necessidade de supressão das correntes neutras que trocam sabor. A

violação soft de CP é ilustrada em um modelo baseado no grupo de gauge eletrofraco

SU(3)L⊗U(1)N e mostrado que pode acomodar a fenomenologia de violação de CP

no sistema dos káons neutros mesmo quando o mecanismo CKM é desligado e toda

a assimetria CP é proveniente da troca de férmions exóticos. O fenômeno de mistura

de sabor é investigado no âmbito da oscilação de neutrinos, sob o ponto de vista de

campos clássicos relativ́ısticos, que incluem aspectos de localização, a fim de procu-

rar por novos efeitos e desvios mensuráveis das fórmulas usuais de oscilação, bem

como esclarecer certos aspectos do formalismo. Comparações são feitas em relação

a abordagens de segunda quantização.

Palavras Chaves: violação de CP; mistura de sabor; quebra de simetria; invarian-

tes de refase; oscilação de neutrinos.

Áreas do conhecimento: f́ısica das part́ıculas elementares; f́ısica de altas energias;

teoria de campos.
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Abstract

The aim of this thesis is the study of the properties of CP violation and flavor

mixing in the Standard Model (SM) and in some of its extensions. We study the

connection between both phenomena and their relation with the space formed by the

replication of gauge multiplets, which will be called horizontal spaces, present in the

models. The presence of such spaces in gauge theories is a necessary condition for

the appearance of flavor mixing at the Lagrangian level. These identical multiplets

can introduce new sources of CP violation, as in the mechanism of spontaneous CP

violation (SCPV), and, sometimes, make difficult the analysis of the CP properties

of the theory, due to the freedom to “rotate” the basis of such spaces. The relation

between the replication of scalar multiplets and CP violation is investigated in ex-

tensions of the SM with N-Higgs-doublets. In the scalar potential of these models

the necessary and sufficient conditions for explicit and spontaneous CP violation

are studied and CP odd invariants, like the Jarlskog invariant in the SM, are found.

In these class of models, the SCPV mechanism is illustrated in the 2-Higgs- and

3-Higgs-doublet models, and the restrictions imposed by the suppression of flavor

changing neutral currents are also exposed. The soft CP violation is illustrated in a

model based in the gauge group SU(3)L ⊗U(1)N and it is shown that it can accom-

modate the phenomenology of the CP violation of the neutral kaons system even

when the CKM mechanism is switched off and all CP violation effects are mediated

by exotic fermions. The flavor mixing phenomenon is investigated through neutrino

flavor oscillations from the perspective of classical relativistic field theories taking

localization aspects into account to search for new effects and observable deviations

from the usual oscillation formulas, and to clarify certain aspects of the formalism

as well. The results are compared with second quantized approaches.

Keywords: CP violation; flavor mixing; symmetry breaking; rephasing invariants;

neutrino oscillations.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O entendimento da pequena violação da simetria conjunta de conjugação de

carga e inversão espacial (CP) na natureza ainda representa um grande desafio na

f́ısica de part́ıculas. A sua confirmação inicial em 1964 [1] foi antecedida pela desco-

berta da violação da simetria de inversão espacial, ou simetria de paridade (P), em

1957 [2], que estava contra todas as expectativas e preconceitos teóricos da época [3].

Historicamente, o fenômeno de violação de CP foi observado no mesmo sistema em

que era prevista a ocorrência da oscilação de estranheza, i.e., no sistema τ – θ [4],

hoje conhecido como o sistema de mésons K0–K̄0 cuja nomenclatura evidencia a

relação part́ıcula–antipart́ıcula desconhecida na época. Igualmente desafiadora é a

origem da mistura de sabor entre quarks introduzida através da matriz de Cabibbo

em 1963 [5] para descrever a não conservação da estranheza nas interações fracas. A

predição do quark charm deveu-se exatamente à unitariedade da matriz de Cabibbo

e a estrutura do grupo de gauge do agora estabelecido Modelo Padrão das part́ıculas

elementares (MP), mais precisamente, a parte eletrofraca do modelo proposta por

Glashow, Weinberg e Salam, ou seja, o Modelo Padrão Eletrofraco (MPEF), levando

à noção de famı́lias para classificar as part́ıculas elementares.

Hoje em dia, sabemos que existem três famı́lias de quarks, fato que levou ao alar-

gamento do MP, estendeu a matriz de Cabibbo para a matriz de Cabibbo-Kobayashi-

Maskawa (CKM) [6] e trouxe consigo o fenômeno de violação de CP, posśıvel somente

com a presença de três ou mais famı́lias de quarks. A oscilação de sabor e a violação

de CP no sistema dos káons neutros são ambas conseqüência da ocorrência da mis-

tura de sabor entre as três famı́lias de quarks na Lagrangiana de corrente carregada

que contém a matriz CKM, não diagonal e intrinsecamente complexa. Este último

fato, mais precisamente, a presença de uma única fase não remov́ıvel na matriz

CKM, é, surpreendentemente, o responsável por todos os fenômenos de violação de

CP observados até hoje, tanto nos mésons K [7] como nos mésons B [8, 9]. A pre-

sença da matriz CKM, contudo, é meramente descritiva no MP, e não dá nenhuma
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informação mais preditiva acerca da existência das três famı́lias, nem sobre as mas-

sas dos constituintes de cada famı́lia e nem sobre a relação das massas das diferentes

famı́lias. Tal matriz não pode ser prevista pelo MP, a não ser a sua propriedade de

unitariedade, devendo ser medida experimentalmente. A extração precisa de seus

elementos constitui um dos atuais objetivos perseguidos pelos experimentalistas a

fim de procurar inconsistências e sinais de f́ısica além do MP [10, 11, 12]. Desse

modo, no contexto do MP, ambos os fenômenos, mistura de sabor e violação CP,

estão intimamente conectados com a presença de espaços horizontais, i.e., espaços

constitúıdos por dois ou mais multipletos do grupo de gauge idênticos, diferenciados

apenas pelas massas (três famı́lias de quarks). De fato, a replicação de famı́lias é

um problema antigo na f́ısica de part́ıculas ainda a ser entendido.

Ao contrário da violação das simetrias de conjugação de carga (C) e paridade

(P) que são violadas maximalmente na interação entre os férmions e o bóson de

gauge W devido à natureza quiral do grupo de gauge do MPEF [SU(2)L ⊗ U(1)Y ],

a origem da pequena violação de CP ainda é desconhecida e sua descrição, através

de uma matriz de mistura complexa ad hoc, está longe de ser satisfatória. A fim de

explicar a minúscula violação de CP observada na natureza e atribuir à sua origem

o mesmo mecanismo de quebra espontânea de simetria, responsável pela quebra das

simetrias cont́ınuas de gauge, em 1973, T. D. Lee propôs o primeiro modelo capaz

de realizar tal idéia: a chamada violação espontânea de CP (VECP) [13]. Após

a proposição da idéia, vários modelos foram constrúıdos para descrever a violação

de CP na natureza, em particular, a extensão mı́nima do MP que realiza a idéia,

e ainda suprime as correntes neutras que trocam sabor (FCNC) ∗ [14] de maneira

natural, requer a existência de três dubletos de Higgs [15, 16], ao invés de um no

MP. Então a implementação mı́nima da VECP requer dubletos adicionais de Higgs,

introduzindo um novo espaço horizontal no setor escalar.

Nesse contexto, surge então a questão natural: a violação de CP está realmente

ligada ao mecanismo de mistura de sabor (quarks) ou sua interconexão no MP é

meramente acidental? De fato, o modelo constitúıdo de três dubletos de Higgs, que

exibe VECP, consegue dissociar o mecanismo de mistura de sabor (quarks) com

a fonte de violação de CP [15, 16]. Nesse modelo, a mistura entre quarks continua

sendo descrita pela interação de corrente carregada com uma matriz CKM que é real,

e portanto CP invariante, enquanto que a violação de CP é gerada pela troca de

escalares carregados que se misturam através de uma matriz de mistura complexa,

análoga à matriz CKM. No entanto, experimentalmente, o mecanismo CKM parece

ser a fonte dominante de violação de CP a baixas energias [17]. Mesmo assim, fontes

∗Do inglês Flavour Changing Neutral Currents.
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adicionais de violação de CP advindos de f́ısica nova podem existir e ser induzidas por

VECP a altas energias, gerando a matriz CKM complexa do MP [18]. Para construir

modelos nessa direção deve-se levar em conta o comprometimento restritivo entre

VECP, mecanismo CKM reaĺıstico a baixas energias e supressão de FCNC [18]. Por

outro lado, a extensão do MP que considera dois dubletos de Higgs (2HDM) [19]

também tem sido estudada extensivamente nos últimos tempos devido ao fato de

que o Modelo Padrão Supersimétrico Mı́nimo (MSSM) requer dois dubletos de Higgs

pela supersimetria [20, 21].

Assim, tanto no MP com três famı́lias de quarks como em extensões com N-

dubletos de Higgs, existe uma relação ı́ntima entre violação de CP e espaços ho-

rizontais. De fato, em geral, as transformações de CP podem envolver, em adição

às transformações que dependem somente da natureza dos campos, p. ex., escalar,

vetorial ou espinorial, as transformações de gauge e rotações nesses espaços horizon-

tais. Com essas definições mais abrangentes, as transformações de CP podem ser

vistas como automorfismos no grupo de gauge [22]. Além disso, pode ser mostrado

em ńıvel clássico, que teorias de gauge com férmions, escalares e bósons de gauge in-

teragindo via acoplamento mı́nimo são sempre invariantes por CP. São as interações

de Yukawa e o potencial escalar que podem violar CP [22] (em teorias de campos

quantizados existe ainda a possibilidade dos termos tipo FF̃ [23]).

Tendo em vista a generalização envolvendo os espaços horizontais, a análise das

propriedades de CP de uma teoria fica, então, mais complicada, pois, tais trans-

formações horizontais podem modificar a Lagrangiana, fazendo com que parâmetros

reais sejam substitúıdos por valores complexos, mascarando suas propriedade sob

CP. Contudo, a f́ısica não deve depender de tais transformações de variáveis (cam-

pos), de modo que, é interessante encontrar quantidades que sejam invariantes por

tais transformações, propriedade que qualquer observável f́ısico deve possuir. No

MP, sabe-se que toda a violação de CP contida na matriz CKM pode ser quan-

tificada por um invariante J , o invariante de Jarlskog [24], que é invariante por

redefinições de fase nos campos dos quarks. Tais redefinições formam um subgrupo

do grupo de transformações horizontais nas três famı́lias de quarks tipo up e tipo

down, mas um observável invariante por todo o grupo de transformações horizontais

pode ser constrúıdo através de comutadores (veja o artigo de C. Jarslkog na Ref. [25]

e a Sec. 2.82 mais adiante).

Tal método, de quantificar a violação de CP através de invariantes por trans-

formações horizontais, foi posteriormente aplicado em vários outros modelos in-

cluindo os das Refs. [26, 27], inclusive em modelos com N dubletos de Higgs [28, 29,

30] (NHDMs). No modelo com dois [20, 30, 31] e três [30] dubletos de Higgs, todas as
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propriedades de violação/invariância (espontânea/expĺıcita) da simetria CP no po-

tencial escalar podem ser formuladas em termos de alguns invariantes. Isso é muito

útil para examinar as propriedades de CP em teorias efetivas a baixas energias, sem

se preocupar em encontrar uma base apropriada para análise ou construção.

Existe outro setor do MP que possui um espaço horizontal análogo ao setor dos

quarks: o setor dos léptons. Esse setor possui uma estrutura de famı́lias e multipletos

de gauge eletrofracos muito parecida com a do setor de quarks. A diferença básica era

devida à inexistência de massa para os neutrinos, que era automática pela ausência

de neutrinos de mão direita singletos no modelo, e portanto, impedia o aparecimento

de mistura de sabor nas interações de corrente carregada dos léptons. Contudo,

recentemente, as evidências para existência de massa e mistura para os neutrinos fo-

ram consolidadas através de inúmeros experimentos [32, 33, 34, 35, 36, 37] explicados

através das oscilações de neutrinos [38, 39]. Tais evidências impulsionaram a pro-

cura por modelos que explicassem naturalmente as pequeninas mas desconhecidas

massas (embora saibamos as diferenças de massas quadradas ∆m2) dos neutrinos e

a matriz de mistura com ângulos de mistura grandes [40], diferentemente da matriz

de mistura dos quarks que possui uma forma hierárquica, com os maiores valores ao

longo da diagonal [11]. A existência de mistura entre os neutrinos, cuja matriz de

mistura é chamada de matriz de Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata (PMNS) [41],

em clara analogia com o setor de quarks, levanta a questão natural da possibilidade

da violação de CP também no setor leptônico [42, 43]. Infelizmente, alguns elemen-

tos da matriz PMNS ainda estão sendo extráıdos experimentamente. Por exemplo,

o ângulo θ13 ainda não foi medido, mas possui um limite superior muito pequeno e

seu anulamento sugere uma forma tri-bi-maximal para a matriz PMNS [40].

Outra propriedade ainda a ser experimentalmente verificada se refere à natu-

reza dos neutrinos. Visto que os neutrinos não possuem carga elétrica, estes podem

ser tanto part́ıculas de Majorana, i.e., autoconjugadas, quanto part́ıculas de Dirac,

como as outras part́ıculas do MP. Embora, a natureza de Majorana dos neutrinos

automaticamente viole o número leptônico, é sabido que o número leptônico (L) e

o número bariônico (B) são simetrias clássicas acidentais (globais) do modelo, que,

em ńıvel quântico, não são conservados separadamente no MP por serem anômalas;

somente a combinação B − L é livre de anomalias [44]. Infelizmente, experimentos

de oscilação não podem distinguir a natureza dos neutrinos. Para tal distinção,

experimentos como o duplo decaimento beta sem neutrinos, são necessários [45]. Ao

mesmo tempo em que a escala absoluta das massas dos neutrinos não é conhecida,

existe ainda uma ambigüidade entre posśıveis hierarquias de massas, ambas as hie-

rarquias, normal ou invertida, são ainda posśıveis [36].
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Do ponto de vista da construção de modelos, a atribuição de massa para os

neutrinos já representa uma janela para extensões do MP [37, 46, 47]. E a melhor

maneira de acomodar as minúsculas massas dos neutrinos ainda representa um de-

safio, apenas agravando o mistério de por que o espectro do MP abarca tão variadas

escalas de energia. Possivelmente, o mecanismo seesaw [45], dentro de um contexto

de grande unificação, seja o mecanismo mais provável para explicar a pequenez das

massas dos neutrinos [48]. Nesse contexto, a presença de neutrinos adicionais sin-

gletos [SU(2)L], de mão direita, se torna mais natural. Dentre outras coisas, ao

mesmo tempo em que tais neutrinos de mão direita pesados explicam as pequenas

massas dos neutrinos ativos do MP através do mecanismo seesaw, elas podem ser

as part́ıculas responsáveis pelo mecanismo de leptogênese [49]. É sabido que a vio-

lação de CP no MP não é suficiente para gerar toda a assimetria entre matéria e

antimatéria do Universo [50]. Por outro lado, neutrinos de mão direita mais leves

podem ter conseqüências observáveis tanto nos experimentos de oscilação de neu-

trinos como na largura inviśıvel no decaimento do Z0 [51], e seriam uma posśıvel

solução para a anomalia encontrada no experimento de LSND [52]. Nesse contexto,

uma dedução mais detalhada das fórmulas de oscilação, considerando neutrinos de

mão direita e levando em conta aspectos de localização, se torna necessária. A ne-

cessidade de considerar neutrinos localizados surge porque geralmente a oscilação

de neutrinos, que tanto tem contribúıdo para o entendimento da natureza dos mes-

mos, se baseia num formalismo simplificado de ondas planas, embora seja sabido

que a coerência necessária para oscilação depende crucialmente da localização das

part́ıculas que criam e detectam os neutrinos [53]. Tais formalismos envolvendo pa-

cotes de onda já foram extensivamente desenvolvidos, tanto no contexto de Mecânica

Quântica [54, 55, 56, 57, 58, 59], Mecânica Quântica Relativ́ıstica [60, 61], como em

Teoria de Campos [62, 63, 64]. Embora alguns aspectos não sejam completamente

claros [61].

Desse modo, devido à ı́ntima relação entre violação de CP e mistura no setor de

quarks, léptons e escalares, posśıvel apenas na presença de espaços horizontais, es-

tudaremos os dois mecanismos, a violação de CP e a mistura de sabor, para verificar

ou refutar a inescapável inter-relação entre elas. Para isso, revisaremos no Cap. 2 o

mecanismo CKM de violação de CP e todos os elementos do MP necessários para

entendê-lo. Isso nos permitirá entender a não trivialidade do sucesso do MP em des-

crever todos os fenômenos que violam CP através de apenas uma fonte de violação,

uma fase complexa na matriz CKM. Também calcularemos no MP a Lagrangiana

efetiva com ∆S = 2, responsável pela mistura entre K0 e K̄0 e a definição dos

parâmetros de violação de CP nesse sistema, que foram as primeiras quantidades
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atestando as assimetrias CP medidas.

No Cap. 3, estudaremos o mecanismo de VECP proposto por T. D. Lee, sua

aplicação para extensões do MP com dois, três e N dubletos de Higgs. Nesse con-

texto, veremos a relação entre mistura no setor escalar e violação de CP, i.e., como a

presença de espaços horizontais modifica as propriedades sob CP do modelo através

do potencial escalar. Também analisaremos as propriedade de CP nos potenciais

escalares em termos de invariantes por transformações horizontais.

No Cap. 4, estudaremos a mistura de sabor nos neutrinos que possibilita a os-

cilação dos mesmos, mecanismo responsável pela maior fonte de informações acerca

da natureza dos neutrinos nos últimos tempos. Faremos um estudo das fórmulas

de oscilação do ponto de vista da teoria clássica de campos (primeira quantização),

para campos de spin 0 e 1
2
, e discutiremos as modificações encontradas, bem como

compararemos tais abordagens com algumas de segunda quantização.

O Cap. 5 contém as conclusões e as perspectivas do trabalho aqui desenvolvido.

Os apêndices contêm vários resultados auxiliares, não necessariamente originais. Em

particular, o Ap.B.5 ilustra a noção de transformações de CP como automorfismo

do grupo de gauge [22] em teorias de gauge gerais.

Por fim, é importante salientar que tanto o setor escalar do MP como as proprie-

dades dos neutrinos vão ser extensivamente testados nos próximos anos, sendo que o

primeiro depende, principalmente, do funcionamento do LHC. A interseção teórica

entre esses dois setores reside nas possibilidades de violação de CP no setor leptônico

e nos posśıveis mecanismos de geração de massa para os neutrinos. O estudo de tal

interseção pode nos dar pistas para os antigos e fundamentais problemas da f́ısica de

part́ıculas, como a relação entre quarks e léptons, replicação de famı́lias e o problema

de CP forte. Desse modo, o estudo dessa interseção é importante tanto do ponto

de vista fenomenológico como do ponto de vista da construção de modelos e, logo,

para um melhor entendimento das interações fundamentais da natureza.
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Caṕıtulo 2

Violação de CP através do mecanismo CKM

O primeiro objetivo desse Caṕıtulo é revisar as partes do MP necessárias para

analisar o fenômeno de violação de CP, frisando que todas as observações de violação

de CP feitas até hoje envolvendo os mésons K [7] (principalmente o sistema neutro

K0–K̄0) e, mais recentemente, os mésons B [8], podem ser descritas pelo mecanismo

CKM[10, 11] que está embutido no modelo padrão das part́ıculas elementares (MP).

Uma lista das principais observações dos efeitos de violação de CP, tanto nos mésons

K como nos mésons B, pode ser encontrada na p. 146 da Ref. [11]. O segundo

objetivo é ilustrar, usando o MP, que a definição das transformações de CP são

dependentes de convenção e determinam, p. ex., qual a parte do modelo que viola

tal simetria. Essa ilustração leva ao terceiro objetivo que é o de analisar o modelo de

maneira a identificar quantidades que são independentes de convenção e, portanto,

mais apropriadas à sua adoção como observáveis da teoria; no MP com três famı́lias,

existe um único invariante de refase, o invariante de Jarlskog [25, 24]. Como quarto

objetivo, mostraremos como o MP consegue descrever a mistura entre K0–K̄0, sendo

este um exemplo de conexão entre um modelo mais fundamental, ou microscópico,

com uma descrição mais fenomenológica independente de modelo.

2.1 O modelo padrão eletrofraco (MPEF)

A descrição atual do fenômeno de violação de CP deve fazer uso do modelo

padrão das part́ıculas elementares ∗ que tem descrito com muito sucesso os fenômenos

de altas energias observados até hoje [11, 65]. Desse modo, o estudo do MP é impe-

rativo para a identificação de posśıveis desvios do mesmo.

O MP consiste de duas partes distintas: o modelo eletrofraco (EF) de Glashow-

Weinberg-Salam e a Cromodinâmica Quântica (QCD) que descreve as interações

∗Este nome pode não ser tão apropriado devido à visão cada vez mais difundida de que o MP

deve ser uma teoria efetiva em energias da ordem ou abaixo da escala eletrofraca.
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fortes. A violação de CP pode ter origem independente nessas duas partes. Entre-

tanto, todos os fenômenos de violação de CP observados até hoje [11, 66] têm origem

no setor eletrofraco da teoria; a dificuldade no setor da QCD é exatamente expli-

car o porquê da não observação da violação de CP em quantidades como o dipolo

elétrico do nêutron. Este é o chamado “problema” CP forte [67, 68]. Sendo assim,

nos concentraremos, neste momento, somente na violação de CP eletrofraca [25].

A Lagrangiana eletrofraca pode ser escrita como soma de várias contribuições:

LEF = L (f,G) + L (f,H) + L (G) + L (H,G) − V (H) , (2.1)

onde f,G,H denotam, respectivamente, os férmions (quarks e leptons), os bósons

de gauge (W e B) e os escalares de Higgs (um f́ısico e três de Goldstone absorvidos

por certas combinações dos bósons de gauge via mecanismo de Higgs).

O MPEF baseia-se em uma teoria de gauge invariante sob as transformações de

gauge locais não abelianas do grupo SU(2)L⊗U(1)Y . Desse modo, esta teoria viola,

expĺıcita e maximalmente, as simetrias de C e P, separadamente no setor L (f,G),

já que as interações de gauge atuam de maneira diferente nas componentes de mão

direita (R) e de mão esquerda (L). Ainda assim, surpreendemente, o conteúdo de

part́ıculas é tal que temos o cancelamento de anomalias axiais [69].

Vejamos como a violação de C e P ocorre no modelo. Analisaremos a parte

hadrônica (quarks) do modelo tendo em mente que a parte leptônica pode ser tra-

tada de maneira análoga se considerarmos a existência de neutrinos de mão direita

νR. Caso não existam neutrinos de mão direita, a violação das simetrias C e P é

mais evidente pela ausência dos graus de liberdade resultantes da aplicação dessas

operações.

Primeiramente, definimos os dubletos de mão esquerda (L) e singletos de mão

direita (R) de SU(2)L para cada famı́lia j = 1, . . . , nf ≡ 3:

QjL =

(
ujL

djL

)
≡ dubleto SU(2)L , ujR, djR ≡ singleto SU(2)L , (2.2)

onde q = ψq(x) ≡ q(x) ,

{
qR ≡ 1

2(1+ γ5)q

qL ≡ 1
2(1− γ5)q

, (2.3)

o campo q se refere a qualquer um dos quarks tipo up uj ou tipo down dj. Usaremos

também a notação

U ≡



u1

u2

u3


 =



u

c

t


 , D ≡



d1

d2

d3


 =



d

s

b


 , (2.4)
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para denotar o vetor coluna correndo nos ı́ndices de famı́lia. Analogamente, a

notação Q, sem ı́ndice, indica um vetor coluna onde Qj = (uj, dj)
⊤, com j = 1, 2, 3.

A não identificação da quiralidade em Qj significa que este é redut́ıvel em relação a

SU(2)L e não forma um dubleto exatamente.

Com essa notação podemos escrever explicitamente

L (f,G) =

nf∑

j=1

{Q̄jLiγ
µ[∂µ1− igWµ − ig′(1

6
)1Bµ]QjL

+ ūjRiγ
µ[∂µ − ig′(2

3
)Bµ]ujR + d̄jRiγ

µ[∂µ − ig′( 1
3
)Bµ]djR} (2.5)

= Q̄Li[6∂1− ig 6W − ig′YL 6B]QL

+ Q̄Ri[6∂1− ig′YR 6B]QR , (2.6)

onde Wµ ≡ 1
2
τaWaµ, 6A ≡ γµAµ, para qualquer quadrivetor Aµ, e os números entre

parênteses na primeira equação representam as hipercargas (Y ), definidas a partir

da carga de cada quark pela relação

Q = I3 + Y , Q

(
uj

dj

)
=

(
2/3

−1/3

)(
uj

dj

)
. (2.7)

Identifica-se, então, que YL = 1/6 × 12 e YR = diag(2/3,−1/3) para os quarks,

sabendo-se que I3 ≡ τ3/2 = diag(1/2,−1/2). Neste trabalho, serão consideradas

somente teorias de gauge com grupos de Lie compactos onde não há diferença entre

ı́ndices de grupo covariantes ou contravariantes, de modo que os ı́ndices de grupo

serão sempre subescritos, como em τaWaµ.

Podemos ver que L (f,G) viola as simetrias C e P já que as projeções quirais

dos espinores de Dirac se transformam como

ψR
L
(x)

P→ γ0ψL
R
(x̂) , (2.8)

ψR
L
(x)

C→ C
(
ψL

R

)⊤
(x) . (2.9)

A matriz C é tal que CγµC
−1 = −γ⊤µ e Cγ5C

−1 = γ⊤5 de modo que ψ̄1γµψ2
C→

−ψ̄2γµψ1 e ψ̄1γµγ5ψ2
C→ ψ̄2γµγ5ψ1. (A convenção adotada para as transformações de

C, P e T, e combinações, pode ser encontrada no Ap.B.) Desse modo, as operações

de P e C trocam as componentes R e L entre si. Por exemplo,

LjR(x) = ūjRγ
µi[∂µ − ig′(2

3
)Bµ(x)]ujR(x)

P−→ ūjLγ
0γµγ0i[∂µ − ig′(2

3
)(ĨB)µ(x̂)]ujL(x̂)

=
[
ūjLiγ

µ[∂µ − ig′(2
3
)Bµ]ujL

]
x→−x

6= LjR(x̂) , (2.10)
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onde x̂ = Ĩx = (t,−x) se x = (t,x), γ0γµγ0 = γµ† = Ĩµ
ν γ

ν e Bµ(x)
P→ Ĩν

µBν(x̂)

sob P; Ĩ ≡ diag(1,−1,−1,−1) é a matriz de inversão espacial. As interações que

atuavam sobre as componentes R, atuam, depois da troca, sobre as componentes L

e vice-versa. Uma troca similar acontece com a operação C.

Ao atuarmos com a operação conjunta de CP (P, depois C) podemos verificar a

invariância da interação da Eq. (2.6), observando que a transformação

ψR
L
(x)

CP→ −Cψ∗
R
L

(x̂) , (2.11)

deixa as componentes L,R invariantes. Para os bilineares, que formam as correntes

quirais, a operação de CP acima leva a

ψ̄1γµR
L
ψ2

CP→ −Ĩν
µ ψ̄2γνR

L
ψ1(x̂) , (2.12)

[ver Eq. (B.9)]. Então podemos observar que a Lagrangiana de interação da Eq. (2.6)

envolvendo os bósons B é invariante por CP se Bµ(x)
CP→ −(ĨB)µ(x̂), como na QED

[campos vetoriais trocam de sinal sob C, ver Eq. (B.3)]. Para a interação entre

os quarks e os bósons W , a invariância sob CP requer uma lei de transformação

diferente para os W s. A Lagrangiana de interação é dada por

LW (x) = gQ̄jL 6WQjL = gQ̄j

(
1
2
τa ⊗ γµ 1

2
(1− γ5)

)
QjWaµ . (2.13)

Aplicando as transformações da Eq. (2.12) sobre a Eq. (2.13), considerando a es-

trutura de dubleto de Qj (ver Ap.B.3), ou aplicando as transformações para cada

termo do dubleto explicitamente, obtemos a transformação

Q̄jL

(
1
2
τa ⊗ γµ

)
QjL

CP→ −Ĩµ
ν Q̄jL

(
1
2
τ⊤a ⊗ γν

)
QjL(x̂) . (2.14)

Notamos que −τ⊤a = ηabτb se η = diag(−1, 1,−1), o que garante que a transformação

dos bósons W sob CP

Waµ(x)
CP→ ηabĨ

ν
µWbν(x̂) , (2.15)

deixa a Lagrangiana da Eq. (2.13) invariante. Inferimos, então, que a transformação

dos bósons W sob C é dada por

Waµ(x)
C−→ [R2(±π)]abWbµ(x) , (2.16)

onde R2(θ) denota uma rotação de um ângulo θ em torno do eixo 2 no espaço

tridimensional dos bósons de gauge W µ
a (representação adjunta).

A invariância de LW , Eq. (2.13), sob as transformações de CP dadas pelas

Eqs. (2.11) e (2.15) é uma ilustração de um resultado mais geral que garante que qual-

quer teoria de gauge – contendo férmions (ou escalares) em qualquer representação
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do grupo de gauge, acoplados minimamente com os bósons de gauge – é invari-

ante por CP [22]. (Ver também o Ap.B.5.) A particularidade na transformação da

Eq. (2.15) é que esta pertence ao conjunto de transformações de simetria do grupo

de gauge global SU(2)L [R2(±π) está na representação adjunta do grupo]. Essa

propriedade garante diretamente a invariância sob C e CP da Lagrangiana bosônica

L (G) que é invariante de gauge (global) por construção. De fato podeŕıamos trans-

ferir a transformação R2 para os férmions, acrescentando a transformação de gauge

iτ2, e fazer com que a transformação dos bósons W sob C seja a identidade. Por con-

sistência, a transformação do dubleto de Higgs sob C também deve incluir a trans-

formação de gauge iτ2, exceto por fatores multiplicativos. Tal lei de transformação,

contudo, não deixa mais invariante o potencial escalar após a quebra espontânea da

simetria SU(2)L ⊗ U(1)Y para U(1)EM, pois a mesma modifica o valor esperado do

vácuo, não sendo condizente com a simetria eletromagnética remanescente. Desse

modo, a transformação da Eq. (2.16) deve ser mantida. A lei de transformação da

Eq. (2.16) também está de acordo com a definição da carga eletromagnética definida

na Eq. (2.7) e também faz com que os campos do fóton (∝ gI3W3 + g′Y B) e dos

bósons carregados W+,W− se transformem apropriadamente sob C. Obviamente,

estamos efetuando esta análise na base em que somente a segunda componente do

dubleto de Higgs H = (φ+, φ0)⊤ assume um valor esperado no vácuo real.

2.1.1 Termo de massa dos quarks: origem da violação de CP

Como pôde ser inferido na seção anterior, as Lagrangianas L (G), L (f,G),

L (H) e L (H,G) na Eq. (2.1), são invariantes por CP. Isso ocorre em qualquer

teoria de gauge onde a interação de gauge decorre do acoplamento mı́nimo [22].

Toda violação (expĺıcita) de CP do MPEF provém de L (f,H). Ressalta-se que

outro setor que possivelmente poderia violar CP, o potencial escalar V (H), não aco-

moda nenhuma fase complexa não trivial devido à invariância de gauge e à presença

de somente um dubleto de Higgs. Para mais de um dubleto há outras fontes de

violação de CP, como veremos no Cap. 3.

A Lagrangiana L (f,H) para os quarks é, explicitamente,

−L (f,H) = (Q̄LH̃)Γ̃UR + (Q̄LH)ΓDR + h.c. , (2.17)

onde

QjL =

(
ujL

djL

)
, H ≡

(
φ+

φ0

)
, H̃ ≡ iτ2 H

∗ =

(
φ0∗

−φ−

)
, dubletos de SU(2)L.

(2.18)

Γ ≡ {Γjk} , Γ̃ ≡ {Γ̃jk} , acoplamentos de Yukawa complexos. (2.19)
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Sob CP, os termos genéricos de L (f,H) se transformam como:

Q̄jLH̃ukR = ūjLukRφ
0∗ − d̄jLukRφ

− CP−→ ūkRujLφ
0 − ūkRdjLφ

+ = ūkRH̃
†QjL, (2.20)

Q̄jLHdkR = ūjLdkRφ
+ + d̄jLdkRφ

0 CP−→ d̄kRujLφ
− + d̄kRdjLφ

0∗ = d̄kRH
†QjL,(2.21)

onde os últimos membros das Eqs. (2.20) e (2.21) podem ser identificados como os

respectivos conjugados hermitianos dos primeiros membros. Note-se que cada um

dos termos viola, separadamente, C e P. Então,

(Q̄LH̃)Γ̃UR + h.c. = ŪRΓ̃†∗(H̃†QL) + h.c. , (2.22)

o que indica que se Γ̃jk 6= Γ̃∗
jk, então L (f,H) viola CP. [Note-se que

(
(Q̄LH̃)Γ̃UR

)†
=

ŪRΓ̃†(H̃†QL).] Contudo, como veremos na Sec. 2.2, a seguir, é mais preciso dizer que

há violação de CP somente quando não existe nenhuma redefinição de fase sobre os

campos dos quarks, transformação que será comumente chamada de transformação

de refase, capaz de deixar a Lagrangiana invariante, já que tais fases podem ser

incorporadas às transformações de CP.

No MPEF o mecanismo de Higgs é implementado para gerar massas aos férmions

e alguns bósons de gauge. Esse mecanismo envolve a quebra espontânea de simetria

(QES):

φ0 −→ 1√
2
(h+ v) , v ∈ R ,

−L (f,H)
QES−→ [ŪLM̃UR + D̄LMDR + h.c.]

(
1 +

1

v
h

)
, (2.23)

onde, M = v√
2
Γ, M̃ = v√

2
Γ̃, v = 246 GeV é a escala eletrofraca fixada pela feno-

menologia, h∗ = h e outros três escalares reais são absorvidos como componentes

longitudinais dos bósons W+,W−, Z0 no gauge unitário. A QES da simetria eletro-

fraca mantém o caráter assimétrico do modelo quanto às simetrias de C, P e CP.

Vejamos, p. ex., o termo de massa dos quarks tipo down:

L
D
massa ≡ D̄LMDR + D̄RM

†DL = 1
2 D̄ [(M +M †)1 + (M −M †)γ5]D , (2.24)

L
D
massa

P−→ 1
2 D̄(x̂) [(M +M †) − (M −M †)γ5]D(x̂) , inv. se M = M †, (2.25)

C−→ 1
2 D̄(x) [(M +M †)⊤ + (M −M †)⊤γ5]D(x) , inv. se M = M⊤,(2.26)

CP−→ 1
2 D̄(x̂) [(M +M †)⊤ − (M −M †)⊤γ5]D(x̂) , inv. se M = M∗,(2.27)

onde x̂µ = (x0,−x). A dependência em x está subentendida quando não escrita

explicitamente.

Para obter os campos “f́ısicos” associados aos estados f́ısicos é preciso escrever

os mesmos na base em que as matrizes de massa são diagonais. A diagonalização é
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efetuada utilizando-se as transformações biunitárias

ULM U
†

R = diag(mi) , (2.28)

ŨL M̃ Ũ
†

R = diag(m̃i) . (2.29)

Tais relações são invariantes por UL,R → ΦUL,R, e o mesmo para ŨL,R, onde Φ é

uma matriz diagonal de fases. Note-se que se M é hermitiano, UR = UL é suficiente

para a diagonalização, mas não garante a positividade dos autovalores, i.e., é preciso

fixar as fases. Note-se, porém, que na Lagrangiana de Dirac o sinal do termo de

massa não tem significado f́ısico, podendo ser eliminado por transformações quirais

(ver Ap.C).

Em geral, da teoria de matrizes complexas [70], existe uma decomposição única

(i.e., dada a matriz M , as matrizes H e E são únicas) para qualquer matriz quadrada

não singular M :

M = HE = E
′H ′ , (2.30)

onde H,H ′ são matrizes hermitianas e positivo definidas enquanto que E , E ′ são

unitárias. A decomposição da Eq. (2.30) é a versão matricial da decomposição polar

z = |z|eiθz para o número complexo z. Para encontrar as matrizes unitárias A e B

que diagonalizam M ,

AMB† = diag(mi) , mi > 0 , (2.31)

podemos notar que essas matrizes diagonalizam

{
AMM †A† = AH2A† = diag(m2

i ) ,

BM †MB† = BH ′2B† = diag(m2
i ) .

(2.32)

(As matrizes MM † e M †M possuem os mesmos autovalores porque estas são conec-

tados por uma transformação de similaridade como veremos a seguir.) Contudo, a

Eq. (2.32) somente garante que

AMB† = AHA†AEB† = AE ′B†BH ′B†

= diag(mi)AEB† = AE ′B†diag(mi) .
(2.33)

Para conseguirmos a Eq. (2.31), precisamos da relação adicional

B = AE , (2.34)

onde E pode ser encontrada por E = H−1M enquanto que H = (MM †)1/2 [70].

Então, encontrar as matrizes A e B que satisfazem a Eq. (2.32) não é suficiente para

garantir a Eq. (2.31). Por exemplo, dadas A e B que satisfazem as Eqs. (2.31) e

(2.32), qualquer A′ = ΦAA e B′ = ΦBB, sendo ΦA,B matrizes diagonais de fases
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arbitrárias, continuam satisfazendo a Eq. (2.32) mas a Eq. (2.31) deixa de ser verdade

se ΦA 6= ΦB.

As relações das Eqs. (2.28) e (2.29) definem os campos f́ısicos U ′
L e D′

L como

sendo

U ′
L = ŨL UL , D′

L = ULDL . (2.35)

Os campos de mão direita UR e DR são transformados da mesma maneira pelas

respectivas matrizes ŨR e UR. Mas, uma vez definidos os campos f́ısicos de mão

direita, as matrizes UR e ŨR não se manifestam na teoria em nenhum outro lugar,

e, portanto, não são mensuráveis. As matrizes de mão esquerda UL e ŨL, por outro

lado, se manifestam na teoria após a QES somente através da matriz de mistura de

Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) que será definida a seguir.

Uma observação importante deve ser feita acerca da implicação da Eq. (2.34).

Por construção, o conhecimento total de M leva ao conhecimento total das matrizes

UL,UR, exceto pelas transformações UL → ΦUL e UR → ΦUR, discutidas anteri-

ormente. Pela Eq. (2.34), as matrizes UR e UL não são independentes se queremos

que o termo de massa tenha massas positivas provenientes das Eqs. (2.28) e (2.29).

De fato, essas matrizes estão relacionadas por UR = ULE (M), sabendo-se que a

decomposição M = HE garante que as componentes sejam função da matriz de

massa original E = E (M) = H−1M , H = H(M) = (MM †)1/2. Sendo que UL é

definida pela relação ULMM †U †
L = diag(m2

i ) ou ULHU
†

L = diag(mi), conclúımos

que se {mi} não são degenerados, UL é unicamente definida pelos seus autovetores

(convenciona-se 0 < m1 < m2 < m3), exceto por fases globais dos autovetores.

Então, UL = UL(M) é indefinida por operações de refase, UL → ΦUL, onde Φ

é uma matriz diagonal de fases. As mesmas relações são válidas para as matrizes

relacionadas aos quarks tipo up marcados com um til (˜). Como pode ser visto

num exemplo de uma matriz 2× 2 (Ap.A.2), no limite de autovalores degenerados,

a matriz de diagonalização tende à matriz identidade, só as fases globais são indefi-

nidas. Portanto a degenerescência de massas leva à inexistência de violação de CP.

Essa condição poderá ser expressa de maneira expĺıcita usando-se o formalismo de

comutadores, como veremos na Sec. 2.2.2.

A Lagrangiana da Eq. (2.17), escrita em termos dos campos f́ısicos, é dada por

−L
′(f,H) = (1 +

h

v
)
[
muū

1
2(1+ γ5)u+mcc̄

1
2(1+ γ5)c+mtt̄

1
2(1+ γ5)t

+ mdd̄
1
2(1+ γ5)d+mss̄

1
2(1 + γ5)s+mbb̄

1
2(1+ γ5)b

]
+ h.c.

= (1 +
h

v
)
[
muūu+mcc̄c+mtt̄t+mdd̄d+mss̄s+mbb̄b

]
. (2.36)

Escrita dessa maneira, a Lagrangiana acima é invariante pelas transformações de

C, P e CP. Mas, o que aconteceu com a violação das simetrias e as condições da
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Eq. (2.24), sob as matrizes de massa? Uma observação deve ser feita quanto a isso.

Note-se que

D′ = D′
L +D′

R = [UL ⊗ L+ UR ⊗R]D , (2.37)

onde R = 1
2
(1 + γ5) e L = 1

2
(1− γ5) são os projetores quirais. Podemos ver que D′

não se transforma, sob P, como D, pois

DL
P−→ γ0DR(x̂)

DR
P−→ γ0DL(x̂)

}
⇒

D′ P−→ ULγ
0DR(x̂) + URγ

0DL(x̂)

= γ0[ULDR(x̂) + URDL(x̂)]

6= γ0D′(x̂) .

(2.38)

De forma análoga, sob C

DL
C−→ Cγ⊤0D

∗
R(x)

DR
C−→ Cγ⊤0D

∗
L(x)

}
⇒ D′ C−→ Cγ⊤0 [U

∗
LD

∗
R + U ∗

RD
∗
L]

6= Cγ⊤0 D
′∗ ,

(2.39)

enquanto que sob CP (P, depois C)

DL
CP−→ −CD∗

L(x̂)

DR
CP−→ −CD∗

R(x̂)

}
⇒ D′ CP−→ −C[ULD

∗
L(x̂) + URD

∗
R(x̂)]

6= −CD′∗(x̂) .
(2.40)

Então, a menos que UL = UR, D e D′ se transformam de maneiras diferentes

sob P (o mesmo acontece sob C e CP). Devido a essa incompatibilidade, é preciso

escolher qual dos campos se transforma sob P, C e CP da maneira canônica (ver

Ap.B.1). Obviamente, escolhemos D′, já que esses campos representam os campos

f́ısicos de massa definida. Dessa forma, a análise feita na Eq. (2.24) deve ser revista.

Mesmo assim, ela é válida como indicativo da existência de violação de CP na teoria

como um todo. A escolha de D′ como sendo aquela que se transforma sob C, P e

CP da maneira usual, implica numa redefinição das transformações em D antes da

QES; outra fonte de violação de CP deve surgir, restrita à mesma condição que foi

conseguida na Eq. (2.24). Essa fonte de violação será a matriz CKM na interação de

corrrente carregada dos quarks. Note-se que a mesma discussão se aplica aos campos

tipo up, U e U ′. A rotação dos campos da simetria de gauge para os autoestados de

massa é irrelevante, dentro do contexto de teorias clássicas, contudo, para campos

quantizados, as transformações da Eq. (2.35) de fato afetam a ação efetiva quântica,

devido às anomalias axiais, e estão intimamente ligadas ao problema de CP forte [69,

p.253].

Se redefinirmos as transformações de CP e P de forma que D′ e U ′ satisfaçam as

transformações usuais, L (f,H) será invariante por C, P e CP. Feito isso, devemos

escrever L (f,G) em termos dos campos f́ısicos definidos anteriormente. Para as
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interações de corrente neutra temos

LB(x) = Q̄R,L[6∂ − ig′YR,L 6B]QR,L (2.41)

= Q̄′
R,L[6∂ − ig′YR,L 6B]Q′

R,L = invariante . (2.42)

A mesma invariância pode ser observada na interação com o bóson W 3 trocando-se

g′YR,L 6B → 1
2
g 6W3τ3. A partir, disso observamos que não há correntes neutras que

trocam sabor (FCNC) ao ńıvel de árvore. Essa propriedade no MP é relacionada

ao mecanismo de GIM [71]. (Não há mistura entre L e R e as matrizes UR,L e ŨR,L

são unitárias). De forma direta, podemos ver também que as interações neutras,

escritas em termos dos bóson de gauge f́ısicos Aµ e Zµ, também conservam sabor.

Para correntes carregadas, no entanto, a situação é diferente:

LCC =
g√
2
W+

µ ŪLγ
µDL + h.c. (2.43)

=
g√
2
W+

µ Ū
′
Lγ

µ
ŨLUL

†D′
L + h.c. (2.44)

≡ g√
2
W+

µ J
µ
c + h.c. , (2.45)

onde W±
µ ≡ 1√

2
(W1µ ∓ iW2µ) e definimos a corrente carregada

Jµ
c ≡ Ū ′

Lγ
µV D′

L , V = ŨLU
†

L = matriz CKM ∈ U(nf ) , (2.46)

que contém a matriz de mistura dos quarks, i.e., a matriz CKM em sua definição.

A transformação da Eq. (2.45) sob CP é dada por

LCC =
g

4
(W 1

µ − iW 2
µ )ū′jγ

µVjk(1− γ5)d
′
k + (W 1

µ + iW 2
µ)d̄′kγ

µV ∗
jk(1− γ5)u

′
j , (2.47)

CP−→ g

4
(W 1

µ + iW 2
µ)d̄′kγ

µVjk(1− γ5)u
′
j + (W 1

µ − iW 2
µ)ū′jγ

µV ∗
jk(1− γ5)d

′
k , (2.48)

que, em geral, não é invariante. Na próxima subseção, veremos mais detalhadamente

as condições que V deve satisfazer para que haja violação de CP. O importante é no-

tar que a violação de CP, que inicialmente era associada a L (f,H), fora transferida

para LCC , após a redefinição dos campos f́ısicos, depois da QES, e da redefinição

das respectivas transformações de CP sobre os campos.

2.2 Matriz de mistura dos quarks (CKM) e invariantes de

refase

Vamos analisar nesta seção como a redefinição das transformações de CP sobre

os campos altera as condições impostas sobre a teoria. Como discutido na seção
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anterior, a Lagrangiana de interação via corrente carregada, Eq. (2.44), quando os

campos de quarks se transformam canonicamente, é a única parte do MPEF envol-

vendo os quarks que, possivelmente, viola CP classicamente. A violação se dá de

maneira que δL 6= 0 se V 6= V ∗, conforme a Eq. (2.48). Podemos, no entanto, re-

definir os campos, que são complexos, adicionando fases complexas, transformações

as quais são chamadas de transformações de “refase” (rephasing transformations),

uiL → eiφ̃iuiL , diL → eiφidiL , i = 1, . . . , nf . (2.49)

Note-se que as mesmas transformações de refase são necessárias para as componentes

de mão direita uiR e diR para manter a Lagrangiana L (f,H), Eq. (2.36), invariante.

A liberdade acima expressa que a descrição f́ısica é invariante pela transformação

(para nf = 3 famı́lias)

V
CP−→ diag(e−iφ̃k)V diag(eiφk) (2.50)

=



e−iφ̃u

e−iφ̃c

e−iφ̃t






Vud Vus Vub

Vcd Vcs Vcb

Vtd Vts Vtb






eiφd

eiφs

eiφb


 . (2.51)

Devido à unitariedade, V tem n2
f parâmetros independentes reais [V ∈ U(nf )],

enquanto o número de fases que podem ser eliminados pelo uso da Eq. (2.50) é

2nf − 1 (embora tenhamos 2nf fases na transformação da Eq. (2.50), uma delas não

é independente devido ao fato de que das duas fases globais, uma à esquerda e outra

à direita, somente a diferença importa, como veremos a seguir). Desse modo, V

tem n2
f − (2nf − 1) = (nf − 1)2 parâmetros f́ısicos independentes. Se subtrairmos os

nf(nf −1)/2 ângulos do tipo Euler de SO(nf), chegamos a (nf −1)2−nf (nf −1)/2 =

(nf −1)(nf −2)/2 fases f́ısicas independentes. Isso quer dizer que o número mı́nimo

de famı́lias para a posśıvel presença de violação de CP é nf = 3. Assim no MP

existe somente uma fase f́ısica observável responsável por toda a violação de CP.

Podemos quantificar tal fase de maneira invariante pelas transformações de refase

da Eq. (2.50). Tal quantidade é chamada de invariante de Jarlskog [24] e será obtida

a seguir.

Sabemos que V é uma matriz unitária [∈ U(nf )] e, portanto, pode ser separada

em

V = eiᾱ V̄ , (2.52)

onde V̄ ∈ SU(nf ) e ᾱ pode ser obtida de detV = einf ᾱ. Do mesmo modo, as

transformações de refase também podem ser separadas em

diag(φ̃k) = φ̃01 + diag(φ̃′
k) , (2.53)

diag(φk) = φ01 + diag(φ′
k) , (2.54)
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onde φ0 ≡ 1
nf

∑nf

k=1 φk, φ
′
k ≡ φk − φ0 e as mesmas relações são válidas para as

fases φ̃0 e φ̃′
k. Veja que o efeito de considerar φ0 6= 0 e φ̃0 6= 0 é a modificação

ᾱ → ᾱ + φ0 − φ̃0, na componente U(1) de V , de modo que somente a diferença

∆φ0 ≡ φ0 − φ̃0 importa. Assim, a transformação de refase mais geral que pode ser

efetuada sobre V é

V → ei∆φ0diag(e−iφ̃′
k)V diag(eiφ′

k) , (2.55)

onde ∑

k

φ̃′
k =

∑

k

φ′
k = 0 . (2.56)

A transformação da Eq. (2.55) possui 1+2(nf −1) parâmetros livres, como hav́ıamos

analisado.

Podemos, então, desconsiderar o efeito das transformações U(1), geradas por φ0

e φ̃0, pois sabemos que invariantes sob tais transformações podem ser obtidos por

qualquer combinação VijV
∗
kl, para quaisquer dois elementos de V , e, por isso, contêm

a mesma informação que V̄ijV̄
∗
kl obtida de V̄ . Assim, podemos considerar somente

os mapeamentos que levam V̄ de SU(nf ) para SU(nf )

V̄ → diag(e−iφ̃k)V̄ diag(eiφk) ∈ SU(nf ) , (2.57)

onde ∑

k

φ̃k =
∑

k

φk = 0 . (2.58)

Como a transformação da Eq. (2.57) somente envolve elementos de SU(nf ) que são

diagonais, o conjunto de todas elas forma o subgrupo de Cartan Gr nessa repre-

sentação. Isto nos permite escrever a Eq. (2.57) na forma

V̄ → e−iãkhk V̄ eiakhk , (2.59)

onde o conjunto {hk} gera a subálgebra de Cartan (SAC), cuja representação expĺıci-

ta para SU(3) pode ser dada pelas matrizes de Gell-Mann {hk} = {λ3/2, λ8/2}.
(Representações expĺıcitas para SU(nf ) podem ser encontradas no Ap.D.) Em lin-

guaguem matemática (ver Ap.D e Ref. [72]), a Eq. (2.59) define uma órbita invari-

ante pelo subgrupo de Cartan de SU(nf ), aplicado pela direita e pela esquerda, que

contém uma das posśıveis matrizes CKM, V̄ . É essa órbita que é fisicamente signi-

ficante. As transformações da Eq. (2.59) também definem cosets G/Gr e G\Gr [73].

Da análise feita até agora podemos ver que qualquer quantidade

Tr[(diag)V (diag)V †] , Tr[(diag)V (diag)V †(diag)V (diag)V †] , · · · , (2.60)

onde (diag) denota qualquer matriz diagonal, é invariante sob as transformações de

refase na Eq. (2.55) e não é trivial quando (diag) 6= 1, do contrário a unitariedade de
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V (V V † = 1) removeria qualquer informação. Sabemos também que os invariantes

de segunda ordem, combinações de VijV
∗
ij = |Vij|2, e portanto reais, não servem para

a quantificação da violação de CP. Então, precisamos examinar os invariantes de

quarta ordem e, de fato, os invariantes de Jarlskog [25] são exatamente

Jijkl ≡ Im Tr[eiiV ejjV
†ekkV ellV

†] , (2.61)

onde {eij} é o conjunto da base canônica para as matrizes nf × nf definidos por

(eij)kl = δikδjl. Por exemplo, J1122 = Im(V11V
∗
21V22V

∗
12) é claramente invariante sob

as transformações da Eq. (2.50). Note-se que, para nf = 3, dos elementos diagonais

{e11, e22, e33}, podemos escolher dois deles como sendo independentes, p. ex., os dois

primeiros, pois e33 = 1 − e11 − e22. Isto leva à conclusão de que os invariantes

na Eq. (2.61) envolvendo o ı́ndice 3 podem ser escritos em termos dos invariantes

envolvendo os ı́ndices 1 e 2 e em termos de invariantes de segunda ordem (devido à

identidade), que são reais e não contribuem para a parte imaginária. Por exemplo,

J1133 = J1122 = −J1123. Convencionaremos, então, o uso dos ı́ndices 1 e 2 como

aqueles independentes (envolvendo os quarks u, d e c, s).

A quantidade Jijkl possui algumas caracteŕısticas interessantes: (i) pela propri-

edade ćıclica do traço e (ii) pela propriedade Ima = −Ima∗ dos números complexos

obervamos que

(i) Jijkl = Jklij,

(ii) Jijkl = −Jilkj,

o que leva às igualdades Jijkl = Jklij = −Jilkj = −Jkjil. Para nf = 3, podemos

escolher que os ı́ndices de Jijkl assumam os valores i, j, k, l = 1, 2, ou seja, nf − 1 =

r possibilidades. Devido às propriedades acima, existe somente uma quantidade

independente

J1122 = J2211 = −J1221 = −J2112 ≡ J , (2.62)

enquanto todos os outros são nulos, pois pode-se mostrar que estes são iguais aos

seus opostos. Por exemplo, da propriedade (ii) acima J1212 = −J1212 = 0.

Do ponto de vista da teoria de grupos, contudo, podeŕıamos igualmente ter

definido, ao invés da Eq. (2.61), as quantidades

J̃ijkl ≡ Im Tr[hiV hjV
†hkV hlV

†] . (2.63)

Para nf = 3, podemos usar as matrizes de Gell-Mann h1 = λ3/2 e h2 = λ8/2 como

geradores diagonais da álgebra de SU(3). Veja que as propriedades (i) e (ii) acima

continuam valendo para a Eq. (2.63) desde que as matrizes {hi} sejam reais. Se
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identificarmos h1 = 1
2
λ3 = 1

2
(e11 − e22), h2 = 1

2
λ8 = 1

2
√

3
(e11 + e22 − e33) e lembrando

que a adição da identidade, hi → hi + c1 (c ∈ R), não afeta a parte imaginária,

podemos usar ao invés de {h1, h2} as matrizes

h1 e h2 +
1√
3

=

√
3

2
(e11 + e22) . (2.64)

Assim, obtemos a identificação

J̃1122 = 3J1122 = 3J , (2.65)

em conformidade com a definição do invariante de Jarlskog propriamente dito [25],

exceto por uma indefinição de sinal.

A existência de somente um invariante para nf = 3 nos permite escrever de

forma geral

Im{VαjVβkV
∗
αkV

∗
βj} = J

∑

γ,l

ǫαβγǫjkl , (2.66)

sem a soma dos ı́ndices repetidos. Essa definição já leva em conta as propriedades

(i) e (ii) acima.

Para um número qualquer de famı́lias nf (no passado nf = 3 não tinha o grau

de confiabilidade que tem hoje), vemos das propriedades (i) e (ii) que para obter

Jijkl 6= 0 (para qualquer base escolhida para a diagonal, sem a identidade) devemos

ter i 6= k e j 6= l. Além disso, trocar i por k, ou j por l, apenas troca o sinal

do invariante e trocar o par (ik) por (jl) leva ao mesmo invariante. Temos então
1
2
[r(r − 1)/2][r(r − 1)/2 + 1] invariantes de refase de quarta ordem independentes.

Observe-se que para nf = 3, ou seja, r = 2, há somente um invariante e uma fase

complexa. Para nf > 3 o número de invariantes de Jarslkog é maior que o número de

fases complexas não triviais r(r− 1)/2. Por exemplo, para nf = 4, temos para Jijkl

as possibilidades (ik) = (12), (13), (23) e (jl) = (12), (13), (23), onde mantivemos

i < k e j < l para eliminar as degenerescências e obtemos 6 combinações.

2.2.1 Violação de CP com 3 famı́lias: parametrizações da matriz CKM

Revisaremos brevemente aqui algumas parametrizações posśıveis para a matriz

CKM, V , e a conseqüente parametrização do invariante de Jarlskog. A matriz

CKM possui 3 ângulos e 1 fase (fase CKM ou CP), somando 4 parâmetros f́ısicos

independentes. É preciso ressaltar que a análise baseia-se na consideração de que

não há degenerescência de massa entre quarks de mesmo tipo (up ou down). Tal

degenerescência introduziria uma simetria adicional, eliminando a fase CKM de V .
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Uma classe de parametrizações utilizada freqüentemente para a matriz CKM faz

uso de 3 ângulos de Euler e uma fase adicional, como, por exemplo,

V = R23(θ3, δ)R12(θ1, 0)R23(θ2, 0) , (2.67)

onde define-se

R12(θ, φ) =




cos θ sin θeiφ

− sin θe−iφ cos θ

1


 , R23(θ, φ) =




1

cos θ sin θeiφ

− sin θe−iφ cos θ


 ,

(2.68)

sendo 0 ≤ θj ≤ π/2 e 0 ≤ δ ≤ 2π para que essas representações sejam fiéis e

bijetoras. Em geral, esse tipo de parametrização possui a forma

V = Rij( )Rkl( )Rmn( ) , onde (i, j), (m,n) 6= (k, l) . (2.69)

A igualdade na condição anterior implicaria na comutação entre os Rs. Outro exem-

plo que merece ser mencionado é a parametrização utilizada pelo PDG: VCKM =

R23(θ23, 0)R13(θ13,−δ13)R12(θ12, 0) [74, p.175]. Para que tenhamos violação de CP é

preciso que

δ 6= 0, π , θj 6= 0, π/2 . (2.70)

Essas condições podem ser verificadas facilmente, p. ex., se δ = 0, π ou θ3 = 0, então

V ∈ R. Isso introduz 14 condições sobre os ângulos. É importante enfatizar que o

efeito de violação de CP na teoria deve independer da parametrização usada para V .

De fato, no MP, todos os efeitos de violação de CP dependem apenas do invariante

de Jarlskog que, usando a parametrização da Eq. (2.67), é dado por

J ≡ sin2 θ1 sin θ2 sin θ3 cos θ1 cos θ2 cos θ3 sin δ = sin δ sin θ1
sin 2θ1

2

sin 2θ2
2

sin 2θ3
2

,

(2.71)

de onde conclúımos que o maior valor que J pode assumir é Jmax = 1
6
√

3
, que ocorre

para sin δ = sin 2θ2 = sin 2θ3 = 1 e cos θ1 = 1/
√

3. Por completeza, o valor atual

conforme o MP é JMP = (2, 88 ± 0, 33).10−5 [11].

Outra parametrização de interesse teórico faz uso dos módulos dos elementos de

matriz, |Vjk|, que obviamente são invariantes por refase. Tal parametrização, no

entanto, não é muito interessante como ferramenta para restringir e quantificar a

violação de CP devido aos erros na determinação desses módulos. Mesmo assim,

se tivéssemos conhecimento absoluto de todos |Vjk|, teŕıamos conhecimento de V .

Note-se que o número de módulos independentes restringidos pela unitariedade é

(nf − 1)2, já que as 6 equações (V V †)ii = 1 e (V †V )ii = 1 permitem escrever os
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módulos de uma linha e uma coluna em termos do restante dos módulos, estabele-

cendo a dependência de 2nf − 1 módulos. Tal número de módulos independentes

é igual ao número de parâmetros de qualquer matriz unitária pertencente a U(nf ),

restringido pelas transformações de refase [29, 75]. Essa caracteŕıstica é particular ao

mecanismo CKM e valeria para qualquer número de famı́lias nf , não sendo verdade,

por exemplo, em modelos com simetria left-right [75, 76]. Para nf = 3 precisamos

então de apenas quatro módulos independentes, com os quais podemos escrever to-

dos os outros módulos. De fato, o invariante J , exceto por uma indefinição de sinal,

pode ser escrito em termos dos módulos dos elementos utilizando a parametrização

J = J(|Vαj|) −→ 4J2 = −λ(a2, b2, c2) , (2.72)

onde λ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 −2xy−2yz−2zx. A escolha de a, b e c pode ser feita,

p. ex., removendo-se uma linha ou coluna e escolhendo

a = |V11V13| , b = |V21V23| , c = |V31V33| . (2.73)

A prova da Eq. (2.72) está relacionada com os triângulos unitários, descritos a seguir.

Uma representação visual, comumente utilizada para quantificar o efeito de vio-

lação de CP, pode ser obtida a partir da relação de unitariedade dos elementos de

matrizes, como, por exemplo [74, p.176]

(V †V )bd = VudV
∗
ub + VcdV

∗
cb + VtdV

∗
tb = 0 . (2.74)

A relação anterior pode ser visualizada no plano complexo como a soma de 3 números

complexos que formam um triângulo: o triângulo unitário. Em geral, normaliza-se

um dos lados do triângulo unitário à unidade, por exemplo, para a Eq. (2.74) temos

após a normalização do primeiro termo,

1 +
VcdV

∗
cb

VudV
∗
ub

+
VtdV

∗
tb

VudV
∗
ub

= 0 . (2.75)

Podemos ver que existem 6 triângulos unitários correspondentes a (V †V )ij = 0 para

i 6= j = 1, 2, 3, cujas áreas são dadas por

área =
1

2
|Im[(V †e11V )ij(V

†e22V )∗ij]|

=
1

2
|ImTr[eiiV

†e11V ejjV e22V
†]|

=
1

2
|Ji1j2| =

1

2
|J | , ∀i 6= j = 1, 2, 3. (2.76)

(Lembramos que a área de um triângulo no plano complexo com três lados zi, é dada

por: área= 1
2
|Im(ziz

∗
j )|, com i 6= j.) Ou seja, a área de todos os triângulos é idêntica.
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Além disso, esta relação mostra que a área dos triângulos unitários quantifica a

violação de CP; se CP fosse conservada os triângulos colapsariam em retas. Os

triângulos sofrem rotações quando se redefinem as fases dos campos dos quarks,

mas a área continua invariante. Observe-se que pode haver uma ambigüidade de

sinal na determinação de J a partir da área devida à orientação global dos triângulos.

Podemos agora entender a Eq. (2.72), notando que os três lados do triângulo

unitário da Eq. (2.74) têm exatamente comprimentos |z1| = a, |z2| = b e |z3| = c.

Assim, vemos que −4J2 = λ(|z1|2, |z2|2, |z3|2) = λ(|z1|2, |z2|2, |z1 + z2|2) é idêntico a

−4J2 = −4[Im(z1z
∗
2)]

2 = (z1z
∗
2−z∗1z2)2, quando expandido em termos de z1, z2, z

∗
1 , z

∗
2

apenas.

É de interesse fenomenológico e teórico verificar se o triângulo da Eq. (2.74)

realmente descreve a natureza. Em caso contrário novas fontes de violação de CP

além do mecanismo de CKM poderão ser necessárias, abrindo uma janela para f́ısica

além do MP. Um teste para checar a unitariedade da matriz CKM pode ser feito

verificando a validade experimental da soma dos três ângulos internos do triângulo

da Eq. (2.74) [10, 11],

α + β + γ = π , (2.77)

onde

α = arg

(
− VtdV

∗
tb

VudV ∗
ub

)
, (2.78)

β = arg

(
−VcdV

∗
cb

VtdV
∗
tb

)
, (2.79)

γ = arg

(
−VudV

∗
ub

VcdV ∗
cb

)
. (2.80)

2.2.2 Formalismo de comutadores

Podemos unificar todas as condições para violação de CP, a saber, a não dege-

nerescência das massas e o não colapso dos triângulos unitários, através de

detC 6= 0 , onde [M̃M̃ †,MM †] = iC , C† = C . (2.81)

Explicitamente, a condição acima nos dá

detC = −2J(m2
t −m2

c)(m
2
c −m2

u)(m
2
u −m2

t )(m
2
b −m2

s)(m
2
s −m2

d)(m
2
d −m2

b) . (2.82)

Se M † = M e M̃ † = M̃ , e estas são positivo definidas, então deveŕıamos usar como

medida de violação de CP a quantidade

detC ′ = det(−i[M̃ ,M ])
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=−2J(mt −mc)(mc −mu)(mu −mt)(mb −ms)(ms −md)(md −mb) .(2.83)

Mostraremos a seguir, que no MP podemos escolher as matrizes de massa M e M̃

hermitianas sem perda de generalidade.

A prova dessas relações pode ser mostrada utilizando a teoria de matrizes. Pri-

meiramente, nota-se que a matriz C é hermitiana, C = C†, e de traço nulo, TrC = 0

(como qualquer traço de comutador). A Eq. (2.83) pode ser verificada utilizando

uma identidade matricial válida para matrizes 3 × 3 sem traço (ver Ap.A.3)

detC ′ =
1

3
TrC ′3 =

(−i)3

3
Tr([M̃,M ]3)

= iTr[(M̃M)2MM̃ − (MM̃)2M̃M ]

= −2ImTr[M̃2M2M̃M ]

= −2ImTr[diag(m̃2
i )V diag(m2

i )V
†diag(m̃i)V diag(mi)V

†]

= −2
∑

αjβk

Im[m̃2
αm

2
jm̃βmkVαjV

∗
βjVβkV

∗
αk]

= −2J
∑

γl

(
∑

αjβk

ǫαβγǫjklm̃
2
αm

2
jm̃βmk) , (2.84)

onde ULMU
†

R = diag(mi), ŨLM̃Ũ
†

R = diag(m̃i), ŨLU
†

L = V e os determinantes de

Vandermonde nos dão o produto das diferenças de massas

3∑

jkl=1

ǫjklm
2
jmk = det



m2

1 m2
2 m2

3

m1 m2 m3

1 1 1




= det



m2

1 −m2
2 m2

2 −m2
3 m2

3

m1 −m2 m2 −m3 m3

0 0 1




= (m2 −m1)(m3 −m2)(m1 −m3) . (2.85)

A prova da relação da Eq. (2.82) segue de forma análoga, trocando-se M → MM †,

mi → m2
i e efetuando as respectivas trocas para M̃ e seus autovalores. Com a

quantidade definida na Eq. (2.82) pode-se definir a noção de violação máxima de

CP, embora a violação no MP não seja máxima segundo tal definição [ver Eq. (13.3)

no artigo de C. Jarlskog da Ref. [25]].

Por último, dadas as interações de Yukawa na Eq. (2.17), podemos ver que as

transformações horizontais antes da QES

QL → ULQL , (2.86)

DR → URDR , UR → ŨRUR , (2.87)
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representam uma mudança de variáveis (e deixam o restante da Lagrangiana do MP

invariante) que não modifica o conteúdo f́ısico da teoria e, por isso mesmo, deixa a

quantidade na Eq. (2.82) invariante, pelas transformações induzidas

M → M ′ = U
†

LMUR ,

M̃ → M̃ ′ = U
†

LM̃ŨR . (2.88)

As transformações horizontais das Eqs. (2.86) e (2.87) comutam com as transformações

de gauge SU(2)L ⊗ U(1)Y e como a violação de CP é expĺıcita no MP, sem fontes

adicionais de violação provenientes da QES, a quantidade na Eq. (2.82) quantifica

toda a violação de CP da teoria. Devido à arbitrariedade de UR e ŨR na Eq. (2.88),

podemos sempre escolhê-los de maneira a deixar as matrizes M e M̃ ou os respec-

tivos coeficientes de Yukawa hermitianos. Mais do que isso, podemos escolher as

transformações na Eq. (2.88) de tal forma que, p. ex., a matriz de massa M seja

diagonal. Tal liberdade mostra que muitos dos parâmetros de M e M̃ são espúrios e

não observáveis no MP, em concordância com o número de parâmetros f́ısicos con-

tidos no conhecimento de diag(mi), diag(m̃i) e V (CKM). Observe-se também que

as transformações da Eqs. (2.86) e (2.87) mantêm a não invariância de CP nas in-

terações de Yukawa, conservando o resto da Lagrangiana do MP invariante sob CP.

São as transformações horizontais após a QES, não mais invariantes por SU(2)L, que

ao diagonalizarem as matrizes de massa dos quarks requerem que as transformações

para os quarks diL (UL) sejam diferentes da transformação para os quarks uiL (ŨL),

transferindo a violação de CP do setor de Yukawa para as correntes carregadas. Esta

análise para o MP pode ser também encontrada na Ref. [26].

2.3 A descrição do sistema K0–K̄0 no MP

Após uma revisão da descrição fenomenológica para o sistema dos káons neutros,

primeiro sistema no qual foi obeservada a violação de CP, calcularemos as Lagrangi-

anas efetivas responsáveis pela transição K0 ↔ K̄0 (equivalente a B0 ↔ B̄0) no MP,

baseados nas Refs. [77] e [69, p. 235]. Será utilizada a nomenclatura da Ref. [77].

Para isso, basta calcular os diagramas das Figs. 2.1 (a), (b) e diagramas equivalentes

substiuindo-se os bósons W por bósons de Goldstone [77]. Há diagramas adicionais

com correções gluônicas que poderiam concorrer com tais diagramas mas estimati-

vas mostram que estas podem ser desprezadas [ver diagramas (c) e (d) na p. 235 da

Ref. [69] e a discussão em seguida].

2.3.1 Fenomenologia

Revisaremos a descrição fenomenológica do sistema dos káons neutros K0–K̄0.

25



Embora o MP seja o contexto natural para a descrição de todos os fenômenos en-

volvendo part́ıculas elementares, os graus de liberdade fundamentais do MP, que

interagem através das interações fortes, são os quarks dos quais são constitúıdos

mésons e bárions, que são os estados f́ısicos observáveis na natureza. Isso se deve

ao fenômeno de confinamento no setor da QCD, que não permite o aparecimento de

quarks livres na natureza. Tal fato complica enormemente a descrição dos fenômenos

envolvendo hádrons (bárions e mésons) através do MP. Também por uma questão

histórica, antes do advento da QCD, a descrição fenomenológica, mais próxima da

linguaguem da Mecânica Quântica não relativ́ıstica, se mostra mais útil e efetivo na

descrição do sistema dos káons neutros. A definição de vários parâmetros fenome-

nológicos como ǫK e ǫ′ depende dessa descrição.

O sistema K0–K̄0 também se mostra muito interessante para se estudar aspectos

fundamentais de Mecânica Quântica. Como se trata de um sistema formado por

part́ıcula–antipart́ıcula, as quais possuem a mesma massa, a cinemática do sistema

é simples e permite, p. ex., o estudo do emaranhamento quântico (entanglement) e

desigualdades de Bell para part́ıculas massivas e com tempos de vida finitas [78, 79],

diferententemente do sistema correlacionado de fótons comumente utilizado na ótica

quântica.

Como os processos que violam CP devem envolver as três famı́lias de quarks, os

efeitos de violação de CP nos káons são naturalmente pequenos porque tais proces-

sos, necessariamente, envolvem diagramas em loops devido à massa intermediária

do quark s, pertencente à segunda famı́lia. A escala de massa intermediária também

limita enormemente os canais posśıveis de decaimento para os mésons K, se com-

parados aos mésons B, o que também explica a grande diferença entre os tempos

de vida dos autoestados de vida curta (KS) e longa (KL), com τL/τS ≈ 580, que

decaem predominantemente em dois e três ṕıons, respectivamente, devido à con-

servação aproximada de CP [80]. Por outro lado, para os mésons Bd, τL/τS ≈ O(1)

enquanto que para os mésons Bs, τL/τS ≈ 1 [80].

Considerando que os mésons K0 e K̄0 devem misturar-se, pelo menos através

do seu canal comum de decaimento em dois ṕıons, podemos descrever o sistema de

káons neutros como um sistema de dois ńıveis onde o estado geral pode ser escrito

na forma [69, p.232]

|ψ(t)〉 ≡ a(t)|K0〉 + b(t)|K̄0〉 ≡
(
a(t)

b(t)

)
, (2.89)

cuja evolução temporal é ditada por

i
d

dt
|ψ(t)〉 =

(
M − i

2
Γ
)
|ψ(t)〉 , (2.90)
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onde, até segunda ordem em teoria de pertubação, a quantidade entre parênteses é

chamada de matriz de massa e é dada por

[
M − i

2
Γ
]

ij
≡ 〈i|Heff |j〉

2mK

= m
(0)
K δij +

〈i|Hw|j〉
2mK

+
1

2mK

∑

n

〈i|Hw|n〉〈n|Hw|j〉
m

(0)
K −En + iǫ

. (2.91)

O fator 1/2mK advém da normalização dos estados 〈p|p′〉 = 2E(p)δ3(p − p′),

|1〉 ≡ |K0〉 e |2〉 ≡ |K̄0〉. Com o uso da identidade

1

E ± iǫ
= P

( 1

E

)
∓ iπδ(E) , (2.92)

podemos ver que a parte absortiva

Γij =
1

2mK

∑

n

〈i|Hw|n〉〈n|Hw|j〉2πδ(En −mK) , (2.93)

envolve somente estados intermediários f́ısicos. As matrizes M e Γ são hermitianas

e possuem a forma geral

M − i

2
Γ =

(
A p2

q2 A

)
, (2.94)

sendo A, p2 e q2, em geral, complexos e que a igualdade dos elementos diagonais segue

da invariância sob CPT: 〈K̄0|Heff |K̄0〉 = 〈ΘK0|Heff |ΘK0〉 = 〈K0|Θ−1HeffΘ|K0〉∗ =

〈K0|Heff |K0〉, onde Θ ≡ C PT é o operador CPT que é antiunitário. Os estados

|K0〉 e |K̄0〉 são conectados pela operação de CP, cujos operadores serão denotados

por C e P, respectivamente:

C P|K0〉 = ξK |K̄0〉, |ξK | = 1 . (2.95)

Adotaremos como convenção ξK = −1 (pode-se adotar, p. ex., o valor oposto [81]).

Da transformação acima conclúımos prontamente que p = q se a invariância sob CP

fosse válida. Como esse não é o caso, a expansão dos estados f́ısicos, autoestados da

Hamiltoniana efetiva da Eq. (2.94), são dados por

|KL
S
〉 =

1√
|p|2 + |q|2

[p|K0〉 ± q|K̄0〉] , (2.96)

e seus respectivos autovalores

ML
S
− i

2
ΓL

S
= A± pq . (2.97)

A expansão da Eq. (2.96) pode ser obtida através da normalização das colunas da

matriz na Eq. (A.29), usando-se a correspondência p2 = b, q2 = c. Os rótulos L/S
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se referem aos autoestados de vida longa (long) e vida curta (short). Devido a

não hermiticidade da Hamiltoniana efetiva da Eq. (2.94), os autoestados não são

ortogonais

〈KL|KS〉 =
|p|2 − |q|2
|p|2 + |q|2 6= 0 . (2.98)

Antes da descoberta da minúscula violação de CP na natureza [1], pensava-se

que os autoestados de vida curta e longa fossem, respectivamente, os autoestados

par e ı́mpar por CP [4]

|K0
±〉 ≡

|K0〉 ∓ |K̄0〉√
2

, (2.99)

que decaem, respectiva e predominantemente, nos estados de CP definido de dois

ṕıons (CP par) e três ṕıons (CP ı́mpar), dentro da aproximação de CP conservada.

Como o espaço de fase do primeiro canal é bem maior que o do segundo, o tempo

de vida do primeiro é bem menor que o do segundo. No entanto, a expansão correta

dos autoestados f́ısicos deve levar em conta a correção devida à violação de CP,

|K0
S
L

〉 =
1√

1 + |ǭ|2
[|K0

±〉 + ǭ|K0
∓〉] , (2.100)

onde

p

q
=

1 + ǭ

1 − ǭ
, (2.101)

ǭ =
p− q

p+ q
=
i

2

ImM12 − iImΓ12/2

ReM12 − iReΓ12/2
≈ i

ImM12 − iImΓ12/2

∆M + i
2
∆Γ

. (2.102)

Foram utilizadas as definições das quantidades positivas ∆Γ ≡ ΓS − ΓL =

ΓS(1 − τS/τL) = 7, 338.10−12MeV e ∆M ≡ ML −MS = (3, 483 ± 0, 006).10−12MeV

(ver p. 48 da Ref. [74]), e a aproximação ∆M + i∆Γ/2 = 2pq ≈ 2ReM12 − iReΓ12,

válida quando |ReΓ12| ≫ |ImM12| e |ReM12| ≫ |ImΓ12|. Note-se que ∆M/∆Γ ≈ 1/2

permite aproximar
i

∆M + i
2
∆Γ

≈ ei π
4

√
2∆M

. (2.103)

Uma medida da violação de CP advinda somente da contaminação do estado de

CP par em KL, que é dominantemente ı́mpar por CP, é dada pela assimetria no

decaimento semileptônico

δL ≡ Γ(KL → π−l+ν) − Γ(KL → π+l−ν̄)

Γ(KL → π−l+ν) + Γ(KL → π+l−ν̄)
(2.104)

=
|p|2 − |q|2
|p|2 + |q|2 = 〈KL|KS〉 (2.105)

=
2Reǭ

1 + |ǭ|2 ≈ 1

4
Im

Γ12

M12
. (2.106)
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Se CP fosse conservada, KL seria autoestado de CP, os dois canais seriam conju-

gados por CP e a assimetria seria nula. Experimentalmente, temos δL = (3, 27 ±
0, 12).10−3 [11].

Agora, precisamos analisar a violação de CP nos canais de decaimento dos

káons. Os estados de dois ṕıons na onda S (momento angular orbital relativo

nulo) |π0π0〉 e |π+π−〉 são pares por CP devido a C P|π0〉 = −|π0〉 e C P|π±〉 =

−|π∓〉. Os estados de dois ṕıons podem ser classificados de acordo com o isospin

total, que é aproximadamente conservado pelas interações fortes, pela decomposição

1⊗1 = 0⊕1⊕2, dos quais somente 0 e 2 são permitidos devido à simetria bosônica:

|ππ : I = 0〉 =
1√
3
[|π+〉|π−〉 + |π−〉|π+〉 − |π0〉|π0〉] , (2.107)

|ππ : I = 2, I3 = 0〉 =
1√
6
[|π+〉|π−〉 + |π−〉|π+〉 + 2|π0〉|π0〉] , (2.108)

|ππ : I = 2, I3 = 2〉 = |π+〉|π+〉 , (2.109)

|ππ : I = 2, I3 = −2〉 = |π−〉|π−〉 , (2.110)

|ππ : I = 2, I3 = 1〉 =
1√
2
[|π+〉|π0〉 + |π0〉|π+〉] , (2.111)

|ππ : I = 2, I3 = −1〉 =
1√
2
[|π−〉|π0〉 + |π0〉|π−〉] . (2.112)

Na linguagem de Teoria Quântica de Campos (TQC), na qual todos os estados

livres são gerados a partir da aplicação de operadores de criação, devemos efetuar as

substituições |π0〉|π0〉 → |π0π0〉 e (|π+〉|π−〉 + |π−〉|π+〉) →
√

2|π+π−〉 =
√

2|π−π+〉.
Com isso, podemos efetuar a decomposição das amplitudes [ver Eqs. (43) e (44) da

Ref. [82]]:

A(K0 → π+π−) =

√
2

3
A0e

iδ0 +
1√
3
A2e

iδ2 , (2.113)

A(K0 → π0π0) = − 1√
3
A0e

iδ0 +

√
2

3
A2e

iδ2 , (2.114)

A(K̄0 → π+π−) = −
√

2

3
A∗

0e
iδ0 − 1√

3
A∗

2e
iδ2 , (2.115)

A(K̄0 → π0π0) =
1√
3
A∗

0e
iδ0 −

√
2

3
A∗

2e
iδ2 , (2.116)

onde os rótulos I = 0, 2 se referem ao isospin total dos estados de dois ṕıons,

AI = 〈ππ : I|Hw|K0〉 são as amplitudes de decaimento devidas às interações fracas

e δI são os deslocamentos de fase na onda S, pares por CP, devidos às interações

fortes. A parametrização das amplitudes com isospin definido pode ser escrita,
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usando o tereoma de Watson [69, p. 510][82], como:

〈I|T |K0〉 = AIe
iδI , (2.117)

〈I|T |K̄0〉 = −A∗
Ie

iδI . (2.118)

Devemos, no entanto, tomar cuidado com redefinições de fase nos campos dos

káons. Por exemplo, uma transformação de estranheza e−iλS sobre os estados |K0〉
e |K̄0〉 induz as fases

|K0〉 → eiλ|K0〉 , |K̄0〉 → e−iλ|K̄0〉 , (2.119)

e modificam as amplitudes de espalhamento

ImAI

ReAI

→ ImAI

ReAI

+ λ , (2.120)

quando λ ≪ 1 e ImAI

ReAI
≪ 1. Devemos, então, adotar definições invariantes de

convenção de fase para os observáveis [83, 84]. Seguindo a Ref. [83], definimos a

quantidade invariante por convenção de fases,

ηf ≡ 〈f |T |KL〉〈K0|KS〉
〈f |T |KS〉〈K0|KL〉

. (2.121)

Da mesma forma, podemos definir as amplitudes (não observáveis) para o estado

final de dois ṕıons, classificado de acordo com o isospin

ηI ≡
〈ππ : I|T |KL〉〈K0|KS〉
〈ππ : I|T |KS〉〈K0|KL〉

, (2.122)

que tem como caso especial o parâmetro

ǫK ≡ η
I=0

. (2.123)

Definimos também

ω ≡ 〈ππ : 2|T |KS〉
〈ππ : 0|T |KS〉

=
ReA2

ReA0

[
1 + iǭξ2
1 + iǭξ0

]
, (2.124)

que quantifica a regra ∆I = 1/2, pois |ω| ≈ |ReA2/ReA0| = 1/22, 2. Definiu-se

também ξI ≡ ImAI/ReAI . Podemos escrever:

ǫK =
ǭ+ iξ0
1 + iǭξ0

≈ eiπ/4

√
2

ImM12 − iImΓ12/2

∆M
+ iξ0 (2.125)

≈ eiπ/4

√
2

[
ImM12

∆M
+ ξ0

]
=
eiπ/4

√
2

[
ImM12

∆M
+

ImA0

ReA0

]
, (2.126)
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onde foi utilizada a aproximação [69, p.240]

ImΓ12 ≈ ξ0ΓS ≈ 2ξ0∆M , (2.127)

devido à dominância do decaimento dos káons em dois ṕıons com isospin nulo.

Oberve-se que ǭ e ξI são dependentes de convenção de fase, mas a combinação que

forma ǫK não. Escrita dessa forma, podemos ver que ǭ + iξ0 possui contribuições

tanto da violação indireta de CP (na mistura K0–K̄0), como da violação direta de

CP (nos decaimentos). Pode-se definir também

ǫ′ ≡ 1√
2

[〈ππ : 2|T |KL〉
〈ππ : 0|T |KS〉

− 〈ππ : 0|T |KL〉〈ππ : 2|T |KS〉
〈ππ : 0|T |KS〉〈ππ : 0|T |KS〉

]〈K0|KS〉
〈K0|KL〉

(2.128)

=
ω√
2
(η2 − η0) (2.129)

=
i√
2
ω(1 − ǭ2)

ξ2 − ξ0
(1 − ǭξ0)(1 − ǭξ2)

(2.130)

≈ iωei(δ2−δ0)

√
2

[
ImA2

ReA2

− ImA0

ReA0

]
. (2.131)

Podemos ver que o parâmetro ǫ′ quantifica genuinamente a violação direta de CP,

com ∆S = 1, sendo não nulo somente se existe diferença de fase nas amplitudes

dos dois canais de decaimento para dois ṕıons com isospin definido. Uma discussão

de várias convenções adotadas para os parâmetros ǫ e ǫ′ pode ser encontrada na

Ref. [83].

A confrontação da fenomenologia e dados experimentais com o MP, ou modelos

de f́ısica nova, requer ferramentas de cálculo mais sofisticadas como a aplicação da

teoria de perturbação quiral ou o uso de QCD na rede. Uma revisão da aplicação

da teoria de perturbação quiral para o sistema dos káons pode ser encontrada na

Ref. [82]. A aplicação de Lagrangianas efetivas para a confrontação com a teoria

eletrofraca e procura de f́ısica nova pode ser encontra na Ref. [85]. Em geral, como

no caso dos káons, a parte real das amplitudes de decaimento ReAI pode ser obtida

de experimentos, enquanto a parte imaginária tem que ser calculada utilizando o

MP. A extração precisa dos elementos da matriz CKM depende crucialmente da

calculabilidade dos observáveis: muitos fenômenos envolvendo hádrons ainda apre-

sentam sérias dificuldades relacionadas à pobre calculabilidade da QCD a baixas

energias, principalmente no sistema dos káons.

Dada a variedade de posśıveis fenômenos que violam CP, tanto no sistema dos

mésons K como nos mésons B, é interessante obter uma classificação para esses

vários fenômenos. Podemos classificá-los em violação de CP (i) na matriz de mis-

tura, (ii) nas amplitudes de decaimento e (iii) na interferência entre mistura e de-

caimento [80]. A terminologia violação direta e indireta de CP, mais comum no
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sistema dos káons, pode ser definida da seguinte maneira: a violação indireta de

CP refere-se aos efeitos que podem ser completamente atribúıdos à mistura devido

a M12; por outro lado, todos os efeitos, que não podem ser atribúıdos à mistura e,

explicitamente, requerem fases de violação de CP nas amplitudes de decaimento,

são chamados de violação direta. Uma revisão dos fenômenos de violação de CP no

sistema dos mésons B pode ser encontrada nas Refs. [80] e [86], inclusive a extração

precisa do ângulo β, que pode ser diretamente relacionado a parâmetros na matriz

CKM.

Por fim, ilustraremos uma propriedade geral de observáveis de violação de CP.

Para quantificar a violação de CP do caso (ii), podemos generalizar a assimetria da

Eq. (2.104) para qualquer decaimento K → f e seu conjugado sob CP, K̄ → f̄ , na

forma

δ(K → f) ≡ Γ(K → f) − Γ(K̄ → f̄)

Γ(K → f) + Γ(K̄ → f̄)
(2.132)

=
|A(K → f)|2 − |A(K̄ → f̄)|2
|A(K → f)|2 + |A(K̄ → f̄)|2 (2.133)

=
4 sin(ξ1 − ξ2) sin(δ1 − δ2)∣∣∣A1

A2

∣∣∣ +
∣∣∣A2

A1

∣∣∣ + 4 cos(ξ1 − ξ2) cos(δ1 − δ2)
, (2.134)

quando

A(K → f) = |A1|eiξ1eiδ1 + |A2|eiξ2eiδ2 , (2.135)

A(K̄ → f̄) = −|A1|e−iξ1eiδ1 − |A2|e−iξ2eiδ2 . (2.136)

Isso ilustra a propriedade geral de que a violação de CP só é observável em processos

que contenham tanto fases pares por CP quanto fases ı́mpares por CP. Apenas uma

delas não é suficiente: no caso do decaimento do K0 em dois ṕıons, a diferença nos

deslocamentos de fase forte nos dois estados de isospin total é essencial, apesar da

interação forte conservar CP.

2.3.2 Troca de dois W

Primeiramente, calcularemos o diagrama de caixa (a) da Fig.2.1 onde há troca

de dois bósons W .

−iMWW =
∑

ij=ust

Cij v̄s(p2)γ
µL(6k + 6p1 +mi)γ

νLud(p1)

× ūs(q1)γ
αL(6k + 6 q1 +mj)γ

βLvd(q2)

×D(k + p1, mi)D(k + q1, mj)
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×Dµβ(k + p1 + p2, mW ; ξ)Dνα(k,mW ; ξ) (2.137)
(∗)

=
∑

ij=ust

Cij 4
(
R(6k +md)

)[
(6k +ms)L

]
D4

ij (2.138)

(∗∗)

=
∑

ij=ust

Cij(γ
µL)[γµL]

1

m2
W

i

(4π)2
g1(

m2
i

m2
W

,
m2

j

m2
W

) , (2.139)

onde, Cij = (g/
√

2)4V ∗
isVidV

∗
jsVjd,

D4
ij ≡ D(k + p1, mi)D(k + q1, mj)D(k + p1 + p2, mW )D(k,mW ) , (2.140)

e a integração [(2π)−4
∫
d4k] sobre o momento interno k, impĺıcita nas Eqs. (2.137)

e (2.138), nos dá

∫
d̂k kµkνD4

ij

∣∣∣∣
pi=qi=0

=
gµν

4
B4(0;mi,mj ,mW ,mW ; k2) =

gµν

4m2
W

i

(4π)2
g1(

m2
i

m2
W

,
m2

j

m2
W

) ,

(2.141)

onde a função (funcional) B4 é definida na Eq. (A.37) e a função g1 é definida na

Eq. (A.57). Os propagadores utilizados na Eq. (2.137) são, exceto por fatores (±i),

D(p,m) ≡ 1

p2 −m2 + iǫ
, (2.142)

Dµν(p,m; ξ) ≡ 1

p2 −m2 + iǫ
(gµν −

pµpν

p2 + iǫ
) + ξ

1

p2 − ξm2 + iǫ

pµpν

p2 + iǫ
,(2.143)

Dµν(p,m) ≡ Dµν(p,m; 1) = gµνD(p,m) . (2.144)

A notação ( )[ ] também utilizada no Ap.G indica que não estamos interessados

nos espinores expĺıcitos (part́ıcula ou antipart́ıcula) mas somente nos bilineares de

Dirac aos quais estão contráıdos; são estes que ditam a estrutura operatorial na

Lagrangiana efetiva, que levará em conta todas as contribuições (crossing symme-

try). A definição expĺıcita dos propagadores e vértices que aparecem nas regras de

Feynman utilizadas aqui pode ser encontrada no Ap.A.6. Nas equações acima foram

utilizadas as seguintes restrições ou aproximações indicadas por: (∗) ξ = 1 (gauge

de Feynman), Eq. (A.7) e as equações de movimento livre dos quarks externos; (∗∗)

limite de momentos e massas nulas para os quarks externos. Já que o diagrama (b)

leva ao mesmo resultado final dentro das mesmas aproximações, as contribuições

dos diagramas (a) e (b) podem ser de fato gerados pela Lagrangiana efetiva

L
WW
ef = −1

4
MWW (a)|op −

1

4
MWW (b)|op = −1

2
MWW (a)|op (2.145)

=
∑

ij=ust

GF√
2
χV ∗

isVidV
∗
jsVjd2E

(a)

�
(xi, xj)(s̄Lγ

µdL)2 . (2.146)
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Lembramos que

Cij

(4π)2m2
W

= 2
GF√

2
χV ∗

isVidV
∗
jsVjd = 8

G2
F

(4π)2
m2

WV
∗
isVidV

∗
jsVjd , (2.147)

provém das relações
g2

2
= 2

√
2GFm

2
W , g2 = e2/ sin2 θW = 4πα/ sin2 θW e

χ ≡ α
4π sin2 θW

. Note-se que devido à forma do operador de quatro férmions ser o

produto de dois operadores iguais, s̄Lγ
µdL, existem quatro maneiras de se contrair

tal operador com dois anti-quarks d e dois quarks s: duas contrações idênticas que

levam à contribuição do diagrama (a) e outras duas contrações idênticas levam à

contribuição do diagrama (b); o fator 1/2 da Eq. (2.145) é compensado e obtemos

efetivamente a soma das contribuições dos diagramas (a) e (b), usando a Lagran-

giana efetiva acima. Para assegurar que os coeficientes da Lagrangiana efetiva da

Eq. (2.146) estão corretos podemos refazer os cálculos no espaço de coordenadas di-

retamente da Lagrangiana eletrofraca, sem fazer menção a nenhum diagrama. Tal

procedimento é ilustrado na Sec. 2.3.5.

A função E(a)

�
está definida na Ref. [77] e é dada por

E(a)

�
(x, y) =

1

2
g1(x, y) . (2.148)

A Ref. [77], contudo, contém um sinal global (-) em relação ao resultado acima

porém, este é corrigido na respectiva errata [77]. Inami e Lim invertem o sinal das

funções g0 [Eq. (A.58)] e g1 [Eq. (A.57)] na sua errata mas aqui optamos por inverter

o sinal das funções E� . Esse sinal se propaga em todas as funções de caixa a seguir:

d

s̄

s

d̄

k + p1, ui

k

k + p1 + p2

uj, k + q1

−p2

p1 q1

−q2
(a) (b)

Figura 2.1: Diagramas de caixa com a troca de dois bósons W .

2.3.3 Bósons de Goldstone

A contribuição dos bósons de Goldstone pode não ser despreźıvel quando a massa

dos férmions virtuais que circulam no diagrama de caixa não são pequenas, compa-

radas com a massa do bóson vetorial (neste caso, mW ). Esse comportamento viola o
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teorema de Appelquist-Carrazone (AC) [87] devido à quebra espontânea de simetria

que gera vértices proporcionais à massa do férmion virtual para o bóson de Golds-

tone. É importante notar que a necessidade de considerar a contribuição dos bósons

de Goldstone surge porque estamos utilizando um gauge covariante, Eq. (2.143),

para os bósons vetoriais. Caso utilizássemos o gauge unitário, a contribuição dos

bósons de Goldstone não seria necessária mas, por outro lado, teŕıamos que lidar

com a mistura de potências de perturbação nos momentos internos.

Se trocarmos um dos bósons W virtuais do diagrama (a) da Fig.2.1, p. ex., o

bóson inferior, por um bóson de Goldstone carregado, obtemos a amplitude

−iMWG=
∑

ij=ust

Cij

m2
W

v̄s(p2)(msL−miR)(6k + 6p1 +mi)γ
νLud(p1)

×ūs(q1)γ
αL(6k + 6 q1 +mj)(Rmd − Lmj)vd(q2)iD(k + p1,mi)

×iD(k + q1,mj)D(k + p1 + p2,
√

ξmW )Dνα(k,mW ; ξ) (2.149)
(∗)

= −
∑

ij=ust

Cij

m2
W

m2
im

2
j (γ

µL)[γµL]B4(0;mi, mj , mW , mW ; 1) . (2.150)

Novamente em (∗) particularizamos para o gauge de Feynman (ξ = 1) e tomamos o

limite de momentos e massas externas nulos.

A contribuição de dois diagramas do tipo (a) e dois do tipo (b) pode ser gerada

pela Lagrangiana efetiva

L
WG
ef = −2

1

2
MWG|op (2.151)

=
∑

ij=ust

2
GF√

2
χV ∗

isVidV
∗
jsVjd2E

(b)

�
(xi, xj)(s̄Lγ

µdL)2 , (2.152)

onde

E(b)

�
(xi, xj) = −1

2
xixj m

4
W

(4π)2

i
B4(0;mi, mj , mW , mW ; 1) (2.153)

= −1

2
xixjg0(xi, xj) , (2.154)

sendo xi ≡ mi/mW e xj ≡ mj/mW .

Resta-nos calcular os diagramas de caixa com troca de dois bósons de Goldstone.

Trocando os dois bósonsW , por dois bóson de Goldstone, no diagrama (a) da Fig.2.1,

obtemos a amplitude

−iMGG=
∑

ij=ust

Cij

m4
W

v̄s(p2)(msL−miR)(6k + 6p1 +mi)(mdR−miL)ud(p1)

×ūs(q1)(msL−mjR)(6k + 6 q1 +mj)(Rmd − Lmj)vd(q2)D(k + p1, mi)
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×D(k + q1, mj)D(k + p1 + p2,
√

ξmW )Dνα(k,mW ; ξ) (2.155)
(∗)

=
∑

ij=ust

Cij

m4
W

m2
im

2
j

(
γµL

)[
γµL

]1
4
B4(0;mi, mj, mW , mW ; k2) . (2.156)

Novamente em (∗) particularizamos para o gauge de Feynman (ξ = 1) e tomamos o

limite de momentos e massas externas nulos.

A respectiva Lagrangiana efetiva é

L
GG
ef = −1

2
MGG|op (2.157)

=
∑

ij=ust

GF√
2
χV ∗

isVidV
∗
jsVjd2E

(d)

�
(xi, xj)(s̄Lγ

µdL)2 , (2.158)

onde

E(d)

�
(x, y) =

1

8
xym2

W

(4π)2

i
B4[k

2] (2.159)

= xy
1

8
g1(x, y) . (2.160)

2.3.4 Lagrangiana efetiva para K0–K̄0

A soma de todas as contribuições dos diagramas de caixa das Figs. 2.1 (a) e (b)

com troca de dois bósons W , dois bósons de Goldstone G, e um bóson G e um bóson

W , resulta em:

Lds = − i

2

∑

ij=uct

CijB4(0;mi, mj, mW , mW ; k2(1 + 1
4
) − 2m2

Wxixj ](sLγ
µdL)2(2.161)

=
∑

ij=uct

Cij

(4π)2m2
W

1
2
E�(xi, xj)(sLγ

µdL)2 (2.162)

=
∑

ij=ct

Cij

(4π)2m2
W

1
2
Ē(xi, xj)(sLγ

µdL)2 (2.163)

=
G2

F

(4π)2
m2

W

[
(V ∗

cdVcs)
2Ē(xc, xc) + (V ∗

tdVts)
2E�(xt, xt)

+ 2(V ∗
cdVcsV

∗
tdVts)Ē(xc, xt)

]
4(sLγ

µdL)2 , (2.164)

onde foram utilizadas as definições

E�(x, y) ≡ [(1 + 1
4
xy)g1(x, y) − 2xyg0(x, y)] (2.165)

= − 1

x− y

{
x2

(x− 1)2

[
1 − 2y +

1

4
xy
]
ln x− (x↔ y)

}
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− 1

(x− 1)(y − 1)

[
1 − 7

4
xy
]
, (2.166)

Ē(x, y) ≡ E�(x, y) −E�(x, 0) −E�(0, y) + E�(0, 0) (2.167)

= −xy
{

1

x− y

[1
4
− 3

2

1

x− 1
− 1

(x− 1)2

]
ln x+ (x↔ y)

− 3

4

1

(x− 1)(y − 1)

}
, (2.168)

E�(x, 0) = −
[

1

1 − x
+

x

(x− 1)2
ln x

]
= E�(0, x) (2.169)

E�(0, 0) = −1 . (2.170)

A Eq. (2.165) é idêntica à Eq. (C.7) da Ref. [77] com uma troca de sinal global; a

expressão expĺıcita é mostrada na Eq. (2.166) para evitar confusão. A Eq. (2.167) é

idêntica à Eq. (2.12) da Ref. [77], que tem a forma dada devida a xu = m2
u/m

2
W ≈ 0

e ao uso da unitariedade de V para escrever a contribuição do quark u em termos

das contribuições dos quarks c e t.

Podemos comparar o resultado da Eq. (2.164) com o resultado encontrado na

p. 235 da Ref. [69] sem correções de curto alcance da QCD (ηi = 1):

Hds =
G2

F

(4π)2
m2

W

[
(V ∗

cdVcs)
2xcH(xc) + (V ∗

tdVts)
2xtH(xt)

+ 2(V ∗
cdVcsV

∗
tdVts)xcḠ(xc, xt)

]
4(sLγ

µdL)2 , (2.171)

onde

H(x) =

[
1

4
+

9

4

1

1 − x
− 3

2

1

(1 − x)2

]
− 3

2

x2

(1 − x)3
ln(x) (2.172)

= lim
y→x

Ḡ(x, y) , (2.173)

Ḡ(x, y) = y

[
− 1

y − x

(
1

4
+

3

2

1

1 − x
− 3

4

1

(1 − x)2

)
lnx

+ (y ↔ x) − 3

4

1

(1 − x)(1 − y)

]
. (2.174)

Devido à igualdade xḠ(x, y) = −Ē(x, y), podemos ver que o resultado da Eq. (2.164)

está de acordo com o resultado da Eq. (2.171). Essas funções são idênticas às

encontradas na p. 319 da Ref. [88], com a correspondência S(x, y) = xḠ(x, y) e

S(x) = xH(x). Sendo xc ≪ 1, pode-se expandir as funções acima em xc mantendo

somente as termos de ordem xc e xc ln xc (ver as funções S0 na p. 25 da Ref. [85]).

Um detalhe importante que deve ser mencionado é o fato que a soma de todos os

diagramas de caixa independe da escolha do gauge, i.e., do parâmetro ξ [77].
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Agora estamos em posição para calcular aproximadamente a diferença de massa

∆M dos káons [69, p.238]

∆M ≈ 2ReM21 = Re
〈K̄0|Heff |K0〉

mK
≈ G2

F

16π
m2

cRe(V ∗
cdVcs)

2 〈K̄0|4(sLγ
µdL)2|K0〉

mK
,

(2.175)

onde o último elemento de matriz envolve cálculos não perturbativos, mas pode ser

estimado usando-se o método de inserção do vácuo (ver Ap.C da Ref. [66]):

〈K̄0|4(sLγ
µdL)2|K0〉

mK

=
8

3
f 2

KmK . (2.176)

Em geral, o valor real é parametrizado multiplicando-se o valor acima por um

parâmetro BK [69, p.236], que deve ser extráıdo aplicando-se as técnicas da teo-

ria de perturbação quiral ou de cálculos de QCD na rede. Uma predição teórica

precisa para ∆M é limitada por efeitos não calculáveis de longa distância, que

podem ser tão grandes quanto os efeitos de curta distância calculados nas seções

anteriores [69, p.238]. Desse modo, é costumeiro utilizar o valor experimental de

∆M nos cálculos dos efeitos de violação de CP. Valores atualizados do parâmetro

BK , levando em conta correções da QCD e grupo de renormalização, podem ser

encontrados na Ref. [89]. Na mesma referência, expressões para os parâmetros ǫK e

ǫ′, calculados no MP, podem ser encontrados. O parâmetro ǫK , por exemplo, pode

ser estimado pela relação da Eq. (2.126), calculando-se ImM12 e desprezando-se o

termo contendo ImA0. Abordagens para calcular quantidades não perturbativas que

entram na razão dos parâmetros, ǫ′/ǫK , podem ser encontradas na Ref. [90].

2.3.5 Cálculo no espaço de coordenadas

Calcularemos, novamente nesta seção, a Lagrangiana efetiva na Eq. (2.146) uti-

lizando um procedimento diferente, mas equivalente, daquele utilizado nas seções

anteriores. Obteremos a Lagrangiana efetiva diretamente da Lagrangiana da cor-

rente carregada eletrofraca

LCC =
g√
2
Vij : ūiγ

µLdjW
+
µ : +h.c. ≡ L1 + L

†
1 . (2.177)

Como estamos interessados em encontrar a Lagrangiana efetiva responsável pelas

contribuições da Fig. 2.1, dentro da aproximação de quarks livres, i.e., sem correções

da QCD, precisamos considerar somente a Lagrangiana acima. Obviamente se

também quiséssemos levar em conta a troca dos bósons de Goldstone, teŕıamos

de incluir a Lagrangiana correspondente.

A idéia principal consiste em calcular a contribuição real da Lagrangiana da

Eq. (2.177) responsável pelas transições da Fig. 2.1, e usar uma aproximação que leve
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em conta o curto alcance da interação fraca, representada pelas trocas de bósons W

e de quarks tipo u virtuais. Mais precisamente, curto alcance, neste caso, quer dizer

curto em relação à escala caracteŕıstica dos mésons K (p. ex., m−1
K ,Λ−1

QCD ≫ m−1
W ).

Desse modo, os diagramas da Fig. 2.1 são responsáveis pela transição K0–K̄0, mas

seus efeitos de curto alcance podem ser apropriadamente modelados pela Lagrangi-

ana efetiva local da Eq. (2.146).

Vejamos como as idéias mencionadas acima se refletem nos cálculos. A contri-

buição em mais baixa ordem responsável pelos diagramas da Fig. 2.1 é de quarta

ordem na Lagrangiana da Eq. (2.177) e, devido à sua forma particular, somente os

termos mistos, a seguir, contribuem na matriz S:

i4

4!
T 〈LCC〉4 =

i4

4!
T 〈L1 + L

†
1 〉4

→ i4

4!
3!T 〈L1〉2〈L †

1 〉2

=
1

4
T

∫
dx1dx2dx3dx4L1(x1)L1(x2)L

†
1 (x3)L

†
1 (x4) . (2.178)

O śımbolo 〈 〉 indica integração nas variáveis espaço-temporais. A expressão da

Eq. (2.178) contém, via teorema de Wick, todas as combinações de operadores em

ordem normal e contráıdos [91, p.181]. Contudo, estamos interessados somente nos

termos com os dois bosóns W+, contráıdos com dois bosóns W−, e dois quarks tipo

u, contráıdos com dois antiquarks tipo u:

1

4
T 〈L1〉2〈L †

1 〉2 → 1

2

(
g√
2

)4

VjiV
∗
jkVj′i′V

∗
j′k′T 〈: d̄k(2)γνLS(2 − 3;mj)γ

µ′

Ldi(3)

×d̄k′(4)γν′

LS(4 − 1;mj′)γ
µLdi′(1)

×Dµν(1 − 2)Dν′µ′(3 − 4):〉1234 , (2.179)

onde as variáveis xi estão agora representadas simplesmente pelos números i =

1, 2, 3, 4.

Neste ponto é que podemos efetuar a aproximação de longo alcance mencionada

anteriormente. Para isso realizamos a seguinte mudança de variáveis:

x̄ =
x1 + x2

2
, δx = x1 − x2 ,

ȳ =
x3 + x4

2
, δy = x3 − x4 ,

X =
x̄+ ȳ

2
, δX = x̄− ȳ ,

(2.180)

x1 = X + δX/2 + δx/2 ,

x2 = X + δX/2 − δx/2 ,

x3 = X − δX/2 + δy/2 ,

x1 = X − δX/2 − δy/2 .

(2.181)
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As novas váriáveis independentes são {X, δX, δx, δy}, para as quais o jacobiano é

unitário. Após essa mudança de variáveis, vê-se que somente os campos dos quarks

di dependem da variável central X, enquanto todas as outras funções dependem

apenas de δX, δx e δy. Então, a aproximação de longo alcance para os operadores

consiste em expandir os campos na Eq. (2.179) em torno de X. O primeiro termo

da expansão, d(xi) ≈ d(X), nos leva a Lagrangiana efetiva da Eq. (2.146) através da

relação

i

∫
dXLeff(X) =

1

2

(
g√
2

)4

VjiV
∗
jkVj′i′V

∗
j′k′ Cjj′

×T
∫
dX : (d̄k(X))α(di(X))β(d̄k′(X))α′(di′(X))β′ : , (2.182)

onde α, β, α′, β ′ são ı́ndices espinoriais, também presentes em Cjj′, mas omitidos.

Esse coeficiente é dado por

Cjj′ =

∫
dδXdδxdδy(γνLS(δX − δx/2 − δy/2;mj)γ

µ′

L)αβ

×(γν′

LS(−δX − δx/2 − δy/2;mj′)γ
µL)α′β′Dµν(δx)Dν′µ′(δy)

=

∫
d̂p(γνLS(p;mj)γ

µ′

L)αβ(γν′

LS(p;mj′)γ
µL)α′β′Dµν(p;m

2
W )Dν′µ′(p;m2

W ) .

(2.183)

O coeficiente na Eq. (2.183) é exatamente o mesmo coeficiente na Eq. (2.137), no

limite de momentos externos nulos. Após simplificações algébricas, particularização

para o gauge de Feynman, (k, i) = (k′, i′) = (s, d) e integração no momento, obtere-

mos a mesma Lagrangiana efetiva da Eq. (2.146).

Como observações finais, deve-se dizer que os termos subseqüentes da apro-

ximação dão origem a operadores de dimensão maior. Às vezes, os termos sub-

seqüentes da expansão devem ser calculados se o primeiro termo é pequeno ou nulo.

Tal expansão exemplifica uma expansão de produto de operadores (OPE)[85, 92].
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Caṕıtulo 3

Outros mecanismos de violação de CP

A fim de analisar outros posśıveis mecanismos para a implementação da violação

de CP, precisamos revisar novamente a estrutura geral das Lagrangianas de teo-

rias de gauge contendo férmions (f), escalares (H) e bósons de gauge (G). Tais

Lagrangianas podem ser escritas em ńıvel clássico da seguinte forma geral:

L = L (f,G) + L (H,G) + L (G) + L (f,H) − V (H) . (3.1)

Os primeiros dois termos correspondem às Lagrangianas contendo os termos ci-

nemáticos e interação via acoplamento mı́nimo para os férmions e escalares, res-

pectivamente. O terceiro termo corresponde ao setor de puro gauge, o quarto às

interações de Yukawa e o último ao potencial escalar. Pode-se mostrar que os três

primeiros termos são sempre invariantes por CP [22] enquanto os dois últimos são

os setores que possivelmente violam CP em ńıvel Lagrangiano∗. Para o setor eletro-

fraco do MP, Eq. (3.1), antes da QES, somente o termo de Yukawa L (f,H) viola CP.

O potencial escalar V (H) é CP invariante devido à simetria de gauge e presença

de apenas um dubleto de Higgs. Em extensões do MP, p. ex., com dois dubletos

de Higgs, já é posśıvel implementar a violação de CP no potencial escalar [13, 19].

Nesse caso, a violação de CP pode ter duas origens: a violação expĺıcita [19] ou

a violação espontânea [13]. Modelos que implementam violação espontânea de CP

(VECP) são muito atrativos, comparados com modelos com violação expĺıcita, por-

que conseguem explicar a violação de uma simetria discreta da mesma forma que

simetrias de gauge cont́ınuas são quebradas pelo mecanismo de QES. Além disso,

se toda violação de CP adviesse do setor escalar, a pequena violação de CP na na-

tureza seria explicada pela grande escala de massa dos escalares responsáveis pela

violação [15, 16]. Contudo, os modelos mı́nimos, onde toda a violação de CP provém

do setor escalar, foram descartados por gerar uma violação direta de CP bem maior

∗Em teorias de gauge quantizadas existe a possibilidade para os termos do tipo FF̃ ≡
ǫµναβFµνFαβ [23] em L (G) que estamos desconsiderando aqui.
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que a observada [93, 94, 95].

Desse modo, os fenômenos de mistura de sabor e violação de CP, tanto no MP

como em outros modelos, como os com N dubletos de Higgs, são conseqüências

da presença de espaços horizontais, i.e., da replicação de multipletos de gauge,

fermiônicos ou escalares. No MP, os espaços horizontais são constitúıdos pelas três

famı́lias de quarks do tipo up e do tipo down (após QES), enquanto que em modelos

com N dubletos de Higgs são os mesmos que formam o espaço horizontal (antes da

QES). Ao mesmo tempo, os espaços horizontais mascaram as propriedades de CP

dos modelos devido à possibilidade de “rotação” nesses espaços. No MP, são rotações

desse tipo que são responsáveis pela transferência da violação de CP das interações

de Yukawa para as interações de corrente carregada, após a quebra espontânea de

simetria e a diagonalização das matrizes de massa dos quarks. Nesse caso, nem todas

as fases complexas da matriz CKM são f́ısicas, devido à possibilidade de redefinir os

campos dos quarks por fases (refase), como na Eq. (2.49). Contudo, os fenômenos

observáveis não devem depender de tais convenções, de modo que os observáveis

devem ser invariantes de refase. Um único invariante de refase que quantifica a

violação de CP na matriz CKM é o chamado invariante de Jarlskog [25, 24] mos-

trado na Eq. (2.66). Contudo, invariantes por transformações horizontais gerais, nas

três famı́lias de quarks, também podem ser definidas através de comutadores [25]

(Sec. 2.2.2); as transformações de refase formam apenas um subgrupo de tais trans-

formações horizontais. Assim, é fácil imaginar que invariantes de transformações

horizontais também possam ser definidos em outros contextos onde há presença de

espaços horizontais, tais como o modelo com N dubletos de Higgs.

Devemos também mencionar que a violação de CP pode ser induzida radiati-

vamente, cujo mecanismo é conhecido como violação radiativa de CP [96, 97, 98].

Nesse esquema, a violação de CP é induzida por correções quânticas embora, em

ńıvel lagrangiano, CP seja uma boa simetria. Apesar de ser uma idéia muito in-

teressante, esse mecanismo é de dif́ıcil implementação fenomenológica porque este

requer a presença de escalares não massivos que não são bósons de Goldstone. Assim

sendo, esse mecanismo não será abordado aqui.

Ilustraremos na Sec. 3.1 a idéia geral da violação espontânea de CP. Em parti-

cular, na Sec. 3.1.1, revisaremos o primeiro modelo de VECP proposto por T. D.

Lee [13]. Em seguida, trataremos de extensões do MP com 2, 3 (Sec. 3.1.2) e N

(Sec. 3.1.3) dubletos de Higgs, que podem conter mecanismos adicionais de violação

de CP no setor escalar, implementados expĺıcita ou espontaneamente. Para o caso

geral com N dubletos de Higgs estudaremos a ı́ntima relação entre mistura de sabor,

violação de CP e espaços horizontais. Nesse contexto, estudaremos como trans-
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formações generalizadas de CP podem depender das tranformações horizontais e

podem ser vistas como automorfismos do grupo de gauge. Também mostraremos

que a noção de automorfismo pode ser muito útil para se determinar as propriedades

sob CP de teorias contendo espaços horizontais e encontrar invariantes ı́mpares por

CP que qualificam e quantificam a violação de CP. Na Sec. 3.2 revisaremos breve-

mente a noção de violação soft de simetrias e estudaremos um modelo particular,

baseado no grupo de gauge SU(3)c⊗SU(3)L⊗U(1)N , e sua compatibilidade com os

observáveis de violação de CP no sistema dos káons neutros. Tal modelo também

implementa a idéia de que a violação de CP possa ser induzida pela troca de esca-

lares (ou outras part́ıculas externas ao MP mı́nimo), mas os processos que trocam

sabor devem ser predominantemente descritos pelas interações de corrente carregada

contendo uma matriz de mistura real.

3.1 Violação espontânea de CP (VECP)

Ilustraremos, nesta seção, a idéia da violação espontânea de CP (VECP), pro-

posta por T. D. Lee [13]. Suponhamos uma teoria invariante por uma simetria de

gauge G, possuindo escalares que quebram a simetria de gauge de G para G′ ⊂ G

quando o multipleto escalar Φ, cuja representação pode ser redut́ıvel ou irredut́ıvel †,

adquire um valor esperado no vácuo não nulo, 〈Φ〉 6= 0. Podemos distinguir duas

classes de modelos com VECP, i.e., modelos com escalares Φ em representações de

gauge (irredut́ıveis) (i) reais e (ii) complexos. Nos modelos (i), um único multipleto

contendo uma componente neutra é capaz de implementar a VECP [13]. Nos mode-

los (ii), um único multipleto contendo um campo neutro complexo não é suficiente,

pois, qualquer fase atribúıda ao valor esperado do vácuo pode ser absorvida pela

transformação de gauge, como acontece no MP. Dois ou mais campos neutros, per-

tencentes ou não às mesmas representações do grupo de gauge, são necessários [13].

Observamos, então, a ı́ntima relação entre a implementação da VECP e a adição de

multipletos escalares. Se existe mais de um multipleto escalar pertencente à mesma

representação do grupo de gauge, i.e., possuindo os mesmos números quânticos, di-

remos que tais replicações de multipletos formam espaços horizontais [22]. Para

o caso (i), ainda é posśıvel construir modelos com VECP sem quebrar simetrias

cont́ınuas, mostrando que é posśıvel desvincular o mecanismo de VECP da quebra

espontânea de simetrias de gauge (QES) [13, b].

†Geralmente trabalhamos com representações irredut́ıveis e a presença de representações re-

dut́ıveis é equivalente a dizer que existe mais de um multipleto correspondente a uma representação

irredut́ıvel.
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3.1.1 O modelo de Lee

O toy model a ser considerado será uma teoria com simetria de gauge abeliana

U(1) [13, a], contendo dois escalares complexos φ1, φ2 e um bóson de gauge B, que

se transformam sob a simetria de gauge local como

φa(x) → eiα(x)φa(x) , a = 1, 2, (3.2)

Bµ(x) → Bµ(x) + g−1∂µα(x) . (3.3)

A Lagrangiana desse setor, então, é dada por

L = (Dµφa)
†
D

µφa −
1

4
BµνB

µν − V (Φ) , (3.4)

onde

Dµ ≡ ∂µ + igBµ , (3.5)

Bµν ≡ ∂µBν − ∂νBµ . (3.6)

O potencial escalar possui a forma

V (Φ) = µ1φ
∗
1φ1 + µ2φ

∗
2φ2 + A(φ∗

1φ1)
2 +B(φ∗

2φ2)
2 + C(φ∗

1φ1)(φ
∗
2φ2)

+1
2

[
(φ∗

1φ2)
(
Dφ∗

1φ2 + Eφ∗
1φ1 + Fφ∗

2φ2

)
+ h.c.

]
, (3.7)

onde os 8 parâmetros µ1, µ2, A, . . . , F são todos reais, de modo que o potencial

é obviamente invariante sob CP. No Ap.D [30], mostra-se que qualquer potencial

invariante sob CP pode ser escrito nessa forma após uma mudança de variáveis

apropriada, i.e., encontrando a base real (Λ̃ diagonal) e diagonalizando Y na Eq. (12)

do mesmo apêndice. Observe-se que a Lagrangiana da Eq. (3.4) é invariante pelas

simetrias discretas C e P

φa
C→ eiαCφ∗

a ,

Bµ
C→ −Bµ ,

φa(x)
P→ eiαPφa(x̂) ,

Bµ(x)
P→ (ĨB)µ(x̂) , (3.8)

para quaisquer fases αC e αP comuns a φ1 e φ2.

Para usar uma notação mais compacta, escrevemos os dois campos escalares em

um multipleto redut́ıvel

Φ ≡
(
φ1

φ2

)
. (3.9)
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Devido à simetria de gauge podemos parametrizar os graus de liberdade de Φ nas

formas

Φ ∼ 1√
2

(
v1e

iξ

v2

)
∼
(

v1

v2e
iξ

)
, (3.10)

onde va ≥ 0, ξ ∈ R. Qualquer Φ pode ser escrito nas formas acima, após alguma

transformação de gauge. Convencionaremos a adoção da segunda parametrização

na Eq. (3.10), embora a referência original use a primeira [13]. Temos, então, uma

parametrização de Φ, em termos de duas variáveis não limitadas (va) e uma variável

angular limitada ξ. Com essas variáveis, a Ref. [13] faz uma analogia do modelo com

uma molécula triangular de lados v1, v2 e ângulo ξ entre eles, o que permite a asso-

ciação dos graus de liberdade do modelo com os modos de vibração da molécula. É

posśıvel também utilizar uma parametrização com apenas uma variável não limitada

(radial) e duas variáveis angulares.

Com ambas as parametrizações da Eq. (3.10) podemos escrever o potencial da

Eq. (3.7) na forma

V (va, ξ) = 1
2
(µ1v

2
1 + µ2v

2
2) + 1

4
(pv4

1 + qv4
2 + 2rv2

1v
2
2) + 1

2
Dv2

1v
2
2(cos ξ − δ)2 , (3.11)

onde

p ≡ A− E2

8D
, r ≡ 1

2

(
C −D − EF

4D

)
,

q ≡ B − F 2

8D
, δ ≡ −Ev

2
1 + Fv2

2

4Dv1v2
. (3.12)

Para que o potencial seja limitado por baixo, i.e., V → ∞ quando v1, v2 → ∞, é

preciso que

p > 0, q > 0, pq > r2 . (3.13)

A última condição garante que a matriz

(
p r

r q

)
(3.14)

seja positivo definida. Para D > 0, podemos ver que o mı́nimo angular (ξ) acontece

quando

cos ξ = δ , (3.15)

desde que |δ| ≤ 1. Nesse caso, a Eq. (3.15) possui duas soluções: para ξ e −ξ.
Caso |δ| > 1, o mı́nimo se situa em cos ξ = δ/|δ| enquanto o máximo se situa

em cos ξ = −δ/|δ|. Para D < 0, a condição da Eq. (3.15) representa um máximo,

enquanto que os mı́nimos estão nas bordas do espaço de parâmetros que satisfaz
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| cos ξ| ≤ 1, i.e., ξ = 0 ou ξ = π. Nos casos em que o mı́nimo está em ξ = 0, π não

há VECP e, por isso, D > 0 e |δ| < 1 são condições necessárias para VECP.

No mı́nimo definido pela Eq. (3.15), considerando que va 6= 0, as equações de

minimização são

∂V

∂(v2
1)

= 1
2
(µ1 + pv2

1 + rv2
2) , (3.16)

∂V

∂(v2
2)

= 1
2
(µ2 + rv2

1 + qv2
2) , (3.17)

que implicam que o mı́nimo do potencial está em

(
v2
1

v2
2

)
= −

(
p r

r q

)−1(
µ1

µ2

)
= − 1

pq − r2

(
q −r
−r p

)(
µ1

µ2

)
, (3.18)

desde que as soluções acima para v2
a sejam positivas, o que requer que ao menos

µ1 < 0 ou µ2 < 0. Desse modo, as Eqs. (3.15) e (3.18) definem o valor esperado do

vácuo (VEV), 〈Φ〉.
Por completeza, podemos verficar que a solução na Eq. (3.18) de fato corresponde

a um mı́nimo local, calculando a matriz de segundas derivadas

{ ∂2V

∂va∂vb

}

〈Φ〉
= 2diag(v1, v2)

(
p r

r q

)
diag(v1, v2) , (3.19)

assumindo-se que va 6= 0 e utilizando as relações

∂V

∂va
= 2va

∂V

∂(v2
a)
, (3.20)

∂2V

∂va∂vb
= 2δab

∂V

∂(v2
a)

+ 4vavb
∂2V

∂(v2
a)∂(v

2
b )
. (3.21)

Então, a condição já imposta de que a matriz na Eq. (3.14) seja positivo definida

garante que a matriz na Eq. (3.19) seja positivo definida, o que verifica a proprie-

dade desejada. Além disso, pode-se substituir a solução da Eq. (3.18) diretamente

no potencial da Eq. (3.11), e verificar que para tal solução o valor do potencial é

negativo. Tal fato garante que a solução da Eq. (3.18) seja o mı́nimo absoluto.

Podemos refazer a análise desenvolvida até agora, utilizando uma mudança de

variáveis que facilitará os cálculos e a interpretação dos resultados. Primeiramente,

notamos que podemos efetuar a seguinte transformação sem modificar o conteúdo

f́ısico da teoria:

Φ → UΦ , (3.22)

onde U é uma matriz unitária que pode ser restrita às matrizes SU(2)H , pois,

o fator U(1) é a simetria de gauge. Este é um exemplo de uma transformação
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horizontal (TH) que representa uma mudança de variáveis no espaço horizontal

formado por φ1, φ2. Em seguida, ao invés de utilizarmos as variáveis quadráticas

{φ†
1φ1, φ

†
2φ2, φ

†
1φ2, φ

†
1φ2}, utilizaremos as combinações reais

Aµ ≡ 1
2
Φ†σµΦ , µ = 0, 1, 2, 3, (3.23)

onde σµ = (1,σ). O sub́ındice com letras gregas não se refere a ı́ndices espaço-

temporais, o que significa que não há distinção entre ı́ndices covariantes ou con-

travariantes, mas a convenção de soma sobre ı́ndices repetidos será utilizada. Os

ı́ndices que assumem os valores µ = i = 1, 2, 3 são ı́ndices no espaço da álgebra de

Lie de SU(2)H , i.e., na representação adjunta, e µ = 0 refere-se à componente trivial

singleto. A mudança de base expĺıcita é dada por

A0 =
φ∗

1φ1 + φ∗
2φ2

2
, A1 =

φ∗
1φ2 + φ∗

2φ1

2
= Re(φ∗

1φ2) ,

A3 =
φ∗

1φ1 − φ∗
2φ2

2
, A2 =

φ∗
1φ2 − φ∗

2φ1

2i
= Im(φ∗

1φ2) , (3.24)

que pode ser facilmente invertida e inserida no potencial da Eq. (3.7), resultando em

V (A) = MµAµ + 1
2
AµΛµνAν , (3.25)

onde

{Mµ} = (µ1 + µ2, 0, 0, µ1 − µ2) , (3.26)

Λ = {Λµν} =




2(A+B + C) E + F 0 2(A− B)

E + F 2D 0 E − F

0 0 −2D 0

2(A− B) E − F 0 2(A+B − C)



. (3.27)

A mudança de variáveis na Eq. (3.23) efetua o branching 2 ⊗ 2 ∼ 3 ⊕ 1 de

φ†
aφb. Podemos, então, expandir a Eq. (3.25) em termos de quantidades que se

transformam como 3 e 1

V (A) = M0A0 + 1
2
Λ00(A0)

2 +MiAi + Λ0iA0Ai + 1
2
AiΛ̃ijAj . (3.28)

Fazendo isso, identificamos dois escalares M0,Λ00, dois vetores M ≡ {Mi},Λ0 ≡
{Λ0i} e um tensor de ordem dois Λ̃ = {Λij} com respeito à representação 3. Com

isso, podemos trabalhar exclusivamente com a representação adjSU(2) ∼ SO(3). O

mapeamento dois para um, SU(2) → SO(3), é dado pela transformação induzida

pela Eq. (3.22) sobre as variáveis Aµ,
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A0 → A0 ,

Ai → Oij(U)Aj , (3.29)

onde

Oij(U) ≡ 1
2
Tr[U †σiUσj ] , ∈ SO(3) . (3.30)

Se U = exp(iσ · θ/2), então Oij(θ) = [exp(iθkJk)]ij , onde (iJk)ij = εkij são os

geradores de SU(2) [SO(3)] na representação adjunta.

As equações de minimização das Eqs. (3.16) e (3.17) são agora substitúıdas por

∂

∂φ∗
a

V (Φ)
∣∣∣
Φ=〈Φ〉

=
∂

∂Aµ
V (A)

∂Aµ

∂φ∗
a

∣∣∣
Φ=〈Φ〉

= (Mµ + Λµν〈Aν〉)1
2
(σµ)ab〈φb〉 = 0 , (3.31)

onde

〈Aµ〉 ≡ 1
2
〈Φ†〉σµ〈Φ〉 . (3.32)

Definindo

M ≡ 1
2
σµ(Mµ + Λµν〈Aν〉) , (3.33)

podemos reescrever a Eq. (3.31) em notação compacta

M〈Φ〉 = 0 . (3.34)

A solução para a Eq. (3.34), impondo 〈Φ〉 6= 0 (QES), requer que 〈Aµ〉 satisfaça

det M = 0 . (3.35)

Pela equação secular de M, dada por (ver Ap.A.2)

det(M − λ1) = λ(λ− TrM) , (3.36)

pode-se verificar que M possui um autovalor nulo cujo autovetor é proporcional a

〈Φ〉 e um autovalor não nulo dado por

m2 = TrM . (3.37)

Se utilizarmos a segunda parametrização da Eq. (3.10) para 〈Φ〉, escrita em ter-

mos dos ângulos,

〈Φ〉 =
v√
2




cos
θv

2

sin
θv

2
eiξ


 , (3.38)

a parametrização correspondente para 〈Aµ〉 é

〈Aµ〉 =
v2

4
(1, sin θv cos ξ, sin θv sin ξ, cos θv) , (3.39)
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onde v2 = v2
1 + v2

2 e tan
θv

2
=
v2

v1
. Podemos ainda escrever a Eq. (3.38) na forma

〈Φ〉 =
v√
2




cos
θv

2
− sin

θv

2
e−iξ

sin
θv

2
eiξ cos

θv

2




(
1

0

)
=

v√
2
Uvê1 . (3.40)

A segunda coluna da matriz Uv acima nos dá a direção do autovetor de M corres-

pondente ao autovalor m2 dado pela Eq. (3.37), perpendicular a 〈Φ〉. Da mesma

forma, a Eq. (3.39) pode ser escrita como

〈A〉i =
v2

4
(Ov)ij(e3)j , (3.41)

onde (ei)j = δij são os versores em três dimensões e

Ov ≡ O1O2O
⊤

1 , (3.42)

O1 ≡




cos ξ − sin ξ 0

sin ξ cos ξ 0

0 0 1


 , (3.43)

O2 ≡




cos θv 0 sin θv

0 1 0

− sin θv 0 cos θv


 , (3.44)

em acordo com a Eq. (3.30).

Uma vez encontrados os VEVs 〈Φ〉 6= 0 (〈Aµ〉 6= 0) que minimizam o potencial,

o potencial após a QES pode ser conhecido substituindo-se

Φ → Φ + 〈Φ〉 , (3.45)

Aµ → Aµ + 〈Aµ〉 + Bµ , (3.46)

onde

Bµ ≡ 1
2
〈Φ〉†σµΦ + 1

2
Φ†σµ〈Φ〉 , (3.47)

〈Aµ〉 ≡ 1
2
〈Φ〉†σµ〈Φ〉 . (3.48)

Assim, após a QES, o potencial da Eq (3.25) é dado por

V (Φ + 〈Φ〉) = V (A) + V (〈A〉) + 1
2
ΛµνBµBν + ΛµνAµ(〈Aν〉 + Bν) (3.49)

= V (〈A〉) + V2(Φ) + V3(Φ) + V4(Φ) , (3.50)

onde

V2(Φ) = Φ†
MΦ + 1

2
ΛµνBµBν , (3.51)

V3(Φ) = ΛµνAµBν , (3.52)

V4(Φ) = V (Φ)
∣∣∣
Φ4

= 1
2
ΛµνAµAν , (3.53)
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e a condição (Mµ + Λµν〈Aν〉)Bµ = 0, derivada da Eq. (3.34), foi utilizada.

Para saber o espectro da teoria precisamos analisar a matriz de massa contida

em V2, na Eq. (3.51). Isso pode ser feito mais facilmente na base em que

Φ′ = U †
vΦ , (3.54)

〈Φ′〉 = U †
v 〈Φ〉 =

v√
2
ê1 , (3.55)

〈A′
i〉 = (O⊤

v)ij〈Aj〉 =
v2

4
(e3)i , (3.56)

M
′ = U †

vMUv = diag(0, m2) . (3.57)

Obtemos, então,

B
′
0 =

v√
2
Reφ′

1 , B
′
1 =

v√
2
Reφ′

2 ,

B
′
2 =

v√
2
Imφ′

2 , B
′
3 =

v√
2
Reφ′

1 . (3.58)

Enquanto que os termos quadráticos são dados por

V2(Φ
′) = m2φ

′∗
2 φ

′
2 +

v2

2

[
1
2
Λ00(Reφ′

1)
2 +

1√
2
Re(φ′

1)Λ
′
0it

′
i + 1

4
t′iΛ

′
ijt

′
j

]
(3.59)

≡ 1
2
t′iM

r
ijt

′
j , (3.60)

onde

{t′i} ≡ 2

v
{B

′
i} =

√
2(Reφ′

2, Imφ
′
2,Reφ′

1) , (3.61)

M r ≡ diag(m2, m2, 0) +
v2

4
Λ̃′ +

v2

4




0 0 Λ′
01

0 0 Λ′
02

Λ′
01 Λ′

02 Λ00 + 2Λ′
03


 . (3.62)

Conclúımos, então, que Imφ′
1 tem massa nula e corresponde ao bóson de Goldstone

da teoria, que é absorvido como componente longitudinal de Bµ através do meca-

nismo de Higgs, dando uma massa m2
B = g2v2 ao bóson B. Em ńıvel de árvore, em

termos das variáveis originais, reobtemos os resultados da Ref. [13]:

G ≡
√

2Imφ′
1 =

√
2Im(U †

vΦ)1 = cos
θv

2
I1 + sin

θv

2
I2 , (3.63)

I ≡
√

2Im(e−iξφ′
2) = − sin

θv

2
I1 + cos

θv

2
I2 , (3.64)

onde I é a combinação ortogonal a G [13] e a parametrização

Φ =
1√
2

(
R1 + iI1

(R2 + iI2)e
iξ

)
, (3.65)
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é utilizada. Na base definida pela Eq. (3.54), a parametrização é

Φ′ =
1√
2

(
t′3 + iG

t′1 + it′2

)
. (3.66)

Os campos f́ısicos massivos ti são combinações lineares dos campos t′i, obtidos através

da diagonalização da matriz M r na Eq. (3.62).

Precisamos, agora, reanalisar as propriedades de transformação dos campos sob

as simetrias discretas C e CP, pois P continua sendo uma simetria após a QES. A

transformação C original para os campos Φ era aquela mostrada na Eq. (3.8):

Φ
C→ eiαCΦ∗ ,

A0
C→ A0 ,

Ai
C→ (η2)ijAj , (3.67)

onde η2 = diag(1,−1, 1) é a matriz de reflexão na direção 2. É fácil verificar que

a última transformação na Eq. (3.67) representa uma simetria de V (A) dada pela

Eq. (3.25), pois, de acordo com as Eqs. (3.26) e (3.27), M2 = 0 e Λµ2 ∝ δµ2. Em

termos dos campos reais da Eq. (3.65), a primeira transformação na Eq. (3.67), com

αC = 0, significa trocar o sinal de I1 e (I2 cos ξ+R2 sin ξ), deixando as combinações

ortogonais invariantes. Então, a operação complexo conjugada sob campos comple-

xos é traduzida como reflexão em certas componentes reais (em duas combinações

das quatro independentes).

Após a QES, verifica-se que a primeira das transformações na Eq. (3.67) não

representa mais uma simetria, pois, V (Φ∗ + 〈Φ〉) = V (Φ + 〈Φ〉∗) 6= V (Φ + 〈Φ〉) se

〈Φ〉 6= 〈Φ〉∗, a menos de transformações de fase globais. Por isso, dizemos que a

simetria discreta de C (CP) é quebrada espontaneamente. Note-se, contudo, que

com a QES do U(1) inicial, não há mais nenhuma carga conservada que troca de

sinal sob uma operação de conjugação de carga, de modo que tal operação não é bem

definida, mesmo no sentido aproximado, pois a transformação original não é nem

aproximadamente uma simetria. Então, para descrevermos a violação espontânea

de C (CP), devemos adicionar campos possuindo cargas (aproximadamente conser-

vadas). Desse modo, devemos introduzir os férmions adicionais lL(x) e lR(x), que se

acoplam com o bóson de gauge B de acordo com as cargas U(1) de gauge: qL = g e

qR = 0, respectivamente. As Lagrangianas envolvendo esses campos são

L (l, B) = lLγ
µ(i∂µ + gBµ)lL + lRi6∂lR , (3.68)

L (l, φ) = −(λ1φ1 + λ2φ2)lLlR + h.c., (3.69)

com λ1, λ2 reais, mantendo a invariância sob CP, Eq. (3.67), das interações antes da

QES. Os férmions lR, lL se transformam usualmente por CP. (Outras implementações
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da VECP são posśıveis [13], mas escolhemos esse exemplo por causa de sua simila-

ridade com o MP.) As transformações lL → eiξlL, lR → eiξlR também constituem

uma simetria das Lagrangianas nas Eqs. (3.68) e (3.69). É a conjugação da carga

associada a essa simetria que será violada na teoria estendida.

Após a QES a Lagrangiana da Eq. (3.69) gera um termo de massa para o férmion

l da forma

−LM (l) = ml[e
iαl lLlR + e−iαl lRlL]

= ml l̄(e
iαlγ5)l

= mlψ̄ψ , (3.70)

onde

mle
iαl ≡ λ†〈Φ〉 =

1√
2
(v1λ1 + v2λ2e

iξ) , (3.71)

ψ(x) ≡ eiαl/2γ5l(x) , (3.72)

l(x) = lL(x) + lR(x) , (3.73)

λ⊤ ≡ (λ1, λ2) . (3.74)

Para verficar a Eq. (3.70), escrevemos lL, lR em termos de espinores de Weyl, na

representação de Weyl para as matrizes de Dirac:

lL ≡
(
ξ

0

)
, (3.75)

lR ≡
(

0

χ̄

)
, (3.76)

de forma que

−LM(l) = ml[e
iαlχ̄†ξ + e−iαlξ†χ̄]

= ml

(
ξ† χ̄†

)( 0 e−iαl

eiαl 0

)(
ξ

χ̄

)
; (3.77)

a matriz quadrada na equação acima é exatamente γ0e
iαlγ5 .

Então, a Lagrangiana de interação na Eq. (3.69) pode ser reescrita:

−L (ψ, χ) = LM(l) − L (l, φ)

= λ†Φl̄Rl + h.c.

= λ†Φψ̄Re−iαlγ5ψ + h.c.

= 1
2
(λ†Φe−iαl + Φ†λeiαl)ψ̄ψ + 1

2
(λ†Φe−iαl − Φ†λeiαl)ψ̄γ5ψ

≡ |λ|√
2
(χ1ψ̄ψ + iχ2ψ̄γ5ψ) , (3.78)
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onde λ⊤ ≡ (λ1, λ2), |λ| ≡
√
λ2

1 + λ2
2 e

χ1 ≡
√

2

|λ|Re(λ†Φe−iαl) (3.79)

=
λ1

|λ|(cosαlR1 + sinαlI1) +
λ2

|λ| [cos(ξ − αl)R2 − sin(ξ − αl)I2] , (3.80)

χ2 ≡
√

2

|λ| Im(λ†Φe−iαl) . (3.81)

Podemos verificar que a amplitude de espalhamento ψ + ψ → ψ + ψ viola CP.

Para fazer isso, recorremos ao fato que, em geral, qualquer amplitude de transição

pode ser decomposta sob CP em uma parte par (+) e uma parte ı́mpar (-), na forma

M = M+ + M− , (3.82)

onde

M± =
M±M

2
(3.83)

e M denota a amplitude de transição do processo conjugado por CP. Essa decom-

posição é aplicável para qualquer operação discreta como C ou P, trocando-se a

operação associada à barra. Assim, a assimetria é dada por

|M|2 − |M|2
|M|2 + |M|2

=
2Re(M+M∗

−)

|M+|2 + |M−|2
, (3.84)

sabendo-se que M± = ±M±. Conclui-se, então, que os efeitos de violação de CP

são apenas mensuráveis nos processos que possúırem os dois tipos de amplitudes,

i.e., uma parte par e outra ı́mpar sob CP; apenas uma delas não é suficiente para

se ter uma assimetria não nula. Além disso, se ambas M± são reais, a assimetria

da Eq. (3.84) é proporcional à parte ı́mpar da amplitude. A assimetria da Eq. (3.84)

é uma outra formulação da propriedade exibida na Eq. (2.132). Podemos, ainda,

escrever de maneira geral

−iM(i→ f)(2π)4δ(Pf − Pi) = 〈f |S|i〉 ,
−iM(̄ı→ f̄)(2π)4δ(Pf − Pi) = 〈f̄ |S |̄ı〉

= 〈f |(CP)−1S(C P)|i〉 , (3.85)

onde C ,P são os operadores unitários responsáveis pela operação de C e P, assumin-

do-se que estes existam e sejam bem definidos.

Portanto, voltando para o caso espećıfico, a única Lagrangiana de interação que

contribui em ńıvel de árvore e que não é invariante por CP é dada pela Eq. (3.78).
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Nesse caso a parte ı́mpar por CP da amplitude de espalhamento de dois férmions

ψ + ψ → ψ + ψ é dada por

−iM−(2ψ → 2ψ) =
i2

2
〈2ψ|T 〈L (ψ, χ)〉2|2ψ〉

∣∣∣∣́
ımpar

(3.86)

= −|λ|2
2

∫
d4xd4y〈2ψ| : (ψ̄ψ)(x)(iψ̄γ5ψ)(y) : |2ψ〉

×〈0|T (χ1(x)χ2(y))|0〉 . (3.87)

Claramente, a combinação de operadores dentro do primeiro “bracket” da Eq. (3.87)

é ı́mpar por CP, e, pode-se verificar que a única contribuição em ńıvel de árvore é

dada pela Eq. (3.87). A amplitude par por CP tem contribuições de 〈L (l, B)〉2
(troca do bóson B) e de 〈L (ψ, χ)〉2 restritas às contribuições não inclúıdas na

Eq. (3.87). O efeito de violação de CP, nesse caso, é quantificado pela contração

(último termo) na Eq. (3.87), que pode ser calculada sabendo-se que

χ1 =
v

ml|λ|
Re{v†

‖Φ|λ†v‖|2 + v†
⊥Φ(λ†v⊥)(λ†v‖)} (3.88)

=

√
2ml

v|λ|
√

2Re(v†
‖Φ) +

√
2Re(ze−iξv†

⊥Φ) (3.89)

≡ a′it
′
i , (3.90)

χ2 =
v

ml|λ|
Im{v†

‖Φ|λ†v‖|2 + v†
⊥Φ(λ†v⊥)(λ†v‖)} (3.91)

≡ γG+ b′it
′
i , (3.92)

onde

a′ = (Re(ze−iξ),−Im(ze−iξ), γ) , (3.93)

b′ = (Im(ze−iξ),Re(ze−iξ), 0) , (3.94)

γ =

√
2ml

v|λ| , (3.95)

z =
ei(ξ−αl)

|λ| λi(Uv)i2 . (3.96)

Foram utilizadas as Eqs. (3.79) e (3.81), com e−iαl = 〈Φ〉†λ/ml e a expansão

√
2Φ =

√
2(v†

‖Φ)v‖ +
√

2(v†
⊥Φ)v⊥ (3.97)

= (t′3 + iG)v‖ + (t′1 + it′2)v⊥ , (3.98)

com (v‖)i ≡ (Uv)i1 e (v⊥)i ≡ (Uv)i2; v‖ é a direção de 〈Φ〉 = v√
2
v‖ no espaço

horizontal e v⊥ a direção perpendicular. Pode-se verificar que as relações

a′ia
′
i = |z|2 + γ2 = 1 , b′ib

′
i = 1 − γ2 , a′ib

′
i = 0 , (3.99)
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são válidas e se mantêm para os coeficientes ai e bi da expansão de χ1 e χ2 em

termos dos modos f́ısicos ti. Desse modo, obtemos

|λ|2〈0|χ1(x)χ2(0)|0〉 = |λ|2
∫

d4p

(2π)4
e−ip.xak

i

p2 −m2
k + iǫ

bk , (3.100)

que a momento nulo é proporcional à transformada de Fourier de

|λ|2|akm
−2
k bk| = |λ|2|a2b2(m

−2
2 −m−2

1 ) + a3b3(m
−2
3 −m−2

1 )|
≤ |λ|2(m−2

3 −m−2
1 )|a1b1| ≤ |λ|2(m−2

3 −m−2
1 )

|a||b|
2

=
|λ|
2

√

|λ|2 − 2g2
m2

l

m2
B

(m−2
3 −m−2

1 ) , (3.101)

mantendo-se as relações da Eq. (3.99) fixas, em particular, a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0,

e as massas também fixas, com ordenamento m1 > m2 > m3. [Também utilizamos

|(a.c)(b.c)| ≤ 1
2
|a||b|, para quaisquer vetores a,b e c satisfazendo a.b = 0 e |c| = 1.]

Então, se as massas mk dos modos f́ısicos tk são muito grandes, o efeito de violação

de CP se torna pequeno.

Por último, verificaremos através de um exemplo que as contribuições radiativas

que violam CP são finitas [99]. O exemplo a ser utilizado será a contribuição para a

auto-energia do férmion ψ, que pode ser obtida através de

i S(x− y) = 〈Ω|T (ψ(x)ψ̄(y))|Ω〉 = iZ2(S − Σ)−1(x− y)

= 〈0|T (ψ(0)(x)ψ̄(0)(y))|0〉
+〈0|T (ψ(0)(x)ψ̄(0)(y)

i2

2
〈Lint〉2)|0〉 + · · · (3.102)

= iS(x− y) + 〈iS(x− z)(−i)Σ(z − z′)iS(z′ − y)〉zz′ + · · · (3.103)

A contribuição ı́mpar por CP da auto-energia, a um loop, pode ser obtida facilmente

das Eqs. (3.87) e (3.102),

−iΣ−(z−z′) = iS(z − z′)γ5
|λ|2
2

〈0|T (χ1(z)χ2(z
′))|0〉

+γ5iS(z − z′)
|λ|2
2

〈0|T (χ1(z
′)χ2(z))|0〉 (3.104)

−iΣ−(p) = i|λ|2mlγ5
i

(4π)2
ajbj

∫ 1

0

dx ln
[
m2

l x+m2
j (1 − x) − p2x(1 − x)

]
.(3.105)

A ortogonalidade a.b = 0 elimina a divergência e a dependência na escala de renor-

malização. A integral na Eq. (A.56), no Ap.A, foi utilizada.

Isto conclui o estudo deste exemplo para ilustrar o mecanismo de VECP.

55



3.1.2 Modelos com dois e três dubletos de Higgs

Para implementar a VECP no MP é preciso considerar o grupo de gauge SU(2)L⊗
U(1)Y . Nesse caso, são necessários dois dubletos Φ1 e Φ2, ao invés de um apenas no

MP, exercendo as funções dos campos escalares φ1 e φ2 da Sec. 3.1.1.

O potencial escalar pode ser escrito na forma [13]

V (Φ) = µ1Φ
†
1Φ1 + µ2Φ

†
2Φ2

+A(Φ†
1Φ1)

2 +B(Φ†
2Φ2)

2 + C(Φ†
1Φ1)(Φ

†
2Φ2) + C̄(Φ†

1Φ2)(Φ
†
2Φ1)

+1
2

[
(Φ†

1Φ2)
(
DΦ†

1Φ2 + EΦ†
1Φ1 + FΦ†

2Φ2

)
+ h.c.

]
, (3.106)

com todos os coeficientes reais. O potencial da Eq. (3.106) é idêntico ao da Eq. (3.7),

acrescido do termo proporcional a C̄. Os dubletos são constitúıdos de dois campos

complexos

Φa ≡
(
φ+

a

φ0
a

)
, (3.107)

onde os rótulos das cargas dependem explicitamente da convenção escolhida para a

direção da QES eletrofraca, mostrada a seguir, quando a simetria eletromagnética

(EM) é ainda preservada. Para ter VECP, as condições da Eq. (3.13) devem ser

satisfeitas, juntamente com

D > C̄. (3.108)

Nesse caso, o valor esperado do vácuo pode ser parametrizado como:

〈Φ〉 =

(
〈Φ1〉
〈Φ2〉

)
=

1√
2




0

v1

0

v2e
iξ


 . (3.109)

O VEV acima ainda mantém o padrão de QES do MP de SU(2)L ⊗ U(1)Y para

U(1)EM (vácuo neutro). Para dois dubletos, VEVs que também quebram a simetria

eletromagnética poderiam ser posśıveis mas na Ref. [13] pode ser encontrada a prova

de que o mı́nimo neutro situa-se abaixo dos mı́nimos que quebram a simetria EM

para o potencial real da Eq. (3.106). Para potenciais com coeficientes complexos, o

mı́nimo neutro ainda situa-se abaixo dos mı́nimos que quebram a simetria EM [100].

O estudo detalhado das condições de estabilidade (potencial limitado por baixo) e

quebra de simetria para potenciais gerais, contendo dois dubletos de Higgs, pode

ser encontrada na Ref. [101]. (A condição de extremização de V no caso do 2HDM ‡

se resume à det(M ⊗ 1) = det2
M = 0, equivalente à Eq. (3.35), com a ressalva

‡do inglês Two Higgs Doublet Model.
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de que nesse caso a desigualdade 〈A0〉2 −
∑

i〈Ai〉2 ≥ 0 é válida [102], ao invés da

igualdade, válida para o caso da Sec. 3.1.1.) Intuitivamente, é fácil imaginar porque

com a presença de dois dubletos, existe a possibilidade de quebrar a simetria EM:

se fizermos uma analogia com a simetria de rotação no espaço tridimensional SO(3)

[∼ SU(2)], a existência de uma direção preferencial ainda deixa uma simetria planar

SO(2), mas a presença de dois vetores não colineares não deixa nenhuma simetria

cont́ınua remanescente.

O potencial na Eq. (3.106) pode ser escrito na forma da Eq. (3.25), substituindo

os elementos Λ11 = 2D → 2C̄ + 2D e Λ22 = −2D → 2C̄ − 2D de Λ na Eq. (3.27)

(compare-se com a Eq. (10) do Ap.D). Após a QES, obtém-se a Eq. (3.50) com

Bµ = 1
2
Φ†(σµ ⊗ 1)〈Φ〉 + 1

2
Φ†(σµ ⊗ 1)〈Φ〉 (3.110)

= 1
2
Φ(0)†σµ〈Φ(0)〉 + 1

2
〈Φ(0)†〉σµΦ(0) , (3.111)

onde a identidade na Eq. (3.110) refere-se ao espaço de representação dubleto de

SU(2)L, enquanto que na Eq. (3.111), Φ(0) = (φ0
1, φ

0
2)

⊤ é a projeção nas componentes

neutras. Assim, B só depende das componentes neutras dos dubletos, para o caso

do VEV dado pela Eq. (3.109), de modo que a massa do escalar f́ısico carregado só

depende do primeiro termo da Eq. (3.51). Na base em que

〈Φ′〉 =
1√
2




0

v

0

0


 =

v√
2
e1 ⊗ e2 , (3.112)

obtida de transformações idênticas às Eqs. (3.54)–(3.57), obtemos para a parte qua-

drática do potencial

V2(Φ) = m2H+H− + 1
2
t′iM

r
ijt

′
j , (3.113)

onde M r está dada na Eq. (3.62) e t′i é obtido da Eq. (3.61) acrescentando-se o rótulo

de carga neutra, p. ex., φ′
1 → φ0′

1 . Conclui-se então que a parametrização f́ısica é

dada por

Φ′ =




G+

1√
2
(t′3 + iG0)

H+

1√
2
(t′1 + it′2)



, (3.114)

onde G+, G0 são os bósons de Goldstone absorvidos respectivamente pelos bósons

W+, Z0, através do mecanismo de Higgs. Os campos neutros f́ısicos ti são novamente

obtidos como combinação linear dos campos t′i, através da diagonalização da matriz

M r, e a massa do H+ é dada pela ráız quadrada de m2 dada na Eq. (3.37).
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Para completar a análise do modelo que exibe VECP com dois dubletos de Higgs,

é preciso introduzir as interações de Yukawa entre os escalares e os quarks:

−L (f,H) = (QLΦ̃a)Γ̃
(a)UR + (QLΦa)Γ

(a)DR + h.c., (3.115)

com coeficientes reais para manter a invariância sob CP, antes da QES. O grande

problema enfrentado por teorias com o setor de Higgs estendido é a possibilidade

de processos que trocam sabor serem mediados por escalares neutros, contribuindo

fortemente para as correntes neutras que trocam sabor (FCNC) [14]. Experimen-

talmente, tais processos são fortemente suprimidos [14]. A supressão natural des-

ses tipos de processos pode ser obtida através da imposição de simetrias discretas

apropriadas [14], ou através do requerimento de que os processos com FCNC sejam

mediados por escalares pesados. O primeiro mecanismo também é conhecido como

conservação natural de sabor (NFC) § [16]. A NFC pode ser implementada, por

exemplo, com a imposição da simetria

R : Φ1 → −Φ1 , DiR → −DiR , (3.116)

e todos os outros campos invariantes. Tal simetria faz com que os dubletos Φ1 e Φ2 se

acoplem somente com os quarks tipo d e u, respectivamente. Essa simetria discreta

também elimina os termos com coeficientes E e F , no potencial da Eq. (3.106).

O resultado final é a invariância sob CP da teoria, mesmo quando 〈Φ〉 adquire a

configuração

〈Φ〉 =
1√
2




0

v1

0

±iv2


 , (3.117)

que é posśıvel quando D > 0 [16]. Pode-se ver que o valor complexo eiξ = ±i no

VEV é uma fase espúria porque podemos efetuar uma mudança de variáveis

Φ → e±iσ3π/4Φ , (3.118)

no espaço horizontal, e obtemos na nova base ξ′ = 0, π. Assim, não há violação de

CP e a matriz CKM é real devido ao fato dos coeficientes de Yukawa serem reais.

Ou seja, neste caso, a imposição de NFC próıbe a VECP que era, em prinćıpio,

posśıvel.

É, contudo, posśıvel implementar a VECP mantendo a NFC se introduzirmos

um terceiro dubleto Φ3 [15, 16] que contribui somente no potencial escalar, mas

não entra nas interações de Yukawa. A NFC pode ser garantida pela imposição

§Do inglês Natural Flavor Conservation.
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da simetria discreta Φ3 → −Φ3, mantendo os outros campos invariantes [16]. A

implementação expĺıcita para três dubletos pode ser encontrada na Ref. [16]. Nesse

caso há VECP, e toda a violação de CP é induzida pela troca de escalares, enquanto

que a matriz CKM continua real. Foi constatado recentemente que esse esquema,

onde toda a violação de CP é proveniente do setor escalar, não é condizente com os

dados experimentais. Os dados apontam fortemente para uma matriz de mistura de

quarks complexa [17], indicando que, a baixas energias (abaixo da escala eletrofraca),

a fonte dominante de violação de CP deve ser o mecanismo CKM. Isso impõe severas

condições para a construção de modelos que exibam VECP a altas energias, com

supressão de FCNC [18].

Além de ser um ótimo toy model para se estudar o mecanismo de VECP, o in-

teresse pelo 2HDM tem aumentado recentemente [20, 31, 103, 104] devido ao fato

de que o Modelo Padrão Supersimétrico Mı́nimo (MSSM) requer dois dubletos de

Higgs pela supersimetria [21, 105]. Assim, é de interesse fenomenológico varrer todo

o espaço dos parâmetros posśıveis para descrever realisticamente a violação de CP na

natureza, que advém, a baixas energias, predominantemente do mecanismo CKM.

Contudo, não podemos descartar pequenos desvios que possam ser previstos e me-

didos.

3.1.3 Modelos gerais com N dubletos de Higgs e transformações hori-

zontais

Como ilustrado de maneira simples na Eq. (3.118), transformações horizontais

podem mascarar as propriedades sob CP de uma teoria. (Uma outra visão sobre

a invariância de CP do 2HDM com NFC pode ser encontrado na Ref. [16].) Isso

acontece de maneira geral na presença de espaços horizontais, p. ex., um potencial

escalar contendo somente coeficientes reais é obviamente invariante sob CP mas,

se transformações horizontais complexas são permitidas, podemos reescrever o po-

tencial numa forma que apresente coeficientes complexos. Contudo, a invariância

sob CP do potencial é preservada. Isso indica que se um potencial escalar, com

coeficientes complexos, que depende de campos na mesma representação complexa

do grupo de gauge, é invariante sob CP, tal invariância garante a existência de uma

transformação que leve esse potencial para uma forma em que todos os coeficientes

são reais [66]. A rećıproca também é válida em geral [66].

A fim de estudar a relação entre espaços horizontais e a violação expĺıcita ou

espontânea de CP, no nosso trabalho [30], que está em anexo no Ap.D, foram inves-

tigadas detalhadamente as condições para a violação de CP, expĺıcita ou espontânea,

em potenciais de modelos com N dubletos de Higgs (NHDMs). Utilizando um ferra-
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mental de teoria de grupos, foi posśıvel achar o conjunto mı́nimo de condições para

a violação expĺıcita, ou espontânea, para a mais simples das extensões do MP, o

modelo com dois dubletos de Higgs (2HDM), embora uma análise inicial já tivesse

sido feita [20, 31]. Tais condições podem ser formuladas de modo geométrico em ter-

mos de invariantes ı́mpares por CP, que envolvem quantidades que se transformam

sob a representação adjunta do grupo de transformações da base dos dois dubletos.

Quando o potencial é invariante por CP, podem ser encontradas explicitamente a

base real e as transformações de CP. Na tentativa de generalizar tal resultado para

potenciais gerais com N dubletos, conseguimos ainda achar condições necessárias,

bastante restritivas, para que o potencial seja CP invariante. Invariantes ı́mpares

por CP também puderam ser constrúıdos mas a suficiência das condições não pôde

ser verificada, a não ser para o caso N = 3. Esse modelo também se mostra muito

interessante para o estudo de transformações de CP como automorfismos do grupo

de gauge [22].

3.2 Violação soft de CP

Como ilustrado no cálculo da auto-energia do férmion ψ na Sec. 3.1.1, a VECP

exibe a propriedade de que a quebra de simetria é soft, i.e., os efeitos de violação são

corrigidos radiativamente de maneira suave, com contribuições finitas [99]. É posśıvel

implementar a violação soft de simetrias cont́ınuas e discretas sem vinculá-las com

a QES. Na prática, tal violação é conseguida fazendo com que os termos que violem

explicitamente a simetria sejam de ordem menor que quatro, em quatro dimensões

espaço-temporais. É sabido que no caso de violação expĺıcita soft existem sutilezas

relacionadas à renormalizabilidade da teoria e contratermos de tadpoles devem ser

levados em conta para assegurar a finitude das correções que violam CP [106].

Um modelo que exibe quebra soft de CP [107] pode ser constrúıdo para a simetria

de gauge SU(3)c⊗SU(3)L⊗U(1)N [108], onde há violação expĺıcita de CP, antes da

QES, advinda somente de um termo trilinear complexo no setor escalar. A matriz

CKM é real e toda a violação de CP advém da interação entre os quarks usuais com

um férmion exótico e um escalar duplamente carregado, enquanto que os processos

que conservam CP, mas trocam de sabor, continuam tendo contribuição dominante

da interação de corrente carregada, propriedade esta que também é compartilhada

pelo 3HDM da Ref. [16]. A compatibilidade do modelo com as medidas experimen-

tais de violação de CP no sistema dos káons neutros, manifestada na mistura K0–K̄0

e em canais de decaimentos, é mostrada no Ap.E [109].
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Caṕıtulo 4

Mistura de sabor em neutrinos

O fenômeno de mistura de sabor está intimamente conectado com o fenômeno de

violação de CP no MP, pois a primeira advém da forma não diagonal da matriz CKM,

enquanto que a segunda deve-se à presença de fases complexas não remov́ıveis nessa

mesma matriz. Sem mistura de sabor não haveria violação de CP no MP, embora

o contrário seja posśıvel, como acontece com o 2HDM, com conservação natural de

sabor. A matriz CKM é a responsável por toda uma miŕıade de processos que trocam

de sabor e assegura a validade do mecanismo de GIM [71], que atesta que processos

que trocam de sabor são suprimidos, mesmo em ńıvel de loops, e que seriam nulos

se todas as massas dos quarks fossem iguais.

A existência de mistura entre os léptons parametrizada pela matriz de Pontecorvo-

Maki-Nakagawa-Sakata (PMNS) [41], em clara analogia com o setor de quarks, le-

vanta a questão natural: a simetria CP também é violada no setor leptônico? [42, 43].

Da forma como o MP é constrúıdo, parece natural que o setor leptônico também

possua matrizes de mistura complexas [42], com a dificuldade adicional de que os

neutrinos possam ser férmions de Majorana, o que aumenta as fases dispońıveis para

a violação de CP. Tais fases de Majorana, porém, não podem ser medidas em experi-

mentos de oscilação mas influenciam fenômenos como o duplo decaimento beta sem

neutrinos [110, 111]. Outra diferença entre a mistura leptônica e a mistura entre os

quarks são os grandes ângulos de mistura presentes na matriz PMNS, ao contrário

da matriz CKM que possui uma forma hierárquica e pequenos ângulos de mistura.

Presentemente, alguns elementos da matriz PMNS ainda estão sendo extráıdos ex-

perimentalmente. Por exemplo, o ângulo θ13 ainda não foi medido, mas possui um

limite superior muito pequeno e seu anulamento sugere uma forma tri-bi-maximal

para a matriz PMNS [40, 43, 112]. Por outro lado, a observabilidade da violação de

CP em experimentos de oscilação de neutrinos (fases de Dirac) depende crucialmente

da finitude do ângulo θ13 [112].

Outra grande distinção entre a mistura no setor de léptons e no setor de quarks
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é a ausência das interações fortes no primeiro. Além de introduzir grandes dificul-

dades de calculabilidade e previsibilidade, a presença das interações fortes impede

a observação assintótica dos quarks, que são os objetos fundamentais que se mis-

turam. Por outro lado, os léptons são observáveis como estados assintóticos e os

neutrinos, além disso, apenas interagem no MP via interações fracas de corrente

carregada e neutra. Essas propriedades fazem com que os neutrinos sejam o sis-

tema fundamental mais adequado para o estudo do fenômeno de mistura que, nesse

caso, possibilita as oscilações de neutrinos. Nesse contexto podemos nos perguntar

se o fenômeno de oscilação é um fenômeno estritamente cinemático: conseqüência

somente do prinćıpio de superposição e da afortunada existência de interações que

criam e detectam estados (part́ıculas) que são superposição de mais de um autoes-

tado da Hamiltoniana total do sistema (autoestados de massa), ou está relacionado

com fenômenos mais fundamentais. Por exemplo, a descrição de mistura de sabor

no contexto de Teoria Quântica de Campos pode requerer o uso de representações

inequivalentes, as quais aparecem quando tenta-se definir autoestados de sabor da

mesma maneira que autoestados de massa livres [64]. Caso a descrição cinemática

seja a descrição completa, as oscilações de neutrinos estão em pé de igualdade com,

p. ex., a oscilação de estranheza no sistema dos káons neutros, que são estados com-

postos, mas são não relativ́ısticos e com tempos de vida finitos. As pequenas massas

dos neutrinos, no entanto, requerem um tratamento estritamente relativ́ıstico do

problema e isso pode complicar a descrição do fenômeno de mistura.

Após um peŕıodo de férteis descobertas acerca das propriedades dos neutrinos

e de suas interações, conseguidas a partir de experimentos de conversão de sabor

(oscilação de sabor), várias questões ainda permanecem não resolvidas. Um ob-

servável que não pode ser acessado através de experimentos de conversão de sabor é

a escala absoluta da massa dos neutrinos [110, 113]. Devido às despreźıveis massas

dos neutrinos, o efeito cinemático não é facilmente observável e os experimentos de

oscilação somente nos dão a diferença de massas ao quadrado, ∆m2
ij = m2

i −m2
j , dos

neutrinos. Em alguns casos, somente o módulo das diferenças de massas ao qua-

drado é observável, limitando a distinção entre duas posśıveis hierarquias de massas,

as hierarquias normal e invertida [36]. Muitos experimentos terrestres, por exemplo,

como os que envolvem o decaimento beta do tŕıtio e o duplo decaimento beta sem

neutrinos, podem nos dar pistas acerca de tal escala, mas ainda não foram capa-

zes de medir as massas diretamente [36]. Por outro lado, da cosmologia, robustos

v́ınculos para a soma das massas dos neutrinos [114] podem ser obtidos, garantindo

que a soma das massas de todos os neutrinos não ultrapasse valores em torno de 2

eV.

62



Do ponto de vista da construção de modelos, a atribuição de massa para os

neutrinos já representa um grande desafio porque necessariamente requer alguma

extensão do MP [37, 46, 112]. E a melhor maneira de acomodar as minúsculas mas-

sas dos neutrinos parece ser através do mecanismo seesaw [45] (ver Ap.C.1 para

uma ilustração desse mecanismo) dentro de um contexto de grande unificação [48].

Tal mecanismo sugere que a minúscula massa dos neutrinos seja dominantemente

gerada pela troca de férmions ou escalares muito pesados, acesśıveis somente a altas

energias. Uma das possibilidades, o chamado mecanismo seesaw do tipo I, é ter

neutrinos de Majorana pesados na teoria. Nesse contexto, a presença de neutrinos

adicionais singletos (SU(2)L), de mão direita, é necessária. Dentre outras coisas, ao

mesmo tempo em que tais neutrinos de mão direita pesados explicam as pequenas

massas dos neutrinos ativos do MP, os mesmos podem ser as part́ıculas responsáveis

pelo mecanismo de leptogênese [49, 47]. É sabido que a violação de CP no MP não é

suficiente para gerar toda a assimetria entre matéria e antimatéria no Universo [50].

Por outro lado, neutrinos de mão direita mais leves podem ter conseqüências ob-

serváveis tanto nos experimentos de oscilação de neutrinos como na largura inviśıvel

no decaimento do Z0 [51, 115, 116], e seriam uma posśıvel solução para a anomalia

encontrada no experimento de LSND [52, 112, 115].

O MP pode ser unicamente definido como um exemplar de uma teoria de gauge

renormalizável com o grupo de gauge e conteúdo de matéria fixos. Sendo assim,

alguma extensão do MP é necessária para se acomodar a massa dos neutrinos. As

modificações mı́nimas envolvem a extensão do conteúdo de matéria, em particular,

do setor escalar ou do setor leptônico [45]. Existem inúmeras maneiras de atribuir

massas aos neutrinos, mantendo ainda o grupo de gauge do MP, mas desistindo

da conservação do número leptônico que, de qualquer modo, é uma simetria aci-

dental do MP. Na ausência de dados experimentais claros que norteiem a escolha

da extensão correta, podemos nos basear em argumentos de plausibilidade teórica.

Considerando que o MP seja uma teoria efetiva, que a baixas energias não manifesta

seus graus de liberdade (part́ıculas) de massas muito grandes, se incluirmos todos

os operadores não renormalizáveis, respeitando a simetria de gauge, podemos ver

que o de menor dimensão corresponde a um único operador de dimensão 5 que nos

leva a um termo de massa de Majorana para os neutrinos ativos, após a quebra es-

pontânea da simetria eletrofraca [117]. Tal operador pode ser gerado, por exemplo,

pela presença de neutrinos de mão direita, singletos sob SU(2)L, com massas muito

grandes [118]. Outras possibilidades envolvem o uso de tripletos de Higgs, ou escala-

res singletos em loops [119], simetrias entre famı́lias e dimensões extras [43]. Pode-se

gerar explicitamente termos de massa de Majorana para os neutrinos ativos do MP
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através da adição de um tripleto de Higgs, o que é classificado como mecanismo de

seesaw do tipo II.

Na frente experimental, entramos numa fase onde maior precisão é requerida

para se extrair novos dados. A extração precisa dos elementos da matriz PMNS

representa um dos principais objetivos dos experimentos atuais e em planejamento.

Nos experimentos que medem conversão de sabor, planeja-se a extração do ângulo

θ13 e, possivelmente, a fase de violação de CP de Dirac. A escala absoluta de massas

será inferida de diferentes observáveis como as “massas” envolvidas nos experimentos

de duplo decaimento beta sem neutrinos ou a “massa” envolvida no decaimento beta

do tŕıtio. A observação de eventos de duplo decaimento beta sem neutrinos pode

determinar a natureza dos neutrinos: Dirac ou Majorana. Por esses motivos, as

predições teóricas também são pressionadas a atingir um grau de precisão maior,

possivelmente levando à necessidade de considerar efeitos subdominantes.

Visto que os experimentos de conversão de sabor foram os responsáveis pela

descoberta do fenômeno de oscilação de sabor, e também os que mais nos forne-

ceram dados a respeito da natureza dos neutrinos nos últimos tempos, é muito

importante estudar o fenômeno de oscilação de sabor em detalhes a fim de procurar

por desvios da descrição atual e por efeitos subdominantes. Nesse contexto, uma

dedução mais detalhada das fórmulas de oscilação, considerando neutrinos de mão

direita e levando em conta aspectos de localização, seria desejável. A necessidade

de considerar neutrinos localizados surge porque geralmente a oscilação de neu-

trinos baseia-se num formalismo simplificado de ondas planas, embora seja sabido

que a coerência necessária para oscilação dependa crucialmente da localização das

part́ıculas que criam e detectam os neutrinos [53]. Tais formalismos envolvendo pa-

cotes de onda já foram extensivamente desenvolvidos, tanto no contexto de Mecânica

Quântica [54, 55, 56, 57, 58, 59], Mecânica Quântica Relativ́ıstica [60, 61], como em

Teoria de Campos [62, 63, 64]. Contudo há ainda pontos não entendidos [61].

No trabalho desenvolvido na Ref. [61], em anexo no Ap.F [61], mostramos que

desvios das fórmulas de oscilação podem ser encontrados no contexto de teorias

clássicas de campos (primeira quantização), requerendo naturalmente causalidade

e completeza. No mesmo, comparam-se as fórmulas de oscilação para férmions

de Dirac e escalares relativ́ısticos com a fórmula usual. Termos de oscilações com

freqüências muito maiores que a freqüência usual de oscilação de sabor aparecem

tanto para os férmions de Dirac como para os escalares relativ́ısticos devido à mistura

entre estados de freqüência positiva e negativa [60]. É posśıvel evitar tais termos em

um formalismo simplificado de teoria de campos livres (segunda quantização) mas,

nesse caso, existe uma minúscula violação inicial de sabor. Foi mostrado também
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que nas abordagens de pacotes de onda externos, onde o neutrino é considerado como

part́ıcula virtual, e que sua propagação se dá conforme o propagador de Feynman,

este pode conter contribuições tanto de part́ıculas como de antipart́ıculas, embora

somente contribuições onshell sejam relevantes a grandes distâncias. Dentro da

aproximação utilizada, a exclusão da propagação do neutrino ou do antineutrino

tem que ser feita ad hoc para excluir contribuições que, embora pequenas, não são

f́ısicas. Outro efeito considerado foi o fenômeno de troca de quiralidade durante

a propagação no vácuo do neutrino massivo, que é criado como férmion de mão

esquerda. Esse fenômeno também é conhecido como oscilação quiral [120]. Isso

modifica os fenômenos de oscilação de sabor mas é despreźıvel quando a mistura

ocorre entre neutrinos muito leves pois o efeito é proporcional a (m/E)2 [61]. Tais

efeitos, porém, podem ser importantes quando há mistura com neutrinos mais mas-

sivos. Esses efeitos subdominantes podem se tornar mensuráveis em experimentos

futuros, principalmente se a anomalia LSND for confirmada pelo experimento Mini-

Boone [112], abrindo a possibilidade da existência de um ou mais neutrinos estéreis

pesados [121, 122, 123].
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Caṕıtulo 5

Conclusões e perspectivas

Nesta tese, estudamos a ı́ntima relação entre violação de CP e mistura de sa-

bor presente em vários contextos. Primeiramente, ilustramos como os fenômenos

de mistura de sabor e violação de CP são descritos conjuntamente no MP através

da matriz de mistura CKM, não diagonal e complexa. Nesse contexto é importante

identificar a única fonte de violação (expĺıcita) de CP e como essa fonte é transferida

do setor de Yukawa para as interações dos quarks com os bósons W . Em segundo,

estudamos o mecanismo de violação espontânea de CP (VECP) e como, muitas ve-

zes, ela requer a replicação de multipletos escalares para sua implementação, quando

a representação desses multipletos é complexa. Quando os multipletos são idênticos

dizemos que formam um espaço horizontal, condição necessária para a mistura. Es-

ses espaços horizontais, antes e depois da QES, podem diferir e sua presença pode

modificar a manifestação da violação de CP, como no MP, ou adicionar novas fontes,

como no mecanismo de VECP. Para exemplificar a relação entre mistura e violação

de CP, vimos, p. ex., que no modelo de Lee para VECP, tratado na Sec. 3.1.1, é a

mistura entre os bósons χ1, χ2 que é responsável pelos efeitos de violação de CP na

teoria. A presença de tais espaços horizontais também complica significativamente

o estudo da violação de CP de uma teoria. Isso é ilustrado pelo estudo do potencial

escalar em modelos com N dubletos de Higgs. Nestes modelos, a mera presença

de coeficientes complexos não indica necessariamente que a teoria não possua uma

simetria sob CP. Se existe uma transformação horizontal capaz de deixar o poten-

cial com todos os coeficientes reais, então uma transformação de CP que deixa a

teoria invariante pode ser encontrada. Por outro lado, no potencial do 2HDM com

coeficientes reais, pode haver VECP mas, na base em que somente um dos dubletos

adquire valor esperado no vácuo não nulo, os coeficientes são complexos, o vácuo

parece invariante por CP e parece haver violação expĺıcita de CP, quando na re-

alidade a teoria antes da QES possui uma simetria CP não canônica, que envolve

tranformações horizontais.
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Outra questão investigada detalhadamente no contexto dos NHDMs e no MP é

o uso de invariantes por transformações horizontais, ı́mpares por CP, para a quali-

ficação e quantificação da violação de CP. O exemplo do invariante de Jarlskog no

MP ilustra como quantidades invariantes (por refase) podem ser encontradas para

quantificar a violação de CP, de forma invariante e independente de convenção de

fase ou parametrização. Para potenciais escalares gerais dos 2HDMs as condições

mı́nimas, necessárias e suficientes, para violação de CP foram encontradas, sendo

estas pasśıveis de serem formuladas em termos de invariantes por transformações

horizontais. Além disso, quando o pontencial é invariante sob CP, o procedimento,

para achar as transformações expĺıcitas de CP, e a base real puderam ser encon-

trados. Para potenciais gerais de NHDMs (N ≥ 3), somente quando N = 3, as

condições necessárias e suficientes para violação de CP puderam ser encontradas,

embora o procedimento para checar tal violação ou invariância possa, talvez, ser

reduzido a condições mais restringentes e em menor número. Para N > 3, somente

condições necessárias para invariância sob CP puderam ser encontradas. A questão

de como complementar tais condições de forma que se tornem suficientes é uma

questão em aberto. O procedimento sistemático para encontrar a base canônica

também está em aberto para os casos N > 2.

Embora, não pudéssemos concluir a classificação completa das propriedades dos

potenciais nos NHDMs, o método apresentado em nosso trabalho [30] ilustra que,

usando a representação adjunta como a representação mı́nima não trivial, podemos

ter vantagem substancial sobre os tratamentos que utilizam somente a representação

fundamental mı́nima, para tratar a liberdade de transformação de base dentro de

espaços horizontais grandes. Inerente a esse estudo está a noção de transformações

de CP como autormorfismos do grupo de gauge e mapeamento das representações

do grupo horizontal para as representações complexo conjugadas. Tal noção foi

útil para distinguir as propriedades de invariância/violação (expĺıcita/espontânea)

de CP das teorias e para construir os invariantes ı́mpares por CP. Pudemos ver

que no caso geral dos potenciais de NHDMs, existe uma base canônica de CP [22]

mas, em geral, as transformações sob CP dos escalares envolvia transformações

horizontais. Em, geral, quando o espaço horizontal é constitúıdo de multipletos

em representações complexas, o grupo de transformações horizontais vai ser sempre

SU(N)H para N multipletos idênticos, com o acréscimo posśıvel do fator abeliano.

Então, o estudo realizado com os NHDMs pode ser generalizável para teorias de

gauge baseadas em outros grupos. Como ressalva, deve-se dizer que teorias com a

presença de espaços horizontais não são mı́nimas por não explicarem a replicação

dos multipletos, deixando a desejar como modelos fundamentais, assim como o MP
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falha na explicação da existência das três famı́lias de quarks e léptons.

Do ponto de vista da construção de modelos que exibem VECP, o uso de inva-

riantes não é muito interessante porque sempre podemos utilizar a base real na

qual todos os coeficientes de Yukawa e do potencial escalar são reais. Contudo,

quando estamos analisando um modelo efetivo a baixas energias, que exibe quebra

expĺıcita de CP, mas que se supõe proveniente de algum modelo com VECP, o

uso de invariantes pode ser útil. Uma discussão de como gerar uma matriz CKM

reaĺıstica, e portanto complexa, proveniente de teorias com VECP a energias mais

altas, pode ser encontrada na Ref. [18]. No mesmo trabalho, é argumentado que

não é posśıvel gerar uma matriz CKM complexa reaĺıstica através de um modelo

com VECP na escala eletrofraca. Para construir modelos reaĺısticos com VECP,

é preciso gerar a assimetria sob CP a energias mais altas, imitando uma teoria

a baixas energias com quebra expĺıcita de CP. Por exemplo, é posśıvel construir

modelos exibindo VECP, a energias muito acima da escala eletrofraca, embebidos

em modelos baseados no grupo SU(2)L ⊗ SU(2)R [18]. Nesses modelos, é posśıvel

relacionar as escalas de VECP, da quebra espontânea de paridade e do seesaw.

Contudo, o uso mais imediato que pode ser feito com os invariantes é para eliminar

os graus espúrios de liberdade para analisar o espaço de parâmetros de algum modelo

que exiba violação expĺıcita de CP. Para fenomenologia, essas ferramentas podem ser

muito úteis para efetuar análises preliminares, sem se preocupar em encontrar a base

ou parametrização adequadas. Outro caso em que o uso de invariantes pode ser útil,

é quando há quebras sucessivas de simetria e os invariantes podem ser utilizados para

“seguir” as fontes de violação de CP. Nesse contexto, seria interessante desenvolver

um procedimento para conseguir acompanhar as fases de CP ao longo de sucessivas

quebras espontâneas de simetria e estudar as restrições para a implementação da

violação espontânea de CP. Adicionalmente, o uso de invariantes para se estudar

a violação de CP no setor leptônico pode requerer ingredientes diferentes do setor

de quarks, devido à possibilidade de fases de Majorana para os neutrinos. Embora,

para neutrinos, o estudo de invariantes de refase para a oscilação no vácuo e na

matéria [43, 124] já exista.

A fim de generalizar os resultados obtidos em [30], podemos seguir em duas

direções: (i) aplicação dos conceitos em outros modelos com presença de espaços

horizontais adicionais e posśıvel tratamento geral, independente de modelo para o

potencial escalar; (ii) contextualização das técnicas de verificação e quantificação

da violação de CP em modelos que contêm o MP, inclusive modelos de grande

unificação, que não necessariamente contenham espaços horizontais mas que, efeti-

vamente, levem ao aparecimento de multipletos de gauge idênticos a baixas energias.

69



No contexto (i), o tratamento geral para o potencial escalar não foi ainda alcançado

devido à dificuldade de tratar mistura de representações, mesmo quando restrito

a potenciais renormalizáveis, cujas possibilidades são muito mais variadas que em

outros setores das teorias de gauge, que possuem formas bastante restritas devido,

exatamente, à simetria de gauge e à renormalizabilidade. No contexto (ii), a quan-

tificação da violação de CP, através de invariantes ı́mpares por CP, pode ser uma

ferramenta potencialmente útil para análise das propriedades de CP, independente-

mente da base.

Considerando que todo modelo com VECP exibe violação soft de CP, já que a

QES para potenciais renormalizáveis, originalmente invariantes de CP, apenas po-

dem manifestar violação de CP através dos termos que contenham valores esperados

no vácuo, e tais termos só podem ser trilineares ou bilineares nos campos (veja o

exemplo do 2HDM). Os coeficientes desses termos possuem, então, dimensões positi-

vas de energia; quando esses termos violam alguma simetria, dizemos que tal violação

é soft. Nesses modelos, os efeitos de violação da simetria são finitos. Obviamente,

podemos construir modelos com violação soft, mas expĺıcita, de CP. Nesse contexto,

a finitude dos efeitos de violação de CP pode envolver a contribuição, muitas vezes

esquecida, dos tadpoles [106]. A relação entre renormalizabilidade e violação soft,

ou espontânea, de CP também não foi totalmente explorada e merece estudos mais

detalhados [106]. Um modelo baseado no grupo de gauge SU(3)L⊗U(1)N , que exibe

quebra expĺıcita soft de CP, foi analisado em nosso trabalho [109]. Pudemos veri-

ficar que o modelo pode descrever a violação de CP no sistema dos káons neutros

através da troca de férmions e escalares exóticos sem o mecanismo CKM, i.e., com

uma matriz de mistura para os quarks real.

No setor leptônico, onde sabemos que existe mistura de sabor, pelo menos com

manifestação nas oscilações de neutrinos, estudamos detalhadamente este fenômeno

sob o ponto de vista de teorias clássicas de campos (relativ́ısticos). Verificamos

alguns resultados já presentes na literatura como a presença de interferência entre

frequências positivas e negativas. Nesse contexto, também é interessante mencio-

nar que a natureza quiral das interações fracas, que produzem os neutrinos, pode

modificar as fórmulas de oscilação, mas seus efeitos são proporcionais a m2/E2, o

que dificulta sua observabilidade para neutrinos leves. Contudo, assim como não

há interferência entre freqüências positivas e negativas para um férmion de Dirac

livre quantizado, se efetuarmos um cálculo simplificado com férmions livres de Di-

rac, que se misturam, não observaremos mais tais termos de interferência. Dentro

do contexto de QFT, também efetuamos um cálculo com uma abordagem base-

ada em pacotes de onda externos [62], onde o neutrino é considerado como uma
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part́ıcula virtual. Nela, para distâncias macroscópicas, a maior contribuição advém

dos neutrinos onshell, mas ainda pode haver tanto contribuições de part́ıcula como

de antipart́ıcula. Nesse caso, duas posturas podem ser tomadas: 1) esse efeito é f́ısico

e sua não observabilidade é meramente técnica, devido à pequenez dos efeitos [125],

ou 2) tais efeitos não são f́ısicos e devem ser eliminados do formalismo. Escolhemos

a segunda postura, pois os efeitos não f́ısicos advinham de processos que são cinema-

ticamente imposśıveis quando considerados separamente na produção ou detecção.

O procedimento para eliminar tais contribuições foi mostrado no mesmo trabalho.

No contexto de TQC, há tentativas de se utilizar para os autoestados de sabor,

representações não equivalentes em relação aos autoestados de massa definida [64].

Esse formalismo também modifica as fórmulas de oscilação, misturando as contri-

buições de part́ıcula e antipart́ıcula. Embora se trate de uma descrição de neutrinos

quase livres, que não leva em conta as interações que os criam e detectam, essas

representações inequivalentes são inerentes ao formalismo de mistura e a escolha da

representação correta deve ser feita pela f́ısica do problema.

Como continuação do trabalho em [61], podemos investigar mais a fundo o for-

malismo de oscilação de neutrinos e oscilação de sabor em TQC e encontrar posśıveis

desvios mensuráveis das fórmulas de oscilação. Independentemente da natureza do

neutrino, a fórmula de oscilação deve depender dos módulos e das diferenças de

massa ao quadrado ∆m2
ij dos neutrinos, devido à sua criação com quiralidade nega-

tiva (L), mas a evolução temporal envolve a troca de quiralidade para férmions mas-

sivos. Esse pode ser um posśıvel sinal para ter acesso às escalas absolutas de massa

em experimentos de oscilação de neutrinos. Visto que neutrinos de mão direita,

pesados, surgem naturalmente com a implementação do mecanismo de seesaw, em

contextos de grande unificação e da necessidade de implementação da leptogênese, é

interessante analisar com mais detalhes as fórmulas de oscilação para n neutrinos de

mão esquerda e m de mão direita [51], incluindo aspectos de localização. A presença

de neutrinos leves ou pesados também pode ter conseqüências na largura inviśıvel

do bóson Z0, ou no fluxo total do experimento de SNO. V́ınculos de unitariedade

da matriz PMNS também podem ser estudados nesse contexto [115]. A necessi-

dade de neutrinos estéreis leves pode ser confirmada ou descartada no experimento

de MiniBoone, projetado para verificar a anomalia encontrada no experimento de

LSND [36, 112]. Outras fontes astrof́ısicas como a distribuição anômala de velocida-

des de pulsares [126] também podem indicar a presença de neutrinos estéreis.

Visto que os cálculos da Ref. [61] levaram à presença de violação direta de sabor

nas oscilações de neutrinos, ou seja, conversão de sabor à distância zero, é importante

efetuar um cálculo mais detalhado nessa direção. Esses efeitos, mesmo que peque-
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nos, poderiam levar a uma alteração das fórmulas de oscilação e posśıvel modificação

na descrição da anomalia LSND que envolvia uma curta distância. Também, estes,

podem depender da escala absoluta de massa dos neutrinos. Igualmente necessário é

considerar a inclusão expĺıcita das interações que criam e detectam os neutrinos, i.e.,

as interações de corrente neutra e corrente carregada, e posśıveis novas interações.

Esse estudo também poderia esclarecer, ou mesmo, resolver, divergências acerca do

estado em que os neutrinos são criados ou detectados [61], com energias iguais, com

momentos iguais ou nenhum dos dois. Este último, mais provável, tem de ser con-

seqüência da cinemática do problema e da distribuição de momentos da part́ıcula

de criação (detecção) visto que quando a part́ıcula de criação possui energia e mo-

mento muito bem definidos, não há fenômeno de interferência como a oscilação de

sabor [53]. Desse modo, aspectos de localização podem exercer um papel importante.

Como última interseção entre violação de CP e mistura de sabor no setor leptô-

nico, está a relação entre os mecanismos de VECP e seesaw. Essa conexão é de

muito interesse dentro do contexto de leptogênese, quando o neutrino de mão di-

reita pesado, responsável pelo seesaw, também decai em léptons do MP, gerando

uma assimetria de número leptônico que seria convertida em assimetria de número

bariônico. Mas o mecanismo VECP também requer a extensão do setor escalar,

podendo haver a necessidade de considerar o mecanismo de seesaw do tipo I e II

conjuntamente [119]. É, então, interessante investigar como a violação de CP no

setor escalar é transferida para o setor de quarks e léptons, e saber como estas se

relacionam, com a restrição de gerar a matriz de mistura leptônica realisticamente.

Como pano de fundo que permeia todos os tópicos discutidos neste trabalho está

a relação entre mistura de sabor e violação de CP. Esses dois fenômenos tem conexão

ı́ntima em todos os contextos mencionados e o entendimento de tal conexão pode

nos dar pistas a respeito de outros problemas fundamentais, como a replicação das

famı́lias, relação entre quarks e léptons ou o problema CP forte. Enquanto isso,

o setor leptônico será melhor conhecido com a extração dos elementos da matriz

PMNS, que aparece na mistura de sabor dos neutrinos, proporcionando mais dados

para entender o fenômeno de mistura. Por outro lado, as primeiras evidências ex-

perimentais acerca do setor escalar do MP, ou extensões, pode vir do LHC que está

para entrar em funcionamento. Tanto a violação de CP como a massa dos neutrinos

podem estar relacionadas com o setor escalar de extensões do MP.
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Apêndice A

Notações e convenções

A.1 Matrizes gama

A convenção para as matrizes gama segue a Ref. [91]:

{γµ, γν} = 2gµν , µ, ν = 0, 1, 2, 3 , (A.1)

σµν ≡ i
2 [γµ, γν ] , (A.2)

γ5 ≡ iγ0γ2γ2γ3 = γ5 , (A.3)

γ5σ
µν =

i

2
εµναβσαβ , (A.4)

onde a métrica de Minkowski utilizada é dada por gµν = diag(1,−1,−1,−1) en-

quanto que ε0123 = −ε0123 = 1 define o tensor totalmente antissimétrico de Levi-

Civita.

Os 16 bilineares de Dirac geram todo o espaço das matrizes complexas 4 × 4 e

formam uma base tal que vale a relação de ortogonalidade

Tr[ΓAΓB] = δB
A , (A.5)

quando ΓA = {1, γ5, γµ, γ5γµ, σµν} e ΓA ≡ (ΓA)†. Usando a relação de ortogonalidade

acima, podemos calcular, p. ex., o produto de três gamas

γµγνγα = gµνγα − gµαγν + gναγµ − iǫµναβγβγ5 . (A.6)

Podemos também verificar

(γµ6aγνL)[γν6 b γµL] = 4(6aL)[6 bL] , (A.7)

(γµ6aγνL)[γµ6 b γνL] = 4a · b (γµL)[γµL] . (A.8)

Outro resultado útil para se calcular identidades de Fierz quirais [128] (Ap.G) é

Tr[R
L
σµνσαβ ] = 2(gµαgνβ − gµβgνα ± iǫµναβ) . (A.9)
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Os coeficientes podem ser verificados nos casos (µν) = (αβ) e (µναβ) = (0123).

A seguir, listamos algumas identidades de Fierz quirais úteis, que podem ser

obtidas seguindo a metodologia da Ref. [128], (Ap.G)

(R
L
γµ)[R

L
γµ] = −(R

L
γµ][R

L
γµ) , (A.10)

(R
L
γµ)[L

R
γµ] = 2(R

L
][L

R
) , (A.11)

(R
L
)[R

L
] = 1

8(RL
γνγµ][R

L
γµγν) (A.12)

= 1
2(RL

][R
L
) + 1

2(RL

σµν

2
][R

L

σµν

2
) , (A.13)

(R
L
γµ)[L

R
] = 1

2(RL
γν ][L

R
γνγµ) . (A.14)

Algumas das identidade acima foram utilizadas nos cálculos do Ap.E [109].

A.2 Diagonalização de matrizes 2 × 2

Seja uma matriz geral 2 × 2

A =

(
a b

c d

)
, a, b, c, d ∈ C . (A.15)

O polinômio caracteŕıstico é dado por

det(A− λI) = λ2 − (a + d)λ+ (ad− bc) (A.16)

= λ2 − TrAλ+ detA , (A.17)

que leva aos autovalores

λ± =
a+ d

2
±

√(
a + d

2

)2

− (ad− bc) =
1

2
TrA±

√
(TrA/2)2 − detA . (A.18)

Podemos expandir A em termos das matrizes {1,σ}

A = A01 + A.σ , Ai ∈ C , (A.19)

onde Ai = 1
2
Tr(Aσi) e A0 = 1

2
Tr[A]. Explicitamente,

A0 = (a+ d)/2 , A3 = (a− d)/2 ,

A1 = (b+ c)/2 , A2 = i(b− c)/2 . (A.20)

Em termos dos coeficientes da Eq.(A.19), os autovalores da Eq. (A.18) são

λ± = A0 ±
√

A2 . (A.21)
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A matriz que diagonaliza A na forma

U−1AU = diag(λ+, λ−) , (A.22)

é dada por

U =
1√

2(A2)
1
4 (
√

A2 + A3)
1
2

(
A3 +

√
A2 −b

c A3 +
√

A2

)
, (A.23)

enquanto sua inversa, geralmente diferente do hermitiano conjugado, é dada por

U−1 =
1√

2(A2)
1
4 (
√

A2 + A3)
1
2

(
A3 +

√
A2 b

−c A3 +
√

A2

)
. (A.24)

A matriz U pode ser decomposta na forma

U = U1U2U
†
1 , (A.25)

onde

U1 =

( √
b
c

0

0
√

c
b

)1
2

= e−iασ3/2 , (A.26)

U2 =
1

(A2)
1
4

(
(a− d)/2 −

√
bc√

bc (a− d)/2

)1
2

= e−iβσ2/2 , (A.27)

com tanα = A2

A1
, tan β =

√
A2

1+A2
2

A3
e os ângulos podem ser complexos. Note-se que

A2
1 + A2

2 = bc e 2
√

A2 = λ+ − λ−.

Se a = d temos

λ± = a±
√
bc , (A.28)

U =
1√
2

(
1 −

√
b
c√

c
b

1

)
. (A.29)

Além disso, se c = b∗ (b = |b|eiϕ),

λ± = a± |b| , (A.30)

U =
1√
2

(
1 −eiϕ

e−iϕ 1

)
. (A.31)
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A.3 Determinante em termos de traços

Seja uma matrix A, n × n sobre C. A partir da relação det(1 + A) =

exp[Tr ln(1 + A)], tomando somente termos de ordem An dos dois lados, temos

a relação [129]

detA = eM
∣∣
n

= Mn + 1
2

n∑

i,j=1
i+j=n

MiMj + 1
3!

n∑

i,j,k=1

i+j+k=n

MiMjMk + · · ·+ 1
(n−2)!M2M

n−1
1 + 1

n!M
n
1 ,(A.32)

onde

M =
n∑

k=1

Mk =
n∑

k=1

−(−1)k

k
TrAk . (A.33)

Em particular, temos para

n = 2 : detA = −1

2
TrA2 +

1

2
(TrA)2 (A.34)

n = 3 : detA =
1

3
TrA3 − 1

2
TrA2TrA+

1

3!
(TrA)3 (A.35)

n = 4 : detA = −1

4
TrA4 +

1

3
TrA3TrA+

1

8
(TrA2)2 − 1

4
(TrA)2TrA2 +

1

4!
(TrA)4 .(A.36)

A.4 Integrais

Podemos escrever as integrais que aparecem nos diagramas de caixa na seguinte

forma geral

B4(pi;mi; f) ≡
∫

d4k

(2π)4
f(k)

4∏

i=1

[(k + pi)
2 −m2

i ]
−1 (A.37)

=

∫

∠|

d3x

∫
d4k

(2π)4

f(k − k̃)

(k2 − k̃2 −A2)4
, (A.38)

B4(pi;mi; 1) =
i

(4π)2

∫

∠|

d3x
1

(k̃2 + A2)2
, (A.39)

B4(pi;mi; k
µ) =

i

(4π)2

∫

∠|

d3x
(−k̃µ)

(k̃2 + A2)2
, (A.40)

B4(pi;mi; k
µkν) =

gµν

4

(−2i)

(4π)2

∫

∠|

d3x
1

k̃2 + A2

+
i

(4π)2

∫

∠|

d3x
k̃µk̃ν

(k̃2 + A2)2
, (A.41)

onde

k̃ = p1 + (p2 − p1)x+ (p3 − p2)y + (p4 − p3)z ,
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A2 = m2
1 + (m2

2 −m2
1)x+ (m2

3 −m2
2)y + (m2

4 −m2
3)z

−[p2
1 + (p2

2 − p2
1)x+ (p2

3 − p2
2)y + (p2

4 − p2
3)z] , (A.42)

∫
∠|d

3x ≡
∫ 1

0
dx
∫ x

0
dy
∫ y

0
dz.

A parametrização de Feynman a seguir é necessária para obter as representações

acima:

n∏

i=1

a−1
i = (n− 1)!

∫ 1

0

dx1x
n−2
1

∫ 1

0

dx2x
n−3
2 · · ·

∫ 1

0

dxn−1In(x) (A.43)

= (n− 1)!

∫ 1

0

dx1

∫ x1

0

dx2 · · ·
∫ xn−2

0

dxn−1Ĩn(x) (A.44)

= (n− 1)!

∫ 1

0

dx1dx2 · · · dxn
δ(1 −

∑
xi)[∑n

i=1 aixi

]n , (A.45)

In(x) = [anx1x2 · · ·xn−1 + an−1x1x2 · · ·xn−2(1 − xn−1) + · · ·+ a1(1 − x1)]
−n ,(A.46)

Ĩn(x) = [a1 + (a2 − a1)x1 + (a3 − a2)x2 + · · ·+ (an − an−1)xn−1]
−n . (A.47)

Se os momentos externos são despreźıveis em comparação com a maior das mas-

sas que circulam no diagrama de caixa (p2
i , |pi.pj | ≪ mmax), podemos desprezar

k̃2 ≪ |A2| e as integrais podem ser escritas em termos das seguintes integrais e suas

derivadas:

∫

∠|

d3x [A0 + A.x]−2 = −
(A0 + A1) ln(A0+A1

A0
)

A1A2 (A2 + A3)
+

(A0 + A1 + A2) ln(A0+A1+A2

A0
)

A2 (A1 + A2) A3

−
(A0 + A1 + A2 + A3) ln(A0+A1+A2+A3

A0
)

A3 (A2 + A3) (A1 + A2 + A3)
, (A.48)

∫

∠|

d3x [A0 + A.x]−1 =
(A0 + A1)

2 ln(A0+A1

A0
)

2A1A2 (A2 + A3)
−

(A0 + A1 + A2)
2 ln(A0+A1+A2

A0
)

2A2 (A1 + A2) A3

+
(A0 + A1 + A2 + A3)

2 ln(A0+A1+A2+A3

A0
)

2A3 (A2 + A3) (A1 + A2 + A3)
, (A.49)

∫

∠|

d3x ln[
A0 + A.x

A0
] = −11

36
+

(A0 + A1)
3 ln(A0+A1

A0
)

6A1A2 (A2 + A3)
−

(A0 + A1 + A2)
3 ln(A0+A1+A2

A0
)

6A2 (A1 + A2) A3

+
(A0 + A1 + A2 + A3)

3 ln(A0+A1+A2+A3

A0
)

6A3 (A2 + A3) (A1 + A2 + A3)
, (A.50)

onde
∫

∠|d
3x ≡

∫ 1

0
dx
∫ x

0
dy
∫ y

0
dz e A.x ≡ A1x+ A2y + A3z.

Por exemplo, dentro da aproximação de momento externo despreźıvel, podemos

calcular B4(0;mi; 1) usando a primeira integral acima,

B4(0;mi; 1) ≈ i

(4π)2

[
− δ2
δ21δ32δ42

ln
δ2
δ1

+
δ3

δ31δ32δ43
ln
δ3
δ1

− δ4
δ41δ42δ43

ln
δ4
δ1

]
, (A.51)
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onde δi = m2
i e δij = δi − δj . Da mesma forma, a integral na Eq. (A.40) pode ser

obtida da soma de derivadas ∂
∂Ai

da integral na Eq. (A.49) enquanto que a integral

na Eq. (A.41) é obtida de derivadas ∂2

∂Ai∂Aj
da integral na Eq. (A.50).

∫
dDp

(2π)D
p2m

[p2 −A2 + iǫ]n
=

i(−1)n−m

(4π)
D
2

A−2(n−m−D
2

)Γ(m+ D
2
)Γ(n−m−D

2
)

Γ(D
2
)Γ(n)

, (A.52)

B(x, y) =

∫ ∞

0

dt
tx−1

1 + t

x+y

, Rex,Rey > 0 (A.53)

=

∫ 1

0

dt tx−1(1 − t)y−1 , (A.54)
∫

dΩD

(2π)D
=

2

Γ(D
2
)(4π)

D
2

, (A.55)

∫
dDk

(2π)D
µǫ

[k2 − m2][(k + p)2 − M2]

D=4−ǫ
=

i

(4π)2

∫ 1

0

dx

[
4πµ2

m2x+M2(1−x)−p2x(1−x)

]ǫ/2

Γ(ǫ/2) ,

ǫ→0
=

i

(4π)2

{
2

ǫ
− γ

+

∫ 1

0

dx ln

[
4πµ2

m2x+M2(1−x)−p2x(1−x)

]}
. (A.56)

A definição da função B pode ser encontrada, p. ex., na Ref. [130].

A.5 Funções

g1(x, y) = − 1

x− y

[(
x

x− 1

)2

ln x−
(

y

y − 1

)2

ln y − 1

x− 1
+

1

y − 1

]
, (A.57)

g0(x, y) = − 1

x− y

[
x

(x− 1)2
ln x− y

(y − 1)2
ln y − 1

x− 1
+

1

y − 1

]
, (A.58)

g0(x) = lim
y→x

g0(x, y) = − 2

(x− 1)2
+

x+ 1

(x− 1)3
ln x . (A.59)

As funções g0 e g1 são simétricas pela troca x ↔ y. Estamos usando a mesma

nomenclatura de Ref.[77]. Essas funções podem ser obtidas a partir das integrais

das Eqs. (A.48) e (A.49) pelas seguintes relações:

g1(x, y) =
(4π)2

i

∫
d4k

(2π)4

k2M2

[k2 −M2]2(k2 −m2
1)(k

2 −m2
2)

∣∣∣∣
x =

m
2

1

M2
, y =

m
2

2

M2

= −2

∫

∠|

d3x′
1

1 + A.x′

∣∣∣∣
A1=x−1,A2=−A1,A3=y−1

, (A.60)

g0(x, y) =
(4π)2

i

∫
d4k

(2π)4

M4

[k2 −M2]2(k2 −m2
1)(k

2 −m2
2)

∣∣∣∣
x =

m
2

1

M2
, y =

m
2

2

M2

=

∫

∠|

d3x′
1

[1 + A.x′]2

∣∣∣∣
A1=x−1,A2=−A1,A3=y−1

. (A.61)
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A.6 Regras de Feynman

Os propagadores escalar [φ(x)], fermiônico [ψ(x)] e vetorial [Aµ(x)], livres, são

definidos respectivamente por

〈0|T (φ(x)φ∗(y))|0〉 = iD(x− y) =

∫
d̂p e−ip·(x−y)iD(p,m) , (A.62)

〈0|T (ψ(x)ψ̄(y))|0〉 = iS(x− y) =

∫
d̂p e−ip·(x−y)iS(p,m) , (A.63)

〈0|T (Aµ(x)A
∗
ν(y))|0〉 = −iDµν(x− y) =

∫
d̂p e−ip·(x−y)(−i)Dµν(p,m; ξ) , (A.64)

onde d̂p ≡ d4p
(2π)4

e as transformadas de Fourier

D(p,m) ≡ 1

p2 −m2 + iǫ
, (A.65)

S(p,m) ≡ 1

6p −m+ iǫ
, (A.66)

Dµν(p,m; ξ) ≡ 1

p2 −m2 + iǫ
(gµν −

pµpν

p2 + iǫ
) + ξ

1

p2 − ξm2 + iǫ

pµpν

p2 + iǫ
,(A.67)

Dµν(p,m) ≡ Dµν(p,m; 1) = gµνD(p,m) (A.68)

completam a definição dos propagadores livres. A seguir, estão listadas as regras

de Feynman para o setor eletrofraco do MP [131], onde {mi} ≡ {md, ms, mb} e

{m̃i} ≡ {mu, mc, mt} são as massas dos quarks tipo d e tipo u, respectivamente,

enquanto que V é a matriz CKM.
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W

pµ ν
= −iDµν(p,mW ; ξ) (A.69)

G+

p
= −iD(p,

√
ξmW ) (A.70)

dg uf

Wµ

= −i g√
2
VfgγµL (A.71)

uf dg

Wµ

= −i g√
2
V ∗

fgγµL (A.72)

dg uf

G+

= −i g√
2mW

[R(V diag{mi})fg − L(diag{m̃i}V )fg] (A.73)

uf dg

G−

= −i g√
2mW

[L(diag{mi}V †)fg −R(V †diag{m̃i})fg] (A.74)
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Apêndice B

C, P, CP e CPT

B.1 Convenções para as transformações de P, C e CP

Listarei a seguir as transformações dos campos sob P, C e CP, utilizados ao longo

desta tese. Denotarei-as de transformações canônicas de P, C e CP, embora algumas

delas, especialmente aquelas envonvendo espinores, sejam meramente convencionais

em relação à adição de fases, sempre posśıvel quando o campo é complexo.

Será utilizada a notação S, PS, D, V e PV para denotar, respectivamente, o

campo escalar, pseudo-escalar, espinor de Dirac, vetor e pseudo-vetor (ou vetor

axial). A métrica de Minkowski utilizada é definida pelos seus elementos não

nulos g00 = −gii = 1. A inversão espacial de quadrivetores será denotado por

(Ĩx)µ ≡ x̂µ = (x0,−x) que, restrita à métrica de Minkowski adotada aqui, permite

a igualdade ı́ndice a ı́ndice x̂µ = xµ, que se mostra notacional e operacionalmente

útil. Também utilizaremos os projetores quirais denotados por R ≡ 1
2
(1+ γ5), para

mão direita, e L ≡ 1
2
(1 − γ5), para mão esquerda. Note que com essa notação,

ψR ≡ Rψ mas ψR = ψ̄L, devido à presença da matriz γ0 na definição de ψ̄. O

mesmo vale para ψL e ψL.

• Paridade (P) ou Inversão Espacial sobre os campos

φ(x) → φ(x̂) S

φ(x) → −φ(x̂) PS

ψ(x) → γ0ψ(x̂) D

ψR
L
(x) → γ0ψL

R
(x̂) D

Vµ(x) → V µ(x̂) V

Aµ(x) → −Aµ(x̂) PV

(B.1)

• Bilineares de Dirac sob P

xµ P→ xµ
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ψ̄1ψ2
P→ ψ̄1ψ2

ψ̄1γ5ψ2
P→ −ψ̄1γ5ψ2

ψ̄1γ
µψ2

P→ ψ̄1γµψ2

ψ̄1γ
µγ5ψ2

P→ −ψ̄1γµγ5ψ2

ψ̄1σ
µνψ2

P→ ψ̄1σµνψ2 (B.2)

• Conjugação de carga (C) sobre campos (complexos)

φ(x) → φ∗(x) S,PS

ψ(x) → Cψ̄
⊤
(x) D

ψR
L
(x) → C

(
ψL

R

)⊤
(x) D

ψ̄(x) → −ψ⊤C−1 D

ψR
L
(x) → −

(
ψL

R

)⊤
C−1 D

Vµ(x) → −V ∗
µ (x) V

Aµ(x) → A∗
µ(x) A

(B.3)

C−1γµC = −γ⊤µ (B.4)

C−1γ5C = γ⊤5 (B.5)

C† = C−1 (B.6)

• Bilineares de Dirac sob C

ψ̄1ψ2
C→ ψ̄2ψ1

ψ̄1γ5ψ2
C→ ψ̄2γ5ψ1

ψ̄1γµψ2
C→ −ψ̄2γµψ1

ψ̄1γµγ5ψ2
C→ ψ̄2γµγ5ψ1

ψ̄1σµνψ2
C→ −ψ̄2σµνψ1 (B.7)

Deve-se tomar cuidado com a anticomutação de campos fermiônicos.

• CP (aplicação do operador P, depois C ) sobre espinores de Dirac

ψ(x) → γ0Cψ
⊤

(x̂) D

ψR
L
(x) → γ0CψR

L

⊤
(x̂) D

ψ̄(x) → −ψ⊤(x̂)C−1γ0 D

ψR
L
(x) → −

(
ψR

L
(x̂)
)⊤
C−1γ0 D

(B.8)

A primeira e segunda relações acima também podem ser escritas na forma

γ0Cψ̄
⊤
(x̂) = −Cψ∗(x̂).
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• Bilineares de Dirac sob CP

xµ CP→ xµ

ψ̄1ψ2
CP→ ψ̄2ψ1

ψ̄1γ5ψ2
CP→ −ψ̄2γ5ψ1

ψ̄1γ
µψ2

CP→ −ψ̄2γµψ1

ψ̄1γ
µγ5ψ2

CP→ −ψ̄2γµγ5ψ1

ψ̄1σ
µνψ2

CP→ −ψ̄2σµνψ1 (B.9)

• Bilineares de Dirac sob T

xµ T→ −xµ

c-number
T→ (c-number)∗

ψ̄1ψ2
T→ ψ̄1ψ2

ψ̄1γ5ψ2
T→ −ψ̄1γ5ψ2

ψ̄1γ
µψ2

T→ ψ̄1γµψ2

ψ̄1γ
µγ5ψ2

T→ ψ̄1γµγ5ψ2

ψ̄1σ
µνψ2

T→ −ψ̄1σµνψ2 (B.10)

• Bilineares de Dirac sob CPT

xµ CPT→ −xµ

c-number
CPT→ (c-number)∗

ψ̄1ψ2
CPT→ ψ̄2ψ1

ψ̄1γ5ψ2
CPT→ ψ̄2γ5ψ1

ψ̄1γ
µψ2

CPT→ −ψ̄2γ
µψ1

ψ̄1γ
µγ5ψ2

CPT→ −ψ̄2γ
µγ5ψ1

ψ̄1σ
µνψ2

CPT→ ψ̄2σ
µνψ1 (B.11)

As propriedades dos bilineares sob CPT mostradas acima sugerem a prova do teo-

rema CPT, que atesta que qualquer teoria de campos local, invariante de Lorentz,

é invariante pela operação conjunta de CPT. Podemos ver que a transformação sob

CPT, de escalares e pseudoescalares, são iguais, assim como a transformação de

vetores e pseudovetores. Para serem invariantes de Lorentz, os termos que compõe a

densidade de Lagrangiana devem ser escalares ou pseudoescalares, mas devido ao re-

querimento de hermiticidade, qualquer termo pseudoescalar é acompanhado pelo seu

hermitiano conjugado, que é mapeado por CPT. Para os vetores ou pseudovetores, os

mesmos devem ser contráıdos entre si para formar escalares ou pseudoescalares, mas

novamente tal contração é invariante ou é mapeado no seu hermitiano conjugado.
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Para campos complexos podeŕıamos ter definido as trasformações sob C, P, T

com a adição de fases complexas arbitrárias, p. ex., a transformação sob P poderia

ser: φ(x) → ηPφ(x̂). Mas é preciso frisar que as leis de transformação para os

bilineares da Eq. (B.7) não é modificada se adicionarmos números complexos, de

módulo unitário, às definições das lei de transformação sob C, P e T do campo

espinorial livre.

Outro ponto que deve ser mencionado, é que para campos que são autoconjuga-

dos pelas operações de simetria discreta, por exemplo, escalares ou pseudoescalares

sob paridade, os números quânticos associados têm sentido f́ısico somente em teorias

interagentes, sempre quando tais operações representam simetrias exatas ou aproxi-

madas. Em teorias livres, por exemplo, qualquer autovalor (±) pode ser atribúıda

à transformação sob paridade de um campo escalar real.

B.2 Implementação quântica

Para o caso livre, é posśıvel encontrar os operadores quânticos P,C e T ,

unitários no espaço de operadores do espaço de Fock (T é antiunitário), que im-

plementam as transformações de simetria para P [Eq. (B.1)], C [Eq. (B.3)] e T. Por

exemplo, para o campo escalar sob P, o operador P induz a transformação

P
−1φ(x)P = φ(t,−x) . (B.12)

Da expansão livre do campo escalar complexo,

φ(x) = 1
(2π)3/2

∫
d3p
2Ep

[a(p)e−ip·x + b†(p)eip·x] , (B.13)

onde valem as relações de comutação

[a(p), a†(p′)] = 2Epδ
3(p − p′) , [a(p), a(p′)] = [a†(p), a†(p′)] = 0 , (B.14)

e igualmente para b, b†, a condição da Eq. (B.12) equivale às seguintes condições

sobre os operadores de destruição de part́ıcula a(p) e antipart́ıcula b(p):

P
−1a(p)P = a(−p) ,

P
−1b(p)P = b(−p) . (B.15)

As relações acima nos levam ao operador de paridade

P = exp{±iπ
∫

d3p
2Ep

[A†
−(p)A−(p) ± B†

−(p)B−(p)]} , (B.16)

onde definimos

A−(p) = 1
2 [a(p) + a(−p)] ,
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A+(p) = 1
2 [a(p) − a(−p)] ,

B−(p) = 1
2 [a(p) + a(−p)] ,

B+(p) = 1
2 [a(p) − a(−p)] . (B.17)

Esses operadores são pares (denotados pelo sub́ındice +) e ı́mpares (denotados pelo

sub́ındice −) sob P. Em termos desses operadores as Equações (B.18) podem ser

escritas

P
−1A+(p)P = A+(p) ,

P
−1A−(p)P = −A−(p) ,

P
−1B+(p)P = B+(p) ,

P
−1B−(p)P = −B−(p) . (B.18)

As primeira e terceira equações indicam que P comutam tanto com A+ e B+. Então,

P só pode depender de operadores que comutam com A+ e B+; estes são A−, A
†
− e

B+, B
†
+.

Para adicionar à transformação de paridade uma fase arbitrária ηP = eiαP é

preciso adicionar o operador

P2 = exp
[
iαP

∫
d3p

2Ep
[a†(p)a(p) − b†(p)b(p)]

]
, (B.19)

à definição do operador de paridade P → PP2. O operador acima nada mais é

que o operador eiαP Q̂, onde Q̂ é o operador de carga.

Dessa forma, podemos encontrar todas as representações dos operadores de si-

metria discreta, para campos livres de spin 0, 1
2

e 1. A forma expĺıcita para o

operador de paridade e conjugação de carga, para o espinor de Dirac livre, pode ser

encontrada na Ref. [91, p.152].

Por último, a operação de conjugação de carga merece uma discussão mais deta-

lhadas acerca de suas propriedades, já que ela não representa uma simetria espaço-

temporal como as outras simetrias discretas. Por definição, a conjugação de carga

C é a operação que troca part́ıculas por antipart́ıculas. Em termos da expansão de

um campo livre quantizado

φ(x) ∝ a(p, σ) + b†(p, σ) , (B.20)

C deve trocar o operador de criação de part́ıculas a† pelo operador de criação de

antipart́ıculas b†. Dado o operador unitário de conjugação de carga C , a condição

anterior nos leva a

C
−1φ(x)C = φ(x)

∣∣∣
a⇔b

. (B.21)
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O entendimento clássico (primeira quantização) da operação C pode ser conse-

guida da equação de Dirac. Sob as transformações de C, a Eq. de Dirac livre é

invariante, enquanto que a equação acoplada com um campo eletromagnético ex-

terno

(i6∂ − e6Aext −m)ψ(x) = 0 , (B.22)

é invariante se trocarmos e→ −e. Esse comportamento é condizente com a operação

C.

B.3 Transformações de CP em multipletos fermiônicos

Seja Ψ um multipleto espinorial de um grupo de gauge G, numa dada repre-

sentação n-dimensional. Para levar em conta grupos de gauge quirais, assumimos

que o multipleto Ψ seja de mão direita Ψ = ΨR, o que significa que a representação

do grupo pode ser redut́ıvel. Nesta representação,

ΨR =




ψ1R

ψ2R

...

ψnR



, (B.23)

onde cada espinor ψiR é um espinor de Weyl ou a projeção de mão direita de um

espinor de Dirac.

A transformação mais geral de CP, que pode ser efetuado sobre Ψ, é da forma

ΨR(x)
CP→ −(U ⊗ C)Ψ∗

R(x̂) (B.24)

= (U ⊗ γ0C)ΨR
⊤
(x̂) . (B.25)

onde C é a matriz de conjugação de carga dos espinores, U é uma matriz constante

unitária que atua no espaço de representação do grupo.

Em teorias de gauge, o acoplamento entre férmions e bósons de gauge ocorre

através das correntes

Jaµ = Ψ̄R(Ta ⊗ γµ)ΨR , (B.26)

onde Ta são os geradores do grupo de gauge.

Se aplicarmos a operação na Eq. (B.24) sobre a corrente da Eq. (B.26), obtemos

Jaµ
CP→ −Ψ⊤

R(U † ⊗ C−1γ0)(Ta ⊗ γµ)(U ⊗ γ0C)ΨR
⊤

= −Ψ⊤

R(U †TaU ) ⊗ (−γ∗µ)ΨR
⊤

= ΨR(U †TaU )⊤ ⊗ (−γ†µ)ΨR

= −Iν
µΨR(U †TaU )⊤ ⊗ γνΨR . (B.27)
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É posśıvel mostrar que para grupos de Lie compactos sempre é posśıvel achar uma

representação na qual −T⊤
a = ηabTb, onde η = diag(−1P ,1Q) e η2 = 1 [22]. Nesse

caso é posśıvel definir a transformação de CP canônica restringindo a Eq. (B.24)

com U = 1. Assim a relação da Eq. (B.27) pode ser reescrita

Jaµ
CP→ ηabI

ν
µJbν . (B.28)

Uma observação a respeito dessa base (chamada de base CP na Ref. [22]) é que,

muitas vezes, representações reais dos grupos se tornam complexas (representações

potencialmente reais). Por exemplo, a representação de spin S = 1 para SU(2) pos-

sui matrizes complexas na forma de Weyl-Cartan, i.e., quando Sz é diagonal, mas na

representação de rotações em três dimensões, a representação é real. Principalmente

em relação aos multipletos escalares, deve-se tomar cuidado com as representações

adotadas, sejam elas reais, pseudoreais ou complexas. No caso real, sempre pode-se

achar uma base em que tanto a representação como também a transformação de CP

é real.

B.4 Propriedades das cargas conservadas sobre C, CP e

CPT

A ı́ntima relação entre conjugação de carga e o operador de carga pode ser

ilustrado usando-se como exemplo uma teoria fermiônica livre, descrita pela La-

grangiana

L = ψ̄(x)(i6∂ −m)ψ(x) . (B.29)

Nesta teoria simples, envolvendo apenas um férmion, existe uma simetria de gauge

global baseado no grupo U(1).∗ Devido à simetria de gauge global, a Lagrangiana é

invariante pelas seguintes transformações de fase sobre os campos férmiônicos:

ψ(x) −→ eiαψ(x) . (B.30)

Tal simetria cont́ınua, garante, pelo teorema de Noether, a existência de uma cor-

rente conservada,

jµ(x) = ψ̄(x)γµψ(x) ⇒ ∂µj
µ(x) = 0 . (B.31)

∗se a simetria de gauge global for estendida de modo a permitir que a fase assuma vários valores

em função da coordenada do espaço tempo, será necessária a introdução de um bóson de gauge (o

fóton), para que a teoria continue a exibir uma invariância por uma simetria de gauge, desta vez,

local; tal teoria é a QED.
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A conservação desta corrente está ligada a conservação de uma carga Q que pode

ser escrita em termos dos campos da teoria:

Q̂ =

∫
d3xj0(x) =

∫
d3xψ†(x)ψ(x) . (B.32)

Este operador de carga é o gerador, em ńıvel quântico, da transformação de simetria

da Eq. (B.30), que é induzida através da aplicação de um operador unitário, na forma

e−iαQ̂ψ(x)eiαQ̂ = eiαψ(x) . (B.33)

Ao mesmo tempo, a Lagrangiana da Eq. (B.29) possui uma simetria discreta

particular, a simetria de conjugação de carga C. Esta simetria também pode ser im-

plementada por um operador unitário C , que induz a transformação bem conhecida:

Cψ(x)C −1 = Cψ̄
⊤

(x) , (B.34)

onde C é a matriz dependente de representação, definida através de CγµC−1 = −γT.
Se aplicarmos a transformação acima na corrente da Eq. (B.31), inverteremos a

corrente

jµ(x)
C−→ −jµ(x) . (B.35)

Conseqüentemente, inverteremos a carga conservada da Eq. (B.32), como esperado

de um operador de conjugação de carga.

Em teorias de gauge gerais, quando o grupo de gauge G é generalizado para

grupos não abelianos, a relação entre carga conservada e conjugação de carga se torna

menos óbvia. Escrevendo todos os multipletos fermiônicos em um único multipleto

de mão direita ΨR, temos, nesse caso, d = dimG geradores do grupo {Ta}, e,

portanto, d operadores de carga †

Qa =

∫
d3xΨR(Ta ⊗ γ0)ΨR . (B.36)

Contudo, para grupos não abelianos,

[Qa, Qb] = ifabcQc , (B.37)

de modo que, quanticamente, todas as cargas não têm realidade observável. O maior

número de cargas que comutam entre si é definida pelos geradores da subálgebra

de Cartan (SAC), que comumente é escrita na forma diagonal. Por exemplo, as

matrizes λ3, λ8 formam a SAC para SU(3). Se denotamos por {hi} os geradores

†Esta carga é associada à simetria de gauge global. A corrente de Noether associada à simetria

de gauge local para grupos não abelianos deve envolver também os bósons de gauge.
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da SAC e por Qhi
suas respectivas cargas, podemos ver que especificar todos os

números quânticos, em relação à SAC, define todos os estados em relação ao grupo

(representação). Então, numa dada base, de acordo com a Eq. (B.28), a operação

de C, ou CP, transforma as cargas

Qa
C→ ηabQb , (B.38)

onde η = diag(−1P ,1Q), de forma que algumas cargas trocam de sinal enquanto

outras permanecem inalteradas. As cargas na SAC, porém, sempre trocam de sinal

Qhi

C→ −Qhi
. (B.39)

Por exemplo, para SU(3), as cargas associadas a λ1,3,4,6,8 trocam de sinal, enquanto

as cargas associadas a λ2,5,7 permanecem inalteradas. Tal propriedade de trans-

formação para as cargas é condizente com o comportamente esperado da operação

de conjugação de carga, pois ela inverte todas as cargas associadas à SAC e, por-

tanto, o operador de conjugação de carga aplicado a um estado rotulado com cargas

µ, associadas à SAC (pesos da representação), mapeia o mesmo a um estado com

cargas −µ [22]. O comportamento dos operadores de carga sob CP é a mesma obtida

para C.

Por fim, deve ser notado que transformações gerais de C e CP não são capazes

de inverter todas as cargas associadas ao grupo de gauge. Contudo a operação CPT,

cujo operador Θ é antiunitário, é tal que [127]

Θ−1Jaµ(x)Θ = −Jaµ(−x) , (B.40)

e, portanto,

Θ−1QaΘ = −Qa . (B.41)

B.5 Transformação de CP como automorfismo em grupos

de gauge

Em teorias gerais de gauge, os vários campos que formam os multipletos de

férmions, escalares e bóson de gauge ‡ são conectados pela simetria de gauge. A

teoria é invariante por tais transformações e, por isso, essas transformações po-

dem ser inclúıdas na definição das transformações de CP, além das transformações

canônicas expostas na Sec. B.1, que dependiam apenas da natureza dos campos.

‡O termo multipleto não é utilizado para os bósons de gauge porque eles sempre se transformam

conforme a representação adjunta do grupo de gauge mas é adequado nesse contexto quando

significa um conjunto de campos em uma dada representação, em geral, irredut́ıvel.
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De fato, a transformação adicional sobre cada multipleto pode até ser mais geral

que uma transformação de gauge, como, por exemplo, no caso em que a repre-

sentação do multipleto é real (como na adjunta) mas o grupo mais geral em tal

caso é o grupo ortogonal que pode conter como subgrupo o grupo de gauge em si.

Uma generalização adicional desse tipo de redefinição das transformações de CP é

posśıvel quando uma mesma representação aparece mais de uma vez, i.e., quando

há a presença de multipletos com os mesmos números quânticos, de maneira que

pode-se incluir, na definição das transformações de CP, “rotações” que conectam

tais multipletos dentro desse espaço de representação degenerada, espaço o qual

chamaremos de espaços horizontais [22]. Um importante contra-exemplo, para

clarificar a noção de espaço horizontal, pode ser encontrado na QED, que possui

duas componentes quirais (Weyl) de mão direita independentes para cada férmion,

para formar um espinor de Dirac. Transformações arbitrárias nesse espaço, porém,

são proibidas, pois as duas componentes possuem cargas opostas (um espinor e seu

conjugado de carga) e, portanto, eles não formam um espaço horizontal.

É sabido que transformações de CP, primariamente devido às tranformações de

C, envolvem uma operação de conjugação “complexa” (ou hemiteano conjugado)

sobre os campos, que tem a função de trocar part́ıcula por antipart́ıcula. Veremos,

a seguir, que a composição da operação de conjugação complexa com tranformações

de gauge, ou rotações nos espaços horizontais, leva à noção de automorfismos nesses

grupos de transformação [22, 30].

Começaremos com as condições impostas sobre o setor de puro gauge. A La-

grangiana do setor de gauge de uma teoria invariante pelo grupo de gauge G, é dada

por [22, Sec. 3]

L (G) = − 1

4k
Tr[GµνG

µν ] , (B.42)

onde a definição dos bósons vetoriais e seus tensores é dada por

Wµ ≡ WaµTa , (B.43)

Dµ ≡ ∂µ1+ igWµ , (B.44)

Gµν ≡ 1

ig
[Dµ,Dν] . (B.45)

As matrizes {Ta} são os geradores de G na representação dos férmions, que obedecem

as relações de comutação da álgebra,

[Ta, Tb] = ifabcTc , (B.46)

e são normalizados conforme

Tr[TaTb] = kδab . (B.47)
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O grupo de gauge utilizado sempre será compacto e por isso sempre manteremos os

ı́ndices de grupo subescritos, utilizando somente letras romanas do começo do alfa-

beto para distingüi-los dos ı́ndices espaço-temporais. O fato do grupo ser compacto

também garante a antissimetria da constante de estrutura fabc = −fbac sob qualquer

troca de dois ı́ndices e a invariância sobre troca ćıclica fabc = fbca = fcab.

A tranformação mais geral que pode ser definida como tranformação de CP para

os bósons de gauge é

Waµ(x)
CP→ (R ⊗ I W )aµ = RabI

ν
µWbν(x̂) com R ∈ O(dG) , (B.48)

onde dG é a dimensão do grupo, que também é o número de bósons de gauge e

geradores, Iν
µ ≡ diag(1,−1,−1,−1) é a matriz de inversão espacial e a restrição ao

grupo ortogonal advém da realidade dos campos de gauge e da invariância da parte

quadrática da Lagrangiana da Eq. (B.42) [22]. Já vemos, nesse caso, que a matriz R

pode não ser um membro das transformações de gauge na representação adjunta.

A parte de Gµν na Eq. (B.45), que é bilinear nos campos e que dá origem à

interação entre bósons de gauge, é da forma

−ig[Wµ,Wν ] = gfabcWbµWcνTa . (B.49)

Esse termo se transforma sob a Eq. (B.48) como

gfabc(R⊗ I W )bµ(R ⊗ I W )cνTa = gfa′b′c′Rb′bRc′c(I W )bµ(I W )cνTa′ . (B.50)

Para que o tensor Gaµν se transforme de forma uniforme

Gaµν(x)
CP→ Rab(I ⊗ IGb)µν , (B.51)

é preciso que

fa′b′c′Ra′aRb′bRc′c = fabc , (B.52)

ou seja, que R induza um automorfismo no grupo de gauge (essa é a condição A na

Ref. [22]).

A condição na Eq. (B.52) tem de ser compatibilizada com as posśıveis trans-

formações de CP no setor fermiônico. Escreveremos todos os férmions em um único

multipleto de mão direita ωR, se transformando conforme a representação D, cujos

geradores hermitianos são dados por {Ta}, o que pode significar que a representação

D do grupo de gauge é redut́ıvel. Com essa notação, a Lagrangiana fermiônica

(parte cinética e interação com os bósons de gauge) é dada por

L (f,G) = ωR[i6∂ − g 6W ]ωR . (B.53)
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(Mesmo as componentes de mão esquerda podem ser escritas dessa forma, sem perda

de generalidade.) A transformação mais geral de CP, que pode ser definida sobre o

multipleto fermiônico, é dada por

ωR(x)
CP→ (U ⊗ C)ω∗

R(x̂) , (B.54)

onde U é uma matriz unitária constante que atua no mesmo espaço de representação

de {Ta}. É posśıvel verificar que a parte cinética se transforma sob a Eq. (B.54) como

L (f,G; x)
CP→ L (f,G; x̂) enquanto a interação de gauge leva à condição

−(U TbU
†)

⊤

Rba = Ta . (B.55)

Repare que a hermiticidade de {Ta} assegura a igualdade T
⊤

a = T ∗
a . Consulte a

transformação da corrente fermiônica na Eq. (B.27). A Eq. (B.55) é a condição B na

Ref. [22].

Já vimos que a condição da Eq. (B.52) requer que a matriz R induza um automor-

fismo no espaço da álgebra de Lie G. Desse ponto de vista, a condição da Eq. (B.55)

requer que a representação complexo conjugado de {Ta} composto com um auto-

morfismo, Eq. (B.52), seja equivalente (mapeável por uma transformação unitária no

espaço de representação, inclusive nos espaços horizontais) à própria representação.

Pode-se mostrar [22, 73] que qualquer automorfismo pode ser escrito como a com-

posição de um automorfismo interno com um automorfismo externo. Desse modo

é necessário considerar somente alguns representantes de cada coset. Quando re-

queremos que as transformações de CP das Eqs. (B.48) e (B.54) aja conforme a

interpretação f́ısica de que a conjugação de carga deve reverter todos os números

quânticos, chegamos ao automorfismo contragradiente, que mapeia a subálgebra de

Cartan para seu oposto. Para representações complexas, a operação de conjugação

complexa é exatamente tal automorfismo. Na representação de Weyl-Cartan para

álgebras semisimples compactas, temos −T⊤
a = ηabTb, η

2 = 1. Para a representação

fundamental de SU(N), temos λ⊤a = −ηabλb onde η = diag(−1p,1q), q = r(r− 1)/2

e p = N2 − 1 − q e r = N − 1 é a dimensão do grupo e q é a ordem, i.e., o número

de ráızes positivas da álgebra. Desse modo, escolhendo Rab = ηab, chegamos às

transformações de CP canônicas [22]

Waµ(x)
CP→ (R⊗ I W )aµ = ηabI

ν
µWbν(x̂) , (B.56)

ωR(x)
CP→ (1⊗ C)ω∗

R(x̂) , (B.57)

Por exemplo, para QED, a conjugação CP na Eq. (B.8)

e(x)
CP→ −Ce∗(x) , (B.58)
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pode ser escrita na forma

(
χ1(x)

χ2(x)

)
CP→ −σ3 ⊗ C

(
χ1(x̂)

χ2(x̂)

)∗

, (B.59)

dada as definições

χ1R(x) ≡ eR(x) , χ2R(x) ≡ −γ0Ce
∗
L(x) , (B.60)

e σi, com i = 1, 2, 3, são as matrizes de Pauli. Com as mesmas definições, a trans-

formação de paridade

e(x)
P→ γ0e(x̂) (B.61)

é escrita na forma (
χ1R(x)

χ2R(x)

)
P→ −iσ2 ⊗ C

(
χ1R(x̂)

χ2R(x̂)

)∗

. (B.62)

Utilizando a representação de Weyl para as matrizes gama, conseguimos as leis de

transformação nas Eqs. (C.72) e (C.73), escritas numa forma bem mais compacta

em termos da matriz ζ = iσ2, 2 × 2, ao invés da matriz C = (−iγ0γ2)Weyl, 4 × 4.

Para escrever a transformação de CP na forma canônica da Eq. (B.57), é preciso

efetuar a substituição χ2R → iχ2R e C → −C.

Portanto, é sempre posśıvel definir transformações de CP que deixam invarian-

tes o setor cinético fermiônico, e por analogia, o setor cinético escalar, com acopla-

mento mı́nimo e o de puro gauge. Desses setores não há nenhuma condição sobre os

espaços horizontais. Veremos na Sec. 3.1.3 (Ap.D) que, no potencial escalar, pode

haver necessidade intŕınseca de incluir transformações horizontais na definição da

transformação CP. Para o setor de Yukawa, as condições para invariância de CP

podem ser encontradas na Ref. [22].
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Apêndice C

Revisão de espinores e representações do grupo

de Lorentz

Sabemos que o modelo padrão (MP) das part́ıculas elementares é um modelo

quiral, i.e., ela trata de forma diferente as componentes quirais, direita e esquerda,

dos férmions; isso descreve apropriadamente a violação máxima de paridade no setor

eletrofraco. Para tratar adequadamente tais férmions quirais surge a necessidade de

considerarmos os espinores de Weyl [91] como os blocos fundamentais que descrevem

os férmions da teoria, ao invés dos costumeiros espinores de Dirac. O uso de espinores

de Weyl já é muito comum, p. ex., no tratamento de supersimetria [132]. Faremos a

seguir uma revisão das representações irredut́ıveis do grupo restrito de Lorentz [127,

133], de onde surgirá naturalmente o conceito de espinor de Weyl.

Ao grupo restrito de Lorentz L↑
+ pode ser associado o grupo das matrizes comple-

xas 2×2 de determinante unitário, que denotaremos por Sl(2, c) [127]. A associação

se dá da seguinte maneira: dado um quadrivetor xµ ≡ (x0,x), definimos as matrizes

2 × 2

x
˜

≡ xµσ̄
µ = x01+ x.σ , (C.1)

x̃ ≡ xµσ
µ = x01− x.σ , (C.2)

onde σ̄µ ≡ (1,−σ), σµ ≡ (1,σ), 1 é a matriz identidade e σi são as matrizes de

Pauli usuais, enquanto que a métrica de Minkowski que rege o subir e abaixar dos

ı́ndices espaço-temporais é dada por gµν = diag(1,−1,−1,−1). Em contrapartida,

podemos reobter o quadrivetor a partir de

xµ = 1
2
Tr(x

˜
σµ) = 1

2
Tr(x̃σ̄µ) . (C.3)

O produto interno quadrivetorial pode ser escrito em termos de

det x
˜

= xµx
µ e 1

2
[det(x

˜
+ y

˜
) − det x

˜
− det y

˜
] = xµy

µ , (C.4)
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(os mesmos valem para x̃ e ỹ) o que implica que a transformação através de uma

matriz A, 2 × 2, de determinante unitário (A ∈ Sl(2, c)),

x
˜
→ x

˜
′ = Ax

˜
A† , (C.5)

preserva as normas na Eq. (C.4). Isso quer dizer que a transformação da Eq. (C.5)

induz a transformação restrita de Lorentz

x′µ = Λµ
ν(A)xν . (C.6)

De fato a correspondência A → Λ(A) é um homomorfismo de Sl(2, c) para L↑
+ de

dois para um, pois claramente Λ(−A) = Λ(A). De forma análoga, podemos ver que

x̃→ x̃′′ = A†x̃A (C.7)

induz a transformação

x′′µ = Λµ
ν(A

−1)xν , [Λµ
ν(A

−1) = Λ µ
ν (A)] . (C.8)

Isso pode ser verificado pelo mapeamento

x̃ = ζx
˜
⊤ζ−1 = ζx

˜
∗ζ−1 , (C.9)

que leva à relação

ζA⊤ζ−1 = A−1 . (C.10)

A matriz ζ deve ser proporcional a σ2, de forma que escolhemos, em particular,

ζ ≡ iσ2. É útil definir a operação sobre as matrizes de Sl(2, c)

A→ Ā = ζA∗ζ−1 , (C.11)

de forma que a relação da Eq. (C.10) pode ser escrita como (Ā)† = A−1. Note-se

que ζσµ∗ζ−1 = σ̄µ, significando que a barra sobre σµ pode também ser entendido

como resultado da operação na Eq. (C.11), além de ser um marcador. Finalmente,

das Eqs. (C.5), (C.6), (C.7) e (C.8), juntamente com as definições das Eqs. (C.1) e

(C.2), podemos ver que

A†σµA = Λµ
ν(A)σν , (C.12)

Ā
†

σ̄µĀ = Λµ
ν(A)σ̄ν . (C.13)

Para intuir melhor o mapeamento A→ Λ(A), usaremos a representação

A(θ, ξ) ≡ exp[i
σ

2
· (θ + iξ)] , (C.14)
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que tem como conjugado

Ā(θ, ξ) ≡ exp[i
σ

2
· (θ − iξ)] . (C.15)

Por exemplo, para um rotação com A(θ) = exp(iσ3θ/2) temos

A




σ0

σ1

σ2

σ3


A† =




1 0 0 0

0 cos θ − sin θ 0

0 sin θ cos θ 0

0 0 0 1







σ0

σ1

σ2

σ3


 , (C.16)

cuja matriz de transformação do lado direito da Eq. (C.16) pode ser escrita como

Λ(θ) = exp(−iJ3θ), onde (J3)ij = −if3ij é o gerador das rotações em torno do eixo

z. Por outro lado, para um boost com A(ξ) = exp(−σ3ξ/2), temos

A




σ0

σ1

σ2

σ3


A† =




cosh ξ 0 0 − sinh ξ

0 1 0 0

0 0 1 0

− sinh ξ 0 0 cosh ξ







σ0

σ1

σ2

σ3


 , (C.17)

onde a transformação de Lorentz induzida é dada por Λ(ξ) = exp(−iK3ξ). Deno-

taremos a representação na Eq. (C.14) de (1
2
, 0) e a representação na Eq. (C.15) de

(0, 1
2
) [133, p.24]. Note que há equivalência entre as representações D ( 1

2
,0)∗ ∼ D (0, 1

2
).

Usando a propriedade Tr(σµσ̄ν) = 2gµν e a Eq. (C.12), podemos relacionar explici-

tamente

Λµ
ν(A) = 1

2
Tr[A†σµAσ̄ν ] . (C.18)

Neste ponto, podemos definir os espinores de Weyl como objetos que se trans-

formam de acordo com (1
2
, 0) ou (0, 1

2
). Dado um espinor ξ que se transforma de

acordo com (1
2
, 0), i.e.,

ξ → Aξ , (C.19)

pode-se verificar que o espinor definido como

ξ̄ ≡ ζξ∗ , [ ¯̄ξ = −ξ] (C.20)

se transforma de acordo com (0, 1
2
), como

ξ̄ → Āξ̄ . (C.21)

Podemos, então, ver que a combinação

ξ̄
†

ξ = ξ⊤ζ−1ξ (C.22)
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é invariante sob as transformações das Eqs. (C.19) e (C.21), o que corresponde a

tomar a parte antissimétrica (singleto) de (1
2
, 0) ⊗ (1

2
, 0).

Da mesma forma, das leis de transformação nas Eqs. (C.12) e (C.13), podemos

ver que os objetos

ξ†σµξ → Λµ
ν(A)ξ†σµξ , (C.23)

ξ̄
†

σ̄µξ̄ → Λµ
ν(A)ξ̄

†

σ̄µξ̄ (C.24)

se transformam como vetores sob as transformações das Eqs. (C.19) e (C.21), i.e.,

sob (1
2
, 0) ⊗ (0, 1

2
) = (1

2
, 1

2
).

Enfim, dado duas funções espinoriais ξ(x) e χ(x) que são representações de (1
2
, 0),

podemos construir equações de movimento que são covariantes [133]:

i∂µσ
µξ = mχ̄ , (C.25)

i∂µσ̄
µχ̄ = mξ , (C.26)

e que, ao mesmo tempo, garante que ambos os campos satisfaçam a equação de

Klein-Gordon com massa m. Esta última condição implica que devemos substituir

m por m∗ na Eq. (C.26) quando o parâmetro m é complexo. Obviamente, a “massa”

é dada por |m| nesse caso. Se juntarmos os dois espinores em um único objeto, o

espinor de Dirac,

ψ(x) =

(
ξ(x)

χ̄(x)

)
, (C.27)

chegamos à equação de Dirac

(i6∂ −m)ψ(x) = 0 , (C.28)

com as matrizes gama na representação quiral

γµ =

(
0 σ̄µ

σµ 0

)
. (C.29)

Se comparado a representação quiral de Itzykson e Zuber [91], temos a identificação

γµ → −(γµ)IZ. A representação dos outros bilineares, exceto γ5γµ, é a mesma, pois

σµν = i
2
[γµ, γν ] , (C.30)

γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 . (C.31)

Nessa representação, a matriz γ5 assume a forma

γ5 =

( 1 0

0 −1 ) . (C.32)
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A transformação de Lorentz, nesse caso, é representada por

ψ(x) → S(A)ψ(Λ−1(A)x) , (C.33)

onde

S(A) =

(
A 0

0 Ā

)
. (C.34)

Dado que as matrizes gama satisfazem S−1(A)γµS(A) = Λµ
ν(A)γν , se representar-

mos

S(ω) = exp[ i
4
σµνω

µν ] , (C.35)

descobrimos que

Λµ
ν(ω) =

(
exp[ i

2
ωαβM

αβ ]
)µ

ν
, (C.36)

onde

(Mαβ)µ
ν ≡ i(gαµgβ

ν − gα
ν g

βµ) (C.37)

são os geradores do grupo de Lorentz na representação definidora (adjunta).

Uma definição de quiralidade, mão esquerda ou direita, independente da repre-

sentação e da definição de γ5, deve ser feita associando-se a quiralidade à helicidade

no limite em que m → 0. Nesse limite as Eqs. (C.25) e (C.26) se desacoplam nas

equações de Weyl:

i∂µσ
µξ(x) = (i∂0 + i∇.σ)ξ(x) = 0 , (C.38)

i∂µσ̄
µχ̄(x) = (i∂0 − i∇.σ)χ̄(x) = 0 . (C.39)

Reescrevendo ξ(x) = ξ(p)e−iEt+ip.x e χ̄(x) = χ̄(p)e−iEt+ip.x obtemos

Eξ(p) = σ.pξ(p) = |p|h ξ(p) , (C.40)

Eχ̄(p) = −σ.pχ̄(p) = −|p|h χ̄(p) , (C.41)

onde h é o operador helicidade. Portanto, ξ(x) tem helicidade positiva (mão direita)

enquanto que χ̄(x) tem helicidade negativa (mão esquerda) para energias positivas.

Então com a definição de γ5 na Eq. (C.31), associa-se quiralidade positiva (negativa)

com a helicidade positiva (negativa) sem ambigüidades.

Se tivéssemos definido

ψ(x) =

(
χ̄(x)

ξ(x)

)
, (C.42)

as matrizes gama seriam dadas pela troca γ → −γ e também γ5 → −γ5, definindo

a componente de mão esquerda como a primeira no ψ de Dirac (a matriz de trans-

formação seria U = U−1 = σ1 ⊗ 1 = γ0). Tal definição pode ser mais conveniente
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para tratar o MP, já que a componente de mão esquerda é aquela que se transforma

não trivialmente sob o grupo de gauge SU(2)L.

Por completeza, transporemos a linguagem matricial para a linguagem espinorial

em termos dos ı́ndices “com ponto” (dotted) e “sem ponto” (undotted) [127, 132].

Nessa notação, todos os objetos são caracterizados por ı́ndices espinoriais que se

transformam de acordo com D ( 1
2
,0), denotados por letras romanas sem ponto, e de

acordo com D ( 1
2
,0)∗ ∼ D (0, 1

2
), denotados por letras romanas com um ponto sobre os

mesmos. Por exemplo, dado um objeto ξa1a2···an ḃ1 ḃ2···ḃm
, simétrico na permutação de

qualquer ı́ndice {ai} ou {ḃi}, o mesmo se transforma de acordo com

ξa1a2···an ḃ1 ḃ2···ḃm
→ A c1

a1
A c2

a2
· · ·A∗ ḋ1

ḃ1
A∗ ḋ1

ḃ1
· · · ξc1c2···cnḋ1ḋ2···ḋm

; (C.43)

tal lei de transformação indica que ξa1··· forma uma representação de D (n
2
, m
2

).

Além disso, podemos definir uma métrica no espaço espinorial, que define inva-

riantes e pode ser usado para subir e descer ı́ndices. Visto que a combinação da

Eq. (C.22) é invariante, podemos definir como tensor invariante,

ǫab = ǫȧḃ = (ζ)ab , (C.44)

e sua inversa ǫab = (ζ−1)ab = −(ζ)ab de forma que ǫabǫ
bc = δc

a. Dado um espinor

covariante ξa, o espinor contravariante é definido como

ξa = ǫabξb , (C.45)

de forma que a Eq. (C.22) pode ser reescrita

ξaξa = ξaξbǫ
ba = −ξaξa . (C.46)

A última igualdade deriva da propriedade de anticomutação dos objetos fermiônicos

{ξa, ξb} = 0. Finalmente, o espinor de Dirac na Eq. (C.27) seria denotado por

ψ(x) =

(
ξa(x)

χȧ(x)

)
. (C.47)

Da mesma forma, os vetores das Eqs. (C.1) e (C.2) são denotados por

xaḃ = (x
˜
)ab = x∗ȧb , (C.48)

xȧb = (x̃)ab = ǫȧċǫbdx∗
cḋ
. (C.49)

Por último, é interessante analisar os termos de massa de Dirac e Majorana [45]

sob a perspectiva dos espinores de Weyl. A massa m que aparecia nas Eqs. (C.25)

99



e (C.26) representa uma massa de Dirac que pode ser descrita pela Lagrangiana,

invariante sob Lorentz,

−LD = mχ̄
†

ξ +mξ†χ̄ = mψ̄ψ . (C.50)

Contudo, se não há um número fermiônico conservado e se, além disso, estamos tra-

tando campos fermiônicos anticomutantes (para campos comutantes, p. ex., funções

de onda, o termo de massa de Majorana se anula), não há razão para tratar o es-

pinor de Dirac como objeto fundamental e termos adicionais invariantes de Lorentz

podem ser constrúıdos com os espinores de Weyl, como, por exemplo, os chamados

termos de massa de Majorana,

−LM = 1
2
µ1(ξ̄

†

ξ + ξ†ξ̄) + 1
2
µ2(χ̄

†

χ+ χ†χ̄) (C.51)

= 1
2
µ1ψc

RψR + 1
2
µ2ψc

LψL + h.c. (C.52)

Na última linha, ψc denota o espinor conjugado de carga, o qual é definido a seguir,

na Eq. (C.65), e relacionado com os espinores de Weyl via a Eq. (C.68). Juntando

ambos os termos, considerando que ξ̄
†
χ = χ̄

†
ξ, podemos escrever

−LD − LM = 1
2
(ξ̄

†

χ̄
†

)

(
µ1 m

m µ2

)(
ξ

χ

)
+ h.c. (C.53)

A extensão para n1 férmions de mão direita (R) e n2 férmions de mão esquerda (L)

pode ser escrita na forma

−L (massa) = ψiLMiaψaR + 1
2
ψc

aRµabψbR + 1
2
ψc

iLµ̃ijψjL + h.c. (C.54)

= 1
2
χ̄†Mξ + 1

2
ξ̄†M⊤χ+ 1

2
ξ̄†µ ξ + 1

2
χ̄†µχ+ h.c. (C.55)

= 1
2

(
ξ̄ χ̄

)†
(
µ M

M⊤ µ̃

)(
ξ

χ

)
+ h.c. , (C.56)

de modo que M,µ, µ̃ são matrizes n2 × n1, n1 × n1 e n2 × n2, respectivamente;

enquanto que

ψaR =

(
ξa

0

)
, (C.57)

ψiL =

(
0

χ̄i

)
, (C.58)

onde a = 1, . . . , n1 e i = 1, . . . , n2. Notamos também que a matriz na Eq. (C.56),

que denotaremos por M, é simétrica mas pode ser complexa. Visto que os dois
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vetores que são contráıdos com M são essencialmente iguais, podemos efetuar uma

transformação de base unitária
(
ξ

χ

)
→ U

(
ξ

χ

)
, (C.59)

que induz a transformação U⊤MU sobre a matriz de massa. É posśıvel mostrar que

para qualquer matriz complexa e simétrica M, existe uma matriz unitária U que

diagonaliza

U⊤
MU = diag(mi) , (C.60)

com i = n1 + n2 e mi ≥ 0. A prova segue da seguinte maneira: (i) Primeiramente,

M†M é diagonalizável por uma matriz unitária U1 conforme U †
1M†MU1 = diag(m2

i ).

(ii) Em segundo, utilizando a decomposição M = EH (H† = H e E† = E−1),

e escrevendo M′ = U⊤
1 MU1 = U⊤

1EU1diag(mi) ≡ U2diag(mi), a igualdade entre

diag(m2
i ) = M′†M′ = M′∗M′⊤ = U∗

2 diag(m2
i )U

⊤
2 é equivalente a

[U2, diag(m2
i )] = 0 , (C.61)

que garante

U2 = diag(eiϕi) , (C.62)

se os autovalores mi não são degenerados. Caso haja degenerescências, é sempre

posśıvel escolher uma base em que U2 é diagonal no subespaço de autovalores dege-

nerados. ∗ Portanto, a Eq. (C.60) é satisfeita com a identificação

U = ±U1U
− 1

2
2 . (C.63)

Nesse caso, não há liberdade de fase, exceto pelo sinal ±, diferentemente do caso

somente com termos de massa de Dirac que é o caso da matriz de massa dos quarks

na Sec. 2.1.1.

A discussão sobre as simetrias discretas P, C e T dentro do contexto de teorias

de gauge foi feita na Sec. B. Podemos, no entanto, expor as leis de substituição para

os espinores de Weyl e Dirac sob P, C e CP.

• Dirac:

ψ(x)
P−→ γ0ψ(x̂) (C.64)

ψ(x)
C−→ Cγ0⊤ψ∗(x̂) (C.65)

ψ(x)
CP−→ −Cψ∗(x̂) (C.66)

∗Tal prova é idêntica à encontrada na Mecântica Quântica que atesta que dois operadores her-

mitianos que comutam entre si possuem uma base comum na qual são simultaneamente diagonais.

101



• Weyl:

(
ξ(x)

χ̄(x)

)
P−→

(
χ̄(x̂)

ξ(x̂)

)
(C.67)

(
ξ(x)

χ̄(x)

)
C−→

(
χ(x)

ξ̄(x)

)
(C.68)

(
ξ(x)

χ̄(x)

)
CP−→

(
ξ̄(x̂)

χ(x̂)

)
, (C.69)

onde C ≡ −σ3 ⊗ ζ = −σ3 ⊗ iσ2 (= −iγ0γ2), x̂ = Isx = (x0,−x) e “CP” denota a

aplicação do operador P e depois C . A partir da Eq. (C.68), podemos ver que um

espinor de Dirac invariante por conjugação de carga, i.e., um espinor de Majorana,

é definido na notação atual pela identificação χ = ξ, de forma que

ψM(x) ≡
(
ξ(x)

ξ̄(x)

)
. (C.70)

Podemos reescrever as Eqs. (C.67) e (C.69) definindo

ψ
˜
(x) ≡

(
ξ(x)

χ(x)

)
, (C.71)

que se transforma sob P e CP como

(
ξ(x)

χ(x)

)
P−→

(
χ̄(x̂)

−ξ̄(x̂)

)
= iσ2 ⊗ ζ

(
ξ(x̂)

χ(x̂)

)∗

(C.72)

(
ξ(x)

χ(x)

)
CP−→

(
ξ̄(x̂)

−χ̄(x̂)

)
= σ3 ⊗ ζ

(
ξ(x̂)

χ(x̂)

)∗

. (C.73)

Sob uma transformação de gauge global com fase α, ψ
˜

se transforma como

ψ
˜
(x) −→ exp[iασ3 ⊗ 1]ψ

˜
(x) . (C.74)

Adicionalmente, podemos reescrever

ψ̄i6∂ψ = ψ†

(
i∂µσ

µ 0

0 i∂µσ̄
µ

)
ψ = ψ

˜

†(12 ⊗ i∂µσ
µ)ψ

˜
+ ∂µ( )µ . (C.75)
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C.1 Teoria livre para uma part́ıcula de Majorana (férmion

neutro)

Revisaremos aqui a teoria livre para uma part́ıcula de Majorana, i.e., um férmion

neutro, a fim de esclarecer certos pontos relacionados às massas de férmions na

ausência de leis de conservação do número fermiônico, descritos pela Lagrangiana

de massa na Eq. (C.53).

Da equação de Dirac, Eq. (C.28), na representação quiral (C.29), obtemos a

solução geral

ψ(x) =

∫
d̂p

[(
ξ(p)

pµσµ

m
ξ(p)

)
g+(p)e−ip.x +

(
−pµσ̄µ

m
χ̄(p)

χ̄(p)

)
g−(p)eip.x

]
, (C.76)

onde p0 = E(p) ≡
√

p2 +m2 e d̂p = d3p(2π)−3/2(2Ep)−1. A soma sobre os graus

de liberdade de spin estão impĺıcitos.

A transformação de conjugação de carga, definida na Eq. (C.65), leva à função

espinorial

ψc(x) ≡ Cψ̄
⊤

(x) =

∫
d̂p




(

χ(p)
pµσµ

m
χ(p)

)
g∗−(p)e−ip.x +



−pµσ̄µ

m
ξ̄(p)

ξ̄(p)



 g∗+(p)eip.x



 .

(C.77)

Se impusermos a condição de neutralidade

ψc(x) = ηψ(x) , (C.78)

obtemos as condições

g∗−(p) = g+(p) , (C.79)

χ(p) = ηξ(p) . (C.80)

A função de onda de Majorana livre, que satisfaz tanto a Eq. (C.28) quanto a

Eq. (C.78), pode ser parametrizada por

ψM (x) =

∫
d̂p




(

ξ(p)
pµσµ

m
ξ(p)

)
g(p)e−ip.x + η∗



−pµσ̄µ

m
ξ̄(p)

ξ̄(p)



 g∗(p)eip.x



(C.81)

=

(
ξ(x)

η∗ξ̄(x)

)
. (C.82)

A Eq. (C.82) indica que toda informação contida em ψM pode ser resumida no

conhecimento do espinor de Weyl

ξ(x) =

∫
d̂p [ξ(p)g(p)e−ip.x − η∗

pµσ̄
µ

m
ξ̄(p)g∗(p)eip.x] . (C.83)
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O equivalente da equação de Dirac para ξ(x) é dada pelas equações redundantes

i∂µσ
µξ(x) = η∗mξ̄(x) , (C.84)

i∂µσ̄
µξ̄(x) = ηmξ(x) , (C.85)

cuja combinação implica que ξ(x) satisfaz a equação de Klein-Gordon, ou seja,

(�+m2)ξ(x) = 0. É importante notar que as Eqs. (C.84) e (C.85) não são linerares

em ξ(x), i.e., elas não são invariantes de forma pela substituição ξ(x) → eiαξ(x),

exceto quando α = 0. Tais equações podem ser obtidas da Lagrangiana

L = ξ†i∂µσ
µξ − 1

2
m(ηξ̄

†

ξ + η∗ξ†ξ̄) (C.86)

= 1
2
ξ†i∂µσ

µξ + 1
2
ξ̄

†

i∂µσ̄
µξ̄ − 1

2
m(ηξ̄

†

ξ + η∗ξ†ξ̄) + ∂µ( )µ . (C.87)

Note que os campos ξ(x) e ξ∗(x) devem ser tratados como variáveis grasmanianas

independentes: para se obter as equações de Euler-Lagrange deve-se tomar cuidado

com o caráter anticomutante, p. ex., ξ∗ ∂
∂ξ

= − ∂
∂ξ
ξ∗. Se compararmos a Lagrangiana

da Eq. (C.86) para η = 1 com a Lagrangiana da Eq. (C.51), percebemos que a massa

de Majorana m na Eq. (C.86) [ou µ1 na Eq. (C.51)] nada mais é do que uma massa

de Dirac para um férmion de Majorana.

O campo de Majorana livre é obtido pelas substituições g+(p) → a(p) e g∗+(p) →
a†(p), que satisfazem a regra de anticomuntação

{a(p), a†(p′)} = 2E(p)δ3(p− p′) ; (C.88)

todas as outras combinações são nulas. Com essa substituição, o campo livre de

Majorana pode ser descrito por

ξ(x) =

∫
d̂p[ξ+(p, s)a(p, s)e−ip.x + η∗ξ−(p, s)a†(p, s)eip.x] , (C.89)

onde

ξ+(p, s) ≡ m+ pµσ̄
µ

√
2(E +m)

ξs , (C.90)

ξ−(p, s) ≡ − m+ pµσ̄
µ

√
2(E +m)

ξ̄s = −pµσ̄
µ

m
ξ̄+(p, s) , (C.91)

cuja a normalização é fixada por ξ†sξs′ = ξ̄
†

s′ ξ̄s = δss′. Note que com essa nor-

malização, o limite m → 0 pode ser efetuado sem singularidades. Tais espinores

satisfazem ∑

s

ξ+(p, s)ξ†+(p, s) =
∑

s

ξ−(p, s)ξ†−(p, s) = pµσ̄
µ , (C.92)
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o que garante a relação de anticomutação canônica (RAC)

{ξ(x), ξ†(y)}δ(x0 − y0) = δ4(x− y) . (C.93)

Visto que η é um fator de fase arbitrário, os observáveis f́ısicos da teoria não

podem depender desse fator. Isso pode ser verificado explicitamente para a Hamil-

toniana

H = :

∫
d3x [

∂L

∂(∂0ξ)
∂0ξ + ∂0ξ

† ∂L

∂(∂0ξ†)
− L ] : (C.94)

= :

∫
d3x [ξ†(−i)σ.∇ξ + 1

2
m(ηξ̄

†

ξ + η∗ξ†ξ̄)] : (C.95)

=

∫
d3p

2E(p)
E(p)

∑

s

a(p, s)a†(p, s) . (C.96)

O ordenamento normal, denotado por : :, é necessário para eliminar infinitos

espúrios.

Podemos então adotar, sem perda de generalidade, o valor particular η = 1. A

Lagrangiana da Eq. (C.86) pode ser restaurada pela transformação

ξ(x) → ±eiα/2ξ(x) , (C.97)

que equivale, para espinores de Dirac, a uma transformação de gauge quiral:

ψM(x) → ±eiγ5α/2ψM(x) , (C.98)

com a identificação η = eiα. Veja-se que uma transformação de gauge vetorial,

ψM(x) → eiαψM (x), é inconsistente com a forma de um campo de Majorana na

Eq. (C.82), exceto quando α = 0, o que implica carga nula. Na teoria quantizada, a

transformação da Eq. (C.97) pode ser gerada pelo operador

Q(x0) =:

∫
d3xξ†(x)ξ(x) : , (C.99)

através de

e−iαQ(x0)ξ(x)eiαQ(x0) = eiαξ(x) . (C.100)

Tal relação pode ser facilmente verificada usando a RAC da Eq. (C.93).

Por último, dada a Lagrangiana da Eq. (C.53), que descreve dois campos de Weyl

livres quando acrescido dos termos cinéticos, encontraremos os campos f́ısicos que

possuem massa definida. Para isso temos de diagonalizar a matriz de massa, presente

na Lagrangiana da Eq. (C.53), que denotaremos por M, através da transformação

(UU † = U †U = 1)
(
φ+(x)

φ−(x)

)
= U

(
ξ(x)

χ(x)

)
(C.101)

(
φ̄+(x) φ̄−(x)

)
=

(
ξ̄(x) χ̄(x)

)
U⊤ . (C.102)
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Primeiramente, calculamos os autovalores de

M
†
M =

(
|µ1|2 + |m|2 µ∗

1m+m∗µ2

µ1m
∗ +mµ∗

2 |µ2|2 + |m|2

)
, (C.103)

considerando, sem perda de generalidade, µ1, µ2 reais e positivos, e m = |m|eiϕ,

m2
1
2

= |m|2 +
µ2

1 + µ2
2

2
±
√(µ2

1 − µ2
2

2

)2

+ |m|2[cos2 ϕ(µ1 + µ2)2 + sin2 ϕ(µ1 − µ2)2] .

(C.104)

A matriz unitária U1, que diagonaliza M†M, é dada pela Eq. (A.23) (sem a matriz

U †
1 que é convencional)

U1 = e−iσ3α/2e−iσ2β/2 (C.105)

onde

tanα =
B2

B1
= − tanϕ

µ1 − µ2

µ1 + µ2
, (C.106)

tanβ =

√
B2

1 +B2
2

B3
=

2|m|
µ2

1 − µ2
2

√
cos2 ϕ(µ1 + µ2)2 + sin2 ϕ(µ1 − µ2)2 ,(C.107)

M
†
M ≡ B01+ B · σ . (C.108)

Em seguida, calculamos

U⊤

1 MU1 =
2|m|eiϕ

√
(m2

1 −m2
2)

2 − (µ2
1 − µ2

2)
2

[µ2
1 + µ2

2

2
1+

m2
1 −m2

2

2
σ3 + µ1µ2e

−2iϕ1] ,
(C.109)

e verificamos, após um pouco de álgebra, que

|(U⊤

1 MU1)ii|2 = m2
i , (C.110)

como deveria, pois (U⊤
1 MU1)

†(U⊤
1 MU1) = diag(m2

i ). Então,

U⊤

1 MU1 = eiϕdiag(m1e
−iϕ1 , m2e

−iϕ2) ≡ U2diag(m1, m2) , (C.111)

onde

tanϕ1
2

=
sin 2ϕ

cos 2ϕ+
µ2

1+µ2
2

2µ1µ2
± m2

1−m2
2

2µ1µ2

(C.112)

U2 ≡ diag(ei(ϕ−ϕ1), ei(ϕ−ϕ2)) . (C.113)

Então U⊤MU = diag(mi), com m1 > m2 > 0 e

U = ±U1U
− 1

2
2 . (C.114)
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Ao encontrarmos a forma expĺıcita de U , conclúımos o procedimento de diagona-

lização da matriz de massa para dois férmions de Weyl com termos de massa gerais,

de Majorana e de Dirac. Obviamente, este procedimento pode ser generalizado para

o caso com mais de dois espinores de Weyl, com termos de massas gerais, como na

Eq. (C.56). Este exemplo também ilustra que a relação entre os campos com massas

definidas e os campos originais que aparecem nas Lagrangianas, geralmente campos

que possuem propriedades de transformação de gauge bem definidas, dependem de

fases (U2) que não podem ser removidas; essa é a origem das fases de Majorana como

fonte de violação de CP. Repare que para dois férmions de Dirac que se misturam, a

matriz de mistura pode ser sempre escolhida como real pela liberdade de redefinição

dos campos de Dirac.

Para o caso especial onde ϕ = 0, π, podemos diagonalizar M diretamente através

de uma matriz ortogonal real O1 e conseguimos O⊤
1MO1 = diag(m1,±m2)

= U2diag(mi), com mi > 0. Dependendo se o denominador da Eq. (C.112) é positivo

ou negativo, temos as soluções U2 = diag(1,±1), respectivamente. Em ambos os

casos, U = ±O1U
− 1

2
2 . A forma expĺıcita dos autovalores pode ser escrita

m1
2

=
∣∣µ̄±

√
m2 + (∆µ/2)2

∣∣ = e
iϕ1

2 [µ̄±
√
m2 + (∆µ/2)2] , (C.115)

onde 2µ̄ ≡ µ1 + µ2, ∆µ ≡ µ1 − µ2, ϕ1 = 0 mas ϕ2 = 0 ou π. Compare com os

autovalores para o caso ϕ 6= 0, π na Eq. (C.104).

Como os termos cinéticos são invariantes por uma transformação unitária entre

ξ e χ, os campos que tem massa definida são dados por

φ1(x) =

√
1
2
(1 +

∆µ

∆m
)
[
ξ(x) +

2m

∆m+ ∆µ
χ(x)

]
, (C.116)

φ2(x) = −i
√

1
2
(1 +

∆µ

∆m
)
[
χ(x) − 2m

∆m+ ∆µ
ξ(x)

]
, (C.117)

onde ∆m = 2
√

(∆µ/2)2 +m2. A Lagrangiana da Eq. (C.53), escrita em termos dos

campos com massa definida, assume a forma diagonal

−LM+D =

2∑

i=1

1
2
mi(φ̄

†

i φi + φ†
i φ̄i) . (C.118)

Trataremos alguns casos particulares para ilustração, a saber, o mecanismo se-

esaw e o caso dos férmions de Dirac. O mecanismo seesaw [45], para uma famı́lia,

pode ser realizado com o uso da matriz de massa

M =

(
µ m

m 0

)
, (C.119)
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com µ≫ m > 0 reais, cujos autovalores são

M+ ≈ µ+
m2

µ
(C.120)

M− ≈ m2

µ
. (C.121)

A menor massa M− seria atribúıda a um neutrino ativo e sua pequenez é explicada

pela supressão através da massa de Majorana µ advinda de setores de mais alta

energia que o MP. Os campos de Weyl com massa definida são dados por

φ+(x) ≈ ξ(x) +
m

µ
χ(x) , (C.122)

φ−(x) ≈ −iχ(x) + i
m

µ
ξ(x) . (C.123)

Para tratar o caso de férmions de Dirac, basta tomar µ1 = µ2 = 0 na matriz

de massa M da Eq. (C.53) e nas Eqs. (C.115)–(C.117). Estabelece-se então a equi-

valência entre um férmion livre de Dirac e dois férmions livres de Majorana com

massa degenerada. A equivalência se dá da seguinte maneira: dada a Lagrangi-

ana de Dirac para um férmion de massa m e a Lagrangiana para dois férmions de

Majorana com massa m, respectivamente,

LD = ξ†i∂µσ
µξ + χ†i∂µσ

µχ−m(ξ†χ̄+ χ̄
†

ξ) (C.124)

L2M = φ†
1i∂µσ

µφ1 + φ†
2i∂µσ

µφ2 − 1
2
m(φ̄

†

1φ1 + φ†
1φ̄1) − 1

2
m(φ̄

†

2φ2 + φ†
2φ̄2) , (C.125)

a relação entre os campos nas duas Lagrangianas é

φ1(x) =
ξ(x) + χ(x)√

2
,

φ2(x) =
ξ(x) − χ(x)

i
√

2
,

(C.126)
ξ(x) =

φ1(x) + iφ2(x)√
2

,

χ(x) =
φ1(x) − iφ2(x)√

2
,

(C.127)

Note-se que a simetria de gauge permanece nas duas Lagrangianas pela invariância

sob as transformações

(
ξ

χ

)
→
(
eiθ 0

0 e−iθ

)(
ξ

χ

)
,

(C.128)

(
φ1

φ2

)
→
(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
φ1

φ2

)
.

(C.129)

Veja-se que as respectivas cargas, geradoras da simetria, são dadas por

Q =

∫
d3xψ†ψ =

∫
d3x(ξ†ξ − χ†χ) = i

∫
d3x(φ†

1φ2 − φ†
2φ1) . (C.130)

A transformação da Eq. (C.126) é equivalente à transformação entre dois campos

escalares reais e um campo escalar complexo.
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Apêndice D

Condições para violação CP em modelos com N

dubletos de Higgs

Este trabalho foi pulicado como [30]: C. C. Nishi, “CP violation conditions in N-

Higgs-doublet potentials,” Phys. Rev. D 74 (2006) 036003 [arXiv:hep-ph/0605153].

Addendum:

Foi levantada pelo Prof. Alex G. Dias a possibilidade de acrescentar o termo de

ordem quatro |Φ⊤
2iσ2Φ1|2 ao potencial da Eq. (2) deste trabalho, pois o mesmo é

também invariante de gauge e renormalizável. Contudo, vale a igualdade

|Φ⊤

2iσ2Φ1|2 = Φ†
2Φ2Φ

†
1Φ1 − Φ†

2Φ1Φ
†
1Φ2 , (D.1)

que permite reescrever tal termo como combinação dos termos já inclúıdos na Eq. (2).
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Apêndice E

Violação de CP “soft” no sistema dos mésons K

Este trabalho foi pulicado como [109]: J. C. Montero, C. C. Nishi, V. Pleitez,

O. Ravinez and M. C. Rodriguez, “Soft CP violation in K-meson systems,” Phys.

Rev. D 73 (2006) 016003 [arXiv:hep-ph/0511100].
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Apêndice F

Abordagens de primeira quantização para

oscilação de neutrinos e segunda quantização

Este trabalho foi pulicado como [61]: C. C. Nishi, “First quantized approaches

to neutrino oscillations and second quantization,” Phys. Rev. D 73 (2006) 053013

[arXiv:hep-ph/0506109].
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Apêndice G

Derivação simples de identidades gerais do tipo

Fierz

Este trabalho foi pulicado como [128]: C. C. Nishi, “Simple derivation of general

Fierz-type identities,” Am. J. Phys. 73, 1160 (2005) [arXiv:hep-ph/0412245].

Errata: Depois da Eq. (28), o primeiro parágrafo que começa com “Then, defi-

ning a basis ...”deve ser substitúıdo por

Then, defining a basis {ΓA} dual to Eq. (24) as the respective gamma

matrices with space-time indices lowered by Minkowski metric and the

position of γ5 interchanged (γ5γ
µ → γµγ5),

14 the orthogonality relation

holds:
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