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“Qual € entdo o sentimento in-
calculdvel que priva o espirito
do sono necessdario para a vida?
Um mundo que se pode explicar,
mesmo com raciocinios erroneos,
¢ um mundo familiar. Mas num
universo repentinamente privado
de ilusoes e luzes, pelo con-
trdario, o homem se sente um
estrangeiro. E um exilio sem
solugao, porque estd privado das
lembrancas de uma pdtria perdida
ou da esperanca de uma terra
prometida. Fsse divorcio entre
0o homem e sua vida, o ator
e seu cendrio € propriamente o
sentimento do absurdo”.

(Albert Camus)



Resumo

O objetivo principal deste trabalho é apresentar detalhadamente um estudo sobre
um critério, que aparece na referéncia [I1], para a existéncia de (H, G)-coincidéncias
de aplicacoes cujo contradominio é um CW-complexo finito Y de dimensao k e cujo
dominio é um espaco X paracompacto, Hausdorff, conexo, localmente conexo por
caminhos e munido de uma G-acao livre, de modo que exista um m € 7Z tal que
Hi(X;Z) =0para 0 < i < me H"(G;Z) # 0. Para a realizacdo deste estudo
foram necessarios alguns resultados da teoria de cohomologia de grupos finitos,
com énfase em grupos com cohomologia periddica segundo a teoria de cohomologia
de Tate, alguns resultados da teoria de fibrados e algumas nocoes da teoria de

sequéncias espectrais cohomologicas.

Palavras-chave: cohomologia de grupos finitos, fibrados, fibra¢oes, CW-complexo,

sequéncias espectrais, (H, G)-coincidéncias de aplicagoes.



Abstract

The main objective of this work is to present in detail a study about a criterion,
which appears in the reference [11], for the existence of (H, G)-coincidences of maps
into a finite CW-complex Y with dimension k£ and whose domain is a paracompact,
Hausdorff, connect and locally pathconnected space X with a free action of G,
in a way that there exists m € Z such that H;(X;Z) = 0 for 0 < i < m and
H™Y(G;Z) # 0. For the study of this criterion were needed some results of
the theory of cohomology of finite groups, with emphasis on groups with periodic
cohomology according to Tate cohomology theory, some results of the theory of fiber

bundles and some notions of the theory of cohomological spectral sequences.

Keywords: cohomology of finite groups, fiber bundle, fibration, CW-complex,

spectral sequences, (H, G)-coincidences of maps.
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Introducao

Conjecturado por Stanislaw Ulam e demonstrado por Karol Borsuk na década de 1930, o
Teorema classico de Borsuk-Ulam afirma que toda aplicacao continua da esfera S™ no espaco
euclidiano R* carrega um par de pontos antipodais para um mesmo ponto de R* desde que
n > k. Desde o momento em que foi enunciado, este Teorema vem sendo extensamente estudado
pela comunidade académica, sendo uma das ferramentas mais tteis da Topologia Algébrica.

Dentre as generalizagoes obtidas, destacamos o trabalho de P. E. Conner e E. E. Floyd
da década de 60 (ver [5]), que afirma: desde que n > k, toda aplicacdo continua f : S* —
MP* aplica um par de pontos antipodais de S" em um tnico ponto de M*, onde M* é um
variedade diferenciavel de dimensao k. Aumentando a complexidade do contradominio escolhido
e utilizando o conceito de Zs-indice de Yang, M. Izydorek e J. Jaworowski mostraram que se
Y* ¢ um CW-complexo finito de dimensdo k e n > 2k, entdo f : S* — Y* leva um par de
pontos antipodais em um mesmo ponto de Y*; posteriormente, J. Jaworowski melhorou esta
estimativa para n > 2k (ver [19]).

Com o passar dos anos e do esforco empenhado por iniimeros pesquisadores, nao somente
varias generalizagoes surgiram, mas também vérias versoes foram enunciadas. Uma das
possiveis interpretacoes é entender o par de pontos antipodais {x,—z} como sendo a 6rbita
do ponto z € S™ da esfera sob a agao livre de Z,. Seguindo o raciocinio desta interpretacao do
Teorema de Borsuk-Ulam, é perceptivel um caminho para o estudo de possiveis generalizacoes,
na qual uma das substituigoes seria a de Zy por um grupo finito arbitrario G.

Se considerarmos X e Y dois espagos topoldgicos e G um grupo finito que atua livremente
sobre X, dizemos que f : X — Y possui uma G-coincidéncia se aplica a orbita de algum
elemento € X em um tunico ponto, ou seja, existe z € X tal que f(gz) = f(x) para todo
g € G. Agora, se considerarmos ainda um subgrupo H de G, podemos definir o conceito
de (H,G)-coincidéncia da seguinte maneira: podemos definir uma H-agdo sobre a G-6rbita
G(z) de um ponto x € X por (gx,h) — ghx, de modo que as H-érbitas formadas dividam
G(x) em subdrbitas; sabendo disso, diremos que a aplicacdo continua f terd um ponto de
(H, G)-coincidéncia se f aplicar cada subdrbita formada pela agdo de H sobre G(z) em um
tnico ponto, ou seja, se f(ghz) = f(gz) para todo h € H. Este conceito surgiu de forma

implicita, no ano de 1998, em um trabalho de D. L. Gongalves e P. L. Q. Pergher que visava
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estudar Z,-coincidéncias de aplicagoes de esferas em CW-complexos (ver [12]).

Partindo disso, destacamos o trabalho de D. L. Gongalves, J. Jaworowski e P. L. Q. Pergher
(ver [10]) que afirma que se um grupo finito G atua livremente sobre uma esfera de homotopia
»27+1 de dimensdo 2n 4+ 1 e f : £2"*1 — Y% § uma aplicacdo continua, onde Y* 6 um  CW-
complexo finito de dimensao k, entao se for verdadeira a desigualdade 2n + 1 > |G|k segue que
existe H C G um subgrupo nao trivial de G e uma (H, G)-coincidéncia para f.

Nosso objetivo neste trabalho é uma apresentagao detalhada de um critério (encontrado em
[11]) para a existéncia de (H, G)-coincidéncias de aplicagoes de um espago X paracompacto,
Hausdorff, conexo e localmente conexo por caminhos, em um CW-complexo finito de dimensao
k, onde G é um grupo finito que atua livremente sobre X e H é um subgrupo nao trivial de
(G. Para a abordagem deste assunto, foi necessario o estudo de alguns conceitos da area de
Topologia Algébrica, como o estudo da teoria de (co)homologia de grupos, fibrados e fibragoes,
CW-complexos e teoria de sequéncias espectrais.

A seguir, relatamos sucintamente os objetos de estudo de cada capitulo.

No primeiro capitulo, colocamos alguns dos conceitos preliminares necessarios para a
compreensao do trabalho. Alguns resultados topolégicos importantes relativos aos conceitos
de espagos de recobrimento, CW-complexo e K (G, 1)-complexo s@o apresentados (com base em
[21] e [3]). Depois, apresentamos alguns conceitos de algebra homoldgica, o conceito de grau de
uma aplicac¢ao, algumas férmulas de coeficientes universais e a formula de Kunneth (com base
em [14],[15], [6] e [21]).

No segundo capitulo, apresentamos a definigdo e algumas propriedades de (co)homologia
de grupos, bem como sua interpretacao topoldgica. Posteriormente, apresentamos alguns
resultados da teoria de (co)homologia de grupos finitos. Para tal, iniciamos com o estudo
de grupos finitos atuando em esferas e resolugoes projetivas via acao em esferas. Finalmente,
iniciamos um breve estudo sobre cohomologia de Tate e de suas propriedades, com o intuito
de estudar alguns resultados de grupos com cohomologia peridédica, que serao necessarios no
capitulo 4. A principal referéncia para este capitulo é [3].

No terceiro capitulo, em um primeiro momento, introduzimos o conceito de fibrado e vimos
alguns resultados classicos com o interesse particular no Teorema de Milnor para fibrados,
o qual garante a existéncia de um G-fibrado principal G — E — B para qualquer grupo
(. Depois iniciamos um breve estudo do conceito de fibracoes, que sera util no capitulo 4,
e através do Teorema de Hurewicz para fibracoes, relacionamos com o conceito de fibrados.
Em um segundo momento, introduzimos o conceito de sequéncia espectral cohomoldgica com o
intuito de enunciar a sequéncia espectral cohomoldgica de Leray-Serre para fibracoes, que sera
de extrema utilidade no capitulo 4.

No quarto (e 1ltimo) capitulo, apresentamos um critério (baseado na referéncia [11]) que
garante a existéncia de uma (H, G)-coincidéncia para uma aplicacao continua f: X — Y* no
qual X é um espaco paracompacto, Hausdorff, conexo e localmente conexo por caminhos com

uma agao livre do grupo finito G sobre X de modo que exista um m tal que H;(X;Z) = 0 para



0<i<meH"G;Z) # 0, Y* é um CW-complexo finito de dimensao k, e H C G é um
subgrupo nao trivial de G, desde que valer a desigualdade m > |G|k. Este critério generaliza os
resultados citados anteriormente. Observamos que varios autores continuam a estudar critérios
para a existéncia de G-coincidéncias de aplicagoes, sempre procurando estudar sua existéncia

em condigbes mais gerais do que as que aqui foram apresentadas (ver, por exemplo, o artigo

D).



CAPITULO

Conceltos Preliminares

Neste capitulo veremos alguns conceitos basicos necessarios para o desenvolvimento deste
trabalho. Algumas demonstragoes de resultados deste capitulo serdao omitidas, pois o enfoque
maior é o detalhamento da referéncia [I1]. Contudo, todos os resultados enunciados podem ser

encontrados nas referéncias.

1.1 Anel Grupo e ZG-modulos

Definigao 1.1.1 Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e G um grupo denotado
multiplicativamente. Seja RG o R-maodulo livre gerado pelos elementos de G. Dai, um elemento

de G ¢ expresso unicamente na forma Zagg, onde oy € R e ay = 0 para quase todo g (ou
geG

seja, RG = {Z agg; ag € R e ag =0 para quase todo g})

geG
Em RG definimos a multiplicacao e a soma, respectivamente, por

(Z agg> ’ (Z 6hh> = Z agBngh e (Z O‘gg) + (Z 5gg> = Z(O‘g + B4)9,
geG neG g,heG geG neG geG

que fazem de RG um anel com unidade le, onde e € o elemento neutro de G, chamado de Anel

grupo de G sobre R.

Estaremos interessados em trabalhar com ZG-médulos, também denominados de G-
modulos . Para melhor caracteriza-los, necessitamos do conceito de acao de um grupo em

um conjunto.
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Definigao 1.1.2 Sejam G um grupo e X um conjunto nao vazio. Uma ag@o (4 esquerda)
de G em X € uma aplicacio ¢ : G x X — X, (g,x) — ¢(g,x) = g - = satisfazendo, para todo
r € X, as condigoes:

(i) e-x =z, onde e € o elemento neutro de G;

(ii) (g192) - = g1 - (g2 - x), para todos g1,92 € G.

Equivalentemente, podemos escrever esta definicao da seguinte forma: uma agao de G em
X é um homomorfismo ¢ : G — Bij(X) dado por ¢(g) = ¢, : X — X tal que g,4(z) = gz,
onde Bij(X)={f: X — X; f é uma bijecao} é um grupo com a operagao de composicao.

Sempre que tivermos um grupo G atuando em um conjunto X, chamaremos este conjunto
de G-conjunto . Caso X for um espaco topolégico munido de uma G-agao, diremos que X é

um (GG-espago .

Definicao 1.1.3 Sejam X e Y dois G-espacos e f : X — Y wuma aplicacdo continua. Diremos
que a aplicagao f € G-equivariante, ou simplesmente equivariante, se f(gx) = gf(x) para

todo x € X e todo g € G.

Definicao 1.1.4 Dizemos que X ¢ um G-conjunto livre se a acao de G em X € livre, isto
€ g-x =z para algum r € X se, e somente se, g = e.
Dizemos que X é um G-congunto trivial se a acao de G em X € trivial, isto €, g-x =

para todo x € X e para todo g € G.

Observacao 1.1.1 Sobre o conceito de G-maodulo , temos: A € um G-mddulo se, e somente

se, A € um grupo abeliano com um homomorfismo de anéis de ZG ao anel dos endomorfismos

End(A) (para detalhes, ver [3]).

Proposicao 1.1.1 Sejam G um grupo (multiplicativo) e A um conjunto nao vazio. Entao A
¢ um ZG-mddulo (a esquerda) se, e somente se, A é um Z-mddulo munido com uma a¢do de

G em A (ou seja, ZG-mddulo < Z-mdédulo e G-conjunto).

Demonstragao: Ver [[§], Proposigao 1.2.1, pg. 9]. O

Observagao 1.1.2 A Proposicao anterior continua sendo verdadeira se trocarmos Z. por um

anel com unidade R qualquer.
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Observagao 1.1.3 Seja € : ZG — Z a aplicagio aumentacdo usual, definida por e(g) = 1,

para todo g € G, e ¢ (Z agg | = Zagg(g) = Z%' Se A é um ZG-mddulo trivial e

geG geG geG
o= Zozgg € ZG entao,

geG
am = (Z agg> m = Zag(gm) = e(a)m.
9geG geG
Observacao 1.1.4 Todo Z-mddulo M pode ser visto como um ZG-mddulo se considerarmos

em M a G-agao trivial . Em particular, o anel Z pode ser visto como um ZG-maodulo trivial.

Definicao 1.1.5 Seja X um G-conjunto e x € X. Definimos a G-6rbita de X como o
conjunto G(x) = {g-x; g € G}.

Proposicao 1.1.2 As drbitas de X formam uma partigao de X, isto é, existe E = {x;; i € I}

conjunto de representantes para orbitas distintas, tal que X = |_| G(z;).
r,€R

Demonstracao: Ver [[8], Proposi¢ao 1.2.2, pg. 10]. O

Defini¢ao 1.1.6 Seja X um G-conjunto e xz € X. O conjunto G, = {g € G; g-x} € chamado

subgrupo de isotropia de G em X.

Observagao 1.1.5 Eziste uma correspondéncia 1-1 entre os conjunto G/G, (das classes

laterais a esquerda gG;) e a dorbita G(x) dada pela aplicagao
n:Gx) — G/G,
g-r = gGw

Para detalhes, esta demonstragao pode ser encontrada em [§].

Proposicao 1.1.3 Seja X um G-conjunto livre e seja E um conjunto de representantes para
as G-orbitas em X. Entdo ZX (o Z-mddulo livre gerado por X ) é um ZG-mddulo livre com

base E .

Demonstracao: Ver [[§], Proposigao 1.2.3, pg. 11]. O

Corolario 1.1.1 Seja H um subgrupo de G e E um conjunto de representantes para as classes

laterais gH de H em G. Entao ZG = @ZH.

geE

Demonstragao: Ver [[§], Corolario 1.2.1, pg. 12]. O
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1.2 Modulos Projetivos e Resolugoes Projetivas

Definicao 1.2.1 Um R-mddulo X € dito ser um modulo projetivo se para todo
homomorfismo f : X — B e todo epimorfismo g : A — B de R-mddulos, eziste um
homomorfismo h : X — A satisfazendo go h = f.

Na linguagem de diagramas, esta definicao pode ser reestruturada da seguinte forma: um

R-médulo X é projetivo se, e somente se, todo diagrama

X
|+
A—2~B——0
de homomorfismos de R-mddulos, onde a sequéncia horizontal é exata, pode ser encaixado no

seguinte diagrama comutativo:

1

A—2-B -0

h

onde h: X = A é homomorfismo de R-médulos.

Proposicao 1.2.1 Sdo equivalentes as sequintes condi¢oes para um R-mddulo P:
(i) P ¢ projetivo ;
(ii) Toda sequéncia exata 0 — M' — M — P — 0 cinde;

(iii) P é somando direto de um mddulo livre .

Demonstragao: Ver [[3], Proposicao 8.2, pg. 27]. O

Proposicao 1.2.2 Todo R-modulo livre € projetivo.
Demonstracao: De fato, dado um R-médulo livre A temos A ~ A @ {0} e entdo segue que A

é projetivo. O

Definicao 1.2.2 Seja X um R-mddulo arbitrdrio. Uma resolucao de X sobre R, ou uma

R-resolugao de X, é um sequéncia exata de R-modulos

On On On—
Ciooo— Oy 250 2 0y 228

a qual satisfaz as sequintes condigoes:
(1) O—l = X,'
(2) C,, =0, para todo n < —1.
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Equivalentemente, podemos escrever esta definicao da seguinte forma: uma resolucao de X

sobre R é uma sequéncia exata de R-modulos
02 o1 €
C:vv =50y, =>C; —Cy— X —0.

Definicao 1.2.3 A aplicacao € : Cy — X ¢é chamada aplicagao aumentacao. Se cada C; é
livre, dizemos que a resolucdo € uma resolucao livre. Se cada C; € projetivo, dizemos que a
resolucao € uma resolucao projetiva.

Denotaremos por € : C'— X wuma resolucao de X.

Observagao 1.2.1 Se considerarmos o complexo de cadeia ndo negativo C' = (Cj,0;)i>o0,
podemos ver e : C'— X como uma aplicacao de cadeias, onde X € identificado com o complexo

de cadeia tal que Dy = X e D; =0 se 1 > 0.

C2 Cl Co 0
0 0 X 0

A hipdtese de exatidao, neste ponto de vista, simplesmente diz que € € uma equivaléncia

fraca.

Proposicao 1.2.3 Dado um R-mddulo X, sempre podemos construir uma resolucao livre de

X.

Demonstragao: Ver [[15], Proposigao 1.1, pg. 124]. O

Lema 1.2.1 Se F' € uma resolugao projetiva de R sobre RG e H € um subgrupo de G, entdo

F também é uma resolugcao projetiva de R sobre RH.

Demonstragao: Ver [[§], Lema 1.3.1, pg. 14]. O
Exemplo 1.2.1 Seja G um grupo ciclico infinito com gerador s (ou seja, G ~ 7). Entdo

0-72G% 726570

¢ uma resolugao projetiva de 7 sobre ZG, onde O(a) = (s — 1)a, para o € ZG e € aplicagdo
aumentacao usual.

De fato, precisamos verificar que
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(a) O € injetora (ou seja, Ker(d) =0)

(b) Im(0) = Ker(e)

(c) Im(e) =Z

O homomorfismo O ¢é injetor, pois dado o = Znisi € ZG (onde n; = 0 a menos de um

icZ
nidmero finito de indices) temos

a€Ker(0) = 9a)=0=(s—1)a=0= Znis”l —Znisi =0

1€EZ 1€EZ

= E nis”lzg nis’:>5 ni_lslzg n;s"

i€Z i€Z i€Z i€Z
= n;,_1 =ny, para todo i € 7

= n; =0, para todo i € 7.
Logo a = 0 e dai Ker(e) = {0}. Agora, vamos verificar que Ker( ) € 0o ZG-mddulo a

esquerda gerado por s — 1. De fato, dado o € Ker(e), com « ans i, temos e(a) =

k
Zni =0 e logo,
i=1
k
a—an “—an Zn, Zn,(s
i=1
Mas como s —1=(1+s+ ...+ s 1) (s —1), entao

a= Zni(s” -1 = (Z n(l1+s+..+ 5”1)> (s—1)

i=1
que estd no ZG-mddulo gerado por s —1 e portanto Ker(e) esta contido no ZG-mdédulo gerado

por s — 1. Por outro lado, tome [ um elemento no ZG modulo gemdo por s — 1. Logo,
k

B=v(s—1), ond67:an . Assim, f=~(s—1) an ritl an " e logo
i=1

k k
£ (Z n;s" it — Z nisr’) = (Z nisrﬁl) +e <Z nisr’)
=1 i=1
k
s

Disto seque que Ker(e) é o ZG-mddulo gerado por s — 1. Agora, perceba que Im(0) =
{0(a); a € ZG} = {(s — D)oy, a € ZG}, ou seja, Im(0) € o ZG-mddulo gerado por s — 1 e

||M?r

portanto Im(0) = Ker(g). Por dltimo, basta notar que a aplicagao aumentagdo € sobrejetora



1.2 Modulos Projetivos e Resolugoes Projetivas 10

(ou seja, Im(e) = Z) pois dado v € Z existe rs € ZG tal que e(rs) =r.

Definicao 1.2.4 Sejam C e D complexos de cadeta e f : C — D e g: D — C aplicagoes
de cadeia tais que f o g € homotopica ao endomorfismo idéntico idp e g o f € homotdpica ao
endomorfismo idéntico idc. Nestas condicoes, as aplicagcoes de cadeia f e g sdo chamadas
equivaléncia de homotopia ¢ C e D sao ditos complexos de cadeia homotopicamente

equivalentes. Neste caso, denotamos C' ~ D.

Lema 1.2.2 Se C e D sao complezxos de cadeia homotopicamente equivalentes , entdo H,(C') ~

H, (D) para todo n € Z.

Demonstracao: Ver [[3], Proposicao 0.2, pg. 5]. O

Teorema 1.2.1 Todo R-moddulo X admite uma resolu¢ao projetiva , e além disso duas

resolucoes projetivas do mesmo modulo X sao homotopicamente equivalentes .

Demonstracao: Ver [[15], Teorema 1.4, pg. 129]. O

1.3 Espacos de Recobrimento e K(G,1)-complexos

Nesta se¢ao, todos os espacos topoldgicos tomados serao conexos por caminhos e localmente

conexos por caminhos .

1.3.1 Espagos de Recobrimento

Definicao 1.3.1 Seja X um espaco topologico. Um recobrimento de X ¢ um par (X,p) de
modo que p: X — X € uma aplicacio continua sobrejetora e de modo que todo ponto x € X
possui uma vizinhanga U aberta conezxa por caminhos tal que a restricao de p a cada componente
coneza U de p~'(U) é um homeomorfismo.

Denominamos X um espago de recobrimento, p uma projecao de recobrimento e a

vizinhanga U de vizinhanga elementar.

Exemplo 1.3.1 Seja p: R — S! dada por p(t) = (sint,cost). Entio (R,p) é um recobrimento

deS'. Mais ainda, todo subintervalo aberto de S' pode ser visto como uma vizinhanca elementar.
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Figura 1.1: Recobrimento da esfera S!

Observacgao 1.3.1 Sejam (X,p) e (Y,q) recobrimentos de X e Y respectivamente. Entdo
(X xY,pxq) éum recobrimento de X XY, sendo a aplicagio px q definida como (px q)(z,y) =
(p(x),q(y)). Agora, se U eV sdo vizinhangas elementares de v € X ey € Y entdo U x V €

uma vizinhanca elementar de (z,y) € X xX Y.

Exemplo 1.3.2 Considere o toro T? = S!' x S'.  Como, pelo exemplo m (R,p) €
recobrimento de S, onde p(t) = (sint, cost), entdo seque da observagio que (R, p x p) €

. @
E—

um recobrimento de T?.

R?

Figura 1.2: Recobrimento do toro 12

Proposicao 1.3.1 Se (f(,p) ¢ um recobrimento X entiop : X — X ¢ um homeomorfismo

local .

Demonstracao: Ver [[29], Lema 8, pg. 63]. O

Proposi¢ao 1.3.2 Seja (X,p) wm recobrimento de X, #y € X e xg = p(). Entdo o

homomorfismo induzido p, : m (X, %) — m (X, xo) € um monomorfismo.

Demonstragao: Ver [[29], Teorema 1, pg. 72]. O
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Definigao 1.3.2 Seja (X,p) um recobrimento de X. Um homeomorfismo ¢ : X — X € dito
transformacao de recobrimento (ou Deck transformacgao) se pop = p, ou seja, o

triangulo

X

i X
N4
X
¢ verdadeiro. O conjunto de todas as transformacoes de recobrimento, denotado por A(X’m), €

um grupo com a operacao de composi¢ao.

Proposicao 1.3.3 O grupo (A(X,p),0) atua livremente sobre X

Demonstragao: Ver [[21], Corolério 6.2, pg. 131]. O

Definicao 1.3.3 Um recobrimento (X,p) de X € dito recobrimento regular se p,(m(X,i))
¢ um subgrupo normal de m (X, z). Ainda, esta condi¢io independe da escolha do ponto base
zept(z).

Dizemos ainda que um recobrimento (X,p) de X ¢ recobrimento universal de X se X

¢ simplesmente conexo , isto €, se X € conexo por caminhos e m(X, &) = 0 para todo & € X.

Exemplo 1.3.3 Todo recobrimento universal é reqular .
De fato, sendo m(X,%) = 0 entio p,(m(X,%)) = 0 ¢ subgrupo normal de (X, z) para
todo T € p~!(x).

Definicao 1.3.4 Seja G um grupo e E um conjunto no qual G atua . Dizemos que a G-a¢ao
sobre E € uma ag¢ao transitiva , ou que E ¢ um G-espago homogéneo , se para quaisquer

x,y € E, existe g € G tal que gr =y (isto é, G(x) = E para todo x € X ).

Definicao 1.3.5 Se (X,p) ¢ um recobrimento de X, o numero cardinal comum dos conjuntos

p~Y(x), com x € X, é chamado de niimero de folhas do recobrimento.

Proposi¢ao 1.3.4 Se (X,p) ¢ um recobrimento de X, onde x € X e & € p~*(x), entdo:
(i) p~'(x) € um m (X, x)-espaco homogéneo;
(i) 71 (X, 1)z = pu(ma(X, 2));
(i#) O nimero de folhas do recobrimento (X,p) € o indice do subgrupo p*(m(f(,:i)) em

m (X, ).
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Demonstragao: Ver [[21], Capitul V]. O

Proposicao 1.3.5 Seja (X,p) um  recobrimento reqular de X. Entao A(X,p)

12

(X, x)/p. (71 (X, &), para todo x € X e todo & € p~'(z).
Em particular, se o recobrimento € universal entao A(X’,p) ~ m (X, z) e o numero de folhas

do recobrimento coincide com a ordem do grupo m (X, x).

Demonstragao: Ver [[21], Corolério 7.4, pg. 134]. O

Proposicao 1.3.6 O grupo A(f(,p) atua livremente sobre p~'(z) se, e somente se, (X,p) é

um recobrimento regqular de X.

Demonstracao: Ver [[21], Lema 8.1, pg. 136]. O

Definicao 1.3.6 Um grupo G de homeomorfismos de X ¢é dito proprimente descontinuo

se todo ponto x € X possuit uma vizinhanca V tal que, para todo g € G com g # idx, tem-se

gV NV =g.

Proposicao 1.3.7 Sejam X um espaco topolégico, G um grupo propriamente descontinuo de
homeomorfismos de X e q : X — X/G a aplicagao quociente sobre o espaco de orbitas de G.

Entao (X, q) € um recobrimento reqular de X/G, com G = A(X,q).

Demonstragao: Ver [[21], Proposigao 8.2, pg. 136]. O

1.3.2 CW-complexos e K(G,1)-complexos

Definicao 1.3.7 Dado um espaco X de Hausdorff, dizemos que X admite uma estrutura
de CW-complexo se possui uma colecao de subconjuntos fechados a;? (onde q representa a
dimensao e j € J, (conjunto dos indices)), chamadas células fechadas, ¢ uma familia de

subespacos fechados

X' XcX'ceX?c...cXC ..

com X4 = U o (por definicio, X" = @), e fronteira dada por f! = of N X7,
P<q,j€Jp
satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) (o7 — f7) N (o] — f]) # @ somente quando p = q e i = j;
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(i) X = J X9

(iii) Para qcada célula of, eviste uma aplicagdo (denominada aplicagdo caracteristica)
¢§ : DY = af, onde DI ¢ o disco de dimensio q, que leva 0D = ST sobre f] e aplica
D7 — S9=1 homeomorficamente sobre of — fl;

(iv) f] intercepta somente um nimero finito de conjuntos (i — f), com i € Jy;

(v) Um subconjunto Y de X € fechado se Yﬂa? ¢ fechado em a;? para todo q e todo j € Jg,
onde O’? possut uma topologia quociente de DY via ¢g.

Em um CW-complexo X, denotaremos e? denotard a célula aberta de dimensao q, ou
seja, e = g9 — f4.

Denominaremos os subespacos fechados X9 de q-esqueleto.

Exemplo 1.3.4 Seja X = R. Podemos dar a R uma estrutura natural de CW-complezo,

onde as 0-células abertas e 1-células abertas sao dadas, respectivamente, por €2 = {n} e el =

(n,n+1), onde n € Z.

Figura 1.3: Estrutura de CW-complexo para a reta R

Exemplo 1.3.5 Seja X = S™ a n-esfera. Uma estrutura de CW-complexo sobre S™ pode ser

dada por uma 0-célula aberta e uma n-célular aberta, ou seja, S* = e U e™.

o,

N

Figura 1.4: Estrutura de CW-complexo para a esfera S?

Proposicao 1.3.8 Seja X um CW-complexo o qual é a uniao de dois subcompleros X1 e X,
cuja intersecao Y = X1 N Xy € conexa e ndo-vazia. Se aq e qg sao aplicagoes injetivas no

diagrama abaizo
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m (V) —=m (Xp)

m1(X1) T?ﬁ(X)

entao B e Py também sao injetivas, onde todas as aplicacoes acima sao induzidas das respectivas

inclusoes.

Demonstracao: Ver [[3], Lema 7.4, pg. 50]. O

Proposicao 1.3.9 Todo CW-complexo é um espago paracompacto .

Demonstracao: Ver [[9], Teorema 1.3.5, pg. 29]. O

Definicao 1.3.8 Um G-complexo é¢ um CW-complexro X munido de uma acao de G em X
que permuta as células, isto €, se S representa o conjunto das células de X, entao gS = S para

g € G. Se a acao de G em X permuta livremente as células, dizemos X € um G-complexo.

Observacao 1.3.2 E importante notar que, pelo fato da acdo de G em X induzir um
homomorfismo dado por

G — Homeo(X)

g = @ X =X, py(x):=gx
temos que se o € uma célula de X entao go é também uma célula de X cuja dimensao € a

mesma de o (ou seja, p, preserva a dimensdo das células).

Seja X um G-complexo . Podemos formar o complexo de cadeias C,(X), onde C,(X) é o
Z- gerado pelas n-células de X, ou seja, C,(X) = @(af) A acao de G em X induz uma acao
J€JIn
em C,(X) da seguinte forma:

glaroy + ... + a,0,) == a1901 + ... + a,go,.

Assim C,(X) se torna um complexo de cadeias de ZG-médulos (pois sdo Z-médulos munidos
de uma G-agao). Definimos a aplicagao € : Cy(X) — Z por £(6°) = 1 nas 0-células de X e

estendemos por linearidade. Temos que € é uma aplicacao de ZG-mdbdulos .

Teorema 1.3.1 Se X ¢é um G-complexo livre contrdtil entdo o complexo de cadeias celular

aumentado de X

o Cu(X) 2 O (X) == CU(X) D Cy(X) S Z— 0

¢ uma resolucao livre de 7. sobre ZG.
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Demonstracao: Seja X,, = {c C X; o é uma n-célulade X}. Temos C,(X) = ZX,, (ou
seja, o Z-mdédulo livre gerado pelas n-células). Agora, como X,, C X e X é um G-complexo
livre, entao X,, é um G-conjunto livre e logo, pela Proposicao segue que C,(X) = ZX,, é
um ZG-modulo livre com base E, on de F é um conjunto de representantes para as (G-érbitas
distintas em X,,. Por hipdtese X ¢é contratil, ou seja, tem o mesmo tipo de homotopia de um

conjunto unitario e, desta forma,

Z se n=20
Osen=>1

Hn(X) = {
Contudo, quando n > 1 temos

Ker(0,)

0= H,(X)= T

= Ker(0,) = Im(0,+1), paratodo n > 1.

Nos resta entao verificar que Ker(e) = Im(0;). Considere o diagrama

—C1 (X )—>CO(X ) =—7Z—0
0
Temos Z = Hy(X) = Ker(dy)/Im(0,) = Co(X)/Im(0y) e assim, como € é sobrejetora por
S

defini¢ao, entao pelo Teorema do Isomorfismo (e sabendo que I'm(0;) C Ker(e)) segue que

Co(X) L GoX)  G(X)/Im(81) | Z
Ker(e) L=l Ker(e)  Ker(e)/Im(01)  Ker(e)/Im(0,)
e logo Ker(e)/Im(0;) =0, o que implica que Ker(e) = Im(0,). O

Observacao 1.3.3 O Teorema anterior continua vdlido se considerarmos um espago topolégico
X contrdtil no qual G atua propriamente descontinuamente. Podemos mostrar entdo que o

complezo de cadeias singular aumentado C.(X) — Z € uma resolugdo livre de Z sobre ZG.

(ver [[20], Teorema 11.5, pg. 136])

Agora, vamos definir um CW-complexo satisfazendo condigoes especiais. Para tanto,
faremos inicialmente algumas consideragoes.

Sejam X um CW-complexo ¢ X £ X um recobrimento de X. Por [[28], Teorema 2, pg.
251], temos que X também é um CW-complexo (as n-células & de X sdo as componentes
conexas de p~!(c), onde o é uma n-célula de X, e p|5 : & — o é homeo). Pela Proposicio m,
G = A(X,p) atua livremente sobre X permutando as células . Assim, X é um G-complexo .
Pelo Teorema se X é contratil, o complexo celular aumentado de X é uma ZG-resolugao
livre de Z com C,(X) um ZG-médulo livre com um elemento bésico para cada 6rbita de

célula em X. Se o recobrimento é regular , entdao G atua transitivamente em p~'(o), ou seja,
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G(6) = p~'(0) para todo 6 C p~!(c) (pela Proposicdo [1.3.5). Logo, cada célula em X nos
fornece uma érbita de células de mesma dimensdo em X. Se, além disso, o recobrimento é
contratil, temos C,(X) um ZG-mdédulo livre com um elemento béasico para cada célula de X.
Sera definido a seguir um CW-complexo que satisfaz todas as condicoes citadas
anteriormente. E fato conhecido que, para CW-complexos conexos, sempre existe um

recobrimento universal e este é regular (ver [[28], Teorema 1, pg. 250] e [[13], Teorema 6.7,
pg. 28]).

Definicao 1.3.9 Seja X um CW-complexo tal que:
(i) X € conezxo;
(it) m(X) = G;
(i) O recobrimento universal X de X ¢é contrdtil.
Nestas condigoes, X ¢ dito um complexo de FEilenberg-MacLane do tipo (G,1) ou

simplesmente, K(G,1)-complexo.

Observagao 1.3.4 Pode-se verificar que a condi¢ao (iii) da defini¢ao anterior pode ser
substituida por uma das condigoes abaixo (por [[3], 11.4]):

(i1) Hy(X) = 0 para i > 2;

(ii1)” m;(X) = 0 para i > 2.

Observacgao 1.3.5 Se X ¢ recobrimento universal de um CW-complezo X, temos que X é um

G-complezo, onde G = m(X).

Observacao 1.3.6 Nesta secao, admitiremos o sequinte Teorema: "Dado um grupo G, sempre

existe um K(G,1)-complezo.” (ver [[3], Teorema 7.1, pg. 205]).

Exemplo 1.3.6 Sejam G = (o) ~ Z ¢ X = S'. Note que X é um K(G,1)-complexo, pois
X € um CW-complexo conexo, m(X) = G e o recobrimento universal de X é X = R (com

p: R — S dada por p(t) = (sint,cost)) é contrdtil.

Exemplo 1.3.7 Sejam G = Z®...®Z (grupo abeliano livre de poston) e X = T" = S' x...xS!
(toro n-dimensional). Sabemos que X € um CW-complezo conexo tal que m(X) = G e cujo

recobrimento universal (que é X = R") é contrdtil. Logo, X ¢ um K(G,1)-complezo.

Observagao 1.3.7 Sejam G = F(S) (grupo livre gerado por um conjunto S) e Y = \/ St

ses
(bouquet de n-circulos inderados por um conjunto S). Y € um CW-complexo conexo de
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dimensao 1 com exatamente um vértice e uma 1-célula para cada elemento de S, e m(Y) =G
(ver [[21], Ezemplo 3.4, pg. 93]). Além disso, se Y é recobrimento universal de Y, temos
que Y tem dimensdo 1 (pois Y &Y € homeomorfismo local). Assim, Hl(f/) =0 para i > 2.

Portanto, Y é um K(G,1)-complezo.

Lema 1.3.1 Se X é um G-complexo livre compacto, entao G ¢é finito.

Demonstracao: Como X é um G-complexo livre, entao a G-agao é livre e dai, a G-agao é
propriamente descontinua. De fato, como a G-agao sobre X é livre, entao dado g € G, go # o
para todo o € X. Dal, dado x € X, existe o tal que z € 0 C X. Mais ainda, existe ¢ C X tal
que r € 0 — f = e, que é aberto, e geNe = J. Logo, a G-acao é propriamente descontinua. Pela
Proposicao , temos que (X, p) é um recobrimento regular de X/G, onde X/G é o espaco
das 6rbitas de X, a aplicagao p é definida por p(z) = T e G atua livremente como o grupo das
transformacoes de recobrimento.

Agora, dado 7y € X/G, temos p~(Zy) = G(zp). Como a G-agao é livre, p~(Tg) esta em
correspondéncia 1-1 com G, pois G, = {g € G; gz = xo} = {1} e dali,

Goo {1}

e logo, o nimero de elemento de p~!(Zy) coincide com |G|. Além disso, a fibra p~!(7g) é

p~(T0) = G(0) ~

discreta e fechada (ver [21]). Suponhamos que p~!(Zp) seja infinita. Como X é compacto, pela
propriedade de Bolzano-Weierstrass, tal fibra possui um ponto de acumulacao, o que é absurdo,

pois p~1(Tg) é discreta. Deste modo, p~1(Zy) é finita e, portanto, G é finito. O

[a;,b;] = 1) e g um nidmero inteiro maior
1

Exemplo 1.3.8 Sejam G = (ay, ..., ag, b1, ..., by;

g

1

g
ou igual a 1. Temos que G € o conjunto com geradores ay, ...,a4,b1,...,b4 € H[ai,bi] =1¢€a
i=1

inica relagdo, onde [a;,b;] = abia; by . Além disso, G € infinito (ver [[20], 6.4.5]). Temos
ainda que G € o grupo fundamental da superficie orientada Y de genus g (ou seja, Y € soma
conezxa de g toros).

Agora, vamos mostrar que Y é um K(G,1)-complezo. Seja Y &Y o recobrimento universal
de Y. Como G € infinito e Y é um G-complezo livre, entio seque do Lema anterior que Y ndo
¢ compacto. Logo, Y ¢ uma superficie conexa que nio é compacta. Dai, por [[13], Coroldrio
22.25, pg. 166], temos que Hy(Y) = 0. Como Hy(Y) =0 para k > 2 (jd que dimY = 2), seque
que Y é um K(G,1)-complexo.
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k

Exemplo 1.3.9 Seja G = (cy, ..., cx; Hc? = 1). Temos que G € o grupo fundamental de uma
i=1
superficie fechada e nao-orientdavel de genus k, com k = 2 (ou seja, Y € soma conezxa de k

planos projetivos). De maneira andloga ao exemplo anterior, temos Y um K (G, 1)-complezxo.

1.4 O Grau de uma aplicacao f : S" — S"

Considere n > 1 um inteiro e f : S® — S™ uma aplicacao continua. Sabemos que

Z, =0
H(S) =1
{0}, caso contrario
Escolha o um gerador de H,(S"). Note que o homomorfismo induzido f. : H,(S") — H,(S")
é da forma f,(a) = ma para algum inteiro m. Mais ainda, como H,(S") ~ Z entao existem

somente duas escolhas possiveis para o gerador (o e —a) e disto segue que o inteiro m independe

da escolha do gerador, pois

fi(=a) = = fi(a) = —ma = m(-a).
Definicao 1.4.1 O inteiro m definido anteriormente é denominado grau de f, denotado por

deg(f).

Este inteiro também é muitas vezes referido como o grau de Brouwer como resultado de
seus esforcos em desenvolver tal ideia.

Vejamos agora algumas propriedades do grau de uma aplicacao f. Tais resultados podem
ser encontrados em [[30], pg. 25].

(a) deg(idsn) = 1,

(b) Se f,g:S™ — S" sao aplicagoes continuas entao deg(f o g) = deg(f)deg(g);

(c) Se k. : S™ — S™ dada por k.(x) = ¢ é uma aplicacdo constante, entao deg(k.) = 0;

(d) Se f,g:S™ — S" sao aplicagdes homotopicas entao deg(f) = deg(g);

(e) Se f:S™— S" é uma equivaléncia homotépica entao deg(f) = +1;

(f) Para cada m € Z existe f : S" — S™ continua tal que deg(f) = m, quando n > 0.

Todas estas propriedades sao resultados da Teoria de Homologia, e sao facilmente obtidas.

Uma propriedade bem mais sofisticada é o seguinte resultado da Teoria de Homotopia de Hopf:
Teorema 1.4.1 (Teorema de Hopf) Se f,g : S" — S" sao aplicagoes continuas tais que
deg(f) = deg(g) entao f e g sao homotdpicas.

Demonstracao: Ver [[24], pg. 51]. O

Dessa forma, o grau é um invariante algébrico completo para o estudo de classes de

homotopia de aplicacoes de S™ em S™.
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1.5 O Numero de Lefschetz

Definicao 1.5.1 Seja n um inteiro positivo. Uma variedade n-dimensional M € um espaco
de Hausdorff tal que para cada ponto de M, existe uma vizinhanca aberta do ponto em M
homeomorfa ao disco n-dimensional do R™.

Uma variedade Y € dita fechada se for compacta e sem bordo.

Além disso, dizemos que uma variedade Y € € asférica se for conexa por caminhos e

mi(Y) = {0} quando i > 2.

Observacao 1.5.1 Fquivalentemente, podemos dizer que uma variedade Y € asférica se tem

o mesmo tipo de homotopia de um K(G,1)-complezo, onde G = m(Y').

Sejam M uma variedade fechada de dimensao M e f : M — M uma aplicacao continua.
Entao, para cada inteiro k, existe o homomorfismo induzido em homologia f; : Hi(M) —

Hi(M). Como Hi(M) é um grupo abeliano finitamente gerado, entao

Hy (M) = (parte livre(Hy(M)) @ (parte de torgao(Hy(M))

elogo, H (M) =Z®Z® ... 7Z & T. Considere agora a seguinte aplicagao:

. Hk;M) . Hk(TM)'

Desta forma, teremos f, : Z @ ... ®7Z — Z @ ... ® 7 e assim, temos uma matriz associada a fj.

Seja tr(fy) o traco desta matriz.

Definicao 1.5.2 Definimos o nimero de Lefschetz de f por

Ap=A(f) =Y (=Dktr(fi)-

k=0

m

Observacao 1.5.2 O numero de Lefschetz Ay independe das escolhas envolvidas e logo, estd

bem definido, dependendo somente da classe de homotopia de f.

Teorema 1.5.1 (Teorema do Ponto Fizo de Lefschetz:) Se Ay # 0 entdo f possui um ponto
fizo.

Demonstracao: Ver [[30], pg. 187]. O
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1.6 Teorema dos Coeficientes Universais e Formula de Kunneth

Para esta secao, utilizaremos os conceitos de produto cross e produto cup para cohomologia de
espagos topoldgicos como definidos na referéncia [[6], Capitulo 3, §3]. Denotaremos os produtos

cross e cup, respectivamente, por x e U.

Teorema 1.6.1 (Teorema dos Coeficientes Universais para cohomologia:) Sejam C um
complezo de cadeia de grupos abelinos com grupo de homologia H,(C) e Hom(C,, M) o
complexo de cocadeia com grupos de cohomologia H™(C;M). Entao, para cada nivel, a

sequéncia
0— Ext(H, 1(C),M) — H"(C; M) - Hom(H,(C),M) =0
¢ exata e cinde.

Demonstracao: Ver [[6], Teorema 2.29, pg. 44]. O

Corolario 1.6.1 Se o grupo H,_1(C) € finitamente gerado e livre, entao H"(C; M) =~
Hom(H,(C); M).

Demonstracao: O resultado segue diretamente do fato de que se H,,_1(C) é finitamente gerado
e livre, temos Ext(H,_1(C), M) = 0. O

Corolario 1.6.2 Se os grupos de homologia H,(C) e H,_1(C) do complexo de cadeias de
grupos abelianos C' sao finitamente gerados, com grupos de tor¢ao T,, C H,(C) e T,,_1 C

H, 1(C), entao

H
H™(C,Z) ~ # @ Tt

Demonstragao: Ver [[14], Corolario 3.3, pg. 196]. O

Teorema 1.6.2 (Férmula de Kunneth): Sejam F um corpo e X um espaco topoldgico
tal que posto(H,(X; F)) < oo para todo q € Z. Entdo, para qualquer espago Y, existe um

isomorfismo natural

Y HY(X;F)@p H(Y;F) — H'(X xY;F)

ptg=n
E Up R Vg > E Up X Vg

ptg=n ptq=n
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Demonstracao: Ver [[30], Teorema 5.16, pg. 141]. O

Observacao 1.6.1 Sepx : X XY — X epy : X XY — Y sao as projegoes canonicas,

u€ HP(X;F) ev e HIY(X; F), pode-se mostrar que

wx v = py(u) Upy (o).

onde X e U representam, respectivamente, os produtos cross e cup em cohomologia de espacos

topolégicos. Em vista da Formula de Kunneth, seque que os elementos de H"(X x Y; F) sao

da forma Z P (up) U py (vg).

p+q=n



CAPITULO

Cohomologia de Grupos Finitos

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados referentes a cohomologia de
grupos finitos, que serda de grande relevancia para o desenvolvimento dos proximos capitulos,
particularmente no estudo de (H, G)-coincidéncias de aplicagoes. Algumas demonstragdes de
resultados apresentados neste capitulo foram omitidas, tendo em vista que o enfoque deste
maior deste trabalho é o detalhamento de [11]. Contudo, os resultados deste capitulo podem

ser encontrados nas referéncias [1] e [3].

2.1 (Co)homologia de Grupos

Sejam G um grupo e M um RG-médulo (& esquerda).

Definicao 2.1.1 O grupo dos coinvariantes de M, o qual denotaremos por Mg, € dado

por Mg = M/A, onde A € o subgrupo aditivo tal que A= {(gm —m; g€ G e m € M).

Observacao 2.1.1 O nome “coinvariantes” vem do fato de Mg ser o maior quociente de M

no qual G atua trivialmente.

Proposicao 2.1.1 Mg ~ R ®ge M, onde R é visto como um RG-mddulo (a direita) com
G-acgao trivial.
Demonstragao: Note que, em Z ®z. M, temos a identidade

legm=g(1®m)=1g®m =1®m, para todo g € G.

Sendo assim, existe uma aplica¢do ¢ : Mg — Z ®zc M de modo que p(m) = 1 ® m. Vejamos

que a aplicacao ¢ esta bem definida. Considere m,n € M tais que m = n, ou seja, n —m € A,

23
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T T
de onde segue que n —m = Z gim; — Z m;. Assim, como vimos que 1® g;m; = 1 ® m; entao
i=1 i=1
concluimos ¢(m) = p(7) e portanto ¢ esta bem definida. Além disso, como

pm+m) =1@(m+n)=10m+10n=p(m) = ()

entao ¢ é também um homomorfismo. Agora, podemos definir a aplicagao ¢ : Z ®zq M — Mg
por Y(a®@m) =m+...+m (a-vezes). A aplica¢do ¢ é homomorfismo de médulos e mais ainda,
Y=

Desta forma, ¢ ¢ isomorfismo e assim, Mg ~ Z ®zc M e portanto, sabendo que Z ®zc M ~
R ®pra M, temos R ®rac M ~ M. O

Definigao 2.1.2 Seja M um RG-mddulo (a esquerda). O grupo dos invariantes de M,
denotado por M€, é dado por

M% ={m e M; gm =m, para todo g € G}.

Proposi¢ao 2.1.2 Hompg(R, M) ~ M®, onde R é um RG-mdédulo com G-agdo trivial.

Demonstragao: Primeiro, defina a aplicacio ¢ : Hompa(R, M) — MY por ¢(f) = f(1). A
aplicacao v esta bem definida, pois dado f € Homgrg(R, M) e g € G, g(f) = gf(1) = f(gl) =
f(1)jdque 1 € Rea G-acao sobre R é trivial. Logo ¢(f) € M€ e portanto ¢ esta bem definida.
Mais ainda, claramente ¢ ¢ um homomorfismo. Agora, considere ¢ : MY — Hompq(R, M)
por ¢(m) = f: R — M tal que f(r) = (re)m (ou seja, f(1) = (le)m = Im = m). A aplicacdo
¢ também esta bem definida e é homomorfismo grupos. Além disso, ¢ = 9! e portanto
Hompa(R, M) ~ M¢. O

Seja R um anel comutativo com unidade e considere o anel grupo RG. Antes de definirmos

(co)homologia de grupos, vamos considerar alguns resultados importantes sobre @ rg € Hompgg.

Definicao 2.1.3 Sejam M e N RG-modulos. Entao M e N sao naturalmente R-mdodulos. A
G-ag¢do diagonal, definida em M @ N, é dada por g-(m ®&n) = gm ® gn, para todo g € G,
meMeneN.

Proposicao 2.1.3 Sejam M e N RG-mddulos (a esquerda). Temos

_ M®gN

M®RgN:<M®RN)G2 A y

onde A={(gm@gn—men, mne MrN egcdG).
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Demonstragao: Veremos agora como podemos obter M ®grs N a partir de M ®r N.

Consideremos em M ®pr N a seguinte relagdo: (m * g) @ n ~ m ® (gn), para todo m €

M e para todo g € G. Mas vendo M como um RG-mddulo (& direita), temos que m*g = g~'m

e assim, (m* g) @ n = (g~'m) ®n. Logo (¢7'm) ® n = m ® (gn) e portanto

M N
M®RGN:&-

Y

Mais ainda, note que como (g='m)®n = m @ (gn), entdo segue que m@n = (gm) @ (gn).
Definimos entao a G-agdo em M ®@r N por g (m ®@n) = gm ® gn. Consideremos em M Q&g N
tal acdo e A o subgrupo aditivo gerado pelos elementos da forma g - (m ® n) — m ® n. Assim,
em (M ®r N)g = M ®r N/A, estamos identificando elementos da forma gm ® gn com m ® n
para todo m € M, n € N e g € G. Mas isto equivale a identificar (§7'm) @ n = (m*g) @ n

com m ® gn e, deste modo,

M@r N M®grN

(M®RN)G: ) = M ®Qpra N.
U
Corolario 2.1.1 M(X)RgN ~ N®RG M.
Demonstracao: M ®@pg N ~ (M @5 N)g ~ (N @r M)g ~ N Qg M. a

Sejam M e N RG-médulos (a esquerda) e consideremos Hompg(M, N). A agdo de G em M
e N induz uma agao de G em Hompg(M, N) dada por

G x Homgr(M,N) — Hompg(M,N)
(9. f) = g-f
tal que (g- f)(x) = gf(¢g7'x), com g € G, f € Homp(M,N) e x € M.

Observagao 2.1.2 O uso de g~ para definir a acio é necessdrio devido & contravariancia
do funtor Hom na primeira varidvel. Compensamos esta contravariancia, convertento M a
um RG-mddulo a direita, considerando x * g = g~'x. Deste modo, a agdo fica (g - f)(z) =

gf(g7'x) = gf(x * g). Assim, Homg(M, N) serd um RG-mddulo (a esquerda,).

Proposigao 2.1.4 Hompg(M,N) = (Homgr(M, N))¢.

Demonstracao: Seja Hompg(M,N) = {f € Homr(M,N); gf(x) = f(g9x)}, ou seja, f é

G-equivariante. Assim,

f € Hompa(M,N) = (g-f)(x)=gf(g7'x) = f(g9'x) = f(z), paratodo v € M
= f € (Homg(M,N))¢
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f € (Homg(M,N))¢ = g-f=f paratodo g€ G

= flgz) = (997 ") f(g9z) = g(g7 "' f(g9z)) =g-(g7" - f))(z) = f(x)
= f € HOng(M, N)

Logo, Hompg(M, N) = Homgz(M, N)©. O

Agora, veremos a definigao de (co)homologia de um grupo G, na qual consideraremos o caso
em que R = 7.

Definicao 2.1.4 Seja G um grupo e considere ... — F), LN F,1—...— 5 N Fo, 570

uma resolugao projetiva de Z sobre ZG e M um ZG-mddulo (a esquerda). Podemos formar os

complexos de cadeia e cocadeia

F&ueM: .= Fy@pa M2 F o @ge M 225 Fy @pe M 2% Fy@ye M — 0

n

Homue(F, M) : 0 — Homza(Fo, M) 2 Homge(Fr, M) 2 .. % Homype(Fy, M) 2 ..

nos quais o operador bordo é dado por 0, := 0, ®idy; e o operador cobordo por §"(f) =
f o0t

(a) O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M ¢ definido por
H,(G; M) := H,(F @z M).

(b) O n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M ¢é definido por

H™(G; M) := H"(Homgg(F, M)).

Observagao 2.1.3 As defini¢oes de H,(G; M) e H*(G; M) independem da resolugdo projetiva
£ : F — 7 escolhida (a menos de um isomorfismo canénico). De fato, se € : F' — Z ¢é uma
outra resolu¢do projetiva de Z sobre ZG, entao pelo Teorema |[1.2.1] seque que ¢ : F' — Z e
e F' = 7 sio homotopicamente equivalentes e disto conclui-se a independéncia da resolu¢io

projetiva tomada.

Perceba que, tomando M = Z com a G-acao trivial, temos

H.(G;Z) = H.(F ®3¢ Z) = H.(F ®2 Z)¢) ~ H.(Fg).
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Proposicao 2.1.5 Dado um ZG-mddulo M, temos os sequintes isomorfismos:

Hy(G; M) ~ Mg e H'(G; M) ~ M€,
Demonstragao: Ver [[3], pg. 57 e 58]. O
Exemplo 2.1.1 Seja G um grupo ciclico infinito com gerador t. Pelo exemplo sabemos

que ... > 0 = ZG 25 ZG S Z — 0 ¢ uma resolugdo livre de Z sobre ZG (onde 0y(a) =

(t — D). Vamos calcular H,(G; M). Tensorizando a resolugcdo por M sobre ZG, temos

0= ZG @pe M 2 26 050 M 25 7.6 @0 M — 0.

Temos o sequinte isomorfismo: ¢ : M — Z.G Qg M tal que p(m) = 1®@m. Como 0, = 0; ®id

. , . : o
entdo, através do isomorfismo @, obtemos o sequinte complero: 0 — M = M =5 0, onde

0, = 0 o0 0p. Assim,

d(m) = (plodiop)(m) = ¢ 1 I(p(m) = ¢ '(O(l®m))
= o (t—-1D1e@m) = t—1p (1em) = (t—1)m

Dai, H.(G; M) € a homologia do complexo 0 — M LIRS VRN 0. Logo,

Mg, i=0
Hi(G; M) = %:{mEM; (t—1)m=0}={meM; tm=m} =M i=1
{0}, i >2

Repare que H°(G; M) = M® = H,(G;M). Agora, vamos calcular H*(G;M). Aplicando

Homgg(—, M) na resolug¢ao projetiva tomada, obtemos

0 — Homgg(ZG, M) 2 Homya(ZG, M) — 0,

onde do(f)(x) = (fod)(x) = f((t = V)x) = (t = 1)f(x). Temos o sequinte isomorfismo:
Y Homgzg(ZG, M) — M tal que ¥(f) = f(1). Usando este isomorfismo, temos o complexo
0= M % M =0, onde 3(m) = (1 0 8 0 1) (m) = (do(=(m))) = w((t — 1) (m)) =
(t — 1)~ op)(m) = (t — 1)m. Assim, H*(G; M) é a cohomologia de 0 — M LING VN

entao
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ME, i—0
. Ker(0) M :
v * = pr— pu— M p— 1
HGM) = o=y ~ oo~ Mo
{0}, i>2

Note que H'(G; M) = Mg = Ho(G; M).

Lema 2.1.1 (Lema de Shapiro): Sejam G um grupo, H um subgrupo de G ¢ M wm ZH -
modulo. Temos os sequintes isomorfismos:

(1) H.(H; M) ~ H,(G; RG @y M);

(2) H*(H; M) ~ H*(G; Homgrg (RG, M)).

Demonstragao: Ver [[3], Proposigao 6.2, pg. 73]. O

Proposicao 2.1.6 (Interpretacao topolégica da (co)homologia de um grupo) Sejam

G um grupo, Y um K(G,1)-complezo e M um ZG-mddulo. Entao
H.(G M)~ H(Y;M) e H(G; M) ~ H* (Y; M),

onde M é um sistema de coeficientes locais em Y associado ao ZG-maodulo M. Em particular,

se a G-acao em M € trivial entao M = M.

Demonstragao: Ver [[3], pg. 59]. O

Exemplo 2.1.2 Pelo Exemplo sabemos que S' é um K(Z,1)-complexo. Logo, temos

7, i=0,1

H(Z) ~ Hy(S") ~ H'(§") ~ H'(Z) =
{0}, i>2

Exemplo 2.1.3 Pelo exemplo temos T? um K(Z ® Z,1)-complexo e desta forma,

H(Z®Z)~ H(T*) ~ H(T) ~ H(Z®Z)={ Z&Zi=1
{0},i>3

A seguir, segue dois corolarios do Teorema [1.6.1]

Corolario 2.1.2 (Férmula dos Coeficientes Universais): Seja G um grupo . Entdo

H"™ (G, Z) = parte livre(H,,,1(G; 7)) @ parte de tor¢io(H,,(G;Z)).
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Demonstracao: Este resultado segue diretamente do Corolério [1.6.2] onde o complexo de

cadeias considerado é uma resolucao projetiva de Z sobre ZG. a

2.2 Produtos Cross e Cup em cohomologia de grupos

Sejam M e N dois ZG-médulos. Se € : F' — 7 é uma resolugao projetiva de Z sobre ZG, entao
e®e: F®pe F — 7Z é uma resolugao projetiva Z sobre Z(G x G) (para detalhes, ver [[3],
Proposigao 1.1, pg. 107]).

Agora, considere f € Homg(F, M) e g € Homg(F, N). Definimos f x g € Homgxa(F ®
F,M ® N) por

(fxg)zey) = (=1)"f(z) ®g(y),

onde x € [, ey € Iy,

Definigao 2.2.1 Em cohomologia temos um produto induzido, chamado produto cross dado

por:

HP(G; M) ® HY(G;N) 5 HPY(G x G; M ® N)
f1®lg] — [f x4

Sejam G um grupo e d : G — G x G a aplicacao diagonal dada por d(g) = (g,9).

Definigao 2.2.2 A composta
HP(G; M) ® H(G; N) 5 HPM(G x G; M @ N) S HPY(G; M ® N)

¢ denominado produto cup e é denotado por U. Assim, dados [f] € HP(G; M) e [g] €
HY(G; N), temos [f]U [g] := d*([f x g]).

Agora, vejamos algumas propriedades do produto cup (para detalhes, ver [[3], pg. 110 e
111]):

(1) Dimensao 0: O produto cup H°(G; M) ® H°(G;N) — H°(G; M @ N) é a aplicagao
MY ® N% — (M ® N)¢ induzida pelas inclusoes M% < M e N — N.

(2) Naturalidade com respeito ao homomorfismo de coeficientes: Dadas aplicagoes
de G-médulos f: M — M e g: N — N’ e elementos u € H*(G; M) e v € H*(G; N), temos

(f@g)«(uUv) = fi(u)Ug.(v)

em H*(G; M ® N), com f. = H*(G, f) e g = H*(G, g) (ambos fixam os elementos de G).
(3) Compatibilidade com 6: Sejam 0 — M’ — M — M" — 0 uma sequéncia exata curta
de G-médulo e seja N um G-médulo tal que a sequéncia 0 — M @ N - MQN — M " @N — 0
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¢ exata. Entao temos d(uUv) = 0(u) Uwv para todo u € HP(G.M) e v € HY(G; N). Em outras

palavras, o quadrado

H?(G; M") d HP (G, M)

] |-

HP (G M @ N) —2= HP+ o+ (G M @ N)

comuta.

Similarmente a esta propriedade, pode-se verificar que

(3’) Se 0 — N — N — N’ — 0 é uma sequéncia exata curta de forma que a sequéncia
curta0 = M®N = M®N — M®N" — 0 é exata, entdao 0(uUv) = (—1)Pu U §(v) em
HPTa+Y(G; M @ N') para todo u € HP(G; M) e v € HY(G;N").

(4) Existéncia de identidade: O elemento 1 € H°(G;Z) = Z satisfaz 1 Uu =u =u U 1
para todo u € H*(G; M), onde tomamos a identificacdo Z @ M = M = M ® Z dos médulos de
coeficiente.

(5) Associatividade: Dados u; € H*(G; M;), onde i = 1,2,3, temos (u; U uy) U us =
uy U (ug Uug) em H*(G; My @ My @ Ms).

(6) Comutatividade: Para todo u € HP(G; M) e todo v € HY(G; N), vale a igualdade
uUv= (1Pt (vUu),ondet: N®M — M ® N é o isomorfismo canonico.

Das propriedades anteriores, segue que H*(G;Z) é um anel graduado anti-comutativo. Mais
ainda, segue que H*(G; M) é um H*(G;Z)-médulo graduado. De fato, basta definir o produto

por escalares

H*(G;Z) x H*(G; M) — H*(G;Z® M) = H*(G;M)
(,u) — aUu

2.3  Deslocamento de Dimensoes

Dado um médulo M, considerem M = ZG ® M e a aplicacao sobrejetora ¢ : M — M dada por
o(a®m) = am. E possivel verificar (utilizando a sequéncia exata longa de homologia) que,

sendo K = Kerp,

anl(G; K)a n>1

Ha(G; M) =~ { Ker{Hy(G; K) — Hy(G; M)}, n=1

Disto segue que, para calcularmos H,, podemos, em um primeiro momento, nos reduzir a calcular
H,_1, desde que estejamos dispostos a mudar o moédulo de coeficientes. Se continuarmos este
n )
processo, eventualmente reduziremos o problema ao calculo de Hy.
De maneira anéloga, considerando M = Hom(ZG; M) e a aplicacao injetora ¢ : M — M

dada por ¥ (m)(«a) = am, entédo é possivel obter que, sendo C' = Cokeri,
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H"(G;M) ~

H" 1 G;C), n>1
Coker{H°(G; M) — H°(G;C0)}, n=1

2.4 Grupos atuando em esferas

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados referentes a acao de um grupo finito em uma
esfera.
Vimos anteriormente que se X é um G-complexo livre compacto, entao GG é finito. Assim,

podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 2.4.1 O grupo com dois elementos Zs € o unico grupo nao trivial que atua

livremente em uma esfera de dimensao par S*.

Demonstracgao: Sejam G um grupo atuando livremente em S* e f,g € G, com f # idgex # g.
Como a acao de G sobre S?* é livre, entdao f(x) # x para todo x € S?*, de onde segue que f
nao possui pontos fixos. Mais ainda, como f ¢ um homeomorfismo, entdao f o f! = idsw e
portanto, deg(f)deg(f~') =1 e assim, |deg(f)| = 1. Suponha que deg(f) = 1. Logo,

2k

A= D) = (00 + (D)

= L+ (—1)*deg(f) = 2

e dai, pelo Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz, f tem um ponto fixo, o que é um absurdo pois
a G-agao ¢ livre. Portanto, segue disto que deg(f) = —1. Desta forma, deg(fo f) = deg(f)? =1
e assim, As2 # 0 e disto segue que f? tem um ponto fixo. Como a G-agao é livre, entdo temos
f? = idgor.

Analogamente, g* = idgex. Assim, como deg(f) = deg(g) = —1 entdo deg(fog) = 1 e assim,
Aoy # 0, de onde conclui-se que f o g = idger. Mas como f? = idger = g2, entdo teremos f =g

e portanto, G =~ Zs. O

Observagao 2.4.1 Seque da Proposicao anterior que se G é um grupo nao trivial com pelo

menos 3 elementos atuando livremente sobre uma esfera S™, entao m € impar.

Proposicao 2.4.2 Seja X um G-complexo livre homeomorfo a uma esfera de dimensao impar

S?=1. Entdo a agdo de G sobre Hy,_1(X) € trivial.

Demonstracao: Defina ¢, : X — X por ¢4(x) = ¢g-2. Como G atua livremente sobre X,
2%—1

entdo ¢, ¢ um homeomorfismo nao trivial se g # 1. Seja A,, = Z(—l)itr((cpg)i) 0 nimero
i=0

de Lefschetz de ¢ . Caso g # 1, sabemos que ¢, nao tem pontos fixos (pois a G-agao é livre)
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e entdao segue do Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz que A, = 0. Por outro lado, como
S = e U e?*7! (ou seja, é composta por uma 0-célula e uma (2k — 1)-célula) entao

2k—1

0=1Ay, =Y (=1)tr((g):) = tr(py)o — tr(g)an—1-

=0

Além disso, como S?*~! ~ X entao segue que X é conexo por caminhos e assim, temos (pg)o =
idszr—1. Desta maneira, como Hy(X) =~ Z, teremos tr((p,)o) = 1. Logo tr((¢g)2x—1) = 1 e logo,
(pg)2k—1 = idgze-1 (pois Hox_1(X) =~ Z). Portanto, G atua livremente em Hoj,_1(X). O

2.5 Resolucoes Periddicas via acoes livres em esferas

Definicao 2.5.1 Denominamos esfera de homotopia de dimensao n , e denotamos por

X", um CW-complexo que tem o mesmo tipo de homotopia que uma esfera n-dimensional S™.

Veremos agora que, se um grupo finito G' atua livremente em uma esfera de homotopia de
dimensao impar, entao podemos construir, através desta acao, uma resolugao projetiva de Z

sobre ZG e assim obtermos uma ferramenta para calcularmos a (co)homologia desse grupo.

Teorema 2.5.1 Seja G um grupo finito atuando livremente sobre uma esfera de homotopia
Y. Considere o complezo de cadeia celular aumentado de ¥, ¢ : Cu(X) — Z. FEntdo a

sequeéncia

o (5™ = = CHE™) D Cp(2™) 225 C(5™) 225 5 Co(S™) S Z - 0

onden : Hy,(X™) = C(X™) € a inclusao, € uma resolugao livre de Z sobre ZG que é periddica

de periodo m + 1.

Demonstracao: De fato, como ¥ é uma esfera de homotopia, entao X™ = S™ e logo
H,.(X™) ~ H,(S™), ou seja,

Hy(5™) = Z, sen=0m
" {0}, caso contrario

Considere o complexo de cadeias celular de ¥X™:

0= (=™ 225 0 (2m) 2278 2 oy 2 0p(Bm) < 0

onde C,,(X™) = 0 paran < 0 ou n > m. Mais ainda, como H,,(X") = Ker(0y,)/Im(0m+1) =~
Ker(0,) C Cn(X™), entdo temos H,,(X") — C,,(X™) e sendo H,,(X™) ~ Z, podemos
considerar a inclusdo n : Z — C,,,(X™). Tome entdo a aplicagao aumentagao ¢ : Cy(X") — Z

e considere a sequéncia 0 — Z % C,,(X™) Omy 2 Ci(X™) IR Co(X™) = Z — 0. Vamos
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verificar que esta sequéncia é exata. De fato, como para 0 < ¢ < m temos H;(¥™) = 0
entao Ker(0;)/Im(0i+1) = 0, de onde segue que Ker(9;) = Im(0;4+1). Além disso, como ¢ é
sobrejora, segue do Teorema do Isomorfismo que Co(X™)/Ker(e) ~ Im(e) = Z. Considere
agora o diagrama

2 o(Em) e OB — 57— 0

|o

0

e perceba que, como Z ~ Hy(X™), entao temos Cy(X™)/Im(dy) ~ Co(X™)/Ker(e) e logo
Ker(e) ~ Im(d;). Mais ainda, note que Im(d;) C Ker(e) pois dada uma 1-célula o', temos

O1(ol) = 21 — 2 e assim £(91(0!)) = e(x; —19) =1 — 1 = 0 e desta maneira,

g <(91 (Z&ZO’})) =£ <Z@1(03)> = 20428(81(0'21)) =0

e portanto Im(d;) = Ker(e). Assim, a partir da sequéncia anterior podemos construir uma
resolugao livre de Z sobre ZG (onde a ac¢ao de G sobre C,,(£™) é celular, induzida da agao livre
de G sobre ¥).

Agora, considere o diagrama

Cio =20y (5m) 2 Oy (Bm) — =~ 0 (Bm) 22e s 0y (5m)

RN -

Z Co(S™) —=>Z —0

J& vimos que Im(0dy) = Ker(e) e, além disso, Ker(n oe) = Ker(e) (pois n é injetora) e
Im(noe) = Im(n) = Ker(0,,) (pois € é sobrejetora). Desta forma, segue que o diagrama

anterior fornece uma resolucao livre de Z sobre ZG periddica de periodo d = m + 1. O

Exemplo 2.5.1 Consideremos G um grupo ciclico finito com geradort e R = ZG. Entdo

Z, i=0 Z, i=0
Hi(G;Z) =% Z,, i étmpar e HY(G;Z)=1<¢ {0}, i éimpar
{0}, @ € par L, i € par

Consideremos S' wvista como um CW-complexo com n vértices (que podem ser identificados
com as n-raizes da unidade) e n 1-células. Vamos denotar v; = e? e e; = (v;,vi11) as 1-células
de S'. Assim, tendo em vista que G = (t) = {t*; 0 < k < n—1}, podemos definir a G-agdo em
St por G xS' — St de modo que ty,.v; = Vi € tp.e; = epri, ondei = 0,...,n—1. Por esta agdo,

G atua livremente em S* como grupo de rotagoes. Além disso, como v; = t'.vy e e; = ti.eq,
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entao existe uma unica orbita de 0-células e uma unica orbita de 1-células, de onde seque que
Co(S) =~ ZG ~ Cy(S"). Deste modo, temos a sequéncia exata 0 — ZG X 7G 57— 0. Mas

7~ H\(S") = % ~ Ker(0y).

Assim, considerando n : Z — ZG como sendo o homomorfismo inclusdo, obtemos a sequéncia
erata 0 = Z 2 2G 252G S 7 — 0 e dai ... — ZG 25 26 25 2.6 25 2.6 25 26 S 7 — 0
¢ uma resolucao livre de Z sobre ZG. Agora, vamos determinar as aplicacoes 01 enoe. Temos
O1(eg) = v — vy = twg —vg = (t — 1).vg € logo, 01 é a multiplicacao por (t — 1). Considere

N=1+t+..+t""t. ComoZ~ H(S") ~ Ker(d,) e

al(N(eo)) = (]_ +t+ ...+ tn_l)(()l(eo) = (]. +t+...+ tn—l)(t - 1)1}0 = O,

n—1

temos N(eg) € Ker(0;) e logo, (N(ey)) C Ker(0y). Agora, se x = Zajtjeo € Ker(0),
=0

teremos

(91((13) =0= (CLO +at+ ...+ an,ltnfl)(t — 1).1)0 = 0,

de onde seque que (a1 — ag).vg + ... + (Ap_9 — ay_1)t" Ly = 0. Mas como Co(X) € um
Z-mddulo livre que tem como base as 0-células {vy, t.vy, ..., t”_l.vo}, entao ag = a1 = ... = Qp_1.-
Assim, x = ap(eg+t.eq+...+1t""teg) = agN(eg) e portanto, Z ~ H,(S') = Ker(d;) = (N(ep)).
Como Im(noe) = Ker(d1) = (N(ep)), temos (noe)(vg) = N(eg) e, deste modo, (noe)(1) = N.

Logo, noe € a multiplicacio por N. Temos entao os homomorfismos de ZG-mddulos

e c: R— 7 tal que e <n21riti) = nzln-;
e N: R — R dada por ]Z\??oz) =1 qLZ;O—I— ot Ha;
o (t—1): R— R tal que a — (t — 1)av.

E posstvel verificar que € € sobrejetor, Ker(¢) = Im(t—1) = Ker(N) e que Ker(t—1) = Im(N).

Consequentemente, obtemos a sequinte resolucao periodica de Z sobre ZG de periodo 2:
7655726 5726 5576 570
Vamos calcular H (G; M) e H*(G; M). Tensorizando a resolugdo por M, obtemos o complexo

N 76 9 M ES 726 006 MY 726 946 M 5 7269 M — 0.

, . . N
Através dos isomorfismos Z.G Rz M ~ M o complexo anterior toma a forma ... — M —

MES S 2L o Assim, seque que
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Mg, i=0

HA(G: M) Ker(t—1) .

(G M) ={ ————=, i € impar
—— i épar
Im(t—1) P

Agora, aplicando Homgg(—, M) a resolugdo tomada, temos
0 — Homza(ZG, M) =5 Homue(2G, M) s Homze(ZG, M) — ...

e através dos isomorfismos Homgq(ZG, M) ~ M e Homyg(Z, M) ~ M€, obtemos a resolucdo

t—1 N t—1 .
00— M — M — M — ... e desta maneira, temos

M€, =
A KerN .,
H' (G; M) = m, 1 € tmpar
Ker(t—1) i ¢ par
ImN

Em particular, no caso M = Z (com G-agdo trivial), temos (t — 1) = 0 e N = n. Daf,

Ker(t—1)=27Z, Im(t —1) = {0} = KerN e ImN = nZ, de onde seque que

L i=0 7, i=0
Hi(GZ) =1 Z,, i éimpar ¢ HY(GZ)=<S {0}, i ¢ impar

{0}, i € par L, i € par

2.6 Cohomologia de Tate

Usualmente, homologia e cohomologia de um grupo sao vistas como tendo propriedades duais
uma da outra. Contudo, quando o grupo é finito, mais do que propriedades duais, homologia e
cohomologia tem propriedades bastante similares. Tate descobriu uma maneira de explorar as
similaridades entre H,(G) e H*(G) para G finito. Ele demonstrou que existem um quociente
H° de H° ¢ Hy de Hy de modo que a sequéncia ...,Hy, Hy, Hy, H°, H', H?,... forme uma teoria
(unificada) de cohomologia, denotada por H *, denominada Cohomologia de Tate. Nesta secao,
apresentamos um pequeno resumo dessa teoria e algumas de suas propriedades.

Sejam G = {1 = to,t1,...,tp—1} um grupo finito de ordem n e M um ZG-médulo. Considere
n—1

a aplicagdo N : M — M dada por N(m) = (Z ti> m para todo m € M. Considere também
i=0
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os conjuntos M% = {m € M; gm =m, paratodo g € G} e

M

Mg = .
“ {(gm —m; g€ G, m € M)

Proposicao 2.6.1 Com as notagées anteriores, para todo g € G e m € M temos N(gm) =
N(m). Assim temos induzido um homomorfismo de grupos abelianos N : Mg — MS definido
por N(u) = N(u), comu € Mg.

Demonstracao: Seja g € G. A aplicacdo ¢, : G — G definida por ¢,(t;) = t;g, para
1 =0,...,n — 1, é bijetora. Logo, para cada i = 0,...,n — 1, existe um unico k& de modo que

t;g =t e para cada k = 0,...,n — 1, existe um unico ¢ tal que t;g = t;. Assim, para cada g € G
emée M,

N(gm) = (D) (gm) =3 (tig)m = (2 m) m = N(m).

=0 k=0

Agora, considere N : Mg — M definido por N(u) = N(u). A aplicacio N esta bem definida,
pois 77 = T3 implica que N(z;) = N(x3), de onde conclui-se que N (Z7) = N(T3). O

Definicao 2.6.1 A aplicacdo N : Mg — M€ dada por N (@) = N(u) é chamada de aplicacdo

norma.

Definigcao 2.6.2 Sejam G um grupo finito e M um ZG-mdédulo. A cohomologia de Tate

de G com coeficientes em M ¢ dada por

HY (G, M), para i >0
Coker(N), para i =0

Ker(N), para i =—1
H_; 1(G,M), para i < —1

onde N : Ma — MC € a aplicacdo norma.

Exemplo 2.6.1 Se G € um grupo finito de ordem n, entdao ?IO(G, Z7) ~ Zy. De fato, como a

acao de G sobre Z € trivial, entao para todo r € Z, temos

n—1
N(r) = ( ti)T:t0T+--‘+tn—1T:T—i-...—i-?“:m’.
i=0

Assim, HY(G,Z) = Coker(N) = Z/Im(N) = Z/nZ ~ Z,.



2.6 Cohomologia de Tate 37

A seguir, veremos algumas propriedades da teoria de cohomologia de Tate (que podem ser

encontradas na referéncia [[3], VL.5]):

(1)Descolamento de dimensoes: Dado um G-médulo M, é possivel encontrar G-mdédulos K

e C de modo que

H{(G; M) ~ H*NG; K) e H(G; M) ~ H(G;0),
para todo ¢ € Z.

(2) Produto Cup: Existe um produto cup na cohomologia de Tate,

HP(G; M) ® HY(G; N) — HP"(G; M & N)
u®RUv — uUwv

com propriedades similares as do produto cup para cohomologia ordinaria H*(G;Z). Por
exemplo, o produto cup tem elemento identidade 1 € Z/|G|Z = ﬁO(G; Z) e é associativo.
Assim, ﬁ*(G; Z) é um anel graduado e ﬁ*(G; M) é um PAI*(G; Z)-médulo para todo M.

(3) Para cada i € Z, é possivel obter um isomorfismo

p: H(G;Z) — Hom(H (G;Z), H(G;Z))
u — plu): H(G:Z) — H(G;7Z)

de modo que p(u)(v) = uUv € H(G;Z) = Z/|G|Z.
Observagao 2.6.1 Considere o Z-mdédulo Q/Z. Para cada n € Z, com n > 1, temos que o

elemento 1/n+7Z em Q/Z gera um subgrupo que € isomorfo a Z,. Assim, L, ~n"‘Z]7 — Q/Z.

Além disso, se A € um grupo abeliano tal que nA = 0 para algum n > 0, entdo

Hom(A,Q/Z) ~ Hom(A,n"'Z/Z) ~ Hom(A, Z,).

Se A ¢€ finito, entao Hom(A,Z,) ~ A. Segue entdo da propriedade (3) da cohomologia de Tate
que existe um isomorfismo p : H/(G;Z) — H-(G;Z) para todo i € Z.

Proposi¢ao 2.6.2 Seja G um grupo finito tal que H™(G;Z) # 0 para algum m > 1, e seja
p um primo que dwide a ordem de H™(G;Z). Entdo a cohomologia H™(G;Z,) contem um

somando de Z, (e logo, ndo € trivial).

Demonstracgao: Sabemos, pela Férmula dos Coeficientes Universais, que
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H™YG; Z) = parte livre(H,,41(G; Z)) @ parte de tor¢io( H,,(G;7Z)).

Como G é um grupo finito, entao sua Z-homologia é um grupo de torcao em dimensoes
maiores que zero (por [[27], Observacao 2.3.1, pg. 30]), de onde segue que H,,(G;Z) =
parte tor¢ao(H,,(G;Z)) e logo, H™"Y(G;Z) ~ H,,(G;Z). Por outro lado, pelo Teorema dos

Coeficientes Universais sabemos que

0— Ext(Hn-1(G;2),Z,) - H"(G;Z,) — Hom(H,,(G; Z),Z,) — 0

¢ exata e cinde. Assim H"(G;Z,) ~ Hom(H,,(G;Z); Z,)® Ext(H,,-1(G; Z), Z,). Como p é um
primo divisor de |H™*1(G; Z)|, entao sabemos pelo Teorema de Sylow que existe um subgrupo
F de H™(G;Z) de modo que F ~ Z,,. Entretanto, H,,(G;Z) ~ H™(G;Z) e desta maneira
segue que existe H subgrupo de H,,(G;Z) tal que H ~ Z,. Considere entdo i : Z, — H,,(G;Z)
a aplicacdo inclusdo. Entdo ¢ induz uma aplicacao iy : Hom(H,,(G;Z),Z,) — Hom(Z,,Z,)
que ¢é sobrejetora. Porém, Hom(Z,,Z,) ~ Z, e dai, segue do Teorema do Isomorfismo
que Hom(H,,(G;Z),Z,) tem um somando isomorfo a Z,. Assim, segue pelo Teorema dos
Coeficientes Universais que H™(G;Z,) possui um somando isomorfo a Z, e portanto, nao é

trivial. O

Exemplo 2.6.2 Se G = 7Z, ¢ p € um primo divisor de r entao, para todo m impar, temos
H™(G;Z,) # 0. De fato, sabemos que H™(G;Z) = Z,. Como p divide r, entao H™(G;Z,) #
0. Observe, contudo, que H™(G;Z) € trivial.

2.7  Grupos com cohomologia periodica

Definicao 2.7.1 Um grupo finito G tem cohomologia periddica se para algum d # 0 existe
um elemento u € HYG:Z) que é invertivel no anel H*(G,Z).

Assim, o produto cup nos fornece o isomorfismo de periodicidade

wU—: HY(G; M) 5 H™ (G M)

para todo n € Z e todo G-mddulo M. Em particular, tomando n = 0 e M = 7Z, temos que

HYG:7) ~7)|G|Z e que u gera HY(G;Z).

Se sabemos que um grupo GG tem cohomologia periddica, a tarefa de computar H *(G) se
torna bem mais simples. Logo, ¢é interessante que tenhamos um critério para decidir quando

um grupo G tem cohomologia periddica.
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Teorema 2.7.1 As sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) G tem cohomologia periddica;

(ii) Existem inteiros n e d, com d # 0, tais que H™(G; M) ~ H"™(G; M) para todo
Z.G-modulo M ;

(iii) Para algum d # 0, HY(G;Z) ~ Zicy;

(iv) Para algum d # 0, HY(G;Z) contém um elemento u de ordem |G|.

Demonstracao: A demonstragao de [(i) = (ii)] segue diretamente da defini¢do de grupo com
cohomologia periédica.

[(ii) = (iii)] Agora, suponha que seja vélida a afirmacao (ii). Logo, pela propriedade de
deslocamento de dimensoes, sabemos que f-\lk(G; N) ~ ]?I’“d(G; N), para todo k € Z e todo
G-modulo N. Assim, tomando &k = 0 e N = Z, obtemos fld(G; 7) ~ PAIO(G; Z) ~7./|G|Z, como
queriamos.

[(iii) = (iv)] Vamos supor verdadeira agora a afirmacao (iii). Sabemos entao que para algum
d # 0, temos H(G:Z) ~ 7/|G|Z. Considere entdo ¢ : Z/|G|Z — H%(G;Z) tal isomorfismo e
defina u := ¢(1). Temos o(1) = |G| e logo, como ¢ é isomorfimos, o(u) = |G| como querfamos.

[(iv) = (i)] Agora, suponha verdadeira a afirmacio (iv). Considere u € H%(G:Z) de modo
que o(u) = |G|. Entdo o subgrupo Zu de H%(G;Z) é isomorfo a Zic) ~ |G| 'Z)Z.

Considere f : Zu — |G|'Z/Z C Q/Z tal que f(u) = 1/|G|+Z =1 € Zg. Como Q/Z é um
Z-médulo injetivo (ver [3], pg. 65), entdo por definigao existe uma extensao de f, aqui denotada
por f, de modo que f : }AId(G; 7Z) = Q/Ze flu)=1¢ Z)i|- Mas, pela observacao temos
71 HYG;Z) — H-4(G;Z) um isomorfismo. Assim, existe v € H-%(G:Z), v = p(u), de modo

que o(v) = |G|. Considerando a aplica¢ao dada pelo produto cup

HYG;2) = HY(G;Z) ~ Zjo) — Q/Z,

segue que f(u) = uUwv = w.v. Daf segue que u é invertivel e logo, concluimos que G tem

cohomologia periddica. O

Corolario 2.7.1 Se G € um grupo finito que atua livremente sobre uma esfera de homotopia de
dimensio m entio G tem cohomologia periddica de periodo m + 1. Além disso, H™" (G, Z) ~

Demonstracao: Pelo Teorema [2.5.1, sabemos que a sequéncia

o C(S™) = = O (E™) s Co(B™) 25 Oy (X) 25— Co(E™) S Z— 0

¢ uma resolucao periédica de Z sobre ZG com periodo m+ 1. Considere agora M um G-modulo

qualquer e o complexo de cocadeias
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Homze(C, M) : 0 — Homze(Co(E™), M) 55 ...

6m 5m+1

S Homug(Con(5™), M) 25 Homaa(Co(Sm), M) T ..

onde §"+(m+1) = §” para todo n € Z. Note que, para d =m + 1 e n = 1 e pela definicio m,
ﬁ”(G; M)=H"(G;M) e ﬁ]”*d(G; M) = H"(G; M) pois d,n > 0, temos

Ker(6')  Ker(6mth+l)

_ _ (m4D)+1 .
Im(a9) Im(om+1) H (G5 M),

HY(G; M) =

onde M é um G-médulo qualquer. Logo, como existem d, n € Z com d # 0 tais que ﬁ]”(G; M) ~
H ntd(G; M) para todo G-médulo M, entdo segue do Teorema que G tem cohomologia
periédica com periodo d = m + 1. Mais ainda, pela definicao 2.7.1| para M = 7Z, temos
H"(G;Z) ~ H"(m+)(G; Z) para todo n € Z. Logo, temos H(G;Z) ~ H™(G; Z). Contudo,
pelo exemplo sabemos que, como G é finito, i "G Z) ~ Zyc). Portanto, concluimos que
H™NGZ) = H" NG Z) ~ Zyg. 0

Exemplo 2.7.1 Seja G = Z, e considere a Z,-agao sobre S* da sequinte maneira: dado x € S',
defina gz como sendo o ponto de S* obtido apds rotacionar (no sentido anti-hordrio) o ponto x
por 297 [p graus (onde g = 0,...,p —1). Entdo a Zy-agao sobre S' € livre e logo, pelo Teorema
seque que Z, tem cohomologia periddica de periodo d = 2. Mais ainda, sabemos que
H*(Zy; Z) ~ Lz, = Z, e portanto H*"(Zy; Z) ~ Z,, para todo n € N.



CAPITULO

3

Espacos Classificantes, Sequencias Espectrais

e Homomorfismos Transfer

Neste capitulo, estudaremos os conceitos de fibrados, fibracoes e sequéncias espectrais,
que sao de fundamental importancia para a demonstracao detalhada do resultado principal.
Veremos alguns resultados que relacionam os conceitos de fibrados e fibragoes e, em um
segundo momento, introduziremos a sequéncia espectral cohomolégica de Leray-Serre associada
a uma fibragdo, que terd particular utilidade para o nosso estudo. Algumas demonstracoes
de resultados presentes neste capitulo foram omitidas pois o enfoque deste trabalho é o

detalhamento da referéncia [I1]. Porém, os resultados deste capitulo podem ser encontrados
nas referéncias [6], [13], [17], [29].

3.1 Fibrados

Ao longo desta secao, considere E, F', B e P sendo espagos topoldgicos.

Definigao 3.1.1 Seja X um G-espago. Dizemos que a a¢ao de G em X ¢é efetiva (ou que G
atua efetivamente sobre X se o homomorfismo G — Homeo(X), dado por g — ¢, de modo

que pg4(x) = gz, € uma aplicagao injetora.

Definicao 3.1.2 Seja G um grupo topolégico atuando efetivamente sobre F'. Um fibrado E
sobre B com fibra F e estrutura de grupo G é uma aplicagao continua p : E — B junto
com uma cole¢io de homeomorfismos {¢ : U x F — p~Y(U)} para abertos U em B (onde ¢ €

denominada uma carta sobre U) tais que:

41
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(1) O diagrama

comuta para cada carta @ sobre U, onde py : U X F'— U ¢é a aplicagao projegcao sobre U ;
(2) Cada ponto de B admite uma vizinhanga aberta sobre a qual existe uma carta;
(3) Se ¢ é uma carta sobre U e V C U € aberto, entio ¢y € uma carta sobre V;
(4) Dadas quaisquer cartas o, ¢’ sobre U, existe uma aplicacdo continua 0,, U — G de

modo que

o (u, f) = o(u, 0, (u).f)

para todo u € U e para todo f € F'. A aplicagio 0, ; € denominada de fungao transi¢ao
para ©,p ;

(5) A colecio de cartas é mazimal dentre as colegoes que satisfazem as condigoes (1),(2),(3)
e (4)

Uma aplicagao continua p : B — B é chamada de fibrado localmente trivial se as trés
primeiras condicoes da definicao de fibrado sao satisfeitas.

A terminologia usual € chamar B de base, F de fibra e E de espaco total. Usualmente

denota-se (G,p, E, B, F) por E.

Perceba que na definicao de fibrado localmente trivial, nao existe a necessidade de assumir a
existéncia de uma agao de um grupo qualquer G sobre F' (justamente porque somente a partir
da 4* condicao da defini¢ao de fibrado é que se faz necessaria a estrutura de grupo G).

Trivialidade local é uma importante distin¢ao entre um fibrado e uma aplicacao qualquer.

Observagao 3.1.1 Observe que um fibrado localmente trivial é um fibrado com estrutura de

grupo G = Homeo(F).

Observacao 3.1.2 Dados os espacos B e F' e uma acdao de um grupo topologico G sobre F,
suponha uma cole¢ao de pares 7 = {(Uy, 04)}, onde cada U, € um aberto de B e 6, : U, — G
¢ uma aplicagao continua, satisfazendo:

(1) A cole¢io {U,} é uma cobertura para B;
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(2) Se (Uy,0,) € T e W C Uy, entio (W, (0a)w) € 75

(3) Se (U,0,), (U,03) € 7, entao (U,0,05) € 7, onde a aplicagio 0,05 : U — G € da forma
0al)s (1) = 0u(u)05(u);

(4) A coleciao T € maximal com relagao as trés condigoes anteriores.

Entao existe um fibrado p : E — B com estrutura de grupo G, fibra F' e funcoes transi¢cao

0, (ver [[G], Ezercicio 56, pg. 80]).

Frequentemente, utilizaremos a notacdo F < E 25 B para indicar um fibrado p : E — B
com a fibra F.

Exemplo 3.1.1 A projecao pg : B X F'— B € um fibrado com espaco total B X F', base B e

fibra F, denominado fibrado trivial.

Exemplo 3.1.2 Seja F' um espaco com a topologia discreta. Entao todo fibrado localmente
trivial sobre B com fibra F' é um espaco de recobrimento. Reciprocamente, se p : E — B €
um espago de recobrimento com B conexo, entao p é um fibrado localmente trivial com fibra

discreta.

Exemplo 3.1.3 O fibrado tangente de uma variedade diferencdvel ¢ um fibrado localmente

trivial.

Definicao 3.1.3 Um morfismo entre fibrados com estrutura de grupo G e fibra F
de EL B o E' L B ¢ um par de aplicagdes continuas f : E — E e f: B — B tais que o

diagrama

comuta e de modo que para cada carta ¢ - U x F = p~(U) combe U e¢ : U xF — p Y (U')
e cada b € U com f(b) € U, a aplicagio ((¢')~" o foo) : {b} x FF = {f(b)} x F é um
homeomorfismo dado pela agao de um elemento ¢y v € G. Mais ainda, b — 1/1¢’¢/(b) define

uma aplicagdo continua de U N f~H(U") a G.

Em particular, um isomorfismo de fibrados é uma aplicagao de fibrados ( f.f ) que admite

uma aplicacdo (g, g) na direcao contraria de modo que ambas composi¢oes sejam a identidade.
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Definicao 3.1.4 Sejam p: E — B um fibrado com fibra F e estrutura de grupo G e f : B'— B

uma funcgao continua. Defina o pullback de p: E — B por f como sendo o espaco

’

F(E)={(t,e) € B x E; ple) = [()}.

Considere p : E — B um fibrado com fibra F e estrutura de grupo G e q : f'(E) — B a
restricdo da aplicacio projecio B’ x E — B’ & f'(E). O diagrama

é comutativo, pois (foq)(b',e) = f(b') e (popr)(b,e) = ple), que coincidem pela definicio de
Fi(E).

Teorema 3.1.1 A aplicacio q : f'(E) — B’ é um fibrado com fibra F e estrutura de grupo G.

Além disso, aplicacio (f'(E),B") o), (E, B) € uma aplicagao entre fibrados.

Demonstracao: Ver [[6], Teorema 4.13, pg. 91]. O

3.1.1 Fibrados principais e fibrados associados

Fibrados principais sao casos especiais de fibrados, contudo podem ser utilizados para construir
qualquer fibrado. Reciprocamente, todo fibrado determina um fibrado principal.

Seja G um grupo topoldgico. O grupo G atua sobre si mesmo por translagao a esquerda
G — Homeo(G), g~ (x+— gx).

Definicao 3.1.5 Um G-fibrado principal sobre B é um fibradop : P — B com fibra F = G

e estrutura de grupo G atuando por translacdo a esquerda sobre a fibra.

Proposicao 3.1.1 Sep: P — B ¢ um G-fibrado principal, entao G atua livrementea direita

sobre P, com espaco de orbitas B.

Demonstracao: Primeiro, note que G atua sobre a trivializagao local pela direita, com a acao

dada pela aplicacao

P:(UxG)xG — UxG
((u,9),9) = (u,9).9 = (u,99).
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que comuta com a acao de GG sobre si mesmo de translacao pela esquerda. Logo, é possivel
definir uma G-acéo & direita sobre P usando a identificacio dada pela carta U x G p H(U),

ou seja, a aplicacao

PxG — F
(e(u,g9),9) — o(u,g).9 =pu, gq9).

fornece uma acio a direita de G sobre P. Caso ¢ seja outra carta sobre U, entéo temos ¢(, g) =
¢ (u,8,,(u).9) e, por outro lado, ¢(u,gg') = ¢ (u,8, (u)(99)) = ¢ (u, (8, (w)g)d), ou
seja, a acao independe da escolha da carta. Além disso, como a acao é livre localmente e
(UxG)/G=UxG/G =U e P élocalmente da forma U x G (pela colegao dos homeomorfismos
da defini¢ao de fibrado) entao P/G = B. 0

Exemplo 3.1.4 Todo recobrimento reqular p : E — B ¢ um G-fibrado principal com
G = m(B)/p«(mi(E)) (onde G estd com a topologia discreta). Em particular, o recobrimento

universal B — B de um espago € um m1(B)-fibrado principal.

Teorema 3.1.2 Suponha que X é um espaco paracompacto Hausdorff e G um grupo de Lie
compacto atuando livremente sobre X . Entao a aplicag¢ao de orbitas X — X/G é um G-fibrado

principal.
Demonstragao: Ver [[2], Teorema 5.8, pg. 88]. O

3.1.2 Construcao de Borel

Nesta se¢ao veremos uma importante construcao de um fibrado a partir de um fibrado principal.
Vimos na Observacao que as funcgoes transicao 6, : U, — G e a acao de G sobre F
determinam um fibrado sobre B com fibra F' e estrutura de grupo G. Usando isto, pode-se
mostrar que se um grupo topolégico G atua sobre os espacos F e F' e p: E — B é um fibrado
com fibra F' e estrutura de grupo G, entao é possivel utilizar as fungoes de transicao de p para
definir um fibrado p' : E' — B com fibra I e uma estrutura de grupo G com as mesmas
funcgoes de transicao.

Esse processo é chamado de mudanca de fibra de F & F' e pode ser ttil porque as
topologias de E ¢ E' podem ser distintas.

Um caso fundamental de mudanca de fibras ocorre quando se considera F' = G, com
GG atuando sobre si mesmo pela acao de translagao a esquerda. Entao as funcoes transicao
do fibrado F' — FE — B determinam, pela Observacao [3.1.2], um G-fibrado principal G —
P(FE) — B. Denominamos este G-fibrado de G-fibrado principal subjacente ao fibrado
p: F — B com estrutura de grupo G.
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Reciprocamente, dado um G-fibrado principal G — P — B e uma ag¢ao de G sobre um
espaco F', podemos associar um fibrado F' <— E — B tal que P = P(E). Uma construgao
possivel é dada pela seguinte definicao.

Com essas consideracoes, veremos a seguir uma importante construcao, denominada
construcao de Borel.

Seja p : P — B um G-fibrado principal. Suponha que G atua a esquerda sobre F. Defina a
P x¢q F por

Pxg o= X8

~J

onde (z, f) ~ (xg,g7'f), para todo x € P, f € F e g € G, é uma relagao de equivaléncia.

Denotemos [z, f] € P X F a classe de equivaléncia do ponto (x, f) e defina a aplicagao

q: P xgF — B dada por [z, f] = q([z, f]) = p(x).
A aplicacio ¢ esta bem definida, pois dados z, ' € P e f,f € F tais que [z, f] = [2, f'], existe
g € G de modo que 2" = zg e f = g 'f. Mas como P/G = B pela Proposicao [3.1.1 temos
(2] = ['] e logo, p(x) = p(z).

Proposicao 3.1.2 Sep: P — B é um G-fibrado principal e G atua sobre F', entao

F— PxeF% B,

onde q([z, f]) = p(x), é um fibrado sobre B com fibra F e estrutura de grupo G que tem as

mesmas fungoes transicao que p: E — B.

~ . . . N /
Demonstracgao: Primeiro, perceba que dados dois G-espacos a esquerda Y e Y, um G-espaco

N . . ’ . ~ . . . . ~
a direita X e f:Y — Y uma aplicagao equivariante, podemos definir uma aplicagao

Xxagf: XxgY =5 XxgY'; [x,y] = [z, f(y)]

Essa aplicacao serda aberta desde que f seja aberta. Isto segue diretamente do fato de que
qoidx X f = X xg foqi,ondeidy x f: X xY — X xY' édada por (idx x f)(x,y) = (z, f(y)),
G X XY 5 XxeYeq: XxY = X xq¢Y saoas projecoes quociente. Agora, considere a
aplicacao ¢ : X xgG — X por ¢([z, g]) = xg. Esta aplicacao é um homeomorfismo equivariante
de G-espagos a direita cuja inversa é dada pela aplicagao ¢ : X — X X G tal que ¢(z) = [z, €].
Por outro lado, se considerarmos X um G-espacgo a direita, Y um G-espaco a esquerda e um

H-espaco a direita, e Z um H-espaco a esquerda, teremos um homeomorfismo

O (X xgY)xuZ = X xa (Y xg Z); [lx,y], 2] = [z,y, 2]]-
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Com essas consideragoes iniciais, estamos finalmente em condigoes de verificar que q : P X ¢
F — B é um fibrado. Dado um aberto U C B, a carta  sobre U sera da forma

G UXFSFxUS (FxaGQ) xUSF xg(GxU) % g p (U) S g1 (U).

As quatro primeiras aplicagoes sao homeomorfismos (pelas consideragoes iniciais). A tltima
aplicacao ¢ induzida pela inclugao p~'(U) — X e é um mergulho em F xg X e sua imagem ¢
q H(U). Além disso, se ¢ e 1 sao cartas sobre U do G-fibrado principal e se § : U — G ¢ a

transicao de p,1), entao

Pl g) = g, ¢(uwe)] = lg,¢(u,0(u)e)]
= lg,0(w)p(ue)] = [g0(u),¢(u,e)]
= P(u,0(u)g)

e logo 6 é a transicao de 3,10. Segue disto que ¢ : P xg F' — B é um fibrado sobre B com fibra
F' e estrutura de grupo G. a

Dizemos que ¢ : £ xg F — B ¢é o fibrado associado ao fibrado principal p: ¥ — B
via a acao de G sobre F' e é chamado de construcao de Borel. O espaco total £ xg B é
chamado de espago de Borel.

Conclui-se disto que os fibrados principais sao mais basicos do que fibrados quaisquer, no

sentido de que a fibra de sua G-acao é explicita.

3.2 Fibracoes

Existem dois tipos de aplicagoes de fundamental importancia em topologia algébrica: fibracoes
e cofibragoes. Apesar de serem geometricamente mais complicadas do que as cofibragoes,
uma grande variedade de fibragoes sao também fibrados e, por outro lado, todo fibrado sobre
um espago paracompacto é também uma fibracdo (como veremos a seguir), de modo que ja

conhecemos alguns exemplos de fibragoes.

Definicao 3.2.1 Sejam E e B espacos topologicos. Uma aplicagao continua p : E — B €
uma fibragao se, dado o espago topoldgico Y e as aplicagoes continuas g : Y x {0} — E e
G:Y x 1 — B tais que (po g)(y,0) = G(y,0) para todo y € Y, existe uma aplica¢ao continua

G:Y x I — E de modo que o diagrama

Y x {0} L= FE

| 200

Yy xI—9.B
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seja comutativo, ou seja, g(y,0) = G(y,0) e (po G)(y,t) = G(y,t), para todoy €Y et € I. A

aplicagio G € chamada de levantamento de G por p.

Exemplo 3.2.1 Sejam B e F espacos topoldgicos. A projecao no primeiro fator pg : BX F —
B € uma fibragao. De fato, sejam g:Y x {0} - Bx F e G:Y x I — B aplicagoes continuas
de modo que (pg o g)(y,0) = G(y,0) para todo y € Y. Para verificar que p € uma fibragao,
basta definir G(y,t) = (G(y,t),pr(g(y,0))). Temos G continua e, mais ainda,

G(y,0) = (G(x,0),pr(9(y,0)) = (ps(9(2,0)),pr(9(z,0))) = g(,0)

e disto seque que pg € uma fibracado.
Proposicao 3.2.1 Toda aplicagao de recobrimento é uma fibragao.
Demonstragao: Ver [[29], Teorema 3, pg. 67]. O

Observacao 3.2.1 O levantamento G de uma aplicacio G por wma fibragio p ndio é

necessariamente unico.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Hurewicz para fibragées): Seja p: E — B uma aplicagao
continua. Suponha que B é um espaco paracompacto e suponha que existe uma cobertura aberta
{Ua} de B de modo que p—1 (v, : p*(Us) = Ua € uma fibragio para cada U,. Entiop: E — B

¢ uma fibragao.

Demonstracao: Ver [[29], Teorema 12, pg. 95]. O
Corolario 3.2.1 Sep: E — B € um fibrado sobre um espaco paracompacto e Hausdorff, entao
p € uma fibracao.

Demonstracao: Ver [[29], Corolario 14, pg. 96]. O

Definicdo 3.2.2 Sep : E — B ep : E' — B sdo fibracées, entio uma aplicacdo de

fibragées ¢ um par de aplicagées f: B — B' e f: E— E de modo que o diagrama

E
|
B

— s F

i

/7

f /

— B

f

comute, ou seja, fop=1p o f.
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Perceba que, da definicao de aplicacao entre fibragoes, que dada uma aplicacao G : Y x [ —
B com levantamento G : Y x I — E, a aplicacdo fo G : Y x I — B’ terd levantamento
foG:YxI—FE.

Definicao 3.2.3 Sep: E — B € uma fibracao e f : X — B uma aplicagao continua, definimos

o pullback de p : E — B por f como sendo a aplicacio f'(E) % X onde

F(B)={(z,e) e X X E; f(zx)=p(e)} CX xE
e a aplicagio f'(E) 4 X € a restricio da projecio X x E — X.

Observagao 3.2.2 A aplicacio f'(FE) % X ¢ uma fibragdo. De fato, sejam g : Y x {0} —
fA(E) e G:Y x1 — X aplicagdes continuas tais que Goi = qo g, onde ¢ = (px)s+(p)
ei:Y x {0} =Y x1I ¢ a aplicagdo inclusdo. Considere pp : f'(E) — E a projecio na
sequnda coordenada. Note que, sendo f : X — B a aplicacdo dada pela definicao de pullback e
p: E — B fibracao, temos

(fopx)(z,e) = f(z) = p(e) = (pope)(z,e), para todo (z,e) € f(E).

Assim, como gog=Goi epopr = foq entdo seque que o diagrama

Y x {0} = f'(B)

e

G !

¢ comutativo. Assim, como foG :Y xXxI — B eppog:Y x {0} — E sdo continua e
(foG)oi=po(pgog), seque do fato de p: E — B ser uma fibra¢ao que existe uma aplicagdo
G:YXxI—>FEtidquepoG=/foGeGoi=pgog. Defina G :Y x I — f\(E) por
G'(y,t) = (G(y,t),G(y,1)). Como sabemos que f(G(y,t)) = p(G(y,t)) entio G (y,t) € f'(E).

Além disso, temos

G (y,0) = (G(y,0),G(y,0)) = (px(9(y.0)),pe(g(y,0))) = g(y.0), para todo y € Y
(G (y, 1) = px (G (y,1)) = G(y,t), para todo (y,t) €Y x I

de onde concluimos que q : f'(E) — X € uma fibragdo.

Teorema 3.2.2 (Sequéncia Exata de Homotopia de uma fibracao): Seja F <i> EL B

uma fibragao. Entao existe uma sequéncia exata longa
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e () s n(B) 25 10(B) S 10 i (F) = oo = m(B) S 10(F) 2 mo(B) 2 mo(B).

Demonstragao: Ver [[29], Teorema 10, pg. 377]. O

3.3 Espacos Classificantes

Teorema 3.3.1 (Teorema de Milnor): Dado um grupo topoldgico G, existe um espagco BG
e um G-fibrado principal G — EG — BG com espaco total EG, de modo que se G — E — X
¢ um G-fibrado principal sobre um espaco topoldgico X qualquer, entao existe uma unica classe
de homotopia de aplicagoes f : X — BG tal que f'(EG) = E, isto é, se existe uma outra
aplicagdo g - X — BG de modo que ¢'(EG) = E entio g é homotépica a f.

Demonstracao: Ver [[1], Teorema 1.1, pg. 47]. O

Definicao 3.3.1 O espaco BG € chamado de espacgo classificante de G.

A seguir, segue uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um espago seja 0 espaco

classificante (como definido pelo Teorema de Milnor).

Teorema 3.3.2 Seja G — E — B um G-fibrado principal. Entao B é um espaco classificante

para G se, e somente se, E é contrdtil.

Demonstracao: Ver [[1], Teorema 1.2, pg. 47]. O

Observacao 3.3.1 Se G € discreto, entao teremos

G, n=1
m(BG) =
0, n>1

e portanto BG é um K(G,1)-complexo. De fato, pois G discreto implica que mo(G) = G e
m(G) = 0 para n > 1. Logo, pela sequéncia exata longa de homotopia, temos m,(BG) =~
T (EG) para n > 1. Mas como EG é contrdtil (pelo Teorema seque que m,(BG) = 0
para n = 2. Além disso, teremos a sequéncia 0 — m(BG) — mo(G) — 0 exata, de onde

conclui-se m (BG) = G.

Denotemos o G-fibrado principal G — EG — BG por wg.



3.3 Espagos Classificantes 51

Teorema 3.3.3 Para qualquer G-fibrado principal n = (G,p, E,B,G) sobre um espago
paracompacto Hausdorff B, existe uma aplicacao f : B — BG tal que n e o fibrado pullback
f'(we) sdo G-fibrados principais isomorfos sobre B. A aplicagio f : B — BG é chamada uma

aplicacao classificante para o G-fibrado principal E 2 B.

Demonstracao: Ver [[17], Teorema 12.2, pg. 57]. O

Teorema 3.3.4 Sejam fo, fi : B — BG duas fungées continuas tais que fy(wg) e fi(wg) sdo

fibrados isomorfos sobre B. Entdao fy é homotopica a f;.

Demonstracao: Ver [[17], Teorema 12.4, pg. 58]. O

Observagao 3.3.2 Sejam X e Y espacos paracompactos e Hausdorff com agdo livre de um
grupo compacto de Lie G e denotemos nx = (G,px, X, X/G,G) e ny = (G,py,Y,Y/G,G),
respectivamente, e seja h : X/G — BG uma aplicagao classificante para nx. FEntdo, pelo
Teorema seque que nx e h'(wg) sio G-fibrados principais isomorfos sobre X/G.
Suponhamos que f : X =Y seja uma aplica¢io G-equivariante. Se g : Y/G — BG € uma
aplicagio classificante para ny e f: X/G = Y/G, entdo go f : X/G — BG também classifica

o G-fibrado principal nx e go f ~ h. De fato, considere o diagrama comutativo

x—1 oy EG
o
X/G—=Y/G —~BG

Seque do Teorema que ny e o fibrado pullback g'(wg) sdo G-fibrados principais isomorfos
sobre Y/G. Como f: X —Y € G-equivariante, seque de [[17], Teorema 4.2, pg. 44] que nx e
7! (wg) sao G-fibrados principais isomorfos sobre X/G. Por outro lado, como ny € isomorfo a
g'(wa), de [[17], § 10, cap. 4] concluimos que f'(ny) e f'(¢'(wg)) sdo isomorfos. Além disso,
de [[17], Proposicdo 5.7, pg. 19] temos f'(g'(wg)) e (go f)(we) G-fibrados principais isomorfos
sobre X/G e portanto nx e (go f)'(wg) sdo isomorfos. Logo, pelo Teoremam temos go f ~ h.

3.3.1 O Espago de Borel

Suponhamos que G seja um grupo compacto de Lie atuando livremente em um espago topolégico

X paracompacto Hausdorff. Entao podemos tomar

c: X/G— BG
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uma aplicagao classificante para o G-fibrado principal X — X/G, onde EG — BG é o G-fibrado
principal para G.

Denotemos por X o espago de Borel EG xg X = (EG x X)/G de X, obtido a partir
da agdo livre de G sobre EG x X dada por g(z,e) = (gz, ge).

Para o caso em que G é um grupo finito, claramente teremos G um grupo compacto de
Lie. Além disso, pelo exemplo sabemos que BG é um K (G, 1)-complexo e logo, é também

paracompacto. Mais ainda, como EFG — BG é um G-fibrado principal, segue da Proposicao

BT que

: Xg — — = BG
1Y G G )

induzida pela projecao na primeira coordenada FG x X — EG, é um fibrado com fibra X,
estrutura de grupo G e espago base BG sendo o espaco classificante de G. Como BG é
paracompacto, pelo Corolério [3.2.1] segue que p é uma fibracao com fibra X e espaco base
BG, chamada fibracao de Borel associada ao G-espago X.

Observagao 3.3.3 Se G atua livremente sobre X, entao a aplicagao s : Xg — X/G, induzida
pela projecao na sequnda coordenada EG x X — X, € uma fibragao com fibra contratil EG e

portanto, € uma equivaléncia de homotopia (para detalhes, ver [[7], Proposi¢ao 8.18, pg. 62]).

Observacao 3.3.4 Sejam p : Xg — BG a fibragao de Borel associada ao G-espaco livre X,
onde G é um grupo compacto de Lie e denotaremos por h : X/G — X a inversa homotdpica
de s: Xg — X/G. Entao poh: X/G — BG classifica o G-fibrado principal X — X/G.

De fato, consideremos o diagram comutativo

X——FEGx X —EG

TR

X/G—"—X,—2~BG

Denotemos porn o G-fibrado principal X — X/G e por o o G-fibrado principal EG x X — Xg.
Como p é uma aplicagio G-equivariante, temos que o fibrado pullback p'(wg) e a sdo G-fibrados
principais isomorfos. Assim, basta verificar que o fibrado pullback h'(a) e n sio G-fibrados

principais isomorfos. Para isto, consideremos o sequinte diagrama comutativo:

X——FEGx X ——X

oo

X/G——sXs— > X/G

e observemos que s ¢é G-equivariante. Assim o fibrado pullback s'(n) e a sio G-fibrados
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principais isomorfos e deste modo h'(s'(n)) € isomorfo a h'(a)). Por outro lado, desde que
!

soh é homotépica a identidade, temos que (soh)'(n) = h'(s'(n)) € isomorfo ao fibrado pullback

z'd!X/G(n) =1. Assim, h'(a) e n sdo G-fibrados principais isomorfos. Portanto

n="h(a) =(p(wa)) = (poh)(wa),

o que implica que p o h classifica o G-fibrado principal n.

3.4  Sequencias Espectrais Cohomologicas

Introduzida originalmente para o estudo de propriedades da homologia e da cohomologia de
fibragoes arbitrarias, o conceito de sequéncia espectral tem um grande ntimero de aplicagoes na
teoria de Topologia Algébrica. Nesta secao, apresentaremos o conceito de sequéncia espectral
cohomoldgica, bem como a Sequéncia Espectral Cohomolégica de Leray-Serre associada a uma
fibracao. Estes resultados serao de fundamental importancia para o capitulo 4. As principais
referéncias para esta secao sao [0], [23] e [29].

Nesta secao, consideraremos R um dominio de ideias principais.

Definicao 3.4.1 Um mddulo diferencial bigraduado E sobre R ¢ uma colecio de R-
mddulos { EP1}, para todo par de inteiros p e q, junto com uma colegio de R-homomorfismos
d : E** — E** de bigrau (r,1 — r) satisfazendo d o d = 0 (ou seja, uma colegio de R-

homomorfismos dP4 : EP9 — EPYTHI=T de modo que dPTITIT o dP9 = ().

Definigao 3.4.2 O mddulo de cohomologia, denotado por H(E), é o médulo bigraduado

Ker(dP : EP4 — pptrati=r)
D,q *, % —
H (E 7d> - [m(dp—r,q+r—1 - fpp—rgtr—1 EP7Q>'

Definicao 3.4.3 Uma E\-sequéncia espectral cohomoldgica é uma colecao de R-modulos

diferenciais bigraduados {E,,d,.}, onder € Z er >k, de modo que E,, ~ H(E,).

Observacao 3.4.1 Perceba que, dada uma Ey-sequéncia espectral cohomoldgica, € possivel

definir uma E,/-sequéncia espectral cohomoldgica para qualquer kK > k.

A fim de definir o termo limite de uma sequéncia espectral, para qualquer k > r, denotaremos

4 — q . ’ +7+1_
2P = Ker(dpd : Epa — Eptratir)

P,q — p—r,q+r—1 . pp—r,qgt+r—1 D,q
BP4 = I'm(dP . EP — EPA).
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Pela definicao de modulo diferencial bigraduado, temos a condicao d,. o d, = 0, de onde segue
que B, C Z, C E,. Assim, pela defini¢ao temos E,.1 ~ Z,./B,. Agora, denote

Z(Eppa)? = Ker(d)?, : Bl — BT
BB, )t = In(de ST EPLart L e

Como B(E,;1) C Z(E,y1) C E.y1 ~ Z,./B,, segue de [[16], Teorema 1.10, pg. 173] que
existem submédulos Z,41 e B,y de Z, contendo B, de modo que Z(E,;1)P9 ~ Z7 /BP? e
B(E,+1)P? ~ B!, /BP? para todo par p,q. Assim, teremos B, C B,y1 C Z,11 C Z,. Além
disso, temos F, o ~ H(FE,y1) = Z(Ey11)/B(Er1) ~ Z,11/Br4+1. Continuando este processo,
obteremos uma sequéncia de submédulos, para todo n > r,

B.cB.,,C..CB,Cc..CZ,C..CZ..1CZ.Ck,,

com a propriedade que FE, 1 ~ Z,,/B,. Definimos entao os mddulos bigraduados

szﬂzn e BOO:UBn.

O moddulo bigraduado E., = Z,/Bs é chamado termo limite da sequéncia espectral
{E,,d.}.

Defini¢ao 3.4.4 Dizemos que uma Ejy-sequéncia espectral cohomoldgica {E,,d,.} colapsa no

N-ésimo termo se d, =0 para todor > N.

Observacao 3.4.2 Se uma FEj-sequéncia espectral cohomoldogica colapsa no N-ésimo termo,

entio Ey° ~ EY., ~ Ey., ~ .. ~ EX*. De fato, como sabemos que a sequéncia

espectral colapsa no N-ésimo termo, sabemos que dy = 0. Assim, temos Ker(dy!) = ER?

e Im(d5 ™" ~1) = {0} para todo par de inteiros p,q. Assim, pela definicio temos
Ker(dy?) ER1

ERY, ~ H(ERY) = = DN pha
N+1 ( N ) ]m(déyv—r,q—i—r—l) {0} N

e portanto By’ ~ EV*. Repetindo o raciocinio, conclui-se que Ey" ~ Ey, ~ By, ~ .. ~

EX* como queriamos.

oo 7

Definicao 3.4.5 Uma filtracao decrescente F' sobre um R-mddulo A é uma familia de

submaodulos {FP(A)} de A, com p € Z, de modo que

0C..CFPr(A)c FP(A) c FPFY(A) c ... C A
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Diremos que a filtragio F' é convergente se UFP(A) =Ae ﬂFp(A) = {0}. Diremos ainda
P P
que a filtragao é limitada se existe N tal que FN(A) = 0 e F°(A) = A. Mais ainda, dada

uma filtragdo decrescente F sobre um R-mddulo A, o mddulo graduado associado E}(A)

¢ dado por Ef = FP(A)/FPT(A).

Observagao 3.4.3 Da mesma forma que definimos os conceitos de filtracdo decrescente e
modulo graduado associado para um R-mddulo, também é possivel definir estas nogoes para
um R-modulo graduado H*. Neste caso, uma filtracao decrescente para H* ¢ uma colecdo
de submddulos {FP(H*)} de modo que {(FP(H*))"}, seja uma filtracao decrescente para H".
Assim, FP(H") = FP(H*)NH" C FP~Y(H*)NH™ = FP~'(H") e 0 mddulo bigraduado associado
¢ dado por EY(H*, F) = FP(HP*)/FPT1(HPT).

Definigao 3.4.6 Dizemos que uma FEy-sequéncia espectral {E** d.} converge para um
R-modulo graduado H*, e denotamos E, = H*, se existe uma filtracao decrescente F

convergente e limitada sobre H* de modo que

. FrP(HP+)
B = B F) = o oy

onde E%* € o termo limite da sequéncia espectral. Diremos que uma sequéncia espectral
{E**,d,} é de primeiro quadrante se existir algum N tal que EX? = 0 para p < 0 ou
q<0.

Perceba que se isto ocorre, entao E%, = 0 quando p < 0 ou ¢ < 0 pois Enyy1 ~ H(Ey).

Assim, segue deste raciocinio que E! = 0 quando p < 0 ou ¢ < 0.

Teorema 3.4.1 (Sequéncia Espectral Cohomolégica de Leray-Serre): Seja R um
dominio de ideias principais. Dada uma fibracio F — E 2 B, onde B é um CW-complezo
conexo por caminhos, existe uma Es-sequéncia espectral cohomoldgica do primeiro quadrante
{Er*,d,}, com EY? ~ HP(B; HY(F;R)) de modo que E, = H*(E;R), ou seja, existe uma
filtragao limitada
{0} = F""Y(H"(E;R)) C ...C FPYY(H"(E;R)) C FP(H"(E;R)) C ...
.. C F°(H"(E; R)) = H"(E; R)
sobre H"(E; R) satisfazendo E? ~ FP(H"(E; R))/FPT (H"(E; R)), onde p + q = n.

Demonstracao: Ver [[22], Teorema 1.4.15, pg. 11] e [[22], Lema 3.1.9, pg. 45]. O
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Lema 3.4.1 Considere G um grupo finito e X um espaco paracompacto Hausdorff de modo
que G atua livremente sobre X e tal que H(X;7Z,) = 0 quando 0 < i < m. Tome a fibragdo

de Borel X — X¢ & BG associada a X. Entdo existe uma sequéncia exata curta
0— E™ 5 H™(Xg; Z,) & EY™ = 0,

onde i : E™° — H™(Xq;Z,) é o homomorfismo induzido pela inclusio F™(H™(Xg;Z,)) C

H™(Xg;Zy) e m: H"(Xg;Zy,) — E%™ € 0 homomorfismo quociente.

Demonstracao: Pelo Teorema [3.4.1] existe uma FEr-sequéncia espectral cohomoldgica de
primeiro quadrante de modo que EY? = H?(BG;HY(X;Z,)) e E, = H*(Xg;Z,). Como
H'(X;Z,) = 0 caso 0 < i < m e a sequéncia espectral é de primeiro quadrante, entao segue
que EY? =0 desde que 0 < ¢ < mou p < 0ou ¢ < 0. Além disso, pelo Teorema de Leray-Serre

sabemos que existe uma filtracao

0= F""Y(H"(Xg:Zp)) C ... C FY(H" (X Zy)) C FO(H" (X3 Z,)) = H* (X3 Z,)

de modo que E?4 = FP(H"(X¢;Z,))/FPT (H"(Xg; Z,)). Repare que

Ker(dé’mfl : E%’mfl — Eg”mﬁ)

By =0= B = HETY) = Ton( T B, S BT) = 0.
De maneira andloga, pode-se concluir que Ey™ " = Ey™ ' = .. = EL™1 = (. Mas como
ELmt = FYH™(X¢;Z,))/F*(H™(Xg; Z,y)), entao podemos concluir que FY(H™(Xg;7Z,)) =
F2(H™(Xg;Z,)). Como EP? = 0 sempre que 0 < ¢ < m, entdao Ey™ > = ... = By~ "' =0,
de onde segue (de forma andloga ao argumento anterior) que F2™ 2 = ... = E7~b1 = (.
Assim, conclui-se que F'(H™(X¢;Z,)) = F*(H™(Xq;Zp)) = ... = F" Y H™(Xq;Z,)) =

F™(H™(Xg;Z,)). Por outro lado, sabemos que

FO(Hm(XG5Zp)) o Hm<XG;Zp)
FYH™Xa;Zp)  FUH™( X3 Zp))

0,m __
E" =

de onde segue que podemos considerar o homomorfismo quociente 7 : H™(Xg;Z,) —
E%™  Como 7 ¢é sobrejetora, entao Im(wr) = FE%™  Sabemos ainda que, pela
filtracao, F™(H™(X¢;Z,)) C H™(Xq;Z,) e portanto, consideremos o homomorfismo i :
F™(H™(Xg;Z,)) = H™(Xq: Z,) inclusao. Como i é injetor, temos Ker(i) = {0}. Considere
entdo a sequéncia curta 0 — F™(H"™(Xqg;7Z,)) SN H™(Xg;Z,) = E2™ — 0. Como
1 é injetora e m é sobrejetora, para que esta sequéncia seja exata basta verificar que
Im(i) = Ker(r). Mas como Im(i) = F™(H™(Xg;Z,)) e Ker(r) = F'H"™(Xg;Zyp)),
entdo segue que Im(i) = Ker(m) e logo, a sequéncia curta é exata. Agora, sabendo que
Em0 = F™(H™(Xq;Z,))/F™ Y H™(Xg;Z,)) = F™(H™(Xg;Z,)), e denotando i : E™0 —

H™(X¢;Z,) a aplicagao induzida pela inclusao ¢, temos que a sequéncia curta
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0— E™ L H™(XgZ,) & E2™ — 0

é exata, como queriamos. O

3.5  Homomorfismos Transfer

Seja 7 : X — X um espaco de recobrimento de n-folhas (ou seja, para todo x € X, #7!(z) =
n, isto é, a fibra de 7 sobre todo ponto tem n elementos), para algum n finito. Considere entao

o homomorfismo induzido de cadeias singulares g : Sp(X) — Si(X) e o diagrama

2k
A 7= X

Como 7 é uma aplicagao de recobrimento, entao para cada k-simplexo singular o existe um
levantamento & : A, — X. Mais ainda, como é um recobrimento de n-folhas, entdo ¢ admite
exatamente n levantamentos distintos o, ..., o,

De fato, como 7 : X — X é um recobrimento (e logo, uma fibragao por e Ay é
contratil, com o(Ay) C I'm(r), entdo existe um levantamento o : A, — X (por [[29], Lema 1,
pg. 74]), ou seja, Tod = 0.

Além disso, dado outro levantamento de o, digamos 7 : A, — X, segue do fato de Ay ser
conexo e de [[29], Teorema 2, pg. 67| que se existe algum = € Ay de modo que &(x) = 7(x),
entdo 0 = 7. Mas como mod = 0 = o0, entdo (105)(z) = 0(z) = (107)(z) e assim, sabendo
que 7 (z) = {aj, ..., a, } onde o(z) = 7(x), entdao 6(z) = a; e 7(z) = a; com 1 < i, j < n. Caso
1 = j, teremos 6 = 7 e disto segue que o terd exatamente n levantamentos distintos, digamos
Olyeey Op.

Podemos entao definir

A aplicacao ® é um homomorfismo de complexos de cadeias e logo, induz os homomorfismos
D, Hy(X; A) = Hy(X: A) e & : HHX; A) —» HY(X; A)
com A um grupo de coeficientes qualquer.

Definicao 3.5.1 Os homomorfismos @, e ®* (que aqui denotaremos por Tx ) sao chamados de

homomorfismos transfer.
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Proposicao 3.5.1 Se X ¢ um CW-complexo k-dimensional, G um grupo finito atuando em
X e R um anel com unidade. Entdo o homomorfismo transfer 7 : H*(X; R) — H*(X/G; R)

¢ sobrejetor.

Demonstragao: A ideia da demonstragao é considerar o complexo de cocadeias S7(—, R) =
Hom(Sj(—, R), R), onde S;(—, R) é o mddulo livre gerado pelas j-células abertas. Como X é
um G-complexo, entao X/G tem a CW-estrutura reduzida; em particular, sendo |G| = r, se
{eq} sdo as k-células de X/G, entao para cada o existem exatamente r k-células el , ..., e" de
X levadas pela projegao 7 em e, (pois a G-agao, com |G \ = r, implica em um recobrimento de
r-folhas, com aplicacao caracteristica <b~az tal que mo gﬁal = ¢,). Neste caso o homomorfismo
transfer 7* : H*(X; R) — H*(X/G; R) é o homomorfismo induzido pela aplicagao de cocadeia
d: S*(X,R) — S*(X/G, R) dada por

O(p)(ea) = pleq) + - + p(eq),
onde u € Hom(Si(X, R), R). Considere o k-cociclon € S*(X/G, R). Definimos uma k-cocadeia
n € S*(X,R) por n'(e]) =n(es) se j =1en(el) =0sej+#1 para todo a. Logo,

O )(ea) =1 () + .. 17 () =11 (e) = n(ea),
ou seja, ®(n') = n. Mais ainda, como dimX = k, entao S**'(X, R) = 0 e entdo toda k-cocadeia
de X é um k-cociclo. Assim, i’ representa uma classe de cohomologia de H *(X, R) que é levada

em [n] por Ty, de onde segue que Tx é sobrejetor. O



CAPITULO

4

Um critério para a existéncia de

(H,G)-coincidéncia de aplicagoes

Este capitulo tem como objetivo o estudo detalhado de um critério para a existéncia de
(H, G)-coincidéncias de aplicagoes de um espaco paracompacto, Hausdorff, conexo e localmente
conexo por caminhos em um CW-complexo finito (apresentado na referéncia [11]). As principais

referéncias para este capitulo sao [10] e [11].

4.1 Sobre (H,G)-coincidéncia de aplicagoes

Definicao 4.1.1 Considere X um G-espaco e f : X — Y uma aplicagao continua. Dizemos
que [ possui uma G-coincidéncia se aplica uma orbita de algum elemento x € X em um

unico ponto, ou seja, se

f(G(x) = {f (=)}
onde G(x) = {gx; g€ G}.

Perceba que isto é equivale a afirmar que f(gx) = f(x) para todo g € G.
Agora, considere X um G-espago e H um subgrupo de G. Para cada x € X, considere G(z)
a orbita do elemento x de X. Entao H atua a direita em cada 6rbita G(z) de G' da seguinte

maneira:

G(z)x H — G(x)
(gz,h) +— ghx

29
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De fato, temos
(i) (g2) - e = gex = gu,
(ii) (92) - (hih2) = g(hihe)x = ghihsx = (ghix) - ha = ((92) - h1) - ho,
para todo gz € G(z) e hy,he € H
Para cada y € G(x), temos yH = {yh; h € H} a érbita da acdo de H em y € G(z). Assim,

o conceito de G-coincidéncia pode ser generalizado da seguinte forma:

Definicao 4.1.2 Suponha que X é um G-espaco e H um subgrupo de G. Dizemos que uma
aplicacio f : X — 'Y possui uma (H,G)-coincidéncia se existe um ponto x € X tal que f

aplica cada orbita da acdo de H na G-orbita de x em uwm unico ponto, isto €,
f(ghz) = f(gx), para todo h € H.

Observacao 4.1.1 Seja X um G-espago, H um subgrupo de G e f : X — Y uma aplicag¢ao
continua. Entao

(a) se H é o subgrupo trivial de G, entao € claro que todo ponto de X €é um ponto de
(H, G)-coincidéncia;

(b) se H= G entio um ponto de (H,G)-coincidéncia é um ponto de G-coincidéncia. De
fato, considere x € X um ponto de (H,G)-coincidéncia para f, com H = G. Agora, tome
x =ex € G(x), onde e € o elemento neutro de G. Como x € um ponto de (H,G)-coincidéncia,
entdo f(ehx) = f(ex) para todo h € H, isto €, f(hx) = f(z) para todo h € H. Mas como

G = H, entao f(gx) = f(x) para todo g € G e logo x é um ponto de G-coincidéncia para f.

4.2 Critério para (H,G)-coincidéncia de aplicagoes

Esta se¢@o tem como principal objetivo um estudo detalhado do critério apresentado em [11],
que visa o estudo da existéncia de (H, G)-coincidéncias para uma aplicacao f : X — Y, bem
como comparar este critério com o resultado apresentado em [10].

Em [10], D. L. Gongalves, J. Jaworowski e P. L. Q. Pergher demonstraram o seguinte

resultado:

Proposicao 4.2.1 Seja G um grupo finito atuando livremente sobre um C'W-complexo X que
tem o mesmo tipo de homotopia de S™ e seja f : X — Y wuma aplicacao continua, onde Y é
um CW-complezo finito de dimensdo k. Entao, se m > |G|k, existe um subgrupo nao trivial H

de G e um ponto de (H,G)-coincidéncia para f.



4.2 Critério para (H,G)-coincidéncia de aplicagoes 61

Por outro lado, em [11], A. Volovikov, D. L. Gongalves, J. Jaworowski e P. L. Q. Pergher

provaram o seguinte Teorema:

Teorema 4.2.1 Seja X um espago paracompacto, Hausdorff, conexo e localmente conexo por
caminhos e G um grupo finito atuando livremente sobre X . Suponha que existe m € Z, com
m > 1, de modo que Hy(X;Z) =0 para0 < i <m e H""Y(G;Z) #0. SeY é um CW-complexo
finito de dimensao k comm = |G|k e f : X — Y ¢ uma aplicagdo continua, entdo existe um

subgrupo H C G nao trivial e um ponto de (H,G)-coincidéncia para f.

Perceba que dados um grupo G e um espaco X satisfazendo as condigoes da Proposicao
[4.2.7] sabemos que G atua livremente sobre uma esfera de homotopia de dimensao m e assim,
pelo Corolario sabemos que H™(G;Z) ~ Zg, de onde segue que H™(G;Z) # 0 com
m > 1. Além disso, como X é uma esfera de homotopia, temos H;(X;Z) = H;(S™;Z) = 0
para 0 < i < m. Mais ainda, por ser um CW-complexo, sabemos que X é ainda um espaco
paracompacto, Hausdorff, conexo e localmente conexo por caminhos. Assim, conclui-se que o
Teorema ¢ uma generalizagao para a Proposicao [4.2.1]

Para os resultados a seguir, vamos supor que o grupo G e o espaco X satisfacam as condicoes
do Teorema [4.2.1] (a menos que seja dito o contrério).

Considere o G-fibrado principal 7 : X — X/G e ¢ : X/G — BG a aplicacao classificante
para o G-fibrado principal 7.

Lema 4.2.1 Seja p um primo dwisor de |H™(G;Z)|. Entao o homomorfismo
¢ H"(BG;Z,) - H™(X/G; Zy)
¢ injetor (e nao € trivial pela Proposi¢ao m

Demonstracgao: Primeiro, vamos considerar a fibracao de Borel associada ao G-espago X, ou
seja, a fibracao dada por X — Xo & BG. Como G é um grupo finito que atua livremente
sobre X, entao segue da Observacao que Xg é homotopicamente equivalente a X/G.
Se h : X/G — Xg é uma equivaléncia de homotopia, entao pela Observagao sabemos
que poh : X/G — BG também classifica o G-fibrado principal 7 : X — X/G, ou seja,
(poh)(EG) = X, elogo poh ~ c. Disto conclui-se que h* o p* = (po h)* = c*. Perceba que, se
p* ¢ injetora, entao dados «, f € H™(BG;Z,) e sabendo que h ¢ equivaléncia de homotopia,

temos

(o) =c*(B) = h*(p"(a) = h*(p"(B)) = p"(a) = p"(B) = a =

e logo, teremos ¢* injetora (pois h* é isomorfismo). Assim, para concluir o que desejamos, basta

verificar que o homomorfismo p* : H™(BG;Z,) — H™(X¢;Z,) ¢ injetor. Considere a sequéncia
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espectral cohomoldgica { EPY, d, } associada a fibragao p : X¢ — BG (como no Teorema
na qual EY? ~ H?(BG; HY(X;Z,)). Por hipétese do Teorema [£.2.1] sabemos que H;(X;Z) = 0
para 0 < ¢ < m. Dali, pelo Teorema dos Coeficientes Universais para cohomologia segue que
H'(X;Z,) =0 quando 0 < i < m. Desta forma,

EY' ~ HP(BG; HY(X;Z,))
~ Hom(Hy(BG;Z), HU(X;2,)) ® Bat(H, (BG; Z,), (X, 7,)
= Hom(H,(BG;Z,),0) ® Ext(H,_1(BG;Zy,),0)
=0

sempre que 0 < ¢ < m. Além disso, como a Es-sequéncia espectral do Teorema de Leray-Serre
é de primeiro quadrante, entdao EX? = 0 para todo N > 2 quando p < 0 ou ¢ < 0. Assim, como
EYf = H(EP?) segue que EN? = 0 quando 0 < ¢ < m. Logo,

m,0 . m,0 m—+r,1—r
mo | Ker(dm0: E™0 - Er ) mo
r+1 7 —r,r—1 —r,r—1 0y — r
Im(d" """ BT — B

pois Emtmimr = pmerr=l = () j4 que acontecerd 1 —r < 0e0 <r—1<moul—7r<0e
m — 7 < 0. Disto conclui-se que Ej" = E:T’O = ... = E™0. Pela observagao sabemos que
a sequéncia curta

0— E™ - H™(Xg;Z,) — E2™ — 0

é exata. Daf, como E™° = EJ*° = H™(BG;7Z,), entao por [[22], Lema 3.1.9, pg. 45] temos

que a sequéncia curta
0 — H™(BG;Z,) L H™(X¢; Z,) — E%™ — 0

é exata e logo, Ker(p*) = {0}, de onde segue que p* é injetora. Portanto ¢* é injetora, como

queriamos. O

Lema 4.2.2 Seja X um espaco de Hausdorff, conexo e localmente conexo por caminhos, e seja
G um grupo finito com r elementos atuando livremente sobre X. FEntdao para todo i > 0 e

qualquer anel comutativo com unidade R, existe um homomorfismo transfer

x : H(X;R) — H(X/G; R)

que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) Se X ¢é um G-complexo k-dimensional (nao mnecessariamente finito), entio Tx
H*(X; R) — H*(X/G; R) € sobrejetor;

(ii) Se Y € outro espaco que satisfaz as hipdteses do lema, h : X — Y € uma aplicagdo
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G-equivariante qualquer e h : X/G — Y/G € a aplicagdo induzida por h, entdo

Txoh*=h ory
com h* : H(Y;R) — H(X;R) e h : H(Y/G;R) — H'(X/G; R).

Demonstragao: Primeiro, vamos definir 7x no nivel das cocadeias. Seja u € SY(X;R)
uma i-cocadeia, ou seja, g é um R-homomorfismo do R-médulo das i-cadeias S;(X; R) em
R. Considere um i-simplexo padrao A; C R e fixe um ponto z € A;. Mais ainda, tome
¢ A; — X/G um i-simplexo singular e seja m : X — X/G a projecao quociente. Note que como
G atua livremente sobre X, entdo gr # z para todo x € X e logo G(z) = {z, 1z, ..., gr_17}.
Além disso, como X é Hausdorff, G é finito e atua livremente sobre X, entao por [[29], pg. 87]
segue que GG é propriamente descontinuo. Logo, pela Proposicao temos 7 : X — X/G
uma projecao de recobrimento, com 7 '(Z) = G(z) (onde 7(x) = T), de onde segue que 7
¢ um recobrimento de r-folhas. Assim, sabemos que o i-simplexo singular ¢ € S;(X; R) terd
exatamente 7 levantamentos distintos ¢, ..., ¢, com ¢; : A; = X e 1 < j < r. Defina entao a
i-cocadeia 11 € S*(X/G; R) por

fi(0) = u(én) + oo + u(er) = Zm

e tome ®; : SY(X; R) — SY(X/G; R) por ®;(i) = fi. Perceba que ®; é R-linear, pois

Pi(ru+v)(¢) = (rp+v)(e)

T

= S (rp+v)(6)

i=1
T

= D _(m)(@) +Z (6)

=1

= Z/Lgbz +Z (bz

= 7 @(N)(@ + q%(”)(@

Agora, vamos verificar que ®; leva cociclos em cociclos e cobordos em cobordos (isto é, se
for um cociclo ou um cobordo, 77 também o serd). Primeiro, vamos demonstrar que o seguinte

diagrama ¢é comutativo:

Si(X; R) —2~ S*1(X; R)

@il LCI’Hl
<t

S{(X/G; R) —2~ S"Y(X/G: R)

—i

ou seja, para todo u € S'(X;R) vale a igualdade (®;1 0 6")(u) = (6 o @;)(u). Seja ¢ €
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Sit1(X/G; R), isto é, ¢ : Ajy1 — X/G. Denotemos por ¢(k) a k-ésima face do simplexo singular
¢. Sabemos que ¢(k) é um i-simplexo singular, e logo, ¢(k) = ¢ oi onde 7 : A; — A, yq. Dai,
como A; é conexo por caminhos, entao ¢(k) terd exatamente r levantamentos. Além disso, note

que como ¢(k) = ¢ 0@ = ¢ji(a,) entao, sendo ¢; um levantamento de ¢,

o(k) = djias) = (70 9))jian = ™o (9))jia,) = 7o ¢;(k),

de onde concluimos que a k-ésima face do levantamento ¢; ¢ justamente um levantamento da
k-ésima face de ¢, ou seja, ¢;(k) = (¢(k)); para algum 1 < [ < r. Assim, denotando 9, e J. os

operadores bordo dos complexos de cadeia S,(X; R) e S.(X/G; R) respectivamente, e sabendo
i+1
que O;41(¢) = Z(—l)kgb(k:) e que 6'(u) = p o diy 1, temos

k=0

(@i 00)(u)(0) = O'(n)(9) = Z5i(u)(¢J)

- Z(Moaz—i-l ¢] Z,u i+1 ¢]
= ZM(Z (@),

Por outro lado,

(0 0 @) ()(®) = (P4(p) 0 Jit1)(9) = 1 (70 0i1)(0)
= 1(9i41(9) =1 ( k))

i+1 z+1 r
= ) (=¥ (k) = ( u((
k=0 =1
i+1
- Yu(Devren) ) |
I=1 k=0
Como os r levantamentos de ¢ e de ¢(k) sao distintos, entao para que ¢; e ¢; correspondessem
com o mesmo (¢(k)),;, terfamos ¢;(k) = ¢;(k) e assim, existiria algum = € A,;;; de modo que
¢i(z) = ¢j(x), o que ndo pode ocorrer. Assim, concluimos que ®;4 0 6" = 5o ®,. Neste caso,
®,; leva cociclos em cociclos e cobordos em cobordos, pois:
e Dado ¢ € S;y1(X;R), caso p for um cociclo, teremos §°(;1)(¢) = 0. Assim, para ¢ €
Si1(X/G;R) e ¢y,..., 6, € Sis1(X; R) seus r levantamentos, temos cV(,u)(gb;) =0paral <j<
r, de onde segue que
5 ((6) = (3 0 0)()(&) = (@it 0 8)(w)(6) = (T o)) = 36 (u)(6)) =0

i=1

e logo,  é um cociclo.
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e Caso u for um cobordo, sabemos que existe algum v € S™71(X; R) tal que 6! (v) = u. Logo,
como @, oy~ = 5o ®,_,, entao
—i—1 i—1

57 0) =0 (@) = (@67 (0) = i) =

e logo, @ é um cobordo. Portanto, concluimos que & = {®;} é uma aplicagdo de cocadeia e
assim podemos definir o homomorfismo transfer 7x : H(X; R) — H'(X/G; R) por 7x[u] = [f].

Agora, seja h : X — Y uma aplicagao G-equivariante e considere a aplica¢ao induzida nos
espacos de 6rbitas h : X/G — Y/G. Sendo 7x : X — X/G ey : Y — Y/G as projecdes
quocientes, perceba que h oy = my o h, pois dado = € X, temos

(homx)(x) = h(nx(x)) = M(T) = h(z) = 7y (h(z)) = (7y © h)(2)

e assim, segue que as aplicacdes induzidas para complexos de cadeias (7y )4 0 hy = hy o (Tx)4.

Vamos verificar que o diagrama abaixo

H(Y;R) Hi(X;R)

Wl ) lTX

H{(Y/G; R) ——~ H'(X/G; R)

comuta, ou seja, que 1" o7y = 7x o h*. Vamos denotar por ®x e Py as aplicagoes de modo que
% = 7x e P} = 1. Perceba que esta igualdade vale se para todo [u] € H(Y; R), tivermos
[®y (1) 0 hy] = [®x (10 hy)], onde ®% = 7 e ®} = 7y. Para tal, vamos verificar a igualdade
em nivel de cadeia. Seja ¢ € 5;(X/G; R) um simplexo singular e ¢; € S;(X; R), com 1 < j < r,
os r levantamentos distintos de ¢. Temos

Px(pohy)(d) = (nohy)(d) = (nohy)(pr)+ ...+ (1ohy)(d)
= p(hodr) + ...+ pu(hod)

e por outro lado, sabendo que 7x o ¢; = ¢, temos

(®y (1) 0 hy)(¢) = (Py(p)o § )(mx 0 ¢;) = (Py (1) 0 hy ) (mx) 4 (9;)
= (Py(p) o hy o (mx)4)(d;) = (Py (1) o (my ) © hy)(9;)
= (Py(u) o (my)g)(ho ¢;) = (Py(u))(my o ho ;)
A(my o ho¢y)
Mas note que para cada 7, com 1 < ¢ < 7, os r levantamentos para my o h o ¢; sao justamente

ho¢; com 1< j<r,edisto segue que fi(my o ho ¢;) = p(ho¢1) + ... + p(h o ¢,) e portanto,
1 o7y = 7x o h*. Para concluir a prova do lema resta apenas mostrar que 7y ¢ sobrejetora,

mas isso verifica-se de modo andlogo a Proposicao |3.5.1} a.

Agora, considere G = {g, ..., g, } uma enumeracao fixa dos elementos de G (onde |G| = r).
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Sendo Y" =Y x ... x Y, definimos

GxY" — Y"
(9, (Y15 9)) = Yog(1)s s Yoy (r)

onde o, € definia por g;g = g,,(;)). Esta aplicagao é¢ uma G-acao sobre Y, pois

(i) Como g;e = g; para todo 1 < i < r, entdo o.(i) =i para todo i e logo,

€ (y17 "'ayr) = (yae(l)a "'7yoe(r)) = (y17 "'ayT)'

(ii) Dados g,h € G, temos

(gh’) : (y17 "'7y1“) = (yo'gh(l)v "'7y0'gh(7'))’ onde gl(gh’) = gUgh(i)7
g-(h- (i, 9r)) = 9 Yo 1) ...,ygg(T)) =g (z1,...,2,), onde T; = Yo, ()

Dai, como g - (21, ..., 2) = (Toy(1)s s Toy(r) = Yon(oy(1))s s Yon(og(r))) € sabendo que

Jon(o4(@) = Gogyh = (9:9)h = gi(gh) = 9o, 5)

conclui-se que oy, (0,(7)) = ogn(i).

Disto segue que a aplicacao definida anteriormente é uma G-acao sobre Y.

Exemplo 4.2.1 Seja G = {1 = g1,t = go,t* = g3}. Assim, temos as permutagoes git*> = gs,

9ot = g1, gst* = g2, it = g2, got = g3, gat = g1, 1l = g1, g21 = g2 e g3l = g3. Portanto,

teremos

L- (y1>y27y3) = (y1,yz,y3),
te (1,92, ¥3) = (2,93, Y1),
t2 : (917927?13) - (y37y17y2)'

Nos resultados seguintes, as acOes de grupos utilizadas sao exatamente a acao definida

anteriormente.

Lema 4.2.3 Seja H um subgrupo de G e (Y")! ={x € Y"; h-x = x para todo h € H} o

conjunto dos pontos fixos pela acdo de H e F' = U(YT)H com H percorrendo todos 0s subgrupos
H
nao triviais de G. Entao a agao de G em YO(T) =Y" - F ¢ livre.

Demonstragao: Seja zy € F. Entao existe algum H subgrupo de G de modo que xy € (Y"),
ou seja, para todo elemento h € H temos h - g = xg. Como H é um subgrupo nao trivial de
(G, existe algum h diferente do elemento neutro tal que h - zo = g, de onde concluimos que

a acao de G em F nao é livre. Agora, seja x € Y de modo que exista algum g € G tal que
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g -z = x, onde g nao é o elemento neutro de G. Tome H = (g). Como g nao é o elemento
trivial, temos H um subgrupo nao trivial de G' de modo que ¢/ - = g-(g-...(g9- 7)) = x e assim,
r € (Y™ c F. Disto segue que se G nio atua livremente sobre z, entdao x € F. Portanto, G

atua livremente sobre Y. O

Lema 4.2.4 Seja X um G-espaco e f: X — Y uma aplicagcao continua. A aplicagao ¢ : X —
Y" dada por ¢(x) = (f(g1 - ), ..., f(gr - x)) € G-equivariante.

Demonstracao: De fato, como

¢(g : ZU) = (f(gl : (.g : .CE)), %) f(gr : (g ’ .17)) = (f(gog(l) : .T), ey f(gUg(T) ’ .27)),
g-dx)=g-(flgr-2),.... f(gr-2)) =9 (Y1,--,¥r), onde y; = f(g; )

Desta maneira, sabendo que g - (Y1, ..., %r) = (Yoy1)s -+ Yoo (r)) = ([(Goy1) - 2), oy f(Goyr) - 2)),
concluimos que ¢(g - z) = g - ¢(x) e portanto, ¢ é uma aplicacao G-equivariante. O

Lema 4.2.5 Seja f : X — Y wma aplicagio continua. Se f nao possui (H,G)-coincidéncias

para todo subgrupo ndao trivial H C G, entdo ¢(X) C Yo(r), onde ¢ € como definida como no
Lema 1241

Demonstragao: Note que se agao de G sobre ¢(X) for livre, entao teremos ¢(X) C YO(T).
Suponha entao que a agdo de G sobre ¢(X) nao seja livre. Entao existe um elemento t € G,
onde t nao é o elemento neutro, de modo que t-¢(z) = ¢(z) para algum x € X. Logo, pelo Lema
[4.2.3] sabemos que ¢(z) € F e portanto ¢(z) € (Y") para algum subgrupo nao trivial H de
G, de onde segue que h-¢(x) = ¢(x) para todo h € H. Por outro lado, sabemos que a aplicagao
¢ é G-equivariante (pelo Lema e portanto, como h - ¢(x) = ¢(x), temos ¢(h - z) = ¢(x)
para todo h € H. Dai, (f((g1h) - x),..., f((g-h) - ) = (f(¢1 - @), ..., f(g, - )) para todo h € H,
ou seja, f((gih) - x) = f(g;- ) para todo 1 < i < r. Mas como G = {g1,..., g-}, entao segue
que f(gh-x) = f(g-z) para todo h € H e todo g € G. Desta forma, concluimos que f tem
um ponto de (H,G)-coincidéncia, o que é um absurdo. Logo, a G-agao sobre ¢(X) é livre e
portanto, ¢(X) C YO(T). O

4.2.1 Demonstracao do Teorema [4.2.1

Seja G = {g1,...,9,} um grupo finito (com enumeragao fixada de seus elementos), Y um CW-

complexo finito de dimensao k e considere a G-acao sobre YY" =Y x ... X Y por

GXxY" — Y
(95 W15 0r)) = Woy(1)s - Yoy ()
onde o, ¢ definida por g;g = go,(i)-
Dado H um subgrupo de G, vamos considerar o conjunto (Y") dos elementos de Y que sio
fixados pela acao dos elementos de H (como definido no Lema e, considerando somente
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os subgrupos nao triviais de G, tome os conjuntos F' = U(Y’")H e YO(T) =Y" — F (também
H

como definido no Lema . A agdo de G sobre os elementos de YO(T) é livre (pelo Lema
. Com esta G-acao sobre Y7, é possivel induzir uma estrutura de G-complexo sobre YO(T)
pela estrutura de CW-complexo para o espaco Y: de fato, considere sobre Y a estrutura de
CW-complexo produto usual. Caso €’ seja uma j-célula aberta de Y de modo que ¢/ N F # @,
entao e/ — F serd uniao disjunta de s-células abertas €3, ..., e;., onde 0 < s < j, e entao cada ¢
pode ser subdividida em células abertas de modo que elas sejam livremente permutadas pelos
elementos de G. A G-estrutura sobre YO(T) ¢ entao dada pela uniao destas células com as células
abertas ¢/ de Y7 tais que ¢/ N F = @.

Agora, considere X um G-espaco satisfazendo as condigoes do Teorema ef: X —
Y uma aplicacao continua. Assim, sabemos pelo Lema que ¢ : X — Y7" dada por
o(z) = (f(g1-x),..., f(gr - x)) é G-equivariante. Suponha que a aplica¢do f ndo tem pontos de
(H, G)-coincidéncia para qualquer subgrupo nao trivial H de G. Entao, pelo Lema temos
o(X) C YO(T) e logo, podemos fatorar a aplicacao ¢ através de YO(T), o X Po, YO(T) — Y. Disto
segue que a aplicagao ¢g é G-equivariante e assim, induz a aplicacao dos espacos de érbitas
Y = v"/G. Como
YE)(T) é um CW-complexo, entao é paracompacto e Hausdorff e dai, segue do Teorema que
Ty - Y = ¥ /G ¢ um G-fibrado principal. Por outro lado, considere ¢y : Y," /G — BG
uma aplicagao classificante para tal fibrado principal (que existe pelo Teorema . Entao,

b0 X/G — YO(T) /G. Agora, considere a proje¢io quociente ()
0

segue da Observacao m que a aplicacdo ¢ = cy oy : X/G — BG é uma aplicacio classificante
para o G-fibrado principal 7x : X — X/G.
Considere agora p um primo divisor de |H™(G;Z)|. Vamos analisar os casos da

desigualdade m > rk.

e Primeiro, vamos considerar o caso m > rk.

Como Y é um CW-complexo de dimensao k, entao dimY" = rk. Além disso, como sabemos
que Y{)(T) C Y", entao temos dimYO(T) /G < dimY™, de onde segue que a dimensao topoldgica de
YO(T)/G ¢ menor do que m. Logo Hm(YO(T)/G; Z,) =0edaicy : H"(BG;Z,) — Hm(YO(T)/G; Zy)

¢ 0 homomorfismo nulo. Desta maneira, o homomorfismo

¢ =(cy ogo)* =y och: HYBG;Z,) — H™(X/G; L)

¢é nulo, o que contradiz o Lema [4.2.1
e Agora, vamos considerar o caso m = rk.

Primeiro, vamos tomar a sequéncia cohomolégica do par (Y7, YO(T)):

o HMYTZ) S HY " 2,) — H™ (YT Y 2,) —

onde ¢* : H™(Y",Z,) — Hm(YO(r);Zp) ¢ a induzida pela inclusao Yo(r) — Y". Sabendo que
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dimY" = rk < m+ 1, segue que H,,1(Y", YO(T)) = 0 e assim, pelo Teorema dos Coeficientes

Universais, temos

H™ ' (Y7 Y " 2,) =~ Hom(Hpyi (Y7, Y\"); Z,) ® Ext(Hpn (Y7, Yy ") Z,)
= 0

pois Hm(Y’“,YO(T);Zp) é abeliano livre. Assim, como a sequéncia é exata, temos que Im(i*)
coincide com Ker(H™(Y\";Z,) — H™ (Y™ Y{": 7)), e portanto Im(i*) = H™(Y\":;Z,),
isto é, ¢* é sobrejetor.

Por outro lado, sabemos por hipétese que H;(X;Z) = 0 para 0 < i < m. Dal, segue

novamente pelo Teorema dos Coeficiente Universais que H'(X;Z,) = 0 quando 0 < i < m, pois

HY(X;Z,) ~ Hom(H;(X;Z),Z,)) ® Ext(H;,_1(X;Z),7Z ) , quando 1 < i < m;
HY(X:Z,) ~ Hom(H\(X;Z),Z,) ® Ext(Ho(X:Z),Z,) =

pois X é conexo por caminhos, de onde segue que Hy(X;Z) = 0.

Observe que podemos escrever a aplicacao ¢ da seguinte maneira:

X % xx.xx I vx.xy

x = (gl'xa"wgr'x) = (f(glx)v7f(g7"x))

ou seja, ¢ = fT o1, o que implica que ¢* = * o (f")*. Assim, aplicando a Férmula de Kunneth,

temos o diagrama

H™Y"; Z,) —~ HP(Y;Z,) ®z, ... ®z, H" (Y Z,)
p1t...+pr=m
(fT‘)* jf*®®f*
H™(X";Z,) 2~ H"(X;Zy) ®g, ... ®z, H”"(X;Z,)
pi1t...+pr=m
,dj*
H™(X;Z,)

comutativo, onde denotamos por «a; e as os isomorfismos da Formula de Kunneth para Y e

X7 respectivamente. De fato, pois dado uf' x ... x ufFr € H™(Y";7Z,), temos

(ffo.@foa)ulx..xur) = .0 fu"e.. uk)
= [ @ .. @ f(uf)
= (g0 (f7))(ul* x ... x ubr).
Desta forma, sabendo que ap o (f")* = (f*®...® f*) oy e que ay é um isomorfismo, segue que
V=, o (f*®...® f*) oay. Assim, como dimY < m e HY(X;Z,) =0 para 0 < i < m,
2 p
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temos f* = 0 e portanto, (f* ® ... ® f*) =0, o que implica que (f")* = 0. Desta forma, como
¢* =" o (f7)*, segue que ¢* = 0. Como ¢ = i o ¢y, entdao ¢* = ¢f o * e assim, do fato de i*
ser sobrejetora, conclui-se que Im(¢f) = Im(¢*) e portanto ¢f = 0.

Agora, vamos considerar os homomorfismos transfer 7 : H™(X;Z,) — H™(X/G;Z,)
e Ty Hm(YO(T);Zp) — Hm(YO(T)/G;Zp). Pelo Lema [4.2.5 item (ii), temos o diagrama

comutativo

Ty ()

(V" Z,,) —> H™ (V" /G; Z,,)

d’Sj jqﬁo*

H™ (X Z,)) — "~ H"(X /G Z,)

isto é, Txo; = %*OTYO(T). Como ¢f = 0, temos Txo¢; = 0 e portanto %*OTYO(T) = 0. Mais ainda,
como YO(T) é um G-complexo de dimensao finita m, entao pelo item (i) do Lema m temos
Ty Hm(YO(T); Z,) — Hm(YO(T)/G; Z,) sobrejetor e desta maneira, Im(gy ) = Im(gg o Tyom)
e portanto, gzﬁo* = 0. Por fim, como ¢* = %* o ¢y, concluimos que ¢* = 0, o que contradiz o
Lema 4271

Portanto, segue destas duas contradigoes que a suposicao de que f nao tem pontos de
(H, G)-coincidéncias esta equivocada e logo, deve existir um subgrupo nao trivial H de G e um

ponto de (H, G)-coincidéncia para f, como querfamos. O

4.3 Sobre a desigualdade m > |G|k

Sendo uma das condigoes impostas pelo Teorema , a desigualdade m > |G|k é de
fundamental importancia para que a conclusao seja verdadeira. Para verificar isso, veremos
a seguir um exemplo que prova que a desigualdade enunciada no Teorema [£.2.1] é a melhor
possivel. Os conceitos utilizados nesta se¢ao foram retirados das referéncias [14],[24] e [25] e o

exemplo apresentado se encontra em [I1].

Definicao 4.3.1 Sejam X e Y dois espacos topoldgicos. Definimos o join de X e Y, e
denotamos por X =Y, como sendo o espaco quociente
XxYxI
XxY = ——

~Y

onde ~ € uma relagcao sobre X XY x I dada por:

(5’573/1;0) ~ (x7y270)7 onde v € X ¢ Y1, Y2 € YJ
(Ihyv 1) ~ (x27y71)7 onde X1, T2 € X e Yy € Y.
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Geometricamente, o join de dois espagos topologicos X e Y é entendido como o espago
formado por todos os segmentos de reta que ligam pontos de X a pontos de Y.

Uma maneira interessante de escrever os pontos de X * Y é como uma combinacao linear
forma t1x + toy, com 0 < tq,t5 < 1 e t; +ty = 1, onde usamos as identificacoes 1x + 0y = x e

0z 4+ 1y = y. De forma analoga, o join iterado X x ... * X, pode ser construido como o espaco
n
das combinagoes lineares formais t1x7 + ... + t,x, com 0 < ¢t; < 1l paral <i<ne Zti =1,

com a convencao de que os temos Ox; possam ser omitidos.

Observagao 4.3.1 Se X e Y sao ambos CW-complexos, entdo existe uma estrutura de CW-
complexo natural sobre X xY tendo os subespacos X eY como subcomplexos e cujas células

restantes sao as células do CW produto X x'Y x (0,1). Logo, temos

dim(X xY) = dimX + dimY + dim(0,1) = dimX + dimY + 1.

Os resultados a seguir foram retirados da referéncia [24].

Lema 4.3.1 (Férmula de Kunneth nao relativa para join): Os grupos de homologia

singular reduzidos de X =Y sao dados por

Hop(X«Y)~ Y H(X)@ H;(Y)® > Tor(H;(X), Hy(Y)).

i+j=r i+j=r—1
O

Lema 4.3.2 SeY € um espaco conexo por caminhos e X € um espaco nao vazio, entao X *Y

¢ simplesmente conexo. O

Exemplo 4.3.1 Seja p um nimero primo e considere o espago XP~t = SP~2 x Z,.

Xl

Figura 4.1: Join XP~! =SP2x7Z,
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Vamos mostrar que

Z, se n =20,
H, (X" =< z2v°!, sen=p—1,

0, caso contrdrio.

Primeiro, recorde que dado um espago topoldgico X qualquer, temos Hy(X) ~ [:IO(X) D7 e
H,(X) = H,(X) paran >0 (por [25]). Sendo assim,
Z, i=p—2 . ZP7t =0

Hy(S"?) = e H;(Z,) =
0, caso contrario 0, 7>1

Desta forma, aplicando o Lema [4.3.1] seque que
Ao (X7 2 S B @ BZ) 0 Y Tor(Hi(s™2), Hi(Z,)).
itj=r i+j=r—1
Mais ainda, como lf[j (Z,) € um grupo abeliano livre para todo j e H,(SP=2) ¢ abeliano, sabemos

que Tor(Hy(SP=2), H;(Z,)) = 0, de onde concluimos que H,(X?~") =~ Z (S @ H,(Z,).
i+j=r
Vamos agora calcular H,,1(XP™Y). Para tal, dividiremos os cdlculos em casos.

e Casor =0.

Neste caso, sabemos que © + j = —1 implica que tanto i = j = 0 e portanto, teremos
Hi(SP~2) = 0 e H;(Z,) = ZP~'. Desta forma, claramente teremos H,(X?~') = 0® ZP~' = 0.

e Caso 0 <r <p-—2.

Nesta situagao, perceba que devemos ter 1 < p— 2, de onde seque que ﬁi(Sp”) =0 e assim,
conclui-se que H,,1(XP~1) = 0. Portanto, H,(X?™') =0 quando 2 <n <p— 2.

o Casor =p—2.

Quando r =p—2, devemos teri=p—2ej=0out<p—2ej>0. Desta forma, temos

ﬁlp—l(Xpil) = ]:Ip—Z(SpiQ) ® EIO(ZP) S ( Z I:Ii(Sp_2> & [:Ij(Zp))

i+j=p—2, i<p—2

12

H, 5(S"~%) & Hy(Z,)
~ Z@7pt
-

ou seja, H, 1(XP~1) =7r"1.
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e Casor >p—2.

Neste caso, devemos teri = p—2ej >0oui=1rej=0o0ul <175 <r. Desta
maneira, em todas as situacoes ocorre I:[i(Sp_2) =0 ou ﬁj(Zp) = 0 e portanto, concluimos que
H, 1 (XP~Y) = 0. Disto seque que H,(XF~') =0 sempre que n > p — 1.

Além disso, o espago XP~1 € conexo por caminhos e portanto, temos Ho(XP™') = 7Z e logo,

Hy(XP™1Y) = 0. Desta forma, temos

—1 ~ Zp717 n=p-— 17
H,(XP)=4¢ 72", n=p—1, e n(Zp) =

0, caso contrdrio;

0, caso contrdrio.

Exemplo 4.3.2 Vamos considerar o espago X = XP~1x. . .« XP~1 (0 join de m cdpias de XP~1),
onde XP~1 € o espaco definido no Exemplo . Sabemos que dimXP~! = p—1, de onde seque
que dimX = mp — 1. Vamos mostrar que H;(X) = 0 quando acontecer 0 < i < mp — 1.

Para concluir o que desejamos, faremos a demonstracao por indu¢ao sobre m. Iniciaremos
o raciocinio pelo caso m = 2 pois o caso m = 1 seque diretamente do Exemplo [1.3.1]
e Caso m = 2. Neste caso, temos X = XP~1 x XP~1. Como ﬁj(Xp_l) ¢ grupo abeliano livre

para todo j € 7, vale Tor(H;(X?P~1), H;(X?™')) = 0 e logo, pela Férmula de Kunneth para joins
seque que Hyyq(X) ~ Z Hy(XP™YY @ Hj(XP™Y). Mais ainda, sempre que 0 < n < 2p — 3,

i+j=n
sempre teremos i < p—1 ou j < p— 1, de onde seque que H;(XP™') =0 ou H;(XP" 1) =0e

portanto Hy1(X) =0 sempre que 0 < n < 2p— 3, isto €, Hy(X) =0 caso 0 < k < 2p—1.

e Suponhamos que X = XP~'x .+ XP~1 (join de m — 1 cdpias de XP~'), vale H,(X) = 0
quando 0 < n < (m — 1)p — 1. Vamos verificar que H,(X * X?~1) = H,(X) = 0 para
0 < n < mp— 1. Primeiro, recorde que XP~ é um espaco conexo por caminhos e ndio vazio,
de onde seque (aplicando o Lemam que X é simplesmente conexo e portanto, conexo por
caminhos. Assim, teremos Ho(X) = 7Z e logo, Hy(X) = 0. Desta maneira, concluimos que
Hy(X) =0 para 0 <i < (m —1)p — 1. Assim, como H;(X) € grupo abeliano livre para todo

1, seque pela Formula de Kunneth para joins que f]n+1(X) ~ Z FIZ(X) ® Flj (XP~1). Agora,
i+j=n
quando 0 < n < mp—3 teremos i+j < mp—2, de onde seque quei < (m—1)p—1 ouj <p—1

e portanto H;(X) = 0 ou H;(X?™) = 0. Desta forma, conclui-se que H,1(X) = 0, isto €,
Hi(X) =0 quando 0 < k < mp — 1.

Portanto, sendo X o resultado do join de m cdpias de XP~', concluimos que H,(X) =0
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quando 0 < n < mp — 1, como gostariamos.

O exemplo a seguir verifica que a desigualdade exigida pelo Teorema[d.2.1]¢é a melhor possivel

e portanto, é a desigualdade mais abrangente.

Exemplo 4.3.3 Suponha G = Z,, onde p é um nimero primo e considere a Z,-a¢ao sobre
R? pela permutacao ciclica de coordenadas. Note que a esfera SP~' C RP € invariante sob esta
agao, pois ela nao altera o comprimento dos vetores de RP. Se considerarmos a identificacao
R? = F(Z,,R) ={f : Z, = R; f € fungdo}, entdo a agdo é da forma (g- \)(h) := A(g~'h).
Seja A C RP a reta diagonal, isto €, A = {(x1,...,2,); x; =x; para todo 1 <i,j < p}. A
Zy-agao € livre sobre R? — A, pois dado (x4, ...,x,) € R? — A, sabemos que ezistem i < j tais
que x; # x;. Assim, basta considerar g;,9; € Z, de modo que g;(x1, ..., xp) = (T, Tit1, ..., Tiz1)

e gj(xj, Tjp1,...,x5-1) e logo,
gi(21, ..., xp) = gj(21, ..., xp) = T = 5,

o que nao pode acontecer, e portanto a Z,-agao restrita a RP — A € livre. Particularmente, Z,
atua livremente sobre A+ — {0}, pois AN AL = {0} e logo A+ — {0} C RP — A; além disso,
como dimA = 1, sabemos que dimA+ = p — 1. Dai, podemos considerar SP=2 — A+. Como
0 ¢ SP=2, entdo SP~2 C A+ — {0} CRP — A, isto é, a Zy-agio sobre SP=2 € livre.

Agora, seja p : SP? — R dada por o(z1,...,x,) = x1. Vamos verificar que a aplica¢io ¢
ndo tem pontos de Z,-coincidéncia. Se exzistisse algum (1, ...,x,) € SP™2 que fosse ponto de

Zyy-coincidéncia, entao teriamos

o(x1, ..., xp) = ©(g1(z1, ..., 2p)) = .. = ©(gp(21, ...r 7)),
de onde concluiriamos que ¥y = T3 = ... = x,, 0 que nao ocorre pois (1, ..., ra) € SP72 C RP—A.
Além disso, como (z1,...,x,) € SP2, entdo ||(z1,...,x,)|| = 1 € logo, —1 < x; < 1 para todo i,

de onde seque que p(SP~2) C [—1,1].
Vamos considerar agora T o CW-complero 1-dimensional no 2-plano que € a uniao do
segmento I = [—1,1] no eizo x e do segmento I, = [0, 1] no eizo y. Logo, ¢(SP~2) C I,.
Agora, tome o join XP~!' = SP=2 x Z,, (definido no Ezxemplo m) Perceba que podemos
escrever os pontos de XP~' da forma [\, g,t], onde \ € SP™%, g € Z,, e t € I; mais ainda, vale

ressaltar que dimXP~' = p — 1. Vamos definir sobre XP~! a sequinte Z,-ag¢do:
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Zpx XP~1 — Xp-1
(h, [\ g,t]) — h-[\g,t]:=[hA hg,tl]
Vamos verificar que esta aplicagao € de fato uma Z,-a¢do. Primeiro, note que nao é preciso
verificar que a aplicacdo esta bem definida pois o parametro t, que determina a relacdo para
definir XP~1, nao sofre alteracdio alguma apds a agdo. Sendo assim, basta verificar as condicoes
da definicao de agao de grupos. Temos:
(i) Sendo e o elemento neutro de Z,, seque que e - [\, g,t] = [e\, eg,t] = [, g,t];
(it) Dados hy,hy € Z,,

(hihe) - [N, g,t] = (hih2)A, (hih2)g, 1]
= [hl(h2/\)> hl(hQQ)a t]
= hl . [hg/\, hgg, t]
= hl'(hQ'[/\7g7t])'

Logo, a aplicagio é uma Z,-agao sobre XP~1. Além disso, a Z,-agio sobre XP~! ¢ livre, pois
h- [\ g,t] =[N g,t] se, e somente se, [h\, hg,t] = [\, g,t]. Temos entao 3 possibilidades para
analisar:

e Casot =0.

Neste caso, (X, g,t] = {(\,9,0); g€ Z,} elogo, se h-[\ g,t] = [\, g,t] entdo hA = X. Mas
como a Z,-acao sobre SP~2 € livre, seque que h = e.

e Caso 0 <t <1.

Nesta situagao, temos [\, g,t] = {(\, g,t)} e dai, a igualdade h - [X\, g,t] = [\, g,t] implica
que hA = \ e novamente, como Z, atua livremente sobre SP=2, seque que h = e.

e Casot=1.

Neste caso, temos [\, g,t] = {(\,g,t); X € SP72} e logo, se h - [\, g,t] = [\ g,t] entdo
hg = g, de onde concluimos que h = e.

Portanto, a Z,-agao sobre XP~' € livre. Defina agora a aplicagdo ¢ : XP~™* — T, onde

(tA(e),0), g #e
YN gt =4 (2t —1)XAe),0), g=e e 1/2<t <1
(0,1—2t), g=e e 0<t<1/2

Vamos verificar que 1 ndao tem pontos de Z,-coincidéncia. Para tal, dividiremos a demonstragao
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por casos para possiveis valores para t.
e Casot =0.

Neste caso, temos as sequintes possibilidades:

(0,0), g#e

YA, g,0] =
(0,1),g=¢

Se g # e, basta notar que g~' - [\, 9,0] = [g7 )\, e,0] € Z,[\, g,0], de onde concluimos que
¥[A, 9,0l = (0,0) # (0,1) = (g [\, 9,0]). Seg=e, basta tomar algum a € Z,—{e} e perceber
que a- [\ e, 0] € Z,[\ e,0], onde ae # e e logo, P(a- [N e, 0]) = (0,0) # (0,1) = [\, ¢e,0].

Portanto, pontos da forma [X, g,0] nao sdo pontos de Z,-coincidéncia para 1.

e Casot=1.

Nesta situagao, temos P[), g,1] = (A(e),0). Como A € SP72 — RP — A, entdo existem

elementos g;,g; € Z, tais que \(g; ') # )\(gj_l). Dai, como g; - [\, g,1],9; - [N, g, 1] € Zy[X, g,1] e
D(gi - [N 9:1]) = ¥l 9i9, 1] = (M(g71), 0) # (M7 1), 0) = ¥lg), 959, 1] = (g5 - [\, 9, 1)),

de onde concluimos que ¥ nao pode ser ponto de Z,-coincidéncia para 1.
e Casot=1/2.

Neste caso, temos as sequintes possibilidades:

A g.1/2) = (%MB)’O) g

(0,0), g=e
Como A € SP=2 — SP~1 entdo ||[(Mg1),.-s AN(gp)|| = 1 e logo, existir algum g; € Z, de modo
que Mg; ') # 0. Por outro lado, como SP=* € A, entao (Mgi'),...,A(g,")) € AL e assim,

P
sabendo que (1,...,1) € A, seque que (A(gi'), ... (g, 1)), (1,...,1)) = ZA(g;l) = 0. Como
j=1

existe g; € 7, tal que Mg ') # 0, entdo deve existe pelo menos mais algum 9; € Ly, com

gj # gi, de modo que )\(gj_l) # 0 (para que a soma possa se anular) e /\(gj_l) # Mg ). Caso

1

9i# 9" eg; # g, teremos
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;

Sl 172 = vl a9, 1/2) = (3260.0)

00y g 1/2) = vlaph .1/ = (376500

\

e logo, ¥(gi - [\, 9,1/2]) # (g, - [N\, 9,1/2]). Caso g; =g " (e claramente g; # g~ "), teremos

1/}(91 : [/\797 1/2]) = ¢[ng7 6, 1/2] = (07 0)7
00y g 1/2) = vlaph 0.1/ = (37600

€ aSSim7 ¢<gl : P‘agv 1/2]) % w(gj ’ P‘?g? 1/2])

Portanto, concluimos que os pontos da forma [A, g,1/2] ndo podem ser pontos de Z,-
coincidéncia para 1.
e Caso 0 <t <1/2.

Neste caso, temos as sequintes possibilidades:

(t)‘(e>?0)> gFe
(0,0), g=e

V[, g,t] =

Se tivermos g = e, basta considerar a € Z, de modo que a # e, pois a - [\ e, t] € Zy\ e, t] e
Pla- [\ e t]) = (tAa1),0) # (0,1 —2t) = [\ e, t], poist # 1. Por outro lado, se g # e, tome
gt E€Z, e assim, V(g7 [\ g,t]) = (0,1 —2t) # (tA(e),0) = Y[\, g,1].

Portanto [A, g,t] ndo pode ser um ponto de Z,-coincidéncia para ).

e Caso 1/2 <t < 1.

Nesta situacao, temos as sequintes possibilidades:

(tA(e),0), g #e,
(2t = 1)A(e),0), g =e.

V(A g,t] =

Como argumentado no caso t = 1/2, sabemos que ezistem g;,g; € Z, de modo que Mgit) >0
e )\(gj_l) < 0 (sem perda de generalidade). Logo, como 1/2 <t < 1, perceba que 2t —1 >0 e
disto seque que tA(g;), (2t — 1)X(g;) > 0 e tA(g;") <O.

Segi# g " egy #g7", teremos Y(gi-[X g,t]) = (tA(g; 1), 0) # (tA(g;1),0) = ¥(g;- [\, g, 1]).
Por outro lado, se g; = gt e g; # g, teremos ((2t — 1)A\(g; ',0) # (t)\(gj_l),()) e logo,
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U(gi - [A g, t]) # P(g; - [N g, 1))

Finalmente, conclui-se assim que a aplicagdo v nao possui pontos de Zy,-coincidéncia.

Agora, vamos considerar o espaco X = XP~'x ... x XP~! constituido como o join de m
copias de XP~1 (como construido no Exemplo . Sabemos que X € um CW-complexo de
dimensao mp — 1, e logo é um espaco paracompacto, Hausdorff, conexo e localmente conexo
por caminhos; mais ainda, como demonstrado no Exemplo temos H;(X;Z) = 0 quando
0<i<mp—1. Como foi comentado anteriormente,mos pontos de X podem ser escritos da
forma [tixy + ... + tu@m], onde x; € XP7H t; > 0 e Zti = 1. O grupo Z, atua livremente

i=1
sobre X através da ag¢ao diagonal

Zyx X — X
(g9, [t1z1 + oo + tmxw]) = [tigzr + .o+ tngTm).

De fato, dado g € Zy, e [t1x1 + ... + tpxn] € X, a igualdade

gltizy + ... + txy] = [tixr + oo+t

implica que existe algum i, com t; > 0, de modo que t;gx; = t;x;, de onde concluimos que
gx; = x;. Mas como a Zy-agdo sobre XP~1 € livre, seque que g = e e portanto a Z,-a¢io sobre
X deve ser livre.

Defina a aplicacao F : X — T™ por F([tix1 + ... + tmxm]) = (G0(21), ..yt (xm)). A
aplicagao F nao tem pontos de Z,-coincidéncias, pois se existisse algum ponto [t121+ ...+t Tp)

de Z,-coincidéncia para I, teriamos a igualdade

F(gl[tll’l 4+ ...+ tm$m]) = ... = F(gp[tll’l + ...+ tml‘m]),

de onde obtemos a igualdade

(t1(giz1), s b (12m)) = oo = (L1 (gpT1), ooyt (GpTim))-

m

Mas como Zti = 1, entao deve existir algum @ de modo que t; > 0 e assim, sabendo que
i=1
tiv(rx;) = ... = tib(gpr;), concluimos que Y(g1x;) = ... = Y(gpx;) e portanto, x; € um ponto

de Z,-coincidéncia para a aplicagcao 1, o que € uma contradi¢ao.

Portanto, a aplicagao I’ nao tem pontos de Z,-coincidéncias.
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Logo, Z, € um grupo finito que atua livremente sobre o espago paracompacto, Hausdorff,
conezxo e localmente conexo por caminhos X de modo que H;(X;Z) =0 quando 0 < i < mp—1
e H"(G;Z) # 0 (pelo Ezemplo ,T™ € um CW-complexo finito de dimensaom e F : X —

T™ € uma aplicagdo que ndo possui pontos de Z,-coincidéncia, onde mp — 1 < |Zy|m = mp.

Concluimos disto que a condigao m > |G|k
(a) é a melhor condicao para existéncia de (H, G)-coincidéncia para todo grupo finito G;

(b) é a melhor condic@o para existéncia de Z,-coincidéncia, com p primo.

4.4 Comentarios Finais

Finalizando este trabalho, observamos que diversos autores continuaram os estudos de (H, G)-
coincidéncias para aplicacoes f : X — Y, generalizando tanto o espaco X quanto o espaco Y.
Destacaremos brevemente aqui o trabalho de E. L. dos Santos e F. R. C. Coelho em [4]. Para
tal, definiremos rapidamente alguns conceitos.

Seja G um grupo finito atuando sobre um espaco paracompacto Hausdorff X e denote
G* = G — {e}. Dizemos que o subconjunto U de X é uma cor se U N gU = & para todo
g € G* e dizemos que uma cobertura U de X por cores é uma coloragao. Se (X, G) admite
uma coloragao finita, entdo o ntiimero de cores col(X,G) é a cardinalidade minima de uma

coloragao. Se U é uma cor, entao o conjunto G - U = U gU ¢é chamada um conjunto de

geG
primeiro tipo e dizemos que G - U ¢é gerado por U.

Definimos o género gen(X, G) como sendo a cardinalidade minima de uma cobertura de X
por conjuntos de primeiro tipo.

A seguir, enunciaremos o principal resultado de [4].

Teorema 4.4.1 Seja G um grupo finito que atua livremente sobre um espaco paracompacto
Hausdorff X, com gen(X,G) > n+1 e k um nimero natural.
(a) Sen > |G|k eY € um espago metrizavel de dimensdo k, entao toda aplicagio continua
f: X =Y possui um ponto de (H,G)-coincidéncia para algum subgrupo nao trivial H de G.
(b) Sen = |G|k e Y um cone CW-complezo de dimensao k, entdo toda aplicagdo continua
f: X =Y possui um ponto de (H,G)-coincidéncia para algum subgrupo nao trivial H de G.
(c) Sen < |G|k e gen(X,G) = n+ 1, entdo existe um cone CW-complexo Y de dimensao
k e uma aplicacao continua f : X — Y tal que f nao possui pontos de G-coincidéncia. Em

particular, se G = H = Z,, entao f nado tem pontos de (H,G)-coincidéncia.
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Comentario Final:Para finalizar este trabalho, ressaltamos o quao interessante sao as
relagoes citadas entre nogoes topoldgicas e algébricas, pois para o desenvolvimento deste projeto,
foi necessario o estudo de diversos pré-requisitos em Topologia Algébrica bem como alguns

conceitos de Algebra, particularmente a teoria de cohomologia de grupos finitos.
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