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Resumo

Nesta dissertagao, tratamos de um modelo de 3-brana mergulhada em um bulk
de 5 dimensoes. Neste modelo, buscamos determinar as equacoes dinamicas que
descrevem a interacao gravitacional na brana. Para isso fazemos uso das equacoes
de Gauss-Codazzi que, aqui deduzidas, relacionam a curvatura intriseca da brana
com a curvatura do bulk em que ela estd mergulhada. Expressamos as modificagoes
gravitacionais provenientes do modelo na forma de um fluido cosmoldgico e com
isso abordamos o problema das curvas de rotacao de galaxias. Determinamos os
parametros do fluido de tal forma a descrever as curvas de rotacao em um regime

assintdtico.
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Abstract

In this work, we find the gravitational equations for a 3-brane model embed-
ded in a 5-dimensional bulk. For that purpose, firstly we derive Gauss-Codazzi
equations. These equations relate the intrinsic brane curvature with those in the
bulk. Once we find the dynamical equations describing the gravitational interac-
tion on the brane, we approach the galactic rotation curves problem. The changes
on Einstein’s gravitational equations provided by the model are expressed in a
cosmological fluid form. As our last step, we determine the fluid parameters that

fit flat galactic rotation curves.
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Notacao

Nesta dissertagao, utilizamos duas notacoes para as coordenadas:

{z}, cobrindo um espago-tempo de 4+1 dimensdes (bulk), com indices latinos
variando de 0 a 4.

{z"}, cobrindo um espago-tempo de 3+1 dimensoes (brana), com indices gregos
variando de 0 a 3.

A métrica do espaco-tempo de 5 dimensoes é denotada por g, € a métrica do
subespaco de 4 dimensoes, associado a brana, é denotada por qgu.

Definimos o tensor de Riemann em termos dos simbolos de Christoffel da se-
guinte forma:

b = Ocl'ay — Oal'y. + Tale. — il ey, (1)

e usamos um indice “(5)”a esquerda quando nos referimos aos tensores de Riemann
e de Einstein do bulk (PR, ©)G.;) para distingui-los dos tensores referentes ao
subespaco da brana.

Ademais, utilizamos a assinatura da métrica (—, 4, +, +, +) e assumimos sem-

pre ¢ = 1 para a velocidade da luz.
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Capitulo 1

Introducao

As principais teorias fisicas disponiveis atualmente — que melhor descrevem nosso
universo e os fenomenos fisicos que nele ocorrem — sao construidas em um espago-
tempo de 341 dimensoes. Todas as evidéncias indicam que o universo seja cons-
tituido por 3 dimensoes espaciais e uma temporal. No entanto, o que aconteceria
se considerassemos a hipotese de existirem mais dimensoes do que estas 4 usuais?

Se considerarmos a hipdtese de dimensoes adicionais também podemos questi-
onar por que motivo tais dimensoes ainda nao foram observadas. Assim, adotando
essa hipotese, é plausivel buscarmos por efeitos de dimensoes extras sobre a fisica
que observamos. Como as teorias fisicas vigentes estao construidas sobre o pano
de fundo quadridimensional, a busca por tais evidéncias implica na tentativa de
detectar falhas destas teorias na explicacao de determinados fenomenos, ou até
mesmo inconsisténcias tedricas.

Na década de 1920 Theodor Kaluza e Oscar Klein desenvolveram uma teoria
unificada para o eletromagnetismo e a gravitagao [1] [2] utilizando a hipé6tese de
dimensao extra. Com isso, encontraram uma descricao geométrica para o eletro-
magnetismo, tratando sua liberdade de gauge como um grau de liberdade espacial
sobre a dimensao extra. Tal descrigao nao mostrou-se muito promissora, mas com
o surgimento da teoria de cordas a hipdtese de dimensoes extras veio a tona no-
vamente, desta vez na tentativa de unificar as 4 interacoes da natureza. Sabe-se
que a teoria das cordas precisa de dimensoes extras para ser auto-consistente. De-

senvolvimentos mais atuais na teoria (teoria M) descrevem um universo com 11



dimensoes onde as particulas fundamentais sao descritas através de modos nor-
mais de vibracao de cordas fundamentais e dai surgem todas as suas propriedades
fisicas.

A ideia de mundos-brana surge, fundamentalmente, da teoria de cordas [3].
Existem solugoes de cordas abertas e cordas fechadas: as particulas de spin 2,
como o graviton, sao tratadas como cordas fechadas e podem deslocar-se fora
da brana. As demais particulas sao tratadas como cordas abertas, tendo suas
extremidades presas a brana, estando portanto confinadas a ela e nao podendo
mover-se ao longo de dimensoes extras.

Os modelos de Randall-Sundrum I [4] e II [5] também tiveram por base a teoria
de cordas. Destacaram-se no cenario da fisica tedrica, na ultima década, devido
ao fato de terem proposto uma possivel solucao ao problema da hierarquia usando
uma hipétese de dimensao extra.

O modelo de Randall-Sundrum I considera a existéncia de uma dimensao espa-
cial adicional, compactada, e que é detentora de simetria Z, (simetria especular)
— tal como prescrevem alguns cendrios de cordas. Assim, a dimensao extra é uma
1-esfera com simetria Z,, conhecida também como orbifold. Neste cenério, existem
duas branas que se localizam ao longo da dimensao extra, uma delas modelando
nosso universo observavel de 4 dimensoes. A distancia entre as duas branas é
determinada pelo raio de compactificacao da dimensao extra. Os campos do Mo-
delo Padrao, que descrevem as particulas das quais nosso universo é constituido,
estao confinadas sobre as branas. Ja a interacao gravitacional ocorre em todo o
sistema, de modo que as branas s podem interagir gravitacionalmente. Assim,
neste cendario a acao classica é escrita como a agao de Eistein-Hilbert tomada em
5 dimensoes mais as agoes referentes a cada uma das branas.

Para a solucao das equacoes de Einstein deste modelo foi, entao, proposta
uma métrica que cobrisse todo o espaco de 5 dimensodes e que fosse invariante por

transformacoes de Poincaré sobre as branas:
ds* = e 2Dy, do'da” + r.de?, (1.1)

onde ¢ é uma parametrizagao utilizada para a dimensao extra e r. é o raio de

compatificacao da dimensao extra.



Ao resolver as equagoes de Einstein em 5 dimensoes, tendo como base essa
métrica, Randall e Sundrum chegaram as seguintes condigoes:

— O espaco de 5 dimensoes, denominado bulk, deveria possuir uma curvatura
negativa.

— As tensoes nas duas branas deveriam ter sinais opostos.

Quando a métrica dada em (1.1) é levada em considera¢do no mecanismo de
Higgs as escalas de massa fisicas véem acompanhadas de um fator exponencial
dependente do raio de compactificagdo (distancia entre as branas). Tal fator ex-
plicaria a diferenca entre as escalas de massa da natureza.

No modelo de Randall-Sundrum II o raio de compactificacao é levado ao infi-
nito, de modo a restar apenas uma brana, onde estariam localizadas as particulas
do modelo padrao, e um bulk de 5 dimensoes com a dimensao extra infinita, mas
ainda assim com uma curvatura negativa associada.

O cenéario de branas que serd utilizado nesta dissertacao serd uma 3-brana
(onde o 3 denota o numero de dimensoes espaciais da brana) mergulhada num
bulk de 5 dimensoes com curvatura negativa e cuja dimensao extra tem simetria
Zsy. Esse modelo é claramente inspirado no modelo de Randall-Sundrum II, que ja
foi amplamente tratado desde a sua proposicao em 1999 e portanto ha um grande
numero de trabalhos sobre ele. Além disso ha, atualmente, experimentos a serem
realizados no LHC (Large Hadron Collider) para testé-lo. Essa é uma motivacao
para tratar com mais detalhes esse tipo de modelo. Outro motivo para utilizarmos
um modelo com apenas uma dimensao extra é devido a sua simplicidade e pode
também ser encarado como um primeiro passo rumo a modelos mais complicados.

Nesta dissertacao, estudaremos inicialmente as consequéncias gravitacionais
desse cenario cosmolégico, ou seja: as equagoes que determinam a dinamica gra-
vitacional na brana. Para isso, utilizaremos a abordagem usual da Relatividade
Geral que descreve a gravidade como dada pela geometria do espago-tempo. As-
sim, nosso universo observavel sera visto como uma hipersuperficie mergulhada
em uma variedade de 5 dimensoes. Com isso teremos a curvatura da variedade
global, que sera o bulk, e a curvatura da hipersuperficie, que representara a brana.
A dinamica gravitacional serd dada pela curvatura intrinseca da brana, portanto
buscaremos relacionar as duas curvaturas através das Equacoes de Gauss-Codazzi.

Estas equagoes serao deduzidas no Capitulo 2 da dissertacao.



Na localizacao da brana sobre a dimensao extra, com seu contetido de matéria e
tensao intrinseca, utilizaremos as condigoes de Jungao de Israel [8] para relacionar
esse tensor com a curvatura da brana. Tais condigoes também serao deduzidas no
Capitulo 2 e entao chegaremos as equagoes que relatam a dinamica gravitacional
na brana. Como veremos, essas equacoes diferem das equagoes que Einstein obteve
para a gravitagao.

O passo seguinte ¢ questionar se tais modificacoes na gravitagao sao uteis para
explicar os problemas fisicos que temos atualmente. Sabemos que hd uma série
de incompatibilidades entre os dados experimentais e as previsoes tedricas em as-
trofisica e cosmologia. Estes problemas surgem quando aplicamos a gravitacao de
Newton ou de Einstein para escalas de ordem galatica ou maiores. Eles abrangem
muitos topicos modernos de astrofisica e cosmologia, como curvas de rotagao de
galdxias, dinamica de aglomeradas de galdxias, efeitos de lente gravitacional em
aglomerados galaticos e a formacao de estruturas em larga escala que deu origem
a distribuicao de matéria que observamos hoje no universo. E provavel que todos
estes problemas estejam relacionados e a explicagao deva advir ou de uma reconsi-
deracao no montante de matéria existente no universo ou de uma modificacao da
teoria gravitacional vigente.

Assim, no Capitulo 3 abordaremos o problema especifico das curvas de rotacao
de galaxias com as equagoes para a gravidade na brana obtidas no Capitulo 2.
Inicialmente faremos uma revisao do problema com a apresentagao dos dados rele-
vantes e entao buscaremos resolver as equacoes dinamicas para o espago-tempo ao
redor de uma galaxia espiral. A contribuicao advinda da dimensao extra podera
ser expressa como o tensor de um fluido cosmolégico. No Capitulo 4 buscaremos
ajustar os parametros desse “fluido” de modo a explicar as curvas de rotacao de
galaxias espirais em um regime assintotico. Finalmente, no Capitulo 5 concluire-

mos a dissertacao com uma breve andlise dos resultados obtidos.



Capitulo 2

Dinamica Gravitacional em
Modelos 3-brana

Modelos de branas descrevem o universo através de cenarios em que os campos do
modelo padrao estao confinados em um espago-tempo quadridimensional (brana)
que por sua vez estd mergulhado em um espago com mais dimensoes (bulk). Nes-
tes cendrios, apenas a interacao gravitacional é global — atuando em todas as
dimensoes. Portanto, uma questao que surge é como é descrita a dinamica gravi-
tacional na brana quando levamos em conta a existéncia de dimensoes extras.

De qualquer forma, toda medida da interagao gravitacional que podemos fa-
zer serd sobre a brana (onde residimos e estao todos os observaveis fisicos). Por-
tanto, admitindo a descri¢ao tida na Relatividade Geral (que vé a gravitacao como
uma consequéncia da curvatura espago-temporal) como valida, precisamos obter
equacoes em 4 dimensoes relacionando a distribuicao de energia na brana com sua
curvatura intrinseca. Para isso sao tuteis as equacoes de Gauss-Codazzi, que per-
mitem relacionar a curvatura intrinseca da brana com a curvatura global do bulk.
De posse dessa relagao é possivel entao inferir quais as possiveis influéncias de
uma suposta dimensao extra sobre a dinamica gravitacional dos objetos contidos

na brana.



2.1 Equacoes de Gauss-Codazzi

As equacoes de Gauss-Codazzi relacionam a curvatura intrinseca de uma hipersu-
perficie com a curvatura do espago no qual ela estd mergullhada. Nesta dissertagao,
derivaremos tais equacoes para o caso especifico de uma hipersuperficie de 4 di-
mensoes mergulhada num espago com uma dimensao extra, que representa o papel
de um modelo 3-brana com um bulk de 5 dimensoes. Tal abordagem foi feita an-
teriormente em [7], seguiremos aqui a mesma linha de raciocinio para obter as
equacoes gravitacionais na brana. Ja na derivacao das equacoes de Gauss-Codazzi
seguimos um procedimento similar a [6] com as diferengas de que aqui tratamos

de um espaco-tempo de 5 dimensoes e a hipersuperficie é tipo tempo.

2.1.1 Meétricas do Bulk e da Brana

Para o cenario abordado nesta dissertacao, a métrica do bulk serd representada
por gu, onde os indices latinos vao de 0 a 4. Cobrindo a brana com um vetor
unitario normal em cada ponto n, podemos construir uma métrica intrinseca da

brana ¢, definindo-a da seguinte forma:

Gab = Gab — NaTp. (21)

Com esta métrica, podemos escrever qualquer quantidade em termos de suas
componentes normais e paralelas a brana. Podemos chama-la de métrica intrinseca
da brana pois ela nao tem componentes na direcao normal a esta, como é possivel
verificar

Gapn” = gayn® — ngnpn’, (2.2)

levando em conta que n, possui norma unitdria (nyn’® = 1), temos
b
ap’ = Ng — ng = 0. (2.3)

Sabendo ainda que tanto g, quanto n,n, sao simétricos pela troca dos dois
indices, concluimos que g, em (2.1) também o é.
A dltima condicao necessaria para chamarmos ¢, de métrica intrinseca da

brana é que ela sirva para contrair, abaixar e levantar indices de quantidades



tensoriais pertencentes a brana. Isso pode ser facilmente verificado, dado um

vetor qualquer v® pertencente a brana
UaQab = Uagab - 'Uananba (24)

mas, por defini¢ao, v* pertence a brana, nao tendo componentes na dire¢ao normal

a ela, o segundo termo da equacao acima se anula, o que nos da
a
V" Gab = Vp- (2.5)

Uma propriedade desta métrica intrinseca é que ela pode ser usada como um
projetor, projetando qualquer quantidade pertencente ao bulk sobre a brana. Dado
um vetor qualquer V,, podemos escrevé-lo em termos de suas partes paralela e

ortogonal a brana. A parte ortogonal sera porporcional a n,:
V., = VYHa + Ving,. (26)

Se aplicarmos o tensor g sobre V,, o primeiro termo resultante se transforma
como em (2.5) - dado que Vj, pertence a brana, ja o segundo termo se anula devido

a propriedade dada em (2.3). Portanto, teremos
@ Va = Vip, (2.7)

ou seja, g; seleciona apenas a parte do tensor que pertence a brana, atuando como

um projetor.

2.1.2 Derivada Covariante Intrinseca

De posse da métrica definida em (2.1) podemos também definir uma derivada co-
variante intrinseca da brana, que pode ser construida projetando cada componente

da derivada covariante global sobre a brana
DTy = ¢V . Ty. (2.8)

Esta operacao se refere a derivada de um tensor arbitrario de ordem 1 7,. Para



tensores de ordens mais altas a derivada covariante intrinseca é sempre obtida
com a projecao de cada uma das componentes resultantes da derivada covariante
global sobre o tensor. Esta operacao satisfaz todas as propriedades necessarias a
uma derivacao covariante. Ha um teorema que garante a existéncia de uma tnica
derivada covariante que, quando aplicada sobre a métrica do espago-tempo, se

anula [6]. Em nosso caso, devemos ter
Dagqay = 0. (2.9)
Verificamos isto substituindo (2.1) em (2.9) e usando (2.8)
Dear = 424543 Vager — 42d5ai Vaneny. (2.10)

Mas o primeiro termo do lado direito da equaggao acima se anula, pois a derivada
covariante da métrica é nula. O segundo termo pode ser reescrito da seguinte
maneira

¢eqsal Vaneny = qiqSalnsVane + q2qCan.Vany. (2.11)

Ambos os termos da equagao acima se anulam, pois a contracao do vetor normal
a brana com sua métrica intriseca ¢ nula. Assim, a expressao (2.10) satisfaz a
condicao determinada em (2.9), o que permite afirmarmos que esta é a tnica

derivada covariante possivel a ser definida sobre a brana.

2.1.3 Curvatura Extrinseca

Dada a métrica do bulk e sabendo-se como os vetores normais estao distribuidos
temos toda informacao sobre a brana. H& ainda uma outra quantidade que carac-
teriza a maneira como a brana estd mergulhada no bulk: ¢é a curvatura extrinseca,
ou curvatura de Gauss. Ela é dada pela variacao do vetor normal a brana em cada
ponto. No nosso caso, sera a derivada covariante intrinseca da brana aplicada ao
seu vetor normal unitario

Kup = ¢Cq'V :ng. (2.12)



2.1.4 Equacao de Gauss

De posse destas quantidades, buscaremos relacionar as curvaturas intrinseca e
extrinseca da brana com a curvatura do bulk. Para isso, utilizamos a definicao do
tensor de curvatura de Riemann. O tensor de curvatura do bulk sera denotado por

R4, sendo definido em termos da derivada covariante em 5 dimensoes

ORY, wq = Vo Viywe — VyVwe. (2.13)

abc

J& o tensor de curvatura intrinseco da brana sera definido em termos de sua

derivada covariante intrinseca

d
Rabc

Wy = Danwc — DbDawc, (214)

onde w, ¢ um campo vetorial arbitrario ao longo da brana.

Na equagao (2.14), desenvolvendo o primeiro termo do lado direito através das
defini¢oes dadas anteriormente de derivada covariante intrinseca (2.8) e da métrica
da brana (2.1), obtemos

D,Dyw, = —q;”ngfnovmnpvdwo — q;"nggndvmnnvdwo + (2.15)
G G590V mV aWo-

Entretanto, os fatores que contém derivadas covariantes do vetor n® podem ser
reescritos levando-se em conta a definigao de curvatura extrinseca dada em (2.12),

de tal forma que a expressao (2.15) toma a forma
DoDywe = q"qlq°V iV awo + Koo Kfw, — ¢CK pnV g, (2.16)

Se permutarmos os indices a e b na equacao acima obtemos uma expressao
analoga para o segundo termo da equacao (2.14), isso permite reescrever todo seu

lado direito

Rgbcwd = qznngg(vmvdwo - vdvmwo) + Kachwo - (217)
Kchg - quabndvdwo + qubandvdwo-



Sendo K, um tensor simétrico, os dois ultimos termos se anulam e usando a
ab )
expressao (2.13) para o tensor de curvatura no bulk, a expressao acima pode ser

reescrita

d
Rabc

Wy :<5)R%downqungg + Koo K wo — Kpe KCw,. (2.18)

Podemos rearranjar a equacao de tal modo que eliminemos os fatores em w,,
com isso chegamos a equacao de Gauss, relacionando a curvatura do bulk com as

curvaturas intrinseca e extrinseca da brana:

bea =R G 6245 + K Kpa — KiK. (2.19)

npo

2.1.5 Equacao de Codazzi

Em nosso caso, a Equacao de Codazzi relaciona as derivadas da curvatura extrinseca
com o tensor de Ricci em 5 dimensoes. Para obter esta relagdo comecamos calcu-

lando a seguinte expressao
DnKy = 47 q0i V(g5 Van'), (2.20)

onde nos valemos da defini¢ao de derivada covariante sobre a brana dada em (2.8)
e da defini¢ao de curvatura extrinseca (2.12). Desenvolvendo a derivada covariante

em m na ultima expressao
V@@V n!) = V0@?Van! + 2V, V' (2.21)

e usando (2.1), escrevemos
Vgt = 1oV, — 1V 0, (2.22)

Substituindo esta expressao em (2.21) e juntando tudo na expressao (2.20)

chegamos a
D, K} = q,quql“nOandVdnl — q?ng?ndvmnovdnl + q,Tq,‘,’qf‘ngdenl. (2.23)

O primeiro termo do lado direito da equagao acima é nulo devido a contracao

10



do vetor normal a brana com sua métrica intrinseca. Contraimos os indices n e a

da equacao acima, de modo a obter
D,Ky = q;qumvmvdnl — q{”q,‘)’ndvmnovdnl. (2.24)
Agora contraimos os indices a e b ainda em (2.23), de onde obtemos
D,K} =D,K = qzlqldvmvdnl - q;”qlondvmngvdnl (2.25)
e diminuimos (2.25) de (2.24) (renomeando os indices) de tal forma a obter
DoK' — DK = ¢ g (Vi Van! — VaVun') — ¢"gen*V gn' (Vmne — Vonn, ). (2.26)

Entao nos valemos das expressoes (2.12) e (2.13) para simplificar a equacao
acima, podendo escrevé-la em termos do tensor de Gauss e do tensor de curvatura
do bulk

a _d m(5Pz c l _
DaKb DbK = qpq, cmd Tl Vdn (Klb Kbl)' (227)

Uma vez que o tensor de Gauss ¢ simétrico, o ultimo termo da equacao acima
desaparece. Usamos agora novamente a equagao (2.1) para desenvolver a seguinte
expressao

aa" = gigl" + nynn™n™ — ginn™ — g nyn’, (2.28)

que, quando substituida em (2.27) e levadas em conta as propriedades de an-
tissimetria do tensor de Riemann com relacao aos dois ultimos indices para o

cancelamento de alguns termos envolvidos, obtemos
D, K} — DyK =CRn® —CR myn'ne. (2.29)

Finalmente, uma vez que a quantidade do lado esquerdo da equacao acima
pertencente & brana, podemos aplicar um fator ¢ de modo a anular o tltimo

termo da equacao acima, o que resulta na Equacao de Codazzi

D K — DiK =CR n°qb. (2.30)
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2.2 Gravitacao em 5 dimensoes

Por meio da equacgao de Gauss podemos escrever o tensor de Einstein na brana em
termos dos tensores de curvatura do bulk. Sendo o tensor de Einstein intrinseco
da brana definido como

Gra = Rpqg — %qud, (2.31)

precisamos entao obter o tensor de Ricci da brana, o qual pode ser obtido contraindo-

se os indices a e ¢ da Equagao de Gauss (2.19) de forma a obter
Rea =OR7 q0arqg + K Kpa — K§ Ko, (2.32)
usando (2.1) para escrever ¢P, como
U = G — Mo, (2.33)
a expressao (2.32) nos da o tensor de Ricci como

Rya =" Roogpqs =Ryt nmnP g qq + K Kpg — KKy (2.34)

npo

O escalar de curvatura da brana é obtido simplesmente contraindo os indices b

e d na equacao acima

R :(S)RnOQZ _(5)Rm nmnpq;)z + K2 - KI?KS (235)

npo

Valendo-nos novamente da expressao (2.1), podemos escrever o segundo termo

do lado direito da equagao anterior como:

(5P%Onmnpqg =0OR, .n"n° —(5)Rgmnmnpn"no =OR,on"n°, (2.36)

sendo que o termo que contém o tensor de Riemann se anula devido a sua propri-
edade de antissimetria com relacao aos dois tltimos indices. J& o primeiro termo

do lado direito de (2.35) também pode ser rearranjado utilizando (2.1) da forma

(SPnoqno :(S)R _(S)Rnonnno‘ (237)
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Substituimos estas expressoes (2.36) e (2.37) em (2.35) e entao obtemos a expressao

desejada para o escalar de Ricci
R =PR - 206R, ,n"n° + K* — K{K". (2.38)

Agora substituimos as expressoes para o tensor de Ricci (2.34) e o escalar de

curvatura (2.38) na equagao (2.31)

1
Gra = [(5Rno - 5(5)Rgno]qz?q§ +(5)RnonnnOde + KKy — (2-39)
1
KgKba - §(K2 - KI?KS) _(5)R7Tponmnpngg'

Esta expressao tem ainda um termo com o tensor de curvatura do bulk, mas

podemos reescreve-lo decompondo-o em termos do tensor de Ricci e do tensor de

Weyl [6] C7,
(SPm _ 2 m(5P (5)pm 1 m (5P cm 2.40
npo ~ g(g[p oln — gn[p o]) - ég[pgo}n + npo? < . )
usando essa relagdo em (2.39) temos entao
2 1
de - § ((S)Gnongqcol +(5) GnonnnOde> - Z<5)qud + KKbd - (241)

1
KiK. — §(K2 — Ky K) — Epa,

onde ®)G,,, é o tensor de Einstein em 5 dimensoes e Epy é o termo dependente do
tensor de Weyl:
Ebd =C" nmnpngg. (242)

npo

Supondo agora que o universo de 5 dimensdes relacione a geometria ()G,
com a distribuigao de energia (Tq) do universo de maneira andloga a Relatividade

Geral usual, de 4 dimensoes
1
(S)de :(5)Rbd - 5(5)3%51 = kéde, (2.43)

onde k2 é uma constante de acoplamento referente ao universo de 5 dimensoes.
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Podemos entao reescrever a equagao (2.41) em termos da distribuigao de energia
do universo. A equacdo (2.43) permite determinar ®)R em termos do tensor energia

momento do universo pentadimensional

2
GR = —gk:?T. (2.44)

Com (2.43) e (2.44) a expressao (2.41), que nos daré a gravitagdo na brana,
pode ser escrita em termos da distribuicao de energia total bulk, do tensor de

curvatura de Gauss e do tensor de Weyl projetado na brana:

2 1
de = gk?) (TnoqgQ?I + (Tnonnno - ZT> de> + KKbd - (245)

1
KKy, — 5(K2 — K{K?) — By

2.3 Distribuicao de Energia no Bulk

Precisamos agora determinar como a energia se distribui no sistema bulk + brana,
ou seja, explicitar o tensor energia-momento T,, da equagao (2.45). Para uma
descrigao adequada da distribuigao de energia deste modelo, precisamos cobrir o
espaco-tempo com um sistema de coordenadas e localizar a brana em um ponto
especifico da dimensao espacial extra.

Consideremos entao uma congruéncia de curvas geodésicas cobrindo todo o
bulk e interceptando a brana ortogonalmente. Se parametrizarmos estas curvas
através de um parametro [ de tal modo que o valor do parametro seja nulo sempre
que cada uma das curvas intercepte a brana, poderemos assim dizer que a brana
esta localizada na posi¢ao [ = 0 da dimensao extra. Assumimos ainda que tal
sistema de coordenadas é gaussiano, ou seja, que o intervalo métrico nesse sistema

de coordenadas pode ser escrito como
ds* = quda®dx® + dI*. (2.46)

Uma das propriedades dos modelos de Randall-Sundrum ([4] e [5]) é que o bulk

tem uma constante cosmoldgica negativa, ou seja: o espago-tempo de 5 dimensoes
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deve ter geometria anti de Sitter. Sendo que uma das principais inspiragoes para
modelos de branas como o tratado nessa dissertagao ¢ sucitada pelos modelos de
branas tipo Randall-Sundrum. Assumiremos aqui que o bulk possua uma constante
cosmoldgica negativa associada. Levando-se em conta agora que toda a matéria do
universo esta contida na brana, o tensor energia-momento do sistema total pode
ser representado com o termo da constante cosmologica do bulk mais um termo
referente a distribuicao de energia na brana - Sy, - que pode ser localizado em

[ = 0 através de uma funcao delta de Dirac
Tab = _Agab -+ Sab6<l). (247)

A distribuicao de energia na brana pode também ser caracterizada por uma
constante cosmoldgica intrinseca A mais um termo 7, dando a distribuicao de
matéria e energia na brana

Sab = —/\qab + Tab- (248)

Agora basta substituir a expressao para o tensor energia-momento, definida
em (2.47) e (2.48) na equagao (2.45), obtida na segao anterior e que relaciona
a distribuicao de energia do bulk com a geometria na brana, que chegaremos a
uma equacao que nos dara a dinamica gravitacional na brana. Mas ao fazermos
isso vemos que a simples substituicao de termos acarreta no seguinte problema:
os tensores que dao a geometria na brana em (2.45) estao definidos sobre ela, ou
seja, em [ = 0, mas a funcao delta de Dirac assume valor infinito neste ponto da
dimensao extra. Para contornar este problema, deduziremos algumas condicoes de

juncao, tomando o limite para [ — 0 em cada lado da brana.

2.4 Condicoes de Juncao

Em nosso modelo cosmolégico com uma 3-brana mergulhada em um bulk de 5
dimensoes, a brana é localizada por meio da fun¢ao delta de Dirac em um ponto
da dimensao extra — todos os campos do modelo padrao estao sobre este ponto
na dimensao extra — mas, para analisarmos a dinamica gravitacional dos objetos

contidos na brana através das equagoes projetadas, precisamos fazer o limite para
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[ tendendo a zero. Surge entao a questao de como as quantidades, tais como
curvatura do bulk e curvatura extrinseca, se comportam quando feito tal limite.
Este problema é conhecido como problema das Condicoes de Juncao.

Este nao é um problema que surge especificamente em cendrios de branas, ja
sendo ha décadas abordado para certos sistemas astrofisicos, como por exemplo
no problema de Oppenheimer-Snyder que trata a juncao entre os campos externo
e interno de uma estrela [9].

A deducao é feita nesta dissertacao para o problema especifico da 3-brana mer-
gulhada em um bulk de 5 dimensoes, com a condicao adicional de que a dimensao
extra possui simetria Zs, que, como visto no Capitulo 1, é reivindicada pela teoria
das supercordas e assumida nos modelos de Randall-Sundrum.

Nesta deducao usaremos dois sistemas de coordenadas distintos, o sistema de
coordenadas {z%}, usado nas segbes anteriores com os indices latinos variando
de 0 a 4 cobrindo todo o universo e com a métrica da brana definida por (2.1)
e também um segundo sistema de coordenadas {z*} cobrindo apenas a brana
e portanto definido em 4 dimensoes, com os indices gregos variando de 0 a 3.
O sistema de coordenadas cobrindo o bulk é arranjado de tal forma que as trés
primeiras coordenadas cobrem a brana e a quinta (e = 4) é construida como
uma congruéncia de geodésicas tal qual descrito na secao anterior. Assim, o vetor
unitario n,, normal a brana em cada ponto, sempre estara ao longo da coordenada
x*, coberta pelo parametro [. Levando isso em consideracao e escolhendo um
parametro [ propicio, podemos escrever os vetores n, como vetores tangentes a

coordenada z*

oz
n® = 2.49
5l (2.49)
e como n® é unitario, suas componentes contravariantes podem ser escritas como
ol
e =5 (2.50)

As quantidades contidas apenas na brana podem ser representadas em termos
de qualquer dos dois sistemas de coordenadas definidos. Para escrever a métrica
intrinseca na brana em termos do novo sistema de coordenadas {z*} basta fazer

uma simples transformacao de coordenadas em (2.1)
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a

Qv oxH OV b = ozt OV Gab = OxH 8:70”” "

No entanto, o segundo termo se anula pois nao ha componentes de n* sobre a

a b a b a b
_ 0z® Oz 0x® Oz 0z Ox b (251)

brana. Entao a equagao (2.51) fica simplesmente

B Ox® Ozt
QMV - axu ax,/gab-

(2.52)

Assim as derivadas parciais da transformagao entre os sistemas de coordenadas
atuam como projetores, relacionando quantidades do bulk com suas componentes
na brana. E conveniente a partir daqui escrever as derivadas parciais na seguinte

notacao

a
. Ox
o Qar

Entao, dada qualquer quantidade contida no bulk, sua projecao sobre a brana

e (2.53)

pode ser feita através de (2.53).
Agora considerando a brana localizada na posicao [ = 0 da dimensao extra, a
comparagao de quantidades quando se toma o limite para [ — 0 pode ser sumari-

zada pela seguinte notacao:

[A]= lim A— lim A=At — A~ (2.54)
=0+ 1—0—
onde A representa um tensor arbitrario.
Para o caso considerado nesta dissertagao, o vetor normal a brana obedecera
a seguinte relagao, levando em conta que a dimensao extra possui simetria Z, e
portanto tem o sinal invertido quando em lados diferentes da brana:

g =nl —n, =2nT. (2.55)

a a

2.4.1 Primeira Condicao de Juncao de Israel

Vimos que a simetria Z, implica em uma relagao para o vetor normal unitario
para cada lado da brana. Mas outras quantidades, como a métrica g,, do bulk
nao tem um comportamento imediatamente evidente no limite para [ — 0. Em

8] Israel obteve duas condigbes de jungao, a primeira determinando o comporta-

17



mento do tensor métrico. Em nosso caso, estamos lidando com um sistema de 5
dimensoes e além disso a quinta dimensao possui uma simetria especial. Mesmo
assim, as condigoes de juncao sao as mesmas obtidas por Israel em um contexto
completamente diferente.

Em nosso caso, para desvelar o comportamento da métrica utilizaremos uma
fungao distribuigao de Heaviside tal como feito em [10], com a diferenca que aqui
a simetria Zsy é imposta sobre a dimensao extra.

A funcao de Heaviside é definida como:

O(l)=1sel>0,
O()=0sel <0, (2.56)
O(l) indeterminada se [ = 0.

Com tais definicoes, as seguintes propriedades da funcao de Heaviside seguem

imediatamente:
e%(1) = o(l), (2.57)
e)e(-1) =0, (2.58)
%l(l) = 4(1). (2.59)

Através desta funcao de distribui¢do a métrica do bulk pode ser escrita como

a soma de duas funcoes: suas partes em cada lado da brana
9ab = O()gay + O(=1) g4 (2.60)

mas ficando indefinida para [ = 0.

Derivando g, na equagao acima
0r9ab = 0:0(1) g, + O() 0y, + 0O(—1)gy;, + O(—1)0cg,, (2.61)

e levando em conta, usando as relagoes (2.50) e (2.57), que

p.0(1) = 2L 40)

= o = () (2.62)
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e analogamente

0.0(~1) = —n.5(l), (2.63)

a equagao (2.61) pode ser escrita como
OeGar = O(1)0.gf, + O(—1)0egy, + 16 (1) [gan)- (2.64)

De posse desta relagao para a derivagao parcial da métrica é possivel também

obter uma relagao para os simbolos de Christoffel que sao dados por

1
ng = igce(aageb + abgae - aegab)- (265)

Entao, usando a expressdo para a métrica (2.60) e sua derivada (2.64), os

simbolos de Christoffel passam a ser escritos como

5, = OIS + O(-DT% + S0M(OM)g™ +O(~1)g*)(nalga] (260
+nb[gea] - ne[gab]‘

Mas o ultimo termo é proporcional a §(1)©(), o qual impossibilita a repre-
sentagao dos simbolos de Christoffell com a fun¢ao de Heaviside, pois ©(l) nao é
definida para [ = 0. Para contornar este problema, é conveniente impor a seguinte
condicao

[9as] = O, (2.67)

que é conhecida como Primeira Condicao de Juncao de Israel, sendo pela primeira
vez deduzida por Israel em [§].

Com esta condigao, a equacao (2.66) fica simplesmente escrita como
re, =ers +oe(-nre, (2.68)

e ainda podemos obter a seguinte relagao, levando em conta a equagao (2.1) jun-

tamente com a Primeira Condi¢ao de Jungao (2.67)

[qa] = —[nams]. (2.69)
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Levando-se em conta a simetria Zs, que faz com que o vetor normal a brana

tenha sinais opostos em diferentes lados dela, temos

[name) = nfnf —nint =0 (2.70)

e portanto, levando isso em conta na relagao (2.69), chega-se a condi¢ao

[Qab] — [q,uy] — 07 (271)

pois se um tensor é nulo em um dado sistema de coordenadas ele também o sera
em qualquer outro sistema de coordenadas. Mas como g, ¢ obtido pela relacao

(2.52), a seguinte condigao também deve ser satisfeita:

[e2] = 0. (2.72)

2.4.2 Segunda Condicao de Juncao de Israel

Todas essas condigoes seguem da Primeira Condigao de Jungao de Israel, mas existe
uma segunda condicao de juncao. Para chegar a ela comecamos determinando o
tensor curvatura de Riemann, definido em termos das derivadas dos simbolos de
Christoffel

ORpeq = 0.0, — Oalh. + Tiglee — Uil (2.73)

Utilizando a expressao (2.68) é possivel obter uma relagdo para as derivadas
dos simbolos de Christoffel

8ngb = @(l)@dl“;j -+ @(—l)(?dl“g; + §(l)nd[Ffw] (274)

Assim, levando-se em conta (2.68) e (2.74), o tensor de Riemann (2.73) toma

a seguinte forma
CRj.y = O Ry + O(=1) Ry, + 6(1) Ay, (2.75)
onde A , é definida da seguinte maneira
Apea = 1e[Ta] = nall5]. (2.76)
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Para determinar adequadamente este termo é preciso analisar as condigoes de
juncao para as derivadas da métrica. Uma vez que os termos proporcionais a [[']

dependem de tais derivadas, é 1til comecar fazendo a seguinte suposicao

[acgab] = RabTlc, (277)

que pode ser justificada considerando-se que, se houver alguma descontinuidade
em [ = 0 sobre as derivadas da métrica, esta serd na direcao perpendicular a brana.
Entao, usando (2.77) chega-se a uma expressao para as condigoes de jungao sobre
simbolos de Christoffel

1
[ng] = igce("iebna + Kaely — Kabne)a (278)
que, quando substituida na expressao (2.76), chega-se a uma relagao para o tensor

a
bed 1
a a a a a
b d = §(ﬁdncnb — Kpanne — Kanpng — Kpen®ng). (2.79)

De posse da relagao de juncao para o tensor de Riemann podemos também
determinar as condicoes de juncao do tensor de Einstein, dado por
Gy _6) 1
bd = Bod — §9bdR, (2.80)

onde o tensor de Ricci Ryq pode ser obtido na contracao de a com ¢ no tensor de
Riemann (2.75)

CRy = O(1)°RTbd + O(—1)®R,, + 5(1) Apg (2.81)
e o escalar de curvatura R, contraindo b com d na equacao acima, é dado por
GR =0()®R* + O(-1)®R™ +46(1)A, (2.82)
sendo Apg e A s@o obtidos nas sucessivas contracoes de (2.79)

1
Abd = E(/‘iadnanb + beanand — Rbd — Hnbnd)a (283)

21



A = kgppnn® — k. (2.84)

Substituindo (2.81) e (2.82) em (2.80) chega-se entdo a expressao para o tensor

de Einstein:

GG = O() PR bd + O(—1)®R,, — %gbd(G(Z)(5P+ +O(-DCR™ )+ (2.85)
1

(5([) (Abd — §gbdA> .

Usando a func¢ao distribuicao de Heaviside, podemos descrever o tensor energia-
momento do universo T, em termos da distribuicao de energia em cada lado da

brana e da distribuicao de energia na brana, a partir da equacao (2.47)
T = O 0(=D)T,; + 6(1)Su, (2.86)

que, se comparada com (2.85) através da equacao (2.43), nos da a seguinte relacao

1
Apg — §gbdA = K25 (2.87)

Podemos reescrever o lado direito da equagao acima usando as relagoes (2.83)

e (2.84) obtidas para o tensor A,; e sua forma escalar respectivamente:
2 1 b d a a a, b
k:Sgs = 56565 [Kaan® Ny + Kpan®ng — Kpg — KMpng — Goa(Kapn®n’ — k)], (2.88)

onde nos valemos do fato de Syq estar contido na brana, tornando possivel escreve-
lo em termos do sistema de coordenadas intrinseco da brana.
Se usarmos a relagdo (2.1) para reescrever os termos contendo o vetor normal

unitario n® é possivel simplificar bastante a expressao (2.89)
k3Sss = —€%€§l/€bd + 484" Kab. (2.89)

Guardemos esta relagao e vejamos agora o comportamento da curvatura extrin-

seca no limite para [ — 0. Para fazer isso, analisemos a expressao para a derivada
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covariante do tensor normal unitario

anb
ox®

— Cc _ C
V] = |5 = Tane] = = Find (2.90)
onde a derivada parcial de n; é nula pois, para o sistema de coordenadas definido,
ele s6 possui uma componente diferente de zero e constante.
Com a relacao para a derivada covariante do vetor normal unitdrio podemos
também obter uma relacao para a curvatura extrinseca da brana levando-se em

conta sua definigao (2.12)
(Ko = [eiegvanb] = —ege%[l“gbnc]. (2.91)

Considerando agora a expressao (2.55), que determina o comportamento do

tensor normal unitdrio, o termo entre colchetes em (2.91) se torna
[Capne] = ne(Tgyne +T5) = ne([U5] +205,) (2.92)
e com isso a expressao (2.91) para o tensor de curvatura extrinseca se torna

[Kop] = eie%[ clne — QBge%FZ;nc, (2.93)

O segundo termo do lado direito da equacao acima se anula, pois o simbolo

de Christoffel nao estd sobre a brana e portanto nao possui componentes ao longo
desta em [ = 0, o que implica que sua projegao sera nula. Mas a expressao [['¢,n,]
na equagao acima ja foi calculada anteriormente, sendo dada pela expressao (2.78),

com isso a expressao (2.93) se simplifica

1
[K,s] = 5626%@;,. (2.94)

A Segunda Condig¢ao de Jungao de Israel é obtida comparando esta expressao

com a equagao para a distribuicao de energia na brana (2.89)

k2 1
[KOt ] - _3 Saﬂ - §QQBS . (295)
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Esta relagao nos diz que a forma como a brana estd mergulhada no bulk, dada

pela sua curvatura extrinseca, ¢ determinada pelo conteido de energia na brana.

2.5 Equacoes Gravitacionais na Brana

Na secao 2.4 obtivemos uma expressao para o tensor de Einstein na brana em ter-
mos da sua curvatura extrinseca, do tensor energia-momento T, e do tensor E,
referente a projegao do tensor de Weyl em 5 dimensoes sobre a brana (2.45). Na
secao posterior descrevemos a distribuicao de energia no universo localizando o ten-
sor energia-momento da brana em [ = 0 na dimensao extra através da funcao delta
de Dirac (2.47). Como a funcao delta de Dirac assume valor infinito na posigao em
que a brana se encontra, nao podemos avaliar o tensor energia-momento 7, exata-
mente sobre este ponto, fazemos apenas o limite para [ — 0, portanto nesse limite
a componente do tensor energia-momento sobre a brana S, sera desconsiderada,
sendo que esta exatamente sobre [ = 0.

A contribui¢ado do tensor Sy, sobre as equagoes projetadas que nos dardao a
dinamica na brana, se dard nos termos contendo o tensor de curvatura extrinseca
através da Segunda Condic¢ao de Jungao de Israel (2.95). Mas levando-se em conta
a definicao do tensor de curvatura extrinseca, dado pela projecao da derivada
covariante do vetor normal unitario sobre a brana, devemos ter a seguinte relagao

para o tensor de curvatura extrinseca no limite para diferentes lados da brana
K:{B = —K_ ;5. (2.96)

Ao impormos esta condigao sobre a Segunda Condi¢ao de Jungao (2.95), temos

N | —

_ k2 1
[Kas) = Kiﬁ = _Kaﬁ = —?5 (Sa,B - gqaﬁs) . (2.97)

O tensor de curvatura extrinseca possui sinais opostos em diferentes lados da
brana por ele ser obtido através do vetor normal unitario, que inverte de sinal
devido a simetria Zy sobre a dimensao extra. Podemos ver que sera indiferente
usarmos K;Lﬁ ou K_; para obter o limite [ — 0. A tnica diferenca entre estes

tensores se deve ao sinal e os termos contendo o tensor de curvatura extrinseca na
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equagao (2.45) sao quadréticos.
Assim, substituindo (2.97) em (2.45) chegamos finalmente as equagoes que nos

dao a dinamica gravitacional na brana:

Guy = —A4q/ﬂ, + 87TGNTHV + kgﬂ-p,y - E,u,lu (298)
onde:
L.y Lo\
k2N
Gy = 22 2.100
N 4871'7 ( )
1 1 1 1
Ty = —ZTST,,J + ETTW + ng/TaﬁTaﬁ - ﬁqmﬂj- (2.101)

Se considerarmos apenas os dois primeiros termos do lado direito da equacao
(2.98) fica evidente a semelhanga com as equagoes de campo de Einstein onde o
fator A4 faz o papel de uma constante cosmoldgica efetiva sobre a brana e Gy se
relaciona a constante gravitacional de Newton.

Ja o termo com m,, é uma consequeéncia direta da dimensao extra. Mesmo
assim seu valor depende da distribuicao de energia na brana, pois é um termo
quadrético em 7, .

O tultimo termo, £, também ¢ uma contribuigao direta da dimensao extra,
sendo um termo puramente geométrico que resulta da projecao do tensor de Weyl
sobre a brana. Este termo nao depende de nada contido na brana, é portanto
nao-local. Para que ele nao seja nulo é necessario que o espago-tempo global nao
seja conformalmente plano, pois neste caso o tensor de Weyl do bulk serd nulo.
Ademais, ele nao esta definido sobre a brana e deve ser entendino no contexto de
um limite tendendo a brana.

A Equagao de Codazzi, que nao foi utilizada até agora, (2.30) pode ser utilizada
para avaliarmos a conservagao de energia no sistema. Levando em conta a equagao
de Einstein para 5 dimensoes dada em (2.43) a equagao de Codazzi pode ser escrita

substituindo o tensor de Ricci pelo tensor energia-momento 7y:

DK} — DIK = Tyn‘q). (2.102)
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Mas se levarmos em consideragao a expressao para Ty, definida em (2.47) vemos
que o lado direito da equacao acima se anula. Como obtemos na segunda condigao
de juncao uma expressao para o tensor de curvatura extrinseca em termos do

contetido de energia na brana temos entao a seguinte relacao:
D,K}'— DK x D, =0, (2.103)

que representa a conservacao da energia contida na brana.

Resta agora buscar por possiveis solugoes para a equagao (2.47). Sabemos que
as equagoes de campo de Einstein tiveram grande sucesso ao descrever nosso uni-
verso, sendo possivel abordar com precisao uma grande quantidade de fenémenos
astrofisicos e cosmoldgicos, muitos dos quais a gravitagao de Newton nao conse-
guiu descrever. Mesmo assim ha ainda muitas questoes em aberto em astrofisica
e cosmologia. Dentre os principais problemas estao a expansao acelerada do uni-
verso, a homogeneidade da radiacao césmica de fundo, as curvas de rotacao de
galaxias e os efeitos de lente gravitacional em aglomerados de galaxias. Todos
estes problemas podem ser tratados com a Relatividade Geral de Einstein, mas
apenas se admitirmos a existéncia de estruturas extras no universo, tais como: um
fluido cosmoldgico ideal com pressao negativa para explicar a expansao acelerada
do universo, um campo escalar primordial, que produziria uma expansao exponen-
cial num periodo proximo ao Big Bang explicando entao porque nosso universo é
tao homogéneo, e uma matéria escura, para dar conta das curvas de rotacao de
galdxias e desvios por lentes gravitacionais em grandes aglomerados de galaxias
observados.

Mas todas estas estruturas, muito em voga atualmente, nao foram detecta-
das diretamente, surgindo apenas como hipdteses ad hoc para explicar os dados
observacionais. Enquanto tais hipdteses nao se confirmam é conveniente buscar
por explicagoes alternativas para estes grandes problemas. Por isso se torna in-
teressante analisar que papel os termos adicionais obtidos para as equacoes de
campo da gravitacao na brana podem ter na dinamica gravitacional e também
verificar se eles dariam conta de explicar algum desses problemas contemporaneos
supracitados.

Nesta dissertacao abordaremos o problema das curvas de rotacao de galédxias
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resolvendo a equagao (2.98) para a regido exterior a uma distribuicdo de matéria
com simetria esférica, que representa aproximadamente a regiao externa a uma

galdxia cuja concentracao principal de matéria se encontra em seu bojo central.
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Capitulo 3

Curvas de Rotacao de Galaxias

Espirais

3.1 O Problema das Curvas de Rotacao

As curvas de rotacao descrevem a velocidade de rotacao de estrelas e nuvens de
gas como funcao da distancia radial medida com relacao ao centro da galaxia. O
problema das curvas de rotacao de galaxias espirais consiste no fato de que os dados
disponiveis a respeito dessas curvas para diferentes galdxias nao estao de acordo
com as previsoes feitas pelas teorias gravitacionais, tanto de Newton quanto de
FEinstein.

As galaxias espirais sao enormes aglomerados de estrelas com uma forma bem
peculiar, com bracos estelares espiralando em torno de um bojo central. Por isso
sempre despertou o interesse de astronomos e fisicos na tentativa de descrever sua
distribuicao de matéria e cinematica de seus constituintes com base nas teorias
gravitacionais.

Ja no inicio da década de 1970 os primeiros calculos numéricos da dinamica es-
telar conseguiam explicar parcialmente o formato espiralado observado em grande
parte das galdxias na abordagem do problema de N-corpos newtoniano [11]. No
entanto, a distribuicao espiralada de estrelas em tais modelos se mostrava instavel,
o que levou os astrofisicos a proporem a existéncia de uma estrutura extra para

assegurar a estabilidade observada [12]. Tal estrutura foi proposta como um halo
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de matéria escura (que nao interage, ou interage muito fracamente com radiac¢ao
eletromagnética).

Em seguida, com o aparecimento de radio-telescopios foi possivel observar as
galdxias através de outros comprimentos de onda, diferentes da luz visivel, permi-
tindo a medida de nuvens de hidrogénio neutro (HI) que emitem radiagdo em um
comprimento de onda de 21 centimetros. As medidas nesta faixa do espectro ele-
tromagnético possibilitaram analisar as galaxias espirais até muito além do disco
dptico (regido onde se localizam as estrelas e nuvens de formacao estelar (HII) que
emitem radiagdo com comprimento de onda da luz visivel) assim como ter uma
melhor estimativa da distribuicao de massa nas galaxias.

Devido a dependéncia do comprimento de onda emitido com a velocidade da
fonte de radiagao (efeito Doppler) foi possivel inferir a velocidade de rotacao de
estrelas e nuvens de hidrogénio ao redor das galaxias e os resultados obtidos para
um numero significativo de galdxias analisadas foi que a velocidade de rotagao
das nuvens de hidrogénio neutro tende a um valor constante a medida em que a
distancia do centro aumenta. Um compéndio de dados de curvas de rotacao para
muitas galdxias estd reunido em [13].

Albada e Sancisi em 1986 fizeram um trabalho de analise das curvas de rotacao
bem mais apurado, selecionando galaxias com um perfil de rotacao bem préximo de
circular e sem muitas assimetrias na distribuicdo de matéria [14]. Abaixo seguem

os dados para duas galaxias com tal perfil:
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Figura 3.1: Graficos referentes as galaxias NGC 2403 (a) e NGG 3198 (b). Os
graficos superiores descrevem a distribuicao radial de luminosidade na faxa de
amplitude de ondas de radio de 2,1 a 3,3 mm. Ja os graficos inferiores dao as
curvas de rotacao referentes a cada uma das galdxias, com os pontos representando

valores experimentais enquanto as curvas a estimativa tedrica feita com base na
distribuicao dada [14].

Neste trabalho, a comparagao entre a distribuicao de luz nas galaxias com as
suas respectivas curvas de rotagao levou a suposicao da existéncia de um halo de
matéria escura circundando as galdxias. A estimativa da distribuicao de massa
nas galdxias é feita com base nas medidas da luminosidade. Com essa estimativa
sao feitas as previsoes para as curvas de rotacao. Em geral a discrepancia entre
as curvas observadas e calculadas comeca quando as curvas atingem seu maximo,
proximo a fronteira do disco éptico.

Na figura a seguir, Albada e Sancisi demonstram como um halo de matéria
escura poderia contribuir para as curvas de rotacao de modo que a curva resultante

coincida com os dados experimentais:
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Figura 3.2: Estimativa sobre os dados referentes as curvas de rotacao da galdxia
NGC 2403. A soma das contribuicoes sobre a velocidade de rotagao referentes a
massa de estrelas e nuvens de gas com o halo de matéria escura resulta na curva

de rotagao que descreve satisfatoriamente os dados experimentais [14].

A hipétese de um halo de matéria escura circundando a galdxia pode entao
explicar satisfatériamente as curvas de rotacao. Mas nao é possivel definir a forma
exata de tal halo apenas com os dados das curvas de rotagao. Para caso de um
halo esférico, a densidade de matéria escura deve cair com 1/r? para reproduzir as
curvas de rotacao. Ademais, a constituicao dos halos, ou a natureza da matéria
escura também ¢é uma incégnita. As hipoteses possiveis se dividem em dois sub-
grupos: matéria escura barionica e nao barionica. A barionica seria constituida
pelas particulas conhecidas do modelo padrao, mas de tal forma que sua interagao
com a luz fosse fraca o suficiente para impossibilitar sua observacao. Este poderia
ser o caso de estrelas mortas ou buracos negros desprovidos de disco de acregao,
por exemplo. Tais objetos sdo denominados MACHOS (Massive Astrophysical
Compact Halo Object na sigla em inglés).

O paradigma de Curvas de Rotacao assintéticas é amplamente usado por quem

trabalha com a hipdtese de matéria escura, mas dados atuais ja nao corroboram
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esse paradigma. Em andlises recentes, como em [19], Salucci e Gentille indicam que
curvas de rotagao que tendem a um valor constante, como as expostas nos graficos
anteriores, sao minoria e grande parte das galaxias exibem curvas de rotacao que
variam com o raio mesmo para regioes afastadas do disco 6ptico. Apesar disso,
grande parte dos trabalhos feitos para distribuicao de matéria escura se utilizam da
hipotese de curvas de rotagao assintoticas, possivelmente por simplificar o problema,
ou trata-lo como uma primeira aproximacao. No grafico a seguir ha um compéndio
de diferentes curvas de rotagao mostrando a dependéncia das curvas com o raio.
Os autores ainda obtiveram uma féormula universal para as curvas de rotacao,
dependentes da distribuicao de matéria intrinseca de cada galdxia, explicitando
a relacao entre a quantidade de matéria visivel contida nas galdxias e a variagao

radial das curvas de rotacao.
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Figura 3.3: Curvas de rotagao para galdxias com diferentes magnitudes. A curva
solida que descreve os dados é a combinacao das contribuicoes sobre a velocidade
de rotagao devido a matéria visivel (curva pontilhada) e a suposta matéria escura

(curva tracejada)[19]
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H4 ainda outro fenomeno que possivelmente esteja relacionado com as curvas
de rotagdo, conhecido desde a década de 1930. Fritz Zwicky observou [15] no
aglomerado de galaxias de Coma que as galaxias se moviam mais rapido do que
o esperado para a quantidade de matéria estimada através da luminosidade das
galdxias. Foi ai que primeiro surgiu a hipétese de uma matéria escura, necessaria
neste caso para explicar a dinamica de aglomerados de galaxias. Zwicky propos
que poderia haver uma matéria adicional invisivel permeando o aglomerado ou
sobre cada galaxia individualmente.

Em Cosmologia, também ha discrepancias entre os dados experimentais e as
previsoes tedricas que levam a evidéncia indireta de matéria escura. Apesar de
o universo ser homogéneo em larga escala, ele é heterogéneo em escalas menores:
a matéria é concentrada em superaglomerados de galaxias. Tal padrao se deve a
inomogeneidade do universo em seus periodos primordiais, que pode ser observada
na anisiotropia da radiacao césmica de fundo, foi esta anisiotropia que sucitou a
formacao de estruturas em nosso universo e permitiu o surgimento de galaxias e
estrelas. Mas quando levado em conta apenas a matéria barionica, é impossivel
explicar as estruturas formadas, assim surge também em Cosmologia a necessidade
de uma matéria escura [16]. Os neutrinos, com sua abundéancia no universo podem
exercer o papel de matéria escura, mas somente até certo ponto, pois eles nao sao
capazes de explicar inteiramente a formagcao de estruturas observada no universo.
Assim, tais evidéncias apontando para a existéncia de uma matéria escura impelem
a busca de particulas novas, além das previstas pelo modelo padrao, tais como as
previstas pela supersimetria, na possibilidade de tais particulas preencherem as
lacunas existentes entre as observacoes e as previsoes tedricas. Mas até o presente
momento nao foi detectada nenhuma forma de matéria escura exoética.

A falta de evidéncia direta de matéria escura pode sugerir que o problema nao
esteja com matéria que é considerada nas previsoes tedricas, mas sim com as teorias
utilizadas para fazer tais previsoes. Esta também é uma possibilidade plausivel
a ser considerada e teorias com modificacoes na dinamica newtoniana (MONDs
- Modified Newtonian Dynamics na sigla em inglés) sao desenvolvidas desde a
década de 1980 [17]. Tais teorias introduzem modificagdes na Segunda Lei de
Newton ou em sua Lei da Gravitagdo Universal. Milgrom [17] em 1982 propds uma

modificacao na dinamica, considerando que segunda lei de Newton sofre alteracaos
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para aceleragoes muito pequenas, que no caso representaria a dinamica de nuvens
de HI em regioes afastadas do niicleo galatico. Com isso ele conseguiu reproduzir
os dados experimentais de curvas de rotacao que tendem a um valor constante.
Mas teorias tipo MOND parecem ser ineficazes para descrever efeitos de lente
gravitacional em aglomerados de galdxias [18].

Uma possibilidade alternativa que surge com os modelos de branas ¢ indagar
se o fato de o universo ter uma dimensao extra poderia contribuir de tal forma que

as discrepancias existentes até entao possam ser explicadas.

3.2 Curvas de Rotacao no Contexto dos Modelos

de Branas

Como visto no Capitulo I, o cenario cosmoldgico de uma 3-brana mergulhada em
um bulk de 5 dimensoes faz com que as equacoes do campo gravitacional sobre
a brana sejam modificadas com relacao a Relatividade Geral em 4 dimensoes.
Usaremos esta modificagao resultante da presenga de uma dimensao extra com
simetria Z, para abordar um dos principais problemas atuais na astrofisica: as
curvas de rotacao de galaxias.

Vimos que as hipéteses de matéria escura e MOND podem explicar as curvas
de rotacao e que ainda nao ha evidéncia direta que aponte a existéncia de matéria
escura exoOtica. Além disso, as teorias tipo MOND também sofrem uma série de
restricoes quando aplicadas para aglomerados de galaxias.

Curvas de rotacao no contexto de modelos de branas ja foram abordadas em
alguns trabalhos, inicialmente por Mak e Harko [20] e em trabalhos posteriores
([21], [22] e [23]). Além disso, gravitacao em modelos de branas também foi utili-
zada para explicar efeitos de lente gravitacional em aglomerados de galaxias sem
necessidade de matéria escura exdtica [24]. Assim como também foi utilizada em
Cosmologia para explicar a formagao de estruturas no universo, utilizando efeitos
do bulk no lugar de efeitos devido a matéria escura [25]. Em todos estes trabalhos,
o ponto de partida sao as equagoes gravitacionais obtidas através da projecao das
equagoes de Einstein no bulk sobre a brana, tal como calculado no Capitulo 2 por

meio do formalismo de Gauss-Codazzi.
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Tratemos entao de resolver estas equagoes dinamicas referentes a gravitagao na
brana (2.98) para o espago-tempo em torno de uma galdxia espiral. Para fins de
simplificacao do problema, suporemos que o bojo central da galaxia, aproximada-
mente esférico, dara a distribuicao de matéria dominante, de forma que conside-
raremos o espacgo-tempo ao redor da galaxia como detentor de simetria esférica.

Portanto, assumiremos uma métrica para o espago-tempo do tipo
ds? = —e’Mdt? + XM dr? 4+ 12 (dh? + sin® 0d¢?), (3.1)

onde as fungoes v(r) e A(r) definem a dependéncia da métrica com r e serdo
determinadas ao resolvermos a equacao (2.98). Precisamos entdo determinar o
lado direito da equacao projetada na brana, analisando cada um dos termos de
(2.98).

O primeiro termo diz respeito a constante cosmoldgica efetiva sobre a brana,
que para o caso de dimensoes de ordem galaticas tera efeito desprezivel, portanto
este termo sera desconsiderado. O segundo termo também desaparece, ja que
queremos resolver a equacao para o vacuo externo a galaxia. Consequentemente,
o terceiro termo, de correcao local, m,, também deve se anular, pois depende do
tensor energia-momento da brana.

Resta-nos entao apenas o termo F,, que ¢ a correcao nao-local devido a di-
mensao extra. E como este termo possui trago nulo, a equacao (2.98) adquire a
seguinte forma:

Ru = —E. (3.2)

Basta entao resolvermos a equacgao acima e determinarmos a métrica do espaco-
tempo. A métrica definida em (3.1) permite determinar os simbolos de Christoffel

(2.65) para este espago-tempo. Suas componentes nao nulas calculadas estao lis-
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tadas abaixo:
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I's; = —sinf cosf

/

(3.3)

De posse destas componentes, podemos calcular também o Tensor de Ricci,

que é dado em termos dos simbolos de Christoffel

Ry = 0,1, — 0,18, + rfw S5 — rfargu.

Disso, obtemos todas as componentes do Tensor de Ricci. As componentes

diagonais sao as unicas nao nulas

I/// y/Q )\/V/ I//
RO — - _ i
0= ¢ (2 T T r)’

Y 2 N/ N
i e_A< > 172 +7)’

A / /
e*—1 v A
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e

A / !
R;=e ( 32 + o )

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Para o vacuo, sem efeitos de dimensoes extras, estas componentes do tensor

de Riemann remetem a solucao de Schwarzschild, mas no caso tratado aqui tais

componentes estao vinculadas com o tensor de Weyl do bulk através da equagao
(3.2).
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3.2.1 Fluido Escuro

O que sabemos a respeito de £, ¢ que ele resulta da projecao do tensor de Weyl em
5 dimensoes sobre a brana (2.42) e possui trago nulo. Seu valor depende da métrica
global, que é indefinida. A dinamica gravitacional em 5 dimensoes nao depende
do tensor de Weyl, pois esta é dada pela equacao de Einstein em 5 dimensoes que
relaciona apenas o Tensor de Ricci com a distribuicao de energia T,;,. Ja a parte do
tensor de Riemann com trago nulo - que é o tensor de Weyl - nao possui qualquer
vinculo com o conteido de energia, e portanto representa o campo gravitacional
livre, nao-local, do bulk. Mas para a dinamica gravitacional da brana, vemos que
o tensor de Weyl é determinante.

Apesar de ser um termo dado pela geometria do espaco-tempo do bulk, pode-
mos fazer uma analogia deste termo com uma fonte de campo gravitacional. Con-
siderando a forma mais geral em que podemos escrever o tensor energia-momento
de um fluido, em termos de uma densidade de energia p, uma pressao isotrépica

p, uma pressao anisiotrdpica s,, e um fluxo de energia f,:

H;uz = pPupUy — phul/ + f(uuu) + Suvs (39)

onde u,, representa a quadrivelocidade do fluido e h,,,, a métrica relacionada a se¢ao
espacial de observadores em repouso com relacao ao fluido ou, em outras palavras,
o espaco ortogonal aos quadrivetores u,. De qualquer forma, é possivel decompor
o espago-tempo da brana em termos de um campo de quadrivelocidades u,, e de
sua secao ortogonal

Qv = Py — Uy (3.10)

Usando esta decomposicao, o tensor £, pode ser representado por
4 1
E,, = -k [U(u,u, + gh/w) + P, + Q(MUV)], (3.11)

onde a cosntante k é introduzida a fim de dar a dimensionalidade adequada a suas

componentes. Nesta definicao, temos

U=—k*E,u'u", (3.12)
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que pode ser interpretado como uma densidade de energia efetiva nao local sobre

a brana advinda do campo gravitacional do bulk. Temos ainda

— (0% 1 (0%
Py, = =k '[hg,hl) — 3P B Eqg, (3.13)

como uma pressao anisiotropica associada ao “fluido escuro”’e
_ —4pa B
Qu=—k"h,E.pu”, (3.14)

um fluxo efetivo de energia, também proveniente do campo gravitacional do bulk.
A equagao (3.11) representa bem o papel de um fluido anisiotrépico atuando como
fonte do campo gravitacional na brana. Por isso ele é denominado fluido escuro,
mas se trata apenas da contribuicao do campo gravitacional nao local do bulk.

Ao determinarmos os valores de U, @, e P,, estamos caracterizando comple-
tamente o fluido, ou a contribuicao do campo gravitacional do bulk sobre a brana.
Mas tais parametros estao livres ja que nao impomos restricoes ainda sobre o ten-
sor de Weyl no bulk. Ao considerarmos, por exemplo, que a métrica na brana
represente um universo homogéneo e isotrépico — métrica de Friedmann Robert-
son Walker [6] — isso implica que o termo anisiotrépico no fluido escuro deve ser
nulo (ou pelo menos, irrelevante em escalas cosmolégicas). Do contrario, quebraria
a isotropia do espaco-tempo.

Para o caso a ser abordado nesta dissertacao — curvas de rotacao de galdxias
onde desejamos determinar o espago-tempo afastado do nicleo galatico — é perti-
nente que este seja esfericamente simétrico, ja que o problema que desejamos tratar
diz respeito a dependéncia da velocidade tangencial de estrelas ou nuvens de gés
com relagao a sua distancia do centro galatico, mas com dependéncia angular ir-
relevante para este caso. No mesmo sentido, queremos também uma solucao que
nao dependa do tempo, ou seja, estatica. Uma consequéncia disso é que o fluxo de
energia (), deve ser nulo. Dada a imposicao de esfericidade sobre o espago-tempo,
o fluido escuro também deve possuir tal simetria. Entao, a densidade de energia do

fluido escuro deve ter apenas dependéncia radial, U = U(r), assim como a pressao
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anisiotrépica, que passamos a escrever como

Poy = P() (1t — ~hn), (3.15)

3

onde 7, ¢ um vetor radial unitario. Dada a métrica com simetria esférica definida
em (3.1), isso implica
A
r, = (0,e2,0,0). (3.16)

Com estas consideragoes, o fluido escuro passa a ser representado por
A 1 1
EHV =—k [U(T)(UHUV + thV> + P(T)(TMTV - gh/“’)] (317)

Se escolhermos uma quadrivelocidade associada a observadores estaticos no sis-
tema de coordenadas da brana, ela sera dada, levando em conta a métrica definida
em (3.1), por

u, = (e2,0,0,0). (3.18)

Com os quadrivetores r, e u, dados nas expresssoes acima podemos entao

determinar as componentes do fluido escuro em (3.11)

EY = K'U, (3.19)
k?4
Bl = —E(U + 2P) (3.20)
e k4
E} =FE; = —E(U—P). (3.21)

Com estas componentes de F,, e juntamente com as componentes do tensor

de Ricci determinadas em (3.5-3.8) chegamos a trés equagoes usando (3.2)

12 ! _ )\/ _ /)\/ 2]{34
e (1/” + % +2 - ”2 ) =S (U-P), (3.22)
N1 1
-2 _ 14
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! 4
e <”? - T%) — 712 = %(U +2P), (3.24)
onde o X’ diz respeito a derivacao de X com relacao a coordenada radial.

Mas ha ainda um vinculo adicional para as varidveis métricas, que surge da
equagao (3.11): ao aplicarmos a derivada covariante da brana sobre (3.11), o termo

resultante do lado direito se anula, o que nos da o seguinte vinculo:
D'E,, =0, (3.25)

que para a métrica dada (3.1) resulta na seguinte expressao

19 ! 9 9
Lot Pt i ip—y 3.96
g0 Tyt grit sty ! (3.26)

de onde obtemos uma expressao para a derivada de v(r):

U’ + 2P 6P
/
. - . 2
YTTOU+ P U+ P) (3:27)

Com isso, temos as varidveis métricas v(r) e A(r) determinadas em termos dos

parametros do fluido escuro.

3.2.2 Velocidade de Rotacao em Termos do Fluido Escuro

Dada a métrica com simetria esférica (3.1) com os parametros v(r) e A(r) vincu-
lados ao fluido escuro através das relagoes (3.22), (3.23), (3.24) e (3.27) desejamos
obter a velocidade de rotacao de particulas de teste, que podem representar estrelas
ou nuvens de hidrogénio, em termos de sua distancia do centro.

Consideremos entao tal particula de teste, livre de forcas orbitando a origem
do sistema de coordenadas. Neste caso, sua lagrangeana serd determinada pela

sua energia cinética:

1
L= §u“uu. (3.28)

Utilizamos a métrica do espaco-tempo (3.1) para determinar a contracao de wu,,

41



com seu dual contravariante

1 1 . . .
L= §g’“‘”uﬂuy = 5(—61/152 + M2 4+ r20% + r?sin? %), (3.29)

onde o ponto denota derivagao com relacao ao tempo préprio.
Considerando que o plano galatico é definido por 6 = 0, as particulas des-
creverao seu movimento sobre este plano, com 6 constante e nulo, portanto a

lagrangeana se reduz a
Lo v a2 230
£:§(—et + e 4 o), (3.30)
que deve satisfazer a equacao de Euler-Lagrange:
oL d (0L
= _ 2 2= =0. 31
Ozt dr (8:{0“) ! (8:31)

Sabendo que a lagrangeana nao depende explicitamente do tempo ¢ nem de ¢,

temos duas quantidades conservadas:

oL oL .
o0 E = Y= E 3.32
ot " e ¢ (3.32)
) or oc
55 =0 55 = (3.33)
Levando-se em conta agora que a quadrivelocidade deve satisfazer a condicao
ut'u, = —1, ou seja:

—eVi? + M 42t = —1, (3.34)

mas usando as expressoes (3.32) e (3.33), esta equagao pode ser reescrita em termos

das grandezas conservadas F e L
LZ
—e" e (14 = | = B2 (3.35)
r2

Podemos interpretar esta equacao como um termo cinético mais um termo

potencial dando a energia total do sistema, onde o potencial efetivo associado sera
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dado por:
L2
‘/ef =€ <]. + ﬁ) . (336)

Se considerarmos que a particula de teste descreve uma Orbita estavel e circular,

teremos 7 = 0 e a condigao de orbita estavel implica que ela estarda sobre uma

superficie equipotencial 8;?‘ =0, o que nos da
y L? 2%
I/,€ (1 + ﬁ) - 76 = O, (337)

que ao substituirmos na equagao (3.35) nos da as seguintes expressoes para as

constantes de movimento:

; (3.38)

3/ 1
L? = 1. 3.39
‘() o

Ja a quadrivelocidade da particula de teste tera apenas componentes na direcao

temporal e na direcao de ¢. Escrevendo agora o intervalo métrico como

d 2
ds? = Gudztdz” = —eVdt? [1 — e Vy? (d_(?> ] ’ (3.40)

onde a velocidade espacial, ou tangencial da particula é entao dada por:

do\ 2
vfg =e r? (d—(f) . (3.41)

Dai vemos que ha uma dependéncia da velocidade tangencial com a coordenada
radial através do fator e onde a fungao v(r) é determinada em termos dos
parametros do fluido escuro.

Reescrevendo a derivada temporal da coordenada ¢ como

do _drdy _ ¢

dt ~— dtdr  {’ (3-42)

podemos reescrever a equacao (3.41) em termos de E e L, dados nas equagoes
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(3.32) e (3.33) respectivamente:

Z/L2
2 _ ° (3.43)

(% .
t
9 2R

Agora utilizando as expressoes (3.38) e (3.39) para as constantes de movimento,
temos finalmente a seguinte relagao para a velocidade tangencial da particula de

teste em movimento circular: .
TV
2

Vig = 5

A expressao (3.27) obtida da restrigao sobre o fluido escuro (3.25) dé justamente

(3.44)

uma forma para v(r) em termos dos parametros que definem o fluido:

U 4 2P' 6P
2 T( + ) (3.45)

YiuT 3\ 20+ P 20+ P)

Até o momento nao foi feita referéncia a massa da galaxia, esta é obtida na
integragao sobre as solugoes de vécuo obtidas (3.22), (3.23) e (3.24) analogamente
ao que é feito na solugdo de Schwarzschild. Se reescrevermos a equagao (3.23)

como
d

dr

e efetuarmos a integracao sobre a coordenada r, temos

(re ™) = -1+ k'Ur’ (3.46)

—re = —r 4k / Uridr + C. (3.47)

A solugao de Schwarzschild é dada a menos do termo referente ao fluido escuro
e a constante de integragao ¢ interpretada como a massa da fonte de simetria
esférica. Aqui também assim o interpretamos, além de considerar a integral em

Ur? como uma “massa escura”’. Temos entao as seguintes definicoes:

C=2GM (3.48)

GMy = k:4/U7"2dr. (3.49)
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Com isso, a equagao (3.47) nos dé

2GM  GMy
r ro

e =1 (3.50)
Uma expressao para a derivada de U em termos das massas definidas em (3.48)
e (3.49) pode ser obtida através das solugoes das equagoes do campo gravitacional
na brana dadas em (3.22), (3.23) e (3.24). Substituindo a expressao para v/ dada

por (3.27) na equagao (3.24) obtemos

6P 1 A 1
U'=-2P——+ (22U + P) (—— + —6—) + grk‘le’\(U +2P)(2U + P) (3.51)
r r r
e fazendo uso da relagao (3.50) chegamos entao a seguinte expressao para a derivada
de U com relacao a coordenada r:

0 op 6P  (2U + P)2GM + GMy + 3k*r*(U + 2P)]

r 7,2(1_2G_M_%)
' T

(3.52)

Por fim, esta expressao permite determinar a velocidade tangencial da particula
teste dada em (3.53) diretamente em termos de de U, P, M e My:

»  12GM +GMy + 3k**(U + 2P)

Uy = 5 T oy . (3.53)

Sem os termos devido ao fluido escuro a velocidade tangencial decai com o
inverso da distancia r. Esta é a previsao convencional, advinda da solucao de
Schwarzchild.

Agora resta determinar os parametros do fluido escuro de tal forma que eles

possam reproduzir as curvas de rotagao observadas.
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Capitulo 4

Fluido Escuro Explicando as

Curvas de Rotacao

No capitulo anterior obtivemos uma relagao para a velocidade tangencial de parti-
culas de teste orbitando uma galdxia espiral com movimento circular uniforme
(3.53) dada em termos da massa da galdxia M, da massa escura My e dos
parametros do fluido escuro (U e P), advindo do modelo de 3-brana considerado
no segundo capitulo. Agora podemos indagar se esta velociade tangencial é capaz
de descrever os dados experimentais.

Nos dados apresentados no capitulo anterior, mostramos como se comportam as
curvas de rotagao de uma maneira geral. Na figura 3.1 evidenciamos a dependéncia
radial das curvas de rotagao para galaxias com diferentes luminosidades ou, como
a luminosidade esta relacionada com a massa das galaxias, diferentes massas. No
trabalho de Salucci e Gentile [19], é apresentada uma forma universal para as
curvas de rotacgao, que representa bem o perfil das curvas de quaisquer das galaxias
apresentadas em 3.1, bastando para isso conhecer o raio éptico (distancia do centro
a borda da galaxia — onde termina a emissao de luz em comprimentos de onda

visiveis) e o perfil de luminosidade L das galdxias:

L 1,97z1,22

Vi =V, 0,724 0,44 1log — 4.1

URC(x) pt |:( + og L*) (x2 + 07 782)1’43 + ( )
0,28 — 0,44 1og = ) [1 +2,25(L/L.)%] + - :
) ) 0og L* ) * 72 + 2,25(L/L*>0’4 )
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Vure(x) representa a velocidade tangencial como fungao da distancia z (distancia
radial ao centro da galdxia normalizada pelo seu raio éptico) e L, denota o valor
da luminosidade sobre a regiao do raio 6ptico da galaxia.

Dependendo da massa luminosa da galaxia, a discrepancia entre os dados ex-
perimentais e as previsoes tedricas baseadas na gravitacao classica varia. Podemos
ver no grafico em 3.1 que para certos valores de massa (valores de magnitude M,
entre -22.0 a -23.2) a discrepancia se acentua apenas para regioes exteriores ao
disco éptico e as curvas de rotagao apresentam uma queda com o raio em regioes
externas da galaxia, enquanto que para magnitudes entre -18.5 a -21.2 os dados ja
nao coincidem mesmo para regioes internas e as velocidades de rotacao sé aumen-
tam com a distancia. Mas entre estes dois opostos, para um conjunto de galaxias
que satisfazem certos perfis de luminosidade (como a representada com magnitude
-21.6 na figura), sdo observadas curvas de rotagao assintdticas, cujas velocidades
de rotacao tendem a um valor fixo para regioes além do disco éptico.

A obtencao de uma forma universal para as curvas de rotacao a partir da veloci-
dade tangencial dada em termos dos parametros do fluido escuro como explicitada
em (3.53) mostra-se deveras complicada devido a quantidade de parametros a se-
rem ajustados. Se usarmos a hipdtese das curvas de rotagao assintoticas como
uma primeira aproximacao, podemos simplificar o problema e assim ter uma ideia
de como os parametros do fluido escuro devem se comportar para que esse modelo
de branas possa explicar as curvas de rotagao nesse regime.

Partindo da equagao (3.44) do capitulo anterior, podemos reescrevé-la da se-

guinte maneira
r(e’)
Utg = Qe . (42)

Logo, uma condicao suficiente para que a velocidade tangencial na equacao acima

assuma valores constantes é que a exponencial de v satisfaga o seguinte vinculo
[22]
e’ = Byr', (4.3)

onde B é uma constante arbitrdria e [ = 2v2. Assim, quando substituida esta
expressao na equagao (4.2) pode-se imediatamente verificar que a velocidade tan-

gencial assume o valor vy independentemente do valor de r.
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Esta solucao apresenta as curvas de rotacao como constantes para qualquer
regiao, mas ela serd assumida como valida apenas para regioes além do raio éptico.
Obviamente tal solu¢ao nao descreve as curvas de rotacao como um todo, pois para
regioes internas ao raio optico a matéria luminosa domina a dinamica e as curvas
de rotacao apresentam forte variacao com o raio. Esta solugao, contudo, nos dard
uma idéia do comportamento da métrica na brana para as regioes externas ao
disco optico e também poderemos inferir o comportamento dos parametros do
fluido escuro nestas regioes através do vinculo posto em (4.3). Este vinculo nos d&

imediatamente expressoes para as derivadas de v

V= - (4.4)

=l

r2’

/!

(4.5)

Buscamos agora uma expressao para a exponencial de A na métrica da brana
(3.1). Isto pode ser conseguido através das equagoes da solugao de vacuo com
simetria esférica obtidas no capitulo anterior: se somarmos as equagoes (3.22) e
(3.24), subtrairmos de (3.23) e levarmos em consideragao as expressoes para as

derivadas de v dadas acima, obtemos

2 2\ e I\ .,
;—(24—[—}—5)7—(24-5))\6 s (46)

que pode também ser escrita de uma forma mais simplificada como

az 2
Sy _2 (4.7)
r (2+ é)r
241412
onde escrevemos z = e * e a = M
(2+3)

Escrevendo a equagao (4.7) na seguinte forma

d 2ra—l

J('ZTG) = —(2 Iy (4.8)
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podemos integréa-la, o que resulta em

= Ll + 2, (4.9)
(2+35)a re
onde D é uma constante de integracao e novamente expressamos a variavel z em
termos de \.
Portanto, a métrica para o espaco-tempo exterior ao disco 6ptico das galédxias
que levara as curvas de rotacao assintoticas serd dada pela equacao da métrica
dada em (3.1) juntamente com a substituigdo das varidvels em v e A dadas nas

expressoes (4.3) e (4.9) respectivamente:

D
+ —

ds* = —(Bor")dt* + | ———
S (()T) (2‘}‘%)@ ra

dr® + r2dQ?. (4.10)

Cabe constatar aqui que os escalares obtidos através dessa métrica (R, R, R*",
RaprsRY%7°) tém um bom comportamento quando o raio vai a infinito (ver Apéndice
A), garantindo uma solugao regular (sem divergéncias ou singularidades) inclusive
para valores assintéticos de r (r — 00).

Agora para obtermos a forma dos parametros do fluido escuro levando em
conta o vinculo proposto em (4.3) basta substitui-lo na equagao (3.23), de onde

obteremos uma expressao para a densidade de energia do fluido escuro:

Ulr) = k- [% n (1 _ ﬁ) 712] . (4.11)

O parametro de pressao do fluido escuro pode ser obtido substituindo-se a
derivada de v (4.4) em (3.27) e utilizando a relagao anterior (4.11) para expressar
a densidade de energia escura. Isso nos levara a seguinte equacao diferencial

f_d e

/
P+ _T-a+3+ﬁ’

(4.12)

_ 6+l _ D(a—1)[a+2(1-1)] _7.—4 2
onde usamos ¢ = %, d= =55 ee=k (1-=1) (1 - a(2+%)>~

O lado esquerdo da equacao acima pode ser escrito como
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cP 1d
— = ——(r°P). 4.1

T T

P+

Assim podemos integrar a equacao (4.12)

/ APy = / (rsi_c + Tge_c> dr (4.14)

de onde obtemos uma relagao para P:

d e n FE
(24+a—c)r¥te  (2—c)rz2  r¢’

P(r) = — (4.15)

onde E é uma constante de integracao.

Pode-se notar que tanto U quanto P sao inversamente proporcionais a distancia
r e ambos vao a zero quando 7 vai a infinito.

A determinagao de U(r) em (4.11) permite também obter a distribui¢ao de

“massa” do fluido escuro através da equagao (3.49), obtida no capitulo anterior

GMy — / " [M v (1 _ ﬁ)] dr. (4.16)

Efetuando a integracao, esta expressao mostra que a massa relacionada com o

fluido escuro é crescente com o raio

2 D
S [

Embora a “massa” do fluido escuro seja diretamente proporcional ao raio, a

Tmax

(4.17)

Tmin

sua densidade caird proporcionalmente com 1/r% pois o volume associado a um
determinado intervalo sera proporcional ao cubo do raio. Isso estd de acordo com
os modelos que utilizam matéria escura para descrever as curvas de rotagao. Nestes
modelos o halo de matéria escura, quando tomado como esférico, apresenta uma
densidade de massa que ¢é inversamente proporcional ao quadrado do raio [26].
Cabe ressaltar novamente que tais solugoes se aplicam somente para regioes
exteriores ao raio éptico. De qualquer forma, como mostrado no capitulo anterior,

nas regioes internas das galaxias a matéria que forma as estrelas e nuvens de gés
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¢ dominante na dinamica gravitacional. Portanto, a contribuicao do fluido escuro
deve ser muito pequena quando comparada com a contribuicao da matéria em
escalas menores que a de uma galaxia.

O tensor £, que ¢ o préprio “fluido escuro”, nao esta localizado exatamente
sobre a brana. Pois, no Capitulo 2, apenas tomamos o limite desse tensor para
o ponto em que estd localizada a brana na dimensao extra. Assim, como esse
termo é dado pelo tensor de Weyl em 5 dimensoes (2.42) — que esta relacionado
a solucao de ondas gravitacionais — as perturbacoes sobre a métrica devido a esse
termo se traduzem na forma de ondas gravitacionais se propagando no bulk [7].
Do ponto de vista de fisica de particulas, o tensor E,, carrega informacao sobre
modos massivos de gravitons que estao livres no bulk [27] e cuja localizagao nao
esta centrada sobre a brana. Mesmo assim ha uma densidade de probabilidade nao
nula de tais gravitons estarem localizados sobre o ponto onde se encontra a brana
na dimensao extra. Sao esses gravitons que modificam a dinamica gravitacional da
brana. Mas como possuem uma probabilidade pequena de se encontrarem sobre
ela, sua influéncia nao se faz observavel para regioes muito pequenas — como da
ordem do sistema solar ou de aglomerados estelares pequenos. Para dimensoes da
ordem de uma galdxia espiral ou maiores, a influéncia desses gravitons se torna
mais evidente.

A massa associada aos gravitons deve-se ao fato de que, embora no bulk o
quadrimomento dos gravitons seja um vetor tipo luz, quando projetado sobre a

brana o quadrimomento sera tipo tempo. Ou seja, para a variedade do bulk, temos:
ppa =0, (4.18)

que representam os gravitons deslocando-se a velocidade da luz no bulk.

Mas quando projetamos o quadrimomento sobre a brana, este podera ser tipo
tempo, ja que a sua componente ao longo da dimensao extra é suprimida, portanto
temos:

e (4.19)

onde m sera maior ou igual a zero, dependendo da trajetéria dos gravitons no

bulk. Por isso, no espaco-tempo da brana, os gravitons tém uma massa associada.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Neste trabalho foi possivel obter equagoes que descrevem a interagao gravitacional
na brana e vimos que elas diferem das equacoes originais da Relatividade Geral.
Estas modificacoes se devem a presenca de termos adicionais, dependentes tanto
do contetudo de energia da brana quanto da geometria do bulk. Para chegar a esse
resultado, o formalismo de Gauss-Codazzi se mostrou muito 1til, assim como as
Condigoes de Juncao de Israel.

O principal resultado deste trabalho foi mostrar que é possivel abordar o pro-
blema das curvas de rotagao de galaxias através de modelos de branas. As correcoes
advindas da dimensao extra puderam ser expressas na forma de um tensor que re-
presenta um fluido, que nada mais contém além de modificacoes na geometria
da brana. Tal fluido, denominado aqui fluido escuro, pode simular muito bem o
efeito da matéria escura sobre as galdxias (pelo menos para o regime assintético
especificado no capitulo anterior).

A hipétese de uma matéria que nao interage com a luz e que explicaria as
discrepancias entre os dados experimentais e as previsoes teodricas ja foi ampla-
mente abordada ao longo das ultimas décadas num grande nimero de trabalhos.
Atualmente ha varios experimentos que buscam por evidéncia direta de matéria
escura mas apesar de todas as buscas por particulas exdticas nada foi detectado
até hoje. Assim, a falta de evidéncias experimentais de matéria escura nos com-
pele a busca por hipdteses alternativas, tais como tentativas de modificacdo na

dinamica gravitacional. O fluido escuro se enquadra nessa possibilidade, ja que
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nao é propriamente uma matéria exotica, estando apenas relacionado com os mo-
dos gravitacionais massivos nao completamente localizados sobre a brana.

A hipdtese de existéncia de dimensoes extras é plausivel dada sua forte mo-
tivagao por parte de teorias unificadoras. Assim a busca por consequéncias fisicas
da existéncia de dimensoes adicionais é relevante na fisica tedrica. Da mesma
forma que é importante a abordagem de problemas em aberto na fisica contem-
poranea por meio desses modelos alternativos para descrever o universo, tal como
feito nesta dissertacao.

Obviamente, partimos de uma hipotese simplificada para o problema das curvas
de rotacao, supondo que essas curvas tém uma forma assintética. Como visto,
as curvas de rotagao de galaxias espirais sao bem mais complexas, mas isso nao
invalida nossa analise. Muitos trabalhos que utilizam matéria escura ou gravitagao
modificada também partem deste modelo simplificado para as curvas de rotacao.
No caso de nossa abordagem, tendo como base os desenvolvimentos apresentados
nessa dissertagao, podemos buscar uma dependéncia radial para os parametros
de tal forma que estes se encaixem melhor na forma universal para as curvas de
rotagdo expressa em (4.1), permitindo assim, dar um passo a frente em busca de
uma descri¢ao mais realistica para o fenomeno.

Finalmente, podemos ainda estudar as condigoes de estabilidade para os pa-
rametros do fluido através de uma andlise via sistemas dinamicos. Esta andlise

encontra-se em andamento e promete resultados.
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Apeéendice A

Invariantes: Comportamento

assintotico (r — o)

A métrica define completamente as propriedades de um espago-tempo. Com ela é
possivel calcular o tensor de Riemann da variedade. Mas se desejarmos saber as
propriedades do espaco-tempo, é mais adequado analisar os escalares construidos
através dos tensores métrico e de curvatura, pois eles sao quantidades invariantes
e nao dependem da escolha do sistema de coordenadas.

Como desejamos descrever o espaco-tempo para regioes assintéticas de r, é con-
veniente analisarmos o comportamento dos escalares construidos da métrica (4.10)
nesse limite, para garantirmos que a métrica obtida nao contenha singularidades
que invalidem nossa analise. Utilizamos o programa Wolfram Mathematica para
calcular o tensor de Riemann e os escalares relacionados:

— Escalar de Curvatura R, construido com a contracao dos indices no tensor
de Ricci:

= — 5aD (A1
2072 | 3aD + 2re Ta oa (A1)
72

(441) (3aD + 2r¢)

1 {90@21)27“_“ 410 + 8411

(47“_“ 4+l ) +5 (8 — Dyt (37‘ + 227"))

Se tomarmos agora o limite para r — 0o, como a e [ sao consteantes positivas,
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VEemos que ele converge:

lim R =0 (A.2)

r—00

— Escalar construido com o quadrético do tensor de Ricci (R, R*):

1
R, R" = 060002, 2@ [(55125a* D*+91156r**+2450a*D (—47D+16r") (A.3)
asr a

—280ar® (—1193D + 410r*) + 35a* (8855D7 — 7968 Dr® + 1120r*)) ]

Tomando o limite para r — 0o, obtemos:

lim R,,R" =0 (A.4)

r—00

— Escalar de Kretschmann (quadratico com o tensor de Riemann):

1
Roprs RO = ) [2450a° D? + 25725a* D + 52356r*"—  (A.5)

280ar® (—673D + 150r") + 245a* (705D — 312Dr" + 160r**)]
No limite para r — oo, obtemos:
lim Rp,s R*7° =0 (A.6)
r—00

Portanto, vemos que os escalares advindos da métrica (4.10) convergem para

valores assintoticos de r.
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