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RESUMO

A presente pesquisa considera a andlise tedrica e a implementa¢do computacional do algo-
ritmo Dual Simplex Canalizado especializado na reotimizagao eficiente dos subproblemas ge-
rados pelo algoritmo Branch and Bound para resolver problemas de Programacao Linear Inteiro
Misto. Juntamente com estes algoritmos € implementado o algoritmo Primal Simplex Canali-
zado para resolver o problema de Programacdo Linear inicial resultante do problema Progra-
macao Linear Inteiro Misto apds desconsiderar a restricao de integralidade das varidveis. Estes
algoritmos, adequadamente analisados e sistematizados sdao implementados através da lingua-
gem computacional FORTRAN 77 e empregados no Planejamento da Expansdo de Sistemas
Transmissao modelados através do Modelo de Transportes que resulta em um problema de Pro-

gramacdo Linear Inteiro Misto.

Palavras chaves: Dual simplex canalizado. Branch and bound. Primal simplex canalizado.
Programacao linear inteira mista. Planejamento da expansdo de sistemas de transmissdao. Mo-

delo de transportes.



ABSTRACT

This research considers the theoretical analysis and computational implementation of the Dual
Simplex algorithm for Bounded Variables specializes in efficient re-optimization of sub-problems
generated by the Branch and Bound algorithm to solve Mixed-Integer Linear Programming
problems. Along with these algorithms has been implemented Primal Simplex algorithm for
Bounded Variables to solve the initial Linear Programming problem result of a Mixed-Integer
Linear Programming problem after relaxing the integrality of the variables. These algorithms
has been adequately analyzed and implemented via the computer language FORTRAN 77. The
methodology has been tested on the Transmission Network Expansion Planning based on a

transportation model that results in a Mixed-Integer Linear Programming.

Keywords: Dual simplex for bounded variables. Branch and bound. Primal simplex for
bounded variables. Mixed-integer linear programming. Transmission network expansion plan-

ning. Transportation model.
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1 INTRODUCAO

1.1 O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA EXPANSAO DE SISTEMAS DE TRANS-
MISSAO

O problema de Planejamento da Expansao de Sistemas de Transmissao (PEST) a longo
prazo € um problema classico de sistemas de energia elétrica. Neste problema, dada uma con-
figuracdo inicial para o sistema de transmissdo (circuitos candidatos, dados de geragdo e de-
manda, limites de operagdo, custos e restricdes de investimento em um horizonte de planeja-
mento), o objetivo € encontrar o plano 6timo da expansdo do sistema de transmissao definindo
onde, quando e quais tipos de equipamentos devem ser utilizados ao longo de um periodo, a fim
de satisfazer o mercado de energia elétrica, seguindo especificagdes de qualidade no servico a
um custo minimo.

Este problema ¢ um problema de Programacao Nao Linear Inteiro Misto (PNLIM) e
possui algumas particularidades especificas, tais como, rede inicial ndo conexa, fendmeno da
explosdo combinatorial (quando crescem as alternativas de investimento em sistemas de médio
e grande portes) e modelagem matemaética altamente nao linear com existéncia de muitos Oti-
mos locais. Devido a essas caracteristicas especificas, o problema de PEST mereceu a atencao
de varios pesquisadores que utilizaram diversas técnicas para resolver um problema com essa
complexidade.

As principais dificuldades da resolucdo do problema de PEST estao relacionadas com a
sua natureza combinatorial que leva a nimeros absurdos de alternativas, até mesmo em sistemas
de médio porte. Outra dificuldade € a sua estrutura multimodal com intimeros 6timos locais,
dificultando assim, a convergéncia para 6timos locais de boa qualidade através das técnicas de
otimizacao aproximada. Como todo problema de otimiza¢ao matematica, o problema de PEST
pode ser dividido em duas partes distintas: a modelagem matemaética e as técnicas de otimizacao
empregadas para determinar a solu¢do. Com as dificuldades de resolugdo do problema PEST, é
necessario a escolha adequada da modelagem matemaética e de uma técnica de solucao de forma
a ndo tornar a sua resolucdo computacionalmente proibitiva.

A modelagem matemdtica pode considerar varios aspectos do problema PEST, den-
tre eles, modelagem da rede elétrica, forma de planejamento, exigéncias de seguranga, riscos,
incertezas na demanda futura, formas de operacdo devido as regras do mercado de energia elé-
trica, etc. Na literatura especializada sdo apresentados varios modelos de rede elétrica como o
modelo CC, modelo de transportes, modelos hibridos, modelo CA, etc. A Secdo 1.2 apresenta
uma breve introducdo dos modelos CC e hibridos e faz uma abordagem do modelo de trans-
portes. Adicionalmente, apresenta um exemplo pratico da modelagem matemaética do problema
PEST através do modelo de transportes. O modelo de transportes € o mais importante para esta
pesquisa e € utilizado na resoluc¢ao do problema PEST.

Para a solu¢dao dos modelos do problema PEST, muitas técnicas de otimizac¢ao foram
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empregadas. Essas técnicas dividem-se em dois tipos: métodos exatos e métodos aproximados.
Os métodos exatos encontram a solucao 6tima global do problema real, possuindo grande efici-
éncia em problemas de pequeno e médio porte e de baixa complexidade, mas em problemas de
grande porte apresentam esforco computacional muito elevado. Entre os métodos exatos mais
conhecidos estdo o método de Decomposi¢cdo de Benders e os métodos de Branch and Bound
(B&B), sendo este o mais importante para o presente trabalho. Os métodos aproximados podem
ser divididos em dois subgrupos: as heuristicas e as meta-heuristicas. Os métodos aproximados
possuem a vantagem de encontrar boas solu¢des com esforco computacional reduzido, mas nao
garantem que a solug@o encontrada seja 6tima global. A Se¢do 1.3 apresenta uma abordagem
sobre as técnicas de otimizagdo mais utilizadas para a solugao do problema PEST.

Em relag@o ao horizonte de planejamento, o problema PEST pode ser de dois tipos: pla-
nejamento estatico da expansao, em que o horizonte de planejamento é de somente um estagio
e o planejamento dindmico da expansdao, também chamado multiestdgio, em que o horizonte
de planejamento é dividido em véarios periodos. No planejamento dinamico da expansao de
sistemas de transmissao, para cada estagio do planejamento, € necessario conhecer a geracao e
a demanda em cada barra do sistema. Neste trabalho, € utilizado apenas o modelo de planeja-
mento estitico da expansdo de sistemas de transmissao.

Na maioria das técnicas de otimizacdo usadas para encontrar a solu¢dao do problema
PEST, resolve-se uma infinidade de problemas de Programacdo Linear (PL) com o auxilio de
softwares comerciais como o MINOS, GUROBI, CPLEX, etc. Neste trabalho, foi desenvolvido
um software (implementado na linguagem de programacao FORTRAN 77) baseado no algo-
ritmo B&B para resolver o problema PEST através do modelo de transportes, gerando assim,
subproblemas de PL. Estes subproblemas de PL foram resolvidos através dos algoritmos Pri-
mal Simplex Canalizado (PSC) e Dual Simplex Canalizado (DSC), também desenvolvidos no

software, nao havendo assim, a necessidade da utilizag¢ao de softwares comerciais para esse fim.

1.2 MODELAGEM MATEMATICA DO PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA EXPAN-
SAO DE SISTEMAS DE TRANSMISSAO

Sendo o problema PEST um problema de otimiza¢cdo matematica, o mesmo pode ser
separado em dois processos consecutivos: modelagem matematica e técnicas de otimizacao
empregadas na busca da solu¢do do modelo. Nesta se¢do, sdo apresentados trés dos princi-
pais modelos matematicos empregados na modelagem do problema PEST: (i) o modelo CC,
apresentado na Subsecdo 1.2.1; (ii) os modelos hibridos (ndo linear e linear), apresentados na
Subsecdo 1.2.2 e (iii) o modelo de transportes, foco desta pesquisa, apresentado na Subsecao
1.2.3.

A modelagem matematica tem como objetivo representar adequadamente problemas da
vida real através de modelos matematicos que relacionam varidveis de decisdo com relacdes ma-

tematicas dos mais variados tipos e formas. Quando um problema real € modelado, o0 mesmo
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pode ser simulado e/ou solucionado, podendo assim, obter previsdes de seu comportamento
sobre determinadas condi¢cdes. A modelagem matemdtica pode representar um problema real
de maneira mais exata ou mais simplificada, ficando evidente que quanto maior a precisao de
sua representacdo, maior fica a complexidade de resolucao do modelo matemético do problema
real. Nesse contexto, é visto que deve haver um comprometimento do modelo matematico es-
colhido para representar o problema real com a técnica de otimizacao escolhida para resolveé-lo.
A modelagem matemaética deve representar adequadamente o problema real e ainda permitir
sua resolugdo através das técnicas de otimizagdo e recursos computacionais atualmente existen-
tes (ROMERO, 1999). O conceito de modelagem matematica adequada muda com o tempo,
pois com a continuidade das pesquisas na area de otimizacdo desenvolvendo novas técnicas
e com a rapida evolucdo dos computadores, modelos que antes eram considerados de grande
complexidade podem tornar-se adequados em outro contexto.

No PEST, o problema real consiste em um sistema elétrico com uma topologia corrente,
em que se deseja encontrar o plano 6timo da expansao do sistema e definir onde e quais tipos
de circuitos devem ser construidos para que o sistema opere de forma adequada com um cres-
cimento especificado da demanda em um horizonte de planejamento definido. A modelagem
matematica ideal, neste contexto, deveria representar o problema através de relagdes matema-
ticas de fluxo de carga CA, levando em consideragdo a geragao de cargas ativa e reativa, sendo
esse tipo de modelagem ainda pouco explorada devido a sua complexidade e suas dificuldades
de solucao.

Um dos principais motivos em nao utilizar o modelo CA no planejamento de sistemas de
transmissao € que geralmente a topologia inicial do sistema elétrico € nao conexo, isto aumenta
sua complexidade de resolu¢do. Outro motivo € que no planejamento de sistemas de trans-
missao resolve-se somente o problema de fornecimento de poténcia ativa no sistema elétrico
e, posteriormente, resolve-se o problema de fornecimento de poténcia reativa, fato que torna
a convergéncia do modelo CA com as atuais técnicas de otimizacao dificil ou até impossivel
(ESCOBAR; ROMERO; GALLEGO, 2010).

Atualmente o modelo CC € considerado a modelagem matemadtica ideal para o PEST
por vérios motivos. Entre os principais motivos, citam-se: (i) as dificuldades de utilizar o mo-
delo CA; (ii) a proximidade (obtida através de testes exaustivos) entre as solu¢des encontradas
utilizando os modelos CC e CA e (iii) existem vdrias técnicas de otimizacdo que resolvem de
maneira adequada o problema PEST utilizando o modelo CC (LATORRE et al., 2003; LEE et
al., 2006; ROMERO, 1999).

Nas ultimas décadas surgiram diversos modelos matematicos para o problema de plane-
jamento de sistemas elétricos. Dentre eles, os modelos CC, hibridos e de transportes, apresen-
tados nesta se¢do, ainda continuam a ser usados em pesquisas. Os problemas resultantes destes
modelos matematicos envolvem relacdes algébricas (lineares e/ou ndo lineares) e varidveis de
decisdo (inteiras e mistas). O modelo CC, considerado como ideal no planejamento de sistemas

de transmissdo, leva em consideracdo as duas Leis de Kirchhoff na modelagem do problema
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PEST e os modelos hibridos e de transportes sao versoes relaxadas do modelo CC.

1.2.1 Modelo CC

Considerado como o modelo ideal para o planejamento de sistemas de transmissdo, o
modelo CC € o modelo mais explorado no PEST e continua sendo objeto de estudos e publi-
cacOes, além de que grande parte das técnicas de otimizagdo sdao propostas para resolvé-lo. O
modelo CC é uma generalizaciao do fluxo de carga CC, em que todos os circuitos devem obe-
decer as duas leis de Kirchhoff. Sendo assim, o modelo matematico é um problema de PNLIM
de alta complexidade. Neste contexto, para problemas de grande porte, atualmente todas as
técnicas de otimizagdo encontram solucdes de boa qualidade para este modelo, sem a garantia
de solucdo 6tima global.

O problema PEST, utilizando o modelo CC, pode ser modelado como um problema de

PNLIM, como mostrado nas equagdes (1)-(7):

miny = 2 Cijnij (1)

ijEQl
s.a.

Y fii— Y, fijtgi=di VieQ, (2)
jiely ijed;
ﬁj:%j(”ij‘f‘l’l%) (6;—0;) VieQ, (3)
|fijl < (nij+ni)fiy Vije @)
0<g <g Vi (5)
Oﬁnijfflij Vije (6)
nj €L VijeL) (7)

A funcio objetivo (1) representa o custo do investimento na rede de transmissao devido
a adi¢do de novos circuitos. A equagao (2) representa as equagdes de balango de poténcia ativa
(corresponde a Lei das Correntes de Kirchhoff (LCK)). A equacao (3) define a ndo linearidade
do modelo CC (corresponde a Lei das Tensdes de Kirchhoff (LTK)). A equacdo (4) representa
as equagdes de capacidade de transmiss@o dos circuitos (linhas e/ou transformadores). Na equa-
¢do (4), o valor absoluto € necessario, pois o fluxo de poténcia ativa é bidirecional. A equacao
(5) define os limites de geragdo em cada barra (se g; = 0, ent@o a barra i é consumidora, caso
contrério, a barra i pode ser geradora). A equacgao (6) representa os limites do niimero de circui-
tos que podem ser instalados em cada caminho ij. A equagdo (7) representa o nimero inteiro
de circuitos que deve ser adicionado (linhas e/ou transformadores). A equacdo (7) representa a

maior fonte de complexidade do problema.
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1.2.2 Modelos Hibridos

A proposta de utilizar os modelos hibridos na modelagem matematica do problema de
planejamento dos sistemas de transmissao foi apresentada por varios autores € uma das princi-
pais foi apresentada por Villasana, Garver e Salon (1985). Os modelos hibridos sao versoes re-
laxadas do modelo CC que tentam contornar as dificuldades deste em relagdo a nao conexidade
do sistema elétrico. Nos modelos hibridos somente uma parcela dos circuitos deve satisfazer as
duas leis de Kirchhoff. A utilizagdo desse tipo de modelo tem como objetivo encontrar solu-
¢Oes mais proximas das encontradas através do modelo CC, sem aumentar a complexidade do
problema. Os modelos hibridos podem ser divididos em modelo hibrido ndo linear e modelo

hibrido linear.

1.2.21 ModeloHibrido N&do Linear

O modelo hibrido ndo linear € uma proposta a qual utiliza caracteristicas do modelo CC
e do modelo de transportes, com o objetivo de contornar alguns problemas apresentados pelos
modelos CC e de transportes. O modelo de transportes possui a flexibilidade para trabalhar com
redes ndo conexas, enquanto que o modelo CC apresenta problemas com esses tipos de rede.
Outro fator importante € que as solu¢des encontradas através do modelo de transportes podem,
as vezes, estar distante das solu¢des encontradas pelo modelo CC.

Na modelagem do problema PEST através do modelo hibrido nao linear, na sua formu-
lacdo mais pura, especifica que uma parcela do sistema elétrico correspondente aos caminhos
que ja possuem circuitos na configuracdo base e também os circuitos que sdo adicionados em
paralelo a esses circuitos devem satisfazer as duas leis de Kirchhoff. Outra parcela a qual cor-

responde aos novos caminhos devem satisfazer somente a LCK.
O problema PEST, utilizando o modelo hibrido nao linear, pode ser modelado como um
problema de PNLIM, como mostrado nas equagdes (8)-(17):

miny = Y cynli+ Y, e ®)
ijeQ} ijeQ?
S.a.
e XY i+ X i Y firea=di Vie, ©)
Jjie? ijey? jieQ! ijeQ!
fhi=rinl+n))(6:—6)) VijeQ (10)
—l1 ..
5 < (s +nl) i VijeQ (11)
-2 ..
Gl <myfi VijeQp (12)
0<g<g Vie, (13)
0<n;<n; VijeQ (14)

0<n;<m; VijeQj (15)
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n, €L VijeQ (16)
n, €L VijeQ (17)

A fungdo objetivo (8) representa o custo do investimento na rede de transmissao devido
a adi¢do de novos circuitos. A equagdo (9) representa as equagdes de balanco de poténcia ativa
(corresponde a LCK). A equacdo (10) define a ndo linearidade do modelo hibrido ndo linear
(corresponde a LTK). As equacdes (11) e (12) representam, respectivamente, as equagoes de
capacidade de transmissdo dos circuitos (linhas e/ou transformadores) nos circuitos adicionadas
em paralelo aos ja existentes e nos circuitos adicionados em novos caminhos. Nas equagdes (11)
e (12), o valor absoluto € necessario, pois o fluxo de poténcia ativa € bidirecional. A equacao
(13) define os limites de geragdo em cada barra (se g; = 0, entdo a barra i € consumidora, caso
contrario, a barra i pode ser geradora). As equacdes (14) e (15) representam os limites do
nimero de circuitos que podem ser instalados em cada caminho ij. As equagdes (16) e (17)
representam, respectivamente, o nimero inteiro de circuitos que deve ser adicionado (linhas
e/ou transformadores) em paralelo aos ja existentes e o nimero inteiro de circuitos que deve
ser adicionado nos novos caminhos. As equacdes (16) e (17) representam a maior fonte de
complexidade do problema.

O problema PEST definido pelas equagdes (8)-(17) representa um problema de PNLIM,
i e

particular, apresenta complexidade parecida ao do modelo CC. Nesse contexto, para encontrar

visto que as restri¢cdes referentes a LTK sdo ndo lineares e as varidveis n sdo inteiras. Em
a solucdo do problema através do modelo hibrido ndo linear é necessario utilizar as mesmas
técnicas de otimizacdo empregadas no modelo CC e, portanto, pode ser mais conveniente tra-
balhar diretamente com o modelo CC, considerado ideal. Vale ressaltar que mesmo havendo
proximidades na forma de resolu¢do dos modelos CC e hibrido ndo linear, este deve ser mais

facil de resolver quando comparado ao modelo CC.

1.2.2.2 ModeloHibrido Linear

Existe uma forma alternativa de utilizar a modelagem hibrida em que o problema re-
sultante ¢ um problema de Programacao Linear Inteiro Misto (PLIM). Essa modelagem ¢ uma
versdo relaxada do modelo hibrido ndo linear e pode ser mais facil de resolver. A formulag¢ao
hibrida linear exige que todos os circuitos (existentes e adicionados) devem satisfazer a LCK
e somente os lacos existentes devem respeitar a LTK. Neste contexto, equivale considerar dois
sistemas superpostos, a configuracdo base, que deve satisfazer as duas leis de Kirchhoff e o
sistema formado pelos circuitos candidatos a adi¢do, que devem satisfazer somente a LCK.

O problema PEST, utilizando o modelo hibrido linear, pode ser modelado como um

problema de PLIM, como mostrado nas equagdes (18)-(25):
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miny = Ciil (18)
jMij
ijGQ[
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Ji€y ijeLd jiegd) ijeQy

fiy =y (6i— ;) VijeQ (20)
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A funcio objetivo (18) representa o custo do investimento na rede de transmissao devido
a adicdo de novos circuitos. A equagao (19) representa as equagdes de balango de poténcia ativa
(corresponde a LCK). A equagdo (20) corresponde a LTK, vélida para este modelo apenas nos
circuitos existentes. As equacdes (21) e (22) representam, respectivamente, as equacdes de
capacidade de transmissao dos circuitos (linhas e/ou transformadores) existentes e a capacidade
de transmissdo dos circuitos que devem ser adicionados. Nas equacdes (21) e (22), o valor
absoluto é necessario, pois o fluxo de poténcia ativa € bidirecional. A equacgao (23) define os
limites de geragdo em cada barra (se g; = 0, entdo a barra i € consumidora, caso contrario, a
barra i pode ser geradora). A equacdo (24) representa os limites do nimero de circuitos que
podem ser instalados em cada caminho ij. A equacdo (25) representa o nimero inteiro de
circuitos que deve ser adicionado (linhas e/ou transformadores). A equagdo (25) representa a
maior fonte de complexidade do problema.

O modelo hibrido linear é um problema de PLIM com complexidade préxima do mo-
delo de transportes. Sendo assim, pode-se utilizar as mesmas técnicas de otimiza¢do usadas
para resolver o modelo de transportes. Além disso, o0 modelo hibrido linear ¢ uma versao rela-
xada do modelo CC e do modelo hibrido ndo linear, logo, € evidente que o problema resultante é
uma representacao menos adequada do problema real e, portanto, a solu¢dao pode estar distante

da solucao encontrada utilizando o modelo CC.

1.2.3 Modelo de Transportes

O modelo de transportes foi a primeira proposta sistemdtica de modelagem do planeja-
mento de sistemas de transmissao proposto por Garver (1970), sugerindo a utilizagao de mode-
los diferentes para problemas de operagado e de planejamento. Segundo Silva (2013), a proposta
apresentada por Garver (1970) tornou-se fundamental em pesquisas do problema PEST, pois

era a Unica forma de otimizar o problema com as técnicas disponiveis na época. Devido as
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dificuldades da utiliza¢dao do fluxo de carga CA, Garver (1970) sugeriu a utilizacdo de mode-
los matemaéticos mais relaxados, também chamados modelos de sintese de rede, que permitem
encontrar topologias atrativas para o crescimento do sistema elétrico, mesmo que sejam aproxi-
madas.

A modelagem do problema PEST através do modelo de transportes leva em conside-
racdo somente a LCK e restrigdes de capacidade de circuitos e geradores. Neste contexto, o
modelo de transportes € uma versao relaxada do modelo CC que € considerado o modelo ideal
para o PEST representando, dessa forma, o modelo de rede mais elementar.

O modelo de transportes ndo utiliza a LTK e, portanto, € um problema de PL. Outro
fato importante € a utilizagdo de varidveis inteiras na sua modelagem, o que acarreta em uma
maior complexidade de solu¢do. Assim, diante destas observacdes, a modelagem matematica
do problema PEST com o modelo de transportes € um problema de PLIM e, mesmo com a ca-
racteristica de ser o modelo de rede mais elementar, sistemas de grande porte podem apresentar
dificuldades na sua resolugao.

O objetivo do modelo de transportes é encontrar uma configuragao que produz o menor
investimento no plano de expansao do sistema elétrico e condi¢des adequadas de operagao desse
sistema. Condi¢des adequadas de operacdo significam que o sistema deve satisfazer a LCK e
que os circuitos e as usinas de geragao operem dentro de seus limites especificados.

O problema PEST, usando o modelo de transportes, pode ser modelado como um pro-
blema de PLIM, como mostrado nas equagdes (26)-(31), conforme apresentado por Gallego,
Monticelli e Romero (1998b), Silva, Gil e Areiza (2000), Latorre et al. (2003), Escobar (2008)
e Silva (2013):

miny = 2 Cijnij (26)

ijeCy
S.a.

Y, fii— Y, fijtgi=di VieQ, (27)
Jjield; ijeCy
il < (mij+ni))fyy Vije (28)
0<g<g VieL, (29)
Ogn,-jgﬁ,-j Vije (30)
nijEZ VijEQl (1)

A fungdo objetivo (26) representa o custo do investimento na rede de transmissao devido
a adi¢do de novos circuitos. A equagao (27) representa as equagdes de balanco de poténcia ativa
(corresponde a LCK). A equagdo (28) representa as equagdes de capacidade de transmissao dos
circuitos (linhas e/ou transformadores). Na equacao (28), o valor absoluto é necessario, pois
o fluxo de poténcia ativa € bidirecional. A equagdo (29) define os limites de geracdo em cada
barra (se g; = 0, entdo a barra i é consumidora, caso contrario, a barra i pode ser geradora). A
equacgao (30) representa os limites do nimero de circuitos que podem ser instalados em cada

caminho ij. A equagdo (31) representa o nimero inteiro de circuitos que deve ser adicionado
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(linhas e/ou transformadores). A equacdo (31) representa a maior fonte de complexidade do
problema.

A presenca de variaveis inteiras na equagao (31) aumenta a complexidade de resolugao
do modelo, principalmente em sistemas de grande porte. Além disso, na maioria dos problema
€ necessario resolver muitos problemas de PL para encontrar uma solu¢@o 6tima inteira, conse-
quentemente, deve-se utilizar algoritmos especializados como, por exemplo, o algoritmo B&B.

A grande vantagem trazida pelo modelo de transportes é que praticamente nio existe
diferenca em modelar problemas conexos ou altamente ilhados, ja que a técnica de otimizacao
resolve esse tipo de problema da mesma forma que em sistemas conexos, como mostra 0s
Exemplos 1 e 2. A desvantagem de usar o modelo de transportes é que algumas vezes a solucao

otima assume valores distantes dos valores encontrados através do modelo CC.

Exemplo 1: Sistema de 3 barras conexo

Figura 1 — Sistema de 3 barras

60 MW

g, = 80MW

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

A Figura 1 apresenta um sistema de trés barras e trés ramos de transmissao onde sera
apresentada sua modelagem através do modelo de transportes. Os dados deste sistema, também
mostrados na Figura 1, sdo os seguintes:

Custo dos circuitos: ¢12 =3, c13 =2 e cp3 =2US$
Susceptancias: Y12 = %, N3 = % e Y3 = % (p.u. para uma base de 100 MW);
Geracdo méxima e carga: g = 8O0MW, dp = 60 MW e d3 =20 MW;
Fluxo maximo por linha: f;, = 35 MW, f3 = 40MW e f,; = 40 MW,
Numero maximo de adi¢des permitida por caminho: 71y = 113 = np3 = 2.
O sentido do fluxo f;;, mostrado na Figura 1, € da barra de menor para maior numeragao.

As equagdes que correspondem a LCK, aplicadas para cada barra, considerando positivo
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o fluxo que entra na barra, produz as seguintes equagdes:

Barral: —fio—fi3+g1=0
Barra2: fip—f3—60=0
Barra3: fiz3—f»3—20=0

As inequagdes que correspondem aos limites de capacidade de transmissdo sdo as se-
guintes:
Circuito 1 —2: | f12| <35(1 +ny2)
Circuito 1 —3: | fi13] <40(1 +ni3)
Circuito 2 —3: | f3| <40 (1 +ny3)

A restri¢do sobre a capacidade de geracdo produz a seguinte restri¢ao:
Barra de geracdo 1: 0 <g; <80

As restri¢des sobre o nimero maximo de adi¢des permitido em cada caminho candidato
sd0 as seguintes:
Circuitol1 —2: 0<n;p <2
Circuito1 —3: 0<n;3<2
Circuito2—3: 0<ny3 <2
A fungdo objetivo assume a seguinte forma: min v = 3n13 + 2n13 + 2n,3. Finalmente, a

modelagem matemaética da Figura 1 assume a seguinte forma:

min v= 3npy+2n13+2n3

S.a.
—fiz —fi3 +g1 = 0
f12 —Jf23 = 60
fizs +f23 = 20
| f12] < 35(14np2)
| f13] < 40(1+ny3) (32)
| f23] < 40(1+n3)
0<g1 <30
nip € {0, 1, 2}
niz € {0, 1, 2}
nys € {0, 1,2}

f12, f13 € fr3 irrestrito
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Exemplo 2: Sistema de 3 barras nao conexo

Figura 2 — Sistema de 3 barras completamente ilhado

1 ~ p
\f13
Cy 9 2

=
w
|
N

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

A Figura 2 representa o mesmo sistema de trés barras da Figura 1, exceto que ndo existe
mais circuitos de transmissao ligando as barras, isto €, 0 novo sistema é completamente ilhado.
Neste caso, como ndo existe circuitos de transmissdo ligando as barras, pretende-se
realizar o planejamento de um sistema que ndo existe, portanto, o sistema estd completamente
ilhado. Entretanto, a diferenca da modelagem matemadtica desse sistema é diferente das outras
modelagem nas restri¢des que correspondem aos limites de fluxo nos circuitos, pois agora n{, =

n{; = ny; = 0. Assim, a modelagem matematica assume a seguinte forma:

min v= 3ni+2n13+2n3

s.a.
—fiz —fi3 +g1 = O
J12 —f23 = 60
Sz +/23 = 20
| f12] < 35np,
| f13 < 40ny3 (33)
| f23] < 40np3
0<g1 <80
nip € {0, 1,2}
ni3 e {0, 1, 2}
np3 € {0, 1, 2}

f12, f13 € fa3 irrestrito
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1.3 TECNICAS DE OTIMIZACAO USADAS NO PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA
EXPANSAO DE SISTEMAS DE TRANSMISSAO

Nos ultimos anos muitos trabalhos foram desenvolvidos utilizando técnicas de otimiza-
¢do na resolucdo do problema PEST, dentre eles, citam-se Garver (1970), Villasana, Garver e
Salon (1985), Pereira e Pinto (1985), Romero e Monticelli (1994a), Gallego, Monticelli e Ro-
mero (1998a), Gallego, Monticelli e Romero (1998b), Haffner et al. (2000), Silva, Gil e Areiza
(2000), Silva et al. (2001), Binato, Oliveira e Araujo (2001), Latorre et al. (2003), Fang e Hill
(2003), Hashimoto, Romero e Mantovani (2003), Silva et al. (2005), Choi et al. (2005), Faria et
al. (2005) e Romero, Rider e Silva (2007) . As técnicas de otimizacdo empregadas na resolucao
do problema PEST podem ser divididas em dois grupos: (a) métodos exatos, também chama-
dos de métodos classicos de otimizacao e (b) métodos aproximados, que podem ser divididos

novamente em dois subgrupos (i) algoritmos heuristicos e (ii) meta-heuristicas.
1.3.1 Meétodos Classicos de Otimizacio

Entre os métodos classicos de otimizacao mais conhecidos estdo o método de decom-
posicdo de Benders e os métodos de B&B. Estes tipos de algoritmos garantem a otimalidade
da solucdo e apresentam excelente eficiéncia em problemas pequenos e de baixa complexidade.
Entretanto, em sistemas de grande porte apresentam dificuldades de convergéncia e elevado
esfor¢co computacional.

Muitas pesquisas utilizaram o algoritmo de decomposi¢do de Benders na resoluc¢do do
problema PEST, entre as principais estdo Granville e Pereira (1985), Pereira et al. (1985), Pe-
reira (1987), Romero e Monticelli (1994a), Romero e Monticelli (1994b), Binato (2000) e Haff-
ner et al. (2000). Romero e Monticelli (1994a) apresentaram as solugdes 6timas de sistemas de
pequeno e médio porte que anteriormente ndo eram conhecidas. Este fato gerou grandes expec-
tativas sobre a aplicacdo do algoritmo de decomposi¢do de Benders na resolu¢cdo do problema
PEST, mas mostrou-se ineficiente na resolucdo de problemas de grande porte (BINATO, 2000;
HAFFNER et al., 2000; ROMERO; MONTICELLI, 1994a).

Virias pesquisas utilizaram os algoritmos B&B e Branch and Cut para resolver o pro-
blema PEST, dentre elas, Shin e Park (1993), Levi (1995), Haffner et al. (2000), Haffner et al.
(2001), Bahiense et al. (2001), Alguacil, Motto e Conejo (2003), Oliveira et al. (2004), Asada
et al. (2005), Choi et al. (2005), Carrién, Arroyo e Alguacil (2007), Fisher, O’Neill e Ferris
(2008), Alguacil, Carrién e Arroyo (2008) e Garcés et al. (2009). Os trabalhos de Haffner et al.
(2000) e Haffner et al. (2001) apresentam um algoritmo B&B para resolver o problema PEST
modelado a partir do modelo de transportes. Estes trabalhos mostraram que o algoritmo B&B
possui maior eficiéncia comparado ao algoritmo de decomposi¢ao de Benders.

Para esta pesquisa foi escolhido o algoritmo B&B como técnica de otimizagdo para

o problema PEST, modelado a partir do modelo de transportes, de modo a implementar um
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eficiente algoritmo do tipo DSC para resolver os subproblemas gerados pelo algoritmo B&B,
reotimizando-os a partir da solu¢do 6tima do problema inicial. Na Secao 2.3 € feita uma apre-

sentagdao mais detalhada do algoritmo B&B.

1.3.2 Métodos Heuristicos

Existem varios trabalhos na literatura que utilizam algoritmos heuristicos para resolver
o problema PEST, como, Garver (1970), Pereira e Pinto (1985) e Villasana, Garver e Salon
(1985). O primeiro algoritmo de importancia para o PEST foi o Algoritmo de Garver (AG)
para o modelo de transportes apresentado por Garver (1970). Garver (1970) sugere resolver o
modelo de transportes com integralidade relaxada, isto &, resolver o PL resultante da modela-
gem, para que se possa identificar qual circuito € mais atrativo para ser adicionado ao sistema
elétrico. A ideia de Garver pode ser estendida para os outros modelos e também generalizada
para o planejamento dindmico da expansdo de sistemas de transmissdo como apresentados por
Romero et al. (2003), Rider, Garcia e Romero (2004) e Rider, Garcia e Romero (2007).

Os algoritmos heuristicos apresentam a vantagem de serem rapidos e robustos. No
entanto, estes algoritmos s6 apresentam solucdes de boa qualidade e, raramente, encontram a
solu¢do 6tima em sistemas de grande porte. Além disso, nao fornecem informacdes sobre a
qualidade da solucao obtida.

Atualmente, os algoritmos heuristicos ainda representam um interessante tema de pes-
quisa, e as solugdes encontradas por eles podem ser usadas como base para algoritmos que

demandam maior esfor¢o computacional, como, as meta-heuristicas.

1.3.3 Meta-heuristicas

Na década de 90 surgiu uma nova classe de algoritmos heuristicos chamada de meta-
heuristicas. As meta-heuristicas sdo diferentes dos algoritmos heuristicos tradicionais, geral-
mente mais eficientes e com esfor¢o computacional varidvel. Pertencem a classe das meta-
heuristicas os algoritmos simulated annealing, algoritmos genéticos e evolutivos, tabu search,
GRASP, particle swarm, ant colony, etc. (GLOVER; KOCHENBERGER, 2003).

Nos dltimos anos, as meta-heuristicas estdo sendo amplamente utilizadas na resolugao
do problema PEST, como pode ser visto em Romero, Gallego e Monticelli (1996), Gallego
et al. (1997), Gallego, Monticelli e Romero (1998a), Gallego, Monticelli e Romero (1998b),
Silva, Gil e Areiza (2000), Gallego, Monticelli e Romero (2000), Silva et al. (2001), Binato,
Oliveira e Araujo (2001), Faria et al. (2005) e Silva et al. (2005). As grandes vantagens apre-
sentadas pelas meta-heuristicas é que sao relativamente simples de implementar, sdo robustas e
encontram solugdes Gtimas ou quase 6timas mesmo em sistemas grandes e complexos com um
esfor¢o de processamento elevado, mas nao proibitivo. Adicionalmente, quando se aumenta

a complexidade do modelo matematico a aplicabilidade das meta-heuristicas sofre pouca ou
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quase nenhuma alteracdo. Por outro lado, uma das desvantagens que elas apresentam deve-se

ao elevado tempo de processamento para encontrar uma solucdo de excelente qualidade além
de ndo garantir sua otimalidade.
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2 O MODELO DE TRANSPORTES E A TECNICA DE BRANCH AND BOUND
2.1 INTRODUCAO

Como apresentado na Sec¢do 1.2, o problema de Planejamento da Expansao de Sistemas
de Transmissao (PEST) pode ser representado usando véarios modelos matematicos. Em parti-
cular, o modelo de transportes sugerido por Garver (1970) foi a primeira proposta sistematica
de modelagem do problema PEST diferente das utilizadas na andlise de operacdo de sistemas
elétricos, onde sao utilizados modelos de fluxo de carga CA que representam de forma mais
adequada o problema real.

Geralmente, os modelos como o fluxo de carga CA ndo sdo usados no PEST, pois a
topologia inicial dos sistemas elétricos usados no planejamento ndo € conexa e também por-
que o problema de reativos ainda nado foi resolvido. Essas caracteristicas implicam em sérios
problemas de convergéncia mesmo em sistemas conexos.

Garver (1970) apresentou o primeiro algoritmo de grande difusdo inaugurando a fase
dos algoritmos heuristicos usados para resolver o PEST. Basicamente, esses algoritmos consis-
tem em ir adicionando um circuito em cada passo (através de um indicador de sensibilidade que
mostra o circuito mais atrativo) até que sejam satisfeitas todas as condi¢des de operacao.

O algoritmo desenvolvido por Garver (1970) foi uma estratégia para encontrar uma solu-
¢do de boa qualidade, ndo necessariamente a solucdo 6tima, em sistemas grandes e complexos.
Para encontrar a solucao 6tima do modelo de transportes € necessario resolver um problema de
Programacao Linear Inteiro Misto (PLIM), em que se deve utilizar métodos exatos de otimiza-
¢do que garantem a otimalidade da solugao como, por exemplo, o algoritmo Branch and Bound
(B&B).

O uso do algoritmo B&B exige o uso de conhecimentos profundos de programacao
linear e programacao inteira. A implementacao deste algoritmo também exige um elevado grau
de conhecimento em linguagens de programacdo, além de serem necessarios computadores
de grande velocidade para resolver sistemas reais. Muitas dessas ferramentas nao estavam
disponiveis na década de 60 quando foi desenvolvido o trabalho de Garver e, portanto, ndo era
possivel utilizar o algoritmo B&B para resolver o problema PEST.

A proposta de Garver foi um grande avanco na pesquisa do problema PEST, pois era a
Unica maneira que existia para resolver problemas de PEST de grande porte. O algoritmo heu-
ristico construtivo de Garver ou simplesmente Algoritmo de Garver (AG) € robusto e apresenta
esforco computacional muito pequeno. Adicionalmente, muitas caracteristicas e propriedades
deste algoritmo podem ser incorporadas em algoritmos mais complexos, como, por exemplo,
no algoritmo B&B pode ser usado o AG para encontrar uma solu¢do incumbente inicial de
boa qualidade. Devido a grande importancia da proposta de Garver (1970), na Segao 2.2 é
apresentado mais detalhadamente o AG.

Com o avango das pesquisas e dos recursos computacionais, atualmente, ja é possivel
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utilizar o algoritmo B&B de forma mais adequada na resolu¢do para o problema PEST. Na
Secdo 2.3 é feita uma abordagem mais ampla do algoritmo B&B aplicado na resolugdo do

problema PEST através do modelo de transportes.
2.2 O ALGORITMO DE GARVER

Como apresentado na Secdo 1.2, verifica-se que: (i) ao utilizar o modelo de transportes
e o0 modelo hibrido linear é obtido um PLIM e (ii) ao utilizar os modelos CC e o modelo
hibrido ndo linear € obtido um problema de Programacdo Nao Linear Inteiro Misto (PNLIM).
Atualmente, ainda € dificil resolver problemas de PNLIM, principalmente em sistemas reais de
grande porte. Devido a este fato, nas pesquisas iniciais sobre o problema PEST foram utilizados
os algoritmos heuristicos construtivos para resolver este problema em sistemas reais, como € o
caso do algoritmo de Garver apresentado por Garver (1970).

Um algoritmo heuristico construtivo para resolver o problema PEST consiste em um
procedimento passo a passo, em que € adicionado em cada passo um ou varios circuitos no ca-
minho mais atrativo para expansao do sistema elétrico. Este caminho mais atrativo é escolhido
através de um indicador de sensibilidade local que de alguma forma indica a varia¢ao da funcao
objetivo devido a alguma mudanga dos parametros do sistema elétrico corrente.

Um algoritmo heuristico construtivo nem sempre encontra a configura¢cdo 6tima do
PEST, geralmente, este tipo de algoritmo encontra a configuragdo 6tima de sistemas peque-
nos e configuragdes de boa qualidade para sistemas de médio e grande porte. Estes algoritmos
mostraram-se importantes por varios motivos, dentre eles, por ser a inica maneira de resolver o
problema PEST de sistemas elétricos de grande porte nas décadas de 60 e 70; a maioria destes
algoritmos sdo robustos, simples de entender, programar e usar; apresentam esfor¢co compu-
tacional reduzido; muitas caracteristicas destes algoritmos podem ser incorporadas em outros
algoritmos mais complexos e; ainda continuam a ser muito usados pelas empresas de energia
elétrica.

No trabalho de Garver (1970) foi sugerida a utilizagao do modelo de transportes apre-
sentado pelas equacdes (26)-(31) para resolver o problema PEST. A solu¢do encontrada utili-
zando o modelo de transportes ndo € necessariamente a mesma que a encontrada pelo modelo
CC pelo motivo que o modelo de transportes nao leva em consideracao a Lei das Tensoes de Kir-
chhoff (LTK). Pelos motivos apresentados na Subsec¢ao 1.2.3 o modelo de transportes mostra-se
uma boa alternativa de modelagem do problema PEST.

O modelo de transportes para o problema PEST apresentado pelas equacdes (26)-(31)
¢ um problema de PLIM em que as varidveis n;; devem ser inteiras. Ao relaxar a integralidade
das varidveis n;; do problema (26)-(31) € obtido um problema de Programac¢ao Linear (PL),
também chamado de PL correspondente. Desta forma, a ideia extraordindria de Garver consiste
em usar o PL correspondente como uma estratégia para encontrar uma boa solu¢ao do problema

original.
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O AG consiste em resolver o PL correspondente e encontrar a solu¢do 6tima nio inteira
para a configuragdo corrente n7;. Conhecidas as incognitas n;; (encontradas através de um al-
goritmo para resolver o PL correspondente), pode-se encontrar os fluxos de poténcia em todos
os circuitos antigos (n{;) € novos (n;;). Aquele caminho ij que apresentar 0 maior fluxo de po-
téncia ativa, representa o caminho mais atrativo para adi¢ao de circuitos. Portanto, adiciona-se
um circuito no caminho identificado como mais atrativo e atualiza-se a configurag¢do corrente
de acordo com a adicdo escolhida. Repete-se esta estratégia adicionando em cada passo um
circuito no caminho mais atrativo. O processo termina quando a solu¢dao do PL correspondente
a configuragdo corrente apresenta solu¢do com todos os n;; = 0 (significa que ndo € mais neces-
sario realizar mais adi¢cdo ao conjunto de adi¢des realizadas) e a configura¢do corrente € uma
configuracao factivel e eventualmente 6tima para o sistema elétrico. O AG pode ser resumido

nos seguintes passos:

Algoritmo 1 Algoritmo Heuristico Construtivo de Garver

1. Assumir a configuragdo base nf] como configuracio corrente.

2. Resolver o PL correspondente do problema (26)-(31) para a configuracdo corrente. Se
todos os n;; = 0 entdo pare, pois foi encontrada uma boa configuragao factivel. Caso

contrério ir ao passo 3.

3. Calcular os fluxos em todos os novos circuitos adicionados pelo PL, (n;; # 0), usando

a relagdo f): = n;;f; ;- Identificar o caminho novo i/j com o maior valor de fluxo f}; e

ij ij
atualizar a configuracdo corrente adicionando um circuito naquele caminho ij. Voltar ao

passo 2.

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

O maior esfor¢co computacional do AG esta no passo 2 em que € necessario utilizar outro
algoritmo para resolver o PL correspondente. Existem algumas modificagdes que podem tornar
o AG mais réapido, isto é, o algoritmo de resolu¢do do PL correspondente serd chamado menos
vezes. Estas modificagdes podem acelerar o AG, mas nem sempre, as solu¢des obtidas serdo de

melhor qualidade. Assim, as modificagdes que podem ser realizadas sdo as seguintes:

1. Apds a resolug@o do primeiro PL, pode-se incorporar na configuragdo base, simultanea-

mente, a parte inteira de todos os circuitos que apresentam valores de n;; > 1.

2. Em cada passo, pode-se escolher para adi¢do de um circuito, aquele caminho com maior

valor de n;j em lugar de escolher o caminho com maior valor de f'.

3. Em cada passo, pode-se manter o critério de adi¢ao daquele caminho com maior valor de
14

ij

um numero de circuitos igual a parte inteira de n;;.

mas em lugar de adicionar um circuito simples naquele caminho, pode-se adicionar
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4. Incorporar um processo de Fase II para retirar circuitos irrelevantes adicionados na fase

inicial.
2.3 ALGORITMO BRANCH AND BOUND PARA O MODELO DE TRANSPORTES

A modelagem matemadtica do problema de PEST através do modelo de transportes apre-
sentado pelas equacdes (26)-(31) € um problema de PLIM, assim € necessario a utilizacao de
algoritmos especializados na resolu¢do de PLIM para encontrar uma solug¢do 6tima inteira para
esse tipo de problema.

Existem varios algoritmos que resolvem PLIM, dentre eles, o Algoritmo B&B mostra-
se uma metodologia adequada para encontrar a configuracao 6tima do problema de PEST. Em
principio, o B&B resolve qualquer problema de PLIM e, como o modelo matemaético (26)-(31)
€ um problema de PLIM, um algoritmo B&B convencional € capaz de encontrar a solu¢io 6tima
global para este tipo de problema.

O algoritmo B&B ¢é conceitualmente simples. A ideia bésica consiste em resolver um
PLIM resolvendo um conjunto de problemas de PL que sdo versdes relaxadas do PLIM, isto
€, dividir a regido factivel do problema original em sub-regides menores. Assim, inicialmente
deve ser resolvido o problema original (26)-(31) relaxando a integralidade das varidveis de
investimento que serd chamado P,, através de um algoritmo de PL. Caso P, apresente solugdo
inteira, em que todas as varidveis inteiras tenham valores inteiros, o algoritmo B&B deve parar,
pois foi encontrada a solu¢do 6tima global do problema original (26)-(31). Caso contrério, isto
¢, a solucdo de P, apresente valores ndo inteiros para alguma ou algumas varidveis inteiras, P,
deve ser separado em dois subproblemas P; e P>, em que é escolhida uma varidvel inteira com

valor corrente ndo inteiro de P, para fazer a separacdo. Assim, se uma variavel inteira n;; possui
*

valor corrente ndo inteiro 7; i

entdo os subproblemas sucessores P; e P, sdo obtidos da seguinte

forma:

e Subproblema P;:

*

E o problema F, acrescido da restrigdo n;; < {n:}J em que Lnl- jJ € o maior inteiro contido

*

em n;;;

e Subproblema P;:

E o problema P, acrescido da restricdo n; = {nfjJ +1

O problema P, é separado em dois subproblemas menores P; e P, isto €, sao problemas
mais restritos por causa da adi¢do das novas restri¢des. Assim, os subproblemas sao resolvidos,
ou entdo, através de técnicas empregadas na analise de sensibilidade verifica-se a possibilidade
de reotimizar os subproblemas gerados utilizando o quadro 6timo de P, através de um algo-
ritmo Dual Simplex Padrdo, ou através de um algoritmo Dual Simplex Canalizado (DSC), que

neste caso € mais adequado por ndo aumentar o tamanho do problema original, porque leva em
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consideracdo somente os limites das varidveis inteiras com valores nao inteiros escolhida para
fazer a divis@o que esta sendo alterada.

Depois de resolvidos os subproblemas, eles podem ainda apresentar valores nao inteiros
para varidveis inteiras e serem separados novamente em novos subproblemas mais restritos,
como o problema € de minimizagao implica que os novos subproblemas terdo fungdes objetivos
com valores maiores ou iguais ao da fun¢@o objetivo do seu subproblema gerador. Entretanto,
as vezes a solucdo de um subproblema permite descobrir se ainda é necessario fazer a sua
separagdo em novos subproblemas e que, pelo contrario, o subproblema pode ser eliminado
do processo de busca. Um subproblema pode ser eliminado do processo de busca quando sua

solucdo apresenta as seguintes caracteristicas:

1. A solugdo ndo € inteira, mas € de pior qualidade que a incumbente. Neste caso, o subpro-
blema corrente pode conter solugdes inteiras dentro da sua regido factivel, mas serdo de
pior qualidade que a solu¢do incumbente. Portanto, o subproblema deve ser eliminado do

processo de busca.

2. A solucio € infactivel. Neste caso, os subproblemas sucessores continuarao sendo infac-

tiveis e, portanto, o subproblema deve ser eliminado do processo de busca.

3. A solugdo € inteira, isto é, todos os valores das varidveis inteiras sao inteiros. Nesse caso,
se a solug@o do subproblema € inteira, significa que ainda podem existir outras solucdes
inteiras dentro de sua regido factivel, mas certamente todas serdo de pior qualidade. Se
a solucdo encontrada é de melhor qualidade que todas as solu¢des encontradas anterior-
mente ela é armazenada como incumbente. Portanto, ndo ha a necessidade de continuar
buscando solugdes inteiras dentro de sua regido factivel e o subproblema deve ser elimi-

nado de analises futuras.

As caracteristicas apresentadas anteriormente sao conhecidas como testes de sondagem.
O algoritmo B&B consiste fundamentalmente de uma estratégia de separagcdo do problema em
subproblemas menores até que todos esses subproblemas menores sejam sondados.

Os subproblemas gerados podem ser apresentados em um grafico chamado de Arvore
de Branch and Bound, em que os nds representam os subproblemas gerados e as arestas repre-
sentam as varidveis inteiras escolhidas para fazer a separa¢dao dos subproblemas. O algoritmo
B&B termina quando todos os subproblemas gerados forem sondados. A solugao 6tima global
€ a melhor solucao inteira encontrada, chamada também de solug¢io incumbente.

Na verdade, no algoritmo B&B € implementado uma estratégia de enumeragao implicita
e/ou explicita de todas as solugdes inteiras da regido factivel do problema original, isso garante
que a melhor solug¢do encontrada seja 6tima global do problema.

Mesmo o algoritmo B&B sendo conceitualmente simples, sua implementagao computa-
cional possui maior complexidade podendo haver problemas envolvendo esfor¢o computacional

e de memoria durante a execugao do algoritmo em sistemas de grande porte.
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A eficiéncia do algoritmo B&B estd atrelado a diversos tipos de decisdo que devem
ser executadas durante o processo de resolu¢dao do problema. Um algoritmo B&B ¢é eficiente
obviamente se gera um numero menor de nds na arvore B&B, o que significa chamar um menor
nimero de vezes o algoritmo de PL necessario para resolver cada subproblema gerado. As
principais decisdes que melhoram a eficiéncia do algoritmo B&B estdo relacionados com os

seguintes aspectos:

1. Determinacao de uma solucao inteira inicial (incumbente inicial):

O algoritmo B&B pode inciar sem solu¢@o incumbente, mas também pode ser implemen-
tada alguma estratégia heuristica para encontrar uma solu¢do incumbente de boa quali-
dade. Encontrando rapidamente uma solu¢@o incumbente de boa qualidade aumenta a
eficiéncia do primeiro teste de sondagem fazendo com que os subproblemas sejam son-

dados rapidamente, aumentando consequentemente a eficiéncia do algoritmo B&B.

2. A variavel escolhida para separacgao:

Ao resolver o problema relaxado ou os subproblemas gerados, frequentemente apare-
cem solugdes em que algumas varidveis inteiras tenham valores corrente ndo inteiros.
A escolha de cada varidvel para realizar a separacao pode gerar diferentes arvores de
B&B. Obviamente, existe uma varidvel que gera a menor arvore B&B, mas ndo existe
uma técnica sistemadtica para encontrar qual a melhor varidvel para fazer a separacao de
um subproblema. Entretanto, existem técnicas empiricas para a escolha da varidvel mais

atrativa que pode ser usada na separacao.

3. Escolha do préximo subproblema a ser analisado:

Durante a execugdo do algoritmo B&B em certo momento pode haver muitos subpro-
blemas a serem analisados e a escolha de cada subproblema para ser resolvido gera uma
arvore B&B diferente. Certamente existe uma estratégia de escolha do préximo sub-
problema que gera a menor arvore B&B, porque ao resolver esse problema ou um sub-
problema descendente do mesmo, pode ser encontrada uma solucdo inteira de excelente
qualidade, aumentando a efici€éncia do primeiro teste de sondagem e fazendo com que

muitos dos subproblemas ainda nao analisados sejam sondados.

Nao existe técnica sistemdtica para a escolha do melhor subproblema a ser resolvido, en-
tretanto, existem técnicas empiricas que auxiliam a escolha do subproblema mais atrativo.
Também existe um critério muito usual para a escolha do subproblema a ser resolvido
que € a regra LIFO (Last In First Out), onde sempre é escolhido o tltimo subproblema
gerado para ser resolvido. A regra LIFO permite que continuamente seja escolhido o
sucessor do dltimo subproblema resolvido como o préximo a ser resolvido, podendo ser
implementado um algoritmo DSC para fazer a reotimizagao através do quadro 6timo do
subproblema antecessor, resolvendo o subproblema escolhido rapidamente. Esta regra

permite resolver com maior velocidade muitos problemas.
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4. Usando as caracteristicas especificas do problema:

Os melhores algoritmos B&B sdo os algoritmos especializados que levam em conside-
racdo caracteristicas especificas do problema, isto é, podem ser implementadas novas
estratégias de sondagem mais eficientes e também a adi¢do de informagdes adicionais
como novas restri¢des que podem melhorar muito o desempenho dos testes de sondagem,
consequentemente, reduzindo consideravelmente o tamanho da arvore B&B. Também €
possivel implementar alteracdes que levam em consideragao caracteristicas especificas do
problema nos algoritmos de PL que € chamado pelo algoritmo B&B para resolver cada

subproblema gerado.

Um algoritmo B&B basico, onde ndo € levada em consideragao nenhuma das decisoes

abordadas anteriormente, assume a seguinte forma:

Algoritmo 2 Algoritmo Branch and Bound Bésico

1. Inicializagdo:

Escolher uma incumbente inicial Vj,, = v* = eo. Resolver o problema original com a in-
tegralidade das varidveis inteiras relaxada que se designa como P,. Se a solugdo de P,
for inteira, PARE, pois foi encontrada a solu¢do 6tima global do problema original. Caso
contrario adicionar o valor da fung@o objetivo como limitante inferior v;,r dos subproble-

mas SucCessores.

2. Escolha da varidvel para separar o subproblema:

Escolher a primeira varidvel inteira n;; com valor corrente ndo inteiro n;; para fazer a
separacdo do problema. Gerar dois novos subproblemas a partir do problema corrente

adicionando a restricdo (34) no primeiro subproblema e a restri¢ao (35) no segundo sub-

problema.
nij < | (34)
nij > [nj;| +1 (35)
em que {n:‘JJ ¢ 0 maior inteiro contido em n;;

3. Resolug¢ao do subproblema selecionado:

Pela regra LIFO, resolver o ultimo subproblema gerado usando o algoritmo de PL e ar-
mazenar a solugdo 6tima vpy = v;,r como limitante inferior para provaveis subproblemas

Sucessores.

4. Testes de sondagem:

Verificar os testes de sondagem no subproblema resolvido. O subproblema € eliminado

de anélises futuras se satisfaz um dos seguintes testes de sondagem:
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Algoritmo 2 Algoritmo Branch and Bound Bésico (Continuagao)

Teste 1: Se v;,r > v*, em que v* € o valor da incumbente;
Teste 2: Se o subproblema for infactivel;

Teste 3: Se a solugdo do subproblema for inteira, isto €, todas as varidveis inteiras pos-
suem valor corrente inteiro. Neste caso, se a solu¢do 6tima do subproblema for de
melhor qualidade que a incumbente, armazenar a solu¢do como a nova incumbente

e aplicar o Teste 1 para todos os subproblemas ainda ndo analisados.

5. Se o problema nao foi sondado ir ao passo 2 para realizar a separa¢do do subproblema
corrente em dois subproblemas sucessores. Caso contrario, verificar se existem ainda
subproblemas que nao foram sondados. Se todos os problemas foram sondados, PARE, o
processo termina e a solucdo incumbente € a solucao 6tima do problema, caso contrario,

voltar ao passo 3 para resolver o ultimo problema gerado.

Fonte: Gallego, Escobar e Romero (2007)

2.3.1 Propostas Alternativas para Melhorar o Desempenho do Algoritmo Branch and
Bound

Para melhorar o desempenho do algoritmo B&B aplicado a um tipo de problema espe-
cifico, podem ser realizados dois tipos de estratégias: (1) introduzindo melhorias gerais relaci-
onadas com a teoria basica do algoritmo B&B, e (2) introduzindo melhorias relacionadas com
as caracteristicas especificas do tipo de problema.

Existem trés tipos de melhorias que estdo relacionadas com a teoria bésica do algoritmo
B&B: (i) propostas relacionadas com o critério de escolha do proximo subproblema a ser re-
solvido, (ii) propostas relacionadas com o critério de escolha da varidvel que deve separar o
problema e, (iii) e critérios para a determinacdo de uma boa solucdo incumbente inicial.

Entre as estratégias relacionadas com as caracteristicas do problema PEST existem duas
importantes estratégias: (i) as restri¢cdes de cerca e, (ii) as restri¢cdes do tipo linha-transformador
em novos caminhos (ESCOBAR; ROMERO; GALLEGO, 2010).

Nesta pesquisa serdo apresentadas apenas duas estratégias para melhorar o desempe-
nho do algoritmo B&B. Estas duas estratégias exigem o conceito de pseudocusto. A primeira
estratégia esté relacionada com o critério de escolha do préximo subproblema a ser resolvido
pelo algoritmo B&B depois da divisao do subproblema antecessor. A segunda estratégia esta
relacionada com o critério de escolha da varidvel inteira com valor corrente ndo inteiro que fara
a divisao do subproblema (GALLEGO; ESCOBAR; ROMERO, 2007).
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2.3.1.1 O Conceito de Pseudocusto

Garfinkel e Nemhauser (1972) e Benichou et al. (1971) propdem o conceito de pseudo-
custo. Esta proposta teve como objetivo apresentar uma forma alternativa para identificar qual
subproblema gerado pelo algoritmo B&B (na divis@o de um subproblema antecessor) € mais
atrativo para ser resolvido primeiro em relacdo aos outros subproblemas ainda ndo resolvidos.
Esta proposta também € utilizada como uma forma alternativa de identificar qual varidvel inteira
com valor corrente ndo inteiro deve separar o problema.

O pseudocusto de uma variavel inteira € a taxa de degradag@o da fungao objetivo quando
a variavel inteira com valor corrente ndo inteiro no PL correspondente assume o valor inteiro
mais proximo. Como a varidvel inteira com valor corrente ndo inteiro pode assumir dois valores
inteiros, um maior e o outro menor que o valor corrente desta varidvel, sao definidos os seguintes

pseudocustos para uma variavel n;:

k— k

_ Vp —V
pj — % (36)

J

k+ k

Vpr —V
Pr="1p (37)

J

em que fj’? = n’; — {n’;J .

Pesquisas recentes recomendam muito cuidado na utilizagdao dos pseudocustos, pois 0s
pseudocustos de uma varidvel podem variar de maneira significativa de um subproblema para
outro na arvore de B&B.

Para conhecer todos os pseudocustos de todas as varidveis inteiras para todos os sub-
problemas gerados pelo algoritmo B&B ¢ necessério resolver dois problemas de PL para cada
varidvel inteira de cada subproblema. Esta condi¢@o torna o esfor¢o computacional proibitivo.
Outro problema é que através das equacdes (36) e (37) ndo € possivel calcular o pseudocusto das
variaveis inteiras com valor corrente inteiro. Existem algumas estratégias para contornar estas
limitagdes no uso dos pseudocustos (ESCOBAR; ROMERO; GALLEGO, 2010; GARFINKEL;

NEMHAUSER, 1972; GREEN, 2000):

* Fixar os pseudocustos no valor encontrado na primeira vez em que essa varidvel é sepa-

rada.
* Fixar os pseudocustos no valor observado na dltima vez em que essa varidvel é separada.

* Calcular os pseudocustos através da média dos valores observados quando a varidvel é

separada.

* Resolver o PL correspondente e encontrar os pseudocustos de aumento e de diminui¢io
para cada variavel inteira com valor corrente ndo inteiro, isto €, resolver dois problemas

de PL para cada variavel inteira com valor corrente ndo inteiro.
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* Iniciar o processo do algoritmo B&B usando como pseudocustos os coeficientes das va-

ridveis inteiras e no decorrer do processo atualizar os pseudocustos.

* Apo6s a resolugdo de cada subproblema candidato, devem-se calcular os pseudocustos
da varidvel usada na separacdo e atualizar os pseudocustos dessa varidvel pela média de

todos os pseudocustos encontrados para essa varidvel.
2.3.1.2 Selecdo do Subproblema Candidato

A escolha adequada do subproblema candidato pode reduzir significativamente o nu-
mero de subproblemas gerados pelo algoritmo B&B para serem resolvidos através do algoritmo
de PL. Portanto, diminuindo o esfor¢o computacional para encontrar a solucao 6tima inteira do
problema original. Todas as estratégias para identificar o subproblema candidato em geral sao
empiricas, dentre estas estratégias, apresenta-se duas: (i) o critério LIFO e, (ii) o critério base-
ado em pseudocustos.

A regra LIFO consiste em escolher o ultimo subproblema gerado pelo algoritmo B&B
para ser resolvido primeiro. Esta estratégia permite reotimizar o subproblema candidato atra-
vés de um algoritmo DSC, utilizando-se das informagdes do quadro 6timo de seu subproblema
antecessor. A diferenca entre o subproblema antecessor e o candidato é a adi¢do de uma nova
restri¢do trivial no subproblema candidato; esta nova restricdo muda somente o limite da varia-
vel que separou o subproblema antecessor. Utilizar a regra LIFO fornece a vantagem de permitir
resolver rapidamente muitos subproblemas através do algoritmo DSC. Entretanto, esta estraté-
gia possui a desvantagem de poder gerar muitos subproblemas, aumentando, assim, o nlimero
de problemas de PL a serem resolvidos e consequentemente aumentar o esfor¢o computacional.

O critério baseado em pseudocustos tenta estimar o valor aproximado da melhor solugao
inteira que pode ser encontrada entre os descendentes de um determinado subproblema. Com
esta estimativa identifica-se qual subproblema € mais atrativo (aquele subproblema que possui
o descendente com a melhor solugdo inteira) para continuar a ser separado. De modo geral esta
estratégia diminui o nimero de problemas de PL a serem resolvidos, mas aumenta a necessidade
de memodria para armazenar todos os subproblemas resolvidos. Uma forma de determinar o
valor estimado da funcdo objetivo da melhor solugdo inteira de um subproblema candidato k%,
utilizando pseudocustos, € obtido através da equagao (38).

Vi = v+ Zmin [P 5P (1= £F) ] (38)
icl
em que fl-k = nf — Lnﬂ

A maior desvantagem de usar esta estratégia € que além de armazenar todos os subpro-
blemas € necessario resolvé-los antes de armazend-los, aumentando muito o esfor¢co computa-
cional.

Uma estratégia alternativa para evitar o esforco computacional adicional da estratégia

anterior € utilizando as equagdes (39) e (40), que sdo versdes modificadas da equacdo (38),
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e determinar a melhor estimativa dos subproblemas descendentes a partir da solu¢dao do PL do
subproblema antecedente (ESCOBAR; ROMERO; GALLEGO, 2010; GREEN, 2000) ilustrada
pela Figura 3.

Vi =k Py ff+ T min [ AR (1= £F)] (39)
icl
vi? =+ B (1= 1) + Smin [Pt (1- 1) (40)
icl

k k k k k k
em que f; :ni—LniJ efj=nj— {an

Figura 3 — Determinagado simplificada de estimativas

<— Antecedente

<= Descendentes — Vest

Fonte: Gallego, Escobar e Romero (2007)

A diferenca entre as equacdes (39) e (40) € a parcela relacionada com a varidvel j que
foi usada para a separagao do subproblema k. As estimativas feitas pelas equacdes (39) e (40)
logicamente sao de qualidade inferior em relagd@o as estimativas encontradas pela equagao (38).
Entretanto, as estimativas encontradas através das equacdes (39) e (40) exigem um esfor¢o com-
putacional bem reduzido, pois ndo é preciso resolver todos os subproblemas gerados. Em pro-
blemas reais é recomendado usar estratégias adaptativas para escolher o proximo subproblema
a ser analisado, com o objetivo de melhorar a eficiéncia do algoritmo B&B de acordo com
os recursos computacionais disponiveis. Uma proposta usada por Granville e Pereira (1985) e
Green (2000) é:

1. Usar aregra LIFO para escolher o subproblema a ser resolvido até encontrar uma soluc¢io

inteira de boa qualidade

2. Ap6s encontrar uma solucao inteira de boa qualidade, escolher os subproblemas utili-
zando a melhor estimativa da funcdo objetivo através de pseudocustos até atingir a capa-

cidade mdxima da memdria para o armazenamento, especificada no inicio do algoritmo.

3. Continuar escolhendo o subproblema a ser analisado pela melhor estimativa enquanto
existir memoria de armazenamento disponivel. Caso contrario usar a regra LIFO para

escolher o subproblema a ser resolvido.
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2.3.1.3 Selecdo da Variavel de Separacao

Outra caracteristica importante do algoritmo B&B que pode reduzir significativamente
o nimero de subproblemas gerados € a escolha adequada da variavel inteira com valor cor-
rente ndo inteiro que deve ser usada para separar o subproblema corrente em dois descendentes.
Como na escolha do subproblema candidato, ndo existe nenhuma regra sistematica para esco-
lher a varidvel que deve separar o subproblema corrente, todas as propostas existentes em geral
sdao empiricas. Dentre as propostas existentes serdo apresentadas duas propostas importantes:
(i) escolha deterministica previamente especificada e, (ii) escolha adaptativa usando pseudocus-
tos.

Para utilizar a escolha deterministica da varidvel inteira com valor corrente ndo inteiro
que deve separar o subproblema corrente é necessario ordenar previamente as varidveis inteiras
do problema original, e para isto, segue-se algum critério especificado que muitas vezes depende
das caracteristicas especificas do problema. Depois de ordenada, escolhe-se a primeira variavel
inteira com valor corrente nao inteiro. Para o problema PEST uma proposta que apresenta
resultados surpreendentes € ordenar as varidveis de acordo com o valor do coeficiente da fun¢do
objetivo ordenadas do maior custo para o menor.

A ideia fundamental da proposta de escolha adaptativa baseada em pseudocustos € iden-
tificar a varidvel inteira com valor corrente ndo inteiro que proporcionaria 0 maior aumento
estimado da fung@o objetivo. O objetivo desta estratégia € sondar rapidamente os subproble-
mas descendentes gerados. Existem duas formas alternativas que utilizam pseudocusto visando

identificar a varidvel que causa a maior degradagao no valor da fun¢ao objetivo:

* Estratégia MAX MAX:
Esta proposta tenta identificar a varidavel que provoca a maior degradacio da fungdo ob-
jetivo visando encontrar um dos subproblemas que seja sondado rapidamente. A variavel
J do subproblema escolhido k € selecionada através da equacao (41):

max{max [Pff}‘;P;r <1 —fj]-c)] } (41)

J

* Estratégia MAX MIN:
Esta proposta tenta identificar a variavel cuja menor variagao provocada na fungao obje-
tivo € méxima visando sondar ambos descendentes rapidamente. Assim, a varidvel j do
subproblema escolhido k € selecionada através da equagao (42):

max {min [P]T Py (1 . ff)] } 42)

J
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3 ALGORITMOS ESPECIALIZADOS NA ESTRUTURA BRANCH AND BOUND
3.1 PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR NA ESTRUTURA BRANCH AND BOUND
A técnica de solugcdo Branch and Bound (B&B) ¢€ utilizada para resolver problemas

de Programagao Linear Inteiro Misto (PLIM). Os problemas que se encontram nesta categoria

podem ser representados da seguinte forma:

( min Xo= CX
s.a.
(PLIM) = Ax=0>
[<x<u
Jie{l,2,....m}:x; €Z

t
em que x = [ X1 X2 0 Xy ] e a matriz A possui dimensao m X n.

Como o problema original € dificil de resolver diretamente, a ideia basica do algoritmo
B&B ¢ dividir sucessivamente o problema original em problemas menores, isto €, problemas
de Programacdo Linear (PL) mais restritos que o problema original. Estes problemas menores
sdo resolvidos completamente, trazendo ao final, a solu¢@o do problema original.

Inicialmente resolve-se o problema original, relaxando a integralidade das varidveis in-

teiras. O PL resultante apds relaxada a integralidade é chamado de PL correspondente, ou P,.

min xp= cx
(PL) = s.a.
Ax=0>b

[<x<u

O PL correspondente P, pode ser resolvido através de um algoritmo Primal Simplex.
Um algoritmo Primal Simplex Padrdo é capaz de resolver P,, no entanto, existem varidveis
canalizadas em P,. Para um algoritmo Primal Simplex Padrao considerar varidveis canalizadas,
o numero de restri¢gdes passaria de m para m + 2n e o nimero de variaveis de n para 3n. Por
este motivo faz-se necessario utilizar um algoritmo Primal Simplex Canalizado (PSC) que trata
as varidveis canalizadas de forma implicita sem aumentar o tamanho do problema. Depois de
resolvido P,, este se apresentar todas as varidveis inteiras com valores inteiros foi encontrado
a solugdo 6tima do PLIM e o algoritmo B&B deve parar. Normalmente a resolugao de P,
apresenta valores ndo inteiros para algumas variaveis inteiras, assim, P, deve ser separado em
dois subproblemas P; e P,, em que € escolhida uma varidvel inteira com valor corrente nao
inteiro de P, para fazer a separacio.

Esses dois subproblemas sao diferentes entre si e entre o problema antecessor pela adi-

¢d0 de uma nova restri¢ao em cada um deles que possuem a seguinte forma:

xj <k 43)
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x>kt (44)

onde x; € a varidvel inteira com valor corrente ndo inteiro escolhida para separar o problema
antecessor € k € 0 maior nimero inteiro menor ou igual x;.

Em um dos subproblemas ¢é adicionada a restricdo (43) e no outro a restri¢do (44). A
partir dai devem ser resolvidos novamente, ou entdo, fazer a reotimizagdo através do quadro
6timo do problema antecessor, pois sdo diferentes somente pela adicao dessas novas restri¢oes.
Com a adi¢do da nova restricio no quadro 6timo do problema antecessor, a factibilidade é
eliminada, mas a otimalidade ainda € satisfeita, pois os coeficientes de custo relativo nao siao
alterados e, neste caso, a melhor alternativa para reotimizar o problema é usando o método Dual
Simplex.

As restrigdes (43) e (44) poderiam ser adicionadas de forma padrdo e o problema ser
reotimizado utilizando o método Dual Simplex Padrdo, o que aumentaria desnecessariamente
o tamanho do problema. As restri¢des (43) e (44) mudam somente os limites da varidvel cana-
lizada que foi escolhida para separar o problema, dessa forma, seria mais adequado utilizar o
método Dual Simplex Canalizado (DSC) que leva em conta esse tipo de mudanga sem aumentar
o tamanho do problema. No processo de reotimizacdo pode ser encontrada uma solu¢do 6tima

finita para o problema ou o problema pode se tornar infactivel.

Figura 4 — Fluxograma do Algoritmo Branch and Bound

Escolher uma Relaxar a integralidade R
Entrada dos Montagem do oot e do PLIM & res:hrcr ol Todas varidveis
Inicializagdo dados do problema * s — : " iy inteiras possuem
= e inicial através do algoritmo i
sistema PLIM inicial . 5 alores inteiros?
Fpe =V =m PSC

Resolugho do
subproblema escolhide
através do algoritmo

D5C

O testes de
sondagem s30
apliciveis?

S

Escolher o subproblema

. [+—
a ser resolvido

Armazenar o dois
subproblemas na lista de
candidatos

{

5e a solugdo @ inteira
melhor que a incumbente
corrente verificar na lista
de candidatos se existem
problemas que podem
ser sondados

subproblemas
candidatos estd
vazia?

Escolha da varidvel para
separar o subproblema.
Gerar of dois
subproblemas

A solugdo incumbente
& solugho dtima inteira

soluglo dtima do
PLIM

Fonte: Elaboragao do autor.

A Figura 4 apresenta o fluxograma do algoritmo B&B basico, adaptado do Algoritmo 2
presente na Se¢ao 2.3. O fluxograma apresenta de forma simples o funcionamento do algoritmo
B&B. Pode-se verificar na Figura 4 o uso do algoritmo PSC para a resolugao de P, e também o

uso do algoritmo DSC para a reotimizagao dos subproblemas a partir de P,. Neste capitulo sdao
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apresentados os algoritmos PSC e DSC em suas formas gerais e posteriormente as adaptagdes

necessdrias para a implementa¢cdo em conjunto com o algoritmo B&B.
3.2 O ALGORITMO PRIMAL SIMPLEX CANALIZADO

As formulagdes matematicas desta se¢@o foram baseadas a partir de Gallego, Escobar e
Romero (2003).
Seja o problema:

min xp = cx
(PL) = s.a.
Ax=0>

[<x<u

Seja B uma solugdo bdésica factivel (SBF), o sistema de equacdes Ax = b assume a
seguinte forma:
Bxp +Nixy, +Noxn, = b

xg =B 'b— B 'Nixy, — B~ Noxy, (45)
Para uma base B, a fun¢@o objetivo xg = cx assume a seguinte forma:
Xo = CBXB + CN, XN, + CN, XN, (46)
substituindo a equacdo (45) na equacgdo (46):

X, = CB [B_lb —B_INI)CN1 —B_INZXN2:| + en XN, F CNy XN,

X, = cBB_1b+ [CNl — CBB_INJ Xy, + [ch — CBB_INz} XN, 47)

Através das equagdes (45) e (47) é possivel construir o quadro simplex inicial ja adap-
tado para varidveis canalizadas apresentado na Tabela 1. A configuragdo do quadro simplex
apresentada na Tabela 1 € uma configuragdo alternativa do quadro simplex apresentado por Ba-
zaraa, Jarvis e Sherali (1990). Este quadro alternativo € de menor tamanho e foi proposto por
Garfinkel e Nemhauser (1972).

Tabela 1 — Quadro Simplex Canalizado Alter-

nativo

RHS —XN, —XN,

Xo Xo CBB_]Nl — CN, CBB_]Nz —CN,

xg | b BN, B™'N;
Fonte: Gallego, Escobar e Romero (2003)
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em que:
b=B"'vb—B 'Nily, — B ' Nyuy,
X, = cBB_1b+ [CN1 — CBB_]NI] In, + [CN2 —CBB_]NQ] U,

Nesta pesquisa foi adotada a mesma notacido encontrada no trabalho de Gallego, Es-
cobar e Romero (2007) como € apresentado na Tabela 2. O indice i indica a linha do quadro
simplex e i = 0 refere-se a linha da func¢ao objetivo. O indice j indica a coluna do quadro sim-
plex e j = O refere-se a coluna RHS. O indice k indica a varidvel ndo bésica que é escolhida
para entrar na base. O indice r indica a varidvel basica que € escolhida para sair da base. O

indice m indica a ultima variavel basica.

Tabela 2 — Notacio a ser utilizada

RHS - —x; - —x
X0 Yoo oo Yojo o Yok
XBi Yi0o Yij Yik
ABr | YrO 0 Yrjoo ot Yk
XBm | Ym0t Ymj o Yk

Fonte: Gallego, Escobar e Romero (2007)

Seguindo a notacao apresentada na Tabela 2 as equagdes (45) e (47) assumem a forma
da equacdo (48).

XBi = Yio — Zyijxj_ Zyl'j)cj paraizO,l,...,m (48)
JER) JER,

em que:
R, representa o conjunto de indices das varidveis nao basicas que estdao no limite inferior (LI).

R, representa o conjunto de indices das varidveis nao bésicas que estdao no limite superior (LS).
3.2.1 Pivotagem do Quadro Simplex

Com a adog¢ao da notagdo apresentada na Tabela 2, a pivotagem do quadro simplex com
variaveis canalizadas sofre algumas alteracdes em relagdo a pivotagem tradicional apresentada
por Bazaraa, Jarvis e Sherali (1990).

A pivotagem de todas as colunas é feita de maneira tradicional exceto na coluna RHS e
na coluna da variavel ndo bésica escolhida para entrar na base x;. A coluna RHS € atualizada
separadamente através dos procedimentos apresentados na Subsegdo 3.2.2. Depois da pivota-
gem a coluna referente a varidvel x; receberd a coluna da varidvel basica que foi escolhida para

sair da base xp,.
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Assim, a pivotagem do quadro simplex com varidveis canalizadas € realizada da se-
guinte forma:
* A linha referente a varidvel xp, € dividida pelo elemento pivo y,:

Yrj
Yrk

Vi€ERi eRy, jF#k (49)

* Todas as outras linhas sdo pivotadas seguindo o procedimento apresentado na equacao
(50):

Vi i=0,1,....om; i#r
Yij — Yik (ﬂ) (50)
Yrk VieEReRy, j#k

* Substituir a coluna k seguindo as equacdes (51) e (52):

YK arai=0,1,...,meitr 51)
Yrk
1 .
— parai=r (52)
Yrk

3.2.2 Escolha da variavel nao basica que deve entrar na base e da variavel basica que

deve sair da base

Uma SBF € 6tima quando:

Sey,; <0 VjeR
e (53)
Sey,j >0 VjeER

Se a SBF atual ndo € 6tima, entdo se pode selecionar uma varidvel ndo basica para entrar

na base. Um critério usual para selecionar a varidvel x; € através da relacio (54):
k:>max{y0j:j€R1; —yoj:jeRz} (54)

A variavel candidata x; pode estar em seu LI ou no seu LS. Estes casos sao analisados

separadamente.
3.2.2.1 Umavariavel ndo basica em seu limiteinferior é candidata a entrar na base:

Seja x; : k € Ry = y,; > 0. Quando se muda o valor desta varidvel x; podem ocorrer
trés situacdes em que duas sao mudancgas de valores das varidveis bésicas:
1. A variavel bésica pode chegar a seu LI.

2. A variavel bésica pode chegar a seu LS.
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3. A prépria varidvel ndo bésica x; pode chegar no seu LS.

Seja Ay 0 méximo incremento possivel para x;, entdo de (48) € obtido, a equagao (55):

XBi =Yio— O, VijXj— X, YijXj—Yule ~ parai=1,...,m (55)
JER, JER,
Como b; = Yio — XjeR, YijXj — 2 jcR, YijX; tem-se a equagdo (56) que representa a varia-
¢ao das varidveis bdsicas:
xgi=b; —yuly  parai=1,...,m (56)
De (48) € obtido, a equacao (57):
Xo =Yoo — X, YojXj— D, YojXj — Yokl (57)
JER, JER,
Como X, = Yoo — X jer, YojXj — 2jecR, YojX;j tem-se (58) que representa a variagdo da
funcio objetivo:
Xo = Xo — Yok Ak (58)
Agora analisam-se os trés casos que podem ocorrer com as varidveis basicas quando xy

muda de valor.
1. A variavel basica pode chegar a seu limite inferior:
Através da equacdo (56) verifica-se que uma varidvel basica pode chegar ao seu LI se

vir > 0. Neste caso, o valor de A, que leva xp; a seu LI € determinado pela equacao (59):

Igi = bi — yi Ay

b; —lp;
Ae=——B yi>0 (59)
Yik

2. A variavel basica pode chegar a seu limite superior:

ugi = bi — yiAx

Yik <0 (60)
—Vik

3. A propria variavel nao basica x; pode chegar a seu limite superior:

Ay = — Iy (61)

Desta forma, a maxima variagao de Ay para x; € obtida através da relagao (62):

. b —lp. -—b;
Ay = min { By >0, 2B ik <03 (ug—l)s oo } (62)

Se Ay — oo significa que o problema € ilimitado. Caso contrdrio, existem entdo trés

alternativas possiveis de (62):
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* A varidvel bésica chega a seu LI - Existe troca de base.

A varidvel bésica xp, € escolhida de acordo com o A;. A pivotagem do quadro sim-
plex € feita conforme os procedimentos apresentados na Subse¢@o 3.2.1. A coluna
RHS ¢ atualizada separadamente através das equacoes (56) e (58) exceto para xp,

como mostra a relacdo (63):

xp, = bi—yaly iFr
xp, = I + Ag <= Xy (63)
Xo = Xo — YokAk

A variavel xp, sai da base e se torna nao basica em seu LI, r € R;

* A varidvel basica chega a seu LS - Existe troca de base.

A varidvel basica xp, € escolhida de acordo com o A;. A pivotagem do quadro sim-
plex € feita conforme os procedimentos apresentados na Subsecdo 3.2.1. A coluna
RHS ¢ atualizada separadamente através das equacoes (56) e (58) exceto para xp,

como mostra a relacdo (64):

xg, =bi— Yyl iF#r
xp, = lp + Ag = Xp (64)
Xo = Xo — YokAk

A variavel xp, sai da base e se torna ndo basicaem seu LS, r € Ry

* A propria varidvel ndo basica x; chega a seu LS - Nao existe troca de base.
A base ndo ¢ alterada e ndo se faz a pivotagem do quadro simplex. No entanto, a
coluna RHS deve ser atualizada através das equacdes (56) e (58), como mostra a
relacdo (65):
X = Uy = L+ Ay

XB; = El‘ —y,-kAk Vi (65)

Xo =Xp — yokAk

3.2.2.2 Umavariavel ndo basicaem seu LI é candidata a entrar na base:

Seja x; : k € Ry = y,; < 0. Quando se muda o valor desta varidvel x; podem ocorrer
trés situacdes em que duas sao mudancgas de valores das varidveis bésicas:
1. A variavel bésica pode chegar a seu LI.
2. A variavel bésica pode chegar a seu LS.
3. A propria variavel ndo bésica x; pode chegar no seu LS.
Seja Ay a maxima diminui¢do possivel para x;, entdo de (48) € obtido, a equacgdo (66):

XBi = Yio— X, VijXj— D, Yi¥jtyalk  parai=1,....m (66)
JER] JER)
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Como b; = yjp — 3, jeRr, YijXj — X jer, YijXj tem-se a equagdo (67) que representa a varia-

¢ao das varidveis bdsicas:
xgi=bi+yuly  parai=1,...,m (67)
De (48) € obtido, a equacdo (68):

Xo =Yoo — X, YojXj— D, YoiXj — Yok (63)
JER, JER,

Como X, = Yoo — X jer, YojXj — 2jecR, YojX;j tem-se (69) que representa a variagdo da
funcio objetivo:

Xo = Xo + Yok Ak (69)

Agora sdo analisados os trés casos que podem ocorrer com as varidveis basicas quando

x; muda de valor.

1. A variavel basica pode chegar a seu limite inferior:

Através da equacdo (67) verifica-se que uma varidvel basica pode chegar ao seu LI se

vir < 0. Neste caso, o valor de A, que leva xp; a seu LI € determinado pela equagdo (70):

Igi = bi + YAy
b — Ipi
Ay = 5 Yik <0 (70)
—Yik

2. A variavel basica pode chegar a seu limite superior:

ugi = bi+ Yl

ug; —b;
Yik

A=

Yik >0 (71)
3. A propria variavel nao basica x; pode chegar a seu limite inferior:

X = ug — Ik (72)

Desta forma, a maxima variacio de Ay para x; € obtida através da relacdo (73):

. b;i—Ig. —b;
Ak:.mmm{ lyf’:y,-k<o; ”Blyk Loy > 00 (up—1): oo} (73)

Se A — oo significa que o problema € ilimitado. Caso contrdrio, existem entdo trés

alternativas possiveis de (73):
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* A varidvel bésica chega a seu LI - Existe troca de base.

A varidvel basica xp, € escolhida de acordo com o A;. A pivotagem do quadro sim-
plex € feita conforme os procedimentos apresentados na Subse¢@o 3.2.1. A coluna
RHS ¢ atualizada separadamente através das equacoes (67) e (69) exceto para xp,

como mostra a relacado (74):

XB, = U — Ak <~ X
xg, = bi+yili iFr (74)

Xo = Xo + Yok Ak

A variavel xp, sai da base e se torna nio basica em seu LI, r € R

* A varidvel basica chega a seu LS - Existe troca de base.

A varidvel bésica xp, € escolhida de acordo com o A;. A pivotagem do quadro sim-
plex é feita conforme os procedimentos apresentados na Subse¢do 3.2.1. A coluna
RHS ¢ atualizada separadamente através das equacoes (67) e (69) exceto para xp,

como mostra a relacao (75):

XB, = U — Ak <~ Xk
xg, = bi+yily iF#r (75)

Xo = Xo + YokAk

A variavel xp, sai da base e se torna ndo basicaem seu LS, r € R,

* A propria varidvel ndo basica x; chega a seu LI - Nio existe troca de base.
A base ndo ¢ alterada e ndo se faz a pivotagem do quadro simplex. No entanto, a
coluna RHS deve ser atualizada através das equagdes (67) e (69), como mostra a
relagdo (76):
Xk = g — A =i
xg, =bi+yple Vi (76)

Xo = Xo + Yor Ak

3.2.3 Algoritmo Primal Simplex Canalizado

O algoritmo PSC resolve o seguinte tipo de problema de PL:

min xp = c¢x

(PL) - S.a.
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Algoritmo 3 Algoritmo Primal Simplex Canalizado
1) Passo Inicial

Encontrar uma SBF inicial e construir o quadro simplex inicial:

RHS —XN, —XN,

Xo Xo CBBilNl —CN, CBBilNz —CN,
BN, B7'N,

S

XB

em que:
X, = CBBilb—F [CN1 —CBBilNl} lN] + [CN2 — CBBilNz} U,

b=B"'b— B 'Nily, — B"'Nouy,
2) Passo Principal

1. Verificar a otimalidade:

Se yoj <O0Vj€eER ey,j >0Vje€ Ry = pare = Solugdo 6tima. Em caso contrério
selecionar a variavel nao basica x; como candidata a entrar na base através da relagcao
(77).

Se k € R passe para o passo 2.

Se k € R, passe para o passo 3.

2. Uma variavel nao basica x; em seu LI é candidata a entrar na base:

Encontrar A através da relag@o (78). Se Ay — oo pare porque o problema € ilimitado. Em
caso contrdrio verificar se existe troca de base com a varidvel x, saindo da base ou se xi

simplesmente passa para seu LS.

* Se existe troca de base, implementar a pivotagem do quadro simplex exceto na co-
luna RHS que deve ser atualizada separadamente usando a relag@o (79). Atualizar
R e Ry. Na varidvel que sai da base: Se y;; > 0 a varidvel passa para seu LI. Se

vir < 0 a varidvel passa para seu LS

* Se ndo existe troca de base, entdo nao € necessario implementar a pivotagem do
quadro simplex mas deve-se atualizar a coluna RHS usando a relagao (80). Atualizar

R e R, onde a variavel candidata passa para seu LS.
Volte ao passo 1.

3. Uma variavel nao basica x; em seu LS é candidata a entrar na base:

Encontrar A; através da relacdo (81). Se Ay — oo pare porque o problema € ilimitado. Em
caso contrdrio verificar se existe troca de base com a varidvel xp, saindo da base ou se x;

simplesmente passa para seu LI.
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Algoritmo 3 Algoritmo Primal Simplex Canalizado (Continuagao)

» Se existe troca de base, implementar a pivotagem do quadro simplex exceto na

coluna RHS que deve ser atualizada separadamente usando a relacao (82). Atualizar

Ry e Ry . Na variavel que sai da base: Se y;; < 0 a variavel passa para seu LI. Se

vir > 0 a varidvel passa para seu LS

* Se ndo existe troca de base, entdo ndao é necessario implementar a pivotagem do

quadro simplex mas deve-se atualizar a coluna RHS usando a relagcdo (83). Atuali-

zar R e R, onde a varidvel candidata passa para seu LI.

Volte ao passo 1.

Fonte: Adaptado de Gallego, Escobar e Romero (2003)

Relacdes utilizadas no algoritmo:

k=>maX{ Yoj i JER, —Yoj:JER }

) B—l ug. —b;
Akzig{nn By >0, By <0 (g —Ilx); oo }
— 1y 7 - lk

xp; =bi—yile iFET
XB, =0+ A < X

Xo = Xo — Yok Ak

X = up = L+ Ay
xp, =bi—yuly Vi

Xo = Xo — Yok Ak

, ug, — b;
1 —— 1y <0; Sy >0 (w—L)s oo}
i=1,.. ,m —Yik Vik

xr:uk—Ak <= Xk
xg, =bi+yul i#r

Xo = Xo + YorAk

X = U — Ak = lk
XB; = b; + vir Ak Vi

Xo = Xo+ yokAk

(77)

(78)

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)
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3.2.4 Algoritmo Primal Simplex Canalizado de Duas Fases

Quando nao ha uma SBF evidente € necessario inicializar o método de duas fases do
PSC adicionando-se as varidveis artificiais no PL de modo que formem uma SBF em que B =
I = B! e, desta forma, ndo hd a necessidade de realizar operacoes de inversao de matrizes. No
algoritmo PSC de duas fases otimiza-se primeiramente a fun¢ao objetivo de primeira fase que
corresponde ao somatodrio dos coeficientes de todas as varidveis artificiais.

O método tradicional de inser¢ao de variaveis artificiais adiciona uma variavel artificial
para cada equacgdo do sistema de equacdes, isto €, para um sistema com m equagdes € necessario
adicionar m varidveis artificiais, além das varidveis de folga, aumentando desnecessariamente o
tamanho do problema.

Uma nova estratégia para que o problema ndo aumente de tamanho desnecessariamente
¢ adicionar variaveis artificiais somente nas restricdes que exigem essa adicao, isto €, em restri-
¢oes de igualdade. As varidveis artificiais e as varidveis de folga (caso seja necessario) também
formam uma SBF e, portanto, sdo varidveis basicas. As varidveis ndo basicas nesta estratégia
sdo as variaveis originais do problema.

Os coeficientes das varidveis de folga e artificiais nesta nova estratégia podem assumir
os valores 1 ou —1 dependendo de cada restricdo. Estes valores sao determinados fixando-se
previamente cada varidvel ndo basica em um de seus limites e como s existe uma variavel
basica em cada restri¢do, logo, é possivel calcular os valores de cada varidvel basica. Caso o
valor da varidvel basica seja maior ou igual a zero seu coeficiente serd 1, caso contrario, seu
coeficiente serd —1.

A base B formada pelas varidveis de folga e artificiais na nova estratégia € uma matriz
diagonal, logo, ndo é necessario realizar operagdes de inversdo de matrizes, pois B=B~!. O
uso desta proposta s6 € possivel porque a base obtida satisfaz as propriedades de ponto extremo
em que as varidveis basicas devem estar entre seus limites e as varidveis ndo bésicas devem

estar em um de seus limites. Portanto, seguindo esta estratégia t€ém-se o seguinte PL:

..
min z0= c'x,

min xp= cx
s.a.
(PL) =
AxEtx,=b
[<x<u

0<xq<oo

Para o quadro alternativo apresentado na Tabela 1 deve seguir os seguintes critérios:

* O quadro simplex deve conter a linha da funcao objetivo de Fase I (identificada por z,) e

a linha da fun¢do objetivo original.
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Tabela 3 — Quadro Simplex Canalizado Alter-

nativo de Duas Fases

RHS —XN, —XN,

0| Zo | BTNy — cﬁ\,] BN, — C§V2

Xo X_o CBB_1N1 —CN, CBB_]Nz—CN2

xp| b B~'N B7'N,
Fonte: Adaptado de Gallego, Escobar e Romero (2003)

em que:
Z0= c};B—]b—i— [C§V1 —c};B_lNl] In, + [c}vz —C%B_]Nz} U,

Durante a Fase I, a linha da fung¢ao objetivo original € pivoteada normalmente, no entanto,
utiliza-se a linha da fun¢do objetivo de Fase I para os procedimentos de escolha das

varidveis nao basicas que devem entrar na base.

* A Fase I termina quando z, = 0, isto significa que todas as varidveis artificiais foram

eliminadas ou no caso de alguma permanecer na base a mesma serd igual a zero.

Ao final da Fase I, se existir alguma varidvel artificial que ainda permanece na base, esta
variavel deve ser imposta a sair da base, dando lugar a uma varidvel ndo basica que tenha
o maior y,; > 0. Neste caso € realizada novamente a pivotagem; a coluna RHS ndo sofre

alteracdo, pois neste caso, Ay = 0.

* Terminada a Fase I, elimina-se a linha da func¢@o objetivo de Fase I, e passa-se a utilizar a
linha da fungdo objetivo original para os procedimentos de escolha da varidvel ndo basica

que deve entrar na base.

» Nao se faz necessdrio gerar as colunas das varidveis artificiais que s@o retiradas da base,
isto é, quando uma variavel artificial € retirada da base ela € eliminada do processo de

resolugao.

3.3 O ALGORITMO DUAL SIMPLEX CANALIZADO

As formulagdes matematicas, teoremas e demonstracdes presentes nesta secdo foram
baseadas a partir de Zelinka, Snasel e Abraham (2013).
Seja o problema:

min xp = cx

(PL) — S.a.
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Para uma base B, o sistema de equagdes Ax = b e xo = cx assume a seguinte forma:

Xpi =Yio— D YijXj— Y, ijXj  parai=0,1,....m &4
JER, JERy

em que:

R representa o conjunto de indices das varidveis nao basicas que estdo no LI.

R; representa o conjunto de indices das varidveis nao basicas que estdo no LS.

3.3.1 Escolha da variavel basica que deve sair da base

Seja zj, 0 valor atual da varidvel basica i no quadro DSC, entdo de (84) tem-se:

Zio = Yio— 2, Yijij— X, Vijlj (85)
JERy JER)

3.3.1.1 Quando avariavel tem seu limite superior violado z,, > u,

1. Quando a varidvel nao basica x;, candidata a entrar na base, estd em seu LS:

Neste caso, o novo valor da variavel x; deve ser:
X = up — Ap (86)
usando (86) nas equacdes (84) e (85) tem-se:
XBi = Zio + Vit Ak parai=0,1,...,m (87)
Para a varidvel bésica xp,, que tem seu LS violado, usando a equacgao (87) tem-se:
XBr = Zro + YrkAk (88)

O valor da variavel basica xg, deve sair da base e ser levada a seu LS factivel, entao de
(88) tem-se:

XBr = Zro + YrkAr = Uy

Ay = (2o —uy) (89)

Yrk
Os novos valores das varidveis basicas com i # r assumem a seguinte forma:
Yij . .
xB,-:zio—I—y—(ur—zm) parai=0,1,....m ei#r (90)
rk

. Quando a variavel ndo basica x;, candidata a entrar na base, estd em seu LI:

O novo valor da variavel x; deve ser:

xk:lk+Ak (91)
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usando (91) nas equagdes (84) e (85) tem-se:
XBi = Zio — YAk parai=0,1,...,m (92)
Para a variavel basica xp,, que tem seu LS violado, usando a equacdo (92) tem-se:
XBr = Zro — YrklAk (93)

O valor da variavel basica xp, deve sair da base e ser levada a seu LS factivel, entdo de
(93) tem-se:

XBr = Zro — })rkAk = Uy

Ay = M (94)

Yrk

Os novos valores das variaveis basicas com i # r assumem a seguinte forma:

xBi:Zio“f‘&(ur_Zm) parai=0,1,....m ei#r 95)
Yrk

3.3.1.2 Quando avariavel tem seu limiteinferior violado z,, < [,

1. Quando a variavel nao basica x;, candidata a entrar na base, esta em seu LS:

Neste caso o novo valor da variavel x; deve ser:
X = up — Ay (96)
A equacdo (87) continua valida para este caso:
XBi = Zio + Vit A parai=0,1,...,m 97)

Para a varidvel basica xp,, que tem seu LI violado, usando a equagdo (97) tem-se o se-
guinte:
XBr = Zro + YrkDxk (98)

O valor da variavel basica xg, deve sair da base e levada a seu LI factivel, assim tem-se:

XBr = Zro +yrkAk =1

Ay = (r—z0) (99)

Yrk
Os novos valores das variaveis basicas com i # r assumem a seguinte forma:
Yij

XBi = Zio + == (Ir — 2r0) parai=0,1,....m ei#r (100)
Yrk
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2. Quando a variavel nao basica x;, candidata a entrar na base, esta em seu LI:

O novo valor da varidvel x; deve ser:
X = I+ Ay (101)
Neste caso, a equacgdo (92) continua valida:
XBi = Zio — YikDk parai =0,1,...,m (102)
Para a varidvel basica xp,, que tem seu LI violado, usando a equagdo (102) tem-se:
XBr = Zro — YrkAk (103)

O valor da variavel basica xg, deve sair da base e levada a seu LS factivel, entdo de (103)
tem-se:

XBr = Zro _yrkAk =1

—1
p = Eo=b) (104)
Yrk
Os novos valores das varidveis basicas com i # r assumem a seguinte forma:
xBi:ziO—k%(lr—zm) parai=0,1,...,m ei#r (105)
rk

3.3.2 Escolha da variavel nao basica que deve entrar na base

A escolha da varidvel ndo basica que deve entrar na base serd apresentada em forma de

teoremas.

Teorema 1 Quando a varidvel basica tem o limite superior violado.
Se for escolhida uma varidvel bdsica que se encontra com o LS violado e se a varidvel

ndo bdsica for escolhida usando o seguinte critério:

X = <—y"") — min (—yo") : ou (106)

y,j>0 e xj:lj

entdo a transi¢do para a nova base cumpre com os requisitos do algoritmo dual simples cana-
lizado, isto é, passa-se para um novo quadro simplex que corresponde a um ponto extremo de
melhor qualidade do problema dual e, portanto, o valor da funcdo objetivo aumenta de valor e
os coeficientes de custo relativo satisfazem os critério de otimalidade, isto é, y,, i < OVj€eR e
Yo i =0V jeR,.

Prova:

A prova é separada em dois casos:
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* 1° Caso: Supor que a varidvel escolhida para entrar na base estd no LS e, portanto o
coeficiente de custo relativo deve ser positivo para garantir a otimalidade, isto é, k € Ry e
Yok > 0.

Da equagdo (90) na linha da fungio objetivo com i = 0, € encontrada a relacdo da funcdo

objetivo ap6s a mudancga de base

~ Yok
200 = 200+ — (”r - Zro)
Yrk

onde Z,, € Z,, 30 0 valor novo e o valor atual antes da mudanga de base da fungao objetivo

respectivamente.

Assim, € necessario que Z,, > Zp0, OU, equivalentemente, %’z (ur — z70) > 0 que representa
¥

uma condi¢@o necesséria para que a fung@o objetivo sofra um incremento. Como y,; > 0

e (ur — zr0) <0, entdo y,, < 0 € uma condigdo necessaria para que a fungéo objetivo tenha

um incremento de seu valor (um ponto de melhor qualidade no problema dual).

Falta provar que y;,; <OV jE€Ryey,; >0V jE€Ry.

1. Para provar que y), ;= 0V j€ Ry, isto & mesmo depois da pivotagem, todos os
coeficientes de custo relativo das varidveis ndo bésicas que estdo no LS devem per-
manecer positivos a fim de garantir a otimalidade. Apds a pivotagem o0s novos

coeficientes de custo relativo assumem a seguinte forma:

Vi = Yoj— 2Ky,
o ol Yrk "

com yo j >0, Yok = Oeyrk <O0.
Se j € R, tal que y,; > 0 entdo —%yrj >0 ey’oj > yoj > 00 que prova que y,; > 0.
Se j € R, tal que y,; < 0 entdo de (106) segue que:

Yok Yoj Yok Yok
TS s Ty >y = Yo~ o Y 2 0=y, >0

Yrk Yrj Yrk Yrk
2. Para provar que y’oj <0V je Ry, isto é, mesmo depois da pivotagem todos os
coeficientes de custo relativo que estdo no LI devem permanecer negativos a fim de
garantir a otimalidade. Apods a pivotagem, os novos coeficientes de custo relativo

assumem a seguinte forma:

V= Yo — 2%y,
o ol Yrk "

com y,; <0, yor > 0 e yy <O0.

Se j € R; tal que y,; < 0 entdo —%’Zyrj < 0, portanto, y,; — %’:yrj < 0 0 que prova
que y',; <O0.

Se j € R; tal que y,; > 0 entdo de (106) segue que:

Y Yok

Yok ' Yok
TS s Ty <y S Yo~ Yy S 0=y, <0

Yrk Yrj Yrk Yrk
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* 2° Caso: Supor que a varidvel que € escolhida para entrar na base estd no LI e, portanto o
coeficiente de custo relativo deve ser negativo para garantir a otimalidade, isto é, k € R;
€ Yok <0.

A partir da equagao (95) na linha da funcao objetivo com i = 0, € encontrado a relagdo da

func¢do objetivo apds a mudanca de base

- Yok
Zoo :Z00+L(
Yrk

Uy — Zro)

Assim, € necessario que Z,, > o0, OU, €quivalentemente, %’z (uy — zro) > 0. Esta condig@o
T

¢ necessaria para que a fungao objetivo seja incrementada. Como yx < 0 e (1, —z5) <0

segue que y,, > 0 é uma condicdo necessdria para que a funcio objetivo seja incrementada

(um ponto de melhor qualidade no problema dual).

Falta provar que y,; <OV jE€R ey, >0V j € Ry.

1. Provar que y;,; >0V j € Ra:
ApOs a pivotagem, tem-se a seguinte relacao:
oy ok
o ol Yrk "
com yo >0, Yok <0 € Yrk > 0.
Se j € R, tal que y,; > 0 entdo —%y,j >0ey,; > Yoj > 00 queprovaquey,; > 0.
Se j € R; tal que y,; < 0 entdo de (106) segue que:
Yok Yoj Yo

k Yok
IR o Sy >y = Yo oy 2 05y, 2 0
Yrk Yrj Yrk Yrk

2. Provar que y,; <0V j€Ry:
Ap0s a pivotagem, tem-se a seguinte relagdo:
/ Yok
Yoj = Yoj — y*yrj

rk
com y,; <0, yox <0eyy >0.
Se j € R; tal que y,j < 0 entdo —%yrj <0 e, portanto, y,; — %y,j < 0 0 que prova
que y',; <O0.
Se j € Ry tal que y,; > 0 entdo de (106) segue que:
Yok Yoj Yok y

j k
—— < - = ——Vrj < —Yoj = Yoj — L)’rj < 0:>yloj <0
Yrk Yrj Yrk Yrk ’

Teorema 2 Quando a variavel basicatem o limiteinferior violado.
Se for escolhida uma varidvel bdsica que se encontra com o Ll violado e se a varidvel

ndo bdsica for escolhida usando o seguinte critério:

yji>0 e xj=u;

X = (yi") — min (yl"> : ou (107)
Yrk Yrk

y,-j<0 e )Cj:lj
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entdo a transi¢do para a nova base cumpre com os requisitos do algoritmo dual simples cana-
lizado, isto é, passa-se para um novo quadro simplex que corresponde a um ponto extremo de
melhor qualidade do problema dual e, portanto, o valor da fungdo objetivo aumenta de valor e
os coeficientes de custo relativo satisfazem os critério de otimalidade, isto é, y,, ;<0 VjeER e
y; j >0V jeER,.

Prova:

A prova € separada em dois casos:

* 1° Caso: Supor k € R; e, portanto, y,; > 0.

Com (100) na linha da funcdo objetivo onde i = 0, € encontrada a relagao da fungdo

objetivo ap6s a mudancga de base

y()k(

l,—z
Yrk r0>

Zo0 = Zo0

Assim, € necessario que Z,o > Zo0, OU, €quivalentemente, ii’; (I, — zyo) > 0. Esta condigéo
¥

€ necessaria para que a fungio objetivo sofra um incremento. Como y,x > 0e (I, —z,) >

0 segue que y,x > 0 é uma condicdo necessaria para que a fun¢@o objetivo tenha um

incremento de seu valor (um ponto de melhor qualidade no problema dual).

Falta provar que y,; <OV jE€Ryey,; >0V j € Ry.

1. Para provar que y, ;= 0V j€ Ry, isto & mesmo depois da pivotagem, todos os
coeficientes de custo relativo das varidveis ndo bdsicas que estdo no LS devem per-
manecer positivos a fim de garantir a otimalidade. Apds a pivotagem, 0s novos

coeficientes de custo relativo assumem a seguinte forma:

Yoj =Y '_M)"
o ol Yrk "

com yo >0, Yok = Oeyrk > 0.
Se j € R; tal que y,; < 0 entdo —yL"y,J Oeyoj > ¥oj >0, 0 que prova que y/,; > 0.
Se j € R, tal que y,; < 0 entdo de (107) segue que:

Yok _ Y Yok Yok
Tk O Oy <y = Vo — Ry 2 0= Y, >0

Yrk Yrj Yrk Yrk

2. Provar que y,,; <0V j€Ry:

Ap6s a pivotagem, tem-se a seguinte relacdo:

r_ Yok
Yoj = Yoj — y_)’rj

rk
com yo; <0,y =2 0eyy > 0.

Se j € Ry tal que y,; > 0 entdo —yL"yr, 0 e, portanto, y,; — L"yr] <0, o que prova
que yloj <y0; <0.
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Se j € R tal que y,; < 0 entdo de (107) segue que:

Yok _ Yoj . Yok Yok
< = Ty > Yo = Vo) — = S 0=y <0
Yrk Yrj Yrk Yrk

* 2° Caso: Supor k € R; e, portanto, y,; < 0.

Através da equacdo (105) na linha da funcio objetivo com i = 0, € encontrada a relagdo

da fungdo objetivo apds a mudanga de base

Zoo = Zoo‘i‘yik (l

g (7 7)

Assim, € necessario que Z,o > 20, OU, equivalentemente, %’: (I, — zyo) > 0. Esta condigéo
T

é necessdria para que a fung@o objetivo seja incrementada. Como y,; < 0e (I, —z,) >0,

entdo y,, < 0 € uma condi¢@o necessdria para que a func¢do objetivo seja incrementada

(um ponto de melhor qualidade no problema dual).

Falta provar que y,; <OV jE€ Ry ey, >0V j € Ry.

1. Provar que y,; >0V j € Ry:

Ap6s a pivotagem, tem-se a seguinte relagao:

ey ok
o ol Vrk "

com yo >0, Yok <0 ey < 0.
Se j € R, tal que y,; < 0 entdo —%yrj >0ey,; > Yoj > 00 queprovaquey,; > 0.

Se j € R; tal que y,; > 0 entdo de (107) segue que:

Yoj Yok

Yok Yok
= < = 2y < Yo = Yoj — ==y 2 0=y >0

Yrk  Yrj Yrk YVrk
2. Provar quey,; <0V j €Ry:

Ap6s a pivotagem, tem-se a seguinte relacao:

ro_ Yok
Yoj = Yoj — —Vrj
Yr

com yo <0, Yok < 0 €Yk < 0.
Se j € R; tal que y,; > 0 entdo —%’;y,j < 0e, portanto, y,; — %’Zy,j < 00 que prova
que y',; <O0.

Se j € R; tal que y,; < 0 entdo de (107) segue que:

Yoj Yok

Yok Yok
ST S Ty > Vo) = Yo~V S 0=y, <0

Yrk Yrj Yrk Yrk
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3.3.3 Algoritmo Dual Simplex Canalizado

O algoritmo DSC resolve o seguinte tipo de problema de PL:

min xp= cx

(PL) = S.a.

Algoritmo 4 Algoritmo Dual Simplex Canalizado

1. Construir um quadro dual simplex inicial que satisfaga a OTIMALIDADE;

2. Verificar a factibilidade do quadro:
Se o quadro é FACTIVEL, PARE, pois [; < zjp Su;jparai=1,2,...,m;

3. Selecionar a varidvel xp, que deve sair da base:

Escolher a varidvel bésica xp, que tem o limite mais violado.

4. Selecionar a varidvel ndo bésica x; que deve entrar na base:

* Se xp, for escolhida tal que z,, > u, selecionar x; usando a relacio (108);
* Se xp, for escolhida tal que [, > z,, selecionar x; usando a relagdo (109);

* Se nio for possivel escolher x; entdo o problema é INFACTIVEL, PARE.

5. Pivotar o quadro na forma padrao, mas a coluna RHS deve ser atualizada da seguinte

forma:

* Se zyo > urexg:ke€Ry=y <0, isto é, xp, € escolhido usando (108) e x; estd em
seu LS, portanto, atualizar RHS através da relacao (110);

* Sezo >urexi:k€Ry =y >0,istoé, xp, € escolhido usando (108) e x; estd em
seu LI, portanto, atualizar RHS através da relagao (111);

e Sel,>zpexp: ke Ry=y, >0,istoé, xp, € escolhido usando (109) e x; estd em

seu LS, portanto, atualizar RHS através da relacao (112);

e Sel, >zpex;:ke R =y <O0,isto €, xp, € escolhido usando (109) e x; estd em
seu LI, portanto, atualizar RHS através da relagao (113);

Regressar ao passo (2).

Fonte: Zelinka, Snasel e Abraham (2013)
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Relacdes utilizadas no algoritmo:

Se xp, for escolhida tal que:

® Zro > Ur
Yrj < 0
Xy = <—M) = min <—M)
Yrk Yrk
Yrj >0
L4 lr > Zro
yji>0 e
X = ()bk) = min (Zék> : ou
Yrk Yrk
yrji<0 e
A coluna de RHS ¢ atualizada tal que:
* Zo > Ur=> X kER =y, <0
_ _(Zro_ur)
Ak T Yrk > O
X = up — Ay “— Zro
XBi = Zio T Yk IFT < Zio
* Zo > Ur=>X:kER =y, >0
Zm ur 0
xk——h’FAk — Zro
XBi = Zio — YikAk I 7é ro < Zio
* L, >zo=x:k€ERy= vy, >0
r Zro >0
xk——uk—-Ak — Zro
= Zio +YikAr 1 7é ro < Zpo
* L, >Zo=xk€ER =y <0
lr Zro >0
X = lk+Ak —Zro
XBi = Zio — YDk IFT < Zio

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)
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3.4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DO ALGORITMO PRIMAL SIMPLEX CA-
NALIZADO NA ESTRUTURA BRANCH AND BOUND

A Figura 5 apresenta o fluxograma do algoritmo PSC adaptado do Algoritmo 3 presente
na Secdo 3.2. O fluxograma mostra de maneira esquematizada as etapas do algoritmo PSC.
Verifica-se que para a execuc¢ao do algoritmo € necessario organizar os dados do sistema através

do modelo de transportes para que seja possivel a montagem do quadro simplex inicial.

Figura 5 — Fluxograma do Algoritmo Primal Simplex Canalizado

Entrada Montagem
dos dados do quadro
do sistema inicial do PL

Fim

0 quadro satisfa
a otimalidade?

é dtimo do PL

h J

Atualizar os i Atualizar os Escolher a variavel
. Atualizar a ) .
conjuntos &, # conjuntos £, PP x; ndo basica que
coluna RHS O PL & ilimitado
e R e R deve entrar na base

F

Atualizar a coluna
RHS e pivotar o
quadro corrente

Encontrar
A

X, pertence a
gual conjunto?

&

Aol e Atualizar a Encontrar
— conjuntos & [4——1
coluna RHS A,
e R:
Atualizar os Atualizar a coluna e
conjuntos R, [#————— RHS e pivotar o e
O PL éilimitado
e R quadro corrente

Fonte: Elaboragdo do autor.

Seja nb o nimero de barras do sistema e n/ o nimero de linhas do sistema, consideram-

se os seguintes dados de entrada do problema PEST:

Cixm  vetor linha que armazena o custo para adi¢@o de circuitos em cada caminho.
8ubx1 Vvetor que armazena a geracdo maxima de cada barra do sistema.

dupx1  vetor que armazena a demanda de cada barra do sistema.
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fnix1  vetor que armazena o fluxo maximo de poténcia ativa de cada circuito.

ny,., vetor que armazena o nimero de circuitos existentes em cada caminho.

Considera-se o modelo de transportes representado pelas equagdes (26)-(31). Para faci-
litar a inversdo da base da SBEF, troca-se a posi¢ao das equacoes (27) e (28) (este procedimento
nao € necessario, mas faz com que as varidveis inteiras fiquem em primeiro lugar). Devido
ao valor absoluto do fluxo na equagdo (28) o nimero de restri¢des referente a este tipo € du-
plicado. Assim, o problema PEST modelado a partir do modelo de transportes € representado

pelas equacdes (114)-(120).

miny = Z Cijnij (114)

ijeCy
S.a.

—fimij— fij < Finy Vij € (115)
—finij+fi < funy Vij € (116)
Y fii— Y, fijtgi=di Vi€, (117)
jieqy ijey
0<gi<g VieQ (118)
Ognijgﬁij Vije (119)
n; €% Vije (120)

Em que nb o nimero de barras existente no sistema, n/ o nimero de linhas do sistema
e ng o numero de barras que possuem geracao. No modelo de transportes (114)-(120) é ne-
cessdrio a utilizagc@o de varidveis artificiais devido as restricdes de igualdade apresentadas pela
equacdo (117). Se fosse utilizado a estratégia tradicional de adi¢do de varidveis artificiais neste
problema, deveriam ser criadas 2nl + nb varidveis artificiais, enquanto que utilizando a estraté-
gia apresentada na Subsecdo 3.2.4 devem ser criadas somente nb varidveis artificiais. Por esse
motivo, nesta pesquisa estd sendo utilizada este tipo de estratégia.

O procedimento para definir o sinal dos coeficientes das varidveis de folga e artificiais

pode ser dividido em quatro partes:

1. Definir quais varidveis fardo parte do conjunto das varidveis bésicas e do conjunto das
varidveis nao basicas. Neste caso, fica definido que as varidveis basicas sdo as variaveis

de folga e artificiais e as varidveis originais sdo as varidveis ndo bésicas.

2. Definir em que limites sera fixada cada varidvel ndo bésica. Este procedimento pode ser
escolhido aleatoriamente, ou entdo, utilizar caracteristicas especificas do problema para
definir a melhor escolha. No problema PEST pode ser definido que as barras que possuem
geracdo g; ficardo no LS, as varidveis n;; no LI e as varidveis f;; no LI para aquelas que
nao estdo conectadas diretamente em uma barra geradora e no LS para as demais. Esse
procedimento pode acelerar o algoritmo B&B.
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3. Como s6 existe uma varidvel basica em cada restricdo, substituem-se as variaveis nao
basicas por seus limites definidos e encontra-se o valor da varidvel basica referente a
restricdo. Se o valor desta variavel for maior ou igual a zero, o coeficiente da varidvel

basica é 1 caso contrario o valor da variavel € —1.

4. Verificar se a base € correspondente a uma solucdo bésica factivel, isto é, verificar se as
variaveis nao basicas estdo em seus limites e se as variaveis basicas estao entre os seus

limites.

Sejam n;j, fi; € g; as varidveis originais do modelo de transportes (114)-(120); w; e
y; as varidveis de folga referente as equagdes (115) e (116) respectivamente e p; as varidveis
artificiais referente a equacdo (117) do modelo. Através das informagdes extraidas do problema
e da adicdo das varidveis de folga e artificiais ja é possivel conhecer a matriz A apresentada na
Figura 6 e o vetor b apresentado na Figura 7 que fazem parte do sistema de equacdes do PL
padrdao que o algoritmo PSC é capaz de resolver. A Figura 6 apresenta como € construida e
organizada a matriz A do PL padrio com as informac¢des do modelo, esta matriz foi dividida em

varias submatrizes menores A, Ay, ..., A1g para facilitar sua organizacdo.
Figura 6 — Constru¢do da matriz A

nl nl ng nl nl nb
I(—PK—PK—PN—PK—PK—H

nij fij 8i Wi Vi Pi

nl Ay A A3 Ay As Ag

nl A7 Ag Ag Ao Aqp App

nb Az Al Ajs Ale A7 Arg

Fonte: Elaboragdo do autor.

Aq matriz dos coeficiente de n;; referente a equacdo (115), em cada coluna ha somente
um elemento diferente de zero que é igual a —f; -

Ao matriz dos coeficiente se f;; referente a equagdo (115), em cada coluna ha somente
um elemento diferente de zero que é igual a —1.

Ay matriz dos coeficientes das varidveis de folga referente a equacdo (115), em cada
coluna ha somente um elemento diferente de zero que € igual a 1 ou —1.

A7 matriz dos coeficiente de n;; referente a equagio (116), em cada coluna ha somente

um elemento diferente de zero que é igual a —f; i
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Aq

Alg

Ais

Alg

matriz dos coeficiente se f;; referente a equagao (116), em cada coluna hd somente
um elemento diferente de zero que € igual a 1.

matriz dos coeficientes das varidveis de folga referente a equacdo (116), em cada
coluna ha somente um elemento diferente de zero que € igual a 1 ou —1.

matriz de incidéncia n6-ramo que corresponde a matriz dos coeficientes de f;; refe-
rente a equagdo (117), em cada coluna ha somente dois elementos diferentes de zero,
um € igual a —1 e o outro igual a 1.

matriz dos coeficientes das barras geradoras g;, em cada coluna hd somente um ele-
mento diferente de zero que € igual a 1.

matriz dos coeficientes das varidveis artificiais referente a equacdo (117), em cada

coluna ha somente um elemento diferente de zero que € igual a 1 ou —1.

Az, As, Ag, Ag, A10, A12, A13, A1 € A7 sA0 matrizes nulas.

Figura 7 — Constru¢do do Vetor b

nl b
nl b
nb b)

Fonte: Elaboracgao do autor.

em que b(l) = f”ng, b(z) = ?lln?] € b(3) =d.

Como as varidveis bésicas sdo as varidveis de folga e artificiais, logo é possivel identi-

ficar na matriz A, a matriz B apresentada na Figura 8 e a matriz N. A matriz N é separada nas

matrizes N1 e N;, pois estdo sendo utilizadas varidveis canalizadas.

Figura 8 — Construg¢do da Matriz B

nl . nl . nb

Wi Vi Pi
nl Ay As Ag
nl A | A | A
nb A | A7 | Agg

Fonte: Elaboragao do autor.
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N = [nl!j} tal que n}j =a;jVise jER

2 2 . : :
N> = [nj;] tal que n; :=a;; Vise j € Ry

Nesta etapa ja existem todas as informagdes necessarias para a montagem do quadro
simplex inicial. No entanto, como estdo sendo utilizadas varidveis artificiais é necessaria a
implementagdo do quadro simplex de duas fases apresentado na Tabela 3. Por fim, o algoritmo

PSC apresentado na Se¢do 3.2 ja € capaz de resolver este quadro simplex.

3.5 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DO ALGORITMO DUAL SIMPLEX CA-
NALIZADO NA ESTRUTURA BRANCH AND BOUND

Figura 9 — Fluxograma do Algoritmo Dual Simplex Canalizado

FIM
O quadro corrente
e otimo do PL

!

Selecionar a varidvel
basica xp, que deve
sair da base. Escolher
a variavel basica com
o limite mais violado

!

Escolher a varidavel x;
gue deve entrar na
base

Quadro simplex
Inicial que satisfaca
a otimalidade

O quadro simplex
é factivel?

Inicializagdo

Escolher a variavel x;
que deve entrar na
base

CQual limite de xg,
gsta sendo violadog,

Pivotar o
guadro simplex

Sim

FIM
O PL & infactivel

Atualizar a
coluna RHS

escolher a variavel

Pivotar o Atualizar a SImM NAO FIM
- . lh iavel s A
quadro simplex coluna RHS e e 0 PL & infactivel

Fonte: Elaboragao do autor.

A Figura 9 apresenta o fluxograma do algoritmo DSC adaptado do Algoritmo 4 presente

na Secao 3.3. O fluxograma mostra de maneira esquematizada as etapas do algoritmo DSC.
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A partir do quadro 6timo de P, € possivel reotimizar todos os subproblemas gerados pelo
algoritmo B&B. Todos estes subproblemas sdo descendentes de P,, diferenciando-se somente
por serem mais restritos que P,, isto é, possuem restri¢des adicionais.

E possivel usar o algoritmo DSC na reotimizagio dos subproblemas com o quadro Gtimo
de P,, pois neste quadro estd garantida a otimalidade. O algoritmo B&B altera somente os
limites das varidveis que separam os subproblemas, portanto, nestes subproblemas somente a
factibilidade pode ser perdida nas varidveis que separam P, até o subproblema corrente.

Nesta pesquisa foi implementado um algoritmo B&B que reotimiza qualquer subpro-
blema descendente através do quadro 6timo de P,. Neste tipo de estratégia armazena-se so-
mente o quadro 6timo P, e as restrices de mudanca de limite de cada subproblema gerado.
A vantagem desta estratégia € que ndo € necessario armazenar todos os subproblemas gerados,
evitando-se assim, o consumo excessivo de memoria. A desvantagem € que a resolucao de um
subproblema a partir do quadro 6timo de P, pode ser mais lenta que a partir de um subproblema
antecedente imediato.

Seguindo esta estratégia, se um subproblema ¢ descendente do dltimo subproblema re-
solvido, utiliza-se o quadro 6timo deste ultimo subproblema resolvido para reotimizar seu des-
cendente, caso contrdrio, utiliza-se o quadro 6timo de P, para se realizar a reotimizacao.

Para cada subproblema gerado deve-se armazenar a restricdo que foi gerada pelo algo-
ritmo B&B na separacdo do subproblema antecessor. Estas restricdes podem ser armazenadas
em trés matrizes distintas /V, DV e LV com a mesma dimensio. Cada linha destas matrizes
representa um subproblema gerado e cada coluna representa a profundidade de descendéncia
destes subproblemas em relagdo a P,. A matriz [V armazena os indices das varidveis que sepa-
ram os subproblemas, DV armazena o tipo de desigualdade da restri¢do gerada na separacio do
subproblema (—1 para restri¢des do tipo < e 1 para restri¢des do tipo >) e a matriz LV armazena
os valores dos novos limites das varidveis que separam os subproblemas. Também deve ser cri-
ado um vetor coluna auxiliar para armazenar os indices de cada subproblema, assim, é possivel
identificar qual linha das matrizes IV, DV e LV corresponde a cada subproblema, possibili-
tando desta forma, a exclusao das linhas dos subproblemas sondados. Através das informacdes
armazenadas € possivel saber quais restricdes devem ser adicionadas em P, para reotimizar o
subproblema corrente.

Durante a execugado do algoritmo B&B existe a possibilidade de algumas varidveis ndo
basicas em P, terem seus limites alterados para algum subproblema descendente. Neste caso €
necessdrio atualizar primeiro a coluna RHS de P, antes de iniciar o processo de reotimizagao.
Para realizar a atualizacdo da coluna RHS € utilizada a equacgdo (85) com a informacdo dos

novos limites das variaveis nao basicas em P,.
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3.6 EXEMPLO ILUSTRATIVO

De modo a exemplificar o processo de resolu¢ao do modelo de transportes no problema
PEST apresentado nas equagdes (114)-(120), sera feito o planejamento de um sistemas de trans-
missdo com trés barras e um circuito na base, utilizando o algoritmo B&B, juntamente com o
algoritmo PSC para resolugdo do problema de PL inicial e com o algoritmo DSC no processo
de reotimizagao dos subproblemas gerados pelo algoritmo B&B.

A Figura 10 mostra o sistema de trés barras com um circuito base junto com seus res-

pectivos dados, em que deve ser encontrado seu planejamento 6timo.

Figura 10 — Sistema de 3 barras com um circuito na base

9, = 80MW| 7

13— 40 MW ?23 — 40 MW Cos =
| 3 Yz:s = %

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

Para nao aumentar o tamanho do problema foi utilizada a mesma estratégia apresentada
na Subsecdo 3.2.4 e na Se¢do 3.4 em que se adicionam varidveis artificiais somente nas restri-
¢oes de igualdade. No planejamento do sistema apresentado na Figura 10 durante a execucao
do passo 2 no algoritmo B&B foi escolhido utilizar sempre a primeira varidvel inteira com valor
ndo inteiro para fazer a separacdo dos subproblemas. No passo 3 do algoritmo B&B foi esco-
lhido utilizar somente a regra LIFO para escolha do subproblema a ser resolvido, isto &, sempre
serd escolhido o ultimo subproblema gerado.

Através das equacdes (114)-(120) e das informacdes contidas na Figura 10 é possivel

realizar a modelagem matematica do sistema referente a Figura 10, portanto, tem-se o problema
PLIM:

min v= 3nj2+2n13+2n3

S.a.
—35n12 —f12 < 0
—35n12 Ji2 < 0
—40n13 —f13 < 40
—40n13 J13 < 40
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—40n,3 —Jf23 < 0
—40n,3 /23 < 0
—fiz —fi3 +g1 = 0

Ji2 —f23 = 60

Si3 +f23 = 20

0 < g < 80
np € {0,1,2}
niz € {0,1,2}
nyy € {0,1,2}
fi2, fiz e faz irrestrito

Relaxando a integralidade do problema anterior, obtém-se o seguinte PL

min v= 3nip+2n13+2n3

S.a.
—35n12 —/f12 <0
—35n12 J12 < 0
—40n;3 —f13 < 40
—40n13 J13 < 40
—40n23 — /23 <0
—40n23 f23 < 0
—fi2 —f13 +g1 = 0
f12 — /23 = 60
fi3 +f23 = 20
0<g1 <80
0<n;p<2
0<m3<2
0<ny<2
=70 < f12 <70
—120 < f13 <120
—80 < f23 <80

De modo a facilitar o desenvolvimento, sera feito a troca das variaveis v = x,,, ni2 = xi,
ni3 = xp, 3 = X3, f12 = x4, f13 = x5, fr3 = X6, g1 = x7. Deve ser feito também a adi¢ao das
variaveis de folga para transformar as restri¢do com desigualdades em igualdades e a adi¢do das
varidveis artificiais nas restricdes de igualdade, portanto, adicionam-se no PL as varidveis de
folga xg, x9, x10, X11, X12 € X3 uma para cada restricao de desigualdade e as varidveis artificiais
X14, X15 € X16 uma para cada restri¢cao de igualdade.

Para a defini¢do do sinal destas varidveis foi escolhido aleatoriamente R} = {4,6,7} e

Ry ={1,2,3,5} definindo em que limites as varidveis ndo basicas devem ficar. Substituem-se
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as varidveis ndo basicas pelos seus limites definidos e encontra-se o valor das varidveis de folga
e artificiais, a partir desses resultados define-se o sinal destas varidveis.

Como as variaveis de folga e artificiais formam a SBE, seus valores sdo armazenados na
coluna RHS do quadro simplex. Os valores das varidveis de folga e artificiais que sdo varidveis
basicas no quadro inicial sao encontrados substituindo os limites das varidveis ndo basicas nas

restricdes do PL, assim, tem-se:
—35x1 —x4+x3=0=—-T704+704+x3=0=2x3 =0

—35x1+x4+x9=0=—-T70—T70+x9 =0=x9 = 140
—40x) — x5 +x10 =40 = —80 — 120+ x19 = 40 = x10 = 240
—40x) +x5+x1; =40 = —80+120+x1; =40=x1; =0
—40x3 —x6+x12=0= —80+80+x1,=0=x1,=0
—40x3 +x6+x13=0= —80—80+x13 =0=x;3 =160
—X4—X54+x7+x14=0=70—-120+0+x14 =0 = x4 =50
—Xx4 — X +x15 =60 = =70+ 80+ x5 = 60 = x15 = 50
x5 +x6+x16 =20 = 120 — 80+ x16 = 20 = x16 = —20

Diante dos valores encontrados verifica-se que xg, x9, X109, X11, X12, X13, X14, X5 > O,
portanto, os sinais de seus coeficientes sdo positivos e como xj¢ < 0 entdo seu sinal é negativo.
Como foi necessdria a adi¢do de varidveis artificiais, deve ser utilizado o algoritmo PSC
de duas fases para resolver o primeiro PL, isto é, o problema P,. Assim, deve ser adicionado

também a func¢ao objetivo de Fase I em P, denominada z.

min x, = 3x; +2x 4+ 2x3
minz = x4 +Xx15+X16

s.a.
—35x; — X4 +xg =0
—35x; + x4 + X9 =0
—40x — X5 +x10 =40
—40x, + X5 +x11 =40
—40x3 — X6 +x12 =
—40x3 + xg +x13 =
—X4 — X5 +x7 +x14 =0
+x4 — Xg +X15 =60

+Xx5 + X6 —x16 =20
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0<x <2
0<x <2
0<x3<2

=70 <x4 <70
—120 < x5 < 120
—80 < x¢ <80
0<x7<80

X8,X9,X10,X11,X12,X13,X14,X15,X16 2 0

A solug@o completa deste exemplo é apresentada no Apéndice A. O algoritmo B&B

encontrou duas solugdes 6timas globais alternativas apresentadas nas Figuras 11 e 12.

Figura 11 — Solucao 6tima do sistema de 3 barras com um circuito base encontrada em P,

1 2

fu= 60MW 60 MW
g,= SOMW \ e

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

Figura 12 — Solugdo 6tima do sistema de 3 barras com um circuito base encontrada em Fg

1 2
................................................................. 60 MW
- _ oS L

N\ = 8OMW £, = 20MVy/,
3

| F20Mw

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

A arvore B&B produzida pelo algoritmo B&B para o sistema de trés barras com um
circuito na base estd na Figural3.
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Figura 13 — Arvore Branch and Bound do sistema de 3 barras com um circuito na base

v=31/7
n,= 8/7
0

Ty =
Ny = 1/2

n,< 0

Infactivel

=

Infactivel

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)
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4 TESTES COM O ALGORITMO BRANCH AND BOUND ESPECIALIZADO
4.1 SISTEMA DE GARVER DE 6 BARRAS E 15 RAMOS
O sistema de Garver, como mostra a Figura 14, possui 6 barras e 15 ramos, dentre
as barras, 3 possuem geracdo de poténcia ativa com capacidade de geracdo total maxima de

1110 MW, cargas em 5 barras com demanda total de 760 MW e aceita no méximo a constru¢ao

de 4 linhas em cada ramo.

Figura 14 — Sistema de Garver com 6 barras e 15 ramos

OMW

g3 = 360MW

? 6 4
g6 = 600MW 160MW

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

As informagdes sobre geracdo e demanda de energia em cada barra, ramos, linhas ja
existentes, maximo fluxo de poténcia ativa permitido em cada linha e os custos para constru-
¢ao de novas linhas em cada ramo do sistema de Garver utilizado para o planejamento sdo

apresentadas nas Tabelas 14 e 15 no Anexo A.
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4.2 SISTEMA IEEE(A) DE 24 BARRAS E 41 RAMOS

O sistema IEEEa, como mostra a Figura 15, possui 24 barras e 41 ramos, dentre as
barras, 10 possuem geragao de poténcia ativa com capacidade de geragao total maxima de
10215 MW, cargas em 17 barras com demanda total de 8550 MW e aceita no maximo a cons-

trucao de 4 linhas em cada ramo.

Figura 15 — Sistema IEEEa com 24 barras e 41 ramos

181—$—T—\ 117

1 21 1 1 22 J*: 16 19 : 20#Tﬁ

I g T 3

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

As informagdes sobre geracdo e demanda de energia em cada barra, ramos, linhas ja
existentes, maximo fluxo de poténcia ativa permitido em cada linha e os custos para constru¢ao
de novas linhas em cada ramo do sistema IEEEa utilizado para o planejamento sdo apresentadas

nas Tabelas 16 € 17 no Anexo A.
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4.3 RESULTADOS

O planejamento dos sistemas de Garver de 6 barras e 15 ramos e IEEEa de 24 bar-
ras € 41 ramos foram realizados utilizando o algoritmo Branch and Bound (B&B), juntamente
com algoritmo Primal Simplex Canalizado (PSC) na resolu¢do do problema inicial com inte-
gralidade relaxada e com o algoritmo Dual Simplex Canalizado (DSC) para a reotimizagao dos
subproblemas gerados pelo algoritmo B&B. Foi utilizada também a estratégia apresentada na
Subsecao 3.2.4 de reducdo do nimero de varidveis artificiais a serem inseridas no problema
inicial. O algoritmo B&B desenvolvido neste trabalho foi o Algoritmo 2 em que no passo 1
foi escolhido Vj,,. = eo como incumbente inicial, no passo 2 foi utilizada a estratégia de sempre
escolher a varidvel inteira com valor ndo inteiro de menor subindice e no passo 3 foi utili-
zado a regra LIFO!. Estes algoritmos e as estratégias utilizadas foram implementados através
da linguagem computacional FORTRAN 77 resultando em um programa capaz de realizar o
planejamento dos sistemas de transmissao.

O computador utilizado na execugdo do programa para resolver o planejamento dos sis-
temas de Garver e IEEE(a) € um Dell™ OptiPlex™ 980 com processador Intel® Core™ 17-860
(8 MB Cache, 2,80 GHz) com 4 ntcleos, 8 threads e maxima velocidade de clock de 3,46 GHz,
memoéria RAM 2 x 2 GB DDR3 de 1333 MHz e sistema operacional Microsoft Windows 7
Professional 64 bits. Durante a aplicagdo do programa nao estavam sendo executados proces-
sos de usuarios e nao foi encontrada perceptivel mudanca nas informagdes de desempenho do

computador. As informacdes sobre o desempenho do programa estdao na Tabela 4.

Tabela 4 — Informacdes sobre o funcionamento do software nos sistemas testados

Garver IEEEa
Sistema de Transmissao
(6 barras e 15 ramos) (24 barras e 41 ramos)
Numero de iteragdes do Fasel Fasell  Total Fasel Fasell  Total
PSCem P, 10 42 52 43 159 202
Solugdo 6tima de P, US$ 99 x 10° US$ 67,706 x 10°
Numero de nés da arvore
100 40
B&B
Numero médio de iteracdes
6a’7 9al0
do DSC para cada n6
Tempo computacional Total 0,109 0,124 s

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Como foi utilizado a regra LIFO no passo 3 do algoritmo B&B, todos os n6s da arvore

B&B foram resolvidos antes de passarem pelos testes de sondagem e, portanto, o nimero de

' Na regra LIFO foi considerado os subproblemas que recebem a restri¢do com desigualdade > como tltimos

subproblemas gerados.



92 Capitulo 4. TESTES COM O ALGORITMO BRANCH AND BOUND ESPECIALIZADO

nés da arvore B&B corresponde ao nimero de subproblemas de PL. que foram resolvidos.

Verifica-se na Tabela 4 que o programa executou um nimero elevado de iteracao do
PSC para resolver P, em comparac¢ido com a média de iteragoes do algoritmo DSC para resolver
os subproblemas gerados pelo algoritmo B&B mesmo nio sendo armazenadas as informacdes
dos subproblemas descendentes. A estratégia de se utilizar somente as informagdes do qua-
dro 6timo de P, para reotimizar seus subproblemas descendentes através do algoritmo DSC
mostrou-se eficiente reduzindo significativamente o consumo de meméria e também mostrou
que ndo € necessdria a execugao do algoritmo PSC para resolver inteiramente os subproblemas
descendentes.

Na Tabela 4, também verifica-se a eficiéncia da estratégia da reducdo do numero de
adicoes de varidveis artificiais. Utilizando a estratégia convencional de adicdo de varidveis
artificiais no sistema de Garver seria necessario a adicao de 36 varidveis artificiais e no sistema
IEEEa 66 varidveis artificiais, isto significa que o nimero minimo de iteragdes do algoritmo
PSC em Fase I seria igual ao niimero de varidveis artificial adicionadas em cada sistema. Com
a estratégia de reducdo do nimero de adi¢cdes de varidveis artificiais apresentada na Subsecao
3.2.4, foram adicionadas somente 6 varidveis artificiais no sistema de Garver e 24 variaveis
artificiais no sistema IEEEa e, como pode ser visto na Tabela 4, foram necessarios 10 iteragoes
do algoritmo PSC em Fase I no sistema de Garver e 43 iteragdes no sistema IEEEa.

As solugdes encontradas pelo programa para o planejamento dos sistemas de Garver e

IEEEa estao na Tabela 5 que sdo as mesmas encontradas na literatura especializada.

Tabela 5 — Solugdes Otimas dos Sistema de Transmissdo

Sistema de . - _
] Solugdes Fung¢do Objetivo
Transmissao
Pg3 Py Pioo Pyo
Garver n35:1 n26:2 I’l26:3 n26:1 US$110X106
(6 barras e 15 ramos) nge=3 n3s=1 n3ys=1 n3s=1
nge =1 nge =2
Ps
IEEE =1
y e 1o US$ 102 x 10°
(24 barras e 41 ramos) nyg =2
nig16 =1

Fonte: Dados da pesquisa do autor.
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5 CONCLUSOES

Esta pesquisa considerou a andlise tedrica e a implementacdo computacional do algo-
ritmo Dual Simplex Canalizado (DSC) especializado na reotimizagao eficiente dos subproble-
mas gerados pelo algoritmo Branch and Bound (B&B), sendo este aplicado na resolugdo de
problemas de Programacdo Linear Inteiro Misto (PLIM).

Para resolver problemas PLIM de grande porte através do algoritmo B&B sdo neces-
sarias a utilizacdo de estratégias eficientes de resolucdo para trabalharem em conjunto com o
algoritmo B&B de modo a ndo tornar a resolu¢do do problema computacionalmente proibi-
tiva. Para encontrar a solugdo 6tima de um PLIM, o algoritmo B&B necessita gerar muitos
problemas de Programacao Linear (PL) descendentes do problema original, isto €, divide-se o
problema original em vérios problemas de PL mais restritos.

Inicialmente o algoritmo B&B desconsidera a restri¢ao de integralidade das variaveis
no problema original transformando-o em um problema de PL. Este primeiro PL. denominado
P, é resolvido através de um algoritmo de resolucdo de problemas de PL. Com a solu¢do de P, o
algoritmo B&B verifica se todas as varidveis inteiras possuem valores inteiros, caso existam va-
ridveis inteiras com valores ndo inteiros o algoritmo B&B as forca a assumirem valores inteiros
mudando seus limites, isto €, sao gerados dois subproblemas descendentes de P,. Os problemas
descendentes sdo iguais a P, exceto pela adi¢do de uma nova restricdo em cada descendente
em que se muda o limite de uma das varidveis inteiras com valores ndo inteiros para os inteiros
proximos ao valor desta variavel.

Cada subproblema gerado poderia ser resolvido desde o inicio através de um algoritmo
de resolucdo de PL, entretanto, isso acarretaria em um esfor¢o computacional elevado. Os sub-
problemas gerados sdo iguais a P, acrescido de restrigdes que mudam somente os limites das
variaveis, isto é, as regides factiveis destes novos problemas sdo subdivisdes da regido factivel
de P,, portanto, sdo problemas mais restritos que P,. Desta forma, através da anélise de sensibi-
lidade em que somente alguns parametros do problema P, estdo sendo alterados adiciona-se as
novas restrigdes ao quadro 6timo de P, e realiza-se a reotimizagdo do quadro através de um al-
goritmo Dual Simplex (DS). Neste caso, a reotimizacao com o método dual simplex é possivel,
pois no quadro 6timo de P, o critério de otimalidade estd garantido e com a adi¢do das novas
restri¢des o critério de factibilidade da solugdo € perdido.

A estratégia desta pesquisa foi utilizar o algoritmo DSC para reotimizar todos os subpro-
blemas gerados a partir de P, resultando em uma implementagao capaz de reotimizar qualquer
subproblema descendente através do quadro 6timo de P,. Neste tipo de estratégia armazena-se
somente o quadro 6timo P, e as restricdes de mudanca de limite de cada subproblema gerado.
A vantagem desta estratégia € que ndo € necessario armazenar todos os subproblemas gerados,
evitando-se assim, o consumo excessivo de memoria. A desvantagem € que a resolucao de um
subproblema a partir do quadro 6timo de P, pode ser mais lenta que a partir de um subpro-

blema antecedente imediato. Se fosse utilizado um algoritmo DS convencional, o tamanho do
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quadro simplex aumentaria desnecessariamente e como as novas restrigdes mudam somente 0s
limites das varidveis. Portanto, neste caso o algoritmo DSC torna-se viavel, pois este leva em
consideragdo estas mudancas e nao altera as dimensdes do quadro simplex.

O problema escolhido para ser resolvido e para testar as estratégias contidas neste traba-
lho foi o problema de Planejamento da Expansdo de Sistemas de Transmissao (PEST), com sua
modelagem matematica feita através do Modelo de Transportes que se resulta em um problema
de PLIM.

Pela existéncia das restricdes de igualdade representadas pela equacao (117) no modelo
foi escolhido o algoritmo Primal Simplex Canalizado (PSC) de duas fases como algoritmo
de resolucdo de P, em que s@o adicionadas as varidveis de folga em todas as restri¢des de
desigualdade e as varidveis artificiais nas restri¢oes de igualdade. O uso do algoritmo primal
simplex tradicional acarretaria em um aumento excessivo de restri¢des, € consequentemente, o
de varidveis, pois cada varidvel com limite inferior e superior geraria duas novas restri¢des para
o problema.

Outra estratégia utilizada nesta pesquisa foi diminuir o ndmero de varidveis artificiais
a serem adicionadas no problema de PL inicial. Na adi¢@o de varidveis artificiais tradicional
sdo inseridas no sistema uma varidvel artificial para cada restri¢do do problema, além da adi¢do
das varidveis de folga. Consequentemente, aumentaria o nimero de iteracdoes do algoritmo
PSC para retirar em cada iteragdo uma varidvel artificial da base. Na estratégia apresentada
foi proposta a adicdo das varidveis artificiais somente nas restricdes de igualdade, diminuindo
assim de 2nl + nb varidveis artificiais para somente nb.

Estes algoritmos foram implementados computacionalmente através da linguagem FOR-
TRAN 77 e aplicados na resolugdo do problema PEST dos sistemas de transmissao (i) Garver
com 6 barras e 15 ramos e (ii) IEEE (a) de 24 barras e 41 ramos. O software resultante desta

implementagao conseguiu obter os mesmos resultados presentes na literatura.

5.1 SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS

* Implementar as melhorias bésicas no algoritmo B&B padrao apresentadas na Subsegao

2.3.1 e analisar o ganho de eficiéncia;

* Implementar as melhorias especificas do problema no algoritmo B&B apresentadas Sub-

secdo 2.3.1 e analisar o ganho de eficiéncia;

* Modificar o tipo de modelagem do problema e adaptar o programa para resolver o pro-

blema resultante desta nova modelagem;

* Empregar técnicas de processamento paralelo para aproveitar de forma eficiente os recur-

sos computacionais com multiplos processadores;
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* Empregar técnicas de esparsidade de modo a melhorar a eficiéncia do software, pois

geralmente os sistemas elétricos possuem caracteristicas de esparsidade.
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APENDICE A - SOLUCAO DO EXEMPLO ILUSTRATIVO

Segue a resolugdo detalhada do exemplo ilustrativo apresentado na Secdo 3.6 em que
se deve realizar o planejamento do expansdo do sistema de 3 barras com um circuito na base
representado pela Figura 10. De posse do problema P, inicia-se o algoritmo Branch and Bound
(B&B).

Passo 1 - Inicializagdo
A solucdo incumbente € escolhida Z;,. = 7* = oo.

Agora deve ser resolvido o problema P, com variaveis canalizadas. Para isso, deve-se

montar o quadro PSC inicial do problema P,.

35 0 0 -1 0 0 010000000 0 X
35 0 0 1 0 0001000000 0 Xo
0O —40 0 0 -1 0 000100000 0 %10
0O -4 0 0 1 0 000010000 0 1
A=l 0 0 —40 0 0 -1 000001000 0 | xp=]|uxn
0 0 —40 0 0 1 000000100 0 X
0O 0 0 -1 -1 0100000010 0 %14
0O 0 0 1 0 -100000000T1 0 Xis
0 0 0 0 1 1 000000000 —1] 36 |

(1 0000000 0 |

01000000 0

00100000 0

x4 i 00010000 0

w=|x | w=|72| B=B'=[00001000 0

P 3 00000100 0

s 00000010 0

00000001 0

(00000000 —1|

h=[0000001 1 1] dy=[000] c=[0000]

cB:[O 0000000 o] cM:[o 0 0} cNZ:[:s 2 2 0}

Para encontrar o valor da fun¢do objetivo original e da funcdo objetivo de Fase I no
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quadro inicial, deve ser substituido os valores dos limites das varidveis nas fungdes objetivos.

-1 0 0 -3 0 0 O X, = 3x1 +2x +2x3
1 0 O -35 0 0 0 X,=3:-242-242-2=14
0 0 0 0 —40 0 -1 7 = X144+ X154+ X6
0 0 0 0 —40 0 1 7=50+50420 =120
Ny=| 0 -1 0| M=| 0 0 —40 0 =0 —2 1]
0 1 0 0 0 —40 0 Ele'o 0 0}
-1 0 1 o 0 0 -1 Lot
1 -1 0 o 0 0 0 chz_ooo—z}
0 1 0] 0 0 0 1| m=[-3 -2 2 0]

Com as informacdes encontradas anteriormente, pode-se construir o quadro PSC de

duas fases do problema P, mostrado na Tabela 6.

Tabela 6 — Quadro Primal Simples Canalizado Inicial de P,

RHS —x;1 —Xxp —Xx3 —X4 —X5 —Xq —X7
Xo 14 -3 -2 =2 0 0 0 0 L
z | 120 0 0 0 0 -2 =2 1 L,—2L

Xg 0 -35 0 0 —1 0 0 0 L

xg | 140 =35 O 0 1 0 0 0 L

Xx10 | 240 0O —-40 O 0 —1 0 0 Lz—Ly
X11 0 0 —-40 O 0 1 0 0 Ls+Lo
X12 0 0 0 —-40 O 0 —1 0 Ls

x13 | 160 0 0 —-40 O 0 1 0 Lg

x14 | 50 0 0 0 -1 -1 0 1 L7j—Lo
xis | 50 0 0 0 1 0 —1 0 Lg

X6 | 20 0 0 0 0 -1 | -1 0 —Lg

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

No algoritmo PSC a escolha da varidvel ndo bésica que deve entrar na base é feita

através da relacao (121):
xk:>max{ (zj—cj):jER; —(zj—c_,-):jERg} (121)

Se a varidvel x, escolhida para entrar na base, esta no LI, A; € encontrado através da

relagcdo (122) e atualizacao da coluna de RHS apds a pivotagem € feita pela relagao (123).

) bi— g —b;
Ay = min { ly.kBl:y"">o; ”Blyk‘:yik<0; (e — 1) ; oo} (122)
! l -~
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Xp, = bi — yieAr i#r
xp, = lp + Ag = X (123)
z=2z7—(zx—cx) Ax

Se a variavel xz, escolhida para entrar na base, estd no LS, A; é encontrado através da

relagdo (124) e a atualizagdo da coluna de RHS apoés a pivotagem € feita pela relagao (125).

: b; — I, - —b;
Ay = min { i B Dy < 0 "B, O vk > 05 (wp—1Ii); o } (124)
i=1,...m —Vik Yik
XB, = Uy —Ak <= X
x5, = i+ Yl [#r (125)

z2=2z+ (2 —cr) Ax

Através da relacdo (121) foi escolhida a varidvel ndo bésica x5 que estd no seu LS para

entrar na base. Para determinar A foi usada a relagdo (124).

) { 240—0 -0 50—-0 20—0
A = min ; ; ; ;
1 1 1 1

(120 — (—120)); oo }:20

Como A; = 20 = x1¢ deve sair da base e passa para seu LI. A atualizacido da coluna
RHS ¢ feita pela relagdo (125). Os novos conjuntos sdo Ry = {4, 6,7} e R, = {1,2,3}. Apds a

pivotagem do quadro inicial de P, e da atualiza¢@o da coluna RHS € obtido o seguinte quadro:

RHS —x; —xp —Xx3 —X4 —X¢ —X7
X, 14 -3 2 -2 0 0 0 I
18 0 0 0 0 0 1 L—1Ij
x| 0 =35 0 0 -1 0 0 L
X | 140 -35 0 0 1 0 0 I
X0 220 0 —40 0 0 1 0 I
Xy 20 0 —40 0 0 -1 0 Ly
x| 0 0 0 —40 0 -1 0 Ls
x3/ 160 0 0 —40 0 1 0 Lg
xa 30 0 0 0 —1 1| 1|
x5 50 0 0 0 1 0 Lg
xs 100 0 0 0 0 1 0 L

Através da relacdo (121) foi escolhida a varidvel ndo basica x7 que estd no seu LI para
entrar na base. Para determinar A; foi usada a relagcdo (122). Ay = 30 = x14 deve sair da base
e passar para seu LI. Os novos conjuntos sao R; = {4,6} e R, = {1, 2,3}. A atualizagdo da
coluna RHS ¢é feita pela relacdo (123). Apds a pivotagem do quadro anterior e da atualizacao

da coluna RHS € obtido o seguinte quadro:
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RHS —x; —x» —x3 —X4 —Xg
Xo 14 -3 -2 =2 0 0 L,

Z 50 0 0 0 1 -1 L,—Lg
Xg 0 =35 0 0 —1 0 Li+Lg
xg | 140 =35 O 0 1 0 Lr—Lg
x10 | 220 0O —-40 O 0 | R
x11 | 20 0 —-40 O 0 -1 Iy
X12 0 0 0 —-40 O -1 Ls
x13 | 160 0 0 —-40 O 1 Lg
x7 | 30 0 0 0 -1 1 L;+Lg

x5 | 50 0 0 0 -1 Lg
x5 | 100 0 0 0 0 | R

Através da relag@o (121) foi escolhida a varidvel ndo bésica x4 que estd no seu LI para
entrar na base. Para determinar Ay, foi usada a relacao (122). Ay = 50 = x;5 deve sair da base e
passar para seu LI. Os novos conjuntos sdo R} = {6} e R, = {1, 2, 3}. A atualizagdo da coluna
RHS ¢ feita pela relagc@o (123). Ap6s a pivotagem do quadro anterior e da atualizacdo da coluna
RHS ¢ obtido o quadro seguinte, onde é verificado que a fung¢do objetivo de Fase I € igual a
zero, terminando a Fase I do método PSC e iniciando a Fase II:

X | 14 =3 —2 -2 0 L,—(33)L
x| 50 | =35] 0 0 -1 L35

Xo | 90 -35 0 0 1 IL,—L

X101 220 0 —40 0 1 I3

x11 | 20 0 —40 0 -1 L4
X12 0 0 0 —-40 -1 Ls
x13 | 160 0 0 —-40 1 Lg
X7 80 0 0 0 0 Ly
x4 | 20 O 0 0 -1 Lg
xs | 100 0 0 0 1 Lo

Através da relagao (121) foi escolhida a varidvel nao basica x; que estd no seu LS para
entrar na base. Para determinar A; foi usada a relagao (124). A, = ? = xg deve sair da base e
passar para seu LI. Os novos conjuntos sdo R} = {6, 8} e R, = {2, 3}. A atualizagdo da coluna
RHS ¢€ feita pela relagdo (125). Apds a pivotagem do quadro anterior e da atualiza¢do da coluna
RHS € obtido o seguinte quadro:
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RHS  —xg —Xp —X3 —Xg
x, | 68/7 -3/35 -2 -2 3/35
x| 4/7 —-1/35 0 0 1/35
X9 40 —1 0 0 2
x10 | 220 0 —40 0 1
x11 | 20 0 —40| O —1
X12 0 0 0 —-40 -1
x13 | 160 0 0 —40 1
X7 80 0 0 0 0
x4 | —20 0 0 0 —1
x5 | 100 0 0 0 1

L, — (1/20) Ly
Ly

L

Ly— Ly
—L4/40

Através da relacdo (121) foi escolhida a varidvel ndo bésica x, que estd no seu LS para

entrar na base. Para determinar A foi usada a relagdo (124). Ay = % = x11 deve sair da base

e passar para seu LI. Os novos conjuntos sdo Ry = {6, 8, 11} e Ry = {3}. A atualizagdo da

coluna RHS ¢ feita pela relacdo (125). Ap6s a pivotagem do quadro anterior e da atualiza¢ao

da coluna RHS € obtido o seguinte quadro:

RHS —X3 —X11 —X3 —X6
X, | 61/7 —=3/35 —1/20 -2 19/140 L,—(1/20)Ls
x| 4/7 —1/35 0 0 1/35 L
X9 40 —1 0 0 2 Ly
x10 | 200 0 —1 0 2 Lz — 1Ly
x| 3/2 0 —1/40 0 1/40 Ly
X12 0 0 0 —40 —1 *L5/40
x13 | 160 0 0 —40 1 L¢—Ls
X7 80 0 0 0 0 Ly
xq | —20 0 0 0 —1 Lg
x5 | 100 0 0 0 1 Ly

Através da relagao (121) foi escolhida a varidvel ndo basica x3 que estd no seu LS para

entrar na base. Para determinar A; foi usada a relacdo (124). A, = 0 = x;, deve sair da base

e passar para seu LI. Os novos conjuntos sdo Ry = {6, 8, 11, 12} e R, = 0. A atualizacdo da

coluna RHS ¢é feita pela relacdo (125). Apds a pivotagem do quadro anterior e da atualizacao

da coluna RHS € obtido o seguinte quadro:
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RHS —Xg —X11 —X12 —Xg
X, | 61/7 =3/35 —-1/20 —1/20 13/70 L,— (13/140)Ls
x; | 4/7 —1/35 0 0 1/35 Ly—(1/70)L,
X9 40 —1 0 0 2 Ly/2
X10 200 0 —1 0 2 L3 —Lz
x| 3/2 0 —1/40 0 1/40  Ls—(1/80)L
X3 2 0 0 —1/40 1/40 Ls—(1/80)L,
x13 | 160 0 0 -1 2 Le— Lo
X7 80 0 0 0 0 Ly
x4 | —20 0 0 0 -1 Lg+(12)L,
x5 | 100 0 0 0 1 Ly—(1)2) L,

Através da relacdo (121) foi escolhida a varidvel ndo bdsica xg que estd no seu LI para
entrar na base. Para determinar A, foi usada a relagao (122). Ay = 20 = x9 deve sair da base
e passar para seu LI. Os novos conjuntos sao R; = {8, 9, 11, 12} e R, = 0. A atualizagdo da
coluna RHS ¢ feita pela relagdo (123). Ap6s a pivotagem do quadro anterior e da atualizagao

da coluna RHS € obtido o seguinte quadro:

RHS —Xg —X11 —X12 —X9
Xo 5 1/140 —1/20 —1/20 —13/140 L,— (4/7)L4
X1 0 —1/70 0 0 —1/70 L1+ (8/7)L4
X6 | =60 —1/2 0 0 1/2 Ly +40L4
x10 | 160 1 —1 0 —1 Lz —80L4
X7 1 1/80 | —1/40 0 —1/80  80Ly4
x3 | 3/2  1/80 0 —1/40 —1/80 Ls—Ly
x13 | 120 1 0 —1 —1 L¢—80L4
X7 80 0 0 0 0 Ly
X4 0 —1/2 0 0 1/2 Lg +40L4
X5 80 1/2 0 0 -1/2 Lo —40L4

Através da relagdo (121) foi escolhida a variavel ndo basica xg que esta no seu LI para
entrar na base. Para determinar Ay foi usada a relagao (122). Ay = 80 = x» deve sair da base
e passar para seu LI. Os novos conjuntos sdo R} = {2,9, 11, 12} e Ry = 0. A atualizagio da
coluna RHS ¢ feita pela relagdo (123). Ap0s a pivotagem do quadro anterior e da atualizagao
da coluna RHS € obtido o quadro 6timo de P, mostrado na Tabela 7. Solugdo 6tima encontrada
Xo =2 x1 =5, 0 =0,x3 = J, x4 = 40, x5 = 40, x6 = —20, x7 = 80, x3 = 80, xg = 0, x19 = 80,
x11 =0, x;2 =0e x13 =40.
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Tabela 7 — Quadro 6timo de P,

RHS —x —X11 —X12 —X9
X, | 317 —-4/7 —-1/28 —1/20 -3/35
x| 87 8/7 —1/35 0 —1/35
X6 | —20 40 —1 0 0
x10 | 80 —80 1 0 0
Xg 80 80 -2 0 —1
x3 | 1/2 -1 1/40 —1/40 0
x13 | 40 —80 2 —1 0
X7 80 0 0 0 0
X4 40 40 -1 0 0
X5 40 —40 1 0 0

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 2 - Escolha da variavel para separacéo

A primeira varidvel, x; com valor corrente ndo inteiro, é¢ usada para realizar a separagio
do subproblema. Assim, P, € separado em dois novos subproblemas, P e P>

P
p={"
x1 <1
P
p=3"
Xy >2

Passo 3 - Resolucgéo do subproblema escolhido

Através da regra LIFO, P, € escolhido para ser resolvido primeiramente. P, sera resol-

vido fazendo a reotimizacao do quadro 6timo de P, através do algoritmo DSC.

1) R ={2,9,11, 12}
X1 >2 Ry =10

P =

Seja o quadro 6timo de P,:
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RHS —x» —X11 —X12 —X9
X, | 31/7 —4/7 —1/28 —1/20 —-3/35 L,—(5/4)L
x| 87 8/7 | —1/35 0 —1/35 —=35L,
xe | —20 40 —1 0 0 L, —35L,
x10 | 80 —80 1 0 0 L3 +35L4
Xg 80 80 -2 0 —1 L4 —T0L;
x3 | 1/2 —1 1/40 —1/40 0 Ls+(7/8)L
x13 | 40 —80 2 —1 0 Le¢+70L4
X7 80 0 0 0 0 Ly
x4 | 40 40 —1 0 0 Lg —35L4
X5 40 —40 1 0 0 Lo +35L4

x1 deve sair da base, pois seu LI esta sendo violado. A escolha da varidvel nao bésica xi,

que deve entrar na base, € encontrada através da relacao (109) x;, — <y ”Z) =min { %; %} =

Z = x11 deve entrar na base. Os novos conjuntos sao R} = {1,2,9, 12} e R, = 0. A atualizagio
da coluna RHS é feita pela relacdo (113). Apds a pivotagem do quadro anterior e da atualizacao
da coluna RHS € obtido o seguinte quadro:

RHS —x, —x; —X12 —X9
X | 11/2 =2 =5/4 —1/20 —1/20 L,—(1/40)Lg
X11 30 —40 -35 0 1 L1+ (1/2)Lg
X6 10 0 -35 0 1 Ly +(1/2) L
X10 50 —40 35 0 —1 Ly —(1)2) Lg
X3 140 0 —70 0 1 Li+(1/2) L
x3 | —1/4 0 7/8 —1/40 —1/40 Ls—(1/80)Lg
x13 | —20 0 70 —1 —2 —Le/2
X7 80 0 0 0 0 Ly
X4 70 0 -35 0 1 Lg+ (1/2) L
X5 10 0 35 0 —1 Lo—(1/2) L¢

x13 deve sair da base, pois seu LI estda sendo o mais violado. A escolha da varidvel
nao basica xg, que deve entrar na base, € encontrada através da relacio (109) x, — (i"’;) =
min{ ]/220, ]/120} = 40 = x9 deve entrar na base. Os novos conjuntos sdo R; = {1, 2, 12, 13} e
Ry = 0. A atualizagdo da coluna RHS ¢€ feita pela relagdo (113). Apds a pivotagem do quadro
anterior e da atualiza¢do da coluna RHS € obtido o quadro 6timo de P, mostrado na Tabela 8.
Solugdo 6tima encontrada x, = 6, x; = 2, x, =0, x3 = 0, x4 = 60, x5 = 20, x5 = 0, x7 = 80,
xg = 130, x9 = 10, x19 = 60, x1; =20, x;12p =0e x;3=0.
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Tabela 8 — Quadro 6timo de P>

RHS —x, —x1 —x12 —X13
Xo 6 -2 -3 —1/40 -—-1/40
x;1| 20 =40 O —1/2 1/2
Xg 0 0 0 —1/2 1/2
X10 60 —40 0 1/2 —1/2

xg | 130 0 =35 —1/2 1/2
x3/ 0 0 0 —1/80 —1/80
X | 10 0 =35 1/2 —1/2
x7| 8 0 0 0 0
x4 60 0 0 —1/2 1/2

x| 20 0 0 12 —1/2

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Como a solugdo obtida de P, € inteira € acionado o teste 3 de sondagem, assim o sub-

problema P, é sondado e a incumbente atualizada para z* = 6.
Passo 5

O subproblema foi sondado e deve ser voltado ao passo 3.
Passo 3 - Resolucao do subproblema escolhido

Py deve ser resolvido fazendo a reotimizagao do quadro 6timo de P, através do algoritmo
DSC.

Py Ry ={2,9,11, 12}

P =
x1 <1 Ry =0

Através do quadro 6timo de P, mostrado na Tabela 7, x; deve sair da base, pois seu LS
estd sendo violado. A escolha da varidavel ndo basica x;, que deve entrar na base, € encontrada
através da relacao (108) x; = x; (inico candidato) deve entrar na base. Os novos conjuntos sao
Ry ={9,11,12} e R, = {1}. Ap6s a pivotagem do quadro 6timo de P, e da atualizagdo da
coluna RHS € obtido o quadro 6timo de P; mostrado na tabela (9). Solug¢do 6tima encontrada
Xo=73.x1=1,x=§,x3 =32, x4 =35, x5 =45, x5 = —25, x7 = 80, x3 = 70, x9 = 0, x19 = 90,
X11 = 0, X12 = 0 € X13 = 50.
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APENDICE A - SOLUCAO DO EXEMPLO ILUSTRATIVO

Tabela 9 — Quadro 6timo de P

RHS

—X1 —X11 —X12 —X9
Xo | 9/2 1/2 —1/20 —1/20 —1/10
Xy | 1/8 7/8 —1/40 0 —1/40
X6 | —25 =35 0 0 1
X10 90 70 —1 0 -2
xg | 70 =70 0 0 1
x3 | 5/8 7/8 0  —1/40 —1/40
X13 50 70 0 —1 -2
x7 | 80 0 0 0 0
xg | 35 =35 0 0 1
x5 | 45 35 0 0 -1

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Em P; nenhum teste de sondagem ¢ satisfeito.

Passo 5

O subproblema ndo foi sondado e deve ser voltado ao passo 2.

Passo 2 - Escolha da variavel para separacao

A primeira variavel x,, com valor corrente nao inteiro, é usada para realizar a separagao

do subproblema. Assim, P; € separado em dois novos subproblemas, P; e P4

P =
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Passo 3 - Resolucao do subproblema escolhido

Através da regra LIFO, P, € escolhido para ser resolvido primeiramente. P4 serd resol-

vido fazendo a reotimizacao do quadro 6timo de Py através do algoritmo DSC.

P Py Ry =1{9, 11,12}
4 =
x> 1 R2:{1}

Através do quadro 6timo de P; mostrado na Tabela 9, x, deve sair da base, pois seu LI
estd sendo violado. A escolha da variavel ndo basica x;, que deve entrar na base, € encontrada
através da relagao (109) x, — G{T):) = min{%; %; %} = ‘7‘ = x1 deve entrar na base.
Os novos conjuntos sao R = {2, 9, 11, 12} e Ry = 0. Apds a pivotagem do quadro 6timo de P
e da atualizacdo da coluna RHS é obtido o quadro 6timo de P, mostrado na tabela (10). Solu¢ao
otima encontrada x, =5, x1 =0, xp =1, x3 = %, x4 =0, x5 =80, x4 = —60, x7 =80, xg =0,

X9 = 0, X10 = 160, X11 = 0, X12 = 0 € X13 = 120.

Tabela 10 — Quadro 6timo de Py

RHS —xp —X11 —X12 —X9
Xo 5 —4/7 —1/28 —1/20 —-3/35
X1 0 8/7 —1/35 0 —1/35
x¢ | —60 40 —1 0 0
x10 | 160 —80 1 0 0
Xg 0 80 -2 0 —1
x3 | 3/2 —1 1/40 —1/40 0
xi3 | 120 =80 2 —1 0
X7 80 0 0 0 0
X4 0 40 —1 0 0
Xs 80 —40 1 0 0

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Em P, nenhum teste de sondagem ¢é satisfeito.

Passo 5

O subproblema nio foi sondado e deve ser voltado ao passo 2.
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Passo 2 - Escolha da variavel para separacao

A tnica varidvel com valor corrente ndo inteiro, x3, € usada para realizar a separacao do

subproblema. Assim, Py € separado em dois novos subproblemas, Ps e Fg

P
ps={""
x3 <1
P
Po={"
x3>2

Passo 3 - Resolucao do subproblema escolhido

Através da regra LIFO, Py € escolhido para ser resolvido primeiramente. Py sera resol-

vido fazendo a reotimizacao do quadro 6timo de Py através do algoritmo DSC.

Py R ={2,9,11,12}

Py =
x3 > 2 Ry =0

Através do quadro 6timo de P4 mostrado na Tabela 10, x3 deve sair da base, pois seu LI
estd sendo violado. A escolha da varidvel ndo bésica x;, que deve entrar na base, € encontrada
através da relacao (109) x, — (if’;) = min{#; %
novos conjuntos sdo R; = {3, 9, 11, 12} e R, = 0. Apds a pivotagem do quadro 6timo de Py e

} = % = x deve entrar na base. Os

da atualizacdo da coluna RHS € obtido o seguinte quadro:

RHS —X3 —X11 —X12 —X9
X, | 37)1T —4/1 —1/20 —1/28 —3/35 L,—(1/56)L
x1 | —4/7 8/7 0  —1/35 —1/35 Li—(1/0)Ls
x¢ | —80 40 0 1 0  Ly—(12)Ls
X10 200 —80 —1 2 0 Ly + 14

xg | —40 80 0 -2 1 L

x| 3/2 -1  —1/40 1/40 0 Ls+ (1/80) Ly
x13 | 160 —80 0 1 0 Lo+ (1/2) Ly
X7 80 0 0 0 0 Ly

xq | —20 40 0 —1 0 Lg— (1/2) Ly
X5 100 —40 0 1 0 Lo+ (1/2) Ly

xg deve sair da base, pois seu LI estd sendo o mais violado. A escolha da variavel

ndo basica xg, que deve entrar na base, € encontrada através da relacio (109) x, — (%’i) =
»

min{y%s; 1/%} = % = x1, deve entrar na base. Os novos conjuntos sdo R} = {3, 8,9, 11} e

Ry = 0. A atualizagdo da coluna RHS € feita pela relagao (113). Apds a pivotagem do quadro
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anterior e da atualiza¢do da coluna RHS € obtido o quadro 6timo de Ps mostrado na Tabela 11.
Solugao 6tima encontrada x, = 6, x; =0, x; = 1, x3 =2, x4 = 0, x5 = 80, x4 = —60, x7 = 80,

xg =0,x9 =0, x10 =160, x11 =0, x;2 =20 e x13 = 140.

Tabela 11 — Quadro 6timo de Py

RHS —x3 —x1g —Xg —X9
Xo 6 -2 —-1/20 —-1/56 —19/280
X1 0 0 0 —1/70  —1/70
X6 | —60 O 0 —1/2 1/2
x10 | 160 0 —1 1 —1
x12 | 20 —40 0 —1/2 1/2
X2 1 0 —1/40 1/80 —1/80
xi3 | 140  —40 0 1/2 —1/2
X7 80 0 0 0 0
X4 0 0 0 —1/2 1/2
X5 80 0 0 1/2 —1/2

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Como a solugdo obtida de P € inteira, entdo o teste 4 de sondagem € acionado, assim, o
subproblema Py € sondado e a solucdo de Py apresenta um valor incumbente da fun¢do objetivo
exatamente igual ao valor da incumbente corrente. Assim, a incumbente ndo varia, mas existem

duas solugdes candidatas a solugdes 6timas alternativas globais.
Passo 5

O subproblema foi sondado e como ainda existem subproblemas nao sondados deve ser

voltado ao passo 3.
Passo 3 - Resolucéo do subproblema escolhido

Ps deve ser resolvido fazendo a reotimiza¢do do quadro 6timo de Py através do algoritmo
DSC.

Py Ry ={2,9,11, 12}

Ps =
x3<1 Ry=0

Através do quadro 6timo de P4 mostrado na Tabela 10, x3 deve sair da base pois, seu LS

estd sendo violado. A escolha da varidvel ndo basica x;, que deve entrar na base, é encontrada
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através da relacao (108) x; = x1; (Gnico candidato) deve entrar na base. Os novos conjuntos
sdo R; ={2,9, 12} e R, = {3}. Apds a pivotagem do quadro 6timo de Py e da atualizagdo da
coluna RHS € obtido o quadro 6timo de Ps mostrado na Tabela 12. Solu¢do 6tima encontrada
Xo= x1 =3, =1,x3 = 1,04 =20, x5 = 60, x5 = —40, x7 = 80, x3 = 40, x9 = 0, x19 = 140,
x11 = 20, x;2 =0 e x13 = 80.

Tabela 12 — Quadro 6timo de Ps

RHS —x; —x3 —X12 —X9
X, | 40/7 -2 10/7 -3/35 -—-3/35
xp | 4)7 0 8/7 —1/35 —1/35
x¢ | —40 0 40 —1 0
xi0 | 140 —40 —40 1 0
X8 40 0 80 —2 —1
x| 20 —40 40 —1 0
x13 | 80 0 —80 1 0
X7 80 0 0 0 0
X4 20 0 40 —1 0
X5 60 0 —40 1 0

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Em P5 nenhum teste de sondagem ¢é satisfeito.
Passo 5

O subproblema néo foi sondado e deve ser voltado ao passo 2.
Passo 2 - Escolha da variavel para separacao

A tnica varidvel com valor corrente nao inteiro, x; € usada para realizar a separagao do
subproblema. Assim, Ps € separado em dois novos subproblemas, P; e Py

P

p={"
x1 <0
P

P={"
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Passo 3 - Resolucao do subproblema escolhido

Através da regra LIFO, P € escolhido para ser resolvido primeiramente. Pg serd resol-

vido fazendo a reotimizacio do quadro 6timo de Ps através do algoritmo DSC.

Ps Ry ={2,9, 12}
x1>1 Ry = {3}

P =

Através do quadro 6timo de Ps mostrado na tabela (12), x; deve sair da base, pois seu LI
estd sendo violado. A escolha da varidvel ndo basica x;, que deve entrar na base, € encontrada
através da relacao (109) x;, = (i%’;) = min{%; %} = % = x3 deve entrar na base. Os
novos conjuntos sao Ry = {1,2,9, 12} e R, = 0. Apds a pivotagem do quadro 6timo de Ps e
da atualizacdo da coluna RHS € obtido o quadro 6timo de Pg mostrado na tabela (13). Solucao
6tima encontradax, = 2, x; = 1,x, = 1, x3 = £, x4 = 35, x5 = 45, xg = —25, x; = 80, x5 = 70,

X9 = 0, X10 = 125,)611 = 35,X12 =0 € X13 = 50.

Tabela 13 — Quadro 6timo de Pg

RHS —x» —x; —X12 —X9
X, | 25/4 -2 -5/4 —1/20 —1/20
x3 | 13/8 0 7/8 —1/40 —1/40
X6 | —25 0 -35 0 1
xio | 125 —40 35 0 —1
Xg 70 0 -70 0 1
x| 35 —40 =35 0 1
x13 | 50 0 70 —1 -2
X7 80 0 0 0 0
X4 35 0 -35 0 1
X5 45 0 35 0 —1

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Em Py € acionado o teste 1, pois x, = % =6,25 > 7" = 6. Assim, o subproblema Ps é
sondado

Passo 5

Como o subproblema foi sondado e ainda existem subproblemas niao sondados deve ser
voltado ao passo 3.
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Passo 3 - Resolucéo do subproblema escolhido

P; deve ser resolvido fazendo a reotimizagdo do quadro 6timo de Ps através do algoritmo

DSC.
Ps R ={2,9,12}

x1 <0 RZ:{3}

Através do quadro 6timo de Ps mostrado na Tabela 12, x; deve sair da base pois seu LS

P =

estd sendo violado. A escolha da varidvel ndo bésica que deve entrar na base x; € encontrado
através da relacdo (108), mas ndo existe candidato para entrar na base, portanto, o problema P

¢ infactivel.
Passo 4 - Testes de Sondagem

Em P; € acionado o teste 2 pois é infactivel, portanto, o subproblema Py é sondado
Passo 5

Como o subproblema foi sondado e ainda existem subproblemas ndo sondados, deve ser

voltado ao passo 3.
Passo 3 - Resolucéo do subproblema escolhido

Pz deve ser resolvido fazendo a reotimizac¢do do quadro 6timo de P através do algoritmo
DSC.
Py Ry =19, 11, 12}

P; =
x <0 Ry = {1}

Através do quadro 6timo de P; mostrado na Tabela 9, x, deve sair da base, pois seu LS
estd sendo violado. A escolha da varidvel ndo basica x;, que deve entrar na base, € encontrada

através da relagdo (108), mas ndo existe candidato para entrar na base, portanto, o problema P3

€ infactivel.
Passo 4 - Testes de Sondagem

Em P; € acionado o teste 2, pois € infactivel, portanto, o subproblema P3 é sondado
Passo 5

Como o subproblema foi sondado e nao existem subproblemas que devem ser analisa-

dos, entdo, ¢ finalizado o algoritmo B&B.
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As solucdes para este exemplo ilustrativo sao apresentadas nas Figuras 11 e 12 apresen-
tadas na Se¢do 3.6. A arvore B&B resultante da solucdo deste exemplo ilustrativo também ¢é

apresentada na Secao 3.6 pela Figura 13.
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ANEXO A - DADOS DOS SISTEMAS DE TRANSMISSAO

Nesta anexo sdo apresentados todos os dados dos sistemas testes usados no trabalho,
Garver de 6 barras e IEEEa de 24 barras. Para cada sistema sdo apresentadas duas tabelas, a
primeira com nimero de barras, geracao e demanda e a segunda com os ramos ou corredores,

linhas existentes, fluxo méximo e custo. Esses dados estao disponiveis em UNESP (2012).

Tabela 14 — Dados das barras do sistema de

Garver
Barra | Geragao (MW) | Demanda (MW)
150 80
2 0 240
3 360 40
4 0 160
5 0 240
6 600 0

Fonte: UNESP (2012)

Tabela 15 — Dados dos ramos do sistema de Garver

Ramo Circuitos Miéximo Fluxo de Custo
Existentes Poténcia Ativa (MW) (Milhoes US$)
1-2 1 100 40
1-3 0 100 38
1-4 1 80 60
1-5 1 100 20
1-6 0 70 68
2-3 1 100 20
2-4 1 100 40
2-5 0 100 31
2-6 0 100 30
3-4 0 82 59
3-5 1 100 20
3-6 0 100 48
4-5 0 75 63
4-6 0 100 30
5-6 0 78 61

Fonte: UNESP (2012)
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Tabela 16 — Dados das barras do sistema IEEEa

Barra Geracdo (MW) | Demanda (MW)
1 576 324
2 576 291
3 0 540
4 0 222
5 0 213
6 0 408
7 900 375
8 0 513
9 0 525
10 0 585
11 0 0
12 0 0
13 1773 795
14 0 582
15 645 951
16 465 300
17 0 0
18 1200 999
19 0 543
20 0 384
21 1200 0
22 900 0
23 1980 0
24 0 0

Fonte: UNESP (2012)

Tabela 17 — Dados dos ramos do sistema IEEEa

(continua)
Ramo Circuitos Miaximo Fluxo de Custo
Existentes Poténcia Ativa (MW) (Milhoes US$)
1-2 1 175 3
1-3 1 175 55
1-5 1 175 22
2-4 1 175 33
2-6 1 175 50
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Tabela 17 — Dados dos ramos do sistema IEEEa

(continuagao)

Ramo Circuitos Miéximo Fluxo de Custo
Existentes Poténcia Ativa (MW) (Milhoes US$)
3-9 1 175 31
3-24 1 400 50
4-9 1 175 27
5-10 1 175 23
6-10 1 175 16
7-8 1 175 16
8-9 1 175 43
8-10 1 175 43
9-11 1 400 50
9-12 1 400 50
10-11 1 400 50
10-12 1 400 50
11-13 1 500 66
11-14 1 500 58
12-13 1 500 66
12-23 1 500 134
13-23 1 500 120
14-16 1 500 54
15-16 1 500 24
15-21 2 500 68
15-24 1 500 72
16-17 1 500 36
16-19 1 500 32
17-18 1 500 20
17-22 1 500 146
18-21 2 500 36
19-20 2 500 55
20-23 2 500 30
21-22 1 500 94
1-8 0 500 35
2-8 0 500 33
6-7 0 500 50
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ANEXO A - DADOS DOS SISTEMAS DE TRANSMISSAO

Tabela 17 — Dados dos ramos do sistema IEEEa

(conclusao)

Ramo Circuitos Maéximo Fluxo de Custo
Existentes Poténcia Ativa (MW) (Milhoes US$)

13-14 0 500 62

14-23 0 500 86

16-23 0 500 114

19-23 0 500 84

Fonte: UNESP (2012)
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