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RESUMO

A presente pesquisa considera a análise teórica e a implementação computacional do algo-

ritmo Dual Simplex Canalizado especializado na reotimização eficiente dos subproblemas ge-

rados pelo algoritmo Branch and Bound para resolver problemas de Programação Linear Inteiro

Misto. Juntamente com estes algoritmos é implementado o algoritmo Primal Simplex Canali-

zado para resolver o problema de Programação Linear inicial resultante do problema Progra-

mação Linear Inteiro Misto após desconsiderar a restrição de integralidade das variáveis. Estes

algoritmos, adequadamente analisados e sistematizados são implementados através da lingua-

gem computacional FORTRAN 77 e empregados no Planejamento da Expansão de Sistemas

Transmissão modelados através do Modelo de Transportes que resulta em um problema de Pro-

gramação Linear Inteiro Misto.

Palavras chaves: Dual simplex canalizado. Branch and bound. Primal simplex canalizado.

Programação linear inteira mista. Planejamento da expansão de sistemas de transmissão. Mo-

delo de transportes.



ABSTRACT

This research considers the theoretical analysis and computational implementation of the Dual

Simplex algorithm for Bounded Variables specializes in efficient re-optimization of sub-problems

generated by the Branch and Bound algorithm to solve Mixed-Integer Linear Programming

problems. Along with these algorithms has been implemented Primal Simplex algorithm for

Bounded Variables to solve the initial Linear Programming problem result of a Mixed-Integer

Linear Programming problem after relaxing the integrality of the variables. These algorithms

has been adequately analyzed and implemented via the computer language FORTRAN 77. The

methodology has been tested on the Transmission Network Expansion Planning based on a

transportation model that results in a Mixed-Integer Linear Programming.

Keywords: Dual simplex for bounded variables. Branch and bound. Primal simplex for

bounded variables. Mixed-integer linear programming. Transmission network expansion plan-

ning. Transportation model.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA EXPANSÃO DE SISTEMAS DE TRANS-

MISSÃO

O problema de Planejamento da Expansão de Sistemas de Transmissão (PEST) a longo

prazo é um problema clássico de sistemas de energia elétrica. Neste problema, dada uma con-

figuração inicial para o sistema de transmissão (circuitos candidatos, dados de geração e de-

manda, limites de operação, custos e restrições de investimento em um horizonte de planeja-

mento), o objetivo é encontrar o plano ótimo da expansão do sistema de transmissão definindo

onde, quando e quais tipos de equipamentos devem ser utilizados ao longo de um período, a fim

de satisfazer o mercado de energia elétrica, seguindo especificações de qualidade no serviço a

um custo mínimo.

Este problema é um problema de Programação Não Linear Inteiro Misto (PNLIM) e

possui algumas particularidades específicas, tais como, rede inicial não conexa, fenômeno da

explosão combinatorial (quando crescem as alternativas de investimento em sistemas de médio

e grande portes) e modelagem matemática altamente não linear com existência de muitos óti-

mos locais. Devido a essas características específicas, o problema de PEST mereceu a atenção

de vários pesquisadores que utilizaram diversas técnicas para resolver um problema com essa

complexidade.

As principais dificuldades da resolução do problema de PEST estão relacionadas com a

sua natureza combinatorial que leva a números absurdos de alternativas, até mesmo em sistemas

de médio porte. Outra dificuldade é a sua estrutura multimodal com inúmeros ótimos locais,

dificultando assim, a convergência para ótimos locais de boa qualidade através das técnicas de

otimização aproximada. Como todo problema de otimização matemática, o problema de PEST

pode ser dividido em duas partes distintas: a modelagemmatemática e as técnicas de otimização

empregadas para determinar a solução. Com as dificuldades de resolução do problema PEST, é

necessário a escolha adequada da modelagem matemática e de uma técnica de solução de forma

a não tornar a sua resolução computacionalmente proibitiva.

A modelagem matemática pode considerar vários aspectos do problema PEST, den-

tre eles, modelagem da rede elétrica, forma de planejamento, exigências de segurança, riscos,

incertezas na demanda futura, formas de operação devido às regras do mercado de energia elé-

trica, etc. Na literatura especializada são apresentados vários modelos de rede elétrica como o

modelo CC, modelo de transportes, modelos híbridos, modelo CA, etc. A Seção 1.2 apresenta

uma breve introdução dos modelos CC e híbridos e faz uma abordagem do modelo de trans-

portes. Adicionalmente, apresenta um exemplo prático da modelagem matemática do problema

PEST através do modelo de transportes. O modelo de transportes é o mais importante para esta

pesquisa e é utilizado na resolução do problema PEST.

Para a solução dos modelos do problema PEST, muitas técnicas de otimização foram
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empregadas. Essas técnicas dividem-se em dois tipos: métodos exatos e métodos aproximados.

Os métodos exatos encontram a solução ótima global do problema real, possuindo grande efici-

ência em problemas de pequeno e médio porte e de baixa complexidade, mas em problemas de

grande porte apresentam esforço computacional muito elevado. Entre os métodos exatos mais

conhecidos estão o método de Decomposição de Benders e os métodos de Branch and Bound

(B&B), sendo este o mais importante para o presente trabalho. Os métodos aproximados podem

ser divididos em dois subgrupos: as heurísticas e as meta-heurísticas. Os métodos aproximados

possuem a vantagem de encontrar boas soluções com esforço computacional reduzido, mas não

garantem que a solução encontrada seja ótima global. A Seção 1.3 apresenta uma abordagem

sobre as técnicas de otimização mais utilizadas para a solução do problema PEST.

Em relação ao horizonte de planejamento, o problema PEST pode ser de dois tipos: pla-

nejamento estático da expansão, em que o horizonte de planejamento é de somente um estágio

e o planejamento dinâmico da expansão, também chamado multiestágio, em que o horizonte

de planejamento é dividido em vários períodos. No planejamento dinâmico da expansão de

sistemas de transmissão, para cada estágio do planejamento, é necessário conhecer a geração e

a demanda em cada barra do sistema. Neste trabalho, é utilizado apenas o modelo de planeja-

mento estático da expansão de sistemas de transmissão.

Na maioria das técnicas de otimização usadas para encontrar a solução do problema

PEST, resolve-se uma infinidade de problemas de Programação Linear (PL) com o auxílio de

softwares comerciais como o MINOS, GUROBI, CPLEX, etc. Neste trabalho, foi desenvolvido

um software (implementado na linguagem de programação FORTRAN 77) baseado no algo-

ritmo B&B para resolver o problema PEST através do modelo de transportes, gerando assim,

subproblemas de PL. Estes subproblemas de PL foram resolvidos através dos algoritmos Pri-

mal Simplex Canalizado (PSC) e Dual Simplex Canalizado (DSC), também desenvolvidos no

software, não havendo assim, a necessidade da utilização de softwares comerciais para esse fim.

1.2 MODELAGEMMATEMÁTICA DO PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA EXPAN-

SÃO DE SISTEMAS DE TRANSMISSÃO

Sendo o problema PEST um problema de otimização matemática, o mesmo pode ser

separado em dois processos consecutivos: modelagem matemática e técnicas de otimização

empregadas na busca da solução do modelo. Nesta seção, são apresentados três dos princi-

pais modelos matemáticos empregados na modelagem do problema PEST: (i) o modelo CC,

apresentado na Subseção 1.2.1; (ii) os modelos híbridos (não linear e linear), apresentados na

Subseção 1.2.2 e (iii) o modelo de transportes, foco desta pesquisa, apresentado na Subseção

1.2.3.

A modelagem matemática tem como objetivo representar adequadamente problemas da

vida real através de modelos matemáticos que relacionam variáveis de decisão com relações ma-

temáticas dos mais variados tipos e formas. Quando um problema real é modelado, o mesmo
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pode ser simulado e/ou solucionado, podendo assim, obter previsões de seu comportamento

sobre determinadas condições. A modelagem matemática pode representar um problema real

de maneira mais exata ou mais simplificada, ficando evidente que quanto maior a precisão de

sua representação, maior fica a complexidade de resolução do modelo matemático do problema

real. Nesse contexto, é visto que deve haver um comprometimento do modelo matemático es-

colhido para representar o problema real com a técnica de otimização escolhida para resolvê-lo.

A modelagem matemática deve representar adequadamente o problema real e ainda permitir

sua resolução através das técnicas de otimização e recursos computacionais atualmente existen-

tes (ROMERO, 1999). O conceito de modelagem matemática adequada muda com o tempo,

pois com a continuidade das pesquisas na área de otimização desenvolvendo novas técnicas

e com a rápida evolução dos computadores, modelos que antes eram considerados de grande

complexidade podem tornar-se adequados em outro contexto.

No PEST, o problema real consiste em um sistema elétrico com uma topologia corrente,

em que se deseja encontrar o plano ótimo da expansão do sistema e definir onde e quais tipos

de circuitos devem ser construídos para que o sistema opere de forma adequada com um cres-

cimento especificado da demanda em um horizonte de planejamento definido. A modelagem

matemática ideal, neste contexto, deveria representar o problema através de relações matemá-

ticas de fluxo de carga CA, levando em consideração a geração de cargas ativa e reativa, sendo

esse tipo de modelagem ainda pouco explorada devido a sua complexidade e suas dificuldades

de solução.

Um dos principais motivos em não utilizar o modelo CA no planejamento de sistemas de

transmissão é que geralmente a topologia inicial do sistema elétrico é não conexo, isto aumenta

sua complexidade de resolução. Outro motivo é que no planejamento de sistemas de trans-

missão resolve-se somente o problema de fornecimento de potência ativa no sistema elétrico

e, posteriormente, resolve-se o problema de fornecimento de potência reativa, fato que torna

a convergência do modelo CA com as atuais técnicas de otimização difícil ou até impossível

(ESCOBAR; ROMERO; GALLEGO, 2010).

Atualmente o modelo CC é considerado a modelagem matemática ideal para o PEST

por vários motivos. Entre os principais motivos, citam-se: (i) as dificuldades de utilizar o mo-

delo CA; (ii) a proximidade (obtida através de testes exaustivos) entre as soluções encontradas

utilizando os modelos CC e CA e (iii) existem várias técnicas de otimização que resolvem de

maneira adequada o problema PEST utilizando o modelo CC (LATORRE et al., 2003; LEE et

al., 2006; ROMERO, 1999).

Nas últimas décadas surgiram diversos modelos matemáticos para o problema de plane-

jamento de sistemas elétricos. Dentre eles, os modelos CC, híbridos e de transportes, apresen-

tados nesta seção, ainda continuam a ser usados em pesquisas. Os problemas resultantes destes

modelos matemáticos envolvem relações algébricas (lineares e/ou não lineares) e variáveis de

decisão (inteiras e mistas). O modelo CC, considerado como ideal no planejamento de sistemas

de transmissão, leva em consideração as duas Leis de Kirchhoff na modelagem do problema
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PEST e os modelos híbridos e de transportes são versões relaxadas do modelo CC.

1.2.1 Modelo CC

Considerado como o modelo ideal para o planejamento de sistemas de transmissão, o

modelo CC é o modelo mais explorado no PEST e continua sendo objeto de estudos e publi-

cações, além de que grande parte das técnicas de otimização são propostas para resolvê-lo. O

modelo CC é uma generalização do fluxo de carga CC, em que todos os circuitos devem obe-

decer as duas leis de Kirchhoff. Sendo assim, o modelo matemático é um problema de PNLIM

de alta complexidade. Neste contexto, para problemas de grande porte, atualmente todas as

técnicas de otimização encontram soluções de boa qualidade para este modelo, sem a garantia

de solução ótima global.

O problema PEST, utilizando o modelo CC, pode ser modelado como um problema de

PNLIM, como mostrado nas equações (1)-(7):

min v = ∑
i j∈Ωl

ci jni j (1)

s.a.

∑
ji∈Ωl

f ji− ∑
i j∈Ωl

fi j+gi = di ∀ i ∈Ωb (2)

fi j = γi j(ni j+n0i j)
(
θi−θ j

)
∀ i ∈Ωb (3)

| fi j| ≤ (ni j+n0i j) f i j ∀ i j ∈Ωl (4)

0≤ gi ≤ gi ∀ i ∈Ωb (5)

0≤ ni j ≤ ni j ∀ i j ∈Ωl (6)

ni j ∈ Z ∀ i j ∈Ωl (7)

A função objetivo (1) representa o custo do investimento na rede de transmissão devido

a adição de novos circuitos. A equação (2) representa as equações de balanço de potência ativa

(corresponde a Lei das Correntes de Kirchhoff (LCK)). A equação (3) define a não linearidade

do modelo CC (corresponde a Lei das Tensões de Kirchhoff (LTK)). A equação (4) representa

as equações de capacidade de transmissão dos circuitos (linhas e/ou transformadores). Na equa-

ção (4), o valor absoluto é necessário, pois o fluxo de potência ativa é bidirecional. A equação

(5) define os limites de geração em cada barra (se gi = 0, então a barra i é consumidora, caso

contrário, a barra i pode ser geradora). A equação (6) representa os limites do número de circui-

tos que podem ser instalados em cada caminho i j. A equação (7) representa o número inteiro

de circuitos que deve ser adicionado (linhas e/ou transformadores). A equação (7) representa a

maior fonte de complexidade do problema.
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1.2.2 Modelos Híbridos

A proposta de utilizar os modelos híbridos na modelagem matemática do problema de

planejamento dos sistemas de transmissão foi apresentada por vários autores e uma das princi-

pais foi apresentada por Villasana, Garver e Salon (1985). Os modelos híbridos são versões re-

laxadas do modelo CC que tentam contornar as dificuldades deste em relação a não conexidade

do sistema elétrico. Nos modelos híbridos somente uma parcela dos circuitos deve satisfazer as

duas leis de Kirchhoff. A utilização desse tipo de modelo tem como objetivo encontrar solu-

ções mais próximas das encontradas através do modelo CC, sem aumentar a complexidade do

problema. Os modelos híbridos podem ser divididos em modelo híbrido não linear e modelo

híbrido linear.

1.2.2.1 Modelo Híbrido Não Linear

O modelo híbrido não linear é uma proposta a qual utiliza características do modelo CC

e do modelo de transportes, com o objetivo de contornar alguns problemas apresentados pelos

modelos CC e de transportes. O modelo de transportes possui a flexibilidade para trabalhar com

redes não conexas, enquanto que o modelo CC apresenta problemas com esses tipos de rede.

Outro fator importante é que as soluções encontradas através do modelo de transportes podem,

às vezes, estar distante das soluções encontradas pelo modelo CC.

Na modelagem do problema PEST através do modelo híbrido não linear, na sua formu-

lação mais pura, especifica que uma parcela do sistema elétrico correspondente aos caminhos

que já possuem circuitos na configuração base e também os circuitos que são adicionados em

paralelo a esses circuitos devem satisfazer as duas leis de Kirchhoff. Outra parcela a qual cor-

responde aos novos caminhos devem satisfazer somente a LCK.

O problema PEST, utilizando o modelo híbrido não linear, pode ser modelado como um

problema de PNLIM, como mostrado nas equações (8)-(17):

min v = ∑
i j∈Ω1

l

ci jn
1
i j+ ∑

i j∈Ω2
l

ci jn
2
i j (8)

s.a.

∑
ji∈Ω2

l

f 2ji− ∑
i j∈Ω2

l

f 2i j+ ∑
ji∈Ω1

l

f 1ji− ∑
i j∈Ω1

l

f 1i j+gi = di ∀ i ∈Ωb (9)

f 1i j = γi j(n1i j+n0i j)(θi−θ j) ∀ i j ∈Ω1
l (10)

| f 1i j| ≤ (n1i j+n0i j) f
1
i j ∀ i j ∈Ω1

l (11)

| f 2i j| ≤ n2i j f
2
i j ∀ i j ∈Ω2

l (12)

0≤ gi ≤ gi ∀ i ∈Ωb (13)

0≤ n1i j ≤ n1i j ∀ i j ∈Ω1
l (14)

0≤ n2i j ≤ n2i j ∀ i j ∈Ω2
l (15)
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n1i j ∈ Z ∀ i j ∈Ω1
l (16)

n2i j ∈ Z ∀ i j ∈Ω2
l (17)

A função objetivo (8) representa o custo do investimento na rede de transmissão devido

a adição de novos circuitos. A equação (9) representa as equações de balanço de potência ativa

(corresponde a LCK). A equação (10) define a não linearidade do modelo híbrido não linear

(corresponde a LTK). As equações (11) e (12) representam, respectivamente, as equações de

capacidade de transmissão dos circuitos (linhas e/ou transformadores) nos circuitos adicionadas

em paralelo aos já existentes e nos circuitos adicionados em novos caminhos. Nas equações (11)

e (12), o valor absoluto é necessário, pois o fluxo de potência ativa é bidirecional. A equação

(13) define os limites de geração em cada barra (se gi = 0, então a barra i é consumidora, caso

contrário, a barra i pode ser geradora). As equações (14) e (15) representam os limites do

número de circuitos que podem ser instalados em cada caminho i j. As equações (16) e (17)

representam, respectivamente, o número inteiro de circuitos que deve ser adicionado (linhas

e/ou transformadores) em paralelo aos já existentes e o número inteiro de circuitos que deve

ser adicionado nos novos caminhos. As equações (16) e (17) representam a maior fonte de

complexidade do problema.

O problema PEST definido pelas equações (8)-(17) representa um problema de PNLIM,

visto que as restrições referentes a LTK são não lineares e as variáveis n1i j e n
2
i j são inteiras. Em

particular, apresenta complexidade parecida ao do modelo CC. Nesse contexto, para encontrar

a solução do problema através do modelo híbrido não linear é necessário utilizar as mesmas

técnicas de otimização empregadas no modelo CC e, portanto, pode ser mais conveniente tra-

balhar diretamente com o modelo CC, considerado ideal. Vale ressaltar que mesmo havendo

proximidades na forma de resolução dos modelos CC e híbrido não linear, este deve ser mais

fácil de resolver quando comparado ao modelo CC.

1.2.2.2 Modelo Híbrido Linear

Existe uma forma alternativa de utilizar a modelagem híbrida em que o problema re-

sultante é um problema de Programação Linear Inteiro Misto (PLIM). Essa modelagem é uma

versão relaxada do modelo híbrido não linear e pode ser mais fácil de resolver. A formulação

híbrida linear exige que todos os circuitos (existentes e adicionados) devem satisfazer a LCK

e somente os laços existentes devem respeitar a LTK. Neste contexto, equivale considerar dois

sistemas superpostos, a configuração base, que deve satisfazer as duas leis de Kirchhoff e o

sistema formado pelos circuitos candidatos à adição, que devem satisfazer somente a LCK.

O problema PEST, utilizando o modelo híbrido linear, pode ser modelado como um

problema de PLIM, como mostrado nas equações (18)-(25):



1.2. MODELAGEM MATEMÁTICA DO PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA EXPANSÃO DE SISTEMAS DE

TRANSMISSÃO 35

min v = ∑
i j∈Ωl

ci jni j (18)

s.a.

∑
ji∈Ωl

f ji− ∑
i j∈Ωl

fi j+ ∑
ji∈Ω0

l

f 0ji− ∑
i j∈Ω0

l

f 0i j+gi = di ∀ i ∈Ωb (19)

f 0i j = γi jn0i j
(
θi−θ j

)
∀ i j ∈Ω0

l (20)∣∣ f 0i j∣∣≤ n0i j f
0
i j ∀ i j ∈Ω0

l (21)∣∣ fi j∣∣≤ ni j f i j ∀ i j ∈Ωl (22)

0≤ gi ≤ gi ∀ i ∈Ωb (23)

0≤ ni j ≤ ni j ∀ i j ∈Ωl (24)

ni j ∈ Z ∀ i j ∈Ωl (25)

A função objetivo (18) representa o custo do investimento na rede de transmissão devido

a adição de novos circuitos. A equação (19) representa as equações de balanço de potência ativa

(corresponde a LCK). A equação (20) corresponde à LTK, válida para este modelo apenas nos

circuitos existentes. As equações (21) e (22) representam, respectivamente, as equações de

capacidade de transmissão dos circuitos (linhas e/ou transformadores) existentes e a capacidade

de transmissão dos circuitos que devem ser adicionados. Nas equações (21) e (22), o valor

absoluto é necessário, pois o fluxo de potência ativa é bidirecional. A equação (23) define os

limites de geração em cada barra (se gi = 0, então a barra i é consumidora, caso contrário, a

barra i pode ser geradora). A equação (24) representa os limites do número de circuitos que

podem ser instalados em cada caminho i j. A equação (25) representa o número inteiro de

circuitos que deve ser adicionado (linhas e/ou transformadores). A equação (25) representa a

maior fonte de complexidade do problema.

O modelo híbrido linear é um problema de PLIM com complexidade próxima do mo-

delo de transportes. Sendo assim, pode-se utilizar as mesmas técnicas de otimização usadas

para resolver o modelo de transportes. Além disso, o modelo híbrido linear é uma versão rela-

xada do modelo CC e do modelo híbrido não linear, logo, é evidente que o problema resultante é

uma representação menos adequada do problema real e, portanto, a solução pode estar distante

da solução encontrada utilizando o modelo CC.

1.2.3 Modelo de Transportes

O modelo de transportes foi a primeira proposta sistemática de modelagem do planeja-

mento de sistemas de transmissão proposto por Garver (1970), sugerindo a utilização de mode-

los diferentes para problemas de operação e de planejamento. Segundo Silva (2013), a proposta

apresentada por Garver (1970) tornou-se fundamental em pesquisas do problema PEST, pois

era a única forma de otimizar o problema com as técnicas disponíveis na época. Devido às
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dificuldades da utilização do fluxo de carga CA, Garver (1970) sugeriu a utilização de mode-

los matemáticos mais relaxados, também chamados modelos de síntese de rede, que permitem

encontrar topologias atrativas para o crescimento do sistema elétrico, mesmo que sejam aproxi-

madas.

A modelagem do problema PEST através do modelo de transportes leva em conside-

ração somente a LCK e restrições de capacidade de circuitos e geradores. Neste contexto, o

modelo de transportes é uma versão relaxada do modelo CC que é considerado o modelo ideal

para o PEST representando, dessa forma, o modelo de rede mais elementar.

O modelo de transportes não utiliza a LTK e, portanto, é um problema de PL. Outro

fato importante é a utilização de variáveis inteiras na sua modelagem, o que acarreta em uma

maior complexidade de solução. Assim, diante destas observações, a modelagem matemática

do problema PEST com o modelo de transportes é um problema de PLIM e, mesmo com a ca-

racterística de ser o modelo de rede mais elementar, sistemas de grande porte podem apresentar

difículdades na sua resolução.

O objetivo do modelo de transportes é encontrar uma configuração que produz o menor

investimento no plano de expansão do sistema elétrico e condições adequadas de operação desse

sistema. Condições adequadas de operação significam que o sistema deve satisfazer a LCK e

que os circuitos e as usinas de geração operem dentro de seus limites especificados.

O problema PEST, usando o modelo de transportes, pode ser modelado como um pro-

blema de PLIM, como mostrado nas equações (26)-(31), conforme apresentado por Gallego,

Monticelli e Romero (1998b), Silva, Gil e Areiza (2000), Latorre et al. (2003), Escobar (2008)

e Silva (2013):

min v = ∑
i j∈Ωl

ci jni j (26)

s.a.

∑
ji∈Ωl

f ji− ∑
i j∈Ωl

fi j+gi = di ∀ i ∈Ωb (27)

| fi j| ≤ (ni j+n0i j) f i j ∀ i j ∈Ωl (28)

0≤ gi ≤ gi ∀ i ∈Ωb (29)

0≤ ni j ≤ ni j ∀ i j ∈Ωl (30)

ni j ∈ Z ∀ i j ∈Ωl (31)

A função objetivo (26) representa o custo do investimento na rede de transmissão devido

a adição de novos circuitos. A equação (27) representa as equações de balanço de potência ativa

(corresponde a LCK). A equação (28) representa as equações de capacidade de transmissão dos

circuitos (linhas e/ou transformadores). Na equação (28), o valor absoluto é necessário, pois

o fluxo de potência ativa é bidirecional. A equação (29) define os limites de geração em cada

barra (se gi = 0, então a barra i é consumidora, caso contrário, a barra i pode ser geradora). A

equação (30) representa os limites do número de circuitos que podem ser instalados em cada

caminho i j. A equação (31) representa o número inteiro de circuitos que deve ser adicionado
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(linhas e/ou transformadores). A equação (31) representa a maior fonte de complexidade do

problema.

A presença de variáveis inteiras na equação (31) aumenta a complexidade de resolução

do modelo, principalmente em sistemas de grande porte. Além disso, na maioria dos problema

é necessário resolver muitos problemas de PL para encontrar uma solução ótima inteira, conse-

quentemente, deve-se utilizar algoritmos especializados como, por exemplo, o algoritmo B&B.

A grande vantagem trazida pelo modelo de transportes é que praticamente não existe

diferença em modelar problemas conexos ou altamente ilhados, já que a técnica de otimização

resolve esse tipo de problema da mesma forma que em sistemas conexos, como mostra os

Exemplos 1 e 2. A desvantagem de usar o modelo de transportes é que algumas vezes a solução

ótima assume valores distantes dos valores encontrados através do modelo CC.

Exemplo 1: Sistema de 3 barras conexo

Figura 1 – Sistema de 3 barras

f13 f23

f13 = 40MW f23 = 40MW
c13 = 2 c23 = 2

�13 = 2
1 �23 = 2

1

2

3

1
f12 = 35MW

f12

c12 = 3 �12 = 3
1

g1 = 80MW

20MW

60MW

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

A Figura 1 apresenta um sistema de três barras e três ramos de transmissão onde será

apresentada sua modelagem através do modelo de transportes. Os dados deste sistema, também

mostrados na Figura 1, são os seguintes:

Custo dos circuitos: c12 = 3, c13 = 2 e c23 = 2US$

Susceptâncias: γ12 = 1
3 , γ13 = 1

2 e γ23 = 1
2 (p.u. para uma base de 100MW);

Geração máxima e carga: g= 80MW, d2 = 60MW e d3 = 20MW;

Fluxo máximo por linha: f 12 = 35MW, f 13 = 40MW e f 23 = 40MW;

Número máximo de adições permitida por caminho: n12 = n13 = n23 = 2.

O sentido do fluxo fi j, mostrado na Figura 1, é da barra de menor para maior numeração.

As equações que correspondem à LCK, aplicadas para cada barra, considerando positivo
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o fluxo que entra na barra, produz as seguintes equações:

Barra 1 : − f12− f13+g1 = 0

Barra 2 : f12− f23−60= 0

Barra 3 : f13− f23−20= 0

As inequações que correspondem aos limites de capacidade de transmissão são as se-

guintes:
Circuito 1−2 : | f12| ≤ 35(1+n12)

Circuito 1−3 : | f13| ≤ 40(1+n13)

Circuito 2−3 : | f23| ≤ 40(1+n23)

A restrição sobre a capacidade de geração produz a seguinte restrição:

Barra de geração 1 : 0≤ g1 ≤ 80

As restrições sobre o número máximo de adições permitido em cada caminho candidato

são as seguintes:
Circuito 1−2 : 0≤ n12 ≤ 2

Circuito 1−3 : 0≤ n13 ≤ 2

Circuito 2−3 : 0≤ n23 ≤ 2

A função objetivo assume a seguinte forma: min v= 3n12+2n13+2n23. Finalmente, a

modelagem matemática da Figura 1 assume a seguinte forma:

min v= 3n12+2n13+2n23
s.a.

− f12 − f13 +g1 = 0

f12 − f23 = 60

f13 + f23 = 20

| f12| ≤ 35(1+n12)

| f13| ≤ 40(1+n13)

| f23| ≤ 40(1+n23)

0≤ g1 ≤ 80

n12 ∈ {0, 1, 2}

n13 ∈ {0, 1, 2}

n23 ∈ {0, 1, 2}

f12, f13 e f23 irrestrito

(32)
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Exemplo 2: Sistema de 3 barras não conexo

Figura 2 – Sistema de 3 barras completamente ilhado

f13 f23

f13 = 40MW f23 = 40MW
c13 = 2 c23 = 2

�13 = 2
1 �23 = 2

1

2

3

1
f12 = 35MW

f12

c12 = 3 �12 = 3
1

g1 = 80MW

20MW

60MW

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

A Figura 2 representa o mesmo sistema de três barras da Figura 1, exceto que não existe

mais circuitos de transmissão ligando as barras, isto é, o novo sistema é completamente ilhado.

Neste caso, como não existe circuitos de transmissão ligando as barras, pretende-se

realizar o planejamento de um sistema que não existe, portanto, o sistema está completamente

ilhado. Entretanto, a diferença da modelagem matemática desse sistema é diferente das outras

modelagem nas restrições que correspondem aos limites de fluxo nos circuitos, pois agora no12=

no13 = no23 = 0. Assim, a modelagem matemática assume a seguinte forma:

min v= 3n12+2n13+2n23
s.a.

− f12 − f13 +g1 = 0

f12 − f23 = 60

f13 + f23 = 20

| f12| ≤ 35n12
| f13| ≤ 40n13

| f23| ≤ 40n23
0≤ g1 ≤ 80

n12 ∈ {0, 1, 2}

n13 ∈ {0, 1, 2}

n23 ∈ {0, 1, 2}

f12, f13 e f23 irrestrito

(33)
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1.3 TÉCNICAS DE OTIMIZAÇÃO USADAS NO PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA

EXPANSÃO DE SISTEMAS DE TRANSMISSÃO

Nos últimos anos muitos trabalhos foram desenvolvidos utilizando técnicas de otimiza-

ção na resolução do problema PEST, dentre eles, citam-se Garver (1970), Villasana, Garver e

Salon (1985), Pereira e Pinto (1985), Romero e Monticelli (1994a), Gallego, Monticelli e Ro-

mero (1998a), Gallego, Monticelli e Romero (1998b), Haffner et al. (2000), Silva, Gil e Areiza

(2000), Silva et al. (2001), Binato, Oliveira e Araujo (2001), Latorre et al. (2003), Fang e Hill

(2003), Hashimoto, Romero e Mantovani (2003), Silva et al. (2005), Choi et al. (2005), Faria et

al. (2005) e Romero, Rider e Silva (2007) . As técnicas de otimização empregadas na resolução

do problema PEST podem ser divididas em dois grupos: (a) métodos exatos, também chama-

dos de métodos clássicos de otimização e (b) métodos aproximados, que podem ser divididos

novamente em dois subgrupos (i) algoritmos heurísticos e (ii) meta-heurísticas.

1.3.1 Métodos Clássicos de Otimização

Entre os métodos clássicos de otimização mais conhecidos estão o método de decom-

posição de Benders e os métodos de B&B. Estes tipos de algoritmos garantem a otimalidade

da solução e apresentam excelente eficiência em problemas pequenos e de baixa complexidade.

Entretanto, em sistemas de grande porte apresentam dificuldades de convergência e elevado

esforço computacional.

Muitas pesquisas utilizaram o algoritmo de decomposição de Benders na resolução do

problema PEST, entre as principais estão Granville e Pereira (1985), Pereira et al. (1985), Pe-

reira (1987), Romero e Monticelli (1994a), Romero e Monticelli (1994b), Binato (2000) e Haff-

ner et al. (2000). Romero e Monticelli (1994a) apresentaram as soluções ótimas de sistemas de

pequeno e médio porte que anteriormente não eram conhecidas. Este fato gerou grandes expec-

tativas sobre a aplicação do algoritmo de decomposição de Benders na resolução do problema

PEST, mas mostrou-se ineficiente na resolução de problemas de grande porte (BINATO, 2000;

HAFFNER et al., 2000; ROMERO; MONTICELLI, 1994a).

Várias pesquisas utilizaram os algoritmos B&B e Branch and Cut para resolver o pro-

blema PEST, dentre elas, Shin e Park (1993), Levi (1995), Haffner et al. (2000), Haffner et al.

(2001), Bahiense et al. (2001), Alguacil, Motto e Conejo (2003), Oliveira et al. (2004), Asada

et al. (2005), Choi et al. (2005), Carrión, Arroyo e Alguacil (2007), Fisher, O’Neill e Ferris

(2008), Alguacil, Carrión e Arroyo (2008) e Garcés et al. (2009). Os trabalhos de Haffner et al.

(2000) e Haffner et al. (2001) apresentam um algoritmo B&B para resolver o problema PEST

modelado a partir do modelo de transportes. Estes trabalhos mostraram que o algoritmo B&B

possui maior eficiência comparado ao algoritmo de decomposição de Benders.

Para esta pesquisa foi escolhido o algoritmo B&B como técnica de otimização para

o problema PEST, modelado a partir do modelo de transportes, de modo a implementar um
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eficiente algoritmo do tipo DSC para resolver os subproblemas gerados pelo algoritmo B&B,

reotimizando-os a partir da solução ótima do problema inicial. Na Seção 2.3 é feita uma apre-

sentação mais detalhada do algoritmo B&B.

1.3.2 Métodos Heurísticos

Existem vários trabalhos na literatura que utilizam algoritmos heurísticos para resolver

o problema PEST, como, Garver (1970), Pereira e Pinto (1985) e Villasana, Garver e Salon

(1985). O primeiro algoritmo de importância para o PEST foi o Algoritmo de Garver (AG)

para o modelo de transportes apresentado por Garver (1970). Garver (1970) sugere resolver o

modelo de transportes com integralidade relaxada, isto é, resolver o PL resultante da modela-

gem, para que se possa identificar qual circuito é mais atrativo para ser adicionado ao sistema

elétrico. A ideia de Garver pode ser estendida para os outros modelos e também generalizada

para o planejamento dinâmico da expansão de sistemas de transmissão como apresentados por

Romero et al. (2003), Rider, Garcia e Romero (2004) e Rider, Garcia e Romero (2007).

Os algoritmos heurísticos apresentam a vantagem de serem rápidos e robustos. No

entanto, estes algoritmos só apresentam soluções de boa qualidade e, raramente, encontram a

solução ótima em sistemas de grande porte. Além disso, não fornecem informações sobre a

qualidade da solução obtida.

Atualmente, os algoritmos heurísticos ainda representam um interessante tema de pes-

quisa, e as soluções encontradas por eles podem ser usadas como base para algoritmos que

demandam maior esforço computacional, como, as meta-heurísticas.

1.3.3 Meta-heurísticas

Na década de 90 surgiu uma nova classe de algoritmos heurísticos chamada de meta-

heurísticas. As meta-heurísticas são diferentes dos algoritmos heurísticos tradicionais, geral-

mente mais eficientes e com esforço computacional variável. Pertencem a classe das meta-

heurísticas os algoritmos simulated annealing, algoritmos genéticos e evolutivos, tabu search,

GRASP, particle swarm, ant colony, etc. (GLOVER; KOCHENBERGER, 2003).

Nos últimos anos, as meta-heurísticas estão sendo amplamente utilizadas na resolução

do problema PEST, como pode ser visto em Romero, Gallego e Monticelli (1996), Gallego

et al. (1997), Gallego, Monticelli e Romero (1998a), Gallego, Monticelli e Romero (1998b),

Silva, Gil e Areiza (2000), Gallego, Monticelli e Romero (2000), Silva et al. (2001), Binato,

Oliveira e Araujo (2001), Faria et al. (2005) e Silva et al. (2005). As grandes vantagens apre-

sentadas pelas meta-heurísticas é que são relativamente simples de implementar, são robustas e

encontram soluções ótimas ou quase ótimas mesmo em sistemas grandes e complexos com um

esforço de processamento elevado, mas não proibitivo. Adicionalmente, quando se aumenta

a complexidade do modelo matemático a aplicabilidade das meta-heurísticas sofre pouca ou
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quase nenhuma alteração. Por outro lado, uma das desvantagens que elas apresentam deve-se

ao elevado tempo de processamento para encontrar uma solução de excelente qualidade além

de não garantir sua otimalidade.
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2 O MODELO DE TRANSPORTES E A TÉCNICA DE BRANCH AND BOUND

2.1 INTRODUÇÃO

Como apresentado na Seção 1.2, o problema de Planejamento da Expansão de Sistemas

de Transmissão (PEST) pode ser representado usando vários modelos matemáticos. Em parti-

cular, o modelo de transportes sugerido por Garver (1970) foi a primeira proposta sistemática

de modelagem do problema PEST diferente das utilizadas na análise de operação de sistemas

elétricos, onde são utilizados modelos de fluxo de carga CA que representam de forma mais

adequada o problema real.

Geralmente, os modelos como o fluxo de carga CA não são usados no PEST, pois a

topologia inicial dos sistemas elétricos usados no planejamento não é conexa e também por-

que o problema de reativos ainda não foi resolvido. Essas características implicam em sérios

problemas de convergência mesmo em sistemas conexos.

Garver (1970) apresentou o primeiro algoritmo de grande difusão inaugurando a fase

dos algoritmos heurísticos usados para resolver o PEST. Basicamente, esses algoritmos consis-

tem em ir adicionando um circuito em cada passo (através de um indicador de sensibilidade que

mostra o circuito mais atrativo) até que sejam satisfeitas todas as condições de operação.

O algoritmo desenvolvido por Garver (1970) foi uma estratégia para encontrar uma solu-

ção de boa qualidade, não necessariamente a solução ótima, em sistemas grandes e complexos.

Para encontrar a solução ótima do modelo de transportes é necessário resolver um problema de

Programação Linear Inteiro Misto (PLIM), em que se deve utilizar métodos exatos de otimiza-

ção que garantem a otimalidade da solução como, por exemplo, o algoritmo Branch and Bound

(B&B).

O uso do algoritmo B&B exige o uso de conhecimentos profundos de programação

linear e programação inteira. A implementação deste algoritmo também exige um elevado grau

de conhecimento em linguagens de programação, além de serem necessários computadores

de grande velocidade para resolver sistemas reais. Muitas dessas ferramentas não estavam

disponíveis na década de 60 quando foi desenvolvido o trabalho de Garver e, portanto, não era

possível utilizar o algoritmo B&B para resolver o problema PEST.

A proposta de Garver foi um grande avanço na pesquisa do problema PEST, pois era a

única maneira que existia para resolver problemas de PEST de grande porte. O algoritmo heu-

rístico construtivo de Garver ou simplesmente Algoritmo de Garver (AG) é robusto e apresenta

esforço computacional muito pequeno. Adicionalmente, muitas características e propriedades

deste algoritmo podem ser incorporadas em algoritmos mais complexos, como, por exemplo,

no algoritmo B&B pode ser usado o AG para encontrar uma solução incumbente inicial de

boa qualidade. Devido a grande importância da proposta de Garver (1970), na Seção 2.2 é

apresentado mais detalhadamente o AG.

Com o avanço das pesquisas e dos recursos computacionais, atualmente, já é possível
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utilizar o algoritmo B&B de forma mais adequada na resolução para o problema PEST. Na

Seção 2.3 é feita uma abordagem mais ampla do algoritmo B&B aplicado na resolução do

problema PEST através do modelo de transportes.

2.2 O ALGORITMO DE GARVER

Como apresentado na Seção 1.2, verifica-se que: (i) ao utilizar o modelo de transportes

e o modelo híbrido linear é obtido um PLIM e (ii) ao utilizar os modelos CC e o modelo

híbrido não linear é obtido um problema de Programação Não Linear Inteiro Misto (PNLIM).

Atualmente, ainda é difícil resolver problemas de PNLIM, principalmente em sistemas reais de

grande porte. Devido a este fato, nas pesquisas iniciais sobre o problema PEST foram utilizados

os algoritmos heurísticos construtivos para resolver este problema em sistemas reais, como é o

caso do algoritmo de Garver apresentado por Garver (1970).

Um algoritmo heurístico construtivo para resolver o problema PEST consiste em um

procedimento passo a passo, em que é adicionado em cada passo um ou vários circuitos no ca-

minho mais atrativo para expansão do sistema elétrico. Este caminho mais atrativo é escolhido

através de um indicador de sensibilidade local que de alguma forma indica a variação da função

objetivo devido a alguma mudança dos parâmetros do sistema elétrico corrente.

Um algoritmo heurístico construtivo nem sempre encontra a configuração ótima do

PEST, geralmente, este tipo de algoritmo encontra a configuração ótima de sistemas peque-

nos e configurações de boa qualidade para sistemas de médio e grande porte. Estes algoritmos

mostraram-se importantes por vários motivos, dentre eles, por ser a única maneira de resolver o

problema PEST de sistemas elétricos de grande porte nas décadas de 60 e 70; a maioria destes

algoritmos são robustos, simples de entender, programar e usar; apresentam esforço compu-

tacional reduzido; muitas características destes algoritmos podem ser incorporadas em outros

algoritmos mais complexos e; ainda continuam a ser muito usados pelas empresas de energia

elétrica.

No trabalho de Garver (1970) foi sugerida a utilização do modelo de transportes apre-

sentado pelas equações (26)-(31) para resolver o problema PEST. A solução encontrada utili-

zando o modelo de transportes não é necessariamente a mesma que a encontrada pelo modelo

CC pelo motivo que o modelo de transportes não leva em consideração a Lei das Tensões de Kir-

chhoff (LTK). Pelos motivos apresentados na Subseção 1.2.3 o modelo de transportes mostra-se

uma boa alternativa de modelagem do problema PEST.

O modelo de transportes para o problema PEST apresentado pelas equações (26)-(31)

é um problema de PLIM em que as variáveis ni j devem ser inteiras. Ao relaxar a integralidade

das variáveis ni j do problema (26)-(31) é obtido um problema de Programação Linear (PL),

também chamado de PL correspondente. Desta forma, a ideia extraordinária de Garver consiste

em usar o PL correspondente como uma estratégia para encontrar uma boa solução do problema

original.
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O AG consiste em resolver o PL correspondente e encontrar a solução ótima não inteira

para a configuração corrente noi j. Conhecidas as incógnitas ni j (encontradas através de um al-

goritmo para resolver o PL correspondente), pode-se encontrar os fluxos de potência em todos

os circuitos antigos (noi j) e novos (ni j). Aquele caminho i j que apresentar o maior fluxo de po-

tência ativa, representa o caminho mais atrativo para adição de circuitos. Portanto, adiciona-se

um circuito no caminho identificado como mais atrativo e atualiza-se a configuração corrente

de acordo com a adição escolhida. Repete-se esta estratégia adicionando em cada passo um

circuito no caminho mais atrativo. O processo termina quando a solução do PL correspondente

à configuração corrente apresenta solução com todos os ni j = 0 (significa que não é mais neces-

sário realizar mais adição ao conjunto de adições realizadas) e a configuração corrente é uma

configuração factível e eventualmente ótima para o sistema elétrico. O AG pode ser resumido

nos seguintes passos:

Algoritmo 1 Algoritmo Heurístico Construtivo de Garver

1. Assumir a configuração base noi j como configuração corrente.

2. Resolver o PL correspondente do problema (26)-(31) para a configuração corrente. Se

todos os ni j = 0 então pare, pois foi encontrada uma boa configuração factível. Caso

contrário ir ao passo 3.

3. Calcular os fluxos em todos os novos circuitos adicionados pelo PL, (ni j �= 0), usando

a relação f vi j = ni j f i j. Identificar o caminho novo i j com o maior valor de fluxo f vi j e

atualizar a configuração corrente adicionando um circuito naquele caminho i j. Voltar ao

passo 2.

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

O maior esforço computacional do AG está no passo 2 em que é necessário utilizar outro

algoritmo para resolver o PL correspondente. Existem algumas modificações que podem tornar

o AG mais rápido, isto é, o algoritmo de resolução do PL correspondente será chamado menos

vezes. Estas modificações podem acelerar o AG, mas nem sempre, as soluções obtidas serão de

melhor qualidade. Assim, as modificações que podem ser realizadas são as seguintes:

1. Após a resolução do primeiro PL, pode-se incorporar na configuração base, simultanea-

mente, a parte inteira de todos os circuitos que apresentam valores de ni j ≥ 1.

2. Em cada passo, pode-se escolher para adição de um circuito, aquele caminho com maior

valor de ni j em lugar de escolher o caminho com maior valor de f vi j.

3. Em cada passo, pode-se manter o critério de adição daquele caminho com maior valor de

f vi j, mas em lugar de adicionar um circuito simples naquele caminho, pode-se adicionar

um número de circuitos igual a parte inteira de ni j.
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4. Incorporar um processo de Fase II para retirar circuitos irrelevantes adicionados na fase

inicial.

2.3 ALGORITMO BRANCH AND BOUND PARA O MODELO DE TRANSPORTES

Amodelagemmatemática do problema de PEST através do modelo de transportes apre-

sentado pelas equações (26)-(31) é um problema de PLIM, assim é necessário a utilização de

algoritmos especializados na resolução de PLIM para encontrar uma solução ótima inteira para

esse tipo de problema.

Existem vários algoritmos que resolvem PLIM, dentre eles, o Algoritmo B&B mostra-

se uma metodologia adequada para encontrar a configuração ótima do problema de PEST. Em

princípio, o B&B resolve qualquer problema de PLIM e, como o modelo matemático (26)-(31)

é um problema de PLIM, um algoritmo B&B convencional é capaz de encontrar a solução ótima

global para este tipo de problema.

O algoritmo B&B é conceitualmente simples. A ideia básica consiste em resolver um

PLIM resolvendo um conjunto de problemas de PL que são versões relaxadas do PLIM, isto

é, dividir a região factível do problema original em sub-regiões menores. Assim, inicialmente

deve ser resolvido o problema original (26)-(31) relaxando a integralidade das variáveis de

investimento que será chamado Po, através de um algoritmo de PL. Caso Po apresente solução

inteira, em que todas as variáveis inteiras tenham valores inteiros, o algoritmo B&B deve parar,

pois foi encontrada a solução ótima global do problema original (26)-(31). Caso contrário, isto

é, a solução de Po apresente valores não inteiros para alguma ou algumas variáveis inteiras, Po
deve ser separado em dois subproblemas P1 e P2, em que é escolhida uma variável inteira com

valor corrente não inteiro de Po para fazer a separação. Assim, se uma variável inteira ni j possui

valor corrente não inteiro n∗i j, então os subproblemas sucessores P1 e P2 são obtidos da seguinte

forma:

• Subproblema P1:

É o problema Po acrescido da restrição ni j ≤
⌊
n∗i j

⌋
em que

⌊
n∗i j

⌋
é o maior inteiro contido

em n∗i j;

• Subproblema P2:

É o problema Po acrescido da restrição ni j ≥
⌊
n∗i j

⌋
+1

O problema Po é separado em dois subproblemas menores P1 e P2, isto é, são problemas

mais restritos por causa da adição das novas restrições. Assim, os subproblemas são resolvidos,

ou então, através de técnicas empregadas na análise de sensibilidade verifica-se a possibilidade

de reotimizar os subproblemas gerados utilizando o quadro ótimo de Po através de um algo-

ritmo Dual Simplex Padrão, ou através de um algoritmo Dual Simplex Canalizado (DSC), que

neste caso é mais adequado por não aumentar o tamanho do problema original, porque leva em
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consideração somente os limites das variáveis inteiras com valores não inteiros escolhida para

fazer a divisão que está sendo alterada.

Depois de resolvidos os subproblemas, eles podem ainda apresentar valores não inteiros

para variáveis inteiras e serem separados novamente em novos subproblemas mais restritos,

como o problema é de minimização implica que os novos subproblemas terão funções objetivos

com valores maiores ou iguais ao da função objetivo do seu subproblema gerador. Entretanto,

às vezes a solução de um subproblema permite descobrir se ainda é necessário fazer a sua

separação em novos subproblemas e que, pelo contrário, o subproblema pode ser eliminado

do processo de busca. Um subproblema pode ser eliminado do processo de busca quando sua

solução apresenta as seguintes características:

1. A solução não é inteira, mas é de pior qualidade que a incumbente. Neste caso, o subpro-

blema corrente pode conter soluções inteiras dentro da sua região factível, mas serão de

pior qualidade que a solução incumbente. Portanto, o subproblema deve ser eliminado do

processo de busca.

2. A solução é infactível. Neste caso, os subproblemas sucessores continuarão sendo infac-

tíveis e, portanto, o subproblema deve ser eliminado do processo de busca.

3. A solução é inteira, isto é, todos os valores das variáveis inteiras são inteiros. Nesse caso,

se a solução do subproblema é inteira, significa que ainda podem existir outras soluções

inteiras dentro de sua região factível, mas certamente todas serão de pior qualidade. Se

a solução encontrada é de melhor qualidade que todas as soluções encontradas anterior-

mente ela é armazenada como incumbente. Portanto, não há a necessidade de continuar

buscando soluções inteiras dentro de sua região factível e o subproblema deve ser elimi-

nado de análises futuras.

As características apresentadas anteriormente são conhecidas como testes de sondagem.

O algoritmo B&B consiste fundamentalmente de uma estratégia de separação do problema em

subproblemas menores até que todos esses subproblemas menores sejam sondados.

Os subproblemas gerados podem ser apresentados em um gráfico chamado de Árvore

de Branch and Bound, em que os nós representam os subproblemas gerados e as arestas repre-

sentam as variáveis inteiras escolhidas para fazer a separação dos subproblemas. O algoritmo

B&B termina quando todos os subproblemas gerados forem sondados. A solução ótima global

é a melhor solução inteira encontrada, chamada também de solução incumbente.

Na verdade, no algoritmo B&B é implementado uma estratégia de enumeração implícita

e/ou explícita de todas as soluções inteiras da região factível do problema original, isso garante

que a melhor solução encontrada seja ótima global do problema.

Mesmo o algoritmo B&B sendo conceitualmente simples, sua implementação computa-

cional possui maior complexidade podendo haver problemas envolvendo esforço computacional

e de memória durante a execução do algoritmo em sistemas de grande porte.
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A eficiência do algoritmo B&B está atrelado a diversos tipos de decisão que devem

ser executadas durante o processo de resolução do problema. Um algoritmo B&B é eficiente

obviamente se gera um número menor de nós na árvore B&B, o que significa chamar um menor

número de vezes o algoritmo de PL necessário para resolver cada subproblema gerado. As

principais decisões que melhoram a eficiência do algoritmo B&B estão relacionados com os

seguintes aspectos:

1. Determinação de uma solução inteira inicial (incumbente inicial):

O algoritmo B&B pode inciar sem solução incumbente, mas também pode ser implemen-

tada alguma estratégia heurística para encontrar uma solução incumbente de boa quali-

dade. Encontrando rapidamente uma solução incumbente de boa qualidade aumenta a

eficiência do primeiro teste de sondagem fazendo com que os subproblemas sejam son-

dados rapidamente, aumentando consequentemente a eficiência do algoritmo B&B.

2. A variável escolhida para separação:

Ao resolver o problema relaxado ou os subproblemas gerados, frequentemente apare-

cem soluções em que algumas variáveis inteiras tenham valores corrente não inteiros.

A escolha de cada variável para realizar a separação pode gerar diferentes árvores de

B&B. Obviamente, existe uma variável que gera a menor árvore B&B, mas não existe

uma técnica sistemática para encontrar qual a melhor variável para fazer a separação de

um subproblema. Entretanto, existem técnicas empíricas para a escolha da variável mais

atrativa que pode ser usada na separação.

3. Escolha do próximo subproblema a ser analisado:

Durante a execução do algoritmo B&B em certo momento pode haver muitos subpro-

blemas a serem analisados e a escolha de cada subproblema para ser resolvido gera uma

árvore B&B diferente. Certamente existe uma estratégia de escolha do próximo sub-

problema que gera a menor árvore B&B, porque ao resolver esse problema ou um sub-

problema descendente do mesmo, pode ser encontrada uma solução inteira de excelente

qualidade, aumentando a eficiência do primeiro teste de sondagem e fazendo com que

muitos dos subproblemas ainda não analisados sejam sondados.

Não existe técnica sistemática para a escolha do melhor subproblema a ser resolvido, en-

tretanto, existem técnicas empíricas que auxiliam a escolha do subproblemamais atrativo.

Também existe um critério muito usual para a escolha do subproblema a ser resolvido

que é a regra LIFO (Last In First Out), onde sempre é escolhido o último subproblema

gerado para ser resolvido. A regra LIFO permite que continuamente seja escolhido o

sucessor do último subproblema resolvido como o próximo a ser resolvido, podendo ser

implementado um algoritmo DSC para fazer a reotimização através do quadro ótimo do

subproblema antecessor, resolvendo o subproblema escolhido rapidamente. Esta regra

permite resolver com maior velocidade muitos problemas.
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4. Usando as características específicas do problema:

Os melhores algoritmos B&B são os algoritmos especializados que levam em conside-

ração características específicas do problema, isto é, podem ser implementadas novas

estratégias de sondagem mais eficientes e também a adição de informações adicionais

como novas restrições que podem melhorar muito o desempenho dos testes de sondagem,

consequentemente, reduzindo consideravelmente o tamanho da árvore B&B. Também é

possível implementar alterações que levam em consideração características específicas do

problema nos algoritmos de PL que é chamado pelo algoritmo B&B para resolver cada

subproblema gerado.

Um algoritmo B&B básico, onde não é levada em consideração nenhuma das decisões

abordadas anteriormente, assume a seguinte forma:

Algoritmo 2 Algoritmo Branch and Bound Básico

1. Inicialização:

Escolher uma incumbente inicial Vinc = v∗ = ∞. Resolver o problema original com a in-

tegralidade das variáveis inteiras relaxada que se designa como Po. Se a solução de Po
for inteira, PARE, pois foi encontrada a solução ótima global do problema original. Caso

contrário adicionar o valor da função objetivo como limitante inferior vin f dos subproble-

mas sucessores.

2. Escolha da variável para separar o subproblema:

Escolher a primeira variável inteira ni j com valor corrente não inteiro n∗i j para fazer a

separação do problema. Gerar dois novos subproblemas a partir do problema corrente

adicionando a restrição (34) no primeiro subproblema e a restrição (35) no segundo sub-

problema.

ni j ≤
⌊
n∗i j
⌋

(34)

ni j ≥
⌊
n∗i j
⌋
+1 (35)

em que
⌊
n∗i j

⌋
é o maior inteiro contido em n∗i j;

3. Resolução do subproblema selecionado:

Pela regra LIFO, resolver o último subproblema gerado usando o algoritmo de PL e ar-

mazenar a solução ótima vPL = vin f como limitante inferior para prováveis subproblemas

sucessores.

4. Testes de sondagem:

Verificar os testes de sondagem no subproblema resolvido. O subproblema é eliminado

de análises futuras se satisfaz um dos seguintes testes de sondagem:
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Algoritmo 2 Algoritmo Branch and Bound Básico (Continuação)

Teste 1: Se vin f ≥ v∗, em que v∗ é o valor da incumbente;

Teste 2: Se o subproblema for infactível;

Teste 3: Se a solução do subproblema for inteira, isto é, todas as variáveis inteiras pos-

suem valor corrente inteiro. Neste caso, se a solução ótima do subproblema for de

melhor qualidade que a incumbente, armazenar a solução como a nova incumbente

e aplicar o Teste 1 para todos os subproblemas ainda não analisados.

5. Se o problema não foi sondado ir ao passo 2 para realizar a separação do subproblema

corrente em dois subproblemas sucessores. Caso contrário, verificar se existem ainda

subproblemas que não foram sondados. Se todos os problemas foram sondados, PARE, o

processo termina e a solução incumbente é a solução ótima do problema, caso contrário,

voltar ao passo 3 para resolver o último problema gerado.

Fonte: Gallego, Escobar e Romero (2007)

2.3.1 Propostas Alternativas para Melhorar o Desempenho do Algoritmo Branch and

Bound

Para melhorar o desempenho do algoritmo B&B aplicado a um tipo de problema espe-

cífico, podem ser realizados dois tipos de estratégias: (1) introduzindo melhorias gerais relaci-

onadas com a teoria básica do algoritmo B&B, e (2) introduzindo melhorias relacionadas com

as características específicas do tipo de problema.

Existem três tipos de melhorias que estão relacionadas com a teoria básica do algoritmo

B&B: (i) propostas relacionadas com o critério de escolha do próximo subproblema a ser re-

solvido, (ii) propostas relacionadas com o critério de escolha da variável que deve separar o

problema e, (iii) e critérios para a determinação de uma boa solução incumbente inicial.

Entre as estratégias relacionadas com as características do problema PEST existem duas

importantes estratégias: (i) as restrições de cerca e, (ii) as restrições do tipo linha-transformador

em novos caminhos (ESCOBAR; ROMERO; GALLEGO, 2010).

Nesta pesquisa serão apresentadas apenas duas estratégias para melhorar o desempe-

nho do algoritmo B&B. Estas duas estratégias exigem o conceito de pseudocusto. A primeira

estratégia está relacionada com o critério de escolha do próximo subproblema a ser resolvido

pelo algoritmo B&B depois da divisão do subproblema antecessor. A segunda estratégia está

relacionada com o critério de escolha da variável inteira com valor corrente não inteiro que fará

a divisão do subproblema (GALLEGO; ESCOBAR; ROMERO, 2007).
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2.3.1.1 O Conceito de Pseudocusto

Garfinkel e Nemhauser (1972) e Benichou et al. (1971) propõem o conceito de pseudo-

custo. Esta proposta teve como objetivo apresentar uma forma alternativa para identificar qual

subproblema gerado pelo algoritmo B&B (na divisão de um subproblema antecessor) é mais

atrativo para ser resolvido primeiro em relação aos outros subproblemas ainda não resolvidos.

Esta proposta também é utilizada como uma forma alternativa de identificar qual variável inteira

com valor corrente não inteiro deve separar o problema.

O pseudocusto de uma variável inteira é a taxa de degradação da função objetivo quando

a variável inteira com valor corrente não inteiro no PL correspondente assume o valor inteiro

mais próximo. Como a variável inteira com valor corrente não inteiro pode assumir dois valores

inteiros, ummaior e o outro menor que o valor corrente desta variável, são definidos os seguintes

pseudocustos para uma variável n j:

P−j =
vk−PL − vkPL

f kj
(36)

P+
j =

vk+PL − vkPL
1− f kj

(37)

em que f kj = nkj−
⌊
nkj

⌋
.

Pesquisas recentes recomendam muito cuidado na utilização dos pseudocustos, pois os

pseudocustos de uma variável podem variar de maneira significativa de um subproblema para

outro na árvore de B&B.

Para conhecer todos os pseudocustos de todas as variáveis inteiras para todos os sub-

problemas gerados pelo algoritmo B&B é necessário resolver dois problemas de PL para cada

variável inteira de cada subproblema. Esta condição torna o esforço computacional proibitivo.

Outro problema é que através das equações (36) e (37) não é possível calcular o pseudocusto das

variáveis inteiras com valor corrente inteiro. Existem algumas estratégias para contornar estas

limitações no uso dos pseudocustos (ESCOBAR; ROMERO; GALLEGO, 2010; GARFINKEL;

NEMHAUSER, 1972; GREEN, 2000):

• Fixar os pseudocustos no valor encontrado na primeira vez em que essa variável é sepa-

rada.

• Fixar os pseudocustos no valor observado na última vez em que essa variável é separada.

• Calcular os pseudocustos através da média dos valores observados quando a variável é

separada.

• Resolver o PL correspondente e encontrar os pseudocustos de aumento e de diminuição

para cada variável inteira com valor corrente não inteiro, isto é, resolver dois problemas

de PL para cada variável inteira com valor corrente não inteiro.
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• Iniciar o processo do algoritmo B&B usando como pseudocustos os coeficientes das va-

riáveis inteiras e no decorrer do processo atualizar os pseudocustos.

• Após a resolução de cada subproblema candidato, devem-se calcular os pseudocustos

da variável usada na separação e atualizar os pseudocustos dessa variável pela média de

todos os pseudocustos encontrados para essa variável.

2.3.1.2 Seleção do Subproblema Candidato

A escolha adequada do subproblema candidato pode reduzir significativamente o nú-

mero de subproblemas gerados pelo algoritmo B&B para serem resolvidos através do algoritmo

de PL. Portanto, diminuindo o esforço computacional para encontrar a solução ótima inteira do

problema original. Todas as estratégias para identificar o subproblema candidato em geral são

empíricas, dentre estas estratégias, apresenta-se duas: (i) o critério LIFO e, (ii) o critério base-

ado em pseudocustos.

A regra LIFO consiste em escolher o último subproblema gerado pelo algoritmo B&B

para ser resolvido primeiro. Esta estratégia permite reotimizar o subproblema candidato atra-

vés de um algoritmo DSC, utilizando-se das informações do quadro ótimo de seu subproblema

antecessor. A diferença entre o subproblema antecessor e o candidato é a adição de uma nova

restrição trivial no subproblema candidato; esta nova restrição muda somente o limite da variá-

vel que separou o subproblema antecessor. Utilizar a regra LIFO fornece a vantagem de permitir

resolver rapidamente muitos subproblemas através do algoritmo DSC. Entretanto, esta estraté-

gia possui a desvantagem de poder gerar muitos subproblemas, aumentando, assim, o número

de problemas de PL a serem resolvidos e consequentemente aumentar o esforço computacional.

O critério baseado em pseudocustos tenta estimar o valor aproximado da melhor solução

inteira que pode ser encontrada entre os descendentes de um determinado subproblema. Com

esta estimativa identifica-se qual subproblema é mais atrativo (aquele subproblema que possui

o descendente com a melhor solução inteira) para continuar a ser separado. De modo geral esta

estratégia diminui o número de problemas de PL a serem resolvidos, mas aumenta a necessidade

de memória para armazenar todos os subproblemas resolvidos. Uma forma de determinar o

valor estimado da função objetivo da melhor solução inteira de um subproblema candidato k,

utilizando pseudocustos, é obtido através da equação (38).

vkest = vkin f +∑
i∈I

min
[
P−i f ki ;P

+
i

(
1− f ki

)]
(38)

em que f ki = nki −
⌊
nki
⌋
.

A maior desvantagem de usar esta estratégia é que além de armazenar todos os subpro-

blemas é necessário resolvê-los antes de armazená-los, aumentando muito o esforço computa-

cional.

Uma estratégia alternativa para evitar o esforço computacional adicional da estratégia

anterior é utilizando as equações (39) e (40), que são versões modificadas da equação (38),
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e determinar a melhor estimativa dos subproblemas descendentes a partir da solução do PL do

subproblema antecedente (ESCOBAR; ROMERO; GALLEGO, 2010; GREEN, 2000) ilustrada

pela Figura 3.

vk+1est = vkin f +P−j f kj +∑
i∈I

min
[
P−i f ki ;P

+
i

(
1− f ki

)]
(39)

vk+2est = vkin f +P+
j

(
1− f kj

)
+∑

i∈I
min

[
P−i f ki ;P

+
i

(
1− f ki

)]
(40)

em que f ki = nki −
⌊
nki
⌋
e f kj = nkj−

⌊
nkj

⌋
.

Figura 3 – Determinação simplificada de estimativas

k

k+1 k+2

x j ≤
⌊
x∗j

⌋
x j ≥

⌊
x∗j

⌋
+1

vkin f

vk+1est vk+2est

⇐= Antecedente

⇐= Descendentes =⇒

Fonte: Gallego, Escobar e Romero (2007)

A diferença entre as equações (39) e (40) é a parcela relacionada com a variável j que

foi usada para a separação do subproblema k. As estimativas feitas pelas equações (39) e (40)

logicamente são de qualidade inferior em relação às estimativas encontradas pela equação (38).

Entretanto, as estimativas encontradas através das equações (39) e (40) exigem um esforço com-

putacional bem reduzido, pois não é preciso resolver todos os subproblemas gerados. Em pro-

blemas reais é recomendado usar estratégias adaptativas para escolher o próximo subproblema

a ser analisado, com o objetivo de melhorar a eficiência do algoritmo B&B de acordo com

os recursos computacionais disponíveis. Uma proposta usada por Granville e Pereira (1985) e

Green (2000) é:

1. Usar a regra LIFO para escolher o subproblema a ser resolvido até encontrar uma solução

inteira de boa qualidade

2. Após encontrar uma solução inteira de boa qualidade, escolher os subproblemas utili-

zando a melhor estimativa da função objetivo através de pseudocustos até atingir a capa-

cidade máxima da memória para o armazenamento, especificada no início do algoritmo.

3. Continuar escolhendo o subproblema a ser analisado pela melhor estimativa enquanto

existir memória de armazenamento disponível. Caso contrário usar a regra LIFO para

escolher o subproblema a ser resolvido.
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2.3.1.3 Seleção da Variável de Separação

Outra característica importante do algoritmo B&B que pode reduzir significativamente

o número de subproblemas gerados é a escolha adequada da variável inteira com valor cor-

rente não inteiro que deve ser usada para separar o subproblema corrente em dois descendentes.

Como na escolha do subproblema candidato, não existe nenhuma regra sistemática para esco-

lher a variável que deve separar o subproblema corrente, todas as propostas existentes em geral

são empíricas. Dentre as propostas existentes serão apresentadas duas propostas importantes:

(i) escolha determinística previamente especificada e, (ii) escolha adaptativa usando pseudocus-

tos.

Para utilizar a escolha determinística da variável inteira com valor corrente não inteiro

que deve separar o subproblema corrente é necessário ordenar previamente as variáveis inteiras

do problema original, e para isto, segue-se algum critério especificado que muitas vezes depende

das características específicas do problema. Depois de ordenada, escolhe-se a primeira variável

inteira com valor corrente não inteiro. Para o problema PEST uma proposta que apresenta

resultados surpreendentes é ordenar as variáveis de acordo com o valor do coeficiente da função

objetivo ordenadas do maior custo para o menor.

A ideia fundamental da proposta de escolha adaptativa baseada em pseudocustos é iden-

tificar a variável inteira com valor corrente não inteiro que proporcionaria o maior aumento

estimado da função objetivo. O objetivo desta estratégia é sondar rapidamente os subproble-

mas descendentes gerados. Existem duas formas alternativas que utilizam pseudocusto visando

identificar a variável que causa a maior degradação no valor da função objetivo:

• Estratégia MAX MAX:

Esta proposta tenta identificar a variável que provoca a maior degradação da função ob-

jetivo visando encontrar um dos subproblemas que seja sondado rapidamente. A variável

j do subproblema escolhido k é selecionada através da equação (41):

max
j

{
max

[
P−j f kj ;P

+
j

(
1− f kj

)]}
(41)

• Estratégia MAX MIN:

Esta proposta tenta identificar a variável cuja menor variação provocada na função obje-

tivo é máxima visando sondar ambos descendentes rapidamente. Assim, a variável j do

subproblema escolhido k é selecionada através da equação (42):

max
j

{
min

[
P−j f kj ;P

+
j

(
1− f kj

)]}
(42)
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3 ALGORITMOS ESPECIALIZADOS NA ESTRUTURA BRANCH AND BOUND

3.1 PROBLEMASDE PROGRAMAÇÃOLINEARNAESTRUTURABRANCHANDBOUND

A técnica de solução Branch and Bound (B&B) é utilizada para resolver problemas

de Programação Linear Inteiro Misto (PLIM). Os problemas que se encontram nesta categoria

podem ser representados da seguinte forma:

(PLIM)⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min x0 = cx

s.a.

Ax= b

l ≤ x≤ u

∃ i ∈ {1, 2, . . . , m} : xi ∈ Z

em que x=
[
x1 x2 · · · xn

]t
e a matriz A possui dimensão m×n.

Como o problema original é difícil de resolver diretamente, a ideia básica do algoritmo

B&B é dividir sucessivamente o problema original em problemas menores, isto é, problemas

de Programação Linear (PL) mais restritos que o problema original. Estes problemas menores

são resolvidos completamente, trazendo ao final, a solução do problema original.

Inicialmente resolve-se o problema original, relaxando a integralidade das variáveis in-

teiras. O PL resultante após relaxada a integralidade é chamado de PL correspondente, ou Po.

(PL)⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

min x0 = cx

s.a.

Ax= b

l ≤ x≤ u

O PL correspondente Po pode ser resolvido através de um algoritmo Primal Simplex.

Um algoritmo Primal Simplex Padrão é capaz de resolver Po, no entanto, existem variáveis

canalizadas em Po. Para um algoritmo Primal Simplex Padrão considerar variáveis canalizadas,

o número de restrições passaria de m para m+ 2n e o número de variáveis de n para 3n. Por

este motivo faz-se necessário utilizar um algoritmo Primal Simplex Canalizado (PSC) que trata

as variáveis canalizadas de forma implícita sem aumentar o tamanho do problema. Depois de

resolvido Po, este se apresentar todas as variáveis inteiras com valores inteiros foi encontrado

a solução ótima do PLIM e o algoritmo B&B deve parar. Normalmente a resolução de Po
apresenta valores não inteiros para algumas variáveis inteiras, assim, Po deve ser separado em

dois subproblemas P1 e P2, em que é escolhida uma variável inteira com valor corrente não

inteiro de Po para fazer a separação.

Esses dois subproblemas são diferentes entre si e entre o problema antecessor pela adi-

ção de uma nova restrição em cada um deles que possuem a seguinte forma:

x j ≤ k (43)
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xj ≥ k+1 (44)

onde x j é a variável inteira com valor corrente não inteiro escolhida para separar o problema

antecessor e k é o maior número inteiro menor ou igual x j.

Em um dos subproblemas é adicionada a restrição (43) e no outro a restrição (44). A

partir daí devem ser resolvidos novamente, ou então, fazer a reotimização através do quadro

ótimo do problema antecessor, pois são diferentes somente pela adição dessas novas restrições.

Com a adição da nova restrição no quadro ótimo do problema antecessor, a factibilidade é

eliminada, mas a otimalidade ainda é satisfeita, pois os coeficientes de custo relativo não são

alterados e, neste caso, a melhor alternativa para reotimizar o problema é usando o método Dual

Simplex.

As restrições (43) e (44) poderiam ser adicionadas de forma padrão e o problema ser

reotimizado utilizando o método Dual Simplex Padrão, o que aumentaria desnecessariamente

o tamanho do problema. As restrições (43) e (44) mudam somente os limites da variável cana-

lizada que foi escolhida para separar o problema, dessa forma, seria mais adequado utilizar o

método Dual Simplex Canalizado (DSC) que leva em conta esse tipo de mudança sem aumentar

o tamanho do problema. No processo de reotimização pode ser encontrada uma solução ótima

finita para o problema ou o problema pode se tornar infactível.

Figura 4 – Fluxograma do Algoritmo Branch and Bound

Fonte: Elaboração do autor.

A Figura 4 apresenta o fluxograma do algoritmo B&B básico, adaptado do Algoritmo 2

presente na Seção 2.3. O fluxograma apresenta de forma simples o funcionamento do algoritmo

B&B. Pode-se verificar na Figura 4 o uso do algoritmo PSC para a resolução de Po e também o

uso do algoritmo DSC para a reotimização dos subproblemas a partir de Po. Neste capítulo são
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apresentados os algoritmos PSC e DSC em suas formas gerais e posteriormente as adaptações

necessárias para a implementação em conjunto com o algoritmo B&B.

3.2 O ALGORITMO PRIMAL SIMPLEX CANALIZADO

As formulações matemáticas desta seção foram baseadas a partir de Gallego, Escobar e

Romero (2003).

Seja o problema:

(PL)⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

min x0 = cx

s.a.

Ax= b

l ≤ x≤ u

Seja B uma solução básica factível (SBF), o sistema de equações Ax = b assume a

seguinte forma:

BxB+N1xN1 +N2xN2 = b

xB = B−1b−B−1N1xN1−B−1N2xN2 (45)

Para uma base B, a função objetivo x0 = cx assume a seguinte forma:

xo = cBxB+ cN1xN1 + cN2xN2 (46)

substituindo a equação (45) na equação (46):

xo = cB
[
B−1b−B−1N1xN1−B−1N2xN2

]
+ cN1xN1 + cN2xN2

xo = cBB
−1b+

[
cN1− cBB

−1N1
]
xN1 +

[
cN2− cBB

−1N2
]
xN2 (47)

Através das equações (45) e (47) é possível construir o quadro simplex inicial já adap-

tado para variáveis canalizadas apresentado na Tabela 1. A configuração do quadro simplex

apresentada na Tabela 1 é uma configuração alternativa do quadro simplex apresentado por Ba-

zaraa, Jarvis e Sherali (1990). Este quadro alternativo é de menor tamanho e foi proposto por

Garfinkel e Nemhauser (1972).

Tabela 1 – Quadro Simplex Canalizado Alter-

nativo

RHS −xN1 −xN2

xo xo cBB−1N1− cN1 cBB−1N2− cN2
xB b B−1N1 B−1N2

Fonte: Gallego, Escobar e Romero (2003)
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em que:

b= B−1b−B−1N1lN1−B−1N2uN2
xo = cBB

−1b+
[
cN1− cBB

−1N1
]
lN1 +

[
cN2− cBB

−1N2
]
uN2

Nesta pesquisa foi adotada a mesma notação encontrada no trabalho de Gallego, Es-

cobar e Romero (2007) como é apresentado na Tabela 2. O índice i indica a linha do quadro

simplex e i = 0 refere-se à linha da função objetivo. O índice j indica a coluna do quadro sim-

plex e j = 0 refere-se à coluna RHS. O índice k indica a variável não básica que é escolhida

para entrar na base. O índice r indica a variável básica que é escolhida para sair da base. O

índice m indica a última variável básica.

Tabela 2 – Notação a ser utilizada

RHS · · · −x j · · · −xk · · ·

x0 y00 · · · y0 j · · · y0k · · ·
...

...
...

...

xBi yi0 · · · yi j · · · yik · · ·
...

...
...

...

xBr yr0 · · · yr j · · · yrk · · ·
...

...
...

...

xBm ym0 · · · ym j · · · ymk · · ·

Fonte: Gallego, Escobar e Romero (2007)

Seguindo a notação apresentada na Tabela 2 as equações (45) e (47) assumem a forma

da equação (48).

xBi = yio− ∑
j∈R1

yi jx j− ∑
j∈R2

yi jx j para i= 0,1, . . . ,m (48)

em que:

R1 representa o conjunto de índices das variáveis não básicas que estão no limite inferior (LI).

R2 representa o conjunto de índices das variáveis não básicas que estão no limite superior (LS).

3.2.1 Pivotagem do Quadro Simplex

Com a adoção da notação apresentada na Tabela 2, a pivotagem do quadro simplex com

variáveis canalizadas sofre algumas alterações em relação à pivotagem tradicional apresentada

por Bazaraa, Jarvis e Sherali (1990).

A pivotagem de todas as colunas é feita de maneira tradicional exceto na coluna RHS e

na coluna da variável não básica escolhida para entrar na base xk. A coluna RHS é atualizada

separadamente através dos procedimentos apresentados na Subseção 3.2.2. Depois da pivota-

gem a coluna referente à variável xk receberá a coluna da variável básica que foi escolhida para

sair da base xBr.
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Assim, a pivotagem do quadro simplex com variáveis canalizadas é realizada da se-

guinte forma:

• A linha referente à variável xBr é dividida pelo elemento pivo yrk:

yr j
yrk

∀ j ∈ R1 e R2; j �= k (49)

• Todas as outras linhas são pivotadas seguindo o procedimento apresentado na equação

(50):

yi j− yik

(
yr j
yrk

) ⎧⎨
⎩
i= 0,1, . . . ,m; i �= r

∀ j ∈ R1 e R2; j �= k
(50)

• Substituir a coluna k seguindo as equações (51) e (52):

−
yik
yrk

para i= 0,1, . . . ,m e i �= r (51)

1
yrk

para i= r (52)

3.2.2 Escolha da variável não básica que deve entrar na base e da variável básica que

deve sair da base

Uma SBF é ótima quando:
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Se yo j ≤ 0 ∀ j ∈ R1

e

Se yo j ≥ 0 ∀ j ∈ R2

(53)

Se a SBF atual não é ótima, então se pode selecionar uma variável não básica para entrar

na base. Um critério usual para selecionar a variável xk é através da relação (54):

k⇒max
{

yo j : j ∈ R1; −yo j : j ∈ R2
}

(54)

A variável candidata xk pode estar em seu LI ou no seu LS. Estes casos são analisados

separadamente.

3.2.2.1 Uma variável não básica em seu limite inferior é candidata a entrar na base:

Seja xk : k ∈ R1⇒ yo j > 0. Quando se muda o valor desta variável xk podem ocorrer

três situações em que duas são mudanças de valores das variáveis básicas:

1. A variável básica pode chegar a seu LI.

2. A variável básica pode chegar a seu LS.
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3. A própria variável não básica xk pode chegar no seu LS.

Seja Δk o máximo incremento possível para xk, então de (48) é obtido, a equação (55):

xBi = yio− ∑
j∈R1

yi jx j− ∑
j∈R2

yi jx j− yikΔk para i= 1, . . . ,m (55)

Como bi = yio−∑ j∈R1 yi jx j−∑ j∈R2 yi jx j tem-se a equação (56) que representa a varia-

ção das variáveis básicas:

xBi = bi− yikΔk para i= 1, . . . ,m (56)

De (48) é obtido, a equação (57):

xo = yoo− ∑
j∈R1

yo jx j− ∑
j∈R2

yo jx j− yokΔk (57)

Como xo = yoo −∑ j∈R1 yo jx j −∑ j∈R2 yo jx j tem-se (58) que representa a variação da

função objetivo:

xo = xo− yokΔk (58)

Agora analisam-se os três casos que podem ocorrer com as variáveis básicas quando xk
muda de valor.

1. A variável básica pode chegar a seu limite inferior:

Através da equação (56) verifica-se que uma variável básica pode chegar ao seu LI se

yik > 0. Neste caso, o valor de Δk que leva xBi a seu LI é determinado pela equação (59):

lBi = bi− yikΔk

Δk =
bi− lBi
yik

yik > 0 (59)

2. A variável básica pode chegar a seu limite superior:

uBi = bi− yikΔk

Δk =
uBi−bi
−yik

yik < 0 (60)

3. A própria variável não básica xk pode chegar a seu limite superior:

Δk = uk− lk (61)

Desta forma, a máxima variação de Δk para xk é obtida através da relação (62):

Δk = min
i=1,...,m

{
bi− lBi

yik
: yik > 0;

uBi−bi
−yik

: yik < 0; (uk− lk) ; ∞
}

(62)

Se Δk → ∞ significa que o problema é ilimitado. Caso contrário, existem então três

alternativas possíveis de (62):
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• A variável básica chega a seu LI - Existe troca de base.

A variável básica xBr é escolhida de acordo com o Δk. A pivotagem do quadro sim-

plex é feita conforme os procedimentos apresentados na Subseção 3.2.1. A coluna

RHS é atualizada separadamente através das equações (56) e (58) exceto para xBr
como mostra a relação (63): ⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

xBi = bi− yikΔk i �= r

xBr = lk+Δk ⇐ xk

xo = xo− yokΔk

(63)

A variável xBr sai da base e se torna não básica em seu LI, r ∈ R1

• A variável básica chega a seu LS - Existe troca de base.

A variável básica xBr é escolhida de acordo com o Δk. A pivotagem do quadro sim-

plex é feita conforme os procedimentos apresentados na Subseção 3.2.1. A coluna

RHS é atualizada separadamente através das equações (56) e (58) exceto para xBr
como mostra a relação (64): ⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

xBi = bi− yikΔk i �= r

xBr = lk+Δk ⇐ xk

xo = xo− yokΔk

(64)

A variável xBr sai da base e se torna não básica em seu LS, r ∈ R2

• A própria variável não básica xk chega a seu LS - Não existe troca de base.

A base não é alterada e não se faz a pivotagem do quadro simplex. No entanto, a

coluna RHS deve ser atualizada através das equações (56) e (58), como mostra a

relação (65): ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

xk = uk = lk+Δk

xBi = bi− yikΔk ∀i

xo = xo− yokΔk

(65)

3.2.2.2 Uma variável não básica em seu LI é candidata a entrar na base:

Seja xk : k ∈ R2⇒ yo j < 0. Quando se muda o valor desta variável xk podem ocorrer

três situações em que duas são mudanças de valores das variáveis básicas:

1. A variável básica pode chegar a seu LI.

2. A variável básica pode chegar a seu LS.

3. A própria variável não básica xk pode chegar no seu LS.

Seja Δk a máxima diminuição possível para xk, então de (48) é obtido, a equação (66):

xBi = yio− ∑
j∈R1

yi jx j− ∑
j∈R2

yi jx j+ yikΔk para i= 1, . . . ,m (66)
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Como bi = yio−∑ j∈R1 yi jx j−∑ j∈R2 yi jx j tem-se a equação (67) que representa a varia-

ção das variáveis básicas:

xBi = bi+ yikΔk para i= 1, . . . ,m (67)

De (48) é obtido, a equação (68):

xo = yoo− ∑
j∈R1

yo jx j− ∑
j∈R2

yo jx j− yokΔk (68)

Como xo = yoo −∑ j∈R1 yo jx j −∑ j∈R2 yo jx j tem-se (69) que representa a variação da

função objetivo:

xo = xo+ yokΔk (69)

Agora são analisados os três casos que podem ocorrer com as variáveis básicas quando

xk muda de valor.

1. A variável básica pode chegar a seu limite inferior:

Através da equação (67) verifica-se que uma variável básica pode chegar ao seu LI se

yik < 0. Neste caso, o valor de Δk que leva xBi a seu LI é determinado pela equação (70):

lBi = bi+ yikΔk

Δk =
bi− lBi
−yik

yik < 0 (70)

2. A variável básica pode chegar a seu limite superior:

uBi = bi+ yikΔk

Δk =
uBi−bi
yik

yik > 0 (71)

3. A própria variável não básica xk pode chegar a seu limite inferior:

xk = uk− lk (72)

Desta forma, a máxima variação de Δk para xk é obtida através da relação (73):

Δk = min
i=1,...,m

{
bi− lBi

−yik
: yik < 0;

uBi−bi
yik

: yik > 0; (uk− lk) ; ∞
}

(73)

Se Δk → ∞ significa que o problema é ilimitado. Caso contrário, existem então três

alternativas possíveis de (73):
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• A variável básica chega a seu LI - Existe troca de base.

A variável básica xBr é escolhida de acordo com o Δk. A pivotagem do quadro sim-

plex é feita conforme os procedimentos apresentados na Subseção 3.2.1. A coluna

RHS é atualizada separadamente através das equações (67) e (69) exceto para xBr
como mostra a relação (74):

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

xBr = uk−Δk ⇐ xk

xBi = bi+ yikΔk i �= r

xo = xo+ yokΔk

(74)

A variável xBr sai da base e se torna não básica em seu LI, r ∈ R1

• A variável básica chega a seu LS - Existe troca de base.

A variável básica xBr é escolhida de acordo com o Δk. A pivotagem do quadro sim-

plex é feita conforme os procedimentos apresentados na Subseção 3.2.1. A coluna

RHS é atualizada separadamente através das equações (67) e (69) exceto para xBr
como mostra a relação (75):

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

xBr = uk−Δk ⇐ xk

xBi = bi+ yikΔk i �= r

xo = xo+ yokΔk

(75)

A variável xBr sai da base e se torna não básica em seu LS, r ∈ R2

• A própria variável não básica xk chega a seu LI - Não existe troca de base.

A base não é alterada e não se faz a pivotagem do quadro simplex. No entanto, a

coluna RHS deve ser atualizada através das equações (67) e (69), como mostra a

relação (76): ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

xk = uk−Δk = lk

xBi = bi+ yikΔk ∀i

xo = xo+ yokΔk

(76)

3.2.3 Algoritmo Primal Simplex Canalizado

O algoritmo PSC resolve o seguinte tipo de problema de PL:

(PL)⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

min x0 = cx

s.a.

Ax= b

l ≤ x≤ u
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Algoritmo 3 Algoritmo Primal Simplex Canalizado
1) Passo Inicial

Encontrar uma SBF inicial e construir o quadro simplex inicial:

RHS −xN1 −xN2

xo xo cBB−1N1− cN1 cBB−1N2− cN2
xB b B−1N1 B−1N2

em que:

xo = cBB
−1b+

[
cN1− cBB

−1N1
]
lN1 +

[
cN2− cBB

−1N2
]
uN2

b= B−1b−B−1N1lN1−B−1N2uN2

2) Passo Principal

1. Verificar a otimalidade:

Se yo j ≤ 0 ∀ j ∈ R1 e yo j ≥ 0 ∀ j ∈ R2 ⇒ pare ⇒ Solução ótima. Em caso contrário

selecionar a variável não básica xk como candidata a entrar na base através da relação

(77).

Se k ∈ R1 passe para o passo 2.

Se k ∈ R2 passe para o passo 3.

2. Uma variável não básica xk em seu LI é candidata a entrar na base:

Encontrar Δk através da relação (78). Se Δk→∞ pare porque o problema é ilimitado. Em

caso contrário verificar se existe troca de base com a variável xBi saindo da base ou se xk
simplesmente passa para seu LS.

• Se existe troca de base, implementar a pivotagem do quadro simplex exceto na co-

luna RHS que deve ser atualizada separadamente usando a relação (79). Atualizar

R1 e R2. Na variável que sai da base: Se yik > 0 a variável passa para seu LI. Se

yik < 0 a variável passa para seu LS

• Se não existe troca de base, então não é necessário implementar a pivotagem do

quadro simplexmas deve-se atualizar a coluna RHS usando a relação (80). Atualizar

R1 e R2 onde a variável candidata passa para seu LS.

Volte ao passo 1.

3. Uma variável não básica xk em seu LS é candidata a entrar na base:

Encontrar Δk através da relação (81). Se Δk→∞ pare porque o problema é ilimitado. Em

caso contrário verificar se existe troca de base com a variável xBi saindo da base ou se xk
simplesmente passa para seu LI.
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Algoritmo 3 Algoritmo Primal Simplex Canalizado (Continuação)

• Se existe troca de base, implementar a pivotagem do quadro simplex exceto na

coluna RHS que deve ser atualizada separadamente usando a relação (82). Atualizar

R1 e R2 . Na variável que sai da base: Se yik < 0 a variável passa para seu LI. Se

yik > 0 a variável passa para seu LS

• Se não existe troca de base, então não é necessário implementar a pivotagem do

quadro simplex mas deve-se atualizar a coluna RHS usando a relação (83). Atuali-

zar R1 e R2 onde a variável candidata passa para seu LI.

Volte ao passo 1.

Fonte: Adaptado de Gallego, Escobar e Romero (2003)

Relações utilizadas no algoritmo:

k⇒max
{

yo j : j ∈ R1; −yo j : j ∈ R2
}

(77)

Δk = min
i=1,...,m

{
bi− lBi

yik
: yik > 0;

uBi−bi
−yik

: yik < 0; (uk− lk) ; ∞
}

(78)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

xBi = bi− yikΔk i �= r

xBr = lk+Δk ⇐ xk

xo = xo− yokΔk

(79)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

xk = uk = lk+Δk

xBi = bi− yikΔk ∀i

xo = xo− yokΔk

(80)

Δk = min
i=1,...,m

{
bi− lBi

−yik
: yik < 0;

uBi−bi
yik

: yik > 0; (uk− lk) ; ∞
}

(81)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

xBr = uk−Δk ⇐ xk

xBi = bi+ yikΔk i �= r

xo = xo+ yokΔk

(82)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

xk = uk−Δk = lk

xBi = bi+ yikΔk ∀i

xo = xo+ yokΔk

(83)
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3.2.4 Algoritmo Primal Simplex Canalizado de Duas Fases

Quando não há uma SBF evidente é necessário inicializar o método de duas fases do

PSC adicionando-se as variáveis artificiais no PL de modo que formem uma SBF em que B =

I = B−1 e, desta forma, não há a necessidade de realizar operações de inversão de matrizes. No

algoritmo PSC de duas fases otimiza-se primeiramente a função objetivo de primeira fase que

corresponde ao somatório dos coeficientes de todas as variáveis artificiais.

O método tradicional de inserção de variáveis artificiais adiciona uma variável artificial

para cada equação do sistema de equações, isto é, para um sistema comm equações é necessário

adicionar m variáveis artificiais, além das variáveis de folga, aumentando desnecessariamente o

tamanho do problema.

Uma nova estratégia para que o problema não aumente de tamanho desnecessariamente

é adicionar variáveis artificiais somente nas restrições que exigem essa adição, isto é, em restri-

ções de igualdade. As variáveis artificiais e as variáveis de folga (caso seja necessário) também

formam uma SBF e, portanto, são variáveis básicas. As variáveis não básicas nesta estratégia

são as variáveis originais do problema.

Os coeficientes das variáveis de folga e artificiais nesta nova estratégia podem assumir

os valores 1 ou −1 dependendo de cada restrição. Estes valores são determinados fixando-se

previamente cada variável não básica em um de seus limites e como só existe uma variável

básica em cada restrição, logo, é possível calcular os valores de cada variável básica. Caso o

valor da variável básica seja maior ou igual a zero seu coeficiente será 1, caso contrário, seu

coeficiente será −1.

A base B formada pelas variáveis de folga e artificiais na nova estratégia é uma matriz

diagonal, logo, não é necessário realizar operações de inversão de matrizes, pois B = B−1. O

uso desta proposta só é possível porque a base obtida satisfaz as propriedades de ponto extremo

em que as variáveis básicas devem estar entre seus limites e as variáveis não básicas devem

estar em um de seus limites. Portanto, seguindo esta estratégia têm-se o seguinte PL:

(PL)⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min z0 = c′xa
min x0 = cx

s.a.

Ax± xa = b

l ≤ x≤ u

0≤ xa ≤ ∞

Para o quadro alternativo apresentado na Tabela 1 deve seguir os seguintes critérios:

• O quadro simplex deve conter a linha da função objetivo de Fase I (identificada por zo) e

a linha da função objetivo original.
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Tabela 3 – Quadro Simplex Canalizado Alter-

nativo de Duas Fases

RHS −xN1 −xN2

zo zo c′BB
−1N1− c′N1 c′BB

−1N2− c′N2
xo x̄o cBB−1N1− cN1 cBB−1N2− cN2
xB b̄ B−1N1 B−1N2

Fonte: Adaptado de Gallego, Escobar e Romero (2003)

em que:

zo = c′BB
−1b+

[
c′N1− c′BB

−1N1
]
lN1 +

[
c′N2− c′BB

−1N2
]
uN2

• Durante a Fase I, a linha da função objetivo original é pivoteada normalmente, no entanto,

utiliza-se a linha da função objetivo de Fase I para os procedimentos de escolha das

variáveis não básicas que devem entrar na base.

• A Fase I termina quando zo = 0, isto significa que todas as variáveis artificiais foram

eliminadas ou no caso de alguma permanecer na base a mesma será igual a zero.

• Ao final da Fase I, se existir alguma variável artificial que ainda permanece na base, esta

variável deve ser imposta a sair da base, dando lugar a uma variável não básica que tenha

o maior yr j > 0. Neste caso é realizada novamente a pivotagem; a coluna RHS não sofre

alteração, pois neste caso, Δk = 0.

• Terminada a Fase I, elimina-se a linha da função objetivo de Fase I, e passa-se a utilizar a

linha da função objetivo original para os procedimentos de escolha da variável não básica

que deve entrar na base.

• Não se faz necessário gerar as colunas das variáveis artificiais que são retiradas da base,

isto é, quando uma variável artificial é retirada da base ela é eliminada do processo de

resolução.

3.3 O ALGORITMO DUAL SIMPLEX CANALIZADO

As formulações matemáticas, teoremas e demonstrações presentes nesta seção foram

baseadas a partir de Zelinka, Snasel e Abraham (2013).

Seja o problema:

(PL)⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

min x0 = cx

s.a.

Ax= b

l ≤ x≤ u
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Para uma base B, o sistema de equações Ax= b e x0 = cx assume a seguinte forma:

xBi = yio− ∑
j∈R2

yi jx j− ∑
j∈R1

yi jx j para i= 0,1, . . . ,m (84)

em que:

R1 representa o conjunto de índices das variáveis não básicas que estão no LI.

R2 representa o conjunto de índices das variáveis não básicas que estão no LS.

3.3.1 Escolha da variável básica que deve sair da base

Seja zio o valor atual da variável básica i no quadro DSC, então de (84) tem-se:

zio = yio− ∑
j∈R2

yi ju j− ∑
j∈R1

yi jl j (85)

3.3.1.1 Quando a variável tem seu limite superior violado zro > ur

1. Quando a variável não básica xk, candidata a entrar na base, está em seu LS:

Neste caso, o novo valor da variável xk deve ser:

xk = uk−Δk (86)

usando (86) nas equações (84) e (85) tem-se:

xBi = zio+ yikΔk para i= 0,1, . . . ,m (87)

Para a variável básica xBr, que tem seu LS violado, usando a equação (87) tem-se:

xBr = zro+ yrkΔk (88)

O valor da variável básica xBr deve sair da base e ser levada a seu LS factível, então de

(88) tem-se:

xBr = zro+ yrkΔk = ur

Δk =−
(zro−ur)

yrk
(89)

Os novos valores das variáveis básicas com i �= r assumem a seguinte forma:

xBi = zio+
yi j
yrk

(ur− zro) para i= 0,1, . . . ,m e i �= r (90)

2. Quando a variável não básica xk, candidata a entrar na base, está em seu LI:

O novo valor da variável xk deve ser:

xk = lk+Δk (91)
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usando (91) nas equações (84) e (85) tem-se:

xBi = zio− yikΔk para i= 0,1, . . . ,m (92)

Para a variável básica xBr, que tem seu LS violado, usando a equação (92) tem-se:

xBr = zro− yrkΔk (93)

O valor da variável básica xBr deve sair da base e ser levada a seu LS factível, então de

(93) tem-se:

xBr = zro− yrkΔk = ur

Δk =
(zro−ur)

yrk
(94)

Os novos valores das variáveis básicas com i �= r assumem a seguinte forma:

xBi = zio+
yi j
yrk

(ur− zro) para i= 0,1, . . . ,m e i �= r (95)

3.3.1.2 Quando a variável tem seu limite inferior violado zro < lr

1. Quando a variável não básica xk, candidata a entrar na base, está em seu LS:

Neste caso o novo valor da variável xk deve ser:

xk = uk−Δk (96)

A equação (87) continua valida para este caso:

xBi = zio+ yikΔk para i= 0,1, . . . ,m (97)

Para a variável básica xBr, que tem seu LI violado, usando a equação (97) tem-se o se-

guinte:

xBr = zro+ yrkΔk (98)

O valor da variável básica xBr deve sair da base e levada a seu LI factível, assim tem-se:

xBr = zro+ yrkΔk = lr

Δk =−
(lr− zro)

yrk
(99)

Os novos valores das variáveis básicas com i �= r assumem a seguinte forma:

xBi = zio+
yi j
yrk

(lr− zro) para i= 0,1, . . . ,m e i �= r (100)
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2. Quando a variável não básica xk, candidata a entrar na base, está em seu LI:

O novo valor da variável xk deve ser:

xk = lk+Δk (101)

Neste caso, a equação (92) continua válida:

xBi = zio− yikΔk para i= 0,1, . . . ,m (102)

Para a variável básica xBr, que tem seu LI violado, usando a equação (102) tem-se:

xBr = zro− yrkΔk (103)

O valor da variável básica xBr deve sair da base e levada a seu LS factível, então de (103)

tem-se:

xBr = zro− yrkΔk = lr

Δk =
(zro− lr)

yrk
(104)

Os novos valores das variáveis básicas com i �= r assumem a seguinte forma:

xBi = zio+
yi j
yrk

(lr− zro) para i= 0,1, . . . ,m e i �= r (105)

3.3.2 Escolha da variável não básica que deve entrar na base

A escolha da variável não básica que deve entrar na base será apresentada em forma de

teoremas.

Teorema 1 Quando a variável básica tem o limite superior violado.

Se for escolhida uma variável básica que se encontra com o LS violado e se a variável

não básica for escolhida usando o seguinte critério:

xk =⇒

(
−
yok
yrk

)
=min

⎧⎪⎨
⎪⎩
(
−
yok
yrk

)
:

yr j < 0 e x j = u j

ou

yr j > 0 e x j = l j

⎫⎪⎬
⎪⎭ (106)

então a transição para a nova base cumpre com os requisitos do algoritmo dual simples cana-

lizado, isto é, passa-se para um novo quadro simplex que corresponde a um ponto extremo de

melhor qualidade do problema dual e, portanto, o valor da função objetivo aumenta de valor e

os coeficientes de custo relativo satisfazem os critério de otimalidade, isto é, y′o j ≤ 0 ∀ j ∈ R1 e

y′o j ≥ 0 ∀ j ∈ R2.

Prova:

A prova é separada em dois casos:
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• 1º Caso: Supor que a variável escolhida para entrar na base está no LS e, portanto o

coeficiente de custo relativo deve ser positivo para garantir a otimalidade, isto é, k ∈ R2 e

yok ≥ 0.

Da equação (90) na linha da função objetivo com i= 0, é encontrada a relação da função

objetivo após a mudança de base

z̃oo = zoo+
yok
yrk

(ur− zro)

onde z̃oo e zoo são o valor novo e o valor atual antes da mudança de base da função objetivo

respectivamente.

Assim, é necessário que z̃oo > zoo, ou, equivalentemente,
yok
yrk

(ur− zro)> 0 que representa

uma condição necessária para que a função objetivo sofra um incremento. Como yok > 0

e (ur− zro)< 0, então yrk < 0 é uma condição necessária para que a função objetivo tenha

um incremento de seu valor (um ponto de melhor qualidade no problema dual).

Falta provar que y′o j ≤ 0 ∀ j ∈ R1 e y′o j ≥ 0 ∀ j ∈ R2.

1. Para provar que y′o j ≥ 0 ∀ j ∈ R2, isto é, mesmo depois da pivotagem, todos os

coeficientes de custo relativo das variáveis não básicas que estão no LS devem per-

manecer positivos a fim de garantir a otimalidade. Após a pivotagem os novos

coeficientes de custo relativo assumem a seguinte forma:

y′o j = yo j−
yok
yrk

yr j

com yo j ≥ 0, yok ≥ 0 e yrk < 0.

Se j ∈ R2 tal que yr j > 0 então −yok
yrk

yr j > 0 e y′o j ≥ yo j ≥ 0 o que prova que y′o j ≥ 0.

Se j ∈ R2 tal que yr j < 0 então de (106) segue que:

−
yok
yrk
≤−

yo j
yr j
⇒−

yok
yrk

yr j ≥−yo j ⇒ yo j−
yok
yrk

yr j ≥ 0⇒ y′o j ≥ 0

2. Para provar que y′o j ≤ 0 ∀ j ∈ R1, isto é, mesmo depois da pivotagem todos os

coeficientes de custo relativo que estão no LI devem permanecer negativos a fim de

garantir a otimalidade. Após a pivotagem, os novos coeficientes de custo relativo

assumem a seguinte forma:

y′o j = yo j−
yok
yrk

yr j

com yo j ≤ 0, yok ≥ 0 e yrk < 0.

Se j ∈ R1 tal que yr j < 0 então−yok
yrk

yr j < 0 e, portanto, yo j−
yok
yrk

yr j < 0 o que prova

que y′o j ≤ 0.

Se j ∈ R1 tal que yr j > 0 então de (106) segue que:

−
yok
yrk
≤−

yo j
yr j
⇒−

yok
yrk

yr j ≤−yo j ⇒ yo j−
yok
yrk

yr j ≤ 0⇒ y′o j ≤ 0
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• 2º Caso: Supor que a variável que é escolhida para entrar na base está no LI e, portanto o

coeficiente de custo relativo deve ser negativo para garantir a otimalidade, isto é, k ∈ R1
e yok ≤ 0.

A partir da equação (95) na linha da função objetivo com i= 0, é encontrado a relação da

função objetivo após a mudança de base

z̃oo = zoo+
yok
yrk

(ur− zro)

Assim, é necessário que z̃oo > zoo, ou, equivalentemente,
yok
yrk

(ur− zro)> 0. Esta condição

é necessária para que a função objetivo seja incrementada. Como yok < 0 e (ur− zro)< 0

segue que yrk > 0 é uma condição necessária para que a função objetivo seja incrementada

(um ponto de melhor qualidade no problema dual).

Falta provar que y′o j ≤ 0 ∀ j ∈ R1 e y′o j ≥ 0 ∀ j ∈ R2.

1. Provar que y′o j ≥ 0 ∀ j ∈ R2:

Após a pivotagem, tem-se a seguinte relação:

y′o j = yo j−
yok
yrk

yr j

com yo j ≥ 0, yok ≤ 0 e yrk > 0.

Se j ∈ R2 tal que yr j > 0 então−yok
yrk

yr j ≥ 0 e y′o j ≥ yo j ≥ 0 o que prova que y′o j ≥ 0.

Se j ∈ R2 tal que yr j < 0 então de (106) segue que:

−
yok
yrk
≤−

yo j
yr j
⇒−

yok
yrk

yr j ≥−yo j ⇒ yo j−
yok
yrk

yr j ≥ 0⇒ y′o j ≥ 0

2. Provar que y′o j ≤ 0 ∀ j ∈ R1:

Após a pivotagem, tem-se a seguinte relação:

y′o j = yo j−
yok
yrk

yr j

com yo j ≤ 0, yok ≤ 0 e yrk > 0.

Se j ∈ R1 tal que yr j < 0 então −yok
yrk

yr j ≤ 0 e, portanto, yo j−
yok
yrk

yr j ≤ 0 o que prova

que y′o j ≤ 0.

Se j ∈ R1 tal que yr j > 0 então de (106) segue que:

−
yok
yrk
≤−

yo j
yr j
⇒−

yok
yrk

yr j ≤−yo j ⇒ yo j−
yok
yrk

yr j ≤ 0⇒ y′o j ≤ 0

Teorema 2 Quando a variável básica tem o limite inferior violado.

Se for escolhida uma variável básica que se encontra com o LI violado e se a variável

não básica for escolhida usando o seguinte critério:

xk =⇒

(
yok
yrk

)
=min

⎧⎪⎨
⎪⎩
(
yok
yrk

)
:

yr j > 0 e x j = u j

ou

yr j < 0 e x j = l j

⎫⎪⎬
⎪⎭ (107)
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então a transição para a nova base cumpre com os requisitos do algoritmo dual simples cana-

lizado, isto é, passa-se para um novo quadro simplex que corresponde a um ponto extremo de

melhor qualidade do problema dual e, portanto, o valor da função objetivo aumenta de valor e

os coeficientes de custo relativo satisfazem os critério de otimalidade, isto é, y′o j ≤ 0 ∀ j ∈ R1 e

y′o j ≥ 0 ∀ j ∈ R2.

Prova:

A prova é separada em dois casos:

• 1º Caso: Supor k ∈ R2 e, portanto, yok ≥ 0.

Com (100) na linha da função objetivo onde i = 0, é encontrada a relação da função

objetivo após a mudança de base

z̃oo = zoo+
yok
yrk

(lr− zro)

Assim, é necessário que z̃oo > zoo, ou, equivalentemente,
yok
yrk

(lr− zro)> 0. Esta condição

é necessária para que a função objetivo sofra um incremento. Como yok > 0 e (lr− zro)>

0 segue que yrk > 0 é uma condição necessária para que a função objetivo tenha um

incremento de seu valor (um ponto de melhor qualidade no problema dual).

Falta provar que y′o j ≤ 0 ∀ j ∈ R1 e y′o j ≥ 0 ∀ j ∈ R2.

1. Para provar que y′o j ≥ 0 ∀ j ∈ R2, isto é, mesmo depois da pivotagem, todos os

coeficientes de custo relativo das variáveis não básicas que estão no LS devem per-

manecer positivos a fim de garantir a otimalidade. Após a pivotagem, os novos

coeficientes de custo relativo assumem a seguinte forma:

y′o j = yo j−
yok
yrk

yr j

com yo j ≥ 0, yok ≥ 0 e yrk > 0.

Se j ∈ R2 tal que yr j < 0 então−yok
yrk

yr j ≥ 0 e y′o j ≥ yo j ≥ 0, o que prova que y′o j ≥ 0.

Se j ∈ R2 tal que yr j < 0 então de (107) segue que:

yok
yrk
≤

yo j
yr j
⇒

yok
yrk

yr j ≤ yo j ⇒ yo j−
yok
yrk

yr j ≥ 0⇒ y′o j ≥ 0

2. Provar que y′o j ≤ 0 ∀ j ∈ R1:

Após a pivotagem, tem-se a seguinte relação:

y′o j = yo j−
yok
yrk

yr j

com yo j ≤ 0, yok ≥ 0 e yrk > 0.

Se j ∈ R1 tal que yr j > 0 então −yok
yrk

yr j ≤ 0 e, portanto, yo j−
yok
yrk

yr j ≤ 0, o que prova

que y′o j ≤ yo j ≤ 0.



74 Capítulo 3. ALGORITMOS ESPECIALIZADOS NA ESTRUTURA BRANCH AND BOUND

Se j ∈ R1 tal que yr j < 0 então de (107) segue que:

yok
yrk
≤

yo j
yr j
⇒

yok
yrk

yr j ≥−yo j ⇒ yo j−
yok
yrk

yr j ≤ 0⇒ y′o j ≤ 0

• 2º Caso: Supor k ∈ R1 e, portanto, yok ≤ 0.

Através da equação (105) na linha da função objetivo com i = 0, é encontrada a relação

da função objetivo após a mudança de base

z̃oo = zoo+
yok
yrk

(lr− zro)

Assim, é necessário que z̃oo > zoo, ou, equivalentemente,
yok
yrk

(lr− zro)> 0. Esta condição

é necessária para que a função objetivo seja incrementada. Como yok < 0 e (lr− zro)> 0,

então yrk < 0 é uma condição necessária para que a função objetivo seja incrementada

(um ponto de melhor qualidade no problema dual).

Falta provar que y′o j ≤ 0 ∀ j ∈ R1 e y′o j ≥ 0 ∀ j ∈ R2.

1. Provar que y′o j ≥ 0 ∀ j ∈ R2:

Após a pivotagem, tem-se a seguinte relação:

y′o j = yo j−
yok
yrk

yr j

com yo j ≥ 0, yok ≤ 0 e yrk < 0.

Se j ∈ R2 tal que yr j < 0 então−yok
yrk

yr j > 0 e y′o j ≥ yo j ≥ 0 o que prova que y′o j ≥ 0.

Se j ∈ R2 tal que yr j > 0 então de (107) segue que:

yok
yrk
≤

yo j
yr j
⇒

yok
yrk

yr j ≤ yo j⇒ yo j−
yok
yrk

yr j ≥ 0⇒ y′o j ≥ 0

2. Provar que y′o j ≤ 0 ∀ j ∈ R1:

Após a pivotagem, tem-se a seguinte relação:

y′o j = yo j−
yok
yrk

yr j

com yo j ≤ 0, yok ≤ 0 e yrk < 0.

Se j ∈ R1 tal que yr j > 0 então −yok
yrk

yr j < 0 e, portanto, yo j−
yok
yrk

yr j < 0 o que prova

que y′o j ≤ 0.

Se j ∈ R1 tal que yr j < 0 então de (107) segue que:

yok
yrk
≤

yo j
yr j
⇒

yok
yrk

yr j ≥−yo j ⇒ yo j−
yok
yrk

yr j ≤ 0⇒ y′o j ≤ 0
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3.3.3 Algoritmo Dual Simplex Canalizado

O algoritmo DSC resolve o seguinte tipo de problema de PL:

(PL)⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

min x0 = cx

s.a.

Ax= b

l ≤ x≤ u

Algoritmo 4 Algoritmo Dual Simplex Canalizado

1. Construir um quadro dual simplex inicial que satisfaça a OTIMALIDADE;

2. Verificar a factibilidade do quadro:

Se o quadro é FACTÍVEL, PARE, pois li ≤ zio ≤ ui para i= 1,2, . . . ,m;

3. Selecionar a variável xBr que deve sair da base:

Escolher a variável básica xBr que tem o limite mais violado.

4. Selecionar a variável não básica xk que deve entrar na base:

• Se xBr for escolhida tal que zro > ur selecionar xk usando a relação (108);

• Se xBr for escolhida tal que lr > zro selecionar xk usando a relação (109);

• Se não for possível escolher xk então o problema é INFACTÍVEL, PARE.

5. Pivotar o quadro na forma padrão, mas a coluna RHS deve ser atualizada da seguinte

forma:

• Se zro > ur e xk : k ∈ R2⇒ yrk < 0, isto é, xBr é escolhido usando (108) e xk está em

seu LS, portanto, atualizar RHS através da relação (110);

• Se zro > ur e xk : k ∈ R1⇒ yrk > 0, isto é, xBr é escolhido usando (108) e xk está em

seu LI, portanto, atualizar RHS através da relação (111);

• Se lr > zro e xk : k ∈ R2⇒ yrk > 0, isto é, xBr é escolhido usando (109) e xk está em

seu LS, portanto, atualizar RHS através da relação (112);

• Se lr > zro e xk : k ∈ R1⇒ yrk < 0, isto é, xBr é escolhido usando (109) e xk está em

seu LI, portanto, atualizar RHS através da relação (113);

Regressar ao passo (2).

Fonte: Zelinka, Snasel e Abraham (2013)
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Relações utilizadas no algoritmo:

Se xBr for escolhida tal que:

• zro > ur

xk =⇒

(
−
yok
yrk

)
=min

⎧⎪⎨
⎪⎩
(
−
yok
yrk

)
:

yr j < 0 e x j = u j

ou

yr j > 0 e x j = l j

⎫⎪⎬
⎪⎭ (108)

• lr > zro

xk =⇒

(
yok
yrk

)
=min

⎧⎪⎨
⎪⎩
(
yok
yrk

)
:

yr j > 0 e x j = u j

ou

yr j < 0 e x j = l j

⎫⎪⎬
⎪⎭ (109)

A coluna de RHS é atualizada tal que:

• zro > ur⇒ xk : k ∈ R2⇒ yrk < 0

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Δk =−
(zro−ur)

yrk
> 0

xk = uk−Δk ← z̃ro

xBi = zio+ yikΔk i �= r ← z̃io

(110)

• zro > ur⇒ xk : k ∈ R1⇒ yrk > 0

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Δk =
(zro−ur)

yrk
> 0

xk = lk+Δk ← z̃ro

xBi = zio− yikΔk i �= r ← z̃io

(111)

• lr > zro⇒ xk : k ∈ R2⇒ yrk > 0

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Δk =
(lr−zro)

yrk
> 0

xk = uk−Δk ← z̃ro

xBi = zio+ yikΔk i �= r ← z̃io

(112)

• lr > zro⇒ xk : k ∈ R1⇒ yrk < 0

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Δk =−
(lr−zro)

yrk
> 0

xk = lk+Δk ← z̃ro

xBi = zio− yikΔk i �= r ← z̃io

(113)
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3.4 IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL DO ALGORITMO PRIMAL SIMPLEX CA-

NALIZADO NA ESTRUTURA BRANCH AND BOUND

A Figura 5 apresenta o fluxograma do algoritmo PSC adaptado do Algoritmo 3 presente

na Seção 3.2. O fluxograma mostra de maneira esquematizada as etapas do algoritmo PSC.

Verifica-se que para a execução do algoritmo é necessário organizar os dados do sistema através

do modelo de transportes para que seja possível a montagem do quadro simplex inicial.

Figura 5 – Fluxograma do Algoritmo Primal Simplex Canalizado

Fonte: Elaboração do autor.

Seja nb o número de barras do sistema e nl o número de linhas do sistema, consideram-

se os seguintes dados de entrada do problema PEST:

c1×nl vetor linha que armazena o custo para adição de circuitos em cada caminho.

gnb×1 vetor que armazena a geração máxima de cada barra do sistema.

dnb×1 vetor que armazena a demanda de cada barra do sistema.
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f nl×1 vetor que armazena o fluxo máximo de potência ativa de cada circuito.

nonl×1 vetor que armazena o número de circuitos existentes em cada caminho.

Considera-se o modelo de transportes representado pelas equações (26)-(31). Para faci-

litar a inversão da base da SBF, troca-se a posição das equações (27) e (28) (este procedimento

não é necessário, mas faz com que as variáveis inteiras fiquem em primeiro lugar). Devido

ao valor absoluto do fluxo na equação (28) o número de restrições referente a este tipo é du-

plicado. Assim, o problema PEST modelado a partir do modelo de transportes é representado

pelas equações (114)-(120).

min v = ∑
i j∈Ωl

ci jni j (114)

s.a.

− f i jni j− fi j ≤ f i jn
0
i j ∀ i j ∈Ωl (115)

− f i jni j+ fi j ≤ f i jn
0
i j ∀ i j ∈Ωl (116)

∑
ji∈Ωl

f ji− ∑
i j∈Ωl

fi j+gi = di ∀ i ∈Ωb (117)

0≤ gi ≤ gi ∀ i ∈Ωb (118)

0≤ ni j ≤ ni j ∀ i j ∈Ωl (119)

ni j ∈ Z ∀ i j ∈Ωl (120)

Em que nb o número de barras existente no sistema, nl o número de linhas do sistema

e ng o número de barras que possuem geração. No modelo de transportes (114)-(120) é ne-

cessário a utilização de variáveis artificiais devido as restrições de igualdade apresentadas pela

equação (117). Se fosse utilizado a estratégia tradicional de adição de variáveis artificiais neste

problema, deveriam ser criadas 2nl+nb variáveis artificiais, enquanto que utilizando a estraté-

gia apresentada na Subseção 3.2.4 devem ser criadas somente nb variáveis artificiais. Por esse

motivo, nesta pesquisa está sendo utilizada este tipo de estratégia.

O procedimento para definir o sinal dos coeficientes das variáveis de folga e artificiais

pode ser dividido em quatro partes:

1. Definir quais variáveis farão parte do conjunto das variáveis básicas e do conjunto das

variáveis não básicas. Neste caso, fica definido que as variáveis básicas são as variáveis

de folga e artificiais e as variáveis originais são as variáveis não básicas.

2. Definir em que limites será fixada cada variável não básica. Este procedimento pode ser

escolhido aleatoriamente, ou então, utilizar características específicas do problema para

definir a melhor escolha. No problema PEST pode ser definido que as barras que possuem

geração gi ficarão no LS, as variáveis ni j no LI e as variáveis fi j no LI para aquelas que

não estão conectadas diretamente em uma barra geradora e no LS para as demais. Esse

procedimento pode acelerar o algoritmo B&B.
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3. Como só existe uma variável básica em cada restrição, substituem-se as variáveis não

básicas por seus limites definidos e encontra-se o valor da variável básica referente à

restrição. Se o valor desta variável for maior ou igual a zero, o coeficiente da variável

básica é 1 caso contrário o valor da variável é −1.

4. Verificar se a base é correspondente a uma solução básica factível, isto é, verificar se as

variáveis não básicas estão em seus limites e se as variáveis básicas estão entre os seus

limites.

Sejam ni j, fi j e gi as variáveis originais do modelo de transportes (114)-(120); wi e

yi as variáveis de folga referente as equações (115) e (116) respectivamente e pi as variáveis

artificiais referente a equação (117) do modelo. Através das informações extraídas do problema

e da adição das variáveis de folga e artificiais já é possível conhecer a matriz A apresentada na

Figura 6 e o vetor b apresentado na Figura 7 que fazem parte do sistema de equações do PL

padrão que o algoritmo PSC é capaz de resolver. A Figura 6 apresenta como é construída e

organizada a matriz A do PL padrão com as informações do modelo, esta matriz foi dividida em

várias submatrizes menores A1, A2, . . . , A18 para facilitar sua organização.
Figura 6 – Construção da matriz A

nl

nl

nlnlnlnl

nb

nbng

ni j fi j gi wi yi pi

A1 A2 A3 A4 A5 A6

A7 A8 A9 A10 A11 A12

A13 A14 A15 A16 A17 A18

Fonte: Elaboração do autor.

em que:

A1 matriz dos coeficiente de ni j referente a equação (115), em cada coluna há somente

um elemento diferente de zero que é igual a − f i j.

A2 matriz dos coeficiente se fi j referente a equação (115), em cada coluna há somente

um elemento diferente de zero que é igual a −1.

A4 matriz dos coeficientes das variáveis de folga referente a equação (115), em cada

coluna há somente um elemento diferente de zero que é igual a 1 ou −1.

A7 matriz dos coeficiente de ni j referente a equação (116), em cada coluna há somente

um elemento diferente de zero que é igual a − f i j.
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A8 matriz dos coeficiente se fi j referente a equação (116), em cada coluna há somente

um elemento diferente de zero que é igual a 1.

A11 matriz dos coeficientes das variáveis de folga referente a equação (116), em cada

coluna há somente um elemento diferente de zero que é igual a 1 ou −1.

A14 matriz de incidência nó-ramo que corresponde a matriz dos coeficientes de fi j refe-

rente a equação (117), em cada coluna há somente dois elementos diferentes de zero,

um é igual a −1 e o outro igual a 1.

A15 matriz dos coeficientes das barras geradoras gi, em cada coluna há somente um ele-

mento diferente de zero que é igual a 1.

A18 matriz dos coeficientes das variáveis artificiais referente a equação (117), em cada

coluna há somente um elemento diferente de zero que é igual a 1 ou −1.

A3, A5, A6, A9, A10, A12, A13, A16 e A17 são matrizes nulas.

Figura 7 – Construção do Vetor b

nl

nl

nb

b(1)

b(2)

b(3)

Fonte: Elaboração do autor.

em que b(1) = f i jn
0
i j, b(2) = f i jn

0
i j e b(3) = d.

Como as variáveis básicas são as variáveis de folga e artificiais, logo é possível identi-

ficar na matriz A, a matriz B apresentada na Figura 8 e a matriz N. A matriz N é separada nas

matrizes N1 e N2, pois estão sendo utilizadas variáveis canalizadas.

Figura 8 – Construção da Matriz B
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Fonte: Elaboração do autor.
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N1 =
[
n1i j
]
tal que n1i j := ai j ∀ i se j ∈ R1

N2 =
[
n2i j
]
tal que n2i j := ai j ∀ i se j ∈ R2

Nesta etapa já existem todas as informações necessárias para a montagem do quadro

simplex inicial. No entanto, como estão sendo utilizadas variáveis artificiais é necessária a

implementação do quadro simplex de duas fases apresentado na Tabela 3. Por fim, o algoritmo

PSC apresentado na Seção 3.2 já é capaz de resolver este quadro simplex.

3.5 IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL DO ALGORITMO DUAL SIMPLEX CA-

NALIZADO NA ESTRUTURA BRANCH AND BOUND

Figura 9 – Fluxograma do Algoritmo Dual Simplex Canalizado

Fonte: Elaboração do autor.

A Figura 9 apresenta o fluxograma do algoritmo DSC adaptado do Algoritmo 4 presente

na Seção 3.3. O fluxograma mostra de maneira esquematizada as etapas do algoritmo DSC.
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A partir do quadro ótimo de Po é possível reotimizar todos os subproblemas gerados pelo

algoritmo B&B. Todos estes subproblemas são descendentes de Po, diferenciando-se somente

por serem mais restritos que Po, isto é, possuem restrições adicionais.

É possível usar o algoritmoDSC na reotimização dos subproblemas com o quadro ótimo

de Po, pois neste quadro está garantida a otimalidade. O algoritmo B&B altera somente os

limites das variáveis que separam os subproblemas, portanto, nestes subproblemas somente a

factibilidade pode ser perdida nas variáveis que separam Po até o subproblema corrente.

Nesta pesquisa foi implementado um algoritmo B&B que reotimiza qualquer subpro-

blema descendente através do quadro ótimo de Po. Neste tipo de estratégia armazena-se so-

mente o quadro ótimo Po e as restrições de mudança de limite de cada subproblema gerado.

A vantagem desta estratégia é que não é necessário armazenar todos os subproblemas gerados,

evitando-se assim, o consumo excessivo de memória. A desvantagem é que a resolução de um

subproblema a partir do quadro ótimo de Po pode ser mais lenta que a partir de um subproblema

antecedente imediato.

Seguindo esta estratégia, se um subproblema é descendente do último subproblema re-

solvido, utiliza-se o quadro ótimo deste último subproblema resolvido para reotimizar seu des-

cendente, caso contrário, utiliza-se o quadro ótimo de Po para se realizar a reotimização.

Para cada subproblema gerado deve-se armazenar a restrição que foi gerada pelo algo-

ritmo B&B na separação do subproblema antecessor. Estas restrições podem ser armazenadas

em três matrizes distintas IV , DV e LV com a mesma dimensão. Cada linha destas matrizes

representa um subproblema gerado e cada coluna representa a profundidade de descendência

destes subproblemas em relação a Po. A matriz IV armazena os índices das variáveis que sepa-

ram os subproblemas, DV armazena o tipo de desigualdade da restrição gerada na separação do

subproblema (−1 para restrições do tipo≤ e 1 para restrições do tipo≥) e a matriz LV armazena

os valores dos novos limites das variáveis que separam os subproblemas. Também deve ser cri-

ado um vetor coluna auxiliar para armazenar os índices de cada subproblema, assim, é possível

identificar qual linha das matrizes IV , DV e LV corresponde a cada subproblema, possibili-

tando desta forma, a exclusão das linhas dos subproblemas sondados. Através das informações

armazenadas é possível saber quais restrições devem ser adicionadas em Po para reotimizar o

subproblema corrente.

Durante a execução do algoritmo B&B existe a possibilidade de algumas variáveis não

básicas em Po terem seus limites alterados para algum subproblema descendente. Neste caso é

necessário atualizar primeiro a coluna RHS de Po antes de iniciar o processo de reotimização.

Para realizar a atualização da coluna RHS é utilizada a equação (85) com a informação dos

novos limites das variáveis não básicas em Po.
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3.6 EXEMPLO ILUSTRATIVO

De modo a exemplificar o processo de resolução do modelo de transportes no problema

PEST apresentado nas equações (114)-(120), será feito o planejamento de um sistemas de trans-

missão com três barras e um circuito na base, utilizando o algoritmo B&B, juntamente com o

algoritmo PSC para resolução do problema de PL inicial e com o algoritmo DSC no processo

de reotimização dos subproblemas gerados pelo algoritmo B&B.

A Figura 10 mostra o sistema de três barras com um circuito base junto com seus res-

pectivos dados, em que deve ser encontrado seu planejamento ótimo.

Figura 10 – Sistema de 3 barras com um circuito na base

f13 f23

f13 = 40MW f23 = 40MW
c13 = 2 c23 = 2

�13 = 2
1 �23 = 2

1

2

3

1
f12 = 35MW

f12

c12 = 3 �12 = 3
1

g1 = 80MW

20MW

60MW

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

Para não aumentar o tamanho do problema foi utilizada a mesma estratégia apresentada

na Subseção 3.2.4 e na Seção 3.4 em que se adicionam variáveis artificiais somente nas restri-

ções de igualdade. No planejamento do sistema apresentado na Figura 10 durante a execução

do passo 2 no algoritmo B&B foi escolhido utilizar sempre a primeira variável inteira com valor

não inteiro para fazer a separação dos subproblemas. No passo 3 do algoritmo B&B foi esco-

lhido utilizar somente a regra LIFO para escolha do subproblema a ser resolvido, isto é, sempre

será escolhido o último subproblema gerado.

Através das equações (114)-(120) e das informações contidas na Figura 10 é possivel

realizar a modelagemmatemática do sistema referente à Figura 10, portanto, tem-se o problema

PLIM:

min v= 3n12+2n13+2n23
s.a.

−35n12 − f12 ≤ 0

−35n12 f12 ≤ 0

−40n13 − f13 ≤ 40

−40n13 f13 ≤ 40
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−40n23 − f23 ≤ 0

−40n23 f23 ≤ 0

− f12 − f13 +g1 = 0

f12 − f23 = 60

f13 + f23 = 20

0 ≤ g1 ≤ 80

n12 ∈ {0, 1, 2}

n13 ∈ {0, 1, 2}

n23 ∈ {0, 1, 2}

f12, f13 e f23 irrestrito

Relaxando a integralidade do problema anterior, obtém-se o seguinte PL

min v= 3n12+2n13+2n23
s.a.

−35n12 − f12 ≤ 0

−35n12 f12 ≤ 0

−40n13 − f13 ≤ 40

−40n13 f13 ≤ 40

−40n23 − f23 ≤ 0

−40n23 f23 ≤ 0

− f12 − f13 +g1 = 0

f12 − f23 = 60

f13 + f23 = 20

0≤ g1 ≤ 80

0≤ n12 ≤ 2

0≤ n13 ≤ 2

0≤ n23 ≤ 2

−70≤ f12 ≤ 70

−120≤ f13 ≤ 120

−80≤ f23 ≤ 80

De modo a facilitar o desenvolvimento, será feito a troca das variáveis v= xo, n12 = x1,

n13 = x2, n23 = x3, f12 = x4, f13 = x5, f23 = x6, g1 = x7. Deve ser feito também a adição das

variáveis de folga para transformar as restrição com desigualdades em igualdades e a adição das

variáveis artificiais nas restrições de igualdade, portanto, adicionam-se no PL as variáveis de

folga x8, x9, x10, x11, x12 e x13 uma para cada restrição de desigualdade e as variáveis artificiais

x14, x15 e x16 uma para cada restrição de igualdade.

Para a definição do sinal destas variáveis foi escolhido aleatoriamente R1 = {4,6,7} e

R2 = {1,2,3,5} definindo em que limites as variáveis não básicas devem ficar. Substituem-se
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as variáveis não básicas pelos seus limites definidos e encontra-se o valor das variáveis de folga

e artificiais, a partir desses resultados define-se o sinal destas variáveis.

Como as variáveis de folga e artificiais formam a SBF, seus valores são armazenados na

coluna RHS do quadro simplex. Os valores das variáveis de folga e artificiais que são variáveis

básicas no quadro inicial são encontrados substituindo os limites das variáveis não básicas nas

restrições do PL, assim, tem-se:

−35x1− x4+ x8 = 0⇒−70+70+ x8 = 0⇒ x8 = 0

−35x1+ x4+ x9 = 0⇒−70−70+ x9 = 0⇒ x9 = 140

−40x2− x5+ x10 = 40⇒−80−120+ x10 = 40⇒ x10 = 240

−40x2+ x5+ x11 = 40⇒−80+120+ x11 = 40⇒ x11 = 0

−40x3− x6+ x12 = 0⇒−80+80+ x12 = 0⇒ x12 = 0

−40x3+ x6+ x13 = 0⇒−80−80+ x13 = 0⇒ x13 = 160

−x4− x5+ x7+ x14 = 0⇒ 70−120+0+ x14 = 0⇒ x14 = 50

−x4− x6+ x15 = 60⇒−70+80+ x15 = 60⇒ x15 = 50

x5+ x6+ x16 = 20⇒ 120−80+ x16 = 20⇒ x16 =−20

Diante dos valores encontrados verifica-se que x8, x9, x10, x11, x12, x13, x14, x15 > 0,

portanto, os sinais de seus coeficientes são positivos e como x16 < 0 então seu sinal é negativo.

Como foi necessária a adição de variáveis artificiais, deve ser utilizado o algoritmo PSC

de duas fases para resolver o primeiro PL, isto é, o problema Po. Assim, deve ser adicionado

também a função objetivo de Fase I em Po denominada z.

min xo = 3x1+2x2+2x3
min z= x14+ x15+ x16

s.a.

−35x1 − x4 + x8 = 0

−35x1 + x4 + x9 = 0

−40x2 − x5 + x10 = 40

−40x2 + x5 + x11 = 40

−40x3 − x6 + x12 = 0

−40x3 + x6 + x13 = 0

−x4− x5 + x7 + x14 = 0

+x4 − x6 + x15 = 60

+x5+ x6 − x16 = 20



86 Capítulo 3. ALGORITMOS ESPECIALIZADOS NA ESTRUTURA BRANCH AND BOUND

0≤ x1 ≤ 2

0≤ x2 ≤ 2

0≤ x3 ≤ 2

−70≤ x4 ≤ 70

−120≤ x5 ≤ 120

−80≤ x6 ≤ 80

0≤ x7 ≤ 80

x8,x9,x10,x11,x12,x13,x14,x15,x16 ≥ 0

A solução completa deste exemplo é apresentada no Apêndice A. O algoritmo B&B

encontrou duas soluções ótimas globais alternativas apresentadas nas Figuras 11 e 12.

Figura 11 – Solução ótima do sistema de 3 barras com um circuito base encontrada em P2

f13 = 20MW

2

3

1
f12 = 60MW

g1 = 80MW

20MW

60MW

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

Figura 12 – Solução ótima do sistema de 3 barras com um circuito base encontrada em P6

f13 = 80MW f23 = 20MW

2

3

1

g1 = 80MW

20MW

60MW

Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

A árvore B&B produzida pelo algoritmo B&B para o sistema de três barras com um

circuito na base está na Figura13.
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Figura 13 – Árvore Branch and Bound do sistema de 3 barras com um circuito na base
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Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)
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4 TESTES COMO ALGORITMO BRANCH AND BOUND ESPECIALIZADO

4.1 SISTEMA DE GARVER DE 6 BARRAS E 15 RAMOS

O sistema de Garver, como mostra a Figura 14, possui 6 barras e 15 ramos, dentre

as barras, 3 possuem geração de potência ativa com capacidade de geração total máxima de

1110MW, cargas em 5 barras com demanda total de 760MW e aceita no máximo a construção

de 4 linhas em cada ramo.

Figura 14 – Sistema de Garver com 6 barras e 15 ramos
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80MW
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240MW
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Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

As informações sobre geração e demanda de energia em cada barra, ramos, linhas já

existentes, máximo fluxo de potência ativa permitido em cada linha e os custos para constru-

ção de novas linhas em cada ramo do sistema de Garver utilizado para o planejamento são

apresentadas nas Tabelas 14 e 15 no Anexo A.
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4.2 SISTEMA IEEE(A) DE 24 BARRAS E 41 RAMOS

O sistema IEEEa, como mostra a Figura 15, possui 24 barras e 41 ramos, dentre as

barras, 10 possuem geração de potência ativa com capacidade de geração total máxima de

10215MW, cargas em 17 barras com demanda total de 8550MW e aceita no máximo a cons-

trução de 4 linhas em cada ramo.

Figura 15 – Sistema IEEEa com 24 barras e 41 ramos
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Fonte: Escobar, Romero e Gallego (2010)

As informações sobre geração e demanda de energia em cada barra, ramos, linhas já

existentes, máximo fluxo de potência ativa permitido em cada linha e os custos para construção

de novas linhas em cada ramo do sistema IEEEa utilizado para o planejamento são apresentadas

nas Tabelas 16 e 17 no Anexo A.
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4.3 RESULTADOS

O planejamento dos sistemas de Garver de 6 barras e 15 ramos e IEEEa de 24 bar-

ras e 41 ramos foram realizados utilizando o algoritmo Branch and Bound (B&B), juntamente

com algoritmo Primal Simplex Canalizado (PSC) na resolução do problema inicial com inte-

gralidade relaxada e com o algoritmo Dual Simplex Canalizado (DSC) para a reotimização dos

subproblemas gerados pelo algoritmo B&B. Foi utilizada também a estratégia apresentada na

Subseção 3.2.4 de redução do número de variáveis artificiais a serem inseridas no problema

inicial. O algoritmo B&B desenvolvido neste trabalho foi o Algoritmo 2 em que no passo 1

foi escolhido Vinc = ∞ como incumbente inicial, no passo 2 foi utilizada a estratégia de sempre

escolher a variável inteira com valor não inteiro de menor subíndice e no passo 3 foi utili-

zado a regra LIFO1. Estes algoritmos e as estratégias utilizadas foram implementados através

da linguagem computacional FORTRAN 77 resultando em um programa capaz de realizar o

planejamento dos sistemas de transmissão.

O computador utilizado na execução do programa para resolver o planejamento dos sis-

temas de Garver e IEEE(a) é um Dell™ OptiPlex™ 980 com processador Intel® Core™ i7-860

(8 MB Cache, 2,80GHz) com 4 núcleos, 8 threads e máxima velocidade de clock de 3,46GHz,

memória RAM 2× 2 GB DDR3 de 1333MHz e sistema operacional Microsoft Windows 7

Professional 64 bits. Durante a aplicação do programa não estavam sendo executados proces-

sos de usuários e não foi encontrada perceptível mudança nas informações de desempenho do

computador. As informações sobre o desempenho do programa estão na Tabela 4.

Tabela 4 – Informações sobre o funcionamento do software nos sistemas testados

Sistema de Transmissão
Garver

(6 barras e 15 ramos)

IEEEa

(24 barras e 41 ramos)

Número de iterações do

PSC em Po

Fase I Fase II Total Fase I Fase II Total

10 42 52 43 159 202

Solução ótima de Po US$ 99×106 US$ 67,706×106

Número de nós da árvore

B&B
100 40

Número médio de iterações

do DSC para cada nó
6 a 7 9 a 10

Tempo computacional Total 0,109 s 0,124 s

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Como foi utilizado a regra LIFO no passo 3 do algoritmo B&B, todos os nós da árvore

B&B foram resolvidos antes de passarem pelos testes de sondagem e, portanto, o número de
1 Na regra LIFO foi considerado os subproblemas que recebem a restrição com desigualdade ≥ como últimos

subproblemas gerados.
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nós da árvore B&B corresponde ao número de subproblemas de PL que foram resolvidos.

Verifica-se na Tabela 4 que o programa executou um número elevado de iteração do

PSC para resolver Po em comparação com a média de iterações do algoritmo DSC para resolver

os subproblemas gerados pelo algoritmo B&B mesmo não sendo armazenadas as informações

dos subproblemas descendentes. A estratégia de se utilizar somente as informações do qua-

dro ótimo de Po para reotimizar seus subproblemas descendentes através do algoritmo DSC

mostrou-se eficiente reduzindo significativamente o consumo de memória e também mostrou

que não é necessária a execução do algoritmo PSC para resolver inteiramente os subproblemas

descendentes.

Na Tabela 4, também verifica-se a eficiência da estratégia da redução do número de

adições de variáveis artificiais. Utilizando a estratégia convencional de adição de variáveis

artificiais no sistema de Garver seria necessário a adição de 36 variáveis artificiais e no sistema

IEEEa 66 variáveis artificiais, isto significa que o número mínimo de iterações do algoritmo

PSC em Fase I seria igual ao número de variáveis artificial adicionadas em cada sistema. Com

a estratégia de redução do número de adições de variáveis artificiais apresentada na Subseção

3.2.4, foram adicionadas somente 6 variáveis artificiais no sistema de Garver e 24 variáveis

artificiais no sistema IEEEa e, como pode ser visto na Tabela 4, foram necessários 10 iterações

do algoritmo PSC em Fase I no sistema de Garver e 43 iterações no sistema IEEEa.

As soluções encontradas pelo programa para o planejamento dos sistemas de Garver e

IEEEa estão na Tabela 5 que são as mesmas encontradas na literatura especializada.

Tabela 5 – Soluções Ótimas dos Sistema de Transmissão

Sistema de

Transmissão
Soluções Função Objetivo

Garver

(6 barras e 15 ramos)

P83 P96 P100 P90
n3 5 = 1 n2 6 = 2 n2 6 = 3 n2 6 = 1

n4 6 = 3 n3 5 = 1 n3 5 = 1 n3 5 = 1

n4 6 = 1 n4 6 = 2

US$ 110×106

IEEEa

(24 barras e 41 ramos)

P6
n6 10 = 1

n7 8 = 2

n14 16 = 1

US$ 102×106

Fonte: Dados da pesquisa do autor.
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5 CONCLUSÕES

Esta pesquisa considerou a análise teórica e a implementação computacional do algo-

ritmo Dual Simplex Canalizado (DSC) especializado na reotimização eficiente dos subproble-

mas gerados pelo algoritmo Branch and Bound (B&B), sendo este aplicado na resolução de

problemas de Programação Linear Inteiro Misto (PLIM).

Para resolver problemas PLIM de grande porte através do algoritmo B&B são neces-

sárias a utilização de estratégias eficientes de resolução para trabalharem em conjunto com o

algoritmo B&B de modo a não tornar a resolução do problema computacionalmente proibi-

tiva. Para encontrar a solução ótima de um PLIM, o algoritmo B&B necessita gerar muitos

problemas de Programação Linear (PL) descendentes do problema original, isto é, divide-se o

problema original em vários problemas de PL mais restritos.

Inicialmente o algoritmo B&B desconsidera a restrição de integralidade das variáveis

no problema original transformando-o em um problema de PL. Este primeiro PL denominado

Po é resolvido através de um algoritmo de resolução de problemas de PL. Com a solução de Po o

algoritmo B&B verifica se todas as variáveis inteiras possuem valores inteiros, caso existam va-

riáveis inteiras com valores não inteiros o algoritmo B&B as força a assumirem valores inteiros

mudando seus limites, isto é, são gerados dois subproblemas descendentes de Po. Os problemas

descendentes são iguais a Po exceto pela adição de uma nova restrição em cada descendente

em que se muda o limite de uma das variáveis inteiras com valores não inteiros para os inteiros

próximos ao valor desta variável.

Cada subproblema gerado poderia ser resolvido desde o início através de um algoritmo

de resolução de PL, entretanto, isso acarretaria em um esforço computacional elevado. Os sub-

problemas gerados são iguais a Po acrescido de restrições que mudam somente os limites das

variáveis, isto é, as regiões factíveis destes novos problemas são subdivisões da região factível

de Po, portanto, são problemas mais restritos que Po. Desta forma, através da análise de sensibi-

lidade em que somente alguns parâmetros do problema Po estão sendo alterados adiciona-se as

novas restrições ao quadro ótimo de Po e realiza-se a reotimização do quadro através de um al-

goritmo Dual Simplex (DS). Neste caso, a reotimização com o método dual simplex é possível,

pois no quadro ótimo de Po o critério de otimalidade está garantido e com a adição das novas

restrições o critério de factibilidade da solução é perdido.

A estratégia desta pesquisa foi utilizar o algoritmoDSC para reotimizar todos os subpro-

blemas gerados a partir de Po resultando em uma implementação capaz de reotimizar qualquer

subproblema descendente através do quadro ótimo de Po. Neste tipo de estratégia armazena-se

somente o quadro ótimo Po e as restrições de mudança de limite de cada subproblema gerado.

A vantagem desta estratégia é que não é necessário armazenar todos os subproblemas gerados,

evitando-se assim, o consumo excessivo de memória. A desvantagem é que a resolução de um

subproblema a partir do quadro ótimo de Po pode ser mais lenta que a partir de um subpro-

blema antecedente imediato. Se fosse utilizado um algoritmo DS convencional, o tamanho do
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quadro simplex aumentaria desnecessariamente e como as novas restrições mudam somente os

limites das variáveis. Portanto, neste caso o algoritmo DSC torna-se viável, pois este leva em

consideração estas mudanças e não altera as dimensões do quadro simplex.

O problema escolhido para ser resolvido e para testar as estratégias contidas neste traba-

lho foi o problema de Planejamento da Expansão de Sistemas de Transmissão (PEST), com sua

modelagem matemática feita através do Modelo de Transportes que se resulta em um problema

de PLIM.

Pela existência das restrições de igualdade representadas pela equação (117) no modelo

foi escolhido o algoritmo Primal Simplex Canalizado (PSC) de duas fases como algoritmo

de resolução de Po em que são adicionadas as variáveis de folga em todas as restrições de

desigualdade e as variáveis artificiais nas restrições de igualdade. O uso do algoritmo primal

simplex tradicional acarretaria em um aumento excessivo de restrições, e consequentemente, o

de variáveis, pois cada variável com limite inferior e superior geraria duas novas restrições para

o problema.

Outra estratégia utilizada nesta pesquisa foi diminuir o número de variáveis artificiais

a serem adicionadas no problema de PL inicial. Na adição de variáveis artificiais tradicional

são inseridas no sistema uma variável artificial para cada restrição do problema, além da adição

das variáveis de folga. Consequentemente, aumentaria o número de iterações do algoritmo

PSC para retirar em cada iteração uma variável artificial da base. Na estratégia apresentada

foi proposta a adição das variáveis artificiais somente nas restrições de igualdade, diminuindo

assim de 2nl+nb variáveis artificiais para somente nb.

Estes algoritmos foram implementados computacionalmente através da linguagemFOR-

TRAN 77 e aplicados na resolução do problema PEST dos sistemas de transmissão (i) Garver

com 6 barras e 15 ramos e (ii) IEEE (a) de 24 barras e 41 ramos. O software resultante desta

implementação conseguiu obter os mesmos resultados presentes na literatura.

5.1 SUGESTÕES DE TRABALHOS FUTUROS

• Implementar as melhorias básicas no algoritmo B&B padrão apresentadas na Subseção

2.3.1 e analisar o ganho de eficiência;

• Implementar as melhorias específicas do problema no algoritmo B&B apresentadas Sub-

seção 2.3.1 e analisar o ganho de eficiência;

• Modificar o tipo de modelagem do problema e adaptar o programa para resolver o pro-

blema resultante desta nova modelagem;

• Empregar técnicas de processamento paralelo para aproveitar de forma eficiente os recur-

sos computacionais com múltiplos processadores;
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• Empregar técnicas de esparsidade de modo a melhorar a eficiência do software, pois

geralmente os sistemas elétricos possuem características de esparsidade.
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APÊNDICE A - SOLUÇÃO DO EXEMPLO ILUSTRATIVO

Segue a resolução detalhada do exemplo ilustrativo apresentado na Seção 3.6 em que

se deve realizar o planejamento do expansão do sistema de 3 barras com um circuito na base

representado pela Figura 10. De posse do problema Po inicia-se o algoritmo Branch and Bound

(B&B).

Passo 1 - Inicialização

A solução incumbente é escolhida Zinc = z∗ = ∞.
Agora deve ser resolvido o problema Po com variáveis canalizadas. Para isso, deve-se

montar o quadro PSC inicial do problema Po.

A=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−35 0 0 −1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

−35 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 −40 0 0 −1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 −40 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 −40 0 0 −1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 −40 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 −1 −1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

xB=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x8
x9
x10
x11
x12
x13
x14
x15
x16

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

xN1 =

⎡
⎢⎣

x4
x6
x7

⎤
⎥⎦ xN2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3
x5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ B= B−1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

c′B =
[
0 0 0 0 0 0 1 1 1

]
c′N1 =

[
0 0 0

]
c′N2 =

[
0 0 0 0

]

cB =
[
0 0 0 0 0 0 0 0 0

]
cN1 =

[
0 0 0

]
cN2 =

[
3 2 2 0

]

Para encontrar o valor da função objetivo original e da função objetivo de Fase I no
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quadro inicial, deve ser substituído os valores dos limites das variáveis nas funções objetivos.

N1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 0

1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 −1 0

0 1 0

−1 0 1

1 −1 0

0 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

N2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−35 0 0 0

−35 0 0 0

0 −40 0 −1

0 −40 0 1

0 0 −40 0

0 0 −40 0

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

xo = 3x1+2x2+2x3
xo = 3 ·2+2 ·2+2 ·2= 14

z= x14+ x15+ x16
z= 50+50+20= 120

c′N1 =
[
0 −2 1

]
cN1 =

[
0 0 0

]
c′N2 =

[
0 0 0 −2

]
cN2 =

[
−3 −2 −2 0

]

Com as informações encontradas anteriormente, pode-se construir o quadro PSC de

duas fases do problema Po mostrado na Tabela 6.

Tabela 6 – Quadro Primal Simples Canalizado Inicial de Po

RHS −x1 −x2 −x3 −x4 −x5 −x6 −x7
xo 14 −3 −2 −2 0 0 0 0 Lo
z 120 0 0 0 0 −2 −2 1 Lz−2L9
x8 0 −35 0 0 −1 0 0 0 L1
x9 140 −35 0 0 1 0 0 0 L2
x10 240 0 −40 0 0 −1 0 0 L3−L9
x11 0 0 −40 0 0 1 0 0 L4+L9
x12 0 0 0 −40 0 0 −1 0 L5
x13 160 0 0 −40 0 0 1 0 L6
x14 50 0 0 0 −1 −1 0 1 L7−L9
x15 50 0 0 0 1 0 −1 0 L8
x16 20 0 0 0 0 −1 −1 0 −L9

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

No algoritmo PSC a escolha da variável não básica que deve entrar na base é feita

através da relação (121):

xk⇒max
{ (

z j− c j
)
: j ∈ R1; −

(
z j− c j

)
: j ∈ R2

}
(121)

Se a variável xk, escolhida para entrar na base, está no LI, Δk é encontrado através da

relação (122) e atualização da coluna de RHS após a pivotagem é feita pela relação (123).

Δk = min
i=1,...,m

{
bi− lBi

yik
: yik > 0;

uBi−bi
−yik

: yik < 0; (uk− lk) ; ∞
}

(122)
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⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

xBi = b̄i− yikΔk i �= r

xBr = lk+Δk ⇐ xk

z= z̄− (zk− ck)Δk

(123)

Se a variável xk, escolhida para entrar na base, está no LS, Δk é encontrado através da

relação (124) e a atualização da coluna de RHS após a pivotagem é feita pela relação (125).

Δk = min
i=1,...,m

{
bi− lBi

−yik
: yik < 0;

uBi−bi
yik

: yik > 0; (uk− lk) ; ∞
}

(124)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

xBr = uk−Δk ⇐ xk

xBi = b̄i+ yikΔk i �= r

z= z̄+(zk− ck)Δk

(125)

Através da relação (121) foi escolhida a variável não básica x5 que está no seu LS para

entrar na base. Para determinar Δk foi usada a relação (124).

Δk =min

{
240−0

1
;

∞−0
1

;
50−0
1

;
20−0
1

; (120− (−120)) ; ∞
}
= 20

Como Δk = 20⇒ x16 deve sair da base e passa para seu LI. A atualização da coluna

RHS é feita pela relação (125). Os novos conjuntos são R1 = {4, 6, 7} e R2 = {1, 2, 3}. Após a

pivotagem do quadro inicial de Po e da atualização da coluna RHS é obtido o seguinte quadro:

RHS −x1 −x2 −x3 −x4 −x6 −x7
xo 14 −3 −2 −2 0 0 0 Lo
z 80 0 0 0 0 0 1 Lz−L7
x8 0 −35 0 0 −1 0 0 L1
x9 140 −35 0 0 1 0 0 L2
x10 220 0 −40 0 0 1 0 L3
x11 20 0 −40 0 0 −1 0 L4
x12 0 0 0 −40 0 −1 0 L5
x13 160 0 0 −40 0 1 0 L6
x14 30 0 0 0 −1 1 1 L7
x15 50 0 0 0 1 −1 0 L8
x5 100 0 0 0 0 1 0 L9

Através da relação (121) foi escolhida a variável não básica x7 que está no seu LI para

entrar na base. Para determinar Δk foi usada a relação (122). Δk = 30⇒ x14 deve sair da base

e passar para seu LI. Os novos conjuntos são R1 = {4, 6} e R2 = {1, 2, 3}. A atualização da

coluna RHS é feita pela relação (123). Após a pivotagem do quadro anterior e da atualização

da coluna RHS é obtido o seguinte quadro:
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RHS −x1 −x2 −x3 −x4 −x6
xo 14 −3 −2 −2 0 0 Lo
z 50 0 0 0 1 −1 Lz−L8
x8 0 −35 0 0 −1 0 L1+L8
x9 140 −35 0 0 1 0 L2−L8
x10 220 0 −40 0 0 1 L3
x11 20 0 −40 0 0 −1 L4
x12 0 0 0 −40 0 −1 L5
x13 160 0 0 −40 0 1 L6
x7 30 0 0 0 −1 1 L7+L8
x15 50 0 0 0 1 −1 L8
x5 100 0 0 0 0 1 L9

Através da relação (121) foi escolhida a variável não básica x4 que está no seu LI para

entrar na base. Para determinar Δk foi usada a relação (122). Δk = 50⇒ x15 deve sair da base e

passar para seu LI. Os novos conjuntos são R1 = {6} e R2 = {1, 2, 3}. A atualização da coluna

RHS é feita pela relação (123). Após a pivotagem do quadro anterior e da atualização da coluna

RHS é obtido o quadro seguinte, onde é verificado que a função objetivo de Fase I é igual a

zero, terminando a Fase I do método PSC e iniciando a Fase II:

RHS −x1 −x2 −x3 −x6
xo 14 −3 −2 −2 0 Lo− (3/35)L1
x8 50 −35 0 0 −1 L1/(−35)

x9 90 −35 0 0 1 L2−L1
x10 220 0 −40 0 1 L3
x11 20 0 −40 0 −1 L4
x12 0 0 0 −40 −1 L5
x13 160 0 0 −40 1 L6
x7 80 0 0 0 0 L7
x4 −20 0 0 0 −1 L8
x5 100 0 0 0 1 L9

Através da relação (121) foi escolhida a variável não básica x1 que está no seu LS para

entrar na base. Para determinar Δk foi usada a relação (124). Δk =
10
7 ⇒ x8 deve sair da base e

passar para seu LI. Os novos conjuntos são R1 = {6, 8} e R2 = {2, 3}. A atualização da coluna

RHS é feita pela relação (125). Após a pivotagem do quadro anterior e da atualização da coluna

RHS é obtido o seguinte quadro:
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RHS −x8 −x2 −x3 −x6
xo 68/7 −3/35 −2 −2 3/35 Lo− (1/20)L1
x1 4/7 −1/35 0 0 1/35 L1
x9 40 −1 0 0 2 L2
x10 220 0 −40 0 1 L3−L4
x11 20 0 −40 0 −1 −L4/40

x12 0 0 0 −40 −1 L5
x13 160 0 0 −40 1 L6
x7 80 0 0 0 0 L7
x4 −20 0 0 0 −1 L8
x5 100 0 0 0 1 L9

Através da relação (121) foi escolhida a variável não básica x2 que está no seu LS para

entrar na base. Para determinar Δk foi usada a relação (124). Δk =
1
2 ⇒ x11 deve sair da base

e passar para seu LI. Os novos conjuntos são R1 = {6, 8, 11} e R2 = {3}. A atualização da

coluna RHS é feita pela relação (125). Após a pivotagem do quadro anterior e da atualização

da coluna RHS é obtido o seguinte quadro:

RHS −x8 −x11 −x3 −x6
xo 61/7 −3/35 −1/20 −2 19/140 Lo− (1/20)L5
x1 4/7 −1/35 0 0 1/35 L1
x9 40 −1 0 0 2 L2
x10 200 0 −1 0 2 L3−L4
x2 3/2 0 −1/40 0 1/40 L4
x12 0 0 0 −40 −1 −L5/40

x13 160 0 0 −40 1 L6−L5
x7 80 0 0 0 0 L7
x4 −20 0 0 0 −1 L8
x5 100 0 0 0 1 L9

Através da relação (121) foi escolhida a variável não básica x3 que está no seu LS para

entrar na base. Para determinar Δk foi usada a relação (124). Δk = 0⇒ x12 deve sair da base

e passar para seu LI. Os novos conjuntos são R1 = {6, 8, 11, 12} e R2 = /0. A atualização da

coluna RHS é feita pela relação (125). Após a pivotagem do quadro anterior e da atualização

da coluna RHS é obtido o seguinte quadro:
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RHS −x8 −x11 −x12 −x6
xo 61/7 −3/35 −1/20 −1/20 13/70 Lo− (13/140)L5
x1 4/7 −1/35 0 0 1/35 L1− (1/70)L2
x9 40 −1 0 0 2 L2/2

x10 200 0 −1 0 2 L3−L2
x2 3/2 0 −1/40 0 1/40 L4− (1/80)L

x3 2 0 0 −1/40 1/40 L5− (1/80)L2
x13 160 0 0 −1 2 L6−L2
x7 80 0 0 0 0 L7
x4 −20 0 0 0 −1 L8+(1/2)L2
x5 100 0 0 0 1 L9− (1/2)L2

Através da relação (121) foi escolhida a variável não básica x6 que está no seu LI para

entrar na base. Para determinar Δk foi usada a relação (122). Δk = 20⇒ x9 deve sair da base

e passar para seu LI. Os novos conjuntos são R1 = {8, 9, 11, 12} e R2 = /0. A atualização da

coluna RHS é feita pela relação (123). Após a pivotagem do quadro anterior e da atualização

da coluna RHS é obtido o seguinte quadro:

RHS −x8 −x11 −x12 −x9
xo 5 1/140 −1/20 −1/20 −13/140 Lo− (4/7)L4
x1 0 −1/70 0 0 −1/70 L1+(8/7)L4
x6 −60 −1/2 0 0 1/2 L2+40L4
x10 160 1 −1 0 −1 L3−80L4
x2 1 1/80 −1/40 0 −1/80 80L4
x3 3/2 1/80 0 −1/40 −1/80 L5−L4
x13 120 1 0 −1 −1 L6−80L4
x7 80 0 0 0 0 L7
x4 0 −1/2 0 0 1/2 L8+40L4
x5 80 1/2 0 0 −1/2 L9−40L4

Através da relação (121) foi escolhida a variável não básica x8 que está no seu LI para

entrar na base. Para determinar Δk foi usada a relação (122). Δk = 80⇒ x2 deve sair da base

e passar para seu LI. Os novos conjuntos são R1 = {2, 9, 11, 12} e R2 = /0. A atualização da

coluna RHS é feita pela relação (123). Após a pivotagem do quadro anterior e da atualização

da coluna RHS é obtido o quadro ótimo de Po mostrado na Tabela 7. Solução ótima encontrada

xo = 31
7 , x1 =

8
7 , x2 = 0, x3 = 1

2 , x4 = 40, x5 = 40, x6 =−20, x7 = 80, x8 = 80, x9 = 0, x10 = 80,

x11 = 0, x12 = 0 e x13 = 40.
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Tabela 7 – Quadro ótimo de Po

RHS −x2 −x11 −x12 −x9

xo 31/7 −4/7 −1/28 −1/20 −3/35

x1 8/7 8/7 −1/35 0 −1/35

x6 −20 40 −1 0 0

x10 80 −80 1 0 0

x8 80 80 −2 0 −1

x3 1/2 −1 1/40 −1/40 0

x13 40 −80 2 −1 0

x7 80 0 0 0 0

x4 40 40 −1 0 0

x5 40 −40 1 0 0

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 2 - Escolha da variável para separação

A primeira variável, x1 com valor corrente não inteiro, é usada para realizar a separação

do subproblema. Assim, Po é separado em dois novos subproblemas, P1 e P2

P1 =

⎧⎨
⎩
Po

x1 ≤ 1

P2 =

⎧⎨
⎩
Po

x1 ≥ 2

Passo 3 - Resolução do subproblema escolhido

Através da regra LIFO, P2 é escolhido para ser resolvido primeiramente. P2 será resol-

vido fazendo a reotimização do quadro ótimo de Po através do algoritmo DSC.

P2 =

⎧⎨
⎩
Po

x1 ≥ 2

R1 = {2, 9, 11, 12}

R2 = /0

Seja o quadro ótimo de Po:
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RHS −x2 −x11 −x12 −x9
xo 31/7 −4/7 −1/28 −1/20 −3/35 Lo− (5/4)L

x1 8/7 8/7 −1/35 0 −1/35 −35L1
x6 −20 40 −1 0 0 L2−35L1
x10 80 −80 1 0 0 L3+35L1
x8 80 80 −2 0 −1 L4−70L1
x3 1/2 −1 1/40 −1/40 0 L5+(7/8)L

x13 40 −80 2 −1 0 L6+70L1
x7 80 0 0 0 0 L7
x4 40 40 −1 0 0 L8−35L1
x5 40 −40 1 0 0 L9+35L1

x1 deve sair da base, pois seu LI está sendo violado. A escolha da variável não básica xk,

que deve entrar na base, é encontrada através da relação (109) xk =⇒
(
yok
yrk

)
=min

{
3/35
1/35 ;

1/28
1/35

}
=

5
4⇒ x11 deve entrar na base. Os novos conjuntos são R1 = {1, 2, 9, 12} e R2 = /0. A atualização

da coluna RHS é feita pela relação (113). Após a pivotagem do quadro anterior e da atualização

da coluna RHS é obtido o seguinte quadro:

RHS −x2 −x1 −x12 −x9
xo 11/2 −2 −5/4 −1/20 −1/20 Lo− (1/40)L6
x11 30 −40 −35 0 1 L1+(1/2)L6
x6 10 0 −35 0 1 L2+(1/2)L6
x10 50 −40 35 0 −1 L3− (1/2)L6
x8 140 0 −70 0 1 L4+(1/2)L6
x3 −1/4 0 7/8 −1/40 −1/40 L5− (1/80)L6
x13 −20 0 70 −1 −2 −L6/2

x7 80 0 0 0 0 L7
x4 70 0 −35 0 1 L8+(1/2)L6
x5 10 0 35 0 −1 L9− (1/2)L6

x13 deve sair da base, pois seu LI está sendo o mais violado. A escolha da variável

não básica xk, que deve entrar na base, é encontrada através da relação (109) xk =⇒
(
yok
yrk

)
=

min
{
1/20
2 ; 1/201

}
= 1

40 ⇒ x9 deve entrar na base. Os novos conjuntos são R1 = {1, 2, 12, 13} e

R2 = /0. A atualização da coluna RHS é feita pela relação (113). Após a pivotagem do quadro

anterior e da atualização da coluna RHS é obtido o quadro ótimo de P2 mostrado na Tabela 8.

Solução ótima encontrada xo = 6, x1 = 2, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 60, x5 = 20, x6 = 0, x7 = 80,

x8 = 130, x9 = 10, x10 = 60, x11 = 20, x12 = 0 e x13 = 0.
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Tabela 8 – Quadro ótimo de P2

RHS −x2 −x1 −x12 −x13

xo 6 −2 −3 −1/40 −1/40

x11 20 −40 0 −1/2 1/2

x6 0 0 0 −1/2 1/2

x10 60 −40 0 1/2 −1/2

x8 130 0 −35 −1/2 1/2

x3 0 0 0 −1/80 −1/80

x9 10 0 −35 1/2 −1/2

x7 80 0 0 0 0

x4 60 0 0 −1/2 1/2

x5 20 0 0 1/2 −1/2

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Como a solução obtida de P2 é inteira é acionado o teste 3 de sondagem, assim o sub-

problema P2 é sondado e a incumbente atualizada para z∗ = 6.

Passo 5

O subproblema foi sondado e deve ser voltado ao passo 3.

Passo 3 - Resolução do subproblema escolhido

P1 deve ser resolvido fazendo a reotimização do quadro ótimo de Po através do algoritmo

DSC.

P1 =

⎧⎨
⎩
Po

x1 ≤ 1

R1 = {2, 9, 11, 12}

R2 = /0

Através do quadro ótimo de Po mostrado na Tabela 7, x1 deve sair da base, pois seu LS

está sendo violado. A escolha da variável não básica xk, que deve entrar na base, é encontrada

através da relação (108) xk = x2 (único candidato) deve entrar na base. Os novos conjuntos são

R1 = {9, 11, 12} e R2 = {1}. Após a pivotagem do quadro ótimo de Po e da atualização da

coluna RHS é obtido o quadro ótimo de P1 mostrado na tabela (9). Solução ótima encontrada

xo = 9
2 , x1 = 1, x2 = 1

8 , x3 =
5
8 , x4 = 35, x5 = 45, x6 =−25, x7 = 80, x8 = 70, x9 = 0, x10 = 90,

x11 = 0, x12 = 0 e x13 = 50.



112 APÊNDICE A - SOLUÇÃO DO EXEMPLO ILUSTRATIVO

Tabela 9 – Quadro ótimo de P1

RHS −x1 −x11 −x12 −x9

xo 9/2 1/2 −1/20 −1/20 −1/10

x2 1/8 7/8 −1/40 0 −1/40

x6 −25 −35 0 0 1

x10 90 70 −1 0 −2

x8 70 −70 0 0 1

x3 5/8 7/8 0 −1/40 −1/40

x13 50 70 0 −1 −2

x7 80 0 0 0 0

x4 35 −35 0 0 1

x5 45 35 0 0 −1

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Em P1 nenhum teste de sondagem é satisfeito.

Passo 5

O subproblema não foi sondado e deve ser voltado ao passo 2.

Passo 2 - Escolha da variável para separação

A primeira variável x2, com valor corrente não inteiro, é usada para realizar a separação

do subproblema. Assim, P1 é separado em dois novos subproblemas, P3 e P4

P3 =

⎧⎨
⎩
P1

x2 ≤ 0

P4 =

⎧⎨
⎩
P1

x2 ≥ 1
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Passo 3 - Resolução do subproblema escolhido

Através da regra LIFO, P4 é escolhido para ser resolvido primeiramente. P4 será resol-

vido fazendo a reotimização do quadro ótimo de P1 através do algoritmo DSC.

P4 =

⎧⎨
⎩
P1

x2 ≥ 1

R1 = {9, 11, 12}

R2 = {1}

Através do quadro ótimo de P1 mostrado na Tabela 9, x2 deve sair da base, pois seu LI

está sendo violado. A escolha da variável não básica xk, que deve entrar na base, é encontrada

através da relação (109) xk =⇒
(
yok
yrk

)
= min

{
1/2
7/8 ;

1/10
1/40 ;

1/20
1/40

}
= 4

7 ⇒ x1 deve entrar na base.

Os novos conjuntos são R1 = {2, 9, 11, 12} e R2 = /0. Após a pivotagem do quadro ótimo de P1
e da atualização da coluna RHS é obtido o quadro ótimo de P4 mostrado na tabela (10). Solução

ótima encontrada xo = 5, x1 = 0, x2 = 1, x3 = 3
2 , x4 = 0, x5 = 80, x6 = −60, x7 = 80, x8 = 0,

x9 = 0, x10 = 160, x11 = 0, x12 = 0 e x13 = 120.

Tabela 10 – Quadro ótimo de P4

RHS −x2 −x11 −x12 −x9

xo 5 −4/7 −1/28 −1/20 −3/35

x1 0 8/7 −1/35 0 −1/35

x6 −60 40 −1 0 0

x10 160 −80 1 0 0

x8 0 80 −2 0 −1

x3 3/2 −1 1/40 −1/40 0

x13 120 −80 2 −1 0

x7 80 0 0 0 0

x4 0 40 −1 0 0

x5 80 −40 1 0 0

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Em P4 nenhum teste de sondagem é satisfeito.

Passo 5

O subproblema não foi sondado e deve ser voltado ao passo 2.
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Passo 2 - Escolha da variável para separação

A única variável com valor corrente não inteiro, x3, é usada para realizar a separação do

subproblema. Assim, P4 é separado em dois novos subproblemas, P5 e P6

P5 =

⎧⎨
⎩
P4

x3 ≤ 1

P6 =

⎧⎨
⎩
P4

x3 ≥ 2

Passo 3 - Resolução do subproblema escolhido

Através da regra LIFO, P6 é escolhido para ser resolvido primeiramente. P6 será resol-

vido fazendo a reotimização do quadro ótimo de P4 através do algoritmo DSC.

P6 =

⎧⎨
⎩
P4

x3 ≥ 2

R1 = {2, 9, 11, 12}

R2 = /0

Através do quadro ótimo de P4 mostrado na Tabela 10, x3 deve sair da base, pois seu LI

está sendo violado. A escolha da variável não básica xk, que deve entrar na base, é encontrada

através da relação (109) xk =⇒
(
yok
yrk

)
= min

{
4/7
1 ; 1/201/40

}
= 4

7 ⇒ x2 deve entrar na base. Os

novos conjuntos são R1 = {3, 9, 11, 12} e R2 = /0. Após a pivotagem do quadro ótimo de P4 e

da atualização da coluna RHS é obtido o seguinte quadro:

RHS −x3 −x11 −x12 −x9
xo 37/7 −4/7 −1/20 −1/28 −3/35 Lo− (1/56)L

x1 −4/7 8/7 0 −1/35 −1/35 L1− (1/70)L4
x6 −80 40 0 −1 0 L2− (1/2)L4
x10 200 −80 −1 2 0 L3+L4
x8 −40 80 0 −2 −1 −L4/2

x2 3/2 −1 −1/40 1/40 0 L5+(1/80)L4
x13 160 −80 0 1 0 L6+(1/2)L4
x7 80 0 0 0 0 L7
x4 −20 40 0 −1 0 L8− (1/2)L4
x5 100 −40 0 1 0 L9+(1/2)L4

x8 deve sair da base, pois seu LI está sendo o mais violado. A escolha da variável

não básica xk, que deve entrar na base, é encontrada através da relação (109) xk =⇒
(
yok
yrk

)
=

min
{
3/35
1 ; 1/282

}
= 1

56 ⇒ x12 deve entrar na base. Os novos conjuntos são R1 = {3, 8, 9, 11} e

R2 = /0. A atualização da coluna RHS é feita pela relação (113). Após a pivotagem do quadro
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anterior e da atualização da coluna RHS é obtido o quadro ótimo de P6 mostrado na Tabela 11.

Solução ótima encontrada xo = 6, x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 0, x5 = 80, x6 = −60, x7 = 80,

x8 = 0, x9 = 0, x10 = 160, x11 = 0, x12 = 20 e x13 = 140.

Tabela 11 – Quadro ótimo de P6

RHS −x3 −x11 −x8 −x9

xo 6 −2 −1/20 −1/56 −19/280

x1 0 0 0 −1/70 −1/70

x6 −60 0 0 −1/2 1/2

x10 160 0 −1 1 −1

x12 20 −40 0 −1/2 1/2

x2 1 0 −1/40 1/80 −1/80

x13 140 −40 0 1/2 −1/2

x7 80 0 0 0 0

x4 0 0 0 −1/2 1/2

x5 80 0 0 1/2 −1/2

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Como a solução obtida de P6 é inteira, então o teste 4 de sondagem é acionado, assim, o

subproblema P6 é sondado e a solução de P6 apresenta um valor incumbente da função objetivo

exatamente igual ao valor da incumbente corrente. Assim, a incumbente não varia, mas existem

duas soluções candidatas a soluções ótimas alternativas globais.

Passo 5

O subproblema foi sondado e como ainda existem subproblemas não sondados deve ser

voltado ao passo 3.

Passo 3 - Resolução do subproblema escolhido

P5 deve ser resolvido fazendo a reotimização do quadro ótimo de P4 através do algoritmo

DSC.

P5 =

⎧⎨
⎩
P4

x3 ≤ 1

R1 = {2, 9, 11, 12}

R2 = /0

Através do quadro ótimo de P4 mostrado na Tabela 10, x3 deve sair da base pois, seu LS

está sendo violado. A escolha da variável não básica xk, que deve entrar na base, é encontrada
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através da relação (108) xk = x11 (único candidato) deve entrar na base. Os novos conjuntos

são R1 = {2, 9, 12} e R2 = {3}. Após a pivotagem do quadro ótimo de P4 e da atualização da

coluna RHS é obtido o quadro ótimo de P5 mostrado na Tabela 12. Solução ótima encontrada

xo = 40
7 , x1 =

4
7 , x2 = 1, x3 = 1, x4 = 20, x5 = 60, x6 =−40, x7 = 80, x8 = 40, x9 = 0, x10 = 140,

x11 = 20, x12 = 0 e x13 = 80.

Tabela 12 – Quadro ótimo de P5

RHS −x2 −x3 −x12 −x9

xo 40/7 −2 10/7 −3/35 −3/35

x1 4/7 0 8/7 −1/35 −1/35

x6 −40 0 40 −1 0

x10 140 −40 −40 1 0

x8 40 0 80 −2 −1

x11 20 −40 40 −1 0

x13 80 0 −80 1 0

x7 80 0 0 0 0

x4 20 0 40 −1 0

x5 60 0 −40 1 0

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Em P5 nenhum teste de sondagem é satisfeito.

Passo 5

O subproblema não foi sondado e deve ser voltado ao passo 2.

Passo 2 - Escolha da variável para separação

A única variável com valor corrente não inteiro, x1 é usada para realizar a separação do

subproblema. Assim, P5 é separado em dois novos subproblemas, P7 e P8

P7 =

⎧⎨
⎩
P5

x1 ≤ 0

P8 =

⎧⎨
⎩
P5

x1 ≥ 1
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Passo 3 - Resolução do subproblema escolhido

Através da regra LIFO, P8 é escolhido para ser resolvido primeiramente. P8 será resol-

vido fazendo a reotimização do quadro ótimo de P5 através do algoritmo DSC.

P8 =

⎧⎨
⎩
P5

x1 ≥ 1

R1 = {2, 9, 12}

R2 = {3}

Através do quadro ótimo de P5 mostrado na tabela (12), x1 deve sair da base, pois seu LI

está sendo violado. A escolha da variável não básica xk, que deve entrar na base, é encontrada

através da relação (109) xk =⇒
(
yok
yrk

)
= min

{
10/7
8/7 ;

3/35
1/35

}
= 5

4 ⇒ x3 deve entrar na base. Os

novos conjuntos são R1 = {1, 2, 9, 12} e R2 = /0. Após a pivotagem do quadro ótimo de P5 e

da atualização da coluna RHS é obtido o quadro ótimo de P8 mostrado na tabela (13). Solução

ótima encontrada xo = 25
4 , x1= 1, x2 = 1, x3= 13

8 , x4= 35, x5 = 45, x6 =−25, x7= 80, x8 = 70,

x9 = 0, x10 = 125, x11 = 35, x12 = 0 e x13 = 50.

Tabela 13 – Quadro ótimo de P8

RHS −x2 −x1 −x12 −x9

xo 25/4 −2 −5/4 −1/20 −1/20

x3 13/8 0 7/8 −1/40 −1/40

x6 −25 0 −35 0 1

x10 125 −40 35 0 −1

x8 70 0 −70 0 1

x11 35 −40 −35 0 1

x13 50 0 70 −1 −2

x7 80 0 0 0 0

x4 35 0 −35 0 1

x5 45 0 35 0 −1

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Em P8 é acionado o teste 1, pois xo = 25
4 = 6,25 > z∗ = 6. Assim, o subproblema P8 é

sondado

Passo 5

Como o subproblema foi sondado e ainda existem subproblemas não sondados deve ser

voltado ao passo 3.



118 APÊNDICE A - SOLUÇÃO DO EXEMPLO ILUSTRATIVO

Passo 3 - Resolução do subproblema escolhido

P7 deve ser resolvido fazendo a reotimização do quadro ótimo de P5 através do algoritmo

DSC.

P7 =

⎧⎨
⎩
P5

x1 ≤ 0

R1 = {2, 9, 12}

R2 = {3}

Através do quadro ótimo de P5 mostrado na Tabela 12, x1 deve sair da base pois seu LS

está sendo violado. A escolha da variável não básica que deve entrar na base xk é encontrado

através da relação (108), mas não existe candidato para entrar na base, portanto, o problema P7
é infactível.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Em P7 é acionado o teste 2 pois é infactível, portanto, o subproblema P7 é sondado

Passo 5

Como o subproblema foi sondado e ainda existem subproblemas não sondados, deve ser

voltado ao passo 3.

Passo 3 - Resolução do subproblema escolhido

P3 deve ser resolvido fazendo a reotimização do quadro ótimo de P1 através do algoritmo

DSC.

P3 =

⎧⎨
⎩
P1

x2 ≤ 0

R1 = {9, 11, 12}

R2 = {1}

Através do quadro ótimo de P1 mostrado na Tabela 9, x2 deve sair da base, pois seu LS

está sendo violado. A escolha da variável não básica xk, que deve entrar na base, é encontrada

através da relação (108), mas não existe candidato para entrar na base, portanto, o problema P3
é infactível.

Passo 4 - Testes de Sondagem

Em P3 é acionado o teste 2, pois é infactível, portanto, o subproblema P3 é sondado

Passo 5

Como o subproblema foi sondado e não existem subproblemas que devem ser analisa-

dos, então, é finalizado o algoritmo B&B.
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As soluções para este exemplo ilustrativo são apresentadas nas Figuras 11 e 12 apresen-

tadas na Seção 3.6. A árvore B&B resultante da solução deste exemplo ilustrativo também é

apresentada na Seção 3.6 pela Figura 13.
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ANEXO A - DADOS DOS SISTEMAS DE TRANSMISSÃO

Nesta anexo são apresentados todos os dados dos sistemas testes usados no trabalho,

Garver de 6 barras e IEEEa de 24 barras. Para cada sistema são apresentadas duas tabelas, a

primeira com número de barras, geração e demanda e a segunda com os ramos ou corredores,

linhas existentes, fluxo máximo e custo. Esses dados estão disponíveis em UNESP (2012).

Tabela 14 – Dados das barras do sistema de

Garver

Barra Geração (MW) Demanda (MW)

1 150 80

2 0 240

3 360 40

4 0 160

5 0 240

6 600 0

Fonte: UNESP (2012)

Tabela 15 – Dados dos ramos do sistema de Garver

Ramo
Circuitos

Existentes

Máximo Fluxo de

Potência Ativa (MW)

Custo

(Milhões US$)

1-2 1 100 40

1-3 0 100 38

1-4 1 80 60

1-5 1 100 20

1-6 0 70 68

2-3 1 100 20

2-4 1 100 40

2-5 0 100 31

2-6 0 100 30

3-4 0 82 59

3-5 1 100 20

3-6 0 100 48

4-5 0 75 63

4-6 0 100 30

5-6 0 78 61

Fonte: UNESP (2012)
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Tabela 16 – Dados das barras do sistema IEEEa

Barra Geração (MW) Demanda (MW)

1 576 324

2 576 291

3 0 540

4 0 222

5 0 213

6 0 408

7 900 375

8 0 513

9 0 525

10 0 585

11 0 0

12 0 0

13 1773 795

14 0 582

15 645 951

16 465 300

17 0 0

18 1200 999

19 0 543

20 0 384

21 1200 0

22 900 0

23 1980 0

24 0 0

Fonte: UNESP (2012)

Tabela 17 – Dados dos ramos do sistema IEEEa

(continua)

Ramo
Circuitos

Existentes

Máximo Fluxo de

Potência Ativa (MW)

Custo

(Milhões US$)

1-2 1 175 3

1-3 1 175 55

1-5 1 175 22

2-4 1 175 33

2-6 1 175 50
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Tabela 17 – Dados dos ramos do sistema IEEEa

(continuação)

Ramo
Circuitos

Existentes

Máximo Fluxo de

Potência Ativa (MW)

Custo

(Milhões US$)

3-9 1 175 31

3-24 1 400 50

4-9 1 175 27

5-10 1 175 23

6-10 1 175 16

7-8 1 175 16

8-9 1 175 43

8-10 1 175 43

9-11 1 400 50

9-12 1 400 50

10-11 1 400 50

10-12 1 400 50

11-13 1 500 66

11-14 1 500 58

12-13 1 500 66

12-23 1 500 134

13-23 1 500 120

14-16 1 500 54

15-16 1 500 24

15-21 2 500 68

15-24 1 500 72

16-17 1 500 36

16-19 1 500 32

17-18 1 500 20

17-22 1 500 146

18-21 2 500 36

19-20 2 500 55

20-23 2 500 30

21-22 1 500 94

1-8 0 500 35

2-8 0 500 33

6-7 0 500 50
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Tabela 17 – Dados dos ramos do sistema IEEEa

(conclusão)

Ramo
Circuitos

Existentes

Máximo Fluxo de

Potência Ativa (MW)

Custo

(Milhões US$)

13-14 0 500 62

14-23 0 500 86

16-23 0 500 114

19-23 0 500 84

Fonte: UNESP (2012)
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