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Resumo

Nesta dissertação, propriedades de equilíbrio e não equilíbrio termodinâmico do setor de quarks

leves u e d da Cromodinâmica Quântica (QCD) são estudadas empregando o modelo Polyakov–

Nambu–Jona-Lasinio (PNJL). O modelo PNJL permite considerar simultaneamente as transições

de fase quiral e de desconfinamento à temperatura finita. O grande potencial termodinâmico do

modelo foi calculado na aproximação de campo médio. As equações de gap para os parâmetros

de ordem que caracterizam essas transições de fase, o condensado de quarks e o loop de Polyakov,

foram resolvidas numericamente para diferentes temperaturas e a natureza das transições de fase

associadas foi determinada. A seguir, foram obtidas as equações de Ginzburg-Landau-Langevin

(GLL) que descrevem a dinâmica temporal dos parâmetros de ordem. As escalas de tempo

envolvidas na termalização do condensado de quark e do loop de Polyakov após o sistema ser

submetido a um quench de temperatura foram investigadas como função dos parâmetros de On-

sager para a QCD. A relevância dos resultados obtidos na presente dissertação para experimentos

de colisões de íons pesados a altas energias é discutida.

Palavras-chave: Teoria Quântica de Campos à Temperatura Finita, Cromodinâmica

Quântica, Transição de Fase Quiral, Transição de Desconfinamento, Equações de Ginzburg-

Landau-Langevin

Área de Conhecimento: Física de Partículas, Física Nuclear, Mecânica Estatística



Abstract

Thermodynamic equilibrium and non-equilibrium properties of the light u and d quarks sector of

Quantum Chromodynamics (QCD) are studied with the Polyakov–Nambu–Jona-Lasinio (PNJL)

model. The PNJL model allows to take into account simultaneously the chiral and deconfinement

transitions at finite temperatures. The granpotential of the model is obtained in the mean field

approximation. The gap equations for the order parameters that characterise these transitions,

the quark condensate and the Polyakov loop, are solved numerically for different temperatures

and the nature of the associated phase transitions is determined. Next, the Ginzburg-Landau-

Langevin (GLL) equations that describe the temporal dynamics of the order parameters are

obtained. The time scales involved in the thermalization of the quark condensate and Polyakov

loop after a temperature quench are investigated as functions of the QCD Onsager parameters

available in the literature. The relevance of the results obtained in the present dissertation for

experiments of heavy ions collisions at high energies are discussed.

Keywords: Quantum Field Theory at Finite Temperature, Quantum Chromodynamics,

Chiral Phase Transition, Deconfinement Transition, Ginzburg-Landau-Langevin Equati-

ons

Knowledge Area: Particle Physics, Nuclear Physics, Statistical Mechanics
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Capítulo 1

Introdução

A Cromodinâmica Quântica (QCD – do inglês, Quantum Chromodynamics) é a

teoria quântica de campos que descreve as interações fortes (força forte). Ela é uma teoria

fundamental no sentido de que é definida em termos de quarks e glúons, que acredita-se

sejam partículas elementares. Como teoria fundamental, a partir dela deve-se ser capaz de

entender todos os aspectos da estrutura e das interações entre os hádrons – partículas que

interagem através da força forte como o próton, o nêutron, o méson π etc. Em particular,

a partir da QCD pretende-se entender a origem das massas dos prótons e nêutrons, seus

estados excitados e as forças que os mantêm ligados no interior dos núcleos atômicos. A

maior parte da matéria visível no universo é formada por prótons e nêutrons, eles compõem

os núcleos dos átomos daqui da Terra e do interior das estrelas. A QCD também deve

descrever as propriedades da matéria hadrônica em condições extremas de temperatura

e densidade. Essa matéria estava presente nos primeiros instantes do universo e compõe

o interior de objetos estelares superdensos como as estrelas de nêutrons. Matéria quente

e densa pode também ser produzida em laboratório através de colisões de íons pesados a

altíssimas energias, como nos experimentos conduzidos atualmente no LHC do CERN.

A QCD é uma teoria de calibre não-abeliana e, como tal, exibe a propriedade de

liberdade assintótica [1,2], o que permite o usual tratamento perturbativo na constante de

acoplamento para descrever processos com alto momento transferido (processos duros –

do inglês, hard processes). Em tais situações, a QCD tem sido experimentalmente testada

com sucesso [2], estando, então, bem estabelecida. Por outro lado, quando o momento

transferido é baixo (processos moles – soft processes), a teoria de perturbação usual não

se aplica. Neste regime deve-se, então, aplicar métodos não perturbativos, dentre os

quais se destacam a formulação de QCD na rede (Lattice QCD) e o uso de lagrangianas

efetivas [3, 4]. O estudo de fenômenos não perturbativos na QCD é ao mesmo tempo

desafiador e fascinante: a teoria é formulada em termos de excitações elementares, os

quarks e glúons, não são os graus de liberdade acessíveis via experimentos. Os quarks e
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glúons estão confinados no interior dos hádrons. Também, as forças geradas pela QCD são

tão fortes que menos de 2% da massa de um próton ou de um nêutron pode ser atribuída

às massas dos quarks; ela é gerada pelas interações peculiares dos glúons através de um

mecanismo conhecido como quebra dinâmica da simetria quiral.

Os modelos baseados em lagrangianas efetivas são construídos de modo a incor-

porar as principais propriedades de simetria do problema em questão e há décadas eles

vêm sendo utilizados com sucesso na fenomenologia da física de hádrons. Entretanto, a

única maneira conhecida de tratar sistematicamente a QCD de modo não perturbativo é

via QCD na rede, que é formulada a partir da continuação analítica para o espaço–tempo

euclidiano (rotação de Wick) do funcional gerador obtido via quantização por integra-

ção funcional, a partir do qual todos os observáveis podem (em princípio) ser calculados.

Com isso, a teoria fica determinada por um funcional que se assemelha a uma função de

partição que define a mecânica estatística de uma teoria clássica de campos. As integrais

funcionais são resolvidas discretizando o espaço–tempo de modo à teoria ser descrita em

termos de um número finito de graus de liberdade, quando, enfim, pode-se usar o Método

de Monte Carlo para o cálculo computacional das integrais [5]. Em particular, é notável a

atual precisão com que se pode calcular a massa de alguns hádrons via QCD na rede [6].

Uma ampla área de pesquisa, de grande interesse atual, tanto do ponto de vista

experimental quanto teórico, é o estudo da QCD sob condições extremas de temperatura

e potencial químico bariônico (ou densidade bariônica) [3]. Do ponto de vista teórico,

estudos de QCD na rede à temperatura finita têm indicado a restauração da simetria

quiral e o desconfinamento de cor a temperaturas suficientemente altas [7–9]; sob essas

condições, a matéria se apresentaria como um plasma de quarks e glúons. Além disso,

várias abordagens teóricas diferentes sugerem um diagrama de fases muito rico para a

QCD [3, 10]. O estudo dessas transições de fase permite um melhor entendimento das

propriedades de simetria da QCD; a possibilidade de novas fases da matéria desperta

grande interesse teórico também em cosmologia.

Experimentalmente, condições extremas de temperatura são obtidas em colisões

relativísticas de íons pesados [10, 11]. Em tais experimentos, feixes de íons pesados são

acelerados a velocidades relativísticas e colisões inelásticas entre os quarks são preponde-

rantes. Os resultados indicam a formação de uma fase desconfinada, com propriedades

de fluido, por curto intervalo de tempo; à medida que esse fluido se expande, a matéria é

resfriada e sofre transições de fase até a hadronização do sistema. É através da detecção

dos hádrons resultantes da hadronização e os produtos de seus decaimentos que se espera

inferir sobre as propriedades da matéria produzida nas colisões. Assim, fica claro que o

entendimento das propriedades de equilíbrio termodinâmico local de eventuais fases in-

termediárias presentes durante a evolução do sistema, bem como o das propriedades de

não equilíbrio, seja crucial para a descrição das colisões.

Um problema fundamental que se enfrenta nesses estudos é a natureza não pertur-
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bativa dos processos envolvidos nas de transições de fase, tanto no caso de transições em

equilíbrio como fora do equilíbrio. A dificuldade é que não existem métodos de primeiros

princípios em teorias quânticas de campos relativíticas que sejam de aplicação sistemá-

tica, em que erros e aproximação sejam controláveis. A QCD na rede, que é um método

não perturbativo de primeiros princípios, apenas fornece informações sobre situações de

equilíbrio termodinâmico, já que ela é formulada no espaço euclidiano; informações sobre

evolução temporal, que naturalmente acontece no espaço de Minkowski, não são acessí-

veis. Portanto, a única alternativa disponível para se fazer progresso no entendimento da

QCD é o emprego de modelos efetivos. É precisamente dentro desse cenário, de modelos

efetivos, que o trabalho da presente dissertação se insere.

O presente trabalho tem como objetivo específico estudar as transições de fase

quiral e de desconfinamento da QCD através de uma lagrangiana efetiva definida pelo

modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL) [12]. Em particular, o interesse central

é a dinâmica de não equilíbrio dessas mudanças de fase. Para tal, a evolução temporal dos

parâmetros de ordem é obtida resolvendo a equação de Ginzburg-Landau-Langevin (GLL)

numericamente através do Método das Diferenças Finitas. A equação GLL é naturalmente

empregada em problemas de não equilíbrio em Física da Matéria Condensada [13, 14] e

tem sido bastante utilizada no contexo da dinâmica das transições de fase quiral da

QCD [15–18]; ela ainda encontra diversas outras aplicações [19].

A dissertação está organizada em cinco capítulos e cinco apêndices além desta

introdução. No próximo capítulo expõe-se sobre o estabelecimento da QCD como a teo-

ria quântica de campos que descreve as interações fortes, algumas de suas propriedades

são discutidas e o modelo PNJL é introduzido. No Capítulo 3 é feita uma breve revisão

sobre Termodinâmica e Mecânica Estatística a fim de introduzir o formalismo de inte-

gração de funcional para a Teoria Quântica de Campos à Temperatura Finita, também

revisamos a Teoria de Landau para fenômenos críticos e introduzimos a equação GLL

com o intuito de descrever a dinâmica de termalização após um quench de temperatura;

o capítulo se encerra com a definição dos parâmetros de ordem das transições quiral e de

desconfinamento da QCD, quando o modelo PNJL fica então justificado. Apesar de esses

parâmetros apenas estarem bem definidos nos limites não físicos de quarks sem massa e

de quarks infinitamante pesados respectivamente, eles são úteis para descrever as fases

termodinâmicas da QCD.

No Capítulo 4 o método de integração funcional é aplicado para calcular o grande

potencial termodinâmico referente ao modelo PNJL na aproximação de campo médio; a

partir deste, são encontradas as equações de gap que descrevem os parâmetros de ordem

em função da temperatura a potencial químico nulo no equilíbrio termodinâmico e ob-

temos as equações GLL que descrevem a dinâmica de termalização dos parâmetros de

ordem. No Capítulo 5 são apresentados os resultados obtidos resolvendo numericamente

as equações de gap para ambos os modelos PNJL e NJL, que é um caso particular do
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primeiro, a fim de se discutir o efeito da transição de desconfinamento sobre a transição

quiral; em seguida são mostrados os resultados referentes à dinâmica de não equilíbrio. O

Capítulo 6 finaliza a dissertação com as conclusões e perpectivas futuras do trabalho.



1

Capítulo 2

A Cromodinâmica Quântica e o

Modelo PNJL

A Cromodinâmica Quântica (QCD) é a teoria quântica de campos que faz parte do

Modelo Padrão das Partículas Elementares atualmente usada para descrever as interações

fortes entre quarks e glúons. Seu estabelecimento se deu como resultado da busca por uma

teoria capaz de descrever a chamada força forte que, entre outras coisas, é responsável por

manter os núcleos atômicos coesos, equilibrando a repulsão coulombiana entre os prótons.

Outro aspecto de extrema importância da QCD é que quase a totalidade da massa dos

prótons e nêutrons advém de efeitos dinâmicos da interação entre os quarks; portanto,

praticamente toda a nossa massa é fruto dessas interações. Assim, é necessário conhecê-la

para entender a matéria de que somos feitos, por exemplo.

Neste capítulo, será feita uma breve exposição sobre como o estudo dos hárdrons

contribuiu para o estabelecimento da QCD. Em seguida, serão salientadas algumas pro-

priedades importantes da QCD e, finalmente, o capítulo se encerra com a introdução do

modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL).

2.1 Desenvolvimento histórico sobre os hádrons

Logo após a descoberta do nêutron em 1932, Heisenberg notou que sua massa era

muito semelhante à do próton apesar de suas cargas elétricas serem diferentes. Para ex-

plicar essa similaridade, ele introduziu, em analogia ao spin, uma nova grandeza chamada

isospin: propôs que estas duas partículas correspondem a estados com diferentes proje-

ções do isospin de uma mesma partícula de isospin 1/2 chamada núcleon e sugeriu que a

força nuclear forte é invariante sob rotações num espaço abstrato de isospin. Isso significa

dizer que a força forte afeta prótons e nêutrons de maneira que respeita essa invariância

e que o isospin de um sistema de núcleons é conservado.
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Em 1935, Yukawa formulou uma teoria quântica de campos para descrever a força

forte1 em que a interação entre os núcleons seria mediada por bósons de spin 0. Como era

sabido que o alcance da força forte é da ordem de 10−15m, ele estimou a massa do bóson

mediador em torno de 300 vezes a massa do elétron; por ter uma massa bem maior que a

do elétron e ainda menor que a do próton, o bóson passou a ser chamado genericamente

de méson. Em 1947, o grupo liderado por Cecil Powell detectou em raios cósmicos uma

partícula com as características descritas por Yukawa, que passou a ser chamada de píon

(méson π); de fato, há três estados de carga elétrica diferentes para o pion - π+, π− e π0.

Na linguagem de teoria de grupos, a teoria de Yukawa traduz-se dizendo que a força

forte possui o grupo SU(2) como grupo de simetria (simetria de isospin), os núcleons são

descritos por campos que pertencem à representação fundamental (bidimensional – isospin

1/2) de SU(2) e os píons pertencem à representação adjunta (ou regular).

Nas décadas de 1950 e 1960, muitas outras partículas que interagem via força

forte foram descobertas; elas foram genericamente chamadas de hádrons e classificadas

em mésons – bósons, tais como os píons (π) e os káons (K) – e bárions – férmions,

tais como o próton, o antipróton e o lâmbda (Λ). Foram descobertos também hádrons,

chamados estranhos, com a peculiar característica de serem produzidos numa escala de

tempo de 10−23s e decaírem com vida média na escala de 10−10s. Essa enorme diferença

de escalas de tempo sugere que a interação forte é responsável pela criação destes hádrons,

enquanto que a interação fraca determina o decaimento. Para explicar essa discrepância,

foi atribuído aos hádrons um novo número quântico chamado estranheza e propôs-se que

a força forte conserva estranheza enquanto que a força fraca não. De fato, a produção de

hádrons com estranheza não nula a partir de hádrons sem estranheza ocorre aos pares.

No início da década de 1960, haviam sido descobertos tantos hádrons que se fazia

necessário um modo de organizá-los por suas propriedades. Por outro lado, conheciam-se

apenas alguns poucos léptons (tais como elétron, pósitron, múon e neutrino), de modo

que já se desconfiava que os hádrons deveriam ser compostos por partículas fundamentais.

O primeiro passo para se conhecer tais constituintes foi a organização dos vários hádrons

em padrões geométricos simples; essa organização foi proposta por Murray Gell-Mann em

1961 e ficou conhecida como Eightfold-Way .

Os oito bárions mais leves formam o Octeto de Bárions de spin 1/2 e são dispostos

como na Figura 1, em que as partículas numa mesma linha horizontal possuem mesma

estranheza (s), as na mesma linha diagonal descendente têm mesma carga elétrica (q) em

unidades da carga elementar e as numa mesma linha vertical possuem mesmo isospin.

Seguindo o mesmo critério, tanto os mésons de spin 0 quanto os de spin 1 são ar-

ranjados segundo um padrão hexagonal, formando para cada spin um Noneto de mésons2

conforme a Figura 2. Por fim, os bárions de spin 3/2 mais leves formam um padrão tri-
1 Nesta época, as únicas partículas conhecidas que iteragiam via força forte eram o nêutron e o próton.
2 Quando essa organização foi proposta, o méson η′ não havia sido descoberto e o padrão da Figura 2

era conhecido como octeto de mésons.
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Figura 1 – Octeto de bárions de spin 1/2.

angular, conhecido como Decupleto de Bárions, como na Figura 3. A partícula Ω− ainda

não havia sido descoberta e Gell-Mann predisse suas propriedades – inclusive a massa –

através dessa organização; poucos anos depois a partícula foi observada, o que forneceu

grande confiabilidade ao Eightfold Way.

Figura 2 – Nonetos de mésons: a), noneto de mésons de spin 0; b), noneto de mésons de
spin 1.

Os padrões das Figuras 1, 2 e 3 descrevem multipletos do grupo SU(3); entretanto,

não haviam sido observadas partículas formando um padrão de tripleto, que corresponde

à representação fundamental de SU(3). A partir disso, Gell-Mann e Zweig, indepen-

dentemente, propuseram que os hádrons são compostos por partículas (antipartículas)

fundamentais de spin 1/2, que passaram a ser chamadas quarks (q) (antiquarks (q̄)), da

seguinte forma: cada bárion (antibárion) é constituido por três quarks (antiquarks) e cada

méson é composto por um quark e um antiquark, estabelecendo o modelo de quarks .

Introduzindo três tipos de quarks – sabores up (u), down (d) e strange (s) – com

as propriedades listadas na Tabela 1, é possível reproduzir os padrões geométricos do
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Figura 3 – Decupleto de bárions

q B I I3 S Q(e)

u
1

3

1

2

1

2
0

2

3

d
1

3

1

2
−1

2
0 −1

3

s
1

3
0 0 −1 2

3

Tabela 1 – Propriedades dos quarks.

Eightfold Way identificando por quais quarks cada hádron é composto. Nesta, B é o

número bariônico, I é o isospin, I3 é a terceira componente do isospin, S é a estranheza

e Q é a carga elétrica em unidades da carga elementar e; os respectivos antiquarks – ū, d̄

e s̄ – possuem os números quânticos B, I3, S e Q com o sinal oposto.

A título de exemplo, a partícula Δ++ possui carga Q = +2e, estranheza S = 0 e

isospin I3 = 3/2, logo, deve ser composta por três quarks u. Vale notar que partículas

diferentes podem ter o mesmo conteúdo de quarks ; por exemplo, tanto a Σ∗0 quanto a

Λ possuem Q = 0e, S = −1 e I3 = 0, tendo, então, conteúdo (uds). Contudo, deve-se

lembrar que os sabores (u, d, s) são rótulos para determinados números quânticos, que são

adicionados3 para se obter o número quântico total do bárion de modo semelhante a como

dois spins 1/2 são adicionados de modo a fornecer três estados ortogonais com spin total

1; no caso dos hádrons, diferentes combinações de sabor fornecem diferentes estados de

sabor e cada partícula corresponde a uma determinada combinação linear desses estados.

Ainda, além da composição dos sabores, deve-se levar em conta a adição dos spins para

formar o estado de um dado hádron.

Nas décadas de 1970 e 1980, mais hádrons pesados foram sendo encontrados nos
3 Esses números quânticos são somados de acordo com as regras de adição ditadas pelo grupo SU(3),

que são similares às regras de adição de momento angular.



Capítulo 2. A Cromodinâmica Quântica e o Modelo PNJL 5

aceleradores de partículas e leis de conservação de novos números quânticos foram in-

troduzidas para descrever a interação forte, introduzindo novos sabores. Atualmente, as

interações fortes são descritas usando seis sabores de quarks: charm (c), bottom (b) e top

(t)4, além dos três já mencionados acima (u, d e s) [20].

Apesar do sucesso em explicar o Eightfold Way e de até predizer novos hádrons, o

modelo de quarks apresenta dois problemas importantes: o primeiro é o fato de nunca se

ter detectado alguma partícula com carga fracionária, o segundo é que algumas partículas,

de acordo com o modelo, parecem violar o princípio de exclusão de Pauli, discutido logo

abaixo. A primeira dificuldade é contornada pela hipótese de confinamento, segundo a

qual a interação entre os quarks – seja qual for – ocorre de modo que eles são “confinados”

a estados ligados, formando bárions e mésons.

Tão logo o modelo de quarks foi proposto, buscou-se calcular as propriedades dos

hádrons postulando interações entre quarks, condizentes com a hipótese de confinamento,

e resolvendo a equação de Schrödinger assim obtida – de modo semelhante ao que era

feito em Física Nuclear. Alguns hádrons, como a partícula Δ++ – cujo conteúdo de quarks

é (uuu) – parecia violar o princípio de exclusão de Pauli, segundo o qual o estado que

descreve um sistema de férmions indistinguíveis deve ser antissimétrico com respeito à

troca de quaisquer dois destes férmions.

Ocorre que o estado no qual a partícula Δ++ possui a componente do momento

angular total J3 = 3/2 requer que o momento angular orbital seja nulo e todos os spins

estejam “alinhados”, ou seja, que tanto o estado referente aos graus de liberdade orbtiais

quanto o estado de spin sejam simétricos5; além disso, o estado referente aos graus de

liberdade de sabor também é simétrico pela constituição do bárion. Dessa forma a Δ++

parece violar o princípio de exclusão de Pauli.

Para resolver esse problema, foi introduzido um grau de liberdade com ao menos

três números quânticos – para tornar distinguíveis os três quarks que compõem a Δ++.

Esse novo grau de liberdade foi chamado de carga de cor e se assume que para cada sabor

de quark há três cores possíves: red (r), green (g) e blue (b); da mesma forma, para cada

sabor de antiquark – ū, d̄, s̄, c̄, b̄, t̄ – há três possíveis anticores – antired (r̄), antigreen

(ḡ) e antiblue (b̄). Entretanto, esses graus de liberdade não são observados nos hádrons,

de modo que qualquer sistema hadrônico é indiferente a se as cores de todos os quarks

forem alteradas entre si. Em termos de cores, a hipótese de confinamento dos quarks

se expressa dizendo que os estados físicos e os observáveis num sistema de hádrons são

singletos de cor, ou seja, são invariantes sob transformações no espaço de cor [2, 20].

É importante salientar que as sugestões teóricas descritas acima são confirmadas

experimentalmente. Espalhamentos núcleon-núcleon e lépton-núcleon a altas energias

confirmam a estrutura interna de prótons e nêutrons; os experimentos mais bem conhe-
4 Os sabores b e t também são referidos como beauty e truth, respectivamente, em textos mais antigos.
5 A hipótese de momento angular não nulo é inconsistente com a predição do momento magnético dos

bárions.
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cidos que confirmam a quantidade de cores (Nc = 3) são: o decaimento π0 → 2γ, cuja

largura de decaimento é proporcional a N2
c , e aniquilação de elétron-pósitron de altas

energias em hádrons, cuja seção de choque é proporcional a Nc [2, 21].

2.2 A Cromodinâmica Quântica

Uma vez estabelecida a ideia de que os hádrons possuem estrutura interna, procura-

se entender como os constituintes interagem e como essa dinâmica é responsável pelas

propriedades observadas nas interações fortes.

Um jeito natural de estudar experimentalmente a estrutura interna de hádrons

é fazer com que eles espalhem feixes formados por partículas sem estrutura, como lép-

tons (elétrons, por exemplo) a altas energias; esse procedimento, quando se produz mais

partículas, é chamado de espalhamento inelástico profundo6. Experimentos desse tipo for-

neceram evidências experimentais para dois fatos muito importantes ao estabelecimento

da QCD: os graus de liberdade de cor e a liberdade assintótica [2]. O conceito de cor já

foi introduzido na seção anterior, a liberdade assintótica será discutida a seguir.

No fim da década de 1960, tais experimentos indicavam uma lei de escalamento

das funções de estrutura, em termos das quais se expressam os fatores de forma magnético

e elétrico do próton7, para a região de altos momentos e energia transferidos muito inten-

sos, o que permite alta resolução espaço–temporal. Tal escalamento ficou conhecido como

escalamento de Bjorken, cuja interpretação é que os constituintes dos núcleons se com-

portam como partículas pontuais essencialmente livres para altos momentos transferidos

(curtas distâncias). Estes constiuintes foram chamados de pártons e, posterioremente,

identificados com os quarks [2].

Por outro lado, a não manifestação dos graus de liberdade de cor nos estados

hadrônicos sugere que a interação entre os quaks possui uma simetria de cor associada

ao grupo SU(3), chamada simetria SU(3) de cor; ou seja, as interações são indiferentes a

transformações do grupo SU(3) que agem sobre o espaço de cor. Ainda, como devemos

assumir que apenas estados de singleto são observáveis, a força forte deve ser dependente

da cor; do contrário, seria observada uma degenerescência de cor no espectro hadrônico.

Portanto, as interações fortes em quatro dimensões são descritas por uma teoria de

Yang-Mills com simetria SU(3) de cor em que cada sabor de quark se transforma como tri-

pleto na representação fundamental; essa teoria é a Cromodinâmica Quântica (QCD), cuja

densidade de lagrangiana no espaço de Minkowski com métrica g = diag(+,−,−,−) é:

LQCD = −1

4
F a
µνF

µν
a +

Nf∑
j=1

ψ̄j (iγ
µDµ −mj)ψj (2.1)

6 Deep inelastic scattering, em inglês.
7 Os fatores de forma estão associados à distribuição espacial da carga elétrica e do momento magnético

no interior do próton.
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em que µ, ν são índices espaço-temporais, {γµ; µ = 0, · · · , 3} são as matrizes de Dirac8,

o tensor de intensidade de campo F a
µν e a derivada covariante Dµ são dados por:

F a
µν ≡ ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbµA

c
ν (2.2)

Dµ ≡ ∂µ − igT aAaµ ≡ ∂µ − igAµ (2.3)

{T a; a = 1, · · · , 8} são os geradores do grupo SU(3)9, cuja álgebra é caracterizada pe-

las constantes de estrutura fabc, ou seja, T a são matrizes hermiteanas que satisfazem

as relações de comutação características da álgebra su(3) associada ao grupo SU(3):[
T a, T b

]
= ifabcT c.

Os campos {ψj(x); j = 1, · · · , Nf} são espinores de Dirac (ψ̄j = ψ†jγ
0) que des-

crevem os quarks, cujo sabor com massa mj é indexado por j e Nf é a quantidade de

sabores (ψj; j = u, d, s, c, ...); os campos de calibre Aaµ(x) são os mediadores da interação

forte (glúons) e g é a constante de acoplamento entre os quarks e os glúons (acoplamento

de calibre), note-se que esta constante é universal na teoria (não depende de cor nem

sabor). Subentende-se que se deve somar sobre todo o domínio dos índices repetidos.

Apesar de não estar explícito em (2.1), os campos ψj possuem índices A de cor

(ψj = ψAj ; A = r, g, b), ou seja, ψj é um vetor no espaço de cor cujas componentes ψAj
são, de fato, os espinores de Dirac

ψj =

 ψrj

ψgj
ψbj


e a matrizes 3x3 T a possuem componentes rotuladas por índices de cor T a = (T a)AB;

A,B = r, g, b, pois elas atuam em vetores coluna como o escrito acima, ou seja, os

férmions estão na representação fundamental do grupo SU(3) enquanto que as matrizes

T a e, consequentemente, os glúons estão na representação adjunta.

Resta ainda explicitar a simetria de calibre exigida para a lagrangiana da QCD.

Por simetria, entende-se uma transformação sobre os campos que deixa o sistema (a ação,

ou equações de movimento) invariante; uma transformação local de calibre segundo o

grupo SU(3) de cor é determinada por oito parâmetros reais e contínuos ~θ = (θ1, · · · , θ8)
e transforma os campos do seguinte modo:

ψj(x) → ψ′j(x) =
[
U(~θ(x))

]
ψj(x) (2.4)

Aµ(x) → A′µ(x) =
[
U(~θ(x))

]
Aµ(x)

[
U(~θ(x))

]−1
− i

g

[
∂µU(~θ(x))

] [
U(~θ(x))

]−1
em que a dependência espaço–temporal dos parâmetros foi explicitada – é isso que significa

a transformação ser local – e U(~θ(x)) é uma matriz 3x3 dada por

U(~θ(x)) = exp [−iT aθa(x)] (2.5)
8 As matrizes de Dirac são definidas no Apêndice A.
9 As matrizes T a são expressas em termos das matrizes de Gell-Mann λa através de T a = λa/2. De

fato, as matrizes T a geram a álgebra e não o grupo - elas pertencem à álgebra e não ao grupo; contudo,
é comum, tendo isso subentendido, dizer que geram o grupo.
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A derivada covariante em (2.3) é assim chamada porque, em consequência de (2.4),

satisfaz:

(Dµψj(x)) → (Dµψj(x))
′ =
[
U(~θ(x))

]
(Dµψj(x)) j = 1, · · · , Nf (2.6)

Para encontrar como é transformado o tensor de intensidade de campo, é conve-

niente notar que (2.3) e (2.2) fornecem para cada sabor j :

[Dµ, Dν ]ψj(x) = −igT aF a
µνψj(x) (2.7)

além de que o fato de (Dµψj(x)) ter a mesma transformação que o próprio ψj(x) implica

a seguinte lei de transformação:

[Dµ, Dν ]ψj(x) → ([Dµ, Dν ]ψj(x))
′ =
[
U(~θ(x))

]
([Dµ, Dν ]ψj(x)) (2.8)

Omitindo a dependência de ~θ em x e usando (2.7), a equação acima é escrita como:

([Dµ, Dν ]ψj(x))
′ (2.7)= −igT aF ′aµν

[
U(~θ)

]
ψj(x) =

[
U(~θ)

] (
−igT aF a

µνψj(x)
)

= −ig
[
U(~θ)

]
T aF a

µνψj(x)

⇒
(
T aF

′a
µν

[
U(~θ)

]
−
[
U(~θ)

]
T aF a

µν

)
ψj(x) = 0

cuja solução para T aF
′a
µν é:

T aF
′a
µν =

[
U(~θ)

]
T aF a

µν

[
U(~θ)

]−1
(2.9)

esta última equação fornece a lei de transformação para o tensor de intensidade de campo.

Usando (2.4) e (2.6) é imediato mostrar que os termos sob o somatório em (2.1)

são invariantes de calibre. É importante salientar que isso não seria verdade caso, para um

dado sabor, a cada cor correspondesse uma massa diferente. Para mostrar a invariância

do termo restante, é útil fazer uso da seguite relação de ortogonalidade entre os geradores:

1

2
Tr
[
T aT b

]
= δab

para escrever:

F a
µνF

µν
a =

1

2
F a
µνF

µν
b Tr

[
T aT b

]
=

1

2
Tr
[(
F a
µνT

a
)(
F µν
b T b

)]
(2.10)

obtendo-se:

F a
µνF

µν
a →

(
F a
µνF

µν
a

)′
=

1

2
Tr
[(
F a
µνT

a
)′(
F µν
b T b

)′]
(2.9)
=

1

2
Tr
[[
U(~θ)

]
T aF a

µν

[
U(~θ)

]−1 [
U(~θ)

]
T bF b

µν

[
U(~θ)

]−1]
=

1

2
Tr
[
T aF a

µνT
bF b

µν

[
U(~θ)

]−1 [
U(~θ)

]]
(2.10)
= F a

µνF
µν
a
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de onde se conclui que o termo F a
µνF

µν
a também é invariante de calibre e que toda a

lagrangiana (2.1) e, assim, a própria ação é invariante de calibre. Note-se que se a trasfor-

mação de calibre agisse sobre o espaço–tempo não seria suficiente mostrar a invariância

da densidade de lagrangiana para concluir que a ação seria invariante.

2.2.1 Simetrias aproximadas da QCD

É importante destacar que a lagrangiana (2.1) é a mais geral obtida (a menos

de termos de superfície) exigindo apenas a simetria local de cor e a renormalizabilidade

em quatro dimensões, além das simetrias de Lorentz – especial, conjugação de carga e

paridade [1]. Estas simetrias são exatas, ou seja, são transformações que realmente deixam

o sistema invariante. Entretanto, há certos tipos de transformações segundo as quais a

QCD é “aproximadamente” invariante, ou seja, há simetrias que são quebradas e que são

exatas num dado limite não tão distante da situação física – este é o significado do termo

“aproximadamente”. Apesar de não serem manifestamente realizadas, por vezes é útil e

esclarecedor pensar sobre tais transformações.

2.2.1.1 Simetria de sabor

Explicitando os índices de cor da representação fundamental, o segundo termo em

(2.1) é escrito como:

Nf∑
j=1

ψ̄Aj

[
δABiγµ∂µ + g (Ta)

AB γµAaµ −mjδ
AB
]
ψBj

de onde se vê que os termos de interação entre quarks e glúons são diagonais no espaço

de sabor, de forma aos números quânticos associados (isospin, estranheza...) serem con-

servados, o que não ocorreria caso o glúon fosse dependente do sabor. Ainda, a interação

forte agiria do mesmo modo sobre os quarks de diferentes sabores se suas massas – com

origem no setor eletrofraco – não fossem distintas [21], neste caso haveria uma simetria

exata SU(Nf ) de sabor como discutido a seguir.

Considere a seguinte transformação SU(Nf ) global de sabor:

ψj(x)→ ψ′j(x) = U(θ)jkψk(x) (2.11)

ψ†j(x)→ ψ
′†
j (x) = ψ†k(x)

(
U(θ)†

)
kj

U(θ)jk = (exp [iθata])jk

em que {θa; a = 1, · · · , n} são um conjunto de n parâmetros reais, contínuos e constantes

e {ta; a = 1, · · · , n} são n geradores do grupo SU(Nf ) e {j, k = 1, · · · , Nf} identificam
o sabor. Esta transformação deixa invariante o campo dos glúons. Para mostrar a invari-

ância (ou não) dos demais termos, é útil usar a notação ψT = (ψ1, · · · , ψj, · · · , ψNf ) para
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considerar todos os índices de sabor numa só equação matricial:

ψ̄ [iγµ (∂µ − igAµ)]ψ →
{
ψ̄ [iγµ (∂µ − igAµ)]ψ

}′
= ψ̄

′
[iγµ (∂µ − igAµ)]ψ

′

= ψ̄
(
U †
)
[iγµ (∂µ − igAµ)] (U)ψ

= ψ̄ [iγµ (∂µ − igAµ)]ψ

em que usou-se o fato de que a hermiticidade dos geradores torna a matriz U(θ) unitária,

assim, o termo referente à derivada covariante é invariante; já o termo de massa:

ψ̄m̂ψ →
(
ψ̄m̂ψ

)′
= ψ̄U †m̂Uψ

= ψ̄ exp [−iθata] m̂ exp [iθata]ψ

= ψ̄m̂ψ + ψ̄
[
m̂, exp (iθata)

]
ψ

é invariante apenas se a matriz de massa m̂, cujos elementos são as massas dos respec-

tivos sabores (m̂)ij = miδij, comutar com a matriz U = exp (iθata). Para verificar, os

parâmetros são feitos infinitesimais:

[m̂, exp (iθata)]jk =
[
m̂, I+ iθata +O(θ2)

]
jk

= iθa
[
m̂, ta

]
jk
+O(θ2)

= iθa
{
mjδjl (t

a)lk − (ta)jlmlδlk

}
+O(θ2)

= iθa {mj −mk} (ta)jk +O(θ2)

Portanto, o termo de massa é invariante se a matriz de massa for proporcional à identidade.

Dessa forma, conclui-se que a simetria de sabor da QCD seria exata apenas se as massas

dos quarks fossem idênticas.

Mesmo assim, quando se trabalha somente com os sabores mais leves (u, d e s) –

setor leve da QCD – é últil pensar numa simetria de sabor aproximada em situações tais

que a diferença entre as massas possam ser desprezadas.

2.2.1.2 Simetria quiral

Por simplicidade, consideremos o caso com apenas dois sabores (u e d), ou seja,

faz-se {ψj(x); j = u, d} em (2.1) e a lagrangiana se torna:

L = −1

4
F a
µνF

µν
a +

∑
j={u,d}

ψ̄j (iγ
µDµ −mj)ψj (2.12)

analisemos, agora, o efeito da seguinte transformação global SU(2) quiral de sabor:

ψj(x)→ ψ
′

j(x) = U(β)jkψk(x)

ψ†j(x)→ ψ
′†
j (x) = ψ†k(x)U(β)

†
kj (2.13)

U(β)jk =
(
exp

[
iβa

τ

2

a

γ5

])
jk
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sobre a lagrangiana (2.12) em que γ5 é uma matriz hermiteana que age sobre os espinores

e anticomuta com todas as quatro matrizes de Dirac,
{
τa; a = 1, 2, 3} são as matrizes de

Pauli e
{
βa
}
são constantes reais. Tal como acima, será usada a notação ψT = (ψu, ψd).

Novamente, os termos envolvendo os glúons são invariantes. O termo cinético para

os férmions também é invariante:

ψ̄γµ∂µψ →
(
ψ̄γµ∂µψ

)′
= ψ

′†γ0γµ∂µψ
′

= ψ†
(
exp

[
−iβa τ

2

a

γ5

])
γ0γµ

(
exp

[
iβa

τ

2

a

γ5

])
∂µψ

= ψ†γ0γµ
(
exp

[
−iβa τ

2

a

γ5

])(
exp

[
iβa

τ

2

a

γ5

])
∂µψ

= ψ̄γµ∂µψ

em que usou-se
(
exp

[
−iβa τ

2
aγ5
])
γµ = γµ

(
exp

[
iβa τ

2
aγ5
])

devido às relações de antico-

mutação. De modo semelhante, mostra-se a invariância de ψ̄γµAµψ. Por fim, analisemos

o termo de massa:

ψ̄m̂ψ →
(
ψ̄m̂ψ

)′
= ψ

′†γ0m̂ψ′

= ψ†
(
exp

[
−iβa τ

2

a

γ5

])
γ0m̂

(
exp

[
iβa

τ

2

a

γ5

])
ψ

= ψ̄
(
exp

[
iβa

τ

2

a

γ5

])
m̂
(
exp

[
iβa

τ

2

a

γ5

])
ψ

Tem-se, portanto, que o termo de massa viola a simetria quiral de (2.12). Assim, a

simetria quiral na QCD seria exata apenas se os quarks fossem não massivos.

Como os quarks u e d são muito leves em comparação com as escalas de massas

típicas no espectro hadrônico, por vezes é útil analisar um problema sob o ponto de vista

da simetria quiral; conforme será mostrado na seção seguinte.

2.3 O modelo de Nambu e Jona-Lasinio

Omodelo de Nambu e Jona-Lasinio (NJL) permite entender as massas dos núcleons

e dos píons como efeito da quebra dinâmica da simetria quiral da teoria fundamental das

interações fortes [22, 23]. No início da década de 1960, os quarks e a própria QCD eram

desconhecidos, portanto, originalmente os graus de liberdade fundamentais do modelo

NJL eram os núcleons; atualmente, o modelo é reinterpretado em termos de quarks u e

d [21, 24].

O modelo foi inspirado por uma analogia entre as equações obedecidas por es-

pinores de Dirac e as que descrevem excitações do tipo quasi-partículas na teoria da

supercondutividade desenvolvida por Bardeen, Cooper e Schrieffer em 1957 [25]. Nesta

teoria, interações efetivas atrativas entre elétrons devido a efeitos da rede formam pares

de elétrons correlacionados, a energia necessária para desfazer essa correlação dá origem

ao gap de energia entre o estado fundamental e os estados excitados e as excitações são

descritas como combinações de estados de elétrons e buracos [22].
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Um ponto importante é que o estado fundamental do sistema na fase supercon-

dutora não é invariante sob transformações de gauge U(1), ao contrário do operador

hamiltoniano, ou, em outros termos, o estado fundamental não é autoestado do opera-

dor de carga elétrica (gerador do grupo de simetria). Como o estado fundamental não é

invariante pelas mesmas transformações que deixam o hamiltoniano invariante, ou seja,

o estado fundamental possui menos simetria que o hamiltoniano, diz-se que houve uma

quebra dinâmica de simetria [21, 24], pois a dinâmica das interações causa a quebra. O

gap de energia é entendido como consequência dessa quebra de simetria.

A partir da referida analogia, Nambu e Jona-Lasinio associaram o gap de energia à

massa dos férmions, os autoestados de carga (elétron e buraco) que descrevem excitações

no supercondutor foram associados a autoestados de férmions não massivos com quira-

lidades opostas em termos dos quais os férmions massivos são expressos; dessa forma, a

massa dos férmions é entendida como consequência da quebra da simetria quiral.

Escolhendo uma lagrangiana com a simetria quiral U(1) exata e usando um método

autoconsistente [21, 22] – para tratar a teoria não perturbativamente a fim de procurar

por soluções com quebra de simetria, Nambu e Jona-Lasinio perceberam que bósons pseu-

doescalares sem massa e que iteragiam com os férmions surgiam como consequência de o

hamiltoniano ser invariante e, ainda assim, os férmions adiquirirem massa. Portanto, duas

consequências imediatas da quebra de simetria quiral são os férmions adquirirem massa e

interagirem com bósons não massivos, ainda que estes não tivessem sido considerados na

teoria desde o início.

De fato, é um resultado geral conhecido como Teorema de Goldstone – provado

após o trabalho de (NJL) – que a cada simetria de gauge global do hamiltoniano não

respeitada pelo estado fundamental (vácuo) corresponde um bóson não massivo com os

mesmos números quânticos da carga associada à respectiva simetria quebrada, generica-

mente chamado bóson de Goldstone [24,26,27]. No caso em questão, a carga conservada é

um operador pseudoescalar e, portanto, o bóson de Goldstone é um pseudoescalar. Nambu

e Jona-Lasinio associaram tal bóson ao píon, que é pseudoescalar [22,23]; entretanto, era

sabido que os píons são massivos, apesar de suas massas serem pequenas em comparação

com os demais hádrons.

A fim de descrever a massa não nula observada para os píons, NJL suegeriram que

a lagrangiana tivesse a simetria quiral ligeiramente quebrada explicitamente (simetria

aproximada ou quase exata); para isso, adicionaram um termo de massa para os férmions

e introduziram os graus de liberdade de isospin [23] (sabores u e d na intepretação em

termos de quarks), chegando à seguinte lagrangiana:

LNJL = ψ̄ (iγµ∂µ − m̂0)ψ +
G

2

[(
ψ̄ψ
)2

+
(
ψ̄iγ5~τψ

)2]
(2.14)

em que novamente foi usada a notação ψT (x) = (ψu(x), ψd(x)) com {ψj(x); j = u, d}
espinores de Dirac (ψ̄j = ψ†jγ

0) que descrevem os quarks u e d ; m̂0 é a matriz de massa,
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cujos elementos são as massas dos respectivos sabores (m̂0)ij = miδij, as matrizes τa; a =

1, 2, 3 são as matrizes de Pauli eG é a constante de acoplamento do modelo. Para a escolha

do termo de interação em (2.14), foram impostas as exigências de que a interação entre

partícula e antipartícula fosse atrativa (para ser possível a formação de estados ligados,

os quais são identificados com mésons) e de que ela fosse invariante sob as transformações

globais de SU(2) quiral dadas por (2.13) (para que, com a quebra dinâmica da simetria

SU(2) quiral, emergissem bósons de Goldstone pseudoescalares e isovetoriais, os quais

foram identificados com os píons).

É importante comentar que o modelo é não renormalizável em quatro dimensões

espaço–temporais, de modo a ser necessária a definição de um cutoff para as integrais de

loop no espaço dos momentos. Dessa forma, escolhendo o mesmo valor para as massas de

ambos os sabores (para manter exata a simetria isospin), o modelo possui três parâmetros

livres: a massa na lagrangiana (massa de corrente), o cutoff e a constante de acoplamento,

que podem ser ajustados para reproduzir observáveis como as massas de alguns mésons

e constantes de acoplamento entre mésons e núcleons. Encontra-se, por exemplo, que

o cutoff deve ser da ordem da massa do núcleon. Um resultado notável do modelo foi

estimar em 5 MeV a massa de corrente necessária para reproduzir a massa observada dos

píons, o que é impressionante, visto que as massas dos quarks u e d são dessa ordem;

além disso, o modelo fornece vínculos para as massas de outros mésons.

Por fim, vale comentar que o fator decisivo para as implicações do modelo é a

quebra dinâmica da simetria quiral e não a escolha feita para o termo de interação em

(2.14), pois qualquer outra interação que levasse à quebra da simetria quiral teria como

consequência bósons pseudoescalares no limite de simetria exata interagindo com os fér-

mions. Obviamente, um modelo diferente apresentaria resultados numéricos diferentes,

mas qualitativamente seria muito semelhante.

Mais adiante, estaremos interessados nas transições de fase associadas à restau-

ração da simetria quiral bem como ao desconfinamento a temperaturas suficientemente

altas e a versão modificada do modelo NJL apresentada na próxima seção será utilizada.

2.4 O modelo de Polyakov Nambu e Jona-Lasinio

O modelo NJL é uma teoria efetiva que modela a quebra dinâmica da simetria

quiral aproximada que ocorre no setor leve da QCD e consegue descrever a transição de

fase quiral à temperauta finita. Entretanto, nesse modelo a simetria de calibre de cor é

global em vez de local e, portanto, o modelo NJL não é capaz de descrever o confinamento.

No limite em que as massas dos quarks são infinitas, ou seja, limite em que os

quarks são pesados demais para serem excitados, a QCD torna-se uma teoria de puro

calibre pois os únicos graus de liberdade são os glúons. Como será discutido na Seção

3.4, neste limite, a teoria à temperatura finita apresenta uma simetria sob o centro Z(3)
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do grupo de gauge SU(3)10 que permite identificar o traço do loop de Polyakov, φ (defi-

nido a seguir), como um parâmetro de ordem para a transição de desconfinamento: seu

valor médio termodinâmico11 é nulo na fase em que há confinamento e não–nulo na fase

desconfinada [28].

Portanto, o modelo que usaremos para descrever simultaneamente ambas as tran-

sições é o modelo NJL estendido de modo a incluir o loop de Polyakov; esse modelo é

chamado modelo Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL) e definido pela densidade lagran-

giana [12]:

LPNJL = ψ̄
(
i/D−m0

)
ψ +

G

2

[(
ψ̄ψ
)2

+
(
ψ̄iγ5~τψ

)2]− U (φ̄, φ, T) (2.15)

a qual depende da temperatura T , o potencial U
(
φ̄, φ, T

)
bem como as quantidades φ̄ e

φ serão definidas logo adiante. Nesta lagrangiana, ψ é um espinor de Dirac com índices

A de cor e a de sabor (tal como na Seção 2.2):

ψ(x) = {ψȦ(x); A = (α, a, A), α = 1, · · · , 4; a = u, d; A = r, g, b}

pois estamos interessados apenas nos quarks mais leves u e d e m0 é a massa de corrente,

assumida a mesma para ambos os sabores – caso com simetria de isospin. Esse modelo é,

então, conhecido como modelo PNJL com dois sabores.

A primeira diferença entre a lagrangiana (2.15) e a do modelo NJL (2.14) é a

introdução de um campo de calibre Aµ(x) através de Dµ:

Dµ = ∂µ − iAµ, Aµ = δµ0A0, Aµ(x) = gAaµ(x)
λa

2

em que
{
λa

2
; a = 1, · · · , 8

}
são os oito geradores do grupo SU(3) de cor e g é uma

constante de acoplamento entre os férmions e esse campo. Note-se que, por não haver uma

dinâmica associada ao campo Aµ (não ha termo cinético associado a Aµ), ele é entendido

como um campo de fundo, uma fonte externa, que dá origem ao loop de Polyakov L(~x)12:

L(~x) = T exp

[
i

∫ β

0

dτA0(~x, τ)

]
, β =

1

T
(2.16)

que é uma matriz no espaço de cor; T indica que a integral deve ser feita ordenando a

variável de integração τ de modo que campos com o argumento τ maior ficam à esquerda

na expansão da exponencial:

T exp
[
i

∫ β

0

dτA0(~x, τ)
]
= 13+i

∫ β

0

dτA0(~x, τ)+
i2

2!

∫ β

0

∫ β

0

dτ1dτ2T [A0(~x, τ1)A0(~x, τ2)]+· · ·

10 A ser explicada na Seção 3.4.
11 Valores médios termodinâmicos serão definidos na Subseção 3.1.2.
12 Como será visto no Capítulo 4, o grande potencial termodinâmico associado à lagrangiana (2.15)

pode ser expressa em termos do loop de Polyakov.
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T [A0(~x, τ1)A0(~x, τ2)] =

A0(~x, τ1)A0(~x, τ2) se τ1 > τ2

A0(~x, τ2)A0(~x, τ1) se τ2 > τ1
(2.17)

em que 13 denota a matriz identidade no espaço de cor. Conforme adiantado, o parâmetro

de ordem é o traço de L(~x) definido acima:

φ(~x) =
Trc [L]
Nc

φ̄(~x) =
Trc
[
L†
]

Nc

(2.18)

em que Nc é o número de cores, que será tomado Nc = 3 neste trabalho. É comum

também se referir ao traço como loop de Polyakov.

Em adição, temos também o potencial efetivo U
(
φ̄, φ, T

)
, dependente da tempe-

ratura T , que descreve o parâmetro de ordem φ na ausência de quarks e é dado por

U
(
φ̄, φ, T

)
= T 4

{
−b2 (T )

2
φ̄φ− b3

6

(
φ̄3 + φ3

)
+
b4
4

(
φ̄φ
)2}

(2.19)

b2 (T ) = α0 + α1

(
T0
T

)
+ α2

(
T0
T

)2

+ α3

(
T0
T

)3

(2.20)

assim escolhido por ser invariante sob Z(3) e ser uma expressão simples, porém capaz de

reproduzir a transição de primeira ordem observada em cálculos de puro gauge de QCD na

rede, com mínimos em zero e em um para temperaturas baixas e altas respectivamente. De

fato, os parâmetros em (2.19) são obtidos ajustando os resultados fornecidos pelo modelo

aos que se obtém por cálculos de QCD na rede no setor de puro gauge à temperatura

finita [12]. No próximo capítulo definiremos o que são parâmetros de ordem e, então, a

associação entre o valor numérico de φ e o fato de se há ou não confinamento será descrita

com detalhes.

Conforme já citado na seção anterior, o modelo NJL não é renormalizável e é ne-

cessária a introdução de um cutoff Λ para integrais no espaço de momentos; o mesmo vale

para o modelo PNJL. Assim, além dos parâmetros que definem U , é necessário definir os
valores numéricos dos parâmetros: massa de corrente m0, cutoff Λ e constante de aco-

plamento G referentes ao modelo NJL. Estes parâmetros são determinados ajustando os

valores para a massa do píon (mπ), constante de decaimento do píon (fπ) e do condensado

quiral calculados através do modelo NJL aos valores experimentais de mπ e fπ e ao valor

do condensado quiral obtido via regras de soma da QCD,13 confome descrito na Ref. [12],

cujos valores obtidos para todos os parâmetros são os utilizados no presente trabalho.

13 QCD sum rules.
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Capítulo 3

Teoria quântica de campos à

temperatura finita, fenômenos

críticos e dinâmica de não

equilíbrio

Este capítulo tem como objetivo estabelecer o formalismo da teoria quântica de

campos à temperatura finita. Para isso, iniciaremos com uma breve revisão sobre termo-

dinâmica e mecânica estatística e a relação entre elas. Em seguida, discutiremos como

calcular a função de partição em teoria quântica de campos usando integrais de trajetória.

Como o intuito deste trabalho é estudar a dinâmica de como o equilíbrio térmico é atin-

gido após um quench, discutiremos sobre fenômenos críticos e introduziremos a equação

de Ginzburg-Landau-Langevin para estudar sistemas ligeiramente fora do equilíbrio. O

capítulo se encerra com a definição dos parâmetros de ordem que descrevem as transições

de fase quiral e de desconfinamento.

3.1 Sistemas em equilíbrio termodinâmico

3.1.1 Termodinâmica de equilíbrio

O primeiro ramo da Física a estudar sistemas compostos por um número muito

grande de partículas em equilíbrio térmico – como porções cotidianas de gases ou líqui-

dos – foi a Termodinâmica. Ela procura descrever propriedades térmicas dos materi-

ais estabelecendo, empiricamente, relações entre propriedades macroscópicas tais como:

pressão, temperatura, volume, momentos elétrico ou magnético, energia, entropia... Tais

grandezas, também chamadas variáveis termodinâmicas , são ditas macroscópicas porque
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descrevem o sistema como um todo.

Usualmente, essas grandezas são relacionadas entre si através de equações de es-

tado, as quais permitem determinar várias grandezas macroscópicas a partir de outras.

Dessa forma, conhecendo todas as equações de estado, pode-se conhecer todas as variá-

veis termodinâmicas a partir de algumas poucas, ou seja, pode-se determinar o estado

termodinâmico do sistema, o que é chamado de macroestado. A completa caracterização

termodinâmica de um sistema é dada pelo conjunto de suas equações de estado. Nesse

sentido, é possível definir funções termodinâmicas, chamadas potenciais termodinâmicos,

que fornecem todas as equações de estado a partir de derivadas parciais e, deste modo,

os potenciais termodinâmicos contém toda a informação termodinâmica sobre o sistema,

desde que estejam expressos em termos de suas variáveis naturais.

Por exemplo, a Primeira Lei da Termodinâmica1 para processos quasi-estáticos2

envolvendo um fluido composto de uma única substância em que seja possível a troca de

partículas com o meio externo é dada por:

dU = TdS − pdV + µdN (3.1)

que relaciona a energia interna U , a temperatura T , a entropia S, a pressão p, o volume

V , o potencial químico µ, e o número de partículas N ; nesta, as diferenciais indicam as

variações nas grandezas durante um processo quasi-estático. Esta expressão revela que

a energia interna possui S, V e N como variáveis naturais, ou seja, U = U(S, V,N).

Conhecendo-se a função U(S, V,N), as equações de estado podem ser obtidas:

∂U

∂S

∣∣∣
V,N

= T (S, V,N)
∂U

∂V

∣∣∣
S,N

= −p(S, V,N)
∂U

∂N

∣∣∣
S,V

= µ(S, V,N) (3.2)

é neste sentido que a função U(S, V,N) contém toda a informação termodinâmica sobre

o sistema.

Outros potenciais termodinâmicos podem ser obtidos a partir da energia interna

via transformações de Legendre, cujo efeito é expressar a mesma informação termodinâ-

mica em função de outras variáveis naturais – que sejam mais convenientes ao aparato

experimental disponível, por exemplo. Os potenciais que usaremos para fazer a conexão

entre a Mecânica Estatística e a Termodinâmica são a energia livre de Helmholtz F e o

grande potencial termodinâmico3 J , ou simplesmente grande potencial, definidos por:

F (T, V,N) ≡ U − TS J (T, V, µ) ≡ U − TS − µN = F − µN (3.3)
1 A Primeira Lei da Termodinâmica exprime a conservação de energia para sistemas em contato com

um banho térmico.
2 Um processo é dito quasi-estático se o sistema encontra-se num estado de equilíbrio termodinâmico,

ou infinitesimalmente próximo a um, durante todo o processo. Claramente, processos quasi-estáticos
são infinitamente lentos, pois requerem alterações infinitesimais dos parâmetros de controle e que se
espere tempo suficiente para o sistema reestabelecer o equilíbrio a cada alteração. Entretanto, tais
processos são uma idealização útil.

3 Também chamado de potencial grande canônico [29].
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em que indicamos as respectivas variáveis naturais; isso pode ser verificado tomando as

diferenciais dessas definições4:

dF = dU − TdS − SdT = −SdT − pdV + µdN

dJ = dF − µdN −Ndµ = −SdT − pdV −Ndµ (3.4)

Tendo feito essa breve revisão sobre termodinâmica baseada nas Refs. [13, 29, 30],

será apresentado como a Mecânica Estatística de Equilíbrio fornece uma descrição da

termodinâmica de um sistema. Para isso, serão usadas as Refs. [13, 30].

3.1.2 Mecânica Estatística

A Mecânica Estatística procura obter a termodinâmica que descreve um sistema

a partir da dinâmica entre seus constituintes; portanto, estabelece uma conexão entre as

descrições microscópica e macroscópica de um sistema físico.

Tomemos como exemplo um sistema clássico de N partículas com a dinâmica

determinada por uma hamiltoniana; segundo a Mecânica Clássica, o estado do sistema,

que no contexto de mecânica estatística é chamado microestado, é determinado por um

ponto (~p1, · · · , ~pN , ~q1, · · · , ~qN) no espaço de fase e, ao menos em princípio, conhecendo o

estado num dado instante de tempo, pode-se saber o estado em qualquer outro instante.

De modo semelhante, se o referido sistema é descrito pela Mecânica Quântica e a dinâmica

é definida por um operador hamiltoniano, o estado é definido por um vetor de estado |ψ〉
num espaço de Hilbert e, novamente, conhecendo o estado num instante pode-se calcular

o estado em qualquer outro. Dessa forma, parece que uma descrição microscópica, ou

seja, a partir dos graus de liberdade que descrevem o sistema, é sempre possível.

Entretanto, em sistemas macroscópicos usuais, o número de partículas (e o de graus

de liberdade) é demasiadamente grande – em 18 g de água há da ordem de 6, 02 × 1023

moléculas de água. Para uma completa descrição clássica, a quantidade de equações

diferenciais a ser resolvidas é da mesma magnitude; para uma descrição quântica, a quan-

tidade de argumentos da função de onda seria igualmente elevado. Do ponto de vista

experimental, simplesmente não há como reproduzir com precisão arbitrariamente grande

um estado com tantas partículas assim. Usualmente, somente é possível conhecer o estado

termodinâmico, chamado macroestado, com o qual há vários microestados (configurações

do sistema) compatíveis.

Em face do acima exposto, é natural que a mecânica estatística seja baseada em

distribuições de probabilidade de o sistema estar em determinados microestados compa-

tíveis com um dado macroestado. A seguir será explicado como isso é feito, baseado em

uma descrição quântica e seguindo [30].
4 Note-se que para F depender de T, V,N é necessário que T = T (S, V,N) em (3.2) seja invertível para

fornecer S = S(T, V,N); comentário semelhante vale para as variáveis naturais de J : é preciso que

µ(T, V,N) = ∂F
∂N

∣∣∣
T,V

seja invertível para fornecer N = N(T, V, µ).
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Dado um macroestado, existe um conjunto C de microestados com ele com-

patíveis C = {|ψn〉 ;n = 1, 2, · · · } em que os estados |ψn〉 são normalizados mas não

necessariamente ortogonais e assumidos enumeráveis por simplicidade; a esse conjunto

associa-se uma distribuição de probabilidade P definida pelo conjunto de probabilidades

P = {pn; pn > 0 e
∑

n pn = 1} de o sistema estar no estado |ψn〉5; ou seja, em vez de

conhecer o estado que descreve o sistema, sabe-se a probabilidade de que ele esteja em

cada um dos estados em C; diz-se então que o sistema está numa mistura estatística6.

Neste caso, o sistema é descrito por um operador densidade7 D̂:

D̂ =
∑
n

pn |ψn〉 〈ψn| (3.5)

que é hermitiano e pode ser diagonalizado; em termos de seus autoestados |m〉 e autova-
lores Pm, D̂ é dado por:

D̂ =
∑
m

Pm |m〉 〈m| (3.6)

por (3.5), vê-se que Tr(D̂) =
∑

n pn = 1.

Quando o sistema está numa mistura estatística P , o valor esperado de um obser-

vável Â é definido como a média ponderada do valor esperado associado a cada estado

que define P : 〈
Â
〉
P =

∑
n

pn 〈ψn| Â |ψn〉 (3.7)

esse valor esperado pode ser expresso em termos do operador densidade a que corresponde

P . Para isso, note-se que, sendo |χ〉 e |φ〉 dois vetores de estado quaisquer e o conjunto

{|i〉} um conjunto completo e ortonormal:

〈φ|χ〉 =
∑
i

〈φ |i〉 〈i| χ〉 =
∑
i

〈i| χ〉 〈φ |i〉 = Tr (|χ〉 〈φ|) (3.8)

assim, 〈ψn| Â |ψn〉 = Tr(Â |ψn〉 〈ψn|), o que permite escrever:〈
Â
〉
P =

∑
n

pnTr(Â |ψn〉 〈ψn|) = Tr(Â
∑
n

pn |ψn〉 〈ψn|) = Tr(ÂD̂) (3.9)

A partir do operador densidade, define-se a entropia estatística:

Sest.[D̂] = −kB
∑
m

Pm ln (Pm) = −kBTr
[
D̂ ln

(
D̂
)]

(3.10)

5 Quando se diz “o sistema está no estado |ψn〉” significa que o estado |ψn〉 descreve completamente o
sistema.

6 Note-se que, sendo B = {|ϕi〉 ; i = 1, · · · , n} uma base do espaço de Hilbert em que |ϕi〉 é autovetor de
um dado observável O com autovalor fi e se o sistema está no estado normalizado |ψ〉 =

∑n
i=1 ci |ϕi〉,

|ci|2 não é a probabilidade de o sistema ser descrito por |ϕi〉, mas sim a probabilidade de uma medição
de O fornecer o autovalor fi. O estado do sistema é bem determinado: |ψ〉. Neste caso, diz-se que o
sistema está num estado puro.

7 Além de [30], uma boa apresentação sobre operador densidade é encontrada no complemento EIII

de [31].
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em que kB é a constante de Boltzmann. Sest. mede a falta de informação numa distribuição

de probabilidades; isso é fácil de entender considerando dois casos extremos: o primeiro

em que apenas um dos Pm é não nulo (igual a 1), o que fornece Sest. = 0 e o caso em que

há M estados com mesma probabilidade P =
1

M
, o que fornece Sest. = kB lnM .

O operador densidade que descreve corretamente o sistema em equilíbrio termo-

dinâmico é obtido aplicando o postulado da máxima entropia estatística [30], segundo o

qual o operador densidade que corresponde a uma distribuição de probabilidade menos

viciada e condizente com os vínculos macroscópicos é aquele que maximiza a entropia

estatística. A seguir, é mostrado como o macroestado restringe o operador densidade.

Suponha que apenas os valores médios Ai = Tr(ÂiD̂) sejam conhecidos; por (3.10),

Sest. deve ser maximizada sujeita às restrições:

Ai = Tr
(
ÂiD̂

)
TrD̂ = 1 (3.11)

Para isso, utilizam-se multiplicadores de Lagrange λi e a seguinte expressão é maximizada

com respeito a D̂:

S̃[D̂] = kB

{
−Tr

[
D̂ ln D̂

]
+
∑
i

λi

[
Tr
(
ÂiD̂

)
− Ai

]
− λ0

[
TrD̂ − 1

]}

= kB

{
−Tr

[
D̂ ln D̂ −

∑
i

λiÂiD̂ + λ0D̂

]
+ λ0 −

∑
i

λiAi

}
(3.12)

Usando dTr
[
f
(
D̂
)]

= Tr
[
f ′
(
D̂
)
dD̂
]
, obtém-se:

dS̃[D̂] = −kBTr

{[
ln
(
D̂
)
+ 1−

∑
i

λiÂi + λ0

]
dD̂

}
(3.13)

Para que Sest.[D] seja máxima e as condições (3.11) sejam satisfeitas, deve-se ter dS̃[D̂] = 0

para qualquer diferencial dD̂; assim:

ln
(
D̂
)
+ 1−

∑
i

λiÂi + λ0 = 0

∴ D̂ = e−(1+λ0) exp

(∑
i

λiÂi

)
(3.14)

Como TrD̂ = 1:

e−(1+λ0)Tr

[
exp

(∑
i

λiÂi

)]
= 1⇒ e(1+λ0) = Tr

[
exp

(∑
i

λiÂi

)]
≡ Z (3.15)

Z define a função de partição, cuja importância será discutida logo adiante.

Dessa forma, denotando por D̂B o operador que maximiza Sest.[D] sujeito às res-

trições (3.11), que corresponde à distribuição de Boltzmann, escreve-se:

D̂B =
1

Z
exp

(∑
i

λiÂi

)
, Z = Tr

[
exp

(∑
i

λiÂi

)]
(3.16)
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e sendo SB ≡ Sest.[D̂B] a entropia maximizada:

SB = −kBTr
[
D̂B ln D̂B

]
= −kBTr

[
D̂B

(
− lnZ +

∑
i

λiÂi

)]

SB = kB

(
lnZ −

∑
i

λiAi

)
(3.17)

É importante notar que os valores médios Ai podem ser obtidos a partir da função

de partição Z, pois:

∂ lnZ

∂λi
=

1

Z

∂

∂λi

{
Tr

[
exp

(∑
j

λjÂj

)]}
=

1

Z
Tr

[
Âi exp

(∑
j

λjÂj

)]
= Tr

(
ÂiD̂B

)

∴ Ai =
∂ lnZ

∂λi
(3.18)

assim, a função lnZ quando expressa em termos dos multiplicadores de Lagrange é uma

função geratriz dos valores médios termodinâmicos; de fato a determinação lnZ fornece

toda a termodinâmica do sistema. Além disso, por (3.17) e (3.18) vê-se que SB é a

transformada de Legendre de lnZ e, sendo lnZ função dos multiplicadores λi, SB é

função natural dos valores termodinâmicos Ai.

3.1.3 Conexão entre Termodinâmica e Mecânica Estatística

Nas duas subseções anteriores vimos como a termodinâmica e a mecânica esta-

tística descrevem sistemas físicos macroscópicos; nesta subseção, procuraremos mostrar

que as realações termodinâmicas empíricas podem ser obtidas a partir da microscopia

utilizando a mecânica estatística. Para estabelecer essa conexão entre ambas as descri-

ções, adotaremos as Refs. [30] e [19]; serão considerados os ensembles canônico e grande

canônico.

3.1.3.1 Ensemble Canônico

O ensemble canônico é conveniente para descrever sistemas que podem trocar calor

com um banho térmico à temperatura T, mas com número fixo de partículas e volume

bem definido; o vínculo macroscópico é dado pelo valor médio E do hamiltoniano Ĥ ao

qual é associado o multiplicador de Lagrange −β. Portanto, (3.16) fornece:

D̂B =
1

Z
exp

(
−βĤ

)
Z = Tr

[
exp

(
−βĤ

)]
(3.19)

E =
1

Z
Tr
[
Ĥ exp

(
−βĤ

)]
= −∂ lnZ

∂β
(3.20)

e a equação (3.17) fica:

SB = kB (lnZ + βE) (3.21)
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Rearranjando os termos:

− 1

β
lnZ = E − 1

kBβ
SB (3.22)

e notando a semelhança com a equação termodinâmica que define a energia livre de

Helmholtz F em (3.3), fazem-se as seguintes identificações:

− 1

β
lnZ ↔ F E ↔ U β ↔ 1

kBT
SB ↔ S (3.23)

Destas identificações, fica evidente que a função lnZ contém toda a informação termodi-

nâmica, pois fornece um potencial termodinâmico.

3.1.3.2 Ensemble Grande Canônico

O ensemble grande canônico é conveniente quando se permite ao sistema trocar

calor e partículas com um reservatório à temperatura T e potencial químico µ; assim,

além do valor médio E do hamiltoniano Ĥ, tem-se acesso ao número médio de partículas

no sistema N̄ = Tr(N̂D̂) em que N̂ é o operador número de partículas do sistema. Desig-

nando por −β e α os multiplicadores de Lagrange associados a E e a N respectivamente,

deve-se maximizar com respeito a D̂ a função S̃:

S̃[D̂] = kB

{
−Tr

[
D̂ ln D̂

]
− β

[
Tr
(
ĤD̂

)
− E

]
+ α

[
Tr
(
N̂D̂

)
− N̄

]
− λ0

[
TrD̂ − 1

]}
(3.24)

o que fornece o operador densidade de equilíbrio D̂B e a grande função de partição Ξ:

D̂B =
1

Ξ
exp

(
−βĤ + αN̂

)
, Ξ = Tr

[
exp

(
−βĤ + αN̂

)]
(3.25)

Os valores médios termodinâmicos da energia e do número de partículas são:

E =
1

Ξ
Tr
[
Ĥ
(
−βĤ + αN̂

)]
N̄ =

1

Ξ
Tr
[
N̂
(
−βĤ + αN̂

)]
(3.26)

A entropia estatística é dada por

SB = kB
(
ln Ξ + βE − αN̄

)
(3.27)

de onde se encontra

− 1

β
ln Ξ = E − 1

kBβ
SB −

α

β
N̄ (3.28)

Comparando com (3.3) se identificam:

− 1

β
ln Ξ↔ J , E ↔ U, β ↔ 1

kBT
, SB ↔ S, α =

µ

kBT
, N̄ ↔ N

(3.29)

e (3.25) se torna

D̂B =
1

Ξ
exp

[
−β
(
Ĥ − µN̂

)]
, Ξ = Tr

(
exp

[
−β
(
Ĥ − µN̂

)])
, β =

1

kBT
(3.30)
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Novamente, a função ln Ξ contém toda a informação termodinâmica, pois fornece um

potencial termodinâmico – o grande potencial termodinâmico.

É importante comentar que o potencial químico no ensemble grande canônico

está, de um modo geral, associado a uma lei de conservação do sistema. Em Mecânica

Clássica e Mecânica Quântica não relstivística, o número de partículas de um sistema

fechado é conservado; portanto, em sistemas como fluidos não relativísticos, a quantidade

de partículas do conjunto sistema mais reservatório é fixa (tal qual a energia).

Entretanto, isso não ocorre para sistemas relativísticos; em Mecânica Quântica

relativística, o hamiltoniano não comuta com o número de partículas. Por exemplo, num

sistema formado por elétrons e pósitrons, as interações são tais que a carga elétrica, em

vez de o número de elétrons ou de pósitrons, é conservada. Portanto, a carga elétria do

conjunto sistema mais reservatório é fixa e, naturalmente, é associado um potencial quí-

mico à carga elétrica e não ao número de partículas. Dessa forma, em um sistema descrito

por uma teoria quântica de campos relativísitcos em que haja uma carga conservada Q̂,

é esse operador que entra em lugar de N̂ em (3.30).

Por fim, é últil definir uma notação que será empregada mais adiante para designar

valores médios termodinâmicos. Seja D̂ o operador densidade que descreve o sistema em

equilíbrio termodinâmico à temperatura β = 1/kBT , o valor médio termodinâmico de um

dado observável Ô será denotado por
〈
Ô
〉
β
:〈

Ô
〉
β
= Tr(ÔD̂) (3.31)

3.1.4 Integração Funcional e a Função de Partição

No Capítulo 4, a função de partição para os modelos apresentados no Capítulo 2

será calculada segundo a aproximação de campo médio usando integrais funcionais sobre

os campos; as expressões para a função de partição para campos bosônicos e campos

fermiônicos são desenvolvidas no Apêndice C.

Nesta subseção será apresentado como a função de partição para um sistema quân-

tico unidimensional pode ser expressa como integral funcional; a generalização para o caso

n-dimensional é escrita mais adiante. O objetivo aqui é desenvolver um exemplo mais sim-

ples para que o leitor possa se familiarizar com o formalismo empregado [32].

Considere um sistema com um único grau de liberdade denotado por q e cuja

dinâmica é regida por uma Hamiltoniana H(p, q) independente do tempo. Segundo a

quantização canônica na descrição de Schrödinger, a coordenada q e o momento canoni-

camente conjugado a ela p são operadores q̂ e p̂ independentes de tempo que satisfazem

a relação de comutação [q̂, p̂] ≡ q̂p̂ − p̂q̂ = i~Î; seus autoestados |q〉 e |p〉 formam um



Capítulo 3. Teoria quântica de campos à temperatura finita, fenômenos críticos e dinâmica de não

equilíbrio 24

conjunto completo e ortogonal8:

q̂ |q〉 = q |q〉 p̂ |p〉 = p |p〉 (3.32)

〈q′|q〉 = δ(q′ − q) 〈p′|p〉 = 2π~δ(p′ − p) (3.33)

Î =

∫
dq |q〉 〈q| Î =

∫
dp

2π~
|p〉 〈p| (3.34)

〈q|p〉 = exp

(
i

~
pq

)
(3.35)

No ensemble canônico, a função de partição é dada por (3.19); comumente, é usado

um conjunto completo de autoestados ortonormais |n〉 do hamiltoniano para expressar o

traço (Ĥ |n〉 = En |n〉 ; 〈n′| n〉 = δn′n):

Z =
∑
n

〈n| exp
(
−βĤ(p̂, q̂)

)
|n〉 =

∑
n

exp (−βEn) ; β =
1

kBT
(3.36)

No entanto, pode-se também usar os autoestados |q〉:

Z =

∫
dq 〈q| exp

(
−βĤ(p̂, q̂)

)
|q〉 (3.37)

Estamos, então, interessados em calcular 〈q| exp
(
−βĤ(p̂, q̂)

)
|q〉. Para isso, o

intervalo [0, β] é particionado em N subintervalos de amplitude ε =
β

N
; denotando Û(ε) =

exp
(
−εĤ(p̂, q̂)

)
, podemos escrever:

Z =

∫
dq 〈q| Û(ε)Û(ε) · · · Û(ε)Û(ε)︸ ︷︷ ︸

N termos

|q〉

=

∫
dq 〈q| Û(ε)Î(N−1)Û(ε) · · · Î2Û(ε)Î1Û(ε) |q〉

=

∫
dq lim

ε→0
N→∞

{∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
dqN−1 . . . dq1 〈q| Û(ε) |qN−1〉 〈qN−1| Û(ε) |qN−2〉 · · · ×

× . . . 〈q2| Û(ε) |q1〉 〈q1| Û(ε) |q〉
}

= lim
ε→0
N→∞

∫
dq

∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
dqN−1 . . . dq1

N−1∏
k=0

〈qk+1| Û(ε) |qk〉 ; q0 = q = qN (3.38)

em que q0 = q = qN e é tomado o limite ε → 0 mantendo Nε = β finito; note-se que

foram inseridas N − 1 relações de completeza dos autoestados |q〉 indicadas em (3.34).
8 Note-se que foi feita uma escolha em que os estados |q〉 são normalizados, mas os |p〉 não.
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Passemos agora ao cálculo do elemento de matriz Tk = 〈qk+1| Û(ε) |qk〉:

Tk = 〈qk+1| exp
(
−εĤ(p̂, q̂)

)
|qk〉 = 〈qk+1| Î exp

(
−εĤ(p̂, q̂)

)
|qk〉

(3.34)
=

∫
dpk
2π~
〈qk+1 |pk〉 〈pk| exp

(
−εĤ(p̂, q̂)

)
|qk〉

(3.35)
=

∫
dpk
2π~

exp

(
i

~
pkqk+1

)
〈pk|

[
Î − εĤ(p̂, q̂)

]
|qk〉+O(ε2)

=

∫
dpk
2π~

exp

(
i

~
pkqk+1

)
[1− εH(pk, qk)] exp

(
− i
~
pkqk

)
+O(ε2)

=

∫
dpk
2π~

exp

(
i

~
pk [qk+1 − qk]

)
[1− εH(pk, qk)] +O(ε2) (3.39)

Note-se que esta última expressão não faz referência a nenhum operador, mas sim a seus

autovalores9 e usou-se 〈pk| Ĥ(p̂, q̂) |qk〉 = H(pk, qk) 〈pk |qk〉10.
Como pelo limite indicado em (3.38) ε→ 0, pode-se substituir 1− εH(pk, qk) por

exp (−εH(pk, qk)) em (3.39); fazendo isso e substituindo o resultado em (3.38) escreve-se:

N−1∏
k=0

〈qk+1| Û(ε) |qk〉 =
N−1∏
k=0

{∫
dpk
2π~

exp

(
i

~
pk [qk+1 − qk]

)
exp (−εH(pk, qk))

}

=

∫
· · ·
∫
dpN−1
2π~

· · · dp0
2π~

exp

{
N−1∑
k=0

ε

[
i

~
pk

(qk+1 − qk)
ε

−H(pk, qk)

]}

∴ Z = lim
ε→0
N→∞

∫
dq

(
N−1∏
j=1

∫
dqj

)(
N−1∏
k=0

∫
dpk
2π~

)
exp

{
1

~

N−1∑
k=0

~ε
[
ipk

(qk+1 − qk)
~ε

−H(pk, qk)

]}
(3.40)

No limite em que ε→ 0 (N →∞), define-se:∫
Dq =

∫
dq

(
N−1∏
j=1

∫
dqj

) ∫
Dp =

(
N−1∏
k=0

∫
dpk
2π~

)
(3.41)

e reconhece-se

N−1∑
k=0

~ε
[
ipk

(qk+1 − qk)
~ε

−H(pk, qk)

]
=

∫ ~β

0

dτ

[
ip
dq

dτ
−H(p, q)

]
q0 = q = qN ↔ q(0) = q(~β)

Finalmente, a função de partição se escreve como uma integral funcional:

Z =

∫
Dq

q(0)=q(~β)

∫
Dp exp

{
1

~

∫ ~β

0

dτ

[
ip
dq

dτ
−H(p, q)

]}
; β =

1

kBT
(3.42)

9 Portanto, pk não é o momento canonicamente conjugado a q avaliado no “instante” k.
10 Isso é válido desde que termos envolvendo produtos de q̂ e p̂ tenham todos os fatores p̂ à esquerda de q̂.

Caso isso não ocorra, o produto deve ser simetrizado fazendo uma média sobre todos os ordenamentos
possíveis – Ordenamento de Weyl; mas quando se toma o limite ε→ 0, chega-se ao mesmo resultado
a que chagamos [33]. Portanto, não há perda de generalidade na dedução aqui apresentada.
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Alguns comentários se fazem necessários:

Medida de Integração

A definição das medidas de integração em (3.41) significa que se deve somar sobre

todas as funções q(τ) e p(τ), daí o nome integral funcional. As “variáveis” de integração

q(τ) e p(τ) são independentes entre si.

Condição de Contorno Periódica

A condição contorno q(0) = q(~β) em (3.42) é consequência de o mesmo autovalor

q ser associado ao ket e ao bra em (3.37); vê-se, pois, que a periodicidade é consequên-

cia de a integral funcional representar um traço. Não há restrições sobre os caminhos p(τ).

Relação com Amplitude de Transição na Mecânica Quântica

Pela equação (3.40), tem-se:

〈q| exp
(
−βĤ(p̂, q̂)

)
|q〉 =

∫
Dq

q(0)=q; q(~β)=q

∫
Dp exp

{
1

~

∫ ~β

0

dτ

[
ip
dq

dτ
−H(p, q)

]}
(3.43)

Esse elemento de matriz lembra bastante uma amplitude de transição na mecânica quân-

tica:

〈q| exp
(
− i
~
(t′′ − t′)Ĥ(p̂, q̂)

)
|q〉 =

∫
Dq

q(t′)=q; q(t′′)=q

∫
Dp exp

{
i

~

∫ t′′

t′
dt

[
p
dq

dt
−H(p, q)

]}
(3.44)

A expressão à direita é obtida seguindo os mesmo passos que nos levaram a (3.43), que

pode ser obtida a partir de (3.44) através da continuação analítica definida por:

t→ −iτ dt→ −idτ d

dt
→ i

d

dτ
(t′′ − t′)→ −i~β (3.45)

com τ ∈ R. Diz-se, então, que é usado o formalismo de tempo imaginário. Esta relação

permite o cálculo computacional de amplitudes de transição como (3.44) usando métodos

de mecânica estatística.

Caso a hamiltoniana dependa quadraticamente do momento

Usualmente, a hamiltoniana depende quadraticamente do momento, sendo da

forma:

H(p, q) =
1

2m
p2 + V (q) (3.46)
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Quando isso ocorre, a integração sobre os momentos indicada em (3.42) se torna gaussi-

ana e pode ser calculada extamente, restando apenas a integração sobre as coordenadas.

Fazendo a substituição 1 − εH(pk, qk) por exp (−εH(pk, qk)) e usando (3.46), a equação

(3.39) se torna:

Tk =

∫
dpk
2π~

exp

(
i

~
pk [qk+1 − qk]

)
exp

[
−ε
(

1

2m
p2k + V (qk)

)]
+O(ε2)

= exp [−εV (qk)]

∫
dpk
2π~

exp

[
− ε

2m
p2k +

i

~
(qk+1 − qk)pk

]
+O(ε2)

= exp [−εV (qk)]

∫
dpk
2π~

exp

{
− ε

2m

[
p2k −

2mi(qk+1 − qk)
ε~

pk

]}
+O(ε2)

completando quadrados e resolvendo a integral em pk:

Tk = exp [−εV (qk)]

∫
dpk
2π~

exp

{
− ε

2m

[(
pk −

mi(qk+1 − qk)
ε~

)2

−
(
mi(qk+1 − qk)

ε~

)2
]}

= exp

{
−ε

[
m

2

(
qk+1 − qk

ε~

)2

+ V (qk)

]}√
m

2π~2ε
(3.47)

Substituindo (3.47) em (3.38):

N−1∏
k=0

Tk =
( m

2π~2ε

)N
2
exp

{
−1

~

N−1∑
k=0

ε~

[
m

2

(
qk+1 − qk

ε~

)2

+ V (qk)

]}

∴ Z = lim
ε→0
N→∞

∫
dq

(
N−1∏
j=1

∫
dqj

)( m

2π~2ε

)N
2
exp

{
−1

~

N−1∑
k=0

ε~

[
m

2

(
qk+1 − qk

ε~

)2

+ V (qk)

]}
(3.48)

Definindo:

N = lim
ε→0
N→∞

( m

2π~2ε

)N
2 (3.49)

e reconhecendo no expoente a soma de Riemann para a integral que define a ação eucli-

diana:

SE(β) =

∫ ~β

0

dτ

[
m

2

(
dq

dτ

)2

+ V (q)

]
(3.50)

chega-se a:

Z = N
∫
Dq exp

(
−1

~
SE(β)

)
(3.51)

Nesta última expressão para a função de partição, note-se que a ação euclidiana

é positiva definida e sua exponencial é o peso da distribuição de equilíbrio. Perceba-se,

também, que a constante N diverge, mas no cálculo dos valores médios termodinâmicos

essa constante se cancela e no cálculo da energia livre sua contribuição é independente de

β, sendo irrelevante para a termodinâmica descrita por essa função de partição.
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Como mostrado no Apêndice C, a generalização da expressão (3.42) para a função

de partição de um sistema quântico com n graus de liberdade sem spin {q̂i; i = 1, 2, · · · , n}
é dada por:

Z =

(
n∏
l=1

∫
Dqj

)
qj(0)=qj(~β)

(
n∏

m=1

∫
Dpm

)
exp

{
1

~

∫ ~β

0

dτ

[
i~p · d~q

dτ
−H(~p, ~q)

]}
; β =

1

kBT

(3.52)

em que H(~p, ~q) é uma notação abreviada para H(p1, · · · , pn, q1, · · · , qn) e ~p·
d~q

dτ
=

n∑
l=1

pl
dql
dτ

.

3.1.4.1 Teoria Quântica de Campos

Nesta subseção, estamos interessados em desenvolver a Mecânica Estatística para

sistemas compostos de partículas relativísticas, que usualmente são descritas através de

Teoria Quântica de Campos Relativísticos (TQCR). Em TQCR, os graus de liberdade são

os campos quantizados; as partículas são entendidas como excitações dos campos, o que

significa que os diferentes estados de energia correspondem a estados de uma partícula,

de duas, de várias partículas e, possivelmente, a estados ligados; o nível fundamental, o

de mais baixa energia, corresponde a um estado sem partícula alguma chamado estado

de vácuo. Para fixar os conceitos, tomemos o campo escalar real, que descreve partículas

sem spin e sem carga.

Considere um sistema clássico relativístico descrito por um campo escalar real

φ(x) = φ(x0, ~x) e uma densidade lagrangiana L(∂µφ, φ) dependente do campo φ e de

suas derivadas espaciais e temporal. O campo φ(x) é entendido como sendo uma coleção

infinita e não enumerável de graus de liberdade, ou seja, a posição ~x é um rótulo contínuo

dos graus de liberdade.11

Define-se o momento π(x) canonicamente conjugado ao campo φ(x):

π(x) ≡ ∂L
∂ (∂0φ)

(x) (3.53)

e a densidade hamiltoniana H(π, φ):

H(π, φ) ≡ π∂0φ− L (3.54)

o que fornece a hamiltoniana H[π, φ]:

H[π, φ] =

∫
d3xH(π, φ) (3.55)

que é um funcional dos campos π e φ e assumida ser independente do tempo.
11 Por exemplo, para estudar a propagação de ondas numa corda, pode-se modelá-la como sendo uma

coleção de massas puntiformes idênticas, igualmente espaçadas e conectadas através de molas; com
isto, se obtém um sistema com número finito de graus de liberdade. O limite do contínuo, que descreve
a corda propriamente dita, é obtido quando se faz o espaçamento tender a zero e, assim, a cada vetor
posição na corda associa-se um grau de liberdade.
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Segundo a quantização canônica na descrição de Heisenberg, os campos passam a

ser operadores φ̂(x) e π̂(x) que satisfazem as relações de comutação a tempos iguais:[
φ̂(x0, ~x), π̂(x0, ~y)

]
= i~δ(3)(~x− ~y)Î (3.56)[

φ̂(x0, ~x), φ̂(x0, ~y)
]

=
[
π̂(x0, ~x), π̂(x0, ~y)

]
= 0

com isso, os possíveis valores da energia são os autovalores do operador hamiltoniano

Ĥ[π̂, φ̂] =
∫
d3xĤ(π̂, φ̂).

Se não há nenhuma carga conservada, deve-se usar o ensemble canônico. Por

(3.19), a função de partição é dada por:

Z = Tr
[
exp

(
−βĤ[π̂, φ̂]

)]
= Tr

[
exp

(
−β
∫
d3xĤ(π̂, φ̂)

)]
; β =

1

kBT
(3.57)

Conforme mostrado no Apêndice C, o traço acima pode ser expresso como uma integral

funcional, Eq. (C.28):

Z =

∫
DφDπ

φ(0,~x)=φ(~β,~x)

exp

{
1

~

∫ ~β

0

dτ

∫
d3x

[
iπ
∂φ

∂τ
−H (π, φ)

]}
; β =

1

kBT
(3.58)

Expressar a função de partição como integral funcional possui a vantagem de não haver

referência a operadores de campo, mas sim a seus autovalores, que são funções. Isso

facilita o cálculo da função de partição.

Caso haja uma carga conservada Q̂[π̂, φ̂] =
∫
d3xĵ0 (x) em que ĵ0 é uma densidade

de carga conservada: [
Q̂, Ĥ

]
= 0 (3.59)

o ensemble grande canônico deve ser usado. Por (3.30), a função de partição é dada por:

Ξ = Tr
(
exp

[
−β
(
Ĥ[π̂, φ̂]− µQ̂[π̂, φ̂]

)])
= Tr

(
exp

[
− β

∫
d3x
(
Ĥ(π̂, φ̂)− µĵ0(π̂, φ̂)

)])
(3.60)

com β =
1

kBT
.

A expressão como integral funcional para o traço acima é obtida substituindo

H (π, φ) por H (π, φ)− µj0 (π, φ) em (3.58):

Ξ =

∫
DφDπ

φ(0,~x)=φ(~β,~x)

exp

{
1

~

∫ ~β

0

dτ

∫
d3x

[
iπ
∂φ

∂τ
−H (π, φ) + µj0 (π, φ)

]}
; β =

1

kBT

(3.61)

Como discutido no Apêndice C, a função de partição para férmions no ensemble

canônico é, Eq. (C.49):

Z =

∫
D
(
ψ†
)
Dψ

ψ(0,~x)=−ψ(β,~x)

exp

{
−
∫ β

0

dτ

∫
d3x

[
ψ†
∂ψ

∂τ
+H

(
ψ†, ψ

) ]}
; β =

1

kBT
(3.62)
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Pela operação de conjugação definida para variáveis de Grassmann no Apêndice B, vê-se

que os campos ψ†(x) satisfazem as mesmas condições de contorno que ψ(x). Quando há

uma densidade de carga conservada j0
(
ψ†, ψ

)
, basta substituir H

(
ψ†, ψ

)
por H

(
ψ†, ψ

)
−

µj0
(
ψ†, ψ

)
na expressão logo acima, obtendo a função de partição no ensemble grande

canônico para férmions:

Ξ =

∫
D
(
ψ†
)
Dψ

ψ(0,~x)=−ψ(β,~x)

exp

{
−
∫ β

0

dτ

∫
d3x

[
ψ†
∂ψ

∂τ
+H

(
ψ†, ψ

)
− µj0

(
ψ†, ψ

) ]}
; β =

1

kBT

(3.63)

Em particular, esta expressão será o ponto de partida para o cálculo do granpotencial no

próximo capítulo.

3.2 Fenômenos Críticos

Nesta subseção serão desenvolvidos alguns conceitos importantes para a descrição

física das transições de fases termodinâmicas. Iniciaremos definindo o limite termodi-

nâmico, o que permite definir seguramente transições de fase e então relacionaremos a

classificação das transições com parâmetros de ordem e quebra espontânea de simetria.

Em seguida, discutiremos a estabilidade termodinâmica em termos dos potenciais termo-

dinâmicos e a seção se encerra com uma revisão sobre a teoria de Landau das transições

de fase.

3.2.1 Limite termodinâmico, fases, diagrama de fases e transições

de fase

Uma distinção importante em termodinâmica é a que se faz entre grandezas (ou

variáveis) intensivas e extensivas. Num sistema composto em equilíbrio térmico, grandezas

cujo valor é igual à soma dos valores em cada subsistema constituinte são chamadas

extensivas e as que possuem o mesmo valor que em cada subsistema são ditas intensivas

[29, 30]. Assim, volume, número de partículas e energia interna são extensivas enquanto

que temperatura, pressão e potencial químico são intensivas. Note-se que a razão entre

duas grandezas extensivas é intensiva, por exemplo, a densidade de partículas por unidade

de volume.

Vamos agora introduzir o conceito de limite termodinâmico. Sejam V o volume do
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sistema, n =
N

V
a densidade e B uma grandeza extensiva tal que12

lim
V→∞
n finito

B

V
= b (3.64)

em que o limite é tomado fazendo o volume do sistema ir a infinito mantendo a densidade

fixa. Se b, a densidade de B, é finita diz-se que existe o limite termodinâmico, caso

contrário, o limite termodinâmico não existe [14,30]. A existência do limite termodinâmico

significa que as propriedades termodinâmicas independem do tamanho do sistema; um

sistema físico pode ser estável ainda que o limite termodinâmico não seja atingido.

A existência do limite termodinâmico depende da dimensionalidade do espaço,

do alcance das forças entre os constituintes, de se há efeitos de blindagem, tal como no

eletromagnetismo, e de efeitos quânticos, como o Princípio de Exclusão de Pauli. Provar

que o limite termodinâmico existe para um sistema qualquer é, pois, tarefa bastante árdua.

Contudo, Dyson e Lenard [34] provaram sua existência assumindo que:

• O sistema seja globalmente neutro;

• A energia cinética seja dada pela mecânica quântica;

• Ao menos um dos tipos de carga, positiva ou negativa, seja carregada por férmions.

Conforme já discutido, usualmente basta conhecer algumas grandezas termodinâmicas

para se determinar o estado termodinâmico do sistema; pode-se, então, construir um

diagrama de fases. Para entender um diagrama de fases, considere um diagrama típico

como o da Figura 4:

Figura 4 – Digrama de fases típico.

12 B pode depender de um número qualquer de variáveis, tanto extensivas quanto intensivas; en-
tretanto, sua densidade é função apenas de grandezas intensivas, incluindo razões entre grandezas
extensivas. Por isso não foi indicada a dependência de B; contudo, por exemplo, pode-se pensar em
B = B(T, V,N) e b = b (T, n).
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As regiões em que a densidade de energia livre tomada no limite termodinâmico

são analíticas definem as fases termodinâmicas do sistema em questão; as linhas cor-

respondem a regiões de não–analicidade e “encerram” as fases. Variando os parâmetros

que definem os eixos, definem-se trajetórias no diagrama de fases, as quais representam

processos a que o sistema é submetido. Diz-se que o sistema passa por (ou sofre) uma

transição de fase durante um processo sempre que a trajetória correspondente atravessa

alguma das linhas que delimitam as fases [14]. Como salientado pelas Refs. [14, 30], a

descrição matemática das transições de fase apenas pode ser obtida tomando o limite ter-

modinâmico13; obviamente, um sistema físico real não precisa ter um número infinito de

partículas para admitir transições de fase: a água em um copo pode congelar ou evaporar.

A leitura de um diagrama de fases é simples: se um ponto está em uma das fases, significa

que o sistema em equilíbrio se encontra naquela fase para os valores dos parâmetros que

definem o ponto.

Voltando ao diagrama da Figura 4, perceba-se que a linha entre as fases gasosa e

líquida termina num ponto chamado ponto crítico. Este ponto define uma pressão crítica

e uma temperatura crítica, a partir da qual o sistema se encontra na fase gasosa para

qualquer pressão. Note-se que é possível escolher uma trajetória contornando o ponto

crítico que leve o sistema da fase líquida para a gasosa sem cruzar uma das linhas do

diagrama, enquanto que isso é impossível ao passar das fases líquida ou gasosa para a

sólida. Isso significa que a fase sólida se distingue muito bem das demais, enquanto que

não se pode distinguir claramente a fase líquida da fase gasosa.

Como já dito, as transições de fase são identificadas por não–analicidade da energia

livre; a partir disso, elas são classificadas em [14]:

• Transição de fase de 1a ordem: ao menos alguma das primeiras derivadas da

energia livre é descontínua.

• Transição de fase contínua: todas as primeiras derivadas da energia livre são

contínuas.

Uma classificação mais antiga proposta por Ehrenfest é baseada na ordem da derivada

da energia livre que é descontínua; assim, quando a descontinuidade está na primeira

derivada, a transição é dita de 1a ordem, quando está na segunda, a transição é de 2a

ordem e assim sucessivamente.

No diagrama da Figura 4, as linhas que separam as fases definem transições de 1a

ordem, portanto, ao longo delas ambas as fases coexistem em equilíbrio; por isso, essas

linhas são chamadas linhas de coexistência. Outro ponto notável neste diagrama é o ponto

triplo, determinado pelo encontro das linhas que separam as fases, o que define valores de

temperatura e de pressão para os quais as três fases coexistem.
13 Na verdade, transições de fase à temperatura nula não requerem o limite termodinâmico; neste caso,

a não-analicidade é obtida pelo limite β →∞ em vez de N →∞ [14].
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3.2.2 Parâmetro de ordem e Quebra de Simetria

É esclarecedor utilizar como exemplo a transição entre as fases paramagnética e

ferromagnética de um ímã para introduzir o conceito de parâmetro de ordem. Como bem

sabido, a temperaturas suficientemente altas, um ímã só é magnetizado na presença de

um campo magnético externo; isso significa que a magnetização é nula quando o campo

magnético é nulo. Por outro lado, abaixo de uma certa temparatura chamada temperatura

crítica o ímã apresenta uma magnetização mesmo na ausência de campo externo, por

isso, a magnetização é dita espontânea. Um parâmetro de ordem é uma quantidade

termodinâmica que, tal como a magnetização, é não nula em apenas uma possíveis fases

do sistema [14].

O conceito de parâmetro de ordem tem forte relação com as propriedades de si-

metria do estado termodinâmico [13,14]. Voltemos ao ímã na ausência de campo externo

como exemplo. A altas temperaturas, o sistema – tal qual o próprio hamiltoniano – possui

o grupo de rotações em três dimensões como grupo de simetria14. A altas temperaturas,

o vetor magnetização (média espacial sobre os momentos de dipolo magnético) é nulo.

A baixas temperaturas, o vetor magnetização torna-se não nulo, sendo invariante apenas

sob rotações em torno do eixo por ele definido; ou seja, o sistema passa a ser invariante

sob um subgrupo do grupo de simetria do hamiltoniano. Diz-se, então, que houve uma

quebra de simetria. Isso é referido como quebra espontânea de simetria, para distinguir

do caso em que a magnetização é imposta pela presença de campo externo. Contudo, é

bom ter em mente que o próprio hamiltoniano na presença do campo não é invariante

sob rotações tridimensionais.

A quebra espontânea de simetria ocorre de um modo geral. Comumente, o sistema

na fase a temperaturas mais altas possui o mesmo grupo de simetria que o hamiltoniano

e operadores que não sejam invariantes sob tal grupo possuem valores termodinâmicos

necessariamente nulos; a baixas temperaturas o sistema é invariante sob algum subgrupo

e um operador pode se tornar invariante sob esse subgrupo, de modo a possibilitar que

seu valor médio termodinâmico seja não nulo [13].

Por fim, é importante comentar que o parâmetro de ordem permite classificar uma

dada transição de fase. Quando o gráfico do parâmetro de ordem versus a temperatura

apresenta uma descontinuidade, a transição é de primeira ordem; quando não, a transição

é contínua. A temperatura em que isso ocorre é chamada temperatura crítica e usualmente

denotada por Tc.
14 Para um sistema cuja evolução é dada por uma hamiltoniana, o grupo de simetria é o conjunto de

transformações que deixam a ação invariante; usualmente, esse conjunto possui as propriedades de
grupo.
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3.2.3 Potenciais termodinâmicos e estabilidade

Como é bem sabido, pela Segunda Lei da Termodinâmica, a entropia de um sistema

termodinâmico isolado não pode decrescer15. Pela Primeira Lei da Termodinâmica, a

variação da energia internaΔU de um sistema termodinâmico é a soma entre a quantidade

de calor Q por ele recebido e o trabalho mecânico Wext que o ambiente exerce sobre ele.

Tendo isso em mente, procuraremos descrever a condição de equilíbrio termodinâmico em

termos de potenciais termodinâmicos, em vez da entropia, seguindo [30].

Considere um sistema S com volume constante em contato térmico com um re-

servatório R à temperatura T (r) e potencial químico µ(r), mantidos constantes, através

de uma parede fixa, permeável e que permite troca de calor (diatérmica). O sistema em

conjunto com o reservatório é isolado; portanto, a soma entre as entropias do sistema e

do reservatório não decresce:

ΔStot = ΔS +ΔS(r) ≥ 0 (3.65)

Usaremos o índice r para designar valores das variáveis referentes ao reservatório, as

grandezas sem índice referem-se ao sistema.

Se S recebe uma quantidade de calor Q de R:

ΔS(r) = − Q

T (r)
(3.66)

pois a temperatura do reservatório não muda; como o volume do sistema é fixo, a Primeira

Lei fornece:

ΔU = Q+Wext = Q+ µ(r)ΔN (3.67)

Substituindo (3.66) e (3.67) em (3.65), escreve-se:

ΔStot = ΔS − Q

T (r)
= ΔS − ΔU − µ(r)ΔN

T (r)
= − 1

T (r)
Δ
(
U − T (r)S − µ(r)N

)
≥ 0

∴ Δ
(
U − T (r)S − µ(r)N

)
≤ 0 (3.68)

Por outro lado, quando o equilíbrio térmico entre o sistema e o reservatório é

estabelecido, a temperatura T e o potencial químico µ do sistema se igualam aos do

reservatório; poranto, no equilíbrio térmico, a condição de estabilidade (3.68) é expressa

inteiramente em função de variáveis referentes ao sistema:

Δ(U − TS − µN) ≤ 0 (3.69)
15 Um sistema é dito isolado se não troca nem partículas nem energia com o ambiente ao redor, seja

em forma de trabalho ou de calor; um sistema isolado não interage com o ambiente. Um sistema
fechado troca energia, mas não partículas e um sistema aberto pode trocar tanto partículas quanto
energia.
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Mas, por (3.3), reconhece-se que a quantidade entre parênteses é o grande potencial

termodinâmico J . Portanto, estando fixos o potencial químico e a temperatura do reser-

vatório, conclui-se que o sistema atinge o equilíbrio termodinâmico minimizando o grande

potencial. Se desde o início tivéssemos assumido que a parede (fixa) fosse impermeável,

teríamos ΔN = 0 e chegaríamos a

Δ(U − TS) ≤ 0 (3.70)

Portanto, concluiríamos que o equilíbrio termodinâmico é atingido minimizando a energia

livre de Helmholtz.

A relação entre o equilíbrio termodinâmico e a minimização desses potenciais ter-

modinâmicos fornece uma clara intepretação física para como o sistema atinge o equilí-

brio16. Para tal, vale salientar que usualmente se tem controle sobre alguns parâmetros

ditos externos tais como volume e campos eletromagnéticos17. O ajuste desses parâmetros

determina os potenciais termodinâmicos; então, fixados os parâmetros externos, o sistema

em equilíbrio exibirá parâmetros internos – usualmente são parâmetros de ordem, como

a magnetização – de forma a minimizar o potencial termodinâmico em questão.

Essa intepretação permite reexpressar as condições de estabilidade deduzidas acima

do seguinte modo: o valor de qualquer parâmetro interno livre dos vínculos termodinâ-

micos é tal que o grande potencial ou a energia livre de Helmholtz – a depender da con-

figuração implementada – é minimizado(a) [29]. Como exemplo, considere um sistema

magnético em que o experimental possui controle sobre a temperatura e o campo ~H; no

equilíbrio termodinâmico, a magnetização assume um valor que minimiza a energia livre

de Gibbs.

Por fim, obtenhamos uma intuição física de por que ocorre a quebra espontânea

de simetria tendo em mente que a energia livre de Helmholtz é minima no equilíbrio

termodinâmico. A energia livre de Helmholtz é dada por – ver Eq. (3.3):

F (T, V,N) = U − TS (3.71)

Para temperaturas altas o suficiente, a energia livre é minimizada com o aumento da

entropia; assim, geralmente altas temperaturas favorecem fases com a mesma simetria

que o hamiltoniano. Por outro lado, para temperaturas demasiadamente baixas, a energia

interna torna-se mais importante que o termo TS, sendo suficiente minimizar a energia

interna; usualmente o estado que minimiza a energia interna para temperaturas muito

baixas possui menos simetria que o hamiltoniano. Portanto, em casos típicos, é de se

esperar que ocorra a quebra espontânea de simetria.
16 Aqui, apenas mostramos que a energia livre de Helmholtz e o grande potencial são mínimos no

equilíbrio termodinâmico; contudo, [29] mostra que o mesmo é válido para os demais potenciais
termodinâmicos.

17 Deve-se ressaltar que os campos elétrico ~E e magnético ~B não são controláveis pelo experimental,
pois este depende das correntes livres e dos momentos de dipolo magnético no material e aquele
depende tanto das cargas livres como das ligadas. O que se controla são os campos ~D e ~H, que
dependem apenas das cargas livres e das correntes livres respectivamente.
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3.2.4 Teoria de Landau

Nesta subseção, a Teoria de Landau para transições de fase contínuas será breve-

mente descrita seguindo a Ref. [14]. Inicialmente será apresentada de um ponto de vista

fenomenológico e, em seguida, será relacionada com a mecânica estatística.

A teoria postula uma função, da temperatura T , dos parâmetros {xi} que definem
o hamiltoniano do sistema18 e do(s) parâmetro(s) de ordem, chamada energia livre de

Landau ou funcional de Landau (caso os parâmetros de ordem dependam da posição), que

será denotado por FL, e possui dimensão de energia. Assume-se que o estado de equilíbrio

termodinâmico corresponde a um mínimo global de FL com respeito ao(s) parâmetro(s)

de ordem19 e que as funções termodinâmicas podem ser obtidas diferenciando FL como

se fosse um potencial termodinâmico.

A energia livre de Landau FL é determinada pelas condições de que [13,14]:

1. FL deve ser invariante sob o grupo de simetria da fase desordenada20;

2. Perto da temperatura crítica, FL pode ser expandida em série de Taylor no parâ-

metro de ordem, que será denotado por η. Isso significa que FL é função analítica

de η.

a) Para um sistema uniforme e de volume V, define-se a função densidade de

energia livre de Landau (homogênea), Ω = Ω(η) como:

Ω ≡ FL
V

=
∞∑
n=0

anη
n (3.72)

em que os coeficientes an são entendidos como parâmetros fenomenológicos que

dependem da temperatura e dos parâmetros que definem o hamiltoniano.

b) Para um sistema não-homogêneo, a densidade de energia livre de Landau é

função do parâmetro de ordem η(~r) e de um número finito de suas derivadas.

Usualmente, toma-se a expressão analítica mais simples para a dependência

nas derivadas e escreve-se:

FL =

∫
V

ddr

{
1

2
γ [∇η(~r)]2 + Ω(η(~r))

}
(3.73)

em que o parâmetro γ é uma função positiva que, próximo à temperatura crí-

tica, varia muito pouco com a temperatura e por isso é tomada como constante.

3. Próximo à temperatura crítica, o parâmetro de ordem é nulo na fase desordenada

(usualmente logo acima da temperatura crítica), enquanto seu valor é pequeno –
18 Por exemplo: volume, constantes de acoplamento, campos externos...
19 Por simplicidade, de agora em diante assumiremos que há apenas um parâmetro de ordem, denotado

por η.
20 A fase desordenada é aquela em que o parâmetro de ordem é nulo no equilíbrio termodinâmico.
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porém não–nulo – na fase ordenada. Isso significa que FL deve ser minimizada por

η = 0 e η 6= 0 nas fases desordenada e ordenada respectivamente.

É importante comentar sobre a motivação para essas condições.

A hipótese de que o parâmetro de ordem minimiza a energia de Landau no equilí-

brio termodinâmico permite o uso das técnicas variacionais, o que simplifica o problema

e, por outro lado, é natural em termodinâmica (no equilíbrio, a entropia é máxima e os

potenciais termodinâmicos são mínimos). Assim, pela Teoria de Landau, a configuração

η(~r) do parâmetro de ordem no equilíbrio termodinâmico é a solução da equação

δFL[η]

δη(~r)
= 0 (3.74)

à qual nos referiremos por equação de Ginzburg-Landau (GL); perceba que sua solução

também depende dos mesmos parâmetros que FL, ou seja, sua solução é η (~r, T, xi).

A condição de que FL seja invariante pelo grupo de simetria na fase desordenada é

entendida assumindo que a probabilidade P de a configuração do parâmetro de ordem ser

uma dada função η(~r) é tal que: P ∝ exp (−βFL[η(~r)])21. Assim, se na fase desordenada

o sistema é invariante sob um certo grupo de simetria, a energia livre de Landau também

deve ser.

Próximo à temperatura crítica, o parâmetro de ordem é próximo de zero (ele é nulo

na fase desordenada e torna-se não nulo, de forma contínua, na fase ordenada). Assim,

geralmente basta tomar apenas os primeiros termos da expansão em (3.72) – e que sejam

consistentes com a simetria.

A forma escolhida para o termo derivativo em (3.73) é motivada pelos sistemas

magnéticos, em que o parâmetro de ordem é a magnetização. Sabe-se que a origem

do magnetismo na matéria são os momentos de dipolo magnético de seus átomos ou

íons constituintes, que são bastante afastados uns dos outros na escala microscópica (a

distância entre dois átomos é muito maior que o tamanho de um deles)22. Entretanto, para

a descrição prática de materiais magnéticos, é útil dividir o sistema em vários blocos de

volume v e definir a magnetizaçãoM(~r) como sendo o momento de dipolo magnético médio

do bloco centrado em ~r. Para que essa descrição seja útil o volume v deve ser grande na

escala microscópica (para conter número suficientemente grande de dipolos constituintes),

mas pequeno na escala macroscópica (para que os valores médios termodinâmicos de cada

um dos momentos de dipolo do bloco não se desviem muito do valor médio M(~r)).

Se a magnetização varia bastante de um volume v para o volume adjacente, a

energia interna é maior do que se a magnetização variar pouco. Assim, há um custo
21 Essa proporcionalidade será bem estabelecida quando considerarmos a relação entre a função de

partição e a energia livre de Landau.
22 Apenas a interação dipolo-dipolo não é suficiente para explicar o magnetismo na matéria. Por

exemplo, considerando apenas este tipo de interação, a temperatura crítica não excederia 1 K; contudo,
a temperatura crítica para o ferro é da ordem de 1000 K. Para descrever corretamente as propriedades
ferromagnéticas, deve-se considerar a interação coulombiana entre os íons e a interação de troca, que
ocorre devido ao princípio de exclusão de Pauli [30].
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de energia para que a magnetização varie bastante entre blocos adjacentes e o termo

derivativo em (3.73) considera esse custo, pois favorece configurações M(~r) suaves para

minimizar a energia livre de Landau. Portanto, o termo derivativo considera efeitos de

tensão superficial e de formação de paredes de domínio quando o sistema é não-homogêneo.

De um modo geral, o procedimento de realizar médias locais sobre graus de liber-

dade microscópicos para obter uma descrição mecânico-estatística mais simples em que

essas médias são tratadas como os graus de liberdade microscópicos é chamada coarse

graining. O coarse graining pode ser implementando sistematicamente definindo os blo-

cos de modo que seu tamanho característico l seja muito maior que a distância a típica

entre os constituintes (por exemplo, o espaçamento da rede em sólidos) e menor que com-

primento de correlação para a temperatura em questão ξ(T )23 e que l seja da ordem de

ξ(T ).

A energia livre de Landau introduz facilmente a classificação de um dado estado

termodinâmico quanto à sua estabilidade. Um estado é dito estável se o parâmetro de

ordem corresponde a um mínimo global (degenerado ou não) de FL, é dito mestaestável se

o parâmetro de ordem corresponde a um mínimo local e é instável se o valor do parâmetro

fornece um máximo de FL. Se um estado corresponde a um mínimo local, as flutuações

térmicas – se intensas o suficiente – podem fazer com que o sistema decaia para um

estado estável. Neste caso, diz-se que o sistema é instável quanto às flutuações térmicas,

que podem induzir uma transição de fase.

Examinando a energia livre de Landau em função do parâmetro de ordem à medida

que se variam os parâmetros externos, pode-se inferir a ordem da transição de fase que

ocorre. Para isso, consideremos as sucessões a) e b) de gráficos da energia livre de Landau

em função do parâmetro de ordem η esboçados na Figura 5 para diferentes valores dos

parâmetros externos (como a temperatura, por exemplo).

Em todos os esboços, o valor do parâmetro de ordem que minimiza FL é desta-

cado com o ponto. A sucessão a) inicia numa configuração em que há um estado estável

(representado pelo valor negativo de η), um metaestável (que corresponde a um valor

positivo de η) e um estado instável quando η é nulo – configuração I. À medida que os

parâmetros externos são alterados, ocasionalmente o sistema passa para a configuração

II, em que o estado instável se manteve, mas o que era metaestável teve sua energia livre

reduzida e passou a ser estável, de forma que há mais de um estado estável. Finalmente,

na configuração III, esse segundo estado possui energia mais reduzida ainda e passa a ser

o único estado estável. Assim, vê-se que o valor de η no equilíbrio termodinâmico é fun-

ção descontínua dos parâmetros externos; portanto, a sucessão a) descreve uma transição

de primeira ordem e η pode ser identificado como o parâmetro de ordem da transição24.
23 O comprimento de correlação é a distância típica até a qual os graus de liberdade estão correlacio-

nados.
24 Tal como está esboçado, η não é nulo em nenhuma das fases; entretanto, pode-se construir um

verdadeiro parâmetro de ordem a partir dele redefinindo o zero de η.
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Figura 5 – Energia livre de Landau FL em função do parâmetro de ordem η para duas
sucessões dos parâmetros externos. A sucessão a) indica uma transição de
primeira ordem, enquanto que a b) indica uma transição contínua. Figura
adaptada da Ref. [14]

Note-se a coexistência das fases (caracterizadas pelo valor de η) devido aos estados me-

taestáveis25. Apesar de não indicado na figura, usualmente existem configurações em que

há apenas um estado estável (η > 0 ou η < 0) e nenhum metaestável; assim, essas três

configurações são vistas como intermediárias.

A sucessão b) inicia numa configuração em que há apenas um mínimo global e

a concavidade é positiva (aqui, em η = 0) – configuração 1. Variando de determinada

maneira os parâmetros externos, chega-se à configuração 2 em que η = 0 ainda é o mínimo

global, mas a concavidade é nula. Finalmente, na configuração 3, o estado η = 0 passa a

ser instável (concavidade negativa) e tem-se mais de um estado estável, ocorreu a quebra

espontânea de simetria. Em toda a sequência, note-se que não há estados metaestáveis ;

portanto, não há coexistência de fases. Além disso, como a concavidade do estado de

mínimo chega a ser nula, o parâmetro de ordem varia continuamente de zero até um

dos valores que minimizam a energia livre na configuração 3. Portanto, a sucessão b)

descreve uma transição contínua e η pode ser identificado como um parâmetro de ordem

da transição.

Para obter um melhor entendimento sobre a energia livre de Landau, é interessante

relacioná-la com a função de partição da mecânica estatística. Para isso, lembramos que

a função de partição Z é obtida considerando todas as configurações possíveis dos graus

de liberdade microscópicos, ou seja, considerando a probabilidade de o sistema estar em
25 Ao colocar uma porção de água para ferver, você constatará que em algum momento começam-se a

formar bolhas de vapor de água, indicando a coexistência de fases e a metaestabilidade.
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cada um dos microestados a ele acessíveis – ver Subseção 3.1.2. Por outro lado, dada uma

configuração do parâmetro de ordem, há vários microestados com ele compatíveis. Assim,

a energia livre de Landau pode ser formalmente definida por:

exp (−βFL [η(~r)]) = Tr
{σi}→η(~r)

[exp (−βH(σi))] (3.75)

em que σi denota os graus de liberdade microscópicos e o símbolo Tr
{σi}→η(~r)

significa que

apenas os microestados compatíveis com a configuração η(~r) são considerados.

Seja C(η(~r)) o conjunto de todos os microestados incompatíveis com uma dada

configuração η(~r). A função de partição pode ser expressa como:

Z = Tr
[
exp (−βH(σi))

]
= Tr
{σi}∈C(η(~r))

{
Tr

{σi}→η(~r)

[
exp (−βH(σi))

]}
(3.75)
= Tr

{σi}∈C(η(~r))

[
exp (−βFL [η(~r)])

]
em que primeiro soma-se sobre todas os microestados compatíveis com η(~r) e, então,

soma-se sobre todos os microestados incompatíveis; note-se que essa soma varre todos os

microestados possíveis. Notando que um dado microestado é compatível com uma única

configuração do parâmetro de ordem, vê-se que Z pode ser expresso como uma soma sobre

todas as configurações possíveis para o parâmetro de ordem, o que é escrito como:

Z =

∫
Dη(~r) exp

(
− βFL [η(~r)]

)
(3.76)

Esta última expressão permite interpretar

1

Z
exp

(
− βFL [η(~r)]

)
como a probabiliade de o sistema estar na configuração η(~r); por isso, a energia livre de

Landau FL também é chamada hamiltoniana efetiva.

Por fim, vale ressaltar que a Teoria de Landau é uma teoria de campo médio, pois

seus graus de liberdade (η(~r)) interagem com a média de outros graus de liberdade – a

descrição teórica é feita mais simples considerando uma média sobre alguns graus de liber-

dade suficientemente correlacionados (pequeno efeito das flutuações). Portanto, a teoria

perde aplicabilidade quando as flutuações termodinâmicas tornam-se muito importantes.

3.3 Sistemas fora do equilíbrio

Nesta seção será apresentada uma descrição de como o sistema ligeiramente fora

do equilíbrio evolui no tempo até atingir novo estado de equilíbrio, o que é chamado

termalização. No caso estático descrito logo acima, foi útil argumentar em termos do

parâmetro de ordem η(~r), obtido pelo procedimento de coarse-grainig, e da energia livre
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de Landau FL; manteremos esses conceitos e, então, descreveremos a evolução temporal

do parâmetro de ordem η = η(t, ~r) durante a termalização seguindo as Refs. [13,14].

Se o sistema descrito pela configuração η ≡ λ(~r) do parâmetro de ordem está

ligeiramente fora do equilíbrio, então λ(~r) não minimiza FL, mas corresponde a um ponto

próximo do mínimo. A evolução do parâmetro de ordem durante a termalização, o que

é chamado de relaxação do parâmetro de ordem, deve ser tal que η(t, ~r) tenda a uma

configuração de equilíbrio estável no limite em que t→∞.

Por razões fenomenológicas, usualmente é feita a hipótese de que a variação tem-

poral do parâmetro de ordem é proporcional ao desvio em relação ao equilíbrio – hipótese

da resposta linear. Com isso, a evolução temporal do parâmetro de ordem é dada pela

equação de Ginzburg-Landau dependente do tempo (equação GLTD):

∂η(t, ~r)

∂t
= −Γ δFL[η]

δη(t, ~r)
(3.77)

em que o parâmetro Γ, introduzido fenomenologicamente, é assumido pouco sensível à

temperatura e independente de η. Na equação, Γ lembra uma constante de decaimento,

sendo inversamente proporcional à rapidez com que a transição ocorre.

A equação (3.77) pode ter como solução uma configuração η(~r) que corresponde a

um estado metaestável (mínimo local de FL), a depender da condição inicial do problema.

Para garantir que a solução seja um estado estável (mínimo global), os efeitos aleatórios

dos graus de liberdade sobre os quais tomou-se uma média para definir η(~r) devem ser

levados em conta. Esses efeitos são entendidos como flutuações térmicas que, ocasional-

mente, podem afastar o sistema de um mínimo local de forma a solução corresponder a

um estado estável; eles são modelados através de um termo de ruído ξ(t, ~r) que assume

valores aleatórios e independentes uns dos outros para cada posição e instante de tempo.

Escolhe-se o termo de ruído de modo que uma média sobre realizações de ruído,

〈· · · 〉r, corresponda a uma média sobre um ensemble de equilíbrio:

〈ξ(t, ~r)〉r = 0 e 〈ξ(t1, ~r1)ξ(t2, ~r2)〉r = 2ΓkBTδ (t1 − t2) δ (~r1 − ~r2) (3.78)

em que
√

(2ΓkBT ) é intensidade do ruído; de fato, é intuitivo que a intensidade do ruído

cresca com a temperatura. O termo de ruído (3.78) é chamado gaussiano e branco porque

essas relações podem ser obtidas definindo-se uma distribuição de probabilidades sobre

o espaço das funções de ruído que é gaussiana com variância (2ΓkBT ), o que garante a

equivalência entre as médias sobre os ruídos e sobre o ensemble de equilíbrio.

Levando-se em conta as flutuações térmicas implementadas pelo termo de ruído,

chega-se à equação que de fato descreve a dinâmica da evolução temporal do parâmetro

de ordem durante a termalização:

∂η(t, ~r)

∂t
= −Γ δFL[η]

δη(t, ~r)
+ ξ(t, ~r) (3.79)
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que também é referida como equação de Ginzburg-Landau dependente do tempo ou como

equação de Ginzburg-Landau-Langevin – equação GLL. Mostra-se [14] que a equação

GLL (3.79) em que o termo de ruído satisfaz (3.78) está associada com uma distribuição

de probabilidade que varia no tempo segundo a equação de Fokker-Planck e que fornece

a distribuição de Boltzmann definida pelo hamiltoniano de Landau no limite t→∞.

Tendo motivado a descrição da dinâmica de termalização, passaremos à descrição

dos processos físicos de nucleação e decomposição espinodal. Quando se submete o sis-

tema a uma variação brusca de algum parâmetro externo – o que é chamado quench do

parâmetro externo, esses dois são os principais processos pelo qual um sistema homogêneo

torna-se não homogêneo através da formação de paredes de domínio quando o equilíbrio

é reestabelecido após um quench.

3.3.1 Nucleação e decomposição espinodal

Para facilitar o entendimento do processo de nucleação, é útil considerar o bem

conhecido modelo de Ising para sistemas magnéticos. A Figura 6 mostra o diagrama de

fases no plano H−T para o modelo de Ising. Abaixo da temperatura crítica Tc, o sistema

sofre uma transição de fase de primeira ordem quando se inverte o sentido do campo H;

na linha definida por H = 0 e T < Tc, tanto a fase com magnetização positiva quanto

a com magnetização negativa são estáveis. Os gráficos esboçados representam a energia

livre de Landau em função do parâmetro de ordem representado por φ (que, no caso do

modelo de Ising, é a magnetização M) para cada região do diagrama de fases.

Figura 6 – Diagrama de fases para o modelo de Ising no planoH−T . As curvas esboçadas
representam o padrão da energia livre de landau em cada região do diagrama.
Figura adaptada da Ref. [13]
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Na região acima (abaixo) da linha pontilhada em que H é positivo (negativo), o

estado de equilíbrio – mínimo global – é caracterizado por valores positivos (negativos)

do parâmetro φ. Na região I, há um estado estável e um metaestável caracterizados,

respectivamente, por valores positivos e negativos de φ; enquanto que, na região II, o

estável é caracterizado por φ < 0 e o metaestável por φ > 0. Como há estados metaestáveis

apenas na região do diagrama de fases delimitada pelas linhas pontilhadas, estas são

chamadas limites de metaestabilidade.

Suponha-se que o sistema inicialmente se encontra num ponto da região II em

que o estado de equilíbrio é caracterizado por uma magnetização homogênea com valor

φ0 < 0 e, então, o sentido do campo H é bruscamente alterado de forma que os estados

caracterizados pelas configurações homogêneas de magnetização com valores φA < 0 e

φB > 0 sejam, respectivamente, metaestável e estável. Logo após o quench, a energia livre

é completamente alterada, enquanto que o parâmetro de ordem possui o mesmo valor φ

que antes do quench e, então, relaxa para o valor φA próximo de φ0. Caso não houvessem

flutuações termodinâmicas, o sistema ficaria na configuração φ0 indefinidamente.

Entretanto, as flutuações termodinâmicas geram regiões de diversos tamanhos com

valores do parâmetro de ordem muito próximos ao valor φB do estado estável; em outros

termos, as flutuações formam bolhas da fase estável num “mar” da fase metaestável. Neste

caso, o sistema pode se tornar não homogêneo (com regiões com a fase caracterizada por

φA distintas das caracterizadas por φB) apenas quando ocorrem flutuações termodinâmi-

cas suficientemente intesas, o que é conhecido como nucleação homogênea.

A relação entre as flutuações e a quebra (ou não) da homogeneidade é entendida

do seguinte modo: o sistema se mantém homogêneo com parâmetro dado por φA desde

que todas as bolhas da fase de equilíbrio sejam tão pequenas que a redução da energia

livre devido ao interior de cada uma – bulk free energy – não compense o custo energético,

dado pela energia livre superficial, para a formação das bolhas. Neste caso, as bolhas

colapsariam e o sistema permaneceria homogêneo. Por outro lado, caso haja bolhas

grandes o suficiente, o sistema terá energia livre reduzida favorecendo o crescimento dessas

bolhas. Com o tempo, verificam-se domínios contendo apenas uma das fases.

Consideremos a diferença de energia livre ΔFL do sistema quando se compara um

estado com uma bolha de raio R a um estado sem bolha alguma. Sendo σ a energia livre

por unidade de área e Ω a energia livre por unidade de volume, tem-se:

ΔFL = 4πσR2 − 4

3
πΩR3 (3.80)

vê-se que essa expressão apresenta um máximo para Rc =
2σ

Ω
, que é chamado raio crítico.

Assim, bolhas com raio inferior (superior) ao raio crítico colapsam (crescem), dando

origem à nucleação. Contudo, é possível que σ =0, a depender do ponto no espaço de

fase; nesse caso, bolhas de todos os tamanhos crescerão, o que dá origem à decomposição
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espinodal. Note-se que em ambos os processos o sistema torna-se mais estável admitindo

não uniformidade no parâmetro de ordem.

Por fim, convém salientar que, de um modo geral, a dinâmica associada ao parâ-

metro de ordem é mais lenta quando a termalização ocorre através da nucleação do que

quando ocorre por decomposição espinodal; isso ocorre porque na decomposição espinodal

bolhas de todos os tamanhos contribuem para a formação da nova fase, enquanto que na

nucleção não. Outro aspecto importante para a velocidade da termalização é o fato de

se o parâmetro de ordem é conservado (como uma densidade de cargas) ou não (como é

o caso da magnetização) [35]; quando o parâmetro é conservado, apenas flutuações con-

sistentes com a lei de conservação contribuem para a dinâmica (as não consistentes não

existem) e, portanto, a dinâmica associada a parâmetros conservados é mais lenta do que

a de parâmetros não-conservados, pois não há restrições sobre as flutuações neste último

caso.

Ocasionalmente, o sistema pode ser descrito por mais de um parâmetro de ordem

de forma que não haja como dissociar suas dinâmicas (a equação (3.79) torna-se um

sistema de equações acopladas – uma para cada parâmetro). Neste caso, diz-se que os

parâmetros de ordem estão acoplados e isso pode alterar a velocidade da termalização; em

particular, a dinâmica de um parâmetro de ordem não conservado é tornada mais lenta

quando ele é acoplado a um parâmetro conservado [35].

3.4 Parâmetros de Ordem para a QCD

Finalmente estamos em condições de introduzir os parâmetros de ordem que des-

crevem as transições de fase quiral e de desconfinamento da QCD. Pelo exposto na Sub-

seção 3.2.2, para que uma quantidade seja um parâmetro de ordem, ele deve ser capaz de

distinguir entre as fases em que ocorre a simetria e a em que a simetria é quebrada; para

tanto, basta que ele não seja invariante pelo grupo da simetria espontaneamente quebrada

numa das fases, pois uma quantidade não invariante sob a simetria deve ter valor nulo na

fase em que a simetria ocorre.

Para ilustrar a afirmação feita acima, voltemos ao exemplo da transição entre as

fases paramagnética e ferromagnética na ausência de campo externo. Na fase desordenada,

paramagnética, que ocorre a altas temperaturas, o sistema apresenta simetria rotacional –

é invariante sob o gurpo O(3) – e a magnetização é nula; entretanto, abaixo da temperatura

de Curie, o sistema exibe magnetização não-nula, de modo que ele é invariante apenas sob

rotações em torno do eixo determinado pelo vetor magnetização, ou seja, a simetria O(3)

é quebrada. Note-se que o vetor magnetização não é invariante sob o grupo da simetria

quebrada.
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3.4.1 Transição de fase quiral

Na Subseção 2.2.1.2, mostramos para o caso de dois sabores que o termo de massa

dos férmions quebra explicitamente a simetria quiral; chega-se à mesma conclusão consi-

derando um número Nf de sabores. Neste caso, define-se a transformação global SU(Nf )

quiral de sabor:

ψj(x)→ ψ
′

j(x) = U(θ)jkψk(x)

ψ†j(x)→ ψ
′†
j (x) = ψ†k(x)U(θ)

†
kj (3.81)

U(θ)jk = U(θ1, · · · , θNf )jk = (exp [iθaT aγ5])jk

a = 1, · · · ,
(
N2
f − 1

)
j, k = 1, · · · , Nf

em que ψk(x) é um espinor de Dirac que descreve o sabor k, {T a} são os geradores do

grupo SU(Nf ) e {θa} são contantes reais que definem a transformação U(θ)jk.

Tal como antes, mostra-se que o produto

^̄ψ(x)ψ̂(x) (3.82)

não é invariante sob a transformação (3.81). Pelo já discutido, o valor termodinâmico

desse observável
〈 ^̄ψ(x)ψ̂(x)〉

β
, chamado condensado quiral, pode ser escolhido como pa-

râmetro de ordem para a transição de fase quiral, ou seja, a transição é entre uma fase

em que a simetria quiral é realizada e uma em que a simetria quiral é quebrada. O nome

condensado quiral vem da analogia feita com a teoria de supercondutividade comentada

na Seção 2.3; como o vácuo não carrega nem momento linear nem momento angular e

conserva o número fermiônico, um valor não nulo para o valor esperado de vácuo de
^̄ψ(x)ψ̂(x) é interpretado como uma coleção de férmions e anti-férmions correlacionados

com quiralidades opostas.

É importante ressaltar que a simetria quiral é exata apenas no limite em que os

quarks não são massivos; as massas dos quarks, mesmo que sejam baixas (caso dos quarks

leves) quebra explicitamente a simetria quiral (tal qual um campo magnético não nulo

quebra a simetria O(3) em sistemas magnéticos). Quando se trabalha apenas com os

quarks mais leves, a simetria é aproximada; portanto, a transição é entre uma fase com

simetria quebrada e uma fase com simetria aproximada e, portanto, o condensado quiral

não assume valor nulo na fase em que a simetria é “restaurada”. Mesmo não sendo um

parâmetro de ordem no sentido estrito, o condensado permite identificar e caracterizar

uma transição de fase.

3.4.2 Transição de desconfinamento

Como apresentado na Seção 2.1, o confinamento é expresso em termos dos graus

de liberdade de cor afirmando que os estados físicos são singletos de cor, ou seja, são

invariantes por transformações de calibre de cor. Como não é evidente qual é a simetria
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quebrada numa transição entre as fases confinada e desconfinada, isso poderia (erronea-

mente) ser entendido como uma indicação de que a simetria de cor é quebrada na fase

desconfinada. Entretanto, a simetria de calibre local de cor é preservada mesmo na fase

desconfinada.

Nesta subseção justificaremos a afirmação adiantada na Seção 2.4 de que o loop

de Polyakov é um parâmetro de ordem bem definido para a transição de fase de descon-

finamento no limite de quarks infinitamente pesados. Para que a dificuldade introduzida

pela não comutatividade do grupo SU(3) de cor não obscureça a intepretação do loop de

Polyakov, a argumentação será feita em termos de uma teorida de calibre U(1), seguindo

a Ref. [28].

A teoria de puro calibre U(1) é definida a partir da seguinte densidade lagrangiana:

L = −1

4
FµνF

µν (3.83)

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

Na situação em que há uma distribuição estática de cargas ρ(~x), tratada como um campo

de fundo (pois não há dinâmica associada às cargas), pode-se mostrar [28] que a função

de partição é um funcional de ρ dado por:

Z[ρ] =

∫
ccp

DAµ exp (−SE) exp
(
i

∫ β

0

dτ

∫
d3xρ(~x)A0(x)

)
(3.84)

em que ccp indica que a integração funcional deve ser efetuada usando condições de

contorno periódicas nos campos Aµ:

Aµ (~x, 0) = Aµ (~x, β) (3.85)

e SE denota a ação euclidiana:

SE = −
∫ β

0

dτ

∫
d3x

1

4
FµνFµν (3.86)

obtida de (3.83) através da rotação de Wick (continuação analítica para tempos imaginá-

rios).

O loop de Polyakov surge naturalmente quando se considera uma distribuição de

duas cargas pontuais

ρ(~x) = δ(~x− ~xn)− δ(~x− ~ym) (3.87)

Substituindo (3.87) em (3.84), encontra-se:

Z(~xn, ~ym) =

∫
ccp

DAµ exp (−SE) exp
[
i

∫ β

0

dτA0(~xn)

]
exp

[
−i
∫ β

0

dτA0(~ym)

]
(3.88)

Introduzindo a seguinte definição para o loop de Polyakov (no caso abeliano):

L (~x) = exp

[
i

∫ β

0

dτA0(~x)

]
(3.89)
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e a definição do valor médio termodinâmico 〈O[Aµ]〉β para o observável O[Aµ]:

〈O[Aµ]〉β ≡

∫
ccp

DAµ exp (−SE)O[Aµ]∫
ccp

DAµ exp (−SE)
≡

∫
ccp

DAµ exp (−SE)O[Aµ]

Z[ρ = 0]
(3.90)

chega-se à seguinte expressão para a função de partição de duas cargas estáticas:

Z(~xn, ~ym) = Z[ρ = 0]
〈
L (~xn)L

† (~ym)
〉
β

(3.91)

Em particular, para apenas uma carga q localizada em ~x, a função de partição é:

Z(~x) = Z[ρ = 0]
〈
L (~x)

〉
β

(3.92)

A energia livre do vácuo F0 é definida do modo usual:

F0 = −
1

β
ln
(
Z[ρ = 0]

)
(3.93)

A energia livre correspondente a apenas uma carga é, por (3.92):

Fq − F0 = −
1

β
ln

[〈
L (~x)

〉
β

]
(3.94)

e a energia livre de um par carga-anticarga é, por (3.91):

Fqq̄ − F0 = −
1

β
ln
[〈
L (~xn)L

† (~ym)
〉
β

]
(3.95)

o que permite escrever a função de correlação entre dois loops (e, portanto, entre a carga

e a anticarga) da seguinte forma:〈
L (~xn)L

† (~ym)
〉
β
= exp [−β (Fqq̄ − F0)] (3.96)

As conclusões aqui obtidas valem para o caso em que o grupo de calibre é SU(Nc);

com a ressalva de que o loop de Polyakov passa a ser definido por:

L(~x) = T exp

[
i

∫ β

0

dτA0(~x, τ)

]
φ(~x) =

Trc [L (~x)]

Nc

em que T denota o ordenamento temporal definido por (2.17). Portanto, de agora em

diante, estaremos interessados no caso não-abeliano; em particular, quando o grupo de

simetria de calibre é SU(3).

Resta ainda determinar a simetria que deve ser espotaneamente quebrada na tran-

sição. Pelo já discutido, deve-se procurar por uma transformação que deixe a ação in-

variante, mas que altere o loop de Polyakov. De fato, já sabemos que as transformações

locais de calibre definidas em por (2.4) e (2.5):

T aAaµ(x)→ T aA′aµ (x) = [U(x)]T aAaµ(x) [U(x)]
−1 − i

g
[∂µU(x)] [U(x)]

−1 (3.97)

U(x) = exp [−iT aθa(x)]
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deixam a ação invariante e transforma o loop de Polyakov da seguinte forma:

φ(~x)→ φ(~x)′ =
1

Nc

Tr
[
U(~x, 0)L(~x)U †(~x, β)

]
(3.98)

que, em geral, não é invariante. Entretanto, a transformação de simetria que desejamos

deve manter inalterada a condição de contorno periódica dos campos Aaµ no cálculo da

função de partição. Transformações de calibre periódicas, definidas por U(~x, 0) = U(~x, β),

deixam φ(~x) invariante – como se vê por (3.98) – e, portanto, não servem para identificar

a transição de desconfinamento.

Pelas transformações (3.97) e (3.98), vê-se que as transformações calibre de tais

que:

U †(~x, τ + β) = zU †(~x, τ); z = exp

[
i
2πn

Nc

]
1Nc ∈ Z(NC) (3.99)

em que 1Nc denota a matriz identidade formam um grupo, deixam os campos de calibre

invariantes, mas alteram o loop de Polyakov:

φ(~x)→ φ(~x)′ = zφ(~x) (3.100)

O grupo Z(Nc) é chamado centro do grupo de calibre SU(Nc) e é definido como sendo o

subgrupo de SU(Nc) em que todos os elementos comutam entre si. Portanto, Z(Nc) é o

grupo de simetria de que precisávamos: ele deixa a teoria à temperatura finita invariante,

mas altera φ. Dessa forma, φ é um parâmetro de ordem bem definido (no limite de quarks

infinitamente pesados).

A Eq. (3.94) permite associar esse parâmetro de ordem com a transição de des-

confinamento. Por ela, vê-se que quando
〈
L (~x)

〉
β
= 0 a energia livre correspondente a

apenas um quark é infinitamente superior à do vácuo, enquanto que para
〈
L (~x)

〉
β
= 1

ambas as energias tornam-se iguais. Essa observação permite identificar
〈
L (~x)

〉
β
= 0

com a fase confinada.

Para determinar qual das duas fases é mais simétrica, basta notar que, na fase

com a simetria exata, deve-se ter φ = 0, o que identifica a fase confinada; portanto,

a fase em que a simetria é espontaneamente quebrada corresponde à fase desconfinada.

É importante ressaltar que cálculos na rede de QCD pura (sem quarks) mostram uma

transição de fase associada ao desconfinamento usando o loop de Polyakov [36]. Temos,

então, um contra-exemplo em que a fase com maior simetria é estável a temperaturas

mais baixas.

Deve-se comentar ainda que a simetria sob o grupo Z(Nc) deixa de ser exata

quando quarks dinâmicos são incluídos. Isso ocorre porque os férmions se transformam

por U(~x, τ) e, por (3.99), vê-se que a condição de contorno antiperiódica dos férmions

não é respetitada pela transformação do centro do grupo, ou seja, os férmions quebram

explicitamente a simetria. Contudo cálculos de QCD na rede incluindo férmions dinâmicos

[8] mostram que o loop apresenta comportamento qualitativo semelhante com o aqui

discutido e, assim, pode ser usado como indicador da transição de fase de desconfinamento.
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Capítulo 4

Termodinâmica de equilíbrio e de

não equilíbrio do modelo PNJL

Tendo apresentado o modelo PNJL na Seção 2.4, agora será calculada a correspon-

dente densidade grande potencial na aproximação de campo médio. A partir disso, serão

obtidas as equações de gap – que descrevem os parâmetros de ordem no equilíbrio termo-

dinâmico – e as equações de Ginzburg-Landau-Langevin – que descrevem a dinâmica de

não equilírbio dos parâmetros de ordem.

4.1 Grande potencial para o modelo PNJL

Nesta seção, desejamos calcular o grande potencial na aproximação de campo

médio para o modelo PNJL, cuja lagrangiana é – Eq. (2.15):

LPNJL = ψ̄
(
i/D−m0

)
ψ +

G

2

[(
ψ̄ψ
)2

+
(
ψ̄iγ5~τψ

)2]− U (φ̄, φ, T) (4.1)

Para tornar a derivação mais simples, tomemos A0 = 0, ou seja, desconsideremos o loop

de Polyakov e, portanto, o termo U também é desconsiderado; mais adiante, será argu-

mentado como o loop de Polyakov é devidamente reintroduzido. Neste caso, a densidade

lagrangiana torna-se a do modelo NJL – Eq. (2.14):

LNJL = ψ̄
(
i/∂ −m0

)
ψ +

G

2

[(
ψ̄ψ
)2

+
(
ψ̄iγ5~τψ

)2]
(4.2)

em que ψ(x) = {ψA(x); A = (α, a, A), α = 1, · · · , 4; a = u, d; A = r, g, b}; α são índices

de Dirac, a são índices de sabor e A são índices de cor.

Desta lagrangiana, encontra-se o momentoΠA(x) canonicamente conjugado a ψ(x)A:

ΠA(x) =
∂L

∂ (∂0ψA(x))
= ψ̄(x)B

(
iγ0
)
BA

= iψ(x)∗A (4.3)
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de forma que a densidade hamiltoniana é:

H = ΠA (∂0ψA)− LNJL
= iψ†A (∂0ψA)− iψ̄γ0∂0ψ − iψ̄γk∂kψ +m0ψ̄ψ −

−G
2

[(
ψ̄ψ
)2

+
(
ψ̄iγ5~τψ

)2]
H = ψ̄

[
−iγk∂k +m0

]
ψ − G

2

[(
ψ̄ψ
)2

+
(
ψ̄iγ5~τψ

)2]
(4.4)

A seguinte transformação global U(1):

ψ(x)→ ψ
′
(x) = e−iαψ(x)

ψ†(x)→ ψ
′†(x) = ψ†(x)eiα

é uma simetria do sistema à qual é associada a densidade de corrente conservada

jµ(x) =
∂L

∂(∂µψ(x))

δψ(x)

δα
+
δψ†(x)

δα

∂L
∂(∂µψ†(x))

= ψ̄(x)γµψ(x)

cuja densidade de carga conservada é a densidade de número bariônico:

j0(x) = ψ†(x)ψ(x) (4.5)

A grande função de partição é dada por

Ξ (β, µ, V ) ≡ Tr
[
exp

(
−β
[
Ĥ − µQ̂

])]
= Tr

[
exp

(
−β
∫
d3x

[
Ĥ − µĵ0

])]
=

∫
ψA(0,~x)=−ψA(β,~x)

D (ψ∗A, ψA) exp

{
−
∫ β

0

d4x
[
ψ∗A∂τψA +H− µj0

]}
(4.6)

onde µ é o potencial químico associado à carga conservada (4.5) (potencial químico bari-

ônico1). Como H não é quadrática nos campos ψ e ψ†, a integral funcional em (4.6) não

é gaussiana e, portanto, não pode ser integrada exatamente. No entanto, uma expressão

analítica para a grande função de partição pode ser obtida na aproximação de campo

médio, que consiste em desprezar termos de ordem quadrática na flutuação em torno dos

seguintes valores médios termodinâmicos:

σ(x) ≡ G
〈
ψ̄(x)ψ(x)

〉
β

~π(x) ≡ G
〈
ψ̄(x)iγ5~τψ(x)

〉
β

(4.7)

Mas ~π = ~0 porque o hamiltoniano possui paridade bem definida e o operador ψ̄(x)iγ5~τψ(x)

é ímpar. Assim, a aproximação de campo médio consiste em:(
ψ̄ψ − σ

G

)2
=

(
ψ̄ψ
)2 − 2

σ

G
ψ̄ψ +

σ2

G2
≈ 0(

ψ̄iγ5~τψ −
~π

G

)2

=
(
ψ̄iγ5~τψ

)2 − 2
~π

G︸︷︷︸
=0

·
(
ψ̄iγ5~τψ

)
+

~π2

G2︸︷︷︸
=0

≈ 0

1 O potencial químico bariônico será referido apenas por potencial químico.
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∴
(
ψ̄ψ
)2 ≈ 2

σ

G
ψ̄ψ − σ2

G2
e

(
ψ̄iγ5~τψ

)2 ≈ 0 (4.8)

A densidade hamiltoniana na aproximação de campo médio, HCM , é obtida subs-

tituindo (4.8) em (4.4):

HCM = ψ̄
[
−iγk∂k +m0

]
ψ − G

2

[
2
σ

G
ψ̄ψ − σ2

G2

]
= ψ̄

[
−iγk∂k +m0 − σ

]
ψ +

σ2

2G

= ψ†
[
−iγ0γk∂k + γ0M

]
ψ +

σ2

2G
(4.9)

em que foi introduzida a definição para a massa constituinte M :

M = m0 − σ (4.10)

Usando (4.9) em (4.6) e omitindo por simplicidade de notação a condição de contorno

de antiperidicidade dos campos ψ e ψ†, a grande função de partição na aproximação de

campo médio é calculada a partir de:

ΞCM(β, µ, V ) =

∫
D (ψ∗A, ψA) exp

{
−
∫ β

0

d4x [ψ∗A∂τψA +HCM − µψ∗AψA]

}

=

∫
D (ψ∗A, ψA) exp

(
−
∫ β

0

d4x
{
ψ∗A
[
∂τ − µ− iγ0γk∂k + γ0M

]
AB
ψB +

σ2

2G

})

= exp

[
−βV σ2

2G

] ∫
D (ψ∗A, ψA) exp

{
−
∫ β

0

d4xψ∗A
[
∂τ − µ− iγ0γk∂k + γ0M

]
AB
ψB

}

em que na última expressão foi usado o fato de que σ é uniforme no equilíbrio termodi-

nâmico; portanto,
∫ β
0
d4xσ2 = βV σ2.

A partir da função de partição, é obtida a densidade de grande potencial calculada

na aproximação de campo médio:

JCM(β, µ) = − 1

βV
ln ΞCM(β, µ, V )

de onde, definindo Z

Z ≡
∫
D (ψ∗A, ψA) exp

{
−
∫ β

0

d4xψ∗A
[
∂τ − µ− γ0

(
iγk∂k −M

)]
AB
ψB

}
(4.11)

escreve-se:

JCM =
σ2

2G
− 1

βV
lnZ (4.12)
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Por esta expressão, resta apenas calcular lnZ para obter o grande potencial; para tal, é

conveniente expressar os campos em termos de suas componentes de Fourier:

ψA(x) =
1√
V

∑
n

∑
~p

e(−iωnτ+i~p·~x)ψ̃A(n, ~p) ψ∗A(x) =
1√
V

∑
r

∑
~q

e(iωrτ−i~q·~x)ψ̃∗A(r, ~q)

(4.13)

ωn =
(2n+ 1) π

β
(4.14)

onde ωn são as frequências de Matsubara; o fator 2n + 1 é devido à condição de antipe-

riodicidade ψ(0, ~x) = −ψ(β, ~x) e o fator (
√
V )−1 foi explicitado para que as componentes

de Fourier sejam adimensionais.

Designando por −E [ψ†, ψ] o expoente em (4.11), escreve-se:

E [ψ†, ψ] =

∫ β

0

d4xψ∗A(x)
[
∂τ − µ− γ0

(
iγk∂k −M

)]
AB
ψB(x)

=

∫ β

0

d4x
∑
n,~p

∑
r,~q

1

V
e−i(ωn−ωr)τei(~p−~q)·~x ×

×ψ̃∗A(r, ~q)
[
(−iωn − µ)− γ0

(
iγk (ipk)−M

)]
AB
ψ̃B(n, ~p)

Usando ∫ β

0

e−i(ωn−ωr)τdτ = βδn,r e

∫
V

ei(~p−~q)·~xd3~x = V δ~p,~q

encontra-se

E [ψ†, ψ] =
∑
n,~p

βψ̃∗A(n, ~p)
[
(−iωn − µ) + γ0

(
γkpk +M

)]
AB
ψ̃B(n, ~p)

Então2, escreve-se:

Z =

∫
D
(
ψ̃∗A, ψ̃A

)
exp

−∑
n,~p

ψ̃∗A(n, ~p)β
[
− (iωn + µ) + γ0

(
γkpk +M

)]
AB
ψ̃B(n, ~p)


Esta expressão, após a integração sobre ψ̃∗A e ψ̃A, pode ser escrita como

Z = detD

em que D é a matriz dada pelos elementos:

D = β
[
− (iωn + µ) + γ0

(
γkpk +M

)]
αβ
δa,bδA,Bδn,mδ~p,~k (4.15)

assim:

detD =
∏

A=r,g,b

∏
a=u,d

∏
n,~p

det
{
β
[
− (iωn + µ) + γ0

(
γkpk +M

)]
αβ

}

=

∏
n,~p

det
{
β
[
− (iωn + µ) + γ0

(
γkpk +M

)]
αβ

}Nf×Nc

(4.16)

2 Note-se que a transformada de Fourier é uma transformação unitária e, portanto, deixa a medida de
integração funcional invariante.
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Portanto, escreve-se:

lnZ = ln (detD) = NfNc

∑
n,~p

ln
(
det
{
β
[
− (iωn + µ) + γ0

(
γkpk +M

)]
αβ

})
= NfNcV

∫
d3~p

(2π)3

∑
n

ln
(
det
{
β
[
− (iωn + µ) + γ0

(
γkpk +M

)]
αβ

})
(4.17)

em que tornou-se contínua a soma sobre os momentos através de:∑
~p

→ V

∫
d3p

(2π)3

Designando por T o logaritmo do determinante sobre os índices de Dirac nesta

última equação, escreve-se:

T = ln
(
det
{
β
[
−(iωn + µ) + γ0(γkpk +M)

]})
= ln

(
det
{
β
[
−(iωn + µ)γ0 + (γ0)2(γkpk +M)

]} )

= ln

[
β4det

(
[M − (iωn + µ)]12 pkσk

−pjσj [M + (iωn + µ)]12

)]

= ln
[
β4det

([
M2 − (iωn + µ)2

]
12 + ~p212

)]
= ln

[
β4
(
~p2 +M2 − (iωn + µ)2

)2]
= 2 ln

{
β2
[
(iωn + µ)2 − (~p2 +M2)

] }
Da primeira para a segunda linha multiplicamos a matriz por γ0, pois det(γ0) = 1; da

segunda para a terceira usamos a representação (A.14) para as matrizes de Dirac e da

terceira para a quarta linha usaram-se as seguintes relações:

(~p · ~σ)2 = pipjσiσj = pipj
1

2
{σi, σj} = pipjδij12 = ~p212

e

det

[
An×n Bn×n

Cn×n Dn×n

]
= det

{
(AD)n×n − (BC)n×n

}
se [C,D] = 0

esta última é demonstrada na Ref. [37]. Portanto:

lnZ = NfNcV

∫
d3~p

(2π)3

∑
n

2 ln
[
β2
{
(iωn + µ)2 − ω2

p

}]
; ωp =

√
~p2 +M2

Para efetuar o somatório indicado acima, é conveniente reescrevê-lo de modo à

dependência em ωn do logaritmando ser apenas em ω2
n. Para isso, define-se:

lnZ = NfNcV

∫
d3p

(2π)3
A(p) (4.18)
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A(p) ≡ 2
∞∑

n=−∞

ln
(
β2
[
(iωn + µ)2 − ω2

p

])
notando-se que ωn = (2n + 1)π/β é linear em n e que a soma é sobre todos os inteiros,

pode-se trocar n por −n num dos dois termos em A:

A(p) =
∞∑

n=−∞

{
ln
(
β2
[
(iωn + µ)2 − ω2

p

])
+ ln

(
β2
[
(−iωn + µ)2 − ω2

p

])}
=

∞∑
n=−∞

ln
{(
β2
[
(iωn + µ)2 − ω2

p

]) (
β2
[
(−iωn + µ)2 − ω2

p

])}
=

∞∑
n=−∞

ln
{
β4
(
[(iωn + µ) (−iωn + µ)]2 − ω2

p

[
(iωn + µ)2 + (−iωn + µ)2

]
+ ω4

p

)}
=

∞∑
n=−∞

ln
{
β4
([
ω2
n + µ2

]2 − ω2
p

[
−2ω2

n + 2µ2
]
+ ω4

p

)}
=

∞∑
n=−∞

ln
{
β4
(
ω4
n + 2ω2

nµ
2 + µ4 + 2ω2

pω
2
n − 2ω2

pµ
2 + ω4

p

)}
=

∞∑
n=−∞

ln
{
β4
(
ω4
n + ω2

n

[
2µ2 + 2ω2

p

]
+
[
ω2
p − µ2

]2)}
=

∞∑
n=−∞

ln
{
β4
(
ω4
n + ω2

n

[
(ωp + µ)2 + (ωp − µ)2

]
+
[
ω2
p − µ2

]2)}
=

∞∑
n=−∞

ln
{
β4
([
ω2
n + (ωp + µ)2

] [
ω2
n + (ωp − µ)2

])}
A(p) =

∞∑
n=−∞

{
ln
(
β2
[
ω2
n + (ωp + µ)2

])
+ ln

(
β2
[
ω2
n + (ωp − µ)2

])}
substituindo a expressão acima em (4.18):

lnZ = NfNcV

∫
d3p

(2π)3

∞∑
n=−∞

{
ln
(
β2
[
ω2
n + ω2

+

])
+ ln

(
β2
[
ω2
n + ω2

−
])}

; ω± = ωp ± µ

(4.19)

Por fim, o somatório é calculado usando as seguintes identidades [7]:

ln
(
β2
[
ω2
n + w2

])
= ln

[
(βωn)

2 + (βw)2
]

=

∫ (βw)2

1

1

(βωn)
2 + y2

d(y2) + ln
[
(βωn)

2 + 1
]

e
∞∑

n=−∞

1

[(2n+ 1) π]2 + y2
=

1

y

(
1

2
− 1

ey + 1

)
(4.20)
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que fornecem:

∞∑
n=−∞

ln
(
β2
[
ω2
n + w2

])
=

∫ (βw)2

1

∞∑
n=−∞

1

(βωn)
2 + y2

d(y2) +
∞∑

n=−∞

ln
[
(βωn)

2 + 1
]

=

∫ (βw)2

1

1

y

(
1

2
− 1

ey + 1

)
d(y2) +

∞∑
n=−∞

ln
[
(βωn)

2 + 1
]

O segundo somatório diverge, mas é independente de temperatura ou potencial

químico; logo, sua contribuição para o grande potencial é a de uma constante adtiva, o

que não altera a termodinâmica e pode, assim, ser desprezada; fazendo-o e resolvendo a

integral, escreve-se:

∞∑
n=−∞

ln
(
β2
[
ω2
n + w2

])
= βw + 2 ln

(
1 + e−βw

)
−
[
1 + 2 ln

(
1 + e−1

)]
(4.21)

Portanto, obtém-se:

∞∑
n=−∞

{
ln
(
β2
[
ω2
n + (ωp + µ)2

])
+ ln

(
β2
[
ω2
n + (ωp − µ)2

])}
=

= β (ωp + µ)+2 ln
(
1 + e−β(ωp+µ)

)
+β (ωp − µ)+2 ln

(
1 + e−β(ωp−µ)

)
−2
[
1 + 2 ln

(
1 + e−1

)]
novamente, o último termo na expressão acima é uma constante adtiva independente de

temperatura ou potencial químico e pode ser desconsiderada, de modo que (4.19) é escrita

como:

lnZ = 2NfNcV

∫
d3p

(2π)3

[
βωp + ln

(
1 + e−β(ωp+µ)

)
+ ln

(
1 + e−β(ωp−µ)

)]
(4.22)

Substituindo (4.22) em (4.12) e usando β = T−1 ( ~ = c = kB = 1 em unidades naturais),

chega-se à seguinte expressão para o grande potencial:

JCM =
σ2

2G
−2NfNc

∫ Λ

0

d3p

(2π)3
ωp−2NfNcT

∫
d3p

(2π)3

[
ln
(
1+e−β(ωp+µ)

)
+ln

(
1+e−β(ωp−µ)

)]
(4.23)

em que foi explicitado o uso do cutoff para regularizar a primeira integral, enquanto que

a segunda não é divergente.

Tendo calculado o grande potencial na aproximação de campo médio para o modelo

NJL com Nf sabores e Nc cores, vamos reintroduzir o campo A0 e o potencial U para,

assim, encontrar o grande potencial para o modelo PNJL.

Conforme discutido na Subseção 3.4.2, a Ref. [28] mostra que, quando o loop de

Polyakov é considerado, o campo A0 se acopla com a densidade de carga – ver Eq. (3.84).

Por outro lado, como se vê pela Eq. (4.6), o potencial químico multiplica a densidade

conservada na grande função de partição. Portanto, considerar o loop de Polyakov equivale

a adicionar um termo iA0 ao potencial químico [38]:

µ→ µ+ iA0 (4.24)
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Com isso, são feitas as seguintes substituições em (4.23):

e−β(ωp−µ) → e−β[ωp−(µ+iA0)] = eiβA0e−β(ωp−µ) = Le−β(ωp−µ)

(4.25)

e−β(ωp+µ) → e−β[ωp+(µ+iA0)] = e−iβA0e−β(ωp+µ) = L†e−β(ωp+µ)

pois, no equilíbrio termodinâmico, o campo A0 é constante, portanto
∫ β
0
dτA0 = βA0.

Além disso, deve-se notar que na derivação acima foi obtido um fator Nc porque a

matriz D em (4.16) é proporcional à unidade nos índices de cor e foi calculado o traço do

logaritmo da matriz. Entretanto, fazendo as substituições (4.24) em (4.15) para se obter

o modelo PNJL, tem-se que a matriz em questão não mais é proporcional à identidade e,

portanto, resta um traço sobre os índices de cor a ser feito.

Ainda, como o potencial U não depende dos campos fermiônicos sobre os quais é

definida a integral funcional que fornece a grande função de partição, encontra-se que ele

contribui aditivamente ao grande potencial (assim como o termo σ2/2G):

σ2

2G
→ U +

σ2

2G

Dessa forma, chega-se à seguinte expressão para o grande potencial para o modelo PNJL

na aproximação de campo médio:

JCM = U
(
φ̄, φ, T

)
+
σ2

2G
− 6Nf

∫ Λ

0

d3p

(2π)3
ωp − 2NfT × (4.26)

×
∫

d3p

(2π)3

[
Trc ln

(
1 + L† exp

[
− ωp + µ

T

])
+ Trc ln

(
1 + L exp

[
− ωp − µ

T

])]

Por fim, deseja-se expressar o grande potencial em em termos do traço do loop de

Polyakov (φ e φ̄) em vez de L e L†. Para isso, usa-se o fato de que, no gauge de Polyakov,

o loop pode ser escrito como uma matriz diagonal [38] dada por:

L =

e
iϕ 0 0

0 eiρ 0

0 0 e−i(ϕ+ρ)

 e L† =

e
−iϕ 0 0

0 e−iρ 0

0 0 ei(ϕ+ρ)

 (4.27)

com ϕ e ρ reais, de onde se escreve:

φ =
TrL
3

=
eiϕ + eiρ + e−i(ϕ+ρ)

3

φ̄ =
TrL†

3
=

e−iϕ + e−iρ + ei(ϕ+ρ)

3
(4.28)

Definindo

f± = exp

[
−ωp ± µ

T

]
= exp

[
−
√
~p2 +M2 ± µ

T

]
(4.29)
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tem-se:

Trc ln
(
1 + L exp

[
− ωp − µ

T

])
= Trc ln (1 + f−L) = ln detc (1 + f−L)

(4.27)
= ln detc

1 + f−e
iϕ 0 0

0 1 + f−e
iρ 0

0 0 1 + f−e
−i(ϕ+ρ)


= ln

{
(1 + f−e

iϕ)(1 + f−e
iρ)(1 + f−e

−i(ϕ+ρ))
}

= ln
{[

1 + f−(e
iρ + eiϕ) + f 2

−e
i(ϕ+ρ)

]
×

×(1 + f−e
−i(ϕ+ρ))

}
= ln

{
1 + f−

(
eiρ + eiϕ + e−i(ϕ+ρ)

)
+

+f 2
−
(
ei(ϕ+ρ) + e−iϕ + e−iρ

)
+ f 3

−

}
(4.28)
= ln

{
1 + 3φf− + 3φ̄f 2

− + f 3
−

}
(4.30)

procedendo do mesmo modo, também se encontra:

Trc ln
(
1 + L† exp

[
−ωp − µ

T

])
= Trc ln

(
1 + f−L

†) = ln
{
1+3φ̄f−+3φf 2

−+f
3
−

}
(4.31)

portanto, substituindo (4.30) e (4.31) em (4.26) e explicitando a função U chega-se à

expressão desejada para o grande potencial na aproximação de campo médio para o modelo

PNJL [12,38]:

JCM(T, µ) = T 4

{
−b2 (T )

2
φ̄φ− b3

6

(
φ̄3 + φ3

)
+
b4
4

(
φ̄φ
)2}

+
σ2

2G
− 6Nf

∫ Λ

0

d3p

(2π)3
ωp −

− 2NfT

∫
d3p

(2π)3

{
ln[1 + 3φf− + 3φ̄f 2

− + f 3
−] + ln[1 + 3φ̄f+ + 3φf 2

+ + f 3
+]
}

(4.32)

note-se que há uma dependência em σ através de M = m0 − σ, identificada com a massa

constituinte dos quarks u e d, que é um parâmetro de ordem tão bom quanto o condensado

quiral (σ/G) para descrever teoricamente a transição de fase quiral.

Neste ponto, deve-se comentar que a massa de corrente m0 é vista como um pa-

râmetro da hamiltoniana (semelhante o campo magnético no modelo de Ising, mas com

a diferença de não poder ser ajustado experimentalmente) e as únicas variáveis indepen-

dentes das quais JCM(T, µ) depende são T e µ, ainda que (4.32) indique dependência

explícita em φ, φ̄ e σ. Isso ocorre porque, fixado um par (T, µ), a configuração de equi-

líbrio termodinâmico é aquela que minimiza o grande potencial pois o grande potencial

calculado na aproximação de campo médio pode ser intepretado como uma energia livre

de Landau na Teoria Microscópica de Landau. Em outros termos, o sistema se ajusta de
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modo que os campos φ, φ̄ e σ minimizem o grande potencial JCM(T, µ); portanto, φ, φ̄ e

σ são funções de T e µ apenas.

De fato, as configurações de campo no equilíbrio termodinâmico são obtidas resol-

vendo o sistema de equações (chamadas equações de gap):(
∂JCM
∂σ

)
(T,µ,φ̄,φ)

= 0

(
∂JCM
∂φ

)
(T,µ,φ̄,σ)

= 0

(
∂JCM
∂φ̄

)
(T,µ,φ,σ)

= 0 (4.33)

e tomando as soluções correspondentes a pontos de mínimo do grande potencial. Usando

coordendas esféricas para as integrais em (4.32) e denotando p = |~p|, as derivadas parciais
são dadas por:

∂JCM
∂σ

(T, µ) =
σ

G
+

3Nf

π2

∫ Λ

0

dpp2
M

ωp
− (4.34)

− 3Nf

π2
M

∫ ∞
0

dp
p2

ωP

{
f−
(
φ+ 2φ̄f− + f 2

−
)

1 + 3φf− + 3φ̄f 2
− + f 3

−
+

f+
(
φ̄+ 2φf+ + f 2

+

)
1 + 3φ̄f+ + 3φf 2

+ + f 3
+

}

∂JCM
∂φ

(T, µ) =
T 4

2

{
−b2 (T ) φ̄− b3φ2 + b4φ̄

2φ
}
− (4.35)

− 3NfT

π2

∫ ∞
0

dpp2

{
f−

1 + 3φf− + 3φ̄f 2
− + f 3

−
+

f 2
+

1 + 3φ̄f+ + 3φf 2
+ + f 3

+

}

∂JCM
∂φ̄

(T, µ) =
T 4

2

{
−b2 (T )φ− b3φ̄2 + b4φ̄φ

2
}
− (4.36)

− 3NfT

π2

∫ ∞
0

dpp2

{
f 2
−

1 + 3φf− + 3φ̄f 2
− + f 3

−
+

f+
1 + 3φ̄f+ + 3φf 2

+ + f 3
+

}
portanto, a soluções de equilíbrio são obtidas substituindo as equações (4.34)–(4.36) em

(4.33), resolvendo o sistema assim formado e tomando as soluções que correspondam a

mínimos do grande potencial.

A seguir, as expressões para a densidade grande potencial na aproximação de

campo médio, JCM , dada por (4.32) e de suas derivadas, equações (4.34)–(4.36), serão

particularizadas para dois casos de interesse.

4.1.1 Caso µ = 0 com o loop de Polyakov

A quantidade de hádrons criados numa colisão de íons pesados é significativamente

superior à quantidade inicialmente presente nos íons; assim, além de ser mais simples, o

caso µ = 0 é de relevância física. Estudar o sistema com loop de Polyakov quando o

potencial químico é nulo significa considerar, além da transição quiral, a transição de

desconfinamento a µ = 0. Conforme discutido em [39], quando µ = 0, φ = φ̄ e f± se

torna:

f = exp
[
−ωp
T

]
(4.37)



Capítulo 4. Termodinâmica de equilíbrio e de não equilíbrio do modelo PNJL 59

fazendo essas substituições em (4.32), (4.34), (4.35) e (4.36), obtém-se:

JCM(T, µ = 0) = T 4

{
−b2 (T )

2
φ2 − b3

3
φ3 +

b4
4
φ4

}
+
σ2

2G
− 3Nf

π2

∫ Λ

0

dpp2ωp −

−2NfT

π2

∫ ∞
0

dpp2 ln
[
1 + 3φf + 3φf 2 + f 3

]
(4.38)

∂JCM
∂σ

(T, µ = 0) =
σ

G
− 3Nf

π2

∫ Λ

0

dpp2
σ −m0√

p2 + (m0 − σ)2
−

−6Nf

π2
(m0 − σ)

∫ ∞
0

dp
p2

ωP

[
f (φ+ 2φf + f 2)

1 + 3φf + 3φf 2 + f 3

]
(4.39)

∂JCM
∂φ

(T, µ = 0) =
T 4

2

{
−b2 (T )φ− b3φ2 + b4φ

3
}
−

−3NfT

π2

∫ ∞
0

dpp2
[

f + f 2

1 + 3φf + 3φf 2 + f 3

]
=
∂Ω

∂φ̄
(4.40)

Se, ainda, é feito o limite T → 0+, (4.38) fica:

JCM(T = 0, µ = 0) =
σ2

2G
− 3Nf

π2

∫ Λ

0

dpp2
√
p2 + (m0 − σ)2 (4.41)

e as derivadas tornam-se:

∂JCM
∂σ

(T = 0, µ = 0) =
σ

G
− 3Nf

π2

∫ Λ

0

dpp2
σ −m0√

p2 + (m0 − σ)2
(4.42)

∂JCM
∂φ̄

(T = 0, µ = 0) = 0 =
∂Ω

∂φ
(T = 0, µ = 0) (4.43)

note-se que para (T = 0, µ = 0) o grande potencial não depende do loop de Polyakov, o

que era esperado pois φ = 0 identifica a fase em que há confinamento.

4.1.2 Caso µ = 0 sem o loop de Polyakov

Analisar o caso em que o efeito do loop de Polyakov é desconsiderado significa

desconsiderar a transição de desconfinamento e, quando comparado com o caso anterior,

permite evidenciar a sua importância para a dinâmica do sistema rumo ao equilíbrio

térmico.

Para desconsiderar o loop de Polyakov, basta fazer U ≡ 0 e Aµ = 0 em (2.15), o que

fornece φ = 1 = φ̄. Perceba-se que com isso se obtém a lagrangiana do modelo NJL (2.14),

ou seja, o caso do PNJL que estamos considerando equivale ao modelo NJL. Fazendo

essas alterações em (4.32), encontra-se a seguinte expressão para o grande potencial a

temperatura e potencial químico finitos, mas sem o loop de Polyakov:

JCM(T, µ) =
σ2

2G
− 3Nf

π2

∫ Λ

0

dpp2ωp −
3NfT

π2

∫ ∞
0

dpp2 {ln [1 + f+] + ln [1 + f−]} (4.44)
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e para a derivada:

∂JCM
∂σ

(T, µ) =
σ

G
− 3Nf

π2

∫ Λ

0

dpp2
σ −m0

ωp
−

− 3Nf

π2
(m0 − σ)

∫ ∞
0

dp
p2

ωP

{
f−
(
1 + 2f− + f 2

−
)

1 + 3f− + 3f 2
− + f 3

−
+

f+
(
1 + 2f+ + f 2

+

)
1 + 3f+ + 3f 2

+ + f 3
+

}

=
σ

G
+

3Nf

π2
(m0 − σ)

{∫ Λ

0

dp
p2

ωp
−
∫ ∞
0

dp
p2

ωP

[
f−

(1 + f−)
+

f+
(1 + f+)

]}
=

σ

G
+

3Nf

π2
(m0 − σ)

{∫ Λ

0

dp
p2

ωp
−
∫ ∞
0

dp
p2

ωP
[np(T, µ) + n̄p(T, µ)]

}
(4.45)

com n(T, µ) e n̄(T, µ) sendo as distribuições de Fermi-Dirac para férmions e antiférmions

rescpectivamente e são dadas por:

np(T, µ) =
1

exp
[ωp−µ

T

]
+ 1

n̄p(T, µ) =
1

exp
[ωp+µ

T

]
+ 1

(4.46)

No limite µ = 0 (f± → f), se encontra:

JCM(T, µ = 0) =
σ2

2G
− 3Nf

π2

∫ Λ

0

dpp2ωp −
6NfT

π2

∫ ∞
0

dpp2 ln
[
1 + exp

(
−ωp
T

)]
(4.47)

∂JCM
∂σ

(T, µ = 0) =
σ

G
− 3Nf

π2

∫ Λ

0

dpp2
σ −m0

ωp
− 6Nf

π2
(m0 − σ)

∫ ∞
0

dp
p2

ωP

f

(1 + f)

=
σ

G
+

3Nf

π2
(m0 − σ)

{∫ Λ

0

dp
p2

ωp
− 2

∫ ∞
0

dp
p2

ωP
np(T, 0)

}
(4.48)

usando (4.10) para expressar σ em termos de M obtém-se, a partir de (4.48), a equação

de gap que descreve a massa constituinte em função da temperatura quando o potencial

químico é nulo:
∂JCM
∂σ

(T, µ = 0) = 0⇒ ∂JCM
∂M

(T, µ = 0) = 0

∴
∂JCM
∂σ

(T, µ = 0) = 0⇒M −m0 +
3NfG

π2

{∫ Λ

0

dpp2
M

ωp
− 2

∫ ∞
0

dpp2
M

ωP
np(T, 0)

}
= 0

(4.49)

Por fim, aplicando o limite T → 0+ às expressões (4.47) e (4.48), se obtém as

equações (4.41) e (4.42) novamente, como esperado, já que no primeiro cálculo vimos que

o grande potencial não depende de φ quando T, µ = 0.

4.2 Energia livre de Landau e equações GLL

Para o cálculo da dinâmica de não equilíbrio logo após o sistema ser submetido a

um quench de temperatura, foi usada uma (densidade de) energia livre de Landau, enten-

dida no contexto da Teoria Fenomenológica de Landau para transições de fase discutida
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no capítulo anterior. A energia livre utilizada nas simulações foi obtida ajustando uma

determinada função (discutida logo adiante) ao grande potencial em (4.38) tomado no

limite quiral; neste contexto, os parâmetros do ajuste são entendidos como parâmetros

fenomenológicos.

A função escolhida, um polinômio nos parâmetros de ordem σ e φ, é dada por:

ΩL(T, µ = 0) = a0 +
a1
2
σ2 +

a2
4
σ4 + a3φ+

a4
2
φ2 +

a5
3
φ3 +

a6
4
φ4 +

a7
2
φσ2 +

a8
4
φσ4 (4.50)

em que ai = ai(T ), i = 0, · · · , 8 são os parâmetros fenomenológicos determinados através

do ajuste e dependem apenas da temperatura, já que nos restringimos ao caso em que o

potencial químico é nulo.

Os termos {1, σ2, σ4} são os usualmente empregados quando se estuda a quebra de

simetria no modelo de Ising3, os termos {φ2, φ3, φ4} já estão presentes no grande potencial
(4.38) e os termos {φ, φσ2, φσ4} foram incluídos por ajustarem muito bem a última integral

em (4.38), a qual é responsável pelo acoplamento entre os parâmetros de ordem σ e φ.

A energia livre de Landau (4.50) é usada para definir a Hamiltoniana de Guinzburg-

Landau:

HGL =

∫
d3r

{
κσ
2

(
~∇σ
)2

+
κφ
2

(
~∇φ
)2

+ ΩL(T, µ = 0)

}
(4.51)

todas as equações derivadas da Hamiltoniana acima será a µ = 0, portanto essa condição

será omitida.

A partir de (4.51), escrevem-se as equações de Guinzburg-Landau-Langevin (GLL):

∂σ

∂t
(t, ~r) = −Γσ

δHGL

δσ(t, ~r)
+ ξσ(t, ~r) = −Γσ

[
∂ΩL

∂σ
− κσ∇2σ

]
(t, ~r) + ξσ(t, ~r)

∂φ

∂t
(t, ~r) = −Γφ

δHGL

δφ(t, ~r)
+ ξφ(t, ~r) = −Γφ

[
∂ΩL

∂φ
− κφ∇2φ

]
(t, ~r) + ξφ(t, ~r) (4.52)

em que ξσ(~r, t) e ξφ(~r, t) são ruídos brancos e gaussianos para os campos σ e φ respecti-

vamente, ou seja, para a e b denotando φ ou σ, tem-se:

〈ξa(~r, t)〉r = 0〈
ξa(~r, t)ξb(~r′, t

′)
〉
r

= (2ΓaT ) δa,bδ(~r − ~r′)δ(t− t′); a, b = σ, φ (4.53)

em que 〈· · · 〉r denota uma média sobre realizações de ruído.

Calculando as derivadas parciais em (4.52) e omitindo a dependência dos campos

em (t, ~r), o sistema de equações GLL (4.52) se escreve como:

∂σ

∂t
= −Γσ

{
a1σ + a2σ

3 + a7φσ + a8φσ
3 − κσ∇2σ

}
+ ξσ

∂φ

∂t
= −Γφ

{
a3 + a4φ+ a5φ

2 + a6φ
3 +

a7
2
σ2 +

a8
4
σ4 − κφ∇2φ

}
+ ξφ (4.54)

3 Quando m0 = 0, a simetria quiral é exata e o grande potencial possui como simetria a transformação
σ → −σ, tal como a energia livre no modelo de Ising possui a simetria Si → −Si.
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note-se que os termos {φσ2, φσ4} acoplam os campos σ e φ, tornando (4.54) um sistema de

sistema de equações diferenciais estocásticas acopladas cuja resolução fornece a dinâmica

de relaxação do sistema ao equilíbrio termodinâmico.

É conveniente tornar adimensionais as equações no sistema acima para a simulação

numérica; para isso, introduzem-se as seguintes variáveis adimensionais (identificadas pelo

til)

σ(t, ~r) = σ0σ̃(t̃, ~̃r), t = t0t̃, ~r = r0~̃r, ∇2 =
1

r20
∇̃2 (4.55)

Adimensionalizando o sistema acima, escreve-se:

∂σ̃

∂t̃
(t̃, ~̃r) = − t0

σ0
Γσ

[
a1σ0σ̃ + a2σ

3
0σ̃

3 + a7σ0φσ̃ + a8σ
3
0φσ̃

3
]
(t̃, ~̃r) +

+
t0Γσ
r20

κσ∇̃2σ̃(t̃, ~̃r) +
t0
σ0
ξσ(t, ~r)︸ ︷︷ ︸
ξ̃σ(t̃,~̃r)

(4.56)
∂φ

∂t̃
(t̃, ~̃r) = −t0Γφ

[
a3 + a4φ+ a5φ

2 + a6φ
3 +

a7σ̃
2
0

2
σ2 +

a8σ̃
4
0

4
σ4
]
(t̃, ~̃r) +

+
t0Γφ
r20

κφ∇̃2φ(t̃, ~̃r) + t0ξφ(t, ~r)︸ ︷︷ ︸
ξ̃φ(t̃,~̃r)

em que foram introduzidos os ruídos adimensionalizados:

ξ̃σ(t̃, ~̃r) =
t0
σ0
ξσ(t, ~r) e ξ̃φ(t̃, ~̃r) = t0ξφ(t, ~r) (4.57)

O sistema acima é escrito de modo mais simples introduzindo as seguintes defini-

ções:

aσ = t0a1, bσ = t0σ
2
0a2, cσ = t0a7, dσ = t0σ

2
0a8, eφ =

t0σ
2
0

2
a7, κ′σ =

t0κσ
r20

aφ = t0a3, bφ = t0a4, cφ = t0a5, dφ = t0a6, fφ =
t0σ

4
0

4
a8, κ′φ =

t0κφ
r20

(4.58)

o que fornece:

∂σ̃

∂t̃
= Γσ

{
κ′σ∇̃2σ̃ −

[
aσσ̃ + bσσ̃

3 + cσφσ̃ + dσφσ̃
3
]}

+ ξ̃σ

(4.59)
∂φ

∂t̃
= Γφ

{
κ′φ∇̃2φ−

[
aφ + bφφ+ cφφ

2 + dφφ
3 + eφσ̃

2 + fφσ̃
4
]}

+ ξ̃φ

Deve-se ainda explicitar um detalhe sobre a adimensionalização dos termos de

ruído que será importante na implementação computacional de (4.59). O interesse agora

é expressar as relações de correlação dos ruídos adimensionalizados em termos de funções
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delta de Dirac adimensionalizadas δ̃(t̃− t̃′) e δ̃(~̃r− ~̃r′) escrevendo (nesta dedução, não será
usada a convenção de somatório nos índices repetidos):〈

ξ̃a(t̃1, ~̃r1)ξ̃b(t̃2, ~̃r2)
〉
r

= 2εaδabδ̃(~̃r1 − ~̃r2)δ̃(t̃1 − t̃2); a, b = σ, φ (4.60)

δ(~r1 − ~r2) =
1

r30
δ̃(~̃r1 − ~̃r2) e δ(t1 − t2) =

1

t0
δ̃(t̃1 − t̃2)

e determinar o fator εa.

Para tal, a partir de (4.57), define-se:

Ba =
ξ̃a(t̃, ~̃r)

ξa(t, ~r)
=


t0
σ0
, a = σ

t0, a = φ
(4.61)

de forma que: 〈
ξ̃a(t̃1, ~̃r1)ξ̃b(t̃2, ~̃r2)

〉
r

= B2
a

〈
ξa(t1, ~r1)ξb(t2, ~r2)

〉
r

(4.53)
= B2

a (2ΓaT ) δabδ(t1 − t2)δ(~r1 − ~r2)

= 2
B2
aΓaT

t0r30
δabδ̃(t̃1 − t̃2)δ̃(~̃r1 − ~̃r2)

de onde se lê, usando (4.60) e (4.61):

εa =
B2
aΓaT

t0r30

∴ εσ =
t0ΓσT

σ2
0r

3
0

e εφ =
t0ΓφT

r30
(4.62)

Para a resolução numérica do sistema (4.59), usa-se o método das diferenças finitas

exposto no Apêndice E, de forma que o espaço–tempo é discretizado:

σ(t, ~x)→ (σ)ni,j,k e φ(t, ~x)→ (φ)ni,j,k (4.63)

e deve-se discretizar os termos de ruído adimensionalizados, que, segundo (4.60) e (4.62)

são definidos por (omitindo o símbolo ∼ para denotar quantidades adimensionalizadas):〈
ξa(t, ~r)ξb(t

′, ~r′)
〉
r

= 2εaδabδ(~r, ~r′)δ(t, t
′); a, b = σ, φ

εa =
B2
aΓaT

t0r30
(4.64)

em que Ba é dado por (4.61).

Por esta última equação, deve-se discretizar as funções Delta de Dirac, o que

nalturalmente é feito em termos de deltas de Kronecker, tendo em vista a discretização

do espaço–tempo. Assim, segundo a discretização4:

δ(t− t′)→ 1

Δt
δn,n

′
e δ(~r − ~r′)→ 1

h3
δi,i′δj,j′δk,k′ (4.65)

4 Usam-se índices superiores em δn,n
′
apenas para manter a notação aqui usada de denotar os índi-

ces referentes à discretização temporal como superiores e os referentes à rede espacial como índices
inferiores nas funções discretizadas.
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de forma que (4.64) fica:〈
(ξa)

n
i,j,k (ξb)

n′

i′,j′,k′

〉
r
= 2

εa
h3Δt

δabδ
n,n′δi,i′δj,j′δk,k′ ; a, b = σ, φ (4.66)

e, como o ruído é branco: 〈
(ξa)

n
i,j,k

〉
r
= 0; a = σ, φ (4.67)

Computacionalmente, os termos de ruído (ξa)
n
i,j,k são implementados definindo um

ruído ζni,j,k gaussiano, branco e de autocorrelação igual à unidade:〈
ζni,j,kζ

n′

i′,j′,k′

〉
r

= δn,n
′
δi,i′δj,j′δk,k′〈

ζni,j,k
〉
r

= 0 (4.68)

através de:

(ξa)
n
i,j,k =

√
2εa
h3Δt

ζni,j,k (4.69)

explicitamente:

(ξσ)
n
i,j,k =

√
2

h3Δt

t0ΓσT

σ2
0r

3
0

ζni,j,k (4.70)

(ξφ)
n
i,j,k =

√
2

h3Δt

t0ΓφT

r30
ζni,j,k (4.71)

No próximo capítulo será resolvida numericamente a versão discretizada do sistema

de equações GLL (4.59) em que os ruídos discretizados (ξσ)
n
i,j,k e (ξφ)

n
i,j,k são dados por

(4.70) e (4.71) respectivamente. Por fim, percebe-se que conhecendo apenas os parâmetros

fenomenológicos da energia livre de Landau o sitema de equações GLL adimensionalizado

não fica numericamente bem definido, pois é necessário também saber os valores numéricos

de κσ, κφ, Γσ e Γφ; no próximo capítulo serão estimados valores numéricos para esses

parâmetros, bem como serão definidos os valores numéricos dos fatores de reescalamento

em (4.55).
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Capítulo 5

Resultados numéricos

Neste capítulo serão apresentados os resultados numéricos obtidos para as pro-

priedades de equilíbrio termodinâmico e da dinâmica de termalização dos parâmetros de

ordem para os modelos NJL e PNJL já apresentados. Os valores de equilíbrio são obtidos

resolvendo as equações de gap, o que equivale a minimizar a energia livre de Landau. A

dinâmica de termalização é calculada simulando um quench partindo de uma temperatura

alta para uma abaixo da temperatura crítica através das equações de Ginzburg-Landau-

Langevin; para tal, é usado o método das diferenças finitas exposto no Apêndice E. Os

resultados obtidos nos permitem classificar as transições de fase que ocorrem bem como

determinar as respectivas temperaturas críticas.

5.1 Propriedades no Equilíbrio Termodinâmico

Nesta seção, os gráficos para as equações de estado que relacionam os parâmetros

de ordem com a temperatura (a potencial químico nulo) são apresentados para ambos os

modelos já discutidos: NJL e PNJL; isso nos permitirá evidenciar as diferenças introdu-

zidas pelo loop de Polyakov.

Os resultados referentes ao equilíbrio termodinâmico são importantes por nos in-

formar qual é a fase de equilíbrio para um dado par (T, µ), por nos permitir identificar

qual a ordem da transição de fase – ver Subseção 3.2.2 – e, ainda, por nos possibitar

a verificação de se a solução das equações que descrevem a dinâmica da termalização

converge corretamente para o valor de equilíbrio dos parâmetros de ordem. Todos os

resultados aqui apresentados são referentes a µ = 0 e Nf = 2. A motivação principal

para a escolha desses parâmetros, como já mencionado anteriormente, é a simulação do

ambiente resultante de uma colisão de íons pesados a altas energias. A matéria formada

é dominada pelos quarks leves u e d, e a esmagadora maioria dos hádrons que compõem

o estado final da evolução da matéria é composta por píons, o que justifica o emprego de
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µB = 0.

5.1.1 Modelo NJL

Conforme visto na Subseção 4.1.2, o modelo NJL pode ser obtido do PNJL fazendo

Aµ = 0; nesta mesma subseção, derivamos a equação de gap (4.49), que descreve o

parâmetro de ordem σ no equlíbrio termodinâmico como função da temperatura T para

potencial químico nulo e desconsiderando o efeito do loop de Polyakov:

σ =
3NfG

π2

{∫ Λ

0

dpp2
(m0 − σ)

ωp
− 2

∫ ∞
0

dpp2
(m0 − σ)

ωP
np(T, 0)

}
(5.1)

Os valores numéricos dos parâmetros que nela constam são apresentados na Tabela 2

abaixo e a Figura 7 mostra as soluções gráficas dessa equação de gap em termos da massa

constituinte M = m0 − σ obtidas tanto para o limite quiral (m0 = 0) quanto para o caso

em que a simetria quiral é aproximada.

Parâmetro Valor

G (GeV-2) 10.08

Λ (MeV) 651

m0 (MeV) 5.5

Tabela 2 – Parâmetros usados para a resolução da equação de gap (5.1) – valores retirados
da Ref. [12].

Figura 7 – Massa constituinte M em função da temperatura T para µ = 0 segundo o
modelo NJL.

Por este gráfico, vê-se que a transição de fase quiral é contínua no limite quiral

(m0 = 0) do modelo NJL e a solução numérica da equação de gap indica que a transi-

ção ocorre à temperatura crítica Tc ≈ 173 MeV, em acordo com o valor (173± 8) MeV
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encontrado em cálculos de primeiros princípios via QCD na rede no limite quiral [40].

Vale destacar que, à temperatura nula, o modelo fornece os valores M = 310 MeV e

M = 326 MeV para os casos em que a massa de corrente é nula ou finita, respecti-

vamente; note-se que a transição de fase se torna um crossover quando se consideram

massas finitas para os quarks u e d.

É interessante observar também o padrão da energia livre de Landau como função

de σ (a µ = 0) para cada uma das fases em questão no limite quiral. Para a temperatura

de 300 MeV, a (densidade de) energia livre de Landau é mostrada na Figura 8. Note-se que

σ = 0 (M = 0) é um mínimo a essa temperatura; portanto, a fase de equilíbrio apresenta

simetria quiral restaurada e isso se reflete no gráfico deM versus T logo acima. Tomando

m0 = 5, 5 MeV, o mínimo ocorre em σ = −3, 48 MeV, o que fornece M = 9, 0 MeV e,

então, a simetria quiral é dita quase exata ou aproximada.

Figura 8 – Energia livre de Landau em função de σ para T = 300 MeV segundo o limite
quiral do modelo NJL.

A Figura 9 mostra a energia livre de Landau para a temperatura crítica (Tc =

173 MeV) bem como para algumas temperaturas mais baixas: 50 MeV, 100 MeV e 150

MeV. Note-se que o mínimo é degenerado para temperaturas abaixo de Tc; entretanto,

a solução numérica da equação de gap fornece como solução o valor negativo de σ (que

corresponde a M > 0), houve, portanto, a quebra espontânea de simetria. Nesse caso,

a fase de equilíbrio é aquela em que a simetria quiral é quebrada, ou seja, a que possui

massa constituinte não nula, como se vê na Figura 7.

Conforme discutido na Subseção 3.2.4, a energia livre nos permite inferir sobre a

classificação da transição de fase; estes gráficos revelam que não há estado metaestável e

que a simetria quiral é espontaneamente quebrada pela ocorrência de um vácuo degene-

rado abaixo da temperatura crítica. Portanto, a transição é contínua; em particular, a

concavidade da energia livre de Landau é nula na temperatura crítica, como se vê pelo

gráfico d) da Figura 9, o qual mostra a energia livre de Landau como função de σ para

T = Tc ≈ 173 MeV. É interessante comparar essa figura com a sucessão b) da Figura 5.
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Figura 9 – Energia livre de Landau segundo o modelo NJL em função de σ para as tempe-
raturas: a) 50 MeV; b) 100 MeV; c) 150 MeV e d) 173 MeV, que é a temperatura
crítica da trasição quiral.

5.1.2 Modelo PNJL

As equações de gap para o modelo PNJL a µ = 0 são obtididas igualando a zero

as expressões (4.39) e (4.40):

σ

G
− 3Nf

π2

∫ Λ

0

dpp2
σ −m0

ωp
− 6Nf

π2
(m0 − σ)

∫ ∞
0

dp
p2

ωP

[
f (φ+ 2φf + f 2)

1 + 3φf + 3φf 2 + f 3

]
= 0

(5.2)
T 4

2

{
−b2 (T )φ− b3φ2 + b4φ

3
}
− 3NfT

π2

∫ ∞
0

dpp2
[

f + f 2

1 + 3φf + 3φf 2 + f 3

]
= 0

em que ωp =
√
~p2 + (m0 − σ)2, f = exp(−ωp/T ) e b2(T ) é dado por (2.20):

b2 (T ) = α0 + α1

(
T0
T

)
+ α2

(
T0
T

)2

+ α3

(
T0
T

)3

Os valores numéricos dos vários parâmetros que nela constam estão na Tabela 3. A Figura

10 mostra a solução desse sistema de equações de gap no limite quiral (m0 = 0); para

melhor apresentação gráfica, o condensado quiral
〈
ψ̄ψ
〉
≡
〈
ψ̄ψ
〉
β
é reescalado pelo seu

valor à temperatura nula1.
1 O parâmetro σ relaciona-se com o condensado quiral através de σ = G

〈
ψ̄ψ
〉
β
– ver (4.7). Portanto,〈

ψ̄ψ
〉
β
/
〈
ψ̄ψ
〉
T=0

= σ(T )/σ(T = 0).
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α0 α1 α2 α3 b3 b4 T0(MeV) m0(MeV) Λ(GeV) G(GeV-2)

6,75 -1,95 2,625 -7,44 0,75 7,5 270 5,5 0,651 10,08

Tabela 3 – Valores numéricos dos parâmetros do modelo PNJL – valores retirados da
Ref. [12].

Figura 10 – Condensado quiral e loop de Polyakov em função da temperatura segundo o
limite quiral do modelo PNJL a µ = 0.

Comparando com a Figura 7, vê-se que o limite quiral do modelo PNJL fornece

o mesmo valor para massa constituinte M à temperatura nula que o do modelo NJL, a

saber, M = 310 MeV. Outra semelhança é que a transição quiral ainda é contínua, mas

a temperatura crítica correspondente, Tc ≈ 230 MeV, é mais elevada no modelo PNJL.

Deste gráfico vê-se também que a transição de desconfinamento no limite quiral do modelo

PNJL torna-se um suave crossover em torno da temperatura crítica da transição quiral,

em contraste com a transição de primeira ordem na teoria de puro gauge obtida via QCD

na rede [12]. Vale comentar que nossos resultados estão em acordo com os da Ref. [12], o

que indica que os códigos aqui implementados estão corretos.

5.2 Dinâmica de não equilíbrio

Nesta seção serão apresentados os resultados referentes à dinâmica da termalização

dos parâmetros de ordem que ocorre quando o sistema é submetido a um quench de

temperatura mantendo µ = 0. Como já discutido, a dinâmica é descrita segundo as

equações GLL; novamente, analisaremos os casos sem e com o loop de Polyakov.
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5.2.1 Modelo NJL

Desconsiderando o loop de Polyakov, a energia livre de Landau (4.50) no limite

quiral (m0 = 0) se torna:

ΩL(T, µ = 0) = a0 +
a1
2
σ2 +

a2
4
σ4 (5.3)

que é suficiente para ajustar o grande potencial JCM (T, µ = 0) no limite quiral, calculado

para o modelo NJL usando a aproximação de campo médio, dado por (4.47). Dessa forma,

em vez do sistema de equações GLL (4.54), tem-se apenas uma equação GLL, que é dada

por:
∂σ

∂t
= −Γσ

{
a1σ + a2σ

3 − κσ∇2σ
}
+ ξσ (5.4)

Para resolvê-la, é conveniente utilizar [17] as seguintes definições para o reescalamento

introduzido em (4.55):

σ0 =

√
|a1|
|a2|

, t0 =
1

Γσ |a1|
, r0 =

√
|κσ|
|a1|

,
1

r20
=
|a1|
κσ

(5.5)

de modo que (5.4) é adimensionalizada e se escreve como:

∂σ̃

∂t̃
= ∇̃2σ̃ −

{
sgn(a1)σ̃ + sgn(a2)σ̃3

}
+ ξ̃σ (5.6)

É importante notar que, fixada uma temperatura, há uma solução da equação

GLL (5.6) para cada realização de ruído2, que será denotada σr (t, ~x). Assim, é preciso

tomar uma média sobre o volume do sistema e uma sobre as realizações de ruído para

se obter uma função que dependa apenas do tempo, denotada por σ̄(t), que nos permita

inferir sobre a evolução temporal do parâmetro de ordem considerando o sistema como

um todo. Outro ponto importante é que a equação GLL é resolvida numericamente; para

isso, é utilizado o método das diferenças finitas exposto no Apêndice E.

Para a implementação numérica da equação GLL usamos os valores εσ = 0, 008 [17]

para a amplitude de correlação dos ruídos discretizados – ver (4.66), Ne = 64 para a

quantidade de sítios em cada direção espacial, h = 1, 0 e Δt̃ = 0, 1 para os espaçamentos

adimensionalizados nas direções espaciais e temporal respectivamente, ou seja, r0h = Δx

e t0Δt̃ = Δt em que Δx é a distância espacial ao longo de qualquer uma das três direções

espaciais entre dois sítios e Δt é a amplitude dos subintervalos usados para particionar o

intervalo de tempo. Usando esses valores, o programa apresenta boa estabilidade numé-

rica.

Para o estudo da dinâmica de termalização da transição quiral usando o modelo

NJL no limite quiral, escolhemos três valores para a temperatura de quench: 50 MeV, 100

MeV e 150 MeV; todas são baixas o suficiente para haver a quebra espontânea da simetria
2 Funções de ruído ξσ (t, ~r) diferentes significam diferentes realizações de ruído.
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quiral3. Os valores numéricos de a0, a1 e a2 em unidades naturais apresentados na Tabela

4 são obtidos ajustando a expressão (5.3) ao grande potencial calculado na aproximação

de campo médio (4.47) para cada temperatura de quench.

T (MeV) a0 (GeV4) a1 (GeV2) a2 (GeV0)

50 -0,027405 -0,013927 0,128933
100 -0,027594 -0,011119 0,118688
150 -0,028501 -0,002586 0,093842

Tabela 4 – Parâmetros fenomenológicos da energia de Landau no limite quiral do modelo
NJL para diferentes valores de temperatura a µ = 0.

Todos os quenches são realizados partindo de uma temperatura mais alta que a

temperatura crítica, situação em que σ = 0 minimiza a energia livre de Landau. Fisica-

mente, isso corresponde a submeter o sistema repentinamente a um banho térmico a uma

temperatura bem menor que a inicial. Pela Figura 9, vê-se que σ = 0 corresponde a um

estado instável abaixo da temperatura crítica; portanto, quando submetido a tais quen-

ches de temperatura, o sistema evolui no tempo até atingir o equilíbrio termodinâmico

numa fase em que a simetria quiral é espontaneamente quebrada.

Antes de mostrarmos os resultados para a dinâmica do parâmetro de ordem, há

uma consideração a ser feita sobre a condição inicial. Como no limite quiral e abaixo da

temperatura crítica a energia livre de Landau indica dois estados estáveis (vácuo degene-

rado), ao escolher como condição inicial para o campo σ(t, ~r) um ruído em torno do valor

nulo obtém-se que em aproximadamente metade das vezes o sistema termaliza em direção

a um mínimo e que o outro mínimo é atingido nas demais vezes; dessa forma, σ̄(t) é nulo

para um número suficientemente grande de realizações de ruído e, assim, não se obteria

informação alguma sobre a dinâmica de termalização.

A Figura 11 mostra a configuração do campo σ(t, ~r) ao longo de uma determinada

seção transversal do volume do sistema para três instantes de tempo durante o processo de

termalização com a temperatura de quench Tq = 100 MeV, obtidas resolvendo a equação

GLL (5.6) para uma única realização de ruído a partir da condição inicial

σ0
i,j,k = 0, 0000 + 0, 0001 (2× rand− 1)

em que o campo é dado por um ruído em torno do valor nulo.

Essa figura ilustra bem o que foi dito logo acima. Ela mostra que, fixando a

condição inicial em torno do zero, as flutuações térmicas (implementadas através do termo

de ruído) geram pequenas “bolhas” nas quais o valor médio de σ é ligeiramente diferente
3 Há de se lembrar que os cálculos aqui apresentados são a µ = 0. De fato, 50 MeV é uma temperatura

demasiadamente baixa para que µ = 0 – ou, equivalentemente, densidade bariônica nula – seja uma
aproximação realista. Contudo, tomar µ = 0 mesmo a temperaturas tão baixas simplifica bastante o
grande potencial, sendo útil para aplicações didáticas; em particular, o problema do sinal não existe
a µ = 0 [39].



Capítulo 5. Resultados numéricos 72

de zero (positivo ou negativo) e que são distribuídas aleatoriamente por todo o volume,

conforme o primeiro quadro da Figura 11. Com o passar do tempo, as bolhas crescem

e são formados domínios com uma das fases de equilíbrio (lembre-se de que o vácuo é

degenerado). Isso pode ser visto nos dois últimos quadros da figura, em que as regiões

mais escuras correspondem ao valor σ = −σ0 = −306 MeV e as mais claras a σ = σ0 =

306 MeV, que minimizam a energia de Landau para T = 100 MeV. É interessante notar

a formação de paredes de domínio bem definidas entre as fases. Uma dada realização de

ruído pode privilegiar uma das fases. Entretanto, implementando-se várias realizações, se

vê que ora predomina uma das fases predomina ora a outra; desta forma, ao se tomar um

número suficientemente grande de ralizações de ruído, obtém-se σ̄(t) = 0.

Figura 11 – Perfil da evolução temporal de σ durante a transição quiral para uma tem-
peratura de quench de 100 MeV.

Para se obter σ̄(t) 6= 0, deve-se escolher a condição inicial de modo que um dos

mínimos seja privilegiado. No caso em questão, sabe-se que fisicamente o sistema atinge

o equilíbrio com M > 0 e isso corresponde ao mínimo em que σ < 0. Portanto, escolhe-se

como condição inicial para σ um ruído em torno de um valor negativo, mas ainda próximo

de zero.

Esse aspecto é característico de situações em que há a quebra espontânea de sime-

tria. Um exemplo típico é o que ocorre quando se calcula a magnetização na ausência de

campo externo utilizando o modelo de Ising, em que se deve tomar o limite termodinâmico

antes de tomar o limite do campo magnético nulo porque os limites não comutam [14,30].

Além disso, deve-se tomar o limite pela direita (esquerda) caso se deseje encontrar o valor

positivo (negativo) da magnetização4. No caso em estudo, escolher como condição inicial

para σ um valor negativo mas próximo de zero significa atingir o limite quiral com a

massa de corrente tendendo a zero por valores positivos e é análoga a escolher o campo

magnético tender a zero por valores positivos no modelo de Ising.
4 Outro modo de escolher a magnetização positiva é definir condições de contorno em que os spins na

borda apontam na direção positiva [30]; o que é legítimo, pois efeitos de superífice são desprezíveis
no limite termodinâmico.
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Em vista do acima discutido, foi escolhida a seguinte condição inicial para o campo

sigma discretizado:

σ0
i,j,k = −0, 1m+ 0, 01m (2× rand− 1) (5.7)

em que m = 5, 5 MeV é a massa de corrente no caso em que a simetria é quase exata e

rand é uma função que gera aleatoriamente um número real entre 0 e 1, ou seja, definimos

como condição inicial para σ um valor negativo cujo módulo e a amplitude de ruído valem,

respectivamente, 10% e 1% da massa de corrente5. Esses valores se mostraram baixos o

suficiente para que a dinâmica convergisse para valores negativos de sigma em todas as

realizações de ruído, como desejado.

A Figura 12 apresenta as médias σ̄(t), tomadas sobre o volume e sobre cinco

realizações de ruído, que descrevem a dinâmica de termalização do parâmetro de ordem

σ para as três temperaturas de quench definidas anteriormente e são obtidas resolvendo

a equação GLL com os parâmetros apresentados na Tabela 4 e a condição inicial (5.7).

Neste gráfico, σ̄(t) é dado em unidades de σ0 cujo valor, por (5.5) e pela Tabela 4, são

σ0 = 329 MeV, σ0 = 306 MeV e σ0 = 166 MeV para as respectivas temperaturas de

quench de 50 MeV, 100 MeV e 150 MeV.

Figura 12 – Dinâmica de termalização do campo σ para algumas temperaturas de quench.

Note-se que em todos os quenches o parâmetro de ordem atinge o valor de equi-

líbrio σ̄(t → ∞) = −σ0, pois para t → ∞, obtivemos σ̄(t → ∞)/σ0 = −1, o que valida

nossos códigos numéricos. Também, claramente nota-se que quanto mais próxima a tem-

peratura do quench da temperatura inicial, mais rápida é a termalização, como é esperado

fisicamente.
5 De fato, implementamos numericamente a equação GLL adimensionalizada; portanto, o campo σ foi

adimensionalizado pelo fator σ0.
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5.2.2 Modelo PNJL

No limite quiral e tomando µ = 0, o grande potencial calculado na aproximação

de campo médio JCM (T, µ = 0) dado por (4.38) é bem ajustado pela expressão (4.50)

para a energia livre de Landau, aqui reescrita:

ΩL(T, µ = 0) = a0 +
a1
2
σ2 +

a2
4
σ4 + a3φ+

a4
2
φ2 +

a5
3
φ3 +

a6
4
φ4 +

a7
2
φσ2 +

a8
4
φσ4 (5.8)

que, como mostrado no capítulo anterior, fornece o seguinte sistema de equações GLL

adimensionalizadas (4.59) aqui reescrito:

∂σ̃

∂t̃
= Γσ

{
κ′σ∇̃2σ̃ −

[
aσσ̃ + bσσ̃

3 + cσφσ̃ + dσφσ̃
3
]}

+ ξ̃σ

(5.9)
∂φ

∂t̃
= Γφ

{
κ′φ∇̃2φ−

[
aφ + bφφ+ cφφ

2 + dφφ
3 + eφσ̃

2 + fφσ̃
4
]}

+ ξ̃φ

em que os coeficientes são dados por (4.58). Note-se que esse é um sistema de equações

diferenciais acopladas, ou seja, a dinâmica de termalização de um parâmetro de ordem

influencia a termalização do outro. Para resolver numericamente o sistema acima, foi feito

um reescalamento que é obtido usando as seguintes definições em (4.55):

t0 = r0 =
1

σ0
, σ0 ≡ |σ(T = 0)| = 0, 310207 GeV (5.10)

no qual σ(T = 0) = −0, 310207 GeV é o valor de equilíbrio para o parâmetro σ calcu-

lado a partir das equações de gap (5.2). Com esse reescalamento, obtém-se as seguintes

expressões para κσ, κφ, aσ, bσ, cσ, dσ, aφ, bφ, cφ, dφ, eφ, e fφ:

aσ =
a1
σ0
, bσ = σ0a2, cσ =

a7
σ0
, dσ = σ0a8, eφ =

σ0
2
a7, κ′σ = σ0κσ

(5.11)

aφ =
a3
σ0
, bφ =

a4
σ0
, cφ =

a5
σ0
, dφ =

a6
σ0
, fφ =

σ3
0

4
a8, κ′φ = σ0κφ

Tal como no estudo da dinâmica do modelo NJL, o método das diferenças finitas

foi empregado. Como há uma solução para cada realização de ruído, que denotaremos

por {σr(t, ~r), φr(t, ~r)}, foi feita uma média sobre o volume do sistema e uma sobre as

realizações de ruído, que serão denotadas simplesmente por {σ(t), φ(t)}; estas médias

dependem apenas do tempo e, assim, permitem estudar a dinâmica de termalização de

ambos os parâmetros.

Em todas as simulações, usamos os valores h = 1, 0, Δt̃ = 0, 1 e Ne = 64. Os

parâmetros fenomenológicos da energia de Landau em (5.8) são calculados fazendo um

ajuste ao grande potencial para a temperatura de quench escolhida (50 MeV), seus valores

estão dispostos na Tabela 5; a partir destes, são calculados os parâmetros para as equações

GLL adimensionalizadas (5.9) através de (5.11).
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T (MeV) 50
a0
(
GeV4

)
-0,0273500

a1
(
GeV2

)
-0,0180385

a2
(
GeV0

)
0,1649468

a3
(
GeV4

)
-0,0000098

a4
(
GeV4

)
0,0068682

a5
(
GeV4

)
-0,0000052

a6
(
GeV4

)
0,0000470

a7
(
GeV2

)
0,0002671

a8
(
GeV0

)
-0,0015723

Tabela 5 – Parâmetros da energia livre de Landau para a temperatura de T = 50 MeV a
µ = 0.

Para o modelo PNJL, foi escolhido T = 50 MeV para a temperautra de quench.

Partimos de T = 300 MeV, temperatura na qual o grande potencial apresenta um mínimo

global em (φ, σ) = (0, 807 , 0, 0), ou seja, a simetria quiral é exata e o sistema está na

fase desconfinada. Como já discutido, a condição inicial para a simulação do quench é

a do estado de equilíbrio à temperatura anterior ao quench; contudo, a condição inicial

para σ deve ser um número negativo e próximo de zero para que o sistema termalize de

modo a fornecer um valor positivo para a massa constituinte, conforme argumentado na

subseção anterior. Portanto, o valor inicial para este campo é o mesmo que na subseção

anterior – dado por (5.7) – enquanto que para φ a condição inicial é

φ0
i,j,k = 0, 807 + 0, 0807× (2× rand− 1) (5.12)

Deve-se comentar ainda sobre a estimativa dos valores numéricos de alguns parâme-

tros necessários para a implementação computacional das equações GLL (5.9). Seguindo

a Ref. [16], usamos a estimativa Γσ = 1/3 fm ≈ 1, 690 GeV−1 para as temperaturas em

que estamos interessados. O parâmetro Γφ foi estimado [41] em Γφ ≈ 0, 01GeV−3. Por

argumentos dimensionais [39,42], estima-se κφ ≈ NcT
2
0 /g

2
s em que T0 é a temperatura de

desconfinamento na teoria de puro gauge, Nc é o número de cores e gs é a constante de

acoplamento da QCD; usando Nc = 3, αs = g2s/4π ≈ 0, 3 e T0 = 270 MeV – retirado da

Ref. [12], estima-se κφ ≈ 0, 058 GeV2.

O valor de κσ(T ) é estimado a partir de sua relação com a tensão superficial Σ(T ),

associada à interface entre domínios com diferentes fases de equilíbrio, calculada a partir

da Teoria de Landau na aproximação de parede fina [17,30]

Σ(T ) ≈
√
κσ(T )

|a1(T )|3/2

|a2(T )|
(5.13)

em que toda a dependência de Σ com temperatura, bem como sua dimensão física, é

explicitada. Os parâmetros a1(T ) e a2(T ) são determinados conforme discutido acima;

então, (5.13) fornece uma relação direta entre κσ(T ) e Σ(T ). Usando o gráfico da Figura
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6 em [43] e estimando um valor para a tensão superficial à temperatura nula, Σ(T = 0),

obtém-se um valor numérico para Σ(T ) e, por (5.13), para κσ(T ). A Ref. [43] calcula

Σ(T = 0) ≈ 7-30 MeV/fm2 considerando a aproximação de campo médio do modelo NJL

para diferentes conjuntos de parâmetros m, G e Λ. Portanto, para fins de estimativa,

podemos tomar Σ(T = 0) = 10 MeV/fm2 ≈ 3, 894 × 10−4 GeV3, de onde se estima

κσ(T = 50 MeV) ≈ 5, 1× 10−4.

Antes de apresentar os resultados obtidos para a dinâmica de termalização no mo-

delo PNJL, é interessante discutir um exemplo típico de como se espera que termalização

ocorra. Para isso, foi resolvido numericamente o sistema de equações GLL (5.9) tomando

todos os parâmetros que a definem como números com módulo da ordem de 1 e os termos

de ruído foram tomados da ordem de 0,01. Os sinais dos coeficientes foram escolhidos

de forma que o potencial seja minimizado por σ̃ = 1 e φ = 0, pois, à temperatura de

quench de T = 50 MeV, é sabido das equações de gap (5.2) que os valores de equilíbrio

são |σ| = 310, 207 MeV
(5.10)
= σ0, que é o fator usado para reescalar o campo σ. Usando

as condições iniciais expostas mais acima, encontrou-se o gráfico da Figura 13 que des-

creve como os campos adimensionalizados – tomadas as médias sobre as realizações de

ruído e sobre o volume – evoluem no tempo até atingir a configuração de equilíbrio da

temperatura de quench.

Figura 13 – Evolução temporal dos parâmetros de ordem σ e φ tipicamente esparada; σ é
dado em unidades de seu valor de equilíbrio σ0 para a temperatura de quench.

Deste gráfico, vê-se que ambos os parâmetros de ordem termalizam em intervalos de

tempo da mesma ordem de grandeza. Para o conjunto particular de parâmetros tomados,

obtivemos que o campo φ atinge o equilíbrio antes que o σ; entretanto, variando-se os

respectivos coeficientes Γσ e Γφ, ocasionalmente chega-se a uma situação em que σ atinge

o equilíbrio antes de φ. Por outro lado, verifica-se que, apesar de o tempo gasto para

a atingir o equilíbrio ser bastante sensível a esses dois parâmetros, o valor de equilíbrio
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dos parâmetros de ordem não depende de Γσ nem de Γφ. Isso está em pleno acordo com

o fato de que os valores dos parâmetros de ordem no equilíbrio dependem apenas das

grandezas termodinâmicas que definem o diagrama de fases as quais, neste caso, seriam

a temperatura e o potencial químico – tomado nulo. Outro modo de entender isso é

através do fato de que, associada a uma equação de GLL com termos de ruído gaussianos

e brancos, existe uma distribuição de probabilidades (que define a função de partição)

dependente do tempo t que satisfaz a equação de Fokker-Planck de modo que no limite

t→∞ a distribuição tende à de Boltzmann, definida para a temperatura de quench.

Tipicamente, é esperado que a termalização do campo σ se dê através da formação

de domínios pois, no limite quiral, há dois valores de σ que minimizam a energia livre

de Landau. Portanto, espera-se que sejam formados domínios com uma das fases de

equilíbrio, cuja formação depende da tensão superficial necessária para manter o equilíbrio

termodinâmico quando as duas fases são postas em contato térmico. Pudemos perceber

isso para o exemplo em questão, como mostra a Figura 14.

Figura 14 – Perfil típico da evolução temporal do parâmetro de ordem σ para uma tem-
peratura de quench em que a simetria quiral é espontanemante quebrada.

Ela mostra a configuração do campo σ(t, ~r) ao longo de uma seção transversal do

volume para três instantes de tempo do processo de termalização para uma temperatura

abaixo da crítica. A discussão é bem semelhante àquela referente à Figura 11. A condição

inicial é fixada em torno do valor nulo; as flutuações térmicas geram pequenas “bolhas” em

que o campo é ligeiramente diferente de zero. Com o passar do tempo as bolhas crescem

e formam domínios, como se vê nos dois últimos quadros de Figura 14.

É importante notar que a formação de domínios é determinada pela competição

entre dois fatores. Por um lado, a tensão superficial (ou o coeficiente do termo derivativo

no funcional de Landau) tende a favorecer configurações de campo que sejam suaves; ela

é responsável pela formação de uma interface, parede de domínio, mecanicamente estável

entre as duas fases coexistentes. Por outro, há efeitos de flutuação térmica, determinados

pela temperatura, que tendem a desestabilizar a parede de domínio formada. De um

modo geral, se as flutuações térmicas são suficientemtente intesas, em outros termos, se

a temperatura é alta o suficiente, não mais é possível a formação de paredes estáveis e,
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portanto, o sistema em equilíbrio termodinâmico apresenta-se em uma das fases e não mais

como duas fases coexistentes. Dessa maneira, é fácil entender porque a tensão superficial

decresce com a temperatura.

Após essa breve digressão, discutiremos sobre os resultados encontrados para a

dinâmica de não equilíbrio no modelo PNJL para a temperatura de 50 MeV usando as

condições iniciais e os parâmetros obtidos ou estimados como discutido anteriormente.

Ao contrário do esperado, verificou-se que os campos não termalizam para os valores de

equilíbrio referentes a essa temperatura. Em particular, a média espacial e sobre as rea-

lizações de ruído do parâmetro σ oscila em torno do valor nulo ao longo da termalização

enquanto que o parâmetro φ descresce lentamente até um valor em torno de 0,6 quando,

então, parece “esperar” que σ assuma valores significativamente não nulos para que conti-

nue sua termalização até atingir o equilíbrio devido. Entretanto, como σ é essencialmente

nulo até para tempos longos, o parâmetro φ não termaliza para o valor que se espera:

φ = 0.

Há duas razões para que σ oscile em torno de zero. É possível que ocorra a formação

de domínios de ambas as fases de equilíbrio, mas, ao se fazer as médias sobre o volume e

sobre as realizações de ruído, o resultado seja praticamente nulo. Outra possibilidade é

que não haja a formação dos domínios, ou seja, que as “bolhas” formadas pelas flutuações

térmicas não cresçam. Neste caso, a configuração do parâmetro de ordem é bastante

inomogênea. Portanto, neste caso o gráfico do parâmetro de ordem em função do tempo

não fornece informações significativas para a dinâmica de não equilíbrio.

Para entender a dinâmica observada, obtivemos o perfil da configuração espacial

de σ para diferentes instantes da termalização; o resultado encontra-se na Figura 15

abaixo. As condições iniciais e os parâmetros possuem os valores discutidos anteriormente.

Não são mostradas perfis correspondentes ao loop de Polyakov porque, à temperatura

de 50 MeV, há apenas um valor de φ que minimiza a energia de Landau bem como

não há nenhum estado mestaestável; consequentemente, não há a formação de domínios

associados ao loop de Polyakov para a temperatura de quench escolhida6.

O primeiro quadro desta figura mostra o efeito das flutuações térmicas sobre a

condição inicial. Entretanto, os outros dois quadros, correspondentes a instantes bem

mais adiantados que os já apresentados até aqui, mostram claramente que as “bolhas”

formadas pelas flutuações térmicas não formam domínios. Isso indica que, para os valores

dos parâmetros utilizados, o efeito das flutuações térmicas prevalece sobre o da tensão

superficial, ou seja, no caso em questão, a tensão superficial não consegue sustentar a

formação de paredes de domínio frente às flutuações térmicas.

Para verificar se realmente é isso o que ocorre, calculamos a dinâmica de não equi-

líbrio com os mesmos parâmetros, mas com a condição inicial de σ ≈ 1, que é o valor de
6 Neste sentido, é interessante usar a densidade bariônica para descrever a transição de fase de descon-

finamento [35].
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Figura 15 – Perfil da evolução temporal do parâmetro de ordem σ calculada para uma
temperatura de quench de 50 MeV a partir de uma temperatura anterior ao
quench de 300 MeV.

equilíbrio para σ a T = 50 MeV 7. Naturalmente, é de se esperar que o campo permaneça

nessa configuração, pois ela minimiza a energia livre de Landau; contudo, verificou-se que

σ varia muito rapidamente até atingir um valor praticamente nulo. Essa observação re-

força a intepretação de que, para os valores dos parâmetros utilizados, a tensão superficial

(ou, equivalentemente, κσ) é demasiadamente pequena para contrabalancear as flutuações

térmicas8.

Neste ponto é muito importante comentar que as estimativas encontradas na li-

teratura para os parâmetros Γσ, Γφ, κσ e κφ são muito incertas e feitas em contextos

e de maneiras bastante distintos. Assim, esse estudo da termalização claramente indica

que as estimativas encontradas para os parâmetros não levam à termalização num tempo

dentro da escala de duração de uma colisão de íons pesados. Em princípio, não há nada

de errado nisso, mas é surpreendente, no sentido de que vai contra o que se acredita que

a matéria passa por um estado com simetria quiral quebrada antes de hadronizar. Isto é

muito interessante, pois indica que os hádrons observados e os produtos de decaimentos

de outros hádrons são formados sem passar pela fase com simetria quiral quebrada.

No sentido de contribuir nesta questão, vamos proceder no sentido inverso: usar a

dinâmica descrita pelas equações de GLL para determinar os valores desses parâmetros,

fixados todos os outros. Das estimativas já apresentadas, vê-se que a ordem de grandeza

do valor de κσ(T = 50 MeV) é bem menor que a dos demais parâmetros; além disso,

a não formação de domínios apresentada acima sugere que esse parâmetro foi bastante

subestimado. Portanto, foi realizada uma série de simulações da dinâmica de termalização

do modelo PNJL à temperatura de 50 MeV usando todos os parâmetros como estimados

acima e como condição inicial σ = 5, 5 MeV = m0, mas variando o parâmetro κσ até

encontrar um valor limiar a partir do qual há a formação de domínios. Encontramos
7 Por simplicidade, omitimos o símbolo ∼ para designar o parâmetro adimensionalizado. Portanto, o

valor de equilíbrio desse parâmetro para T = 50 MeV é aproximadamente um.
8 Obviamente, também pode-se pensar no sentido oposto: para os parâmetros utilizados, as flutuações

térmicas (essencialmente os termos de ruído) são grandes demais.
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como limiar o valor κσ(T = 50 MeV) ≈ 0, 161 que é em torno de 300 vezes maior que o

estimado mais acima; a evolução temporal do condensado quiral e do loop de Polyakov

para a temperatura de quench de 50 MeV obtida com esses valores é apresentada na

Figura 16. Variações no valor de κφ não mudam as conclusões significativamente.

Figura 16 – Evolução temporal do condensado quiral e do loop de Polyakov para a tempe-
ratura de quench de 50 MeV e usando os valores κσ = 0, 161, κφ = 0, 058GeV2,
Γσ = 1, 690GeV−1 e Γφ = 0, 01GeV−3.

Esta figura mostra claramente que o κσ utilizado é grande o suficiente para que

haja a formação de domínios. Para os parâmetros utilizados, observa-se a formação de

um condensado quiral significativo após um intervalo de tempo em torno de 100 fm/c

e que o condensado, após um intervalo de aproximadamente 400 fm/c, termaliza para

um valor em torno de 80% do valor de equilíbrio fornecido pelas equações de gap para a

temperatura em questão.

Pretendemos em breve complementar o presente trabalho fazendo uma análise

sobre o conjunto de valores para os parâmetros Γσ, Γφ, κσ e κφ que forneçam dinâmicas de

termalização compatíveis com as configurações de equilíbrio termodinâmico do modelo.

Entretanto, essa é uma tarefa nada simples, pois não há como fixarmos, de antemão,

nenhum desses quatro parâmetros, já que não é possível afirmar seguramente quais dessas

estimativas são boas e quais são ruins. Dessa forma, espera-se que o resultado dessa

análise seja a determinação de intervalos de possíveis valores para esses parâmetros de

modo que a dinâmica descrita pelas equações GLL esteja em acordo com as propriedades

de equilíbrio termodinâmico estabelecidas para o modelo.
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Capítulo 6

Conclusões e perspectivas futuras

Neste trabalho, estudamos as transições de fase quiral e de desconfinamento através

do modelo efetivo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio para dois sabores de quarks. Além

das propriedades de equilíbrio termodinâmico, analisamos a dinâmica de não equilíbrio dos

parâmetros de ordem dessas transições no limite quiral do modelo, procurando entender o

efeito da dinâmica da transição de desconfinamento sobre a dinâmica da transição quiral.

Certamente, fenômenos de não equilíbrio são importantes para a correta descrição das

colisões relativísticas de íons pesados.

No Capítulo 2 revisamos o estabelecimento da QCD bem como suas características

mais importantes. De especial interesse foi a discussão da simetria quiral aproximada da

QCD para os quarks leves u e d e a introdução dos modelos NJL e PNJL. O Capítulo 3

é de central importância para a dissertação. Nele revisamos as descrições termodinâmica

e mecânico-estatística da matéria em equilíbrio térmico bem como descrevemos a relação

entre elas a partir dos ensembles canônico e grande canônico. Em seguida, introduzi-

mos o formalismo de integração funcional para a mecânica estatística. Em particular,

demonstramos de modo claro como a função de partição se expressa como uma integral

funcional tanto para sistemas quânticos com número finito de graus de liberdade quanto

para uma teoria quântica de campos relativísticos (TQCR), que é o formalismo apropriado

para descrever as propriedades quântico-relativísticas de partículas elementares. Usamos

o campo escalar para exemplificar o caso de campos bosônicos e o campo de Dirac para

o caso de campos fermiônicos. Com isso, desenvolvemos o ponto de partida para se obter

a mecânica estatística de uma teoria quântica de campos.

Logo em seguida, ainda no Capítulo 3, passamos à descrição dos fenômenos críticos.

A caracterização das fases de equilíbrio termodinâmico foi desenvolvida de um modo

geral; em particular, discutimos como parâmetros de ordem são definidos a partir das

propriedades de simetria do sistema e a relação entre parâmetros de ordem e quebra

espontânea de simetria, o que permite a generalização dos conceitos relativos às transições
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de fases para sistemas pouco intuitivos, como os descritos por TQCR. Feito isso, revisamos

como a Teoria de Landau descreve o comportamento dos parâmetros de ordem numa

transição de fase bem como foi desenvolvida a intepretação de que a energia livre de

Landau determina a distribuição de probabilidades para a descrição mecânico-estatística

de um sistema em que é feito o processo de coarse-graining para tornar tratáveis alguns

graus de liberdade microscópicos. A partir disso, introduzimos a descrição da dinâmica

de termalização dos parâmetros de ordem via a equação de Ginzburg-Landau-Langevin e

descrevemos brevemente os processos de nucleação e decomposição espinodal. O capítulo

se encerra com a discussão de por que, a partir de argumentos de simetria, o condensado

quiral e o loop de Polyakov são tomados como legítimos parâmetros de ordem para a QCD

nos limites de quarks com massas nula e infinita respectivamente.

No Capítulo 4, calculamos o grande potencial termodinâmico na aproximação de

campo médio do modelo PNJL, o qual pode ser entendido como a energia livre de Landau

obtida a partir de um coarse-grainig (teoria de Landau microscópica). Motivados pelo fato

de que tomar o potencial químico bariônico nulo é uma boa aproximação para as etapas

mais energéticas de uma colisão relativística de íons pesados e torna a descrição mecânico-

estatística mais simples – em particular, evita-se o “problema do sinal”, calculamos as

equações de gap tomando potencial químico nulo. Também encontramos as equações de

gap desconsiderando o loop de Polyakov, quando se recai no modelo NJL, para que se

pudesse evidenciar as implicações do loop de Polyakov sobre a transição quiral.

No Capítulo 5, apresentamos os resultados numéricos para as transições de fase

estudadas; as propriedades das fases de equilíbrio foram determinadas a partir das res-

pectivas equações de gap. A massa constituinte dos quarks no limite quiral foi calculada

em função da temperatura e observou-se uma transição de fase contínua que se matém

quando o loop de Polyakov é considerado, ainda que a temperatura de transição seja mais

elevada neste último caso; já a transição de desconfinamento mostrou-se um crossover

em torno da temperatura crítica da transição quiral. Em particular, verificamos boa

concordância entre nossos resultados e os encontrados na literatura. Neste sentido, é in-

teressante perceber que as descrições das propriedades de equilíbrio das transições quiral

e de desconfinamento via o modelo PNJL e via QCD na rede apresentam bom acordo;

isso encoraja o uso de modelos efetivos para estudar a matéria formada por quarks sob

alto potencial químico bariônico (alta densidade bariônica), regime em que a QCD na

rede ainda não consegue fazer predições e que é de grande importância para o estudo de

estrelas compactas.

Quanto à descrição da dinâmica de não equilíbrio, verificamos que a termalização

após um quench para baixas temperaturas ocorre via a formação de domínios da fase com

simetria quiral quebrada e que, como esperado, a transição é mais lenta para quenches

a temperaturas menores. Além disso, o estudo da dinâmica de não equilíbrio do modelo

PNJL mostra claramente que as estimativas encontradas na literatura para os parâmetros
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Γσ, Γφ, κσ e κφ não fornecem resultados compatíveis com as propriedades de equilíbrio

termodinâmico obtidas através das equações de gap dentro de uma escala de tempo da

ordem da duração da evolução da matéria formada numa colisão de íons pesados a altas

energias.

Este talvez seja o resultado mais importante da presente dissertação. Caso venha

a se confirmar que o valor do parâmetro κσ seja da ordem dos valores obtidos atualmente

com modelos esquemáticos, ele indica que os hádrons observados e os produtos de de-

caimentos de outros hádrons são formados a partir de um estado que não está com a

simetria quiral quebrada. Claramente, o resultado requer estimativas mais realistas para

este parâmetro.

É importante mencionar o caráter introdutório e limitado do presente trabalho,

visto que uma descrição física realista das colisões de íons pesados requer não só o estudo

da dinâmica de não equilíbrio, mas também de aspectos como o escoamento hidrodinâ-

mico da matéria produzida e efeitos de volume finito para a descrição térmica de tais

sistemas. Portanto, há uma vasta gama de possibilidades para continuação deste tra-

balho: a inclusão de equações hidrodinâmicas relativísticas para levar em conta efeitos

de escoamento, considerar potenciais químicos bariônicos não nulos, a determinação das

propriedades termodinâmicas indo além da aproximação de campo médio, melhorar a esti-

mativa dos parâmetros fenomenológicos introduzidos nas equações de GLL, por exemplo,

além de usar a descrição da dinâmica de não equilíbrio via equações GLL para estimar os

valores dos parâmertos relevantes.

Por fim, é importante perceber que o estudo da QCD sob condições extremas de

temperatura e/ou potencial químico bariônico ainda é objeto de muitas especulações, o

que é característico de linhas de pesquisa em pleno desenvolvimento; isso é um aspecto

positivo, pois revela um ambiente aberto ao desenvolvimento e debate de novas ideias, mo-

delos, explicações e conceitos físicos. Também há de se observar que o estudo nessa área

fornece a oportunidade de se obter uma rica e sólida formação física, pois ela envolve di-

versas áreas como termodinâmica, mecânica estatística, teoria de campos, hidrodinâmica,

relatividade especial e física computacional.
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APÊNDICE A

Convenções e notações

Neste apêndice serão expostas as conveções utilizadas nesta dissertação.

A.1 Espaço de Minkowski

No espaço de Minkowski o quadrivetor de posição contravariante, denotado por

índice superior, é:

xµ =
(
x0, x1, x2, x3

)
= (ct, x, y, z) = (ct, ~x) (A.1)

em que c é a velocidade da luz no vácuo e ~x é o vetor de posição usual. A partir deste,

define-se o quadrivetor de posição covariante, denotado por índice inferior:

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct,−x,−y,−z) = (ct,−~x) (A.2)

e forma-se a quantidade escalar de Lorentz :

(ct)2 − ~x2 = xµx
µ ≡ x2 (A.3)

em que foi introduzida a convenção de Einstein de somar sobre índices repetidos.

As componentes do vetor covariante são obtidas através de um tensor métrico com

componentes gµν que podem ser dispostos numa matriz G:

G = (gµν) =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 = (gµν) = G−1 (A.4)

A equação (A.2) é escrita como:

xµ = gµνx
ν (A.5)
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e a quantidade invariante em (A.3) é expressa como:

x2 = gµνx
µxν (A.6)

De um modo geral, um quadrivetor contravariante aµ é uma lista de quatro com-

ponentes:

aµ =
(
a0, a1, a2, a3

)
=
(
a0,~a

)
(A.7)

que possui a quantidade (a0)2−~a2 invariante sob transformações de Lorentz. Uma matriz

de transformação Λ é uma transformação de Lorentz se satisfaz:

ΛGΛT = G (A.8)

Sendo a e b dois quadrivetores, a métrica induz um protudo escalar a · b:

a · b = aµb
µ = gµνa

νbµ (A.9)

essa quantidade é invariante sob transformações de Lorentz, sendo chamada escalar de

Lorentz.

O operador gradiente quadrimensional

∂µ ≡
∂

∂xµ
=

(
1

c

∂

∂t
, ~∇
)

(A.10)

é um vetor covariante. O vetor contravariante associado é:

∂µ ≡ ∂

∂xµ
=

(
1

c

∂

∂t
,−~∇

)
(A.11)

A partir destes, forma-se o operador d’Alembertiano:

� ≡ ∂µ∂
µ =

1

c2
∂2

∂t2
−∇2 (A.12)

que é um operador escalar.

A.2 Matrizes de Dirac

As matrizes de Dirac são definidas pela álgebra de Clifford:{
γα, γβ

}
≡ γαγβ + γβγα = 2gαβ14; α, β = 0, · · · , 3 (A.13)

em que 14 é a matriz identidade 4x4. Quando necessário, escolhemos a seguinte represen-

tação para os cálculos nesta dissertação:

γ0 =

(
12 02

02 −12

)
γk =

(
02 σk

−σk 02

)
; k = 1, 2, 3 (A.14)

em que 12 denota a matriz identidade 2x2 e σk denota as matrizes de Pauli, dadas por:

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(A.15)

facilmente verifica-se que as matrizes de Pauli satisfazem:

{σk, σl} = 2δkl12, [σk, σl] = 2iεk,l,mσm (A.16)
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APÊNDICE B

Variáveis de Grasmann

Neste apêndice, seguindo [33], introduziremos a ideia de números anticomutantes

com o intuito de no Apêndice C expressar a função de partição para campos fermiônicos

como uma integral funcional. Para isso, apresentaremos as propriedades de diferenciação

e integração sobre tais números. Mesmo que pareça estranha, a ideia de números que

anticomutam é conhecida em Matemática desde o século XIX.

Uma álgebra de Grassmann de dimensão n é um conjunto de números que anti-

comutam, chamados variáveis ou números de Grassmann, os quais podem ser expressos

em termos de n geradores {ηi; i = 1, . . . , n} que satisfazem a seguinte relação de antico-

mutação:

{ηi, ηj} = 0; i, j = 1, · · · , n (B.1)

através de:

g = g(0) +
n∑
i=1

g
(1)
i ηi +

∑
i1<i2

g
(2)
i1i2
ηi1ηi2 + · · ·+ g

(n)
12···nη1η2 · · · ηn (B.2)

Desta forma, qualquer elemento g da álgebra pode ser entendido como uma função

g (η) = g (η1, · · · , ηn) determinada pelos coeficientes g(0), · · · , g(n)1···n, que são números usu-

ais. Quando os coeficientes pertencem ao conjunto dos números reais (complexos), as

variáveis de Grassmann são ditas reais (complexas).

Note-se que em cada termo de (B.2) o produto dos geradores é ordenado, caso

contrário haveria uma ambiguidade de sinal em cada coeficiente. Perceba também que

não há produtos do tipo η21 ou η1η
2
2η3 pois, como caso particular de (B.1), tem-se:

η2i = 0; i = 1, · · · , n . (B.3)

Como a quantidade de termos independentes do tipo ηi1ηi2 · · · ηipcom i1 < i2 < · · · < ip e

p < n é

Cn,p =

(
n

p

)
=

n!

p!× (n− p)!
(B.4)
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e
∑n

p=0Cn,p = 2n, são necessários 2n coeficientes para especificar um elemento da álgebra.

Tomando o caso n = 2 como exemplo, um elemento qualquer da álgebra é escrito como:

g = g (η1, η2) = g(0) + g
(1)
1 η1 + g

(1)
2 η2 + g

(2)
12 η1η2 (B.5)

= g(0) + g
(1)
1 η1 + g

(1)
2 η2 − g(2)12 η2η1

A derivada à esquerda em relação aos geradores é um operador linear definido a

partir das relações:
∂

∂ηi
1 = 0 e

∂

∂ηi
ηj = δi,j (B.6)

para tomar a derivada de um produto de geradores, as relações de anticomutação (B.1)

são usadas; por exemplo:

∂

∂η2
(η1η2) =

∂

∂η2
(−η2η1) = −η1 (B.7)

de um modo geral:

∂

∂ηk

(
ηi1ηi2 · · · ηip

)
=

(
∂ηi1
∂ηk

)
ηi2 · · · ηip −

(
∂ηi2
∂ηk

)
ηi1 · · · ηip + · · ·

+(−1)p−1
(
∂ηip
∂ηk

)
ηi1ηi2 · · · ηip−1 (B.8)

veja que ganha-se um fator −1 a cada vez que a derivada “passa por” um gerador.

A regra do produto (B.8) fornece:{
∂

∂ηi
, ηj

}
= δi,j e

{
∂

∂ηi
,
∂

∂ηj

}
= 0 (B.9)

A primeira destas expressões é obtida diretamente:{
∂

∂ηi
, ηj

}
g (η) =

∂

∂ηi
[ηjg (η)] + ηj

(
∂

∂ηi
g (η)

)
=

(
∂ηj
∂ηi

)
g (η)− ηj

(
∂g (η)

∂ηi

)
+ ηj

(
∂

∂ηi
g (η)

)
= δi,jg (η)

e a segunda decorre de (sem soma sobre índices repetidos):

∂

∂ηi

[
∂

∂ηj
(ηiηj)

]
=

∂

∂ηi

[
∂

∂ηj
(−ηjηi)

]
=

∂

∂ηi
[−ηi] = −1

∂

∂ηj

[
∂

∂ηi
(ηiηj)

]
=

∂

∂ηj
[ηj] = +1

Como exemplo, calculamos a derivada a seguir para o elemento dado em (B.5):

∂

∂η1

(
∂g (η1, η2)

∂η2

)
=

∂

∂η1

[
∂

∂η2

(
g(0) + g

(1)
1 η1 + g

(1)
2 η2 + g

(2)
12 η1η2

)]
=

∂

∂η1

[
g
(1)
1 δ1,2 + g

(1)
2 δ2,2 − g(2)12 η1

∂η2
∂η2

]
=

∂

∂η1

[
g
(1)
2 − g

(2)
12 η1

]
= −g(2)12
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Como nenhum elemento possui termos quadráticos nos geradores, a derivada em

relação a um mesmo gerador aplicada duas ou mais vezes é nula:

∂2g (η)

∂η2i
≡ ∂

∂ηi

(
∂g (η)

∂ηi

)
= 0 (B.10)

Assim, a integração não pode ser definida como a operação inversa à diferenciação.

Contudo, a integral pode ser definida como um operador linear a partir de:∫
dηi1 = 0 e

∫
dηiηj = δi,j; i, j = 1, · · · , n (B.11)

e integrais múltiplas são intepretadas como iteradas:∫
dηi1 · · · dηipg (η) =

∫
dηi1

[∫
dηi2 · · ·

[∫
dηipg (η)

]]
(B.12)

É notável que as definições (B.11) sejam idênticas a (B.6), portanto a diferenciação e

a integração sobre variáveis de Grassmann são equivalentes. Dessa forma, a medida de

integração no lado esquerdo de (B.12) subtende um ordenamento das integrais no lado

direito.

A seguinte integral do elemento g em (B.5) é calculada como exemplo:∫
dη2dη1g (η1, η2) =

∫
dη2

[∫
dη1

(
g(0) + g

(1)
1 η1 + g

(1)
2 η2 + g

(2)
12 η1η2

)]
=

∫
dη2

[
g(0)

∫
dη11 + g

(1)
1

∫
dη1η1 − g(1)2 η2

∫
dη11 +

+g
(2)
12

(∫
dη1η1

)
η2

]
=

∫
dη2

[
g
(1)
1 + g

(2)
12 η2

]
= g

(2)
12

note-se ainda a igualdade entre a derivada e a integral em:∫
dη2dη1g (η1, η2) = g

(2)
12 =

∂

∂η2

(
∂g (η1, η2)

∂η1

)
Outra diferença marcante entre as integrais usuais e a integração sobre variáveis de

Grassmann é como a integral se transforma sob mudança de variáveis. Por simplicidade,

consideremos o caso n = 1; um elemento qualquer da álgebra se escreve – ver (B.2) –

como:

g (η) = g(0) + g(1)η (B.13)

de onde se calcula a integral: ∫
dηg (η) = g(1) (B.14)

Dada a seguinte mudança de variável1:

η = η (θ) = aθ + σ (B.15)
1 Note-se que as transformações de variáveis grassmannianas só podem ser lineares devido a (B.3).
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em que θ e σ são números de Grassmann e a é um número ordinário, encontra-se:∫
dθg (η (θ)) =

∫
dθ
[
g(0) + g(1) (aθ + σ)

]
= g(1)a = g(1)

dη

dθ
(B.16)

Comparando (B.16) e (B.14) escreve-se:∫
dηg (η) =

∫
dθ

(
dη

dθ

)−1
g (η (θ)) (B.17)

perceba que, para números usuais, a regra para a mudança de variáveis é diferente:∫
f (y) dy =

∫
f (y (x))

dy

dx
dx (B.18)

A expressão (B.17) é generalizada para o caso em que a álgebra de Grassmann é de

dimensão n: ∫
dηn · · · dη1g (η) =

∫
dθn · · · dθ1

[
det

(
dη

dθ

)]−1
g (η (θ)) (B.19)

note-se que a medida de integração se transforma com o inverso do determinante jacobi-

ano.

É importante comentar sobre variáveis de Grassmann complexas, que são usadas

para descrever campos femiônicos no formalismo de integral funcional. Considere dois

conjuntos disjuntos de números de Grassmann mutuamente anticomutantes {η1, · · · , ηn}
e {η∗1, · · · , η∗n}:

{ηi, ηj} =
{
ηi, η

∗
j

}
=
{
η∗i , η

∗
j

}
= 0; i, j = 1, · · · , n (B.20)

Juntos, esses números são geradores de uma álgebra de Grassmann de dimensão 2n. Os

dois conjuntos são relacionados pela operação linear, chamada conjugação, definida por:

(ηi)
∗ = η∗i

(η∗i )
∗ = ηi(

ηi1ηi2 · · · ηip−1ηip
)∗

= η∗ipη
∗
ip−1
· · · η∗i2η

∗
i1

(aηi)
∗ = a∗η∗i (B.21)

em que a é um número complexo.

A diferenciação é definida por:

∂

∂ηi
1 = 0 =

∂

∂η∗i
1

∂

∂ηi
ηj = δi,j =

∂

∂η∗i
η∗j

∂

∂ηi
η∗j = 0 =

∂

∂η∗i
ηj (B.22)

as relações (B.9) se tornam:{
∂

∂ηi
, ηj

}
= δi,j =

{
∂

∂η∗i
, η∗j

} {
∂

∂η∗i
, ηj

}
= 0 =

{
∂

∂ηi
, η∗j

}
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{
∂

∂ηi
,
∂

∂ηj

}
=

{
∂

∂η∗i
,
∂

∂η∗j

}
=

{
∂

∂η∗i
,
∂

∂ηj

}
= 0 (B.23)

Define-se a integração a partir de:∫
dηi1 = 0 =

∫
dη∗i 1

∫
dηiηj = δi,j =

∫
dη∗i η

∗
j ; (B.24)

novamente, a integração e a diferenciação são operações equivalentes. As medida de

integração em integrais múltiplas são definidas como:∫
dη†dηg (η∗, η) =

∫
dη∗1dη1 · · · dη∗ndηng (η∗, η) (B.25)

Perceba que os geradores η∗i e ηi são tratados como variáveis independentes com respeito

à diferenciação e à integração.

Um elemento genérico da álgebra é escrito como:

g = g
(
η†, η

)
= a+

n∑
i=1

aiηi +
∑
i1<i2

ai1i2ηi1ηi2 + · · ·+ a12···nη1η2 · · · ηn +

+
n∑
i=1

biη
∗
i +

∑
i1<i2

bi1i2η
∗
i1
ηi2 + · · ·+ b12···nη

∗
1η
∗
2 · · · η∗n +

+
n∑

i,j=1

cijη
∗
i ηj + · · ·+ c12···nη

∗
1η1η

∗
2η2 · · · η∗nηn (B.26)

a integral do elemento acima sobre todas as variáveis é:∫
dη∗1dη1 · · · dη∗ndηng

(
η†, η

)
= −c12···n (B.27)

Por fim, com o intuito de descrever campos ferminônicos, generalizamos as expres-

sões acima para uma álgebra de Grassmann de dimensão infinita. O índice que conta os

geradores da álgebra passa a ser um rótulo contínuo2:

ηi → η (x) η∗i → η∗ (x) (B.28)

os geradores satisfazem as relações de anticomutação:

{η (x) , η (y)} = {η (x) , η∗ (y)} = {η∗ (x) , η∗ (y)} = 0 (B.29)

a derivada passa a ser funcional, as expressões abaixo generalizam (B.23):

δ

δη (x)
1 = 0 =

δ

δη∗ (x)
1

δη (y)

δη (x)
= δ (x− y) = δη∗ (y)

δη∗ (x)

δη∗ (y)

δη (x)
= 0 =

δη (y)

δη∗ (x){
δ

δη (x)
,

δ

δη (y)

}
=

{
δ

δη∗ (x)
,

δ

δη∗ (y)

}
=

{
δ

δη∗ (x)
,

δ

δη (y)

}
= 0 (B.30)

2 No caso de nosso interesse, passa a ser um ponto no espaço-tempo.



APÊNDICE B. Variáveis de Grasmann 91

e as regras de integração são:∫
dη (x) 1 = 0 =

∫
dη∗ (x) 1

∫
dη (x) η (y) = δ (x− y) =

∫
dη∗ (x) η∗ (y) (B.31)

generalizando (B.24).

No caso contínuo, um elemento qualquer da álgebra é expresso por

g = g
[
η† (x) , η (x)

]
= a(0) +

∫
dx1a (x1) η (x1) +

∫
dx1dx2a (x1, x2) η (x1) η (x2) + · · ·

+

∫
dx1b (x1) η

∗ (x1) +

∫
dx1dx2b (x1, x2) η

∗ (x1) η
∗ (x2) + · · ·

+

∫
dx1dx2c (x1, x2) η

∗ (x1) η (x2) + · · ·

+

∫
dx1 · · · dxnc (x1, · · · , xn) η∗ (x1) η (x1) · · · η∗ (xn) η (xn) + · · ·

(B.32)

sendo entendido como um funcional dos geradores.

Tendo definido a integração para álgebras de Grassmann de dimensão infinita,

pode-se definir integrais funcionais sobre variáveis de Grassmann, generalizando a inte-

gração funcional usual. Ao fim do Apêndice D comenta-se sobre como isso é feito.
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APÊNDICE C

Integrais Funcionais e a Função de

Partição para TQC

Neste apêndice serão apresentadas as derivações das expressões para a função de

partição que generalizam (3.42) para sistemas quânticos com n graus de liberdade sem

spin e para campos quantizados; seguiremos as referências [7, 33].

C.1 Função de partição para n graus de liberdade

Considere um sistema com n graus de liberdade {qi; i = 1, 2, · · · , n} e dinâmica

dada por uma hamiltoniana independente do tempo H(~p, ~q) ≡ H(p1, · · · , pn, q1, · · · , qn).
Segundo a quantização canônica, os operadores posição {q̂i; i = 1, 2, · · · , n} e momento

{p̂i; i = 1, 2, · · · , n} satisfazem as relações de comutação:

[q̂k, p̂l] = i~δk,lÎ; k, l = 1, · · · , n (C.1)

e seus autoestados |~q〉 e |~p〉 satisfazem:

q̂j |~q〉 = qj |~q〉 p̂j |~p〉 = pj |~p〉 ; j = 1, · · · , n (C.2)〈
~q′|~q
〉
= δ(n)(~q′ − ~q)

〈
~p′|~p
〉
= (2π~)n δ(n)(~p′ − ~p) (C.3)

Î =

∫
dq1 · · ·

∫
dqn |~q〉 〈~q| Î =

∫
dp1
2π~
· · ·
∫

dpn
2π~
|~p〉 〈~p| (C.4)

〈~q|~p〉 = exp

(
i

~
~p · ~q

)
= exp

(
i

~

n∑
l=1

plql

)
(C.5)

No ensemble canônico, a função de partição pode ser expressa por:

Z =

∫
dnq 〈~q| exp

(
−βĤ(~̂p, ~̂q)

)
|~q〉 ; β =

1

kBT
(C.6)
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Para o cálculo de 〈~q| exp
(
−βĤ(~̂p, ~̂q)

)
|~q〉 novamente o intervalo [0, β] é particio-

nado em N subintervalos de amplitude ε =
β

N
; denotando Û(ε) = exp

(
−εĤ(~̂p, ~̂q)

)
:

Z =

∫
dnq 〈~q| Û(ε)Î(N−1)Û(ε) · · · Î2Û(ε)Î1Û(ε) |~q〉

=

∫
dnq lim

ε→0
N→∞

{∫
. . .

∫
dnq(N−1) . . . dnq(1) 〈~q| Û(ε)

∣∣~q(N−1)〉 〈~q(N−1)∣∣ Û(ε) ∣∣~q(N−2)〉 ×
× . . .

〈
~q(2)
∣∣ Û(ε) ∣∣~q(1)〉 〈~q(1)∣∣ Û(ε) |~q〉}

= lim
ε→0
N→∞

∫
dnq

∫
. . .

∫
dnq(N−1) . . . dnq(1)

N−1∏
k=0

〈
~q(k+1)

∣∣ Û(ε) ∣∣~q(k)〉 ; (C.7)

em que ~q(0) = ~q = ~q(N) e o limite ε → 0 é tomado mantendo Nε = β finito. O elemento

de matriz T (k) =
〈
~q(k+1)

∣∣ Û(ε) ∣∣~q(k)〉 é dado por:

T (k) =

∫
dnp(k)

(2π~)n
〈
~q(k+1)

∣∣~p(k)〉 〈~p(k)∣∣ exp(−εĤ(~̂p, ~̂q)
) ∣∣~q(k)〉

=

∫
dnp(k)

(2π~)n
exp

(
i

~
~p(k) · ~q(k+1)

)〈
~p(k)
∣∣ [Î − εĤ(~̂p, ~̂q)

] ∣∣~q(k)〉+O(ε2)
=

∫
dnp(k)

(2π~)n
exp

(
i

~
~p(k) · ~q(k+1)

)[
1− εH(~p(k), ~q(k))

]
exp

(
− i
~
~p(k) · ~q(k)

)
+O(ε2)

=

∫
dnp(k)

(2π~)n
exp

(
i

~
~p(k) ·

[
~q(k+1) − ~q(k)

])
exp

[
−εH(~p(k), ~q(k))

]
+O(ε2)

Note-se que ~p(k) não é o momento canonicamente conjugado a ~q avaliado no ins-

tante k. Portanto:

N−1∏
k=0

T (k) =
N−1∏
k=0

{∫
dnp(k)

(2π~)n
exp

(
i

~
~p(k) ·

[
~q(k+1) − ~q(k)

])
exp

[
−εH(~p(k), ~q(k))

]}
+O(ε2)

=

(
N−1∏
k=0

∫
dnp(k)

(2π~)n

)
exp

{
N−1∑
k=0

ε

[
i

~
~p(k) ·

(
~q(k+1) − ~q(k)

)
ε

−H(~p(k), ~q(k))

]}
+O(ε2)

substituindo essa última expressão em (C.7), encontra-se:

Z = lim
ε→0
N→∞

∫
dnq

(
N−1∏
j=1

∫
dnq(j)

)(
N−1∏
k=0

∫
dnp(k)

(2π~)n

)
×

× exp

{
1

~

N−1∑
k=0

~ε

[
i
~p(k) ·

(
~q(k+1) − ~q(k)

)
~ε

−H(~p(k), ~q(k))

]}

no limite em que ε→ 0 (N →∞), escreve-se:∫
Dql = lim

N→∞

N−1∏
j=0

∫
dq

(j)
l e

∫
Dpl =

N−1∏
k=0

∫
dp

(k)
l

2π~
(C.8)
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Z =

 n∏
l=1

∫
Dql

ql(0)=ql(~β)

∫
Dpl

 exp

{
1

~

∫ ~β

0

dτ

[
i~p · d~q

dτ
−H(~p, ~q)

]}
; β =

1

kBT
(C.9)

Esta é a expressão para função de partição no ensemble canônico como integral

funcional que generaliza (3.42) para n graus de liberdade. Quando a hamiltoniana é

quadrática nos momentos:

H =
n∑
i=1

1

2m
p2i + V (q1, · · · , qN) (C.10)

obtém-se uma expressão que generaliza (3.51):

Z = N

 n∏
i=l

∫
Dql

ql(0)=ql(~β)

 exp

(
−1

~
SE(β)

)
(C.11)

em que a ação euclidiana SE(β) é dada por:

SE(β) =

∫ ~β

0

dτ

[
m

2

n∑
i=1

(
dqi
dτ

)2

+ V (q1, · · · , qN)

]
(C.12)

e a constante:

N = lim
ε→0
N→∞

( m

2π~2ε

)Nn
2 (C.13)

C.2 Função de partição para campos

C.2.1 Campo Escalar

Segundo a quantização canônica, os campos são operadores φ̂(x) e π̂(x) que satis-

fazem as relações de comutação a tempos iguais[
φ̂(x0, ~x), π̂(x0, ~y)

]
= i~δ(3)(~x− ~y)Î (C.14)[

φ̂(x0, ~x), φ̂(x0, ~y)
]

=
[
π̂(x0, ~x), π̂(x0, ~y)

]
= 0

como os operadores que representam os graus de liberdade dependem do tempo, diz-se

que os campos estão na descrição de Heisenberg.

Escolhendo-se um tempo de referência, usualmente t = 0, os operadores de campo

na descrição de Schrödinger, φ̂(~x) e π̂(~x), são obtidos1:

φ̂ (~x) = φ̂
(
x0 = 0, ~x

)
π̂ (~x) = π̂

(
x0 = 0, ~x

)
(C.15)

1 As duas descrições serão distinguidas notacionalmente pelo argumento dos campos: quando o campo
estiver na descrição de Heisenberg (Schrödinger), o argumento será o quadrivetor (vetor) posição x
(~x).
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por (C.14), eles satisfazem as relações de comutação:[
φ̂(~x), π̂(~y)

]
= i~δ(3)(~x− ~y)Î e

[
φ̂(~x), φ̂(~y)

]
= [π̂(~x), π̂(~y)] = 0 (C.16)

seus autoestados |φ〉 e |π〉 satisfazem:

φ̂(~x) |φ〉 = φ(~x) |φ〉 π̂(~x) |π〉 = π(~x) |π〉 (C.17)

〈φa|φb〉 = δ (φa − φb) 〈πa|πb〉 = (2π~) δ (πa − πb) (C.18)

Î =

∫
dφ |φ〉 〈φ| Î =

∫
dπ

2π~
|π〉 〈π| (C.19)

〈φ|π〉 = exp

(
i

~
π · φ

)
= exp

[
i

~

∫
π(~x)φ(~x)d3x

]
(C.20)

em que

δ(φa − φb) =
∏
~x

δ [φa (~x)− φb (~x)] δ(πa − πb) =
∏
~x

δ [πa (~x)− πb (~x)]∫
dφ ≡

∏
~x

∫ +∞

−∞
dφ(~x)

∫
dπ ≡

∏
~x

∫ +∞

−∞
dπ(~x)

Note-se que, se a função φa(~x) (πa(~x)) é autovalor de φ̂(~x) (π̂(~x)), o autoestado não

depende da posição e é rotulado por |φa〉 (|πa〉); a função delta compara as funções, sendo

nula sempre que seu argumento é diferente da função nula e nas relações de completeza

integra-se sobre todos os autovalores, ou seja, funções φ(~x) ou π(~x).

A função de partição no ensemble canônico é:

Z =

∫
φa 〈φa| exp

(
−βĤ[π̂, φ̂]

)
|φa〉 ; β =

1

kBT
(C.21)

Particionando o intervalo [0, β] em N subintervalos de amplitude ε =
β

N
e usando

as relações de completeza (C.19) nos extremos de cada subintervalo, escreve-se:

〈φa| e−βĤ[π̂,φ̂] |φa〉 = lim
N→∞

(
N∏
i=1

∫
dφidπi
2π~

)
〈φa|πN〉 〈πN | exp

(
−εĤ[π̂, φ̂]

)
|φN〉 〈φN |πN−1〉

× 〈πN−1| exp
(
−εĤ[π̂, φ̂]

)
|φN−1〉 × · · ·

× 〈π2| exp
(
−εĤ[π̂, φ̂]

)
|φ2〉 〈φ2|π1〉 〈π1| exp

(
−εĤ[π̂, φ̂]

)
|φ1〉 〈φ1|φa〉

〈φa| e−βĤ[π̂,φ̂] |φa〉 = lim
N→∞

(
N∏
i=1

∫
dφidπi
2π~

〈πi| exp
(
−εĤ[π̂, φ̂]

)
|φi〉 〈φi+1|πi〉 〈φ1|φa〉

)
(C.22)

em que φN+1 = φa. Mas:

〈φ1|φa〉 = δ (φ1 − φa) (C.23)

〈φi+1|πi〉 = exp

[
i

~

∫
d3xπi(~x)φi+1(~x)

]
(C.24)
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e

〈πi| exp
(
−εĤ[π̂, φ̂]

)
|φi〉 = 〈πi|

(
Î − εĤ[π̂, φ̂]

)
|φi〉+O(ε2)

= (1− εH[πi, φi]) 〈πi|φi〉+O(ε2)

= exp (−εH[πi, φi]) exp

[
− i
~

∫
d3xπi(~x)φi(~x)

]
+

+O(ε2) (C.25)

Substituindo (C.23), (C.24) e (C.25) em (C.22), omitindo o argumento dos campos

e denotando Ka = 〈φa| e−βĤ[π̂,φ̂] |φa〉:

Ka = lim
N→∞

(
N∏
i=1

∫
dφidπi
2π~

)
exp

{
N∑
j=1

∫
d3x

[
i

~
πj (φj+1 − φj)− εH(πj, φj)

]}

= lim
N→∞

(
N∏
i=1

∫
dφidπi
2π~

)
exp

{
1

~

N∑
j=1

~ε
∫
d3x

[
iπj

(φj+1 − φj)
ε~

−H(πj, φj)
]}

com φN+1 = φa = φ1. Definindo as medidas de integração no limite N →∞:∫
DφDπ =

(
N∏
i=1

∫
dφidπi
2π~

)
(C.26)

escreve-se:

〈φa| e−βĤ[π̂,φ̂] |φa〉 =

∫
DφDπ

φ(0,~x)=φ(~β,~x)=φa(~x)

exp

{
1

~

∫ ~β

0

dτ

∫
d3x

[
iπ (τ, ~x)

∂φ (τ, ~x)

∂τ
−

−H (π (τ, ~x) , φ (τ, ~x))

]}
(C.27)

A função de partição no ensemble canônico escrita como integral funcional é obtida

substituindo (C.27) em (C.21):

Z =

∫
DφDπ

φ(0,~x)=φ(~β,~x)

exp

{
1

~

∫ ~β

0

dτ

∫
d3x

[
iπ(τ, ~x)

∂φ(τ, ~x)

∂τ
−H (π(τ, ~x), φ(τ, ~x))

]}
; β =

1

kBT

(C.28)

De modo semelhante ao caso unidimensional discutido na Subseção 3.1.4, quando

a densidade hamiltoniana depende quadraticamente do momento π(x), a integral no mo-

mento se torna gaussiana e pode ser resolvida exatamente; isso fornece uma expressão

para a função de partição como integral funcional apenas no espaço de configurações de

campo.

Considere uma densidade lagrangiana da forma:

L =
1

2
∂µφ (x) ∂

µφ (x)− 1

2

(mc
~

)2
φ2 (x)− U (φ) (C.29)
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em quem é a massa das partículas correspondentes. O momento canonicamente conjugado

a φ e a densidade hamiltoniana são:

π (x) =
∂L

∂ (∂0φ)
(x) = ∂0φ (x)

H = π∂0φ− L =
1

2
π2 (x) +

1

2

(
~∇φ
)2

(x) +
1

2

(mc
~

)2
φ2 (x) + U (φ (x))

(C.30)

Substituindo (C.30) em (C.28), deve-se calcular:

Z =

∫
DφDπ

φ(0,~x)=φ(~β,~x)

exp

{
1

~

∫ ~β

0

dτ

∫
d3x

[
iπ
∂φ

∂τ
−
(1
2
π2+

1

2

(
~∇φ
)2

+
1

2

(mc
~

)2
φ2+U(φ)

)]}
(C.31)

As integrais funcionais são resolvidas voltando à versão discretizada para a direção

temporal e dividindo o volume espacial V emM cubos de aresta a de modo que V =Ma.

Com isso, os campos φ(t, ~x) e π(t, ~x) são escritos como φ(j)
m e π(j)

m em que o índice rotula o

tempo e o subíndice m rotula a posição espacial. Particularmente, discretizando a região

espacial, a função de partição toma uma forma idêntica a (C.9):

Z = lim
M→∞

 M∏
m=1

∫
DφmDπm

φm(0)=φm(~β)

 exp

{
1

~

∫ ~β

0

dτ
M∑
m=1

a3

[
iπm

∂φm
∂τ
− 1

2
π2
m −

−
(
1

2

(
~∇φm

)2
+

1

2

(mc
~

)2
φ2
m + U (φm)

)]}

(C.11)
= lim

M→∞
N

 M∏
m=1

∫
Dφm

φm(0)=φm(~β)

 exp

[
−1

~
SE(β)

]

com a ação euclidiana dada por:

SE(β) =

∫ ~β

0

dτ
M∑
m=1

a3

{
1

2

[(
∂φm
∂τ

)2

+
(
~∇φm

)2]
+

1

2

(mc
~

)2
φ2
m + U (φm)

}
(C.32)

No limite do contínuo, escreve-se:

Z = N
∫
Dφ (τ, ~x)

φ(0,~x)=φ(~β,~x)

exp

[
−1

~
SE(β)

]
(C.33)

com

SE(β) =

∫ ~β

0

dτ

∫
d3x

{
1

2

[(∂φ
∂τ

(τ, ~x)
)2

+
(
~∇φ(τ, ~x)

)2]
+
1

2

(mc
~

)2
φ2(τ, ~x)+U

(
φ(τ, ~x)

)}
(C.34)
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A generalização para n campos escalares
{
φ̂i (x) ; i = 1, · · · , n

}
é direta. A ex-

pressão (C.28) se torna:

Z =

(
n∏
i=1

∫
DφiDπi

φi(0,~x)=φi(β,~x)

)
exp

{1
~

∫ ~β

0

dτ

∫
d3x
[
i

n∑
i=1

πi(τ, ~x)
∂φi(τ, ~x)

∂τ
−H

(
πi(τ, ~x), φi(τ, ~x)

)]}
(C.35)

e a (C.33) fica:

Z = N

 n∏
i=1

∫
Dφi (τ, ~x)

φi(0,~x)=φi(~β,~x)

 exp

[
−1

~
SE(β)

]
(C.36)

com

SE(β) =

∫ ~β

0

dτ

∫
d3x
{1
2

n∑
i=1

[(∂φi
∂τ

(τ, ~x)
)2
+
(
~∇φi(τ, ~x)

)2
+
(mc

~

)2
φ2
i (τ, ~x)

]
+U
(
φ(τ, ~x)

)}
(C.37)

C.2.2 Campo fermiônico

Considere a seguinte densidade lagrangiana em unidades naturais (~ = c = kB =

1), que são costumeiramente usadas em Física de Partículas:

L = ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ − V
(
ψ†, ψ

)
(C.38)

em que ψ (x) é um espinor de Dirac, ψ̄ (x) = ψ† (x) γ0, que descreve um férmion de spin

1/2:

ψ (x) ≡


ψ1 (x)

ψ2 (x)

ψ3 (x)

ψ4 (x)

 (C.39)

e m é a massa das partículas correspondentes.

O momento canonicamente conjugado a ψ é:

π (x) =
∂L

∂ (∂0ψ)
(x) = iψ† (x) (C.40)

e a densidade hamiltoniana:

H = π (∂0ψ)− L = ψ†γ
(
−iγk∂k +m

)
ψ + V

(
ψ†, ψ

)
(C.41)

Procedendo como no caso do campo escalar2, seríamos levados à seguinte expressão

para a função de partição no ensemble canônico:

Z =

∫
D
(
iψ†
)
Dψ exp

{∫ β

0

dτ

∫
d3x

[
i
(
iψ†
) ∂ψ
∂τ
−H

(
ψ†, ψ

) ]}
; β =

1

T

=

∫
D
(
ψ†
)
Dψ exp

{
−
∫ β

0

dτ

∫
d3x

[
ψ†
∂ψ

∂τ
+H

(
ψ†, ψ

) ]}
(C.42)

2 Note-se que no caso do campo escalar não foi usado o fato de que os campos comutam para encontrar
a representação como integral funcional para a função de partição.
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em que foi usado o fato de que D
(
iψ†
)
= D

(
ψ†
)
pois a transformação

(
iψ†
)
→ ψ† é

unitária; note-se que os campos ψ e ψ† são variáveis de integração independentes. Entre-

tanto, no caso fermiônico, a condição de contorno é de antiperiodicidade e os campos são

variáveis de Grassmann, conforme discutido a seguir.

Enquanto que os operadores de campo escalar satisfazem as regras de comuta-

ção (C.14), na quantização canônica os operadores de campo que descrevem férmions

satisfazem a seguinte regra de anticomutação a tempos iguais:{
ψ̂α(x

0, ~x), ψ̂†β(x
0, ~y)

}
= ~δα,βδ(3)(~x− ~y)Î (C.43){

ψ̂α(x
0, ~x), ψ̂β(x

0, ~y)
}

=
{
ψ̂†α(x

0, ~x), ψ̂†β(x
0, ~y)

}
= 0 α, β = 1, · · · , 4

o que fornece o princípio de exclusão de Pauli. No limite ~→ 0, os operadores devem ser

substituídos pelos autovalores. Dessa forma, os campos que aparecem em (C.42) devem

anticomutar:{
ψα(x

0, ~x), ψβ(x
0, ~y)

}
=
{
ψ†α(x

0, ~x), ψ†β(x
0, ~y)

}
=
{
ψα(x

0, ~x), ψ†β(x
0, ~y)

}
= 0 (C.44)

sendo, portanto, variáveis de Grassmann, cujas propriedades são apresentadas no Apên-

dice B

A condição de periodicidade no caso bosônico e de antiperiodicidade no fermiônico

é facilmente entendida tomando a função de Green térmica G (~x, ~y; τ, 0), cuja definição

para os operadores de campo Φ̂ (x) é:

G (~x, ~y; τ, 0) ≡
〈
Tτ
(
Φ̂ (τ, ~x) Φ̂ (0, ~y)

)〉
β

(C.45)

em que Tτ é o operador de ordenamento em tempo imaginário; para bósons:

Tτ
(
Φ̂ (τ1, ~x) Φ̂ (τ2, ~y)

)
= θ (τ1 − τ2) Φ̂ (τ1, ~x) Φ̂ (τ2, ~y) + θ (τ2 − τ1) Φ̂ (τ2, ~x) Φ̂ (τ1, ~y)

(C.46)

para férmions:

Tτ
(
Φ̂ (τ1, ~x) Φ̂ (τ2, ~y)

)
= θ (τ1 − τ2) Φ̂ (τ1, ~x) Φ̂ (τ2, ~y)− θ (τ2 − τ1) Φ̂ (τ2, ~x) Φ̂ (τ1, ~y)

(C.47)

e θ é a função degrau de Heaviside:

θ (z) =

1 z > 0

0 z < 0
(C.48)

Para o campo escalar, a função de Green térmica GB para τ > 0 satisfaz:

GB (~x, ~y; τ, 0) = Z−1Tr
{
e−βĤ φ̂ (τ, ~x) φ̂ (0, ~y)

}
= Z−1Tr

{
φ̂ (0, ~y) e−βĤ φ̂ (τ, ~x)

}
= Z−1Tr

{
e−βĤ

(
eβĤ φ̂ (0, ~y) e−βĤ

)
φ̂ (τ, ~x)

}
= Z−1Tr

{
e−βĤ φ̂ (β, ~y) φ̂ (τ, ~x)

}
= Z−1Tr

{
e−βĤTτ

(
φ̂ (β, ~y) φ̂ (τ, ~x)

)}
=

〈
Tτ
(
φ̂ (β, ~y) φ̂ (τ, ~x)

)〉
β
= GB (~x, ~y; τ, β)
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em que usamos a ciclicidade do traço e a relação φ̂ (τ, ~x) = eτĤ φ̂ (0, ~x) e−τĤ que é a

continuação analítica da evolução temporal para operadores de campo na descrição de

Heisenberg φ̂ (t, ~x) = eitĤ φ̂ (0, ~x) e−itĤ . Essa periodicidade da função de Green térmica

faz com que a condição de contorno para os campos bosônicos na função de partição seja

periódica.

Para férmions, ainda tomando τ > 0 :

(GF )ασ (~x, ~y; τ, 0) = Z−1Tr
{
e−βĤTτ

(
ψ̂α (τ, ~x) ψ̂

†
σ (0, ~y)

)}
= Z−1Tr

{
e−βĤψ̂α (τ, ~x) ψ̂

†
σ (0, ~y)

}
= Z−1Tr

{
ψ̂†σ (0, ~y) e

−βĤψ̂α (τ, ~x)
}

= Z−1Tr
{
e−βĤeβĤψ̂†σ (0, ~y) e

−βĤψ̂α (τ, ~x)
}

= Z−1Tr
{
e−βĤψ̂†σ (β, ~y) ψ̂α (τ, ~x)

}
= Z−1Tr

{
e−βĤ

[
−Tτ ψ̂α (τ, ~x) ψ̂†σ (β, ~y)

]}
= −

〈
Tτ ψ̂α (τ, ~x) ψ̂†σ (β, ~y)

〉
= − (GF )ασ (~x, ~y; τ, β)

Portanto, a condição de contorno para os campos fermiônicos é que eles sejam antiperió-

dicos.

Após essas observações, finalmente escreve-se a função de partição para férmions

como integral funcional:

Z =

∫
D
(
ψ†
)
Dψ

ψ(0,~x)=−ψ(β,~x)

exp

{
−
∫ β

0

dτ

∫
d3x

[
ψ†
∂ψ

∂τ
+H

(
ψ†, ψ

) ]}
(C.49)
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APÊNDICE D

Integrais gaussianas

Neste apêndice deseja-se demonstrar algumas integrais gaussianas que são im-

portantes para o formalismo de integrais de trajetória, pois as integrais funcionais são

calculadas via discretização, o que resulta em integrais multidimensionais.

D.1 Variáveis Reais

A integral gaussiana unidimensional é:

I1 =

∫ +∞

−∞
dxe−

1
2
ax2 =

(
2π

a

)1/2

; a > 0 (D.1)

que pode ser demonstrada calculando

I21 =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dxdye−

1
2
a(x2+y2) =

∫ +∞

0

dr

∫ 2π

0

dθre−
1
2
ar2

= 2π
1

a

∫ ∞
0

e−
1
2
ar2d

(
1

2
ar2
)

=
2π

a

A partir desta, calcula-se a integral gaussiana em n dimensões:

In =

∫ +∞

−∞
dx1 · · ·

∫ +∞

−∞
dxne

− 1
2

n∑
i,j
xiaijxj

=

∫
dnxe−

1
2
xTAx (D.2)

em que aij são os elementos da matriz real A assumida simética
(
AT = A

)
e positiva-

definida, ou seja, todos os seus autovalores são positivos. Note-se que, se a matriz A pos-

suísse uma parte antissimétrica, esta não contribuiria para o expoente, pois
n∑
i,j

xiaijxj = 0

se aij = −aji.
A integral (D.2) é calculada usando um resultado bem conhecido da Álgebra Linear

segundo o qual qualquer matriz simétrica real pode ser diagonalizada por uma transfor-

mação de similaridade ortogonal1. Deste modo, existe uma matriz ortogonal O tal que a
1 Indicamos a seção 4.7 de [44] para uma demonstração desse resultado.
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matriz

Ã = OAO−1 = OAOT (D.3)

é diagonal; portanto, os elementos de Ã são os autovalores {αi; i = 1, · · · , n} da matriz

A:
(
Ã
)
ij
= αiδij.

Fazendo a mudança de variáveis

x̃ = Ox (D.4)

cujo determinante jacobiano é 1 porque O é ortogonal e notando que

x̃T Ãx̃ = xTOT
(
OAOT

)
Ox = xTAx

a integral In se escreve como:

In =

∫
dnx̃e−

1
2
x̃T Ãx̃ =

∫
dnx̃e

− 1
2

n∑
i=1

x̃iαix̃i
=

n∏
i=1

[∫ +∞

−∞
dx̃ie

− 1
2
αi(x̃i)

2

]
(D.1)
=

n∏
i=1

(
2π

αi

)1/2

= (2π)n/2 (detA)−1/2

∴
∫
dnxe−

1
2
xTAx = (2π)n/2 (detA)−1/2 = (2π)n/2 exp

[
−1

2
Tr (lnA)

]
(D.5)

pois o determinante de uma matriz é o produto de seus autovalores2. A última igualdade

é obtida usando a identidade:

ln (detA) = ln

(
n∏
i=1

αi

)
=

n∑
i=1

ln (αi) = Tr (lnA)⇒ detA = eTr(lnA) (D.6)

D.2 Variáveis Complexas

É conveniente lidar com a generalização de (D.1) para o caso em que as variáveis

de integração são complexas:

J =

∫
dz∗dze−az

∗z; a > 0 (D.7)

esta integral é resolvida expressando z em termos de suas partes real e imaginária, deno-

tadas respectivamente por x e y:

z = x+ iy, z∗ = x− iy x, y ∈ R

dz∗dz =

∣∣∣∣∣∣∣det


∂z

∂x

∂z

∂y
∂z∗

∂x

∂z∗

∂y


∣∣∣∣∣∣∣ dxdy =

∣∣∣∣∣det
(

1 i

1 −i

)∣∣∣∣∣ dxdy = 2dxdy (D.8)

2 Uma matriz M = (mij) qualquer pode ser escrita como a soma de uma simétrica B e uma antissi-

métrica C definindo os respectivos elemetos de matriz bij =
mij +mji

2
e cij =

mij −mji

2
. Portanto,

se a matriz A não fosse simétrica, seria o determinante de sua parte simétrica que estaria em (D.5).
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a integral J , então, se escreve como:

J = 2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dxdye−a(x

2+y2) (D.1)
= 2

π

a

∴
∫
dz∗dze−az

∗z =
2π

a
; a > 0 (D.9)

A integral em n dimensões (D.2) é generalizada:

Jn =

∫
dz∗1dz1 · · · dz∗ndzn exp

(
−

n∑
i,j

z∗i aijzj

)
=

∫
dz∗1dz1 · · · dz∗ndzn exp

(
−z†Az

)
(D.10)

nesta última, z é um vetor coluna com n entradas complexas zi e A é uma matriz complexa

assumida hermitiana
(
A† = A

)
e positiva-definida. Sabe-se da Álgebra Linear que uma

matriz hermitiana pode ser diagonalizada por uma matriz unitária U . Assim, a matriz

Ã = UAU−1 = UAU † (D.11)

é diagonal e seus elementos são os autovalores (reais e positivos) {αi; i = 1, · · · , n} da
matriz A.

Fazendo a mudança de variáveis

z̃ = Uz (D.12)

que deixa invariante a medida de integração em (D.10), pois o módulo do determinante

de uma matriz unitária é 1 e usando:

z̃†Ãz̃ = z†U †
(
UAU †

)
Uz = z†Az (D.13)

escreve-se3:

Jn =

∫
dz̃∗1dz̃1 · · · dz̃∗ndz̃n exp

(
−z̃†Ãz̃

)
=

∫
dz̃∗1dz̃1 · · · dz̃∗ndz̃n exp

(
−

n∑
i=1

αiz̃
∗
i z̃i

)

=
n∏
i=1

[∫
dz̃∗i dz̃i exp (−αiz̃∗i z̃i)

]
(D.9)
=

n∏
i=1

(
2π

αi

)
= (2π)n (detA)−1

∴
∫
dz∗1dz1 · · · dz∗ndzn exp

(
−z†Az

)
= (2π)n (detA)−1 = (2π)n (detA)−1 exp [−Tr (lnA)]

(D.14)
3 Toda matriz complexa pode ser decomposta como a soma de uma hermitiana e uma anti-hermitiana;

contudo, a parte anti-hermitiana não contribui para o expoente em (D.10). Portanto, caso a matriz
não fosse hermitiana, o determinante em (D.14) seria o da parte hermitiana da matriz A.
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D.3 Variáveis de Grassmann

Nesta subseção, o objetivo é deduzir a expressão para integrais gaussianas para

variáveis de Grassmann complexas formando uma álgebra de dimensão finita. A gene-

ralização para dimensão infinita é o que permitirá o cálculo da integral funcional para

variáveis de Grassmann.

Primeiramente, numa álgebra gerada por η∗ e η, consideremos a exponencial:

exp (−η∗η) = 1− η∗η (D.15)

que é calculada usando a expansão em série de Taylor. Perceba que, devido às relações

de anticomutação, a expansão possui apenas termos lineares nos geradores.

A integral gaussiana para variáveis de Grassmann complexas4 mais simples é:∫
dη∗dη exp (−η∗η) =

∫
dη∗dη1−

∫
dη∗dηη∗η =

∫
dη∗dηηη∗ = 1 (D.16)

A fim de generalizar para álgebras de dimensão 2n, consideremos o caso n = 2. A álgebra

é definida pelas regras de anticomutação:

{ηi, ηj} =
{
η∗i , η

∗
j

}
=
{
ηi, η

∗
j

}
= 0; i, j = 1, 2 (D.17)

η passa a ser um vetor coluna com duas entradas:

η =

(
η1

η2

)
⇒ η†η =

(
η∗1 η∗2

)(η1
η2

)
= η∗1η1 + η∗2η2 (D.18)

e a exponencial:

exp
(
−η†η

)
= 1− (η∗1η1 + η∗2η2) +

1

2
(η∗1η1 + η∗2η2)

2

= 1− (η∗1η1 + η∗2η2) + η1η
∗
1η2η

∗
2 (D.19)

Portanto:∫
dη†dη exp

(
−η†η

)
=

∫
dη∗1dη1dη

∗
2dη2 [1− (η∗1η1 + η∗2η2) + η1η

∗
1η2η

∗
2] = 1 (D.20)

Consideremos, agora, a seguinte mudança de variáveis:

η =

(
η1

η2

)
=

(
M11 M12

M21 M22

)(
θ1

θ2

)
=Mθ η∗ =

(
η∗1

η∗2

)
=

(
N11 N12

N21 N22

)(
θ∗1

θ∗2

)
= Nθ∗

(D.21)
4 A integração sobre variáveis de Grassmann é definida no Apêndice B.
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e expressemos o produto η2η∗2η1η
∗
1 em termos de θ2θ∗2θ1θ

∗
1:

η2η
∗
2η1η

∗
1 = (M21θ1 +M22θ2) (N21θ

∗
1 +N22θ

∗
2) (M11θ1 +M12θ2) (N11θ

∗
1 +N12θ

∗
2)

= (M21θ1 +M22θ2) [N21θ
∗
1 (M11θ1 +M12θ2)N12θ

∗
2+

+N22θ
∗
2 (M11θ1 +M12θ2)N11θ

∗
1]

= M21θ1N21θ
∗
1M12θ2N12θ

∗
2 +M21θ1N22θ

∗
2M12θ2N11θ

∗
1 +

+M22θ2N21θ
∗
1M11θ1N12θ

∗
2 +M22θ2N22θ

∗
2M11θ1N11θ

∗
1

= [M21M12N21N12 −M21M12N22N11] θ2θ
∗
2θ1θ

∗
1 +

+ [−M22M11N21N12 +M22M11N22N11] θ2θ
∗
2θ1θ

∗
1

= [−M21M12 (detN) +M22M11 (detN)] θ2θ
∗
2θ1θ

∗
1

= (detM) (detN) θ2θ
∗
2θ1θ

∗
1

∴ η2η
∗
2η1η

∗
1 = (detMN) θ2θ

∗
2θ1θ

∗
1 (D.22)

Para avaliar como a medida de integração dη∗1dη1dη
∗
2dη2 se transforma sob a mu-

dança de variáveis (D.21), usaremos o fato de que a própria definição de integral sobre

variáveis de Grassmann fornece:∫
dη∗1dη1dη

∗
2dη2η2η

∗
2η1η

∗
1 = 1 =

∫
dθ∗1dθ1dθ

∗
2dθ2θ2θ

∗
2θ1θ

∗
1 (D.23)

Mas, substituindo (D.22), tem-se:∫
dη∗1dη1dη

∗
2dη2 (detMN) θ2θ

∗
2θ1θ

∗
1 =

∫
dθ∗1dθ1dθ

∗
2dθ2θ2θ

∗
2θ1θ

∗
1 (D.24)

de onde se conclui:

dη∗1dη1dη
∗
2dη2 = (detMN)−1 dθ∗1dθ1dθ

∗
2dθ2 = (detMN)−1 dθ†dθ (D.25)

Finalmente, aplicando a mudança de variáveis (D.21) à integral (D.20) e usando

(D.25), encontra-se:

1 =

∫
dη†dη exp

(
−η†η

)
= (detMN)−1

∫
dθ†dθ exp

(
−θ†NTMθ

)
como det (MN) = det

(
NTM

)
, a expressão acima fornece, denotando A = NTM :∫
dθ†dθ exp

(
−θ†Aθ

)
= detA (D.26)

esta é a integral gaussiana desejada para n = 2.

A generalização para álgebra com n qualquer é simples. As relações de anticomu-

tação (D.17) ficam:

{ηi, ηj} =
{
η∗i , η

∗
j

}
=
{
ηi, η

∗
j

}
= 0; i, j = 1, · · · , n (D.27)
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a integral (D.20) se torna:

I =

∫
dη†dη exp

(
−η†η

)
=

∫
dη∗1dη1 · · · dη∗ndηn exp [− (η∗1η1 + · · ·+ η∗nηn)] (D.28)

claramente vê-se que o único termo da expansão da exponencial que possui contribuição

não nula para a integral é o que tem o produto de todos os geradores apenas uma vez;

explicitamente, o termo é

1

n!
[− (η∗1η1 + · · ·+ η∗nηn)]

n = (−1)n (η∗nηn · · · η∗2η2η∗1η1)

pois há n! modos de dispor os n “pares” η∗i ηi num produto de n fatores e todos fornecem

o mesmo resultado porque (D.27) implica a comutação:[
(η∗i ηi) ,

(
η∗j ηj

)]
= 0

com isso, a integral I fica:

I =

∫
dη∗1dη1 · · · dη∗ndηn (−1)

n (η∗nηn · · · η∗2η2η∗1η1)

=

∫
dη∗1dη1 · · · dη∗ndηn (−1)

n (−1)n (ηnη∗n · · · η2η∗2η1η∗1) = 1

∴
∫
dη∗1dη1 · · · dη∗ndηn exp

(
−η†η

)
= 1 (D.29)

Introduzindo a seguinte mudança de variáveis

η =Mθ η∗ = Nθ∗ (D.30)

encontra-se, por exemplo:

η1η2 · · · ηn =
n∑

j1=1

n∑
j2=1

· · ·
n∑

jn=1

M1j1M2j2 · · ·Mnjnθj1θj2 · · · θjn

=
n∑

j1=1

n∑
j2=1

· · ·
n∑

jn=1

εj1j2···jnM1j1M2j2 · · ·Mnjnθ1θ2 · · · θn

= (detM) θ1θ2 · · · θn (D.31)

em que εj1j2···jn é definido por5:

εj1j2···jn =


+1 se (j1, j2, · · · , jn) é uma permutação par de (1, 2, · · · , n)

−1 se (j1, j2, · · · , jn) é uma permutação ímpar de (1, 2, · · · , n)

0 qualquer outro caso

(D.32)

5 A permutação (j1, j2, · · · , jn) é dita par (ímpar) se pode ser obtida fazendo um número par (ímpar)
de trocas entre elementos adjacentes da sequência (1, 2, · · · , n). Por exemplo, a permutação (2, 1, 3)
é ímpar e a (2, 3, 1) é par.
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e, de modo semelhante:

η∗1η
∗
2 · · · η∗n = (detN) θ∗1θ

∗
2 · · · θ∗n (D.33)

∴ ηnη
∗
n · · · η2η∗2η1η∗1 = (detMN) θnθ

∗
n · · · θ2θ∗2θ1θ∗1 (D.34)

Usando (D.34) em:∫
dη∗1dη1 · · · dη∗ndηnηnη∗n · · · η1η∗1 = 1 =

∫
dθ∗1dθ1 · · · dθ∗ndθnθnθ∗n · · · θ1θ∗1 (D.35)

encontra-se

dη∗1dη1 · · · dη∗ndηn = (detMN)−1 dθ∗1dθ1 · · · dθ∗ndθn (D.36)

Aplicando a mudança de variáveis (D.30) em (D.29) e usando (D.36), escreve-se:

1 =

∫
dη∗1dη1 · · · dη∗ndηn exp

(
−η†η

)
= (detMN)−1

∫
dθ∗1dθ1 · · · dθ∗ndθn exp

(
−θ†NTMθ

)
(D.37)

Finalmente, definindo A = NTM e notando que (detMN) =
(
detNTM

)
, chega-se

à expressão para a integral gaussiana n-dimensional para variáveis de Grassmann com-

plexas: ∫
dθ†dθ exp

(
−θ†Aθ

)
=

∫
dθ∗1dθ1 · · · dθ∗ndθn exp

(
−θ†Aθ

)
= detA (D.38)

que é a expressão desejada.

O caso em que a dimensão é infinita é obtido fazendo o índice dos geradores

ser contínuo. Dessa forma, a expressão acima é generalizada, tornando-se uma integral

funcional: ∫
Dθ† (x)Dθ (x) exp

(
−
∫
dxdyθ† (x)A (x, y) θ (y)

)
= detA (D.39)

note-se que a medida de integração funcional é entendida como o limite:∫
Dθ† (x)Dθ (x) = lim

n→∞

∫
dθ∗1dθ1 · · · dθ∗ndθn (D.40)

De fato, é a expressão (D.39) que se usa para calcular as integrais funcionais

gaussianas sobre campos fermiônicos no Capítulo 4.



108

APÊNDICE E

Método das diferenças finitas

Estamos particularmente interessados em resolver numericamente o sistema de

equações (4.59) pois assim se obtém a evolução temporal dos parâmetros de ordem durante

a termalização do sistema; para isso, o método das diferenças finitas descrito a seguir é

utilizado.

Como caso mais simples, considere uma função de uma única variável f(λ) definida

num intervalo fechado [α, β] e suponha que desejamos obtê-la numericamente (resolvendo

computacionalmente uma equação diferencial, por exemplo).

A primeira coisa a se fazer é discretizar o seu intervalo de definição, ou seja, faz-se

uma partição de seu domínio; é mais simples dividir o intervalo em N subintervalos de

mesma amplitude Δλ:

Δλ =
β − α
N

⇒ λn = α + nΔλ; n = 0, 1, · · · , N (E.1)

com isso, a função é numericamente entendida como uma lista de N + 1 valores fn:

f(x) ≡ {fn | fn = f(λn), n = 0, · · · , N} (E.2)

o que será denotado por fn ≡ f(λ).

Após isso, deve-se definir numericamente as derivadas da função, pois estamos

interessados em resolver uma equação diferencial. Algumas formas de definir a primeira

derivada são:

f ′+(λ) ≡
f(λ+Δλ)− f(λ)

Δλ
(E.3)

f ′−(λ) ≡
f(λ)− f(λ−Δλ)

Δλ
(E.4)

naturalmente motivadas pelas definições das derivadas à direita e à esquerda, respectiva-

mente; note-se que Δλ > 0. A partir destas, é definida a segunda derivada:

f ′′(λ) ≡
f ′+(λ)− f ′−(λ)

Δλ
=
f(λ+Δλ) + f(λ−Δλ)− 2f(λ)

(Δλ)2
(E.5)
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como as equações que desejamos resolver são de segunda ordem, não precisamos definir

derivadas superiores.

Neste trabalho, queremos resolver o sistema de equações GLL (4.59); cada uma

delas pode ser escrita na forma:

∂Θa

∂t̃
(t̃, ~̃r) = κa∇̃2Θa(t̃, ~̃r)−Fa(φ(t̃, ~̃r), σ̃(t̃, ~̃r)) + ξ̃a(t̃, ~̃r); a = φ, σ̃ (E.6)

em que a identifica o campo φ ou σ̃:

Θφ ≡ φ Θσ̃ ≡ σ̃

portanto, devemos definir o método das diferenças finitas para funções de várias variáveis.

Por simplicidade, neste capítulo será omitido o símbolo ∼ para denotar as grandezas

adimensionalizadas.

O domínio dos campos é particionado segundo uma rede anisiotrópica, pois direção

temporal é discretizada em Nt subintervalos de tamanho Δt enquanto que as direções

espaciais são discretizadas segundo uma rede cúbica com Ne pontos em cada direção e

espaçamento h:

t = nΔt n = 0, 1, · · · , Nt (E.7)

x = ih y = jh z = kh i, j, k = 0, 1, · · · , Ne − 1 (E.8)

com isso, os campos são numericamente definidos como (Θa)
n
i,j,k ≡ Θa(t, ~r), explicita-

mente:

σni,j,k ≡ σ(t, ~r) φni,j,k ≡ φ(t, ~r) (E.9)

Para a derivada temporal, é escolhida a definição que generaliza (E.3):

∂Θa

∂t
(t, ~r) ≡ Θa(t+Δt, ~r)−Θa(t, ~r)

Δt

∴

(
∂Θa

∂t

)n
i,j,k

≡
(Θa)

n+1
i,j,k − (Θa)

n
i,j,k

Δt
(E.10)

e o laplaciano segue (E.5):

∇2Θa(t, ~r) ≡
Θa(t, x+ h, y, z) + Θa(t, x− h, y, z)− 2Θa(t, x, y, z)

h2
+

+
Θa(t, x, y + h, z) + Θa(t, x, y − h, z)− 2Θa(t, x, y, z)

h2
+

+
Θa(t, x, y, z + h) + Θa(t, x, y, z − h)− 2Θa(t, x, y, z)

h2

(
∇2Θa

)n
i,j,k

≡ 1

h2

[
(Θa)

n
i+1,j,k + (Θa)

n
i−1,j,k + (Θa)

n
i,j+1,k + (Θa)

n
i,j−1,k+

+(Θa)
n
i,j,k+1 + (Θa)

n
i,j,k−1 − 6 (Θa)

n
i,j,k

]
(E.11)
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