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Resumo

Nesta dissertacao, propriedades de equilibrio e nao equilibrio termodinamico do setor de quarks
leves u e d da Cromodinamica Quantica (QCD) sao estudadas empregando o modelo Polyakov—
Nambu—Jona-Lasinio (PNJL). O modelo PNJL permite considerar simultaneamente as transi¢oes
de fase quiral e de desconfinamento a temperatura finita. O grande potencial termodinamico do
modelo foi calculado na aproximacio de campo médio. As equacGes de gap para os pardmetros
de ordem que caracterizam essas transicoes de fase, o condensado de quarks e o loop de Polyakov,
foram resolvidas numericamente para diferentes temperaturas e a natureza das transicoes de fase
associadas foi determinada. A seguir, foram obtidas as equagbes de Ginzburg-Landau-Langevin
(GLL) que descrevem a dinadmica temporal dos parametros de ordem. As escalas de tempo
envolvidas na termalizacao do condensado de quark e do loop de Polyakov apés o sistema ser
submetido a um quench de temperatura foram investigadas como func¢ao dos parametros de On-
sager para a QCD. A relevancia dos resultados obtidos na presente dissertacio para experimentos

de colisoes de ions pesados a altas energias é discutida.

Palavras-chave: Teoria Quéantica de Campos & Temperatura Finita, Cromodinamica
Quantica, Transicao de Fase Quiral, Transicao de Desconfinamento, Equacgoes de Ginzburg-

Landau-Langevin

Area de Conhecimento: Fisica de Particulas, Fisica Nuclear, Mecanica Estatistica



Abstract

Thermodynamic equilibrium and non-equilibrium properties of the light 4 and d quarks sector of
Quantum Chromodynamics (QCD) are studied with the Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL)
model. The PNJL model allows to take into account simultaneously the chiral and deconfinement
transitions at finite temperatures. The granpotential of the model is obtained in the mean field
approximation. The gap equations for the order parameters that characterise these transitions,
the quark condensate and the Polyakov loop, are solved numerically for different temperatures
and the nature of the associated phase transitions is determined. Next, the Ginzburg-Landau-
Langevin (GLL) equations that describe the temporal dynamics of the order parameters are
obtained. The time scales involved in the thermalization of the quark condensate and Polyakov
loop after a temperature quench are investigated as functions of the QCD Onsager parameters
available in the literature. The relevance of the results obtained in the present dissertation for

experiments of heavy ions collisions at high energies are discussed.

Keywords: Quantum Field Theory at Finite Temperature, Quantum Chromodynamics,
Chiral Phase Transition, Deconfinement Transition, Ginzburg-Landau-Langevin Equati-

ons
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meesessssssssssmmn CAPITULO 1  m—

INTRODUCAO

A Cromodinamica Quantica (QCD - do inglés, Quantum Chromodynamics) é a
teoria quantica de campos que descreve as interagoes fortes (forga forte). Ela é uma teoria
fundamental no sentido de que ¢é definida em termos de quarks e glions, que acredita-se
sejam particulas elementares. Como teoria fundamental, a partir dela deve-se ser capaz de
entender todos os aspectos da estrutura e das interagoes entre os hadrons — particulas que
interagem através da forca forte como o proton, o néutron, o méson 7 etc. Em particular,
a partir da QCD pretende-se entender a origem das massas dos prétons e néutrons, seus
estados excitados e as forcas que os mantém ligados no interior dos nticleos atémicos. A
maior parte da matéria visivel no universo é formada por protons e néutrons, eles compoem
os nicleos dos atomos daqui da Terra e do interior das estrelas. A QCD também deve
descrever as propriedades da matéria hadronica em condicoes extremas de temperatura
e densidade. Essa matéria estava presente nos primeiros instantes do universo e compoe
o interior de objetos estelares superdensos como as estrelas de néutrons. Matéria quente
e densa pode também ser produzida em laboratoério através de colisoes de ions pesados a
altissimas energias, como nos experimentos conduzidos atualmente no LHC do CERN.

A QCD é uma teoria de calibre nao-abeliana e, como tal, exibe a propriedade de
liberdade assintotica [1,2], o que permite o usual tratamento perturbativo na constante de
acoplamento para descrever processos com alto momento transferido (processos duros —
do inglés, hard processes). Em tais situagoes, a QCD tem sido experimentalmente testada
com sucesso |2|, estando, entdo, bem estabelecida. Por outro lado, quando o momento
transferido é baixo (processos moles — soft processes), a teoria de perturbagao usual ndo
se aplica. Neste regime deve-se, entao, aplicar métodos nao perturbativos, dentre os
quais se destacam a formulagao de QCD na rede (Lattice QCD) e o uso de lagrangianas
efetivas [3,4]. O estudo de fenomenos ndo perturbativos na QCD é ao mesmo tempo
desafiador e fascinante: a teoria é formulada em termos de excitacoes elementares, os

quarks e glions, nao sao os graus de liberdade acessiveis via experimentos. Os quarks e
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glions estao confinados no interior dos hadrons. Também, as forcas geradas pela QCD sao
tao fortes que menos de 2% da massa de um proton ou de um néutron pode ser atribuida
as massas dos quarks; ela é gerada pelas interacoes peculiares dos glions através de um
mecanismo conhecido como quebra dinamica da simetria quiral.

Os modelos baseados em lagrangianas efetivas sao construidos de modo a incor-
porar as principais propriedades de simetria do problema em questao e ha décadas eles
vém sendo utilizados com sucesso na fenomenologia da fisica de hddrons. Entretanto, a
unica maneira conhecida de tratar sistematicamente a QCD de modo nao perturbativo é
via QCD na rede, que é formulada a partir da continuacao analitica para o espago—tempo
euclidiano (rotagdo de Wick) do funcional gerador obtido via quantizacido por integra-
¢ao funcional, a partir do qual todos os observaveis podem (em principio) ser calculados.
Com isso, a teoria fica determinada por um funcional que se assemelha a uma funcao de
particao que define a mecanica estatistica de uma teoria classica de campos. As integrais
funcionais sao resolvidas discretizando o espago—tempo de modo a teoria ser descrita em
termos de um numero finito de graus de liberdade, quando, enfim, pode-se usar o Método
de Monte Carlo para o calculo computacional das integrais [5]. Em particular, é notavel a
atual precisdo com que se pode calcular a massa de alguns hadrons via QCD na rede [6].

Uma ampla area de pesquisa, de grande interesse atual, tanto do ponto de vista
experimental quanto tedrico, é o estudo da QCD sob condicoes extremas de temperatura
e potencial quimico barionico (ou densidade barionica) [3]. Do ponto de vista teorico,
estudos de QCD na rede a temperatura finita tém indicado a restauracao da simetria
quiral e o desconfinamento de cor a temperaturas suficientemente altas [7-9]; sob essas
condigOes, a matéria se apresentaria como um plasma de quarks e glions. Além disso,
varias abordagens teoricas diferentes sugerem um diagrama de fases muito rico para a
QCD 3,]10]. O estudo dessas transi¢oes de fase permite um melhor entendimento das
propriedades de simetria da QCD; a possibilidade de novas fases da matéria desperta
grande interesse tedrico também em cosmologia.

Experimentalmente, condi¢oes extremas de temperatura sao obtidas em colisoes
relativisticas de ions pesados [10,/11]. Em tais experimentos, feixes de ions pesados sao
acelerados a velocidades relativisticas e colisoes inelasticas entre os quarks sao preponde-
rantes. Os resultados indicam a formacao de uma fase desconfinada, com propriedades
de fluido, por curto intervalo de tempo; a medida que esse fluido se expande, a matéria é
resfriada e sofre transicoes de fase até a hadronizacdo do sistema. E através da deteccio
dos hadrons resultantes da hadronizacao e os produtos de seus decaimentos que se espera
inferir sobre as propriedades da matéria produzida nas colisoes. Assim, fica claro que o
entendimento das propriedades de equilibrio termodinamico local de eventuais fases in-
termediarias presentes durante a evolucao do sistema, bem como o das propriedades de
nao equilibrio, seja crucial para a descricao das colisoes.

Um problema fundamental que se enfrenta nesses estudos ¢ a natureza nao pertur-
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bativa dos processos envolvidos nas de transicoes de fase, tanto no caso de transicoes em
equilibrio como fora do equilibrio. A dificuldade é que nao existem métodos de primeiros
principios em teorias quanticas de campos relativiticas que sejam de aplicagao sistema-
tica, em que erros e aproximacao sejam controlaveis. A QCD na rede, que é um método
nao perturbativo de primeiros principios, apenas fornece informacoes sobre situacoes de
equilibrio termodinamico, ja que ela é formulada no espaco euclidiano; informacoes sobre
evolucao temporal, que naturalmente acontece no espaco de Minkowski, nao sao acessi-
veis. Portanto, a tnica alternativa disponivel para se fazer progresso no entendimento da
QCD é o emprego de modelos efetivos. E precisamente dentro desse cenario, de modelos
efetivos, que o trabalho da presente dissertagao se insere.

O presente trabalho tem como objetivo especifico estudar as transicoes de fase
quiral e de desconfinamento da QCD através de uma lagrangiana efetiva definida pelo
modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL) [12]. Em particular, o interesse central
é a dinamica de nao equilibrio dessas mudancas de fase. Para tal, a evolucao temporal dos
parametros de ordem é obtida resolvendo a equacao de Ginzburg-Landau-Langevin (GLL)
numericamente através do Método das Diferengas Finitas. A equagao GLL é naturalmente
empregada em problemas de ndo equilibrio em Fisica da Matéria Condensada [13,/14] e
tem sido bastante utilizada no contexo da dinamica das transicoes de fase quiral da
QCD [15-18]; ela ainda encontra diversas outras aplicagoes [19].

A dissertagao estd organizada em cinco capitulos e cinco apéndices além desta
introducao. No proximo capitulo expoe-se sobre o estabelecimento da QCD como a teo-
ria quantica de campos que descreve as interacoes fortes, algumas de suas propriedades
sao discutidas e o modelo PNJL ¢é introduzido. No Capitulo [3] ¢ feita uma breve revisao
sobre Termodinamica e Mecanica Estatistica a fim de introduzir o formalismo de inte-
gracao de funcional para a Teoria Quantica de Campos a Temperatura Finita, também
revisamos a Teoria de Landau para fenémenos criticos e introduzimos a equacao GLL
com o intuito de descrever a dinamica de termalizacao ap6s um quench de temperatura;
o capitulo se encerra com a definicao dos parametros de ordem das transi¢oes quiral e de
desconfinamento da QCD, quando o modelo PNJL fica entao justificado. Apesar de esses
parametros apenas estarem bem definidos nos limites nao fisicos de quarks sem massa e
de quarks infinitamante pesados respectivamente, eles sao uteis para descrever as fases
termodinamicas da QCD.

No Capitulo 4] o método de integracao funcional é aplicado para calcular o grande
potencial termodinamico referente ao modelo PNJL na aproximacao de campo médio; a
partir deste, sao encontradas as equacoes de gap que descrevem os parametros de ordem
em funcao da temperatura a potencial quimico nulo no equilibrio termodinamico e ob-
temos as equacoes GLL que descrevem a dinamica de termalizacao dos parametros de
ordem. No Capitulo [5| sao apresentados os resultados obtidos resolvendo numericamente

as equacoes de gap para ambos os modelos PNJL e NJL, que é um caso particular do
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primeiro, a fim de se discutir o efeito da transicdo de desconfinamento sobre a transi¢ao
quiral; em seguida sao mostrados os resultados referentes & dinamica de nao equilibrio. O

Capitulo [0] finaliza a dissertagdo com as conclusoes e perpectivas futuras do trabalho.



CAPITULO 2 m—

A CROMODINAMICA QUANTICA E O
MODELO PNJL

A Cromodinamica Quéantica (QCD) é a teoria quantica de campos que faz parte do
Modelo Padrao das Particulas Elementares atualmente usada para descrever as interacoes
fortes entre quarks e glions. Seu estabelecimento se deu como resultado da busca por uma
teoria capaz de descrever a chamada forca forte que, entre outras coisas, é responsavel por
manter os nicleos atéomicos coesos, equilibrando a repulsao coulombiana entre os prétons.
Outro aspecto de extrema importancia da QCD é que quase a totalidade da massa dos
protons e néutrons advém de efeitos dinamicos da interacao entre os quarks; portanto,
praticamente toda a nossa massa é fruto dessas interacoes. Assim, é necessario conhecé-la
para entender a matéria de que somos feitos, por exemplo.

Neste capitulo, sera feita uma breve exposi¢ao sobre como o estudo dos hardrons
contribuiu para o estabelecimento da QCD. Em seguida, serao salientadas algumas pro-
priedades importantes da QCD e, finalmente, o capitulo se encerra com a introduc¢ao do
modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL).

2.1 Desenvolvimento historico sobre os hadrons

Logo apds a descoberta do néutron em 1932, Heisenberg notou que sua massa era
muito semelhante & do proton apesar de suas cargas elétricas serem diferentes. Para ex-
plicar essa similaridade, ele introduziu, em analogia ao spin, uma nova grandeza chamada
1sospin: propds que estas duas particulas correspondem a estados com diferentes proje-
¢oes do isospin de uma mesma particula de isospin 1/2 chamada nicleon e sugeriu que a
forca nuclear forte é invariante sob rotagoes num espaco abstrato de isospin. Isso significa
dizer que a forca forte afeta protons e néutrons de maneira que respeita essa invariancia

e que o isospin de um sistema de ntucleons é conservado.
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Em 1935, Yukawa formulou uma teoria quantica de campos para descrever a forca
forteF_-] em que a interacao entre os nicleons seria mediada por bosons de spin 0. Como era
sabido que o alcance da forca forte é da ordem de 10~'°m, ele estimou a massa do béson
mediador em torno de 300 vezes a massa do elétron; por ter uma massa bem maior que a
do elétron e ainda menor que a do proton, o boson passou a ser chamado genericamente
de méson. Em 1947, o grupo liderado por Cecil Powell detectou em raios cosmicos uma
particula com as caracteristicas descritas por Yukawa, que passou a ser chamada de pion
(méson 7); de fato, ha trés estados de carga elétrica diferentes para o pion - 7%, 7~ e 7°.

Na linguagem de teoria de grupos, a teoria de Yukawa traduz-se dizendo que a forca
forte possui o grupo SU(2) como grupo de simetria (simetria de isospin), os nicleons sdo
descritos por campos que pertencem a representagao fundamental (bidimensional — isospin
1/2) de SU(2) e os pions pertencem a representagao adjunta (ou regular).

Nas décadas de 1950 e 1960, muitas outras particulas que interagem via forca
forte foram descobertas; elas foram genericamente chamadas de hddrons e classificadas
em mésons — bdsons, tais como os pions () e os kdons (K) — e bdrions — férmions,
tais como o proton, o antiproton e o lambda (A). Foram descobertos também hadrons,
chamados estranhos, com a peculiar caracteristica de serem produzidos numa escala de
tempo de 107235 e decairem com vida média na escala de 1071%. Essa enorme diferenca
de escalas de tempo sugere que a interacao forte é responsavel pela criacao destes hadrons,
enquanto que a interacao fraca determina o decaimento. Para explicar essa discrepancia,
foi atribuido aos hadrons um novo nimero quantico chamado estranheza e propos-se que
a forca forte conserva estranheza enquanto que a forca fraca nao. De fato, a producao de
hadrons com estranheza nao nula a partir de hadrons sem estranheza ocorre aos pares.

No inicio da década de 1960, haviam sido descobertos tantos hadrons que se fazia
necessario um modo de organiza-los por suas propriedades. Por outro lado, conheciam-se
apenas alguns poucos léptons (tais como elétron, positron, mion e neutrino), de modo
que jé se desconfiava que os hadrons deveriam ser compostos por particulas fundamentais.
O primeiro passo para se conhecer tais constituintes foi a organizacao dos varios hadrons
em padroes geométricos simples; essa organizagao foi proposta por Murray Gell-Mann em
1961 e ficou conhecida como Eightfold-Way.

Os oito barions mais leves formam o Octeto de Bdrions de spin 1/2 e sdo dispostos
como na Figura [l em que as particulas numa mesma linha horizontal possuem mesma
estranheza (s), as na mesma linha diagonal descendente tém mesma carga elétrica (q) em
unidades da carga elementar e as numa mesma linha vertical possuem mesmo isospin.

Seguindo o mesmo critério, tanto os mésons de spin 0 quanto os de spin 1 sao ar-
ranjados segundo um padrao hexagonal, formando para cada spin um Noneto de mésonsﬂ

conforme a Figura . Por fim, os barions de spin 3/2 mais leves formam um padrao tri-

Nesta época, as tnicas particulas conhecidas que iteragiam via forca forte eram o néutron e o proton.
Quando essa organizacao foi proposta, o méson 1’ nao havia sido descoberto e o padrao da Figura
era conhecido como octeto de mésons.

2
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s=0 7 P
s=—1 ¥ wt
\
\
Vg=1
s = —2
== E(]
A \
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N\ \
q=—1 q=0

Figura 1 — Octeto de barions de spin 1/2.

angular, conhecido como Decupleto de Bdrions, como na Figura[3] A particula Q= ainda
nao havia sido descoberta e Gell-Mann predisse suas propriedades — inclusive a massa —
através dessa organizacao; poucos anos depois a particula foi observada, o que forneceu
grande confiabilidade ao Eightfold Way.

A’ﬂ }'{+ K* 0 K* +
s=+1 s=+1
s=0 7~ ot s=0 »p pt
\
\
\ \
\ \
s=-1 . =+1 s =-1 =
K=\ g4 KN go 97
\ \ \
\ \ \ \
q=- q:O q=- q:O

Figura 2 — Nonetos de mésons: a), noneto de mésons de spin 0; b), noneto de mésons de
spin 1.

Os padroes das Figuras e[3|descrevem multipletos do grupo SU(3); entretanto,
nao haviam sido observadas particulas formando um padrao de tripleto, que corresponde
a representacao fundamental de SU(3). A partir disso, Gell-Mann e Zweig, indepen-
dentemente, propuseram que os héadrons sdo compostos por particulas (antiparticulas)
fundamentais de spin 1/2, que passaram a ser chamadas quarks (q) (antiquarks (q)), da
seguinte forma: cada barion (antibarion) é constituido por trés quarks (antiquarks) e cada
méson é composto por um quark e um antiquark, estabelecendo o modelo de quarks.

Introduzindo trés tipos de quarks — sabores up (u), down (d) e strange (s) — com

as propriedades listadas na Tabela (1, é possivel reproduzir os padroes geométricos do
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Figura 3 — Decupleto de barions

g B I Iy S Qfe)

©53 3 0 3
1 1 1 1

“ 53 3 " 3
1 2

Tabela 1 — Propriedades dos quarks.

Eightfold Way identificando por quais quarks cada hédron é composto. Nesta, B é o
numero baridonico, I ¢é o isospin, I3 é a terceira componente do isospin, S é a estranheza
e () é a carga elétrica em unidades da carga elementar e; os respectivos antiquarks — @, d
e 5 — possuem os numeros quanticos B, Iz, S e ) com o sinal oposto.

A titulo de exemplo, a particula A" possui carga ) = +2e, estranheza S = 0 e
isospin I3 = 3/2, logo, deve ser composta por trés quarks u. Vale notar que particulas
diferentes podem ter o mesmo contevdo de quarks; por exemplo, tanto a X* quanto a
A possuem @ = Oe, S = —1 e I3 = 0, tendo, entdo, conteido (uds). Contudo, deve-se
lembrar que os sabores (u, d, s) sao rotulos para determinados niimeros quanticos, que sao
adicionadoﬂ para se obter o niimero quantico total do barion de modo semelhante a como
dois spins 1/2 sao adicionados de modo a fornecer trés estados ortogonais com spin total
1; no caso dos héadrons, diferentes combinacoes de sabor fornecem diferentes estados de
sabor e cada particula corresponde a uma determinada combinacao linear desses estados.
Ainda, além da composicao dos sabores, deve-se levar em conta a adi¢ao dos spins para
formar o estado de um dado hadron.

Nas décadas de 1970 e 1980, mais hadrons pesados foram sendo encontrados nos

3 Esses ntimeros quanticos sao somados de acordo com as regras de adigao ditadas pelo grupo SU(3),

que sao similares as regras de adicao de momento angular.
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aceleradores de particulas e leis de conservacao de novos nimeros quanticos foram in-
troduzidas para descrever a interacao forte, introduzindo novos sabores. Atualmente, as
interagoes fortes sao descritas usando seis sabores de quarks: charm (c), bottom (b) e top
(¢} além dos trés ja mencionados acima (u, d e s) [20].

Apesar do sucesso em explicar o Eightfold Way e de até predizer novos hadrons, o
modelo de quarks apresenta dois problemas importantes: o primeiro é o fato de nunca se
ter detectado alguma particula com carga fracionaria, o segundo é que algumas particulas,
de acordo com o modelo, parecem violar o principio de exclusao de Pauli, discutido logo
abaixo. A primeira dificuldade é contornada pela hipdtese de confinamento, segundo a
qual a interacao entre os quarks — seja qual for — ocorre de modo que eles sao “confinados”
a estados ligados, formando barions e mésons.

Tao logo o modelo de quarks foi proposto, buscou-se calcular as propriedades dos
hadrons postulando interagoes entre quarks, condizentes com a hipotese de confinamento,
e resolvendo a equagao de Schrodinger assim obtida — de modo semelhante ao que era
feito em Fisica Nuclear. Alguns hadrons, como a particula AT — cujo contetido de quarks
é (uuu) — parecia violar o principio de exclusao de Pauli, segundo o qual o estado que
descreve um sistema de férmions indistinguiveis deve ser antissimétrico com respeito a
troca de quaisquer dois destes férmions.

Ocorre que o estado no qual a particula A™" possui a componente do momento
angular total J; = 3/2 requer que o momento angular orbital seja nulo e todos os spins
estejam “alinhados”, ou seja, que tanto o estado referente aos graus de liberdade orbtiais
quanto o estado de spin sejam simétricosﬂ; além disso, o estado referente aos graus de
liberdade de sabor também é simétrico pela constituicao do barion. Dessa forma a A*+
parece violar o principio de exclusao de Pauli.

Para resolver esse problema, foi introduzido um grau de liberdade com ao menos
trés nimeros quanticos — para tornar distinguiveis os trés quarks que compoem a ATT.
Esse novo grau de liberdade foi chamado de carga de cor e se assume que para cada sabor
de quark ha trés cores possives: red (r), green (g) e blue (b); da mesma forma, para cada
sabor de antiquark — @, d, 3, ¢, b, t — ha trés possiveis anticores — antired (7), antigreen
(9) e antiblue (b). Entretanto, esses graus de liberdade nio sdo observados nos hadrons,
de modo que qualquer sistema hadronico é indiferente a se as cores de todos os quarks
forem alteradas entre si. Em termos de cores, a hipotese de confinamento dos quarks
se expressa dizendo que os estados fisicos e os observdveis num sistema de hddrons sao
singletos de cor, ou seja, sao invariantes sob transformacgoes no espago de cor [2,20].

E importante salientar que as sugestdes tedricas descritas acima sdo confirmadas
experimentalmente. Espalhamentos ntuicleon-niicleon e lépton-niicleon a altas energias

confirmam a estrutura interna de protons e néutrons; os experimentos mais bem conhe-

4
5

Os sabores b e t também sdo referidos como beauty e truth, respectivamente, em textos mais antigos.
A hipotese de momento angular ndo nulo é inconsistente com a predi¢do do momento magnético dos
béarions.
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cidos que confirmam a quantidade de cores (N. = 3) sao: o decaimento 7 — 27, cuja
largura de decaimento é proporcional a N?, e aniquilagao de elétron-positron de altas

energias em hadrons, cuja se¢ao de choque é proporcional a N, [2,21].

2.2 A Cromodinamica Quantica

Uma vez estabelecida a ideia de que os hadrons possuem estrutura interna, procura-
se entender como os constituintes interagem e como essa dinamica ¢ responsavel pelas
propriedades observadas nas interagoes fortes.

Um jeito natural de estudar experimentalmente a estrutura interna de hadrons
é fazer com que eles espalhem feixes formados por particulas sem estrutura, como lép-
tons (elétrons, por exemplo) a altas energias; esse procedimento, quando se produz mais
particulas, é chamado de espalhamento ineldstico profundoﬂ Experimentos desse tipo for-
neceram evidéncias experimentais para dois fatos muito importantes ao estabelecimento
da QCD: os graus de liberdade de cor e a liberdade assintdtica [2]. O conceito de cor ja
foi introduzido na secao anterior, a liberdade assintotica serd discutida a seguir.

No fim da década de 1960, tais experimentos indicavam uma lei de escalamento
das funcoes de estrutura, em termos das quais se expressam os fatores de forma magnético
e elétrico do plr(’)tonE]7 para a regiao de altos momentos e energia transferidos muito inten-
s0s, 0 que permite alta resolucao espaco—temporal. Tal escalamento ficou conhecido como
escalamento de Bjorken, cuja interpretacao ¢ que os constituintes dos nicleons se com-
portam como particulas pontuais essencialmente livres para altos momentos transferidos
(curtas distancias). Estes constiuintes foram chamados de pdrtons e, posterioremente,
identificados com os quarks [2].

Por outro lado, a nao manifestacdo dos graus de liberdade de cor nos estados
hadronicos sugere que a interacao entre os quaks possui uma simetria de cor associada
ao grupo SU(3), chamada simetria SU(3) de cor; ou seja, as interacoes sao indiferentes a
transformagoes do grupo SU(3) que agem sobre o espago de cor. Ainda, como devemos
assumir que apenas estados de singleto sao observaveis, a forca forte deve ser dependente
da cor; do contrario, seria observada uma degenerescéncia de cor no espectro hadronico.

Portanto, as interacgoes fortes em quatro dimensoes sao descritas por uma teoria de
Yang-Mills com simetria SU(3) de cor em que cada sabor de quark se transforma como tri-
pleto na representagao fundamental; essa teoria é a Cromodindmica Qudntica (QCD), cuja

densidade de lagrangiana no espaco de Minkowski com métrica g = diag(+, —, —, —) é:

Locp = —ZF/?,,F;W + ng iy Dy — my) ; (2.1)

6
7

Deep inelastic scattering, em inglés.
Os fatores de forma estao associados & distribuigcao espacial da carga elétrica e do momento magnético
no interior do préton.
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em que p,v sao indices espago-temporais, {7*; p=0,---,3} sdo as matrizes de Diracﬂ,

o tensor de intensidade de campo Fj, e a derivada covariante D), sao dados por:

Fi = 0,A%—0,A% + gf* AL A (2.2)

p

D, = 0,—igT"A}, =0, —igh, (2.3)

{T* a=1,---,8} sdo os geradores do grupo SU(?))E-]7 cuja algebra é caracterizada pe-
las constantes de estrutura o, ou seja, 7T sao matrizes hermiteanas que satisfazem
as relacoes de comutagdo caracteristicas da algebra su(3) associada ao grupo SU(3):
[T“, Tb} — ifabcTC.

Os campos {¢;(z); j=1,---,N;} sao espinores de Dirac (¢; = 1/)}70) que des-
crevem os quarks, cujo sabor com massa m; é indexado por j e Ny é a quantidade de
sabores (¢;; j = u,d, s,c,...); os campos de calibre Af(z) sdo os mediadores da interagao
forte (glions) e g é a constante de acoplamento entre os quarks e os glions (acoplamento
de calibre), note-se que esta constante é universal na teoria (ndo depende de cor nem
sabor). Subentende-se que se deve somar sobre todo o dominio dos indices repetidos.

Apesar de nao estar explicito em , os campos v; possuem indices A de cor
(¢, = @bf; A =r,g,b), ou seja, 1; é um vetor no espago de cor cujas componentes 77/}34

sao, de fato, os espinores de Dirac

w5

vy =1

P

J
e a matrizes 3x3 7" possuem componentes rotuladas por indices de cor T* = (1) 45;
A, B = r,g,b, pois elas atuam em vetores coluna como o escrito acima, ou seja, os
férmions estao na representa¢do fundamental do grupo SU(3) enquanto que as matrizes

T* e, consequentemente, os glions estao na representacao adjunta.

Resta ainda explicitar a simetria de calibre exigida para a lagrangiana da QCD.
Por simetria, entende-se uma transformacao sobre os campos que deixa o sistema (a agio,
ou equacoes de movimento) invariante; uma transformagao local de calibre segundo o
grupo SU(3) de cor é determinada por oito parametros reais e continuos 6 = (6%, - - ,6%)

e transforma os campos do seguinte modo:

Ui@) = ¥(@) = |[U0@)] vi() (2.4)

—

bu() = K@) = [T0@)] a,0) [VE)] = [0,06@)] [V@a)]

em que a dependéncia espaco-temporal dos parametros foi explicitada — é isso que significa

a transformagao ser local — e U(6(z)) é uma matriz 3x3 dada por

U(0(z)) = exp [—iT*0%(z)] (2.5)

As matrizes de Dirac sdo definidas no Apéndice

As matrizes T sdo expressas em termos das matrizes de Gell-Mann \* através de T* = \%/2. De
fato, as matrizes T* geram a dlgebra e ndo o grupo - elas pertencem & algebra e ndo ao grupo; contudo,
é comum, tendo isso subentendido, dizer que geram o grupo.
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A derivada covariante em ([2.3)) é assim chamada porque, em consequéncia de (2.4)),

satisfaz:

(Duti(@)) = (Dus(@)) = [U@@)] (D)) G=1,- N, (26)

Para encontrar como é transformado o tensor de intensidade de campo, é conve-

niente notar que (2.3) e (2.2)) fornecem para cada sabor j:

[Dy; Dy ; () = —igTFy, () (2.7)

além de que o fato de (D,v;(x)) ter a mesma transformacao que o proprio ;(x) implica

a seguinte lei de transformacao:

D D s(@) = (D D)) = [U@@)] (D D ws@) (29
Omitindo a dependéncia de 0 em x e usando , a equagao acima é escrita como:

(1D, D (@) & —igTFs [U@)| vi(e) = [U0)] (~igTF,u5(x))
= —ig|U(@ >} TFo, ()
= (T°F [U@)| - U] T°Fz,) vy (@) =
cuja solucao para T“F;‘; é:
, ~ o1-1
T*F¢ — [U(e)} T°F¢, [U(@)] (2.9)

esta iltima equacao fornece a lei de transformacao para o tensor de intensidade de campo.

Usando e é imediato mostrar que os termos sob o somatorio em (2.1)
sdo invariantes de calibre. E importante salientar que isso nao seria verdade caso, para um
dado sabor, a cada cor correspondesse uma massa diferente. Para mostrar a invariancia

do termo restante, é ttil fazer uso da seguite relacao de ortogonalidade entre os geradores:
1
“Tr [TT"] = 6*
LT (77

para escrever:

a 17 ]' a v a 1 a a v
Fi B = SELETr [T°T"] = 5T [(Fg,T%) (FT")] (2.10)
obtendo-se:
Rk = PPy = 5T [T (T
ey 1 [ 2 a e s 7 s
2 _[U(e)] TF, [U( )} [U( )} TR, [U( )} }
1 [ a 1a ~171 M

= T |TUELTUE, v |l )H
2.10) o g

uroa
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de onde se conclui que o termo Fj F/" também ¢ invariante de calibre e que toda a
lagrangiana (2.1)) e, assim, a propria agao ¢ invariante de calibre. Note-se que se a trasfor-
macao de calibre agisse sobre o espaco—tempo nao seria suficiente mostrar a invariancia

da densidade de lagrangiana para concluir que a a¢ao seria invariante.

2.2.1 Simetrias aproximadas da QCD

E importante destacar que a lagrangiana é a mais geral obtida (a menos
de termos de superficie) exigindo apenas a simetria local de cor e a renormalizabilidade
em quatro dimensoes, além das simetrias de Lorentz — especial, conjugacao de carga e
paridade [1]. Estas simetrias sao exatas, ou seja, sao transformagoes que realmente deixam
o sistema invariante. Fntretanto, ha certos tipos de transformacoes segundo as quais a
QCD é “aproximadamente” invariante, ou seja, h& simetrias que sao quebradas e que sao
exatas num dado limite nao tao distante da situacao fisica — este ¢ o significado do termo
“aproximadamente”. Apesar de nao serem manifestamente realizadas, por vezes é ttil e

esclarecedor pensar sobre tais transformacgoes.

2.2.1.1 Simetria de sabor

Explicitando os indices de cor da representagao fundamental, o segundo termo em
(2.1)) & escrito comor:

Ny

> 610, + g (T 7 AL — mjoP |

j=1
de onde se vé que os termos de interagao entre quarks e glions sao diagonais no espago
de sabor, de forma aos nimeros quanticos associados (isospin, estranheza...) serem con-
servados, o que nao ocorreria caso o glion fosse dependente do sabor. Ainda, a interagao
forte agiria do mesmo modo sobre os quarks de diferentes sabores se suas massas — com
origem no setor eletrofraco — nao fossem distintas [21], neste caso haveria uma simetria
exata SU(Ny) de sabor como discutido a seguir.

Considere a seguinte transformagao SU(Ny) global de sabor:

V() = Yi(x) = UO)jutr(r) (2.11)
Yia) =l @) = ¢l@) v,
U(0)je = (exp[if*t"]);,

em que {0% a=1,--- ,n} sao um conjunto de n parametros reais, continuos e constantes
e {t% a=1,---,n} sdo n geradores do grupo SU(N¢) e {j,k =1,---, N} identificam
o sabor. Esta transformacao deixa invariante o campo dos glions. Para mostrar a invari-

ancia (ou nao) dos demais termos, ¢ util usar a notagao Y7 = (¢y, -+ ;- - ,¥N;) para
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considerar todos os indices de sabor numa s6 equacao matricial:

b [i" (8, — ighA )] — {¥[iv" (0, —igA)| v} = & [in" (9, —igh,)] ¥
= (UY) [iv" (9 — igh,)] (U) ¥
= QZ’ [W“ (au - igAu)] (0

em que usou-se o fato de que a hermiticidade dos geradores torna a matriz U(6) unitaria,

assim, o termo referente a derivada covariante é invariante; ja o termo de massa:

- -y L
i — (b)) = YUMMUY
= exp [—if"t"] 7 exp [i6t] ¥
= Prp + [, exp (i6°1°) |1
¢ invariante apenas se a matriz de massa m, cujos elementos sao as massas dos respec-

tivos sabores (m),. = m;d;;, comutar com a matriz U = exp (i#*t*). Para verificar, os

ij
parametros sao feitos infinitesimais:
A . A . 2
[, exp (i0°t")];, = [, I+ 0t + O(6 )]]k
na . 2
= 0° [m,t“}jk + 0(60%)
= 0" Ly (1) = (1) i + O(6%)
. 2
=0 {m; —mu} (1), + O(07)
Portanto, o termo de massa ¢ invariante se a matriz de massa for proporcional a identidade.
Dessa forma, conclui-se que a simetria de sabor da QCD seria exata apenas se as massas
dos quarks fossem idénticas.
Mesmo assim, quando se trabalha somente com os sabores mais leves (u, d e s) —

setor leve da QCD — é ultil pensar numa simetria de sabor aproximada em situacoes tais

que a diferenca entre as massas possam ser desprezadas.

2.2.1.2 Simetria quiral

Por simplicidade, consideremos o caso com apenas dois sabores (u e d), ou seja,
faz-se {1;(z); j = u,d} em (2.1)) e a lagrangiana se torna:
L= F,fVF;‘” + D U (7' Dy — my) o (2.12)
j={u,d}

analisemos, agora, o efeito da seguinte transformagao global SU(2) quiral de sabor:
Vi(@) = y(x) = U(B)win(x)
Ui(z) = o) = l@)U®), (2.13)
UB)jx = (exp [15 9 75Djk
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sobre a lagrangiana em que 75 € uma matriz hermiteana que age sobre os espinores
e anticomuta com todas as quatro matrizes de Dirac, {T”‘; a =1,2,3} sao as matrizes de
Pauli e {ﬁa} sdo constantes reais. Tal como acima, sera usada a notagao 17 = (1, V).

Novamente, os termos envolvendo os gliions sao invariantes. O termo cinético para

os férmions também é invariante:
PO — (Vo) = @iy o
= (eXp [—'zﬂ“%a%b 7Ot (eXp [iﬁ“%a%]) Ot
= iy Oy (eXp [—Zﬂ“%a%}) (eXp [iﬁaga%b By
= @Vﬂauw

em que usou-se (exp [—i a%“%]) = A (exp [z “%“75}) devido as relacoes de antico-
mutacao. De modo semelhante, mostra-se a invariancia de z/_ry“Auw. Por fim, analisemos

0 termo de massa:
_ N oo
i = (b)) = T
o TO 0. 0 TO
= g (exp [—2/3“5 75]) i (eXp [15“5 %D W
_ a T . a T
= v (exp [@6 5 75}) m (exp [@5 5 75}) (8
Tem-se, portanto, que o termo de massa viola a simetria quiral de (2.12)). Assim, a
simetria quiral na QCD seria exata apenas se os quarks fossem nao massivos.
Como os quarks u e d sao muito leves em comparacao com as escalas de massas

tipicas no espectro hadronico, por vezes é util analisar um problema sob o ponto de vista

da simetria quiral; conforme serd mostrado na secao seguinte.

2.3 O modelo de Nambu e Jona-Lasinio

O modelo de Nambu e Jona-Lasinio (NJL) permite entender as massas dos niicleons
e dos pions como efeito da quebra dindmica da simetria quiral da teoria fundamental das
interagoes fortes [22,23]. No inicio da década de 1960, os quarks e a propria QCD eram
desconhecidos, portanto, originalmente os graus de liberdade fundamentais do modelo
NJL eram os nucleons; atualmente, o modelo é reinterpretado em termos de quarks u e
d [21}24).

O modelo foi inspirado por uma analogia entre as equacoes obedecidas por es-
pinores de Dirac e as que descrevem excitacoes do tipo quasi-particulas na teoria da
supercondutividade desenvolvida por Bardeen, Cooper e Schrieffer em 1957 [25]. Nesta
teoria, interacoes efetivas atrativas entre elétrons devido a efeitos da rede formam pares
de elétrons correlacionados, a energia necesséaria para desfazer essa correlacao da origem
ao gap de energia entre o estado fundamental e os estados excitados e as excitagoes sao

descritas como combinagoes de estados de elétrons e buracos [22].
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Um ponto importante é que o estado fundamental do sistema na fase supercon-
dutora ndo é invariante sob transformacoes de gauge U(1), ao contrario do operador
hamiltoniano, ou, em outros termos, o estado fundamental nao ¢ autoestado do opera-
dor de carga elétrica (gerador do grupo de simetria). Como o estado fundamental nao é
invariante pelas mesmas transformacoes que deixam o hamiltoniano invariante, ou seja,
o estado fundamental possui menos simetria que o hamiltoniano, diz-se que houve uma
quebra dindmica de simetria |21,24), pois a dinamica das interagbes causa a quebra. O
gap de energia é entendido como consequéncia dessa quebra de simetria.

A partir da referida analogia, Nambu e Jona-Lasinio associaram o gap de energia a
massa dos férmions, os autoestados de carga (elétron e buraco) que descrevem excitagoes
no supercondutor foram associados a autoestados de férmions nao massivos com quira-
lidades opostas em termos dos quais os férmions massivos sao expressos; dessa forma, a
massa dos férmions é entendida como consequéncia da quebra da simetria quiral.

Escolhendo uma lagrangiana com a simetria quiral U(1) exata e usando um método
autoconsistente [21}22] — para tratar a teoria nao perturbativamente a fim de procurar
por solugoes com quebra de simetria, Nambu e Jona-Lasinio perceberam que bdsons pseu-
doescalares sem massa e que iteragiam com os férmions surgiam como consequéncia de o
hamiltoniano ser invariante e, ainda assim, os férmions adiquirirem massa. Portanto, duas
consequéncias imediatas da quebra de simetria quiral sao os férmions adquirirem massa e
interagirem com bo6sons nao massivos, ainda que estes nao tivessem sido considerados na
teoria desde o inicio.

De fato, é um resultado geral conhecido como Teorema de Goldstone — provado
apos o trabalho de (NJL) — que a cada simetria de gauge global do hamiltoniano nao
respeitada pelo estado fundamental (viacuo) corresponde um béson nao massivo com os
mesmos nimeros quanticos da carga associada a respectiva simetria quebrada, generica-
mente chamado bdson de Goldstone [24,26/27]. No caso em questao, a carga conservada é
um operador pseudoescalar e, portanto, o boéson de Goldstone é um pseudoescalar. Nambu
e Jona-Lasinio associaram tal boson ao pion, que é pseudoescalar [22,23]; entretanto, era
sabido que os pions sao massivos, apesar de suas massas serem pequenas em comparacao
com o0s demais hadrons.

A fim de descrever a massa nao nula observada para os pions, NJL suegeriram que
a lagrangiana tivesse a simetria quiral ligeiramente quebrada ezplicitamente (simetria
aproximada ou quase exata); para isso, adicionaram um termo de massa para os férmions
e introduziram os graus de liberdade de isospin [23| (sabores u e d na intepretagdo em

termos de quarks), chegando a seguinte lagrangiana:

_ G- _
Lyon = (70 —10) ¥+ | (90)” + (Virs7e)’] (2.14)

em que novamente foi usada a notagio Y7 (z) = (Yu(z),va(r)) com {¢;(x); j=u,d}

espinores de Dirac (; = wj.yo) que descrevem os quarks u e d; mg é a matriz de massa,
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cujos elementos sao as massas dos respectivos sabores (mo)ij = m;0;j, as matrizes 7%;a =
1, 2, 3 sao as matrizes de Pauli e G é a constante de acoplamento do modelo. Para a escolha
do termo de interagao em , foram impostas as exigéncias de que a interacao entre
particula e antiparticula fosse atrativa (para ser possivel a formacdo de estados ligados,
os quais sao identificados com mésons) e de que ela fosse invariante sob as transformagoes
globais de SU(2) quiral dadas por (2.13)) (para que, com a quebra dinAmica da simetria
SU(2) quiral, emergissem bosons de Goldstone pseudoescalares e isovetoriais, os quais
foram identificados com os pions).

E importante comentar que o modelo é nio renormalizavel em quatro dimensoes
espaco-temporais, de modo a ser necessaria a definicao de um cutoff para as integrais de
loop no espaco dos momentos. Dessa forma, escolhendo o mesmo valor para as massas de
ambos os sabores (para manter exata a simetria isospin), o modelo possui trés parametros
livres: a massa na lagrangiana (massa de corrente), o cutoff e a constante de acoplamento,
que podem ser ajustados para reproduzir observaveis como as massas de alguns mésons
e constantes de acoplamento entre mésons e ntucleons. Encontra-se, por exemplo, que
o cutoff deve ser da ordem da massa do nicleon. Um resultado notavel do modelo foi
estimar em 5 MeV a massa de corrente necessaria para reproduzir a massa observada dos
pions, o que é impressionante, visto que as massas dos quarks u e d sao dessa ordem;
além disso, o modelo fornece vinculos para as massas de outros mésons.

Por fim, vale comentar que o fator decisivo para as implicacoes do modelo é a
quebra dinamica da simetria quiral e nao a escolha feita para o termo de interagao em
, pois qualquer outra interacao que levasse & quebra da simetria quiral teria como
consequéncia bosons pseudoescalares no limite de simetria exata interagindo com os fér-
mions. Obviamente, um modelo diferente apresentaria resultados numéricos diferentes,
mas qualitativamente seria muito semelhante.

Mais adiante, estaremos interessados nas transicoes de fase associadas a restau-
racao da simetria quiral bem como ao desconfinamento a temperaturas suficientemente

altas e a versao modificada do modelo NJL apresentada na préxima secao sera utilizada.

2.4 O modelo de Polyakov Nambu e Jona-Lasinio

O modelo NJL é uma teoria efetiva que modela a quebra dinamica da simetria
quiral aproximada que ocorre no setor leve da QCD e consegue descrever a transicao de
fase quiral a temperauta finita. Entretanto, nesse modelo a simetria de calibre de cor é
global em vez de local e, portanto, o modelo NJL ndao é capaz de descrever o confinamento.

No limite em que as massas dos quarks sao infinitas, ou seja, limite em que os
quarks sao pesados demais para serem excitados, a QCD torna-se uma teoria de puro
calibre pois os tnicos graus de liberdade sao os glions. Como serd discutido na Segao

neste limite, a teoria & temperatura finita apresenta uma simetria sob o centro Z(3)



Capitulo 2. A Cromodindmica Qudntica e o Modelo PNJL 14

do grupo de gauge SU(3)E que permite identificar o trago do loop de Polyakov, ¢ (defi-
nido a seguir), como um parametro de ordem para a transicdo de desconfinamento: seu
valor médio termodinamicd'’] é nulo na fase em que ha confinamento e nao-nulo na fase
desconfinada [28].

Portanto, o modelo que usaremos para descrever simultaneamente ambas as tran-
sicoes ¢ 0 modelo NJL estendido de modo a incluir o loop de Polyakov; esse modelo é
chamado modelo Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL) e definido pela densidade lagran-
giana [12]:

Lonsw = (B —mo) v+ 2 [(00) + (Gins7e)’] ~U (6,6.7) (213

a qual depende da temperatura 7', o potencial U ((/5, o, T) bem como as quantidades ¢ e
¢ serao definidas logo adiante. Nesta lagrangiana, 1) é um espinor de Dirac com indices
A de cor e a de sabor (tal como na Segao [2.2):

w(l‘) :{d}A(«I), A= (Oé,CL,A), Oé:]., 747 a:u7d; AZT?.g?b}

pois estamos interessados apenas nos quarks mais leves u e d e my é a massa de corrente,
assumida a mesma para ambos os sabores — caso com simetria de isospin. Esse modelo é,
entao, conhecido como modelo PNJL com dois sabores.

A primeira diferenga entre a lagrangiana e a do modelo NJL é a

introducao de um campo de calibre A, (z) através de D,

. ar A
Dy = 0, — A, Ay = 0040, Au(x) = QA,L(f)?
em que ¢ —; a=1,---,8% sao os oito geradores do grupo SU(3) de cor e g é uma

2 Y
constante de acoplamento entre os férmions e esse campo. Note-se que, por nao haver uma
dinamica associada ao campo A, (ndo ha termo cinético associado a A,,), ele é entendido

como um campo de fundo, uma fonte externa, que da origem ao loop de Polyakov L(f)llj

L(F) = Texp {z / D drho(E T)] . B= % (2.16)

0
que é uma matriz no espaco de cor; T indica que a integral deve ser feita ordenando a

variavel de integracao 7 de modo que campos com o argumento 7 maior ficam a esquerda

na expansao da exponencial:

B B 2 rB B
T exp [@/ dr Ao (7, 7')} = 13+i/ dTAy(Z, 7’)+%/ / drdr T [Ao(Z, 1) Ao (T, 2) ]+ - -
0 0 “Jo Jo

10 A ser explicada na Secdo

1 Valores médios termodinamicos serdo definidos na Subsecio

12 Como serd visto no Capitulo 4] o grande potencial termodinamico associado & lagrangiana (2.15))
pode ser expressa em termos do loop de Polyakov.
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. . Ao(f,Tl)Ao(f,Tg) se 71 > To
T [Ao(Z, 1) Ao (T, )] = (2.17)
Ao(f7 Tg)Ao(f, 7'1) Se To > Ty
em que 13 denota a matriz identidade no espaco de cor. Conforme adiantado, o parametro

de ordem ¢é o traco de L(Z) definido acima:

Tr (L] - Tr[LT]

M0 =N, N,

(2.18)

em que N, é o nimero de cores, que serd tomado N, = 3 neste trabalho. E comum
também se referir ao trago como loop de Polyakov.

Em adi¢ao, temos também o potencial efetivo U (gz;, o, T), dependente da tempe-
ratura 7', que descreve o parametro de ordem ¢ na auséncia de quarks e é dado por

u@or) = r{-2e- 2@+ 2@’} ew)

by (T) = g+ (?) + ay (%) 2 + a3 (%)3 (2.20)

assim escolhido por ser invariante sob Z(3) e ser uma expressao simples, porém capaz de
reproduzir a transicao de primeira ordem observada em calculos de puro gauge de QCD na
rede, com minimos em zero € em um para temperaturas baixas e altas respectivamente. De
fato, os parametros em ([2.19) sao obtidos ajustando os resultados fornecidos pelo modelo
aos que se obtém por calculos de QCD na rede no setor de puro gauge a temperatura
finita [12]. No préximo capitulo definiremos o que sdo parametros de ordem e, entdo, a
associacao entre o valor numérico de ¢ e o fato de se ha ou nao confinamento seré descrita
com detalhes.

Conforme ja citado na se¢ao anterior, o modelo NJL nao é renormalizével e é ne-
cessaria a introducao de um cutoff A para integrais no espaco de momentos; o mesmo vale
para o modelo PNJL. Assim, além dos parametros que definem U, é necessario definir os
valores numéricos dos parametros: massa de corrente mg, cutoff A e constante de aco-
plamento G referentes ao modelo NJL. Estes parametros sao determinados ajustando os
valores para a massa do pion (m,), constante de decaimento do pion (f,) e do condensado
quiral calculados através do modelo NJL aos valores experimentais de m, e f; e ao valor
do condensado quiral obtido via regras de soma da QCD[™|confome descrito na Ref. [12],

cujos valores obtidos para todos os parametros sao os utilizados no presente trabalho.

13 QCD sum rules.
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meesssssssssssmmm CAPITULO 3 S —

TEORIA QUANTICA DE CAMPOS A
TEMPERATURA FINITA, FENOMENOS
CRITICOS E DINAMICA DE NAO
EQUILIBRIO

Este capitulo tem como objetivo estabelecer o formalismo da teoria quantica de
campos a temperatura finita. Para isso, iniciaremos com uma breve revisao sobre termo-
dindmica e mecanica estatistica e a relacao entre elas. Em seguida, discutiremos como
calcular a fungao de particao em teoria quantica de campos usando integrais de trajetoria.
Como o intuito deste trabalho é estudar a dinamica de como o equilibrio térmico é atin-
gido ap6s um quench, discutiremos sobre fenémenos criticos e introduziremos a equacao
de Ginzburg-Landau-Langevin para estudar sistemas ligeiramente fora do equilibrio. O
capitulo se encerra com a definicdo dos parametros de ordem que descrevem as transicoes

de fase quiral e de desconfinamento.

3.1 Sistemas em equilibrio termodinamico

3.1.1 Termodinidmica de equilibrio

O primeiro ramo da Fisica a estudar sistemas compostos por um nimero muito
grande de particulas em equilibrio térmico — como porc¢oes cotidianas de gases ou liqui-
dos — foi a Termodinamica. Ela procura descrever propriedades térmicas dos materi-
ais estabelecendo, empiricamente, relacoes entre propriedades macroscopicas tais como:
pressao, temperatura, volume, momentos elétrico ou magnético, energia, entropia... Tais

grandezas, também chamadas varidveis termodindmicas, sao ditas macroscopicas porque
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descrevem o sistema como um todo.

Usualmente, essas grandezas sao relacionadas entre si através de equacoes de es-
tado, as quais permitem determinar varias grandezas macroscopicas a partir de outras.
Dessa forma, conhecendo todas as equacoes de estado, pode-se conhecer todas as varié-
veis termodinamicas a partir de algumas poucas, ou seja, pode-se determinar o estado
termodinamico do sistema, o que é chamado de macroestado. A completa caracterizacao
termodinamica de um sistema é dada pelo conjunto de suas equacoes de estado. Nesse
sentido, é possivel definir fun¢oes termodinamicas, chamadas potenciais termodindmicos,
que fornecem todas as equacoes de estado a partir de derivadas parciais e, deste modo,
os potenciais termodinamicos contém toda a informacao termodinamica sobre o sistema,
desde que estejam expressos em termos de suas varidveis naturais.

Por exemplo, a Primeira Lei da Termodinamicaﬂ para processos quasi—estéticof]
envolvendo um fluido composto de uma tnica substancia em que seja possivel a troca de

particulas com o meio externo é dada por:
dU =TdS — pdV + pdN (3.1)

que relaciona a energia interna U, a temperatura 7', a entropia S, a pressao p, o volume
V', o potencial quimico p, e o nimero de particulas IV; nesta, as diferenciais indicam as
variacoes nas grandezas durante um processo quasi-estatico. Esta expressao revela que
a energia interna possui S, V e N como variaveis naturais, ou seja, U = U(S,V, N).
Conhecendo-se a funcdo U(S,V, N), as equagoes de estado podem ser obtidas:

ou ou ou

T TS V.N) o5 oy —p(S,V.N) o= . u(S,V,N) (3.2)

é neste sentido que a funcao U(S,V, N) contém toda a informagao termodinamica sobre
o sistema.

Outros potenciais termodinamicos podem ser obtidos a partir da energia interna
via transformacoes de Legendre, cujo efeito é expressar a mesma informagao termodina-
mica em funcao de outras varidveis naturais — que sejam mais convenientes ao aparato
experimental disponivel, por exemplo. Os potenciais que usaremos para fazer a conexao
entre a Mecanica Estatistica e a Termodinamica sao a energia livre de Helmholtz F' e o

grande potencial termodmdmz'coﬂ J, ou simplesmente grande potencial, definidos por:

F(T,V,N)=U-TS  J(T,V,))=U—TS —uN = F — uN (3.3)

1 A Primeira Lei da Termodinamica exprime a conservacdo de energia para sistemas em contato com

um banho térmico.

Um processo é dito quasi-estético se o sistema encontra-se num estado de equilibrio termodinamico,
ou infinitesimalmente préoximo a um, durante todo o processo. Claramente, processos quasi-estaticos
sao infinitamente lentos, pois requerem alteragoes infinitesimais dos parametros de controle e que se
espere tempo suficiente para o sistema reestabelecer o equilibrio a cada alteracdo. Entretanto, tais
processos sao uma idealizacao tutil.

Também chamado de potencial grande canonico [29).
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em que indicamos as respectivas varidveis naturais; isso pode ser verificado tomando as

diferenciais dessas definicoed}

dFF = dU —TdS — SdT = —SdT — pdV + pdN
dJ = dF —pdN — Ndp = —SdT — pdV — Ndpu (3.4)

Tendo feito essa breve revisao sobre termodinamica baseada nas Refs. [13,29,30],
serd apresentado como a Mecanica Estatistica de Equilibrio fornece uma descricao da

termodinamica de um sistema. Para isso, serdo usadas as Refs. [13}30].

3.1.2 Mecanica Estatistica

A Mecanica Estatistica procura obter a termodinamica que descreve um sistema
a partir da dinamica entre seus constituintes; portanto, estabelece uma conexao entre as
descricoes microscopica e macroscopica de um sistema fisico.

Tomemos como exemplo um sistema classico de N particulas com a dinamica
determinada por uma hamiltoniana; segundo a Mecéanica Classica, o estado do sistema,
que no contexto de mecanica estatistica é chamado microestado, é determinado por um
ponto (ph,-++ , DN, q1, - ,qn) O espago de fase e, a0 menos em principio, conhecendo o
estado num dado instante de tempo, pode-se saber o estado em qualquer outro instante.
De modo semelhante, se o referido sistema é descrito pela Mecanica Quéntica e a dinamica
é definida por um operador hamiltoniano, o estado é definido por um vetor de estado |1)
num espaco de Hilbert e, novamente, conhecendo o estado num instante pode-se calcular
o estado em qualquer outro. Dessa forma, parece que uma descricao microscopica, ou
seja, a partir dos graus de liberdade que descrevem o sistema, é sempre possivel.

Entretanto, em sistemas macroscopicos usuais, o niimero de particulas (e o de graus
de liberdade) é demasiadamente grande — em 18 g de agua ha da ordem de 6,02 x 10%
moléculas de dgua. Para uma completa descricao cléssica, a quantidade de equacoes
diferenciais a ser resolvidas é da mesma magnitude; para uma descri¢do quantica, a quan-
tidade de argumentos da fungao de onda seria igualmente elevado. Do ponto de vista
experimental, simplesmente nao ha como reproduzir com precisao arbitrariamente grande
um estado com tantas particulas assim. Usualmente, somente é possivel conhecer o estado
termodinamico, chamado macroestado, com o qual héa varios microestados (configuragoes
do sistema) compativeis.

Em face do acima exposto, ¢ natural que a mecanica estatistica seja baseada em
distribuicoes de probabilidade de o sistema estar em determinados microestados compa-
tiveis com um dado macroestado. A seguir serd explicado como isso ¢é feito, baseado em

uma descricdo quantica e seguindo [30].

1 Note-se que para F depender de T, V, N é necessario que T' = T(S,V, N) em (3.2) seja invertivel para
fornecer S = S(T,V, N); comentario semelhante vale para as varidveis naturais de J: é preciso que

u(T,V,N) = g& ‘T . seja invertivel para fornecer N = N(T,V, u).

)
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Dado um macroestado, existe um conjunto C' de microestados com ele com-
pativeis C' = {|,);n=1,2,---} em que os estados [¢,) sdo normalizados mas nao
necessariamente ortogonais e assumidos enumeraveis por simplicidade; a esse conjunto
associa-se uma distribuicao de probabilidade P definida pelo conjunto de probabilidades
P = {pu; pn 2 0e X, py =1} de o sistema estar no estado |1, )} ou seja, em vez de
conhecer o estado que descreve o sistema, sabe-se a probabilidade de que ele esteja em
cada um dos estados em C'; diz-se entao que o sistema estd numa mistura estatz’stécaﬂ

Neste caso, o sistema é descrito por um operador densidad D:
D= "pultn) (l (3.5)

que é hermitiano e pode ser diagonalizado; em termos de seus autoestados |m) e autova-

lores P,,, D ¢ dado por:

D =Y P, |m)(m| (3.6)

por (B3], vé-se que Tr(D) = Y onbn =1
Quando o sistema estd numa mistura estatistica P, o valor esperado de um obser-
vavel A é definido como a média ponderada do valor esperado associado a cada estado

que define P:
(A), =" po (] A i) (3.7)

esse valor esperado pode ser expresso em termos do operador densidade a que corresponde
P. Para isso, note-se que, sendo |y) e |¢) dois vetores de estado quaisquer e o conjunto

{|#)} um conjunto completo e ortonormal:

(Blx) =D (@ 1d) (il x) = D (il x) & i) = Tr (1x) (@) (3-8)

(2 (2

assim, (10, | A [¢0,) = Tr(A [1,) (1bn]), 0 que permite escrever:

A A

(A)p = puTe(A ) (ul) = Tr(A Y p ) ($u]) = Te(AD) (3.9)
A partir do operador densidade, define-se a entropia estatistica:

St [D] = =kp " Prln(Py) = —kgTr [D In (D)] (3.10)

5 Quando se diz “o sistema esta no estado [1,,)” significa que o estado [1),,) descreve completamente o

sistema.

Note-se que, sendo B = {|¢;) ;4 =1,--- ,n} uma base do espago de Hilbert em que |¢;) é autovetor de
um dado observavel O com autovalor f; e se o sistema esta no estado normalizado [¢) = Y"1, ¢; |¢i),
|e;|? mdo é a probabilidade de o sistema ser descrito por |p;), mas sim a probabilidade de uma medigao
de O fornecer o autovalor f;. O estado do sistema é bem determinado: [¢)). Neste caso, diz-se que o
sistema estd num estado puro.

Além de [30], uma boa apresentagdo sobre operador densidade é encontrada no complemento Ejy;
de [31].
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em que kg é a constante de Boltzmann. S, mede a falta de informagao numa distribuicao
de probabilidades; isso é facil de entender considerando dois casos extremos: o primeiro
em que apenas um dos P, é ndao nulo (igual a 1), o que fornece S.y;, = 0 e 0 caso em que
h& M estados com mesma probabilidade P = U o que fornece Sy, = kpIn M.

O operador densidade que descreve corretamente o sistema em equilibrio termo-
dindmico é obtido aplicando o postulado da mdzima entropia estatistica [30|, segundo o
qual o operador densidade que corresponde a uma distribuicao de probabilidade menos
viciada e condizente com os vinculos macroscopicos é aquele que maximiza a entropia
estatistica. A seguir, é mostrado como o macroestado restringe o operador densidade.

Suponha que apenas os valores médios A; = Tr(AllA)) sejam conhecidos; por ,

Sest. deve ser maximizada sujeita as restrigoes:
A =Tr (AZ-[)) D =1 (3.11)

Para isso, utilizam-se multiplicadores de Lagrange \; e a seguinte expressao é maximizada

com respeito a D:

S[D] = kB{ [DlnD} Z)\ [Tr(fl@)—/li}—)\o [Trﬁ—l]}
= k;B{ —Tr +/\0—Z)\A} (3.12)

Usando dTr [f <l§)} =Tr [f’ (ﬁ) db], obtém-se:

DinD — Z)\AD+)\O

dS[D] = —kBTr{

In (D) 13" XA+ A

db} (3.13)

Para que S, [D] seja maxima e as condicoes (3.11)) sejam satisfeitas, deve-se ter dS[D] = 0

para qualquer diferencial dﬁ; assim:

ln<ﬁ>+1—ZAiAi+A0:0

" E = ei(lJr)\O) exp <Z )\11211> (314)
Como TrD = 1:

e—(1+)\o)Tr

=1 =) =Ty =7 (3.15)

exp (Z /\,flz> exp <Z /\Zflz>

7 define a funcao de particao, cuja importancia sera discutida logo adiante.

Dessa forma, denotando por Dp o operador que maximiza Ses [D] sujeito as res-

trigoes (3.11)), que corresponde a distribuicao de Boltzmann, escreve-se:

ﬁB = %exp (Z )\1/11) , Z ="Tr |exp (Z A2A1>

(3.16)
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e sendo Sp = Sesr [Dp] a entropia maximizada:

SB == —kBTI' [DB IDDB] = —k?BTI‘

DB (— InZ + Z)\Z/L>

Sg =kp (mz -y )\iAz-) (3.17)

E importante notar que os valores médios A; podem ser obtidos a partir da funcdo

1
}:—Tr
Z

JOlnZ
O\
assim, a funcao In Z quando expressa em termos dos multiplicadores de Lagrange é uma

de particao Z, pois:

81nZ_l 0 T
o Zon )T

J

exp (Z )\jflj> =Tr <Azf73)

J

AZ = (318)

funcao geratriz dos valores médios termodinamicos; de fato a determinacao In Z fornece
toda a termodinamica do sistema. Além disso, por (3.17) e (3.18) vé-se que Sp é a
transformada de Legendre de InZ e, sendo InZ funcao dos multiplicadores \;, Sp é

funcao natural dos valores termodinamicos A;.

3.1.3 Conexao entre Termodinadmica e Mecanica Estatistica

Nas duas subsecoes anteriores vimos como a termodinamica e a mecanica esta-
tistica descrevem sistemas fisicos macroscopicos; nesta subsecao, procuraremos mostrar
que as realacoes termodinamicas empiricas podem ser obtidas a partir da microscopia
utilizando a mecanica estatistica. Para estabelecer essa conexao entre ambas as descri-
¢oes, adotaremos as Refs. [30] e [19]; serdo considerados os ensembles candnico e grande

canonico.

3.1.3.1 Ensemble Canodnico

O ensemble candnico é conveniente para descrever sistemas que podem trocar calor
com um banho térmico a temperatura T, mas com numero fixo de particulas e volume
bem definido; o vinculo macroscopico é dado pelo valor médio ' do hamiltoniano H ao
qual é associado o multiplicador de Lagrange —f. Portanto, fornece:

Dp = %exp (—ﬁ[:[) Z ="Tr [exp <—BI:I>} (3.19)
E=_Tr [H exp <—Bﬁ[>} - _agnﬂz (3.20)

e a equagao (3.17) fica:
Sp=kp(InZ + BE) (3.21)
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Rearranjando os termos:

1 1
———InZ=F— —F5 3.22
e kpB"E (3.22)

e notando a semelhanca com a equagao termodinamica que define a energia livre de
Helmholtz F' em (3.3), fazem-se as seguintes identificacoes:

1 1
—ghZeF  EoU fon SpoS (3.23)

Destas identificagoes, fica evidente que a funcao In Z contém toda a informacao termodi-

namica, pois fornece um potencial termodinamico.

3.1.3.2 Ensemble Grande Canodnico

O ensemble grande candnico é conveniente quando se permite ao sistema trocar
calor e particulas com um reservatorio a temperatura 7' e potencial quimico p; assim,
além do valor médio E do hamiltoniano H , tem-se acesso ao nimero médio de particulas
no sistema N = Tr(Nﬁ) em que Néo operador niimero de particulas do sistema. Desig-
nando por —( e « os multiplicadores de Lagrange associados a E/ e a N respectivamente,

deve-se maximizar com respeito a D a funcao S:

SID] = ky {—Tr [D In [7} .y [Tr (HD) - E] P [Tr (N[)) - N] “ o [Trf) - 1} }
(3.24)

o que fornece o operador densidade de equilibrio Dpea grande funcao de particao =:
. 1 . . . .
Dp = —exp (—ﬂH + aN) , ==Tr [exp <—6H + aN)] (3.25)
Os valores médios termodinamicos da energia e do nimero de particulas sao:
1 . - - -1 - - -
E==Tr [H (—ﬂH + aN)] N=ZTr [N (—5}1 + aN)} (3.26)

A entropia estatistica é dada por

Sp=kp (InE+ BE — aN) (3.27)
de onde se encontra
"mz—p- Lg%y (3.28)
——mInZ=F——Sg—— :
g ke b
Comparando com (3.3) se identificam:
lhzog  BoU  po Sp <+ 8 o NN
——InZ — a=-—
6 ) ) k’BT’ B 3 kBT’
(3.29)
e (3.25) se torna
- 1 A - A - 1
Dp = = exp [—ﬁ (H . MN)} . E=Tr <exp [—5 (H - ,uN)]) L B== (330)
= B
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Novamente, a funcao In= contém toda a informacao termodinamica, pois fornece um
potencial termodinamico — o grande potencial termodinamico.

E importante comentar que o potencial quimico no ensemble grande canénico
estd, de um modo geral, associado a uma lei de conservacao do sistema. Em Mecanica
Classica e Mecanica Quantica nao relstivistica, o nimero de particulas de um sistema
fechado é conservado; portanto, em sistemas como fluidos nao relativisticos, a quantidade
de particulas do conjunto sistema mais reservatorio ¢ fixa (tal qual a energia).

Entretanto, isso nao ocorre para sistemas relativisticos; em Mecanica Quantica
relativistica, o hamiltoniano nao comuta com o nimero de particulas. Por exemplo, num
sistema formado por elétrons e poésitrons, as interagoes sao tais que a carga elétrica, em
vez de o ntimero de elétrons ou de poésitrons, é conservada. Portanto, a carga elétria do
conjunto sistema mais reservatorio ¢ fixa e, naturalmente, é associado um potencial qui-
mico a carga elétrica e nao ao nimero de particulas. Dessa forma, em um sistema descrito
por uma teoria quantica de campos relativisitcos em que haja uma carga conservada Q,
é esse operador que entra em lugar de N em (13.30)).

Por fim, é ultil definir uma notacao que serd empregada mais adiante para designar
valores médios termodinamicos. Seja Do operador densidade que descreve o sistema em
equilibrio termodinamico a temperatura § = 1/kgT, o valor médio termodindmico de um

dado observavel O sera denotado por <(§>ﬁ:

(0), =Tr(OD) (3.31)

3.1.4 Integracao Funcional e a Funcao de Particao

No Capitulo [}, a funcao de particao para os modelos apresentados no Capitulo
sera calculada segundo a aproximagao de campo médio usando integrais funcionais sobre
0s campos; as expressoes para a funcao de particdo para campos bosdnicos e campos
fermionicos sao desenvolvidas no Apéndice [C]

Nesta subsecao sera apresentado como a fungao de particao para um sistema quan-
tico unidimensional pode ser expressa como integral funcional; a generalizacao para o caso
n-dimensional é escrita mais adiante. O objetivo aqui é desenvolver um exemplo mais sim-
ples para que o leitor possa se familiarizar com o formalismo empregado [32].

Considere um sistema com um tnico grau de liberdade denotado por ¢ e cuja
dindmica é regida por uma Hamiltoniana H(p,q) independente do tempo. Segundo a
quantizacao canonica na descricdo de Schrédinger, a coordenada ¢ e o momento canoni-
camente conjugado a ela p sao operadores ¢ e p independentes de tempo que satisfazem

A~

a relacao de comutacao [G,p] = Gp — pq = ihI; seus autoestados lg) e |p) formam um
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conjunto completo e ortogona]ﬂ
dla) =qlq) plp) =plp) (3.32)
{q'lg) = 6(d' —q) (P'lp) = 27hé(p" — p) (3.33)
R . dp
I=[d = | — 3.34
[ dalo) =T (3.3
(3.35)

(glp) = exp (%pq)

No ensemble canoénico, a fungao de particao é dada por (3.19); comumente, é usado

um conjunto completo de autoestados ortonormais [n) do hamiltoniano para expressar o

trao (H |n) = Euln); (W] n) = S
2= lexp (~BHG0)) In) = Yexp (-PE); B= o (330)
No entanto, pode-se também usar os autoestados |¢):
(3.37)

2= [datalexs (~580.0)) 1o

Estamos, entdo, interessados em calcular (g|exp <—6ﬁ(}3 (j)) |g). Para isso, o
— denotando Ule) =
sy denotan (€)

intervalo [0, 8] é particionado em N subintervalos de amplitude e =

exp (—eﬁ(ﬁ, cj)), podemos escrever:

[ dnta 00 - 000 o)

N termos

7 =
/ dg (| 0 in-ny0(e) -+ LU U(e) |q)

“+o0o +oo
= /dq lim {/ / dgn—1...dqi (gl U(e) lgn-1) (an—1| U(€) lgn—2) - -+ %
N—oo % -

% el U() lan) (] O(e) o)}
1 =q=qn (3.38)

H (Qr+1] U(E) ax) s o

+oo +o0
= lim /dq/ / dgy_1...dq
—oo 0 k=0

e—0

N—o00
em que go = q = qy € é tomado o limite ¢ — 0 mantendo Ne = [ finito; note-se que

foram inseridas N — 1 relagoes de completeza dos autoestados |¢) indicadas em (3.34)

Note-se que foi feita uma escolha em que os estados |¢) sdo normalizados, mas os |p) ndo.

8
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Passemos agora ao calculo do elemento de matriz Ty = (grs1| U(€) qi):
T = laenlexp (=efl(5.0)) la) = (el Texp (—l(5.)) lae)

[ s ) (ol exo (e 5.0)) la)
D [ oxp (s ) ol [1 = ei1.0)] 1) + 01
— /— exp (Zkak—i-l) [1 — eH (pk, qi)] exp (—%pqu) +0(€)

= % exp (hpk [G1 — qk]) [1 — eH (pr, qi)] + O(€%) (3.39)

Note-se que esta tltima expressao nao faz referéncia a nenhum operador, mas sim a seus

autovalores] e usou-se (pi| #(p, q) lar) = H (pr. ax) (v lax )]
Como pelo limite indicado em ([3.38)) € — 0, pode-se substituir 1 — eH (py, qx) por

exp (—eH (pk, qr)) em (3.39); fazendo isso e substituindo o resultado em (3.38]) escreve-se:

N-1 N-1

I (@l U@ lan) = IHO { ;lﬂ;i exp (%pk (@1 — %]) exp (—eH (py, Qk))}

k=0
_ dpn_1 dpo — i (Qk—i-l — qk’)

L Z = lim [ dg (zﬁl/d%) (H/ pk)GXp{%]:z::hﬁ {Zp %—H(Pk,%)}}

N—oo j=1

No limite em que € — 0 (N — 00), define-se:

[oi- [an (H fw) Jeo-(L[8%) o

e reconhece-se

N-1 hA
(o1 — a) . dg
Z he {ZPkT — H(pr, qr)| = ; dr o H(p,q)

k=0
do = q = qn <> q(0) = q(hp)

Finalmente, a funcao de particao se escreve como uma integral funcional:

/ iqﬁ / Dpexp{ / dr [zp% — Hip, q)} } CBmpr (a2

Portanto, px ndo é o momento canonicamente conjugado a g avaliado no “instante” k.

Isso é valido desde que termos envolvendo produtos de ¢ e p tenham todos os fatores p & esquerda de §.
Caso isso nao ocorra, o produto deve ser simetrizado fazendo uma média sobre todos os ordenamentos
possiveis — Ordenamento de Weyl; mas quando se toma o limite € — 0, chega-se ao mesmo resultado
a que chagamos [33]. Portanto, ndo hé perda de generalidade na dedugio aqui apresentada.

10
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Alguns comentéarios se fazem necessarios:
Medida de Integracao

A defini¢ao das medidas de integragao em (3.41)) significa que se deve somar sobre
todas as fungoes ¢(7) e p(7), dai o nome integral funcional. As “variaveis” de integragao

q(7) e p(7) sdo independentes entre si.
Condig¢ao de Contorno Peri6édica

A condigao contorno ¢(0) = g(hB) em (3.42)) é consequéncia de o mesmo autovalor
q ser associado ao ket e ao bra em (3.37)); vé-se, pois, que a periodicidade é consequén-

cia de a integral funcional representar um trago. Nao hé restrigoes sobre os caminhos p(7).
Relagcao com Amplitude de Transicao na Mecanica Quantica

Pela equacao (3.40)), tem-se:

(q| exp (—Bﬁ (h,4) / Dy / Dpexp{ / dr {z’p;l—;]_ — H(p, q)H (3.43)

q(0)=q; q(hB)=q

Esse elemento de matriz lembra bastante uma amplitude de transigao na mecanica quan-

tica:

e (~4¢" - 0100 ) 1= [ P / Dpexp{ / dt[%—mp, >]}

at)=q; q(t")=
(3.44)
A expressao a direita ¢ obtida seguindo os mesmo passos que nos levaram a (3.43)), que

pode ser obtida a partir de (3.44)) através da continuagao analitica definida por:

t— —it  dt — —idr 4 — zi (t" —t') — —ihp (3.45)
dt dr

com 7 € R. Diz-se, entao, que é usado o formalismo de tempo imagindrio. Esta relacao
permite o célculo computacional de amplitudes de transi¢do como (3.44) usando métodos

de mecanica estatistica.
Caso a hamiltoniana dependa quadraticamente do momento

Usualmente, a hamiltoniana depende quadraticamente do momento, sendo da
forma:

H(p.q) = %pg +V(q) (3.46)
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Quando isso ocorre, a integracdo sobre os momentos indicada em ({3.42)) se torna gaussi-

ana e pode ser calculada extamente, restando apenas a integracao sobre as coordenadas.
Fazendo a substituicdo 1 — eH (pg, q) por exp (—eH (px, qx)) e usando (3.46), a equagao

(3.39) se torna:
1 1
Te = #i exp (ﬁpk 41 — Qk:]) exp {—6 (%pi + V(Qk)ﬂ +0(e%)
1
= exp|—€V(q /—e XP [——pk + ﬁ(Qk+1 - Qk)pk] + 0(52)

omi —
= exp[—eV(qr) /—e p{ fn{pi— ml(q’“:hl qk)pk”JrO(eQ)

completando quadrados e resolvendo a integral em py:

T = el /_exp{ m[(pw_h—w>(””Q—7;”)”

_ e | I Bt — _m
= exp{ 6[2 ( 7 ) + V(qk) } T2 (3.47)

Substituindo (3.47)) em (3.38):

Definindo:

N = lim ( m )% (3.49)

e reconhecendo no expoente a soma de Riemann para a integral que define a a¢do eucli-

se9) = [ ar [% (%) v

Z-N / Dyexp <_%5E(5)> (3.51)

Nesta tltima expressao para a funcao de particao, note-se que a acao euclidiana

diana:

(3.50)

chega-se a:

é positiva definida e sua exponencial é o peso da distribuicao de equilibrio. Perceba-se,
também, que a constante A diverge, mas no calculo dos valores médios termodinamicos
essa constante se cancela e no calculo da energia livre sua contribuicao ¢ independente de

B, sendo irrelevante para a termodinamica descrita por essa funcao de particao.
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Como mostrado no Apéndice , a generalizagao da expressao (3.42)) para a funcao
de parti¢ao de um sistema quantico com n graus de liberdade sem spin {¢;; i = 1,2,--- ,n}

é dada por:

f[/D ﬁ/” ¢ 1/% A I ——
: m | expq + T |ip == — H(p, ; 8=
1 d; 11 p p Ry p dr D, q T
q;(0)=q; (hB)
(3.52)

" dgq
em que H(p, ) é uma notagao abreviada para H(p1, -+ ,Dn,q1,"** ,qn) € d_q Z d_q

3.1.4.1 Teoria Quantica de Campos

Nesta subsecao, estamos interessados em desenvolver a Mecanica Estatistica para
sistemas compostos de particulas relativisticas, que usualmente sao descritas através de
Teoria Quantica de Campos Relativisticos (TQCR). Em TQCR, os graus de liberdade sdo
os campos quantizados; as particulas sao entendidas como excitacoes dos campos, o que
significa que os diferentes estados de energia correspondem a estados de uma particula,
de duas, de varias particulas e, possivelmente, a estados ligados; o nivel fundamental, o
de mais baixa energia, corresponde a um estado sem particula alguma chamado estado
de vdcuo. Para fixar os conceitos, tomemos o campo escalar real, que descreve particulas
sem spin e sem carga.

Considere um sistema cléssico relativistico descrito por um campo escalar real
d(z) = ¢(2°,7) e uma densidade lagrangiana £(0,¢, ¢) dependente do campo ¢ e de
suas derivadas espaciais e temporal. O campo ¢(z) é entendido como sendo uma colegao
infinita e nao enumeravel de graus de liberdade, ou seja, a posicao & é um rétulo continuo
dos graus de liberdade[T]

Define-se 0 momento m(x) canonicamente conjugado ao campo ¢(z):

m(x) = %(m) (3.53)
e a densidade hamiltoniana H (7, ¢):
H(r, ) = 10t — L (3.54)
o que fornece a hamiltoniana H|r, ¢):
Hir, ¢ = /deH(W, o) (3.55)

que ¢ um funcional dos campos 7 e ¢ e assumida ser independente do tempo.

1 Por exemplo, para estudar a propagacdo de ondas numa corda, pode-se modelé-la como sendo uma

colecdo de massas puntiformes idénticas, igualmente espacadas e conectadas através de molas; com
isto, se obtém um sistema com nimero finito de graus de liberdade. O limite do continuo, que descreve
a corda propriamente dita, é obtido quando se faz o espagamento tender a zero e, assim, a cada vetor
posicao na corda associa-se um grau de liberdade.
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Segundo a quantizagao candnica na descricdo de Heisenberg, os campos passam a

ser operadores ¢(x) e 7(z) que satisfazem as relacoes de comutacio a tempos iguais:
6”2, 7% = O @ - i (3.56)
6a,8), 06" )] = [#("3), 7 5)] =0
com isso, os possiveis valores da energia sao os autovalores do operador hamiltoniano
= fd%?—l(fr,g?)).

Se nao ha nenhuma carga conservada, deve-se usar o ensemble canonico. Por

(3.19), a fungao de parti¢ao é dada por:
Z ="Tr [exp (—Bﬁ[fr é])} =Tr |exp —ﬁ/d?’x?:l(fr ), B= 1 (3.57)
) b ) k’BT

Conforme mostrado no Apéndice [C] o trago acima pode ser expresso como uma integral

funcional, Eq. (C.28)):

7 = /ngm eXp{ /ﬁﬁdT/de [m——?—[(w ¢>)] }; B = k;T (3.58)

#(0,%)=¢(hp,%)
Expressar a funcao de particao como integral funcional possui a vantagem de nao haver
referéncia a operadores de campo, mas sim a seus autovalores, que sao fungoes. Isso
facilita o calculo da funcao de particao.
Caso haja uma carga conservada Q = d3ZL‘j (x) em que jAO ¢ uma densidade
de carga conservada:

[QH} ~0 (3.59)
o ensemble grande canonico deve ser usado. Por (3.30), a funcao de parti¢ao é dada por:
== Te((exp [~ (#17.9) - 1017 6))] ) = Te(exp [~ 5 [ o (R(5.0) - n(5.))])

(3.60)
1

kT
A expressao como integral funcional para o traco acima é obtida substituindo

H (7, ¢) por H (m,¢) — uj® (m, ¢) em (B.58):

hB o
== [Dopr eXp{ / dT/d%[ma—f—H(mmw <7r¢>”; =

6(0,8)=(5,7)
(3.61)

Como discutido no Apéndice [C] a funcao de partigdo para férmions no ensemble

canonico é, Eq. (C.49):

/D ) D¢exp{ / dT/d3 [w* H(w*,w)”; B—kBT (3.62)

¥(0,2)=—4(8

com 3 =



Capitulo 8. Teoria qudntica de campos a temperatura finita, fendmenos criticos e dindmica de néo

equilibrio 30

Pela operacao de conjugaciao definida para variaveis de Grassmann no Apéndice [B] vé-se
que os campos 1)1 () satisfazem as mesmas condicdes de contorno que ¥ (z). Quando ha
uma densidade de carga conservada j° (W, w), basta substituir H (2/1*, ¢) por ‘H (W, w) —
puj° (W,w) na expressao logo acima, obtendo a funcdo de particdo no ensemble grande

canonico para férmions:

p )
E:/D(M)m}exp —/O dT/de ¢Ta—f+%(w,¢)—m° (W) | :kBLT
$(0,8)=—1(8,7)
(3.63)

Em particular, esta expressao serd o ponto de partida para o célculo do granpotencial no

proximo capitulo.

3.2 Fendmenos Criticos

Nesta subsecao serao desenvolvidos alguns conceitos importantes para a descri¢ao
fisica das transicoes de fases termodinamicas. Iniciaremos definindo o limite termodi-
namico, o que permite definir seguramente transicoes de fase e entao relacionaremos a
classificacao das transigoes com parametros de ordem e quebra espontanea de simetria.
Em seguida, discutiremos a estabilidade termodinamica em termos dos potenciais termo-
dindmicos e a secdo se encerra com uma revisao sobre a teoria de Landau das transicoes

de fase.

3.2.1 Limite termodinamico, fases, diagrama de fases e transigcoes

de fase

Uma distingao importante em termodinamica é a que se faz entre grandezas (ou
variaveis) intensivas e extensivas. Num sistema composto em equilibrio térmico, grandezas
cujo valor é igual & soma dos valores em cada subsistema constituinte sao chamadas
ertensivas e as que possuem o mesmo valor que em cada subsistema sao ditas intensivas
[29,130]. Assim, volume, numero de particulas e energia interna sdo extensivas enquanto
que temperatura, pressao e potencial quimico sao intensivas. Note-se que a razao entre
duas grandezas extensivas é intensiva, por exemplo, a densidade de particulas por unidade
de volume.

Vamos agora introduzir o conceito de limite termodindmico. Sejam V o volume do
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N
sistema, n = v a densidade e B uma grandeza eztensiva tal qu

lim B =b (3.64)
V
n finito
em que o limite é tomado fazendo o volume do sistema ir a infinito mantendo a densidade
fixa. Se b, a densidade de B, ¢ finita diz-se que existe o limite termodinamico, caso
contrario, o limite termodinamico nao existe [14,30]. A existéncia do limite termodinamico
significa que as propriedades termodindmicas independem do tamanho do sistema; um
sistema fisico pode ser estavel ainda que o limite termodinamico nao seja atingido.

A existéncia do limite termodindmico depende da dimensionalidade do espaco,
do alcance das forcas entre os constituintes, de se ha efeitos de blindagem, tal como no
eletromagnetismo, e de efeitos quanticos, como o Principio de Exclusao de Pauli. Provar
que o limite termodindmico existe para um sistema qualquer é, pois, tarefa bastante ardua.

Contudo, Dyson e Lenard [34] provaram sua existéncia assumindo que:
e O sistema seja globalmente neutro;
e A energia cinética seja dada pela mecéanica quantica;
e Ao menos um dos tipos de carga, positiva ou negativa, seja carregada por férmions.

Conforme ja discutido, usualmente basta conhecer algumas grandezas termodindmicas
para se determinar o estado termodinamico do sistema; pode-se, entao, construir um
diagrama de fases. Para entender um diagrama de fases, considere um diagrama tipico

como o da Figura

ponto critico

solido

ponto triplo

Y

Figura 4 — Digrama de fases tipico.

12 B pode depender de um ntmero qualquer de variaveis, tanto extensivas quanto intensivas; en-

tretanto, sua densidade é funcao apenas de grandezas intensivas, incluindo razdes entre grandezas
extensivas. Por isso ndo foi indicada a dependéncia de B; contudo, por exemplo, pode-se pensar em
B=B(T,V;N)eb=>b(T,n).
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As regioes em que a densidade de energia livre tomada no limite termodinamico
sao analiticas definem as fases termodindmicas do sistema em questao; as linhas cor-
respondem a regioes de nao—analicidade e “encerram” as fases. Variando os parametros
que definem os eixos, definem-se trajetorias no diagrama de fases, as quais representam
processos a que o sistema é submetido. Diz-se que o sistema passa por (ou sofre) uma
transicao de fase durante um processo sempre que a trajetoria correspondente atravessa
alguma das linhas que delimitam as fases [14]. Como salientado pelas Refs. [14,30], a
descricao matemdtica das transicoes de fase apenas pode ser obtida tomando o limite ter-
modinamicop—_g]; obviamente, um sistema fisico real nao precisa ter um nimero infinito de
particulas para admitir transi¢oes de fase: a dgua em um copo pode congelar ou evaporar.
A leitura de um diagrama de fases é simples: se um ponto estd em uma das fases, significa
que o sistema em equilibrio se encontra naquela fase para os valores dos parametros que
definem o ponto.

Voltando ao diagrama da Figura [d] perceba-se que a linha entre as fases gasosa e
liquida termina num ponto chamado ponto critico. Este ponto define uma pressao critica
e uma temperatura critica, a partir da qual o sistema se encontra na fase gasosa para
qualquer pressao. Note-se que é possivel escolher uma trajetoria contornando o ponto
critico que leve o sistema da fase liquida para a gasosa sem cruzar uma das linhas do
diagrama, enquanto que isso é impossivel ao passar das fases liquida ou gasosa para a
solida. Isso significa que a fase solida se distingue muito bem das demais, enquanto que
nao se pode distinguir claramente a fase liquida da fase gasosa.

Como ja dito, as transicoes de fase sao identificadas por nao—analicidade da energia

livre; a partir disso, elas sao classificadas em [14]:

e Transicao de fase de 1* ordem: ao menos alguma das primeiras derivadas da

energia livre é descontinua.

e Transicao de fase continua: todas as primeiras derivadas da energia livre sao

continuas.

Uma classificacao mais antiga proposta por Ehrenfest é baseada na ordem da derivada
da energia livre que é descontinua; assim, quando a descontinuidade estd na primeira
derivada, a transicao é dita de 1* ordem, quando estd na segunda, a transicao é de 2*
ordem e assim sucessivamente.

No diagrama da Figura[d] as linhas que separam as fases definem transigoes de 1*
ordem, portanto, ao longo delas ambas as fases coexistem em equilibrio; por isso, essas
linhas sao chamadas linhas de coexisténcia. Outro ponto notavel neste diagrama é o ponto
triplo, determinado pelo encontro das linhas que separam as fases, o que define valores de

temperatura e de pressao para os quais as trés fases coexistem.

13 Na verdade, transicoes de fase & temperatura nula ndo requerem o limite termodindmico; neste caso,

a ndo-analicidade é obtida pelo limite 8 — oo em vez de N — oo [14].
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3.2.2 Parametro de ordem e Quebra de Simetria

E esclarecedor utilizar como exemplo a transicdo entre as fases paramagnética e
ferromagnética de um ima para introduzir o conceito de pardmetro de ordem. Como bem
sabido, a temperaturas suficientemente altas, um ima s6 é magnetizado na presenca de
um campo magnético externo; isso significa que a magnetizacao ¢ nula quando o campo
magnético é nulo. Por outro lado, abaixo de uma certa temparatura chamada temperatura
critica 0 Tma apresenta uma magnetizacao mesmo na auséncia de campo externo, por
isso, a magnetizagao ¢ dita espontanea. Um parametro de ordem é uma quantidade
termodinamica que, tal como a magnetizacao, é nao nula em apenas uma possiveis fases
do sistema [14].

O conceito de parametro de ordem tem forte relacao com as propriedades de si-
metria do estado termodinamico [13,/14]. Voltemos ao ima na auséncia de campo externo
como exemplo. A altas temperaturas, o sistema — tal qual o proprio hamiltoniano — possui
o grupo de rotagoes em trés dimensoes como grupo de simetriaﬁ A altas temperaturas,
o vetor magnetizacao (média espacial sobre os momentos de dipolo magnético) é nulo.
A baixas temperaturas, o vetor magnetizacao torna-se nao nulo, sendo invariante apenas
sob rotacoes em torno do eixo por ele definido; ou seja, o sistema passa a ser invariante
sob um subgrupo do grupo de simetria do hamiltoniano. Diz-se, entao, que houve uma
quebra de simetria. Isso é referido como quebra espontinea de simetria, para distinguir
do caso em que a magnetizacao é imposta pela presenca de campo externo. Contudo, é
bom ter em mente que o proprio hamiltoniano na presenca do campo ndo é invariante
sob rotacoes tridimensionais.

A quebra espontanea de simetria ocorre de um modo geral. Comumente, o sistema
na fase a temperaturas mais altas possui o mesmo grupo de simetria que o hamiltoniano
e operadores que nao sejam invariantes sob tal grupo possuem valores termodinamicos
necessariamente nulos; a baixas temperaturas o sistema ¢ invariante sob algum subgrupo
e um operador pode se tornar invariante sob esse subgrupo, de modo a possibilitar que
seu valor médio termodinamico seja ndo nulo [13].

Por fim, é importante comentar que o parametro de ordem permite classificar uma
dada transi¢ao de fase. Quando o grafico do parametro de ordem versus a temperatura
apresenta uma descontinuidade, a transicao é de primeira ordem; quando nao, a transicao
¢ continua. A temperatura em que isso ocorre é chamada temperatura critica e usualmente

denotada por T..

14 Para um sistema cuja evolucdo ¢ dada por uma hamiltoniana, o grupo de simetria é o conjunto de

transformagdes que deixam a agdo invariante; usualmente, esse conjunto possui as propriedades de
grupo.
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3.2.3 Potenciais termodinamicos e estabilidade

Como é bem sabido, pela Segunda Lei da Termodinamica, a entropia de um sistema
termodinamico isolado nao pode decresceﬂ Pela Primeira Lei da Termodinamica, a
variacao da energia interna AU de um sistema termodinamico é a soma entre a quantidade
de calor @) por ele recebido e o trabalho mecanico W,,; que o ambiente exerce sobre ele.
Tendo isso em mente, procuraremos descrever a condicao de equilibrio termodinamico em
termos de potenciais termodinamicos, em vez da entropia, seguindo [30].

Considere um sistema S com volume constante em contato térmico com um re-
servatorio R a temperatura T e potencial quimico ,u(’"), mantidos constantes, através
de uma parede fixa, permeével e que permite troca de calor (diatérmica). O sistema em
conjunto com o reservatorio é isolado; portanto, a soma entre as entropias do sistema e

do reservatorio ndo decresce:
ASyy = AS + AS™ >0 (3.65)

Usaremos o indice r para designar valores das variaveis referentes ao reservatorio, as
grandezas sem indice referem-se ao sistema.

Se S recebe uma quantidade de calor ) de R:

Q

(r) — _
ASY = 0

(3.66)

pois a temperatura do reservatério nao muda; como o volume do sistema é fixo, a Primeira
Lei fornece:
AU =Q + W = Q + AN (3.67)

Substituindo (3.66) e (3.67) em (3.65]), escreve-se:

— M
i _AS_ AU — u\" AN _ 1
T(r) () T(r)

AStot == AS -

AU -T"S - uN) >0

AU -TOS - uIN) <0 (3.68)

Por outro lado, quando o equilibrio térmico entre o sistema e o reservatorio é
estabelecido, a temperatura 7" e o potencial quimico p do sistema se igualam aos do
reservatorio; poranto, no equilibrio térmico, a condi¢ao de estabilidade (3.68]) ¢ expressa

inteiramente em funcao de varidveis referentes ao sistema:

AU =TS — uN) <0 (3.69)

15 Um sistema é dito isolado se ndo troca nem particulas nem energia com o ambiente ao redor, seja

em forma de trabalho ou de calor; um sistema isolado ndo interage com o ambiente. Um sistema
fechado troca energia, mas nao particulas e um sistema aberto pode trocar tanto particulas quanto
energia.



Capitulo 8. Teoria qudntica de campos a temperatura finita, fendmenos criticos e dindmica de néo

equilibrio 35

Mas, por , reconhece-se que a quantidade entre parénteses é o grande potencial
termodinamico J. Portanto, estando fizos o potencial quimico e a temperatura do reser-
vatorio, conclui-se que o sistema atinge o equilibrio termodindmico minimizando o grande
potencial. Se desde o inicio tivéssemos assumido que a parede (fixa) fosse impermeavel,

teriamos AN = 0 e chegariamos a
AU-TS)<0 (3.70)

Portanto, concluiriamos que o equilibrio termodindamico € atingido minimizando a energia
livre de Helmholtz.

A relagao entre o equilibrio termodinamico e a minimizacao desses potenciais ter-
modinamicos fornece uma clara intepretacao fisica para como o sistema atinge o equili-
briﬂ Para tal, vale salientar que usualmente se tem controle sobre alguns parametros
ditos externos tais como volume e campos eletromagnéticoﬂ O ajuste desses parametros
determina os potenciais termodinamicos; entao, fixados os parametros externos, o sistema
em equilibrio exibird pardmetros internos — usualmente sao parametros de ordem, como
a magnetizacao — de forma a minimizar o potencial termodindmico em questao.

Essa intepretagao permite reexpressar as condic¢oes de estabilidade deduzidas acima
do seguinte modo: o wvalor de qualquer parametro interno livre dos vinculos termodind-
micos € tal que o grande potencial ou a energia lwre de Helmholtz — a depender da con-
figuracao implementada — € minimizado(a) |29]. Como exemplo, considere um sistema
magnético em que o experimental possui controle sobre a temperatura e o campo ﬁ; no
equilibrio termodinamico, a magnetizagao assume um valor que minimiza a energia livre
de Gibbs.

Por fim, obtenhamos uma intuigao fisica de por que ocorre a quebra espontanea
de simetria tendo em mente que a energia livre de Helmholtz é minima no equilibrio
termodinamico. A energia livre de Helmholtz é dada por — ver Eq. (3.3):

F(T,V,N)=U—TS (3.71)

Para temperaturas altas o suficiente, a energia livre é minimizada com o aumento da
entropia; assim, geralmente altas temperaturas favorecem fases com a mesma simetria
que o hamiltoniano. Por outro lado, para temperaturas demasiadamente baixas, a energia
interna torna-se mais importante que o termo 7S, sendo suficiente minimizar a energia
interna; usualmente o estado que minimiza a energia interna para temperaturas muito
baixas possui menos simetria que o hamiltoniano. Portanto, em casos tipicos, é de se

esperar que ocorra a quebra espontanea de simetria.
16

Aqui, apenas mostramos que a energia livre de Helmholtz e o grande potencial sdo minimos no
equilibrio termodinamico; contudo, [29] mostra que o mesmo é vélido para os demais potenciais

termodinémicos.

1T Deve-se ressaltar que os campos elétrico E e magnético B ndo sio controlaveis pelo experimental,

pois este depende das correntes livres e dos momentos de dipolo magnético no material e aquele
depende tanto das cargas livres como das ligadas. O que se controla sao os campos D e H, que
dependem apenas das cargas livres e das correntes livres respectivamente.
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3.2.4 Teoria de Landau

Nesta subsecao, a Teoria de Landau para transicoes de fase continuas sera breve-
mente descrita seguindo a Ref. [14]. Inicialmente serd apresentada de um ponto de vista
fenomenolégico e, em seguida, sera relacionada com a mecanica estatistica.

A teoria postula uma fungdo, da temperatura 7', dos parametros {z;} que definem
o hamiltoniano do sistemd¥ e do(s) parametro(s) de ordem, chamada energia livre de
Landau ou funcional de Landau (caso os parametros de ordem dependam da posi¢ao), que
sera denotado por F7, e possui dimensao de energia. Assume-se que o estado de equilibrio
termodinamico corresponde a um minimo global de Fj com respeito ao(s) parametro(s)
de ordem@ e que as funcoes termodinamicas podem ser obtidas diferenciando F7, como
se fosse um potencial termodinamico.

A energia livre de Landau F}, é determinada pelas condicoes de que [13}/14]:
1. Fy, deve ser invariante sob o grupo de simetria da fase desordenadaf’}

2. Perto da temperatura critica, I, pode ser expandida em série de Taylor no para-
metro de ordem, que serd denotado por 7. Isso significa que F}, é funcao analitica

de n.

a) Para um sistema uniforme e de volume V, define-se a fungdo densidade de

energia livre de Landau (homogénea), 2 = Q(n) como:

Q

Fr ~—~
Vznz;ann (3.72)

em que os coeficientes a,, sao entendidos como pardmetros fenomenoldgicos que

dependem da temperatura e dos parametros que definem o hamiltoniano.

b) Para um sistema nao-homogéneo, a densidade de energia livre de Landau é
func¢ao do parametro de ordem 7(7) e de um numero finito de suas derivadas.
Usualmente, toma-se a expressao analitica mais simples para a dependéncia
nas derivadas e escreve-se:

F= [ {50 Oa0F + 2 ) | (5.73

em que o parametro v é uma funcao positiva que, proximo a temperatura cri-

tica, varia muito pouco com a temperatura e por isso é tomada como constante.

3. Proximo a temperatura critica, o parametro de ordem é nulo na fase desordenada

(usualmente logo acima da temperatura critica), enquanto seu valor é pequeno —

18
19

Por exemplo: volume, constantes de acoplamento, campos externos...
Por simplicidade, de agora em diante assumiremos que ha apenas um parametro de ordem, denotado
por 7.

20 A fase desordenada é aquela em que o parametro de ordem é nulo no equilibrio termodinamico.
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porém nao—nulo — na fase ordenada. Isso significa que F, deve ser minimizada por

17 =0 e n # 0 nas fases desordenada e ordenada respectivamente.

E importante comentar sobre a motivagao para essas condicoes.

A hipoétese de que o parametro de ordem minimiza a energia de Landau no equili-
brio termodinamico permite o uso das técnicas variacionais, o que simplifica o problema
e, por outro lado, é natural em termodinamica (no equilibrio, a entropia é méaxima e os
potenciais termodinamicos sdo minimos). Assim, pela Teoria de Landau, a configuragio

n(r) do parametro de ordem no equilibrio termodinamico é a solu¢ao da equagao

O FL[n]

on(r)
a qual nos referiremos por equagao de Ginzburg-Landau (GL); perceba que sua solugao
também depende dos mesmos parametros que Fp, ou seja, sua solugao é n (7, T, x;).

A condicao de que F}, seja invariante pelo grupo de simetria na fase desordenada é
entendida assumindo que a probabilidade P de a configuracao do parametro de ordem ser
uma dada fungdo n(7) é tal que: P oc exp (—BF[n(7)])PY} Assim, se na fase desordenada
o sistema ¢é invariante sob um certo grupo de simetria, a energia livre de Landau também
deve ser.

Proximo & temperatura critica, o parametro de ordem é proximo de zero (ele é nulo
na fase desordenada e torna-se ndo nulo, de forma continua, na fase ordenada). Assim,
geralmente basta tomar apenas os primeiros termos da expansao em (3.72]) — e que sejam
consistentes com a simetria.

A forma escolhida para o termo derivativo em ¢ motivada pelos sistemas
magnéticos, em que o parametro de ordem é a magnetizacao. Sabe-se que a origem
do magnetismo na matéria sao os momentos de dipolo magnético de seus atomos ou
fons constituintes, que sdo bastante afastados uns dos outros na escala microscopica (a
distancia entre dois A&tomos é muito maior que o tamanho de um deles)@ Entretanto, para
a descricao pratica de materiais magnéticos, é ttil dividir o sistema em varios blocos de
volume v e definir a magnetizagao M (') como sendo o momento de dipolo magnético médio
do bloco centrado em 7. Para que essa descri¢ao seja 1til o volume v deve ser grande na
escala microscopica (para conter nimero suficientemente grande de dipolos constituintes),
mas pequeno na escala macroscopica (para que os valores médios termodinamicos de cada
um dos momentos de dipolo do bloco nao se desviem muito do valor médio M (7)).

Se a magnetizacao varia bastante de um volume v para o volume adjacente, a

,

energia interna é maior do que se a magnetizacao variar pouco. Assim, hd um custo
21

Essa proporcionalidade serd bem estabelecida quando considerarmos a relacdo entre a funcao de
particao e a energia livre de Landau.

Apenas a interacado dipolo-dipolo ndo é suficiente para explicar o magnetismo na matéria. Por
exemplo, considerando apenas este tipo de interagao, a temperatura critica nao excederia 1 K; contudo,
a temperatura critica para o ferro é da ordem de 1000 K. Para descrever corretamente as propriedades
ferromagnéticas, deve-se considerar a intera¢do coulombiana entre os ions e a interagdo de troca, que
ocorre devido ao principio de exclusdo de Pauli [30].

22
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de energia para que a magnetizagao varie bastante entre blocos adjacentes e o termo
derivativo em considera esse custo, pois favorece configuracoes M () suaves para
minimizar a energia livre de Landau. Portanto, o termo derivativo considera efeitos de
tensao superficial e de formagao de paredes de dominio quando o sistema é nao-homogéneo.

De um modo geral, o procedimento de realizar médias locais sobre graus de liber-
dade microscopicos para obter uma descricao mecanico-estatistica mais simples em que
essas médias sao tratadas como os graus de liberdade microscopicos ¢ chamada coarse
graiming. O coarse graining pode ser implementando sistematicamente definindo os blo-
cos de modo que seu tamanho caracteristico [ seja muito maior que a distancia a tipica
entre os constituintes (por exemplo, o espacamento da rede em solidos) e menor que com-
primento de correla¢ao para a temperatura em questao f(T)@ e que [ seja da ordem de
&(7).

A energia livre de Landau introduz facilmente a classificagdo de um dado estado
termodinamico quanto a sua estabilidade. Um estado é dito estdvel se o parametro de
ordem corresponde a um minimo global (degenerado ou nao) de Fp, é dito mestaestdvel se
o parametro de ordem corresponde a um minimo Jlocal e é instdvel se o valor do parametro
fornece um mdzimo de Fr. Se um estado corresponde a um minimo local, as flutuacoes
térmicas — se intensas o suficiente — podem fazer com que o sistema decaia para um
estado estavel. Neste caso, diz-se que o sistema ¢é instavel quanto as flutuacoes térmicas,
que podem induzir uma transicao de fase.

Examinando a energia livre de Landau em funcao do parametro de ordem & medida
que se variam os parametros externos, pode-se inferir a ordem da transicao de fase que
ocorre. Para isso, consideremos as sucessoes a) e b) de graficos da energia livre de Landau
em funcao do parametro de ordem 7 esbocados na Figura [5| para diferentes valores dos
parametros externos (como a temperatura, por exemplo).

Em todos os esbogos, o valor do parametro de ordem que minimiza Fj, é desta-
cado com o ponto. A sucessao a) inicia numa configuragdo em que ha um estado estavel
(representado pelo valor negativo de 1), um metaestavel (que corresponde a um valor
positivo de ) e um estado instavel quando 1 é nulo — configuracido I. A medida que os
parametros externos sao alterados, ocasionalmente o sistema passa para a configuragao
II, em que o estado instavel se manteve, mas o que era metaestavel teve sua energia livre
reduzida e passou a ser estavel, de forma que ha mais de um estado estavel. Finalmente,
na configuragao I11, esse segundo estado possui energia mais reduzida ainda e passa a ser
o Unico estado estavel. Assim, vé-se que o valor de 1 no equilibrio termodinamico é fun-
¢ao descontinua dos parametros externos; portanto, a sucessao a) descreve uma transicao

de primeira ordem e n pode ser identificado como o parametro de ordem da transigéo@

23 O comprimento de correlacdo é a distancia tipica até a qual os graus de liberdade estdo correlacio-

nados.
Tal como esté esbogado, 1 ndo é nulo em nenhuma das fases; entretanto, pode-se construir um
verdadeiro pardmetro de ordem a partir dele redefinindo o zero de 7.

24
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Figura 5 — Energia livre de Landau F, em fungdao do parametro de ordem n para duas
sucessoes dos parametros externos. A sucessao a) indica uma transigdo de
primeira ordem, enquanto que a b) indica uma transi¢do continua. Figura
adaptada da Ref. [14]

Note-se a coexisténcia das fases (caracterizadas pelo valor de n) devido aos estados me-
taestéveiﬂ Apesar de nao indicado na figura, usualmente existem configuragoes em que
h& apenas um estado estavel (n > 0 ou n < 0) e nenhum metaestavel; assim, essas trés
configuragoes sao vistas como intermediarias.

A sucessdo b) inicia numa configuragdo em que hé apenas um minimo global e
a concavidade é positiva (aqui, em 1 = 0) — configuragdo 1. Variando de determinada
maneira os parametros externos, chega-se a configuragao 2 em que 1 = 0 ainda é o minimo
global, mas a concavidade é nula. Finalmente, na configuracao 3, o estado n = 0 passa a
ser instavel (concavidade negativa) e tem-se mais de um estado estével, ocorreu a quebra
espontanea de simetria. Em toda a sequéncia, note-se que nao hd estados metaestdveis;
portanto, ndao ha coexisténcia de fases. Além disso, como a concavidade do estado de
minimo chega a ser nula, o parametro de ordem varia continuamente de zero até¢ um
dos valores que minimizam a energia livre na configuragdo 3. Portanto, a sucessao b)
descreve uma transi¢ao continua e n pode ser identificado como um parametro de ordem
da transicao.

Para obter um melhor entendimento sobre a energia livre de Landau, ¢é interessante
relaciona-la com a funcao de particao da mecanica estatistica. Para isso, lembramos que
a funcao de particao Z é obtida considerando todas as configuracoes possiveis dos graus

de liberdade microscépicos, ou seja, considerando a probabilidade de o sistema estar em

25 Ao colocar uma porcao de agua para ferver, vocé constatara que em algum momento comecam-se a

formar bolhas de vapor de agua, indicando a coexisténcia de fases e a metaestabilidade.



Capitulo 8. Teoria qudntica de campos a temperatura finita, fendmenos criticos e dindmica de néo

equilibrio 40

cada um dos microestados a ele acessiveis — ver Subsecao[3.1.2l Por outro lado, dada uma
configuracao do parametro de ordem, ha varios microestados com ele compativeis. Assim,
a energia livre de Landau pode ser formalmente definida por:

exp (=AFLn(r)]) = Tr _[exp(=FH(0,))] (3.75)

(oo

em que o; denota os graus de liberdade microscopicos e o simbolo  Tr  significa que
{oi}—mn(7)
apenas os microestados compativeis com a configuracio n(7) sao considerados.
Seja C(n(7)) o conjunto de todos os microestados incompativeis com uma dada

configuragao n(r). A funcdo de parti¢do pode ser expressa como:

Z = Tr[exp(—ﬁH(ai))}: Tr { Tr [GXP(—BH(UD)]}

{oiteC(n(™) | {oi}—n()
@-75)

D1 Jew (-5 )]

em que primeiro soma-se sobre todas os microestados compativeis com 7n(r) e, entdo,
soma-se sobre todos os microestados incompativeis; note-se que essa soma varre todos os
microestados possiveis. Notando que um dado microestado é compativel com uma tnica
configuracao do parametro de ordem, vé-se que Z pode ser expresso como uma soma sobre

todas as configuragoes possiveis para o parametro de ordem, o que é escrito como:

Z= [ D) exp (- 5L () (3.76)

Esta ultima expressao permite interpretar

~ e (= 67 ) )

como a probabiliade de o sistema estar na configuragao n(7); por isso, a energia livre de
Landau F, também é chamada hamiltoniana efetiva.

Por fim, vale ressaltar que a Teoria de Landau é uma teoria de campo médio, pois
seus graus de liberdade (n(7)) interagem com a média de outros graus de liberdade — a
descricao tedrica é feita mais simples considerando uma média sobre alguns graus de liber-
dade suficientemente correlacionados (pequeno efeito das flutuagées). Portanto, a teoria

perde aplicabilidade quando as flutuagoes termodinamicas tornam-se muito importantes.

3.3 Sistemas fora do equilibrio

Nesta secao sera apresentada uma descricao de como o sistema ligeiramente fora
do equilibrio evolui no tempo até atingir novo estado de equilibrio, o que é chamado
termalizacao. No caso estatico descrito logo acima, foi 1til argumentar em termos do

parametro de ordem 7(7), obtido pelo procedimento de coarse-grainig, e da energia livre
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de Landau F; manteremos esses conceitos e, entao, descreveremos a evolucao temporal
do parametro de ordem 7 = 7(t,7) durante a termalizacao seguindo as Refs. [13,/14].

Se o sistema descrito pela configuragdo n = A(7) do parametro de ordem esta
ligeiramente fora do equilibrio, entdo A\(7) nGo minimiza F, mas corresponde a um ponto
proximo do minimo. A evolucao do parametro de ordem durante a termalizacdo, o que
é chamado de relazac¢ao do parametro de ordem, deve ser tal que n(t,7) tenda a uma
configuracao de equilibrio estével no limite em que t — oo.

Por razoes fenomenologicas, usualmente ¢ feita a hipotese de que a variacao tem-
poral do parametro de ordem ¢é proporcional ao desvio em relacao ao equilibrio — hipdtese
da resposta linear. Com isso, a evolucao temporal do parametro de ordem é dada pela

equacdo de Ginzburg-Landau dependente do tempo (equagao GLTD):

On(t,r) _  OF[n]
ot n(t, ™)

(3.77)

em que o parametro I', introduzido fenomenologicamente, é assumido pouco sensivel &
temperatura e independente de 7. Na equagao, [' lembra uma constante de decaimento,
sendo inversamente proporcional a rapidez com que a transicao ocorre.

A equacao pode ter como solugdo uma configuragao n(7) que corresponde a
um estado metaestavel (minimo local de F), a depender da condigao inicial do problema.
Para garantir que a solugdo seja um estado estavel (minimo global), os efeitos aleatérios
dos graus de liberdade sobre os quais tomou-se uma média para definir n(7) devem ser
levados em conta. Esses efeitos sao entendidos como flutuacoes térmicas que, ocasional-
mente, podem afastar o sistema de um minimo local de forma a solucao corresponder a
um estado estavel; eles sao modelados através de um termo de ruido £(t,7) que assume
valores aleatorios e independentes uns dos outros para cada posicao e instante de tempo.

Escolhe-se o termo de ruido de modo que uma média sobre realizacoes de ruido,

(---),, corresponda a uma média sobre um ensemble de equilibrio:
<£(t,F)>T = O e <€(t1,7_"1)f(t2,772)>r == 2FkBT5 (tl —tg)(S(??l —772) (378)

em que \/m é intensidade do ruido; de fato, é intuitivo que a intensidade do ruido
cresca com a temperatura. O termo de ruido é chamado gaussiano e branco porque
essas relacoes podem ser obtidas definindo-se uma distribuicao de probabilidades sobre
o espacgo das fungoes de ruido que é gaussiana com variancia (2['kgT'), o que garante a
equivaléncia entre as médias sobre os ruidos e sobre o ensemble de equilibrio.
Levando-se em conta as flutuacoes térmicas implementadas pelo termo de ruido,
chega-se a equacgao que de fato descreve a dinamica da evolucao temporal do parametro

de ordem durante a termalizacao:

ot on(t, 7)

+&(8,7) (3.79)
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que também é referida como equacao de Ginzburg-Landau dependente do tempo ou como
equagao de Ginzburg-Landau-Langevin — equacao GLL. Mostra-se [14] que a equagao
GLL em que o termo de ruido satisfaz estd associada com uma distribuicao
de probabilidade que varia no tempo segundo a equagao de Fokker-Planck e que fornece
a distribuicao de Boltzmann definida pelo hamiltoniano de Landau no limite ¢ — oo.
Tendo motivado a descricao da dinamica de termalizacao, passaremos a descricao
dos processos fisicos de nucleacao e decomposicao espinodal. Quando se submete o sis-
tema a uma varia¢ao brusca de algum parametro externo — o que é chamado quench do
parametro externo, esses dois sao os principais processos pelo qual um sistema homogéneo
torna-se nao homogéneo através da formacao de paredes de dominio quando o equilibrio

¢ reestabelecido apés um quench.

3.3.1 Nucleacao e decomposicao espinodal

Para facilitar o entendimento do processo de nucleacao, é 1til considerar o bem
conhecido modelo de Ising para sistemas magnéticos. A Figura [0 mostra o diagrama de
fases no plano H — T para o modelo de Ising. Abaixo da temperatura critica T, o sistema
sofre uma transicao de fase de primeira ordem quando se inverte o sentido do campo H;
na linha definida por H = 0 e T" < T,, tanto a fase com magnetizacao positiva quanto
a com magnetizacao negativa sao estaveis. Os graficos esbocados representam a energia
livre de Landau em fun¢ao do parametro de ordem representado por ¢ (que, no caso do

modelo de Ising, é a magnetizacdo M) para cada regiao do diagrama de fases.
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Figura 6 — Diagrama de fases para o modelo de Ising no plano H —7T'. As curvas esbogadas
representam o padrao da energia livre de landau em cada regiao do diagrama.
Figura adaptada da Ref. |13]
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Na regido acima (abaixo) da linha pontilhada em que H é positivo (negativo), o
estado de equilibrio — minimo global — é caracterizado por valores positivos (negativos)
do parametro ¢. Na regiao I, ha um estado estdvel e um metaestavel caracterizados,
respectivamente, por valores positivos e negativos de ¢; enquanto que, na regiao I, o
estavel é caracterizado por ¢ < 0 e o metaestavel por ¢ > 0. Como ha estados metaestaveis
apenas na regiao do diagrama de fases delimitada pelas linhas pontilhadas, estas sao
chamadas limiles de metaestabilidade.

Suponha-se que o sistema inicialmente se encontra num ponto da regiao II em
que o estado de equilibrio é caracterizado por uma magnetizacao homogénea com valor
0o < 0 e, entao, o sentido do campo H é bruscamente alterado de forma que os estados
caracterizados pelas configuracoes homogéneas de magnetizacao com valores ¢4 < 0 e
¢p > 0 sejam, respectivamente, metaestavel e estavel. Logo apos o quench, a energia livre
é completamente alterada, enquanto que o parametro de ordem possui o mesmo valor ¢
que antes do quench e, entao, relaxa para o valor ¢ proximo de ¢g. Caso nao houvessem
flutuagoes termodinamicas, o sistema ficaria na configuracao ¢, indefinidamente.

Entretanto, as flutuacoes termodinamicas geram regioes de diversos tamanhos com
valores do parametro de ordem muito préoximos ao valor ¢ do estado estavel; em outros
termos, as flutuacoes formam bolhas da fase estavel num “mar” da fase metaestavel. Neste
caso, o sistema pode se tornar ndo homogéneo (com regides com a fase caracterizada por
¢4 distintas das caracterizadas por ¢p) apenas quando ocorrem flutuagoes termodinami-
cas suficientemente intesas, o que é conhecido como nucleacdo homogénea.

A relagao entre as flutuagoes e a quebra (ou nao) da homogeneidade é entendida
do seguinte modo: o sistema se mantém homogéneo com parametro dado por ¢4 desde
que todas as bolhas da fase de equilibrio sejam tao pequenas que a redugao da energia
livre devido ao interior de cada uma — bulk free energy — nao compense o custo energético,
dado pela energia livre superficial, para a formacao das bolhas. Neste caso, as bolhas
colapsariam e o sistema permaneceria homogéneo. Por outro lado, caso haja bolhas
grandes o suficiente, o sistema tera energia livre reduzida favorecendo o crescimento dessas
bolhas. Com o tempo, verificam-se dominios contendo apenas uma das fases.

Consideremos a diferenca de energia livre AF, do sistema quando se compara um
estado com uma bolha de raio R a um estado sem bolha alguma. Sendo o a energia livre

por unidade de area e €0 a energia livre por unidade de volume, tem-se:

4
AFy = 4roR* — §7r£233 (3.80)

~ L, . o , . Ly
vé-se que essa expressao apresenta um maximo para R, = o dueé chamado raio critico.
Assim, bolhas com raio inferior (superior) ao raio critico colapsam (crescem), dando
origem a nucleacao. Contudo, é possivel que ¢ =0, a depender do ponto no espaco de

fase; nesse caso, bolhas de todos os tamanhos crescerao, o que déa origem a decomposi¢ao
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espinodal. Note-se que em ambos os processos o sistema torna-se mais estavel admitindo
nao uniformidade no parametro de ordem.

Por fim, convém salientar que, de um modo geral, a dinamica associada ao para-
metro de ordem é mais lenta quando a termalizagao ocorre através da nucleacao do que
quando ocorre por decomposicao espinodal; isso ocorre porque na decomposicao espinodal
bolhas de todos os tamanhos contribuem para a formacao da nova fase, enquanto que na
nuclecao nao. Outro aspecto importante para a velocidade da termalizacao é o fato de
se o parametro de ordem é conservado (como uma densidade de cargas) ou nao (como é
o caso da magnetizacao) [35|; quando o parametro é conservado, apenas flutuagdes con-
sistentes com a lei de conservagao contribuem para a dindmica (as nao consistentes nao
existem) e, portanto, a dindmica associada a parametros conservados é mais lenta do que
a de parametros nao-conservados, pois nao ha restricoes sobre as flutuacoes neste iltimo
€aso.

Ocasionalmente, o sistema pode ser descrito por mais de um parametro de ordem
de forma que nao haja como dissociar suas dinamicas (a equacao torna-se um
sistema de equagoes acopladas — uma para cada parametro). Neste caso, diz-se que os
parametros de ordem estao acoplados e isso pode alterar a velocidade da termalizacao; em
particular, a dinAmica de um parametro de ordem nao conservado é tornada mais lenta

quando ele é acoplado a um parametro conservado [35].

3.4 Parametros de Ordem para a QCD

Finalmente estamos em condicoes de introduzir os parametros de ordem que des-
crevem as transicoes de fase quiral e de desconfinamento da QCD. Pelo exposto na Sub-
secao para que uma quantidade seja um parametro de ordem, ele deve ser capaz de
distinguir entre as fases em que ocorre a simetria e a em que a simetria é quebrada; para
tanto, basta que ele nao seja invariante pelo grupo da simetria espontaneamente quebrada
numa das fases, pois uma quantidade nao invariante sob a simetria deve ter valor nulo na
fase em que a simetria ocorre.

Para ilustrar a afirmacao feita acima, voltemos ao exemplo da transicao entre as
fases paramagnética e ferromagnética na auséncia de campo externo. Na fase desordenada,
paramagnética, que ocorre a altas temperaturas, o sistema apresenta simetria rotacional —
¢ invariante sob o gurpo O(3) — e a magnetizacao é nula; entretanto, abaixo da temperatura
de Curie, o sistema exibe magnetizagao nao-nula, de modo que ele é invariante apenas sob
rotagoes em torno do eixo determinado pelo vetor magnetizagao, ou seja, a simetria O(3)
¢ quebrada. Note-se que o vetor magnetizacao nao é invariante sob o grupo da simetria

quebrada.
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3.4.1 Transicao de fase quiral

Na Subsecao [2.2.1.2], mostramos para o caso de dois sabores que o termo de massa
dos férmions quebra explicitamente a simetria quiral; chega-se & mesma conclusao consi-
derando um ntimero Ny de sabores. Neste caso, define-se a transformagao global SU(Ny)

quiral de sabor:

Vi) = py(x) = UO)uve(x)
Yla) = vl(z) = vl@)U ), (3.81)
U@ =U0",-- 0% )5 = (exp[i0°T3s])
a=1,---,(Nj-1) G k=1, N;

em que (x) é um espinor de Dirac que descreve o sabor k, {T°} sao os geradores do
grupo SU(Ny) e {6*} sdo contantes reais que definem a transformagao U(6),y.

Tal como antes, mostra-se que o produto

b()i(2) (3.82)
nao é invariante sob a transformacao . Pelo ja discutido, o valor termodinamico
desse observavel <$(m)¢(w)>ﬁ, chamado condensado quiral, pode ser escolhido como pa-
rametro de ordem para a transicao de fase quiral, ou seja, a transicao é entre uma fase
em que a simetria quiral é realizada e uma em que a simetria quiral é quebrada. O nome
condensado quiral vem da analogia feita com a teoria de supercondutividade comentada
na Secao como 0 VACUO nao carrega nem momento linear nem momento angular e
conserva, o numero fermidonico, um valor nao nulo para o valor esperado de vicuo de
Y(x)(x) é interpretado como uma colecao de férmions e anti-fermions correlacionados
com quiralidades opostas.

E importante ressaltar que a simetria quiral ¢ exata apenas no limite em que os
quarks nao sdo massivos; as massas dos quarks, mesmo que sejam baixas (caso dos quarks
leves) quebra ezplicitamente a simetria quiral (tal qual um campo magnético nao nulo
quebra a simetria O(3) em sistemas magnéticos). Quando se trabalha apenas com os
quarks mais leves, a simetria é aproximada; portanto, a transicao é entre uma fase com
simetria quebrada e uma fase com simetria aproximada e, portanto, o condensado quiral
nao assume valor nulo na fase em que a simetria é “restaurada”. Mesmo nao sendo um
parametro de ordem no sentido estrito, o condensado permite identificar e caracterizar

uma transicao de fase.

3.4.2 Transicao de desconfinamento

Como apresentado na Secao [2.1) o confinamento é expresso em termos dos graus
de liberdade de cor afirmando que os estados fisicos sao singletos de cor, ou seja, sao

invariantes por transformacoes de calibre de cor. Como nao é evidente qual é a simetria
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quebrada numa transi¢do entre as fases confinada e desconfinada, isso poderia (erronea-
mente) ser entendido como uma indicagdo de que a simetria de cor é quebrada na fase
desconfinada. Entretanto, a simetria de calibre local de cor é preservada mesmo na fase
desconfinada.

Nesta subsecao justificaremos a afirmagao adiantada na Secao de que o loop
de Polyakov ¢ um parametro de ordem bem definido para a transicao de fase de descon-
finamento no limite de quarks infinitamente pesados. Para que a dificuldade introduzida
pela ndo comutatividade do grupo SU(3) de cor nao obscureca a intepretagao do loop de
Polyakov, a argumentacao sera feita em termos de uma teorida de calibre U(1), seguindo
a Ref. |28].

A teoria de puro calibre U(1) é definida a partir da seguinte densidade lagrangiana:

1 174
L = — FuF" (3.83)
F, = 0,A,—08,A,

Na situa¢do em que ha uma distribuicao estdtica de cargas p(¥), tratada como um campo
de fundo (pois nao ha dinamica associada as cargas), pode-se mostrar [28] que a fungio

de particao é um funcional de p dado por:

21 = / DA, exp (—Sp) exp (2 /O Cr / dgxp(f)Ao(x)) (3.84)

em que ccp indica que a integracao funcional deve ser efetuada usando condigoes de

contorno periddicas nos campos A,

A, (2,0)=A,(Z,B) (3.85)

/ dr / P 7 FwrFw (3.86)

obtida de através da rotacdo de Wick (continuagao analitica para tempos imagina-

e Sg denota a acao euclidiana:

rios).
O loop de Polyakov surge naturalmente quando se considera uma distribuicao de
duas cargas pontuais

p(T) = 0(F = Tp) = 0(% = Ym) (3.87)
Substituindo (3.87)) em (3.84), encontra-se:

B B
Z(Zn, Gm) = /DAM exp (—Sg) exp {z/ dTAO(fn):| exp [—z/ dTAO(Q’m)} (3.88)
- 0 0
Introduzindo a seguinte defini¢ao para o loop de Polyakov (no caso abeliano):

L(#) = exp [@ /0 i dTAO(f)] (3.89)
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e a defini¢do do valor médio termodinamico (O[A,]),; para o observavel O[A,]:

| DA, exp (—Sg)O[A,]  [DA,exp(—Sg)O[A,]
(O[A]) 5 = = DA ep( 5 = v 7 =1 (3.90)

cep

chega-se a seguinte expressao para a funcao de particao de duas cargas estéticas:

2, ) = Zlp = 01 (L (&) L (5in)) (3.91)
Em particular, para apenas uma carga ¢ localizada em #, a funcao de particao é:
Z(7) = Z[p = O}<L (:E)>B (3.92)
A energia livre do vacuo Fj é definida do modo usual:
Fy = —% In (Z[p - 0]) (3.93)
A energia livre correspondente a apenas uma carga ¢, por (3.92)):
F,— Fy = —% In [<L (f)>ﬁ} (3.94)

e a energia livre de um par carga-anticarga é, por (3.91)):
1 — —
Fy=Fo=—5n (L (@) LY (G)) 5| (3.95)

o que permite escrever a fungao de correlagao entre dois loops (e, portanto, entre a carga

e a anticarga) da seguinte forma:

(L (@) L' (§in)) ; = exp [ B (Fyg — Fo)] (3.96)

As conclusoes aqui obtidas valem para o caso em que o grupo de calibre é SU(N,);

com a ressalva de que o loop de Polyakov passa a ser definido por:

L) = Texp [z /0 BdTAO(f,T)}
o) Trcgé(f)]

em que 7 denota o ordenamento temporal definido por . Portanto, de agora em
diante, estaremos interessados no caso nao-abeliano; em particular, quando o grupo de
simetria de calibre é SU(3).

Resta ainda determinar a simetria que deve ser espotaneamente quebrada na tran-
sicao. Pelo ja discutido, deve-se procurar por uma transformacao que deixe a acao in-

variante, mas que altere o loop de Polyakov. De fato, ja sabemos que as transformacoes

locais de calibre definidas em por (2.4) e (2.5)):

T Al(x) = T Al (x) = [U(x)] T AL (x) [U(ﬂi)]_l—é[aﬂU(I)] U@)]™" (3.97)
U(x) = exp[—iT"0%(x)]
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deixam a ac¢ado invariante e transforma o loop de Polyakov da seguinte forma:
» ﬁ 1 ﬁ =
O(7) = o) = FTr[U(, 0)L(H)UY(Z, B)] (3.98)
C
que, em geral, nao é invariante. Entretanto, a transformagao de simetria que desejamos
deve manter inalterada a condigdo de contorno periodica dos campos A} no calculo da
funcao de particao. Transformagcoes de calibre periddicas, definidas por U(Z,0) = U(Z, ),
deixam ¢(Z) invariante — como se vé por ([3.98)) — e, portanto, nao servem para identificar
a transicao de desconfinamento.
Pelas transformacoes (3.97)) e (3.98), vé-se que as transformacoes calibre de tais

que:

2
UNZ, 7+ p)=2U"(Z,7); z=exp [Z ;\Tfn

C

} In, € Z(Ng) (3.99)

em que 1y, denota a matriz identidade formam um grupo, deixam os campos de calibre

invariantes, mas alteram o loop de Polyakov:

O(7) = ¢(7) = 2¢(Z) (3.100)

O grupo Z(N,) é chamado centro do grupo de calibre SU(N..) e é definido como sendo o
subgrupo de SU(N,) em que todos os elementos comutam entre si. Portanto, Z(N,) é o
grupo de simetria de que precisavamos: ele deixa a teoria & temperatura finita invariante,
mas altera ¢. Dessa forma, ¢ é um parametro de ordem bem definido (no limite de quarks
infinitamente pesados).

A Eq. permite associar esse parametro de ordem com a transicao de des-
confinamento. Por ela, vé-se que quando <L (17)>ﬁ = 0 a energia livre correspondente a
apenas um quark é infinitamente superior a do vacuo, enquanto que para <L (:z_:')>5 =1
ambas as energias tornam-se iguais. Essa observacao permite identificar <L (f)>5 =0
com a fase confinada.

Para determinar qual das duas fases é mais simétrica, basta notar que, na fase
com a simetria exata, deve-se ter ¢ = 0, o que identifica a fase confinada; portanto,
a fase em que a simetria é espontaneamente quebrada corresponde a fase desconfinada.
E importante ressaltar que cilculos na rede de QCD pura (sem quarks) mostram uma
transigdo de fase associada ao desconfinamento usando o loop de Polyakov |36]. Temos,
entao, um contra-exemplo em que a fase com maior simetria é estavel a temperaturas
mais baixas.

Deve-se comentar ainda que a simetria sob o grupo Z(N,) deixa de ser exata
quando quarks dinamicos sao incluidos. Isso ocorre porque os férmions se transformam
por U(Z,7) e, por (3.99), vé-se que a condi¢ao de contorno antiperiédica dos férmions
nao ¢ respetitada pela transformacao do centro do grupo, ou seja, os férmions quebram
explicitamente a simetria. Contudo calculos de QCD na rede incluindo férmions dinamicos
[8] mostram que o loop apresenta comportamento qualitativo semelhante com o aqui

discutido e, assim, pode ser usado como indicador da transicao de fase de desconfinamento.
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meeesssssssssssmmn CAPITULO 4 S —

TERMODINAMICA DE EQUILIBRIO E DE
NAO EQUILIBRIO DO MODELO PNJL

Tendo apresentado o modelo PNJL na Se¢ao agora sera calculada a correspon-
dente densidade grande potencial na aproximagao de campo médio. A partir disso, serao
obtidas as equacoes de gap — que descrevem os parametros de ordem no equilibrio termo-
dinamico — e as equacoes de Ginzburg-Landau-Langevin — que descrevem a dinamica de

nao equilirbio dos parametros de ordem.

4.1 Grande potencial para o modelo PNJL

Nesta secao, desejamos calcular o grande potencial na aproximagao de campo
médio para o modelo PNJL, cuja lagrangiana é — Eq. (2.15):

Lovm =0 (B -mo) v+ 5 [(B9) + Gins7)’] -t (B.0.7) (@)

Para tornar a derivacao mais simples, tomemos Ay = 0, ou seja, desconsideremos o loop
de Polyakov e, portanto, o termo U também é desconsiderado; mais adiante, serda argu-

mentado como o loop de Polyakov é devidamente reintroduzido. Neste caso, a densidade
lagrangiana torna-se a do modelo NJL — Eq. ((2.14):

Lnge = (00— mo) v+ 5 [(50)” + (Pins7)’] (4.2

em que () = {Y(z); A= (a,a,A), a=1,---,4; a=wu,d; A=r,g,b}; o sdo indices
de Dirac, a sao indices de sabor e A sao indices de cor.

Desta lagrangiana, encontra-se o momento 11, () canonicamente conjugado a ¥ (x),:

= s = (@) (1), = ()] (43)
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de forma que a densidade hamiltoniana é:
H = My (Oota) — Lnir
=ity (Dothn) — iy Dot — by Ot + mo) —
Gr, - o
-5 [@0)*+ (wwﬂ
M= b [t mo] 6= 5 [(00)" + (i) (4.4)
A seguinte transformacao global U(1):
U(x) = ¢ (z) = eP(x)
i) =M (@) = Pi(a)e
é uma simetria do sistema & qual é associada a densidade de corrente conservada

oL  &yYlx)  Si(w) oL e
00,9 (z)) b + sa 9(9,0t(x)) = P(z)7"Y(z)

cuja densidade de carga conservada é a densidade de nimero barionico:
7°(x) = Y1 (2)y () (4.5)

A grande funcao de particao é dada por

1) = wlou -] - f ]

= / Dwz,wnexp{—/oﬁd%[ A TwwH—w‘o}} (4.6)

¥a(0,8)=—¢u(B,%)

" (@) =

onde p é o potencial quimico associado a carga conservada (potencial quimico bari-
()nic. Como H néo é quadratica nos campos 1 e 11, a integral funcional em ([4.6) nao
¢ gaussiana e, portanto, nao pode ser integrada exatamente. No entanto, uma expressao
analitica para a grande funcao de particao pode ser obtida na aproximacgao de campo
médio, que consiste em desprezar termos de ordem quadratica na flutuacao em torno dos

seguintes valores médios termodinamicos:

=G (WP)(x),  7(x) =G W(@)insTi)), (4.7)

Mas 7 = 0 porque o hamiltoniano possui paridade bem definida e o operador ¥ (z)ivs 7t (z)

é impar. Assim, a aproximacao de campo médio consiste em:

_ o\ 2 o?
(Pv=G) = ) —2gdv+ gg =0
N — 72
(o= 5) = @it =2 - (Gineio) + o5 =0
=y =

1O potencial quimico barionico serd referido apenas por potencial quimico.
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2
- \2 g - o TS \2

(¢¢) ~ 25¢¢ e e (@/}17571/)) ~ 0 (4.8)

A densidade hamiltoniana na aproximacao de campo médio, Heyy, € obtida subs-

tituindo (4.8)) em (4.4)):
- G|.,o - o?
Hon = ¢ [y Ok +mo) ¢ — 5 {25@/} - @}
N . ka (72
= 1/’[—@7 k+m0_g}¢+ﬁ

2
: o
= o [—zvo'yk@k ++'M] ¢ + G (4.9)

em que foi introduzida a definicao para a massa constituinte M:
M=mg—o (4.10)

Usando (4.9) em (4.6) e omitindo por simplicidade de notagao a condi¢do de contorno
de antiperidicidade dos campos 1 e 1, a grande funcio de particdo na aproximacdo de

campo meédio é calculada a partir de:

B
Ecm(B, 1, V) = /D (Y5, 1n) exp {—/0 d*z [;0:0s + Hon — /“ﬁ:%]}

_ /D(sz’sz) exp (— /05 d4x{¢z [a"r — = i’YO’Vk@k +70M:|AB Vg + %}>

2 B
= exp [_BV;_G} /D (¥, ¥a) exp {—/0 d*aiy [0r — p— i7"y 0k +9°M] %}

em que na ultima expressao foi usado o fato de que ¢ é uniforme no equilibrio termodi-
namico; portanto, foﬁ d*xo? = BV o2
A partir da func¢ao de particao, é obtida a densidade de grande potencial calculada

na aproximacao de campo médio:

TJom (B, 1) = _BLV InZEcn (B, 1, V)

de onde, definindo Z

8
ZE/D(@/JX,%)GXP{—/ d'ay [0 — p—A° (ivkak—M)]ABws} (4.11)

0

escreve-se: )
o 1

B N/ (4.12)

Jom = 2G BV
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Por esta expressao, resta apenas calcular In Z para obter o grande potencial; para tal, é

conveniente expressar os campos em termos de suas Componentes de Fourier:

(@) = =TI ) i) = OIS
s (4.13)
o = (2n —; 1)

onde w, sao as frequéncias de Matsubara; o fator 2n + 1 é devido a condigao de antipe-

(4.14)

riodicidade ¥(0, %) = —¢(3,Z) e o fator (v/V)~! foi explicitado para que as componentes
de Fourier sejam adimensionais.

Designando por —&[¢T, 1] o expoente em ([4.11)), escreve-se:

B8
Wty = / Do (@) [0 — 11— 0 (i7°0) — M)] . ()

0

_ / d4mzzv —i(wn—wy)T 1(p (ﬂx

np nq
<5 (r, @) [(~iwn — 1) = 7° (7" (ip) — M)] 5 ¥s(n, D)
Usando 5
/0 e wn—wn)T g — Bon, € /‘/ei(ﬁ®'5d3* =Vizq

encontra-se

Zmnﬁ) — 1) +9° (Yep + M)] , Ye(n, )

Entad? escreve-se:
Z = /D (@ZL @EA) exp 4 = Y Ui(n, )8 [~ (iwn + 1) +7° (Yopr + M)] 5 e(n, p)

Esta expressao, apds a integracao sobre 1/;;‘ e @A, pode ser escrita como
Z =detD
em que D é a matriz dada pelos elementos:
D = B [~ (iwn + 1) +° (Y + M)] 5 00504,80n,m0 (4.15)

assim:

detD =[] HHdet{ — (i + 1) +9° (3B + M), }

A=r,g,b a=u,d n,p
NfXNC

— Hdet{ — (iwp, + ) +7° (fy’“pk+M)}aﬁ} (4.16)

2 Note-se que a transformada de Fourier é uma transformacao unitaria e, portanto, deixa a medida de

integracao funcional invariante.
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Portanto, escreve-se:

InZ — In(detD) = N;N, Zln (aet {8 [~ Gun + ) +° (+"pi+ M)] . })

NfNV/ Zln det{ [— (iwn + 12) +7° (vkpkvLM)}aﬁ}) (4.17)

em que tornou-se continua a soma sobre os momentos através de:
Z -V
2

Designando por T o logaritmo do determinante sobre os indices de Dirac nesta

ultima equacao, escreve-se:

T = In(det {8 [~(iwn + 1) +7° (Vi + M)] })

— In <det{6 (iwn + )" + (%) (VkkarM)”)

= [54(16’0 < — (iwn + )] 12 ?kak >]
—D;0; (M + (iw, + 1)) 12

= In[p'det ([M?* — (iw, + p)?] 1o + §°15) ]
~ In [54 (7" + M? = (iw, + u)Qﬂ

— 2 {52 [(iwn + p0)* = (p° + M?)] }

Da primeira para a segunda linha multiplicamos a matriz por 7°, pois det(7°) = 1; da
segunda para a terceira usamos a representagao (A.14)) para as matrizes de Dirac e da

terceira para a quarta linha usaram-se as seguintes relagoes:

oo 1
(p- 0)2 = DiPi0i0; = PiPig {o:,0;} = pipjdijla = P°1,

ATLXTL ann

det =det {(AD),,,, — (BC),.,} se [C,D]=0

C’I’LXTL nxn

esta ultima é demonstrada na Ref. [37]. Portanto:

dp .
InZ = Nchv/ e ;Qm (8% {(iwn + p)* — w2} wp = P2+ M2

Para efetuar o somatoério indicado acima, é conveniente reescrevé-lo de modo a

dependéncia em w, do logaritmando ser apenas em w?. Para isso, define-se:

InZ = Nchv/ (;ig) Alp) (4.18)
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Alp) =2 Y (B [(iwn + p)* — w?])

n=—oo

notando-se que w, = (2n + 1)/ é linear em n e que a soma é sobre todos os inteiros,

pode-se trocar n por —n num dos dois termos em A:

A(p)

A(p)

f: {In (8 [(Gwn + )" = wJ]) +In (87 [(—icon + )" = 7]) }

n=—oo

S { (5 (i -+ 07 — 2]) (82 [(=ia + 107 —2]))

n=—oo

> I {B* ([(iwn + ) (—iwn + p))* = @} [(iwn + 1) + (—iwn + 1)*] + wp) }

n=—oo
[e.9]

> i {pt (w2 + 07" — w2 202 + 27 + ) }

n=—oo
(e 9]

Z In {8* (wy + 2wip® + p* + wa,wi — 2w§,u2 + wf,)}
Z In {64 (

b+l 2422 + [ -]}

> {8t (wh o+ w [(wp+ 1) + (wp = )] + [ = 17]") }
S {5 (1 + oy ) 2+ (= )}
D7 I (8 [+ (w4 %)) + 0 (8 [+ (0 — )]}

substituindo a expressao acima em (4.18):

InZ = N;N,V /

[e.o]

(sﬂ];?, Z {In (B [w2+w?]) +In (B2 [w2 +w?])}; we=wptp

(4.19)

Por fim, o somatorio é calculado usando as seguintes identidades [7]:

In (B2 [wi + w2]) = In [(ﬁwn)Q + (ﬁw)ﬂ

= /(MZ ! d(y?) + In [(Bwn)® + 1]
= 1 (ﬁwn)2+y2 Yy n Wn,

[e.9]

1 1/1 1
z_:oo (2n+r D+ v (5 et 1) (4.20)

n—
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que fornecem:

> (Bw)? o
Z In (8% [w2 +w?]) = /1 Z md(gf) + Z In [(&un)z +1]

= : ” 5 oV + 1 Yy nzfool'l n

O segundo somatoério diverge, mas é independente de temperatura ou potencial
quimico; logo, sua contribuicao para o grande potencial é a de uma constante adtiva, o
que nao altera a termodinamica e pode, assim, ser desprezada; fazendo-o e resolvendo a
integral, escreve-se:

oo
Z In (8% [w2 4+ w?]) =pw+2In(1+e ) = [1+2In(1+e )] (4.21)
n=—o00
Portanto, obtém-se:

oo

Z {In (B? [w? + (w, + ,u)QD +In (8% [w2 + (wp — M)QD} =

n=—oo

= B (wp+ p)+2In (1 + e Pt 4 8 (w, — p)+2In (1 + e PCr ) -2 [1+ 2In (1 +e7')]

novamente, o ultimo termo na expressao acima é uma constante adtiva independente de
temperatura ou potencial quimico e pode ser desconsiderada, de modo que (4.19) é escrita

COImo.
3

InZ = 2N; N,V / Ly [ﬁwp +1In (1 + e—/ﬂwwﬁ) +1In (1 + e—ﬁw—f“ﬂ (4.22)

(27)
Substituindo (£.22)) em (1.12) e usando § =T~' ( h = ¢ = kg = 1 em unidades naturais),

chega-se a seguinte expressao para o grande potencial:

2

A 3 3
o d°p d°p _ B —
— 7 oN,N, | EP o oN/N,T —[1 (1 ﬁww) 1 (1 Bl m)]
Jom 5 ¥ /o (27r)3wp ¥ /(27r)3 n(l+e +In { I+e
(4.23)

em que foi explicitado o uso do cutoff para regularizar a primeira integral, enquanto que
a segunda nao ¢ divergente.

Tendo calculado o grande potencial na aproximagao de campo médio para o modelo
NJL com Ny sabores e N, cores, vamos reintroduzir o campo A, e o potencial U para,
assim, encontrar o grande potencial para o modelo PNJL.

Conforme discutido na Subsecao a Ref. [28] mostra que, quando o loop de
Polyakov ¢ considerado, o campo Ag se acopla com a densidade de carga — ver Eq. .
Por outro lado, como se vé pela Eq. , o potencial quimico multiplica a densidade
conservada na grande funcao de particdo. Portanto, considerar o loop de Polyakov equivale

a adicionar um termo iA, ao potencial quimico [38]:

[t — ik (4.24)
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Com isso, sao feitas as seguintes substituicoes em (4.23):

e—ﬁ(‘*’p—ﬂ) N e—B[WP_(M‘HAU)] — eiﬁAoe—ﬁ(Wp_N) — Le—ﬁ(wp_ﬂ)

(4.25)

o Blptn) _y o=Blupt(utiho)] _  o—iBhog—Blwptn) — [To—Blwptn)
pois, no equilibrio termodinamico, o campo A, é constante, portanto foﬁ dTAg = BA,.

Além disso, deve-se notar que na derivacao acima foi obtido um fator N, porque a
matriz D em (4.16) ¢é proporcional a unidade nos indices de cor e foi calculado o trago do
logaritmo da matriz. Entretanto, fazendo as substitui¢oes em para se obter
o modelo PNJL, tem-se que a matriz em questao nao mais é proporcional a identidade e,
portanto, resta um traco sobre os indices de cor a ser feito.

Ainda, como o potencial &/ nao depende dos campos fermionicos sobre os quais é
definida a integral funcional que fornece a grande funcao de particdo, encontra-se que ele

contribui aditivamente ao grande potencial (assim como o termo o2 /2G):

Dessa forma, chega-se a seguinte expressao para o grande potencial para o modelo PNJL

na aproximagao de campo médio:

2

_ A g8
Jou = U(¢,6,T) + - — 6N; / ﬁwp —ON/T x (4.26)
0 T

2G
3
<[22
(2m)

Por fim, deseja-se expressar o grande potencial em em termos do trago do loop de

Tr.In (1+LTeXp [_wp_;—,u]) + Tr.In <1+Lexp [— wP;MD

Polyakov (¢ e ¢) em vez de L e LT. Para isso, usa-se o fato de que, no gauge de Polyakov,

o loop pode ser escrito como uma matriz diagonal [38] dada por:

e® 0 0 e”® 0 0
L=1|0 ¢ 0 e L'=|0 e 0 (4.27)
0 0 e iletn) 0 0 eiletn)

com ¢ e p reais, de onde se escreve:

b= TrL ¥4+ e~ ietp)
R 3
_ TyLf —ip —ip i(p+p)
3= r3 _ ¢ +63+€ (4.28)

Definindo

(4.29)

+ VIR + M2+
fi:exp{—wp u]:exp[_ p+T I
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tem-se:
Wp —
TreIn (1 + Lexp [_ TD = Tr.,In(1+ f.L)=Indet.(1+ f_L)
1+ fe¥ 0 0
B2 det, 0 1+ f_et 0
0 0 1+ f_e—i(so+p)
= {1+ £+ L)1 femie))
= In { [1 + fo(e” + %) + fEe“W)} x
X (1 + f_e—i(wrp))}
- ln {1 —I— f_ (eip + eiﬂp _|_ e—i(SO+P)) _|_
P (0 et ) 1 o)
@23)

2 1n{1+3¢f_+3¢3f3+f§} (4.30)

procedendo do mesmo modo, também se encontra:

Tr, In <1 + Ltexp {—“’PT_ “D = Tr.n(1+ f_ L) =In {1+305f,+3¢f3+f§} (4.31)

portanto, substituindo (4.30) e (4.31) em (4.26) e explicitando a funcao U chega-se a

expressao desejada para o grande potencial na aproximacao de campo médio para o modelo
PNJL [12,38]:

by (T') - by - ba - 2 A g
Teul@) = {2050 - 2 3+ 6+ 2 (30)"} + 5 - o, | L2, -

d3 - -
- 2N,T / ﬁ{ In[1+36f- +30f2 + f2] +1n[l + 30 f + 3¢f + fi]}

(4.32)

note-se que ha uma dependéncia em ¢ através de M = my — o, identificada com a massa
constituinte dos quarks u e d, que é um parametro de ordem tao bom quanto o condensado
quiral (0/G) para descrever teoricamente a transicao de fase quiral.

Neste ponto, deve-se comentar que a massa de corrente mg é vista como um pa-
rametro da hamiltoniana (semelhante o campo magnético no modelo de Ising, mas com
a diferenca de nao poder ser ajustado experimentalmente) e as tinicas variaveis indepen-
dentes das quais Jou (T, 1) depende sdo T e p, ainda que indique dependéncia
explicita em ¢, ¢ e 0. Isso ocorre porque, fixado um par (T, ), a configuragio de equi-
librio termodinamico é aquela que minimiza o grande potencial pois o grande potencial
calculado na aproximacao de campo médio pode ser intepretado como uma energia livre

de Landau na Teoria Microscopica de Landau. Em outros termos, o sistema se ajusta de
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modo que 0s campos ¢, ¢ e o minimizem o grande potencial Joa (T, p1); portanto, ¢, ¢ e
o sao funcoes de T e p apenas.
De fato, as configuracoes de campo no equilibrio termodinamico sao obtidas resol-

vendo o sistema de equagoes (chamadas equacoes de gap):

<OJCM) ~0 <9JCM) _0 (5JQM> _0 (4.33)
90 ) (1 46.0) 99 ) ruso) 9 ) 1w o)

e tomando as solucoes correspondentes a pontos de minimo do grande potencial. Usando

coordendas esféricas para as integrais em (4.32]) e denotando p = |p], as derivadas parciais

sao dadas por:

0 3N, (A M
gZM (Tp) = &+ / dprW (4:34)
3 fM/ - (o+20f + f?) N fr(o+20f + f3)
2 Pop 1 +30f- +30 2+ 2 143¢fs + 302+ f2
8‘;ZM (Tyn) = — { by (T) ¢ — b3® + b4¢2¢} — (4.35)
- 3NfT ) I 13
™ /o dpp {1+3¢f_+3¢f2+f3 ’ 1+3¢f++3¢fi+fi}
4
ag%m B = o b (1) 6~ by + b} - (4.36)

_3NT ) 2 I+
w2 /0 dpp{1+3¢f_+3¢f3+fi+1+3¢f++3¢fi+fi}

portanto, a solucoes de equilibrio sao obtidas substituindo as equagoes ([£.34)—(4.36) em
, resolvendo o sistema assim formado e tomando as solucoes que correspondam a
minimos do grande potencial.

A seguir, as expressoes para a densidade grande potencial na aproximacao de

campo médio, Jour, dada por (4.32)) e de suas derivadas, equagoes (4.34)—(4.36)), serao

particularizadas para dois casos de interesse.

4.1.1 Caso pu =0 com o loop de Polyakov

A quantidade de hadrons criados numa colisao de ions pesados é significativamente
superior a4 quantidade inicialmente presente nos ions; assim, além de ser mais simples, o
caso u = 0 é de relevancia fisica. Estudar o sistema com loop de Polyakov quando o
potencial quimico é nulo significa considerar, além da transicao quiral, a transicao de
desconfinamento a pu = 0. Conforme discutido em [39], quando p = 0, ¢ = ¢ e fi se

torna:

f = exp [—% (4.37)
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fazendo essas substituigoes em (4.32)), (4.34)), (4.35)) e (4.36)), obtém-se:

by (T b b 2 3Ny (*
Tou(@u=0) = {20 B Bty 2B [, -
0

2 2G
N/ T [
2 7r£ /0 dpp? In [1 +30f +30f% + f3] (4.38)

0Tcm o 3Nf o —mp

T = = —_— —

90 (T, p=0) o /dpp \/
P mg—a

Y, (mo—U)/O dpi[ f(o+20f + f?) } (4.39)

o~ T30 + 30/ + I
N/, T4
o) - T o i)
3N;T / ) { [+ f? ] o0
N d - 4.40
2 Jo P \T+36f+36F2+ F2] 09 (4.40)
Se, ainda, ¢ feito o limite 7" — 07, (4.38) fica:
0'2 3Nf A 2
Teoy—o =2 3Ny 2 /2 _ 4.41
Jeu(T=0,p=0)=c7~— i dpp \/p + (mo — o) (4.41)
e as derivadas tornam-se:
Ny [ —
agCM (T=0,u=0)= % - 3—2f/ dpp’ o (4.42)
g T 0 \/]72 + (mo — 0')
Q
ajCM(TZO,,u:O):O:a—(T:O,/LZO) (4.43)

d¢
note-se que para (T = 0, = 0) o grande potencial ndo depende do loop de Polyakov, o

que era esperado pois ¢ = 0 identifica a fase em que ha confinamento.

4.1.2 Caso p =0 sem o loop de Polyakov

Analisar o caso em que o efeito do loop de Polyakov é desconsiderado significa
desconsiderar a transicao de desconfinamento e, quando comparado com o caso anterior,
permite evidenciar a sua importancia para a dinamica do sistema rumo ao equilibrio
térmico.

Para desconsiderar o loop de Polyakov, basta fazer U = 0 e A* = 0 em (2.15), o que
fornece ¢ = 1 = ¢. Perceba-se que com isso se obtém a lagrangiana do modelo NJL ,
ou seja, o caso do PNJL que estamos considerando equivale ao modelo NJL. Fazendo
essas alteragoes em (4.32), encontra-se a seguinte expressao para o grande potencial a

temperatura e potencial quimico finitos, mas sem o loop de Polyakov:

2

o* 3Ny [* 3N/T [
Jeu(Tip) = 57 = W—zf/ dpp*w, — W—ﬁ/ dpp* {In[L + fi] +In[1+ -]} (4.44)
0 0
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e para a derivada:

8.70]\4 o 3Nf /A 20 — Ny
—(T = = —-— d
55 \LoH) G ),

3_Jw(m0_g>/°°dpp2{ fQ+2f ) | fe(L+2f 4 12) }
0

2 wp | 1+3f +3f2+ % " 14+3f, +3f2+ f3

LA\ AP_Q_“p_?[f— f+]}

¢t e (mo ){/0 dpwp /0 dpwP (1+f7)+(1+f+)
o A 2 00 2

= 2 o { [~ [T a0+ ()

(4.45)

com n(T, u) e n(T, 1) sendo as distribui¢oes de Fermi-Dirac para férmions e antiférmions
rescpectivamente e sao dadas por:
1 1

(T, ) = ———— (T, 1) = —— 4.46
p( ILL) exp [ pTH} + 1 p( u) exp [ p;u] + 1 ( )
No limite g =0 (f+ — f), se encontra:
o* 3Ny [, 6N/ [ w
Jem(T,p=0) = 6% e dpp™wp — —3 /0 dpp” In [1 + exp (—?pﬂ (4.47)
GJCM o 3Nf /A 20 — My 6Nf /OO p2 f
Tu=0 = ——2L1 ¢4 _ _ dnt—
5y (Lop=0) G ), — (mo—0) N ey
Al —— /Ad pQ—z/wd P (T,0) b (4.48)
= & - mo — O i pwp ; pwpnp , .

usando (4.10) para expressar o em termos de M obtém-se, a partir de (4.48)), a equagao
de gap que descreve a massa constituinte em funcao da temperatura quando o potencial

quimico ¢ nulo:

0Jcm 0Jcm

do (T,p=0)=0= oM (T,p=0)=0
N M o oM
_.'‘9~(§CM(T,M=0):();»M—mojt‘(3 J;G{/ dppz——2/ dppZ—np(Tﬁ)}:O
o T 0 Wp 0 wp

(4.49)

Por fim, aplicando o limite T — 01 as expressoes (4.47) e (4.48), se obtém as

equagoes (4.41)) e (4.42) novamente, como esperado, ja que no primeiro célculo vimos que
o grande potencial nao depende de ¢ quando T, u = 0.

4.2 Energia livre de Landau e equacoes GLL

Para o célculo da dindmica de nao equilibrio logo ap6s o sistema ser submetido a
um quench de temperatura, foi usada uma (densidade de) energia livre de Landau, enten-

dida no contexto da Teoria Fenomenologica de Landau para transicoes de fase discutida
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no capitulo anterior. A energia livre utilizada nas simulagoes foi obtida ajustando uma
determinada fun¢ao (discutida logo adiante) ao grande potencial em tomado no
limite quiral; neste contexto, os parametros do ajuste sao entendidos como parametros
fenomenologicos.

A funcao escolhida, um poliné6mio nos parametros de ordem o e ¢, é dada por:

Qp(T, = 0) = ag + %02 + %04 + asp + %qﬁ“" + %(]53 + %gb‘* + %(]502 + %%’4 (4.50)

em que a; = a;(T), i =0,---,8 s30 os parametros fenomenoldgicos determinados através
do ajuste e dependem apenas da temperatura, ja que nos restringimos ao caso em que o
potencial quimico é nulo.

Os termos {1, 02, 0} sdo os usualmente empregados quando se estuda a quebra de
simetria no modelo de Isinﬂ os termos {¢?, ¢, ¢*} ja estdo presentes no grande potencial
e os termos {¢, po?, po?} foram incluidos por ajustarem muito bem a tltima integral
em (4.38)), a qual é responsavel pelo acoplamento entre os parametros de ordem o e ¢.

A energia livre de Landau ¢ usada para definir a Hamiltoniana de Guinzburg-

Landau:
_ 3. JFo (o N2 Ke (&) _
HGL—/dT{ 5 (Va) + 5 <V¢) +QL(T,M—O)} (4.51)

todas as equagoes derivadas da Hamiltoniana acima sera a u = 0, portanto essa condigao
serd omitida.
A partir de (4.51)), escrevem-se as equagoes de Guinzburg-Landau-Langevin (GLL):

do. . SHer oy

GO = Lol () = T, [T - k¥ () + (0 )

0 0H, o0} L, L,

a(f( r) = Losot GL) +&(t,7) = =T [8_¢L - /‘6¢V2¢] (t,7) + &(t,7) (4.52)

em que &,(7,t) e £,(7,t) sdo ruidos brancos e gaussianos para os campos o e ¢ respecti-

vamente, ou seja, para a e b denotando ¢ ou o, tem-se:

(&(rt), = 0
(P80 1)) = (LT)00F =it 1) ab=06 (459
em que (---)_ denota uma média sobre realizacoes de ruido.

Calculando as derivadas parciais em (4.52)) e omitindo a dependéncia dos campos

em (t,7), o sistema de equagoes GLL (4.52)) se escreve como:

0

5 = ~To{mo+a0® + a0 + aso0® — 5, V70 } &,

0

—af = —F¢ {ag + CL4¢ + a5¢2 + aﬁgb?’ + %0'2 + C:LS 0'4 - H¢v2¢} + §¢ (454)

3 Quando mg = 0, a simetria quiral é exata e o grande potencial possui como simetria a transformacio

o — —o, tal como a energia livre no modelo de Ising possui a simetria S; — —S.
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note-se que os termos {¢o?, po*} acoplam os campos o e ¢, tornando (4.54)) um sistema de
sistema de equagoes diferenciais estocasticas acopladas cuja resolucao fornece a dinamica
de relaxacao do sistema ao equilibrio termodinamico.

E conveniente tornar adimensionais as equacoes no sistema acima para a simulacio
numeérica; para isso, introduzem-se as seguintes variaveis adimensionais (identificadas pelo

til)

olt,7) = 005, 7), t=tot, T=ryr, V= %W (4.55)
Adimensionalizando o sistema acima, escreve-se:
97 -+ = to ~ 3~3 ~ 3.~3| 7 =
E(t’ r) = —U—FU 1000 + a20,6° + a70000 + agoypo ] (t,7) +
0
tol'y  =o. ~ = t
+ 2k, V2 (FF) + &, (L, 7)
—
o (E7)
(4.56)
op . - aro2 ascy .~
a—?(t, F) = —t0F¢ as + CL4¢ + CL5¢2 + CL6¢3 + 7200 0'2 + 8400 0'4 (t,f‘) +
tol’ ~ o~ .
20k VRO ) + tob(t, 7)
0 55“—/
£¢(t7f)
em que foram introduzidos os ruidos adimensionalizados:
>z to . c o
& (t,7) = U—Ofa(tﬂ”) e &1, 7) = togy(t,7) (4.57)
O sistema acima ¢ escrito de modo mais simples introduzindo as seguintes defini-
coes:
too, toke
ay =toar, by =toogas, ¢, =toar, d, =toogas, ey = %a% Ky = . 5
o
toO’é , toli(ﬁ
Qg = to(lg, b¢ = t0a4, Cp = t0a5, d¢ = to(l(;, f¢ = Tag, Ii¢ = ? (458)
0

o que fornece:
da 12~ ~ ~3 ~ ~3 5
5 = rg{nav G— [aaa + byG® + o + dy5 ]} +&,
(4.59)
o . B B .
a—? = F¢{Ii,¢v2¢ - |:CL¢ + b¢g25 + C¢¢2 + d¢¢3 + 6¢O’2 + f¢0’4] } + f¢
Deve-se ainda explicitar um detalhe sobre a adimensionalizacao dos termos de
ruido que serd importante na implementagao computacional de (4.59). O interesse agora

¢ expressar as relagoes de correlagao dos ruidos adimensionalizados em termos de fungoes
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delta de Dirac adimensionalizadas 0(f —t') e §(F —r ) escrevendo (nesta dedugao, nao sera

usada a convencao de somatoério nos indices repetidos):

<£a tl 7; g (tg, 7;’)2)>T = 2€a5ab5(% 7; )S(tl - t2> a, b= g, §b (460)
— — ]' o o i ~
5(7”1 — 7‘2) = —3 (7”1 TQ) (& (5(t1 — tg) = t—5(tl — tQ)
To 0

e determinar o fator .

Para tal, a partir de (4.57)), define-se:

to
f (t, r) - 4=0
B, = 0 (4.61)
( F) tO) a = Cb

de forma que:

(Calti,7)& (T2, ) = BHE(t1,7)&(ta, 7)),
B2 (20, T) 8u0 (1 — t2)5(71 — )

BT, T . - <. s
= 276,00 — 6)(F — 1)
tOTO
de onde se 18, usando (4.60) e (4.61]):
B2, T
Ea
tQTg
tol'xT tol'yT
L€y = 00'2T € €y = Or:f (462)
0”0 0

Para a resolugdo numérica do sistema (4.59)), usa-se o método das diferengas finitas

exposto no Apéndice [E] de forma que o espaco—tempo é discretizado:

ot,T) = (0)i;n e o(tT) = (0)ij (4.63)

e deve-se discretizar os termos de ruido adimensionalizados, que, segundo (4.60)) e (4.62)

sao definidos por (omitindo o simbolo ~ para denotar quantidades adimensionalizadas):

(6t 7)) = 2eadud(F)OE); ab=0,6

BT, T
€ = ot (4.64)

em que B, é dado por (4.61)).
Por esta ultima equacao, deve-se discretizar as funcoes Delta de Dirac, o que
nalturalmente é feito em termos de deltas de Kronecker, tendo em vista a discretizacao

do espaco-tempo. Assim, segundo a discretizagaoﬁ:
- 1

/ 1 n,n’ > -
5(t_t)—>E5 e Or 7“)—>h3

. . ’ ~ . , .
Usam-se indices superiores em ™™ apenas para manter a notacdo aqui usada de denotar os indi-
ces referentes a discretizacdo temporal como superiores e os referentes & rede espacial como indices
inferiores nas funcoes discretizadas.

04,1055 Ok it (4.65)

4
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de forma que (4.64) fica:

n n’ €a n,n’
<(§a)mk <§b)w,jakf>7, — 2 G b0y Dhsss b= 0, (4.66)
e, como o ruido ¢ branco:
<(§a)7]k>r =0; a=0,¢ (4.67)

n
%

Computacionalmente, os termos de ruido (&,) ;. 8a0 implementados definindo um

ruido (; . gaussiano, branco e de autocorrelagao igual a unidade:

<fj,k znyk> = 0" 650,500k
(k) = 0 (4.68)

n 2¢0 .,
(5a>i,j,k =/ h3At_Ci’j’k (4.69)
. [ 2 4r,T .
&)ije = WWQM (4.70)

. 2 o]
(éd’)i,j,k: = h3AL TS Ci,j,k (471)

através de:

explicitamente:

No préximo capitulo sera resolvida numericamente a versao discretizada do sistema
de equagoes GLL em que os ruidos discretizados (&,);;, e (€s);;, sdo dados por
e respectivamente. Por fim, percebe-se que conhecendo apenas os parametros
fenomenologicos da energia livre de Landau o sitema de equacoes GLL adimensionalizado
nao fica numericamente bem definido, pois é necesséario também saber os valores numéricos
de Ky, K¢, I'v € T'y; no proximo capitulo serao estimados valores numeéricos para esses
parametros, bem como serao definidos os valores numéricos dos fatores de reescalamento
em (4.55)).
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meessssssssssssmmn CAPITULO 5 S —

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo serao apresentados os resultados numéricos obtidos para as pro-
priedades de equilibrio termodinamico e da dinamica de termalizacao dos parametros de
ordem para os modelos NJL e PNJL ja apresentados. Os valores de equilibrio sao obtidos
resolvendo as equacoes de gap, o que equivale a minimizar a energia livre de Landau. A
dindmica de termalizagao é calculada simulando um quench partindo de uma temperatura
alta para uma abaixo da temperatura critica através das equacoes de Ginzburg-Landau-
Langevin; para tal, é usado o método das diferencas finitas exposto no Apéndice [kl Os
resultados obtidos nos permitem classificar as transicoes de fase que ocorrem bem como

determinar as respectivas temperaturas criticas.

5.1 Propriedades no Equilibrio Termodinamico

Nesta secao, os graficos para as equacgoes de estado que relacionam os parametros
de ordem com a temperatura (a potencial quimico nulo) sdo apresentados para ambos os
modelos ja discutidos: NJL e PNJL; isso nos permitira evidenciar as diferencas introdu-
zidas pelo loop de Polyakov.

Os resultados referentes ao equilibrio termodinamico sao importantes por nos in-
formar qual é a fase de equilibrio para um dado par (7T, i), por nos permitir identificar
qual a ordem da transicao de fase — ver Subsecao — e, ainda, por nos possibitar
a verificacao de se a solucao das equacoes que descrevem a dindmica da termalizacao
converge corretamente para o valor de equilibrio dos parametros de ordem. Todos os
resultados aqui apresentados sao referentes a = 0 e Ny = 2. A motivagao principal
para a escolha desses parametros, como ji mencionado anteriormente, é a simulacao do
ambiente resultante de uma colisdo de ions pesados a altas energias. A matéria formada
¢ dominada pelos quarks leves u e d, e a esmagadora maioria dos hddrons que compoem

o estado final da evolugao da matéria é composta por pions, o que justifica o emprego de
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/LB:O.

5.1.1 Modelo NJL

Conforme visto na Subsecao[d.1.2] o modelo NJL pode ser obtido do PNJL fazendo

A" = 0; nesta mesma subsecdo, derivamos a equacdo de gap (4.49), que descreve o
parametro de ordem ¢ no equlibrio termodinamico como funcao da temperatura 7' para

potencial quimico nulo e desconsiderando o efeito do loop de Polyakov:

N A o 00 .
o — 3 J;G {/ dprM _ 2/ dpp2an(T, 0)} (5.1)
T 0 w 0 CUP

p
Os valores numéricos dos parametros que nela constam sao apresentados na Tabela
abaixo e a Figura [7] mostra as solucoes graficas dessa equacao de gap em termos da massa

constituinte M = mg — o obtidas tanto para o limite quiral (mo = 0) quanto para o caso
em que a simetria quiral é aproximada.

Paradmetro Valor

G (GeV2) 10.08
A (MeV) 651
mo (MeV) 5.5

Tabela 2 — Parametros usados para a resolu¢ao da equacao de gap (|5.1) — valores retirados

da Ref. [12].
350 I |
F — mg= 0.0 MeV 1
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Figura 7 — Massa constituinte M em funcao da temperatura 7" para pu = 0 segundo o
modelo NJL.

Por este grafico, vé-se que a transicao de fase quiral é continua no limite quiral
(mo = 0) do modelo NJL e a solu¢do numérica da equagao de gap indica que a transi-

¢ao ocorre & temperatura critica T, ~ 173 MeV, em acordo com o valor (173 +8) MeV
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encontrado em célculos de primeiros principios via QCD na rede no limite quiral [40].
Vale destacar que, a temperatura nula, o modelo fornece os valores M = 310 MeV e
M = 326 MeV para os casos em que a massa de corrente ¢ nula ou finita, respecti-
vamente; note-se que a transicao de fase se torna um crossover quando se consideram
massas finitas para os quarks u e d.

E interessante observar também o padrao da energia livre de Landau como funcio
de o (a p = 0) para cada uma das fases em questao no limite quiral. Para a temperatura
de 300 MeV, a (densidade de) energia livre de Landau ¢ mostrada na Figura[8] Note-se que
o =0 (M = 0) é um minimo a essa temperatura; portanto, a fase de equilibrio apresenta
simetria quiral restaurada e isso se reflete no gréafico de M versus T logo acima. Tomando
mo = 5,5 MeV, o minimo ocorre em ¢ = —3,48 MeV, o que fornece M = 9,0 MeV e,

entao, a simetria quiral é dita quase exata ou aprorimada.

—0.036
—0.038¢

—0.040¢

O (GevH

-0.042¢

—0.044|

—0.046t E
-0.6 -04 -02 0.0 0.2 0.4 0.6

o (GeV)

Figura 8 — Energia livre de Landau em funcao de o para 7' = 300 MeV segundo o limite
quiral do modelo NJL.

A Figura |§] mostra a energia livre de Landau para a temperatura critica (7, =
173 MeV) bem como para algumas temperaturas mais baixas: 50 MeV, 100 MeV e 150
MeV. Note-se que o minimo ¢ degenerado para temperaturas abaixo de 7; entretanto,
a solugao numeérica da equagao de gap fornece como solugao o valor negativo de o (que
corresponde a M > 0), houve, portanto, a quebra espontanea de simetria. Nesse caso,
a fase de equilibrio é aquela em que a simetria quiral é quebrada, ou seja, a que possui
massa constituinte nao nula, como se vé na Figura

Conforme discutido na Subsecao [3.2.4] a energia livre nos permite inferir sobre a
classificacao da transicao de fase; estes graficos revelam que nao héa estado metaestavel e
que a simetria quiral é espontaneamente quebrada pela ocorréncia de um vacuo degene-
rado abaixo da temperatura critica. Portanto, a transicao é continua; em particular, a
concavidade da energia livre de Landau é nula na temperatura critica, como se vé pelo
grafico d) da Figura [0} o qual mostra a energia livre de Landau como fun¢ao de o para

T =T, = 173 MeV. E interessante comparar essa figura com a sucessio b) da Figura .
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Figura 9 — Energia livre de Landau segundo o modelo NJL em funcao de o para as tempe-
raturas: a) 50 MeV; b) 100 MeV; ¢) 150 MeV e d) 173 MeV, que é a temperatura
critica da trasicao quiral.

5.1.2 Modelo PNJL

As equagoes de gap para o modelo PNJL a p = 0 sdo obtididas igualando a zero

as expressoes (4.39) e (4.40):

o 3Nf A 00 — My 6Nf o p2 [ f(¢+2¢f+f2) ] o
5—?/0 dpp e (mo_")/o dp@ 1+36f +30f2+ 3] ’
(5.2)
T4 9 3 3NfT o 2 [ f+f2 ] —
7{_1)2(T)¢—bg</) + by} — 2 /0 dpp 1+30f +30f2+ 3] ’

em que wy, = /2 + (mo — 0)%, f = exp(—w,/T) e by(T) & dado por ([2.20):

T, T\ 2 ,\*
by (T) = avg + (%) + <?0) + as (%)

Os valores numéricos dos varios parametros que nela constam estdo na Tabela[3] A Figura
mostra a solucdo desse sistema de equages de gap no limite quiral (mo = 0); para
melhor apresentacao grafica, o condensado quiral <1Z1/;> = <1/7¢> 5 é reescalado pelo seu

valor a temperatura nulaﬂ

L O parametro o relaciona-se com o condensado quiral através de ¢ = G <1Z)’1/J> g~ ver 4.7). Portanto,
(B, / (B )y = o(T)/o(T = 0).
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o oD as b3 by To(MeV) mo(MeV) A(GeV) G(GeV?)
6,75 -195 2625 -744 075 7.5 270 5,5 0,651 10,08

Tabela 3 — Valores numéricos dos parametros do modelo PNJL — valores retirados da
Ref. [12].
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Figura 10 — Condensado quiral e [oop de Polyakov em funcao da temperatura segundo o
limite quiral do modelo PNJL a p = 0.

Comparando com a Figura [7] vé-se que o limite quiral do modelo PNJL fornece
o mesmo valor para massa constituinte M a temperatura nula que o do modelo NJL, a
saber, M = 310 MeV. Outra semelhanca é que a transicao quiral ainda é continua, mas
a temperatura critica correspondente, T, ~ 230 MeV, é mais elevada no modelo PNJL.
Deste grafico vé-se também que a transi¢ao de desconfinamento no limite quiral do modelo
PNJL torna-se um suave crossover em torno da temperatura critica da transicao quiral,
em contraste com a transicao de primeira ordem na teoria de puro gauge obtida via QCD
na rede [12]. Vale comentar que nossos resultados estdo em acordo com os da Ref. [12], o

que indica que os codigos aqui implementados estao corretos.

5.2 Dinamica de nao equilibrio

Nesta secao serao apresentados os resultados referentes a dinamica da termalizacao
dos parametros de ordem que ocorre quando o sistema é submetido a um quench de
temperatura mantendo g = 0. Como j& discutido, a dindmica é descrita segundo as

equacoes GLL; novamente, analisaremos os casos sem e com o loop de Polyakov.
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5.2.1 Modelo NJL

Desconsiderando o loop de Polyakov, a energia livre de Landau (4.50) no limite
quiral (my = 0) se torna:

QL<T,M:O>:&O+%O’2+%O’4 (53)

que é suficiente para ajustar o grande potencial Jops (T, 1 = 0) no limite quiral, calculado
para o modelo NJL usando a aproximagao de campo médio, dado por (4.47)). Dessa forma,
em vez do sistema de equacoes GLL (4.54)), tem-se apenas uma equagao GLL, que é dada

por:

((?)_(Z =T, {am + a0 — RJVQU} +&, (5.4)

Para resolvé-la, ¢ conveniente utilizar [17] as seguintes defini¢oes para o reescalamento
introduzido em (4.59)):

ai| 1 kol 1 i
g0 |a2\’ 0 T, ]a1|’ To ) ( )

de modo que (5.4) ¢ adimensionalizada e se escreve como:

a—‘? = V% — {sgn(a;)d + sgn(az)5’} + &, (5.6)

E importante notar que, fixada uma temperatura, ha uma solucio da equacio
GLL para cada realizacao de ruidoﬂ que sera denotada o, (t,Z). Assim, é preciso
tomar uma média sobre o volume do sistema e uma sobre as realizacoes de ruido para
se obter uma fungao que dependa apenas do tempo, denotada por (t), que nos permita
inferir sobre a evolugao temporal do parametro de ordem considerando o sistema como
um todo. Outro ponto importante é que a equacao GLL é resolvida numericamente; para
isso, é utilizado o método das diferencas finitas exposto no Apéndice

Para a implementagao numérica da equa¢do GLL usamos os valores ¢, = 0,008 [17]
para a amplitude de correlacao dos ruidos discretizados — ver , N, = 64 para a
quantidade de sitios em cada direcdo espacial, h = 1,0 e At = 0, 1 para os espacamentos
adimensionalizados nas direcoes espaciais e temporal respectivamente, ou seja, roh = Ax
e toAt = At em que Az é a distancia espacial ao longo de qualquer uma das trés direcoes
espaciais entre dois sitios e At é a amplitude dos subintervalos usados para particionar o
intervalo de tempo. Usando esses valores, o programa apresenta boa estabilidade numé-
rica.

Para o estudo da dindmica de termalizacao da transicao quiral usando o modelo
NJL no limite quiral, escolhemos trés valores para a temperatura de quench: 50 MeV, 100

MeV e 150 MeV; todas sao baixas o suficiente para haver a quebra espontanea da simetria

2 Fungoes de ruido &, (t,7) diferentes significam diferentes realizagoes de ruido.
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quiralﬂ Os valores numéricos de ag, a; e as em unidades naturais apresentados na Tabela
sao obtidos ajustando a expressao (5.3]) ao grande potencial calculado na aproximacao

de campo médio (4.47) para cada temperatura de quench.

T (MeV) || ap (GeV?) ay (GeV?)  ay (GeV?)

20 -0,027405 -0,013927  0,128933
100 -0,027594 -0,011119  0,118688
150 -0,028501  -0,002586  0,093842

Tabela 4 — Parametros fenomenologicos da energia de Landau no limite quiral do modelo
NJL para diferentes valores de temperatura a = 0.

Todos os quenches sao realizados partindo de uma temperatura mais alta que a
temperatura critica, situagao em que o0 = 0 minimiza a energia livre de Landau. Fisica-
mente, isso corresponde a submeter o sistema repentinamente a um banho térmico a uma
temperatura bem menor que a inicial. Pela Figura [9 vé-se que o = 0 corresponde a um
estado instavel abaixo da temperatura critica; portanto, quando submetido a tais quen-
ches de temperatura, o sistema evolui no tempo até atingir o equilibrio termodinamico
numa fase em que a simetria quiral é espontaneamente quebrada.

Antes de mostrarmos os resultados para a dinamica do parametro de ordem, h4
uma consideragao a ser feita sobre a condicao inicial. Como no limite quiral e abaixo da
temperatura critica a energia livre de Landau indica dois estados estéaveis (vacuo degene-
rado), ao escolher como condigao inicial para o campo o(t,7) um ruido em torno do valor
nulo obtém-se que em aproximadamente metade das vezes o sistema termaliza em direcao
a um minimo e que o outro minimo é atingido nas demais vezes; dessa forma, (t) é nulo
para um ntumero suficientemente grande de realizacoes de ruido e, assim, nao se obteria
informagao alguma sobre a dinamica de termalizacao.

A Figura [l1{mostra a configuragdo do campo o(t,7) ao longo de uma determinada
secao transversal do volume do sistema para trés instantes de tempo durante o processo de
termalizagao com a temperatura de quench T, = 100 MeV, obtidas resolvendo a equacao

GLL (p.6) para uma tnica realizagao de ruido a partir da condig¢ao inicial

o)., = 0,0000 + 0,0001 (2 x rand — 1)

i?j7k

em que o campo é dado por um ruido em torno do valor nulo.
Essa figura ilustra bem o que foi dito logo acima. Ela mostra que, fixando a
condi¢ao inicial em torno do zero, as flutuagdes térmicas (implementadas através do termo

de ruido) geram pequenas “bolhas” nas quais o valor médio de o ¢é ligeiramente diferente

3 HA de se lembrar que os calculos aqui apresentados sdo a u = 0. De fato, 50 MeV é uma temperatura

demasiadamente baixa para que g = 0 — ou, equivalentemente, densidade barionica nula — seja uma
aproximacao realista. Contudo, tomar g = 0 mesmo a temperaturas tao baixas simplifica bastante o
grande potencial, sendo util para aplicagoes didaticas; em particular, o problema do sinal nao existe
a pu=0[39].
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de zero (positivo ou negativo) e que sao distribuidas aleatoriamente por todo o volume,
conforme o primeiro quadro da Figura Com o passar do tempo, as bolhas crescem
e sao formados dominios com uma das fases de equilibrio (lembre-se de que o vacuo é
degenerado). Isso pode ser visto nos dois tltimos quadros da figura, em que as regides
mais escuras correspondem ao valor 0 = —0g = —306 MeV e as mais claras a ¢ = g9 =
306 MeV, que minimizam a energia de Landau para 7' = 100 MeV. E interessante notar
a formagao de paredes de dominio bem definidas entre as fases. Uma dada realizacao de
ruido pode privilegiar uma das fases. Entretanto, implementando-se varias realizac¢oes, se
vé que ora predomina uma das fases predomina ora a outra; desta forma, ao se tomar um

namero suficientemente grande de ralizagoes de ruido, obtém-se a(t) = 0.

Figura 11 — Perfil da evolucao temporal de o durante a transicao quiral para uma tem-
peratura de quench de 100 MeV.

Para se obter a(t) # 0, deve-se escolher a condi¢do inicial de modo que um dos
minimos seja privilegiado. No caso em questao, sabe-se que fisicamente o sistema atinge
o equilibrio com M > 0 e isso corresponde ao minimo em que o < 0. Portanto, escolhe-se
como condicao inicial para o um ruido em torno de um valor negativo, mas ainda préximo
de zero.

Esse aspecto ¢é caracteristico de situagoes em que ha a quebra espontanea de sime-
tria. Um exemplo tipico é o que ocorre quando se calcula a magnetizacao na auséncia de
campo externo utilizando o modelo de Ising, em que se deve tomar o limite termodinamico
antes de tomar o limite do campo magnético nulo porque os limites nao comutam [14530].
Além disso, deve-se tomar o limite pela direita (esquerda) caso se deseje encontrar o valor
positivo (negativo) da magnetizagéoﬂ No caso em estudo, escolher como condicao inicial
para ¢ um valor negativo mas préximo de zero significa atingir o limite quiral com a
massa de corrente tendendo a zero por valores positivos e é analoga a escolher o campo

magnético tender a zero por valores positivos no modelo de Ising.

4 Qutro modo de escolher a magnetizacio positiva é definir condi¢des de contorno em que os spins na

borda apontam na diregao positiva [30]; o que é legitimo, pois efeitos de superifice sdo despreziveis
no limite termodinamico.
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Em vista do acima discutido, foi escolhida a seguinte condicao inicial para o campo
sigma discretizado:

oy =—0,1m+0,01m (2 x rand — 1) (5.7)

em que m = 5,5 MeV é a massa de corrente no caso em que a simetria é quase exata e

rand é uma func¢ao que gera aleatoriamente um ntimero real entre 0 e 1, ou seja, definimos

como condicao inicial para ¢ um valor negativo cujo modulo e a amplitude de ruido valem,
respectivamente, 10% e 1% da massa de correnteﬂ Esses valores se mostraram baixos o

suficiente para que a dinamica convergisse para valores negativos de sigma em todas as
realizacoes de ruido, como desejado.

A Figura apresenta as médias (t), tomadas sobre o volume e sobre cinco
realizacoes de ruido, que descrevem a dinamica de termalizagao do parametro de ordem
o para as trés temperaturas de quench definidas anteriormente e sao obtidas resolvendo
a equacao GLL com os parametros apresentados na Tabela (4| e a condicao inicial .

Neste gréfico, 7(t) é dado em unidades de oy cujo valor, por (5.5)) e pela Tabela , S0
Og = 329 M€V7 Og = 306 MeV e 0g =

166 MeV para as respectivas temperaturas de
quench de 50 MeV, 100 MeV e 150 MeV.
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Figura 12 — Dinamica de termalizacao do campo o para algumas temperaturas de quench.

Note-se que em todos os quenches o parametro de ordem atinge o valor de equi-
librio a(t — o0)

= —0y, pois para t — 00, obtivemos &(t — 00)/0g = —1, o que valida

nossos coédigos numéricos. Também, claramente nota-se que quanto mais proxima a tem-

peratura do quench da temperatura inicial, mais rapida é a termalizacao, como é esperado
fisicamente.

5

De fato, implementamos numericamente a equac¢ido GLL adimensionalizada; portanto, o campo o foi
adimensionalizado pelo fator og.
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5.2.2 Modelo PNJL

No limite quiral e tomando p = 0, o grande potencial calculado na aproximacao
de campo médio Jopr (T, pp = 0) dado por (4.38) é bem ajustado pela expressao (4.50)
para a energia livre de Landau, aqui reescrita:

a a a a a a Qa
Qu(T, 1 =0) = ag + 3102 + fa“ +asp+ qu? + §5¢3 + Zﬁgb“ + ggbUQ + fgba“ (5.8)

que, como mostrado no capitulo anterior, fornece o seguinte sistema de equacoes GLL
adimensionalizadas (4.59)) aqui reescrito:

% = T {W, V2% = 4,6 + 5" + g5 + d,05°| b + £,
(5.9)
% = To{ kW20 — a4+ b6 + o0 + ds + es6° + [, } + &

em que os coeficientes sao dados por (4.58). Note-se que esse ¢ um sistema de equacoes
diferenciais acopladas, ou seja, a dinamica de termalizacao de um parametro de ordem
influencia a termalizagao do outro. Para resolver numericamente o sistema acima, foi feito

um reescalamento que é obtido usando as seguintes defini¢coes em (4.55)):

1
lo =10 = o oo = |o(T = 0)| = 0,310207 GeV (5.10)
0

no qual (7 = 0) = —0,310207 GeV ¢é o valor de equilibrio para o parametro o calcu-
lado a partir das equacoes de gap (5.2)). Com esse reescalamento, obtém-se as seguintes

expressoes para Ky, Kg, o, by, Coy Ay, G, by, Cp, dg, €4, € fo:

. aq b . . ay d . . o1y o
g = —, o = 0pQd2, Co= —, o = 0pdsg, €= a7, K;=O0pkes
2
00 0o
(5.11)
3
as a4 as ag 99 /
oy M Ty Ty T oy JeTt Mmoo

Tal como no estudo da dinamica do modelo NJL, o método das diferencas finitas
foi empregado. Como ha uma solugao para cada realizacao de ruido, que denotaremos
por {o,(t,7), ¢.(t,7)}, foi feita uma média sobre o volume do sistema e uma sobre as
realizacoes de ruido, que serao denotadas simplesmente por {o(t),#(t)}; estas médias
dependem apenas do tempo e, assim, permitem estudar a dinamica de termalizagao de
ambos os parametros.

Em todas as simulacoes, usamos os valores h = 1,0, At = 0,1 e N, = 64. Os
parametros fenomenologicos da energia de Landau em sao calculados fazendo um
ajuste ao grande potencial para a temperatura de quench escolhida (50 MeV), seus valores

estao dispostos na Tabela[5} a partir destes, sao calculados os parametros para as equagoes
GLL adimensionalizadas (5.9) através de (5.11)).
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T (MeV) 50

ao ( GeV") || -0,0273500
a; ( GeV?) || -0,0180385
az ( GeV’) || 0,1649468
az ( Gev?) || -0,0000098
as ( GeV") || 0,0068682
a5 ( Gev?) || -0,0000052
ag ( GeV?) || 0,0000470
az ( GeV?) || 0,0002671
as ( GeV") || -0,0015723

Tabela 5 — Parametros da energia livre de Landau para a temperatura de T = 50 MeV a

= 0.

Para o modelo PNJL, foi escolhido T = 50 MeV para a temperautra de quench.
Partimos de T' = 300 MeV, temperatura na qual o grande potencial apresenta um minimo
global em (¢,0) = (0,807 , 0,0), ou seja, a simetria quiral ¢ exata e o sistema esta na
fase desconfinada. Como ja discutido, a condicao inicial para a simulacao do quench é
a do estado de equilibrio a temperatura anterior ao quench; contudo, a condig¢ao inicial
para o deve ser um niimero negativo e préoximo de zero para que o sistema termalize de
modo a fornecer um valor positivo para a massa constituinte, conforme argumentado na
subsecao anterior. Portanto, o valor inicial para este campo é o mesmo que na subsecao

anterior — dado por (5.7) — enquanto que para ¢ a condicdo inicial é

— 0,807 40,0807 x (2 x rand — 1) (5.12)

zyk

Deve-se comentar ainda sobre a estimativa dos valores numéricos de alguns parame-
tros necessarios para a implementacao computacional das equacoes GLL . Seguindo
a Ref. [16], usamos a estimativa I';, = 1/3 fm ~ 1,690 GeV ' para as temperaturas em
que estamos interessados. O parametro I'y foi estimado [41] em T'y ~ 0,01GeV~>. Por
argumentos dimensionais [39,42], estima-se k4 ~ N.T3/g? em que Ty ¢ a temperatura de
desconfinamento na teoria de puro gauge, N. é o nimero de cores e g5 ¢ a constante de
acoplamento da QCD; usando N, = 3, a, = ¢g2/4m ~ 0,3 e Ty = 270 MeV — retirado da
Ref. [12], estima-se , =~ 0,058 GeV?>.

O valor de k,(T') é estimado a partir de sua relacao com a tensao superficial X(7'),
associada a interface entre dominios com diferentes fases de equilibrio, calculada a partir

da Teoria de Landau na aproximagao de parede fina [17,30]

|ay (T)[*/*

|a2(T)|

em que toda a dependéncia de ¥ com temperatura, bem como sua dimensao fisica, é

S(T) ~ /g (T) (5.13)

explicitada. Os parametros a;(T) e az(T") sdo determinados conforme discutido acima;

entdo, (5.13)) fornece uma relacao direta entre k,(7T") e X(T). Usando o grafico da Figura
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6 em [43] e estimando um valor para a tensdo superficial & temperatura nula, (7" = 0),
obtém-se um valor numérico para X(7') e, por (5.13), para r,(T). A Ref. [43] calcula
S (T = 0) ~ 7-30 MeV /fm® considerando a aproximacio de campo médio do modelo NJL
para diferentes conjuntos de parametros m, G e A. Portanto, para fins de estimativa,
podemos tomar $(T = 0) = 10 MeV/fm”® ~ 3,894 x 10~* GeV®, de onde se estima
ko(T =50 MeV) ~ 5,1 x 1074

Antes de apresentar os resultados obtidos para a dinamica de termaliza¢ao no mo-
delo PNJL, é interessante discutir um exemplo tipico de como se espera que termalizacao
ocorra. Para isso, foi resolvido numericamente o sistema de equagoes GLL tomando
todos os parametros que a definem como nimeros com modulo da ordem de 1 e os termos
de ruido foram tomados da ordem de 0,01. Os sinais dos coeficientes foram escolhidos
de forma que o potencial seja minimizado por ¢ = 1 e ¢ = 0, pois, & temperatura de
quench de T" = 50 MeV, é sabido das equagoes de gap que os valores de equilibrio
sdo |o| = 310,207 MeV 09, que é o fator usado para reescalar o campo o. Usando
as condicoes iniciais expostas mais acima, encontrou-se o grafico da Figura [13| que des-
creve como os campos adimensionalizados — tomadas as médias sobre as realizagoes de
ruido e sobre o volume — evoluem no tempo até atingir a configuracao de equilibrio da

temperatura de quench.

T T T T
1 -
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Figura 13 — Evolucao temporal dos parametros de ordem o e ¢ tipicamente esparada; o é
dado em unidades de seu valor de equilibrio oy para a temperatura de quench.

Deste grafico, vé-se que ambos os parametros de ordem termalizam em intervalos de
tempo da mesma ordem de grandeza. Para o conjunto particular de parametros tomados,
obtivemos que o campo ¢ atinge o equilibrio antes que o o; entretanto, variando-se os
respectivos coeficientes I', e I'y, ocasionalmente chega-se a uma situagao em que o atinge
o equilibrio antes de ¢. Por outro lado, verifica-se que, apesar de o tempo gasto para

a atingir o equilibrio ser bastante sensivel a esses dois parametros, o valor de equilibrio
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dos parametros de ordem ndao depende de I', nem de I'y. Isso estd em pleno acordo com
o fato de que os valores dos parametros de ordem no equilibrio dependem apenas das
grandezas termodinamicas que definem o diagrama de fases as quais, neste caso, seriam
a temperatura e o potencial quimico — tomado nulo. Outro modo de entender isso é
através do fato de que, associada a uma equacao de GLL com termos de ruido gaussianos
e brancos, existe uma distribuigdo de probabilidades (que define a funcao de partigao)
dependente do tempo t que satisfaz a equacao de Fokker-Planck de modo que no limite
t — oo a distribuicao tende & de Boltzmann, definida para a temperatura de quench.
Tipicamente, é esperado que a termalizacao do campo o se dé através da formacao
de dominios pois, no limite quiral, ha dois valores de o que minimizam a energia livre
de Landau. Portanto, espera-se que sejam formados dominios com uma das fases de
equilibrio, cuja formacao depende da tensao superficial necessaria para manter o equilibrio

termodinamico quando as duas fases sao postas em contato térmico. Pudemos perceber

isso para o exemplo em questao, como mostra a Figura

b

' N
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b

Figura 14 — Perfil tipico da evolugao temporal do parametro de ordem ¢ para uma tem-
peratura de quench em que a simetria quiral é espontanemante quebrada.

Ela mostra a configuragao do campo o(t,7) ao longo de uma sec¢ao transversal do
volume para trés instantes de tempo do processo de termalizacao para uma temperatura
abaixo da critica. A discussao é bem semelhante aquela referente a Figura A condicao
inicial é fixada em torno do valor nulo; as flutuacoes térmicas geram pequenas “bolhas” em
que o campo € ligeiramente diferente de zero. Com o passar do tempo as bolhas crescem
e formam dominios, como se vé nos dois tltimos quadros de Figura

E importante notar que a formacdo de dominios é determinada pela competicdo
entre dois fatores. Por um lado, a tensao superficial (ou o coeficiente do termo derivativo
no funcional de Landau) tende a favorecer configuragoes de campo que sejam suaves; ela
é responsavel pela formacao de uma interface, parede de dominio, mecanicamente estavel
entre as duas fases coexistentes. Por outro, hé efeitos de flutuacao térmica, determinados
pela temperatura, que tendem a desestabilizar a parede de dominio formada. De um
modo geral, se as flutuacoes térmicas sao suficientemtente intesas, em outros termos, se

a temperatura é alta o suficiente, nao mais é possivel a formacao de paredes estéveis e,
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portanto, o sistema em equilibrio termodinamico apresenta-se em uma das fases e nao mais
como duas fases coexistentes. Dessa maneira, é facil entender porque a tensao superficial
decresce com a temperatura.

Apos essa breve digressao, discutiremos sobre os resultados encontrados para a
dindmica de nao equilibrio no modelo PNJL para a temperatura de 50 MeV usando as
condicoes iniciais e os parametros obtidos ou estimados como discutido anteriormente.
Ao contréario do esperado, verificou-se que os campos ndo termalizam para os valores de
equilibrio referentes a essa temperatura. Em particular, a média espacial e sobre as rea-
lizacoes de ruido do parametro o oscila em torno do valor nulo ao longo da termalizacao
enquanto que o parametro ¢ descresce lentamente até um valor em torno de 0,6 quando,
entao, parece “esperar”’ que o assuma valores significativamente nao nulos para que conti-
nue sua termalizacao até atingir o equilibrio devido. Entretanto, como o é essencialmente
nulo até para tempos longos, o parametro ¢ nao termaliza para o valor que se espera:
¢ =0.

Ha duas razdes para que o oscile em torno de zero. E possivel que ocorra a formacao
de dominios de ambas as fases de equilibrio, mas, ao se fazer as médias sobre o volume e
sobre as realizacoes de ruido, o resultado seja praticamente nulo. Outra possibilidade é
que nao haja a formacao dos dominios, ou seja, que as “bolhas” formadas pelas flutuacoes
térmicas nao crescam. Neste caso, a configuracao do paradmetro de ordem é bastante
inomogénea. Portanto, neste caso o grafico do parametro de ordem em funcao do tempo
nao fornece informagoes significativas para a dinamica de nao equilibrio.

Para entender a dindmica observada, obtivemos o perfil da configuracao espacial
de o para diferentes instantes da termalizacdo; o resultado encontra-se na Figura
abaixo. As condic¢oes iniciais e os parametros possuem os valores discutidos anteriormente.
Nao sao mostradas perfis correspondentes ao loop de Polyakov porque, & temperatura
de 50 MeV, ha apenas um valor de ¢ que minimiza a energia de Landau bem como
nao ha nenhum estado mestaestavel; consequentemente, nao ha a formacao de dominios
associados ao loop de Polyakov para a temperatura de quench escolhidaﬂ

O primeiro quadro desta figura mostra o efeito das flutuacoes térmicas sobre a
condicao inicial. Entretanto, os outros dois quadros, correspondentes a instantes bem
mais adiantados que os ja apresentados até aqui, mostram claramente que as “bolhas”
formadas pelas flutuacoes térmicas nao formam dominios. Isso indica que, para os valores
dos pardmetros utilizados, o efeito das flutuacdes térmicas prevalece sobre o da tensao
superficial, ou seja, no caso em questao, a tensao superficial nao consegue sustentar a
formacao de paredes de dominio frente as flutuagoes térmicas.

Para verificar se realmente é isso o que ocorre, calculamos a dindmica de nao equi-

librio com os mesmos parametros, mas com a condigao inicial de o =~ 1, que é o valor de

6 Neste sentido, ¢ interessante usar a densidade barionica para descrever a transicio de fase de descon-

finamento [35].
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Figura 15 — Perfil da evolucao temporal do parametro de ordem o calculada para uma
temperatura de quench de 50 MeV a partir de uma temperatura anterior ao
quench de 300 MeV.

equilibrio para ¢ a T' = 50 MeV ﬂ Naturalmente, é de se esperar que o campo permaneca
nessa configuracao, pois ela minimiza a energia livre de Landau; contudo, verificou-se que
o varia muito rapidamente até atingir um valor praticamente nulo. Essa observacao re-
forca a intepretacao de que, para os valores dos parametros utilizados, a tensao superficial
(ou, equivalentemente, k,) é demasiadamente pequena para contrabalancear as flutuagoes
térmicad]

Neste ponto ¢ muito importante comentar que as estimativas encontradas na li-
teratura para os parametros I'y, I'y, K, e K4 sao muito incertas e feitas em contextos
e de maneiras bastante distintos. Assim, esse estudo da termalizacao claramente indica
que as estimativas encontradas para os parametros nao levam a termalizagao num tempo
dentro da escala de duracao de uma colisao de fons pesados. Em principio, nao ha nada
de errado nisso, mas é surpreendente, no sentido de que vai contra o que se acredita que
a matéria passa por um estado com simetria quiral quebrada antes de hadronizar. Isto é
muito interessante, pois indica que os hadrons observados e os produtos de decaimentos
de outros hadrons sao formados sem passar pela fase com simetria quiral quebrada.

No sentido de contribuir nesta questao, vamos proceder no sentido inverso: usar a
dinamica descrita pelas equacoes de GLL para determinar os valores desses parametros,
fixados todos os outros. Das estimativas ja apresentadas, vé-se que a ordem de grandeza
do valor de k,(T = 50 MeV) é bem menor que a dos demais parametros; além disso,
a nao formagao de dominios apresentada acima sugere que esse parametro foi bastante
subestimado. Portanto, foi realizada uma série de simulacoes da dinamica de termalizacao
do modelo PNJL a temperatura de 50 MeV usando todos os parametros como estimados
acima e como condicao inicial o = 5,5 MeV = my, mas variando o parametro x, até

encontrar um valor limiar a partir do qual h& a formacao de dominios. Encontramos

7 Por simplicidade, omitimos o simbolo ~ para designar o parametro adimensionalizado. Portanto, o

valor de equilibrio desse parametro para T = 50 MeV é aproximadamente um.
Obviamente, também pode-se pensar no sentido oposto: para os parametros utilizados, as flutuagoes
térmicas (essencialmente os termos de ruido) sdo grandes demais.
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como limiar o valor k,(T = 50 MeV) ~ 0,161 que é em torno de 300 vezes maior que o
estimado mais acima; a evolugao temporal do condensado quiral e do loop de Polyakov
para a temperatura de quench de 50 MeV obtida com esses valores é apresentada na

Figura Variagoes no valor de k4 nao mudam as conclusoes significativamente.
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Figura 16 — Evolucao temporal do condensado quiral e do loop de Polyakov para a tempe-
ratura de quench de 50 MeV e usando os valores k, = 0,161, x4, = 0, 058GeV?,
I, =1,690GeV " e Ty =0,01GeV >,

Esta figura mostra claramente que o k, utilizado é grande o suficiente para que
haja a formacao de dominios. Para os parametros utilizados, observa-se a formacgao de
um condensado quiral significativo ap6s um intervalo de tempo em torno de 100 fm/c
e que o condensado, apés um intervalo de aproximadamente 400 fm/c, termaliza para
um valor em torno de 80% do valor de equilibrio fornecido pelas equacgoes de gap para a
temperatura em questao.

Pretendemos em breve complementar o presente trabalho fazendo uma andlise
sobre o conjunto de valores para os parametros I',, I'y, K, € kg que fornecam dinamicas de
termalizacao compativeis com as configuracoes de equilibrio termodinamico do modelo.
Entretanto, essa é uma tarefa nada simples, pois nao ha como fixarmos, de antemao,
nenhum desses quatro parametros, ja que nao é possivel afirmar seguramente quais dessas
estimativas sao boas e quais sao ruins. Dessa forma, espera-se que o resultado dessa
andlise seja a determinacao de intervalos de possiveis valores para esses parametros de
modo que a dindmica descrita pelas equagoes GLL esteja em acordo com as propriedades

de equilibrio termodinamico estabelecidas para o modelo.
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meesssssssssssmmm CAPITULO 6 S —

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho, estudamos as transicoes de fase quiral e de desconfinamento através
do modelo efetivo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio para dois sabores de quarks. Além
das propriedades de equilibrio termodinamico, analisamos a dinamica de nao equilibrio dos
parametros de ordem dessas transicoes no limite quiral do modelo, procurando entender o
efeito da dinamica da transicao de desconfinamento sobre a dinamica da transicao quiral.
Certamente, fendmenos de nao equilibrio sao importantes para a correta descricao das
colisoes relativisticas de ions pesados.

No Capitulo[2] revisamos o estabelecimento da QCD bem como suas caracteristicas
mais importantes. De especial interesse foi a discussao da simetria quiral aproximada da
QCD para os quarks leves u e d e a introducao dos modelos NJL e PNJL. O Capitulo
¢ de central importancia para a dissertacao. Nele revisamos as descri¢oes termodinamica
e mecanico-estatistica da matéria em equilibrio térmico bem como descrevemos a relacao
entre elas a partir dos ensembles candnico e grande canénico. Em seguida, introduzi-
mos o formalismo de integracao funcional para a mecanica estatistica. Em particular,
demonstramos de modo claro como a funcao de particao se expressa como uma integral
funcional tanto para sistemas quanticos com nimero finito de graus de liberdade quanto
para uma teoria quantica de campos relativisticos (TQCR), que é o formalismo apropriado
para descrever as propriedades quantico-relativisticas de particulas elementares. Usamos
o campo escalar para exemplificar o caso de campos bosodnicos e o campo de Dirac para
o caso de campos fermionicos. Com isso, desenvolvemos o ponto de partida para se obter
a mecanica estatistica de uma teoria quantica de campos.

Logo em seguida, ainda no Capitulo[3] passamos a descrigao dos fendomenos criticos.
A caracterizacao das fases de equilibrio termodinamico foi desenvolvida de um modo
geral; em particular, discutimos como parametros de ordem sao definidos a partir das
propriedades de simetria do sistema e a relacao entre parametros de ordem e quebra

espontanea de simetria, o que permite a generalizacao dos conceitos relativos as transigoes
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de fases para sistemas pouco intuitivos, como os descritos por TQCR. Feito isso, revisamos
como a Teoria de Landau descreve o comportamento dos parametros de ordem numa
transicao de fase bem como foi desenvolvida a intepretacao de que a energia livre de
Landau determina a distribuicao de probabilidades para a descricao mecanico-estatistica
de um sistema em que é feito o processo de coarse-graining para tornar trataveis alguns
graus de liberdade microscopicos. A partir disso, introduzimos a descricao da dindmica
de termalizacao dos parametros de ordem via a equacao de Ginzburg-Landau-Langevin e
descrevemos brevemente os processos de nucleacao e decomposicao espinodal. O capitulo
se encerra com a discussao de por que, a partir de argumentos de simetria, o condensado
quiral e o loop de Polyakov sao tomados como legitimos parametros de ordem para a QCD
nos limites de quarks com massas nula e infinita respectivamente.

No Capitulo [4 calculamos o grande potencial termodindmico na aproximacao de
campo médio do modelo PNJL, o qual pode ser entendido como a energia livre de Landau
obtida a partir de um coarse-grainig (teoria de Landau microscopica). Motivados pelo fato
de que tomar o potencial quimico baridénico nulo é uma boa aproximagao para as etapas
mais energéticas de uma colisao relativistica de fons pesados e torna a descrigao mecanico-
estatistica mais simples — em particular, evita-se o “problema do sinal”, calculamos as
equacoes de gap tomando potencial quimico nulo. Também encontramos as equacoes de
gap desconsiderando o loop de Polyakov, quando se recai no modelo NJL, para que se
pudesse evidenciar as implicacoes do loop de Polyakov sobre a transicao quiral.

No Capitulo 5, apresentamos os resultados numéricos para as transigoes de fase
estudadas; as propriedades das fases de equilibrio foram determinadas a partir das res-
pectivas equacoes de gap. A massa constituinte dos quarks no limite quiral foi calculada
em funcao da temperatura e observou-se uma transicao de fase continua que se matém
quando o loop de Polyakov é considerado, ainda que a temperatura de transicao seja mais
elevada neste 1ltimo caso; ja a transicao de desconfinamento mostrou-se um crossover
em torno da temperatura critica da transicao quiral. Em particular, verificamos boa
concordancia entre nossos resultados e os encontrados na literatura. Neste sentido, é in-
teressante perceber que as descri¢oes das propriedades de equilibrio das transi¢oes quiral
e de desconfinamento via o modelo PNJL e via QCD na rede apresentam bom acordo;
isso encoraja o uso de modelos efetivos para estudar a matéria formada por quarks sob
alto potencial quimico bariénico (alta densidade barionica), regime em que a QCD na
rede ainda nao consegue fazer predicoes e que é de grande importancia para o estudo de
estrelas compactas.

Quanto a descricao da dinamica de nao equilibrio, verificamos que a termalizacao
ap6s um quench para baixas temperaturas ocorre via a formacao de dominios da fase com
simetria quiral quebrada e que, como esperado, a transicao ¢ mais lenta para quenches
a temperaturas menores. Além disso, o estudo da dinamica de nao equilibrio do modelo

PNJL mostra claramente que as estimativas encontradas na literatura para os parametros
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Iy, I'y, ks € Ky nao fornecem resultados compativeis com as propriedades de equilibrio
termodinamico obtidas através das equacoes de gap dentro de uma escala de tempo da
ordem da duracao da evolucao da matéria formada numa colisao de ions pesados a altas
energias.

Este talvez seja o resultado mais importante da presente dissertacao. Caso venha
a se confirmar que o valor do parametro k, seja da ordem dos valores obtidos atualmente
com modelos esquematicos, ele indica que os hadrons observados e os produtos de de-
caimentos de outros hadrons sao formados a partir de um estado que nao estd com a
simetria quiral quebrada. Claramente, o resultado requer estimativas mais realistas para
este parametro.

E importante mencionar o carater introdutério e limitado do presente trabalho,
visto que uma descricao fisica realista das colisoes de fons pesados requer nao sé o estudo
da dinamica de nao equilibrio, mas também de aspectos como o escoamento hidrodina-
mico da matéria produzida e efeitos de volume finito para a descricao térmica de tais
sistemas. Portanto, ha uma vasta gama de possibilidades para continuacao deste tra-
balho: a inclusao de equagoes hidrodinamicas relativisticas para levar em conta efeitos
de escoamento, considerar potenciais quimicos bariénicos nao nulos, a determinacao das
propriedades termodinamicas indo além da aproximacao de campo médio, melhorar a esti-
mativa dos parametros fenomenologicos introduzidos nas equacoes de GLL, por exemplo,
além de usar a descricao da dinamica de nao equilibrio via equacoes GLL para estimar os
valores dos paramertos relevantes.

Por fim, é importante perceber que o estudo da QCD sob condigoes extremas de
temperatura e/ou potencial quimico barionico ainda é objeto de muitas especulagoes, o
que é caracteristico de linhas de pesquisa em pleno desenvolvimento; isso é um aspecto
positivo, pois revela um ambiente aberto ao desenvolvimento e debate de novas ideias, mo-
delos, explicagoes e conceitos fisicos. Também ha de se observar que o estudo nessa area
fornece a oportunidade de se obter uma rica e solida formacao fisica, pois ela envolve di-
versas areas como termodinamica, mecanica estatistica, teoria de campos, hidrodinamica,

relatividade especial e fisica computacional.
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meeeeesssssssss APENDICE A ao—

CONVENCOES E NOTACOES

Neste apéndice serao expostas as convecoes utilizadas nesta dissertacao.

A.1 Espaco de Minkowski

No espaco de Minkowski o quadrivetor de posicao contravariante, denotado por

indice superior, é:
ot = (1;0’ 1'1’ ;1;27 ;1;3) — (ct, xz,, z) — (Ct, j;’) (Al)

em que ¢ é a velocidade da luz no vacuo e ¥ é o vetor de posicao usual. A partir deste,

define-se o quadrivetor de posicao covariante, denotado por indice inferior:
x, = (xo, 21, T2, x3) = (ct, —x, —y, —2) = (ct, —7) (A.2)
e forma-se a quantidade escalar de Lorentz:

(ct)? — 22 = z 2" = 2 (A.3)

em que foi introduzida a convencao de Einstein de somar sobre indices repetidos.
As componentes do vetor covariante sao obtidas através de um tensor métrico com

componentes g, que podem ser dispostos numa matriz G:

G= (guV) =

o O O =
|
—_
e}

A equagcao (A.2)) é escrita como:
Ty = Gur” (A.5)
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e a quantidade invariante em (|A.3) é expressa como:
z? = g, atx” (A.6)

De um modo geral, um quadrivetor contravariante a* ¢ uma lista de quatro com-

ponentes:
a" = (ao,al,aQ,a3) = (ao,ﬁ) (A.7)
que possui a quantidade (ao)2 — a? invariante sob transformacoes de Lorentz. Uma matriz

de transformacao A é uma transformacao de Lorentz se satisfaz:
AGAT =G (A.8)
Sendo a e b dois quadrivetores, a métrica induz um protudo escalar a - b:
a-b=a,b'=g,at" (A.9)

essa quantidade é invariante sob transformacoes de Lorentz, sendo chamada escalar de
Lorentz.

O operador gradiente quadrimensional

0 10 =
=__ _ (2 Al
On dzr (c ot’ V) (A.10)
é um vetor covariante. O vetor contravariante associado é:
0 10 -
oH=—=-——=—. -V A1l
oz, (c ot’ ) (A-11)
A partir destes, forma-se o operador d’Alembertiano:
_ 1 0? 2

que é um operador escalar.

A.2 Matrizes de Dirac

As matrizes de Dirac sao definidas pela algebra de Clifford:
(7%, 77} =497 + 4P =2¢*°1y; @, 8=0,---,3 (A.13)

em que 14 é a matriz identidade 4x4. Quando necessario, escolhemos a seguinte represen-

tacao para os calculos nesta dissertacgao:

1, 0 0
N o= %% ) k=123 (A.14)
02 —]_2 — 0k 02

em que 1, denota a matriz identidade 2x2 e o denota as matrizes de Pauli, dadas por:

01:<0 1), 02:<Q _i>, 03:<1 O) (A.15)
10 1 0 0 —1

facilmente verifica-se que as matrizes de Pauli satisfazem:

{O’k, 0'1} = 2519!]—2’ [O‘k, O’l] = 2i€;§717m0'm (A16)
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APENDICE B m—

VARIAVEIS DE GRASMANN

Neste apéndice, seguindo [33], introduziremos a ideia de nimeros anticomutantes
com o intuito de no Apéndice [C] expressar a funcao de parti¢ado para campos fermionicos
como uma integral funcional. Para isso, apresentaremos as propriedades de diferenciagao
e integragao sobre tais nameros. Mesmo que parega estranha, a ideia de ntimeros que
anticomutam é conhecida em Matemaética desde o século XIX.

Uma dlgebra de Grassmann de dimensao n é um conjunto de ntimeros que anti-

comutam, chamados varidveis ou numeros de Grassmann, 0s quais podem ser expressos

em termos de n geradores {n;; i = 1,...,n} que satisfazem a seguinte relacao de antico-
mutacao:
através de:
1 2 n
g=9"+> " g"m+ Y g, -+ g5 (B.2)
i=1 i1 <io

Desta forma, qualquer elemento g da algebra pode ser entendido como uma funcao
g(n) =g (m, - ,n,) determinada pelos coeficientes g, - - ,g@n, que sao ndmeros usu-
ais. Quando os coeficientes pertencem ao conjunto dos ntimeros reais (complexos), as
variaveis de Grassmann sao ditas reais (complexas).

Note-se que em cada termo de o produto dos geradores ¢ ordenado, caso
contrario haveria uma ambiguidade de sinal em cada coeficiente. Perceba também que

nao ha produtos do tipo n? ou m1n3n3 pois, como caso particular de (B.1]), tem-se:

Como a quantidade de termos independentes do tipo 7,7, - - - m;,com 1y < iy < -+ < e

n n!
s ( v ) =) .

p<mneé
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n _ n ~ s n . . 2
e szo Cy.p = 2", sao necessarios 2" coeficientes para especificar um elemento da algebra.

Tomando o caso n = 2 como exemplo, um elemento qualquer da algebra é escrito como:
1 1 2
g=gmm) = ¢ +g"m+g"n+gdmn (B.5)

(1) (1) (2)
2

= g9+ gi"n + 95" — 913 mm

A derivada & esquerda em relacao aos geradores é um operador linear definido a

partir das relacoes:

0 0
1 pr— —  —
on; 0 e on; 77]

para tomar a derivada de um produto de geradores, as relagoes de anticomutagao (B.1)

i j (B.6)

sao usadas; por exemplo:

0 0
~ - (_ = _ B.7
A, (771772) o, (—=m2m1) Ui ( )

de um modo geral:

i(nn...n) — (%>n4...n._<ani2)n....n4+...
37]k i1/ [io ip aT]k i ip ank i1 ip

(o,
+ (_1)19 ! <a:]7k ) NiyMNig * - - nipfl (BS)

veja que ganha-se um fator —1 a cada vez que a derivada “passa por” um gerador.
A regra do produto (B.8) fornece:

9 o 0
—— ¢ =0i; e — — =0 B.9
{@m ?7]} ’ {57% 8m} (B:9)

A primeira destas expressoes é obtida diretamente:
0 0 0
{6’_m’ m} g(m) = o [n3g ()] + (a—mg (n))

_ 5(2—’%))9(77) i (B2) (gm0 )
= 6;9(n

e a segunda decorre de (sem soma sobre indices repetidos):

8?71' [f%g (Th‘ﬁj)} B 8?7,- {% (—Uﬂh)} - 3?71' [—n:] = -1
% Lf% (Uﬂh‘)} = % [n;] = +1
Como exemplo, calculamos a derivada a seguir para o elemento dado em (B.5)):
0% (%) - 8% :3%2 (9(0) + g+ g8, + gg)nmz)}
= 8%1 _951)51,2 + 9655 — gDy g—Zj
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Como nenhum elemento possui termos quadraticos nos geradores, a derivada em
relacado a um mesmo gerador aplicada duas ou mais vezes é nula:

Pg(n) _ 0 (dg(n)\ _
2.2 (—am )_0 (B.10)

Assim, a integracao nao pode ser definida como a operacao inversa a diferenciacao.

Contudo, a integral pode ser definida como um operador linear a partir de:

e integrais multiplas sao intepretadas como iteradas:

/dml---dmpg (n) = /dml U dng, - - U dni,g (n)” (B.12)

E notavel que as definigdes (B.11)) sejam idénticas a (B.6]), portanto a diferenciacio e
a integracao sobre varidveis de Grassmann sdo equivalentes. Dessa forma, a medida de
integragao no lado esquerdo de (B.12)) subtende um ordenamento das integrais no lado
direito.

A seguinte integral do elemento g em (B.5)) é calculada como exemplo:

/ dnadng (n1,1m2) = / dno { / dm (9(0) +gMm + g, +g§§)mnz>]

= /dT]Q [g(o)/dn11+g§1)/dn1m —gél)ng/d’fhl—i‘
+g3 ( / dmm) 772]

= / dny [gﬁ” +g$)772} = g%

note-se ainda a igualdade entre a derivada e a integral em:

9 (99 (m,n)
dnading (m. 1) = 93 = —— <—’
/ ( ) 12 8772 8771
Outra diferenca marcante entre as integrais usuais e a integragao sobre variaveis de
Grassmann é como a integral se transforma sob mudanca de varidveis. Por simplicidade,

consideremos o caso n = 1; um elemento qualquer da &lgebra se escreve — ver (B.2) —

como:
g(n) =g+ g"n (B.13)

de onde se calcula a integral:
dng (1)) = g (B.14)

Dada a seguinte mudanca de variavel}

n=n®)=al+o (B.15)

Note-se que as transformacoes de varidveis grassmannianas sé podem ser lineares devido a (B.3]).

1
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em que 6 e o sao numeros de Grassmann e a ¢ um nimero ordinario, encontra-se:
d
/ dfg (1 (0)) = / d0 [99 + g (ab + )] = gMa = g =] (B.16)

d
Comparando (B.16)) e (B.14]) escreve-se:

i = [w (%) 5w (B.17)

perceba que, para nimeros usuais, a regra para a mudanca de variaveis ¢ diferente:

[twdy= [ ) Las (B.18)

A expressao (B.17) é generalizada para o caso em que a &algebra de Grassmann ¢é de

dimenséo n:

[na-dmg ) = [ db o {det <%)} g @) (B.19)

note-se que a medida de integracao se transforma com o nwverso do determinante jacobi-
ano.

E importante comentar sobre varidveis de Grassmann complexas, que sio usadas
para descrever campos femionicos no formalismo de integral funcional. Considere dois

conjuntos disjuntos de niimeros de Grassmann mutuamente anticomutantes {n,--- ,n,}

€ {77?7 777:,}:
{nmiy = {mm;} ={nim;} =0, ij=1,--,n (B.20)

Juntos, esses niimeros sao geradores de uma algebra de Grassmann de dimensao 2n. Os

dois conjuntos sao relacionados pela operacao linear, chamada conjugacao, definida por:

()" =
)" =
(s = Wiy iy)” = WL
(am:)" = a'n; (B.21)
em que a é um nimero complexo.
A diferenciagao ¢ definida por:
0 0 0 0 0 0

as relagoes se tornam:

9 Vs [0 [0 Y\, [0 .
aniﬂ?] — Y, — 877,7777] 817:777] - Y anivnj
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g 0 g 0 o 0
_7_ — —’—>|< = —*,— :O B23
{0m 6‘77j} {0772‘ 6‘77]} {am 8773} (B.23)

Define-se a integracao a partir de:

/dml =0= /dni‘l /dnmj =0;; = /dnfnj; (B.24)

novamente, a integracao e a diferenciacao sao operacoes equivalentes. As medida de

integragdo em integrais multiplas sao definidas como:

/ dn'dng (n*,n) = / dnydny - - - dnydnng (0", 1) (B.25)

Perceba que os geradores 1} e n; sao tratados como variaveis independentes com respeito
a diferenciagao e a integracao.

Um elemento genérico da algebra é escrito como:

9=9 (nT7 n) = a+ Z a;in; + Z @iyigMiy Nig + ++ T+ Q12..0M1M2 -+ N +
=1

11 <ig

DA D> bia i e biaentis 0 +
i=1

11 <12

D iy Coa TR - T (B.26)
ij=1

a integral do elemento acima sobre todas as varidveis é:

/ diydny - - dnyding (n',1) = —c12.n (B.27)

Por fim, com o intuito de descrever campos ferminonicos, generalizamos as expres-
soes acima para uma algebra de Grassmann de dimensao infinita. O indice que conta os

geradores da algebra passa a ser um rétulo continuoﬂ
mi—n(x) 0=t (z) (B.28)

os geradores satisfazem as relacoes de anticomutacao:
{n(@),n@}=_{n).n )} ={n"(),n}=0 (B.29)

a derivada passa a ser funcional, as expressoes abaixo generalizam (B.23)):

on* (y) on* (y)
on* () on (z) on* ()

{5%() &%y)} - {577*5(9:)’ 577*5(1/)} - {577% %@)} - (B30

No caso de nosso interesse, passa a ser um ponto no espaco-tempo.

I
o
I

1 =d(r—y)=

2
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e as regras de integragao sao:

/dn<x>1:o=/dn*<x>1 /dn<x>n<y>:6<x—y>:/dn*<x>n*<y> (B.31)

generalizando (B.24)).

No caso continuo, um elemento qualquer da algebra é expresso por

g=g[n (@) ,n)] = a(o)+/d$1a($1)n($1)+/dﬂf1d5ﬁ2a (21, 22) 0 (x1) 7 (22) + - -
+/dwlb($1)77* ($1)+/dﬂc1dl’2b($1ax2)77* (z1) " (x2) + -
—l—/dxlda:Qc(xl,xQ)n* (x1)n (z2) + - -

+/dxl"'d%0(ﬂf1w-- @) 0 (21) (@) 0" (@) 0 (@0) + -
(B.32)

sendo entendido como um funcional dos geradores.
Tendo definido a integracao para algebras de Grassmann de dimensao infinita,
pode-se definir integrais funcionais sobre varidveis de Grassmann, generalizando a inte-

gragao funcional usual. Ao fim do Apéndice [D] comenta-se sobre como isso é feito.
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pr———————N el \E D) (6] 2

INTEGRAIS FUNCIONAIS E A FUNCAO DE
PARTICAO PARA TQC

Neste apéndice serao apresentadas as derivacoes das expressoes para a funcao de
particao que generalizam (3.42)) para sistemas quanticos com n graus de liberdade sem

spin e para campos quantizados; seguiremos as referéncias [7,33|.

C.1 Funcao de particao para n graus de liberdade

Considere um sistema com n graus de liberdade {¢;; i =1,2,--- ,n} e dindmica
dada por uma hamiltoniana independente do tempo H(p,q) = H(p1, - ,Pns @15 > qn)-
Segundo a quantizagao canonica, os operadores posi¢ao {¢;; i = 1,2,--- ,n} e momento
{pi; i =1,2,--- ,n} satisfazem as relacoes de comutagao:

Gk i) = ihok 3 kyl=1,---,n (C.1)

e seus autoestados |) e |p) satisfazem:

4; 1q) = q; 12) pilp)=pilp);i=1,---,n (C.2)
(A7) =6 ) (PlF) = @nh)" ™ () — ) (C.3)

~ - dpl dpn
= [ fapa@ 1= [ [ (4
(@5 = exp (,%p*-q*) = exp <%Zplql> (€5)
=1

No ensemble candnico, a funcao de particao pode ser expressa por:

1

2= [@algen (~sHGD) 0 5= 7 (o)
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Para o célculo de (q] exp ( H(p.q)) |@) novamente o intervalo [0, 8] ¢ particio-

nado em N subintervalos de amplitude € =

% denotando U(e) = exp (—d:[(ﬁ, é))
z = [@a@l@in-yU@ - LUOLT©O D

= /d"q lim{ o drgNY argM (@ U (e ) [ 1)><Q(N—1)‘U(E)}q—(N—2)>X

= lim d”/ /d” N=1) 1) (C.7)

N—oo

—

em que ¢ = 7= g™ e o limite ¢ — 0 é tomado mantendo Ne = $3 finito. O elemento
de matriz T® = (g | U( Ule ) |7*)) ¢ dado por:

anp®) .
T / i4 <—(k+1 ’p(k)> <ﬁ(kz)}exp (—eH(p,(j)) ‘q(k)>
apt i oy
Iy N S
_ /Mexp L5 . g® ) ) 11— eH (5, ¢)] exp |~ - g ) + O()
ey P\ 7 ’ h

- / (Cg;l;;l;)n exXPp (}%ﬁ(k) ’ [(j(kJrl) - q_(k)}) exp [ 5H<_( ) )} + O( )

Note-se que p*) ndo é o momento canonicamente conjugado a ¢ avaliado no ins-

tante k. Portanto:

N-1
H TH) { (hﬁ( ). [q(kJrl) _ (j(’“)}> exp [—eH(ﬁ(k),q—(k))}} + O(e?)
k=0

d"p (k) N-1 iﬁ(k) . q(k‘f‘l) _ q(k)
B ( / ) { ‘ ﬁ ( € )_H(p(k)vq_(k))

k=0

} + O(e%)

substituindo essa ultima expressao em ((C.7)), encontra-se:

el 1)

N—oo 7j=1

N-1 T k) | (g1 _ Gtk
oL [y

he

no limite em que € — 0 (N — 00), escreve-se:

N-1 NoL )
1 (4) _ 1
tﬁ%ﬁgg/% G/W—Q/ZE (©3)



APENDICE C. Integrais Funcionais e a Funcdo de Parti¢io para TQC 94

/Dq, /Dp, exp{ / dT{iﬁ-j—f—H(ﬁ,q)]}; 5—kBT (C.9)

QI(O =q (hB)

Esta é a expressao para funcao de particao no ensemble canodnico como integral
funcional que generaliza (3.42)) para n graus de liberdade. Quando a hamiltoniana é

quadratica nos momentos:
H:iipz"i_‘/((ha'” ,qN) (C.10)
— 2m !

obtém-se uma expressao que generaliza (3.51)):

n

Z=N|]] /Dql eXp(—%SE(B)) (C.11)

= 4 (0)=ai(hB)

em que a agao euclidiana Sg(f) é dada por:

Sp(8) = /Om dr [%i <%)2+V(ql,... ,qN>] (C.12)

e a constante:
Nn

N = Ji%ro; <27T777;26>T (€.13)

C.2 Funcao de particao para campos

C.2.1 Campo Escalar

Segundo a quantiza¢ao canoénica, os campos sao operadores ¢(z) e T(x) que satis-

fazem as relagdes de comutagao a tempos iguais

6”@, 70| = @i (C.14)
[62%,2), 0% 7] = [#°3), 7(2,7)] =0

como os operadores que representam os graus de liberdade dependem do tempo, diz-se
que os campos estao na descricao de Heisenberg.

Escolhendo-se um tempo de referéncia, usualmente t = 0, os operadores de campo
na descricao de Schrodinger, ¢(Z) e #(Z), sio obtido:

(@) =0 (2" =0,7) 7(@)=7(2"=0,7) (C.15)

As duas descrigoes serdo distinguidas notacionalmente pelo argumento dos campos: quando o campo
estiver na descri¢do de Heisenberg (Schrédinger), o argumento serd o quadrivetor (vetor) posicdo x

(7).

1
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por (C.14)), eles satisfazem as relagoes de comutagao:

6@, 7)) = insD @ = e [3@), 6] = 7). 7(7) = 0 (C.16)
seus autoestados |¢) e |7) satisfazem:
o) |0) = o(@)|¢)  7(&)|m) = ()|m) (C.17)
(als) = 0 (da —dp)  (malm) = (271) & (ma — ) (C.18)
= [aspe 1= [onim @ (€.19)

(6lr) = exp (%w-¢) ~ exp [% / ﬂ(f)gb(f)d%} (C.20)
em que

H(5 ¢a (T) = ¢ (T)]  O(ma —m) = H5[7ra (%) = m (7)]

Note-se que, se a funcdo ¢q (%) (7,(Z)) ¢ autovalor de ¢(Z) (7(Z)), 0 autoestado ndo
depende da posigao e é rotulado por |¢,) (|7,)); a fungdo delta compara as fungoes, sendo
nula sempre que seu argumento é diferente da fungao nula e nas relagoes de completeza
integra-se sobre todos os autovalores, ou seja, fungdes ¢(Z) ou 7(Z).

A funcao de particao no ensemble canénico é:

1

2= [ outoexp (<517 0) o) B= 17 (C21)

Particionando o intervalo [0, 5] em N subintervalos de amplitude € = % e usando

as relagoes de completeza (C.19) nos extremos de cada subintervalo, escreve-se:

(Gale P70 [6,) = Jim (H / d@‘”“) (Galmw) el exp (€[, 8) o) (Gl )

x (1l exp (—eH 17, 9]) lon-1) x
x (mal exp (—eH [, 9] ) [62) (@ulm) (mi| exp (e [7,6] ) én) (61]60)

(@ |e_BH[W¢] [éa) = hm (H/d@dm wzlexp< cHlit ¢]> |pi) (Bita|mi) <¢1‘¢a>)
(C.22)
em que ¢yi1 = ¢q. Mas:
(D1l¢a) = 0(d1 — da) (C.23)
<¢i+1|7ri> = €exp [%/d3mwl(f)¢’+l(f)] (024)
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(milexp (—ef[#,d]) |6 = (x| (1 - efl[7,]) |o0) + O()
= (1 eH[m, &) (mloi) + O()
— exp(—cHm, ¢ ])exp[ ; / d39:7r2-(a?)¢i(93’)]+
+0O(é?) (C.25)

Substituindo (C.23]), (IC 24]) (C.25) em ((C.22)), omitindo o argumento dos campos
e denotando K, = (¢,| e PHFI] |,):

d . N .
K, = lim ( ¢ il > exp {Zl/dsx {%Wj (Pj+1 — ¢5) — E’H(Wja(?j)} }
N

com ¢ni1 = ¢, = ¢1. Definindo as medidas de integracao no limite N — oo:

N[ dgdn
/ D¢Dr = (H / iﬂ:) (C.26)
=1
escreve-se:

P 1 hB —
(Gal 10 |gy) = /chDﬂ exp {ﬁ/ dT/d3$ [iﬂ' (7,7) a¢g’ T _
T
3(0,)=p(1B,7)=a (7) 0

—H (7 (1,7), ¢ (, 9?))] } (C.27)

A funcao de particao no ensemble canonico escrita como integral funcional é obtida
substituindo (C.27) em (C.21):

ha T, T
7 = /ngDW exp{ / dT/dSZE [m )a(b(@T ) H(w(ﬂj’),qS(T,f))]}; B = ]@LT

o(0.5)=6(h5.)
(C.28)

De modo semelhante ao caso unidimensional discutido na Subsecao quando

a densidade hamiltoniana depende quadraticamente do momento 7(x), a integral no mo-
mento se torna gaussiana e pode ser resolvida exatamente; isso fornece uma expressao
para a funcao de particao como integral funcional apenas no espago de configuracoes de
campo.

Considere uma densidade lagrangiana da forma:

L= 200 (@) 00 () — 5 (5) 6% (1) U (4) (C.29)



APENDICE C. Integrais Funcionais e a Funcdo de Parti¢io para TQC 97

em que m é a massa das particulas correspondentes. O momento canonicamente conjugado

a ¢ e a densidade hamiltoniana sao:

") = G @) = P
H=rdos— £ = on (0 + 3 (90) ()45 () 6% (1) + U (6 (2)

Substituindo (C.30) em (C.28)), deve-se calcular:

7 = /ngm eXp{ /hﬁdT/dsm [m__ 1o %(w) ;(?) ¢2+U(¢)>

¢ (hB,T)

}

(C.31)
As integrais funcionais sao resolvidas voltando a versao discretizada para a direcao

temporal e dividindo o volume espacial V em M cubos de aresta a de modo que V = Ma.

Com isso, os campos ¢(t, Z) e w(t, ¥) sao escritos como 7(%) e Wfﬁ) em que o indice rotula o
? b )

tempo e o subindice m rotula a posicao espacial. Particularmente, discretizando a regiao

espacial, a fungao de particdo toma uma forma idéntica a (C.9):

Z = i H D¢y, D 1 wd i Obm _ 1
= Mgnoo m P Tm | eXp T a” | imy, pe 27rm
Gm (0)=6m (hB)

- (37 2+;<%C>wa+v<¢m>)]}
(C.11)

T / Do | exp [~750(5)

M —o0 h
¢>m( )=¢m (7B)

com a agao euclidiana dada por:

sst0 = o e {3 (o) + (9

m=1

1 2

5 (50) LU (9m)p (C32)
2\ h

No limite do continuo, escreve-se:

Z-N / Do (7, &) exp {—%SE@] (C.33)
#(0,7)=0¢(hB,%)

o e 5| ) (o)

com
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A generalizacdo para n campos escalares {ggz ();i=1,--- ,n} é direta. A ex-

pressao se torna:
(H /D(bﬂ?m)exp / dT/d3 Zm (%Z " x)—H(”i(ﬂf)’@(va))”
7)

(O 5) (bz(ﬁ Zz
(C.35)

e a (C.33)) fica:

H / Do: (7.7) | exp {—%SE(@] (C.36)
¢( Z)=¢;(hB,7)

/’ZT J el [ m) (Bt ) () o)

(C.37)

C.2.2 Campo fermidnico

Considere a seguinte densidade lagrangiana em unidades naturais (h = ¢ = kp =

1), que sdo costumeiramente usadas em Fisica de Particulas:
L= (yd, —m)y =V (¥ 9) (C.38)

em que 1 (x) é um espinor de Dirac, 1 (x) = ¥ (2)1°, que descreve um férmion de spin
1/2:

=

8

<
N

¥ (x) = (C.39)

w
/—\/Q/—\A
~— — — ~—

8

<
Ny

e m ¢ a massa das particulas correspondentes.

O momento canonicamente conjugado a v é:

7 () = — (1) = iy () (C.40)

e a densidade hamiltoniana:

H=m(0pp) — L=y (=i 0 + m) ¢ + V (¢7, ) (C.41)
Procedendo como no caso do campo escalarﬂ serfamos levados a seguinte expressao

para a fun¢ao de particao no ensemble canonico:

Z = /D(WT)DQﬂeXP{/BdT/d%[i (w*)g—f—H(W,w)”; 5:%
_ /D(W)Dwexp{ /dT/dd [¢T—+H(w,¢)” (C.42)

Note-se que no caso do campo escalar néo foi usado o fato de que os campos comutam para encontrar
a representacao como integral funcional para a fungao de particao.

2
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em que foi usado o fato de que D (in) =D (W) pois a transformacao (in) — yt e
unitaria; note-se que os campos 1 e 1! sdo variaveis de integracio independentes. Entre-
tanto, no caso fermionico, a condi¢ao de contorno é de antiperiodicidade e os campos sao
variaveis de Grassmann, conforme discutido a seguir.

Enquanto que os operadores de campo escalar satisfazem as regras de comuta-
cao (C.14)), na quantizacdo canodnica os operadores de campo que descrevem férmions

satisfazem a seguinte regra de anticomutagao a tempos iguais:
{0,040} = Busd®(@ - D (a3
{¢a($07 f)7¢5(x07 gj)} = {¢L($Oaf)a @ZJ;(ZEO,?j)} =0 «, /8 = 1a e 74

o que fornece o principio de exclusao de Pauli. No limite A — 0, os operadores devem ser

substituidos pelos autovalores. Dessa forma, os campos que aparecem em (C.42)) devem

anticomutar:

{a(@® @), 0s(a" )} = {0l 2), 0}, ) b = {wale®,2), 0}, )} =0 (C.49)
sendo, portanto, variaveis de Grassmann, cujas propriedades sao apresentadas no Apén-
dice

A condicao de periodicidade no caso bosonico e de antiperiodicidade no fermionico
é facilmente entendida tomando a fun¢do de Green térmica G (Z,¥;7,0), cuja definigdo
para os operadores de campo ® (x) é

G (Z,7:7,0) = <7’T (é (r, @) ® (o,g>)> (C.45)

B
em que 7, é o operador de ordenamento em tempo imaginario; para bdsons:

7;(@(7-1,5)@)(72750:0(71—7-2)@(7-1,5)@}(7-2,;5)—#9(7-2—71)@(727 )é(ﬁ, ¥)
(C.46)

para férmions:

A

T (®(r,2) @ (12.5)) = 0 (ri = 72) & (7,8) @ (72, 5) = 0 (r2 = 1) & (72, & (70,7)
(C.47)

e 0 é a funcao degrau de Heaviside:

1 >0
0(z)=4 (C.48)
0 2<0

Para o campo escalar, a funcao de Green térmica G g para 7 > 0 satisfaz:

~

G (#5:7,0) = 27T {6 (r2)6 (0, >}=Z*1Tr{$<o,y*>efﬁ%<nf>}
e (HG(0,) ) 6 (7, )}

=
\_/
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em que usamos a ciclicidade do traco e a relacao qE(T, ) = eTﬁQAﬁ(O,f) o—H que é a
continuacao analitica da evolucao temporal para operadores de campo na descricao de
Heisenberg 6 (t, 7) = ¢¢ (0, %) e ", Essa periodicidade da fungdo de Green térmica
faz com que a condicao de contorno para os campos bosonicos na funcao de particao seja
periodica.
Para férmions, ainda tomando 7 > 0 :

(Gr)oy @ 557,0) = Z7Te{e 0T, (b (7,2) 6L (0,9)) }

{10 () 0L 0.9)} = 27T {01 0,50 #1477}
= 27T {e PR (0, 5) P, (7, 7) )
= 77T {e L (B,7) da (7, 9)}

e [T (r.2) 41 (8.9)] }

= —(Ttha () 6L (8,)) = = (G, (& 77, 8)

Portanto, a condicao de contorno para os campos fermidnicos é que eles sejam antiperio-
dicos.
Apobs essas observacoes, finalmente escreve-se a funcao de particao para férmions

como integral funcional:

/D (1) D¢exp{ / dT/d3 [w* H(wﬂ@b)” (C.49)

¥(0,2)=—v(8,7)
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meessssssssssss APENDICE D m—

INTEGRAIS GAUSSIANAS

Neste apéndice deseja-se demonstrar algumas integrais gaussianas que sao im-
portantes para o formalismo de integrais de trajetéria, pois as integrais funcionais sao

calculadas via discretizacao, o que resulta em integrais multidimensionais.

D.1 Variaveis Reais

A integral gaussiana unidimensional é:
+o0 2 1/2
L —/ dae™ %% = (—W) ;o a>0 (D.1)
oo a

que pode ser demonstrada calculando

2 +oo +oo 1 2 2 oo 2 1 2
IT = / / dwdye2e(+*+7) :/ dr/ dfre=2"
—00 —00 0 0
1 [~ 21

1
= 27?—/ e~39° (—ar2) = —
a Jo 2 a

A partir desta, calcula-se a integral gaussiana em n dimensdes:

oo too ~1Smiaise LT 4
I, :/ dx1-~-/ dx,e i = /d”xe_zm T (D.2)

o0 [e.9]

em que a;; sao os elementos da matriz real A assumida simética (AT = A) e positiva-

definida, ou seja, todos os seus autovalores sao positivos. Note-se que, se a matriz A pos-
n

suisse uma parte antissimétrica, esta nao contribuiria para o expoente, pois y z;a;;x; = 0
Se aij = _aji- ’

A integral é calculada usando um resultado bem conhecido da Algebra Linear

segundo o qual qualquer matriz simétrica real pode ser diagonalizada por uma transfor-

magcao de similaridade ortogonalﬂ. Deste modo, existe uma matriz ortogonal O tal que a
1

Indicamos a segdo 4.7 de [44] para uma demonstragido desse resultado.
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matriz
A=0A0"' =0A0" (D.3)
¢ diagonal; portanto, os elementos de A sdo os autovalores {aj; i=1,--+ ,n} da matriz
A: (/1) = aiéi]’.
ij

Fazendo a mudanca de variaveis
=0z (D.4)
cujo determinante jacobiano é 1 porque O é ortogonal e notando que
7T Az = 270" (OAOT) Ox = 2™ Ax

a integral I, se escreve como:

A -1 S Ty T " oo N
I, = / d"ge 2P AT = / rge =11 { / diie—éai(ﬂfi)ﬂ

1T 1
/d”xefc Ar — (27)"2 (det A)"/* = (21)" % exp {—iTr (In A)] (D.5)

pois o determinante de uma matriz é o produto de seus autovalore]] A tltima igualdade

é obtida usando a identidade:

In(det A) =1n <H ai) = Z In (o) = Tr(In A) = det A = (0 4) (D.6)
i=1 i=1

D.2 Variaveis Complexas

E conveniente lidar com a generalizacao de (D.1]) para o caso em que as variaveis

de integracao sao complexas:
J = /dz*dze_az*z; a>0 (D.7)

esta integral é resolvida expressando z em termos de suas partes real e imaginéria, deno-

tadas respectivamente por x e y:

z=x+1iy, 2z'=x-—1y T,y €R

0z 0z
% 3_ 1 1
dz"dz = |det | 57 aéy* dxdy = |det . dxdy = 2dxdy (D.8)
or Oy
2 Uma matriz M = (m;;) qualquer pode ser escrita como a soma de uma simétrica B e uma antissi-
meétrica C' definindo os respectivos elemetos de matriz b;; = W e cy = w Portanto,

se a matriz A nao fosse simétrica, seria o determinante de sua parte simétrica que estaria em (D.5)).
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a integral J, entao, se escreve como:

o0 o0
J=2 / / dodye~a(=*+v?) B o7

a

x 2
" /dz*dze‘“z F = —W; a>0 (D.9)

a
A integral em n dimensoes (D.2)) é generalizada:

n
J, = /dzfdzl -+~ dz)dz, exp (—Zz;kaijzj> = /dz’fdzl -+~ dz)dz, exp (—ZTAZ)
2
(D.10)
nesta ultima, z ¢ um vetor coluna com n entradas complexas z; e A ¢ uma matriz complexa

assumida hermitiana (AT = A) e positiva-definida. Sabe-se da Algebra Linear que uma

matriz hermitiana pode ser diagonalizada por uma matriz unitaria U. Assim, a matriz
A=UAU = UAU' (D.11)

é diagonal e seus elementos sdo os autovalores (reais e positivos) {«a;; i =1,--- ,n} da
matriz A.

Fazendo a mudanca de variaveis
Z2=Uz (D.12)

que deixa invariante a medida de integracao em (D.10), pois o modulo do determinante

de uma matriz unitaria é 1 e usando:
Az = AU (UAUT) Uz = 21 Az (D.13)

escreve—sdzﬂ

J, = /di{d%l -dzrdz, exp TAz /d 1dzy -+ -dzdz, exp( Za,z zz)
= H l/ dzZrdzZ;exp (—oyZ; %) } EL H ( ) )™ (det A)™!

i=1 =1

" /dzfdzl c+-dzidz, exp (—2TAz2) = (2m)" (det A7 = (2m)" (det A) " exp [ Tr (In A)]
(D.14)

3 Toda matriz complexa pode ser decomposta como a soma de uma hermitiana e uma anti-hermitiana;

contudo, a parte anti-hermitiana ndo contribui para o expoente em (D.10). Portanto, caso a matriz
nao fosse hermitiana, o determinante em (D.14)) seria o da parte hermitiana da matriz A.
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D.3 Variaveis de Grassmann

Nesta subsecao, o objetivo é deduzir a expressao para integrais gaussianas para
variaveis de Grassmann complexas formando uma algebra de dimensao finita. A gene-
ralizacao para dimensao infinita é o que permitird o calculo da integral funcional para
variaveis de Grassmann.

Primeiramente, numa algebra gerada por n* e ), consideremos a exponencial:

exp (—n'n) =1—n"n (D.15)

que é calculada usando a expansao em série de Taylor. Perceba que, devido as relacoes
nticomutaca Xpansa ui n rmos lineares n radores.
de anticomutacao, a expansao possui apenas termos lineares nos geradores

A integral gaussiana para variaveis de Grassmann complexaﬁ mais simples é:

/ dn*dnexp (-n'n) = / dn*dnl — / dn*dnn*n = / dn*dmn* =1 (D.16)

A fim de generalizar para algebras de dimensao 2n, consideremos o caso n = 2. A éalgebra

¢ definida pelas regras de anticomutacao:
{nny ={niniy ={mm;} =0, i,j=12 (D.17)

7 passa a ser um vetor coluna com duas entradas:

h * * n * *
n= ( ) =y = (771 772> ( ) = nim + 1572 (D.18)
12 72

e a exponencial:

* * 1 * *
exp (—n'n) = 1—(nim +m5m2) + 5 (mim + m3m2)”
= 1 — (nim + m3m2) + mninan; (D.19)

Portanto:
/ dn'dnexp (—n'n) = / dnidmdnydns [1— (nim + m3me) + mninens) =1 (D.20)

Consideremos, agora, a seguinte mudanca de varidveis:

- my _ My, Mo\ (0, Mo ot = n _ Ny Nig\ (07 _ N
Uy My My 0, 7 Ny Noo o;
(

D.21)

1 A integragao sobre variaveis de Grassmann é definida no Apéndice
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e expressemos o produto 72137117 em termos de 6,050,07:

memny = (Mt + Magls) (N6 + Naobs) (M1101 + Miab) (N1167 + Nizbs)
= (M6 + Maot) [No1 67 (M1161 + Miat) Niay+
+Noo03 (Mi161 + Mi2602) Nyiq67]
= My101N2107 My205N1205 + Ma101 Nogty Mi905N1107 +
+Ma205 Noy 07 My1601 N1205 + Mooz Nogty Mi1601 N1107
= [My M13Nyy N1ig — Moy M1 Ny N1 | 02050,07 +
+ [= M3 M1y Noy N1g + Moy M1y Nog Nyi) 02050, 607
= [=Mo M (det N) + Moo My (det N)| 0,056,607
= (det M) (det N) 6,056,607

Somenymn; = (det MN) 6,056,607 (D.22)

Para avaliar como a medida de integracao dnjdn,dn;dn. se transforma sob a mu-
danca de variaveis (D.21)), usaremos o fato de que a propria definicdo de integral sobre

variaveis de Grassmann fornece:
/dni‘dmdn;dngngn;nmf =1= /d&fd@ld%d@ﬁg&;ﬁl@f (D.23)
Mas, substituindo (D.22]), tem-se:
/dnfdmdn;dng (det M N) 65050,07 = /d@fd61d0§d62629§9191‘ (D.24)
de onde se conclui:
dntdnydnidn, = (det MN) ™" doid6,doido, = (det MN) ™" dotdo (D.25)

Finalmente, aplicando a mudanga de variaveis (D.21]) & integral (D.20)) e usando
(D.25]), encontra-se:

1= /dann exp (—nTn) = (det MN)_I/dHTdH exp (—HTNTMH)
como det (MN) = det (NTM), a expressdo acima fornece, denotando A = N*M:
/d@TdG exp (—07A460) = det A (D.26)

esta é a integral gaussiana desejada para n = 2.

A generalizacao para algebra com n qualquer é simples. As relacoes de anticomu-

tacao (D.17)) ficam:
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a integral (D.20) se torna:
I= / dn'dnexp (—n'n) = / diydiy - - digy i exp [= (mym + - +na)] - (D.28)

claramente vé-se que o tnico termo da expansao da exponencial que possui contribuicao
nao nula para a integral é o que tem o produto de todos os geradores apenas uma vez;

explicitamente, o termo é

]' * * n n * * *
5[— (mim 4+ mma)l” = (=1)" (00 - - m3m2mm)

pois ha n! modos de dispor os n “pares” nfn; num produto de n fatores e todos fornecem
o mesmo resultado porque (D.27)) implica a comutagao:

(), ()] = 0
com isso, a integral [ fica:
I = /dni‘dm < dnpdnn (= 1)" (037 -+ - 03021 M1)

= /dni‘dm--‘dniidm(—l)"(—l)” (Nt -+ memamny) =1

/ dnydny - - - diydn, exp (—n'n) =1 (D.29)
Introduzindo a seguinte mudanca de variaveis
n=M0 n*=NO" (D.30)

encontra-se, por exemplo:

mmnz:--n = Z Z T Z M1j1M2j2 U Mnjnejlejé o 'ejn

J1=1j2=1 Jn=1

= D ) D g M Mo, - My, 0105 -0,

n=lje=1  jn=1

em que €;, j,...;, ¢ definido pmﬂ

+1 se (j1, 42, ,jn) € uma permutacao par de (1,2,--- ,n)
Ejrjain = § —1 se (j1, 72, ,jn) € uma permutacio impar de (1,2,---,n) (D.32)

0 qualquer outro caso

A permutagao (j1,j2, -+ ,Jn) € dita par (impar) se pode ser obtida fazendo um namero par (impar)
de trocas entre elementos adjacentes da sequéncia (1,2,--- ,n). Por exemplo, a permutacdo (2,1, 3)
é impar e a (2,3,1) é par.
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e, de modo semelhante:

M-, = (det N) 6165 --- 6, (D.33)

n

Sty ey = (det MN) 0,07, - - - 62056, 607 (D.34)
Usando (D.34) em:

/ dnydn, - - - dnpdnanny, - -mny =1 = / doydo: - - - do;,d0,,0,,0;, - - - 0,07 (D.35)

encontra-se

dnidny - - didn, = (det MN) ™" d6:df, - - - d6%d6, (D.36)
Aplicando a mudanca de variaveis (D.30) em (D.29)) e usando (D.36)), escreve-se:

1= / dnjdny - - - dndn, exp (—n'n) = (det MN) ™ / d0;d; - - - d0),db,, exp (—0TNT MO)
(D.37)

Finalmente, definindo A = N”M e notando que (det M N) = (det N M), chega-se

a expressao para a integral gaussiana n-dimensional para variaveis de Grassmann com-

plexas:
/ d'df exp (—0TAf) = / db;d; - - - do7db, exp (—0"Af) = det A (D.38)

que é a expressao desejada.
O caso em que a dimensao é infinita é obtido fazendo o indice dos geradores
ser continuo. Dessa forma, a expressao acima é generalizada, tornando-se uma integral

funcional:
/ DO (2) DO () exp (— / dedyd' (x) Az, y) 0 (y)) — det A (D.39)
note-se que a medida de integragao funcional é entendida como o limite:

/ DO (2) DO (x) = lim [ dO}db, - - - dbdb, (D.40)

n—0o0

De fato, ¢ a expressao (D.39) que se usa para calcular as integrais funcionais

gaussianas sobre campos fermionicos no Capitulo [4
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APENDICE E  msss—

METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

Estamos particularmente interessados em resolver numericamente o sistema de
equagoes (4.59) pois assim se obtém a evolucao temporal dos parametros de ordem durante
a termalizacao do sistema; para isso, o método das diferencas finitas descrito a seguir é
utilizado.

Como caso mais simples, considere uma fungao de uma tnica variavel f(\) definida
num intervalo fechado [«, 8] e suponha que desejamos obté-la numericamente (resolvendo
computacionalmente uma equacao diferencial, por exemplo).

A primeira coisa a se fazer é discretizar o seu intervalo de definicdo, ou seja, faz-se
uma particao de seu dominio; é mais simples dividir o intervalo em N subintervalos de

mesma amplitude AA:

com isso, a funcao é numericamente entendida como uma lista de N + 1 valores f,:

o que serd denotado por f, = f()).
Apos isso, deve-se definir numericamente as derivadas da func¢do, pois estamos
interessados em resolver uma equacao diferencial. Algumas formas de definir a primeira

derivada sao:

fOA+AN - f(N)

GV S (B3
f,_(/\) = f(A)_i())\‘_A)‘) (E4)

naturalmente motivadas pelas defini¢oes das derivadas a direita e a esquerda, respectiva-

mente; note-se que A\ > 0. A partir destas, é definida a segunda derivada:

vy = FE = 1) FO+ AN + FA = AN) = 2/()
fr) = S = Y (E:5)
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como as equacgoes que desejamos resolver sao de segunda ordem, nao precisamos definir
derivadas superiores.
Neste trabalho, queremos resolver o sistema de equagoes GLL (4.59); cada uma

delas pode ser escrita na forma:

) = w0 T) - R0 D) 6D +EEF: a=65  (B6)

em que «a identifica o campo ¢ ou &

@¢E¢ @5-56’

portanto, devemos definir o método das diferencas finitas para fungoes de varias variaveis.
Por simplicidade, neste capitulo serd omitido o simbolo ~ para denotar as grandezas
adimensionalizadas.

O dominio dos campos é particionado segundo uma rede anisiotropica, pois dire¢ao
temporal é discretizada em N, subintervalos de tamanho At enquanto que as direcoes
espaciais sao discretizadas segundo uma rede ctbica com N, pontos em cada direcao e

espacamento h:

t=nAt n=0,1,---,N (E.7)

r=th y=jh z=kh i,5,k=0,1,--- N, —1 (E.8)

com isso, os campos sao numericamente definidos como (@a)?’j’k = O,(t,7), explicita-
mente:

O-zfj,k = O-(tv 7?) ¢Zj,k = ¢<t7 F) (Eg)

Para a derivada temporal, ¢ escolhida a defini¢do que generaliza (E.3):

50, 5 = Ou(t + AL, 7) — O,(t,7)

ot T At

09,\" (©)i T4 — (©u)}s
. _ . J, E.1
(%), 5 10

e o laplaciano segue ([E.5)):

Ou(t,x+ h,y,z) +O4(t,x — h,y,z) —20,(t,z,y, 2) N

V20,(t,7) = ¥
Ou(t,z,y+h,z)+O,(t,x,y —h,z) —20,(t,z,y, z)
+ - +
Ou(t,z,y, 2+ h) + O4(t,x,y,z — h) —20,(t,z,y, z)
+
12
n 1 n n n n
(V015 = 75 |Oaer s+ Oy (Ol + (O]

+(Oa)i i1 T (Oa)i i1 —6(00); 1 (E.11)
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