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“Diante da vastidao do tempo e
da imensid&@o do espaco é uma alegria para mim

A7

compartilhar uma época e um planeta com vocé

(Carl Sagan)
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RESUMO

AplicacOes recentes de satélites artificiais da Terra com finalidades geodindmicas
requerem Orbitas determinadas com bastante precisdo. Em particular, marés
terrestres influenciam o potencial terrestre causando perturbacdes adicionais no
movimento de satélites artificiais, as quais tém sido medidas por diversos processos.
A atracdo exercida pela Lua e pelo Sol sobre a Terra produz deslocamentos elasticos
em seu interior e uma protuberéncia em sua superficie. O resultado € uma pequena
variagdo na distribuicdo da massa na Terra, consequentemente alterando o
geopotencial. As perturbacdes nos elementos orbitais de satélites artificiais terrestres
devidas a maré terrestre podem ser estudadas a partir das equacdes planetarias de
Lagrange, considerando-se um potencial conveniente. Alguns modelos tém sido
propostos para o célculo de perturbacbes orbitais devidas a maré, tais como 0s
modelos de Kaula, de Kozai, de Balmino e o utilizado pelo IERS. Os resultados
encontrados na literatura sdo, em geral dificeis de serem comparados, pois 0s
calculos sao feitos com diferentes modelos. Neste trabalho séo apresentadas, para os
potenciais mencionados, as expressdes analiticas em forma expandida. Alguns
cenarios sdo propostos mostrando, para tais modelos, as diferencas nas perturbacdes
de longo periodo e seculares, nos elementos orbitais de satélites artificiais, devidas &

maré terrestre.

PALAVRAS-CHAVE: Marés terrestres, perturbacdes orbitais, satélites artificiais.
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ABSTRACT

Recent applications of artificial Earth’s satellites, as for instance with geodynamics
purposes, require very high precision orbit determination. In particular, terrestrial
tides affects the geopotential causing additional orbital perturbations that can be
measured by several methods. The Sun and Moon attraction on the Earth produces
both an elastics displacements in the Earth’s interior and a bulge in its surface. The
resulting effect is a small variation in the Earth’s mass distribution. The
perturbations in the orbital elements due to the terrestrial tides can be analysed using
the Lagrange planetary equations considering a convenient potential. Some models
have been proposed to compute orbital perturbations due to the terrestrial tides, such
as the models proposed by Kozai, Kaula, Balmino and the model used by the IERS.
The results found in the literature about orbit perturbations due to terrestrial tides
were obtained using different models being difficult to be compared. In this work
the above-referred models are presented. Expanded analytical expressions are
presented. Some scenarios are proposed showing, for such models, the differences in
the secular and long period perturbations of the orbital elements, due to the

terrestrial tides.

KEYWORDS: Earth tides, orbit perturbations, artificial satellites.
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1. INTRODUCAO

A Historia da Astronomia e Astronautica, nestes ultimos anos, tem
apresentado avancos revolucionarios no modo de explorar o Universo.
Conquistas sensiveis mudaram, radicalmente, nossa maneira de olhar o Cosmo, e, a
cada avanco, novas questdes e modelos a serem testados. Os avancos foram grandes do
ponto de vista tecnologico e igualmente na percepcao, na interpretacéo e principalmente
em aceitar e testar novas idéias.

O nosso Sistema Solar nunca foi tdo explorado como nos Gltimos cingiienta anos
do Século XX, gracas aos satelites e as sondas interplanetarias. O ano de 1957 foi um
ano marcante na historia da Astronautica; em outubro desse ano foi lan¢ado o Sputnik 1,
primeiro objeto feito pelo homem colocado em Orbita terrestre, em outras palavras, o
primeiro satélite artificial lancado pelo homem.

Muitos satélites passaram entdo a ser lancados, sendo que 0s primeiros foram
desenvolvidos para fins militares. Em 1962, foi lancado o primeiro satélite para
transmissdo de televisdo intercontinental, e para que eles pudessem ser realmente
eficientes, foram desenvolvidos os satélites geoestacionarios: satélites que parecem estar
parados no ceu. Eles sdo, na verdade colocados em oOrbitas bem altas ao redor do
equador, e giram junto com a rotacdo da Terra, estando entdo em posicdo fixa em
relacdo a quem estiver na superficie da terrestre.

Colocar e operar em drbita um satélite artificial representa um desafio cientifico e
tecnologico superado hoje por poucos paises que detém esse conhecimento. O desafio
consiste na construcdo de um aparelho capaz de funcionar ininterruptamente durante um
longo intervalo de tempo, em ambiente hostil, gerando sua prépria energia,
identificando entre milhares de transmissdes aquelas a ele dirigidas, interpretando e
executando centenas de comandos diferentes, orientando-se no espaco e, sobretudo,

cumprindo a missao a qual se destina.
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O conhecimento da dindmica de um satélite artificial &€ importante em todas as
fases de seu desenvolvimento. Todo o trabalho precisa estar condicionado ao ambiente
espacial, ou corre-se o risco da perda de alguns milhdes de dolares.

No ambiente espacial, as forcas atuantes sobre um satélite artificial, por menor
que sejam, dentro de certas circunstancias, podem ter efeitos drasticos, alterando
movimentos e fungdes do satélite. O estudo da dinamica de satélites artificiais abrange a
natureza, a causa e os efeitos de tais “perturbacdes”, que atuam sobre a érbita e a
orientacdo desses aparelhos no espaco.

As Orbitas dos primeiros satélites lancados mostraram alteracbes em suas
trajetdrias, o que ndo ocorreria se a gravidade fosse a unica responsavel pelo movimento
orbital (considerando-se uma distribuicdo uniforme da massa da Terra). A busca para
explicacOes para esse comportamento dos satélites levou ao estudo dessas perturbacoes.

Se a Terra fosse perfeitamente simétrica, esférica e homogénea com respeito a
distribuicdo de massa, o efeito da forca gravitacional sobre os satélites proximos
produziria um movimento kepleriano. A Terra, entretanto, apresenta achatamento nos
polos, irregularidade ao longo do equador e outros tipos de assimetria em sua forma e
em sua massa, que acarretam perturbacGes na Orbita dos satélites, distorcendo
periodicamente alguns de seus parametros.

As forcas gravitacionais do Sol e da Lua atuam na massa da Terra, resultando
numa deformacéo do tipo protuberancia de sua forma (superficie) na direcdo do corpo
perturbador (Sol e Lua). Essa distribuicdo de massa causa um potencial gravitacional
adicional (diferente do potencial natural da Terra) que perturba o espaco exterior a
Terra. A forca deduzida desse potencial é chamada forca da maré e afeta 0 movimento
dos satélites artificiais.

Outros fatores também modificam a Orbita dos satélites artificiais, tais como:

1. Perturbacdes devidas a presséo de radiacdo solar (direta ou refletida e re-
emissdo térmica), decorrente da absorgdo, reflexdo ou re-emissdo de

fétons solares pela superficie externa do satélite;
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2. Perturbacdes devidas a distribuicdo ndo uniforme da massa da Terra;

3. Perturbacdes devidas ao arrasto atmosferico, sendo essa a principal forca
nédo gravitacional que atua nos satélites de baixa altitude, devida ao atrito
ou friccdo com a atmosfera.

4. Efeito Poynting-Robertson, um efeito relativistico, que leva em
consideracdo a composicdo da velocidade da luz com a velocidade do
satélite.

5. Efeito Yarkosky, um efeito diferencial resultante do aquecimento
assimetrico do satélite.

6. Além dessas influéncias, que decorrem do satélite artificial no ambiente
espacial, a orbita pode ser alterada por forcas provocadas pelo proprio
satélite. Algumas sdo voluntarias, como a atuacdo dos motores dos
foguetes necessarios a correcdo da oOrbita ou da altitude. Outras s&o

involuntarias, como escapamentos de gases, e imprecisdes no tempo ou na

direcédo do disparo de um motor.

Figura 1 - O Space Shuttle € um excelente exemplo de um satélite de orbita

terrestre baixa. Sua oOrbita esta a cerca de 100 km a 200 km da superficie da Terra.
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2. CONSIDERACOES TEORICAS

2.1. MARES

Todos nos nos apercebemos de um fluxo e refluxo das dguas do mar junto a
costa. Quase sempre duas vezes por dia e com uma relacdo com o ciclo lunar. S&o as
mares.

Este fenbmeno ja era conhecido na Antiguidade, mas a explicacdo do fato s6
foi possivel depois de Newton ter formulado a Lei da Gravitagdo Universal (1687).

A forca exercida pela Lua e pelo Sol atrai as &guas dos oceanos (e também
dos continentes) provocando o fendmeno das marés. Mas, apesar da imensa massa
do Sol, 27 milhGes de vezes, maior que a da Lua, o fato desta se encontrar mais
proxima da Terra faz com que a influéncia da Lua seja mais que o dobro do que a
forca do Sol.

A Terra e a Lua formam um conjunto que gira em torno do Sol. Nesse
movimento de translacdo o conjunto Terra-Lua (fig.2.1.1) pode ser representado
pelo centro comum de gravidade, ou baricentro, que se situa dentro do manto
terrestre, a 4700 km de distancia do centro da Terra. E este baricentro que descreve,
desconsiderando-se perturbacBes, uma Orbita eliptica em relacdo ao Sol. Tanto a
Terra como a Lua descrevem Orbitas mais complexas e relativamente sinuosas.
Todos os pontos dentro da Terra descrevem circulos de raios iguais, a volta do
baricentro (fig 2.1.2).
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Path of center of
Earh as Eath/moon
system orbits sun

Path of
cantar of ——
Earth

Centripetal farce —

Figura 2.1.1 — Sistema de rotacédo Terra-Lua
(Figura extraida de H. V. Thurman, 1997)

Terra e Lua se movem em torno de um centro de gravidade comum
(baricentro) que esta dentro de Terra. A, a linha que atravessa o centro de Terra € 0
caminho seguido por seu centro conforme ela se move ao redor do centro de
gravidade comum do sistema de Terra-Lua. Os caminhos circulares seguidos pelos
pontos a e ponto b tém o mesmo raio daquele do centro de Terra. B, se vocé amarra
um fio a uma pedra e balanca em um circulo em volta de sua cabeca, a orbita fica
circular porque o fio exerce uma forca centripeta na pedra. Essa for¢a puxa a pedra
para o centro do circulo. Se o fio quebrar com a pedra na posi¢cdo mostrada, a pedra

saira da orbita ao longo de um caminho direto, tangente ao circulo.
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Figura 2.1.2-Rotacéo Terra-Lua
(Figura extraida de H. V. Thurman, 1997)
Todos os pontos da Terra descrevem trajetérias idénticas em torno do baricentro. A

forca centripeta que mantém o sistema em rotagdo conjunta é igual em todos os
pontos da Terra.
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S&o as variacOes das posicdes do Sol e da Lua que comandam o ciclo das
marés. Cada vez que a Lua passa pelo meridiano do lugar o efeito da maré, a
preamar, sO se faz sentir um pouco mais tarde devido ao atrito das massas (4gua e
fundo) e a necessidade de vencer a inércia. Por exemplo, numa Lua nova ou Lua
cheia a maré de maior amplitude sé ocorre no dia seguinte, periodo que pode ir ate
36 horas e tem 0 nome de “idade da maré”. Sempre que a Lua nasce ou se poe,
relativamente a esse mesmo lugar, da-se uma baixa-mar.

Num dado momento h& sempre duas mares altas na Terra. A maré direta, no

lado que esta voltado para a Lua e a maré indireta no lado oposto.

£ Earth 's
rotation

— |

Direction of motion

Copyright © 2005 Pearson Prentice Hall, Inc.

Figura 2.1.3- Bojo devido a maré.
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Low\tide
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Copyright @ 2005 Pearson Prentice Hall, Inc.
Figura 2.1.4- (a) Forcas gravitacionais exercidas pela Lua na Terra. (b) Forca

da maré.

As grandes marés, ou marés vivas sdo aquelas cuja amplitude é a maior do
ciclo lunar e correspondem ao momento de concordancia das atracdes solares e
lunares, na lua cheia e lua nova. O Sol e a Lua encontram-se em quadratura quando
as forcas atrativas se encontram defasadas em 90°. E durante este periodo, quarto
minguante e quarto crescente, que as marés atingem a amplitude minima chamando-

se assim de marés mortas.
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(a) Spring tides Low tide =~

Moon (third quarter)
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Low tide —|
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{b) Meap tides ‘

Copyright © 2005 Pearson Prentice Hall, Inc.

Figura 2.1.5- Bojo devido a maré. (a) marés vivas. (b) marés mortas
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O desenvolvimento deste ""efeito"

Imagina que das a mdo a um (a) amigo (a) e, com os bracos esticados, se
pdem a correr em circulo, sendo a unido das vossas maos o centro e eixo desse
rodopio! Se o fizerem com certa velocidade, irdo sentir dois tipos de forca a
atuarem em cada um de vocés: a forca centripeta e a forca centrifuga. A primeira é
sentida através do braco, a puxar-te em direcdo ao eixo (& mao). A segunda puxa-te
para tras, tentando arrancar-te desse rodopio. Agora imagina que 0 outro
companheiro que te segura é bastante mais forte e pesado. Ha alteraces neste
movimento? De fato, ha; ele roda muito mais devagar do que tu, sentindo mais
fracas as tais forgas. Isto acontece, porque o eixo de rotacdo esta muito mais perto
dele - praticamente no corpo dele - e ndo na unido das maos, como anteriormente.

Pde-te no lugar de cada um dos intervenientes, e reflete bem na situacéo. E
exatamente nesta situacdo em que estdo, continuamente, a Terra - mais "pesada”, i.
é., com maior massa -, € a Lua - mais "leve", i. é., com menor massa. E devido a
este binario em rotacdo, que se formam as marés. As duas forgas criadas puxam,
cada uma para seu lado, as grandes e facilmente deformaveis quantidades de agua
oceanica. Duas "corcundas" de agua sao, entdo, formadas sobre o planeta, ambas
no alinhamento da Lua: as marés altas. Nos dois pontos onde se verificam
depressbes da &gua, por esta ter sido puxada para as "corcundas", sdo as marés

rasas.

Declinacéo da Lua
Uma vez que as amplitudes da maré sdo maiores quando a Terra estd mais
proximo do Sol ou da Lua, as variacdes na distancia da Terra a cada um deles

acabam por interferir na amplitude das mares.
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No entanto, existem ainda outros fatores a levarmos em conta. O plano da
Orbita da Lua faz um angulo de cerca de 5° com o plano da ecliptica. Isto significa
que a Lua pode atingir uma declinagdo maxima de 28,5° para Norte ou Sul do
Equador (23,5+5°). Como o plano da o6rbita da Lua sofre um movimento de
precessdo com a duracdo de 18,6 anos, o resultado acaba por produzir variacdes
complexas, em que, por exemplo, a declinacdo maxima da Lua pode atingir apenas
18,5°, 9,3 anos depois do inicio do ciclo. Este ciclo deve ser levado em conta para a

avaliagéo das variagdes do nivel do mar (fig. 2.1.6).

Priecessian &
: Fane 01_"23'_'55;5 ta Sun
Plane of moan’s orbit e

Lo Sun

Figura 2.1.6-Variacdo da declinagdo da Lua: ciclo de 18,6 anos.
(Figura extraida de H. V. Thurman, 1997)
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2.2. PERTURBACOES EM SATELITES ARTIFICIAIS DEVIDO
A MARE

A atracdo gravitacional comum entre dois corpos provoca um aumento nas
deformacdes devido a maré, as quais sdo geralmente pequenas quando comparadas
as dimensdes dos corpos. Quando estas condi¢des sdo repetitivas, estas deformacdes
sdo periddicas. Entretanto, como as deformac@es jamais sdo perfeitamente elasticas,
a energia é dissipada, causando processos de evolugdes irreversiveis nas orbitas e
nas rotacfes dos corpos.

No sistema Terra-Lua, as marés tém varios efeitos. A principio elas se
apresentam como flutuacdes periddicas nos oceanos e na superficie terrestre. Uma
conseqiiéncia direta desse fato € uma mudanga periddica no plano da gravidade.
Mudanc¢as no tensor de inércia da Terra causadas pelas deformacgdes periddicas
originam um aumento destas flutuacbes na velocidade de rotacdo da Terra,
observados com a frequéncia de 14 e 28 dias. As deformacdes devidas as marés
geram também uma forca que perturba o movimento dos satélites artificiais.
Finalmente as marés sdo responsaveis por um aumento secular ao longo do dia e da
desaceleracdo da orbita lunar.

Basicamente, as observacdes dos varios fendbmenos da maré levaram a
descoberta dos parametros elasticos da Terra e da Lua (numeros de Love) e da
quantia de energia dissipada pela parte sdlida da Terra, oceanos e na Lua.

Este é o principal aspecto que tém motivado os recentes estudos sobre maré.
Para determinar a dissipacao, trés processos complementares sdo necessarios:

a) Analise das perturbacdes orbitais dos satélites da Terra;

b) Desenvolvimento de modelos numéricos para maré oceénica;

c) Anélise do ajuste do alcance do laser lunar para a Lua (se raios laser

forem utilizados).
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O método (a) informa a dissipacdo total na Terra (terrestre mais oceanica),
enguanto que o método (b) informa somente a quantidade de energia dissipada nos
oceanos; a dissipacéo total do sistema Terra-Lua pode ser deduzida pelo metodo (c).

A trajetoria dos satélites artificiais é perturbada pelas deformacdes, tanto da
mare terrestre como da maré oceanica. As mares semidiurnas e diurnas produzem
perturbacgdes orbitais relevantes, mas as maiores perturbacdes sdo essencialmente as
de longo periodo (por exemplo, as marés semidiurnas geram uma perturbacao orbital
em um periodo de 14 dias), (Brosche e Sundermann, 1983).

O conhecimento da maré oceéanica, em geral, ndo é o suficiente para
retirarmos toda a contribui¢do da carga ocednica. Hendershott e Munk (1970), em
sua analise sobre maré oceanica, concluem que uma melhora nos resultados da maré
terrestre pode levar a um maior conhecimento das marés oceanicas.

Neste trabalho, nos restringiremos apenas ao estudo da influéncia da maré

terrestre nas perturbacdes das Orbitas dos satélites artificiais.
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2.3. 0S NUMEROS DE LOVE

O termo teécnico aplicado a “medicdo” de maré planetaria chama-se nimero
de Love, referéncia a Augustus E. H. Love (1909), matematico de Oxford, pioneiro
em teorias de elasticidade ha mais de um século.

A magnitude do bojo devido & maré é determinada em parte pela distribuicéo
da densidade interna no planeta, e, portanto, a medicdo da amplitude da maré nos
leva a determinacéo de sua estrutura interna.

O primeiro corpo celeste a ter analisada sua estrutura interna foi o satélite da
Terra, ou seja, a Lua. Para sabermos o que ha no coracdo da Lua, usamos a distor¢édo
da maré lunar. Os nimeros de Love mostram qudo elastico é a Lua, dando indicios
de sua estrutura interna, e, indica a mudanca no seu campo de gravidade de acordo
com as relacOes Terra-Sol. Uma concluséo recente é que a superficie da Lua encolhe
e expande até 10 cm, em resposta as diferencas da forca de gravidade da Terra. Essa
elasticidade indica que a Lua é maleavel.

Os nameros de Love foram calculados dos dados recolhidos de experiéncias
variando o laser lunar utilizando refletores na superficie da Lua. Bastam dois
segundos e meio para um raio laser ir da Terra a Lua e voltar. Mas foram
necessarios 33 anos de experiéncias para se ter uma visao fugaz do que talvez seja o
maior segredo da Lua: que bem por baixo de suas crateras frias e paisagem rochosa
pode existir um coracdo quente e generoso. A hipbtese, se confirmada, pode
fortalecer a teoria de que a Lua nasceu de uma violenta colisdo. A suspeita é que
uma consideravel zona de rocha derretida se oculta sob a acidentada superficie lunar
que resulta dessas experiéncias com raios laser, cuja precisdéo vem aumentando
desde que os astronautas na nave Apollo colocaram pela primeira vez refletores a

laser na Lua em 1969. Ha décadas, vem sendo analisado o tempo de ida e volta dos
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lampejos dos raios para fazer medicGes cada vez mais exatas da distancia entre a
Terra e a Lua, sua forma, suas oscilacdes e aspectos fisicos.

Ciéncia raramente tem algo a ver com poesia. Mas nesse caso chega perto.
Quando escreveram o primeiro relatério sobre a descoberta, os cientistas do
Laboratdrio de Propulsdo a Jato de Pasadena (Califérnia), ndo conseguiram resistir a
metéafora:

“O coracao da Lua derreteu, dizem os numeros de Love lunares”.
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2.4. RELEVANCIA DA PESQUISA

Esta pesquisa visa como aplicacdo a determinacdo de Orbita de satélites
artificiais terrestres (Kuga, H. K., 2004). A determinacdo de uma Orbita de satélites
artificiais é essencial para 0 bom desempenho da missdo. Por exemplo, na fase de
lancamento para uma oOrbita terrestre, a espagonave deve ser transferida de uma
Orbita de transferéncia, na qual foi injetada pelo lancador, até uma orbita final. O
calculo preciso destas Orbitas intermediarias é crucial para a precisdo do
posicionamento e definicdo da orbita final. Na fase de rotina, a determinacdo de
Orbita deve oferecer meios para o rastreamento e controle do satélite, bem como
fornecer informacgdes orbitais para os usuarios dos experimentos cientificos e
tecnoldgicos a bordo do satélite, além de realizar previsGes orbitais estendidas para
longos periodos. Além destas fases, existem as chamadas manobras corretivas de
Orbita. Devido ao fato da Orbita sofrer perturbacfes que a afastam da 6rbita nominal
desejada, sdo necessarias correcles periddicas ao longo da vida Gtil do satélite. Estas
fases criticas abrangem correcdes orbitais de fasagem, de deriva, de assincronia de
tempo de passagem, etc. Neste caso, 0s sistemas de determinacdes de Orbita devem
oferecer os meios de se verificarem o desempenho dos equipamentos (e.g. motores
de empuxo) utilizados para se executar (em) a(s) manobra(s) e com isso se
calibrarem curvas de eficiéncia resultando numa maior economia de combustivel. O
efeito liquido é o prolongamento da vida Util da missdo. Além disso, um sistema
para determinacdo de drbita com baixo custo, exige compulsoriamente a diminuicao
dos custos dos equipamentos necessarios a coleta de dados orbitais para posterior
processamento. Portanto justifica-se o aprimoramento da tecnologia de satélites
artificiais, principalmente com o intuito de obter céalculos de orbitas cada vez mais
precisos, e para isso desenvolvemos modelos analiticos, que nos da condicdes de
aprimorar o controle do satélite e realizar previsées por um periodo de tempo cada

Vez maior.
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Os efeitos da maré terrestre sdo extremamente relevantes levando em conta
longos periodos de tempo e podem ser significativos para certas aplicacdes em
geodindmicas e do sistema GPS.

Atualmente, por exemplo, os efeitos da mareé terrestre nos elementos orbitais
tém sido considerados para o satélite LAGEOS, para as missdes GRACE, GOCE,
Mars, no estudo de constelacdes de satélites (Constelacdo Galileu) e no estudo de
evolucéo de debris espaciais.

De fato, como esta demonstrado neste trabalho, que algumas perturbagdes de
termos de periodo muito longo, caracteristicas de evolucGes geodindmicas, podem
ser consideradas, para fragdes razodveis de tais periodos (adaptaveis para cada
aplicacdo especifica) como perturbac@es seculares e que devem ser adicionadas as ja
conhecidas.

E importante também ressaltar, analisando trabalhos ja realizados (vide
capitulo 4) que a magnitude das perturbac6es devidas a mare, obtidas por diferentes

modelos, ndo foram comparadas.

36



3. OBJETIVO

O objetivo deste projeto é estudar e comparar modelos para o calculo de
perturbacdes orbitais em satélites artificiais, devida a maré terrestre. Em particular
mares terrestres influenciam o potencial terrestre causando perturbacdes adicionais
no movimento de satélites artificiais, as quais tém sido medidas por diversos
processos. A atracdo exercida pela Lua e pelo Sol sobre a Terra produz
deslocamentos elasticos em seu interior e uma protuberancia em sua superficie. O
resultado € uma pequena variacdo na distribuicio da massa na Terra,
conseqlientemente no geopotencial. As perturbacdes nos elementos orbitais de
satélites artificiais terrestres devidas a maré terrestre podem ser estudadas a partir
das equacgdes de Lagrange, considerando-se um potencial conveniente. Diversos
modelos tém sido propostos para o geopotencial. Analisaremos aqui 0s modelos de
Kozai (Kozai, 1959 e 1965), de Kaula (Kaula,1969), de Balmino (Balmino, 1974) e
0 do IERS (1996). Estes modelos sugerem que haja um nimero de Love e uma
defasagem para cada excitacdo expandindo tais parametros em séries de harménicos
esféricos. Por outro lado, como tem sido feito pelo IERS, as mudancas induzidas
pela maré terrestre no geopotencial podem ser convenientemente modeladas como
variacoes nos coeficientes C,, e S, do geopotencial.

O objetivo mais geral da pesquisa é adquirir e solidificar o conhecimento
cientifico e tecnoldgico necessario para aprimorar os sistemas de navegacdo e de
determinacdo de oOrbita de satélites artificiais, com caracteristicas de preciséo
necessaria para navegacao em tempo real, manutencdo de trajetdria, e operacdo de
satélites. Analises relevantes deverdo ser executadas de modo a permitir a efetiva
avaliacdo do desempenho de tais modelos analiticos para utilizag&o realistica na area

aeroespacial.
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Como um dos resultados dessa pesquisa pretende-se também dotar o DMA-
FEG de formulas e programas ja prontos para testar numericamente, para diversos

cenarios, os modelos supracitados.

3.1.METODOLOGIA

As variacGes nos elementos orbitais devidos a maré serdo calculadas
analiticamente pelas equacdes de Lagrange, substituindo-se nestas equagfes 0S
potenciais de cada modelo. As equacgOes serdo integradas analiticamente pelo
método das aproximacgdes sucessivas. As variacBes dos elementos orbitais

calculadas para cada modelo serdo comparadas.
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4. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A necessidade de determinar orbitas de satélites artificiais cada vez mais precisas
levou os pesquisadores a aperfeicoarem os modelos de perturbacbes, onde ndo sé séo
considerados os seus efeitos, como também a influéncia da deformacdo da maré na
Terra sobre a posicédo da estacdo de observacéo.

Apresentaremos a seguir, resumidamente, algumas abordagens feitas nos estudos
de perturbac6es orbitais de satélites artificiais devido a mareé terrestre.

Embora ndo aplicado a satélites artificiais, Love, A (1909), foi o primeiro a
introduzir constantes de grau n ao potencial da maré. Essas constantes sdo coeficientes
de elasticidade que definem a deformacdo simétrica e elastica da Terra. Para esses
coeficientes deu-se 0 nome de nimeros de Love.

Kozai (1959), desenvolve o potencial em termos de elementos orbitais de um
satélite proximo a Terra, como também as expressdes para as principais perturbacdes
seculares, através das equacdes de Lagrange. Tentando explicar algumas flutuacdes nas
inclinacGes das Orbitas dos satélites 1959 Alpha 1, 1959 Eta e 1960 lota 2, Kozai
suspeitou pelo periodo, que tais flutuacbes poderiam ser provocadas pela mare.
Entretanto, as amplitudes obtidas pela observacdo foram muito grandes. Motivado por
tal fato, Kozai (1965), considerando os nimeros de Love, acrescenta ao seu trabalho
anterior os efeitos da deformacédo da Terra devida a maré e mostra que tal perturbacéo
adicional poderia causar um acréscimo de 10 por cento nas perturbacdes luni-solares.
Mostrou também que, se ndo forem considerados termos de curto periodo, as marés ndo
provocam perturbacdes no semi-eixo e na excentricidade da oOrbita de satélites
artificiais. Quanto as flutuacGes observadas nas inclinagdes, nada pode concluir em vista
da constatacdo posterior de inconsisténcia dos dados observacionais.

Kaula (1969), desenvolvendo o potencial em termos de elementos orbitais, ao

estudar a friccdo das mares, introduz na funcéo perturbadora o fator de amplitude k,,

chamados nimeros de Love e o0 angulo de atraso ¢, que séo expressados como somas
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dos harménicos esféricos zonais, ou seja, uma funcdo dependente somente da latitude e
que produzem perturbagdes de longo periodo. As perturbacBes de curto periodo sdo
negligenciadas.

Musen e Estes (1971), desenvolveram um método geral de perturbacdes
utilizando elementos elipticos e vetoriais para estudar os efeitos da maré sobre o
movimento de satélites artificiais. Essas perturbagdes sdo desenvolvidas através de
séries trigonométricas nos argumentos elipticos da teoria lunar de Hill-Brown e nos
elementos equatoriais o e Q do satélite. A integracdo das equacgdes diferenciais para
variacdo dos elementos do satélite é simples devido a todos os argumentos serem
lineares ou quase lineares no tempo. A expansdo trigonométrica permite um
entendimento sobre a significancia relativa das amplitudes e periodos das diferentes
“ondas” da maré sobre um longo periodo de tempo.

Musen e Felsentreger (1972), estenderam as idéias de perturbacdes de maré em
satélites artificiais, formulados por Musen e Estes, estabelecendo a forma Maxwelliana
da expansdo do potencial de maré dentro de uma série de produtos de harménicos
esfericos e, seguindo os passos de Kaula (1969), as perturbaces de curto periodo
também sdo desconsideradas. A expansdo do potencial da maré é obtido usando o
teorema de Dirichlet e as equacOes diferenciais para perturbacfes da maré séo obtidas

dos elementos elipticos fazendo um exame no desvio de k, e k,.

B.C. Douglas , S. M. Klosko, J.G. Marsh e R.G. Williamson (1973), fazem uma
analise da perturbacdo da maré luni-solar de inclinacdo na orbita dos satélites GEOS-1
(1965-89A) e GEO-2 (1968-002A) , que tem fornecidos os valores k, =0,22 e 0,31

respectivamente. Para o satélite GEOS-1 um novo método numérico envolvendo
elementos osculadores foi empregado. Para o satélite GEOS-2 foi necessario para a
obtencdo desses valores a analise das variagdes dos elementos médios devido a longos
periodos (450 dias) da maré solar dominante.

Balmino (1974), generaliza os resultados de Kaula e admite que o angulos de

atraso ¢ e 0s numeros de Love sejam fungbes da latitude e longitude. As funcdes
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dependentes da latitude produzem perturbacbes de longo periodo no movimento dos
satélites, enquanto aquelas dependentes da longitude, produzem perturbagdes de curto
periodo ou mistos. H& também tentativas de tratar o problema pelo método das respostas
harmonicas, substituindo os nimeros de Love por funcbes dependentes do tempo.

S. Cassoto (1990), faz uma investigacdo completa da estrutura de classe de
equivaléncia induzidas pela combinagcdo de todos os indices (I,m,p,q) em que sdo
dependentes os termos do geopotencial, perturbacdo da maré oceanica e terrestre num
satélite. Os resultados sdo algoritmos provenientes dessa combina¢do com a mesma
freqliéncia na expanséo da perturbacgéo na teoria linear.

Em IERS (1996) é mostrado que a influéncia no movimento de um satélite pode

ser considerado em termos de perturbagdes nos coeficientes C_ eS, do geopotencial.

AS,, .

O potencial é expressado em termos ndo dimensionais AC

m

Santos, N. (2002), desenvolve o potencial em termos de elementos orbitais e 0
substitui nas equacdes planetarias de Lagrange. Solucdes analiticas estdo apresentadas
para casos particulares considerando os numeros de Love constantes. Trés casos foram
estudados, o primeiro quando a Lua € estatica, segundo, quando a Lua estiver em o6rbita
circular kepleriana e o terceiro, a Lua em orbita circular precessionada. Foi dada énfase
aos termos seculares e de longo periodo. Um programa foi elaborado, permitindo
calcular, para um dado satélite, a amplitude e o periodo dos termos perturbadores mais
significativos.

Serdo analisados, neste trabalho, os modelos de Kozai (Kozai, 1959 e 1965), de
Kaula (Kaula,1969), de Balmino (Balmino, 1974) e o do IERS (1996).
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5. MECANISMO BASICO DO BOJO DEVIDO A MARE

Neste capitulo, baseado nos trabalhos de Broucke (1987) e Murray e Dermott
(1999), dar-se-a uma idéia qualitativa sobre o fenbmeno da maré, como ela aparece, e

quais séo seus efeitos mutuos nos corpos perturbado e perturbador.

Sabe-se que as marés sdo devidas a uma combinacgdo dos seguintes fatores
1. Forca de atracdo que o Sol e a Lua exercem sobre a Terra;
2. Movimento de rotacdo da Terra;

3. O movimento da Terra ao redor do centro de massa do sistema Terra-Lua.

LUA

Figura 5.1-A existéncia de forcas gravitacionais diferentes consoantes a posicao

de cada ponto em relacdo a Lua implica na existéncia da forca de maré.
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A parte da Terra mais proxima a Lua sofre maior forca gravitacional Ifg do que

aquela mais distante, no entanto ambas sofrem a acéo da forga centrifuga F. , que age

dos dois lados do planeta, como mostra a figura 5.1. Do lado esquerdo da Terra mais
distante da Lua, h4 uma maior forca centrifuga que é parcialmente cancelada pela acao

da forga de gravidade da Lua. Do outro lado, ha uma menor forga centrifuga que se
adiciona a forca de gravidade da Lua. A forca da maré F,, é causada por essa forca

diferencial que “estica” a Terra criando dois altos de cada lado. Por esse motivo existem
duas marés altas e duas marés baixas semelhantes todos os dias, de ambos os lados.
Considerando materiais perfeitos (fig.5.2), a resposta do planeta seria instantanea
e nenhum momento angular ou energia seria transferida para a orbita de seu satélite
natural, ja que a deformacdo (campo gravitacional) é simétrica em relacdo a linha dos
centros. Mas o material do planeta ndo sendo elastico nem fluido, havera
necessariamente perda de energia por causa do atraso na resposta do planeta em formar
0 bojo, sendo ¢ o angulo de atraso. Na figura 5.3, que é o caso do binario Terra-Lua,
temos o caso onde a velocidade de rotagdo da Terra (w) é maior que 0 movimento
médio do orbital da Lua (n). Assim o bojo se forma um certo tempo apés o instante em
que a Terra sofreu a perturbacdo e notamos que ele estd formando um angulo € com a
linha dos centros. Na figura 5.4 temos a situacdo oposta, ® < n, e 0 bojo esta atrasado
em relagcdo a posicdo do satélite. Na figura 5.3, o desalinhamento do bojo causa um
torque, o qual tende alinha-lo. Como ® > n, entdo o efeito é tal que a Terra é freada. A
energia cinética de rotacdo é entdo dissipada parte em forma de calor e parte é passada
ao movimento orbital da Lua. Para que haja conservacdo do momento angular total, a
Lua ao ganhar este adicional, é entdo “empurrada” para fora de sua Orbita, isto é, seu
semi-eixo tende a crescer. O processo continua e o equilibrio ocorre quando ® = n. No
caso da figura 5.4, o torque faz com que o planeta ganhe mais energia de rotacdo e para

que haja conservacdo do momento angular, a Orbita do satélite se contrai (semi-eixo
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diminui). Este é o caso de Phobos e de alguns satélites retrogrados, 0s quais estdo

decaindo e poderdo no futuro, colidir com o planeta.

b4

&)
SATELITE
NATURAL

T

PLANETA

Figura 5.2-Referente ao caso ideal, sendo a velocidade angular do planeta exatamente

igual ao movimento orbital de seu satélite natural.

n
()]
"o
{ LUA
w>Nn

 TERRA

Figura 5.3-Referente ao caso real do sistema Terra-Lua, sendo a velocidade angular da

Terra é maior que a velocidade do movimento médio orbital da Lua.

44



n

()]
v by
o> L)

3 SATELITE
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PLANETA

Figura 5.4-Velocidade angular do planeta sendo menor que a velocidade do movimento

angular do seu satélite natural. Esse caso é real para alguns planetas do Sistema Solar.
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6. POTENCIAL DEVIDO A MARE

Consideramos entdo, (Murray e Dermott, 1999) a rotacdo de um corpo eléstico e
um satélite orbital, girando em orbita circular. Chamaremos de maré, a saliéncia de um
corpo causado pelo efeito do gradiente gravitacional ou variacdo da forca gravitacional
de um lado e do outro do corpo.

Considere o caso do aumento da maré em um planeta de massa m, devido a um
satélite de massa ms. Se nos representarmos 0s objetos sendo pontos de massas, entéo a

Lei da Gravitacdo de Newton nos da:

msmy,
(F=6—7 (6.1)

em que r € a distancia dos centros. Se assumirmos que 0 corpo move-se em Orbitas
circulares sobre seu centro de massa comum (fig. 6.1), entdo, o semi-eixo maior das

oOrbitas é relativo as massas:

s P (6.2)

sendo, a=ay*as.

46



Ms

ap .
as satelite

centro de
massa

planeta

Figura 6.1 — Um planeta e satélite movendo ao redor de um centro de massa em
oOrbita circular. O semi-eixo maior do planeta e do satélite, em relacdo ao centro de
massa € a, € a, respectivamente, enquanto que o semi-eixo maior do satélite em relacéo

ao planeta e a=a,+as.

O movimento da particula P, no centro do planeta com relagdo ao centro de
massa, Cy, € um circulo de raio a,. Se omitirmos essa rota¢do, 0 movimento passara em
qualquer outro ponto P,, de mesmo raio, mas com centro em C,, em posi¢do diferente
de C,, mas com a mesma distancia de P, a P, (fig. 6.2). Isto acontece porque todas as
particulas que pertencem ao planeta agem iguais (em magnitude e direcdo) as forcas
centrifugas, mas diferentes das forcas gravitacionais, F. A forca centrifuga comum e

igual & da forca gravitacional media, (F), que é,
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(F) = forca centrifuga = F (6.3)

A forca de geracdo de maré, Fpa¢, que deforma o planeta é definida por:
Fmare= F - (F) (6.4)

a satélite

planeta

Figura 6.2 — Toda particula do planeta move em circulos similares de raios
idénticos a,, mas com centros diferentes. As particulas P, e P, estdo nos circulos com

centros C; e C,, respectivamente.
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Considerando agora, o sistema Terra-Lua, o problema serd abordado
determinando a distribuicdo de massa do bojo devido a maré na Terra considerando o
potencial U gerado por um corpo perturbador (Lua) de massa m*, em algum ponto P na

superficie da Terra, temos:
U=-G— (6.5)

em que m* é a massa da Lua, A é a distancia do ponto P ao centro da Lua. Da lei dos

cossenos temos, fig (6.3):

27%2
A —a[lZ[&J comw(ﬁj ] (6.6)
a a

Expandindo o bindmio da equacao 6.6 obtemos:

. 2
m R R 1 1

-G—|1+|—L|cosy +| —L —(:’»cos2 ——j+.... ~U,+U, +U
o (8o (5] 3ty 2o ey v

(6.7)

c
Il

*

O primeiro termo da equagéo (6.7), U; = —Gm—, é uma constante desde que
a

E

m

=-VU , este termo nédo produz forga no planeta.

aU—ZZm_*:F_g (6.8)
o(Recosy) a% m

sendo m; a massa da Terra.
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LUA

superficie
TERRA equipotencial

Figura 6.3 - Superficie equipotencial

O segundo termo da equagéo (6.7), U, =— (m_zJRtCOS‘V , faz aumentar a forca
a

em algum ponto P descrevendo um movimento circular e formando uma superficie
equipotencial (U, = constante), conforme figura (6.3).

O bojo devido a maré se deve ao potencial descrito a partir da terceira poténcia

da equacdo (6.7), podendo ser escrita como:
Us=-G :—3 R%P, (cosy) (6.9)

A equacéo (6.9) esté associada a um polinémio de Legendre de grau dois em cosy, ou

seja:
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P,(cosy)= %(3C082 v —1), em que:

—

Frnare F F
—mare __9 _"C__vU-—C~-VUs(y)
my me Mg my

A equacdo (6.10) representa o aumento do potencial maré.

Entéo, nds podemos escrever Uy = —£gP, (Cosy) , em que:

. 3

M R

Fa:_M (—t) R;
(L a

_Gmy
R,

(6.10)

(6.11)

(6.12)

é a aceleracéo gravitacional, ou superficie gravitacional da Terra. Neste caso &P, (cosy)

é a amplitude da mare de equilibrio para qualquer valor de y na superficie do planeta.

Note que P,(cosy) é 0 maximo para ¢=0 ou ¢=m e minimo para ¢:% ou

d= 3%. Como a Terra dad uma volta com relacdo ao seu eixo a cada 24 horas, isto

explica porque a Lua produz duas marés baixas e duas marés altas na Terra todos 0s

dias.

A deformacéo da maré na Terra é mais complexa pelo fato de que (i) o Sol e a

Lua aumentam a sua significancia (ii) numa ordem geocéntrica, esses corpos definem

Orbitas excéntricas e inclinadas com respeito ao equador da Terra.
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Usando a lei dos cossenos na trigonometria esférica podemos mostrar que o angulo y

entre o vetor posicdo OP e OM é dado por (fig 6.4b):

COS\ = COS{ , COS Py +SEN ¢y Sendyy COS(A , + A y) (6.13)

emque ¢, ¢m. A, Ay estdo representadas pela figura 6.4.

consequentemente:

%(BCOS2 \p—l):%(SCOSZ dp —1)%(3cos2 dm —1)+
+%sen2¢p sen2<1>m cos2(hp —Apy)+ (6.14)

3
+—sen 20, sen 2¢, cos(h, — A
4 ¢p d)m ( p m)

Sendo que a co-latitude ¢, de um ponto fixo a Terra € uma constante, a amplitude da

maré em P varia com  Ap,¢m, Ay . A variacdo no 1° termo da equagdo (6.14) €

determinada pela variagdo no tempo de cos? ¢m:%(1+cosz¢m).

Consequentemente, esse termo varia com frequiéncia 2n e origina a formacéo de uma
maré quinzenal. O 2° termo varia com freqiéncia 2(w—n)~20 e origina a
formacdo de uma maré semidiurna, e o 3° termo varia com freqiiéncia (o—n)~ o €

origina a formacédo de uma maré diurna.
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Lua

P(¢p o)

M((I)m’}\fm)

Figura 6.4 — (a) O eixo de simetria da distorcdo da maré passa atraves dos

centros da Terra e da Lua, embora a Terra gire sobre o eixo z com velocidade angular o,

a Lua tem movimento n e uma inclinacdo orbital 1, com relacdo ao plano equatorial da

Terra. (b) As co-latitudes e longitudes da Lua (¢m,Am) € 0 ponto P(¢p,A,) Na superficie

da Terra. Note que a longitude A,(e Ar) € medida por uma diregdo fixa no espago e néo

por uma direcdo que gira com a Terra.

Assim, o potencial gerado pelo corpo perturbador (Lua) de massa m* num ponto

P, localizado na longitude A, e latitude ¢ e distancia geocéntrica R da superficie

terrestre, conforme a figura 6.5 é dado por (equacgéo 6.7 escrita de forma generica):
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U(Iﬁ):G—T* 3 (rﬂj P, (cosy) (6.15)

Figura 6.5 — Potencial gerado pela Lua em um ponto da superficie da Terra.

em que r* € a distancia geocéntrica até a massa m*, A € a distancia geocéntrica de P até

0 corpo perturbador , v € o0 angulo geocéntrico entre P e m* e P, séo os polindmios de

Legendre.

Aplicando o teorema da adig@o de Legendre, na expresséo 6.15, tem-se:
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U(R)—— ( jz (2-8om) ggfogm(senq))P[m(send) )cosm(k k)

.
(6.16)

em que, P, sdo os polindmios associados de Legendre, R o raio da Terra, r* a distancia
do centro da Terra ao corpo perturbador, G a constante gravitacional, (¢,1) e (q)*,x*)
sdo as extremidades do arco ¥, onde ¢,¢" sdo as latitudes, A,1" as longitudes e §,, 0

delta de Kronecker.

Figura 6.6 — Potencial terrestre

Sabendo-se que a Terra € plastica, isto é, ndo é perfeitamente rigida e nem
completamente elastica, considera-se que a distorcdo do potencial, causado pelo

potencial perturbador , consiste apenas de um parametro k,, que é o coeficiente de
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elasticidade de grau ¢, 0s quais sdo denominados de Numeros de Love. Na superficie da

Terra em que r=R o potencial é dado por:

AU(R)=S kU, (R) (6.17)

Considerando, como corpo perturbador a Lua (raciocinio analogo pode ser feito
pelo Sol), de massa m* e orbitando a uma distancia r* do centro da Terra, o potencial na

superficie da Terra, causado pela Lua, € dado por Pilchowski (1981):

* 14
AU (R) =GT—*Zk[(%j P, (cos ) (6.18)
)4

O potencial devido a Lua, num ponto externo a Terra (r>R), em um satélite

/+1
artificial situado a uma distancia geocéntrica r, é proporcional a razéo (—J tal que na
r

superficie da Terra essa razdo é 1. Portanto, pelo teorema de Dirichlet, o potencial
perturbador das marés, no exterior da Terra, pode ser representado segundo a equacao
dada por Pilchowski (1981):

*

4
AU(F)=GTo Zkg(i*
r - r

l R /+1
N—j P, (cos ) (6.19)

r

em que, r é a distancia do satélite ao centro da Terra.
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7. METODOS FUNDAMENTAIS DE PERTURBACAO

Segundo K. Rama Rao (1986) diversas teorias de Orbitas de satélites séo
classificadas em trés métodos fundamentais. O primeiro é o “método analitico”, ou
seja, 0 “método geral de perturbacdo”. Neste método, a derivacdo da teoria envolve
0 uso de aproximacdes, expansdes em séries e integracdo analitica. O estado do
satélite € dado em funcdo do tempo a partir das solugdes fechadas. Embora as
solucdes que ficam, as vezes, na forma paramétrica necessitem do computador, ndo
envolvem nenhuma integracdo numérica em computador.

As caracteristicas principais dos métodos analiticos sdo: (a) manipulacbes
matematicas laboriosas na formulacdo; (b) modelos simples de forcas perturbadoras,
com aplicacéo restrita, a fim de obter solugdes fechadas; (c) melhor visualizagc&o dos
efeitos de varias perturbacdes, mesmo na derivagdo da teoria, assim facilitando a
compreensdo do comportamento fisico de um satélite em geral, mesmo antes de ser
aplicada a um satélite especifico; (d) pouco tempo computacional; () muito geral,
por natureza; (f) precisdo razoadvel de calculo; (g) calculos feitos num s6 passo,
independentemente do periodo.

Os metodos analiticos tendem a ser complexos quando se requer alta
precisdo, mas, em geral, sdo econdmicos. A estimacao da trajetoria pode ser precisa
em intervalos de curto tempo, mas se torna menos precisa com o tempo.

O segundo método fundamental € o “método numérico”, ou seja, 0 “método
especial de perturbacdo”. Neste método, a derivacao da teoria resulta num programa
de computador que integra diretamente as equacBes de movimento de satélite
perturbado usando um procedimento numérico apropriado. A solucdo € obtida sé
depois de considerar um satélite especifico.

As caracteristicas principais dos métodos numéricos séo: (a) simples na sua
formulacéo; (b) modelos complexos e mais realisticos de forcas perturbadoras, como

aplicacdo num campo amplo e com flexibilidade de mudar modelos facilmente sem
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nenhuma perda na precisdo; (c) visualizacdo dificil dos efeitos de varias
perturbacdes no sentido de que varias trajetorias triviais devem ser integradas cada
vez que um parametro é variado, para anotar sua influéncia; (d) grandes tempos de
computacdo; () muito especificos, por natureza; (f) melhor precisdo, embora 0s
erros de truncamento e arredondamento sejam significativos nas previsdes de longos
periodos; (g) calculos feitos passo por passo.

Os métodos numeéricos tendem a ser dispendiosos ao longo do tempo. Na
estimacéo da trajetoria, estes métodos sdo muito eficientes.

O terceiro método fundamental é o método semianalitico, que surgiu como
um compromisso entre 0 metodo analitico e o método numérico. Quando a
complexidade de modelo da forca perturbadora torna impossivel a implementacéo
da teoria analitica e muito dispendiosa a teoria numerica, a tatica é resolver uma
parte do problema analiticamente e a outra, numericamente. Seguindo esta ideéia,
foram desenvolvidos os métodos semianaliticos que combinam a precisdo dos
métodos numéricos com a eficiéncia dos metodos analiticos.

Os principais problemas na teoria de determinacéo de Orbitas de satélites sdo
(Lafontaine, 1979): (a) dificuldade em derivar modelos matematicos mais precisos
de fendbmenos fisicos relevantes; (b) a complexidade tedrica e computacional dos
modelos mais realisticos; (c) a identificacdo de novos fendmenos fisicos junto com
modelos apropriados. A tendéncia presente da teoria orbital é tentar resolver estes
problemas e usar mais freqiientemente os métodos semianaliticos.

A teoria analitica, em geral, depende do método das médias, que basicamente
separa 0 movimento periddico longo e secular. Neste processo, 0 espa¢o de
elementos osculadores é transformado num espacgo de elementos médios usando um
conjunto de equacdes analiticas. As equacgdes de transformacdo envolvem funcdes
periddicas curtas da funcdo perturbadora e as taxas e elementos médios contém
somente 0 movimento de longo periodo e secular. A integracdo das equacgdes de
elementos medios € feita numericamente e, a seguir a transformacdo analitica

inversa é feita em sentido contrario para elementos osculadores.
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O método usado neste trabalho serd o método analitico.

7.1. AS EQUACOES PLANETARIAS DE LAGRANGE

As expansdes das fungdes perturbadoras de Kozai, Kaula e Balmino, como
efetuadas, fornecem explicitamente a dependéncia do potencial perturbador em
relacdo aos elementos orbitais. As variagcdes orbitais, do corpo perturbado, serédo

obtidas através das Equacdes Planetarias de Lagrange:

da_2au
dt naoM

de_—+1-e?oU 1-e®oU
dt na’e 0o na%e oM

ﬂ: -1 oU N cosi oU

dt nazmseni oQ nazmseni 0w

dQ 1 ou (7.1)
dt  pa2y1_e? seni O

do 1-e? oU cosi oU

dt na’e 0e _nazmseni o

dM 20U 1-e?oU

dt na da nale oe
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As equac0es de Lagrange, ja considerando os efeitos do achatamento na maré

séo dadas por Kozai (1959b):
As variacOes de e e de i sdo obtidas conforme as equagdes:

2 2
de_—+1-e’aU 1-e? oU 72)
dt na’e 0o na%e oM
di -1 oU Cosi

g +
dt  na2y1—eZseni 92 naZy1—e? seni

Usando as variacdes de e di, pode-se derivar dwe 6Q pelas formulas:

dQ 1 ou  dQ dQ .

= + oe+ ol 7.3
dt  na2y1-e?seni 00 de  di "
do 1-e? U cosi oU do do ...

= — +—0e+—0I

E_ nale oe _na2~/1—e2 seni ol de di
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8. MODELO DE KOZAI

Desde o comeco da segunda metade do século passado os efeitos de perturbagdes
luni-solares sobre oOrbitas de satélites artificiais tém sido considerados, sendo um dos
trabalhos pioneiros o artigo de Kozai (1959%). Neste trabalho Kozai desenvolve o
potencial em termos de elementos orbitais de um satélite préximo da Terra e escreve,
através das equacdes de Lagrange, expressdes para as principais perturbacdes seculares.
A expressdo do potencial de Kozai para tal problema contém apenas termos seculares e
de longo periodo, que sera apresentada nos capitulos posteriores. Em um trabalho
posterior, Kozai (1959°), baseado em observacdes de satélites, determina os niimeros de
Love como sendo uma constante com uma pequena varia¢do de 0.29+0.03 e o tempo

de atraso como sendo 10+ 5 minutos.

8.1.POTENCIAL TERRESTRE DEVIDO A MARE (KOZAI, 1965)

O potencial lunar da Terra, usando polinémios de Legendre pode ser expandido

como:
52
UzGT*BR (Pz(cosw)+ri*P3(cosw)+...j, (8.1)
: _(ay2 .
em que : Pz(x)_(Sx —1)/2 e P3(x)_(5x —3x)/2.
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Assumindo que o raio da Terra R é constante, a deformacdo da maré na Terra

devido a atracdo da Lua, definida na equacéo (6.18) como:

*nd
R _mR {ksz(cos‘P)+k3EP3(cos‘P+ ..... )} (8.2)
G mtr”‘3 r*

de um modo semelhante pode-se introduzir a atragcdo do Sol. Fazendo as correc¢des para

o potencial de um satélite devido a maré terrestre, temos:

5 2
U :%[kfz(cos‘{’ﬁ k3i—*P3(cos‘I’)+...J (8.3)

em que G é a constante gravitacional, p é a razdo da massa da Lua pela massa da

Terra, r é a distancia geocéntrica do satélite, r* ¢ a distancia do centro da Terra a Lua e
PZ(COS\V) é o polinbmio de Legendre de grau dois e W € o0 angulo entre a distancia
geocéntrica do satélite a diregdo da Lua.

Expressaremos essa funcdo em termos de coordenadas esféricas e depois em
funcdo de elementos orbitais: a, e, i, £2, @ e M. Para isso usaremos as relacdes classicas

do problema de dois corpos.
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a) Do triangulo de Neper dada a figura 8.1, temos:

5. 1-c0s(2m+2v)

sen? d=sen“i-— (8.4)
2
b) Da relacédo entre a anomalia verdadeira e anomalia excéntrica, temos:
r
—Ccosv=COoSE—e (8.5)

a

c)Utilizando as Tabuas de Cailey, podemos colocar a anomalia verdadeira em

termos da anomalia média:

em que a, e b, sdo tabelados.
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PLANO DA ORBITA

DIRECAO DO
EQUINOCIO VERNAL

Figura 8.1 — Triangulo — drbita — equador - meridiano

Sendo a longitude média é dada por:

A=0+Q+M (8.7)
e n2 =G£3 (8.8)
a

Contudo, a expressao de Kozai para o potencial fica:
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{L+ 3e* cos(k* — —Q*)}x {(1+ge2jA+%ezB}_

U= n*ZBazkz —4e" sen(x* —o" —Q*)x (8.9)

x (1+§e2jA* (1o2pe
2 8

em que,

*

B= r::_ = 0.0121835 (8.10)
-

A:1 1—§sen2 ij(l—ésen2 i*)
4 2 2

+%sen 2isen 2i” cos(Q—Q*)

+%S€n2 i sen? i*COSZ(Q_Q*)

+3gen? i*[l_ésenz ijcosz(k* _Q*)
8 2

+§sen2 i cos® IEcos Z(X* —Q)

—gsen 2iseni* cos? I?cos(ZK* —Q—Q*)

+§sen2 isen? '?cosz(k* —2Q+Q)

+§sen 2iseni* sen? '?cos(Zk* +O —SQ*) (8.11)
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B = cos? %cos4 I?cos 2(%* —o)—Q)
+ L gen? i(l—ﬁsen2 i*jcos 20

2 2
+%cos4%sen2 i*cosz(co+Q—Q*)
+sen4lcos4'—0052(oa—§2+x*)

2 2
+cos4ésen4'?cosz(m+£2+k*—2(2*)
+sen4l25en4|?c032(x*—ZQ*—co+Q)
+§sen2 isen?i* cos 2(7[" o% —0))
+§sen2 isen?i* cosz(k* +oa—Q*)

. 2 | ' 2 |* * *
+senicos Esen cos Ecos(Zk -Q —20)—9)
—%senicoszésen 2i*cos(2co+Q—Q*)
+%sen4lzsen2 i*cosZ(m—Q+Q*)
+%senisen2%sen 2i*cos(2a)—Q+Q*)
+senisen2l23eni*cosz%cos(zx*+2w—Q—Q*)
—senicos? %sen i* sen? '?cos(Zx* +2m+Q—3Q*)

*

+senisen? lzsen i* sen? I?cos(ZK* 30" —2m+Q) (8.12)
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Nas equacdes (8.11) e (8.12) acima, A" é a longitude a Lua, Qe Q" referem-se

as longitudes do nodo ascendente do satélite e da Lua respectivamente, e ® , " S30 0S

respectivos argumentos do perigeu.
Selecionando todos os termos dependentes de A* e trocando cos por sen, tem-se

as expressdes para A" e B*, a partir de A e B.
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9. FUNCAO PERTURBADORA - MODELO DE KOZAI

Efetuando expansdes em harmonicos esfericos e em sistemas de coordenadas
convenientes, escrevem-se usando o modelo de Kozai alguns termos do potencial
devido a maré agindo sobre o satélite.

Considerando a Lua como corpo perturbador, desconsiderando-se a
defasagem, restringindo-se aos termos seculares e de longo periodo, devido apenas

ao segundo harmonico, o potencial pode ser expresso conforme a equacédo abaixo:

.2 R -3/2 .
U=zn 2[3%k2{(1—e2) (%(1—gsen2ij(l—gsen2i j+

%sen 2isen2i” cos(Q Q" )+ %sen isen?icos 2(Q —-QF )) +

%e (=sen |(1——sen2| jcosZoH;cos [stenz(l )cosZ(oa+Q Q )

%senlcos ( j en2i*cos(2m+Q+Q*)+
2.

. :
=sen sen
2 (ZJ

*

i cosZ(w Q+Q )+%senisen2(|§jsen2i*cos(Zw—Q+Q*>}
(9.1)
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9.1. PERTURBACOES SECULARES

A parte secular da funcdo perturbadora devido as marés para 0 modelo de
Kozai é:

2 R -
U-=n ﬁ%kz(l—ez) 3/2[%j[1—gsen2ij(l—gsenzi*j (9.2)

Deve-se considerar que a inclinagdo da Lua varia continuamente devido ao

geopotencial e a atracdo do Sol, segundo a equacéo (Kozai, 1965):

sen’i* =0.1644 +0.0652cos(N )—0.0006(2N) (9.3)

N = 259.183° —0.0529539°t +1.55747° x10 212 + 4.56055° x1072°t>  (9.4)

em que t é dado em graus/dia, sendo N a longitude do nodo ascendente em

relacdo a ecliptica.

Estes termos sdo muito importantes para analisar observacdes de satélites por
um longo periodo de tempo. Como 0s movimentos seculares devido as marés, que

sdo as marés permanentes ndo podem ser distinguidas do valor do J, (coeficiente

que representa as deformacgdes zonais da Terra, denominado de primeiro

harmonico zonal do geopotencial), isto &, os efeitos seculares ja s@o incluidos na
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analise para a determinagdo do J,, a relacdo da contribuicdo da maré permanente

para esse harmonico, é a grosso modo 0.29k, x1074,

. 1.63x107°
E importante ressaltar que sendo o fator perturbador M para
n
0.75x107° : . N
a Lua ( ————— para 0 Sol), em que o movimento médio n do satélite e
n

expressado em revolugbes por dia, algumas das amplitudes para os termos

perturbadores podem ficar bastante altas.
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9.2. VARIACOES DOS ELEMENTOS ORBITAIS

Foram calculadas as varia¢fes dos elementos orbitais, atraves das equacdes
de Lagrange, pelo método das aproximagdes sucessivas. O potencial devido a maré
foi desenvolvido de forma geral pelo programa Mathematica e alguns casos foram

especificados.

Considerando apenas os termos seculares, temos o potencial descrito pela

expressdo (10.2). Como ndo existem variaveis angulares em tal expressao, temos:

U _ou _au _,

M o 0Q 9:9)
e, portanto:

a=0,¢=0¢e i=0 (9.6)
Integrando, temos:

a=ap, e=e e i=iy 9.7)
Para a variagéo secular da longitude do nodo ascendente, temos:

Q=npt+Q (9.8)

em que:
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2
_3R5Bcosi(1—3c032i*)<2n*

s 16a5(—1—e2)2 n &9
Para a variagéo secular do argumento do perigeu, temos:
®=n,t+ o (9.10)
em que:
- 3R%B(3-+ 5c052i 1+ 3c0s2i” kon*” .11
64a5(—1+ ez)zn
Para a variagdo secular da anomalia média, temos:
M =nyt+M, (9.12)
em que:
o, _ 3R7BL+300s 2i)lL+ 3cos2i” ,n*” 0.13)

64a5(1—e2)3/2n
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Considerando-se agora a influéncia da inclinacéo da Lua para o calculo das
variacOes seculares da longitude do nodo ascendente, do argumento do perigeu e da
anomalia média, descrita pela formula (9.3), temos apenas a parte secular do

potencial:

2 S — —
U—n BR—3k2(1—92) 3/2[%)(1_28en2ij(1_§(0.1644+0.0652cos(N) D
a

21 0.0006cos(2N )
(9.14)
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9.2.1 RESULTADOS

Embora teoricamente, perturbacdes geopotenciais se estendam até o infinito,
elas diminuem com a altura do satélite. Também as perturbacGes devidas ao arrasto
atmosfeérico, diminuem com a altura. Assim, por exemplo, um satélite a uma altura
de 200 km, daria poucas revolucdes ao redor da Terra antes de cair, a0 passo que a
uma altura de 600km, ele ficaria em orbita, ainda por dezenas de anos. Acima de
700 km, a perturbacdo devido a pressdo de radiacdo solar direta € maior do que a
perturbacdo devido ao arrasto atmosférico. Para satélites altos, por exemplo,
geoestacionarios a perturbacdo luni-solar é da ordem da perturbacdo devido ao
geopotencial.

A escolha de uma orbita para se medir efeitos perturbadores devidos a mare,
deve ser tal que, ndo seja muito baixa para que seu efeito ndo seja totalmente
mascarado pelo arrasto e nem muito alto para ndo ser mascarado pela atragao luni-
solar.

Assim, para exemplificar a ordem dos efeitos devidos a perturbacdo da maré

terrestre, escolhe-se um satélite em uma Orbita com as seguintes caracteristicas:

a=7000Km;
e=0.01;

i =30°
Q=60

o = 30°.

Nas integracdes das equacdes do movimento para os casos considerados, foi
desenvolvido um programa em linguagem de programacdo Mathematica. Este
programa gera um arquivo de saida, onde dadas as condicGes iniciais do satélite
artificial, sdo obtidos as variacdes dos elementos orbitais para cada caso a ser

apresentado.
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Segundo o método das aproximacdes sucessivas, encontramos para as

variacOes da longitude do nodo ascendente e do argumento do perigeu, dadas pelas

equacoes (9.9) e (9.11), os seguintes valores:

Ng =—8.33781x10 " rad / dia

n, =1.3238x10 °rad / dia

Considerando-se a variacdo da inclinacdo da Lua, em que as expressdes sdo

encontradas no apéndice A, temos o0s seguintes resultados:

-0.01
0.2 -
0., |
004 |
005 |
-0.06
-0.07 b

dw

Figura 9.1 — Variacgdo da longitude do nodo ascendente, levando em conta a

inclinacédo da Lua.

/\
0.1 ¢ “\\ / \\\ 1
\ / N
0.08 \J ]
g 0.06 N l\\d / ]
S 004 | /,-\_/ﬁbl ]
© o ! ~ ]
obo—" ‘ ‘ ‘ ]
0 20000 40000 _ 60000 100000
dias
Figura 9.2 — Variacdo do argumento do perigeu, levando em conta a

inclinagédo da Lua.
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Considerando agora, os termos de longo periodo, descrito pela formula (9.1),
obtemos as expressdes das variagbes nos elementos orbitais para as seguintes

situacoes:

CASO 1:
Considerando a Lua em movimento eliptico, ndo precessionada:
Q" =Q
* *
0 =0
Q= th + QO
o=n,t+0q

CASO 2:
Considerando a Lua em orbita eliptica precessionada ao redor da Terra:
Q" =n_.t+Q
* _ *
® =n_.t+og
Q= th + QO

o=n,t+0q

As expressbes das variacbes nos elementos orbitais, encontram-se no
apéndice A.
Aplicando as equacdes de Lagrange e considerando as variacGes devidas a

longitude do nodo ascendente e o argumento do perigeu, temos:
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Para a variagdo da excentricidade:

Caso 1:
Maior Amplitude: 0.00227218

Periodo: 2.37316 x10% dias

0.002
0.001

e

© 0.001
0.002
-0.003

0 500000 1-10° 1.5°10° 2 10°
dias

Figura 9.3-Representacdo da variacdo da excentricidade (casol)

Caso 2:
Maior Amplitude: 0.00227218

Periodo: 2.37316 x10% dias

N

-0.001 |/ A\ /
-0.002 \ -

0 500000 1°10° 1.5°10° 2 10°
dias

de

o
N

N
/’

Figura 9.4-Representacao da variacao da excentricidade (caso2)
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Para a variagéo da inclinagao:

Caso 1:
Maior Amplitude: 0.0899087 rad

Periodo: 7.53577 x10% dias

0 1°10°2 10°3 10°4" 10°5 10°6" 10°7" 10°
dias

Figura 9.5-Representacdo da variacdo da inclinacéo (casol)

Caso 2:
Maior Amplitude: 0.000081215 rad
Periodo: 6807.10dias

0.000075 ¢ LN
e
(02

(] _O_O% \\ / /

-0.000075

l(IX)ZCXX)I}XDMSCIDG(ID

Figura 9.6-Representacdo da variacdo da inclinacdo (caso2) com periodo de

aproximadamente 6800 dias.
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-

aproximadamente 2.4x10% dias, desconsiderando-se o termo de maior

amplitude.



Figura 9.9-Representacdo da variacdo da inclinacdo (caso2) com menor

periodo de aproximadamente 3400 dias

Para a longitude do nodo ascendente:

Caso 1:
Maior Amplitude: 0.103817 rad

Periodo: 7.53577 x 108 dias

0 1°10°2 10°3 10°4 10°5 10°6" 10°7" 10°
dias

Figura 9.10-Representacgéo da variagédo da longitude do nodo ascendente

(casol)
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Periodo: 6807.10dias

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
as

Figura 9.11-Representacdo da variacdo da longitude do nodo ascendente

L2 gy

Figura 9.12-Representacdo da variacdo da longitude do nodo ascendente



0.000075 | P
0.00005 | /
0.000025 | )
[0]3 / M\\x
/
H -0.000025 / \,
-0.00005 | ¥ ",

-0.000075 | M..WM“M

0 500000 1m0° 1.5m0° 2m10°
dias

Figura 9.13-Representacdo da variacdo da longitude do nodo ascendente

(caso2) com periodo de aproximadamente 2.4x10° dias, desconsiderando-se

o0 termo de maior amplitude.

-0.000067 |\ /N ~
o008 ||/ /
0000089 | |/

-0.00007 | \/ \ J/

Figura 9.14-Representacdo da variagdo da inclinacdo (caso2) com menor

periodo de aproximadamente 3400 dias
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Para o argumento do perigeu:

Caso 1:
Maior Amplitude: 0.22715 rad

Periodo: 2.37316 x10% dias

0.2
0.1
0
0.1
-0.2

dw I'ad I—

0 500000 1°10° 1.5°10° 2 10°
dias

Figura 9.15-Representacéo da variagcdo do argumento do perigeu (casol)

Caso 2:
Maior Amplitude: 0.22715 rad

Periodo: 2.37316 x10% dias

0.2 / o \
.

\

N\

0.1

/

/
/
0 \ /

y

0.1 \\ /

0.2 o /

0 500000 1-10° 1.5°10° 2 10°
dias

dw I'ad L

Figura 9.16-Representacédo da variacdo do argumento do perigeu (caso2)
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0.22725
0.227
0.22675
0.2265 | A
Hoes | | Vi
026 | | \/
0.2257%5 |/ | |

dias

Figura 9.17-Representacdo da variagdo do argumento do perigeu (caso2), na

regido de maximo, com menor periodo de aproximadamente 6800 dias.

0.264 | [ | N
026 [V | :
-0.2268 |
H 027!
0.22712 |

\/
-0.2274
1.55 06 %7 nmds ombe mae oa’s1 m10°
dias

Figura 9.18-Representacdo da variacdo do argumento do perigeu (caso2), na

regido de minimo, com menor periodo de aproximadamente 6800 dias.

84



9.2.2 ANALISE DOS RESULTADOS - KOZAI

Através dos resultados obtidos para 0 modelo de Kozai, verifica-se que para a

variagdo da excentricidade ndo existem diferencas nos termos de maior amplitude

(cerca de 0.002) e periodos (cerca de 2.4><106dias) para os casos 1 e 2 (figuras 9.3
e 9.4), isto significa que a excentricidade ndo sofre uma influéncia significativa da
precessdo da Lua.

Para a inclinacéo verifica-se que a influéncia da precessédo da Lua é bastante
significativa, pois foi encontrado um periodo bem menor (cerca de 6800 dias), com
seu termo de maior amplitude igual a aproximadamente 0.00008 radianos (figura
9.6). Esse periodo é gerado pelo termo na funcdo perturbadora que contém
cos(Q—Q*) (vide equagédo 9.1). Existe um segundo termo de maior amplitude
(0.00004 radianos) que corresponde a um periodo de aproximadamente
2.4x10° dias (figura 9.7). Esse periodo ¢é gerado pelo termo na funcdo perturbadora
que contém cos(Zw) (vide equacédo 9.1). Com o objetivo de visualizar melhor o
efeito dessas perturbacdes, desconsidera-se da variagdo da inclinagdo seu termo de
maior amplitude. Encontra-se, neste caso, uma amplitude da ordem de
aproximadamente 2x10""rad , com um menor periodo de cerca de 3400 dias
(figura 9.9).

Um comportamento semelhante verifica-se para a varia¢do da longitude do
nodo ascendente, em que a influéncia da precessao da Lua torna-se também bastante
significativa.O termo de maior amplitude é de aproximadamente 0.00009 radianos
com um periodo de cerca de 6800dias (figura 9.11). O segundo termo de maior

amplitude é de aproximadamente 0.00008 radianos, que corresponde ao periodo de

cerca da 2.4x10%dias (figura 9.12). Desconsiderando-se 0 termo de maior
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amplitude (figura 9.13), encontra-se uma amplitude de aproximadamente

2x107%rad , com um menor periodo de cerca de 3400dias (figura 9.14).
Para a variacdo do argumento do perigeu, em que o termo de maior amplitude
€ de aproximadamente 0.2 radianos com um periodo de cerca de

2.4x10° dias (figura 9.16), verificam-se ondulacbes menores nas regides de

maximos e minimos (figuras 9.17 e 9.18), com uma amplitude de cerca de

2x10*rad , correspondente a um periodo de 6800 dias.
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10. MODELO DE KAULA

Kaula (1969), desenvolveu a funcdo perturbadora devida a maré, sendo que o
fator de amplitude k e o0 &ngulo de atraso ¢ sdo expressados como somas de harmonicos
esféricos zonais. Com respeito a evolucdo atual da drbita da Lua, Kaula considerou a
existéncia de um harménico de grau dois para o angulo de atraso, com objetivo de
avaliar uma contribuicéo significante na transferéncia de energia para a Lua, embora,
seja improvavel que esse efeito seja importante na escala de tempo total da evolucao da
Orbita. Se a 6rbita da Lua fosse equatorial, a friccdo devida a maré ndo alteraria a
inclinacdo de sua oOrbita. Uma vez que a 6rbita é inclinada, a friccdo da maré faz com
gue ela ganhe uma inclinacéo adicional, desde que, a razdo entre a rotacdo da Terra e a
revolucdo da Lua seja comensuravel. A variacdo latitudinal nas propriedades da maré
tem efeitos calculaveis na érbita de satélites proximos a Terra. Um harménico de grau
dois para o angulo de atraso se faz necessario para conciliar os dados de avaliagdo com
a desaceleracdo da oOrbita da Lua.

Pode-se expressar a fungdo perturbadora em termos de coordenadas esféericas e
depois em funcéo de elementos orbitais. Levando em conta o angulo de atraso ¢, Kaula
(1969) obtém cada termo como uma série infinita com coeficientes em funcdo da

inclinacdo e da excentricidade da orbita:

e c0S (¢~m)par
U(R'd)’}‘): Z kﬂ(d’lk)R BémCZmpqpﬁm(Send)){ } X (10.1)
/mpq sen (¢—m)impar

X {Ufmpq* ~ €/mpq (d)’ 7‘)_ m(7L + 9)}
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em que r,¢ e A sdo raio, latitude e longitude, respectivamente; 6 é o angulo sideral de

Greenwich, P,,(send) sdo os polindmios associados de Legendre, e

: «((=m)
B®* =G 2-3 10.2
/m m (f i m) ( Om) ( )
* 1 7% *
Cimpg = R Fomp (' )Gqu (e ) (10.3)
Vtmpg = (£ —2p)o” + (¢ - 2p+qM  +mQ*, (10.4)

em que, G €é a constante gravitacional; m*,a*,e", 1", M™, 0", Q" sdo massas e
elementos keplerianos da Lua; e

p,k
(20-2t) (—m=2t | *
F sen |
mll")- Z(:)t'e 1(¢—m—2t)2% 2!
[f—p—t} (10.5)
m ‘m 2 Jp-m-2t+s
XZ( Jcossl* Z ( jx
s=o\ S c=2 c
m-s
—lC_k,
e
Gipq (e*)= (1% @+p)’p %PéquprquZk ,  emque, (10.6)
e

(10.7)

B 1++/1—¢e?
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h=k+q'se g0 (10.8)

Pock — Z“:[T'—NJ (-0 {(ﬂ -2 |0'+q')e}r ol

o\ h—r r! 2B
h=k se q'(0
h=k seq")0
h . . . r
—2p\1[(¢-2p+qe
ow -3 o
fpak Z(:) h—r)r! 2B
h=k-q' se g'(0 (11.9)
em que p’ e q’ séo definidos da seguinte maneira:
p=p p={(-p
se p < £ e se p)ﬁ (10.10)
2 2
q'=q q'=-q

Para propésito da analise orbital, o modelo de Kaula, assume que K, e € rmpq
sejam somente funcdes da latitude, pois sdo elas que produzem perturbagcdes de longo

periodo no movimento dos satélites e, representando-os por harménicos esféricos:

Ky =D K mPro(send) (10.11)
h

€/mpq = Zgn(fmpq) Pno (Sen ¢) (10.12)

n

89



Ent&o a funcdo perturbadora pode ser escrita:

a

R k+1
U= Z Kﬁmpq( ) kaj (')ijg (e)Q”'Ikm X

/mpghkjg
oS (k—2) par _sen (k—2) par { }
Kéh{ m } +(K£8)h{ m } X Pkmig _U;mpq
(_1) sen (k—¢)impar (_1) Cos (k—¢)impar
(10.13)
em que,
Kmpg = R BlmClmpg (10.14)

E importante enfatizar que os polindmios Fgmp(i*)e Gpg (e*) sdo relativos a

Lua, e os polindmios Fyp,; (i ) e Gyjg (e ) sdo relativos ao satélite. Os valores de Qy,,

que sdo fatores para produtos de conversdo dos polindmios associados de Legendre
estdo tabelados.
No potencial equacgéo (10.13) podemos distinguir trés tipos de termos periddicos,

ver equacao (10.4): longos periodos quando m=0, periodos diurnos quando m=1, e
periodos semi-diurnos quando m=2. Como 0s G (e*) sdo proporcionais a e‘q‘, sdo

considerados valores baixos para grandes valores de q, isto é, q=0,+1,+2. Para /,

. . _(RY L
consideramos o valor 2, pois o fator no potencial | — | = 50 € pequeno para a Lua
a

e muito menor para o Sol.
Para andlise da perturbacdo da maré em um satélite artificial, exige-se que nao

haja termos de curto periodo, ou seja, g=2j-k. Entdo a equacéo (10.13), transforma-se:
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R k+1
U= ZKZmpq( j Fumj (1)Gkj(2 k) (€)Q2hkm

a

mpghkjg
k— par k— par
cos Fige) ], oom <o Vdmpq |
K - P —
2h (_1)m sen _impar 2¢)h (_1)m cos < impar kmj(2 j—k) 2mpq
(10.15)

Para obtermos no potencial termos seculares, devemos fazer na equacéo (10.4),
(-2p=0, /-2p+q=0 e m=0, isto é termos que ndo tenham w*,Q* e M*. Para
obtermos termos de longo periodo, devemos fazer ¢/ —2p+q =0, isto é termos que nao

contém M*,
10.1. EFEITOS EM ORBITAS DE SATELITES PROXIMOS A TERRA

Kaula (1969), examinou o comportamento de satélites artificiais para pequenos
valores de [%j e a sua influéncia na funcdo perturbadora dada pela equacdo (10.15),

com o objetivo de especificar melhor as Orbitas futuras para a determinacdo das
propriedades da maré terrestre.

Com o mesmo objetivo, Kozai (1968) determinou k ee para perturbacdes da
inclinagdo oi e do argumento . Para isso, ele utilizou somente os termos

mpghkj=110021 da equacgéo (10.15), que tem como resultado a funcéo:
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3
U, = K2100(§j [—gsenicosi}(l—ez) 3/2K20 (cos—¢, sen)(Q—Q*) (10.16)

Segundo Kaula(1969), Newton (1968) determinou k ee para perturbacdes da
inclinagdo oi e para 0 nodo &2 com 0s argumentos contendo Qe 2Q, e obteve 0s
fatores da orbita lunar por integracdo numérica, o qual seria equivalente usar os termos
m=12e p=0,12, com ghkj=0021 na equacdo (10.15), que tem como resultado a

funcao:

3

R _ -3/2 .

Up,=> szpO(EJ F2m1(|)(1—e2) K50 (COS— £ sen)m(Q—Q ) (10.17)
mp

Pode-se perceber que nas equacdes (10.16) e (10.17), o argumento o é

.. . . .k - N . .
inexistente pois Kaula considera j=E. As variacdes zonais sdo pares , isto é

h=0,2,4,...., para que k es tenham perturbacdes de mesmo periodo, como as equacdes

(10.16) e (10.17).

Como, neste trabalho, tem-se o0 objetivo de comparar os modelos de Kaula com o
de Kozai, é necessario que se encontre a funcdo perturbadora com os mesmo periodos
contidos na equacdo (9.12), termos em que aparecem 0 argumento 2w, para isso é
necessario considerar m=0,1,2, h=0,2, j=1e k=2,4. Entdo a funcdo perturbadora,

para termos de longo periodo fica:
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k+1
R . *
u=>" szlo(gj Fuma (1)Gkac2—k) (€)Qzhkm [th (cos—gy, Sen)(Ukml(z—k) —Vom10 )]
mhk

(10.18)

Com o objetivo de simplificar a notacdo, Kaula (1969) formula a seguinte

equacao, para expressar os nimeros de Love e 0 angulo de atraso:

(kd), =D (ipe), Pap (10.19)
/h

Utilizando os dados obtidos por Newton (1968) na analise dos parametros da

maré, tem-se:

ko =0.351-0.055P,, (10.20)
em que k,o =0.351 e ky, =-0.055,

e, para os dados de Newton referentes a Lua, temos:

(k8), = 0.0072 —0.0121P,, —0.0004 P, (10.21)

em que, (kj¢), = 0.0072, (iz¢), =—0.0121 e (i ,¢), =—0.0004.
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11. FUNCAO PERTURBADORA - MODELO DE KAULA

Efetuando expansGes em harmdnicos esféricos e em sistemas de coordenadas
convenientes, escrevem-se usando o modelo de Kaula alguns termos do potencial
devido a maré agindo sobre o satélite.

Considerando a Lua como corpo perturbador, considerando-se a defasagem,
restringindo-se aos termos seculares e de longo periodo, devido apenas ao segundo
harménico, o potencial pode ser expresso conforme a expressdo (B.1), disposta no
apéndice B.

11.1. PERTURBAGCOES SECULARES

A parte secular da funcdo perturbadora devido as marés para 0 modelo de

Kaula esta disposta no apéndice B, expresséao (B.2).
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11.2. VARIACOES DOS ELEMENTOS ORBITAIS

Foram calculadas as varia¢fes dos elementos orbitais, atraves das equacdes
de Lagrange, pelo método das aproximacdes sucessivas. O potencial devido a maré
foi desenvolvido de forma geral pelo programa Mathematica e alguns casos foram

especificados.

Considerando apenas os termos seculares, temos o potencial descrito pela

expressdo (B.2). Como ndo existem variaveis angulares em tal expressdo, temos:

U _au _au

M o 0Q (11.1)
e, portanto:

a=0,¢=0¢e i=0 (11.2)
Integrando, temos:

a=ap, e=ey e i=iy (11.3)
Para a variagéo secular da longitude do nodo ascendente, temos:
Q=npt+Q, (11.4)

em que:
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3R® cosifl +3c0s 2" 7 0 + 2, )Gm*

N =— ; NF (11.5)
112a5(—1+ e2) n(a*f(l—(e*) )

Para a variagéo secular do argumento do perigeu:

® =N, t+mg (11.6)

em que:

5 i i* :
- 3R°(3+5co0s 2|)(1+ 3cos2i X?KZO +21K5, )GM (11.7)

448as(_1+ez)2n(a*f(l_(e*y)3’2
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11.2.1 RESULTADOS

Para exemplificar e comparar a ordem dos efeitos devidos a perturbacdo da
maré terrestre € escolhido um satélite em uma orbita com as mesmas caracteristicas
do capitulo 9.

Nas integragdes das equag¢des do movimento para os casos considerados, foi
desenvolvido um programa em linguagem de programacdo Mathematica. Este
programa gera um arquivo de saida, onde dadas as condicdes iniciais do satélite
artificial, sdo obtidos as variacOes dos elementos orbitais para cada caso a ser
apresentado.

Segundo o método das aproximacdes sucessivas, encontramos para as
variagdes da longitude do nodo ascendente e do argumento do perigeu, dadas pelas

equacOes (11.5) e (11.7), os seguintes valores:

N =-9.37006 107" rad / dia

n, =1.48769x10 °rad / dia

Considerando-se a influéncia da inclinagdo da Lua, em que as expressdes se

encontram no apéndice B, temos 0s seguintes resultados:
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Figura 11.1 — Variagéo secular da longitude do nodo ascendente, levando em

conta a inclinacdo da Lua.

0.1} NS Y ]
0.08 | NS ]
0.06 |
0.04 | S

0.02 | _ 1

dw lrad

Figura 11.2 — Variagéo secular do argumento do perigeu, levando em conta a

inclinagéo da Lua.
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Considerando agora, os termos de longo periodo, obtém-se as expressdes das

variacOes nos elementos orbitais para as seguintes situacoes:

CASO 1:
Considerando a Lua em movimento eliptico, ndo precessionada:
Q" =Q
* *
0 =0
Q= th + QO

O)ant+0)0

CASO 2:
Considerando a Lua em oérbita eliptica precessionada ao redor da Terra:
Q" =n_.t+Q
* *
® =n_.t+og
Q= th + QO
o=n,t+0q

As expressdes das variagfes nos elementos orbitais sdo encontradas no
apéndice B.
Aplicando as equacdes de Lagrange e considerando as variacdes devidas a

longitude do nodo ascendente e o argumento do perigeu, temos:
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Para a variagdo da excentricidade:

Caso 1:
Maior Amplitude: 0.000078526

Periodo: 2.11172x108 dias

0.00006
0.00004
0.00002

d
o

-0.00002
-0.00004
-0.00006

0 500000  1-10° 1.5°10° 2 10°
dias

Figura 11.3-Representacéo da variacdo da excentricidade (casol)

Caso 2:
Maior Amplitude: 0.000078526

Periodo: 2.11172x10° dias

0.000075
0.00005

0.000025 /

/ \\

de
o

-0.000025 / \

-0.00006 | A :
-0.000075 | \/

0 500000 1°10° 1.5°10° 2 10°
dias

Figura 11.4-Representacéo da variacdo da excentricidade (caso2)
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Maior Am

plitude: 0.0787884rad

Periodo: 6
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desconsiderando-se termos de maior amplitude.

Para a longitude do nodo ascendente:

Maior Amplitude: 0.0909762 rad




Periodo: 6806.34dias

Figura 11.9-Representacdo da variacdo da longitude do nodo ascendente

| ﬁ ‘wm " HHHUHW'M IMHHHI\IHMM i MMW " l ‘ HW

(caso2 ), desconsiderando -se 0s termos de maior amplitude.



Para o argumento do perigeu:

Caso 1:
Maior Amplitude: 0.00435505 rad

Periodo: 2.11173x10° dias

0.006
J 0.004
0.002
3
[ 0
=
© -0.002
-0.004

-0.006

0 500000 1-10° 1.5°10° 2 10°
dias

Figura 11.11-Representacdo da variacdo do argumento do perigeu (casol)

Caso 2:
Maior Amplitude: 0.00422646 rad

Periodo: 2.11173x10° dias

0.004 //”“m\
J o.002 | / N
/ \\
-% \ /'/
[T} 0 \ /
Z \ /
-0.002 \ /
/
-0.004 N
0 500000 1-10° 1.5°10° 2 10°
dias

Figura 11.12-Representacdo da varia¢do do argumento do perigeu (caso2)
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Figura 11.13-Representacdo da variacdo do argumento do perigeu (caso2),

na regido de maximo.

SAREREN

1.46 010% .48 010%.5 010°%..52 010%.54 0108
dias

| N ,
AR “
. M‘“‘ﬁ [ C‘\‘
‘ | VI |

-0.004375

Figura 11.14-Representacdo da variagdo do argumento do perigeu (caso2),

na regido de minimo.
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11.2.2 ANALISE DOS RESULTADOS — KAULA

Através dos resultados obtidos para 0 modelo de Kaula, verifica-se que para a

variacdo da excentricidade ndo existem diferencas nos termos de maior amplitude

(cerca de 0.000078) e periodos (cerca de 2.11><106dias), para os casos 1 e 2
(figuras 11.3 e 11.4), isto significa que a excentricidade ndo sofre uma influéncia
significativa da precessdo da Lua.

Para a variacdo da inclinacdo, verifica-se que a influéncia da precesséo da
Lua é bastante significativa, pois foi encontrado um periodo bem menor (cerca de
6800 dias), com dois termos de maior amplitude iguais a aproximadamente 0.00008

radianos e 0.00004 radianos (figura 11.6). Desconsiderando-se esses termos,
encontramos um periodo de aproximadamente 2.11x10%dias com uma amplitude

total de aproximadamente 2.6x10 % rad (figura 11.7).

Um comportamento semelhante foi encontrado para a variacdo da longitude
do nodo ascendente, pois se tem para os termos de maior amplitude (cerca de
0.00009 radianos e 0.00004 radianos) um periodo de cerca de 6800 dias.

Desconsiderando-se esses termos, encontramos um periodo de aproximadamente

2.11x10%dias, com uma amplitude total de aproximadamente 4.5%x10rad (figura
11.10).
Para a variacdo do argumento do perigeu, em que o termo de maior amplitude

é de aproximadamente 0.04 radianos, com um periodo de aproximadamente
2.11x108 dias (figura 11.12), verificou-se ondulagbes menores nas regides de

maximos e minimos, com uma amplitude total de aproximadamente 4x10°rad
(figura 11.13 e 11.14).
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12. MODELO DE BALMINO

Balmino generaliza o desenvolvimento analitico das perturbacGes das marés
terrestres, considerando k, funcao da longitude A e latitude @, e ¢, fungéo da latitude
(O
Por definicdo, conservando as notacbes de Kaula, o potencial perturbador T devido a

mareé, na superficie terrestre é dado por:

T(R,q),x):GM: > 5* 5(2—60m)(€_—m)i|:,5m (i"‘)ts,4 (e*)x
a ” (remy et o 21

Kympg (6,2 )Py (sen d)){zsz}[UZmpq m(A+6)+ € /mpq (6, 7“)]

em que, Ffmp(i*) e Gy (e*) sdo funcgdes da inclinagcdo da excentricidade , P,,, € um

polindmio associado de Legendre, de grau ¢ e ordem m, 6 € o tempo sideral e,

Vlmpg =({=2p+qM " +(/-2p)o” +mQ* (12.2)

O potencial perturbador T(r,$,A) em um ponto P exterior (r>R), se obtém de

uma aplicacdo do teorema de Dirichlet, em uma multiplicacdo de seus termos
respectivamente por:

k+1 s+l
)% (8) 12
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em que k e s representam a ordem dos Polindmios de Legendre.

Apos calculos algébricos, a fungéo perturbadora no satélite, fica:

/+1
Gm*&( R L(2-3 £ m)! ®
T= R [*J Z om ZFﬁpq *) DG pq(€7)x
g=—0

1=2\a w0 (L+m)
_ o _

o h K/ f+h
ZZ%Z Zthkmi X
h=0p=0 + k=fmy|

k k+1 +o0 (—mpar k—{mzp|—(¢—m)par

R 1 cos
Z(aj Fk\mip\j(l) Z ijg(e)(émJ {(_Dk—mipﬂ} (Wi)"'
j=0 g=—00 /—mimpar k—mzp|—(¢—m)impar
X
k+n -~ s+l S & f{—m:par
+ Zngpq Z ans mﬂl[ j ZFs‘erp,‘ Z stg (e){ :I
s= M| /—mimpar
{ —sen T— m:tp|—(¢—m)par (\Nﬂ_r)
s—m=u
(_1) me Cos S—|m:p—(¢—mYyimpar
(12.4)
em que,
_m _m
Wi — [Uk,miu,j.g (:u l) £mpq J + ZV; W“ﬁmpq - (‘mi u‘e— (‘;;mme)
(12.5)

_m
Wi:{‘)s,miuyjﬁg Su ¥ Empq]ﬂi - Tingq ~ (e (6= £ o)
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1 se o sinal de Z for +
g M= * (12.6)
1 para m>p -

se o sinal se Z for —
-1 para m<p +

No modelo de Balmino para o potencial, € importante ressaltar que o coeficiente

de elasticidade € funcdo dependente da latitude ¢ e da longitude A.

Escrevemos entéo:

o h
Kimpq (0:2)= D" > Kb, cosu(% - )Dhu(sen ¢) (12.7)
h=0pu=0

A equagdo (12.7) € o desenvolvimento do Ky, em harmonicos esféricos

Zonais e tesserais.

O angulo de atraso continua sendo funcdo somente da latitude:

& pmpg (9. 1) = Zegmpq sen¢) (12.8)
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Balmino utiliza os seguintes dados na analise dos parametros da maré,

independentes de m, p,q.

ky = 0.3+ 0.05P,(sen ¢)—0.01P,, (sen ¢)cos 2(A — 70°)
+0.001P,4(sen @)+ 0.005P,, (sen @)cos 2(A +150°)

kg =0.1+0.02P,(sen o)

emque K° =0.3 e K2° =0.05,

gy =2°—0.5°Pyq(sen @)+ 0.1°P,o(sen o)

€3 = -0.2°

em que 8(2) =2°¢ s% =-0.5°.
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13. FUNCAO PERTURBADORA - MODELO DE BALMINO

Efetuando expansGes em harmdnicos esféricos e em sistemas de coordenadas
convenientes, escrevem-se usando o modelo de Balmino alguns termos do potencial
devido a maré agindo sobre o satélite.

Considerando a Lua como corpo perturbador, considerando-se a defasagem,
restringindo-se aos termos seculares, devido apenas ao segundo harmonico, o

potencial pode ser expresso conforme a expressédo C.1, disposta no apéndice C.

13.1. VARIACOES DOS ELEMENTOS ORBITAIS

Foram calculadas as varia¢fes dos elementos orbitais, atraves das equagdes
de Lagrange, pelo método das aproximagdes sucessivas. O potencial devido a maré
foi desenvolvido de forma geral pelo programa Mathematica e alguns casos foram

especificados.

Considerando apenas os termos seculares, temos o potencial descrito pela

expressao (C.1). Como ndo existem variaveis angulares em tal expresséo, temos:

U _au_au_,

== (13.1)
M oo 0Q

e, portanto:

a=0,¢=0¢e i=0 (13.2)
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Integrando, temos:

a=ap, e=¢ey e i=ij

Para a variagéo secular da longitude do nodo ascendente, temos:

Q:th+QO

em que:

No

3R® cosi(1+ 3c0s 2i*X7K20 +2K 5, JGm*

aetfae e Fole o )

Para a variagéo secular do argumento do perigeu, temos:

o=n,t+0q

em que:

n

(O]

3R5(3+505 21 1+ 308 2i* 7K 0 + 2K , JGm*

a1 foleFl1-frf )

112

(13.3)

(13.4)

(13.5)

(13.6)

(13.7)



13.1.1. RESULTADOS

Para exemplificar e comparar a ordem dos efeitos devidos a perturbacdo da
maré terrestre € escolhido um satélite em uma orbita com as mesmas caracteristicas
do capitulo 9.

Nas integragdes das equag¢des do movimento para os casos considerados, foi
desenvolvido um programa em linguagem de programacdo Mathematica. Este
programa gera um arquivo de saida, onde dadas as condicdes iniciais do satélite
artificial, sdo obtidos as variacOes dos elementos orbitais para cada caso a ser
apresentado.

Segundo o método das aproximacdes sucessivas, encontramos para as
variagdes da longitude do nodo ascendente e do argumento do perigeu, dadas pelas

equacOes (13.5) e (13.7), os seguintes valores:

N =-9.78318x10"" rad / dia

n, =1.39452x10 °rad / dia

Considerando-se a influéncia da inclinagdo da Lua, em que as expressdes se

encontram no apéndice C, temos 0s seguintes resultados:
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dwikad

0 o 3
T
-0.02 + — —_ ]
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Figura 13.1 — Variacdo secular do nodo ascendente, levada em conta a

inclinagéo da Lua.

" A
0.08 ﬁ\l/\/ -
T 0.06 | A~ E
3004 | P e
0.2 | _— ]

Figura 13.2 — Variacdo secular do argumento do perigeu, levada em conta a

inclinacéo da Lua.

Observacdo: Nao foram encontrados outros resultados para 0 modelo de

Balmino.
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14. MODELO DO IERS

O modelo de IERS, diferentemente dos outros, considera a influéncia no
movimento de um satélite em termos de perturbacdes nos coeficientes C__ eS_ do
geopotencial.

Sabemos que a fungdo perturbadora devida a maré gerada pelo corpo
perturbador de massa M;, num ponto P, localizado a distancia geocéntrica Ry da

superficie terrestre e:

GM .
AV =K,RZ Y 5 Lpyo(cosy ) (14.1)
=S T

Em que a funcéo perturbadora devida a maré no exterior da Terra é:

AV =K, -0 3 T py(cosy ) (14.2)
= j=s.L T

em que Ry € o raio médio da Terra e GM; € o parametro gravitacional da Lua
(j=L) ou do Sol (j=S).

Neste trabalho considera-se apenas j=L.

Para expressar AV de forma adimensional AC,_, AS

2m? 2m?

um fator GEa’ é

aplicado. Sendo a 0 raio equatorial da Terra.

Considera-se neste trabalho Ry =a,.

Assim, as perturbacBes no satélite dadas pelas mudancas no coeficiente do

geopotencial de grau 2 sdo:
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1 RS GM
AC,g = —K,(0)—2 Ip,(send; 14.3
2= 5 o }anGEj:ZS:,L rj3 20( ¢J) (14.3)
_ = 143 RS GM ; o
ACy —iAS,;, = =22 K, (1)—2 Ip, (sen¢; p~™M 14.4
21 21537 2(}a§GEj:Z&L rjg, 21( ¢J)e (14.4)

— .- 1 RS GM ; o
AC22—|A822=E—K2(2) 0 3 2 Ip,(seng; g1 (145)

em que,

K,(0) = 0.299, longo-periodo de 2° grau do nimero de Love;
K,(1) = 0.3, maré diurna de 2° grau do nimero de Love;

K,(2) = 0.302, maré semidiurna de 2° grau do nimero de Love;
GE= paréametro gravitacional da Terra;

R; = distancia geocéntrica da Lua ou do Sol;

¢ 4; = latitude e longitude geocéntricas da Lua e do Sol.

As mudancas dos coeficientes sdo:

n+m(impar) _
Aénm - iAS_nm = An ZSKSHS(_ J e’ (14.6)

S(n,m) n+m( par)
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sendo,

()" 1 se m=0

An = ,00m = (14.7)
Ro+/4n(2-80m) 0 se m=#0

0, = argumentos astronomicos, calculados por nimeros Doodson.

8K, =K3(1)-K,(1), diferenca entre a frequéncia atual dependendo do

numero de Love e do primeiro nimero.

Sendo dKg =0 para marés de longo periodo e semidiurnas, somente as

mares diurnas necessitam das corre¢Ges acima mencionadas. Essas correcfes estdo

mostradas na tabela abaixo:

Numeros de Doodson Ay 5K H, %1012
145.555(0; ) ~16.4
163.555(P, ) —485

165.545 -8.8
165.555(K ) —472.6

165.565 ~08.3
166.554('¥; ) 197

Tabela 14.1 — Tabela de corre¢do da maré diurna usando para A,,0KsHg

uma amplitude de 5x1072.
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15. VARIACOES DOS ELEMENTOS ORBITAIS - MODELO
DO IERS

Para o célculos elemento orbitais, usaremos as expressées de Brouwer e

Clemence (1961), em que temos os termos seculares e de longo periodo da ordem de

J22:

. —1
e =g, +%yzen2[l—1192 —4094(1—592) ]cos2m (15.1)
8i =g — - 1562 coti[L—110% - 400*(1-502 'Jcos2 15.2
=1y gyze cotif 0 0 50°) ]cos2m (15.2)

' ' 2
5Q=QO+nt{—3yze+§y2 [(—5+12n+9n2)9+(—35—36n—5n2)93]}
L 8 . , (15.3)
—gy'zeze[11+8092(1—592) +2000%(1-502 ] *Jsen 20

8o = og + nt{gy'z(—lJr 592)+ %y'zz[(— 35+ 24 + 25n2)+ (90—192n—126n2)92 +
(385 + 3601 + 4502 p* Ty

_%y'z[(2+e2)—11(2+3e2)92 ~40(2-+5e2p*(1-502]"

-2
~ 400205 (1502 *Jsen 20
(15.4)

/2 o _
em que nz(l—ez)1 L 0=cosi, y, =a2J,/2a’n*e n=pl2a7%/2,
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Considerando apenas a parte secular das expressdes (15.3) e (15.4),
chegamos nas expressdes que representam o movimento médio da longitude do

nodo ascendente e do argumento do perigeu:

2
2 = 2 =
No :(GE)llza‘?’/z{—?»—R AC20 2cosi+§ _RPACH = | %
2a2(1—e2) 8 2a2(1—e2)

[(—5+12(1—e2)1/2 +9(1—e2))cosi +(— 35—36(1—e2)1/2 —5(1—e2)jcos‘°’ i1}

(15.5)

2
. RZAC, ) 3| RZAC
n, =(GE)"?a 3”{—3ﬁ(—1—5005%)+—4ﬁ} x

[[— 35+ 24(1-e? )" + 2501 e2)+ (90—192(1—e2)“2 —126(l—e2)Dc052 i+
(385—360(1—e2)u2 —45(1—e2)jcos4 i}

(15.6)
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15.1. RESULTADOS

Para exemplificar e comparar a ordem dos efeitos devidos a perturbacdo da
mareé terrestre é escolhido um satélite em uma oOrbita com as mesmas caracteristicas
da citada no capitulo 9.

Através das expressdes (15.5) e (15.6) encontramos para as variacdes da

longitude do nodo ascendente e do argumento do perigeu o0s seguintes valores:

Ng =—3.60365x107" rad / dia
no =1.97654x10 % rad / dia

Considerando agora, os termos de longo periodo, obtem-se as expressées das
variacdes nos elementos orbitais, através das expressdes (15.1), (15.2), (15.3) e
(15.4), que sdo encontradas no apéndice D. Considerando as variacdes devidas

apenas ao argumento do perigeu, temos:
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Para a excentricidade:

Maior amplitude: 0.0000172631
Periodo: 1.58944 x10° dias

0.000015 | -
0.00001 : /
/ N\
// \\
/ \

5 107°%

() b 1
5 ?3 Y, \

-5°107° / ]
-0.00001 \ /
-0.000015 | \\_f/ ]

0 250000500000750000 1° 10%.25 © 10%° 10°
dias

Figura 15.1 — Representacéo da variagdo da excentricidade.

Para a inclinacéo:

Maior amplitude: 2.99035x10~" rad
Perfodo: 1.58944 x10° dias

31077 ‘ ‘ ‘ ‘ 7
21077} / \
1107\ s —

O,
-1"107";

\\
\ / /
271077t \ / /

371077k ]
0 250000 500000 750000 1° 104.25 * 1a°5° 10°
dias

/
\ /

di Fad M

Figura 15.2 — Representacédo da variagdo da inclinagéo
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Para a longitude do nodo ascendente:

Maior amplitude: 1.74324x107" rad
Perfodo: 1.58944 x10° dias

1.5° 1077} N
J 11077t / \
. -8t /
g 510 /

- O

Z 5107 / .
171077} ‘
1571077 \

0 250000500000750000 1 109.25 * 105 10°
dias

Figura 15.3 — Representacédo da longitude do nodo ascendente.

Para o argumento do perigeu:

Maior amplitude: 7.62191x 10 %rad
Periodo: 1.58944 x10° dias

7.5 107 % /=

5 107 \
N /

2.5°107% /

/
\ /
\ /
2.57107% N\
-5 1075 \

757107
0 250000500000750000 1° 104.25 * 10% " 10°
dias

dw lrad M

Figura 15.4 — Representacdo do argumento do perigeu.
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Observacao: A andlise dos resultados do IERS se encontra na concluséo

deste trabalho.
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16. APRESENTACAO DOS RESULTADOS

Neste capitulo é feita uma exposicdo ordenada dos resultados analiticos e

numéricos, visando exprimir com clareza as diferencas de cada modelo utilizado e

as conclusdes obtidas neste estudo.

EXPRESSOES PARA O MOVIMENTO MEDIO:

MODELO DE KOZAI:

~ 3R5[3cosi(1—3cos 2i*)<2n*2
16a5(—1—e2)2n

_ 3ROp(3+5c052i )1+ 3c0s2i° kon®’

) 64a5(—1+ ez)zn

nQ:

()
em que k, (nimero de Love) é uma constante.

MODELO DE KAULA:

3R® cosi(1+ 3c0s2i”* X?KZO + 2K, JGm*
112a5(—1+ e2)2 n(a*)s(l— (e*)2 j3/2
3R°>(3+5co0s 2i)(1+ 3cos 2i*X7K20 +2K5, JGM*

448as(_1+ez)2n(a*f(l_(e*ff“

em que k, e uma funcdo da latitude.

nQ:—

Ny =—

(@)
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MODELO DE BALMINO

3R> cosi(1+ 3c0s 2i*X7K20 +2K 5, JGm*
1125102 fle P16 )
3R5(3+ 505 21+ 3005 2i* (7K 50 + 2K », JGm"
wea( vl fla e f )

em que k,é uma funcéo da latitude e da longitude.

No

n, =-—

MODELO DO IERS

2
20 20
No :(GE)llza‘g‘/z{—S—R AC%0 _cosiv 3| R ACw | x
2a2(1—e2)2 8 2a2(1—e2)

[(—5+12(1—e2)”2 +9(1—e2))cosi +(—35—36(1—e2)1/2 —5(1—e2)jcos3 i1}

2
_ R?AC, ). 3| RAC,
n, =(GE)"?a 3/2{—3ﬁ(—1—5c032|)+—2[ﬁ} x
[[— 35+ 2412 ' ? 4 25{1—e? )+ (90-192(1-:;2)“2 —126(1—e2mc052 i+
(385—360(1—e2)1/2 —45(l—e2)jcos4 i}

sendo este modelo diferenciado dos outros trés, em que o k,é uma constante para o

calculo de Afzo (variagdo do coeficiente 620 do geopotencial).
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VALORES ENCONTRADOS:

Plano da 6rbita da Lua Considerando a influéncia da

coincidente com o plano da inclinacédo da Lua

ecliptica

MODELOS| nq(rad/dia) n,(rad/dia) ng (rad/dia) n,rad/dia)
KOZAI | _833781x107" | 1.3238x107° | —6.35757x10~" | 1.0094x107°
KAULA | _9.37006x107" |1.48769x107% | —8.12171x1077 |1.28949x1078
BALMINO | _g78318x1077 |1.39452x1078 | —7.61302x10~7 | 1.20873x10~°
IERS | 3603651077 [1.97654x107® | —3.60365x10~" | 1.97654x107°

Tabela 16.1 — Tabela dos resultados dos movimentos médios dos modelos de

Kozai, Kaula, Balmino e IERS.

EXCENTRI- LUA NAO LUA PRECESSIONADA
CIDADE PRECCIE:iSSICC))lNADA CASO2
MODELOS Maior Periodo Maior Periodo
amplitude (dias) amplitude (dias)
KOZAI 0.00227218 | 2 37316x108 | 0.00227218 | 2 37316x10°
KAULA 0.000078526 | 9 11172x10% | 0.000078526 | 5 11172x10°
IERS 0.0000172631 | 1 5894410 | 0.0000172631 | 1 58944 %10

Tabela 16.2 — Tabela dos resultados das excentricidades para os modelos de

Kozai, Kaula, Balmino e IERS.
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INCLINACAO LUA NAO LUA PRECESSIONADA
PRECESSIONADA CASO?2
CASO1
MODELQOS | Maior amplitude Periodo Maior amplitude Periodo
(rad) (dias) (rad) (dias)
KOZAI 0.0899087 7 53577 x 106 0.000081215 6807.10
KAULA 0.0787884 6.7056x10° | 0.0000799721 6806.34
IERS 2.99035x10~ | 1.58944x10° | 2.99035x10" | 1.58944 x10°

Tabela 16.3 — Tabela dos resultados das inclinacdes para os modelos de
Kozai, Kaula, Balmino e IERS.

NODO LUA NAO LUA PRECESSIONADA
ASC PRECESSIONADA CASO2
' CASO1
MODELOS| Maior amplitude Periodo Maior amplitude Periodo
(rad) (dias) (rad) (dias)
KOZAI 0.103817 753577106 | 0.0000937784 6807.10
KAULA 0.0909762 6.7056x10 | 0.0000923433 6806.34
IERS 1.74324x107" | 1.58944x10°% | 1.74324x10" | 1.58944x10°

Tabela 16.4 — Tabela dos resultados das longitudes do nodo ascendente para
0s modelos de Kozai, Kaula, Balmino e IERS.
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ARG. LUA NAO LUA PRECESSIONADA
PRECESSIONADA CASO2
PERIGEU CASOL
MODELQOS | Maior amplitude Periodo Maior amplitude Periodo
(rad) (dias) (rad) (dias)
KOZAI 0.22715 2.37316x10° 0.22715 2.37316x10°
KAULA 0.00435505 2,11173><106 0.00422646 2.11173><106
IERS 7.62191x107°% | 1.58944x108 | 7.62191x1078

1.58944 x10°

Tabela 16.5 — Tabela dos resultados dos argumentos do perigeu para 0S

modelos de Kozai, Kaula, Balmino e IERS.

Para uma melhor visualizagdo do comportamento fisico de cada

modelo, sera feita abaixo uma exposi¢do dos graficos que representam as

variacdes de longo periodo dos elementos orbitais considerados.

GRAFICOS ENCONTRADOS:
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LONGITUDE DO NODO ASCENDENTE
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17. CONSIDERACOES

17.1. RESSONANCIAS

A ressonancia ocorre quando o periodo de revolucdo de um satélite € um
maultiplo inteiro do periodo de rotacdo da Terra, levando a uma amplificacdo de
certos coeficientes dos harmonicos Cnm e Snm, resultando em uma perturbagéo nos
elementos orbitais, maior do que o normal. Deste modo, um satelite com m
revolucGes/dia estara sensivelmente afetado pela ressonancia.

Levando em conta os efeitos da mareé terrestre, Kaula (1969) na anélise da
evolugdo orbital da Lua, considera a equacdo (10.13), e impde as seguintes

condicoes:

(1) razdo zero:
Okmig ~ V/mpg =0 (17.1)

ou, para a equacéo (10.4),

j==(k-0)+p, (17.2)

g=d; (17.3)
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= 113 77 *£/+1 k+1 .
(i) um pequeno fator “amortecedor”| a” a , OU:

k =20,22,24,33 ou 42 (17.4)

A combinacdo 31 para ¢k € excluida devido a um harmonico de primeiro
grau, que representaria um deslocamento da origem, o centro de massa da Terra.

Para a evolucdo da érbita lunar, escreve-se:

T=To+T,+T, (17.5)

em que:

R
To = Z KZOlq( jFOOOGOOqQZhOO\VZOlhq ,

3
R
K — | FompeG ,
T, = Z 2mpq[aj 2mp G2 pgQ2h2m VW 22mphq (17.6)
ghmp

71

4
Z 2 K!’mpq( J F(6-miG2jg Q6 )hemphg
¢/=2qhm

em que:
W tkmphg = (Kéh CoS— (kf‘g)h SEN \Vymjq — UZmpq) (17.7)
e j esta relacionado com k, /e p pela equacao (17.2).
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Para que haja uma alteracdo na inclinacdo da funcdo perturbadora (17.6), a

combinacao Fymp Fim [(k—2j)coti —mesci] deve ser diferente de zero (ver Kaula,

1966, pag.40).

Para i=0, isto jamais ocorre: Fyp,Fyj contém um fator diferente de zero
somente para m=k —-2j.

Se m#k-2j, FymoFimi € pelo menos da ordem de i,
¢mp T kmj

Diante disto, podemos dizer que variacbes meramente latitudinais nas
propriedades da maré jamais poderdo deslocar a Lua para fora de uma Orbita
equatorial. Faz-se necessaria uma interacéo, tal que:

[(k=2j)-(¢=2p)Jo>+M)+(s—m)Q-6)~0 (17.8)

com S # m, isto &, uma ressonancia.

Para manter uma ressonancia suficientemente longa e com um efeito

g . n . n . . - 0
significativo, 5 deve ser igual a 5 em que n é 0 movimento médio do satélite.
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18. CONCLUSAO

Nesta pesquisa, apresentou-se uma revisdo sobre o efeito das marés na Terra,
as suas variacdes de acordo com as posi¢des do Sol e da Lua, e principalmente como
esse efeito perturba a oOrbita dos satélites artificiais. Apresentou-se também o
mecanismo do bojo devido a maré, como também, o potencial devido a maré
terrestre, sendo este descrito tanto em um ponto da superficie da Terra como num
ponto externo a Terra, considerando-se apenas a influéncia da Lua. Mostrou-se que a
distorcdo causada nesse potencial consiste num parametro denominado numero de
Love.

Quatro modelos de maré terrestre foram estudados e comparados.
Comecamos com o modelo mais simples que ¢ o de Kozai, em que o potencial
considerado contém apenas os termos seculares e de longo periodo, que Kozai ja
havia determinado em seu artigo em 1959. O numero de Love para o potencial de

Kozai € uma constante, que consideramos ser k, =0.299.

O modelo de Kaula (1969), que é um modelo mais atualizado que o de Kozai,
foi expandido em séries de polinémios, e, depois de um trabalho laborioso, em que
algumas condi¢des foram impostas, encontram-se 0s termos convenientes para que a
comparacdo fosse possivel. A expressdo encontrada que contém esses termos € a
(10.18). Kaula escreve os numeros de Love e o angulo de atraso como fungées da

latitude, representando-os por harménicos esféricos.

O modelo de Balmino (1974), é muito parecido com o de Kaula, apesar de ter
uma notacdo muito complexa. Os termos de curto periodo sdo idénticos aos de
Kaula, variando apenas o numero de Love, que Balmino representa ndo apenas
como func¢éo da latitude, mas também da longitude.

Obteve-se, pelo método das aproximacgOes sucessivas as expressdes das

variacOes seculares da longitude do nodo ascendente e do argumento do perigeu,
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levando em conta também a influéncia da inclinacdo da Lua, para os trés modelos
citados acima.

Obteve-se também pelo método das aproximacgdes sucessivas as expressoes
das variacdes da excentricidade, inclinacdo, longitude do nodo ascendente e
argumento do perigeu para os modelos de Kozai e Kaula. Para 0 modelo de Balmino
0os termos de longo periodo foram encontrados, mas o0 programa usado
(Mathematica) integrou as equacdes, devido ao grande numero de termos de sua
funcéo perturbadora.

O modelo do IERS (1996), sendo hoje o modelo padréo, diferentemente dos
outros trés, considera a influéncia no movimento orbital de um satélite em termos de
perturbagdes nos coeficientes Cnm e Snm do geopotencial.

Para exemplificar a ordem dos efeitos das perturbacdes, foi escolhido um
satélite com as caracteristicas descritas no capitulo 9. Verifica-se que as mareés
provocam perturbacdes seculares e de longo periodo na longitude do nodo
ascendente e no argumento do perigeu. Os resultados encontrados mostram que 0s
modelos utilizados levam a resultados diferentes, embora com a mesma ordem de
grandeza. Isto pode ser importante para analises de perturbacdes de longo periodo.
Verifica-se também que os resultados dos modelos de Kozai, Kaula e Balmino séo
bem aproximados, enquanto que o resultado do modelo padrédo (IERS) se distancia
bastante desses trés.

Foram mostrados graficos das variacbes de cada elemento orbital (para os
modelos de Kozai e de Kaula), para dois casos especificos: caso 1: Lua em orbita
eliptica ndo precessionada; caso 2: Lua em orbita eliptica precessionada.

Verifica-se que para a variagdo da excentricidade nédo existem diferencas
nos termos de maior amplitude e no periodo para o caso 1 e para 0 caso 2, isto
significa que a excentricidade do satélite considerado ndo sofre uma influéncia
significativa da precessdo da Lua.

Para a inclinacdo e longitude do nodo ascendente, verifica-se que a

influéncia da precesséo da Lua é bastante significativa, pois encontramos periodos

137



bem menores (cerca de 6800 dias) para o caso 2, nos dois modelos. As ondulacdes

sdo bem definidas para 0 modelo de Kozai, pois os termos com amplitudes altas
apresentam periodos da ordem de 2x10° dias. Ja para 0 modelo de Kaula os termos

de grandes periodos (2 ><106dias) apresentam amplitudes bastante pequenas, que sao
“mascarados” pelos termos de grandes amplitudes, que apresentam periodos
menores (cerca de 6800 dias).

Para o argumento do perigeu, verifica-se que existe a influéncia da Lua
embora ndo seja muito significativa. As ondulacbes aparecem nas regides de
maximos € minimos.

Conclui-se também que a maré, em primeira ordem provoca perturbacoes de
longo periodo em todos os elementos orbitais, como exce¢do do semi-eixo maior,
sendo que essas perturbacdes podem ser consideradas, para periodos de alguns anos,
como perturbacBes seculares, pelo fato desse efeito apresentar periodos muito
grandes.

Os resultados do modelo de Kaula sdo os que mais se aproximam dos
resultados do modelo padrdo (IERS), embora se distanciem muito ainda quando
comparados.

Kaula acredita e isso confirma-se com essa pesquisa, que 0s termos que

contém o argumento do perigeu podem ser desconsiderados devido ao fato do

. _— - . . de
periodo das variagGes na excentricidade serem muito grandes , entdo @ pode ser

. o . ouU . «
igual a zero, sendo inutil o calculo de e Kaula expressa isso em sua expressao
()

(10.17), em que considera apenas termos dependentes do nodo ascendente. Essa
expressao simplificada fornece apenas as variacdes da inclinacéo e da longitude do

nodo ascendente, 0s quais apresentam variacoes significativas.
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18.1. TRABALHOS FUTURQOS

Para trabalhos futuros convém aprimorar os trabalhos de Kaula e Balmino
para a maré terrestre, investigando mais profundamente varios cenarios, com o
objetivo de excluir os efeitos ndo significativos e incluir aqueles que ddo uma maior
contribuicdo para o fendmeno da maré, causando perturbacdes significativas nos
satélites artificiais. Também, no modelo do IERS, s6 utilizamos correcdo no S,g €
Cy. Ora, a missdo que utiliza o satélite LAGEOS, por exemplo, analisa a evolucéo
dos seus elementos orbitais por mais de 20 anos, levando em consideracao termos do
geopotencial até J40.Vemos assim que, para casos praticos, € necessario considerar
correcOes devidas a maré terrestre nos tesserais de alto grau e ordem. A influéncia
do Sol devera ser incluida. Um modelo melhor para 0 movimento da Lua deve ser
considerado. Convém também investigar a influéncia de ressonancias nas variacdes
longitudinais, acreditando-se que isso ajudaria a promover mais as variacdes da
inclinacdo. Modelos para marés oceanicas também devem ser considerados,

comparados e acrescentados ao programa.
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APENDICE A - EXPRESSOES DO MODELO DE KOZAI

Considerando-se a influéncia da inclinagdo da Lua, encontramos as seguintes
expressdes para a variagdo secular da longitude do nodo ascendente e para o

argumento do perigeu:

. 0.0529539 ° t +
t?+ 456055 ° 10”0 3

°_ 0.0529539 °t+
~ 10712 t?+ 456055 °° 10" %0 {3

(A1)
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0.0652" Cos#£59.1

t+1.55747
om0 20 3

529539 °
2 12+ 456055

Cos 83°- 0.052953%8
55747° 10 1% t?
B 10 20 t3

0.0652" Cos#59.1

t+ 155747

o o 20 t3
0.0006

Cos# B5X183°- 0.0529539°

1.55747°" 10 12 ¢

520539 °
2 2+ 456055

+

456055°" 107 3
(A.2)
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Considerando agora os termos de longo periodo, descrito pela formula
(9.1), as variagOes nos elementos orbitais para 0 caso 1 e para o0 caso 2, descritas no
capitulo 9, sdo:

Excentricidade:

Caso 1:

(A3)

146



Caso 2:

(A.4)
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Inclinagéo:

Caso 1:
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Caso 2:
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(A.6)

Longitude do nodo ascendente:

Caso 1:
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(A.8)
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Argumento do perigeu:

Caso 1:
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(A.9)
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APENDICE B - EXPRESSOES DO MODELO DE KAULA

A funcgdo perturbadora devido as marés para 0 modelo de Kaula, pode ser

expressa como:
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(B.1)

A parte secular da funcéo perturbadora pode ser expressa como:

R B1+3dbs N\ 2,2 Tiiam
U= ’
448a3 B e2 (B.2)
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Considerando-se agora a influéncia da inclina¢do da Lua, foram encontradas
as seguintes expressdes para a variagao secular da longitude do nodo ascendente e

para 0 argumento do perigeu:
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Sin (B.3)
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Considerando-se os termos de longo periodo, descrito pela expressdo (B.1),
apresentamos as variagcdes nos elementos orbitais para o caso 1 e para 0 caso 2,
descritas no capitulo 9:

Excentricidade:

Casol:
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(B.5)
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Longitude do nodo ascendente:

Caso 1:
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Argumento do perigeu:

Casos 1e 2:
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(B.11)
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APENDICE C - EXPRESSOES DO MODELO DE BALMINO

A parte secular da funcdo perturbadora devido as marés para 0 modelo de

Balmino, pode ser expressa como:

(C.1)

Considerando-se agora a influéncia da inclinacdo da Lua, foram encontradas as
seguintes expressdes para a variacdo secular da longitude do nodo ascendente e para o

argumento do perigeu:
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, °. 0.05295
°° 10" 12 t2
55 ° 10720 3

Cos A MM °. 0.05295
© 10712 ¢?
55 ° 10720 3

3 E

(C.3)
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APENDICE D - EXPRESSOES DO MODELO DO IERS

As expressdes das variagdes dos elementos orbitais sdo:

de=

é%l%k%@m@

Cos >y (D.1)

(D.2)

(D.3)
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(D.4)
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