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Resumo

Fractais são estruturas matemáticas que surgiram para definir formas existentes na
realidade e que a geometria clássica não é capaz de descrever, como nuvens e árvores, por
exemplo. Estes, não são polígonos, objetos circulares ou nenhuma outra forma que se é
conhecida, eles são algo a mais, um fractal, como denominou Mandelbrot. Porém, a teoria
sobre essas formas diferentes não se resume a isso, há uma fundamentação matemática bem
formalizada em Sistemas Dinâmicos que vai além da Geometria Fractal, suas aplicações
são inúmeras e em diversas áreas. Assim, esta dissertação estuda a parte teórica de fractais
a partir de Sistemas de Funções Iteradas para, no final, estudar algumas aplicações dessa
teoria.

Palavras-Chave: Fractal, Sistema Dinâmico, IFS, Dimensão Fractal.





Abstract

Fractals are Mathematical Structures which arise to define forms that exist in reality
and classical geometry was not capable of describing it, like clouds and trees, as an
example. These are not polygons, circular objects, nor any other forms that are known,
they are something else, a Fractal, as Mandelbrot denominated it. However, the theory
about these forms is not restricted only to that, there is a Mathematical fundamentation
well formalized in Dynamical Systems going beyond Fractal Geometry, their applications
are countless and in many areas. Therefor, this dissertation study the theoretical part of
fractals made by Iterated Function System to, in the final, study some applications of the
theory.

Keywords: Fractal, Dynamical System, IFS, Fractal Dimension.
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Capítulo

1
Introdução

Fractais são objetos matemáticos que trazem uma grande riqueza de detalhes, além de
serem associados a figuras peculiares e interessantes. Porém, mesmo sendo um tópico bas-
tante estudado, principalmente por ser da área de sistemas dinâmicos, não existe um texto
que formaliza e define todos esses objetos de forma única, pois é uma classe bem ampla.
Todas as definições trazidas até hoje por grandes matemáticos, como o próprio Mandel-
brot que foi o primeiro a utilizar o termo, não contemplava todos os fractais, sempre
existe um que não cumpre todas as condições. Assim, para se referir a eles, é utilizado
um contexto mais amplo a partir imagens e conceitos como, por exemplo, possuir (ou
não) autossimilaridade, tanto parcial quanto total. A teoria sobre fractais surgiu através
de diversos trabalhos de matemáticos famosos como Weierstrass, Cantor, Carathéodory,
Hausdorff e muitos outros, para quem tem interesse nesses trabalhos preliminares, é reco-
mendado o livro Classics on Fractals, de Edgar [8], uma coletânea de trabalhos e artigos
que contribuíram de alguma forma para a criação do termo Fractal por Mandelbrot anos
depois. Como, por exemplo, o trabalho de Hausdorff sobre dimensões e medidas, a qual
mostrava-se possível a existência de uma dimensão não inteira. Após alguns anos, foi
observado existir um tipo de estrutura que possuía sempre uma dimensão fracionaria, por
isso que Mandelbrot colocou essa condição na definição de fractal. Porém, foi descoberto
posteriormente fractais com dimensão inteira, como a curva de Hilbert. Devido a inú-
mera quantidade de objetos que se enquadram como fractal se torna difícil escrever uma
definição formal ao mesmo. É inegável também sua relação a Sistemas Dinâmicos, por
isso, segue um pouco da evolução histórica até chegar em fractais e sua relação com eles,
o texto se baseia no livro de Layek [13].

O estudo do comportamento de um sistema matemático através do tempo e sua de-
pendência às condições iniciais começou por volta de 1880. É bem conhecido que soluções
analíticas (ou forma fechada) de equações não lineares geralmente não podem ser obtidas,
dado o grau de complexidade de encontrá-las, exceto por algumas específicas. E ainda, o
comportamento da solução em diferentes condições iniciais ou suas características assin-
tóticas são, às vezes, difíceis de determinar a partir de soluções de forma fechada. Nessa
situação, cientistas sentiram a necessidade de desenvolver um método que determinasse
recursos qualitativos do sistema, em contrapartida, aos quantitativos já existentes. O ma-
temático francês Henri Poincaré (1854 – 1912) foi o pioneiro na abordagem qualitativa,
sua combinação de análise com geometria foi um poderoso conceito para caracterizar o
comportamento de sistemas, o que o consolidou como “pai da dinâmica não linear”.

O processo de evolução do tempo, descrito por equações lineares ou não lineares, define
o que se chama de Sistema Dinâmico. O assunto se iniciou, informalmente, a partir de
diferentes pontos de vista dos cientistas da área, começando no meio do século XVII

13



1. Introdução 14

com Isaac Newton (1643 – 1727) inventando o cálculo, as equações diferenciais, as leis de
movimento e a gravitação universal. Na abordagem qualitativa, o comportamento local
e assintótico de uma equação podiam ser explicados, o poder dessa abordagem e a sua
necessidade incentivaram cientistas como Lyapunov (1857 – 1918), Birkhoff (1908 – 1944),
e um grupo de matemáticos de escolas russas a enriquecer os estudos na área.

Pointcaré estudou sistemas contínuos devido a uma competição internacional em honra
ao 60º aniversário de Oscar II, rei da Suécia e da Noruega, que propôs quatro questões.
Ele optou pela estabilidade do sistema solar, ganhando o prêmio. Apesar de a publicação
ter diferenças significativas do original por conta de um erro. Em seu estudo, achou
conveniente trocar o fluxo contínuo do tempo por um análogo discreto.

Em mecânica celeste, Newton resolveu problemas de dois corpos, como, por exemplo,
o movimento da terra em torno do sol, conhecida como a lei do quadrado inverso. Muitos
cientistas tentaram estender os resultados para três ou mais corpos, demonstrando-se
algo extremamente difícil e, até o momento, a situação parecia sem esperança. Assim, ao
invés de procurar a posição exata dos planetas, os questionamentos foram se alterando
para perguntas como: O sistema solar será sempre estável? Poincaré planejou um novo
caminho analítico embasado na abordagem qualitativa. Eventualmente, originou-se a
linha de pesquisa em “Sistemas Dinâmicos”. As escolas russas trouxeram contribuições
importantes às teorias matemáticas de estabilidade da evolução dos sistemas, assim como
o próprio Lyapunov. A definição matemática de estabilidade, dada a partir do teorema de
Lyapunov, é amplamente utilizada para análise de estabilidade de certos sistemas. Assim
como o expoente de Lyapunov que, com o crescimento (ou decaimento) exponencial pelo
tempo, tem-se a ideia de quantificar movimentos caóticos.

Na primeira metade do século XX, dinâmicas não lineares foram principalmente asso-
ciadas a osciladores não lineares e suas aplicações na física, circuitos elétricos, engenharia
mecânica e ciências biológicas. Oscilações ocorrem amplamente na natureza, sendo explo-
radas por vários dispositivos criados pelo homem. Diversos cientistas fizeram formulações
matemáticas e analisaram diferentes aspectos desse fenômeno. Balthasar van der Pol fez
significativas contribuições para a área, como ciclos limites, osciladores, relaxamento de
osciladores em circuitos elétricos não lineares e fenômeno de bifurcação. A equação de van
der Pol aparece primeiramente no artigo intitulado “On relaxation Oscillation” publicado
pela Revista Filosófica em 1926. O modelo descrito no trabalho é um exemplo de sistema
com ciclo limite. Ele e van der Mask utilizaram essas equações para descrever tanto o
batimento cardíaco, quanto um modelo elétrico do coração. Ciclos limites foram desco-
bertos posteriormente em sistemas mecânicos e biológicos, informalmente, uma órbita é
algo que descreve o processo de evolução de determinado objeto através do tempo, é como
se descrevesse a transformação desse objeto até o estado que chegará ao fim da dinâmica,
quando este processo fica se repetindo periodicamente, esta orbita recebe o nome de ciclo
como, por exemplo, o movimento da Terra criando o que se conhece como dia e noite,
com o passar do tempo, é vista essa mesma representação se repetindo. Assim, Ciclo Li-
mite é um conjunto formado por órbitas que em algum momento se tornará um ciclo, ou
seja, a partir de determinado período, começará a se repetir. Sua existência é importante
cientificamente e sua estabilidade exprime osciladores autossustentáveis. Uma definição
mais formal é dada no capítulo de sistemas dinâmicos.

Na natureza, existem espécies que dependem de outras, pois caso contrário, seriam
extintas, gerando uma certa harmonia. Coexistência e, às vezes, exclusão mutua ocorrem
na realidade quando uma das espécies se tornam extintas. Alfred James Lotka (1880 –
1949), Vito Volterra (1860 – 1940), Ronald Fisher (1890–1962) e Nicols Rashevsky (1899
– 1972) são alguns dos cientistas que estudaram esse tópico. A interação dinâmica das
espécies, seus modelos matemáticos, e comportamentos assintóticos são ferramentas úteis
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na dinâmica de população entre as espécies, visto que possuem um grande impacto na eco-
logia e no meio ambiente. O modelo Presa-Predador de duas espécies, em que uma caça
a outra, foi formulada por Lotka em 1910 e futuramente por Volterra em 1926, gerando
o conhecido modelo Lotka-Volterra. Na realidade, a população de presas e de predadores
crescem e diminuem periodicamente e os valores de máximo e mínimo são relativamente
constantes. Porém, não é verdade para esse modelo matemático, pois diferentes condi-
ções iniciais geram soluções com diferentes amplitudes. Então, Holling e Tanner (1975)
construíram um modelo matemático de Presa-Predador em que as soluções possuem as
mesmas amplitudes, independente das condições iniciais. O ecologista matemático Ro-
bert May (1972) e muitos outros formularam diversos modelos de população uteis para a
análise da dinâmica.

A percepção do imprevisível nos fenômenos naturais e sociais tem grande impacto nos
pensamentos humanos e também na evolução científica, gerando um longo conflito entre
determinismo e livre arbítrio, na filosofia. No seculo XIX, o engenheiro francês Joseph
Fourier (1770 – 1830) escreveu: “O estudo da natureza é o recurso mais produtivo de
descobertas matemáticas. Oferecendo um objetivo específico, provém vantagens de ex-
cluir problemas vagos e cálculos desnecessários. O que também significa formular análises
matemáticas e isolar os aspectos mais importantes para conhecer e conservar. Esses ele-
mentos fundamentais são aqueles que aparecem em todos os efeitos naturais.” Entretanto,
modelos como a Mecânica Newtoniana, por exemplo, fornece uma visão determinística
de um objeto, o qual o futuro é determinado pelas leis da força e por sua condição ini-
cial. Não existe uma questão de imprevisibilidade ou de livre arbítrio na configuração de
Newton.

No começo do seculo XX, metodologias como evidência experimental, descrição lógica
e percepção filosófica de um fenômeno físico, tanto microscópico quanto macroscópico,
geraram um avanço nas ciências. A percepção do infinito foi um tópico de grande preocu-
pação dos cientistas da época. No mundo macroscópico, particularmente em osciladores
na elétrica, mecânica, sistemas biológicos, e mecânica estática em fluidos e corpos mate-
riais trouxeram estudos que estabeleceram o papel e a consequência da não linearidade
de sistemas.

A existência de órbitas caóticas para uma equação de van der Pol forçada foi provada
matematicamente por Cartwright e Littlewood nos anos de 1950. Durante este período o
matemático Levinson mostrou que o modelo físico tinha uma família de soluções imprevi-
síveis na natureza. O acadêmico soviético Kolmogorov (1903 – 1987), o maior probabilista
do século XX, e seus parceiros de trabalho fizeram contribuições significativas para a tur-
bulência de fluidos isotrópicos, como a lei de 5/3 de Kolmogorov no intervalo de equilíbrio
estatístico. Sua ideia foi baseada no pressuposto do equilíbrio estatístico em um fluido
turbulento. No movimento turbulento, redemoinhos instáveis são formados no fluido e
seu decaimento é espontâneo, de maneira que a queda de energia continue até ele ficar
tão pequeno e ser suavizado pela viscosidade do fluido.

Henri Poincaré foi o primeiro a reportar a noção de sensibilidade às condições iniciais
em seu trabalho. Como diz sua citação: “Acontece que pequenas diferenças no produto
inicial produz grandes diferenças no fenômeno final. Um pequeno erro anterior produzira
um enorme erro posterior, impossibilitando a previsibilidade.” Talvez a característica mais
intrigante de um sistema caótico é sua extrema sensibilidade a condições iniciais. Natu-
ralmente, existe uma necessidade de desenvolver uma ciência para essa imprevisibilidade.
A real inovação veio de um resultado computacional de um sistema linear simples. No
ano de 1963, Edward Lorenz (1917 – 2008) publicou um resultado intitulado “fluxo deter-
minista não periódico”. Nesse artigo, ele derivou equações para convecção térmica em um
modelo simplificado do fluxo da atmosfera e notou que a solução das equações poderiam
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ser imprevisíveis e irregulares, apesar de serem determinísticas. A sensível dependência
da evolução do sistema para uma mudança infinitesimal nas condições iniciais é conhecido
como Efeito Borboleta. Sistemas deterministas podem exibir um comportamento regular
para alguns valores de seus parâmetros, mas irregulares para outros. Podem dar um in-
cremento a movimentos que são essencialmente randômicos e a previsão de longo termo é
impossível. Outro artigo: Diffenrential Dynamical Systems, publicado por Stephrn Smale,
provou matematicamente a existência de soluções caóticas e deu uma descrição geomé-
trica ao conjunto dessas soluções, o Smale horseshoe map. Matemáticos e físicos como
Lev. D. Laudau, James Yorke, Robert May, Enrico Fermi, Stanislaw Ulam, J.G. Senai,
Sarkovskii, A. Libchaber, J. Maurer, entre muitos outros, são grandes contribuidores para
o desenvolvimento da ciência não linear e a teoria do caos.

O conceito de geometria fractal foi introduzida pelo matemático Benoit Mandelbrot
(1924 – 2010) em 1975. Fractais (geralmente) são estruturas irregulares, errantes e au-
tossimilares. Objetos fractais consistem de autossimilaridade entre escalas, ou seja, o
padrão observado em grande escala se repete em escalas menores, sendo assim, feito por
partes do todo, indefinidamente. A geometria se difere da euclidiana e acha ordem em
formas e processos caóticos, em que suas órbitas podem ser representadas por fractais.
Existem inúmeros exemplos de fractais na natureza e na ciência. O corpo humano é rico
de exemplos, como o pulmão, coração e outros. E ainda, em anos recentes, há pesquisas
para determinar aplicações na medicina. Maldelbrot e outros pesquisadores mostraram a
ampla aplicação desses objetos. O fenômeno do caos é algo que se relaciona a realidade e
então deve ser entendido e relacionado a nossa vida cotidiana. Suas aplicações são diver-
sas, como segurança computacional, design digital e medicina, assim como em elementos
destrutíveis como tsunamis e tornados, sendo considerado a terceira grande descoberta,
atrás de relatividade e da mecânica quântica no século XX.

Durante o mestrado, foram estudados os conceitos iniciais sobre fractais gerados a
partir de Sistemas de Funções Iteradas (IFS) e sobre os sistemas dinâmicos associados a
eles. Para isso, foi utilizado o livro Fractals Everywhere, de Michael Barnsley [2] como
base do estudo e alguns outros livros e artigos para aprofundar determinados tópicos que
se faziam necessários, como os livros do Elon, de Topologia [14] e do Folland, de Análise
Real [10].

Para realização desta dissertação, foi necessária uma base bem fundamentada de es-
paços métricos, para situar que contexto seria trabalhado, e de algumas transformações
específicas, importantes na geometria fractal. Foram estudados também alguns teoremas
e resultados importantes sobre IFS, como o Teorema da Colagem, que provém uma forma
de construir esses sistemas de equações. Pesquisou-se também sobre sistemas dinâmicos
contínuos para uma fundamentação teórica melhor formulada, seguindo-se a sistemas di-
nâmicos discretos e sua associação com fractais do tipo IFS, sobre dimensões fractais e
finalizando a fundamentação com tópicos de teoria da medida. Para que, a partir desses
conceitos, fosse realizado a aplicação de fractais em alguns contextos.

Foram duas aplicações baseadas em dois tópicos diferentes, uma se baseou em geração
de imagens Fractais (Fractal Top e Colour Stealing) e a outra na Dimensão Fractal. Na
primeira, foi aplicado um método para gerar e colorir fractais de forma eficiente. Na
outra, foi estudado um algoritmo para o cálculo da dimensão de Hausdorff.

Dessa forma, o trabalho está dividido da seguinte maneira: no Capítulo 2 encontram-se
os tópicos sobre espaço métricos, ou seja, métrica, espaços completos, espaço de compactos
e tópicos relacionados; no Capítulo 3 localizam-se estudos sobre transformações algébricas
e contrações; no Capítulo 4 é estudado conceitos relacionado a Fractais, como contração
de conjuntos, IFS, Dimensão, entre outros; no Capítulo 5 é estudado acerca de sistemas
dinâmicos e suas associações com fractais; no Capítulo 6, para finalizar a parte teórica, é
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introduzido alguns resultados e definição de Teoria da Medida. O Capítulo 7 é dissertado
sobre as duas aplicações realizadas. No fim, a partir de um apêndice, há detalhes sobre o
Colour Stealing e sua codificação.





Capítulo

2
Espaços Métricos

Este capítulo trata sobre algumas definições e resultados de Espaços Métricos seguindo
a metodologia proposta por Barnsley [2] com algumas das definições pautadas no livro
Elementos de Topologia Geral, do Elon [14]. Ambos os livros seguem caminhos diferen-
tes para suas definições, havendo algumas divergências, nestes casos, foi preferido seguir
Barnsley [2] por ser a referência central da dissertação.

2.1 Métrica
Definição 2.1. Um espaço métrico (X, d) é um conjunto X com uma função d : X×X →
R que associa um número real d(x, y) a cada par de pontos x, y ∈ X, recebendo o nome de
distância do ponto x ao ponto y. Uma métrica é uma distância que, para todo x, y, z ∈ X,
satisfaz as propriedades:

a) d(x, y) = d(y, x);

b) d(x, y) > 0, x 6= y;

c) d(x, x) = 0;

d) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

O item (d) recebe o nome de desigualdade triangular. Um exemplo de métrica comu-
mente usada é a Euclidiana, ao considerar espaço métrico (Rn, dE), para algum n ∈ N,
então ela é definida da forma:

dE(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 ,

em que x, y ∈ Rn, x = (x1, . . . , xi, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yi, . . . , yn).
Dados um número real r > 0 e um ponto a qualquer de X. A bola aberta de centro a

e raio r é o conjunto B(a, r) de todos os pontos de X cuja distância ao ponto a é menor
que r:

B(a, r) = {x ∈ X : d(x, y) < r} .
De forma análoga, a bola fechada B[a, r] é o conjunto de pontos cuja distância ao

ponto a é menor que ou igual a r:

B[a, r] = {x ∈ X : d(x, y) ≤ r} .

19
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Definição 2.2. Duas métricas d1 e d2 em um espaço X são equivalentes se existem
constantes c1, c2 > 0 de forma que

c1d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ c2d1(x, y), ∀ x, y ∈ X.

Definição 2.3. Dois espaços métricos (X1, d1) e (X2, d2) são equivalentes se existe uma
função h : X1 → X2 bijetora e, portanto, inversível, na qual a métrica d̃1 em X1 definido
por:

d̃1(x, y) = d2(h(x), h(y)), ∀ x, y ∈ X1

é equivalente a d1.

Definição 2.4. A função f : X1 → X2 de um espaço métrico (X1, d1) para um espaço
métrico (X2, d2) é contínua no ponto a se, dado ε > 0, existe um δ > 0 tal que

d1(x, a) < δ ⇒ d2(f(x), f(a)) < ε.

É equivalente dizer que para cada bola aberta B(f(a), ε) existe B(a, δ) de forma que
f(B(a, δ)) ⊂ B(f(a), ε).

f é dita contínua se for contínua para todos os pontos de X1.

Se f é bijetora e então inversível, e ainda, se sua inversa f−1 também for contínua, diz-
se que f é um Homeomorfismo entre X1 e X2. Nesse caso, X1 e X2 são homeomorfos. Dois
espaços serem equivalentes é mais forte que serem homeomorfos. Para ser equivalente,
precisa existir uma restrita relação entre ε e δ independente de x.

Definição 2.5. Sejam os espaços métricos (X1, d1) e (X2, d2). Uma função f : X1 → X2

é uniformemente contínua se, para todo ε > 0, pode-se obter um δ > 0 tal que d1(x, y) < δ
implica d2(f(x), f(y)) < ε, para todo x, y ∈ X1.

Enquanto a continuidade é uma propriedade local, a continuidade uniforme é uma
propriedade global, esta (ao contrário da continuidade “comum”) necessita que, dado um
único ε e um único δ, a função seja contínua em todos os pontos para estes mesmos valores.

2.2 Sequência de Cauchy
Uma sequência em um conjunto X é uma aplicação definida no conjunto dos inteiros

positivos N = {1, 2, . . . , n, . . .} com imagem em X. Cada inteiro n ∈ N possui um
elemento correspondente em X, indicado por xn. A sequência, como função, é denotada
por (xn) e, como conjunto de valores, por {xn}n∈N , ou simplesmente {xn} quando N tiver
subentendido.

Uma subsequência de uma sequência é uma restrição no domínio desta a um subcon-
junto N ′ = {n1 < n2 < . . .}, é denotada por (xnk), e por {xnk}nk∈N ′ quando se refere a
seus elementos.

Definição 2.6. Uma sequência {xn}∞n=1 de pontos em um espaço métrico (X, d) é cha-
mada de Sequência de Cauchy se, dado qualquer ε > 0, existe um inteiro n0 > 0, tal
que

d(xn, xm) < ε, ∀ n,m > n0.

Em outras palavras, quanto mais longe caminha-se na sequência, mais próximos seus
elementos estarão.
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Definição 2.7. Uma sequência {xn}∞n=1 de pontos em um espaço métrico (X, d) é dita
convergente para um ponto x ∈ X se, para qualquer ε > 0, existe um inteiro n0 > 0 tal
que

d(xn, x) < ε, ∀ n > n0.

Nesse caso, o ponto para o qual a sequência converge, é chamado de Limite e recebe a
notação x = limn→∞ xn. Diz-se também que xn tende a x ou simplesmente xn → x.

O limite x de uma sequência convergente {xn}∞n=1 tem a propriedade de qualquer bola
B(x, ε) conter todos os pontos xn depois de um certo n0, em que n0 geralmente aumenta
a medida que ε diminui.

Proposição 2.8. Se a sequência de pontos {xn}∞n=1 em um espaço métrico (X, d) converge
para um ponto x ∈ X, então esta sequência é de Cauchy.

Demonstração. Como a sequência {xn}∞n=1 converge para um ponto x ∈ X, então, para
todo ε > 0, existe n ≥ n0 de forma que d(xn, x) <

ε

2
. Suponha m,n ≥ n0, logo, a partir

da Desigualdade Triangular para Medidas:

d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(xm, x) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto, d(xn, xm) < ε, ou seja, {xn}∞n=1 é de Cauchy.

Definição 2.9. Um espaço métrico é completo se toda sequência de Cauchy {xn}∞n=1 em
X possui um limite x ∈ X.

Em outras palavras, o limite existe e pertence ao espaço onde a sequência está. Então,
se {xn}∞n=1 é uma sequência de Cauchy de pontos em X e este espaço é completo, existe
um ponto x ∈ X de forma que, para qualquer ε > 0, a bola fechada B[x, ε] contém xn.

O espaço métrico (Rn, dE), com dE sendo a métrica Euclidiana (apresentada anterior-
mente), é um exemplo de espaço métrico completo, o que é facilmente verificável.

Definição 2.10. Seja S ⊂ X um subconjunto de um espaço métrico (X, d). Um ponto
x ∈ X é chamado de Ponto de Acumulação de S se existe uma sequência {xn}∞n=1 de
pontos xn ∈ S \ {x} tal que lim

n→∞
xn = x.

Definição 2.11. Seja S ⊂ X um subconjunto de um espaço métrico (X, d). O fecho de
S, denotado por S, é definido como S = S ∪ {pontos de acumulação de S}. S é fechado
se contém todos os pontos de acumulação, ou seja, S = S.

2.3 Conjuntos Compactos
Definição 2.12. Seja S ⊂ X um subconjunto de um espaço métrico (X, d). S é compacto
se toda sequência infinita {xn}∞n=1 contém uma subsequência convergente com limite em
S.

Definição 2.13. Seja S ⊂ X um subconjunto de um espaço métrico (X, d). S é limitado
se existe um ponto a ∈ X e um número R > 0, tal que

d(a, x) < R, ∀ x ∈ S.

Uma sequência, em X, é limitada se seus elementos são um subconjunto limitado de X.
S é totalmente limitado se, dado ε > 0, existe um conjunto finito de pontos {y1, y2, . . . , yn} ⊂

S, tal que, para todo x ∈ S, d(x, yi) < ε, para algum yi ∈ {y1, y2, . . . , yn}. Esse conjunto
é chamado ε-net.
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Em outras palavras, um conjunto S ser totalmente limitado significa que é possível
“cobri-lo” totalmente com um número finito de bolas abertas de raio r (quantas forem
necessárias), de forma que a interseção entre S e a união de todas as bolas abertas seja o
próprio S. Assim, os pontos yi que estão no centro de cada uma delas formam o conjunto
ε-net.

A seguir apresenta-se o Princípio da casa dos pombos, uma proposição utilizada na
demonstração do Teorema 2.15. A notação | . | representa a cardinalidade (quantidade
de elementos) de um conjunto.

Proposição 2.14 (Princípio da casa dos pombos). Se |A| > |B|, então, para cada função
f : A→ B existe pelo menos dois elementos de A que são levados a um mesmo elemento
de B por f .

Demonstração. Suponha, por contradição, que nenhum elemento b ∈ B é obtido por
mais de um elemento a ∈ A. Como f é uma função, todos os elementos de A precisam
de pelo menos uma imagem em B, então, para todos os elementos a ∈ A, existe b ∈ B,
tal que b = f(a), assim, ou A e B possuem o mesmo número de elementos ou B possui
mais elementos que A, ou seja, |A| ≤ |B|. Uma contradição, pois |A| > |B|. Portanto, ao
menos um elemento de B é imagem de pelo menos dois elementos de A.

Em outras palavras, se m pombos são colocados aleatoriamente em n caixas diferentes
e m > n, então, certamente uma das caixas terá mais que um único pombo. Por ser
um evento aleatório, pode ocorrer de todos os pombos estarem em uma única caixa,
assim como podem estar distribuídos de forma mais igualitária, porém, como o número
de pombos é maior, uma das caixas terá mais que um pombo.

Lema 2.15. Sejam (X, d) um espaço métrico completo e um subconjunto S ⊂ X. Então
S é compacto se e, somente se, é fechado e totalmente limitado.

Demonstração. Suponha que S é fechado e totalmente limitado.
Seja {xn} uma sequência infinita qualquer de pontos em S. Como S é totalmente

limitado, pode-se achar uma coleção finita de bolas abertas de raio r = 1 centradas em
cada ponto yi ∈ {y1, y2, . . . , yn} (ε-net), de forma que S é contido na união de todas elas.
Como possuí-se infinitos elementos xn e apenas uma coleção finita de bolas abertas, tem-
se mais pontos xn do que bolas abertas, assim, pelo Princípio da casa dos pombos, uma
dessas bolas, nomeada de B1, terá infinitamente muitos pontos xn.

Agora, escolha k1 para que xk1 ∈ B1. Então, para algum i, B1 = B1(yi, 1), ou seja,
d(xk1 , yi) < ε (pois, S é totalmente limitado), mas xk1 , yi ∈ B1 ∩ S, ou seja, este conjunto
também é totalmente limitado.

Assim, de forma análoga, pode-se cobrir B1∩S por um conjunto finito de bolas de raio
1

2
. Pelo Princípio da casa dos pombos, uma das bolas conterá infinitamente muitos pontos

xn ∈ B1 ∩ S, seja ela nomeada de B2. Escolha agora um k2 > k1, de forma que xk2 ∈ B2.
Portanto, com um argumento semelhante ao já utilizado, afirma-se que B2 ∩ (B1 ∩ S) é
totalmente limitado.

Indutivamente, continua-se esse processo, gerando uma sequência de conjuntos encai-
xados:

B1 ⊃ B2 ⊃ B3 ⊃ B4 ⊃ · · · ⊃ Bn ⊃ · · ·
Para simplificar a notação, considere Bn = Bn ∩Bn−1 ∩ · · · ∩B1 ∩ S.

Assim, Bn tem raio r =
1

2n−1
e existe uma sequência de inteiros {kn}∞n=1 tal que

xkn ∈ Bn, ou seja, pode-se criar a sequência {xkn}
∞
n=1. Pela forma como foi definido cada
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xkn , é obtido uma subsequência de {xn}, e ainda, pode-se afirmar ser uma sequência de

Cauchy em S, pois, visto que xkn+1 , xkn ∈ Bkn , tem-se que d(xkn+1 , xkn) <
1

2n−1
< ε, para

um certo ε.
Como S é fechado e {xkn} é de Cauchy, então ela converge para um ponto x ∈ S. Em

outras palavras, dado uma sequência qualquer de S, existe uma subsequência convergente
com limite em S. Portanto, S é compacto.

Suponha agora que S é compacto e, por contradição, não exista um ε-net para S.
Então, existe uma sequência infinita de pontos {xn ∈ S} com d(xi, xj) ≥ ε, ∀ i 6= j

e ε > 0. Mas essa sequência deve possuir uma subsequência convergente {xki}, pois S é
compacto. Pelo Teorema 2.8 essa subsequência é de Cauchy e então, pode-se achar um
par de inteiros ki, kj com ki 6= kj tal que d(xki , xkj) < ε. Mas d(xki , xkj) ≥ ε, um absurdo.
Então existe um ε-net, ou seja, S é totalmente limitado.

Definição 2.16. Seja S ⊂ X um subconjunto de um espaço métrico (X, d). S é aberto
se, para todo x ∈ S existe ε > 0, tal que B(x, ε) ⊂ S.

Um ponto x ∈ X é um Ponto de fronteira se, para todo ε > 0, B(x, ε) contém pelo
menos um ponto de X \ S e um ponto de S. O conjunto de todos os ponto de fronteira é
chamado de fronteira de S sendo denotado por Fr(S) ou ∂S.

Um ponto x ∈ S é chamado de Ponto interior de S se existe ε > 0 de forma que
B(x, ε) ⊂ S. O conjunto dos pontos interiores é chamado de interior de S, sendo denotado
por S0 ou int(S).

Uma maneira de visualizar essas definições pode ser observada na Figura 2.1. Pode-se
considerar o globo terrestre como sendo um espaço métrico, e a ilha e o oceano como
sendo dois subconjuntos desse espaço. A borda da ilha corresponde a sua fronteira, e a
areia a seus pontos interiores. Assim, a ilha é um conjunto fechado, pois sua fronteira
(sendo interpretada como seu fecho) faz parte do conjunto, em contrapartida, o oceano é
aberto, uma vez que a fronteira não pertence a ele.

Figura 2.1: Globo terrestre

Fonte: Autoria própria

A seguir, é apresentado o conceito de conjunto conexo, que será importante para as
seções seguintes.

Definição 2.17. Um espaço métrico (X, d) é conexo se os únicos subconjuntos de X
que são simultaneamente abertos e fechados são os conjuntos X e ∅. Um subconjunto
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S ⊂ X é conexo se o espaço métrico (S, d) é conexo. S é desconexo se não é conexo. S
é totalmente desconexo se os subconjuntos conexos não vazios de S são os formados por
apenas um ponto.

S é conexo por caminho se, para todo par de pontos x e y de S, sempre existe uma
função contínua f : [0, 1]→ S, do espaço métrico ([0, 1], dE) (dE é a métrica Euclidiana)
em (S, d), de forma que f(0) = x e f(1) = y. f é chamada de caminho de x a y. S é
desconexo por caminho se não é conexo por caminho.

2.4 Espaço dos Fractais
Nesta seção será apresentado o Espaço dos Fractais, representado por H , um lugar

matemático onde cada um de seus pontos são, na verdade, conjuntos. Assim, faz-se
necessário um estudo de como trabalhar com conjuntos, os elementos desse espaço, ou seja,
como sequências e distâncias se comportam, por exemplo. Inicialmente, é considerado
um espaço métrico completo qualquer, denotado por (X, d). Mas, quando o intuito é
discutir figuras e desenhos, como a representação de fractais, um espaço que trabalha com
conjuntos se torna o lugar ideal para seus estudos iniciais.

Definição 2.18. Seja (X, d) um espaço métrico completo. Então H (X) denota o espaço
onde os elementos são subconjuntos compactos de X, incluindo o conjunto vazio.

Definição 2.19. Sejam (X, d) um espaço métrico completo, x ∈ X, e B ∈H (X). Defina

d(x,B) = min{d(x, y) : y ∈ B}.

Então, d(x,B) é a distância do ponto x ao conjunto B.

Como o conjunto B ∈ H (X) é compacto e não vazio, então, garante-se a existência
de um valor mínimo para definir a distância. Fixado x, considere a função f : B → R
definida por f(y) = d(x, y), ∀ y ∈ B. Da definição de espaço métrico, segue que f é
contínua, vista como uma função de (B, d) a (R, dE), dE é a métrica Euclidiana. Seja
p = inf{f(y) : y ∈ B}. Como f(y) ≥ 0 para todo y ∈ B, segue que p é finito. Afirma-
se então que existe um ponto ŷ ∈ B de forma que d(x, ŷ) = p. É possível achar uma

sequência infinita de pontos {yn : n = 1, 2, . . . } ⊂ B tal que |f(yn)− p| < 1

n
. Usando a

compacidade de B, {yn : n = 1, 2, . . . } possui uma subsequência com limite ŷ ∈ B. E,
com a continuidade de f , f(ŷ) = p, que era o desejado.

Definição 2.20. Sejam (X, d) um espaço métrico completo e A,B ∈H (X). Então,

d(A,B) = max {d(x,B) : x ∈ A}

é a distância do conjunto A ao conjunto B.

De maneira análoga a já demonstrada, como A e B são compactos, garante-se a
existência dessa distância. Porém, da forma como definida, ela não define uma métrica,
por não ser comutativa, apesar de preencher os outros requisitos. Então, para definir um
espaço métrico a partir de H , a seguinte definição é necessária.

Definição 2.21. Seja (X, d) um espaço métrico completo. A distância de Hausdorff entre
os elementos A e B de H (X) é definida por

h(A,B) = max {d(A,B), d(B,A)} .

Ou seja, a distância de Hausdorff é o maior valor entre d(A,B) e d(B,A).



2. Espaços Métricos 25

Assim, a distância h define uma métrica e, por consequência, o espaço H (X) munido
dessa métrica se torna um espaço métrico e mais, ele se torna também completo, como
será dissertado na próxima seção. Portanto, têm-se as características necessárias para
se trabalhar nele. Durante a dissertação, será utilizado as notações a ∨ b e a ∧ b para
representar o maior e o menor valor entre os números a e b, respectivamente, a fim de
facilitar nas demonstrações e não deixá-las carregadas visualmente.

2.5 Completude do Espaço dos Fractais
O espaço métrico (H (X), h) será referido como Espaço dos Fractais. Por enquanto,

fractal será definido como qualquer subconjunto desse espaço métrico, porém, vale ressal-
tar que o mesmo não pode ser definido de forma tão simples assim, é geralmente visto,
sem um rigor matemático, como um conceito mais amplo, através de imagens e contextos.
Dito isso, como na dissertação é considerado apenas uma classe de fractais, que apesar de
bem abrangente, não contém todos os existentes, é possível trazer uma definição que se
enquadre com o que está sendo trabalhado, além de ser um subconjunto de (H (X), h).
Tal definição é discutida no capítulo sobre fractais.

Nessa seção, define-se o espaço dos fractais como um espaço métrico completo. Para
isso, é estudado como uma sequência se comporta em (H (X), h). Então, considere os
seguintes resultados e definições.

Definição 2.22. Sejam S ⊂ X e Γ ≥ 0. Então, S + Γ = {y ∈ X : d(x, y) ≤ Γ, x ∈ S}.
S + Γ pode ser chamado de dilatação de S por Γ.

Lema 2.23. Sejam A,B pertencentes a H (X), em que (X, d) é um espaço métrico. Se
ε > 0, então,

h(A,B) ≤ ε ⇔ A ⊂ B + ε e B ⊂ A+ ε.

Demonstração. Inicialmente, demonstra-se que d(A,B) ≤ ε⇔ A ⊂ B + ε.
Suponha que d(A,B) ≤ ε.
Então, max{d(a,B) : a ∈ A} ≤ ε, assim, d(a,B) ≤ ε, para qualquer a ∈ A. Como

B + ε = {x ∈ X : d(x, b) ≤ ε, b ∈ B}, tem-se que a ∈ B + ε, para todo a ∈ A, ou seja
A ⊂ B + ε.

Suponha que A ⊂ B + ε.
Como A ⊂ B + ε, existe um b ∈ B de forma que d(a, b) ≤ ε, para algum a ∈ A.

Então, d(a,B) = min {d(a, b) : b ∈ B} ≤ ε. Isso é válido para todo a ∈ A. Ou seja,
d(A,B) = max {d(a,B) : a ∈ A} ≤ ε.

De maneira análoga, prova-se que d(B,A) ≤ ε ⇔ B ⊂ A + ε. Como h(A,B) =
d(A,B) ∨ d(B,A) ≤ ε, tem-se que d(A,B) ≤ ε e d(B,A) ≤ ε o que é equivalente a
A ⊂ B + ε e B ⊂ A+ ε, pelo que foi demonstrado. Portanto,

h(A,B) ≤ ε ⇔ A ⊂ B + ε e B ⊂ A+ ε.

Seja {An : n = 1, 2, . . . } uma sequência de Cauchy com elementos de (H (X), h).
Isso é, dado ε > 0, existe um n0, de forma que, para n,m ≥ n0,

An + ε ⊃ Am e Am + ε ⊃ An.

Ou seja, h(An, Am) ≤ ε, pelo Lema 2.23.
Deseja-se, agora, estender uma sequência de Cauchy

{
xnj
}
j∈N ∈ X com xnj ∈ Anj ,

para cada j, a uma sequência de Cauchy {xn} ∈ X, em que xn ∈ An.
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Lema 2.24 (Lema da Extensão). Sejam (X, d) um espaço métrico e {An : n = 1, 2, . . . }
uma sequência de Cauchy de elementos de (H (X), h). Seja também {nj}∞j=1, com

0 < n1 < n2 < n3 < . . .

Suponha que se tem uma sequência {xnj ∈ Anj : j = 1, 2, . . . } em (X, d). Então, existe
uma sequência de Cauchy {x̃n ∈ An : n = 1, 2, . . . } de forma que x̃nj = xnj , para todo
j = 1, 2, . . .

Demonstração. Primeiramente constrói-se a sequência {x̃n ∈ An : n = 1, 2, . . . }.
Para cada n ∈ {1, 2, . . . , n1}, escolha um x̃n ∈ {x ∈ An : d(x, xn1) = d(xn1 , An)}. Isso

é, x̃n é o ponto mais próximo (ou um dos) de xn1 em cada An. A existência de tal
proximidade é assegurada pela completude de An.

Sejam j ∈ {1, 2, . . .}, e n ∈ {nj + 1, nj + 2, . . . , nj+1}. O seguinte conjunto ajuda a
compreender o que está acontecendo:

{1, 2, . . . , n1, n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, n2 + 1, . . . , n3, . . . , nj, . . .} .

Escolha um x̃n ∈
{
x ∈ An : d(x, xnj) = d(xnj , An)

}
para construir a sequência de-

sejada. Agora, mostra-se que {x̃n} possui tal característica, ou seja, é realmente uma
extensão de

{
x̃nj
}
à {An}.

Claramente x̃nj = xnj , pois, por construção, x̃nj ∈
{
x ∈ An : d(x, xnj) = d(xnj , Anj)

}
,

e como xn ∈ An, então d(xnj , Anj) = 0. Falta então mostrar ser uma sequência de Cauchy.
Dado ε > 0, existe um k1 de forma que nk, nj ≥ k1 implica que d(xnk , xnj) ≤

ε

3
. Existe

também um k2 tal quem,n ≥ k2 implica que d(Am, An) ≤ ε

3
. Note que, pela desigualdade

triangular para distâncias,

d(x̃m, x̃n) ≤ d(x̃m, xnj) + d(xnj , xni) + d(xni , x̃n),

com m ∈ {nj−1 + 1, nj−1 + 2, . . . , nj} e n ∈ {ni−1 + 1, ni−1 + 2, . . . , ni}.
Visto que h(Am, An) ≤ ε

3
, então, pelo Lema 2.23, An ⊂ Am +

ε

3
e Am ⊂ An +

ε

3
, de

forma que d(x̃m, xnj) ≤
ε

3
e d(xnk , x̃n) ≤ ε

3
. Então, para todo m,n > max {k1, k2},

d(x̃m, x̃n) ≤ d(x̃m, xnj) + d(xnj , xnk) + d(xnk , x̃n)

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
≤ ε.

Ou seja, a sequência é de Cauchy.

O seguinte teorema é muito relevante para esta dissertação por mostrar que o Espaço
dos Fractais é completo, assim, uma sequência de Cauchy de conjuntos deste espaço se
comporta bem, ou seja, é convergente. No Capítulo 4, é estudado sobre Fractais gerados a
partir de sequências de Cauchy, então, em outras palavras, o resultado garante a existência
desse Fractal.

Teorema 2.25 (Completude do espaço dos Fractais). Seja (X, d) um espaço métrico com-
pleto. Então (H (X), h) é um espaço métrico completo. E ainda, se {An ∈H (X)}∞n=1 é
uma sequência de Cauchy, então

A = lim
n→∞

An ∈H (X),

e pode ser caracterizado como:
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A = {x ∈ X : existe uma sequência de Cauchy {xn ∈ An} que converge a x}.
Demonstração. Sejam {An} uma sequência de Cauchy em H (X) e A definido nas
condições do teorema. A prova é dividida nas seguintes partes:

(a) A 6= ∅;

(b) A é fechado e então é completo, desde que X seja completo;

(c) Para ε > 0, existe k de forma que ∀ n ≥ k, A ⊂ An + ε;

(d) A é totalmente limitado e então, por (b), é compacto;

(e) limAn = A.

a. Será provada a existência de uma sequência de Cauchy {ai ∈ Ai} ∈ X.
Seja uma sequência de inteiros positivos k1 < k2 < · · · < kn < · · · tal que

h(Am, An) <
1

2i
, para m,n > ki.

Seja xk1 ∈ Ak1 , como h(Ak1 , Ak2) ≤
1

2
, é possível determinar xk2 ∈ Ak2 de forma

que d(xk1 , xk2) ≤
1

2
. Assim, generalizando o processo, seja xki ∈ Aki , i = 2, . . . , l,

para o qual d(xki−1
, xki) ≤

1

2i−1
. Então, como h(Akl , Akl+1

) ≤ 1

2l
, e xkl ∈ Akl , tem-se

xkl+1
∈ Akl+1

de forma que d(xkl , xkl+1
) ≤ 1

2l
.

Assim, por um método indutivo, é possível criar uma sequência infinita {xki ∈ Aki}
tal que d(xki , xki+1

) ≤ 1

2i
.

Para ver que {xki} é de Cauchy em X, seja ε > 0, escolha kε tal que
∑∞

i=kε

1

2i
< ε.

Então, para m > n ≥ kε tem-se:

d(xkm , xkn) ≤ d(xkm , xkm+1) + d(xkm+1 , xkm+2) + · · ·+ d(xkn−1 , xkn) <
∞∑
i=kε

1

2i
< ε.

Pelo Lema da Extensão, existe uma subsequência convergente {ai ∈ Ai} para cada
aki = xki . Então, lim

i→∞
ai existe e está em A. Ou seja, A 6= ∅.

b. Para mostrar que A é fechado, suponha que {ai ∈ A} é uma sequência que converge
para um ponto a. tem-se que mostrar que a ∈ A, o que implica em A ser fechado.
Para cada positivo inteiro i, existe uma sequência {xi,n ∈ An} tal que limn→∞ xi,n =
ai.
Seja a sequência {ki}∞i=1 crescente de inteiros positivos tal que d(aki , a) <

1

i
.

Então, existe uma subsequência de inteiros {mi} de forma que d(xki,mi , aki) ≤
1

i
.

Logo pela desigualdade triangular para distâncias,

d(xki,mi , a) ≤ d(xki,mi , aki) + d(aki , a) <
1

i
+

1

i
=

2

i

Se ymi = xki,mi , então ymi ∈ Ami e limi→∞ ymi = a. Pelo Lema da Extensão {ymi}
pode ser estendido para uma sequência convergente {zi ∈ Ai} e então a ∈ A. Logo
A é fechado.
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c. Seja ε > 0, existe um k de forma que, para cada m,n ≥ k, h(Am, An) ≤ ε, pois
{An} é de Cauchy. Logo, pelo Lema 2.23, Am ⊂ An + ε.

Precisa-se mostrar que A ⊂ An + ε. Para isso, seja a ∈ A. Como A é compacto
(pois, A ∈H (X)), existe uma subsequência {ai ∈ Ai} que converge para a. Pode-
se assumir k grande o bastante para que, dado m ≥ k, d(am, a) < ε. Então am ∈
Am ⊂ An + ε.

Como An é compacto, observa-se que An + ε é fechado, uma vez que An + ε são
todos os pontos x tais que d(x, an) ≤ ε, ∀ an ∈ An. Ou seja, como a igualdade é
válida, o limite de qualquer sequência do espaço também pertence a esse espaço.

Então, visto que am ∈ An+ε, para todom ≥ k, o limite da sequência a = limn→∞ am
também pertence a An + ε, pois é um espaço fechado, considerando n grande o su-
ficiente. Ou seja, como a é um elemento qualquer de A, tem-se que A ⊂ An + ε.

d. Suponha, por contradição, que A não seja totalmente limitado.

Então, para algum ε > 0, não existe um ε-net. Logo, pode-se achar uma sequência
{xi}∞i=1 em A de forma que d(xi, xj) ≥ ε, para i 6= j. Por (c), existe um n grande
o bastante para que A ⊂ An +

ε

3
. Para cada xi, existe um correspondente yi ∈ An

para o qual d(xi, yi) ≤
ε

3
, pela dilatação de An. Como An é compacto, alguma

subsequência {yni} de {yi} converge. Então, pode-se achar pontos na sequência
{yni} tão próximos quanto se deseja. Em particular, dois pontos yni e ynj , tal que
d(yni , ynj) <

ε

3
. Mas, pela desigualdade triangular de distâncias:

d(xni , xnj) ≤ d(xni , yni) + d(yni , ynj) + d(ynj , xnj) <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Gerando uma contradição pela forma que {xni} foi escolhido. Então A é totalmente
limitado e, por (b), também é fechado. Logo, pelo Teorema 2.15 é compacto.

e. Por (d), A ∈H (X). Então, por (c) e pelo Lema 2.23, será provado que lim
i→∞

Ai = A

se, dado ε > 0, existe um k tal que, para n ≥ k, An ⊂ A+ ε.

Seja ε > 0, ache k de forma que, param,n ≥ k, h(Am, An) ≤ ε

2
, então Am ⊂ An+

ε

2
.

Deseja-se então mostrar que An ⊂ A + ε. Existe uma sequência crescente {ki} de
inteiros de forma que

n < k1 < k2 < · · · < kj < · · ·

e, para m, l ≥ kj, Am ⊂ Al +
ε

2j+1
. Note que An ⊂ Ak1 +

ε

2
. Como y ∈ An, existe

um xk1 ∈ Ak1 tal que d(y, xk1) ≤
ε

2
. Como xk1 ∈ Ak1 , existe um ponto xk2 ∈ Ak2

para que d(xk1 , xk2) ≤
ε

22
. De maneira similar, pode-se utilizar indução para achar

uma sequência xk1 , xk2 , xk3 , . . . tal que xkj ∈ Akj e d(xkj , xkj+1
) ≤ ε

2j+1
. Usando a

desigualdade triangular para distâncias e a soma de PG, tem-se, para qualquer j,

d(y, xkj) ≤ d(y, xk1) + d(xk1 , xk2) + · · ·+ d(xkj−2
, xkj−1

) + d(xkj−1
, xkj)

≤ ε

2
+

ε

22
+ · · ·+ ε

2j−1
+

ε

2j
≤ ε

(
j∑
l=1

1

2l

)
≤ ε

(
1− 1

2j

)
≤ ε,
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lembrando que
(

1− 1

2j

)
≤ 1, para qualquer j. Concluindo que

{
xkj
}

é uma

sequência de Cauchy que converge a um ponto x ∈ A. E ainda, d(y, xkj) ≤ ε
implica que d(y, x) ≤ ε. Então, foi mostrado que An ⊂ A+ ε, para n ≥ k. Ou seja,
que lim

n→∞
An = A e, consequentemente, que H (X) é um espaço métrico completo.

Dessa forma, um exemplo de como é possível visualizar uma sequência convergente
de conjuntos é mostrado na Figura 2.2, onde pode ser visto uma sequência de conjuntos
que estão convergindo para A, uma samambaia. Um dos objetivos dessa dissertação é
transformar a figura em uma teoria matemática para, assim, calcular os fractais que se é
desejado. O que, ao fim desta, espera-se que seja alcançado este objetivo.

Figura 2.2: Sequência de Conjuntos

Fonte: Fractals Everywhere [2]





Capítulo

3
Transformações Algébricas

3.1 Transformações e suas Classificações
A geometria fractal estuda subconjuntos complicados de espaços geometricamente

simples, como R2, C, R, Ĉ, com Ĉ = C ∪ {∞}. O foco é nos subconjuntos gerados por
transformações geometricamente simples de um espaço métrico nele mesmo, ou que pos-
suem propriedades invariantes sobre essas transformações. Assim, será estudado algumas
transformações e suas classificações segundo Barnsley [2].

Definição 3.1. Seja f : X → X uma transformação em um espaço métrico. As iterações
de f são transformações fn : X → X que, para n = 1, 2, . . . , definem-se por:

f 0(x) = x,

f 1(x) = f(x),

f 2(x) = f(f(x)),

...
fn(x) = f(fn−1(x)).

Se f é inversível, então as iterações passadas de f são transformações f−m : X → X
definidas por:

(f)−1(x) = (f)−1(x),

(f)−m(x) = (fm)−1(x), para m=1,2,. . .

3.1.1 Transformação na Reta Real

Uma transformação f : R→ R, da forma:

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n,

em que os coeficientes ai (i = 0, 1, . . . , n) são números reais diferentes de zero, é chamada
de transformação polinomial e n é o grau da transformação.

Definição 3.2. Uma transformação f : R ∪ {∞} → R ∪ {∞} definida na forma:

f(x) =
ax+ b

cx+ d
, a, b, c, d ∈ R, ad 6= bc,

31
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é chamada de transformação de Möbius (ou linear fracionária). Se c 6= 0, então f
(
−d
c

)
=

∞, e f(∞) =
a

c
· Se c = 0, então f(∞) =∞.

Considerando as funções w1, w2 : [0, 1] → [0, 1], definidas por w1(x) = x
3
e w2(x) =

x
3

+ 2
3
, por exemplo, é possível realizar um processo iterativo. Inicialmente aplica-se ambas

as funções w1 e w2 no intervalo I = [0, 1], seus domínios, gerando os conjuntos w1(I) e
w2(I), em seguida, unem-se ambos os resultados, ou seja, I1 = w1(I)∪w2(I) para aplicar
este a ambas as funções novamente, obtendo w1

(
w1(I) ∪ w2(I)

)
e w2

(
w1(I) ∪ w2(I)

)
,

assim, I2 = w1(I1) ∪ w2(I1). Então, unem-se estas imagens para aplicar de novo em
w1 e w2, e assim em diante. O processo utilizado se baseou em iterar o Operador de
Hutchinson, que sera dissertado na próxima seção, a ideia de utilizá-lo foi para visualizar
uma transformação de Möbius iterada, observável na Imagem 3.1. O conjunto gerado é
conhecido como conjunto de Cantor.

Figura 3.1: Conjunto de Cantor

Fonte: Fractals Everywhere [2]

3.1.2 Transformação no Plano Real

Uma transformação w : R2 → R2, da forma:

w(x1, x2) = (ax1 + bx2 + e, cx1 + dx2 + f),

em que a, b, c, d, e, f são números reais, é chamada de transformação afim no plano. Ob-
serve que a seguinte notação matricial é equivalente à forma apresentada acima.

w(x) = w

(
x1

x2

)
=

(
a b
c d

)(
x1

x2

)
+

(
e
f

)
= Ax+ t.

A partir de algumas operações, a matriz A pode ser reescrita da forma:

A =

(
a b
c d

)
=

(
r1 cos θ1 r2 sin θ2

r1 sin θ1 r2 cos θ2

)
,



3. Transformações Algébricas 33

em que (r1, θ1) são as coordenadas polares do ponto (a, c) e (r2, (θ2 + π/2)) são as coor-
denadas polares do ponto (b, d). A transformação afim w(x) = Ax, com t = 0, recebe
o nome de transformação linear. No plano R2, transforma qualquer paralelogramo com
vértice na origem a outro paralelogramo com vértice também na origem, porém, sua forma
é modificada, sendo rotacionada ou alterando suas medidas.

A transformação afim w(x) = Ax + t, no plano R2, consiste em uma transformação
linear A que deforma o espaço relativo à origem, como descrito acima. Porém, translada
a figura segundo t.

Mostra-se, a seguir, como achar uma transformação que modifica um conjunto {folha
grande} a um conjunto {folha pequena}, apenas para ilustrar a definição de transformação
afim e introduzir a ideia de semelhança. A ideia é literalmente desenhar duas folhas no
plano cartesiano e achar funções que leve um desenho no outro.

Deseja-se achar números a, b, c, d, e, f , tal que

w({folha grande}) = {folha pequena}.

Inicialmente, no plano R2, desenham-se ambos os conjuntos folhas (grande e pequena).
Então, marcam-se três pontos na folha grande e anotam as coordenadas: (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3),
marcam-se também os pontos correspondentes na folha pequena e anotam as coordenadas:
(x̃1, ỹ1), (x̃2, ỹ2), (x̃3, ỹ3), respectivamente. Então, obtêm-se a, b, e resolvendo o sistema:

x1a+ y1b+ e = x̃1

x2a+ y2b+ e = x̃2

x3a+ y3b+ e = x̃3

,

E c, d, f com o sistema: 
x1c+ y1d+ f = x̃1

x2c+ y2d+ f = x̃2

x3c+ y3d+ f = x̃3

.

Assim, a transformação afim w(x) = Ax + t age exatamente da forma que se queria, e
quando a aplica na folha grande, w leva ela na folha pequena.

Definição 3.3. Uma transformação w : R2 → R2 é chamada de semelhança se tem a
forma de uma das seguintes transformações afins:

w

(
x1

x2

)
=

(
r cos θ −r sin θ
r sin θ r cos θ

)(
x1

x2

)
+

(
e
f

)
,

w

(
x1

x2

)
=

(
r cos θ r sin θ
r sin θ −r cos θ

)(
x1

x2

)
+

(
e
f

)
,

para alguma translação (e, f) ∈ R2, algum número r 6= 0, e algum ângulo 0 ≤ θ <
2π. O ângulo θ é chamado de ângulo de rotação, e r é chamado de fator de escala ou
simplesmente de escala. A transformação linear

rθ

(
x1

x2

)
=

(
1 0
0 −1

)(
x1

x2

)
é uma reflexão.
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Um exemplo de semelhança pode ser observado na Figura 3.2, em que o triângulo da
esquerda é reduzido de tamanho (triângulo da direita). Na Figura 3.3, foram realizadas
três semelhanças (separadamente) ao triângulo da primeira figura, e uniu-se os resultados
em um único desenho. Tem-se, então, a união de três desenhos em um único, com cada
um deles gerados por uma semelhança. Matematicamente falando, é análogo a ter-se três
semelhanças diferentes, aplicá-las a um mesmo conjunto e então unir os resultados em um
único conjunto, semelhante ao realizado no exemplo de Cantor acima. Ou seja, pode-se
pensar que a Figura 3.3 foi obtida através do Operador de Hutchinson, porém, não foi
realizado um processo de iteração desse operador.

Figura 3.2: Semelhança

Fonte: Autoria Própria

Figura 3.3: Semelhanças

Fonte: Autoria Própria

3.1.3 Transformação de Möbius

Definição 3.4. Uma transformação f : Ĉ→ Ĉ definida por

f(z) =
az + b

cz + d
,

nos quais a, b, c, d ∈ C, e ad− bc 6= 0, é chamada de transformação de Möbius em Ĉ. Se
c 6= 0, então f(−d/c) =∞, e f(∞) = a/c. Se c = 0, então f(∞) =∞.

Pode-se pensar na transformação de Möbius como uma aplicação que leva todo o
plano C unido com o infinito para a esfera Ĉ. Uma sequência de operações é então
aplicada na esfera. Cada operação é elementar e tem a propriedade de levar círculos em
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círculos. As operações possíveis são: rotação dos eixos, reescala e translação. Finalmente,
a esfera é levada de volta ao plano. A aplicação transforma o conjunto de linhas e círculos
nele mesmo. Observa-se também que ela é inversível. É interessante ver como a complexa
geometria da Transformação de Möbius é estudada simplesmente manipulando expressões

da forma
az + b

cz + d
. Apesar de ser difícil visualizar estes conceitos, a Imagem 3.4 pode ajudar.

Figura 3.4: Transformação de Möbius

Fonte: Möbius Transformations Revealed[7]

3.1.4 Transformação Analítica

Nessa seção, generaliza-se a transformação de Möbius a partir de transformações ana-
líticas, com foco nas transformações quadráticas.

A semelhança f : Ĉ → Ĉ, definida pela fórmula f(z) = 3z + 1, é um exemplo de
transformação analítica, ela transforma círculos em outros dilatados por um fator igual a
3 e o desloca uma unidade (a direita) no eixo real. É uma transformação contínua.

De forma simplificada, uma transformação em Ĉ é analítica se é contínua, e local-
mente se comporta como uma semelhança. Se considerar uma região suficientemente
pequena que a transformação age sobre o espaço dilatando/contraindo, rotacionando, ou
transladando, de forma quase igual a uma semelhança, então está sendo considerado uma
transformação analítica.

Sendo mais preciso, observe o que a transformação faz em uma vizinhança de z0 ∈ Ĉ.
Assuma que z0 não é um ponto crítico, ou seja, a derivada da função nesse ponto difere
de zero. Seja T uma pequena região que contenha z0 e f(T ) sua imagem sobre a trans-
formação. Então, pode-se redimensionar T por um fator de forma que fique praticamente
no tamanho de um quadrado unitário, e redimensionar f(T ) por esse mesmo fator, ou
seja, é possível fazer isso através de uma semelhança, obtendo uma boa precisão. Quanto
menor a região de T , mais preciso será esse processo.

Considere a transformação quadrática f : Ĉ→ Ĉ definida por:

f(z) = z2 = (x1 + ix2)2 = (x2
1 − x2

2) + 2x1x2i = f1(x1, x2) + f2(x1, x2)i,

em que f1(x1, x2) = (x2
1 − x2

2) é chamado de parte real de f(z) e f2(x1, x2) = 2x1x2 de
parte imaginária, denotados por Re(z) e Im(z), respectivamente.

Analisa-se agora o que acontece com o ponto z = r cos t + ir sin t, para r > 0. A
medida que o parâmetro t varia de 0 a 2π, z se move de forma anti-horária em torno do
círculo de raio r. Assim,

f(z) = r2 cos 2t+ ir2 sin 2t.
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A medida que o parâmetro t vai de 0 a 2π, f(z) dá duas voltas em torno do círculo de
raio r2.

Na esfera de Riemann a transformação z 7→ z2 pode ser descrita como segue. A linha
do equador corresponde ao círculo de raio unitário no plano, o polo sul corresponde a
origem e o polo norte ao infinito. Então, a transformação mantém ambos os polos fixos.
A linha longitudinal L que conecta os polos, correspondente ao eixo real positivo, é levado
nela mesma, assim como a linha do equador. Primeiramente, os pontos acima do equador
são levados para mais próximos do polo norte e os que estão abaixo, para mais próximos
do polo sul, a linha do equador continua no mesmo lugar. Em seguida, a superfície da
esfera é cortada na linha longitudinal L. Um lado do corte é mantido fixo, enquanto o
outro é puxado em torno da esfera, alongando uniformemente o espaço, até que a borda
do corte chegue novamente em L. Os dois lados do corte são reconectados. A esfera foi
transformada no dobro dela mesma. Os polos são os pontos críticos. Uma representação
do processo pode ser vista na Imagem 3.5.

Figura 3.5: Transformação na Esfera

Fonte: Fractals Everywhere[2]

A transformação quadrática mais geral na esfera é expressa pela fórmula f(z) = az2 +
bz + c, com a, b, c números complexos. É possível realizar uma mudança de coordenadas,
z 7→ θ(z), em que θ é uma semelhança de forma que f(z) = z2 + c̃, para algum número
complexo c̃. Então, a forma quadrática mais geral na esfera pode ser descrita da mesma
forma feita acima, com exceção de que no final há uma translação c̃, que mantém o infinito
fixo.

A transformação quadrática f(z) = z2 transforma o plano complexo sem a origem nele
mesmo duas vezes. Cada ponto z ∈ C \ {0} possui duas imagens. Então f : Ĉ → Ĉ não
é inversível. Porém, é possível definir uma função para que isso ocorra.

Definição 3.5. Seja f : Ĉ → Ĉ uma transformação analítica de forma que f(Ĉ) = Ĉ.
Então a inversa de valor ajustado de f é a transformação f−1 : H (Ĉ)→H (Ĉ), definida
por

f−1(A) = {w ∈ Ĉ : f(w) ∈ A}, com A ∈H (Ĉ).

Definição 3.6 (Transformação Analítica). Seja (C, d) o plano complexo munido da mé-
trica Euclidiana. Uma transformação f : C → C é chamada de analítica se, para cada
z0 ∈ C, existe uma semelhança da forma

w(z) = az + b, para algum par de números a, b ∈ C,

tal que
d(f(z), w(z))

d(z, z0)
→ 0 a medida que z → z0. Os números a, b dependem de z0. Se, em

certo ponto z0 = c, tem-se a = 0, então c é chamado de ponto crítico da transformação e
f(c) é chamado de valor crítico.

Se a transformação analítica f(z) é racional, o que significa dizer que ela pode ser
expressa como uma razão de polinômios, então os números a, b, na semelhança w(z), são
dados pelas fórmulas:

a = f ′(z0), b = f(z0)− az0.
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Em que f ′(z0) é a derivada de f em relação a z e os pontos críticos c ∈ C são as soluções
da equação f ′(c) = 0.

Na Imagem 3.6 é possível ver algumas transformações analíticas agindo sobre o Tri-
ângulo de Sierpinski: f1(z) = z, f2(z) = z2, f3(z) = (z − a)2, respectivamente.

Figura 3.6: Transformação Analítica

Fonte: Fractals Everywhere[2]

3.2 Mudança de Coordenadas
Descrever transformações no espaço se faz necessário um sistema de coordenadas sub-

jacente. A maioria dos espaços tem um sistema de coordenadas que define a localização
dos pontos dele. Esse conjunto subjacente é definido por uma especificação do espaço.
Por exemplo, X = [1, 2] provém uma coleção de pontos com a coordenada natural de x
restrita a 1 ≤ x ≤ 2. Pode-se pensar em um espaço feito dos pontos x ∈ X, ou, equiva-
lentemente, nesse sistema de coordenadas. Se o espaço X é R2 ou C, então o sistema de
coordenadas subjacente (canônico) será as coordenadas cartesianas. Se X = Ĉ, então o
sistema de coordenadas (canônico) será o sistema polar.

Em cada caso, o sistema de coordenadas subjacente é por si próprio um espaço métrico.
Denota-se esse espaço por XC . Geralmente não é diferenciado um ponto x ∈ X de
sua coordenada xC ∈ XC . Note que o espaço XC pode conter coordenadas que não
corresponde a nenhum ponto de X, por exemplo, X = Q (o espaço representado pelo
quadrado de lado unitário), é natural considerar XC = R2, então os pontos x ∈ X
correspondem as coordenadas xC = (x1, x2) ∈ XC , com 0 ≤ x1 ≤ 1 e 0 ≤ x2 ≤ 1. Porém,
a coordenada (3, 5) ∈ XC não corresponde a nenhum ponto de X. Pode-se dizer que o
sistema de coordenadas está em “baixo” do espaço.

Uma mudança de sistema de coordenadas pode ser descrita a partir de uma transfor-
mação θ : XC → XC . Pode-se pensar na mudança como se estivesse movendo fisicamente
cada ponto x ∈ X de forma que eles não estejam mais acima de xC ∈ XC , mas acima
de x′ = θ(x) ∈ XC . Então, é necessário distinguir um ponto x ∈ X de sua coordenada
xC ∈ XC . Portanto, pode-se pensar na mudança de coordenadas θ : XC → XC como
movendo X relativamente ao espaço XC .

Proposição 3.7. Sejam X um espaço, com XC ⊃ X sendo seu sistema de coordenadas,
uma mudança de coordenadas provida pela transformação θ : XC → XC, em que θ é
inversível quando tratado como uma transformação de X a θ(X). Sejam as coordenadas
do ponto x ∈ X denotado por x antes da mudança e por x′ após a mudança, então
x′ = θ(x).

Seja também f : X → X uma transformação no espaço X, em que x 7→ f(x) é sua
lei nas coordenadas originais e x′ 7→ f ′(x′) nas novas coordenadas geradas por θ, então

f(x) = (θ−1 ◦ f ′ ◦ θ)(x),

f ′(x′) = (θ ◦ f ◦ θ−1)(x′).
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Demonstração. Primeiramente, é demonstrado que f(x) = (θ−1 ◦ f ′ ◦ θ)(x). Para isso,
precisa-se mostrar que as funções são definidas nos mesmos conjuntos e possuem a mesma
lei. Como θ leva os elementos de X ⊂ XC a um certo subconjunto X ′ ⊂ XC , pode-se
considerar que o domínio de θ seja X e o conjunto imagem seja X ′, então θ : X → X ′,
logo θ−1 : X ′ → X. E ainda, f ′ : X ′ → X ′. Assim, observe que a composição está bem
definida:

(θ−1 ◦ f ′ ◦ θ) : θ → f ′ → θ−1,

(X → X ′)→ (X ′ → X ′)→ (X ′ → X) ,

(X → X ′)→ (X ′ → X),

X → X.

Ou seja, (θ−1 ◦ f ′ ◦ θ) : X → X, da mesma forma que f : X → X, então ambas as funções
possuem o mesmo domínio e a mesma imagem. Resta provar que possuem a mesma lei,
ou seja, f(x) = (θ−1 ◦ f ′ ◦ θ)(x). De fato, por hipótese, tem-se que θ : f(x) 7→ f ′(x′),
então, θ−1 : f ′(x′) 7→ f(x). Logo,

(θ−1 ◦ f ′ ◦ θ)(x) = θ−1 (f ′(θ(x))) = θ−1 (f ′(x′)) = f(x).

De maneira análoga, se prova que f ′(x′) = (θ ◦ f ◦ θ−1)(x′).

Definição 3.8. Seja f : X → X uma transformação em um espaço métrico. Um ponto
xf ∈ X, de forma que f(xf ) = xf , é chamado de ponto fixo de uma transformação.

Os pontos fixos de uma transformação são muito importantes. Eles mostram quais
partes do espaço são fixas e não se movem pela transformação. Os pontos fixos de uma
transformação restringem o movimento do espaço suavemente e estará diretamente rela-
cionado com a noção de fractal utilizada na dissertação.

3.3 Contração
Definição 3.9. Uma transformação f : X → X em um espaço métrico (X, d) é chamada
de contração se existe uma constante 0 ≤ s < 1 de forma que

d(f(x), f(y)) ≤ s · d(x, y), ∀ x, y ∈ X.

A constante s é chamada de fator de contração de f .

Seria conveniente falar do maior e do menor elemento de um conjunto de números
reais. Porém, um conjunto como S = (−∞, 3) não possui nenhum dos dois, visto que
−∞ e 3 não pertencem ao conjunto, porém, −∞ < x < 3, para qualquer x ∈ S, mesmo
que x não possa assumir os valores das extremidades, ele é limitado por eles. Então, a
seguinte definição é de grande utilidade.

Definição 3.10. Seja S um conjunto de números reais. O ínfimo de S é igual a max{x ∈
R : x ≤ s ∀ s ∈ S}. Repare que o ínfimo de S pode ser −∞, caso necessário. Assim, o
ínfimo de S sempre existe, sendo denotado por inf S.

O supremo de S é similarmente definido, é igual a min{x ∈ R : x ≥ s ∀ s ∈ S}, é
denotado por supS, e pode ser ∞, caso necessário.
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Lema 3.11. Seja w : X → X uma contração em um espaço métrico (X, d). Então w é
contínua.

Demonstração. Sejam ε > 0 e um fator de contração s > 0 para w. Então, para
d(x, y) < δ, seja δ =

ε

s
, assim:

d(w(x), w(y)) ≤ sd(x, y) < sδ = s · ε
s

= ε.

Ou seja, sempre que d(x, y) < δ, tem-se d(w(x), w(y)) < ε. Em outras palavras, se w é
uma contração, então também é contínua.

Teorema 3.12 (Teorema da Contração). Seja f : X → X uma contração em um espaço
métrico completo (X, d). Então f possui exatamente um ponto fixo xf ∈ X e ainda, para
cada ponto x ∈ X, a sequência {fn(x) : n = 1, 2, . . . } converge para xf . Ou seja:

lim
n→∞

fn(x) = xf , ∀ x ∈ X.

Demonstração. Seja a sequência

{xn} = {x0, x1 = f(x0), x2 = f(x1), . . . , xn+1 = f(xn), . . .} ,

equivalente a {fn(x)} (basta observar que fn(x0) = fn−1(f(x0)) = fn−1(x1) = · · · =
f(xn−1)). Deseja-se provar que ela é convergente.

Como f é uma contração, então, existe uma constante 0 ≤ s < 1 de forma que
d(f(x), f(y)) ≤ s · d(x, y). Assim,

d(xn+1, xn) = d(f(xn), f(xn−1)) ≤ sd(xn, xn−1) = sd(f(xn−1), f(xn−2))

≤ s2d(xn−1, xn−2) = s2d(f(xn−2), f(xn−3))

...
≤ snd(x1, x0).

Ou seja, d(xn+1, xn) ≤ snd(x1, x0). Agora, usando a desigualdade triangular para distân-
cias, tem-se, para p ≥ 0,

d(xn, xn+p) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+
+ d(xn+p−2, xn+p−1) + d(xn+p−1, xn+p).

Continuando o raciocínio, e utilizando a soma de PG:

d(xn, xn+p) =

p−1∑
i=0

d(xn+i, xn+i+1)

≤
p−1∑
i=0

sn+i · d(x1, x0)

≤ sn

1− s
· d(x1, x0).
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Como 0 ≤ s < 1, então

lim
n→∞

d(xn, xn+p) ≤ lim
n→∞

sn

1− s
· d(x1, x0) ⇔

lim
n→∞

d(xn, xn+p) ≤ 0 · d(x1, x0) ⇔

lim
n→∞

d(xn, xn+p) = 0.

Portanto, {xn} e, por consequência, {fn(x)} são sequências de Cauchy em X, que, por
ser um espaço métrico completo, garante lim fn(x) = xf ∈ X.

Observe que xf é ponto fixo de f , pois como f é uma contração, ela também é contínua,
como mostrado no Lema 3.11, logo

f(xf ) = f
(

lim
n→∞

fn(x)
)

= lim
n→∞

f ◦ fn(x) = lim
n→∞

fn+1(x) = xf .

Para finalizar, resta provar que esse ponto xf é único.
Suponha, por contradição, que exista outro ponto yf 6= xf que também seja fixo de f .

Assim,

d(xf , yf ) = d (f(xf ), f(yf )) ≤ sd(xf , yf ) ⇔
d(xf , yf ) ≤ sd(xf , yf ) ⇔
(1− s)d(xf , yf ) ≤ 0.

Como s < 1, então (1 − s) > 0, logo d(xf , yf ) ≤ 0, o que só acontece quando xf = yf ,
uma contradição, portanto, existe um único ponto fixo.



Capítulo

4
Fractal

Este capítulo será dedicado a fractais, sendo mais específicos, àqueles gerados a partir
de um Sistema de Funções Iteradas (IFS), que será dissertado no decorrer deste. Apesar
de ainda não existir uma definição formal, por não se conseguir uma única definição que
considere todos os tipos de fractais existentes, dada a ampla gama de objetos pertencentes
a essa classe, assim como foi dissertado na introdução. Neste texto, será definido Fractais
como objetos que estão no espaço H (X) e possuam autossimilaridade. Este, de maneira
mais informal, em uma figura pode-se observar um certo padrão que se repere indefinida-
mente por toda ela, partes dela podem ser observadas nela mesma em escalas menores.
Foi escolhido esta formalização, pois durante toda dissertação, os fractais apresentados
possuem essa característica, devido ao fato de se trabalhar com fractais gerados a partir
de IFS, eles são o ponto fixo destes sistemas. Dito isso, outras propriedades, como possuir
uma dimensão não inteira, também são observadas nesses tipos de objetos, porém, esta
não é contemplada por objetos como a curva de Hilbert, por exemplo, que cumpre os
requisitos dados (ser do tipo IFS e possuir autossimilaridade) e mesmo assim sua dimen-
são é inteira, é exatamente igual o espaço em que ela está, justamente por preencher ele
todo. Assim, este capítulo será sobre contrações e sistemas de contrações no espaço dos
fractais H para chegar a uma conclusão sobre essas figuras. Os estudos deste capítulo se
basearam em Barnsley [2].

4.1 Contração no Espaço dos Fractais
Sejam (X, d) um espaço métrico e (H (X), h(d)) o espaço dos fractais associado a ele.

Considerando a notação h(d) para se referir a qual métrica está sendo considerada para
o cálculo de h.

Lema 4.1. Seja w : X → X uma contração no espaço métrico (X, d). Então w leva
H (X) nele mesmo.

Demonstração. Seja S um subconjunto compacto não vazio de X. Então, w(S) =
{w(x) : x ∈ S} também é não vazio, caso contrário, w não seria uma contração. Deseja-se
mostrar que w(S) é compacto.

Seja {yn = w(xn)} uma sequência infinita de pontos em S. Como S é compacto, existe
uma subsequência {xmn} que converge para um ponto x̂ ∈ S. Mas a continuidade de w
implica que {ymn = f(xmn)} é uma subsequência convergente de {yn}, que converge para
ŷ = f(x̂) ∈ w(S). Ou seja, dado qualquer subsequência convergente de w(S), seu limite

41
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também pertence a esse conjunto.

O próximo lema diz respeito a como criar uma contração em (H (X), h) a partir de
uma contração em (X, d).

Lema 4.2. Seja w : X → X uma contração em um espaço métrico (X, d) com fator de
contração s. Então, w : H (X)→H (X) definido por

w(B) = {w(x) : x ∈ B}, ∀ B ∈H (X),

é uma contração em (H (X), h(d)) com fator de contração s.

Demonstração. Do Lema 3.11, segue que w : X → X é contínua. Então, pelo Lema
4.1, w leva H (X) nele mesmo.

Seja agora B,C ∈H (X). Então,

d(w(B), w(C)) = max {min {d(w(x), w(y)) : y ∈ C} : x ∈ B}
≤ max {min {s · d(x, y) : y ∈ C} : x ∈ B} = s · d(B,C).

Similarmente, d(w(C), w(B)) ≤ s · d(C,B). Então,

h(w(B), w(C)) = d(w(B), w(C)) ∨ d(w(C), w(B)) ≤ s ·
(
d(B,C) ∨ d(C,B)

)
≤ s · h(B,C).

Assim, h(w(B), w(C)) ≤ s · h(B,C), portanto, w é uma contração.

O seguinte lema fornece uma propriedade da métrica de Hausdorff.

Lema 4.3. Para todo B,C,D,E ∈H (X),

h(B ∪ C,D ∪ E) ≤ h(B,D) ∨ h(C,E).

Demonstração. Primeiramente, mostra-se que d(B ∪ C,D ∪ E) ≤ d(B,D) ∨ d(C,E).
De fato,

d(B ∪ C,D ∪ E) = max {d(x,D ∪ E) : x ∈ B ∪ C}
= max {d(x,D ∪ E) : x ∈ B} ∨max {d(x,D ∪ E) : x ∈ C}
= d(B,D ∪ E) ∨ d(C,D ∪ E).

Agora, para todo x ∈ B, tem-se

d(x,D ∪ E) = min {d(x, y) : y ∈ D ∪ E}
= min {d(x, y) : y ∈ D} ∧min {d(x, y) : y ∈ E}
≤ min {d(x, y) : y ∈ D} = d(x,D).

Observe que, na parte acima é escolhido o conjunto D para realizar a demonstração,
porém, o mesmo é válido para o conjunto E, assim, se D for o conjunto mais próximo de
x, entre ele mesmo e E, então d(x,D∪E) = d(x,D), caso contrário, d(x,D∪E) < d(x,D).
Agora, escolha o maior valor que d(x,D) pode assumir para qualquer x ∈ B, com isso,
concluí-se que d(B,D∪E) ≤ d(B,D). De maneira análoga, o mesmo é válido para x ∈ C.
Logo, d(C,D ∪ E) ≤ d(C,E).
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Assim, se escolher o maior valor entre d(B,D) e d(C,E), então certamente ele será
maior que d(B,D ∪ E) e d(C,D ∪ E), ou seja,

d(B ∪ C,D ∪ E) = d(B,D ∪ E) ∨ d(C,D ∪ E) ≤ d(B,D) ∨ d(C,E).

Com o mesmo argumento mostra-se que

d(D ∪ E,B ∪ C) = d(D,B ∪ C) ∨ d(E,B ∪ C) ≤ d(D,B) ∨ d(E,C).

Então,

h(B ∪ C,D ∪ E) = d(B ∪ C,D ∪ E) ∨ d(D ∪ E,B ∪ C)

= {d(B,D ∪ E) ∨ d(C,D ∪ E)} ∨ {d(D,B ∪ C) ∨ d(E,B ∪ C)}
≤ {d(B,D) ∨ d(C,E)} ∨ {d(D,B) ∨ d(E,C)} = h(B,D) ∨ h(C,E).

Ou seja, h(B ∪ C,D ∪ E) ≤ h(B,D) ∨ h(C,E).

O último lema dessa seção provém ummétodo para combinar contrações em (H (X), h)
para produzir novas contrações em (H (X), h), a função definida nele é mais conhecida
como Operador de Hutchinson. Apesar de ser apenas um lema, esse operador é bem
relevante para fractais do tipo IFS, que será definido logo a seguir, ele é utilizado para
gerá-los, assim como foi feito com o Conjunto de Cantor e aquele conjunto de triângu-
los, que será generalizado no final desta seção como triângulo de Sierpinski, apresentados
nos capítulos anteriores. Então, durante a dissertação, será referido como Operador de
Hutchinson e não como Lema 4.4, quando se estiver falando de Fractais.

Lema 4.4 (Operador de Hutchinson). Sejam (X, d) um espaço métrico e {wn : n =
1, 2, . . . , k} contrações em (H (X), h). Seja ainda sn o fator de contração de wn, para
cada n. Defina W : H (X)→H (X) por

W (B) = w1(B) ∪ w2(B) ∪ · · · ∪ wk(B) =
k⋃

n=1

wn(B), ∀ B ∈H (X).

Então, W é uma contração com fator de contração s = max{sn : n = 1, 2, . . . , k}.

Demonstração. É demonstrado que vale para k = 2 e então, por um argumento indutivo,
prova-se o resultado desse lema. Assim:

h(W (B),W (C)) = h(w1(B) ∪ w2(B), w1(C) ∪ w2(C))

≤ h(w1(B), w1(C)) ∨ h(w2(B), w2(C)) (pelo Lema 4.3)
≤ s1h(B,C) ∨ s2h(B,C)

≤ sh(B,C).

Portanto, W é uma contração para k = 2.

Definição 4.5. Um Iterated Function System (hiperbólico) ou Sistema de Funções Ite-
radas (hiperbólico), consiste em um espaço métrico completo (X, d) com um conjunto
finito de contrações wn : X → X, com os respectivos fatores de contração sn, para
n = 1, 2, . . . , k. Utiliza-se a sigla IFS para abreviá-lo, possui a notação {X;wn, n =
1, 2, . . . , k}, e seu fator de contração é s = max{sn : n = 1, 2, . . . , k}.
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Em outras palavras, um IFS é basicamente um sistema de funções, um IFS hiperbólico
recebe este nome, pois cada uma das funções é uma contração. A palavra Iterated é
utilizada por a intenção ser iterar esse sistema. A palavra hiperbólico está entre parenteses
na definição, pois nessa dissertação, todos os IFS serão hiperbólicos, então, para evitar
repetição, ela será omitida.

Teorema 4.6. Seja {X;wn, n = 1, 2, . . . , k} um IFS com fator de contração s. Então,
o Operador de Hutchinson W : H (X)→H (X), definido por

W (B) =
N⋃
n=1

wn(B),

para todo B ∈ H (X), é uma contração no espaço métrico completo (H (X), h(d)) com
fator de contração s. Ou seja,

h(W (B),W (C)) ≤ s · h(B,C),

para todo B,C ∈H (X). Seu único ponto fixo A ∈H (X) tal que

A = W (A) =
k⋃

n=1

wn(A)

é dado por A = limn→∞W
n(B), para qualquer B ∈ H (X), e recebe o nome de atrator

do IFS.

Sua demonstração será dada na próxima seção que é apresentado um teorema seme-
lhante, uma extensão deste, possuindo assim provas análogas. Este é um dos teoremas
mais importantes desta dissertação e será referenciado como Teorema da Contração para
Conjuntos. Ele não só disponibiliza um método para calcular o atrator de um IFS a partir
do Operador de Hutchinson, como também garante sua existência e unicidade. Como dito
na introdução deste capítulo, segundo Barnsley [2], os atratores dos IFS hiperbólicos são
um tipo de fractal. Ou seja, o teorema dispõe um método para gerar fractais a partir do
gráfico desses atratores. Para ilustrar, considere o seguinte exemplo.

Sejam o espaço métrico (X, d), com X = [0, 1] × [0, 1] e d a métrica Euclidiana, e o
IFS: 

w1(x, y) =
(
x
2
, y

2

)
w2(x, y) =

(
x
2

+ 1
2
, y

2

)
w3(x, y) =

(
x
2

+ 1
4
, y

2
+ 1

2

) .

Ao plotar o atrator desse IFS, seguindo o Teorema acima, obtém-se a imagem mos-
trada na Figura 4.1, um fractal nomeado de Triângulo de Sierpinski.

4.2 Transformação e Conjunto de Condensação
Definição 4.7. Sejam (X, d) um espaço métrico e um subconjunto C ∈ H (X). Defina
uma transformação w0 : H (X) → H (X) por w0(B) = C, para qualquer B ∈ H (X).
Então w0 é chamado de transformação de condensação e C é chamado de conjunto de
condensação.

Observe que uma transformação de condensação w0 : H (X)→H (X) é uma contra-
ção no espaço métrico (H (X), d), seu fator de contração é igual a zero e ela possui um
único ponto fixo, o conjunto de condensação.
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Figura 4.1: Triângulo de Sierpinski

Fonte: Autoria própria

Definição 4.8. Sejam {X;wn, n = 1, 2, . . . , k} um IFS com fator de contração 0 ≤ s < 1,
e w0 : H (X)→H (X) uma transformação de condensação, então {X;wn, n = 0, 1, . . . , k}
é chamado de IFS com condensação e fator de contração s.

O seguinte teorema é uma variação do Teorema 4.6 para incluir uma transformação
de condensação no IFS.

Teorema 4.9. Seja {X;wn, n = 0, 1, . . . , k} um IFS com condensação e fator de contra-
ção s. Então, o Operador de Hutchinson W : H (X)→H (X), definido por

W (B) =
k⋃

n=0

wn(B) ∀ B ∈H (X),

é uma contração no espaço métrico completo (H (X), h(d)) com fator de contração s. Em
outras palavras:

h(W (B),W (C)) ≤ s · h(B,C),

para todo B,C ∈H (X). Seu único ponto fixo A ∈H (X) tal que

A = W (A) =
N⋃
n=0

wn(A)

é dado por A = limn→∞W
n(B), para qualquer B ∈H (X).

Demonstração. Note que W , nas condições do teorema, é uma contração, garantido
pelo Lema 4.4, e possui um fator de contração s = max{sn : n = 1, 2, . . . , N}.

Pelo Teorema da Contração, como W : H (X) → H (X) é uma contração, então
possui um único ponto fixo A ∈ H (X), portanto, A = W (A). E ainda, uma sequência
iterativa {W n(B)}, para qualquer B ∈ H (X), convergirá para o ponto fixo A, ou seja,
limn→∞W

n(B) = A.

A fim de se construir uma noção intuitiva desse teorema, e de se explicitar sua diferença
do Teorema 4.6, segue um exemplo.

Considere inicialmente o Triângulo de Sierpinski apresentado na seção anterior. Agora,
adicione a seu IFS o conjunto de condensação formado pelo desenho de um sorriso e o
posicione no interior do triângulo central, como mostrado na Figura 4.2. Então a transfor-
mação de condensação é w0 = {sorriso}, ao desenhar o atrator desse novo IFS obtém-se
a Figura 4.3. Observe que o conjunto de condensação pode ser qualquer conjunto que
deseja-se repetir durante todo o processo de iteração, é como se atribuísse uma caracte-
rística específica ao atrator sem alterar seu padrão determinado pelo IFS. No exemplo, o
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Triângulo de Sierpinski continua o mesmo, possui a mesma forma, porém, há um sorriso
posicionado no centro dos três triângulos e, como um fractal possui autossimilaridade, ele
se repete em escalas menores por toda a figura seguindo o padrão do IFS.

Figura 4.2: Conjunto de Condensação

Fonte: Autoria própria

Figura 4.3: Atrator do IFS

Fonte: Barnsley and Damko [4]

A palavra condensação, em alguns teoremas, estará entre parenteses, pois o resultado
é válido para IFS com ou sem condensação, as demonstrações são análogas, não sendo
necessário diferenciá-los.

4.3 Teorema da Colagem de Barnsley
Nesta seção, é apresentado um teorema em que é possível construir atratores a partir

de IFS que são semelhantes a conjuntos previamente escolhidos, propondo uma forma de
lidar com o problema inverso de fractais, dado um conjunto L qualquer, deseja-se achar
um IFS para o qual L seja seu atrator.

Lema 4.10. Sejam (X, d) um espaço métrico completo, e f : X → X uma contração com
fator 0 ≤ s < 1, em que xf ∈ X é seu ponto fixo. Então,

d(x, xf ) ≤ (1− s)−1 · d(x, f(x)), ∀ x ∈ X.

Demonstração. Sabe-se que a função distância d(a, b), para um a ∈ X fixo, é con-
tínua em b ∈ X. Sabe-se também que f é contínua (por ser uma contração) e, pelo
Teorema da Contração (3.12), xf = limn→∞ f

n(x). Assim, pela desigualdade triangular
para distâncias,

d(x, xf ) = d
(
x, lim

n→∞
fn(x)

)
= lim

n→∞
d (x, fn(x))

≤ lim
n→∞

(
d(x, f(x)) + d(f(x), f 2(x)) + · · ·+ d(fn−1(x), fn(x))

)
≤ lim

n→∞

n∑
m=1

d
(
fm−1(x), fm(x)

)
.

Observe que, para um certo m = 1, 2, . . . , n,

d
(
fm−1(x), fm(x)

)
= d

((
fm−2 ◦ f

)
(x),

(
fm−1 ◦ f

)
(x)
)

≤ sd
(
fm−2(x), fm−1(x)

)
≤ s2d

(
fm−3(x), fm−2(x)

)
...
≤ sm−1d(x, f(x)).
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Então, utilizando a soma de PG, tem-se:

d(x, xf ) ≤ lim
n→∞

n∑
m=1

d
(
fm−1(x), fm(x)

)
≤ lim

n→∞

n∑
m=1

sm−1 · d(x, f(x))

≤ lim
n→∞

sn−1 − 1

s− 1
· d(x, f(x))

≤ (1− s)−1d (x, f(x)) .

Teorema 4.11 (Teorema da Colagem de Barnsley). Sejam (X, d) um espaço métrico
completo, um conjunto qualquer L ∈ H (X), e ε ≥ 0. Escolha um IFS (com ou sem
condensação) {X; (w0), w1, . . . , wk} com fator de contração 0 ≤ s < 1, de forma que

h

L, k⋃
n=1

(n=0)

wn(L)

 ≤ ε.

Então,
h(L,A) ≤ ε

1− s
,

em que A é o atrator do IFS. Equivalentemente,

h(L,A) ≤ (1− s)−1h

L, k⋃
n=1

(n=0)

wn(L)

 , ∀ L ∈H (X).

A demonstração do teorema é uma aplicação direta do Lema 4.10.
O teorema diz que para achar um IFS com atrator próximo a um conjunto dado ou

que se parece com ele, precisa-se definir uma família de contrações de forma que a união
(ou colagem) de suas imagens levem até próximo ao conjunto desejado. A proximidade
é medida pela métrica de Hausdorff. Uma característica interessante desse teorema é o
fato de se poder criar um IFS para qualquer fractal que deseja desenhar e o atrator dele
estará muito próximo do fractal esperado, podendo este ser inventado por você mesmo.
Um exemplo intrigante é o da Figura 4.4, em que se escreve cada palavra “THI” com ela
mesma. Intuitivamente, obtém-se essa imagem a partir de colagens, colando a palavra THI
nela mesma em escalas menores, seguindo a ideia de autossimilaridade. Matematicamente
falando, é possível obter um IFS com essa figura sendo seu atrator. Assim, seja o IFS
{[0, 3]× [0.1]; tn}, com n = 1, 2, . . . , 6. As contrações tn são da forma:
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

t1(x, y) =

(
x

2.7
,
y + 1

2

)
t2(x, y) =

(
x+ 1.8

5.9
,
y

2

)
t3(x, y) =

(
x+ 9.2

7.7
, y

)
t4(x, y) =

(
x+ 16

10
,
y + 1

3.3

)
t5(x, y) =

(
x+ 14.5

7.7
, y

)
t6(x, y) =

(
x+ 14.6

5.9
, y

)
.

Plotando o atrator desse IFS obtém-se a imagem representada na Figura 4.4.

Figura 4.4: Fractal THI

Fonte: Autoria própria

4.4 Dependência dos Fractais sobre os Parâmetros
Os seguintes resultados são importantes, pois estabelecem a dependência contínua do

atrator de um IFS hiperbólico aos parâmetros das contrações que constituem o IFS. Sendo
contra intuitivo, pois fractais vêm de sistemas dinâmicos caóticos, que serão definidos no
próximo capítulo, sem tanta rigorosidade, é equivalente a dizer que eles são sensíveis aos
parâmetros e condições iniciais, ou seja, uma pequena variação nos valores do IFS, ou
partindo de outro ponto inicial, se obteria uma solução completamente diferente, porém,
o atrator desses sistemas se mantêm semelhantes, mesmo com essas pequenas variações.
Inclusive, os resultados desta seção estão relacionados ao Teorema da Colagem de Barns-
ley, pois só é possível trabalhar com problemas de valores inversos com fractais por causa
dessa dependência contínua aos parâmetros.

Lema 4.12. Sejam (P, dp) um espaço métrico, e (X, d) um espaço métrico completo. Seja
ainda w : P ×X → X uma família de contrações com fator 0 ≤ s < 1. Ou seja, para cada
p ∈ P, w(p, ·) é uma contração em X. E ainda, para cada x ∈ X fixo, tem-se alguma
contração w contínua em P . Então, o ponto fixo de w depende continuamente de p. Isso
é, xf : P → X é contínua.

Demonstração. Sejam xf (p) o ponto fixo de w, para algum p ∈ P , e ε > 0 dado. Então,
para todo q ∈ P ,

d (xf (p), xf (q)) = d (w (p, xf (p)) , w (q, xf (q)))

≤ d (w (p, xf (p)) , w (q, xf (p))) + d (w (q, xf (p)) , w (p, xf (q)))

≤ d (w (p, xf (p)) , w (q, xf (p))) + sd (xf (p), xf (q)) ,
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implicando que

d (xf (p), xf (q))− sd (xf (p), xf (q)) ≤ d (w (p, xf (p)) , w (q, xf (p))) ⇔
(1− s)d (xf (p), xf (q)) ≤ d (w (p, xf (p)) , w (q, xf (p))) ⇔

d (xf (p), xf (q)) ≤ (1− s)−1d (w (p, xf (p)) , w (q, xf (p))) .

A parte direita pode ser arbitrariamente pequena, restringindo q suficientemente próximo
de p.

Obs.: Se existe uma constante real C de forma que:

d(w(p, x), w(q, x)) ≤ Cd(p, q), ∀ p, q ∈ P e x ∈ X,
então d (xf (p), xf (q)) ≤ (1− s)−1 · C · d(p, q), o que é uma estimativa útil.

Lema 4.13. Seja (X, d) um espaço métrico, suponha que se têm transformações contínuas
wn : X → X, n = 1, 2, . . . , k, dependendo continuamente em um parâmetro p ∈ P , em
que (P, dp) é um espaço métrico completo. Isso é, wn(p, x) depende continuamente de p,
para algum x ∈ X fixo. Então a transformação W : H (X)→H (X) definida por

W (p,B) =
k⋃

n=1

wn(p,B), ∀ B ∈H (X),

também é contínua em p. Ou seja,W (p,B) é contínua em p no espaço métrico (H (X), h(d))
para cada B ∈H (X).

Demonstração. É suficiente considerar para o caso de k = 1 e então expandir o resultado
usando o Lema 4.3. Sejam B ∈H (X), p, q ∈ P , e ε > 0, então

d(w1(p,B), w1(q, B)) = max
x∈B

min
y∈B

d(w1(p, x), w1(q, y))

≤ max
x∈B

min
y∈B
{d(w1(p, x), w1(p, y)) + d(w1(p, y), w1(q, y))} .

Agora, P × B é compacto e w1 : P × B → X é contínua. Como w1 é uniformemente
contínua, existe um número δ > 0, tal que d(w1(p, y), w1(q, y)) < ε, para todo y ∈ B,
sempre que dp(p, q) < δ. Assumindo dp(p, q) < δ, tem-se

d(w1(p,B), w1(q, B)) < max
x∈B

min
y∈B
{d(w1(p, x), w1(p, y)) + ε}

≤ d(w1(p,B), w1(p,B)) + ε = ε.

De forma análoga,

d(w1(q, B), w1(p,B)) < ε para dp(p, q) < δ, assim,
h(w1(p,B), w1(q, B) < ε para dp(p, q) < δ.

Juntando ambos os Lemas 4.12 e 4.13 obtém-se o seguinte teorema.

Teorema 4.14. Sejam (X, d) um espaço métrico, e {X; (w0), w1, . . . , wk} um IFS (com
condensação) com fator de contração s. Para n = 1, 2, . . . , k. wn depende continuamente
de um parâmetro p ∈ P , com (P,d) sendo um espaço métrico completo. Então o atrator
A(p) ∈H (X) depende continuamente de p ∈ P .

Em outras palavras, pequenas mudanças nos parâmetros nos leva a pequenas mudanças
no atrator, desde que o sistema continue sendo hiperbólico. Isso é muito importante,
pois demonstra que é possível controlar o atrator de um IFS de forma contínua, apenas
ajustando os parâmetros das transformações.
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4.5 Endereço de Pontos em Fractais
Informalmente, será estudado o conceito de endereço de pontos em fractais. Como

exemplo, considere o atrator A do IFS

{C;w1(z) = (0.13 + 0.64i)z, w2(z) = (0.13 + 0.64i)z + 1} ,

que pode ser visualizado na Figura 4.5. Este, é a união de dois conjuntos disjuntos w1(A)
e w2(A), que estão a esquerda e à direita da reta ab, respectivamente. Estes, por sua vez,
podem ser dados da seguinte maneira:

w1(A) = w1(w1(A)) ∪ w1(w2(A)), w2(A) = w2(w1(A)) ∪ w2(w2(A)).

Assim, pode-se utilizar a ideia de dar endereço aos pontos a partir de sequências das
transformações usadas. Continuando com o raciocínio, todos os pontos do subconjunto
w1(w1(A)) estão situados na parte de baixo da linha dc e à esquerda de ab, desta forma,
podem receber um endereço que comece com 11 . . . , pois foi aplicado w1 duas vezes.
E, quanto mais a fundo analisa-se o atrator, mais números é possível definir em seus
endereços. Em alguns casos, é possível definir um “código” único a cada ponto, estes tipos
de IFS são chamados de totalmente desconexos, como o exemplo visto na Figura 4.5.

Figura 4.5: Endereço de Pontos em Fractais

Fonte: Fractals Everywhere [2]

Agora, considere um exemplo diferente, mas familiar:{
C;w1(z) =

z

2
, w2(z) =

z + 1

2
, w3(z) =

z + i

2

}
,

seu atrator é o triângulo de Sierpinski. Neste caso, é facilmente verificável que pelo
menos três pontos recebem dois endereços diferentes, pois há um ponto nas intercessões
w1(A)∩w2(A), w1(A)∩w3(A) e w2(A)∩w3(A), como é visto na Figura 4.6, ao contrário
do exemplo anterior, em que w1(A)∩w2(A) = ∅. Porém, também é possível achar pontos
com endereços únicos, como os vértices do triângulo maior. Assim, os IFS com esta
característica “apenas se tocam”.
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Figura 4.6: Endereço de Pontos em Fractais

Fonte: Fractals Everywhere [2]

Para finalizar, considere um último caso, o IFS{
[0, 1];

x

2
,

3x+ 1

4

}
,

seu atrator é A = [0, 1]. Porém, repare que

w1(A) ∩ w2(A) =

[
0,

1

2

]
∩
[

1

4
, 1

]
=

[
1

4
,
1

2

]
.

Diferente do exemplo anterior, em que a intercessão era somente um ponto, neste tem-se
um conjunto inteiro de pontos. Assim, os IFS com esta característica possuem “sobrepo-
sição”.

Essas terminologias referem-se ao IFS propriamente dito, e não ao seu atrator em si.
É definido desta forma pelo fato de um conjunto poder ser o atrator de diversos IFS
diferentes. Ou seja, apesar do atrator parecer graficamente o mesmo, o IFS pode possuir
características diferentes.

O espaço de código, segundo Barnsley [2], é um espaço em que seus elementos são
os números que correspondem aos “endereços” de cada ponto de um atrator, os algaris-
mos utilizados para escrever esse número são chamados de símbolos. O primeiro IFS
apresentado nesta seção, por exemplo, possui apenas dois símbolos, os números 1 e 2.

Geralmente, em Álgebra, utiliza-se o conceito de Letra e Alfabeto para se referir a
Símbolo e a Conjunto de Símbolos, respectivamente. De maneira mais formal, segundo
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Pytheas [17], pode-se definir Letra como sendo um elemento ai, para i = 1, . . . , n, e
Alfabeto como o conjunto A = {a1, . . . , an}, formado pelas letras a1, . . . , an. Se ai = i,
então o termo símbolo também é utilizado, sendo a escolha de Barnsley em seu livro. Um
conjunto de letras é chamado de palavra. As palavras do alfabeto A são palavras infinitas,
elas possuem um começo, mas não um fim. Se desejado escrever palavras finitas, então é
utilizada a notação A∗. No caso desta dissertação, é utilizado o termo Endereço no lugar
de palavra, por fazer mais sentido no contexto utilizado, e sempre serão infinitos.

Definição 4.15. Um conjunto S é enumerável se for finito ou existir uma aplicação
biunívoca f : S → N chamada de função de enumerabilidade.

Proposição 4.16. O espaço de código Σ em dois ou mais símbolos é não enumerável.

Demonstração. A prova será realizada para o espaço de código de dois símbolos {1, 2}.
Seja ω = ω1ω2 · · · ∈ Σ, com cada wi ∈ {1, 2} e i = 1, 2, . . . . Defina ρ : {1, 2} → {1, 2}
por ρ(1) = 2 e ρ(2) = 1 e suponha que Σ seja enumerável a partir da função c : N →
Σ. Considere o ponto ω ∈ Σ definido por ω = ω1ω2 · · · , com ωn = ρ(cn(n)) e cn(n)
representando o símbolo da n-ésima posição de c(n). O que é uma contradição, pois a
função de enumerabilidade nunca alcançará ω.

4.6 Transformações do Espaço de Código ao de Fractais
Definição 4.17. O espaço métrico de código (dC ,Σ) associado ao IFS (com k contrações)
é definido com sendo o espaço de código, com o alfabeto A = {1, . . . , k}, e a métrica

dC(ω, σ) =
∞∑
n=1

| ωn − σn |
(k + 1)n

, para todo ω, σ ∈ Σ.

Lema 4.18. Sejam (X, d) um espaço métrico, {X;wn : n = 1, . . . , k} um IFS, e um con-
junto K ∈ H (X). Então existe K̃ ∈ H (X) de forma que K ⊂ K̃, e wn : K̃ → K̃. Em
outras palavras,

{
K̃;wn

}
é um IFS hiperbólico em um espaço compacto.

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em Barnsley [2].

Lema 4.19. Sejam o espaço métrico completo (X, d), um IFS (com k contrações) e o
espaço de código associado a ele, com o alfabeto A = {1, . . . , k}. Para cada σ ∈ Σ, n ∈ N
e x ∈ X, defina

φ(σ, n, x) = (wσ1 ◦ wσ2 ◦ · · · ◦ wσn)(x).

Seja K um subconjunto não vazio de X. Então, existe uma constante real D de forma
que, para todos x1, x2 ∈ X, σ ∈ Σ e n,m ∈ N,

d (φ(σ,m, x1), φ(σ, n, x2)) ≤ Dsm∧n.

Lembrando que m ∧ n representa min {m,n}.

Demonstração. Seja K̃ definido conforme o Lema anterior. Sem perda de generalidade,
suponha m < n. Observe que

φ(σ, n, x2) = φ(σ,m, φ(ω, n−m,x2)), ω = σm+1σm+2 · · ·σn · · ·
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Seja x3 = φ(ω, n−m,x2). Então, x3 ∈ K̃ e

d (φ(σ,m, x1), φ(σ, n, x2)) = d (φ(σ,m, x1), φ(σ, n, x3))

≤ sd
(
(wσ2 ◦ · · · ◦ wσj)(x1), (wσ2 ◦ · · · ◦ wσj)(x3)

)
≤ s2d

(
(wσ3 ◦ · · · ◦ wσj)(x1), (wσ3 ◦ · · · ◦ wσj)(x3)

)
...
≤ smd(x1, x3) ≤ smD,

com D = max
{
d(x1, x3) : x1, x3 ∈ K̃

}
finito, pois K̃ é compacto.

Teorema 4.20. Sejam o espaço métrico completo (X, d), um IFS (com k contrações) com
A sendo seu atrator e o espaço de código associado a ele, com o alfabeto A = {1, . . . , k}.
Para cada σ ∈ Σ, n ∈ N e x ∈ X,

φ(σ, n, x) = (wσ1 ◦ · · · ◦ wσn)(x).

Então,
φ(σ) = lim

n→∞
φ(σ, n, x)

existe, pertence a A, e é independente de x ∈ X. Se K é um subconjunto compacto de
X, então a convergência é uniforme sobre x ∈ K. A função φ : Σ → A é contínua e
sobrejetora.

O Teorema acima é uma aplicação direta do Lema 4.18.

Definição 4.21. Sejam um IFS com k contrações, e um espaço de código associado a ele,
com o alfabeto A = {1, . . . , k}. Seja também a função contínua φ : Σ→ A construída no
Teorema 4.20. O endereço de um ponto a ∈ A (atrator do IFS) é um membro qualquer
do conjunto

φ−1(a) = {ω ∈ Σ : φ(ω) = a} .

Este conjunto recebe o nome de endereços de a ∈ A.
O IFS é totalmente desconexo se cada ponto de seu atrator possui um único endereço.

O IFS apenas se toca se não é totalmente desconexo, mas seu atrator contém um conjunto
não vazio O aberto no espaço métrico A de forma que

(i) wn(O) ∩ wm(O) = ∅, ∀ n,m = 1, . . . , n e n 6= m;

(ii)
n⋃
1

wn(O) ⊂ O.

O IFS possui sobreposição se não é nenhuma das outras duas opções.
Quando o atrator de um IFS segue os itens acima, mas não apenas um subconjunto

dele como é definido para IFS que apenas se tocam, então ele é dito seguir a condição do
conjunto aberto (mais conhecido por Open Set Condition, de Moran).

Teorema 4.22. Seja um IFS com k contrações inversíveis, e um atrator A. Ele é total-
mente desconexo se, e somente se,

wn(A) ∩ wm(A) = ∅, ∀ n,m = 1, . . . , k e n 6= m.
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Demonstração. Se o IFS é totalmente desconexo, então cada ponto de seu atrator
possui um único endereço, implicando a equação do teorema.

Se o IFS não for totalmente desconexo, então algum ponto possui mais de um endereço.
Isto gera uma contradição, pois a imagem inversa desse ponto aplicado em alguma das
contrações possuirá mais que um elemento, o que não é possível, pois todas são inversíveis.

Definição 4.23. Seja A o atrator de um IFS com k contrações. Um ponto a ∈ A é
periódico (do IFS) se existe uma sequência de número {σ(n) ∈ {1, 2, . . . , n}}pn=1 de forma
que

a = (wσ(p) ◦ wσ(p−1) ◦ · · · ◦ wσ(1))(a).

Se a ∈ A é periódico, então o menor inteiro p tal que a equação acima é verdadeira é
chamado de período de a.

Definição 4.24. Um ponto em Σ cujos símbolos são periódicos é chamado de endereço
periódico. Um ponto no espaço de código em que seus símbolos são periódicos quando se
ignora um conjunto inicial de símbolos é chamado de eventualmente periódico.

Para visualizar este conceito, observe o código

123123123123123123123 . . .

Repare que 123 se repete indefinidamente, assim, ele é dito ser periódico. Semelhante-
mente,

123212121212121212121 . . .

repete-se o 21 infinitamente, porém, antes dessa repetição, há os dígitos 123, o fazendo ser
um código eventualmente periódico. Apenas alguns exemplos sem ter preocupação com
o IFS e o atrator associados a estes códigos. O próximo teorema é uma consequência do
Teorema 4.20 e é relevante, pois, como foi visto no capítulo sobre fractais, estes são um
conjunto compacto e o ponto fixo de um IFS, então é esperado este comportamento.

Teorema 4.25. O atrator de um IFS é o fecho de seus pontos periódicos.

Demonstração. Do Teorema 4.20, tem-se que o espaço de código é o fecho do conjunto
de códigos periódicos. Basta utilizar este argumento em A a partir da função contínua
φ : Σ→ A apresentada nesta seção, pois são sistemas equivalentes.

4.7 Dimensão Fractal
Existem várias formas para quantificar fractais e compará-los. Uma dessas formas

recebe o nome de Dimensão Fractal, é uma tentativa de quantificar o quão denso um
fractal é no espaço que está. A importância desses valores vem do fato de definirem uma
conexão com a realidade.

Dimensão fractal pode ser utilizada para medir nuvens, árvores, redes de neurônios do
corpo, cores emitidas pelo sol, entre diversos outros elementos Reais. Essa grandeza nos
permite comparar objetos da realidade com conceitos teóricos, como os atratores dos IFS.

Sejam (X, d) um espaço métrico completo, A ∈ H (X) um subconjunto compacto
não vazio, e B[x, ε] uma bola fechada. Deseja-se definir um inteiro N (A, ε) como o me-
nor número de bolas fechadas de raio ε necessárias para cobrir o conjunto A. Ou seja,
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o menor inteiro k tal que A ⊂
⋃k
n=1B[xn, ε], para algum conjunto distinto de pontos

{xn : n = 1, 2, . . . , k} ⊂ X.
A garantia da existência de N (A, ε) se dá pelo fato de A ser compacto e, assim, possuir

uma subcobertura finita de bolas fechadas, bastando considerar o menor número de bolas
em que essa subcobertura ainda cobre o conjunto A.

A ideia intuitiva de dimensão fractal vem da expressão:

N (A, ε) ≈ Cε−D,

em que D é a dimensão fractal de A para alguma constante C. Dados f e g funções reais,

então f(ε) ≈ g(ε) se lim
ε→0

ln f(ε)

ln g(ε)
= 1.

Aplicando a função logarítmica em ambos os lados da expressão e isolando D, obtém-
se:

D =
ln N (A, ε)− ln C

ln
1

ε

.

Observe que
ln C

ln 1
ε

se aproxima de 0 a medida que ε tende a 0. Pois, com um pequeno

abuso de linguagem, e considerando esses valores no limite,
ln C

ln 1
0

=
ln C

ln ∞
=

ln C

∞
= 0.

Fornecendo, assim, a seguinte definição.

Definição 4.26. Sejam A ⊂ H (X) compacto, (X, d) um espaço métrico, e N (A, ε)
conforme descrito acima, então, D é a dimensão fractal de A quando

D = lim
ε→0

ln N (A, ε)

ln
1

ε

.

D(A) é lido como a dimensão fractal do subconjunto A.

Para facilitar o cálculo deD, existem dois teoremas que possibilitam a troca da variável
contínua ε por uma discreta.

Teorema 4.27. Sejam A ⊂ H (X) compacto, (X, d) um espaço métrico, e εn = Crn,
para C > 0 e 0 < r < 1 valores reais com n = 1, 2, . . . Então,

D(A) = lim
n→∞

ln N (A, εn)

ln
1

εn

.

Demonstração. Seja f(ε) = max {εn ∈ E : εn ≤ ε}, assumindo que ε ≤ r,

f(ε) ≤ ε ≤ f(ε)

r
e N (A, f(ε)) ≥ N (A, ε) ≥ N

(
A,
f(ε)

r

)
.

Como ln x é uma função crescente positiva de x, para x ≥ 1:
ln
(
A, f(ε)

r

)
ln

1

f(ε)

 ≤
 ln N (A, ε)

ln
1

ε

 ≤
 ln N (A, f(ε))

ln
r

f(ε)

 .

Assumindo que N (A, ε) vai para ∞ a medida que ε vai para zero.
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No lado direito,

lim
ε→o

 ln N (A, f(ε))

ln
r

f(ε)

 = lim
n→∞

 ln N (A, εn)

ln
r

εn

 = lim
n→∞

 ln N (A, εn)

ln
1

εn

 .

No lado esquerdo,

lim
ε→o


ln
(
A, f(ε)

r

)
ln

1

f(ε)

 = lim
n→∞

 ln N (A, εn−1)

ln
1

εn

 = lim
n→∞

 ln N (A, εn)

ln
1

εn

 .

Ou seja, quando ε vai para zero, ambos os lados da equação vai para o mesmo valor,
assim, o valor do meio também existe e é igual aos laterais, completando a prova.

Teorema 4.28 (Dimensão Box-Counting). Considerando a métrica euclidiana, seja A um
compacto qualquer de H (Rm). Cubra Rm com uma “malha de caixas” de comprimento
1

2n
, como sugere a Figura 4.7 para R2. Seja Nn(A) o número de caixas que intersectam

o subconjunto A. Então,

D(A) = lim
n→∞

ln Nn(A)

ln 2n
.

Figura 4.7: Malha de quadrados no plano

Fonte: Fractals Everywhere [2]

Demonstração. Observe que, para qualquer n = 1, 2, . . . , dado m = 1, 2, . . . , tem-se:

2−mNn−1 ≤ N (A,
1

2n
) ≤ Nk(n).

sendo k(n) o menor inteiro k que satisfaz k ≥ n− 1 +
1

2 log2m
.

A primeira inequação (da esquerda) se sustenta pela bola de raio
1

2n
intersectar no

máximo 2m caixas de tamanho
1

2n−1
. Já a segunda (da direita) segue do fato de uma caixa

de tamanho s caber dentro de uma bola de raio r, visto que r2 ≥ ( s
2
)2 +· · ·+( s

2
)2 = m( s

2
)2,

pelo Teorema de Pitágoras. Agora,

lim
n→∞

{
ln Nk(n)

ln 2n

}
= lim

n→∞

{
ln 2k(n)

ln 2n
ln Nk(n)

ln 2k(n)

}
.
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Como
k(n)

n
vai para 1 a medida que n→∞ e,

lim
n→∞

{
ln 2−mNn−1

ln 2n

}
= lim

n→∞

{
ln Nn−1

ln 2n−1

}
= D,

a prova fica completa para r = 1
2
.

O valor
1

2n
foi utilizado apenas para facilitar os cálculos, outros valores podem ser

considerados, até mesmo Crn, conforme definido no Teorema 4.27.
A seguinte proposição prova que conjuntos metricamente equivalentes possuem a

mesma dimensão fractal.

Proposição 4.29. Sejam (X1, d1) e (X2, d2) espaços métricos equivalentes com θ : X1 →
X2 a transformação que define a equivalência entre os espaços. Se A1 ∈ X1 e A2 =
θ(A1) ∈ X2, então D(A1) = D(A2).

Demonstração. A prova deste teorema pode ser encontrada em Fractals Everywhere [2].

4.7.1 Determinação da Dimensão Fractal

Procurando abranger uma coleção maior de conjuntos, segue uma variação para a
definição de dimensão fractal. É utilizado o conceito de lim sup, que pode ser definido
como:

lim sup
ε→0

f(ε) = lim
ε→0
{sup {f(ε̃) : ε̃ ∈ (0, ε)}} .

Definição 4.30. Sejam A ⊂ H (X) com (X, d) um espaço métrico, e N (ε) o menor
número de bolas de raio ε necessárias para cobrir A, então,

D(A) = lim sup
ε→0

ln N (ε)

ln
1

ε

.

Teorema 4.31. Sejam m um inteiro positivo, e o espaço métrico Rm com a métrica
euclidiana. Então, a dimensão fractal D(A) exite para todo A ∈H (Rm). Se B ∈H (Rm)
de forma que A ⊂ B, então D(A) ≤ D(B). E ainda, 0 ≤ D(A) ≤ m.

Demonstração. A prova será feita para m = 2. Sem perda de generalidade, suponha
que A ⊂ Q, o quadrado de lado unitário. Assim, N (A, ε) ≤ N (Q, ε), para qualquer ε > 0.
Então, para todo 0 < ε < 1, tem-se que

0 ≤ ln N (A, ε)

ln 1
ε

≤ ln N (Q, ε)
ln 1

ε

.

Utilizando o lim sup, tem-se

lim sup
ε→0

{
ln N (A, ε)

ln 1
ε

}
≤ lim sup

ε→0

{
ln N (Q, ε)

ln 1
ε

}
.

O lim sup da direita existe e possui valor 2, ou seja, 0 ≤ D(A) ≤ 2. Se A,B ∈H (R2) com
A ⊂ B, então ambas as dimensões fractais são definidas. Utilizando um processo análogo,
mas substituindo Q por B, conclui-se que D(A) ≤ D(B), finalizando a demonstração.
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Proposição 4.32. Sejam o espaço métrico Rm com a métrica euclidiana, e A,B ∈
H (Rm). Se D(B) ≤ D(A), e a dimensão fractal de A é dada por

D(A) = lim
ε→0

ln N (A, ε)

ln
1

ε

,

então D(A ∪B) = D(A).

Demonstração. Assuma, para simplificar as contas, que D(B) < D(A). Pelo Teorema
4.31, segue que D(A ∪ B) ≥ D(A). Restando provar que D(A ∪ B) ≤ D(A). Comece
observando que

N (A ∪B, ε) ≤ N (A, ε) +N (B, ε).

Então,

D(A ∪B) = lim sup
ε→0

 ln N (A ∪B, ε)

ln
1

ε


≤ lim sup

ε→0

 ln N (A, ε) +N (B, ε)

ln
1

ε


≤ lim sup

ε→0

 ln N (A, ε)

ln
1

ε

+ lim sup
ε→0

 ln 1 + N (B,ε)
N (A,ε)

ln
1

ε

 .

A prova fica completa mostrando que N (B,ε)
N (A,ε)

é menor que 1 quando ε é suficientemente
pequeno, assim, o segundo limite da última linha é zero, ou seja, o limite do lado direito
converge para D(A).

Teorema 4.33. Seja {Rm;w1, . . . , wk} um IFS com atrator A. Suponha que wn sejam
semelhanças com fatores de contração sn, para n = 1, 2, . . . , k. Se o IFS for totalmente
desconexo ou apenas se tocam, então o atrator tem dimensão fractal D(A) dada por

k∑
n=1

|sn|D(A) = 1, D(A) ∈ [0,m].

Se o IFS é dito com sobreposição, então D̄ ≥ D(A) com D̄ sendo a solução de

k∑
n=1

|sn|D̄ = 1, D̄ ∈ [0,∞).

Demonstração. A prova completa pode ser encontrada em Bedford 1986, Hardin 1985,
Hutchinson 1981 e Reuter 1987.
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4.7.2 Dimensão de Hausdorff-Besicovitch

A Dimensão de Hausdorff-Besicovitch de um subconjunto limitado de Rm é outro
número real usado para caracterizar a complexa geometria desses subconjuntos. Uma de
suas importâncias se dá pelo fato dessa grandeza caracterizar o tamanho de conjuntos que
possuem a mesma dimensão fractal, além de ser uma boa aproximação para a mesma.

Considerando (Rm, d) como um espaço métrico, sendo d a métrica Euclidiana, e m um
inteiro positivo. Seja A ⊂ Rm limitado, então, para n = 1, 2, . . . ,

diam(A) = sup {d(x, y) : x, y ∈ A} .

Sejam 0 < ε < ∞, 0 ≤ p < ∞, e A o conjunto de sequências de subconjuntos {An ⊂ A}
de forma que A =

⋃∞
n=1An. Então,

M(A, p, ε) = inf

{
∞∑
n=1

(diam(A))p : {An} ∈ A, diam(An) < ε

}
.

Considerando (diam(An))0 = 0 quando An é vazio. M(A, p, ε) é um número que varia no
intervalo [0,∞]. Defina também,

M(A, p) = sup {M(A, p, ε) : ε > 0} .

Definição 4.34. Dadas as condições descritas acima, M(A, p), para cada p ∈ [0,∞), é
a medida de Hausdorff p-dimensional de A.

Teorema 4.35. Sejam (Rm, d), eM(A, p) visto como uma função de p, então existe um
único valor real DH ∈ [0,m] de forma que

M(A, p) =

{
∞, p < DH

0, p > DH

, p ∈ [0,∞).

Ou seja, M(A, p) assume apenas três valores, 0, ∞ ou a constante DH , a Dimensão de
Hausdorff-Besicovitch do subconjunto A, que também pode ser denotada por DH(A).

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em Federer 1969,
seção 2.10.3.

O seguinte resultado mostra que a dimensão fractal, assim como a de Hausdorff, são
possivelmente fracionárias, assumindo no máximo o valorm, ou seja, a dimensão do espaço
que se encontram. E mais, ambas as dimensões podem não possuir o mesmo valor, vindo
do fato deDH ser uma aproximação paraD, assim como outras que se é conhecido, como a
box-counting, apresentada acima. Porém, DH apresenta uma das melhores aproximações
para D, podendo assumir até mesmo valores iguais em casos mais específicos, como pode
ser observado no Teorema de Moran apresentado na sequência. Assim, visto que um dos
objetivos é estudar um algoritmo para a dimensão de Hausdorff, os teoremas seguintes se
fazem relevantes, por mostrar que DH é uma boa aproximação e por serem usados direta
ou indiretamente no Capítulo 7.

Teorema 4.36. Sejam D(A) e DH(A) as dimensões definidas anteriormente como fractal
e de Hausdorff-Besicovitch, respectivamente. Então, no espaço euclidiano de dimenção
m, a seguinte desigualdade é valida:

0 ≤ DH(A) ≤ D(A) ≤ m.
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Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em Barnsley [2].

Teorema 4.37 (Teorema de Moran). Seja {Rm;w1, . . . , wk} um IFS com atrator A.
Suponha que wn sejam semelhanças com fatores de contração sn, para n = 1, 2, . . . , k.
Se o IFS for totalmente desconexo ou apenas se tocam, então o atrator tem dimensão
fractal D(A) e Dimensão de Hausdorff-Besicovitch DH(A) iguais. Na verdade, D(A) =
DH(A) = D, em que D é dado por:

k∑
n=1

|sn|D = 1, D ∈ [0,m].

E ainda, se D > 0, então a medida de Hausdorff D-dimensional M(A,DH(A)) é um
número real diferente de zero.

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em Hutchinson
1981.

Para visualizar melhor a dimensão de Hausdorff, segue o exemplo. Considere o Triân-
gulo de Sierpinski como sendo o atrator A. Primeiro, é necessário estimarM(A, p, ε), com

0 ≤ p < ∞, ε =
√

2

(
1

2

)n
, e n = 1, 2, . . . O triângulo pode ser coberto por 3n bolas de

diâmetro
√

2

(
1

2

)n
. Assumindo, sem perda de generalidade, que estes valores são obtidos

a partir do ínfimo pedido na definição deM. Obtendo assim o valorM = 3n
√

2p
(

1

2

)np
.

Agora, passando o limite para este valor obtido, para se conquistar o supremo dos
valores deM, têm-se: 

∞, se p < ln (3)

ln (2)(
1

2

) ln (3)

ln (2)
, se p =

ln (3)

ln (2)

0, se p >
ln (3)

ln (2)

.

Ou seja, isso fornece que a dimensão de Hausdorff do Triângulo de Sierpinski é

DH(A) =
ln (3)

ln (2)
. O mesmo valor pode ser obtido através do Teorema de Moran, pois

este IFS em questão se enquadra nas condições necessárias para sua aplicação.



Capítulo

5
Sistemas Dinâmicos

5.1 Introdução
Dinâmica é, basicamente, o estudo do processo através do tempo e o sistema de equa-

ções que o corresponde é chamado de Sistema Dinâmico. Geralmente, um sistema com n
equações diferenciais de primeira ordem em um espaço Rm é chamado de sistema dinâ-
mico de dimensão n, o qual determina o comportamento do processo evolutivo através do
tempo de determinado objeto ou evento. O sistema pode possuir as propriedades de ser
determinístico ou não, possuir dimensão finita ou infinita e possuir diferenciabilidade. De
maneira informal, pode-se definir um processo como determinista se todo o seu percurso
futuro (ou passado) são unicamente determinados por seu estado no presente. Caso con-
trário, é chamado de não-determinista. Na mecânica clássica, o sistema de movimento,
em que o futuro e o passado são unicamente determinados por sua posição e velocidades
iniciais, é um exemplo de Sistema Dinâmico Determinista.

Um processo de evolução pode descrever tanto um processo contínuo, quanto um
discreto em relação ao tempo (ou ao parâmetro trabalhado). O contínuo é representado
por equações diferenciais, enquanto o discreto é representado por equações de diferenças.
A primeira seção deste capítulo foi baseada no livro An Introduction to Dynamical Systems
and Chaos de Layek [13], Introduction to Dynamical Systems, de Michael Brin e Garrett
Stuck [5]; a segunda seção foi baseada no livro Sistemas Dinâmicos: uma primeira visão,
de Baraviera e Flávia Branco [1]; as demais seguem Barnsley [2].

Nesta área da matemática, é importante que uma função se “comporte bem” e, neste
contexto, é equivalente à suavidade da função. Este conceito vem da definição de deri-
vação. Para caracterizá-lo formalmente, alguns conceitos prévios são necessários, porém,
por não ser o foco da dissertação, será definido apenas o necessário, a fim de ser possí-
vel entender o contexto que está sendo trabalhado, visto que esta seção é apenas uma
introdução a sistemas dinâmicos de forma mais geral para então, nas próximas, focar em
sistemas discretos e sua relação com fractais. Assim, uma função suave pode ser com-
preendida como uma função infinitamente derivável, que se pode derivar infinitas vezes.
Faz-se também necessário a utilização de vetores, não aqueles da Álgebra Linear, mas
sim os da Física (ou de Geometria Analítica), então, é basicamente um objeto com com-
primento, direção e sentido, geralmente representado por um segmento de reta orientado
(uma seta). Também, é utilizado os conceitos de derivada e integral do cálculo clássico.

Finalmente, sistema dinâmico contínuo pode ser descrito da seguinte forma.

61
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Definição 5.1. Seja x = x(t) ∈ Rn, com t ∈ I ⊂ R, um vetor representando as dinâmicas
de um sistema. Um sistema dinâmico possui a representação:

dx
dt

= ẋ = f(x, t) , (5.1)

em que f(x, t) é uma função suave definida em algum subconjunto U ⊂ Rn×R, que pode
ser escrito como Rn × R = Rn+1.

A variável t é geralmente interpretada como o tempo e a função f(x, t) é geralmente
não linear. O intervalo do tempo pode ser finito, semi-finito ou infinito. Por outro lado,
o sistema discreto é relacionado com uma aplicação discreta g em que, dado um ponto
x0, se obtém um ponto x1 = g(x0), que dará origem a um ponto x2 = g(x1) e assim
em diante, um processo iterativo, como ja definido anteriormente. Em outras palavras,
xn+1 = g(xn) = g(g(xn−1)). Sistemas discretos serão aprofundados mais adiante.

Se a equação 5.1 for independente do tempo, da variável t, então o sistema é chamado
de Autônomo, as soluções do sistema não mudam em função do tempo. Caso contrário,
o sistema é chamado de Não Autônomo. Um sistema n-dimensional não autônomo pode
ser convertido em uma forma autônoma introduzindo uma variável xn+1 tal que xn+1 = t.
Geralmente, a solução da equação 5.1 é de difícil ou impossível obtenção. A seguir é dado
alguns exemplos de sistemas dinâmicos.

(i) Autônomo: ẍ+αẋ+βx = 0, com α, β > 0. A equação é um oscilador linear harmô-
nico amortecido, os parâmetros α, β são, respectivamente, a força do amortecimento
e a força restauradora linear.

(ii) Não Autônomo: ẍ + αẋ + βx = f cosωt, com α, β > 0. A equação é um oscilador
linear com força externa dependente do tempo. f e ω são a amplitude e a frequência
da força motriz, respectivamente.

Agora, será apresentado um exemplo de um sistema dinâmico bastante conhecido, o
modelo populacional Presa-Predador ou modelo de Lotka-Volterra. Foi formulado pri-
meiramente por Alfred J. Lotka (1880 – 1949) no ano de 1910 e posteriormente por Vito
Volterra (1860 – 1949) no ano de 1926. Deseja-se, por exemplo, estudar a dinâmica popu-
lacional entre a população de raposas e de coelhos, que vivem juntos em um determinado
ambiente. A raposa se alimenta dos coelhos, assim, a quantidade deste no ambiente afeta
diretamente a quantidade de raposas, pois depende deles para sua alimentação. Se a
quantidade de coelhos é alta, a população de raposas aumenta e, nesse caso, a de coe-
lhos cairá. Quando a quantidade de coelhos cai, a população de raposas também cai.
Logo, as raposas ficarão sem comida, diminuindo sua população que, por consequência,
ira aumentar a de coelhos e assim em diante. Pode-se, assim, modelar matematicamente
o sistema {

ẋ = αx− βxy
ẏ = −γy + δxy

,

x denota a densidade de população da presa e y a densidade de população dos predadores.
O parâmetro α representa a taxa de crescimento da presa (sozinha), que crescerá sem o
predador, γ representa a taxa de morte dos predadores sem interação com a presa, pois
morrerão de fome, enquanto os parâmetros β e δ são os parâmetros de relação entre os
dois, a morte da presa pelo predador e a procriação do predador que agora não morrerá
de fome, respectivamente.
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5.1.1 Principais Características

Nessa seção, é dissertado acerca de algumas definições importantes para sistemas di-
nâmicos, com foco nos sistemas contínuos, os discretos serão trabalhados na próxima. A
abordagem qualitativa é a combinação de análise com geometria, é uma ferramenta po-
derosa para analisar o comportamento do sistema, que se dá ao desenhar sua trajetória,
que nada mais é do que a solução do sistema, também conhecida por curva integral. Essa
análise provém inúmeras características importantes, não se restringido apenas a solu-
ção, mas também a sua evolução (ou seu passado) em momentos específicos pelo tempo,
algumas dessas propriedades serão trabalhadas a seguir.

O processo de evolução do tempo de determinado ponto do sistema é chamado de
trajetória, assim, pode-se analisar solução de um sistema dinâmico ao considerar a união
de todas essas trajetórias. A solução x(t) de um sistema ẋ = f(x) que satisfaz x(t0) = x0

fornece seu passado e sua evolução, para t < t0 e t > t0, respectivamente.

Definição 5.2. Fluxo pode ser definido por φt(x) : U → Rn, em que φt(x) = φ(t, x) é
uma função suave de x ∈ U ⊂ Rn e t ∈ I ⊂ R que satisfaz a equação

d
dt
φt(x) = f(φt(x)),

para todo t, de forma que a solução através de x exista e φ(0, x) = x.

Fluxos satisfazem as seguintes propriedades:

(a) φ0 = Id;

(b) φt+s = φt ◦ φs.

Desta forma, seja o sistema ẋ = f(x), com x = (x1, x2, . . . , xn), f = (f1, f2, . . . , fn),
de condição inicial x(0) = x0. A solução deste, para um ponto específico, pode ser
considerada uma curva contínua no espaço Rn e parametrizada por t ∈ I ⊂ R, essa curva
é chamada de Órbita, representada matematicamente pelo conjunto {φt(x0) | t ∈ I}. O
conjunto de todas as órbitas do sistema é chamado de Retrato de Fase. Pode-se ainda
pensar em um Campo de Vetores que tangencia a órbita, suas orientações (direção e
sentido) segue a evolução do ponto.

Definição 5.3. Define-se x como um ponto periódico de período p se este é o menor
inteiro tal que φp(x) = x. Quando p = 1, ou seja, φ(x) = x, então x é um ponto fixo de
f . Quando x é periódico, sua órbita é um conjunto finito, conhecido como órbita periódica.

Definição 5.4. O conjunto ω-limite de x, denotado por ω(x), é o conjunto dos pontos de
acumulação de uma órbita, ou seja, os pontos pelos quais a órbita passará uma infinidade
de vezes.
De forma mais técnica, z ∈ ω(x) se existe uma sequência infinita e crescente de números
naturais n1, n2, . . . tal que d(φni(x), z) → 0. É possível também falar no ω-limite de um
conjunto:

ω(X) := {ω(x) : x ∈ X}.

Definição 5.5. O conjunto α-limite de x, denotado por α(x), é o conjunto dos pontos de
acumulação de uma órbita quando se “caminha para trás”, ou seja, t < 0. De forma mais
técnica, y ∈ X está em α(x) se existe uma sequência infinita e decrescente de números
naturais n1, n2, . . . tal que d(φ−ni(x), z)→ 0. Analogamente, pode-se falar no α-limite de
um conjunto:

α(X) := {α(x) : x ∈ X}.
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Definição 5.6. Um conjunto A ∈ X é o atrator de um ponto x se φ(A) = A, e a órbita
de x se aproxima de A. Em outras palavras, A é um elemento fixo de X. Note que quando
a órbita futura de um elemento x ∈ X entra no conjunto A ela não pode mais sair. O
conjunto de pontos cujas órbitas se aproximam de A é chamado de bacia de atração de
A. De forma análoga, um conjunto R ∈ X é chamado de repulsor para um ponto x se
φ−1(R) = R e a órbita passada de x se aproxima de R.

Assim, segue um exemplo para visualizar como esses conceitos e definições ocorrem
em sistemas dinâmicos contínuos.

Deseja-se analisar, qualitativamente, o sistema ẋ(t) = sen x com condição inicial
x(0) = x0. O sistema é de uma dimensão, não linear, autônomo e sua forma fechada
(solução analítica) existe. Resolvendo a equação diferencial separável, obtém-se

dx
dt

= sen x⇒ dt =
dx

sen x
= cosec(x)dx.

Agora, integrando-a:

t =

∫
cosec(x)dx

= − ln |cosec(x) + cotg(x)|+ c,

com c sendo a constante de integração.
Apesar de o sistema ser consideravelmente simples, analisá-lo a partir de sua solução

de forma fechada, para qualquer condição inicial é difícil, pois não é possível isolar a
variável x de forma fácil e intuitiva, a fim de se obter o operador do fluxo e desenhar suas
órbitas. Realizando operações algébricas, pode-se reescrever t da seguinte forma

t = ln
∣∣∣tg x

2

∣∣∣+ c⇒ x(t) = 2 arctan(Aet),

em que A é a contante de integração. Calculando A para o valor inicial x(0) = x0 tem-se:

A = tg
x0

2
.

Sabe-se que o fluxo é dado por φt quando se varia a condição inicial x0, assim, φt(x) é
dado por

φt(x) = 2 arctan
(
tg
(x

2

)
et
)
.

Como foi dito acima, sem um software ou algo do tipo, plotar esse fluxo não é simples.
Agora, será analisado este mesmo sistema pela abordagem qualitativa. De maneira

simplificada, estuda-se o gráfico de ẋ = sen x no plano de eixos ẋ por x. Isso dá o
fluxo no eixo x, o que era complicado de se obter na forma fechada se torna algo mais
fácil. Construindo uma analogia com a interpretação física, em que x é a posição e ẋ é a
velocidade, então o gráfico representa a velocidade instantânea a cada posição do sistema.
A equação diferencial representa um campo de vetores na reta, ele fornece a velocidade
instantânea em cada posição x. Assim, os vetores terão sua direção na reta x e o sentido
será para a direita quando ẋ > 0 e para a esquerda quando ẋ < 0.

Nos pontos críticos (ou de equilíbrio) ẋ = 0, tem-se velocidade nula, então o sistema
não está se movendo. Eles ocorrem quando sen x = 0⇒ x = nπ, para n ∈ Z. Então este
sistema possui infinitos pontos de equilíbrio em R e a intenção é estudá-los. Observando
o gráfico (Figura 5.1), há dois tipos de pontos, o que o fluxo vai em direção a ele, que se
denominam atratores e representam os pontos de equilíbrio estáveis e os que o fluxo vai
em direção contrária, os repulsores, que representam os pontos de equilíbrio instáveis.
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Figura 5.1: Gráfico de ẋ = sen x

Fonte: An Introduction to Dynamical Systems and Chaos [13]

Analisando a condição inicial x(0) = x0, se 0 < x0 < π ou π < x0 < 2π, então,
pelo fluxo, o sistema ganha velocidade até determinado ponto e a partir dele, começa a
perder, até chegar em π, o qual tem velocidade zero, ou seja, ficará “parado” nesse ponto,
em outras palavras, x tende a π a medida que t tende a infinito, pois π é um ponto
de atração. Ao mesmo tempo, ele se afasta de seus repulsores, não importando o quão
próximo esteja deles. Porém, se deseja-se analisar seu passado, de maneira análoga, x irá
para os pontos de repulsão, ou seja, x tende aos seus repulsores a medida que t tende a
−∞. O mesmo pode ser feito para cada valor inicial que se desejar, porém, pelo gráfico,
fica claro o que acontecerá de forma geral.

5.2 Sistemas Dinâmicos Discretos
Sistemas Dinâmicos discretos são fontes de fractais determinísticos, pois estão dire-

tamente ligados com a teoria de IFS apresentada no Capítulo 4. Será apresentado, nas
próximas seções, um Sistema Dinâmico de Mudança, que pode ser relacionado a um IFS.
Estudando as órbitas desses sistemas obtêm-se alguns resultados importantes acerca de
fractais.

Considere, nesta seção, que xn = f(xn−1) = fn(x0), sendo então xn os ponto do
processo iterativo definido nas seções anteriores.

Definição 5.7. Um Sistema Dinâmico é uma transformação f : X → X definida em um
espaço métrico (X, d). É denotado por {X; f}. A órbita de um ponto x é a sequência
{fn(x)}∞n=0 ou {xn}∞n=0, considerando x0 = x.

Então, há o interesse em saber o que acontece quando se segue determinada órbita, se
existe algum tipo de atrator que ocorre frequentemente.

Definição 5.8. Seja {X; f} um sistema dinâmico. Um ponto periódico de f é um ponto
x ∈ X de forma que fp(x) = x, para algum p ∈ {1, 2, . . .}, p é chamado de período de x.
A órbita de um ponto periódico é chamada de Ciclo de f . O período mínimo de ciclos é
o número de pontos distintos pertencentes a ele. O período de um ciclo de f é o período
de um ponto no ciclo.

Definição 5.9. Sejam {X; f} um sistema dinâmico, e xf ∈ X um ponto fixo de f , xf é
chamado de ponto fixo atrator de f se existe ε > 0 de forma que f leva a bola B(xf , ε)
até ela mesma, e ainda, f é uma contração em B(xf , ε). O ponto xf é chamado de ponto
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fixo repulsivo de f se existem ε > 0 e C > 1 de forma que

d (f(xf ), f(y)) ≥ Cd(xf , y), para todo y ∈ B(xf , ε).

Um ponto periódico de f de período p é atrator se também for um ponto periódico de fp.
Um ciclo de período p é um ciclo atrator de f se o ciclo contém um ponto atrator periódico
com período p. O mesmo, de forma análoga, para um ponto periódico repulsivo.

Considere o sistema dinâmico logístico, dado por {[0, 1]; f(x) = λx(1− x)}. É consi-
derado um sistema importante, pois apesar de sua simplicidade, consiste apenas de uma
função quadrática, é possível analisar um comportamento caótico, que será dissertado
mais a frente. De maneira informal, um sistema caótico é algo que não se é possível
prever, suas trajetórias (soluções) não seguem um certo padrão devido à sua sensibilidade
aos parâmetros, dado no caso por λ. No sistema em questão, a partir de certo ponto, as
trajetórias se dividem em dois, não sendo possível saber qual das duas o sistema seguirá.
Quanto mais se aumenta o valor de λ, mais bifurcações surgem, chegando a algo inviável
de se analisar, como sugere a Figura 5.2. Porém, qualitativamente, ainda é possível ana-
lisar esses sistemas, mesmo para altos valores de λ, apesar de possuírem demonstrações
mais sofisticadas.

Figura 5.2: Modelo Logístico

Fonte: Jordan Pierce, CC0, via Wikimedia Commons

Apenas para exemplificar um ponto fixo atrator, considere o Sistema Logístico para

λ = 2. Observe que, xf =
1

2
é o único ponto fixo desse sistema. Como Im(F ) =

[
0,

1

2

]
,

e f é uma contração, então xf =
1

2
é um ponto fixo atrator.

Definição 5.10. Seja {X; f} um sistema dinâmico. Um ponto x ∈ X é eventualmente
periódico de f se fm(x) é periódico, para algum inteiro m. Ou seja, x pode ou não ser
periódico, porém, o ponto fm(x) é periódico (a partir de determinada iteração), então se
diz que x é eventualmente periódico.

Se uma órbita {fn(x)}∞n=0 é eventualmente periódica para algum inteiro m, então ela
recebe o nome de ciclo limite, pois a partir de m, esta orbita se torna um ciclo, porém,
não se pode desconsiderar os pontos anteriores. Assim, surge a notação para dizer que ela
converge para algo periódico. As definições acima podem ser generalizadas para o passado,
assim como foi realizado na seção anterior, quando existe a inversa da f , inclusive para o
ciclo limite de um conjunto.
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Existe uma construção simples, conhecida como diagrama de teia, para a representação
da órbita de um sistema dinâmico da forma {R; f(x)} utilizando o gráfico da função f .
Inicialmente plota-se o gráfico y = f(x) e a reta y = x. Partindo do ponto (x0, x0), o
conecte (com um segmento de reta) com o ponto (x0, x1) e este com o ponto (x1, x1).
Em seguida, aplica-se o mesmo com o ponto (x1, x1) até (x1, x2), finalizando em (x2, x2).
Assim, repete-se o processo analogamente. A órbita pode ser visualizada na reta y = x,
com os pontos (x0, x0), (x1, x1), . . . , (xn, xn), . . . Observa-se um exemplo na Figura 5.3.

Figura 5.3: Órbita de um ponto no plano

Fonte: Fractals Everywhere [2]

5.3 Dinâmica nos Fractais
Lema 5.11. Seja {X;wn, n = 1, . . . , k} um IFS com atrator A. Se ele for totalmente
desconexo, então, para cada n ∈ {1, . . . , k}, a transformação wn : A→ A é injetora.

Demonstração. A prova é efetuada através da utilização do espaço de código. Suponha
pontos distintos a1, a2 ∈ A de forma que wn(a1) = wn(a2) = a ∈ A. Se a1 é representado
pelo código ω, e a2 por θ, então a possui duas representações distintas, nω e nθ, o que é
impossível, pois o IFS é totalmente desconexo.

Definição 5.12. Seja {X;wn, n = 1, . . . , k} um IFS totalmente desconexo com atrator A.
A transformação de mudança S : A→ A é definida por

S(a) = w−1
n (s), para a ∈ wn(A),

em que wn é visto como uma transformação em A. O sistema dinâmico {A;S} é chamado
de Sistema Dinâmico de Mudança associado ao IFS.

5.4 Equivalência de Sistemas
Definição 5.13. Dois espaços métricos (X1, d1) e (X2, d2) são topologicamente equivalen-
tes se existe um homeomorfismo f : X1 → X2. Dois subconjuntos S1 ∈ X1 e S2 ∈ X2 são
topologicamente equivalentes, ou homeomorfos, se os espaços métricos (S1, d1) e (S2, d2)
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são topologicamente equivalentes. S1 e S2 são metricamente equivalentes se (S1, d1) e
(S2, d2) são espaços métricos equivalentes, conforme definido no Capítulo 2.

Definição 5.14. Dois sistemas dinâmicos {X1; f1} e {X2; f2} são equivalentes, ou topo-
logicamente conjugados, se existe um homeomorfismo θ : X1 → X2 de forma que

f1(x1) =
(
θ−1 ◦ f2 ◦ θ

)
(x1), para todo x1 ∈ X1,

f2(x2) =
(
θ ◦ f1 ◦ θ−1

)
(x2), para todo x2 ∈ X2.

Dada a definição de Sistema de mudança, o seguinte teorema se torna útil e muitas
vezes mais relevante que a própria definição, por mostrar como se utiliza essa a transfor-
mação de mudança e o porquê desse nome.

Teorema 5.15. Sejam {X;w1, . . . , wN} um IFS totalmente desconexo, e {A;S} o sistema
dinâmico de mudança associado a ele. Sejam também Σ o espaço de código associado ao
IFS de N símbolos, e T : Σ→ Σ definido por

T (σ1σ2σ3 · · · ) = σ2σ3σ4 · · · , para todo σ = σ1σ2σ3 · · · ∈ Σ.

Então, os dois sistemas dinâmicos {A;S} e {Σ, T} são equivalentes. O homeomorfismo
que garante isso é definido por θ : Σ→ A. E ainda, {a1, . . . , ap} é um ciclo repulsivo de
período p em S se, e somente se, {θ−1(a1), . . . , θ−1(ap)} é um ciclo repulsivo de período p
em T .

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em Barnsley [2].

Apesar de ter sido traduzido como Sistema de Mudança, ele é comumente chamado
de Sistema Shift (sem tradução), assim como a transformação shift (de mudança) asso-
ciada a ele. Dois sistemas serem equivalentes significa dizer que ambos possuem certas
propriedades em comum. Por exemplo, possuírem o mesmo número de ciclos periódicos.
O interessante é que isso ocorre mesmo sendo sistemas diferentes no ponto de vista da
geometria por trás deles. Uma particularidade importante que compartilham é que se um
for caótico, ambos serão, conceito que será finalmente explicado na próxima seção.

5.5 Dinâmica Caótica em Fractais
Definição 5.16. Seja (X, d) um espeço métrico. Um subconjunto B é dito denso em X
se seu fecho B é igual a X. A sequência {xn}∞n=0 de pontos em X é dita densa em X
se, para cada a ∈ X, existe uma subsequência {xσn}

∞
n=0 que converge para a. Assim, uma

órbita {xn}∞n=0 é densa em X se a sequência que a define for densa em X.

A propriedade de um conjunto (ou sequência) ser denso em um espaço é invariante
sobre equivalência de sistemas. Ou seja, se θ define um homeomorfismo entre {X; f} e
{Y ; g} e se B é denso em X, então θ(B) também é denso em Y . O mesmo para uma
órbita (sequência) desses sistemas.

Definição 5.17. Um sistema dinâmico {X; f} é transitivo se, sempre que U e V são
subespaços abertos de um espaço métrico (X, d), existe um inteiro finito n de forma que

U ∩ f n(V ) 6= ∅.
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Como exemplo, considere o sistema dinâmico {[0, 1]; f(x) = min {2x, 2− 2x}}. Dados
quaisquer dois intervalos abertos pertencentes a [0, 1], quando iterar um deles por f , o
intervalo aumentará, interceptando o outro a partir de determinada iteração.

Definição 5.18. Um sistema dinâmico {X; f} é sensível às condições iniciais se existe
δ > 0 de forma que, para qualquer x ∈ X, e qualquer bola aberta B(x, ε), com ε > 0,
existe y ∈ B(x, ε) e um inteiro n ≥ 0 tal que d(fn(x), fn(y)) > δ.

Em outras palavras, pode-se dizer que órbitas que começam próximas, se distanciam
pela ação do sistema. Como, por exemplo, o sistema {[0, 1]; 2x mod 1}. Para cada
x ∈ [0, 1] escolhido como condição inicial, obtém-se um gráfico bem diferente do anterior,
como ilustra a Figura 5.4 para alguns pontos que estão próximos uns dos outros.

Figura 5.4: Sistema {[0, 1]; 2x mod 1}

Fonte: Wolfram|Alpha

Definição 5.19. Um sistema dinâmico {X; f} é dito caótico se:

(i) É transitivo;

(ii) É sensível às condições inicias;

(iii) O conjunto das órbitas periódicas de f é densa em X.

Teorema 5.20. O sistema dinâmico de mudança associado a um IFS totalmente desco-
nexo de duas ou mais transformações é caótico.

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em Barnsley [2].

Lema 5.21. Seja {A;S} um sistema dinâmico de mudança associado ao IFS totalmente
desconexo {X;w1, . . . , wk}. Seja também N (p) o número de ciclos distintos de período p.
Então,

N (p) =

kp −
p−1∑
n=1

n divide p

nN (n)

p
.

Demonstração. Para a demonstração, é suficiente restringir ao espaço de código {Σ;T}
com k = 2 símbolos.

Para p = 1, os ciclos de período 1 são exatamente os pontos fixos de T , ou seja,
T (σ) = σ. Isto implica em σ = 1111 ou σ = 2222. Então, N (1) = 2.
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Para p = 2, os ciclos são os pontos fixos de T 2, logo, T 2(σ) = σ. Assim, σ será 11, 12,
21 ou 22. Destes, os ciclos que não possuem período 2, devem obrigatoriamente possuir
período 1. Concluindo que existem 2 pontos distintos para p = 2, então

N (2) =
(22 −N (1))

2
=

2

2
= 1.

Uma indução em p completa a prova para k = 2.



Capítulo

6
Teoria da Medida

Neste capitulo, será dissertado um pouco sobre Teoria da Medida sem muito apro-
fundamento, apenas o essencial para enunciar o Teorema de Elton, um resultado que
possibilita o Random Iteration Algorithm, um procedimento para geração gráfica dos
atratores de IFS, os quais são usados neste trabalho. Assim, os estudos seguem o livro
Real Analysis, do Folland [10], até a seção de integração, após esta, é seguido novamente
Barnsley [2]. O símbolo R representa o conjunto R = R ∪ {∞}.

6.1 Conceitos Iniciais

6.1.1 Álgebra

Nesta seção, será tratado sobre Álgebra e σ-Álgebra, famílias de conjuntos que serão
o domínio de medidas. Uma operação ser fechada para determinado conjunto significa
dizer que, ao realizá-la em um elemento deste conjunto, ele continuará neste.

Definição 6.1. Seja X um conjunto não vazio. Uma álgebra de conjuntos em X é uma
família não vazia A de conjuntos fechados para uniões finitas e para complementos, em
linguagem matemática, se E1, . . . , En ∈ A, então

⋃k
n=1En ∈ A e, se E ∈ A, então

Ec ∈ A.
Uma σ-álgebra é uma álgebra fechada para união enumerável.

É possível definir álgebras e σ-álgebras a partir de interseções finitas e enumeráveis,
respectivamente, visto que

⋂k
n=1En = (

⋃k
n=1 E

c
n)c para álgebras, ou que

⋂∞
n=1En =

(
⋃∞
n=1E

c
n)c para σ-álgebras, considerando de n até ∞ uma sequência enumerável. Ainda,

é fácil verificar que ∅ e X pertencem à álgebra, e uma álgebra é uma σ-álgebra conside-
rando ser fechada para união enumerável e disjunta.

Sabe-se também que a interseção de uma família de σ-álgebras é uma σ-álgebra, que
se E é um subconjunto qualquer de P(X) (conjunto das partes de X), então existe uma
única, e também é a menor, σ-álgebra M(E) que contém E , é a interseção de todas as
σ-álgebras que contém E . M(E) é chamado de σ-álgebra gerada por E .

Lema 6.2. Se E ⊂M(F), entãoM(E) ⊂M(F).

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em Folland [10].

71



6. Teoria da Medida 72

Definição 6.3. Se X é um espaço métrico, a σ-álgebra gerada pela família de conjuntos
abertos em X (ou, equivalentemente, de conjuntos fechados) é chamado de σ-álgebra
de Borel em X, denotado por BX , seus elementos são chamados de conjuntos de Borel.
Assim, BX inclui conjuntos abertos e fechados, uniões enumeráveis de abertos, interseções
enumeráveis de fechados e assim em diante.

6.1.2 Medida

Seja o conjunto X munido da σ-álgebraM. Uma medida emM (ou (X,M), ou ainda
apenas X seM tiver subentendido) é uma função µ :M→ [0,∞] tal que

1. µ(∅) = 0;

2. Se {En}∞n=1 é uma sequência disjunta de conjuntos em M, então µ(
⋃∞
n=1)En =∑∞

n=1 µ(En).

Esta propriedade recebe o nome de aditividade enumerável e implica na aditividade
finita:

3. Se E1, . . . , Ek são conjuntos disjuntos deM, então µ(
⋃k
n=1)En =

∑k
n=1 µ(En).

Basta tomar En = ∅, para n > k. Se µ satisfazer (1) e (3), mas não necessariamente
(2), µ recebe o nome de medida finitamente aditiva.

Se X é um conjunto eM⊂ P(X) é uma σ-álgebra, (X,M) é um espaço mensurável
e os conjuntos de M são chamados de conjunto mensuráveis. Se µ é uma medida em
(X,M), então (X,M, µ) é um espaço de medida.

Seja (X,M, µ) um espaço de medida. Assim:

• Se µ(X) <∞, µ é finita.

• Se X =
⋃∞
n=1En, com En ⊂ M, e µ(En) < ∞, para todo n, µ é σ-finita, equiva-

lentemente, um conjunto E =
⋃∞
n=1En, com µ(En) <∞, recebe o nome de σ-finito

em relação a µ.

• Se, para todo E ∈M com µ(E) =∞, existe F ∈M com F ⊂ E e 0 < µ(F ) <∞,
µ é dita ser semifinita.

A seguir, algumas propriedades de medidas.

Proposição 6.4. Seja (X,M, µ) um espaço de medida.

(a) (Monotonicidade) Se E,F ∈M e E ⊂ F , então µ(E) ≤ µ(F );

(b) (Subaditividade) Se {En}∞n=1 ⊂M, então µ(
⋃∞
n=1En) ≤

∑∞
n=1 µ(En);

(c) (Continuidade por baixo) Se {En}∞n=1 ⊂ M e E1 ⊂ E2 ⊂ · · · , então µ(
⋃∞
n=1 En) =

lim
n→∞

µ(En);

(d) (Continuidade por cima) Se {En}∞n=1 ⊂ M, E1 ⊃ E2 ⊃ · · · , e µ(E1) < ∞, então
µ(
⋂∞
n=1 En) = lim

n→∞
µ(En).

Demonstração.

(a) Se E ⊂ F , então µ(F ) = µ(E) + µ(F \ E) ≥ µ(E).
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(b) Seja F1 = E1 e Fm = Em \
(⋃m−1

n=1 En
)
, com m > 1. Então, os conjuntos Fm são

disjuntos e
⋃k
n=1 Fn =

⋃k
n=1En, para qualquer n. Então, por (a),

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
= µ

(
∞⋃
n=1

Fn

)
=
∞∑
n=1

µ(Fn) ≤
∞∑
n=1

µ(En).

(c) Seja E0 = ∅, então

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
=
∞∑
n=1

µ (En \ En−1) = lim
k→∞

k∑
n=1

µ (En \ En−1) = lim
k→∞

µ(En);

(d) Seja Fn = E1 \ En, então F1 ⊂ F2 ⊂ · · · , µ(E1) = µ(En) + µ(Fn) e
⋃∞
n=1 Fn =

E1 \ (
⋂∞
n=1 En). Assim, por (c),

µ(E1) = µ

(
∞⋂
n=1

En

)
+ lim

n→∞
µ(Fn) = µ

(
∞⋂
n=1

En

)
+ lim

n→∞
(µ(E1)− µ(En)) .

Como µ(E1) < ∞, pode-se subtraí-lo de ambos os lados para obter o resultado
desejado.

Se (X,M, µ) é um espaço de medida, um conjunto E ∈M com µ(E) = 0 é chamado
de conjunto nulo. Se uma afirmação sobre pontos de X é verdade exceto para algum x
pertencente a um conjunto nulo, então a afirmação é dita verdadeira em quase todo lugar
(a.e., almost everywhere), ou para quase todo x.

Se µ(E) = 0 e F ⊂ E, então µ(F ) = 0, porém, nem sempre F ∈ M. Uma medida
cujo domínio inclui todos os subconjuntos de conjuntos nulos recebe o nome de completa.
Dito isso, a completude de uma medida pode ser obtida ao aumentar-se seu domínio com
esses conjuntos que não pertencem a ele, como sugere o lema.

Lema 6.5. Seja (X,M, µ) um espaço de medida. Sejam também N = {N ∈M : µ(N) =
0},e M = {E ∪ F : E ∈M, F ⊂ N para algum N ∈ N}. Então M é uma σ-álgebra e
existe uma única extensão µ de µ para uma medida completa emM.

Demonstração. ComoM,N são fechados sobre uniões enumeráveis, entãoM também
será. Se (E ∪F ) ∈M, com E ∈M e F ⊂ N ∈ N , pode-se assumir que E ∩N = ∅, caso
contrário, basta considerar F = F \E e N = N \E. Então, E ∪F = (E ∪N)∩ (N c ∪F ),
logo (E ∪ F )c = (E ∪ N)c ∪ (N \ F ). Mas (E ∪ N)c ∈ M e (N \ F ) ⊂ N . Portanto,
(E ∪ F )c ∈M. Ou seja,M é uma σ-álgebra.

Se E ∪F ∈M, como descrito acima, defina µ(E ∪F ) = µ(E), o que faz sentido, pois
se E1∪F1 = E2∪F2, com Fn ⊂ Nn ∈ N , então E1 ⊂ (E2∪N2) e µ(E1) ≤ µ(E2)+µ(N2) =
µ(E2) e, em contrapartida, µ(E2) ≤ µ(E1). É facilmente verificável que µ é uma medida
completa emM, e que µ é a única medida emM que estende µ.

A medida µ é chamada de completamento de µ e M é o completamento de M a
respeito de µ.
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6.1.3 Medida Exterior

Nessa seção, serão vistas ferramentas utilizadas para construção de medidas. Como
a medida exterior, um exemplo desta é utilizada no cálculo da área abaixo da curva no
plano R2, o processo utilizado na soma de Riemann. Neste, desenham-se retângulos sobre
a curva, com a altura coincidindo com o ponto de imagem mais alta, assim, a área é
aproximada pela soma da área de todos os retângulos. Então, pode-se definir medida
exterior como:

• µ∗(∅) = 0;

• µ∗(A) ≤ µ∗(B) se A ⊂ B;

• µ∗
(⋃∞

j=1 Aj

)
≤
∑∞

j=1 µ
∗(Aj).

Uma maneira de se obter uma medida exterior é a partir de uma família E de conjuntos
elementares munido de uma noção de medida, aproximando por fora o que se deseja
medir, a partir de uma união enumerável de conjuntos de E . O teorema a seguir descreve
matematicamente esse processo.

Teorema 6.6. Sejam E ⊂ P(X), e ρ : E → [0,∞], de forma que ∅ ∈ E , X ∈ E, e
ρ(∅) = 0. Para qualquer A ⊂ X, tem-se

µ∗(A) = inf

{
∞∑
1

µ(Ej) : Ej ∈ E e A ⊂
∞⋃
j=1

Ej

}
.

Então µ∗ é uma medida exterior.

Demonstração. Para qualquer A ⊂ X, existe {Ej} ⊂ E tal que A ⊂
⋃∞
j=1Ej (basta

escolher Ej = X) para que a definição de µ∗ tenha sentido. Obviamente µ∗(∅) = 0 (basta
escolher Ej = ∅ e µ∗(A) ≤ µ∗(B), para A ⊂ B, pois o conjunto que o ínfimo é escolhido
na definição de µ∗(A) inclui o conjunto correspondente na definição de µ∗(B).

Para provar a subaditividade enumerável, suponha que {Aj} ⊂ P(X) e ε > 0. Para
cada j, existe

{
Ek
j

}∞
k=1
⊂ E tal que Aj ⊂

⋃∞
k=1 E

k
j , e

∑∞
k=1 ρ(Ek

j ) ≤ µ∗(Aj) + ε2−j. Mas,
se A =

⋃∞
j=1 Aj, então A ⊂

⋃∞
j,k=1 E

j
k, e

∑∞
j,k=1 ρ(Ek

j ) ≤
∑∞

j=1 µ
∗(Aj) + ε, enquanto

µ∗(A) =
∑∞

j=1(Aj) + ε. Como ε é dado de forma arbitrária, a prova está completa.

Definição 6.7. Seja a medida exterior µ∗ em X, um conjunto A ⊂ X é chamado µ∗-
mensurável se

µ∗(E) = µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac), para todo E ⊂ X.

Observe que µ∗(E) ≤ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac), para qualquer A e E, basta aplicar
a propriedade de subaditividade em E, visto que E = (E ∩ A) ∪ (E ∩ Ac). Assim, para
provar que um conjunto A é µ∗-mensurável, basta provar a inequação inversa. Porém,
esta é sempre verdade se µ∗(E) =∞, assim, pode-se resumir a definição de µ∗-mensurável
para:

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac), para todo E ⊂ X de forma que µ∗(E) <∞.

A definição diz que se E tem um bom comportamento, então um conjunto A ⊂ E é
µ∗-mensurável se µ∗(E)− µ∗(E ∩Ac) = µ∗(E ∩A) = µ∗(A), ou seja, se a medida exterior
de A é igual a sua medida interior, esta pode ser vista como a medida do complemento
de um conjunto, como aproximar a área de um conjunto por dentro.
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Teorema 6.8 (Teorema de Carathéodory). Se µ∗ é uma medida exterior em X, a coleção
M de conjuntos µ∗-mensuráveis é uma σ-álgebra, e a restrição de µ∗ aM, representada
por µ∗|M, é uma medida completa.

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em Folland [10].

O Teorema de Carathéodory pode ser aplicado para estender medidas de álgebras
para σ-álgebra. Se A ⊂ P(X) é uma álgebra, uma função µ0 : A → [0,∞] é chamada de
pré-medida se

• µ0(∅) = 0;

• Se {Aj}∞j=1 é uma sequência de conjuntos disjuntos em A de forma que
⋃∞
j=1 Aj ∈ A,

então µ0

(⋃∞
j=1Aj

)
=
∑∞

j=1 µ0(Aj). Em particular, esta propriedade também pode
ser interpretada como aditividade finita.

As noções de pré-medidas finitas e σ-finitas são definidas iguais as de medida. Se µ0 é
uma pré-medida em A ⊂ P(X), então µ0 induz uma medida exterior µ∗ em X conforme
o Teorema 6.6,

µ∗(E) = inf

{
∞∑
j=1

µ0(Aj) : Aj ∈ A, E ⊂
∞⋃
j=1

Aj

}
. (6.1)

Lema 6.9. Se µ0 é uma pré-medida em A e µ∗ é definida por 6.1, então

(a) µ∗|A = µ0;

(b) Todo conjunto em A é µ∗-mensurável.

Demonstração.

(a) Suponha que E ∈ A. Se E ⊂
⋃∞
j=1Aj, com Aj ∈ A e Bn = E ∩

(
An \

⋃n−1
j=1 Aj

)
,

então os conjuntos Bn são partes disjuntas de A, em que sua união é E, assim,
µ0(E) =

∑∞
j=1 µ0(Bj) ≤

∑∞
j=1 µ0(Aj). Segue que µ0(E) ≤ µ∗(E), o inverso é

verdade, uma vez que E ⊂
⋃∞
j=1 Aj, com A1 = E e Aj = ∅, para j > 1.

(b) Se A ∈ A, E ⊂ X, e ε > 0, existe uma sequência infinita {Bj} ⊂ A, com E ⊂⋃∞
j=1 Bj e

∑∞
j=1 µ0(Bj) ≤ µ∗(E) + ε. µ0 é aditiva em A, então

µ∗(E) + ε ≥
∞∑
j=1

µ0(Bj ∩ A) +
∞∑
j=1

µ0(Bj ∩ Ac) ≥ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac).

Como ε é arbitrário, A é µ∗-mensurável.

Teorema 6.10. Sejam A ⊂ P(X) uma álgebra, µ0 uma pré-medida em A, e M a σ-
álgebra gerada por A. Existe uma medida µ em M, em que sua restrição a A é µ0, ou
seja, µ = µ∗|M, com µ∗ dado por 6.1. Se ν é outra medida emM que estende µ0, então
ν(E) ≤ µ(E), para todo E ⊂M, com a igualdade acontecendo quando µ(E) =∞. Se µ0

é σ-finito, então µ é a única extensão a uma medida emM.
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Demonstração. A primeira afirmação segue do Teorema de Carathéodory e o Teorema
6.9, pois a σ-álgebra de conjuntos µ∗-mensuráveis incluem A e, então,M.

Para a segunda afirmação, se E ∈ M e E ⊂
⋃∞
j=1Aj, com Aj ∈ A, então ν(E) ≤∑∞

j=1 ν(Aj) =
∑∞

j=1 µ0(Aj), então ν(E) ≤ µ(E). Também, se A =
⋃∞
j=1 Aj,

ν(A) = lim
n→∞

ν

(
n⋃
j=1

Aj

)
= lim

n→∞
µ

(
n∑
j=1

Aj

)
= µ(A).

Se µ(E) <∞, pode-se escolher A de forma que µ(A) < µ(E) + ε, então µ(A \ E) < ε, e

µ(E) ≤ µ(A) = ν(A) = ν(E) + ν(A \ E) ≤ ν(E) + µ(A \ E) ≤ ν(E) + ε. (6.2)

Como ε é arbitrário, µ(E) = ν(E). Por fim, suponha que X =
⋃∞
j=1 Aj, com µ0(Aj) <∞,

em que pode-se assumir que os conjuntos Aj são disjuntos. Então, para qualquer E ∈M,

µ(E) =
∞∑
j=1

µ(E ∩ Aj) =
∞∑
j=1

ν(E ∩ Aj) = ν(E),

logo, ν = µ.

6.1.4 Medida de Borel na Reta Real

Esta seção é dedicada a construção de uma teoria para medir subconjuntos de R
baseado na ideia de medir o comprimento do intervalo, sua largura. Para isso, trabalha-
se com medidas cujos domínios são a σ-álgebra de Borel BR, essas, recebem o nome de
medidas de Borel em R. BR pode ser definida a partir de h-intervalos, intervalos da
reta que não são nem abertos e nem fechado, como, por exemplo, (a, b] ou [a, b), com
a, b ∈ [−∞,∞] e a < b, ou que são simultaneamente abertos e fechados, como X e ∅.
Assim, interseções, uniões disjuntas e os complementares de h-intervalos, são também h-
intervalos. A união disjunta, como já vista, forma a álgebra A e a união (contável) forma
a σ-álgebra BR.

A utilização de h-intervalos se dá pelo fato de se usar funções contínuas à direita
na construção da teoria, ou, equivalentemente, de funções contínuas à esquerda. Assim,
faz-se necessário os limites laterais para defini-las. Então, L é um limite lateral à direita
de f(x) quando, para todo ε > 0, pode-se obter δ > 0 tal que |f(x) − L| < ε, sempre
que x ∈ X e a < x < δ + a, para algum a fixo. É representado por limx→a+ f(x) = L.
A função f é dita contínua à direita em a se limx→a+ f(x) = f(a). E, a função é dita
contínua à direita (na totalidade) se o for para todos os pontos do domínio.

Equivalentemente, M é um limite lateral à esquerda de f(x) quando, para todo ε > 0,
pode-se obter δ > 0 tal que |f(x)−M | < ε, sempre que x ∈ X e a−δ < x < a, para algum
a fixo. É representado por limx→a− f(x) = M . A função f é dita contínua à esquerda em
a se limx→a− f(x) = f(a). E, a função é dita contínua à esquerda (na totalidade) se o for
para todos os pontos do domínio. Se ambos os limites laterais em um ponto a são iguais
a L, então limx→a f(x) existe e é igual a L. Se f(a) = L, a função é contínua em a. Para
finalizar, uma função é crescente (decrescente) quando f(x) < f(y) (f(x) > f(y)), para
x < y.

Lema 6.11. Seja F : R→ R crescente e contínua a direita. Sejam (aj, bj], j = 1, . . . , n,
h-intervalos, e

µ0

(
n⋃
j=1

(aj, bj]

)
=

n∑
j=1

[F (bj)− F (aj)] ,
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com µ0(∅) = 0. Então, µ0 é uma pré-medida na álgebra A.

Demonstração. A demonstração do lema pode ser encontrada em Folland [10].

Teorema 6.12. Se F : R→ R é crescente e contínua à direita, existe uma única medida
de Borel µF em R de forma que µF ((a, b]) = F (b) − F (a), para todo a, b. Se G é outra
função com os mesmo requisitos, tem-se que µF = µG se, e somente se, F − G é uma
constante. Por outro lado, se µ é uma medida de Borel em R finita em todo conjunto
limitado de Borel, e definindo

F (x) =


µ((0, x]) x > 0

0 x = 0

−µ((−x, 0]) x < 0

,

então F é crescente e contínua à direita e µ = µF .

Demonstração. Cada F induz uma pré-medida pelo Lema 6.11. Então, F e G induzem
a mesma pré-medida se, e somente se, F − G é constante e se forem σ-finitas, pois
R =

⋃
j∈J(j, j + 1], com J = (−∞,∞). Então, as primeiras duas afirmações seguem do

Teorema 6.10; para a última, a monotonicidade de µ implica esta mesma propriedade a
F e a continuidade de µ por cima e por baixo implica a continuidade à direita de F para
x ≥ 0 e x < 0. É evidente que µ = µF em A e então, pelo Teorema 6.10, µ = µF em BX .

6.2 Integração
O mais comum, na literatura clássica, é definir integral a partir da soma de Rie-

mann. Semelhantemente, existe uma noção de integral em espaços de medida, que será
dissertada nessa seção. Esta se mostra abranger mais conjuntos e possuir resultados mais
interessantes para a análise.

6.2.1 Funções Mensuráveis

Qualquer função f : X → Y entre dois conjuntos induz uma função f−1 : P(Y ) →
P(X), definida por f−1(E) = {x ∈ X : f(x) ∈ E}, preservando união, interseção e com-
plemento. Então, se N é uma σ-álgebra em Y , {f−1(E) : E ∈ N} é uma σ-álgebra em
X. Se (X,M) e (Y,N ) são espaços mensuráveis, uma função f : X → Y é chamada
(M,N )-mensurável, ou apenas mensurável quando M e N tiverem subentendidos, se
f−1(E) ∈ M, para todo E ∈ N . A composição de funções desse tipo resultam em uma
função também mensurável, ou seja, se f : X → Y e g : Y → Z são (M,N )-mensurável
e (N ,O)-mensurável, respectivamente, então g ◦ f é (M,O)-mensurável.

Proposição 6.13. Se N é gerado por E, então f : X → Y é (M,N )-mensurável se, e
somente se, f−1(E) ∈M, para todo E ∈ E.

Demonstração. Observe que {E ⊂ Y : f−1(E) ∈M} é uma σ-álgebra contendo E , logo,
também contém N . A implicação inversa é trivial.
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Corolário 6.14. Se X e Y são espaço métricos, toda função f : X → Y contínua é
(BX ,BY )-mensurável.

Demonstração. f é contínua se, e somente se, sua imagem inversa f−1(U) é um conjunto
aberto em X, para todo aberto U ∈ X, e a σ-álgebra de Borel é uma família de abertos.

Definição 6.15. Se (X,M) é um espaço mensurável, uma função real (ou complexa) f
em X é chamada de mensurável se é (M,BR)-mensurável (ou (M,BC)-mensurável). BR
e BC são sempre compreendidos como a σ-álgebra do espaço que representa a imagem da
função, exceto se especificado o oposto.

Às vezes, será conveniente considerar funções com valores nos reais estendidos R =
[−∞,∞], seus conjuntos de Borel são definidos por BR =

{
E ⊂ R : E ∩ R ∈ BR

}
. f :

X → R éM-mensurável se é (M,BR)-mensurável.

Proposição 6.16. Se f, g : X → R são M-mensuráveis, então f + g e fg também são,
assim como max(f, g) e min(f, g). Considerando que 0 · (±∞) = 0 e que f + g = a se
f = −g = ±∞, com a ∈ R.

Lema 6.17. Se {fj} é uma sequência em R de funções mensuráveis em (X,M), então
as funções

g1(x) = sup
j
fj(x), g3(x) = lim sup

j→∞
fj,

g2(x) = inf
j
fj(x), g4(x) = lim inf

j→∞
fj.

são mensuráveis. Se f(x) = limj→∞ fj(x) existe, para todo x ∈ X, então f é mensurável.

As demonstrações de ambos os resultados acima podem ser encontradas em Folland
[10].

Uma função f : X → R pode ser dividida em parte positiva e negativa, respectivamente

f+(x) = max(f(x), 0), f−(x) = max(−f(x), 0).

Então, f = f+ − f−, ou seja, se f é mensurável, então f+ e f− também serão.
A seguir, é definido um tipo de função que será essencial para a teoria de integral.

Seja (X,M) um espaço mensurável. Se E ⊂ X, a função característica χE de E (também
conhecida por função indicadora e denotada por 1E) é definida por

χE =

{
1, se x ∈ E
0, se x /∈ E

.

χE é mensurável se, e somente se, E ∈M. Uma função simples em X é a combinação
linear finita de funções características de conjuntos deM, ou seja,

f =
∞∑
j=1

zjχEj , em que Ej = f−1({zj}) e Im(f) = {z1, . . . , zn} .

A forma acima recebe o nome de representação standard de f . A seguir, é mostrado que
funções arbitrárias podem ser aproximadas (com boa precisão) por funções simples.
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Teorema 6.18. Seja (X,M) um espaço mensurável. Se f : X → [0,∞] é mensurável,
existe uma sequência {φn} de funções simples de forma que 0 < φ1 < φ2 < · · · < f , então,
φn → f ponto a ponto e φn → f uniformemente em qualquer conjunto que f é limitada.

Demonstração. Para n = 1, 2, . . . , e 0 ≤ k ≤ 22n − 1, seja

Ek
n = f−1

(
(k2−n, (k + 1)2−n]

)
e Fn = f−1 ((2n,∞]) .

Assim, defina

φn =
22n−1∑
k=0

k2−nχEkn + 2nχFn .

É facilmente verificável que φn ≤ φn+1 para todo n e 0 ≤ f − φn ≤ 2−n no conjunto em
que f ≤ 2n.

Teorema 6.19. As seguintes implicações são válidas se, e somente se, a medida µ é
completa:

(a) Se f é mensurável e f = g µ-a.e., então g é mensurável.

(b) Se fn é mensurável para todo n ∈ N e fn → f µ-a.e., então f é mensurável.

Demonstração. A demonstração do teorema pode ser encontrada em Folland [10].

Teorema 6.20. Sejam (X,M, µ) um espaço de medida e (X,M, µ) seu complemento.
Se f é uma função M-mensurável, existe uma função M-mensurável g de forma que
f = g µ-quase sempre.

Demonstração. É obvio da definição de µ se f = χE, em que E ∈ M, e também
se f é uma função simples M-mensurável. Para o caso geral, seja a sequência {φn} de
funções simplesM-mensuráveis que convergem ponto a ponto para f conforme o Teorema
6.18. Para cada n, seja ψn uma função simplesM-mensurável, com ψn = φn, exceto em
um conjunto En ∈ M, com µ(En) = 0. Considere N ∈ M de forma que µ(N) = 0 e
N ⊃

⋃∞
n=1En com g = limφnχX\N . Então g éM-mensurável e g = f em N c.

6.2.2 Integração de Funções não Negativas

Nesta seção, será definido a integral a partir de uma medida. Para isso, considere o
espaço de medida (X,M, µ) e L+ como sendo o espaço de todas as funções mensuráveis
e positivas, ou seja, saindo de X e chegando a [0,∞].

Se φ é uma função simples em L+, com representação standard φ =
∑n

j=1 ajχEj , assim,
a integral de φ em relação a µ é ∫

φ dµ =
n∑
j=1

ajµ(Ej), (6.3)

assumindo que 0 ·∞ = 0. Observe que a integral pode assumir o valor∞. Lembrando que
φ é uma função que depende de x, assim, quando necessário, é utilizado a representação
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φ(x) dµ(x), apesar de alguns autores preferirem a notação

∫
φ(x) µ(dx). Por fim, se

A ∈ M, então φχA =
∑∞

j=1 ajχA∩E também é simples, e define-se
∫
A
φ dµ como sendo∫

φχA dµ.

Proposição 6.21. Sejam φ e ψ funções simples em L+.

(a) Se c ≥ 0,
∫
c φ dµ = c

∫
φ dµ;

(b)
∫

(φ+ ψ) dµ =
∫
φ dµ+

∫
ψ dµ;

(c) Se φ ≤ ψ, então
∫
φ dµ ≤

∫
ψ dµ;

(d) Uma função A 7→
∫
A
dµ é uma medida emM.

Assim, pode-se estender a definição de integral para todas as funções f ∈ L+ definindo∫
f dµ = sup

{∫
φ dµ : 0 ≤ φ ≤ f, φ simples

}
. (6.4)

Teorema 6.22 (Teorema da Convergência Monótona). Se {fn} é uma sequência em
L+, tal que fj ≤ fj+1, para todo j, e f = limn→∞ fn(= supn fn), então

∫
f dµ =

limn→∞
∫
fn dµ.

Demonstração.
{∫

fn dµ
}

é uma sequência crescente de números, então o limite
existe. E ainda,

∫
fn dµ ≤

∫
f dµ. Para a inequação inversa, fixe α ∈ (0, 1), e se-

jam φ uma função simples com 0 ≤ φ ≤ f e En = {x : fn(x) ≥ αφ(x)}. Então, {En} é
uma sequência crescente de conjuntos mensuráveis cuja união é X, tem-se também que∫
fn dµ ≥

∫
En
fn dµ ≥ α

∫
En
φ dµ. Pelo Teorema 6.9 e pela continuidade por cima de

medidas, lim
∫
En
φ dµ =

∫
φ dµ e então, lim

∫
fn dµ ≥ α

∫
φ dµ. Como isto é verdade

para todo α < 1, então se mantém verdade para α = 1, escolhendo o supremo de todas
as funções simples φ ≤ f , obtém-se lim

∫
fn dµ ≥

∫
f dµ.

O Teorema da Convergência Monótona é uma ferramenta essencial em várias situações.
A definição de

∫
f dµ envolve o supremo de uma enorme família de funções simples, então

é difícil avaliar f diretamente da definição. Assim, o Teorema 6.22 assegura que para
calcular

∫
f dµ basta calcular lim

∫
φn dµ em que {φn} é uma sequência crescente de

funções simples que converge a f e o Teorema 6.18 garante sua existência.

Corolário 6.23. Se {fn} é uma sequência finita ou infinita em L+ e f =
∑k

n=1 fn, então∫
f dµ =

∑k
n=1

∫
fn dµ.

Demonstração. Primeiro, considere duas funções f1 e f2. Pelo Teorema 6.18 pode-se
determinar sequências {φj} e {ψj} de funções simples não negativas que crescem para f1 e
f2. Então, {φj + ψj} cresce para f1 +f2, assim, pelo Teorema da Convergência Monótona
e Teorema 6.21 (b),∫

(f1 + f2) dµ = lim

∫
(φj + ψj) dµ = lim

∫
φj dµ+ lim

∫
ψj dµ =

∫
f1 dµ+

∫
f2 dµ.

Então, por indução,
∫ k∑

n=1

fn dµ =
k∑

n=1

∫
fn dµ para qualquer k finito. Fazendo k

tender a ∞, e aplicando o Teorema da Convergência Monótona novamente, obtém-se∫ ∞∑
n=1

fn dµ =
∞∑
n=1

∫
fn dµ.
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Proposição 6.24. Se f ∈ L+, então
∫
f dµ = 0 se, e somente se, f = 0 quase sempre.

Demonstração. Se f =
∑k

j=1 ajχEj com aj ≥ 0, então
∫
f dµ = 0 se, e somente se,

para cada j, aj = 0 ou µ(Ej) = 0. No geral, se f = 0 quase sempre, e φ é simples,
com 0 ≤ φ ≤ f , então φ = 0 quase sempre, assim,

∫
f dµ = supφ≤f

∫
φ dµ = 0. Por

outro lado, {x : f(x) > 0} =
⋃∞
n=1En, com En = {x : f(x) > n−1χEn}, então, se é falso

que f = 0 quase sempre, tem-se que µ(En) > 0 para algum n. Mas, f > n−1χEn , logo∫
f dµ ≥ n−1µ(En) > 0.

Corolário 6.25. Se {fn} ⊂ L+, f ∈ L+ e fn(x) converge de forma crescente a f(x),
para quase todo x, então

∫
f dµ = lim

∫
fn dµ.

Demonstração. Se fn(x) cresce para f(x), com x ∈ E e µ(Ec) = 0, então f − fχE = 0
quase sempre e fn − fnχE = 0 quase sempre, ou seja, pelo Teorema da Convergência
Monótona,

∫
f dµ =

∫
fχE dµ = lim

∫
fnχE dµ = lim

∫
f dµ.

Lema 6.26 (Lema de Fatou). Se {fn} é uma sequência qualquer em L+, então∫
(lim inf fn) dµ ≤ lim inf

∫
fn dµ.

Demonstração. Para cada k ≥ 1, tem-se que infn≥k fn ≤ fj para j ≥ k, então∫
infn≥k fn dµ ≤

∫
fj dµ, com j ≥ k, assim,

∫
n≥k fn dµ ≤ infj≥k

∫
fj dµ. Se k → ∞, e

aplicando o Teorema da Convergência Monótona:∫
(lim inf fn) dµ = lim

k→∞

∫ (
inf
n≥k

fn

)
dµ ≤ lim inf

∫
fn dµ.

Corolário 6.27. Se {fn} ⊂ L+, f ∈ L+, e fn → f quase sempre, então
∫
f dµ ≤

lim inf
∫
fn dµ.

Demonstração. Se fn → f sempre, o resultado é imediato do Lema de Fatou, o mesmo
pode ser obtido modificando fn e f em um conjunto de medida nula sem afetar a integral
pelo Teorema 6.24.

Teorema 6.28. Se f ∈ L+ e
∫
f dµ < ∞, então {x : f(x) =∞} é um conjunto de

medida nula e {x : f(x) > 0} é σ-finito.

Demonstração. A demonstração do teorema pode ser encontrada em Folland [10].

Para finalizar esta seção, falta apenas definir a integral para uma função real qualquer.
Ora, como foi visto anteriormente, uma função f pode ser divida em partes positiva f+ e
negativa f−, com ambas pertencentes ao intervalo [0,∞]. Assim, se f = f+ − f−, então∫

f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ. (6.5)

Sendo f integrável se f+ e f− são finitas.
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6.3 Random Iteration Algorithm
Definição 6.29. Um sistema de funções iteradas (IFS) com probabilidade consiste de um
sistema {X; w1, . . . , wk} com um conjunto de números {p1, . . . , pk} de forma que

p1 + · · ·+ pk = 1 e pn > 0, n = 1, . . . , k.

Cada número (probabilidade) pn está associado a uma contração wn. Pode ser represen-
tado por {X; wn; pn}, ou explicitando cada wn e pn.

O Random Iteration Algorithm segue o seguinte processo. Dado um ponto inicial
z0 ∈ X. Uma das contrações wn é escolhida aleatoriamente segundo o conjunto de proba-
bilidade, ou seja, wn tem uma chance pn de ser escolhida. Então, o ponto z0 é aplicado em
wn, gerando um ponto z1. O processo é repetido gerando um ponto z2, e assim em diante,
quantas vezes forem necessárias, gerando uma sequência de pontos {zn : n = 1, . . . ,m},
sendo m um inteiro positivo, o conjunto também é conhecido como orbita, ou seja, ao
plotar esse conjunto de pontos, tem-se o atrator do IFS e se este seguir as propriedades
já discutidas na dissertação, então o atrator será um fractal.

6.3.1 O Espaço Métrico Compacto (P(x), d)

Nesta seção, será apresentado um espaço bem definido que relaciona espaços métri-
cos com a teoria de medida estudada, sendo este essencial quando se deseja trabalhar
simultaneamente com fractais e medidas (e, por consequência, integrais).

Definição 6.30. O Suporte de uma medida µ, denotado por supp(µ), é o menor conjunto
fechado de pontos x ∈ X, de forma que µ (B(x, ε)) > 0, para todo ε > 0, com B(x, ε) =
{y ∈ X : d(y, x) < ε}.

Definição 6.31. Sejam (X, d) um espaço métrico compacto, e µ uma medida de Borel
em X. Se µ(X) = 1, então µ é dita ser normalizada.

Definição 6.32. Seja (X, d) um espaço métrico compacto. Seja também o conjunto das
medidas normalizadas de Borel em X, denotado por P(X). A métrica de Hutchinson dH
em P(X) é definida por

dH(µ, ν) = sup

{∫
X

fdµ−
∫
X

fdν

∣∣∣∣ f : X → R, f contínua, |f(x)− f(y)| ≤ d(x, y)

}
,

para todo µ, ν ∈ P(X).

Teorema 6.33. Seja (X, d) um espaço métrico compacto. Então, (P(X), dH) é um espaço
métrico completo.

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em Barnsley [2].

6.3.2 Contração em (P(X), d)

Seja {X; w1, . . . , wn; p1, . . . , pn} um IFS com probabilidade. O operador de Markov
associado ao IFS é uma função M : P(X)→ P(X) definida por

M(ν) = p1ν ◦ w−1
1 + · · ·+ pnν ◦ w−1

n , para todo ν ∈ P(X).
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Lema 6.34. Seja M o operador de Markov associado a um IFS. Seja também f : X → R
uma função simples ou uma função contínua. Se ν ∈ P(X), então∫

X

f d(M(ν)) =
n∑
i=1

pi

∫
X

f ◦ w1 dν.

Demonstração. Suponha que f : X → R seja contínua. Pelo Teorema 6.33 pode-se
achar uma sequência {fk} de funções simples que convergem uniformemente para f . É
facilmente verificável que∫
X

fk d(M(ν)) =
n∑
i=1

pi

∫
X

fk dν ◦ w−1
i =

n∑
i=1

pi

∫
wi(X)

fk dν ◦ w−1
i =

n∑
i=1

pi

∫
X

fk ◦ wi dν.

A sequência
{∫

fk d(M(ν))
}
converge para

∫
f d(M(ν)).

Para cada i = 1, . . . , n e cada inteiro positivo k, fk◦ wi é uma função simples. A sequên-
cia {fk ◦ wi}k converge uniformemente para f ◦ wi. Então, segue que

{∫
fk ◦ wi dν

}
k
con-

verge para
∫
f ◦ wi dν. Assim,

{∑n
i=1 pi

∫
fk ◦ widν

}
k
converge para

∑n
i=1 pi

∫
f ◦ wi dν.

Teorema 6.35. Seja o IFS com probabilidade {X; wi; pi}, i = 1, . . . , n em um espaço
métrico compacto, s o fator de contração do IFS e M : P(X) → P(X) o operador de
Markov associado a ele. Então, M é uma contração, com fator de contração s, quando
considerado a métrica de Hutchinson em P(X). Ou seja,

dH(M(ν),M(µ)) ≤ sdH(ν, µ), para todo ν, µ ∈ P(X).

Em particular, existe uma única medida µ ∈ P(X) de forma que Mµ = µ

Demonstração. Seja L o conjunto de funções contínuas f : X → R tal que |f(x) −
f(y)| ≤ d(x, y), para todo x, y ∈ X. Então,

dH(M(ν),m(µ)) = sup

{∫
f d(M(µ))−

∫
f d(M(ν))

∣∣∣∣ f ∈ L}
= sup

{∫ n∑
i=1

pif ◦ wi dµ−
∫ n∑

i=1

pif ◦ wi dν

∣∣∣∣∣ f ∈ L
}
.

Seja f̃ = s−1
∑n

i=1 pif ◦ wi.
Então, f̃ ∈ L. Seja também L̃ =

{
f̃ ∈ L : f̃ = s−1

∑n
i=1 pif ◦ wi, para algum f ∈ L

}
.

Assim, pode-se escrever

dH(M(ν),M(µ)) = sup

{
s

∫
f̃dµ− s

∫
f̃dν

∣∣∣∣ f̃ ∈ L̃} .
Como L̃ ⊂ L, segue que

dH(M(ν),M(µ)) ≤ sdH(ν, µ).

Definição 6.36. Seja µ o ponto fixo do operador de Markov, então µ é chamada de
medida invariante de um IFS com probabilidade.
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Medidas, quando utilizadas em fractais, proporcionam características interessantes
como, por exemplo, definir a distribuição de massa de cada parte do fractal. Se A é o
atrator do IFS e µ a medida invariante da Definição 6.36. Então µ(A) = 1 e µ(∅) = 0, ou
seja, o atrator possui medida 1, a mesma medida de todo o espaço X e também µ(X) = 1,
é como se a massa estivesse distribuída apenas pelo atrator.

Proposição 6.37. Seja o IFS com probabilidade {X; wi; pi}, i = 1, . . . , n em um espaço
métrico compacto (X, d). Seja também a medida invariante µ. Então, o suporte de µ é o
atrator do IFS {X; wi}.

Demonstração. Seja B o suporte de µ. Então é um subconjunto compacto e não vazio
de X. Seja A o atrator do IFS, assim, {A;wn; pn} é um IFS hiperbólico, com ν sendo sua
medida invariante, então, ela também é do IFS original. Logo, como µ é único, µ = ν, o
que segue que B ⊂ A.

Sejam a ∈ A e O um conjunto aberto contendo a. Sejam Σ o espaço de código
associado com o IFS e σ ∈ Σ o endereço de a. Assim, segue que limn→∞ φ(σ, n,A) = a,
no qual a convergência é dada na métrica de Hausdorff. Assim, existe um positivo inteiro
n de forma que φ(σ, n,A) ⊂ O. Mas µ(φ(σ, n,A)) ≥ pσ1pσ2 · · · pσn > 0. O que segue que
µ(O) > 0 e a é o suporte de µ. Logo, a ∈ B e A ⊂ B.

Teorema 6.38 (Teorema da Colagem de Barnsley para Medidas). Sejam o IFS com
probabilidade {X; wi; pi}, i = 1, . . . , n em um espaço métrico compacto (X, d), a medida
invariante µ e s o fator de contração e M : P(X) → P(X) o operador de Markov
associados ao IFS. Se ν ∈ P(X), então

dH(ν, µ) ≤ dH(ν,M(ν))

1− s
.

Demonstração. Este é um corolário do Teorema 6.35.

6.3.3 Teorema de Elton

Ambos o teorema e o corolário a seguir afirmam que certos eventos ocorrem com
probabilidade um, ou seja, que certamente irá acontecer. Porém, não será dissertado a
fundo sobre este tipo de probabilidade, apenas o necessário para sua utilização no Random
Iteration Algorithm. O Teorema abaixo possui hipóteses mais amplas, porém, uma versão
restrita deste é suficiente para o nosso propósito.

Teorema 6.39. Seja {X; wi; pi}, i = 1, . . . , N um espaço métrico compacto (X, d). Seja
também {xn} uma órbita do IFS produzida pelo Random Iteration Algorithm. Ou seja,

xn = wσn ◦ wσn−1 ◦ · · · ◦ wσ1(x0),

Se µ for a única medida invariante para o IFS, então, com probabilidade um,

lim
n→∞

1

n+ 1

n∑
k=0

f(xk) =

∫
X

f(x) dµ(x),

para toda função contínua f : X → R e todo x0.
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Demonstração. Para detalhes desta demonstração, veja [Elton, 1986].

Corolário 6.40. Sejam B um subconjunto de Borel de X e µ(fronteira de B) = 0. Se

N (B, n) = número de pontos em {x0, . . . , xn} ∩ B, para n = 1, 2, . . . .

Então, com probabilidade um,

µ(B) = lim
n→∞

N (B, n)

n+ 1
,

para todo ponto x0. Ou seja, a medida de B é a proporção dele em relação às iterações
ao utilizar o Random Iteration Algorithm para produzir pontos em B.

A medida µ descrita no Corolário 6.40 mede a proporção de um determinado conjunto
em referência ao atrator do IFS gerado pelo algoritmo, em outras palavras, o quanto
esse conjunto representa do atrator. O resultado é interessante, pois se pode pegar o
conjunto gerado por cada uma das funções do IFS e medir suas proporções em relação
ao atrator, assim tem-se o quanto cada funções influencia no conjunto final, a relevância
disso se dá ao atribuir-se as probabilidades de cada contração do sistema para aplicar o
método. Logicamente, independente da probabilidade (desde que seja maior que zero),
pelo Teorema de Elton, sempre irá convergir para o atrator quando se tende ao infinito,
porém, dependendo da probabilidade selecionada às funções, tem-se uma convergência
mais rápida, quando se calcula uma aproximação do atrator. Isso é importante para se
ter menos custo computacional.

Sejam Σ o espaço de código com n símbolos e ρ a única medida de Borel em Σ de
forma que

ρ(C(σ1, . . . , σm)) = pσ1 · · · pσm ,

para cada inteiro positivo m e todo σ1, . . . , σm ∈ {1, . . . , n}, no qual

C(σ1, . . . , σm) = {ω ∈ Σ : ω1 = σ1, . . . , ωm = σm} .

Então ρ ∈ P(Σ). Esta medida fornece meios de designar probabilidades a conjuntos de
possíveis resultados da aplicação do Random Iteration Algorithm.

Quando o algoritmo é aplicado, um código ω = ω1ω2 · · · ∈ Σ é gerado. Fixando
um ponto inicial x0, é possível descrever a probabilidade de uma órbita partindo de x0

em termos do código ω. Assim, qual é a probabilidade que w1 = 1? Claramente é
p1 = ρ(C(1)). Qual é a probabilidade que ω1 = σ1, . . . , ωm = σm? Pelos símbolos serem
escolhidos independentemente, ρ(C(σ1, . . . , σm)) = Pσ1 . . . Pσm . Seja B um conjunto de
Borel em Σ. Qual a probabilidade do algoritmo produzir um código σ ∈ B? É ao menos
intuitivo que seja ρ(B). Partindo do Teorema e do Corolário, se B é um subconjunto de
Borel de Σ, então ρ(B) = 1.





Capítulo

7
Aplicações

7.1 Colour Stealing
Deseja-se gerar um fractal através de processos matemáticos e então colori-lo. Re-

ferente a primeira parte, há vários métodos e cálculos diferentes que a possibilitam, já
para a segunda, os algoritmos existentes deixam o fractal monocromático ou com cores
aleatórias. Assim, surge o processo Colour Stealing, que seleciona determinadas cores de
uma figura e as utiliza para colorir coerentemente outra imagem que se deseja criar, por
isso, em uma tradução livre, se chama roubo de cores. O método se baseia no Fractal
Top, um objeto matemático definido por Barnsley [3].

O método se baseia na utilização de três estruturas provenientes de sistemas de funções
iteradas, cada uma descreve ou adiciona detalhes a figura, são geradas a partir do “Random
Iteration Algorithm”. Elas possuem a propriedade da colagem (satisfazem as condições
do Teorema da Colagem de Barnsley), ou seja, dependem continuamente dos parâmetros,
possui autossimilaridade, e pode ser programada e calculada eficientemente, ou seja, com
pouco custo computacional.

A primeira estrutura determina o fractal, sua forma, é o próprio atrator do IFS. A
vantagem de se possuir a propriedade da colagem é que, nesta etapa, pode-se construir a
figura que se deseja.

A segunda, é a medida invariante do processo MCMC. O IFS está associado com
a contração M : P (X) → P (X), em que (P (X), dMK) é o espaço métrico compacto
composto pelo conjunto das medidas de Borel normalizadas em X com a métrica de
Monge-Kantorovitch, e Mµ =

∑
pnfn ◦ µ, (f ◦ µ)(X) := µ(f−1(X)) ,para qualquer

conjunto de Borel B ⊂ X. Mµ é também uma contração e seu ponto fixo Mµ = µ pode
ser pensado como uma medida autorreferencial. Pode ser computado pelo MCMC e segue
os requisitos do teorema da colagem. Em resumo, é como se essa estrutura conseguisse
medir cada parte da figura. Ela é responsável por selecionar as cores na imagem escolhida.

Por fim, e mais importante, a terceira estrutura, chamada de Fractal Top. Esta que
definirá a forma que as cores “roubadas” na segunda parte será utilizada. Ela também
possui a propriedade da colagem e autossimilaridade, porém, necessita de uma condição
para sua aplicação, o IFS deve possuir sobreposição. Seja a aplicação Top T : H (Ω ×
X)→H (Ω×X), em que Ω = {1, . . . , k} denota o espaço de código (alfabeto) associado
ao IFS munido da métrica usual para fazê-lo um espaço métrico compacto, ela é definida
como T (Θ) = Top(T1(Θ), . . . , TN(Θ)), para todo Θ ∈H (Ω×X), tal que

Tn(Θ) = {Tn(ω, x) = (nω, fn(x)) | (ω, x) ∈ Ω×X} ,

87
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sendo nω a concatenação de n com ω. Seja qualquer par de conjuntos A,B ∈H (Ω×X),

Top(A,B) = {(ω, x) ∈ A ∪B | ω ≥ ω̃ sempre que (ω̃, x) ∈ A ∪B} .

T possui um único ponto fixo Υ ∈ H (Ω × X) que recebe o nome de Fractal Top
associado ao IFS. Quando trabalhado em duas dimensões, Υ pode ser aproximado pelo
Random Iteration Algorithm, considerando o sistema

{Ω×X; T1, . . . , Tn; p1, . . . , pn} .

O ponto fixo Υ também pode ser calculado de forma determinística.

7.1.1 Algoritmo

A partir da teoria acima, é possível aplicar o processo Colour Stealing que se baseia em
três IFS. O primeiro representa a forma do fractal, o segundo, colore o desenho a partir
das cores de uma imagem escolhida, o terceiro é o Fractal Top que produz um novo objeto
a partir do comportamento da primeira estrutura nos casos com sobreposição definindo
um certo valor, chamado de prioridade, a cada cor definida, e as compara para decidir
qual colorirá o fractal.

A programação do método se baseia no seguinte contexto. A ideia é ter uma tela em
branco e pintá-la com o desenho do fractal que se deseja, com o intuito de ser o mais
bonito possível. Por ser um método computacional, essa tela é uma área do monitor,
ou seja, é feita inteiramente por píxeis, e para desenhar nessa tela, é necessário dizer ao
computador onde está o desenho e qual será sua coloração. Desta forma, o primeiro IFS
diz a localização do fractal nessa tela e os outros dois dizem como será sua coloração.

Assim, sejam os IFS F1 = {X; f1n ; pn}, F2 = {X; f2n ; pn} e F3 = {X; f3n ; pn}, para
n = 1, . . . , k, referentes a cada uma das estruturas, respectivamente. Observe que cada um
possui a mesma quantidade de contrações, apesar de diferentes entre si, e ainda, os con-
juntos de probabilidades são os mesmos, ou seja, a probabilidade de selecionar f1n , f2n , f3n

no Random Iteration Algorithm (RIA) é mesma, para cada n. Ao rodar o RIA para um
IFS, escolhe-se uma contração aleatoriamente com base em suas probabilidades, neste al-
goritmo, o RIA está sendo utilizado para gerar o atrator de três IFS concomitantemente,
então ao selecionar uma contração n, esta deve ser selecionada nos três IFS, por isso a
importância das probabilidades serem as mesmas, e que o número de funções também se-
jam iguais, na verdade, apenas um conjunto de probabilidade é necessário, o do primeiro
IFS, já que este define a forma da figura e os outros dois irão se ajustar a ele.

Assim, ao aplicar o RIA nestes três IFS, o primeiro definirá as coordenadas dos pontos
que se deseja pintar nessa tela, o segundo definira píxeis em outra imagem previamente
selecionada e associará suas cores a cada um dos pontos da primeira estrutura, o último
IFS associará um valor de prioridade a cada um desses pontos, isto é efetuado através do
Fractal Top. Ao final do processo, após um número suficientemente grande de iterações,
tem-se uma lista de pontos, cada um possui uma cor e a coordenada do píxel onde ela será
utilizada (na tela), além de um valor de prioridade, lembre-se que o fractal (primeiro IFS)
possui sobreposição, ou seja, ao realizar o processo final de pintar a tela, após determinado
momento perceberá que alguns dos pontos já estarão pintados, então surge a decisão de
deixar a cor que está ou colocar essa nova, é escolhido a que possui o maior prioridade.
Terminando de pintar todos os pontos dessa lista, o desenho estará pronto.
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7.1.2 Aplicando o método

As contrações utilizadas para a aplicação do método são da forma:

f(x, y) =

(
ax+ by + c

gx+ hy + j
,
dx+ ey + f

gx+ hy + j

)
.

Cada fmn , com m = 1, 2 e n = 1, . . . , k, definidas na seção acima, possui a forma de f , po-
rém, seus próprios parâmetros a, b, . . . O Fractal Top utilizado para decidir as prioridades
recebeu as funções hn : [0, 1] −→ [0, 1], que se baseiam nas probabilidades pn associadas
as contrações do IFS, são definidas por

hn(x) = p1 + · · ·+ pn−1 +
e+ 2xpn
2 + 2e

, com n = 1, . . . , k e p0 = 0.

Os valores de cada uma das constantes, e o código utilizado, podem ser observada=os
no Anexo A, assim, ao aplicar o método foi gerada a Figura 7.1.2 (da direita), o desenho
do fractal, a Figura 7.1.2 (da esquerda) mostra a imagem que as cores foram “roubadas”.
Nas figuras seguintes, são mostrados alguns exemplos obtidos com o método, mostrando
a beleza e a eficiência do Colour Stealing e do Fractal Top.

Figura 7.1: Monalisa Figura 7.2: Samambaia

Figura 7.3: Folha de Bordo Azul Figura 7.4: Folha de Bordo Vermelha
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Figura 7.5: Samambaia Verde Figura 7.6: Samambaia Azul

7.2 Aplicação da Dimensão de Hausdorff
Hoje em dia, uma das mais importantes aplicações de fractais é referente a dimen-

são fractal, pois traz valores e medidas interessantes que podem ser aplicadas a diversas
áreas além da matemática, sendo um tópico bastante estudado. A dimensão fractal mais
utilizada é a box-counting pela facilidade de aplicação, principalmente quando o objetivo
é sua programação, pois utiliza “quadrados” como cobertura, sendo fácil a realização da
programação, além de fornecer uma aproximação boa, que apesar de não ser ideal é o
suficiente para muitos resultados desejados. Porém, teoricamente, a dimensão de Haus-
dorff DH fornece a melhor aproximação possível, dada sua definição mais generalizada,
em contrapartida, essa precisão vem com um preço, sua dificuldade de aplicação é pro-
porcional ao quão precisa ela é, sendo de difícil (e algumas vezes impossível) cálculo, o
assunto piora quando se deseja programar. Na literatura, há poucos trabalhos referentes
ao cálculo computacional dessa dimensão, e geralmente se restringem a certos conjuntos
e condições. Quando se fala de conjuntos autossimilares, que satisfazem a condição do
conjunto aberto, há um resultado muito importante que fornece sua dimensão de Haus-
dorff, graças a Moran, resultado este trabalhado no Capítulo de Fractais. Porém, não há
métodos e procedimentos genéricos que calculem DH (até onde se sabe).

Tendo isso em mente, a ideia foi procurar um método que calculasse a dimensão de
Hausdorff de forma digital e automatizada, sem se preocupar com seu custo computa-
cional, para trazer uma precisão maior aos algoritmos já existente, que se utilizam da
dimensão box-counting praticamente na totalidade dos trabalhos da área.

Fernández-Martínez e Sánchez-Granero no artigo “How to calculate the Hausdorff di-
mension” [18], desenvolveram um método discreto para calcular a dimensão fractal de
um espaço a partir de Estruturas Fractais, que serão definidas nesse capítulo, e cobertu-
ras finitas, facilitando a programação de seu algoritmo. Este método, quando restrito a
subconjuntos compactos e euclidianos, produz uma medida que se iguala à dimensão de
Hausdorff, sendo um dos primeiros trabalhos a desenvolver um algoritmo para o cálculo
(computacional) dessa dimensão. A seguir, é estudado o trabalho desses autores [18].
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7.2.1 Estrutura Fractal

Sejam Γ1 e Γ2 coberturas de um espaço métrico X. Γ1 ≺ Γ2 significa que Γ1 é o
refinamento de Γ2, ou seja, para todo A ∈ Γ1, existe um B ∈ Γ2 de forma que A ⊂ B.
Define-se também Γ1 ≺≺ Γ2 como sendo Γ1 ≺ Γ2 e, para todo B ∈ Γ2, B = {A ∈ Γ1 :
A ⊂ B}.

Definição 7.1. A estrutura fractal de um conjunto X é uma família enumerável de con-
juntos Γ = {Γn : n ∈ N}, de forma que Γn+1 ≺≺ Γn, para todo n ∈ N.

Assim, define-se a estrutura fractal natural de um espaço euclidiano, de dimensão m,
como sendo

Γ = {Γn : n ∈ N}, com Γn =

{[
k1

2n
,
k1 + 1

2n

]
× · · · ×

[
km
2n
,
km + 1

2n

]
: k1, . . . , km ∈ Z

}
.

(7.1)

Teorema 7.2. Sejam Γ a estrutura fractal natural de um espaço euclidiano como definido
na expressão 7.1, e F um subconjunto de Rd. Então a dimensão de Hausdorff-Besicovitch
de F é dada exatamente como a estudada na seção 4.7.2 quando se consideram os sub-
conjuntos An como sendo Γn.

Demonstração. A demonstração do teorema pode ser encontrada no Artigo [18].
Esse teorema traz um importante resultado para a construção de um algoritmo que

calculeDH , pois ao trabalhar com conjuntos compactos de espaços euclidianos, as cobertu-
ras necessárias para seu cálculo podem ser dadas a partir de retângulos de Rd, estruturas
fáceis de programar por serem vetores e matrizes simples, além de facilitar também o
cálculo do diâmetro desses conjuntos, que seria

√
d

2n
, com d sendo a dimensão do espaço.

7.2.2 Algoritmo

Agora, é estudado um algoritmo para o cálculo da dimensão, assim, note que cada
estrutura fractal possui uma quantidade enumerável de níveis Γn, para aplicações práticas,
será considerado um número máximo nmax que dependerá de cada situação. Considere o
seguinte valor, já estudado anteriormente,

Hs
n,m = inf

{
k∑
i=1

diam (Ai)
s : Ai ∈

⋃
n≤l≤m

Γl, F ⊂
k⋃
i=1

Ai

}
, ∀ n ≤ m ≤ nmax. (7.2)

Para calcular a dimensão de Hausdorff, seguem-se os passos:

• Calcular Hs
n,m para todo m;

• Decidir a medida de Hausdorff Hs;

• Calcular a Dimensão de Hausdorff DH .

No primeiro item, obtém-se uma matriz triangular inferior, porém, é possível consi-
derar m = nmax e obter apenas a última linha dessa matriz, o que também trará bons
resultados. A seguir, é analisado os cálculos para Hs

n,m.

Proposição 7.3. Dada as mesmas condições descritas acima:

(a) Hs
n+1,m+1(F ) ≤ Hs

n+1,m(F ), para todo n ≤ m ≤ nmax − 1;
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(b) Hs
n,m+1(F ) ≤ Hs

n+1,m+1(F ), para todo n ≤ m ≤ nmax − 1.

Demonstração.

(a) Seja {Ai}ki=1 ∈ An+1,m(F ). Então, Ai ∈
⋃
n+1≤l≤m Γl, com F ⊂

⋃k
i=1 Ai. Assim,

Ai ∈
⋃
n+1≤l≤m+1 Γl, para todo i. Implicando que {Ai} ∈ An+1,m+1(F ). Logo,

An+1,m(F ) ⊂ An+1,m+1(F ), para todo n ≤ m ≤ nmax − 1. Concluindo o resultado
ao considerar a definição de A e de H.

(b) De fato, seja {Ai}ki=1 ∈ An+1,m+1(F ), tem-se que Ai ∈
⋃
n+1≤l≤m+1 Γl, com F ⊂⋃k

i=1Ai, para i = 1, . . . , k. Logo, Ai ∈
⋃
n≤l≤m+1 Γl, implicando que {Ai} ∈

An,m+1(F ). Assim, An+1,m+1(F ) ⊂ An,m+1(F ), para todo n ≤ m ≤ nmax − 1.
Ou seja, Hs

n,m+1(F ) ≤ Hs
n+1,m+1(F ).

Note que se uma coluna é fixa, então cada valor é maior que ou igual à quantidade
abaixo dela e, se fixar uma linha, então cada valor é maior que ou igual ao da sua direita.

Note também que An(F ) = {A ∈ Γn : A ∩ F 6= ∅}, para todo n ≤ nmax. Conhecendo
essa família An, pode-se determinar a cobertura mínima necessária para calcularHs

n,m(F ),
para todo n ≤ m ≤ nmax, o que será equivalente, nessa seção, a calcular uma cobertura
finita que minimize a quantidade

∑k
i=1 diam(Ai)

s, com Ai ∈
⋃
n≤l≤m+1 Γl. E ainda, é

importante ressaltar que diam(A) =

√
d

2n
, para cada A ∈ Γn.

Assim, os procedimentos para calcular Hs
n,m(F ) são:

1. Para o nível m, a cobertura mínima éMm = {A : A ∈ Am(F )};

2. Para o nível m− 1:

Comece comMm−1 = ∅.

Para cada A ∈ Am−1(F ), ache {B ∈Mm : B ⊂ A}.
Se diam(A)s < {

∑
diam(B)s : B ∈ Mm : B ⊂ A}, adicione A em Mm−1, caso

contrário, adicione {B ∈Mm : B ⊂ A} emMm−1.

3. Repita até o nível n.

4. Retorne a cobertura mínima Mn = {A1, . . . , Ak} e
∑k

i=1 diam(Ai)
s, o que resulta

em Hs
n,m(F ).

7.2.3 Cálculo de Hs(F )

Dados s > 0 e F ⊂ Rd, Hs(F ) pode assumir apenas os valores zero ou infinito, exceto
nos casos em que s = DH(F ). Assim, a partir dos valores de Hs

n,m(F ) com n ≤ m ≤ nmax,
é necessário decidir o valor de Hs(F ), de modo a se obter uma boa aproximação da
dimensão de Hausdorff de F .

Variando o valor de s, é possível perceber um certo padrão no comportamento de
Hs
n,m(F ), porém, é necessário decidir se seu valor será zero ou infinito a partir desse

padrão. Para isso, é utilizado um Support Vector Machine (SVM), que será tratado mais
adiante.
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7.2.4 Cálculo de DH(F )

Após definir o valor de Hs(F ), resta calcular a dimensão de F , para isso, será utilizado
um método de bisseção. O algoritmo se baseia no fato que Hs(F ) = ∞ para 0 ≤ s <
DH(F ) e Hs(F ) = 0 para s > DH(F ), como visto no Teorema 4.35. Assim:

1. Considere s0 = 0 e s1 = d, e s como sendo sua média aritmética, s =
s0 + s1

2
;

2. Se Hs(F ) =∞, s0 = s, ou, se Hs(F ) = 0, s1 = s;

3. Calcule novamente s =
s0 + s1

2
;

4. Repita até obter um erro absoluto E = s1−s0 < ε, com ε sendo a precisão desejada.

Assim, obtém-se a dimensão de Hausdorff de F . Porém, ainda resta explicar o critério
utilizado no SVM e seu processo de treino.

7.2.5 Support Vector Machine

Support Vector Machine (SVM), de forma bem simplificada, é uma algoritmo de inte-
ligência artificial baseado em aprendizagem supervisionada, sendo possível “prever” resul-
tados desejados. Em outras palavras, é um programa que precisa de um banco de dados
para “treiná-lo”, e a partir disso conseguirá descobrir padrões a partir de certos parâmetros
dados, assim, ao entregar um novo arquivo ao SVM, ele irá classificar de acordo com esses
parâmetros aprendidos.

O Support Vector Machine é utilizado para classificar Hs(F ) como sendo zero ou
∞ a partir de uma base de dados. Então, primeiramente, é preciso criar uma base de
dados com as medidas de Hausdorff Hs(F ) e seus respectivos Hs

n,m(F ) de subconjuntos
compactos e euclidianos para que o algoritmo analise esses valores e consiga oferecer um
valor tão preciso quanto se deseja. Para isso, será utilizado fractais reais gerados a partir
de IFS hiperbólico, como já estudado no Capítulo 4. E, com essa base de dados, testar sua
precisão em fractais não reais, o que o artigo demonstra trazer uma ótima aproximação,
mesmo aplicando o método em diferentes dimensões.

Para realizar a criação desses dados, além de utilizar fractais reais gerados a partir
de IFS hiperbólicos, será restringido as condições para IFS sem sobreposição, pois assim,
a partir do Teorema de Moran, sabe-se a dimensão de Hausdorff de cada um desses
conjuntos.

Então, o objetivo é criar um conjunto autossimilar K que satisfaz as condições:

1. 0, 1 ∈ K, com K ∈ [0, 1];

2. K é o atrator do IFS {R; f1, . . . , fm} , m ≥ 2, conforme as condições do Teorema
da Contração para Conjuntos;

3. Seja d ∈ (0, 1), então DH(K) = d.

Como o foco está em IFS reais, as contrações desejadas são da forma fi(x) = cix+ ai,
com i = 1, . . . ,m e ci ∈ (0, 1). Então, cada fi possui um fator de semelhança (ou de
contração) igual a ci.

Primeiramente, será definido os fatores de semelhança ci. Pelo Teorema de Moran,
tem-se que

∑m
i=1 c

d
i = 1, pois 0 < ci < 1, então, basta escolher um valor aleatório c′i ∈ (0, 1)

de forma que ci = cc′i, para algum c ∈ (0, 1). Assim,
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m∑
i=1

(cc′i)
d =

m∑
i=1

cdi

m∑
i=1

cdc′i
d = 1

cd
m∑
i=1

c′i
d = 1

cd =
1∑m
i=1 c

′
i
d

c =
1

(
∑m

i=1 c
′
i
d)

1
d

.

Agora, será definido os termos ai. Considere d1 = 0, d2 como sendo um valor aleatório
pertencente a [0, 1−

∑m
i=1 ci] e, dj+1 ∈ [0, 1−

∑m
i=1 ci−

∑j
i=1 di], exceto dm que é definido

como dm = 1−
∑m

i=1 ci −
∑m−1

i=1 di.
Então, a1 = 0, a2 = c1 + d2, e generalizando, aj+1 =

∑j
i=1 ci +

∑j+1
i=1 di, para j =

1, . . . ,m− 1.
Juntando essas informações, é possível construir todas as semelhanças fi que possuirão

as seguintes propriedades.

1. fi(1) ≤ fi+1(0), para todo i = 1, . . . ,m− 1.
Pois, fi(0) = ai e fi(1) = ai+ci. Então, fi+1(0) = ai+1 = ai+ci+di+1 = fi(1)+di+1.

2. fm(1) = 1.
Note que fm(1) = am + cm = am−1 + cm−1 + dm + cm = 1, pois dm = 1−

∑m
i=1 ci −∑m−1

i=1 di e am =
∑m−1

i=1 ci +
∑m

i=1 di.

Portanto, falta apenas verificar que o IFS gerado a partir das semelhanças definidas
acima satisfazem as condições de autossimilaridade.

1. Conforme os itens acima, é possível construir a relação

0 = f1(0) < f1(1) < · · · < fi(0) < fi(1) < · · · < fm(0) < fm(1) = 1

Assim, f([0, 1]) = [ai, ai + ci] ∈ [0, 1], então, F ([0, 1]) =
⋃m
i=1 fi([0, 1]) ∈ [0, 1], sendo

F o Operador de Hutchinson utilizado na Teorema da Contração para Conjuntos,
portanto, F n([0, 1]) ∈ [0, 1], para qualquer natural n. Tem-se ainda, pelo mesmo
teorema, que seu atrator K ∈ [0, 1], e também, como f1(0) = 0 e fm(1) = 1, então
0, 1 ∈ K.

2. A partir do item acima, K = limn→∞ F
n([0, 1]) é o atrator do IFS {R; f1, . . . , fm},

m ≥ 2.

3. Por construção, tem-se que
∑m

i=1 c
d
i = 1, logo, pelo Teorema de Moran, DH(K) = d.

A partir do Teorema da Contração para Conjuntos, o atrator K é o único conjunto
real não vazio que se mantêm fixo sobre a ação do Operador de Hutchinson F . Também,
seja E um conjunto real qualquer e não vazio, então, F n(E) se torna uma aproximação
melhor para K a medida que n aumenta. Por isso, é possível obter o comportamento de
Hs
n,m(K) através de Hs

n,m(Kl), grosseiramente falando, é como se fosse uma abordagem
finita do atrator K. Para isso, seguem dois resultados para mostrar o número mínimo de
iterações necessárias para obter essa abordagem finita de K a partir de um nmax fixo.
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Teorema 7.4. Seja o IFS {R, fi}, com i = 1, . . . ,m, e K seu atrator. Sejam também
ci o fator de semelhança de cada fi, e Γ a estrutura fractal de R. Se k0 = {1, 0} e
Kl = F (Kl−1) = F l(K0), com l ∈ N, então as seguintes afirmações são verdadeiras.

(a) K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kl ⊂ K.

(b) K =
⋃
n∈NKn.

(c) Dado nmax, seja l =

⌈
1

log2 max{ci}
−1

nmax

⌉
. No qual, d . e é a "função teto".

Então, Kl ∩ A 6= 0 se, e somente se, K ∩ A 6= 0.

Demonstração.

(a) É claro que K0 ⊂
⋃m
i=1 fi(K0) = F (K0) = K1, com f1(0) = 0 e fm(1) = 1. Então,

suponha que Kl−2 ⊂ Kl−1, precisa-se provar que Kl−1 ⊂ Kl. De fato, Kl−1 =
F (Kl−2) ⊂ F (Kl−1) = Kl, por hipótese de indução. Por outro lado, K0 ⊂ K. Logo,
K1 = F (K0) ⊂ F (K) = K. De forma análoga, supondo que Kl−1 ⊂ K, então
Kl = F (Kl−1) ⊂ F (K) = K, para todo l ∈ N.

(b) Primeiro, como Kn+1 = F (Kn), para todo n ∈ N, então limn→∞ dH(Kn, K) = 0.
Para ε > 0, existe n0 ∈ N de forma que dH(Kn, K) < ε, para todo n ≥ n0. Então,
ambos os itens são válidos:

• K ⊂ B(Kn, ε), implicando que K ⊂ B
(⋃

n∈NKn, ε
)
.

• Kn ⊂ B(K, ε), para todo n ≥ n0. Assim,
⋃
n≥n0

Kn ⊂ B(K, ε). E ainda, como
Kn ⊂ Kn+1, pelo item anterior, então tem-se que

⋃
n≥n0

Kn =
⋃
n∈NKn. Da

mesma forma,
⋃
n∈NKn ⊂ B(K, ε). Finalmente, tem-se que ambos os itens le-

vam a dH(K,
⋃
n∈NKn) < ε, para todo ε > 0, implicando que dH(K,

⋃
n∈NKn) =

0 e K =
⋃
n∈NKn.

(c) Dado nmax, seja l =

⌈
1

log2 max{ci}
−1

nmax

⌉
.

Então, suponha que Kl ∩ A 6= ∅. Pelo primeiro item deste teorema, tem-se que
Kl ⊂ K, logo, K ∩ A 6= ∅.

Por outro lado, assuma que K ∩ A 6= ∅, com A ∈ Γm e m ≤ nmax, assim, K =⋂∞
k=0 F

k([0, 1]), pois [0, 1] é um conjunto compacto e fi([0, 1]) ⊂ [0, 1], para todo

i = 1, . . . ,m Por hipótese, l ≥
⌈

1

log2 max{ci}
−1

nmax

⌉
, ficando claro que (maxi∈I {ci})l <

1

2nmax
. Logo, se x ∈ K∩A, então x ∈ F l([0, 1])∩A. Utilizando o conceito de endereço

(palavra), é possível fazer a seguinte associação. Seja x ∈ F l([0, 1]), portanto, existe
(i1, . . . , il) de forma que x ∈ fi1,...,il([0, 1]) = (fi1 ◦ · · · ◦ fil) ([0, 1]) = [a, b], com
a = fi1,...,il(0) e b = fi1,...,il(1).

Note que Kj =
{
fi1,...,ij(0), fi1,...,ij(1) : para um certo (i1, . . . , ij)

}
, para todo j ≤

nmax, ou seja, a, b ∈ Kj. Então, foi verificado que x ∈ [a, b]∩A, com b− a < 1

2nmax
,

pois o fator de contração de fi1,...,il é ci1 · · · cil ≤ (maxi∈I {ci})l <
1

2nmax
. Assim,

tem-se que a ∈ A ou b ∈ A, ou seja, A ∩Kl 6= ∅.
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Corolário 7.5. Dada as condições do Teorema 7.4, Hs
n,m(Kl) = Hs

n,m(K), para cada

n ≤ m ≤ nmax, em que l =

⌈
1

log2 max{ci}
−1

nmax

⌉
.

Sua demonstração é uma aplicação direta do Teorema 7.4 Item (c).
O algoritmo está praticamente pronto, resta apenas treinar o SVM a partir dos re-

sultados acima. Como o intuito dessa seção foi o estudo do artigo e não da aplicação do
SVM propriamente dito, não foi realizado a programação do algoritmo, pois necessitaria
de um tempo maior do que se tinha. Porém, os autores da pesquisa, Fernández-Martínez
e Sánchez-Granero, realizaram a programação e todos os testes necessários e estão dis-
poníveis em [18]. No artigo, eles trazem todos os detalhes desse teste, todos os números
utilizados e também a sua eficácia. É verificado que, apesar da complexidade do código,
ao comparar-se com o da dimensão box-counting, a precisão do método, quando treinado
com um grande número de IFS, é proporcional a sua complexidade, trazendo ótimas
aproximações à dimensão fractal.
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Apêndice

A
Informações do Colour Stealing

Neste apêndice, será mostrado as varáveis utilizadas para a aplicação do método Colour
Stealing, e em seguida o código utilizado para a programação do algoritmo. Como já foi
dito no Capítulo 7, as funções utilizadas para as primeiras duas estruturas são da forma

f(x, y) =

(
ax+ by + c

gx+ hy + j
,
dx+ ey + f

gx+ hy + j

)
.

E, para o fractal top,

hi(x) = p1 + · · ·+ pi−1 +
e+ 2xpi
2 + 2e

, com i = 1, . . . , n e p0 = 0.

Desta forma, seguindo a maneira utilizada na programação, as variáveis do primeiro IFS
são as que estão na Figura A.1. Observe que as linhas da variável constant representam
as constantes, então a primeira linha é equivalente à constante a, a segunda é b e assim em
diante. Observe também que cada linha possui quatro valores, cada um representa uma
função do sistema, ou seja, utilizamos quatro contrações em cada uma das estruturas.
Por fim, pprop é a probabilidade associada ao sistema. As constantes do Fern, são as
utilizadas para a Samambaia, e as do Maple, para a folha de Bordo.

O segundo IFS, de forma análoga a já descrita, possui as variáveis da Figura A.2. Para
estas, foi utilizada a que produzia a melhor distribuição de cores na imagem, na opinião
dos autores da dissertação.

Apesar de não explicar cada detalhe do código, observável nas Figuras A.3, A.4, A.5,
A.6, ele segue exatamente o algoritmo do Colour Stealing, foi programado em Python no
software Visual Code Studio. O Código não é o mais otimizado possível, este não era o
foco da pesquisa, o foco era aplicar o método e fazê-lo funcionar, independente de seu
custo computacional.
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Figura A.1: Constantes do Primeiro IFS

Fonte: Autoria Própria
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Figura A.2: Constantes do Segundo IFS

Fonte: Autoria Própria
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Figura A.3: Código Parte 1

Fonte: Autoria Própria
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Figura A.4: Código Parte 2

Fonte: Autoria Própria
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Figura A.5: Código Parte 3

Fonte: Autoria Própria
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Figura A.6: Código Parte 4

Fonte: Autoria Própria


