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Resumo

Fractais sao estruturas matemaéticas que surgiram para definir formas existentes na
realidade e que a geometria classica nao é capaz de descrever, como nuvens e arvores, por
exemplo. Estes, nao sao poligonos, objetos circulares ou nenhuma outra forma que se é
conhecida, eles sao algo a mais, um fractal, como denominou Mandelbrot. Porém, a teoria
sobre essas formas diferentes nao se resume a isso, ha uma fundamentagao matematica bem
formalizada em Sistemas Dindmicos que vai além da Geometria Fractal, suas aplicacoes
sao intimeras e em diversas areas. Assim, esta dissertagao estuda a parte tedrica de fractais
a partir de Sistemas de Fungoes Iteradas para, no final, estudar algumas aplicagoes dessa
teoria.

Palavras-Chave: Fractal, Sistema Dindamico, IFS, Dimensao Fractal.






Abstract

Fractals are Mathematical Structures which arise to define forms that exist in reality
and classical geometry was not capable of describing it, like clouds and trees, as an
example. These are not polygons, circular objects, nor any other forms that are known,
they are something else, a Fractal, as Mandelbrot denominated it. However, the theory
about these forms is not restricted only to that, there is a Mathematical fundamentation
well formalized in Dynamical Systems going beyond Fractal Geometry, their applications
are countless and in many areas. Therefor, this dissertation study the theoretical part of
fractals made by Iterated Function System to, in the final, study some applications of the
theory.

Keywords: Fractal, Dynamical System, IFS, Fractal Dimension.
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CAPITULO

Introducao

Fractais sao objetos mateméticos que trazem uma grande riqueza de detalhes, além de
serem associados a figuras peculiares e interessantes. Porém, mesmo sendo um topico bas-
tante estudado, principalmente por ser da area de sistemas dinamicos, nao existe um texto
que formaliza e define todos esses objetos de forma tnica, pois é uma classe bem ampla.
Todas as defini¢oes trazidas até hoje por grandes mateméticos, como o préoprio Mandel-
brot que foi o primeiro a utilizar o termo, nao contemplava todos os fractais, sempre
existe um que nao cumpre todas as condi¢oes. Assim, para se referir a eles, é utilizado
um contexto mais amplo a partir imagens e conceitos como, por exemplo, possuir (ou
nao) autossimilaridade, tanto parcial quanto total. A teoria sobre fractais surgiu através
de diversos trabalhos de mateméticos famosos como Weierstrass, Cantor, Carathéodory,
Hausdorff e muitos outros, para quem tem interesse nesses trabalhos preliminares, é reco-
mendado o livro Classics on Fractals, de Edgar [8], uma coletanea de trabalhos e artigos
que contribuiram de alguma forma para a criagao do termo Fractal por Mandelbrot anos
depois. Como, por exemplo, o trabalho de Hausdorff sobre dimensoes e medidas, a qual
mostrava-se possivel a existéncia de uma dimensao nao inteira. Apds alguns anos, foi
observado existir um tipo de estrutura que possuia sempre uma dimensao fracionaria, por
isso que Mandelbrot colocou essa condigao na definicao de fractal. Porém, foi descoberto
posteriormente fractais com dimensao inteira, como a curva de Hilbert. Devido a in-
mera quantidade de objetos que se enquadram como fractal se torna dificil escrever uma
definicao formal ao mesmo. E inegavel também sua relacdo a Sistemas Dinamicos, por
isso, segue um pouco da evolucao historica até chegar em fractais e sua relacao com eles,
o texto se baseia no livro de Layek [13].

O estudo do comportamento de um sistema matemético através do tempo e sua de-
pendéncia as condicoes iniciais comecou por volta de 1880. E bem conhecido que solugoes
analiticas (ou forma fechada) de equagdes nao lineares geralmente nado podem ser obtidas,
dado o grau de complexidade de encontré-las, exceto por algumas especificas. E ainda, o
comportamento da solugao em diferentes condigoes iniciais ou suas caracteristicas assin-
toticas sao, as vezes, dificeis de determinar a partir de solugoes de forma fechada. Nessa
situagao, cientistas sentiram a necessidade de desenvolver um método que determinasse
recursos qualitativos do sistema, em contrapartida, aos quantitativos ja existentes. O ma-
tematico francés Henri Poincaré (1854 — 1912) foi o pioneiro na abordagem qualitativa,
sua combinacao de analise com geometria foi um poderoso conceito para caracterizar o
comportamento de sistemas, o que o consolidou como “pai da dindmica nao linear”.

O processo de evolucao do tempo, descrito por equacoes lineares ou nao lineares, define
o que se chama de Sistema Dinamico. O assunto se iniciou, informalmente, a partir de
diferentes pontos de vista dos cientistas da area, comecando no meio do século XVII
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1. Introducao 14

com Isaac Newton (1643 — 1727) inventando o célculo, as equagoes diferenciais, as leis de
movimento e a gravitacao universal. Na abordagem qualitativa, o comportamento local
e assintotico de uma equacao podiam ser explicados, o poder dessa abordagem e a sua
necessidade incentivaram cientistas como Lyapunov (1857 — 1918), Birkhoff (1908 — 1944),
e um grupo de matemaéticos de escolas russas a enriquecer os estudos na area.

Pointcaré estudou sistemas continuos devido a uma competicao internacional em honra
ao 602 aniversario de Oscar II, rei da Suécia e da Noruega, que propos quatro questoes.
Ele optou pela estabilidade do sistema solar, ganhando o prémio. Apesar de a publicacao
ter diferencas significativas do original por conta de um erro. Em seu estudo, achou
conveniente trocar o fluxo continuo do tempo por um analogo discreto.

Em mecénica celeste, Newton resolveu problemas de dois corpos, como, por exemplo,
o movimento da terra em torno do sol, conhecida como a lei do quadrado inverso. Muitos
cientistas tentaram estender os resultados para trés ou mais corpos, demonstrando-se
algo extremamente dificil e, até o momento, a situacao parecia sem esperanca. Assim, ao
invés de procurar a posicao exata dos planetas, os questionamentos foram se alterando
para perguntas como: O sistema solar serda sempre estavel? Poincaré planejou um novo
caminho analitico embasado na abordagem qualitativa. Eventualmente, originou-se a
linha de pesquisa em “Sistemas Dinamicos”. As escolas russas trouxeram contribui¢oes
importantes as teorias matemaéaticas de estabilidade da evolugao dos sistemas, assim como
o proprio Lyapunov. A definicao matematica de estabilidade, dada a partir do teorema de
Lyapunov, é amplamente utilizada para analise de estabilidade de certos sistemas. Assim
como o expoente de Lyapunov que, com o crescimento (ou decaimento) exponencial pelo
tempo, tem-se a ideia de quantificar movimentos cadticos.

Na primeira metade do século XX, dinAmicas nao lineares foram principalmente asso-
ciadas a osciladores nao lineares e suas aplicagoes na fisica, circuitos elétricos, engenharia
mecanica e ciéncias biolégicas. Oscilagoes ocorrem amplamente na natureza, sendo explo-
radas por varios dispositivos criados pelo homem. Diversos cientistas fizeram formulagoes
matemaéticas e analisaram diferentes aspectos desse fendmeno. Balthasar van der Pol fez
significativas contribui¢oes para a area, como ciclos limites, osciladores, relaxamento de
osciladores em circuitos elétricos nao lineares e fendmeno de bifurcacao. A equacgao de van
der Pol aparece primeiramente no artigo intitulado “On relaxation Oscillation” publicado
pela Revista Filosofica em 1926. O modelo descrito no trabalho é um exemplo de sistema
com ciclo limite. Ele e van der Mask utilizaram essas equacoes para descrever tanto o
batimento cardiaco, quanto um modelo elétrico do coragao. Ciclos limites foram desco-
bertos posteriormente em sistemas mecanicos e biologicos, informalmente, uma orbita é
algo que descreve o processo de evolucao de determinado objeto através do tempo, é como
se descrevesse a transformacao desse objeto até o estado que chegard ao fim da dinamica,
quando este processo fica se repetindo periodicamente, esta orbita recebe o nome de ciclo
como, por exemplo, o movimento da Terra criando o que se conhece como dia e noite,
com o passar do tempo, é vista essa mesma representacao se repetindo. Assim, Ciclo Li-
mite é um conjunto formado por érbitas que em algum momento se tornara um ciclo, ou
seja, a partir de determinado periodo, comecgara a se repetir. Sua existéncia ¢ importante
cientificamente e sua estabilidade exprime osciladores autossustentaveis. Uma defini¢ao
mais formal é dada no capitulo de sistemas dindmicos.

Na natureza, existem espécies que dependem de outras, pois caso contrario, seriam
extintas, gerando uma certa harmonia. Coexisténcia e, as vezes, exclusao mutua ocorrem
na realidade quando uma das espécies se tornam extintas. Alfred James Lotka (1880 —
1949), Vito Volterra (1860 — 1940), Ronald Fisher (1890-1962) e Nicols Rashevsky (1899
— 1972) s@o alguns dos cientistas que estudaram esse topico. A interagdo dindmica das
espécies, seus modelos matematicos, e comportamentos assintoticos sao ferramentas tteis
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na dinamica de populacao entre as espécies, visto que possuem um grande impacto na eco-
logia e no meio ambiente. O modelo Presa-Predador de duas espécies, em que uma caga
a outra, foi formulada por Lotka em 1910 e futuramente por Volterra em 1926, gerando
o conhecido modelo Lotka-Volterra. Na realidade, a populagao de presas e de predadores
crescem e diminuem periodicamente e os valores de maximo e minimo sao relativamente
constantes. Porém, nao é verdade para esse modelo matemético, pois diferentes condi-
¢oOes iniciais geram solugbes com diferentes amplitudes. Entao, Holling e Tanner (1975)
construiram um modelo matematico de Presa-Predador em que as solugoes possuem as
mesmas amplitudes, independente das condigoes iniciais. O ecologista matematico Ro-
bert May (1972) e muitos outros formularam diversos modelos de populacdo uteis para a
analise da dinamica.

A percepcao do imprevisivel nos fendmenos naturais e sociais tem grande impacto nos
pensamentos humanos e também na evolugao cientifica, gerando um longo conflito entre
determinismo e livre arbitrio, na filosofia. No seculo XIX, o engenheiro francés Joseph
Fourier (1770 — 1830) escreveu: “O estudo da natureza é o recurso mais produtivo de
descobertas matemaéticas. Oferecendo um objetivo especifico, provém vantagens de ex-
cluir problemas vagos e calculos desnecesséarios. O que também significa formular anélises
matematicas e isolar os aspectos mais importantes para conhecer e conservar. Esses ele-
mentos fundamentais sao aqueles que aparecem em todos os efeitos naturais.” Entretanto,
modelos como a Mecéanica Newtoniana, por exemplo, fornece uma visao deterministica
de um objeto, o qual o futuro é determinado pelas leis da for¢a e por sua condigao ini-
cial. Nao existe uma questao de imprevisibilidade ou de livre arbitrio na configuracao de
Newton.

No comeco do seculo XX, metodologias como evidéncia experimental, descri¢ao logica
e percepcao filosofica de um fenémeno fisico, tanto microscépico quanto macroscopico,
geraram um avanco nas ciéncias. A percepc¢ao do infinito foi um tépico de grande preocu-
pacao dos cientistas da época. No mundo macroscopico, particularmente em osciladores
na elétrica, mecanica, sistemas biologicos, e mecanica estatica em fluidos e corpos mate-
riais trouxeram estudos que estabeleceram o papel e a consequéncia da nao linearidade
de sistemas.

A existéncia de orbitas cadticas para uma equacao de van der Pol forcada foi provada
matematicamente por Cartwright e Littlewood nos anos de 1950. Durante este periodo o
matematico Levinson mostrou que o modelo fisico tinha uma familia de solu¢oes imprevi-
siveis na natureza. O académico soviético Kolmogorov (1903 — 1987), o maior probabilista
do século XX, e seus parceiros de trabalho fizeram contribuicoes significativas para a tur-
buléncia de fluidos isotrépicos, como a lei de 5/3 de Kolmogorov no intervalo de equilibrio
estatistico. Sua ideia foi baseada no pressuposto do equilibrio estatistico em um fluido
turbulento. No movimento turbulento, redemoinhos instaveis sao formados no fluido e
seu decaimento é espontaneo, de maneira que a queda de energia continue até ele ficar
tao pequeno e ser suavizado pela viscosidade do fluido.

Henri Poincaré foi o primeiro a reportar a nogao de sensibilidade as condig¢oes iniciais
em seu trabalho. Como diz sua citagao: “Acontece que pequenas diferencas no produto
wmacial produz grandes diferencas no fenomeno final. Um pequeno erro anterior produzira
um enorme erro posterior, impossibilitando a previsibilidade.” Talvez a caracteristica mais
intrigante de um sistema caotico é sua extrema sensibilidade a condigoes iniciais. Natu-
ralmente, existe uma necessidade de desenvolver uma ciéncia para essa imprevisibilidade.
A real inovagao veio de um resultado computacional de um sistema linear simples. No
ano de 1963, Edward Lorenz (1917 — 2008) publicou um resultado intitulado “fluxo deter-
minista nao periodico”. Nesse artigo, ele derivou equagoes para convecgao térmica em um
modelo simplificado do fluxo da atmosfera e notou que a solucao das equagdes poderiam
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ser imprevisiveis e irregulares, apesar de serem deterministicas. A sensivel dependéncia
da evolucao do sistema para uma mudanca infinitesimal nas condicoes iniciais é conhecido
como Efeito Borboleta. Sistemas deterministas podem exibir um comportamento regular
para alguns valores de seus parametros, mas irregulares para outros. Podem dar um in-
cremento a movimentos que sao essencialmente randémicos e a previsao de longo termo é
impossivel. Outro artigo: Diffenrential Dynamical Systems, publicado por Stephrn Smale,
provou matematicamente a existéncia de solugoes cadticas e deu uma descricao geomé-
trica ao conjunto dessas solugoes, o Smale horseshoe map. Mateméticos e fisicos como
Lev. D. Laudau, James Yorke, Robert May, Enrico Fermi, Stanislaw Ulam, J.G. Senai,
Sarkovskii, A. Libchaber, J. Maurer, entre muitos outros, sao grandes contribuidores para
o desenvolvimento da ciéncia nao linear e a teoria do caos.

O conceito de geometria fractal foi introduzida pelo matematico Benoit Mandelbrot
(1924 — 2010) em 1975. Fractais (geralmente) sao estruturas irregulares, errantes e au-
tossimilares. Objetos fractais consistem de autossimilaridade entre escalas, ou seja, o
padrao observado em grande escala se repete em escalas menores, sendo assim, feito por
partes do todo, indefinidamente. A geometria se difere da euclidiana e acha ordem em
formas e processos cadticos, em que suas Orbitas podem ser representadas por fractais.
Existem intimeros exemplos de fractais na natureza e na ciéncia. O corpo humano é rico
de exemplos, como o pulmao, coracao e outros. E ainda, em anos recentes, ha pesquisas
para determinar aplicagoes na medicina. Maldelbrot e outros pesquisadores mostraram a
ampla aplicagao desses objetos. O fenémeno do caos é algo que se relaciona a realidade e
entao deve ser entendido e relacionado a nossa vida cotidiana. Suas aplicagoes sao diver-
sas, como seguranca computacional, design digital e medicina, assim como em elementos
destrutiveis como tsunamis e tornados, sendo considerado a terceira grande descoberta,
atras de relatividade e da mecéanica quantica no século XX.

Durante o mestrado, foram estudados os conceitos iniciais sobre fractais gerados a
partir de Sistemas de Fung¢oes Iteradas (IFS) e sobre os sistemas dindmicos associados a
eles. Para isso, foi utilizado o livro Fractals Everywhere, de Michael Barnsley [2| como
base do estudo e alguns outros livros e artigos para aprofundar determinados topicos que
se faziam necessarios, como os livros do Elon, de Topologia [14] e do Folland, de Analise
Real [10].

Para realizacao desta dissertacao, foi necessaria uma base bem fundamentada de es-
pacos métricos, para situar que contexto seria trabalhado, e de algumas transformacoes
especificas, importantes na geometria fractal. Foram estudados também alguns teoremas
e resultados importantes sobre IFS, como o Teorema da Colagem, que provém uma forma
de construir esses sistemas de equagoes. Pesquisou-se também sobre sistemas dinamicos
continuos para uma fundamentacao teérica melhor formulada, seguindo-se a sistemas di-
namicos discretos e sua associacao com fractais do tipo IFS, sobre dimensoes fractais e
finalizando a fundamentacao com topicos de teoria da medida. Para que, a partir desses
conceitos, fosse realizado a aplicacao de fractais em alguns contextos.

Foram duas aplicacoes baseadas em dois topicos diferentes, uma se baseou em geragao
de imagens Fractais (Fractal Top e Colour Stealing) e a outra na Dimensao Fractal. Na
primeira, foi aplicado um método para gerar e colorir fractais de forma eficiente. Na
outra, foi estudado um algoritmo para o calculo da dimensao de Hausdorff.

Dessa forma, o trabalho esta dividido da seguinte maneira: no Capitulo 2 encontram-se
os topicos sobre espaco métricos, ou seja, métrica, espagos completos, espaco de compactos
e topicos relacionados; no Capitulo 3 localizam-se estudos sobre transformagoes algébricas
e contragoes; no Capitulo 4 é estudado conceitos relacionado a Fractais, como contracao
de conjuntos, IFS, Dimensao, entre outros; no Capitulo 5 é estudado acerca de sistemas
dindmicos e suas associagoes com fractais; no Capitulo 6, para finalizar a parte teodrica, é
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introduzido alguns resultados e definicao de Teoria da Medida. O Capitulo 7 é dissertado
sobre as duas aplicacgoes realizadas. No fim, a partir de um apéndice, ha detalhes sobre o

Colour Stealing e sua codificagao.






CAPITULO

2

Espacos Métricos

Este capitulo trata sobre algumas definigoes e resultados de Espagos Métricos seguindo
a metodologia proposta por Barnsley [2| com algumas das defini¢goes pautadas no livro
Elementos de Topologia Geral, do Elon [14]. Ambos os livros seguem caminhos diferen-
tes para suas defini¢oes, havendo algumas divergéncias, nestes casos, foi preferido seguir
Barnsley [2]| por ser a referéncia central da dissertacao.

2.1 Meétrica

Definigao 2.1. Um espago métrico (X, d) é um conjunto X com uma fungao d : X x X —
R que associa um nimero real d(z,y) a cada par de pontos x,y € X, recebendo o nome de
distancia do ponto x ao ponto y. Uma métrica € uma distancia que, para todo x,y,z € X,
satisfaz as propriedades:

a) d(z,y) = d(y, z);

b) d(z,y) >0, z#y;

¢) d(z,z) = 0;

d) d(z,y) < d(z, 2) + d(z,y).

O item (d) recebe o nome de desigualdade triangular. Um exemplo de métrica comu-
mente usada ¢ a Euclidiana, ao considerar espago métrico (R",dg), para algum n € N,
entao ela é definida da forma:

em que z,y € R", z = (z1,...,24 ..., Tn) €Y= (Y1, -, Yiy- - Yn)-

Dados um numero real » > 0 e um ponto a qualquer de X. A bola aberta de centro a
e raio r é o conjunto B(a,r) de todos os pontos de X cuja distancia ao ponto a é menor
que 7:

Bla,7)={x € X : d(z,y) <r}.

De forma andloga, a bola fechada Bla,r] é o conjunto de pontos cuja distancia ao
ponto a é menor que ou igual a r:

Bla,r)={x € X : d(z,y) <r}.

19
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Definicao 2.2. Duas métricas di e dy em um espago X sao equivalentes se existem
constantes cy,co > 0 de forma que

Cldl(may> < d2(£7y) < Cle(l’,y), v T,y < X.

Definigao 2.3. Dois espagos métricos (Xi,dy1) e (Xz,ds) sao equivalentes se existe uma
funcao h : X1 — Xy bijetora e, portanto, inversivel, na qual a métrica dy em Xy definido
por:

di(z,y) = dz(h(z), h(y)), YV z,y € X3

€ equivalente a d;.

Definigao 2.4. A funcdio f : X1 — Xy de um espago métrico (Xi,dy) para um espago
métrico (Xs,dy) € continua no ponto a se, dado € > 0, existe um § > 0 tal que

di(z,a) <0 = do(f(x), f(a)) <e.

E equivalente dizer que para cada bola aberta B(f(a),€) existe B(a,§) de forma que

f(B(a,0)) C B(f(a),e).

f € dita continua se for continua para todos os pontos de X;.

Se f ¢ bijetora e entdo inversivel, e ainda, se sua inversa f~! também for continua, diz-
se que f é um Homeomorfismo entre X; e X5. Nesse caso, X; e X5 sao homeomorfos. Dois
espagos serem equivalentes é mais forte que serem homeomorfos. Para ser equivalente,
precisa existir uma restrita relacao entre € e 9 independente de x.

Definigao 2.5. Sejam os espagos métricos (X1,dy) e (Xa,d2). Uma fungio f: X1 — Xo
¢ uniformemente continua se, para todo € > 0, pode-se obter um 6 > 0 tal que dy(x,y) < 6
implica do(f (), f(y)) < €, para todo x,y € X;.

Enquanto a continuidade é uma propriedade local, a continuidade uniforme é uma
propriedade global, esta (ao contrario da continuidade “comum”) necessita que, dado um
tinico € e um unico ¢, a funcao seja continua em todos os pontos para estes mesmos valores.

2.2 Sequéncia de Cauchy

Uma sequéncia em um conjunto X é uma aplicacao definida no conjunto dos inteiros
positivos N = {1,2,...,n,...} com imagem em X. Cada inteiro n € N possui um
elemento correspondente em X, indicado por z,. A sequéncia, como fung¢ao, é denotada
por (z,) e, como conjunto de valores, por {z,} ou simplesmente {x,} quando N tiver
subentendido.

Uma subsequéncia de uma sequéncia é uma restricao no dominio desta a um subcon-
junto N = {n; <ny <...}, é denotada por (z,,), e por {xy, }, .y quando se refere a
seus elementos.

neN?

Definicao 2.6. Uma sequéncia {x,}5°, de pontos em um espago métrico (X,d) é cha-
mada de Sequéncia de Cauchy se, dado qualquer ¢ > 0, existe um inteiro ny > 0, tal
que

d(xp, xm) < €, ¥ n,m > ng.

Em outras palavras, quanto mais longe caminha-se na sequéncia, mais préximos seus
elementos estarao.
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Defini¢ao 2.7. Uma sequéncia {x,}>2, de pontos em um espago métrico (X,d) é dita
convergente para um ponto x € X se, para qualquer ¢ > 0, existe um inteiro ng > 0 tal
que

d(zp,x) <€, ¥V n > ny.
Nesse caso, o ponto para o qual a sequéncia converge, é chamado de Limite e recebe a
notacao x = lim,, o x,,. Diz-se também que x,, tende a x ou simplesmente x, — .

O limite « de uma sequéncia convergente {z,}>° ; tem a propriedade de qualquer bola
B(z, €) conter todos os pontos x,, depois de um certo ng, em que ng geralmente aumenta
a medida que e diminui.

Proposicgao 2.8. Se a sequéncia de pontos {x, }5°, em um espago métrico (X, d) converge
para um ponto x € X, entao esta sequéncia € de Cauchy.

Demonstragao. Como a sequéncia {x,}>2; converge para um ponto x € X, entdo, para
€

todo € > 0, existe n > ng de forma que d(z,,z) < 5 Suponha m,n > ng, logo, a partir

da Desigualdade Triangular para Medidas:

Portanto, d(x,,x.,) < €, ou seja, {,}5°, ¢ de Cauchy.

Defini¢ao 2.9. Um espago métrico é completo se toda sequéncia de Cauchy {x,}5°, em
X possut um limite x € X.

Em outras palavras, o limite existe e pertence ao espaco onde a sequéncia estia. Entao,
se {x,}22; é uma sequéncia de Cauchy de pontos em X e este espaco é completo, existe
um ponto x € X de forma que, para qualquer € > 0, a bola fechada B[z, €] contém z,.

O espago métrico (R™, dg), com dg sendo a métrica Euclidiana (apresentada anterior-
mente), é um exemplo de espago métrico completo, o que é facilmente verificavel.

Defini¢ao 2.10. Seja S C X um subconjunto de um espago métrico (X,d). Um ponto
r € X é chamado de Ponto de Acumulacio de S se existe uma sequéncia {x,}>2, de
pontos x, € S\ {z} tal que lim z,, = z.

n—oo

Definigao 2.11. Seja S C X um subconjunto de um espago métrico (X,d). O fecho de
S, denotado por S, € definido como S = S U {pontos de acumulac¢io de S}. S € fechado
se contém todos os pontos de acumulacao, ou seja, S = S.

2.3 Conjuntos Compactos

Definigao 2.12. Seja S C X um subconjunto de um espago métrico (X, d). S € compacto
se toda sequéncia infinita {x,}>2 | contém uma subsequéncia convergente com limite em

S.

Defini¢ao 2.13. Seja S C X um subconjunto de um espago métrico (X,d). S é limitado
se existe um ponto a € X e um numero R > 0, tal que

d(a,z) < R, Vx €8.

Uma sequéncia, em X, € limitada se seus elementos sao um subconjunto limitado de X .

S € totalmente limitado se, dado € > 0, existe um conjunto finito de pontos {y1,y2,...,yn} C
S, tal que, para todo x € S, d(x,y;) < €, para algum y; € {y1,Ys,...,Yyn}. Esse conjunto
€ chamado e-net.
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Em outras palavras, um conjunto S ser totalmente limitado significa que é possivel
“cobri-lo” totalmente com um namero finito de bolas abertas de raio r (quantas forem
necessarias), de forma que a intersec¢ao entre S e a uniao de todas as bolas abertas seja o
proprio S. Assim, os pontos y; que estao no centro de cada uma delas formam o conjunto
e-net.

A seguir apresenta-se o Principio da casa dos pombos, uma proposicao utilizada na
demonstragao do Teorema 2.15. A notacao | . | representa a cardinalidade (quantidade
de elementos) de um conjunto.

Proposigao 2.14 (Principio da casa dos pombos). Se |A| > | B|, entdo, para cada fun¢do
f A — B existe pelo menos dois elementos de A que sao levados a um mesmo elemento
de B por f.

Demonstragao. Suponha, por contradi¢ao, que nenhum elemento b € B ¢é obtido por
mais de um elemento a € A. Como f é uma funcao, todos os elementos de A precisam
de pelo menos uma imagem em B, entao, para todos os elementos a € A, existe b € B,
tal que b = f(a), assim, ou A e B possuem o mesmo numero de elementos ou B possui
mais elementos que A, ou seja, |A| < |B|. Uma contradigao, pois |A| > |B|. Portanto, ao
menos um elemento de B é imagem de pelo menos dois elementos de A.

[ ]

Em outras palavras, se m pombos sao colocados aleatoriamente em n caixas diferentes
e m > n, entao, certamente uma das caixas tera mais que um tnico pombo. Por ser
um evento aleatorio, pode ocorrer de todos os pombos estarem em uma tnica caixa,
assim como podem estar distribuidos de forma mais igualitaria, porém, como o nimero
de pombos é maior, uma das caixas tera mais que um pombo.

Lema 2.15. Sejam (X, d) um espago métrico completo e um subconjunto S C X. Entdo
S € compacto se e, somente se, € fechado e totalmente limitado.

Demonstragao. Suponha que S é fechado e totalmente limitado.

Seja {z,} uma sequéncia infinita qualquer de pontos em S. Como S é totalmente
limitado, pode-se achar uma colegao finita de bolas abertas de raio r = 1 centradas em
cada ponto y; € {y1,vs,...,Yn} (e-net), de forma que S é contido na uniao de todas elas.
Como possui-se infinitos elementos x,, e apenas uma colecao finita de bolas abertas, tem-
se mais pontos x,, do que bolas abertas, assim, pelo Principio da casa dos pombos, uma
dessas bolas, nomeada de By, tera infinitamente muitos pontos z,,.

Agora, escolha k; para que xp, € By. Entao, para algum i, By = Bi(y;, 1), ou seja,
d(zk,,y:) < € (pois, S é totalmente limitado), mas zx,,y; € B; NS, ou seja, este conjunto
também ¢ totalmente limitado.

Assim, de forma anéloga, pode-se cobrir B;NS por um conjunto finito de bolas de raio

1
3 Pelo Principio da casa dos pombos, uma das bolas contera infinitamente muitos pontos

xr, € B1 NS, seja ela nomeada de B,. Escolha agora um ky > ky, de forma que xy, € Bs.
Portanto, com um argumento semelhante ao ja utilizado, afirma-se que By N (B; N S) é
totalmente limitado.
Indutivamente, continua-se esse processo, gerando uma sequéncia de conjuntos encai-
xados:
BB, D>DB3;D>ByD---DB,D---

Para simplificar a notacao, considere B, = B, N B,_1N---NB;NS.
1

Assim, B, tem raio r = 1 © existe uma sequéncia de inteiros {k,}°, tal que

T, € By, ou seja, pode-se criar a sequéncia {zy, }, ;. Pela forma como foi definido cada
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x,, ¢ obtido uma subsequéncia de {z,}, e ainda, pode-se afirmar ser uma sequéncia de

Cauchy em S, pois, visto que zy, ., 2, € B, , tem-se que d(xy, ., Tr,) < < €, para

419 gn—1
um certo e.

Como S é fechado e {zy, } ¢ de Cauchy, entdo ela converge para um ponto z € S. Em
outras palavras, dado uma sequéncia qualquer de S, existe uma subsequéncia convergente

com limite em S. Portanto, S é compacto.

Suponha agora que S é compacto e, por contradi¢cao, nao exista um e-net para S.
Entao, existe uma sequéncia infinita de pontos {x, € S} com d(x;,z;) > €, Vi # j
e € > 0. Mas essa sequéncia deve possuir uma subsequéncia convergente {xy,}, pois S é
compacto. Pelo Teorema 2.8 essa subsequéncia ¢ de Cauchy e entao, pode-se achar um
par de inteiros k;, k; com k; # k; tal que d(xy,, 7x;) < €. Mas d(xy,,7x;) > €, um absurdo.
Entao existe um e-net, ou seja, S é totalmente limitado.
[ ]

Defini¢ao 2.16. Seja S C X um subconjunto de um espago métrico (X,d). S € aberto
se, para todo x € S eziste € > 0, tal que B(x,e) C S.

Um ponto x € X é um Ponto de fronteira se, para todo € > 0, B(x,€) contém pelo
menos um ponto de X \ S e um ponto de S. O conjunto de todos os ponto de fronteira é
chamado de fronteira de S sendo denotado por Fr(S) ou 0S.

Um ponto x € S € chamado de Ponto interior de S se existe ¢ > 0 de forma que
B(z,€) C S. O conjunto dos pontos interiores é chamado de interior de S, sendo denotado
por S° ou int(S).

Uma maneira de visualizar essas definicoes pode ser observada na Figura 2.1. Pode-se
considerar o globo terrestre como sendo um espago métrico, e a ilha e o oceano como
sendo dois subconjuntos desse espago. A borda da ilha corresponde a sua fronteira, e a
areia a seus pontos interiores. Assim, a ilha é um conjunto fechado, pois sua fronteira
(sendo interpretada como seu fecho) faz parte do conjunto, em contrapartida, o oceano é
aberto, uma vez que a fronteira nao pertence a ele.

Figura 2.1: Globo terrestre

Globo
Terrestre

Fonte: Autoria propria

A seguir, é apresentado o conceito de conjunto conexo, que serd importante para as
secoes seguintes.

Definigao 2.17. Um espago métrico (X,d) € conexo se os unicos subconjuntos de X
que sao simultaneamente abertos e fechados sdo os conjuntos X e @. Um subconjunto
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S C X € conexo se o espago métrico (S,d) € conexo. S é desconexo se nao é conexo. S
¢ totalmente desconexo se os subconjuntos coneros nao vazios de S sao os formados por
apenas um ponto.

S € conexo por caminho se, para todo par de pontos x ey de S, sempre existe uma
fungao continua f :[0,1] — S, do espago métrico ([0,1],dg) (dg é a métrica Fuclidiana)
em (S,d), de forma que f(0) =x e f(1) =y. f é chamada de caminho de x ay. S é
desconexo por caminho se nao € conexo por caminho.

2.4 Espaco dos Fractais

Nesta secao sera apresentado o Espaco dos Fractais, representado por 7, um lugar
matematico onde cada um de seus pontos sao, na verdade, conjuntos. Assim, faz-se
necessario um estudo de como trabalhar com conjuntos, os elementos desse espago, ou seja,
como sequéncias e distancias se comportam, por exemplo. Inicialmente, é considerado
um espago métrico completo qualquer, denotado por (X,d). Mas, quando o intuito é
discutir figuras e desenhos, como a representacao de fractais, um espaco que trabalha com
conjuntos se torna o lugar ideal para seus estudos iniciais.

Definigao 2.18. Seja (X, d) um espago métrico completo. Entao 7€ (X) denota o espago
onde os elementos sao subconjuntos compactos de X, incluindo o conjunto vazio.

Definigao 2.19. Sejam (X, d) um espaco métrico completo, x € X, e B € 7 (X). Defina
d(x, B) = min{d(x,y) : y € B}.
Entao, d(z, B) € a distdncia do ponto x ao conjunto B.

Como o conjunto B € (X)) é compacto e nao vazio, entao, garante-se a existéncia
de um valor minimo para definir a distancia. Fixado z, considere a funcao f : B — R
definida por f(y) = d(x,y), YV y € B. Da definicdo de espago métrico, segue que f é
continua, vista como uma funcdo de (B,d) a (R,dg), dg é a métrica Euclidiana. Seja
p = inf{f(y) : y € B}. Como f(y) > 0 para todo y € B, segue que p ¢ finito. Afirma-
se entdao que existe um ponto g € B de forma que d(z,y) = p. E possivel achar uma
sequéncia infinita de pontos {y, : n=1,2,...} C B tal que |f(y,) —p| < % Usando a

compacidade de B, {y, : n = 1,2,...} possui uma subsequéncia com limite § € B. E,
com a continuidade de f, f(y) = p, que era o desejado.

Definigao 2.20. Sejam (X, d) um espago métrico completo e A, B € 5 (X). Entao,
d(A, B) =max{d(x,B) : x € A}
€ a distdancia do conjunto A ao conjunto B.

De maneira anéloga a ja demonstrada, como A e B sao compactos, garante-se a
existéncia dessa distancia. Porém, da forma como definida, ela nao define uma métrica,
por nao ser comutativa, apesar de preencher os outros requisitos. Entao, para definir um
espago métrico a partir de 7, a seguinte definicao é necessaria.

Definigao 2.21. Seja (X, d) um espago métrico completo. A distancia de Hausdorff entre
os elementos A e B de (X) € definida por

h(A, B) = max {d(A, B), d(B,A)}.

Ou seja, a distdncia de Hausdorff € o maior valor entre d(A, B) e d(B, A).
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Assim, a distancia h define uma métrica e, por consequéncia, o espago # (X ) munido
dessa métrica se torna um espacgo métrico e mais, ele se torna também completo, como
sera dissertado na proxima secao. Portanto, tém-se as caracteristicas necessarias para
se trabalhar nele. Durante a dissertacao, sera utilizado as notagoes a V b e a A b para
representar o maior e o menor valor entre os niimeros a e b, respectivamente, a fim de
facilitar nas demonstracoes e nao deixéa-las carregadas visualmente.

2.5 Completude do Espaco dos Fractais

O espago métrico ((X), h) sera referido como Espago dos Fractais. Por enquanto,
fractal sera definido como qualquer subconjunto desse espaco métrico, porém, vale ressal-
tar que o mesmo nao pode ser definido de forma tao simples assim, é geralmente visto,
sem um rigor matematico, como um conceito mais amplo, através de imagens e contextos.
Dito isso, como na dissertacao é considerado apenas uma classe de fractais, que apesar de
bem abrangente, nao contém todos os existentes, é possivel trazer uma definicao que se
enquadre com o que esté sendo trabalhado, além de ser um subconjunto de (J(X),h).
Tal defini¢ao é discutida no capitulo sobre fractais.

Nessa secao, define-se o espago dos fractais como um espac¢o métrico completo. Para
isso, ¢ estudado como uma sequéncia se comporta em (s (X),h). Entao, considere os
seguintes resultados e definigoes.

Definigao 2.22. Sejam S C X eI' > 0. Entio, S+ ={ye X :d(z,y) <T, z € S}.
S + T pode ser chamado de dilatagdo de S por T'.

Lema 2.23. Sejam A, B pertencentes a 7 (X), em que (X,d) é um espago métrico. Se
e > 0, entao,
h(A,B) <e & ACB+e¢e e BCA+e

Demonstragao. Inicialmente, demonstra-se que d(A,B) <e< A C B + .

Suponha que d(A, B) < e.

Entao, max{d(a, B) : a € A} < ¢, assim, d(a, B) < ¢, para qualquer a € A. Como
B+e={xe X :d(z,b) <e¢ b€ B}, tem-se que a € B + ¢, para todo a € A, ou seja
AC B+e.

Suponha que A C B + .

Como A C B + ¢, existe um b € B de forma que d(a,b) < €, para algum a € A.
Entao, d(a, B) = min{d(a,b) :b € B} < e. Isso ¢ valido para todo a € A. Ou seja,
d(A,B) =max{d(a,B):a € A} <e.

De maneira analoga, prova-se que d(B,A) < € & B C A+ e Como h(A,B) =
d(A,B) Vd(B,A) < ¢, tem-se que d(A,B) < € e d(B,A) < € o que ¢ equivalente a
AC B+ee BC A-+e, pelo que foi demonstrado. Portanto,

h(A,B) <e & ACB+e e BCA+e
u
Seja {A, : n = 1,2,...} uma sequéncia de Cauchy com elementos de (J(X),h).
Isso é, dado € > 0, existe um ng, de forma que, para n, m > ng,
A, +eD A, e A,+eDA,.

Ou seja, h(An, Apn) < €, pelo Lema 2.23.
Deseja-se, agora, estender uma sequéncia de Cauchy {xnj}jeN € X com x,; € Ay,

para cada j, a uma sequéncia de Cauchy {x,} € X, em que z,, € A,.
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Lema 2.24 (Lema da Extensdo). Sejam (X, d) um espago métrico e {A,: n=1,2,...}
uma sequéncia de Cauchy de elementos de (' (X),h). Seja também {n;}32,, com
O<ni<ng<ng<...

Suponha que se tem uma sequéncia {x,, € A,, : j=1,2,...} em (X,d). Entao, eviste
uma sequéncia de Cauchy {, € A, : n=1,2,...} de forma que T,, = x,,, para todo
j=1,2 ...
Demonstragao. Primeiramente constroi-se a sequéncia {Z,, € 4, : n=1,2,... }.

Para cadan € {1,2,...,n;}, escolhaum Z,, € {x € A, : d(x,2,,) = d(zy,, Ay)}. Isso
é, T, ¢ o ponto mais proximo (ou um dos) de z,, em cada A,. A existéncia de tal
proximidade é assegurada pela completude de A,.

Sejam j € {1,2,...}, en € {n;+1,n;+2,...,n;11}. O seguinte conjunto ajuda a
compreender o que estéd acontecendo:

{1,2,....n1,my+1,ny +2,...,na,ma+1,... .0, ..., nj,...}.

Escolha um z,, € {1: €Ay d(x,zy,) = d(a:nj,An)} para construir a sequéncia de-
sejada. Agora, mostra-se que {Z,} possui tal caracteristica, ou seja, é realmente uma
extensdo de {Z,, } a {4,}.

Claramente &,,; = x,,, pois, por construgao, I, € {x €A, d(w,zy,) = d($nj,Anj)},
e como x, € A,, entao d(xnj , Anj) = (0. Falta entao mostrar ser uma sequéncia de Cauchy.

Dado € > 0, existe um k; de forma que ny,n; > ki implica que d(wnk,xnj) < g Existe
também um ky tal que m,n > ko implica que d(A,,, A,) < g Note que, pela desigualdade
triangular para distancias,
(T, Tp) < d(Tn, Tn,) + d(Tny, Tny) + d(20;, Tn),
comm € {n;_1+1,n;_ 1—1—2 Snjitene{n i +1,n_1+2,.. }
Visto que h(Am,An) < 5’ entao, pelo Lema 2.23, A, C Am + e A, C A, —I— 3 de

forma que d(Zy,, zn,;) <Se d(zn,,T,) < =. Entdo, para todo m,n > max {k, k2 },

-3
AT, Tp) < d(xm,xn

<&
3
) + d(xnj»xnk) + d<xnka jn)
€

<_ Z a4
_3+3 3

<e.

J

Ou seja, a sequéncia é de Cauchy.
|

O seguinte teorema é muito relevante para esta dissertacao por mostrar que o Espago
dos Fractais é completo, assim, uma sequéncia de Cauchy de conjuntos deste espago se
comporta bem, ou seja, é convergente. No Capitulo 4, é estudado sobre Fractais gerados a
partir de sequéncias de Cauchy, entao, em outras palavras, o resultado garante a existéncia
desse Fractal.

Teorema 2.25 (Completude do espago dos Fractais). Seja (X, d) um espago métrico com-
pleto. Entao (A (X),h) é um espago métrico completo. E ainda, se {A, € (X))}, é
uma sequéncia de Cauchy, entao

A= lim A, € (X),

n—oo

e pode ser caracterizado como:
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A= {x e X : existe uma sequéncia de Cauchy {z, € A,} que converge a x}.

Demonstracao. Sejam {A,} uma sequéncia de Cauchy em J#(X) e A definido nas
condigoes do teorema. A prova é dividida nas seguintes partes:

(a) A#2;

(b) A é fechado e ent@o é completo, desde que X seja completo;

(c) Para e > 0, existe k de forma que Vn >k, AC A, +¢;

d

)
)
)
)

A é totalmente limitado e entdo, por (b), é compacto;

(e) lim A, = A.
a. Sera provada a existéncia de uma sequéncia de Cauchy {a; € A;} € X.
Seja uma sequéncia de inteiros positivos k1 < ko < --- < k, < --- tal que
1
h(Anm, An) < —, param,n > k;.

2t

Seja xy, € Ag,, como h(Ag,, Ag,) < 2 é possivel determinar zy, € Ay, de forma
1
2 1 1
para o qual d(xy,_,,x,) < 5T Entao, como h(Ay,, Ak,,,) < 500 € Tk € Ay, tem-se
1
Ty, € Ap,, de forma que d(zy,, zp,,,) < o

que d(xg,,xr,) < —. Assim, generalizando o processo, seja xy, € Ag,, i = 2,...,1,

Assim, por um método indutivo, é possivel criar uma sequéncia infinita {zy, € Ay, }

1
tal que d(z,, zp,,,) < 5

1
Para ver que {xy,} ¢ de Cauchy em X, seja € > 0, escolha k. tal que > °°, — <.

i=k
€ 21
Entao, para m > n > k. tem-se:
=1
d(l.knn xkn) < d($kma ka+1) + d(ka-ﬂa ka+2) +oeee d('rkn—u ’I.kn) < Z E <€
i=ke

Pelo Lema da Extensao, existe uma subsequéncia convergente {a; € A;} para cada

ay, = xy,. Entao, ili)rgloa,- existe e estd em A. Ou seja, A # &.

Para mostrar que A ¢ fechado, suponha que {a; € A} é uma sequéncia que converge
para um ponto a. tem-se que mostrar que a € A, o que implica em A ser fechado.
Para cada positivo inteiro 4, existe uma sequéncia {z;,, € A,} tal que lim,,_,o x;, =
a;.

1
Seja a sequéncia {k;}°, crescente de inteiros positivos tal que d(ay,,a) < —.
i

—_

Entao, existe uma subsequéncia de inteiros {m;} de forma que d(xy, m,, ax,) < —.

~.

Logo pela desigualdade triangular para distancias,

1 1 2
d(l'kumw CL) < d(xknmiv a’ki) + d(ak‘w a) < ; + Z = Z

S€ Ym; = Thymy, €NLAO Yy, € Ay, € limyyo0 Y, = a. Pelo Lema da Extens@o {ym, }
pode ser estendido para uma sequéncia convergente {z; € A;} e entdo a € A. Logo
A é fechado.
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c. Seja € > 0, existe um k de forma que, para cada m,n > k, h(A,,, A,) < €, pois
{A,} é de Cauchy. Logo, pelo Lema 2.23, A,, C A, + €.

Precisa-se mostrar que A C A, + €. Para isso, seja a € A. Como A é compacto
(pois, A € H(X)), existe uma subsequéncia {a; € A;} que converge para a. Pode-
se assumir k grande o bastante para que, dado m > k, d(a,,,a) < e. Entao a,, €
A, CA,+e

Como A, é compacto, observa-se que A, + € é fechado, uma vez que A, + € sao
todos os pontos z tais que d(z,a,) <€, ¥V a, € A,. Ou seja, como a igualdade é
valida, o limite de qualquer sequéncia do espaco também pertence a esse espago.
Entao, visto que a,, € A, +¢, para todo m > k, o limite da sequéncia a = lim,,_,, a,,
também pertence a A, + €, pois é um espaco fechado, considerando n grande o su-
ficiente. Ou seja, como a é um elemento qualquer de A, tem-se que A C A,, + €.

d. Suponha, por contradi¢ao, que A nao seja totalmente limitado.
Entao, para algum € > 0, nao existe um e-net. Logo, pode-se achar uma sequéncia
{z;}32, em A de forma que d(z;,z;) > €, para i # j. Por (c), existe um n grande

€
o bastante para que A C A, + 3 Para cada z;, existe um correspondente y; € A,

€
para o qual d(z;,y;) < -, pela dilatagao de A,,. Como A, é compacto, alguma
subsequéncia {y,,} de {y;} converge. Entao, pode-se achar pontos na sequéncia
{yn,} t@o proximos quanto se deseja. Em particular, dois pontos y,, e y,,, tal que

A(Yn;» Yn;) < g Mas, pela desigualdade triangular de distancias:

€ € €
d<xma San> < d(xnmym) + d(ynmyn]) + d(ynj7 xnj) < g + g + g =€

Gerando uma contradicao pela forma que {z,, } foi escolhido. Entao A ¢ totalmente

limitado e, por (b), também é fechado. Logo, pelo Teorema 2.15 é compacto.

e. Por (d), A € J#(X). Entao, por (c) e pelo Lema 2.23, sera provado que lim A; = A
11— 00

se, dado € > 0, existe um k tal que, paran >k, A, C A+e.

Seja € > 0, ache k de forma que, param,n > k, h(A;,, A,) < g, entao A,, C An+§-

Deseja-se entdo mostrar que A, C A + e. Existe uma sequéncia crescente {k;} de
inteiros de forma que
n<k <k <---<k<--
€
um xy, € Ay, tal que d(y,zg,) < % Como zy, € Ay,, existe um ponto zy, € Ay,

€

e, para m,l > k;, A,, C A; + Note que A,, C Ay, + 3 Como y € A, existe
€

para que d(xg,, Tg,) < 2 De maneira similar, pode-se utilizar inducao para achar

. €
uma sequéncia Ty, , Tp,, Tr,, - . tal que xp, € Ay, e d(xy,, vr,,,) < oTeE Usando a

desigualdade triangular para distancias e a soma de PG, tem-se, para qualquer 7,

d(y, xkj) < d(:‘/» wkl) + d($k1 ) xkz) et d(xkj727 xkj71) + d(xkjf;l?xkj)

J
€ € € € 1 1
= W*“'*ﬁWfE(Z?) Se(l_i) =c

=1

N |



2. Espacos Métricos 29

9
sequéncia de Cauchy que converge a um ponto » € A. E ainda, d(y,zx,) < ¢
implica que d(y, x) < e. Entao, foi mostrado que A,, C A+ ¢, para n > k. Ou seja,

que lim A, = A e, consequentemente, que (X ) é um espago métrico completo.
n—oo

1
lembrando que (1 — —) < 1, para qualquer j. Concluindo que {xk]} é uma

Dessa forma, um exemplo de como é possivel visualizar uma sequéncia convergente
de conjuntos é mostrado na Figura 2.2, onde pode ser visto uma sequéncia de conjuntos
que estao convergindo para A, uma samambaia. Um dos objetivos dessa dissertacao é
transformar a figura em uma teoria matematica para, assim, calcular os fractais que se é
desejado. O que, ao fim desta, espera-se que seja alcangado este objetivo.

Figura 2.2: Sequéncia de Conjuntos

Fonte: Fractals Everywhere 2|






CAPITULO

5

Transformacoes Algébricas

3.1 Transformacoes e suas Classificacoes

A geometria fractal estuda subconjuntos complicados de espagos geometricamente
simples, como R?, C, R, C, com C=CuU {o0}. O foco é nos subconjuntos gerados por
transformagoes geometricamente simples de um espago métrico nele mesmo, ou que pos-
suem propriedades invariantes sobre essas transformacoes. Assim, serd estudado algumas
transformagoes e suas classificagoes segundo Barnsley [2].

Definigao 3.1. Seja f : X — X wma transformagao em um espago métrico. As iteragoes

de f sao transformagoes f": X — X que, paran =1,2,..., definem-se por:
foz) =,
fi(z) = f(2),

fi(x) = f(f(z)),
fr(@) = F(f" @)

Se f € inversivel, entao as iteragoes passadas de f sao transformacoes f=™ : X — X
definidas por:

() Hx) = () (@),
(f)""™(x) = (f™)"Yx), para m=1,2,...

3.1.1 Transformacao na Reta Real
Uma transformacao f: R — R, da forma:
f(z) = ao + a17 + ag2® + - - - + a,z”,

em que os coeficientes a; (1 = 0,1,...,n) sdo nameros reais diferentes de zero, ¢ chamada
de transformagao polinomial e n é o grau da transformacao.

Definigao 3.2. Uma transformagio f: RU {oo} — RU {0} definida na forma:

ar +b
f<x)_cx+d’ a,b,c,d € R, ad # be,

31
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¢ chamada de transformagao de Mobius (ou linear fraciondria). Se ¢ # 0, entao f (—) =
c

00, e f(oo) = %- Se c =0, entio f(o0) = 0.

Considerando as fungoes wy, ws : [0,1] — [0,1], definidas por wi(z) = § e wy(z) =
3+ %, por exemplo, é possivel realizar um processo iterativo. Inicialmente aplica-se ambas
as fungoes w; e wy no intervalo I = [0, 1], seus dominios, gerando os conjuntos wy (1) e
ws (1), em seguida, unem-se ambos os resultados, ou seja, I} = w; (1) Uwq(]) para aplicar
este a ambas as fungdes novamente, obtendo wi(wi(1) U ws(1)) e wa(wi(I) U ws(I)),
assim, Iy = wi(l;) U ws(l;). Entdo, unem-se estas imagens para aplicar de novo em
wi € wg, e assim em diante. O processo utilizado se baseou em iterar o Operador de
Hutchinson, que sera dissertado na préxima secao, a ideia de utilizad-lo foi para visualizar
uma transformagao de Mobius iterada, observavel na Imagem 3.1. O conjunto gerado é
conhecido como conjunto de Cantor.

Figura 3.1: Conjunto de Cantor
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Fonte: Fractals Everywhere |2]

3.1.2 Transformacao no Plano Real
Uma transformacao w : R? — R?, da forma:
w(wy, x2) = (axy + bxs + €, cxy + drs + f),

em que a,b,c,d, e, f sao nmeros reais, é chamada de transformacao afim no plano. Ob-
serve que a seguinte notacao matricial é equivalente & forma apresentada acima.

w-n()- () ()

A partir de algumas operagoes, a matriz A pode ser reescrita da forma:

A (@ b\  [ricosf; 7rysinby
o c d N 7’18iﬂ91 T’QCOS@Q ’
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em que (ry,#0;) sdo as coordenadas polares do ponto (a,c) e (rq, (02 + 7/2)) sdo as coor-
denadas polares do ponto (b,d). A transformacao afim w(x) = Az, com ¢t = 0, recebe
o nome de transformacao linear. No plano R?, transforma qualquer paralelogramo com
vértice na origem a outro paralelogramo com vértice também na origem, porém, sua forma
¢ modificada, sendo rotacionada ou alterando suas medidas.

A transformagao afim w(z) = Az + ¢, no plano R?, consiste em uma transformagao
linear A que deforma o espaco relativo a origem, como descrito acima. Porém, translada
a figura segundo t.

Mostra-se, a seguir, como achar uma transformagao que modifica um conjunto {folha
grande} a um conjunto {folha pequena}, apenas para ilustrar a defini¢ao de transformagao
afim e introduzir a ideia de semelhanca. A ideia é literalmente desenhar duas folhas no
plano cartesiano e achar fungoes que leve um desenho no outro.

Deseja-se achar nimeros a, b, ¢, d, e, f, tal que

w({folha grande}) = {folha pequena}.

Inicialmente, no plano R?, desenham-se ambos os conjuntos folhas (grande e pequena).
Entao, marcam-se trés pontos na folha grande e anotam as coordenadas: (z1,41), (€2,92), (23, 3),
marcam-se também os pontos correspondentes na folha pequena e anotam as coordenadas:
(Z1,71), (T2,72), (T3, 7s3), respectivamente. Entdo, obtém-se a, b, e resolvendo o sistema:

ra+yb+e = 1
ycga—i—be—i—e = 2y,
cha—l—ygb—i-e = i’g

E ¢,d, f com o sistema:
ric+yd+f = I

IEQC—i—de-i-f = T9 .
$3C+y3d+_f = I3

Assim, a transformacao afim w(z) = Az + t age exatamente da forma que se queria, e
quando a aplica na folha grande, w leva ela na folha pequena.

Definicao 3.3. Uma transformacao w : R? — R? ¢é chamada de semelhanca se tem a
forma de uma das sequintes transformagoes afins:

x1\  (rcosf® —rsinfd\ [z, + e

v xy)  \rsinf rcos6 T )’
x1\  [rcosf rsinf T L e

v zy)  \rsinf —rcosf) \xy f’

para alguma translacao (e, f) € R?, algum mimero v # 0, e algum dngulo 0 < 0 <
2m. O dngulo 0 € chamado de dngulo de rotacao, e v € chamado de fator de escala ou
simplesmente de escala. A transformacao linear

»() =0 %) ()

€ uma reflexao.
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Um exemplo de semelhanca pode ser observado na Figura 3.2, em que o triangulo da
esquerda é reduzido de tamanho (triangulo da direita). Na Figura 3.3, foram realizadas
trés semelhancas (separadamente) ao triangulo da primeira figura, e uniu-se os resultados
em um unico desenho. Tem-se, entao, a uniao de trés desenhos em um tnico, com cada
um deles gerados por uma semelhanca. Matematicamente falando, é analogo a ter-se trés
semelhancas diferentes, aplicd-las a um mesmo conjunto e entao unir os resultados em um
tnico conjunto, semelhante ao realizado no exemplo de Cantor acima. Ou seja, pode-se
pensar que a Figura 3.3 foi obtida através do Operador de Hutchinson, porém, nao foi
realizado um processo de iteracao desse operador.

Figura 3.2: Semelhanca
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Fonte: Autoria Propria

Figura 3.3: Semelhancas

4

0 1 2 3 4

-1

Fonte: Autoria Propria

3.1.3 Transformacao de Mobius
Definicao 3.4. Uma transformacao f : C—oC definida por

az+b

f(Z):m,

nos quais a,b,c,d € C, e ad — bc # 0, € chamada de transformagao de Mdbius em C. Se
¢ #0, entao f(—d/c) = o0, e f(00) =a/c. Sec=0, entio f(oc0) = 0.

Pode-se pensar na transformacao de Mobius como uma aplicacao que leva todo o
plano C unido com o infinito para a esfera C. Uma sequéncia de operagoes é entao
aplicada na esfera. Cada operacao é elementar e tem a propriedade de levar circulos em
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circulos. As operacoes possiveis sao: rotagao dos eixos, reescala e translagao. Finalmente,
a esfera é levada de volta ao plano. A aplicacao transforma o conjunto de linhas e circulos
nele mesmo. Observa-se também que ela é inversivel. E interessante ver como a complexa
geometria da Transformagao de Mobius ¢é estudada simplesmente manipulando expressoes

az+0b
da forma d Apesar de ser dificil visualizar estes conceitos, a Imagem 3.4 pode ajudar.
cz

Figura 3.4: Transformacao de Mobius

Fonte: Mobius Transformations Revealed|T7|

3.1.4 Transformacao Analitica

Nessa secao, generaliza-se a transformagcao de Mobius a partir de transformagoes ana-
liticas, com foco nas transformagcoes quadraticas.

A semelhanca f : C — C, definida pela formula f (z) = 3241, é um exemplo de
transformacao analitica, ela transforma circulos em outros dilatados por um fator igual a
3 e o desloca uma unidade (a direita) no eixo real. E uma transformagdo continua.

De forma simplificada, uma transformagao em C ¢ analitica se é continua, e local-
mente se comporta como uma semelhanca. Se considerar uma regiao suficientemente
pequena que a transformagao age sobre o espago dilatando/contraindo, rotacionando, ou
transladando, de forma quase igual a uma semelhanca, entao esta sendo considerado uma
transformacao analitica.

Sendo mais preciso, observe o que a transformacao faz em uma vizinhanca de z, € C.
Assuma que zy nao é um ponto critico, ou seja, a derivada da fun¢ao nesse ponto difere
de zero. Seja T uma pequena regiao que contenha zy e f(7') sua imagem sobre a trans-
formagao. Entao, pode-se redimensionar 7" por um fator de forma que fique praticamente
no tamanho de um quadrado unitario, e redimensionar f(7') por esse mesmo fator, ou
seja, é possivel fazer isso através de uma semelhanca, obtendo uma boa precisao. Quanto
menor a regiao de 7T', mais preciso sera esse processo.

Considere a transformacao quadratica f : C — C definida por:

f(2) =22 = (21 +i22)? = (23 — 23) + 201291 = f1(21, T2) + folzy, 22)i,

em que fi(z1,72) = (2 — x3) é chamado de parte real de f(2) e fo(xy,x9) = 27125 de

parte imaginaria, denotados por Re(z) e Im(z), respectivamente.

Analisa-se agora o que acontece com o ponto z = rcost + irsint, para r > 0. A
medida que o parametro ¢ varia de 0 a 27, z se move de forma anti-horaria em torno do
circulo de raio r. Assim,

f(2) = r*cos 2t + ir? sin 2t.
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A medida que o parametro t vai de 0 a 2w, f(z) da duas voltas em torno do circulo de
raio 2.

Na esfera de Riemann a transformacao z — 2% pode ser descrita como segue. A linha
do equador corresponde ao circulo de raio unitario no plano, o polo sul corresponde a
origem e o polo norte ao infinito. Entao, a transformacao mantém ambos os polos fixos.
A linha longitudinal L que conecta os polos, correspondente ao eixo real positivo, é levado
nela mesma, assim como a linha do equador. Primeiramente, os pontos acima do equador
sao levados para mais proximos do polo norte e os que estao abaixo, para mais proximos
do polo sul, a linha do equador continua no mesmo lugar. Em seguida, a superficie da
esfera é cortada na linha longitudinal L. Um lado do corte ¢ mantido fixo, enquanto o
outro é puxado em torno da esfera, alongando uniformemente o espaco, até que a borda
do corte chegue novamente em L. Os dois lados do corte sao reconectados. A esfera foi
transformada no dobro dela mesma. Os polos s@o os pontos criticos. Uma representacao
do processo pode ser vista na Imagem 3.5.

Figura 3.5: Transformacao na Esfera

S 4

Fonte: Fractals Everywhere|2|

A transformagao quadratica mais geral na esfera é expressa pela formula f(z) = az? +
bz + ¢, com a, b, ¢ nimeros complexos. E possivel realizar uma mudanca de coordenadas,
z +— 0(2), em que 0 é uma semelhanca de forma que f(z) = 2% + ¢, para algum nimero
complexo ¢. Entao, a forma quadratica mais geral na esfera pode ser descrita da mesma
forma feita acima, com exce¢ao de que no final hd uma translagao ¢, que mantém o infinito
fixo.

A transformagao quadrética f(z) = 22 transforma o plano complexo sem a origem nele
mesmo duas vezes. Cada ponto z € C\ {0} possui duas imagens. Entao f : C — C nao
é inversivel. Porém, é possivel definir uma func¢ao para que isso ocorra.

Definicao 3.5. Seja f : C - C uma transformagao analitica de forma queAf(@) = C.
Entao a inversa de valor ajustado de f é a transformagao f=1 : #(C) — 2 (C), definida
por R R

fHA) ={weC: f(w) € A}, com A € #(C).
Defini¢ao 3.6 (Transformagao Analitica). Seja (C, d) o plano complezo munido da mé-

trica Fuclidiana. Uma transformacao f : C — C é chamada de analitica se, para cada
zo € C, existe uma semelhanca da forma

w(z) = az + b, para algum par de nimeros a,b € C,

d(f(z), w(z))

d(z, zp)
certo ponto zy = ¢, tem-se a = 0, entao ¢ € chamado de ponto critico da transformacao e

f(c) € chamado de valor critico.

tal que — 0 a medida que z — zy. Os nimeros a,b dependem de zy. Se, em

Se a transformacao analitica f(z) é racional, o que significa dizer que ela pode ser
expressa como uma razao de polinémios, entao os nameros a, b, na semelhanga w(z), sdo
dados pelas férmulas:

a= f'"(z0), b= f(20)— az.
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Em que f'(z9) ¢ a derivada de f em rela¢do a z e os pontos criticos ¢ € C sao as solugoes
da equagao f’(c) = 0.

Na Imagem 3.6 é possivel ver algumas transformagoes analiticas agindo sobre o Tri-
angulo de Sierpinski: fi(2) = z, fa(2) = 2%, f3(2) = (2 — a)?, respectivamente.

Figura 3.6: Transformacao Analitica

Fonte: Fractals Everywhere|2]

3.2 Mudanca de Coordenadas

Descrever transformagoes no espaco se faz necessario um sistema de coordenadas sub-
jacente. A maioria dos espacos tem um sistema de coordenadas que define a localizacao
dos pontos dele. Esse conjunto subjacente é definido por uma especificacao do espaco.
Por exemplo, X = [1,2] provém uma cole¢ao de pontos com a coordenada natural de x
restrita a 1 < x < 2. Pode-se pensar em um espaco feito dos pontos = € X, ou, equiva-
lentemente, nesse sistema de coordenadas. Se o espaco X é R? ou C, entdo o sistema de
coordenadas subjacente (canonico) sera as coordenadas cartesianas. Se X = C, entdo o
sistema de coordenadas (candnico) sera o sistema polar.

Em cada caso, o sistema de coordenadas subjacente é por si proprio um espaco métrico.
Denota-se esse espago por Xo. Geralmente nao é diferenciado um ponto z € X de
sua coordenada z¢c € Xgo. Note que o espaco X pode conter coordenadas que nao
corresponde a nenhum ponto de X, por exemplo, X = Q (o espaco representado pelo
quadrado de lado unitario), é natural considerar Xo = R?, entdo os pontos r € X
correspondem as coordenadas x¢ = (1, 23) € X, com 0 <z <1e0 <2y <1. Porém,
a coordenada (3,5) € X¢ nao corresponde a nenhum ponto de X. Pode-se dizer que o
sistema de coordenadas esta em “baixo” do espago.

Uma mudanca de sistema de coordenadas pode ser descrita a partir de uma transfor-
macao 0 : X¢ — X¢. Pode-se pensar na mudanga como se estivesse movendo fisicamente
cada ponto z € X de forma que eles nao estejam mais acima de z¢ € X, mas acima
de 2’ = 0(x) € X¢. Entado, é necessario distinguir um ponto x € X de sua coordenada
xc € X¢. Portanto, pode-se pensar na mudanca de coordenadas 6 : X — X como
movendo X relativamente ao espago X¢.

Proposigao 3.7. Sejam X um espaco, com Xc D X sendo seu sistema de coordenadas,
uma mudanca de coordenadas provida pela transformacao 0 : X¢ — X¢o, em que 0 €
inversivel quando tratado como uma transformagao de X a 0(X). Sejam as coordenadas
do ponto x € X denotado por x antes da mudan¢a e por x' apds a mudanga, entdao
¥ =6(x).

Seja também f : X — X wma transformagao no espago X, em que x — f(x) € sua
lei nas coordenadas originais e ' — f'(z') nas novas coordenadas geradas por 0, entdo

fl@)= (07" 0 f o 0)(x),
fi@)= (00 fob7)(a).
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Demonstragao. Primeiramente, ¢ demonstrado que f(x) = (071 o f' 0 )(x). Para isso,
precisa-se mostrar que as fungoes sao definidas nos mesmos conjuntos e possuem a mesma
lei. Como 6 leva os elementos de X C X a um certo subconjunto X’ C X, pode-se
considerar que o dominio de 6 seja X e o conjunto imagem seja X', entao 0 : X — X',
logo 67! : X! — X. E ainda, f’': X’ — X’. Assim, observe que a composicao esta bem
definida:

O loflol):0— f =07t
X=>X)>X—-X)—> X = X),
(X —- X') = (X' = X),
X = X.

Ou seja, (071 o f'0f) : X — X, da mesma forma que f : X — X, entao ambas as funcoes
possuem o mesmo dominio e a mesma imagem. Resta provar que possuem a mesma lei,
ou seja, f(xr) = (071 o f' o0 0)(x). De fato, por hipotese, tem-se que 0 : f(x) — f'(z'),
entdo, 01 : f'(2') — f(z). Logo,

(07" o frob)(@) = 07" (f'(0(2) = 07" (f(z)) = f(a).

De maneira anéloga, se prova que f'(z') = (0o fo671) ().

Definicao 3.8. Seja f : X — X wma transformagao em um espago métrico. Um ponto
zy € X, de forma que f(xy) = xy, € chamado de ponto firo de uma transformagao.

Os pontos fixos de uma transformacao sao muito importantes. Eles mostram quais
partes do espaco sao fixas e nao se movem pela transformacao. Os pontos fixos de uma
transformacao restringem o movimento do espago suavemente e estara diretamente rela-
cionado com a noc¢ao de fractal utilizada na dissertagao.

3.3 Contracao

Defini¢ao 3.9. Uma transformagao f : X — X em um espaco métrico (X,d) é chamada
de contragao se existe uma constante 0 < s < 1 de forma que

d(f(z), f(y) < s-d(z,y), YuryeX

A constante s € chamada de fator de contragdo de f.

Seria conveniente falar do maior e do menor elemento de um conjunto de ntmeros
reais. Porém, um conjunto como S = (—00,3) nao possui nenhum dos dois, visto que
—o0 e 3 nao pertencem ao conjunto, porém, —oo < x < 3, para qualquer x € S, mesmo
que x nao possa assumir os valores das extremidades, ele é limitado por eles. Entao, a
seguinte definicao é de grande utilidade.

Definig¢ao 3.10. Seja S um conjunto de nimeros reais. O infimo de S € igual a max{x €
R:2z<s VseS} Repare que o infimo de S pode ser —oo, caso necessdrio. Assim, o
infimo de S sempre existe, sendo denotado por inf S.

O supremo de S € similarmente definido, € igual a min{r e R: 2 > s V s € S}, €
denotado por sup S, e pode ser oo, caso necessdario.
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Lema 3.11. Seja w : X — X uma contracao em um espago métrico (X,d). Entao w é
continua.

Demonstragao. Sejam ¢ > 0 e um fator de contracao s > 0 para w. Entao, para
€

d(z,y) <9, seja § = —, assim:
S

d(w(z),w(y)) < sd(x,y) <séd =s- g =e.

Ou seja, sempre que d(z,y) < 9, tem-se d(w(z),w(y)) < e. Em outras palavras, se w é
uma contrac¢ao, entao também é continua.
u

Teorema 3.12 (Teorema da Contracdo). Seja f: X — X uma contragio em um espago
métrico completo (X, d). Entdo f possui exatamente um ponto fixzo x; € X e ainda, para
cada ponto x € X, a sequéncia {f"(z) : n=1,2,...} converge para x;. Ou seja:

lim f*(z) =25, V2zelX.

n—o0

Demonstragao. Seja a sequéncia

{z,} = {x0, 71 = f(x0), Ta = f(x1), ..., 2ni1 = f(T0), ...},

equivalente a {f™(x)} (basta observar que f"(zo) = f" ' (f(zo)) = [ H(zy) = -
f(x,—1)). Deseja-se provar que ela é convergente.
Como f é uma contragao, entao, existe uma constante 0 < s < 1 de forma que

d(f(x), f(y)) < s-d(z,y). Assim,

d(@ns1,20) = d(f(@0), [(2n-1)) < sd@p, Tnor) = sd(f(zn-1), f(Tn-2))
< Sgd(xn—h Tp_g) = Sgd(f(xn—Q)a f(zn-3))

< s"d(xq, xo).

Ou seja, d(Tp41,Tn) < s"d(x1,x0). Agora, usando a desigualdade triangular para distén-
cias, tem-se, para p > 0,

d(l’n, mn-i—p) S d(l’n, xn-{—l) + d(xn+17 xn—i—?) + -+
+ d(Tntp-2, Tngp-1) T A(Tnip1, Tnip)-
Continuando o raciocinio, e utilizando a soma de PG:

p—1
d(l‘na xn—&—p) = Z d(xn—i—ia xn—&-i—i—l)

=0




3. Transformagoes Algébricas 40

Como 0 < s < 1, entao

n

lim d(zp, zp4p) < lim - d(z1, x0) &
n—00 n—oo 1 — §
lim d(z,, Tpsp) < 0-d(zq,20) &

n—oo
lim d(z,, Tpyp) = 0.
n—oo
Portanto, {z,} e, por consequéncia, {f"(x)} sdo sequéncias de Cauchy em X, que, por
ser um espago métrico completo, garante lim f"(z) = zy € X.
Observe que z ¢ ¢ ponto fixo de f, pois como f é uma contracao, ela também ¢ continua,
como mostrado no Lema 3.11, logo

flxy) = f(lim f"(x)) = lim fo f"(z) = lim f*"*!(z) = ;.
n—oo n—oo n—oo
Para finalizar, resta provar que esse ponto x ¢ tnico.
Suponha, por contradigao, que exista outro ponto y; # x; que também seja fixo de f.
Assim,

d(wg,yr) = d(f(wg), flyr)) < sd(xg, yys) &
d(zs,yp) < sd(xg,yy) &

(1 —s)d(xs,ys) <O.
Como s < 1, entdo (1 —s) > 0, logo d(xf,yr) < 0, 0 que s6 acontece quando zy = yy,

uma contradi¢ao, portanto, existe um tnico ponto fixo.
[ ]



CAPITULO

4

Fractal

Este capitulo sera dedicado a fractais, sendo mais especificos, aqueles gerados a partir
de um Sistema de Fungoes Iteradas (IFS), que sera dissertado no decorrer deste. Apesar
de ainda nao existir uma definicao formal, por nao se conseguir uma tnica definicao que
considere todos os tipos de fractais existentes, dada a ampla gama de objetos pertencentes
a essa classe, assim como foi dissertado na introducao. Neste texto, sera definido Fractais
como objetos que estao no espago (X ) e possuam autossimilaridade. Este, de maneira
mais informal, em uma figura pode-se observar um certo padrao que se repere indefinida-
mente por toda ela, partes dela podem ser observadas nela mesma em escalas menores.
Foi escolhido esta formalizagao, pois durante toda dissertacao, os fractais apresentados
possuem essa caracteristica, devido ao fato de se trabalhar com fractais gerados a partir
de IF'S, eles sao o ponto fixo destes sistemas. Dito isso, outras propriedades, como possuir
uma dimensao nao inteira, também sao observadas nesses tipos de objetos, porém, esta
nao é contemplada por objetos como a curva de Hilbert, por exemplo, que cumpre os
requisitos dados (ser do tipo IFS e possuir autossimilaridade) e mesmo assim sua dimen-
sao ¢ inteira, é exatamente igual o espago em que ela esta, justamente por preencher ele
todo. Assim, este capitulo seré sobre contracoes e sistemas de contracoes no espago dos
fractais 27 para chegar a uma conclusao sobre essas figuras. Os estudos deste capitulo se
basearam em Barnsley [2].

4.1 Contracao no Espaco dos Fractais

Sejam (X, d) um espago métrico e (#(X), h(d)) o espago dos fractais associado a ele.
Considerando a notacao h(d) para se referir a qual métrica esta sendo considerada para
o célculo de h.

Lema 4.1. Seja w : X — X wuma contra¢ao no espago métrico (X,d). Entao w leva
H(X) nele mesmo.

Demonstragao. Seja S um subconjunto compacto ndo vazio de X. Entao, w(S) =
{w(x) : x € S} também é nao vazio, caso contrario, w nao seria uma contragao. Deseja-se
mostrar que w(S) ¢ compacto.

Seja {y, = w(z,)} uma sequéncia infinita de pontos em S. Como S é compacto, existe
uma subsequéncia {z,,, } que converge para um ponto & € S. Mas a continuidade de w
implica que {Ym, = f(Tm,)} ¢ uma subsequéncia convergente de {y,}, que converge para
g = f(z) € w(S). Ou seja, dado qualquer subsequéncia convergente de w(.S), seu limite

41
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também pertence a esse conjunto. ]

O proximo lema diz respeito a como criar uma contragao em (J(X),h) a partir de
uma contragao em (X, d).

Lema 4.2. Seja w : X — X uma contragao em um espago métrico (X,d) com fator de
contragao s. Entao, w: 7 (X) — H(X) definido por

w(B) ={w(z):x € B}, V Be#(X),
é uma contragao em (F(X), h(d)) com fator de contragao s.

Demonstragao. Do Lema 3.11, segue que w : X — X ¢é continua. Entao, pelo Lema
4.1, w leva J#(X) nele mesmo.
Seja agora B,C' € s (X). Entao,

d(w(B),w(C)) = max {min {d(w(x),w(y)) :y € C} : z € B}
<max{min{s-d(z,y):ye C}:x € B} =s-d(B,C).
Similarmente, d(w(C),w(B)) < s-d(C, B). Entao,

h(w(B),w(C)) = d(w(B),w(C)) V d(w(C),w(B)) < s- (d(B,C) v d(C, B))
<s-h(B,C).

Assim, h(w(B),w(C)) < s-h(B,C), portanto, w é uma contracao.

O seguinte lema fornece uma propriedade da métrica de Hausdorff.

Lema 4.3. Para todo B,C,D,E € 5 (X),
W(BUC,DUE) < h(B,D)V h(C,E).

Demonstracao. Primeiramente, mostra-se que d(BUC,D U E) < d(B,D) Vv d(C, E).
De fato,

d(BUC,DUEFE)=max{d(x, DUE):x € BUC}
=max{d(z,DUFE):z € B} Vmax{d(x, DUE) : x € C'}
— d(B,DUE) Vv d(C,DUE).

Agora, para todo x € B, tem-se

d(z, DUE) =min{d(x,y) :y € DUE}
=min{d(z,y) :y € D} Amin{d(z,y) : y € E}
< min{d(z,y) :y € D} =d(z, D).

Observe que, na parte acima é escolhido o conjunto D para realizar a demonstracao,
porém, o mesmo é valido para o conjunto E, assim, se D for o conjunto mais proximo de
x, entre ele mesmo e E, entao d(z, DUE) = d(z, D), caso contrario, d(z, DUE) < d(z, D).
Agora, escolha o maior valor que d(z, D) pode assumir para qualquer x € B, com isso,
conclui-se que d(B, DUFE) < d(B, D). De maneira analoga, o mesmo ¢ valido para z € C.
Logo, d(C, DU E) < d(C, E).
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Assim, se escolher o maior valor entre d(B, D) e d(C, E), entdao certamente ele sera
maior que d(B,D U FE) e d(C, D U E), ou seja,

d(BUC,DUE)=d(B,DUE)VdC,DUEFE)<d(B,D)VdC,FE).
Com o mesmo argumento mostra-se que

d(DUE,BUC)=d(D,BUC)Vd(E,BUC)<d(D,B)VdE,C).
Entao,

MBUC,DUE)=d(BUC,DUE)VdDUE,BUC)
={d(B,DUE)Vd(C,DUE)}V{dD,BUC)Vd(E,BUC)}
<{d(B,D)Vvd(C,E)}Vv{d(D,B)Vd(E,C)} =h(B,D)V h(C,E).

Ou seja, h(BUC,DUE) < h(B,D)V h(C, E).
m

O tltimo lema dessa se¢ao provém um método para combinar contragoes em (2(X), h)
para produzir novas contragoes em (7 (X), h), a fungdo definida nele é mais conhecida
como Operador de Hutchinson. Apesar de ser apenas um lema, esse operador é bem
relevante para fractais do tipo IFS, que sera definido logo a seguir, ele é utilizado para
gera-los, assim como foi feito com o Conjunto de Cantor e aquele conjunto de triangu-
los, que sera generalizado no final desta se¢ao como triangulo de Sierpinski, apresentados
nos capitulos anteriores. Entao, durante a dissertacao, sera referido como Operador de
Hutchinson e nao como Lema 4.4, quando se estiver falando de Fractais.

Lema 4.4 (Operador de Hutchinson). Sejam (X,d) um espago métrico e {w, : n =
1,2,...,k} contragoes em (H(X),h). Seja ainda s, o fator de contracio de w,, para
cada n. Defina W : 7 (X) — 7 (X) por

W(B) = wi(B)Uwy(B)U---Uwi(B) = | Jwa(B), V Be#(X).

Entao, W € uma contragao com fator de contragao s = max{s, :n=1,2,... k}.

Demonstracao. E demonstrado que vale para k = 2 e entdo, por um argumento indutivo,
prova-se o resultado desse lema. Assim:

h(W(B),W(C)) = h(wi(B) Uws(B),w (C) Uwsy(C))
< h(wy(B),w1(C)) V h(wy(B),wy(C)) (pelo Lema 4.3)
< s1h(B,C) V s3h(B,C)
< sh(B,0).

Portanto, W é uma contracao para k = 2.

Definigao 4.5. Um Iterated Function System (hiperbdlico) ou Sistema de Fungoes Ite-
radas (hiperbdlico), consiste em um espago métrico completo (X,d) com um conjunto
finito de contracoes w, : X — X, com os respectivos fatores de contra¢do s,, para
n = 1,2,.... k. Utiliza-se a sigla IFS para abrevid-lo, possui a notagao {X;w,, n =
1,2,...,k}, e seu fator de contragao é s = max{s, :n=1,2,... k}.
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Em outras palavras, um IFS é basicamente um sistema de fungoes, um IF'S hiperbodlico
recebe este nome, pois cada uma das fungoes é uma contracao. A palavra I[terated é
utilizada por a intengao ser iterar esse sistema. A palavra hiperbolico esta entre parenteses
na defini¢ao, pois nessa dissertagao, todos os IFS serao hiperbolicos, entao, para evitar
repeticao, ela sera omitida.

Teorema 4.6. Seja {X;w,, n =1,2,...,k} um IFS com fator de contra¢ao s. Entao,
o Operador de Hutchinson W : (X ) — #(X), definido por

W(B) = [ wa(B),

para todo B € 7 (X), € uma contra¢ao no espago métrico completo (H(X),h(d)) com
fator de contracao s. Ou seja,

WW(B),W(C)) <s-h(B,C),
para todo B,C € (X). Seu unico ponto fito A € 7 (X) tal que

A=W(A) = Jwa(4)

¢ dado por A = lim,,_, W™(B), para qualquer B € 5#(X), e recebe o nome de atrator
do IFS.

Sua demonstragao sera dada na proxima secao que é apresentado um teorema seme-
lhante, uma extensao deste, possuindo assim provas analogas. Este é um dos teoremas
mais importantes desta dissertacao e seré referenciado como Teorema da Contragao para
Conjuntos. Ele nao s6 disponibiliza um método para calcular o atrator de um IFS a partir
do Operador de Hutchinson, como também garante sua existéncia e unicidade. Como dito
na introdugao deste capitulo, segundo Barnsley [2], os atratores dos IFS hiperbolicos sao
um tipo de fractal. Ou seja, o teorema dispoe um método para gerar fractais a partir do
grafico desses atratores. Para ilustrar, considere o seguinte exemplo.

Sejam o espago métrico (X, d), com X = [0,1] x [0,1] e d a métrica Euclidiana, e o
IF'S:

Ao plotar o atrator desse IFS, seguindo o Teorema acima, obtém-se a imagem mos-
trada na Figura 4.1, um fractal nomeado de Triangulo de Sierpinski.

4.2 Transformacao e Conjunto de Condensacao

Definigao 4.7. Sejam (X,d) um espago métrico e um subconjunto C' € F(X). Defina
uma transformagao wy : (X)) — H(X) por wo(B) = C, para qualquer B € 7 (X).
Entao wy € chamado de transformacgao de condensacao e C' é chamado de conjunto de
condensacao.

Observe que uma transformagao de condensacao wy : (X ) — (X)) é uma contra-
¢ao no espago métrico (£ (X),d), seu fator de contracao ¢ igual a zero e ela possui um
tnico ponto fixo, o conjunto de condensacao.
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Figura 4.1: Triangulo de Sierpinski

Fonte: Autoria propria

Definigao 4.8. Sejam {X;w,, n=1,2,...,k} um IFS com fator de contra¢io0 < s < 1,
ewg : H(X) — H(X) uma transformagao de condensagao, entao {X;w,, n=0,1,... k}
€ chamado de IFS com condensacao e fator de contracao s.

O seguinte teorema é uma variacao do Teorema 4.6 para incluir uma transformacao
de condensagao no IFS.

Teorema 4.9. Seja {X;w,, n=0,1,...,k} um IFS com condensac¢ao e fator de contra-
¢ao s. Entao, o Operador de Hutchinson W : 7 (X) — (X)), definido por

W(B) = |Jw.(B) V Be#(X),

¢ uma contragao no espago métrico completo (A (X), h(d)) com fator de contrag¢ao s. Em

outras palavras:
h(W(B), W(C)) <s-h(B,0),

para todo B,C € (X). Seu unico ponto firo A € H(X) tal que

A=W(A) = | wa(4)

n=0
¢ dado por A = lim,,_,. W"(B), para qualquer B € 7(X).

Demonstracao. Note que W, nas condigoes do teorema, é uma contracao, garantido
pelo Lema 4.4, e possui um fator de contragao s = max{s, :n=1,2,...,N}.

Pelo Teorema da Contragao, como W : 5#(X) — s (X) é uma contracdo, entao
possui um unico ponto fixo A € #(X), portanto, A = W(A). E ainda, uma sequéncia
iterativa {WW"(B)}, para qualquer B € J#(X), convergira para o ponto fixo A, ou seja,
lim,, ., W"(B) = A.

|

A fim de se construir uma noc¢ao intuitiva desse teorema, e de se explicitar sua diferenca
do Teorema 4.6, segue um exemplo.

Considere inicialmente o Triangulo de Sierpinski apresentado na seg¢ao anterior. Agora,
adicione a seu IFS o conjunto de condensacao formado pelo desenho de um sorriso e o
posicione no interior do tridngulo central, como mostrado na Figura 4.2. Entao a transfor-
magao de condensacao é wy = {sorriso}, ao desenhar o atrator desse novo IFS obtém-se
a Figura 4.3. Observe que o conjunto de condensagao pode ser qualquer conjunto que
deseja-se repetir durante todo o processo de iteragao, é como se atribuisse uma caracte-
ristica especifica ao atrator sem alterar seu padrao determinado pelo IFS. No exemplo, o
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Triangulo de Sierpinski continua o mesmo, possui a mesma forma, porém, ha um sorriso
posicionado no centro dos trés triangulos e, como um fractal possui autossimilaridade, ele
se repete em escalas menores por toda a figura seguindo o padrao do IFS.

Figura 4.2: Conjunto de Condensacao Figura 4.3: Atrator do IFS

Fonte: Autoria propria Fonte: Barnsley and Damko [4]

A palavra condensagao, em alguns teoremas, estaré entre parenteses, pois o resultado
é valido para IFS com ou sem condensacgao, as demonstracoes sao analogas, nao sendo
necessario diferencia-los.

4.3 Teorema da Colagem de Barnsley

Nesta secao, é apresentado um teorema em que é possivel construir atratores a partir
de TFS que sao semelhantes a conjuntos previamente escolhidos, propondo uma forma de
lidar com o problema inverso de fractais, dado um conjunto L qualquer, deseja-se achar
um IFS para o qual L seja seu atrator.

Lema 4.10. Sejam (X, d) um espago métrico completo, e f : X — X uma contra¢ao com
fator 0 < s <1, em que x5y € X € seu ponto fizo. Entao,

d(z,x;) < (1—s)"'-d(z, f(z)), VzeX.

Demonstragao. Sabe-se que a fungao distancia d(a,b), para um a € X fixo, é con-
tinua em b € X. Sabe-se também que f é continua (por ser uma contragdo) e, pelo
Teorema da Contragao (3.12), xy = lim,_, f"(z). Assim, pela desigualdade triangular
para distancias,

d(w,wp) = d (@, lim f7()) = lim d(x, /"(x))
<l (d(z, f(2)) + d(f(x), (@) + -+ d(f* (@), F(x)
< lim " d (7N ), 7))
m=1
Observe que, para um certo m =1,2,...,n,

d(f"Hx), fM(2) =d ((f" o f) (@), (f" "o f) (x))
< sd (f" @), [ (@)
< s%d (f"0 (@), [ ()

< s d(x, f(2)).
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Entao, utilizando a soma de PG, tem-se:

dle,g) < lim 37 d (f77 (@), (1)
< lm 76t d(a, f(2)

m=1
svh—1

lim —— - d(z, f(x))

n—soo §— 1

< (1—s)"d(z, f(2)).

IN

Teorema 4.11 (Teorema da Colagem de Barnsley). Sejam (X,d) um espago métrico
completo, um conjunto qualquer L € 7 (X), e € > 0. FEscolha um IFS (com ou sem

condensac¢ao) {X; (wg), w1, ..., wg} com fator de contracio 0 < s < 1, de forma que
k
h|L, U wy(L) | <e.
(n=0)
Entao, ]
h(L,A) < T

em que A € o atrator do IFS. Fquivalentemente,

WL, A)<(1-s)"h|L, . VLeXX).

C?r

Zi

A demonstracao do teorema é uma aplicagao direta do Lema 4.10.

O teorema diz que para achar um IFS com atrator préximo a um conjunto dado ou
que se parece com ele, precisa-se definir uma familia de contracoes de forma que a uniao
(ou colagem) de suas imagens levem até proximo ao conjunto desejado. A proximidade
¢ medida pela métrica de Hausdorff. Uma caracteristica interessante desse teorema é o
fato de se poder criar um IFS para qualquer fractal que deseja desenhar e o atrator dele
estarda muito proximo do fractal esperado, podendo este ser inventado por vocé mesmo.
Um exemplo intrigante é o da Figura 4.4, em que se escreve cada palavra “THI” com ela
mesma. Intuitivamente, obtém-se essa imagem a partir de colagens, colando a palavra THI
nela mesma em escalas menores, seguindo a ideia de autossimilaridade. Matematicamente
falando, é possivel obter um IFS com essa figura sendo seu atrator. Assim, seja o IFS
{[0,3] x [0.1};t,}, com n =1,2,...,6. As contragoes t,, sao da forma:
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(tl(xay) = %a%)
ta(x,y) = ler0167yT+31
bz, y) = x—|;174.5’y
x4+ 14.6
Kt6($7y> =759 Y

Plotando o atrator desse IF'S obtém-se a imagem representada na Figura 4.4.

Figura 4.4: Fractal THI

- e

Fonte: Autoria propria

4.4 Dependéncia dos Fractais sobre os Parametros

Os seguintes resultados sao importantes, pois estabelecem a dependéncia continua do
atrator de um IFS hiperbolico aos parametros das contragoes que constituem o IFS. Sendo
contra intuitivo, pois fractais vém de sistemas dinamicos cadticos, que serao definidos no
proximo capitulo, sem tanta rigorosidade, é equivalente a dizer que eles sao sensiveis aos
parametros e condigoes iniciais, ou seja, uma pequena variagao nos valores do IFS, ou
partindo de outro ponto inicial, se obteria uma solu¢ao completamente diferente, porém,
o atrator desses sistemas se mantém semelhantes, mesmo com essas pequenas variacoes.
Inclusive, os resultados desta segao estao relacionados ao Teorema da Colagem de Barns-
ley, pois s6 é possivel trabalhar com problemas de valores inversos com fractais por causa
dessa dependéncia continua aos parametros.

Lema 4.12. Sejam (P,d,) um espago métrico, e (X, d) um espago métrico completo. Seja
ainda w : Px X — X uma familia de contracoes com fator 0 < s < 1. Ou seja, para cada
p € P, w(p,-) € uma contragio em X. E ainda, para cada x € X fizo, tem-se alguma
contragao w continua em P. Entdo, o ponto fizo de w depende continuamente de p. Isso
€ x5 P — X € continua.

Demonstracao. Sejam z;(p) o ponto fixo de w, para algum p € P, e e > 0 dado. Entao,
para todo q € P,

d(zs(p),vs(q)) = d(w(p,zs(p)),w (g, 2s(q)))
(w (p,wp(p)),w (g, z(p))) +d(w (g, xs(p) ,w (p,zs(q)))

d
d(w(p,xs(p)),w (g, 7s(p))) + sd (zs(p),z4(q)),

IAINA



4. Fractal 49

implicando que

d(xs(p), 25(q)) = sd (xs(p), x1(q)) < d(w (p,xs(p)), w (g, 2s(p)))
(1= s)d (zs(p), 25(q)) < d(w (p,xs(p)),w(q zs(p)))
d(xs(p)xs(q)) < (1—s) " d (w (p,xs(p)) ,w (g, 24(p))) -

A parte direita pode ser arbitrariamente pequena, restringindo ¢ suficientemente proximo
de p.
Obs.: Se existe uma constante real C' de forma que:

d(w(pv CE’),U)((_],CL‘)) S Cd(p, Q), Vp,q ecPexc X,
entao d (z;(p),z(q)) < (1 —s)"t-C-d(p,q), o que é uma estimativa util.

T o

Lema 4.13. Seja (X, d) um espago métrico, suponha que se tém transformagées continuas
w, : X > X, n=1,2,...,k, dependendo continuamente em um parametro p € P, em
que (P,d,) é um espago métrico completo. Isso é, wy(p,z) depende continuamente de p,
para algum x € X fixo. Entao a transformagao W : (X ) — (X)) definida por

=Juwap.B), VBe#X),

também € continua em p. Ou seja, W (p, B) € continua em p no espago métrico (7 (X), h(d))
para cada B € 7 (X).

Demonstracao. E suficiente considerar para o caso de k = 1 e entdo expandir o resultado
usando o Lema 4.3. Sejam B € 5 (X), p,q € P, e ¢ > 0, entao

d(wi(p, B), wi(q, B)) = max Iﬁig d(wi(p, x), wi(q, y))

< max E%m {d(wi(p, z),wi(p,y)) + d(wi(p,y), w1 (q,y))} -

Agora, P x B é compacto e w; : P x B — X é continua. Como w; é uniformemente
continua, existe um namero § > 0, tal que d(w(p,y),w1(q,y)) < €, para todo y € B,
sempre que d,(p,q) < 6. Assumindo dy(p, q) < I, tem-se

d(wi(p, B),w1(q, B)) < gleagggg{d(wl(p, z),wi(p,y)) + €}
< d(wy(p, B),wi(p,B)) +€=¢.

De forma anéloga,

d(wi(q, B),w(p, B)) < € para d,(p,q) < 0, assim,
h(wi(p, B), wi(q, B) < € para dy(p, q) < 9.

Juntando ambos os Lemas 4.12 e 4.13 obtém-se o seguinte teorema.

Teorema 4.14. Sejam (X, d) um espago métrico, e {X; (wp),wy,...,wg} um IFS (com
condensagao) com fator de contrac¢io s. Paran =1,2,... k. w, depende continuamente
de um pardmetro p € P, com (P,d) sendo um espago métrico completo. Entao o atrator
A(p) € H(X) depende continuamente de p € P.

Em outras palavras, pequenas mudancas nos parametros nos leva a pequenas mudancas
no atrator, desde que o sistema continue sendo hiperboélico. Isso é muito importante,
pois demonstra que é possivel controlar o atrator de um IFS de forma continua, apenas
ajustando os parametros das transformacoes.
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4.5 Endereco de Pontos em Fractais

Informalmente, serda estudado o conceito de endereco de pontos em fractais. Como
exemplo, considere o atrator A do IFS

{C;wy(2) = (0.13 4+ 0.647)z, wy(z) = (0.13 + 0.64i)z + 1},

que pode ser visualizado na Figura 4.5. Este, é a unido de dois conjuntos disjuntos w, (A)
e we(A), que estao a esquerda e a direita da reta ab, respectivamente. Estes, por sua vez,
podem ser dados da seguinte maneira:

wy(A) = wi(wi(A)) Uw;(wy(A)), w(A) = wa(w1(A)) Uwa(ws(A)).

Assim, pode-se utilizar a ideia de dar endereco aos pontos a partir de sequéncias das
transformacoes usadas. Continuando com o raciocinio, todos os pontos do subconjunto
wi(wy(A)) estao situados na parte de baixo da linha dc e & esquerda de ab, desta forma,
podem receber um endereco que comece com 11..., pois foi aplicado w; duas vezes.
E, quanto mais a fundo analisa-se o atrator, mais nimeros é possivel definir em seus
enderecos. Em alguns casos, é possivel definir um “c6édigo” tinico a cada ponto, estes tipos
de TF'S sao chamados de totalmente desconexos, como o exemplo visto na Figura 4.5.

Figura 4.5: Endereco de Pontos em Fractais

Fonte: Fractals Everywhere 2|

Agora, considere um exemplo diferente, mas familiar:

{C;wl(Z) = ; wa(z) = Z+17 ws(2) = Z;ri}’

2
seu atrator é o triangulo de Sierpinski. Neste caso, é facilmente verificavel que pelo
menos trés pontos recebem dois enderecos diferentes, pois hd um ponto nas intercessoes
wi(A) Nwy(A), wi(A) Nws(A) e wy(A) Nws(A), como é visto na Figura 4.6, ao contrario
do exemplo anterior, em que w;(A)Nws(A) = &. Porém, também é possivel achar pontos
com enderegos tnicos, como os vértices do tridngulo maior. Assim, os IFS com esta
caracteristica “apenas se tocam”.
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Figura 4.6: Endereco de Pontos em Fractais
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Fonte: Fractals Everywhere 2]

Para finalizar, considere um ultimo caso, o IFS

r 3r+1
12
{03, 2

seu atrator ¢ A = [0, 1]. Porém, repare que

winmn = o] o [hi] - [11].

Diferente do exemplo anterior, em que a intercessao era somente um ponto, neste tem-se
um conjunto inteiro de pontos. Assim, os [FS com esta caracteristica possuem “sobrepo-
si¢ao”.

Essas terminologias referem-se ao IF'S propriamente dito, e nao ao seu atrator em si.
E definido desta forma pelo fato de um conjunto poder ser o atrator de diversos IFS
diferentes. Ou seja, apesar do atrator parecer graficamente o mesmo, o IFS pode possuir
caracteristicas diferentes.

O espago de codigo, segundo Barnsley [2]|, é um espago em que seus elementos sdo
os nimeros que correspondem aos “enderecos” de cada ponto de um atrator, os algaris-
mos utilizados para escrever esse nimero sao chamados de simbolos. O primeiro IFS
apresentado nesta segao, por exemplo, possui apenas dois simbolos, os niimeros 1 e 2.

Geralmente, em Algebra, utiliza-se o conceito de Letra e Alfabeto para se referir a
Simbolo e a Conjunto de Simbolos, respectivamente. De maneira mais formal, segundo
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Pytheas [17], pode-se definir Letra como sendo um elemento a;, para i = 1,...,n, e
Alfabeto como o conjunto A = {a4,...,a,}, formado pelas letras a;,...,a,. Se a; = i,
entao o termo simbolo também ¢é utilizado, sendo a escolha de Barnsley em seu livro. Um
conjunto de letras é chamado de palavra. As palavras do alfabeto A sao palavras infinitas,
elas possuem um comecgo, mas nao um fim. Se desejado escrever palavras finitas, entao é
utilizada a notacao A*. No caso desta dissertagao, ¢ utilizado o termo Enderego no lugar
de palavra, por fazer mais sentido no contexto utilizado, e sempre serao infinitos.

Definicao 4.15. Um conjunto S € enumerdvel se for finito ou existir uma aplicagdo
biunivoca f : S — N chamada de fun¢ao de enumerabilidade.

Proposicao 4.16. O espaco de codigo ¥ em dois ou mais simbolos € nao enumerdvel.

Demonstragao. A prova sera realizada para o espago de codigo de dois simbolos {1, 2}.

Seja w = wywy -+ € X, com cada w; € {1,2} ei = 1,2,.... Defina p : {1,2} — {1,2}
por p(1) = 2 e p(2) = 1 e suponha que ¥ seja enumeravel a partir da fungdo ¢ : N —
Y. Considere o ponto w € X definido por w = wiws -+, com w, = p(c,(n)) e cp(n)

representando o simbolo da n-ésima posi¢ao de ¢(n). O que é uma contradigao, pois a
funcao de enumerabilidade nunca alcangara w.
[ ]

4.6 Transformacoes do Espaco de Cédigo ao de Fractais

Definicao 4.17. O espago métrico de cidigo (dc, X)) associado ao IFS (com k contragoes)

¢ definido com sendo o espago de cédigo, com o alfabeto A = {1,... k}, e a métrica
do(w, o) = ; H, para todo w,o € Y.

Lema 4.18. Sejam (X, d) um espago métrico, {X;wy, :n = 1,..., k} um IFS, e um con-
gunto K € 5(X). Entao existe K € 7(X) de forma que K C K, ew, : K — K. Em

outras palavras, {f(; wn} ¢ um IFS hiperbolico em um espaco compacto.

Demonstracao. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em Barnsley [2].
[ ]

Lema 4.19. Sejam o espago métrico completo (X, d), um IFS (com k contracoes) e o
espago de cddigo associado a ele, com o alfabeto A= {1,...,k}. Para cada o € ¥, n € N
ex € X, defina
¢(U, n, l’) = (wal OWgy ©-++0 wcrn)(x)'
Seja K um subconjunto nao vazio de X. Entao, existe uma constante real D de forma
que, para todos r1,x9 € X, 0 € ¥ en,m € N,
d(¢(o,m,x1),p(0,n,x9)) < Ds™ ™.

Lembrando que m A n representa min{m,n}.

Demonstracgio. Seja K definido conforme o Lema anterior. Sem perda de generalidade,
suponha m < n. Observe que

¢(U7 n, x2) = ¢(U, m, ¢(W, n—m, 172)), W=0m+10m+2 """ 0On "
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Seja 25 = ¢(w,n —m, ;). Entdo, x5 € K e

d(¢(o,m,x1),p(o,n, x9)) = d (p(o,m, 1), d(0,n,x3))
< 5 (100, 0+ 0 W0, (1), (10 0+ 0 105,) (25)

< s2d ((wa3 0-.-0 ng)(:pl), (Wgg 0+ 0 waj)(atg))

< s"d(x1,23) < ™D,

com D = max {d(a:l,xg) D, X3 € f(} finito, pois K é compacto.

Teorema 4.20. Sejam o espaco métrico completo (X, d), um IFS (com k contragoes) com
A sendo seu atrator e o espago de codigo associado a ele, com o alfabeto A = {1,... k}.
Para cadaoce X, neNexe X,

¢, n,2) = (Wq, © -+ - 0wy, )(2).

Entao,

¢(0) = lim ¢(o,n,x)

n—oo

existe, pertence a A, e € independente de v € X. Se K € um subconjunto compacto de
X, entao a convergéncia é uniforme sobre x € K. A funcao ¢ : ¥ — A € continua e
sobrejetora.

O Teorema acima é uma aplicacao direta do Lema 4.18.

Definicao 4.21. Sejam um IFS com k contracdes, e um espago de codigo associado a ele,
com o alfabeto A ={1,... k}. Seja também a func¢ao continua ¢ : ¥ — A construida no
Teorema 4.20. O endere¢o de um ponto a € A (atrator do IFS) é um membro qualquer
do conjunto

¢~ (a) ={w e T: d(w) =a}.

FEste conjunto recebe o nome de enderecos de a € A.

O IF'S € totalmente desconezo se cada ponto de seu atrator possui um unico enderego.
O IFS apenas se toca se nao € totalmente desconexo, mas seu atrator contém um conjunto
nao vazio O aberto no espaco métrico A de forma que

(i) w,(O) Nw,(0) =2, VYnm=1,....,nen#m;
(ii) | ) wa(0) C O.

O IFS possui sobreposicao se nao € nenhuma das outras duas opgoes.

Quando o atrator de um IFS seque os itens acima, mas nao apenas um subconjunto
dele como € definido para IFS que apenas se tocam, entao ele € dito sequir a condi¢ao do
conjunto aberto (mais conhecido por Open Set Condition, de Moran).

Teorema 4.22. Seja um IFS com k contragoes inversiveis, e um atrator A. Ele € total-
mente desconexo se, e somente se,

wp(A)Nwy,(A) =92, Ynm=1,...ken%#m.
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Demonstracao. Se o IFS é totalmente desconexo, entao cada ponto de seu atrator
possui um tnico endereco, implicando a equacao do teorema.

Se o IF'S nao for totalmente desconexo, entao algum ponto possui mais de um endereco.
Isto gera uma contradicao, pois a imagem inversa desse ponto aplicado em alguma das
contragoes possuira mais que um elemento, o que nao é possivel, pois todas sao inversiveis.

[

Definigao 4.23. Seja A o atrator de um IFS com k contragoes. Um ponto a € A €
periddico (do IFS) se existe uma sequéncia de nimero {o(n) € {1,2,...,n}}*_, de forma
que

@ = (Wo(p) © Wo(p-1) O+ © Wo(1))()-

Se a € A € periodico, entao o menor inteiro p tal que a equacdo acima € verdadeira €
chamado de periodo de a.

Definicao 4.24. Um ponto em X cujos simbolos sao periodicos é chamado de enderego
periodico. Um ponto no espago de codigo em que seus simbolos sao periodicos quando se
1gnora um conjunto inicial de simbolos é chamado de eventualmente periddico.

Para visualizar este conceito, observe o codigo
123123123123123123123 . ..

Repare que 123 se repete indefinidamente, assim, ele é dito ser peridédico. Semelhante-
mente,
123212121212121212121 . ..

repete-se o 21 infinitamente, porém, antes dessa repeticao, ha os digitos 123, o fazendo ser
um coédigo eventualmente periddico. Apenas alguns exemplos sem ter preocupacao com
o IFS e o atrator associados a estes codigos. O proximo teorema é uma consequéncia do
Teorema 4.20 e é relevante, pois, como foi visto no capitulo sobre fractais, estes sao um
conjunto compacto e o ponto fixo de um IFS, entao é esperado este comportamento.

Teorema 4.25. O atrator de um IFS € o fecho de seus pontos periodicos.

Demonstragao. Do Teorema 4.20, tem-se que o espago de codigo é o fecho do conjunto
de codigos periddicos. Basta utilizar este argumento em A a partir da func¢ao continua
¢ : X — A apresentada nesta secdo, pois sao sistemas equivalentes.

]

4.7 Dimensao Fractal

Existem varias formas para quantificar fractais e compara-los. Uma dessas formas
recebe o nome de Dimensao Fractal, é uma tentativa de quantificar o quao denso um
fractal é no espaco que esta. A importancia desses valores vem do fato de definirem uma
conexao com a realidade.

Dimensao fractal pode ser utilizada para medir nuvens, arvores, redes de neurénios do
corpo, cores emitidas pelo sol, entre diversos outros elementos Reais. Essa grandeza nos
permite comparar objetos da realidade com conceitos tedricos, como os atratores dos IF'S.

Sejam (X, d) um espago métrico completo, A € J#(X) um subconjunto compacto
nao vazio, e Blx, €| uma bola fechada. Deseja-se definir um inteiro NV (A, €) como o me-
nor nimero de bolas fechadas de raio € necessarias para cobrir o conjunto A. Ou seja,
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o menor inteiro k tal que A C Ui=1 Blz,, €], para algum conjunto distinto de pontos
{z,:n=1,2,... k} C X.

A garantia da existéncia de N'(A, €) se da pelo fato de A ser compacto e, assim, possuir
uma subcobertura finita de bolas fechadas, bastando considerar o menor niimero de bolas
em que essa subcobertura ainda cobre o conjunto A.

A ideia intuitiva de dimensao fractal vem da expressao:

N(A €)=~ Ce P,

em que D é a dimensao fractal de A para alguma constante C'. Dados f e g fungoes reais,

1
entdao f(€) =~ g(e) se lg% 1?1 ggg
Aplicando a funcao logaritmica em ambos os lados da expressao e isolando D, obtém-

se:

_In N(Aje)—In C

1
In -
€

D

se aproxima de 0 a medida que € tende a 0. Pois, com um pequeno

lnCilnC’ilnC’i
ln%_lnoo_ 0o

1
Observe que - T
hl <

0.

abuso de linguagem, e considerando esses valores no limite,

Fornecendo, assim, a seguinte definicao.

Definigao 4.26. Sejam A C (X)) compacto, (X,d) um espago métrico, e N(A,e)
conforme descrito acima, entao, D € a dimensdo fractal de A quando

D - lim In NV(A,e)

e—0 hl l '
€

D(A) € lido como a dimensao fractal do subconjunto A.

Para facilitar o calculo de D, existem dois teoremas que possibilitam a troca da variavel
continua € por uma discreta.

Teorema 4.27. Sejam A C 7 (X) compacto, (X,d) um espaco métrico, e €, = Cr",

para C >0 e 0 <r <1 valores reais comn =1,2,... Entao,
1 A e,
D(A) = lim Lle)
n—oo
In —
€n

Demonstragao. Seja f(€) = max{e, € E : ¢, < €}, assumindo que € <7,
fozes o W)z a0z (4 19)

Como In = é uma fungao crescente positiva de z, para x > 1:

n (4,29) In N (A, e) In N (4, (o))
B A :
In — In = i m

Assumindo que N(A, €) vai para co a medida que € vai para zero.
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No lado direito,

1 A 1 A 1 A
h n N( ) f(E)) — hm n N( ) 677«) — hm n N( ) 6”)
f(e) €n €n
No lado esquerdo,
f(e)
) In <A7 T) ) In N (A, e,1) . In V(A e,)
lim — 1 (= lim i = lim — T
€—0 n—00 n—oo
In — In — In —
f(E) €n €n

Ou seja, quando € vai para zero, ambos os lados da equacao vai para o mesmo valor,
assim, o valor do meio também existe e é igual aos laterais, completando a prova.
[ ]

Teorema 4.28 (Dimensao Box-Counting). Considerando a métrica euclidiana, seja A um
compacto qualquer de F€(R™). Cubra R™ com uma “malha de caizas” de comprimento

on como sugere a Figura 4.7 para R?. Seja N,,(A) o mimero de cairas que intersectam
o subconjunto A. Entao,

D(A) = lim %

n—»00 In 27

Figura 4.7: Malha de quadrados no plano
A R B

,__._| |

S

Fonte: Fractals Everywhere 2|

Demonstragao. Observe que, para qualquer n =1,2,..., dadom =1,2,..., tem-se:
m 1
o . 1
sendo k(n) o menor inteiro k que satisfaz k >n — 1 + .
2log,m

1
A primeira inequagao (da esquerda) se sustenta pela bola de raio on intersectar no

maximo 2™

(da direita) segue do fato de uma caixa

de tamanho s caber dentro de uma bola de raio r, visto que 2 > (5 )2+ +(5 )2 m(%)Q,
pelo Teorema de Pitdgoras. Agora,

lim In Memy | lim In 25 In Nk
e In 27 ol In 27 In 2k() [~
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k(n
Como (— vai para 1 a medida que n — oo e,
n

{20}y (20}

n—»00 In 27

1
3

a prova fica completa para r =
|

1
O valor o foi utilizado apenas para facilitar os céalculos, outros valores podem ser

considerados, até mesmo Cr", conforme definido no Teorema 4.27.
A seguinte proposi¢do prova que conjuntos metricamente equivalentes possuem a
mesma dimensao fractal.

Proposicao 4.29. Sejam (X1, dy) e (X, dy) espagos métricos equivalentes com 6 : X1 —
X9 a transformacao que define a equivaléncia entre os espacos. Se Ay € X; e Ay =

0(141) S XQ, entao D(A1> = D(Ag)

Demonstragao. A prova deste teorema pode ser encontrada em Fractals Everywhere [2].
|

4.7.1 Determinacao da Dimensao Fractal

Procurando abranger uma cole¢ao maior de conjuntos, segue uma variagao para a
definicao de dimensao fractal. E utilizado o conceito de lim sup, que pode ser definido
como:

limsup f(e) = 11_{% {sup{f(€) : €€ (0,¢)}}.

e—0
Definigao 4.30. Sejam A C (X)) com (X,d) um espago métrico, e N(€) o menor
ndmero de bolas de raio € necessdrias para cobrir A, entao,
In NV
D(A) = limsup n—(e)

e—0 In 1

€

Teorema 4.31. Sejam m um inteiro positivo, e o espaco métrico R™ com a métrica
euclidiana. Entao, a dimensao fractal D(A) exite para todo A € 7 (R™). Se B € 5€(R™)
de forma que A C B, entio D(A) < D(B). E ainda, 0 < D(A) < m.

Demonstragao. A prova seré feita para m = 2. Sem perda de generalidade, suponha

que A C Q, o quadrado de lado unitario. Assim, N (A, ¢e) < N(Q,¢), para qualquer € > 0.
Entao, para todo 0 < € < 1, tem-se que

oI N(Ae) oI N(Q,e)'

- In X - In *
€ €

0

Utilizando o lim sup, tem-se

limsup{%} < limsup{%}.

1
e—0 n < e—0 In <

O lim sup da direita existe e possui valor 2, ou seja, 0 < D(A) < 2. Se A, B € 5 (R?) com
A C B, entao ambas as dimensoes fractais sao definidas. Utilizando um processo analogo,
mas substituindo Q por B, conclui-se que D(A) < D(B), finalizando a demonstragao.

[ ]
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Proposicao 4.32. Sejam o espagco métrico R™ com a métrica euclidiana, e A, B €
A (R™). Se D(B) < D(A), e a dimensao fractal de A € dada por

entio D(AU B) = D(A).

Demonstracao. Assuma, para simplificar as contas, que D(B) < D(A). Pelo Teorema
4.31, segue que D(AU B) > D(A). Restando provar que D(AU B) < D(A). Comece
observando que

N(AUB,e) <N (A, e) + N(B,e).

Entao,
(
1 AUB
D(AU B) = limsup 4 2N - )
e—0 In =
\ €
(
1 A B
S hm Sup n N( ) 6) —;-_ N( ) 6)
e—0 In =
\ €
( N(B.e)
1 A In 14 s
< lim sup L(lﬂ + lim sup #
e—0 ln = e—0 ln =
\ € €
N (B,e)

A prova fica completa mostrando que N(Ae) é menor que 1 quando € é suficientemente
pequeno, assim, o segundo limite da ultima linha é zero, ou seja, o limite do lado direito
converge para D(A).

|
Teorema 4.33. Seja {R™;wy,...,wx} um IFS com atrator A. Suponha que w, sejam
semelhangas com fatores de contracao s,, paran = 1,2,..., k. Se o IFS for totalmente

desconexo ou apenas se tocam, entdo o atrator tem dimensao fractal D(A) dada por

k
> IsalPW =1, D(A) € [0,m].

n=1
Se o IFS ¢ dito com sobreposicao, entdo D > D(A) com D sendo a solucdo de

k
> Isal” =1, D €0, 00).

n=1

Demonstracgao. A prova completa pode ser encontrada em Bedford 1986, Hardin 1985,
Hutchinson 1981 e Reuter 1987.
]
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4.7.2 Dimensao de Hausdorff-Besicovitch

A Dimensao de Hausdorff-Besicovitch de um subconjunto limitado de R™ é outro
numero real usado para caracterizar a complexa geometria desses subconjuntos. Uma de
suas importancias se dé pelo fato dessa grandeza caracterizar o tamanho de conjuntos que
possuem a mesma dimensao fractal, além de ser uma boa aproximacao para a mesma.

Considerando (R™, d) como um espago métrico, sendo d a métrica Euclidiana, e m um
inteiro positivo. Seja A C R™ limitado, entao, paran =1,2,...,

diam(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.

Sejam 0 < € < 00, 0 < p < 00, e A o conjunto de sequéncias de subconjuntos {A, C A}
de forma que A = J 7, A,. Entdo,

M(A,p,€) = inf {Z(diam(A))p :{A,} € A, diam(A,) < 6} :

n=1

Considerando (diam(A4,))° = 0 quando A,, ¢ vazio. M(A,p,€) ¢ um nimero que varia no
intervalo [0, co]. Defina também,

M(A,p) =sup {M(A,p,e):e>0}.

Defini¢ao 4.34. Dadas as condigoes descritas acima, M(A,p), para cada p € [0,00), é
a medida de Hausdorff p-dimensional de A.

Teorema 4.35. Sejam (R™,d), e M(A,p) visto como uma fungao de p, entao existe um
unico valor real Dy € [0, m] de forma que

Oovp<DH

, € |0,00).
0. p> Dy p € [0,00)

MM@={

Ou seja, M(A,p) assume apenas trés valores, 0, oo ou a constante Dy, a Dimensao de
Hausdorff-Besicovitch do subconjunto A, que também pode ser denotada por Dy (A).

Demonstragao. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em Federer 1969,
secao 2.10.3.
]

O seguinte resultado mostra que a dimensao fractal, assim como a de Hausdorff, sao
possivelmente fracionarias, assumindo no maximo o valor m, ou seja, a dimensao do espago
que se encontram. E mais, ambas as dimensoes podem nao possuir o mesmo valor, vindo
do fato de Dy ser uma aproximacao para I, assim como outras que se é conhecido, como a
box-counting, apresentada acima. Porém, Dy apresenta uma das melhores aproximacoes
para D, podendo assumir até mesmo valores iguais em casos mais especificos, como pode
ser observado no Teorema de Moran apresentado na sequéncia. Assim, visto que um dos
objetivos é estudar um algoritmo para a dimensao de Hausdorff, os teoremas seguintes se
fazem relevantes, por mostrar que Dy é uma boa aproximacao e por serem usados direta
ou indiretamente no Capitulo 7.

Teorema 4.36. Sejam D(A) e Dy (A) as dimensoes definidas anteriormente como fractal
e de Hausdorff-Besicovitch, respectivamente. Entao, no espaco euclidiano de dimenc¢ao
m, a sequinte desigualdade € valida:

0 < Dy(A) < D(A) <m.



4. Fractal 60

Demonstragao. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em Barnsley [2].

[ ]
Teorema 4.37 (Teorema de Moran). Seja {R™;ws,...,wx} um IFS com atrator A.
Suponha que w, sejam semelhangas com fatores de contra¢do s,, para n = 1,2,... k.

Se o IFS for totalmente desconexo ou apenas se tocam, entao o atrator tem dimensao
fractal D(A) e Dimensao de Hausdorff-Besicovitch Dy (A) iguais. Na verdade, D(A) =
Dy (A) =D, em que D é dado por:

k
> Isal? =1, D€ [0,m].

n=1

E ainda, se D > 0, entio a medida de Hausdorff D-dimensional M(A, Dg(A)) € um
numero real diferente de zero.

Demonstracao. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em Hutchinson
1981.
[ ]

Para visualizar melhor a dimensao de Hausdorff, segue o exemplo. Considere o Trian-
gulo de Sierpinski como sendo o atrator A. Primeiro, é necessério estimar M(A, p, €), com
n

1
0<p<oo,e=+2 5) ,en=1,2,... O triAngulo pode ser coberto por 3" bolas de

1 n
diametro v/2 (§> . Assumindo, sem perda de generalidade, que estes valores sao obtidos

1\"™
a partir do infimo pedido na definicdo de M. Obtendo assim o valor M = 3"/2¢ (5) .

Agora, passando o limite para este valor obtido, para se conquistar o supremo dos
valores de M, tém-se:

( _ In (3)
00, sep < )

In (3)

0, sep> n (2)

Ou seja, isso fornece que a dimensao de Hausdorff do Tridngulo de Sierpinski é
In (3)
Dy(A) = ——=.
n(A) = (2)

este IFS em questao se enquadra nas condi¢Oes necessérias para sua aplicacao.

\

O mesmo valor pode ser obtido através do Teorema de Moran, pois



CAPITULO

Sistemas Dinamicos

5.1 Introducao

Dinamica é, basicamente, o estudo do processo através do tempo e o sistema de equa-
¢oes que o corresponde é chamado de Sistema Dindmico. Geralmente, um sistema com n
equacoes diferenciais de primeira ordem em um espaco R™ é chamado de sistema diné-
mico de dimensao n, o qual determina o comportamento do processo evolutivo através do
tempo de determinado objeto ou evento. O sistema pode possuir as propriedades de ser
deterministico ou nao, possuir dimensao finita ou infinita e possuir diferenciabilidade. De
maneira informal, pode-se definir um processo como determinista se todo o seu percurso
futuro (ou passado) sdo unicamente determinados por seu estado no presente. Caso con-
trario, é chamado de nao-determinista. Na mecanica classica, o sistema de movimento,
em que o futuro e o passado sao unicamente determinados por sua posicao e velocidades
iniciais, ¢ um exemplo de Sistema Dindmico Determinista.

Um processo de evolucao pode descrever tanto um processo continuo, quanto um
discreto em relagao ao tempo (ou ao parametro trabalhado). O continuo é representado
por equacoes diferenciais, enquanto o discreto é representado por equacoes de diferencas.
A primeira segao deste capitulo foi baseada no livro An Introduction to Dynamical Systems
and Chaos de Layek [13], Introduction to Dynamical Systems, de Michael Brin e Garrett
Stuck [5]; a segunda segao foi baseada no livro Sistemas Dindmicos: uma primeira visao,
de Baraviera e Flavia Branco [1]; as demais seguem Barnsley [2].

Nesta drea da matematica, é importante que uma funcao se “comporte bem” e, neste
contexto, ¢ equivalente a suavidade da fungao. Este conceito vem da definicao de deri-
vagao. Para caracterizé-lo formalmente, alguns conceitos prévios sao necessarios, porém,
por nao ser o foco da dissertacao, sera definido apenas o necessario, a fim de ser possi-
vel entender o contexto que estd sendo trabalhado, visto que esta secao é apenas uma
introducao a sistemas dinamicos de forma mais geral para entao, nas proximas, focar em
sistemas discretos e sua relagdo com fractais. Assim, uma func¢ao suave pode ser com-
preendida como uma fung¢ao infinitamente derivavel, que se pode derivar infinitas vezes.
Faz-se também necessario a utilizacdo de vetores, nao aqueles da Algebra Linear, mas
sim os da Fisica (ou de Geometria Analitica), entao, é basicamente um objeto com com-
primento, direcao e sentido, geralmente representado por um segmento de reta orientado
(uma seta). Também, é utilizado os conceitos de derivada e integral do calculo cléssico.

Finalmente, sistema dindmico continuo pode ser descrito da seguinte forma.

61
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Definigao 5.1. Seja x = x(t) € R™, comt € I C R, um vetor representando as dindmicas
de um sistema. Um sistema dindmico possui a representac¢ao:

dx

em que f(x,t) € uma funcao suave definida em algum subconjunto U C R™ x R, que pode
ser escrito como R™ x R = R**1,

A variavel t é geralmente interpretada como o tempo e a fungao f(z,t) é geralmente
nao linear. O intervalo do tempo pode ser finito, semi-finito ou infinito. Por outro lado,
o sistema discreto é relacionado com uma aplicagao discreta g em que, dado um ponto
T, se obtém um ponto x; = g(xy), que dara origem a um ponto z, = g(z;) e assim
em diante, um processo iterativo, como ja definido anteriormente. Em outras palavras,
Tni1 = 9(xn) = g(g(x,_1)). Sistemas discretos serao aprofundados mais adiante.

Se a equacao 5.1 for independente do tempo, da variavel ¢, entao o sistema é chamado
de Autonomo, as solugoes do sistema nao mudam em funcao do tempo. Caso contrario,
o sistema é chamado de Nao Auténomo. Um sistema n-dimensional nao auténomo pode
ser convertido em uma forma auténoma introduzindo uma variavel x,, 1 tal que x,, 1 = t.
Geralmente, a solucao da equacgao 5.1 é de dificil ou impossivel obtengao. A seguir é dado
alguns exemplos de sistemas dinamicos.

(i) Auténomo: &+ ai+ fz =0, com «, 5 > 0. A equagao é um oscilador linear harmo-
nico amortecido, os parametros «, 5 sao, respectivamente, a for¢ca do amortecimento
e a forca restauradora linear.

(ii) Nao Auténomo: ¥ + ai + Sz = fcoswt, com «,f > 0. A equagdo é um oscilador
linear com forca externa dependente do tempo. f e w sdao a amplitude e a frequéncia
da forca motriz, respectivamente.

Agora, seré apresentado um exemplo de um sistema dindmico bastante conhecido, o
modelo populacional Presa-Predador ou modelo de Lotka-Volterra. Foi formulado pri-
meiramente por Alfred J. Lotka (1880 — 1949) no ano de 1910 e posteriormente por Vito
Volterra (1860 — 1949) no ano de 1926. Deseja-se, por exemplo, estudar a dindmica popu-
lacional entre a populacao de raposas e de coelhos, que vivem juntos em um determinado
ambiente. A raposa se alimenta dos coelhos, assim, a quantidade deste no ambiente afeta
diretamente a quantidade de raposas, pois depende deles para sua alimentacao. Se a
quantidade de coelhos ¢é alta, a populacao de raposas aumenta e, nesse caso, a de coe-
lhos cairda. Quando a quantidade de coelhos cai, a populacao de raposas também cai.
Logo, as raposas ficarao sem comida, diminuindo sua populacao que, por consequéncia,
ira aumentar a de coelhos e assim em diante. Pode-se, assim, modelar matematicamente
o sistema

T =axr — fry
y=—y+ozy

x denota a densidade de populacao da presa e y a densidade de populacao dos predadores.
O parametro « representa a taxa de crescimento da presa (sozinha), que crescera sem o
predador, v representa a taxa de morte dos predadores sem interacao com a presa, pois
morrerao de fome, enquanto os parametros 5 e d sao os parametros de relagao entre os
dois, a morte da presa pelo predador e a procriagao do predador que agora nao morrera
de fome, respectivamente.
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5.1.1 Principais Caracteristicas

Nessa secao, é dissertado acerca de algumas definicbes importantes para sistemas di-
namicos, com foco nos sistemas continuos, os discretos serdao trabalhados na proxima. A
abordagem qualitativa é a combinacao de andlise com geometria, é uma ferramenta po-
derosa para analisar o comportamento do sistema, que se da ao desenhar sua trajetoria,
que nada mais é do que a solugao do sistema, também conhecida por curva integral. Essa
analise provém intmeras caracteristicas importantes, nao se restringido apenas a solu-
¢ao, mas também a sua evolugao (ou seu passado) em momentos especificos pelo tempo,
algumas dessas propriedades serao trabalhadas a seguir.

O processo de evolucao do tempo de determinado ponto do sistema é chamado de
trajetoria, assim, pode-se analisar solu¢cao de um sistema dinamico ao considerar a uniao
de todas essas trajetorias. A solucgao z(t) de um sistema & = f(x) que satisfaz x(ty) = xg
fornece seu passado e sua evolugao, para t < tg e t > tg, respectivamente.

Definigao 5.2. Fluzo pode ser definido por ¢i(x) : U — R", em que ¢i(x) = ¢(t,x) €
uma funcgao suave de x € U CR™ et € I C R que satisfaz a equagao

d
Et(bt(x) = f(¢:()),
para todo t, de forma que a solug¢ao através de x exista e (0, ) = x.

Fluxos satisfazem as seguintes propriedades:

(a) ¢o = Iy
(b> Prys = G1 © Ps.
Desta forma, seja o sistema @ = f(z), com = = (z1,29,...,2,), [ = (f1, f25- -5 fa),
de condigao inicial x(0) = xg. A solugao deste, para um ponto especifico, pode ser

considerada uma curva continua no espaco R" e parametrizada por t € I C R, essa curva
¢ chamada de Orbita, representada matematicamente pelo conjunto {¢;(xo) | t € I}. O
conjunto de todas as é6rbitas do sistema é chamado de Retrato de Fase. Pode-se ainda
pensar em um Campo de Vetores que tangencia a orbita, suas orientagoes (diregao e
sentido) segue a evolucao do ponto.

Definicao 5.3. Define-se x como um ponto periodico de periodo p se este é o menor
inteiro tal que ¢,(x) = x. Quando p =1, ou seja, ¢(x) = x, entdo x € um ponto fixo de
f. Quando x € periddico, sua drbita € um conjunto finito, conhecido como drbita periddica.

Definigao 5.4. O conjunto w-limite de x, denotado por w(z), € o conjunto dos pontos de
acumulag¢ao de uma orbita, ou seja, os pontos pelos quais a orbita passard uma infinidade
de vezes.
De forma mais técnica, z € w(x) se existe uma sequéncia infinita e crescente de nimeros
naturais ny,ny, ... tal que d(¢n,(x),2) — 0. E possivel também falar no w-limite de um
conjunto:

w(X) ={w(x):z e X}.

Definigao 5.5. O conjunto a-limite de x, denotado por a(x), € o conjunto dos pontos de
acumulac¢ao de uma orbita quando se “caminha para trdas”, ou seja, t < 0. De forma mais
técnica, y € X estd em a(x) se existe uma sequéncia infinita e decrescente de nimeros
naturais ny, Ny, ... tal que d(¢_,, (x),z) — 0. Analogamente, pode-se falar no a-limite de
um conjunto:

a(X) ={a(z) :z € X}.
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Defini¢ao 5.6. Um conjunto A € X € o atrator de um ponto x se p(A) = A, e a orbita
de x se aprozima de A. Em outras palavras, A € um elemento fixo de X. Note que quando
a orbita futura de um elemento x € X entra no conjunto A ela nao pode mais sair. O
conjunto de pontos cujas orbitas se aproximam de A é chamado de bacia de atracao de
A. De forma andloga, um conjunto R € X € chamado de repulsor para um ponto x se
¢_1(R) = R e a orbita passada de x se aproxima de R.

Assim, segue um exemplo para visualizar como esses conceitos e defini¢oes ocorrem
em sistemas dindmicos continuos.

Deseja-se analisar, qualitativamente, o sistema #(f) = sen x com condi¢do inicial
z(0) = zo. O sistema é de uma dimensdo, nao linear, auténomo e sua forma fechada
(solugao analitica) existe. Resolvendo a equagao diferencial separavel, obtém-se

dx

— =sen r = dt =
dt sen

= cosec(r)dx.

Agora, integrando-a:

t= /cosec(x)dx
= —In |cosec(z) + cotg(z)| + ¢,

com c sendo a constante de integracgao.

Apesar de o sistema ser consideravelmente simples, analisi-lo a partir de sua solucao
de forma fechada, para qualquer condigao inicial é dificil, pois nao é possivel isolar a
variavel x de forma facil e intuitiva, a fim de se obter o operador do fluxo e desenhar suas
orbitas. Realizando operagoes algébricas, pode-se reescrever ¢ da seguinte forma

t=1In ‘tg %‘ + ¢ = x(t) = 2arctan(Ae'),
em que A é a contante de integracdo. Calculando A para o valor inicial z(0) = o tem-se:

Zo
A=tg —.
&7
Sabe-se que o fluxo é dado por ¢; quando se varia a condigao inicial zq, assim, ¢ (z) é
dado por

¢(z) = 2arctan (tg (g) et) '

Como foi dito acima, sem um software ou algo do tipo, plotar esse fluxo nao é simples.

Agora, sera analisado este mesmo sistema pela abordagem qualitativa. De maneira
simplificada, estuda-se o grafico de £ = sen x no plano de eixos & por z. Isso da o
fluxo no eixo x, o que era complicado de se obter na forma fechada se torna algo mais
facil. Construindo uma analogia com a interpretacao fisica, em que x é a posicao e = é a
velocidade, entao o gréfico representa a velocidade instantanea a cada posicao do sistema.
A equacao diferencial representa um campo de vetores na reta, ele fornece a velocidade
instantanea em cada posi¢cao x. Assim, os vetores terao sua direcao na reta x e o sentido
serd para a direita quando & > 0 e para a esquerda quando z < 0.

Nos pontos criticos (ou de equilibrio) & = 0, tem-se velocidade nula, entdo o sistema
nao esta se movendo. Eles ocorrem quando sen x = 0 = x = n7, para n € Z. Entao este
sistema possui infinitos pontos de equilibrio em R e a intengao é estudé-los. Observando
o grafico (Figura 5.1), ha dois tipos de pontos, o que o fluxo vai em diregao a ele, que se
denominam atratores e representam os pontos de equilibrio estaveis e os que o fluxo vai
em direcao contraria, os repulsores, que representam os pontos de equilibrio instéaveis.



5. Sistemas Dinamicos 65

Figura 5.1: Grafico de © = sen x

X
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Repulsor Repulsor
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Re‘puba r

Fonte: An Introduction to Dynamical Systems and Chaos [13]

Analisando a condigao inicial z(0) = xp, se 0 < 2y < ™ ou ™ < xg < 2w, entdo,
pelo fluxo, o sistema ganha velocidade até determinado ponto e a partir dele, comega a
perder, até chegar em 7, o qual tem velocidade zero, ou seja, ficara “parado” nesse ponto,
em outras palavras, x tende a m a medida que ¢ tende a infinito, pois m é um ponto
de atracao. Ao mesmo tempo, ele se afasta de seus repulsores, nao importando o quao
proximo esteja deles. Porém, se deseja-se analisar seu passado, de maneira analoga, x ira
para os pontos de repulsao, ou seja, x tende aos seus repulsores a medida que t tende a
—o00. O mesmo pode ser feito para cada valor inicial que se desejar, porém, pelo grafico,
fica claro o que acontecera de forma geral.

5.2 Sistemas Dinamicos Discretos

Sistemas Dinamicos discretos sao fontes de fractais deterministicos, pois estao dire-
tamente ligados com a teoria de IF'S apresentada no Capitulo 4. Sera apresentado, nas
proximas segoes, um Sistema Dindmico de Mudanga, que pode ser relacionado a um IFS.
Estudando as orbitas desses sistemas obtém-se alguns resultados importantes acerca de
fractais.

Considere, nesta segao, que z, = f(z,_1) = f"(x¢), sendo entdo z, os ponto do
processo iterativo definido nas se¢oes anteriores.

Definicao 5.7. Um Sistema Dindmico € uma transformagao f: X — X definida em um
espago métrico (X,d). E denotado por {X; f}. A drbita de um ponto x é a sequéncia
{fm(x)}.2, ou{z,},,, considerando xy = x.

Entao, hé o interesse em saber o que acontece quando se segue determinada oérbita, se
existe algum tipo de atrator que ocorre frequentemente.

Defini¢ao 5.8. Seja {X; f} um sistema dindmico. Um ponto periddico de f é um ponto
x € X de forma que fP(x) = x, para algum p € {1,2,...}, p € chamado de periodo de x.
A orbita de um ponto periddico é chamada de Ciclo de f. O periodo minimo de ciclos €
o numero de pontos distintos pertencentes a ele. O periodo de um ciclo de f € o periodo
de um ponto no ciclo.

Definigao 5.9. Sejam {X; f} um sistema dinamico, e xy € X um ponto fixo de f, x¢ €
chamado de ponto fizo atrator de f se existe € > 0 de forma que f leva a bola B(zy,€)
até ela mesma, e ainda, f é uma contragio em B(xy,€). O ponto xy € chamado de ponto
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fixo repulsivo de f se existem e >0 e C' > 1 de forma que

d(f(zg), f(y) > Cd(xys,y), para todo y € B(xy,€).

Um ponto periodico de f de periodo p é atrator se também for wm ponto periddico de f,.
Um ciclo de periodo p € um ciclo atrator de f se o ciclo contém um ponto atrator periodico
com periodo p. O mesmo, de forma andloga, para um ponto periddico repulsivo.

Considere o sistema dinamico logistico, dado por {[0, 1]; f(x) = Az(1 — 2)}. E consi-
derado um sistema importante, pois apesar de sua simplicidade, consiste apenas de uma
funcao quadratica, ¢ possivel analisar um comportamento cadtico, que sera dissertado
mais a frente. De maneira informal, um sistema caodtico é algo que nao se é possivel
prever, suas trajetorias (solugoes) ndo seguem um certo padrao devido a sua sensibilidade
aos parametros, dado no caso por A\. No sistema em questao, a partir de certo ponto, as
trajetorias se dividem em dois, nao sendo possivel saber qual das duas o sistema seguira.
Quanto mais se aumenta o valor de A, mais bifurcagoes surgem, chegando a algo inviavel
de se analisar, como sugere a Figura 5.2. Porém, qualitativamente, ainda é possivel ana-
lisar esses sistemas, mesmo para altos valores de A, apesar de possuirem demonstracoes
mais sofisticadas.

Figura 5.2: Modelo Logistico
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Fonte: Jordan Pierce, CCO0, via Wikimedia Commons

Apenas para exemplificar um ponto fixo atrator, considere o Sistema Logistico para

1 1
A = 2. Observe que, 5 = 3 é o tnico ponto fixo desse sistema. Como Im(F') = [O, 5] ,

1
e f ¢ uma contragao, entao xy = B é um ponto fixo atrator.

Defini¢ao 5.10. Seja {X; f} um sistema dindmico. Um ponto x € X € eventualmente
periddico de f se f™(x) € periddico, para algum inteiro m. Ou seja, x pode ou nao ser
periddico, porém, o ponto f™(x) € periddico (a partir de determinada iteragdo), entio se
diz que x € eventualmente periddico.

Se uma orbita {f"(z)},~, é eventualmente periddica para algum inteiro m, entdo ela
recebe o nome de ciclo limite, pois a partir de m, esta orbita se torna um ciclo, porém,
nao se pode desconsiderar os pontos anteriores. Assim, surge a notagao para dizer que ela
converge para algo periddico. As defini¢oes acima podem ser generalizadas para o passado,
assim como foi realizado na secao anterior, quando existe a inversa da f, inclusive para o
ciclo limite de um conjunto.
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Existe uma construcao simples, conhecida como diagrama de teia, para a representacao
da orbita de um sistema dindmico da forma {R; f(x)} utilizando o grafico da funcao f.
Inicialmente plota-se o grafico y = f(x) e a reta y = z. Partindo do ponto (zg,xg), 0
conecte (com um segmento de reta) com o ponto (xg,x1) e este com o ponto (zq,x7).
Em seguida, aplica-se o mesmo com o ponto (x1, 1) até (x, xs), finalizando em (x5, x2).
Assim, repete-se o processo analogamente. A 6rbita pode ser visualizada na reta y = z,
com os pontos (xg, Tg), (1,21), ..., (Tn, Ty),... Observa-se um exemplo na Figura 5.3.

Figura 5.3: Orbita de um ponto no plano
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Fonte: Fractals Everywhere 2|

5.3 Dinamica nos Fractails

Lema 5.11. Seja {X;w,,n=1,...,k} um IFS com atrator A. Se ele for totalmente
desconezo, entao, para cadan € {1,...,k}, a transformagao w, : A — A € injetora.

Demonstracgao. A prova é efetuada através da utilizagao do espago de codigo. Suponha
pontos distintos a;,as € A de forma que w,(a;) = w,(az) = a € A. Se a; é representado
pelo codigo w, e ay por @, entao a possui duas representagoes distintas, nw e nf, o que é
impossivel, pois o IFS é totalmente desconexo.

[ ]

Definigao 5.12. Seja {X;w,,n =1,...,k} um IFS totalmente desconexo com atrator A.
A transformacao de mudanca S : A — A € definida por
S(a) = w, ' (s), para a € w,(A),

em que w,, € visto como uma transformagao em A. O sistema dindmico {A; S} € chamado
de Sistema Dindmico de Mudanca associado ao IFS.

5.4 Equivaléncia de Sistemas

Definig¢ao 5.13. Dois espagcos métricos (X1,dy) e (Xa, ds) sao topologicamente equivalen-
tes se existe um homeomorfismo f : X1 — Xo. Dois subconjuntos S; € Xy e Sy € X5 sao
topologicamente equivalentes, ou homeomorfos, se os espagos métricos (Si,dy) e (Sa,ds)
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s@o topologicamente equivalentes. Sy e Sy sdo metricamente equivalentes se (Sy,dy) e
(Sa,d3) sao espagos métricos equivalentes, conforme definido no Capitulo 2.

Definigao 5.14. Dois sistemas dindmicos {X1; f1} e {Xo; fo} sdo equivalentes, ou topo-
logicamente conjugados, se existe um homeomorfismo 0 : X1 — X5 de forma que

fi(zy) = (9’1 o fyo 9) (x1), para todo x; € X7,
folza) = (9 ofio (9’1) (x2), para todo xs € Xs.

Dada a definicao de Sistema de mudanca, o seguinte teorema se torna util e muitas
vezes mais relevante que a propria definicao, por mostrar como se utiliza essa a transfor-
macao de mudanca e o porqué desse nome.

Teorema 5.15. Sejam { X;wy, ..., wy} um IFS totalmente desconexo, e {A; S} o sistema

dindmico de mudanga associado a ele. Sejam também X o espaco de codigo associado ao
IFS de N simbolos, e T : ¥ — ¥ definido por

T(010905+) = 020304 -, para todo o = 010903+ € 2.

Entao, os dois sistemas dindmicos {A; S} e {3, T} sao equivalentes. O homeomorfismo

que garante isso € definido por 6§ : ¥ — A. E ainda, {ai,...,a,} € um ciclo repulsivo de
periodo p em S se, e somente se, {67 (ay),...,07 (a,)} € um ciclo repulsivo de periodo p
em T.

Demonstragao. A demonstragio deste teorema pode ser encontrada em Barnsley [2].
[ |

Apesar de ter sido traduzido como Sistema de Mudanca, ele é comumente chamado
de Sistema Shift (sem traducao), assim como a transformacgao shift (de mudanga) asso-
ciada a ele. Dois sistemas serem equivalentes significa dizer que ambos possuem certas
propriedades em comum. Por exemplo, possuirem o mesmo ntmero de ciclos periédicos.
O interessante é que isso ocorre mesmo sendo sistemas diferentes no ponto de vista da
geometria por tras deles. Uma particularidade importante que compartilham é que se um
for cadtico, ambos serao, conceito que seré finalmente explicado na proxima secao.

5.5 Dinamica Cadtica em Fractais

Defini¢ao 5.16. Seja (X, d) um espego métrico. Um subconjunto B € dito denso em X
se seu fecho B € igual a X. A sequéncia {zn}.2, de pontos em X € dita densa em X
se, para cada a € X, existe uma subsequéncia {z,, } —, que converge para a. Assim, uma
orbita {x,}.~, € densa em X se a sequéncia que a define for densa em X .

A propriedade de um conjunto (ou sequéncia) ser denso em um espago é invariante
sobre equivaléncia de sistemas. Ou seja, se 6 define um homeomorfismo entre {X; f} e
{Y;g} e se B é denso em X, entdo #(B) também ¢ denso em Y. O mesmo para uma
orbita (sequéncia) desses sistemas.

Defini¢ao 5.17. Um sistema dinamico {X; f} € transitivo se, sempre que U e V sdo
subespagos abertos de um espago métrico (X, d), existe um inteiro finito n de forma que

unf™(V) #+ o.
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Como exemplo, considere o sistema dinamico {[0, 1]; f(x) = min {2x,2 — 2x}}. Dados
quaisquer dois intervalos abertos pertencentes a [0, 1], quando iterar um deles por f, o
intervalo aumentaré, interceptando o outro a partir de determinada iteracao.

Defini¢ao 5.18. Um sistema dindamico {X; f} € sensivel as condigdes iniciais se existe
d > 0 de forma que, para qualquer x € X, e qualquer bola aberta B(x,€), com € > 0,
existe y € B(x,€) e um inteiro n > 0 tal que d(f™(x), f"(y)) > 0.

Em outras palavras, pode-se dizer que 6rbitas que comegam préximas, se distanciam
pela agao do sistema. Como, por exemplo, o sistema {[0,1];2z mod 1}. Para cada
x € [0, 1] escolhido como condigao inicial, obtém-se um grafico bem diferente do anterior,
como ilustra a Figura 5.4 para alguns pontos que estao proximos uns dos outros.

Figura 5.4: Sistema {0, 1];2z mod 1}
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Fonte: Wolfram/Alpha

Defini¢ao 5.19. Um sistema dindmico {X; f} € dito cadtico se:
(i) E transitivo;
(ii) E sensivel as condigoes inicias;

(11i) O conjunto das orbitas periddicas de f é densa em X .

Teorema 5.20. O sistema dindmico de mudancga associado a um IFS totalmente desco-
nexo de duas ou mais transformacoes € cadtico.

Demonstragao. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em Barnsley [2].
]

Lema 5.21. Seja {A; S} um sistema dindmico de mudanga associado ao IFS totalmente

desconexo {X;wy, ..., wx}. Seja também N (p) o nimero de ciclos distintos de periodo p.
Entao,
p—1
= Y nN(n)
n=1
N(p) _ n diwide p
p

Demonstragao. Para a demonstracao, é suficiente restringir ao espago de codigo {%;T'}
com k = 2 simbolos.

Para p = 1, os ciclos de perfiodo 1 sao exatamente os pontos fixos de T, ou seja,
T(c) = 0. Isto implica em o = 1111 ou ¢ = 2222. Entao, N (1) = 2.
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Para p = 2, os ciclos sdao os pontos fixos de T?, logo, T?(c) = 0. Assim, o sera 11, 12,
21 ou 22. Destes, os ciclos que nao possuem periodo 2, devem obrigatoriamente possuir
periodo 1. Concluindo que existem 2 pontos distintos para p = 2, entao
(22 -N(1)) _2

— =1

N@="=""=3

Uma indugao em p completa a prova para k = 2.



CAPITULO

6

Teoria da Medida

Neste capitulo, sera dissertado um pouco sobre Teoria da Medida sem muito apro-
fundamento, apenas o essencial para enunciar o Teorema de Elton, um resultado que
possibilita o Random Iteration Algorithm, um procedimento para geragao grafica dos
atratores de IFS, os quais sao usados neste trabalho. Assim, os estudos seguem o livro
Real Analysis, do Folland [10], até a segao de integragao, apos esta, é seguido novamente
Barnsley [2]. O simbolo R representa o conjunto R = R U {oo}.

6.1 Conceitos Iniciais

6.1.1 Algebra

Nesta secao, sera tratado sobre Algebra e o-Algebra, familias de conjuntos que serao
o dominio de medidas. Uma operacao ser fechada para determinado conjunto significa
dizer que, ao realizd-la em um elemento deste conjunto, ele continuaré neste.

Definicao 6.1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma dlgebra de conjuntos em X é uma
familia nao vazia A de conjuntos fechados para unides finitas e para complementos, em
linguagem matemdtica, se E,...,E, € A, entao Uszl E, € Ae se E € A, entao
Ec e A.

Uma o-dlgebra € uma dlgebra fechada para unidao enumerdvel.

E possivel definir algebras e o-algebras a partir de interseces finitas e enumeraveis,
respectivamente, visto que (\'_, B, = (U'_, E¢)¢ para algebras, ou que (\°°, E, =
(Us2, ES)° para o-algebras, considerando de n até co uma sequéncia enumeravel. Ainda,
é facil verificar que @ e X pertencem a éalgebra, e uma éalgebra é uma o-algebra conside-
rando ser fechada para uniao enumeravel e disjunta.

Sabe-se também que a intersecao de uma familia de o-algebras é uma o-algebra, que
se £ é um subconjunto qualquer de P(X) (conjunto das partes de X), entao existe uma
tnica, e também é a menor, o-algebra M(E) que contém &, é a intersecao de todas as
o-algebras que contém £. M(E) é chamado de o-algebra gerada por €.

Lema 6.2. Se £ C M(F), entao M(E) C M(F).

Demonstracao. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em Folland [10].
|

71
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Definicao 6.3. Se X ¢ um espago métrico, a o-dlgebra gerada pela familia de conjuntos
abertos em X (ou, equivalentemente, de conjuntos fechados) é chamado de o-dlgebra
de Borel em X, denotado por Bx, seus elementos sio chamados de conjuntos de Borel.
Assim, Bx inclui conjuntos abertos e fechados, unioes enumerdveis de abertos, intersegoes
enumerdveis de fechados e assim em diante.

6.1.2 Medida

Seja o conjunto X munido da o-algebra M. Uma medida em M (ou (X, M), ou ainda
apenas X se M tiver subentendido) é uma fungao p : M — [0, 0] tal que

L. (@) =0;

2. Se {E,},7, é uma sequéncia disjunta de conjuntos em M, entdao u(J>~,)E, =
>t H(En).
Esta propriedade recebe o nome de aditividade enumerével e implica na aditividade
finita:

3. Se By, ..., Ej, sdo conjuntos disjuntos de M, entdo u(Jf_)E, = 3¢, w(E,).

Basta tomar F, = @, para n > k. Se u satisfazer (1) e (3), mas ndo necessariamente
(2), 1 recebe o nome de medida finitamente aditiva.

Se X é um conjunto e M C P(X) é uma o-élgebra, (X, M) é um espago mensuravel
e os conjuntos de M sao chamados de conjunto mensuraveis. Se p é uma medida em
(X, M), entao (X, M, p) é um espago de medida.

Seja (X, M, 1) um espago de medida. Assim:

e Se u(X) < oo, p ¢ finita.

e Se X =J,2, E,, com E, C M, e u(E,) < oo, para todo n, u é o-finita, equiva-
lentemente, um conjunto E = | J7 | E,, com u(E,) < oo, recebe o nome de o-finito
em relacao a p.

e Se, para todo £ € M com p(F) = oo, existe FF € M com FF C Ee 0 < u(F) < oo,
i é dita ser semifinita.

A seguir, algumas propriedades de medidas.
Proposicao 6.4. Seja (X, M, ) um espago de medida.
(a) (Monotonicidade) Se E,F € M e E C F, entao u(E) < u(F);
(b) (Subaditividade) Se {E,}," | C M, entao u(U,—, En) <> o0 1(Ey);
(¢) (Continuidade por baizo) Se {E,}.~, C M e E, C Ey C ---, entio p(J,—, E,) =
lim p(E,);
n—oo
(d) (Continuidade por cima) Se {E,}> C M, Ey D Ey D -+, e u(E1) < oo, entdo
Mz Bn) = lim p(Ey).
Demonstracgao.

(a) Se E C F, entao u(F) = u(E)+ pu(F\ E) > u(E).
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(b) Seja Fy = Ey e F, = Ep, \ (Uf;ll En), com m > 1. Entao, os conjuntos F;, sao
disjuntos e Uflzl F, = U2:1 E,, para qualquer n. Entdo, por (a),

0 <U En) = U (U Fn) = u(F) <> u(E,).

(c¢) Seja Ey = @, entao
00 00 k

(d) Seja F,, = Ey \ E,, entao Fy C Fy C -+, p(Ey) = p(E,) + w(F,) e U, B =
Ei\ (N2, En). Assim, por (c),

u(Er) = p (ﬂ En) + lim p(F,) = p (ﬂ En> + lim (u(Er) = p(Bn)) -

Como u(E;) < oo, pode-se subtrai-lo de ambos os lados para obter o resultado
desejado.

Se (X, M, i) é um espago de medida, um conjunto £ € M com u(E) = 0 é chamado
de conjunto nulo. Se uma afirmagao sobre pontos de X é verdade exceto para algum =z
pertencente a um conjunto nulo, entao a afirmagao é dita verdadeira em quase todo lugar
(a.e., almost everywhere), ou para quase todo z.

Se u(E) =0e F C E, entao u(F) = 0, porém, nem sempre F' € M. Uma medida
cujo dominio inclui todos os subconjuntos de conjuntos nulos recebe o nome de completa.
Dito isso, a completude de uma medida pode ser obtida ao aumentar-se seu dominio com
esses conjuntos que nao pertencem a ele, como sugere o lema.

Lema 6.5. Seja (X, M, 1) um espago de medida. Sejam também N_: {NeM:puN)=

0}, M={EUF:E € M,F C N para algum N € N'}. Entdo M é uma o-dlgebra e
existe uma unica extensao fi de p para uma medida completa em M.

Demonstracao. Como M, N sdo fechados sobre unides enumeréveis, entdo M também
sera. Se (EUF) € M,com E € Me F C N € N, pode-se assumir que ENN = @, caso
contrario, basta considerar F' = FF\ Ee N = N\ E. Entdo, FEUF = (EUN)N(N°UF),
logo (FEUF)*=(EUN)*U(N\F). Mas (FEUN)* € M e (N\ F)C N. Portanto,
(EUF)* € M. Ou seja, M é uma o-algebra.

Se EUF € M, como descrito acima, defina 7i(E U F) = u(E), o que faz sentido, pois
se ByUF, = E3UFy, com F,, C N,, € N, entao Fy C (EaUN3) e u(E1) < u(E2)+pu(Ng) =
1(Ey) e, em contrapartida, pu(Ey) < u(E;). E facilmente verificavel que 7 ¢ uma medida
completa em M, e que 7i é a Gnica medida em M que estende p.

u

A medida 7 é chamada de completamento de e M é o completamento de M a
respeito de pu.
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6.1.3 Medida Exterior

Nessa secao, serao vistas ferramentas utilizadas para construcao de medidas. Como
a medida exterior, um exemplo desta é utilizada no calculo da area abaixo da curva no
plano R?, o processo utilizado na soma de Riemann. Neste, desenham-se retangulos sobre
a curva, com a altura coincidindo com o ponto de imagem mais alta, assim, a area é
aproximada pela soma da area de todos os retangulos. Entao, pode-se definir medida
exterior como:

o 1*(9) =0;
o w(A) < p*(B)se AC B;

o i (U Ar) € X520 (4).

Uma maneira de se obter uma medida exterior ¢ a partir de uma familia £ de conjuntos
elementares munido de uma noc¢ao de medida, aproximando por fora o que se deseja
medir, a partir de uma uniao enumeravel de conjuntos de £. O teorema a seguir descreve
matematicamente esse processo.

Teorema 6.6. Sejam & C P(X), e p: & — [0,00], de forma que & € £, X € &, e
p(@) =0. Para qualquer A C X, tem-se

p(A) :inf{iu(Ej) EjefeAC OE]}

j=1
Entao p* € uma medida exterior.

Demonstragao. Para qualquer A C X, existe {E;} C & tal que A C |J;2, Ej (basta
escolher E; = X)) para que a defini¢do de p* tenha sentido. Obviamente p*(&) = 0 (basta
escolher F; = @ e p*(A) < p*(B), para A C B, pois o conjunto que o infimo é escolhido
na definigao de p*(A) inclui o conjunto correspondente na definigao de p*(B).

Para provar a subaditividade enumeréavel, suponha que {A;} C P(X) e € > 0. Para
cada j, existe {Ejk}zozl C&talque Aj C U, ES, e >0 p(EF) < p*(A;) + €277, Mas,
se A = U, 4, entdo A C UJ-, El e Dokt PLEF) < 3772, pu*(A)) + €, enquanto
pr(A) =3 72 (A;) +e. Como € ¢ dado de forma arbitréria, a prova esta completa.

n

Definicao 6.7. Seja a medida exterior p* em X, um conjunto A C X € chamado p*-
mensurdvel se

P (E)=p (ENA)+ p (EN A, para todo E C X.

Observe que p*(F) < p*(ENA) + p*(E N A°), para qualquer A e E, basta aplicar
a propriedade de subaditividade em F, visto que E = (E N A) U (E N A°). Assim, para
provar que um conjunto A é p*-mensuréavel, basta provar a inequacao inversa. Porém,
esta é sempre verdade se p*(E) = 0o, assim, pode-se resumir a defini¢ao de p*-mensurével
para:

p(E) > p (ENA)+ u (ENA°, para todo £ C X de forma que p*(E) < 0.
A definicao diz que se F tem um bom comportamento, entao um conjunto A C E é
p*-mensuravel se p*(E) — p*(ENA°) = p*(ENA) = u*(A), ou seja, se a medida exterior

de A é igual a sua medida interior, esta pode ser vista como a medida do complemento
de um conjunto, como aproximar a area de um conjunto por dentro.
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Teorema 6.8 (Teorema de Carathéodory). Se u* é uma medida exterior em X, a cole¢io
M de conjuntos p*-mensurdveis é uma o-dlgebra, e a restrigao de pu* a M, representada
por | M, € uma medida completa.

Demonstragao. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em Folland [10].
|

O Teorema de Carathéodory pode ser aplicado para estender medidas de algebras
para o-algebra. Se A C P(X) ¢ uma algebra, uma funcao ug : A — [0, 00] é chamada de
pré-medida se

* 1o(2) = 0;

e Se {4;}Z, é uma sequéncia de conjuntos disjuntos em A de forma que |J;Z, 4; € A,
entao Lo <Uj‘;1 Aj) = >_;=1 Ho(A;). Em particular, esta propriedade também pode
ser interpretada como aditividade finita.

As nogoes de pré-medidas finitas e o-finitas sao definidas iguais as de medida. Se pg é

uma pré-medida em A C P(X), entdo uo induz uma medida exterior p* em X conforme
o Teorema 6.6,

u*(E)—inf{iuo(Aj) A, e AE C GAJ}' (6.1)

Jj=1

Lema 6.9. Se py € uma pré-medida em A e pu* € definida por 6.1, entao

(a) | A= po;
(b) Todo conjunto em A é p*-mensurdvel.

Demonstragao.

(a) Suponha que £ € A. Se £ C |J;Z, Aj, com A; € Ae B, =EnN (An \ U;L:_ll Aj>,
entdao os conjuntos B, sao partes disjuntas de A, em que sua uniao é F, assim,

po(E) = 3272 po(Bj) < D772 mo(Aj). Segue que pg(E) < p*(E), o inverso é
verdade, uma vez que E C (J;Z, Aj, com Ay = F'e Aj =&, para j > 1.

(b) Se Ae A, E C X, e e >0, existe uma sequéncia infinita {B;} C A, com E C
Ui, By e D52, po(Bj) < p*(E) + €. po € aditiva em A, entdo

p(E) +e> iMO(Bj NA)+ iuo(Bj NAY) > (ENA)+ p*(EnA°.

j=1 j=1

Como € é arbitrario, A é py*-mensuravel.

Teorema 6.10. Sejam A C P(X) uma dlgebra, g uma pré-medida em A, e M a o-
dalgebra gerada por A. Existe uma medida p em M, em que sua restricao a A € g, ou
seja, = p*|M, com p* dado por 6.1. Se v é outra medida em M que estende pg, entao
v(E) < u(E), para todo E C M, com a igualdade acontecendo quando p(E) = oo. Se pyg
€ o-finito, entao pu € a unica extensao a uma medida em M.
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Demonstracao. A primeira afirmacao segue do Teorema de Carathéodory e o Teorema
6.9, pois a o-algebra de conjuntos p*-mensuraveis incluem A e, entao, M.

Para a segunda afirmacio, se ' € M e £ C |J;Z, Aj, com A; € A, entdo v(E) <
> v(Ay) = 2772 po(Ay), entdo v(E) < p(E). Também, se A= J72, A

=147

v(A) = lim v (U Aj) = lim p (Z Aj) = p(A).

Se u(E) < oo, pode-se escolher A de forma que pu(A) < u(E) + ¢, entdo u(A\ E) <€, e
W(E) < u(A) = v(A) = W(E) + v(A\ E) < v(E) + u(A\ E) S v(E) +e.  (62)

Como € & arbitrario, u(E) = v(E). Por fim, suponha que X = [J;Z| A;, com po(4;) < o0,
em que pode-se assumir que os conjuntos A; sao disjuntos. Entao, para qualquer £ € M,

p(E) = S W(ENA) = U(EN4) = v(E)

logo, v = p.

6.1.4 Medida de Borel na Reta Real

Esta secao ¢ dedicada a construgao de uma teoria para medir subconjuntos de R
baseado na ideia de medir o comprimento do intervalo, sua largura. Para isso, trabalha-
se com medidas cujos dominios sao a o-algebra de Borel Bg, essas, recebem o nome de
medidas de Borel em R. By pode ser definida a partir de h-intervalos, intervalos da
reta que nao sao nem abertos e nem fechado, como, por exemplo, (a,b] ou [a,b), com
a,b € [—oo0,¢] e a < b, ou que sao simultaneamente abertos e fechados, como X e @&.
Assim, intersecoes, unides disjuntas e os complementares de h-intervalos, sao também h-
intervalos. A unido disjunta, como ja vista, forma a éalgebra A e a uniao (contavel) forma
a o-algebra Bg.

A utilizacao de h-intervalos se d& pelo fato de se usar funcoes continuas & direita
na construcao da teoria, ou, equivalentemente, de fungoes continuas a esquerda. Assim,
faz-se necessario os limites laterais para defini-las. Entao, L é um limite lateral & direita
de f(x) quando, para todo € > 0, pode-se obter ¢ > 0 tal que |f(z) — L| < ¢, sempre
que z € X ea < x < §+ a, para algum a fixo. E representado por lim,_,.+ f(z) = L.
A fungdo f ¢é dita continua a direita em a se lim, ..+ f(z) = f(a). E, a fungao ¢é dita
continua a direita (na totalidade) se o for para todos os pontos do dominio.

Equivalentemente, M é um limite lateral a esquerda de f(x) quando, para todo € > 0,
pode-se obter 6 > 0 tal que | f(z)— M| < ¢, sempre que z € X ea—0 < z < a, para algum
a fixo. E representado por lim,_,,- f(z) = M. A funcdo f ¢ dita continua a esquerda em
a se lim, ,,- f(x) = f(a). E, a fungdo é dita continua & esquerda (na totalidade) se o for
para todos os pontos do dominio. Se ambos os limites laterais em um ponto a sao iguais
a L, entao lim,_,, f(z) existe e é igual a L. Se f(a) = L, a fungao é continua em a. Para
finalizar, uma fungao é crescente (decrescente) quando f(z) < f(y) (f(z) > f(y)), para
x <y.

Lema 6.11. Seja F': R — R crescente e continua o direita. Sejam (a;,b;], j=1,...,n,

h-intervalos, e
o (U(%%‘]) =Y [F(b) = Flay)],

J=1 J=1
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com (@) = 0. Entao, po € uma pré-medida na dlgebra A.

Demonstragao. A demonstragao do lema pode ser encontrada em Folland [10].

Teorema 6.12. Se F': R — R ¢ crescente e continua a direita, existe uma unica medida
de Borel up em R de forma que pp((a,b)) = F(b) — F(a), para todo a,b. Se G € outra
fung¢ao com os mesmo requisitos, tem-se que pp = ug Se, e somente se, F'— G é uma
constante. Por outro lado, se u € uma medida de Borel em R finita em todo conjunto
limitado de Borel, e definindo

#((0, 1) z>0
F(z)=<X0 r=0,
—p((=2,0)) 2 <0

entao F € crescente e continua a direita e 1 = lp.

Demonstragao. Cada F' induz uma pré-medida pelo Lema 6.11. Entao, F' e G induzem
a mesma pré-medida se, e somente se, F' — G é constante e se forem o-finitas, pois
R = Ujc;(4,J + 1], com J = (—o0,00). Entéo, as primeiras duas afirmagdes seguem do
Teorema 6.10; para a ultima, a monotonicidade de g implica esta mesma propriedade a
F' e a continuidade de i por cima e por baixo implica a continuidade a direita de F' para
z>0ex<0.E evidente que t = pup em A e entdo, pelo Teorema 6.10, jt = pp em By.

|

6.2 Integracao

O mais comum, na literatura cléssica, é definir integral a partir da soma de Rie-
mann. Semelhantemente, existe uma nocao de integral em espacos de medida, que sera
dissertada nessa secao. Esta se mostra abranger mais conjuntos e possuir resultados mais
interessantes para a analise.

6.2.1 Fungoes Mensuraveis

Qualquer funcdo f : X — Y entre dois conjuntos induz uma fungao f~': P(Y) —
P(X), definida por f~1(E) = {z € X : f(x) € E}, preservando unido, intersegao e com-
plemento. Entao, se N' ¢ uma o-dlgebra em Y, {f ' (E): E € N} ¢ uma o-dlgebra em
X. Se (X, M) e (Y,N) sdo espagos mensuraveis, uma fungao f : X — Y é chamada
(M, N)-mensuravel, ou apenas mensurdavel quando M e A tiverem subentendidos, se
Y E) € M, para todo E € N. A composicao de fungdes desse tipo resultam em uma
fungao também mensuravel, ou seja, se f: X =Y eg:Y — Z sdao (M, N)-mensuravel
e (N, O)-mensuravel, respectivamente, entdao g o f é (M, O)-mensuravel.

Proposigao 6.13. Se N ¢ gerado por &, entio f: X =Y é (M, N)-mensurdvel se, e
somente se, f~Y(F) € M, para todo E € £.

Demonstragao. Observe que {E C Y : f~}(E) € M} é uma o-algebra contendo &, logo,
também contém N . A implicacao inversa é trivial.
[
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Corolario 6.14. Se X e Y sao espaco métricos, toda funcio f : X — Y continua €
(Bx, By )-mensurdvel.

Demonstragao. f ¢ continua se, e somente se, sua imagem inversa f~!(U) ¢ um conjunto
aberto em X, para todo aberto U € X, e a g-algebra de Borel é uma familia de abertos.
[ ]

Defini¢ao 6.15. Se (X, M) é um espagco mensurdvel, uma fun¢ao real (ou complexa) f
em X € chamada de mensurdvel se é (M, Bg)-mensurdvel (ou (M, Bc)-mensurdvel). Bg
e Be sao sempre compreendidos como a o-dlgebra do espago que representa a imagem da
fungao, exceto se especificado o oposto.

As vezes, sera conveniente considerar funcoes com valores nos reais estendidos R =
[—00, 00|, seus conjuntos de Borel sdo definidos por By = {E CR:ENRe BR}. f:
X — R é M-mensurével se é (M, Bg)-mensurével.

Proposicao 6.16. Se f,g: X — R sdo M-mensurdveis, entio f + g e fg também sao,
assim como max(f,g) e min(f,g). Considerando que 0 - (+o00) =0 e que f +g = a se
f=—g==00, coma € R.

Lema 6.17. Se {f;} € uma sequéncia em R de fungées mensurdveis em (X, M), entdo
as fungoes
gi(x) = sup fi(x), gs(z) = thUp fis
J J—00

g2(z) =inf f;(z),  gsa(z) = liminf f;.
j

J—00
sao mensurdveis. Se f(x) =lim;_, f;(x) existe, para todo x € X, entao f € mensurdvel.

As demonstragoes de ambos os resultados acima podem ser encontradas em Folland
[10].

Uma funcéo f : X — R pode ser dividida em parte positiva e negativa, respectivamente

(@) = max(£(2),0),  f(2) = max(—f(x), 0).

Entao, f = fT — f~, ou seja, se f ¢ mensuravel, entao f* e f~ também serao.

A seguir, é definido um tipo de fungdo que sera essencial para a teoria de integral.
Seja (X, M) um espago mensuravel. Se F' C X, a fungao caracteristica xg de E (também
conhecida por funcao indicadora e denotada por 1g) é definida por

)1, sexek
XE= 0, sex¢F

X ¢ mensuravel se, e somente se, ' € M. Uma fungao simples em X é a combinagao
linear finita de fungoes caracteristicas de conjuntos de M, ou seja,

f= szXEj, em que E; = f'({z}) e Im(f) = {21,..., 2} .
j=1

A forma acima recebe o nome de representagao standard de f. A seguir, é mostrado que
fungoes arbitrarias podem ser aproximadas (com boa precisao) por fungdes simples.
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Teorema 6.18. Seja (X, M) um espago mensurdvel. Se f : X — [0,00] é mensurdvel,
existe uma sequéncia {¢,} de fungoes simples de forma que 0 < ¢1 < ¢g < --- < f, entao,
¢n — f ponto a ponto e ¢, — [ uniformemente em qualquer conjunto que f € limitada.

Demonstragao. Paran=1,2,...,e 0 <k < 22" — 1, seja
Ef=f (k27" (k+1)27") e F, = f1((2",00)).

Assim, defina
22n 1

bn = Z k27" xgr + 2"XF,-
k=0
E facilmente verificavel que ¢, < ¢,11 para todon e 0 < f — ¢, < 27" no conjunto em
que f < 2"
[ ]

Teorema 6.19. As sequintes implicagcoes sao vdlidas se, e somente se, a medida p €
completa:

(a) Se f € mensurdvel e f = g p-a.e., entao g € mensurdvel.
(b) Se f. é mensurdvel para todon € N e f, — f p-a.e., entao f é mensurdvel.

Demonstragao. A demonstragdo do teorema pode ser encontrada em Folland [10].

Teorema 6.20. Sejam (X, M, i) um espago de medida e (X, M., Ti) seu complemento.
Se f ¢ uma fun¢cao M-mensurdvel, existe uma fungao M-mensurdvel g de forma que
f = g m-quase sempre.

Demonstracao. E obvio da definicdo de i se f = xg, em que E € M, e também
se f ¢ uma fungdo simples M-mensurével. Para o caso geral, seja a sequéncia {¢,} de
funcoes simples M-mensuraveis que convergem ponto a ponto para f conforme o Teorema
6.18. Para cada n, seja v, uma funcao simples M-mensuréavel, com ¢,, = ¢,,, exceto em
um conjunto E, € M, com 7i(E,) = 0. Considere N € M de forma que u(N) = 0 e
N D> U,~, B, com g = lim ¢, xx\n. Entdo g ¢ M-mensuréavel e g = f em N°.

[ ]

6.2.2 Integracao de Funcgoes nao Negativas

Nesta secao, sera definido a integral a partir de uma medida. Para isso, considere o
espaco de medida (X, M, u) e LT como sendo o espago de todas as fun¢oes mensuraveis
e positivas, ou seja, saindo de X e chegando a [0, oo].

Se ¢ ¢ uma fungao simples em L™, com representacao standard ¢ = Z?Zl ajXg;, assim,
a integral de ¢ em relacao a p é

[odu=3 au) (6.3

assumindo que 0-co = 0. Observe que a integral pode assumir o valor co. Lembrando que
¢ é uma funcao que depende de x, assim, quando necessério, é utilizado a representacao
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[ ¢(z) du(x), apesar de alguns autores preferirem a notagao [ ¢(x) p(dz). Por fim, se
A € M, entao ¢, = Zj’;l a;Xane também ¢é simples, e define-se fAczS dp como sendo

[ oxa dp.
Proposigao 6.21. Sejam ¢ e 1) fungoes simples em LT.

(a) Sec>0, [copdu=c[¢du;

(b) [(p+9)du=[¢du+ [ dy;

(c) Se ¢ <, entio [ ¢ du < [+ dp;

(d) Uma fungio A~ [, dp é wuma medida em M.

Assim, pode-se estender a definicao de integral para todas as funcoes f € L™ definindo

/fd,u:sup{/qbdu:()g(bgf,gbsimples}. (6.4)

Teorema 6.22 (Teorema da Convergéncia Monodtona). Se {f,} €é uma sequéncia em
L, tal que f; < fit1, para todo j, e f = lim, o fu(= sup, fn), entio [ f dup =
limn_mffn dp.
Demonstragao. { [ fa du} ¢ uma sequéncia crescente de numeros, entao o limite
existe. E ainda, [ f, dp < [ f du. Para a inequagdo inversa, fixe a € (0,1), e se-
jam ¢ uma funcao simples com 0 < ¢ < f e E, = {z: f.(x) > a¢(x)}. Entao, {E,} é
uma sequéncia crescente de conjuntos mensuraveis cuja uniao ¢ X, tem-se também que
[ fodp > [ fodp > a [ ¢ du. Pelo Teorema 6.9 e pela continuidade por cima de
medidas, lim fEn ¢ dp = [ ¢ dp e entao, lim [ f,, du > o [ ¢ du. Como isto é verdade
para todo o < 1, entao se mantém verdade para a = 1, escolhendo o supremo de todas
as fungoes simples ¢ < f, obtém-se lim [ f, du > [ f dp.

|

O Teorema da Convergéncia Moné6tona é uma ferramenta essencial em varias situagoes.
A definigao de [ f du envolve o supremo de uma enorme familia de fungdes simples, entao
é dificil avaliar f diretamente da definicao. Assim, o Teorema 6.22 assegura que para
calcular f f dp basta calcular lim f ¢n dp em que {¢,} é uma sequéncia crescente de
fungoes simples que converge a f e o Teorema 6.18 garante sua existéncia.

Corolario 6.23. Se {f,} € uma sequéncia finita ou infinita em LT e f = Zizl fn, entao
k

Jfduw=3 [ fadp.

Demonstracao. Primeiro, considere duas funcoes f; e fy. Pelo Teorema 6.18 pode-se

determinar sequéncias {¢;} e {1;} de funcdes simples nao negativas que crescem para f; e

fo. Entao, {¢; +1;} cresce para f; + fo, assim, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona
e Teorema 6.21 (b),

[t 2 d=tim [0+ 05) dp=tim [ 6y dysvim [0 du= [ fods [ foan

k k
Entao, por indugao, / Z fon du = Z / fn dp para qualquer k finito. Fazendo k
n=1 n=1

tender a oo, e aplicando o Teorema da Convergéncia Mondtona novamente, obtém-se

/gnngfnm
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Proposicao 6.24. Se f € L, entio [ f du =0 se, e somente se, f =0 quase sempre.

Demonstracao. Se [ = 2521 ajXg, com a; > 0, entao J f du = 0 se, e somente se,
para cada j, a; = 0 ou pu(E;) = 0. No geral, se f = 0 quase sempre, e ¢ é simples,
com 0 < ¢ < f, entdo ¢ = 0 quase sempre, assim, [ f du = supye; [ ¢ du = 0. Por
outro lado, {z : f(z) > 0} = U2, E,, com E, = {z: f(x) >n"'xg,}, entdo, se & falso
que f = 0 quase sempre, tem-se que p(FE,) > 0 para algum n. Mas, f > n~'xg,, logo

[ fdp>n"tu(E,) > 0.
]

Corolario 6.25. Se {f,} C LT, f € L" e f.(x) converge de forma crescente a f(z),
para quase todo x, entio [ f dp=lm [ f, du.

Demonstracao. Se f,(z) cresce para f(z), com x € E e u(E°) =0, entdo f — fxg =0
quase sempre e f, — fuxe = 0 quase sempre, ou seja, pelo Teorema da Convergéncia

Monétona, [ fdu= [ fxp dp=1m [ foxg dp=1im [ f du.
m

Lema 6.26 (Lema de Fatou). Se {f,} ¢ uma sequéncia qualquer em LT, entdo

/(lim inf f,,) dp < lim inf/fn dp.

Demonstracao. Para cada £ > 1, tem-se que inf,>; f, < f; para j > k, entao
[inf,sg fr du < [ f; dw, com j > k, assim, fn>k fo dp < infjsp [ f; du. Se k — oo, e
aplicando o Teorema da Convergéncia Monétona:

/(lim inf f,,) du = lim / (inf fn) dp < lim inf/fn dp.
k—o00 n>k

Corolario 6.27. Se {f,} C L*, f € L, e f, — f quase sempre, entao [ f du <
liminf [ f, du.

Demonstracao. Se f,, — f sempre, o resultado é imediato do Lema de Fatou, o mesmo
pode ser obtido modificando f,, e f em um conjunto de medida nula sem afetar a integral
pelo Teorema 6.24.

[ ]

Teorema 6.28. Se f € LT e [ f du < oo, entao {x: f(x) =00} € wm conjunto de
medida nula e {z : f(x) > 0} € o-finito.

Demonstragao. A demonstragdo do teorema pode ser encontrada em Folland [10].
n

Para finalizar esta secao, falta apenas definir a integral para uma fungao real qualquer.
Ora, como foi visto anteriormente, uma funcao f pode ser divida em partes positiva [ e
negativa f~, com ambas pertencentes ao intervalo [0, c0]. Assim, se f = ft — f~, entao

[rau= [ an- [ 1 an (6.5)

Sendo f integravel se f* e f~ sao finitas.
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6.3 Random Iteration Algorithm

Definicao 6.29. Um sistema de fungoes iteradas (IFS) com probabilidade consiste de um
sistema {X; wy,...,wr} com um conjunto de nimeros {p1,...,px} de forma que

pr+oFp=1 e pn,>0, n=1,... k.

Cada nimero (probabilidade) p, estd associado a uma contrag¢io w,. Pode ser represen-
tado por {X; wy; pn}, ou explicitando cada w, € p,.

O Random Iteration Algorithm segue o seguinte processo. Dado um ponto inicial
zo € X. Uma das contragoes w,, é escolhida aleatoriamente segundo o conjunto de proba-
bilidade, ou seja, w,, tem uma chance p,, de ser escolhida. Entao, o ponto zy é aplicado em
w,, gerando um ponto z;. O processo é repetido gerando um ponto zp, e assim em diante,
quantas vezes forem necessérias, gerando uma sequéncia de pontos {z, : n=1,...,m},
sendo m um inteiro positivo, o conjunto também ¢é conhecido como orbita, ou seja, ao
plotar esse conjunto de pontos, tem-se o atrator do IFS e se este seguir as propriedades
j& discutidas na dissertacao, entao o atrator sera um fractal.

6.3.1 O Espago Métrico Compacto (P(x),d)

Nesta secao, sera apresentado um espago bem definido que relaciona espacos métri-
cos com a teoria de medida estudada, sendo este essencial quando se deseja trabalhar
simultaneamente com fractais e medidas (e, por consequéncia, integrais).

Definigao 6.30. O Suporte de uma medida 1, denotado por supp(p), € o menor conjunto
fechado de pontos v € X, de forma que u(B(x,€)) > 0, para todo € > 0, com B(x,¢) =
{y € X :d(y,x) < €}.

Defini¢ao 6.31. Sejam (X,d) um espago métrico compacto, e j uma medida de Borel
em X. Se (X)) =1, entdo p € dita ser normalizada.

Definigao 6.32. Seja (X, d) um espago métrico compacto. Seja também o conjunto das
medidas normalizadas de Borel em X, denotado por P(X). A métrica de Hutchinson dy
em P(X) € definida por

de,v):sup{ /X fu - /X Fau

para todo p,v € P(X).

X >R, f continua, |f(x) - f(y)] < d(x,w} ,

Teorema 6.33. Seja (X, d) um espago métrico compacto. Entao, (P(X),dy) é um espago
métrico completo.

Demonstracao. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em Barnsley [2].
[ ]

6.3.2 Contracao em (P(X),d)

Seja {X; wy,...,wy; p1,...,pn} um IFS com probabilidade. O operador de Markov
associado ao IFS ¢ uma fun¢ao M : P(X) — P(X) definida por

M(v) =pwow;' +---+pow,’, paratodor e P(X).
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Lema 6.34. Seja M o operador de Markov associado a um IFS. Seja também f : X — R
uma fungao simples ou uma fungao continua. Se v € P(X), entao

[ dwiw) = Zp [ souw

Demonstragao. Suponha que f : X — R seja continua. Pelo Teorema 6.33 pode-se
achar uma sequéncia {fx} de fungdes simples que convergem uniformemente para f. E
facilmente verificavel que

/ Ji d(M(V)):ZPi/ Ji dl/owilzzpi/ e dVowf:Zpi/ Jeow; dv.
X i=1 X i=1 w;(X) i=1 X

A sequeéncia { [ fi d(M(v))} converge para [ f d(M(v)).
Paracadai = 1,...,n e cada inteiro positivo k, fio w; é uma funcao simples. A sequén-
cia { fx o w; }, converge uniformemente para fo w;. Entao, segue que { [ frow; dl/} , con-

verge para [ fow; dv. Assim, {37 p; [ fy owidv}, converge para Y p; [ fow; dv.
n

Teorema 6.35. Seja o IFS com probabilidade {X; w;; p;}, i = 1,...,n em um espago
métrico compacto, s o fator de contra¢ao do IFS e M : P(X) — P(X) o operador de
Markov associado a ele. Entao, M ¢ uma contra¢do, com fator de contra¢do s, quando
considerado a métrica de Hutchinson em P(X). Ou seja,

A (M(v), M) < sd(v,1),  para todo v, € P(X).
Em particular, existe uma unica medida pn € P(X) de forma que Mpu = p

Demonstragao. Seja L o conjunto de fungoes continuas f : X — R tal que |f(z) —
f(y)| < d(z,y), para todo z,y € X. Entao,

n( ). m) = sup { [ 1 a0 - [ 1 a0) \ ret}
{/zfd/zfd feL}.
Seja f =513, pif o wi.

Entdo, f € L. Seja também L = {f eL:f=s" Yo pif ow;, para algum f € L}.
Assim, pode-se escrever
fei}.

A (M(v), M(3)) = p{ [ s [ fav

Como L C L, segue que
dp(M(v), M(p)) < sdp (v, ).

Definigao 6.36. Seja p1 o ponto fixo do operador de Markov, entio p é chamada de
medida invariante de um IFS com probabilidade.
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Medidas, quando utilizadas em fractais, proporcionam caracteristicas interessantes
como, por exemplo, definir a distribuicao de massa de cada parte do fractal. Se A é o
atrator do IFS e u a medida invariante da Defini¢ao 6.36. Entao p(A) =1 e u(2) =0, ou
seja, o atrator possui medida 1, a mesma medida de todo o espago X e também p(X) = 1,
é como se a massa estivesse distribuida apenas pelo atrator.

Proposicao 6.37. Seja o IFS com probabilidade {X; w;; pi}, i =1,...,n em um espago
métrico compacto (X,d). Seja também a medida invariante . Entao, o suporte de p é o
atrator do IFS {X; w;}.

Demonstracgao. Seja B o suporte de p. Entao é um subconjunto compacto e nao vazio
de X. Seja A o atrator do IFS, assim, {A; w,; p,} é um IFS hiperbdlico, com v sendo sua
medida invariante, entao, ela também é do IFS original. Logo, como p é tnico, 4 = v, o
que segue que B C A.

Sejam a € A e O um conjunto aberto contendo a. Sejam > o espago de codigo
associado com o IFS e ¢ € ¥ o endere¢o de a. Assim, segue que lim,,_,., ¢(o,n, A) = a,
no qual a convergéncia é dada na métrica de Hausdorff. Assim, existe um positivo inteiro
n de forma que ¢(o,n, A) C O. Mas u(p(o,n,A)) > Po,Poy * * * Po,, > 0. O que segue que
u(O) >0 e a é o suporte de . Logo,a € Be A C B.

[ ]

Teorema 6.38 (Teorema da Colagem de Barnsley para Medidas). Sejam o IFS com
probabilidade {X; w;; pi}, i =1,...,n em um espago métrico compacto (X,d), a medida
invariante | e s o fator de contragio e M : P(X) — P(X) o operador de Markov
associados ao IFS. Se v € P(X), entao

dy(v, M(v))
dH(V’ /~L) < ?

Demonstracgao. Este é um corolario do Teorema 6.35.

6.3.3 Teorema de Elton

Ambos o teorema e o corolario a seguir afirmam que certos eventos ocorrem com
probabilidade um, ou seja, que certamente ira acontecer. Porém, nao sera dissertado a
fundo sobre este tipo de probabilidade, apenas o necessario para sua utilizagao no Random
Iteration Algorithm. O Teorema abaixo possui hipoteses mais amplas, porém, uma versao
restrita deste é suficiente para o nosso proposito.

Teorema 6.39. Seja {X; w;; pi}, i =1,..., N um espa¢o métrico compacto (X, d). Seja
também {x,} uma orbita do IFS produzida pelo Random Iteration Algorithm. Ou seja,

Ty = W, O W, ; O+ O W, (T9),

Se . for a unica medida invariante para o IFS, entao, com probabilidade um,

1
lim

tim — 3" o) = [ f@) dta),

para toda funcao continua f: X — R e todo xy.
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Demonstragao. Para detalhes desta demonstragao, veja [Elton, 1986].

Corolario 6.40. Sejam B um subconjunto de Borel de X e p(fronteira de B) = 0. Se
N(B,n) = nimero de pontos em {xg,...,x,} N B, paran=1,2,....

Entao, com probabilidade um,

u(B) = tim B

)

para todo ponto xy. Ou seja, a medida de B € a propor¢ao dele em relacdo as iteragoes
ao utilizar o Random Iteration Algorithm para produzir pontos em B.

A medida p descrita no Corolario 6.40 mede a proporgao de um determinado conjunto
em referéncia ao atrator do IFS gerado pelo algoritmo, em outras palavras, o quanto
esse conjunto representa do atrator. O resultado é interessante, pois se pode pegar o
conjunto gerado por cada uma das fungoes do IFS e medir suas proporgoes em relagao
ao atrator, assim tem-se o quanto cada funcoes influencia no conjunto final, a relevancia
disso se da ao atribuir-se as probabilidades de cada contracao do sistema para aplicar o
método. Logicamente, independente da probabilidade (desde que seja maior que zero),
pelo Teorema de Elton, sempre ird convergir para o atrator quando se tende ao infinito,
porém, dependendo da probabilidade selecionada as fungoes, tem-se uma convergéncia
mais rapida, quando se calcula uma aproximacao do atrator. Isso é importante para se
ter menos custo computacional.

Sejam 3 o espaco de codigo com n simbolos e p a tnica medida de Borel em ¥ de
forma que

p(C<O-17 s 7am>> = Doy " " Popm>s

para cada inteiro positivo m e todo oy, ...,0, € {1,...,n}, no qual
C(or,...,om)={weE€X: wi=01,...,Wm =0n}.

Entao p € P(¥). Esta medida fornece meios de designar probabilidades a conjuntos de
possiveis resultados da aplicagdo do Random Iteration Algorithm.

Quando o algoritmo é aplicado, um c6digo w = wiwse -+ € X é gerado. Fixando
um ponto inicial zy, é possivel descrever a probabilidade de uma o6rbita partindo de zq
em termos do cédigo w. Assim, qual é a probabilidade que w; = 17 Claramente é
p1 = p(C(1)). Qual é a probabilidade que w; = o1, ...,w, = 0,7 Pelos simbolos serem
escolhidos independentemente, p(C(oy,...,04)) = Py, ... P, . Seja B um conjunto de
Borel em ¥. Qual a probabilidade do algoritmo produzir um cédigo o € B? E ao menos
intuitivo que seja p(B). Partindo do Teorema e do Corolario, se B ¢ um subconjunto de
Borel de ¥, entao p(B) = 1.






CAPITULO

/

Aplicacoes

7.1 Colour Stealing

Deseja-se gerar um fractal através de processos matematicos e entao colori-lo. Re-
ferente a primeira parte, ha varios métodos e calculos diferentes que a possibilitam, ja
para a segunda, os algoritmos existentes deixam o fractal monocromético ou com cores
aleatorias. Assim, surge o processo Colour Stealing, que seleciona determinadas cores de
uma figura e as utiliza para colorir coerentemente outra imagem que se deseja criar, por
isso, em uma traducao livre, se chama roubo de cores. O método se baseia no Fractal
Top, um objeto matematico definido por Barnsley [3].

O método se baseia na utilizacao de trés estruturas provenientes de sistemas de fungoes
iteradas, cada uma descreve ou adiciona detalhes a figura, sao geradas a partir do “Random
Iteration Algorithm”. Elas possuem a propriedade da colagem (satisfazem as condigoes
do Teorema da Colagem de Barnsley), ou seja, dependem continuamente dos parametros,
possui autossimilaridade, e pode ser programada e calculada eficientemente, ou seja, com
pouco custo computacional.

A primeira estrutura determina o fractal, sua forma, é o proprio atrator do IFS. A
vantagem de se possuir a propriedade da colagem é que, nesta etapa, pode-se construir a
figura que se deseja.

A segunda, é a medida invariante do processo MCMC. O IFS esta associado com
a contragao M : P(X) — P(X), em que (P(X),dyk) € 0 espago métrico compacto
composto pelo conjunto das medidas de Borel normalizadas em X com a métrica de
Monge-Kantorovitch, e Mu = > pufn o p, (f o u)(X) == pu(f (X)) ,para qualquer
conjunto de Borel B C X. My é também uma contragao e seu ponto fixo My = p pode
ser pensado como uma medida autorreferencial. Pode ser computado pelo MCMC e segue
os requisitos do teorema da colagem. Em resumo, é como se essa estrutura conseguisse
medir cada parte da figura. Ela é responsavel por selecionar as cores na imagem escolhida.

Por fim, e mais importante, a terceira estrutura, chamada de Fractal Top. Esta que
definira a forma que as cores “roubadas” na segunda parte serd utilizada. Ela também
possui a propriedade da colagem e autossimilaridade, porém, necessita de uma condigao
para sua aplica¢ao, o IFS deve possuir sobreposi¢ao. Seja a aplicagdo Top T' : J# (£ X
X)— H(QxX), em que Q= {1,...,k} denota o espago de codigo (alfabeto) associado
ao IFS munido da métrica usual para fazé-lo um espago métrico compacto, ela é definida
como T(©) = Top(T1(V),...,Ty(0)), para todo © € (2 x X), tal que

T,(0) = {Th(w, 2) = (nw, fu(z)) | (w,2) € 2 x X},

87
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sendo nw a concatenagao de n com w. Seja qualquer par de conjuntos A, B € (2 x X),

Top(A,B) = {(w,z) € AUB | w > @ sempre que (v,z) € AU B}.

T possui um tnico ponto fixo T € (0 x X) que recebe o nome de Fractal Top
associado ao IFS. Quando trabalhado em duas dimensoes, T pode ser aproximado pelo
Random Iteration Algorithm, considerando o sistema

{QXX, Tl;---;Tn; ply"-apn}-

O ponto fixo T também pode ser calculado de forma deterministica.

7.1.1 Algoritmo

A partir da teoria acima, é possivel aplicar o processo Colour Stealing que se baseia em
trés IFS. O primeiro representa a forma do fractal, o segundo, colore o desenho a partir
das cores de uma imagem escolhida, o terceiro é o Fractal Top que produz um novo objeto
a partir do comportamento da primeira estrutura nos casos com sobreposicao definindo
um certo valor, chamado de prioridade, a cada cor definida, e as compara para decidir
qual colorira o fractal.

A programagao do método se baseia no seguinte contexto. A ideia é ter uma tela em
branco e pintéa-la com o desenho do fractal que se deseja, com o intuito de ser o mais
bonito possivel. Por ser um método computacional, essa tela é uma area do monitor,
ou seja, é feita inteiramente por pixeis, e para desenhar nessa tela, é necessario dizer ao
computador onde esta o desenho e qual sera sua coloracao. Desta forma, o primeiro IFS
diz a localizacao do fractal nessa tela e os outros dois dizem como sera sua coloragao.

Assim, sejam os IFS Fy = {X: fi,:pa}, Fs = {X; foipa} € Fs = {X; fs,ipa}, para
n =1,...,k, referentes a cada uma das estruturas, respectivamente. Observe que cada um
possui a mesma quantidade de contragoes, apesar de diferentes entre si, e ainda, os con-
juntos de probabilidades sao os mesmos, ou seja, a probabilidade de selecionar f,, fa,, f3,
no Random Iteration Algorithm (RIA) é mesma, para cada n. Ao rodar o RIA para um
IFS, escolhe-se uma contracao aleatoriamente com base em suas probabilidades, neste al-
goritmo, o RIA esta sendo utilizado para gerar o atrator de trés IFS concomitantemente,
entao ao selecionar uma contracao n, esta deve ser selecionada nos trés IFS, por isso a
importancia das probabilidades serem as mesmas, e que o nimero de fungoes também se-
jam iguais, na verdade, apenas um conjunto de probabilidade é necessario, o do primeiro
IF'S, ja que este define a forma da figura e os outros dois irao se ajustar a ele.

Assim, ao aplicar o RIA nestes trés IFS, o primeiro definira as coordenadas dos pontos
que se deseja pintar nessa tela, o segundo definira pixeis em outra imagem previamente
selecionada e associara suas cores a cada um dos pontos da primeira estrutura, o tltimo
IF'S associarda um valor de prioridade a cada um desses pontos, isto é efetuado através do
Fractal Top. Ao final do processo, ap6s um nimero suficientemente grande de iteracoes,
tem-se uma lista de pontos, cada um possui uma cor e a coordenada do pixel onde ela sera
utilizada (na tela), além de um valor de prioridade, lembre-se que o fractal (primeiro IFS)
possui sobreposicao, ou seja, ao realizar o processo final de pintar a tela, apos determinado
momento percebera que alguns dos pontos ja estarao pintados, entao surge a decisao de
deixar a cor que estd ou colocar essa nova, ¢ escolhido a que possui o maior prioridade.
Terminando de pintar todos os pontos dessa lista, o desenho estara pronto.
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7.1.2 Aplicando o método

As contragoes utilizadas para a aplicacao do método sao da forma:

ar +by+c dr+ey+ f
gr+hy+j3  gr+hy+j )

fla,y) = (

Cada f,,,,comm =1,2en =1,...,k, definidas na se¢ao acima, possui a forma de f, po-
rém, seus proprios parametros a, b, ... O Fractal Top utilizado para decidir as prioridades
recebeu as fungoes h, : [0,1] — [0, 1], que se baseiam nas probabilidades p, associadas
as contragoes do IF'S, sao definidas por

e+ 2xp,

3T o ,comn=1,....kepy=0.

ho(T) =p1+ -+ pat +

Os valores de cada uma das constantes, e o codigo utilizado, podem ser observada=os

no Anexo A, assim, ao aplicar o método foi gerada a Figura 7.1.2 (da direita), o desenho

do fractal, a Figura 7.1.2 (da esquerda) mostra a imagem que as cores foram “roubadas”.

Nas figuras seguintes, sao mostrados alguns exemplos obtidos com o método, mostrando
a beleza e a eficiéncia do Colour Stealing e do Fractal Top.

Figura 7.1: Monalisa Figura 7.2: Samambaia

Figura 7.3: Folha de Bordo Azul Figura 7.4: Folha de Bordo Vermelha
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Figura 7.5: Samambaia Verde Figura 7.6: Samambaia Azul

7.2 Aplicacao da Dimensao de Hausdorff

Hoje em dia, uma das mais importantes aplicagoes de fractais é referente a dimen-
sao fractal, pois traz valores e medidas interessantes que podem ser aplicadas a diversas
areas além da matematica, sendo um tépico bastante estudado. A dimensao fractal mais
utilizada é a boz-counting pela facilidade de aplicagao, principalmente quando o objetivo
é sua programacao, pois utiliza “quadrados” como cobertura, sendo facil a realizacao da
programagao, além de fornecer uma aproximagao boa, que apesar de nao ser ideal é o
suficiente para muitos resultados desejados. Porém, teoricamente, a dimensao de Haus-
dorff Dy fornece a melhor aproximacao possivel, dada sua definicao mais generalizada,
em contrapartida, essa precisao vem com um preco, sua dificuldade de aplicacao é pro-
porcional ao quao precisa ela é, sendo de dificil (e algumas vezes impossivel) célculo, o
assunto piora quando se deseja programar. Na literatura, h& poucos trabalhos referentes
ao calculo computacional dessa dimensao, e geralmente se restringem a certos conjuntos
e condi¢oes. Quando se fala de conjuntos autossimilares, que satisfazem a condi¢ao do
conjunto aberto, ha um resultado muito importante que fornece sua dimensao de Haus-
dorff, gracas a Moran, resultado este trabalhado no Capitulo de Fractais. Porém, nao ha
métodos e procedimentos genéricos que calculem Dy (até onde se sabe).

Tendo isso em mente, a ideia foi procurar um método que calculasse a dimensao de
Hausdorff de forma digital e automatizada, sem se preocupar com seu custo computa-
cional, para trazer uma precisao maior aos algoritmos ja existente, que se utilizam da
dimensao boz-counting praticamente na totalidade dos trabalhos da &rea.

Fernandez-Martinez e Sanchez-Granero no artigo “How to calculate the Hausdorff di-
mension” [18|, desenvolveram um método discreto para calcular a dimensao fractal de
um espaco a partir de Estruturas Fractais, que serao definidas nesse capitulo, e cobertu-
ras finitas, facilitando a programacao de seu algoritmo. Este método, quando restrito a
subconjuntos compactos e euclidianos, produz uma medida que se iguala a dimensao de
Hausdorff, sendo um dos primeiros trabalhos a desenvolver um algoritmo para o célculo
(computacional) dessa dimensao. A seguir, é estudado o trabalho desses autores [18].
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7.2.1 Estrutura Fractal

Sejam 'y e I'y coberturas de um espago métrico X. ['; < I'y significa que I'y é o
refinamento de I's, ou seja, para todo A € 'y, existe um B € 'y de forma que A C B.
Define-se também I'; << I'y como sendo I'y < I's e, para todo B € I'y, B={A €T :
A C B}.

Definicao 7.1. A estrutura fractal de um conjunto X € uma familia enumerdvel de con-
guntos I' = {I',, : n € N}, de forma que I';, 1 << T, para todo n € N.

Assim, define-se a estrutura fractal natural de um espaco euclidiano, de dimensao m,
como sendo

ky k41
F:{Fn:nEN},Coan:{{—l LT }

km km+1
DAL

2_n’ on :|Z]{?1,...,/{5m€Z}

(7.1)

Teorema 7.2. Sejam I' a estrutura fractal natural de um espago euclidiano como definido
na expressio 7.1, e F um subconjunto de R%. Entdo a dimensao de Hausdorff-Besicovitch
de F' é dada exatamente como a estudada na secao 4.7.2 quando se consideram os sub-
conjuntos A, como sendo I',.

Demonstragao. A demonstragdo do teorema pode ser encontrada no Artigo [18]. =
Esse teorema traz um importante resultado para a construgao de um algoritmo que
calcule Dy, pois ao trabalhar com conjuntos compactos de espagos euclidianos, as cobertu-
ras necessarias para seu célculo podem ser dadas a partir de retangulos de R?, estruturas
faceis de programar por serem vetores e matrizfes simples, além de facilitar também o
d

calculo do diametro desses conjuntos, que seria ¥, com d sendo a dimensao do espago.

7.2.2 Algoritmo

Agora, é estudado um algoritmo para o calculo da dimensao, assim, note que cada
estrutura fractal possui uma quantidade enumerével de niveis I',,, para aplicagoes praticas,
seré considerado um nimero maximo n,,,, que dependeréd de cada situagao. Considere o
seguinte valor, ja estudado anteriormente,

H,, = inf {i diam (A;)°: A; € U I',FC OA’} , Vn<m<npe (7.2)
i=1 n<i<m i=1
Para calcular a dimensao de Hausdorff, seguem-se os passos:

e Calcular H; ,, para todo m;

e Decidir a medida de Hausdorft H?;

e Calcular a Dimensao de Hausdorff Dg.

No primeiro item, obtém-se uma matriz triangular inferior, porém, é possivel consi-
derar m = n,,., € obter apenas a tultima linha dessa matriz, o que também trard bons
resultados. A seguir, ¢ analisado os célculos para H; ...

Proposicao 7.3. Dada as mesmas condi¢oes descritas acima:

(a) Hy 1 (F) <M (F), para todo n <m < Mg — 15
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(b) Hz,m—&—l(F) < wa—i—Lm—i—l(F)f para todo n <M < Mgz — L.
Demonstragao.

(a) Seja {Ai}le € Appim(F). Entao, A; € U, 1<« 1, com F' C Ule A;. Assim,
Ai € U,y1<i<mia I1, para todo i. Implicando que {A;} € Any1mii(F). Logo,
Api1m(F) C Aptims1(F), para todo n < m < nyq, — 1. Concluindo o resultado
ao considerar a definicao de A e de H.

(b) De fato, seja {A;}F | € Ani1mii(F), tem-se que A4; € Unsi<i<msr L1, com F' C
Ule Aj, para i = 1,...,k. Logo, A; € U,<j<pps1 1, implicando que {A;} €
A1 (F). Assim, A1 mi1(F) C Apmir(F), para todo n < m < e — 1.
Ou seja, My, 1 (F) < Hp g (F)-

Note que se uma coluna ¢é fixa, entao cada valor é maior que ou igual & quantidade
abaixo dela e, se fixar uma linha, entao cada valor é maior que ou igual ao da sua direita.
Note também que A,(F) ={Ae€Tl,: ANF # @}, para todo n < nye,. Conhecendo
essa familia A,,, pode-se determinar a cobertura minima necessaria para calcular H;, , (F),
para todo n < m < Nyee, 0 que sera equivalente, nessa se¢ao, a calcular uma cobertura
finita que minimize a quantidade Zle diam(A;)*, com A; € J,<jcppi [1- E ainda, é

importante ressaltar que diam(A) = ETR para cada A € I',.

3 1 S A
Assim, os procedimentos para calcular #;, ,, (F') sao:

1. Para o nivel m, a cobertura minima ¢ M,, = {A: A€ A, (F)};

2. Para o nivel m — 1:
Comece com M,,_1 = J.
Para cada A € A,,_1(F), ache {B € M,,, : B C A}.

Se diam(A)® < {)>_ diam(B)* : B € M,, : B C A}, adicione A em M,,_4, caso
contrario, adicione {B € M,, : B C A} em M,,,_;.

3. Repita até o nivel n.

4. Retorne a cobertura minima M,, = {A;,..., Ay} e S5, diam(4;)%, o que resulta
em Him(F)

7.2.3 Calculo de H*(F)

Dados s > 0 e I C R, H*(F) pode assumir apenas os valores zero ou infinito, exceto
nos casos em que s = Dy (F). Assim, a partir dos valores de H;, ., (F') com n < m < Nyqq,
¢ necessario decidir o valor de H*(F'), de modo a se obter uma boa aproximagcao da
dimensao de Hausdorff de F.

Variando o valor de s, é possivel perceber um certo padrao no comportamento de
H;, m(F), porém, & necessdrio decidir se seu valor serd zero ou infinito a partir desse
padrao. Para isso, é utilizado um Support Vector Machine (SVM), que sera tratado mais
adiante.
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7.2.4 Calculo de Dy(F)

Apos definir o valor de H*(F), resta calcular a dimensao de F', para isso, sera utilizado
um método de bissegao. O algoritmo se baseia no fato que H*(F) = oo para 0 < s <
Dy(F) e H*(F) =0 para s > Dy (F), como visto no Teorema 4.35. Assim:

S0+ 51
2 )

1. Considere sp =0 e s;1 = d, e s como sendo sua média aritmética, s =

2. Se H*(F) = 00, s = s, ou, se H¥(F) =0, s; = s;

So+81.
9 ;

3. Calcule novamente s =

4. Repita até obter um erro absoluto F = s; —sg < €, com € sendo a precisao desejada.

Assim, obtém-se a dimensao de Hausdorff de F'. Porém, ainda resta explicar o critério
utilizado no SVM e seu processo de treino.

7.2.5 Support Vector Machine

Support Vector Machine (SVM), de forma bem simplificada, é uma algoritmo de inte-
ligéncia artificial baseado em aprendizagem supervisionada, sendo possivel “prever” resul-
tados desejados. Em outras palavras, ¢ um programa que precisa de um banco de dados
para “treina-lo”, e a partir disso conseguira descobrir padroes a partir de certos parametros
dados, assim, ao entregar um novo arquivo ao SVM, ele ira classificar de acordo com esses
parametros aprendidos.

O Support Vector Machine é utilizado para classificar H*(F') como sendo zero ou
oo a partir de uma base de dados. Entao, primeiramente, é preciso criar uma base de
dados com as medidas de Hausdorff #*(F) e seus respectivos H;, , (F') de subconjuntos
compactos e euclidianos para que o algoritmo analise esses valores e consiga oferecer um
valor tao preciso quanto se deseja. Para isso, sera utilizado fractais reais gerados a partir
de IF'S hiperbodlico, como ja estudado no Capitulo 4. E, com essa base de dados, testar sua
precisao em fractais nao reais, o que o artigo demonstra trazer uma 6tima aproximacao,
mesmo aplicando o método em diferentes dimensoes.

Para realizar a criacao desses dados, além de utilizar fractais reais gerados a partir
de IF'S hiperbdlicos, seré restringido as condicoes para IFS sem sobreposigao, pois assim,
a partir do Teorema de Moran, sabe-se a dimensao de Hausdorff de cada um desses
conjuntos.

Entao, o objetivo é criar um conjunto autossimilar K que satisfaz as condigoes:

1. 0,1 € K, com K €[0,1];

2. K é o atrator do IFS {R; fi,..., fm}, m > 2, conforme as condi¢oes do Teorema
da Contragao para Conjuntos;

3. Sejad € (0,1), entdo Dy (K) = d.

Como o foco esta em IFS reais, as contragoes desejadas sao da forma f;(z) = ¢;x + a;,
comi=1,....,me¢ € (0,1). Entdo, cada f; possui um fator de semelhanga (ou de
contragao) igual a ¢;.

Primeiramente, sera definido os fatores de semelhanca c¢;. Pelo Teorema de Moran,
tem-se que >, ¢ =1, pois 0 < ¢; < 1, entao, basta escolher um valor aleatério ¢ € (0,1)
de forma que ¢; = cc}, para algum ¢ € (0,1). Assim,
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m m
} : nd __ § : d
(Cci> - Cz
=1 =1
m
g Al =1
i=1
m
c? 5 =1
=1
d 1
c = Zm C/d
=1 "1
1
CcC =

—.
i)’

Agora, seréa definido os termos a;. Considere d; = 0, dy como sendo um valor aleatério
pertencente a [0,1 —>"1" ¢] e, dJH €[0,1=3" ;=S di], exceto d,, que é definido
como d,,, =1—>"" 101—2771 d;.

Entdo, a; = 0, ag = ¢; + dy, e generalizando, ajy, = Y0, ¢; + .71 d;, para j =
1,....m—1.

Juntando essas informacoes, é possivel construir todas as semelhancas f; que possuirao
as seguintes propriedades.

1. fi(1) < fi+1(0), para todo i =1,...,m — 1.
Pois, fi(0) = a; e fi(1) = a;+¢;. Entao, fi41(0) = ajp1 = a;+¢;+diy1 = fi(1)+digr.

2. fu(1) = 1.
Note que f,,(1) = an, + Crn, = Qi 1 + Cm1 +dm =1, poisd,, =1->" ¢ —
Zz_lldl eam:Zz 1 Cl—i_Zz 1

Portanto, falta apenas verificar que o IFS gerado a partir das semelhancas definidas
acima satisfazem as condig¢oes de autossimilaridade.

1. Conforme os itens acima, é possivel construir a relagao

0=/1(0) < fi(1) <--- < [i(0) < fi(1) <--- < fm(0) < fin(1) =1

Assim, f([0,1]) = [ai, a; +¢;] € [0, 1], entao, F([0,1]) = U;~, fi([0,1]) € [0, 1], sendo
F o Operador de Hutchinson utilizado na Teorema da Contracao para Conjuntos,
portanto, F"([0,1]) € [0, 1], para qualquer natural n. Tem-se ainda, pelo mesmo
teorema, que seu atrator K € [0,1], e também, como f,(0) =0 e f,,(1) = 1, entao
0,1 € K.

2. A partir do item acima, K = lim,_,o, F"([0, 1]) ¢ o atrator do IFS {R; fi,..., fim},
m > 2.

3. Por construgao, tem-se que > ;| ¢/ = 1, logo, pelo Teorema de Moran, Dy (K) = d.

A partir do Teorema da Contragao para Conjuntos, o atrator K é o tnico conjunto
real nao vazio que se mantém fixo sobre a acao do Operador de Hutchinson F. Também,
seja E um conjunto real qualquer e nao vazio, entdo, F"(FE) se torna uma aproximagao
melhor para K a medida que n aumenta. Por isso, é possivel obter o comportamento de
H;, o (K) através de H; . (K)), grosseiramente falando, é como se fosse uma abordagem
finita do atrator K. Para isso, seguem dois resultados para mostrar o niimero minimo de
iteragoes necesséarias para obter essa abordagem finita de K a partir de um n,,,, fixo.
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Teorema 7.4. Seja o IFS {R, f;}, com i =1,...,m, e K seu atrator. Sejam também
¢; o fator de semelhanca de cada f;, e T' a estrutura fractal de R. Se kg = {1,0} e

K =

F(K,_1) = FI(Ky), com | € N, entdo as sequintes afirmagdes sao verdadeiras.

(a) KnCK; C---CK CK.

(b)) K = en Kn-

(¢) Dado npqes, sejal = {é—‘ No qual, [ . | € a "fungao teto".

logy max{c; } "maz

Entao, K;N A +#0 se, e somente se, K N A # 0.

Demonstragao.

(a)

E claro que Ky € U, f:(Ko) = F(Ko) = Ky, com f1(0) =0 e f,(1) = 1. Entao,
suponha que K;_o C K,_i, precisa-se provar que K;_; C K;. De fato, K;_; =
F(K;—2) C F(K;—1) = K;, por hipotese de indugdo. Por outro lado, Ky C K. Logo,
K, = F(Ky) C F(K) = K. De forma analoga, supondo que K;_; C K, entdo
K, =F(K;—;) C F(K) = K, para todo [ € N.

Primeiro, como K, = F(K,), para todo n € N, entao lim, . dg(K,, K) = 0.
Para € > 0, existe ny € N de forma que dy(K,, K) < ¢, para todo n > ny. Entao,
ambos os itens sao validos:

e K C B(K,,e¢), implicando que K C B (UneN

e K, C B(K,¢), para todo n > ng. Assim, Un>n0 K, C B(K,e¢). E ainda, como
K, C K,.1, pelo item anterior, entao tem-se que UHZHO K, = Upeny Kn- Da
mesma forma, | J, K, C B(K,¢€). Finalmente, tem-se que ambos os itens le-
vam a dy (K, U K,) < ¢, paratodo € > 0, implicando que dg (K, |, ey Kn) =

0Oe K=U,.nKn

Kn,e).

nEN
nEN

nEN

Dado Nz, seja | = [%—‘

logy max{c; } "maz
Entao, suponha que K; N A # &. Pelo primeiro item deste teorema, tem-se que
K, C K, logo, KNA# @.
Por outro lado, assuma que K N A # @, com A € I',, e m < Ny, assim, K =
Mieo F7([0,1]), pois [0,1] ¢ um conjunto compacto e f;([0,1]) C [0,1], para todo
1

i=1,...,m Por hipétese, | > | ——L———1, ficando claro que (max;es {c;})! <
log, max{c; } "maz

. Logo, se # € KNA, entdao z € F'([0,1])NA. Utilizando o conceito de enderego

2nmaz
(palavra), é possivel fazer a seguinte associagao. Seja x € F'([0, 1]), portanto, existe
(ila .- Zl) de forma que r < fil ,,,,, iz([oa 1]) = (fh -0 flz) ([07 1]) = [avb]7 com
a—fn ,,,,, ()eb—fu ..... ()

Note que K; = {fi,...i,(0), fi,,..;;(1) : para um certo (iy,...,7;)}, para todo j <

777777777

Nmaz, OU s€ja, a,b € K;. Entao, foi verificado que = € [a,b]N A, com b—a <
1
2nmaz

2nmaz ’

77777 i é Ciy *+ " Cy, < (maxiel {Ci})l < . Assim,

tem-se que a € Aoub € A, ouseja, ANK, # 2.

pois o fator de contragao de f;,
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Corolario 7.5. Dada as condigdes do Teorema 7.4, H;, ,,(K;) = H,; ,.(K), para cada

n<m < Npaz, €M que | = [%—‘
logy max{¢; } "maz

Sua demonstragao ¢ uma aplicagao direta do Teorema 7.4 Item (c).

O algoritmo esta praticamente pronto, resta apenas treinar o SVM a partir dos re-
sultados acima. Como o intuito dessa secao foi o estudo do artigo e nao da aplicacao do
SVM propriamente dito, nao foi realizado a programacao do algoritmo, pois necessitaria
de um tempo maior do que se tinha. Porém, os autores da pesquisa, Ferndndez-Martinez
e Sanchez-Granero, realizaram a programacao e todos os testes necessérios e estao dis-
poniveis em [18]. No artigo, eles trazem todos os detalhes desse teste, todos os nimeros
utilizados e também a sua eficacia. E verificado que, apesar da complexidade do codigo,
ao comparar-se com o da dimensao box-counting, a precisao do método, quando treinado
com um grande numero de IFS, é proporcional a sua complexidade, trazendo 6timas
aproximagoes a dimensao fractal.



Referéncias

1

2|

3]

4]

[5]

(6]
17l
8]
9]
[10]

[11]

[12]

[13]
[14]
[15]
[16]
[17]

[18]

A. T. Baraviera; F. M. Branco. Sistemas Dindmicos: uma primeira visdo. Campinas
- SP: UNICAMP/IMECC, 2012.

M. Barnsley. Fractals FEverywhere, 1a. edi¢do. Academic Press, Dublin, 1988.

M. Barnsley. Theory and application of fractal tops. Fractals in Engineering: New
Trends in Theory and Applications, Springer-Verlag:3-20, 2005.

M. Barnsley; S. Damko. Iterated function system and the global construction of
fractals. Proc. R. Lond., A 399:243-275, 1985.

M. Brin; G. Stuck. Introduction to Dynamical Systems. Cambridge University Press,
2003.

M. Castelli. Teoremas de ponto fixo. Master’s thesis, UEM, Maringa-PR, 2016.
A. Douglas; R. Jonathan. Md&bius transformations revealed, 2007.

G. A. Edgar. Classics on Fractals. Westview Press, 2004.

K. Falconer. Fractal Geometry. John Wiley-Sons Ltd., 1990.

G. B. Folland. Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications. Second
Edition. John Wiley & Sons, Inc., 1999.

M. Goemans. Pigeonhole principle and the probabilistic method. MIT, 2015. Lecture
Notes.

G. Tezzi; S. Hazzan. Fundamentos de Matemdtica Elementar: Sequéncias, Matrizes,
Determinantes e Sistemas. Editora Atual, 1997.

G. C. Layek. An Introduction to Dynamical Systems and Chaos. Springer, 2015.
E. L. Lima. FElementos de Topologia Geral. IMPA, 1970.

E. L. Lima. Curso de andlise, vol.2, 1a. edi¢iao. IMPA, 2014.

B. Mandelbrot. The Fractal Geometry of Nature. W. H. Freeman, 1983.

N. F. Pytheas. Substitution in Dynamics, Arithmetics, and Combinatorics. Springer,
1794.

M. Fernandez-Martinez; M. A. Sanchez-Granero. How to calculate the hausdorff
dimension using fractal structures. Applied Mathematics and Computation, 264:116—
131, 2015.

97






APENDICE

A

Informacoes do Colour Stealing

Neste apéndice, sera mostrado as varéaveis utilizadas para a aplicagao do método Colour
Stealing, e em seguida o codigo utilizado para a programacao do algoritmo. Como ja foi
dito no Capitulo 7, as fungoes utilizadas para as primeiras duas estruturas sao da forma

f(:v,y)Z(

ar +by +c dx—l—ey—l—f)
gr+hy+j  gr+hy+j )’

E, para o fractal top,

e + 2xp;

hi(z) = i+ —
(Z)=p1+-+pi1+ 39

,comt=1,...,nepy=0.

Desta forma, seguindo a maneira utilizada na programacao, as variaveis do primeiro IFS
sao as que estao na Figura A.1. Observe que as linhas da variavel constant representam
as constantes, entao a primeira linha é equivalente a constante a, a segunda é b e assim em
diante. Observe também que cada linha possui quatro valores, cada um representa uma
funcao do sistema, ou seja, utilizamos quatro contracoes em cada uma das estruturas.
Por fim, p,rop é a probabilidade associada ao sistema. As constantes do Fern, sao as
utilizadas para a Samambaia, e as do Maple, para a folha de Bordo.

O segundo IFS, de forma analoga a ja descrita, possui as variaveis da Figura A.2. Para
estas, foi utilizada a que produzia a melhor distribui¢ao de cores na imagem, na opiniao
dos autores da dissertacao.

Apesar de nao explicar cada detalhe do codigo, observavel nas Figuras A.3, A.4, A.5,
A6, ele segue exatamente o algoritmo do Colour Stealing, foi programado em Python no
software Visual Code Studio. O Codigo nao é o mais otimizado possivel, este nao era o
foco da pesquisa, o foco era aplicar o método e fazé-lo funcionar, independente de seu
custo computacional.
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Figura A.1: Constantes do Primeiro IFS

fern

constant = [
[1.90080, ©.0020, 0.96543, -©.3252],
[-0.072, -0.044, -0.3519, -©.0581],
[0.1857, ©.0755, 0.05809, -0.0289],
[0.01539, ©.0027, 1.31389, -1.229],
[1.6914, -0.044, -0.0651, -0.0011]
[0.0277, ©.104, -0.191, 0.1991],
[0.5626, ©.0025, 1.34823, -1.2815],
[-0.20119, -0.0877, -0.30675, 0.243],
[2.00852, ©.154, 0.0747, -0.0585]

[0.6, ©.01, ©.195, 0.195]

constant = [
[0.14, ©.43, .45, 0.49],
, ©.52, -0.49, 0.00],
-9.08, 1.49, -1.62, 0.02],
2.00, -0.45, 0.47, 0.00],
51, 0.50, 0.47, 0.51],
1.31, -0.75, -0.74, 1.62],

[e.10, ©.35, ©.35, 0.20]

Fonte: Autoria Propria
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Figura A.2: Constantes do Segundo IFS
v constant2 = [
[0.5, ©.5, 0.5, 0.5],
[0, @, @, @],
[6, ©.5, 8, ©.5]
[0, @, 0, 9],
[6.5, ©.5, @.5,
[0, ©, 0.5, 0.5]
[0, @, 0,
[0, @, B,
[1, 1, 1,

» constant2 = |
[0.2, 0.8, 0.2,
[0, @, 9, 0]
[0, .2, ©

»

), 0.2]

[e, @, @, @],

[0.2, 0.2, 0.8,
0, 0.2, 0.2]
0, 8, 0],
e, 0, 9],
1, 1, 1]

Fonte: Autoria Propria
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Figura A.3: Coédigo Parte 1

x data
y dat:

colorx = []
colory = []

h prob = []
newx3 = @

fractal sizey = 250

fractal sizex = 250

fractal = Image.new("RGB", (fractal sizex,fractal sizey),
frac_pixel = fractal.load()

priority = numpy.zeros{[fractal sizex, fractal sizey])

fgnt =4

Fonte: Autoria Propria
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Figura A.4: Codigo Parte 2

for n in r: points):
py . random. choice(numpy.arange(@,f gnt), p=p prob)

a_func un dot(constant[@][a], newx) + nun dot(constant[1][a], newy) + constant[2][a]
b_func = nu dot(constant[3][a], newx) + nur dot(constant[4][a], newy) + constant[5][a]
c_func = n dot(constant[6][a], newx) + numpy.dot(constant[7][a], newy) + constant[8][a]

a_func2 = dot(constant2[1][a], newy2) + constant2[2][a]
b_funcz = nu .dot(constant2[3][a], newx2) + numpy.dot(constant2[4][a], newy2) + constant2[5][a]
¢ _func2 = numpy.dot(constant2[6][a], newx2) + numpy.dot(constant2[7][a], newy2) + constant2[8][a]

he = n ivi (numpy.exp(1) + numpy.dot(numpy.dot(2,newx3),p prob[a] 2 + numpy.dot(2,numpy.exp(1))))
h1

h2 = p_prob[®e] + p_prob[1] + he

h3 = p_prob[@] + p_prob[1] + p_prob[2] + he

h = [he, h1, h2, h3]

newx = a func/c func
newy = b_func/c_func

newx2 = a_func2/c_func2
newy? = b_func2/c_func2

newx3 = h[a]

colorx.extend(newx2)
colory.extend(newy2)

x_data.extend(newx)
y_data.extend(newy)

h_prob.append(newx3)

Fonte: Autoria Propria
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Figura A.5: Codigo Parte 3

mindx = min(x_data)
mindy = min(y data)

if mindx < @:
x_data = numpy.add(x _data, mindx)

if mindy < @:
y_data = numpy.add(y data, mindy)

maxdx = max(x data)
maxdy = max(y _data)

x_data = numpy.dot(x_data,1/maxdx)
y_data = numpy.dot(y data,1/maxdy)

x _data = numpy.dot(fractal sizex -1, x data)
y_data = numpy.dot(fractal sizey -1, y data)

img = mpimg.imread( ' figural.jpg"’)
img2 = Image.open(“figural.jpg")
frac _color = img2.load()

img size = numpy.shape(img)

img @ = img_size[@] - 1

img 1 = img size[1] - 1

Fonte: Autoria Propria
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mincx
mincy

it mincx

Figura A.6: Codigo Parte 4

min{colorx)
min(colory)

L @A
o

colorx = numpy.add(colorx, mincx)

it mincy < @:
colory = numpy.add(colory, mincy)

maxcx
maxcy

colorx
colory

colorx
colory

max({colorx)
max(colory)

numpy .dot (colorx, 1/maxcx)
numpy .dot (colory, 1/maxcy)

numpy .dot(img_©, colorx)
numpy .dot(img 1, colory)

for n in range(points):
x_color = int{numpy.round(colorx
y color = int{numpy.round(colory

x_pixel = int(numpy.round(x data
y pixel = int{numpy.round(y data

it h prob[n] > priority[x pixel][y pixel]:

priority[x pixel][y pixel] = h_prob[n]
img color = frac _color[y color, x color]
fractal.putpixel((x pixel, y pixel), img color)

plt.imshow(fractal)
plt.axis( 'off")
plt.savefig("Fractal.jpg”, dpi=78)

Fonte: Autoria Propria



