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Resumo

Todos os anos, milhares de mulheres sdo diagnosticadas com cancer de mama, que € a principal
causa de morte por cincer na populacdo feminina em todas as regioes do Brasil. Modelos
matemaéticos sao importantes para a pesquisa do cancer, permitindo a projecao e andlise de
diferentes cendrios. Este trabalho discute a modelagem via equagdes diferenciais de ordem nao
inteira, baseada na teoria do Calculo Fracionario. Para tanto, realiza-se o estudo de um modelo
matematico de linhagem celular de cancer de mama MCF-7, a fim de descrever o crescimento
tumoral, bem como as interacdes tumor-imune e tumor-estradiol. Com esse modelo matematico
de ordem inteira, uma versdo fraciondria € apresentada e a andlise de estabilidade do ponto
de equilibrio livre do tumor € realizada. Por fim, a simulacdo numérica através do método
numérico de Adams Bashforth-Moulton generalizado para modelos fraciondrios mostrou que
uma diminui¢cdo na ordem da derivada fraciondria exibe, em alguns casos, uma mudanga na

dinamica de células tumorais e imunes.

Palavras-chave: Cancer de Mama, Sistema Imune, Modelagem Matematica, Modelagem Fracio-

naria, Calculo Fracionario.



Abstract

Every year, thousands of women are diagnosed with breast cancer, which is the leading cause
of cancer death in the female population in all regions of Brazil. Mathematical models are
important for cancer research, allowing the projection and analysis of different scenarios. This
work discusses modeling via non integer differential equations, based on the theory of fractional
calculus. To this end, a mathematical model of MCF-7 breast cancer cell line is studied in order
to describe tumor growth, as well as tumor-immune and tumor-estradiol interactions. With this
integer mathematical model, a fractional version is presented and the stability analysis of the free
equilibrium point of the tumor is performed. Finally, numerical simulation using the generalized
Adams Bashforth-Moulton numerical method for fractional models showed that a decrease in the
order of the fractional derivative exhibits, in some cases, a change in the dynamics of tumor and

immune cells.

Keywords: Breast Cancer, Immune System, Mathematical Modeling, Fractional Modeling,

Fractional Calculus.
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1 Introducao

A palavra “cancer” traz consigo uma conotacdo negativa e em um passado ndo muito
distante, carregava a crenca de ser um mal incurdvel e inevitavel. Significava mais do que apenas
um diagnostico, era o recebimento do veredicto de seu julgamento: a sentenca de morte. No
entanto, os avancgos cientificos e tecnolégicos nos tratamentos € o maior compreendimento
sobre a doenca proporcionou aos pacientes uma melhor qualidade de vida, firmando uma nova
postura no combate ao cancer, principalmente se forem diagnosticados precocemente (SILVA;
ALBUQUERQUE; LEITE, 2010).

Dentre os diversos fatores associados a apari¢do do cancer, grande parte € atribuida ao
prolongamento da expectativa de vida humana (MUKHERIJEE, 2011). Este fator pode resultar em
sérias implicacdes, visto que o risco de desenvolver a doenga aumenta quanto mais se vive devido
a exposicao a alguns fatores de risco e as alteracdes bioldgicas que sucede com o envelhecimento
(SILVA; ALBUQUERQUE; LEITE, 2010). Em consequéncia, constata-se que nas dltimas duas
décadas, o niimero total de casos de cancer quase dobrou (cerca de 10 milhdes em 2000 para 19,3
milhdes em 2020). Em 2018 ocorreram 18 milhdes de novos casos da doenca, o que ocasionou em
9,6 milhdes de mortes no mundo. Isso corresponde que uma em cada seis mortes sdo relacionadas
a doenca. As estimativas para o Brasil indicam que serdo 704 mil novos casos anuais de cancer
detectados entre 2023 e 2025, sendo o cancer de pele nao melanoma o mais incidente, seguido

pelos canceres de mama e prdstata, célon e reto, pulmao e estdbmago (WHO, 2020; INCA, 2023).

Conforme o levantamento divulgado pelo Global Cancer Observatory (GCO, <https:
/lgco.iarc.fr>), é possivel perceber o cenario mundial se modificando em 2020, com o tumor
de mama sendo responsdvel por mais de 2,26 milhdes dos novos casos e quase 685 mil mortes.
Com esses resultados, ultrapassou o cancer de pulmao e se tornou o cancer mais diagnosticado
no mundo (WHO, 2022).

A cada ano hd um aumento na incidéncia por cancer de mama, sendo este considerada
uma das principais causas de mortalidade na populacao feminina (WHO, 2020; WHO, 2021).
As taxas de incidéncia de cancer de mama estdo convergindo em todo o mundo e podem ser
observadas na Figura 1, com altas taxas na América do Norte, Europa, Oceania e Argentina, tal
qual em paises asidticos, como Japao e Republica da Coreia, onde os indices sdo historicamente
baixos (SUNG et al., 2021).


https://gco.iarc.fr
https://gco.iarc.fr

Capitulo 1. Introdugdo 2
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Figura 1 — Taxas de incidéncia do cancer de mama padronizadas por idade em todo o mundo por
100.000 pessoas-ano (GLOBOCAN, 2020).

Em termos de mortalidade, as maiores taxas estdo espalhadas de forma mais heterogénea
pelo globo de acordo com a Figura 2, por exemplo em paises como o Brasil, Argentina, Colombia,
Chifre da africa, Egito, Chade, Nigéria, Sudao e grande parte dos paises do Oriente Médio e
sul da dsia. De acordo com a Organizacao Mundial da Satide, o nlimero de mortes registrados é
menor em regides com IDH mais baixos, pois a maior parte dos registros sao de diagnésticos de
pacientes em estagios avancados da doenca. A vista destes dados alarmantes, parece natural se

perguntar por quanto tempo o cancer continuard sendo um flagelo para a humanidade e o que se
pode fazer a respeito.
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Figura 2 — Taxas de mortalidade do cancer de mama padronizadas por idade em todo o mundo
por 100.000 pessoas-ano (GLOBOCAN, 2020).
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Conforme as Figuras 1 e 2, o Brasil € o que registra a maior taxa de incidéncia e mor-
talidade relativo aos paises da América Latina. Estimativas apontaram 66.280 casos anuais de
cancer de mama no Brasil, com incidéncia de 61,61 por 100.000 mulheres, para os anos de 2020
a 2022 (INCA, 2020b). De acordo com os dados do Instituto Nacional do Cancer (INCA), o
cancer de mama € a neoplasia mais comum em mulheres em todas as regides do pais. Em termos
de mortalidade proporcional por cancer de mama de 2016 a 2020 representavam 16,3% de todos
Obitos femininos. Com exce¢do da regiao Norte, onde os 6bitos por cancer de mama ocupam
o segundo lugar, esta doenga ocupa a primeira posi¢cdo em mortalidade nas regides brasileiras:
Sudeste (17,2%) e Centro-Oeste (16,8%), seguidos pelo Nordeste (15,6%) e Sul (15,5%) (INCA,
2022b). Nas ultimas décadas, € possivel observar que as taxas de mortalidade por cancer de
mama diminuiram e se estabilizaram nas regidoes Sul e Sudeste, enquanto aumentaram nas demais

regioes (Figura 3).

€ possivel reduzir a mortalidade por cancer de mama com detec¢@o precoce e tratamento
adequado (BRASIL, 2019). O ideal € que todas as mulheres entre 50 e 69 anos facam mamografia
a cada 2 anos, conforme orientacao do Ministério da Satide. No entanto, apenas 30% das 16
milhdes de mulheres brasileiras nessa faixa etdria fizeram mamografia pelo sistema ptblico
de satide em 2017 e 2018. Fornecer testes de triagem para a populacdo de risco assintomdtica
e conscientizar os profissionais médicos, bem como o publico em geral abre caminho para a
detec¢ao precoce de lesdes pré-cancerosas e tumores (BUZAID et al., 2020). Além disso, outros
fatores relacionados as condicdes socioecondmicas e oferta e acesso aos servigos de saide afetam
as desigualdades em saide quanto ao diagndstico e a mortalidade por cancer de mama. No Brasil,
ha grandes desigualdades sociais, de renda e uma significativa extensao territorial que contribuem
para a distribuicao irregular de servigos e tecnologias de saide no espaco geografico brasileiro.
Assim, o mapeamento dos padrdes geogréficos de diagndstico tardio e mortalidade no cendrio
territorial brasileiro € uma forma de favorecer o planejamento e implementacdo de politicas

publicas voltadas para o controle do cancer de mama (OLIVEIRA et al., 2021).
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Figura 3 — Taxas de mortalidade do cancer de mama no Brasil, ajustadas por idade e regides no
periodo de 1980 até 2020 (INCA, 2020b).
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A mortalidade por cancer de mama aumenta progressivamente com a idade, como pode
ser visto na Figura 4. Observa-se que mulheres mais jovens possuem as taxas menores devido ao

menor risco de desenvolver a doenca.
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Figura 4 — Taxas de mortalidade do cincer de mama no Brasil, ajustadas por faixa etdria e por
cem mil mulheres, de 1980 a 2020 (INCA, 2020b).

Com a grande quantidade de varidveis apresentadas € dificil descrever a realidade atra-
vés de uma equacao diferencial (VARALTA; GOMES; CAMARGO, 2014). Através dessas
equagoes, € possivel construir modelos matemdticos e assim, traduzir e estruturar o conheci-
mento do fendmeno real para a linguagem matemética. Para Altrock, Liu e Michor (2015a), tais
modelos admitem extrapolar as situagdes que foram originalmente analisadas, possibilitando
previsdes quantitativas, deducdo de mecanismos, falsificagdo de hipéteses bioldgicas e descri¢ao

quantitativa das relagdes entre os diferentes componentes de um sistema.

A modelagem matematica aplicada ao cancer aumenta em importancia conforme surgem
novas estratégias e técnicas experimentais de tratamento, sendo utilizada como recurso para
elucidar e interpretar os efeitos de tais descobertas. Cirurgia, quimioterapia e radioterapia foram
os pilares do tratamento do cancer por diversos anos (SIAMOF; GOEL; CAI, 2020). Embora o
evidente sucesso dessas estratégias na reducao do volume tumoral e na destruicao das células
cancerosas, especialmente em tumores previamente descobertos, grande parte dos pacientes vao
enfrentar a presenca de efeitos colaterais intensos, altas chances de recorréncia e/ou progressao da
doenga (RIUS; LYKO, 2012; MITTAL et al., 2014; MIN; LEE, 2021). Neste contexto, € notdria
a necessidade de novas terapias com menor toxidade e mais eficientes. Mais recentemente, a
imunoterapia surgiu como uma estratégia promissora para combater a propagacao do cancer. As
respostas do sistema imunoldgico a diversos patégenos sao bem estudadas e consistentes, no
entanto, muito sobre a interacdo tumor-imune permanece desconhecido, tanto do ponto de vista
bioldgico quanto do quantitativo (GIL et al., 2019; LI et al., 2016).

Frente a diversidade de trabalhos que consideram modelos mateméticos de crescimento
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tumoral em resposta a influéncia do sistema imunolégico, alguns deles podem ser referenciados
e resumido aqui. Para responder algumas das questdes relacionadas aos mecanismos envolvidos
na resposta imune a um desafio tumoral, o artigo de Pillis ¢ Radunskaya (2003) discute um
sistema de equagdes diferenciais aplicadas ao crescimento de tumores. Dois anos depois, um
modelo matemdtico que descreve as interagdes tumor-imunes, com o uso de parametros estimados
através de dados experimentais para propor e validar diferentes formas funcionais € publicado
(PILLIS et al., 2005). O estudo de Afolabi e Maan (2019) fornece um modelo de interagao
tumor-imune em que a validade dos resultados € garantida pela andlise numérica, que também
fornece detalhes sobre se o tumor é maligno ou benigno. Considerando a heterogeneidade
intratumoral nas respostas imunes, Alvarez, Barbuto e Venegeroles (2019) propdem um modelo
matemadtico de imunovigilancia do cancer para descrever fendmenos que sdo vistos in vivo, como
dorméncia tumoral, robustez, imunoselecdo sobre a heterogeneidade tumoral (também chamada
de "imunoedi¢ao do cancer"), entre outros. Uma abordagem diferente € proposta por Maddali et
al. (2018), em que um modelo tridimensional cadtico de crescimento de cancer € analisado. O
estudo considera as interagdes entre células tumorais, células de tecidos sauddveis e células do

sistema imunoldgico, que resultam em um comportamento cadtico.

No caso do cancer de mama, diversos estudos envolvendo modelos matematicos foram
desenvolvidos nas ultimas décadas, investigando o crescimento tumoral (OLEA et al., 1994;
TYURYUMINA; NEZNANO, 2018), tamanho do tumor (VERSCHRAEGEN et al., 2005; NAVI,
2020) e tratamento (PANETTA, 1997; ROE-DALE; ISAACSON; KUPFERSCHMID, 201 1a;
MCKENNA et al., 2017; JARRETT et al., 2019; YOUSEF; BOZKURT; ABDELJAWAD, 2020).
Quanto aos modelos relacionados a dinamica tumoral imune, o estudo de Mufudza, Sorofa e
Chiyaka (2012) propde dois modelos mateméticos de competi¢do, com e sem estrogénio, para
analisar o seu impacto no tumor, considerando a populacdo de células normais, cancerosas
e imunes. Além disso, Roe-Dale, Isaacson e Kupferschmid (2011b), Knutsdottir, Pdlsson e
Edelstein-Keshet (2014), Mehdizadeh et al. (2021) propuseram modelos matematicos de células
cancerigenas de mama e investigam as relagdes entre células imunes, células tumorais e alguns
tratamentos. € indispensdvel que exista interacdes entre a modelagem matemadtica e a pratica
clinica e experimental, visto que o poder preditivo de um modelo estd diretamente ligado aos
seus parametros, que necessitam ser cuidadosamente atribuidos e calibrados (ALTROCK; LIU;
MICHOR, 2015b).

Modelos mateméticos tornaram-se ferramentas tteis para uma melhor compreensao do
cancer, adicionando novas camadas de complexidade e completando lacunas de conhecimento ao
que se conhece sobre a doenga. Dado que o cancer € um problema da realidade, hd a necessidade
de encontrar solucdes mais proximas do mundo real. Nas dltimas décadas, foi demonstrado
que alguns operadores fraciondrios descrevem melhor alguns problemas fisicos complexos
(AREA; LOSADA; NIETO, 2016), permitindo que os modelos de ordem nio inteira contemplem
comportamentos e propriedades que o cdlculo usual ndo considera. O uso de integrais e derivadas

de ordem ndo inteira, tradicionalmente conhecido como Calculo Fraciondrio, ganhou forca
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ao se mostrar uma ferramenta mais precisa para refinar a descricao de fendmenos naturais,
especialmente aqueles que possuem dependéncia temporal (CAMARGO, 2009). Isso porque
o estado atual de um sistema de derivadas fraciondrias no tempo carrega informacgdes de seus
diferentes estados anteriores, sendo relacionado a processos com efeito de memdaria (SUN et al.,
2018).

Entre as mais diversas aplicacdes dos referidos modelos, a proposta deste estudo €
operacionaliza-lo no caso do cancer de mama. Wei (2019) realizou um estudo para investigar o
crescimento tumoral da linhagem MCF-7, com interacdo entre células do sistema imunolégico
- natural killer (NK), linfécitos T citotoxicos (CTLs) e glébulos brancos (WBCs) - e avaliar
se existe uma associagdo entre o nivel de estradiol circulante e o risco de cancer. Neste estudo,
uma abordagem desse problema € proposta por meio da modelagem fraciondria, utilizando a
derivada de Caputo. As solu¢des foram obtidas através do método de Adams Bashforth-Moulton
generalizado para modelos fraciondrios para verificar as diferengas entre os resultados alcangados
pelo modelo de ordem inteira e pelo modelo de ordem nao inteira. Sendo assim, o presente

trabalho estd estruturado da seguinte forma:

* No Capitulo 2 aborda sobre os conceitos basicos do cancer e, em especifico, o cancer
mama, a interacdo entre o sistema imune e o cancer e por fim, um modelo matemético do

crescimento tumoral mamario.

* O Capitulo 3 apresenta uma revisao da literatura sobre o Célculo Fraciondrio, seguido pelas
defini¢cdes da Fun¢cdo Gama e Fungdo de Gel’fand-Shilov que sdo essenciais para a definir
os operadores de integragdo fracionaria de Riemann-Liouville e derivacdo fraciondria de
Caputo. Além disso, uma versao generalizada do método Adams-Bashforth-Moulton para

modelos de ordem fraciondria é apresentada.

* No Capitulo 4 foi proposta a versao fraciondria do modelo visto no Capitulo 2 e em seguida,
a estabilidade do ponto de equilibrio livre do tumor € analisada. Através da aplicacdo do
método numérico, o estudo visa comparar as solugdes obtidas tanto para ordem de derivada

inteira quanto para as ndo inteiras, e os resultados sdo apresentados.
* No Capitulo 4, as consideragdes finais do modelo sdo expostas.

* Oapéndice A mostra o ajuste e a andlise dimensional propostos na generalizacao fraciondria.

1.1 Objetivos

Estudar a modelagem matematica por meio de equacdes diferenciais de ordem nado
inteira, visando a sua utilizacao para descrever o crescimento das células tumorais mamarias
MCF-7, a interacdo entre o tumor e o sistema imunoldgico e por fim, interacao entre o tumor

e o estradiol. Além disso, analisar a estabilidade do ponto de equilibrio livre de tumor do
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modelo fraciondrio proposto e simular numericamente a variacao de suas solu¢des no tempo. As
simulacOes numéricas vao permitir a descricdo e comparacao dos resultados obtidos via Calculo

Fraciondrio com aquelas oriundas do cédlculo de ordem inteira.



2 Conceitos Preliminares

Neste capitulo apresentam-se conceitos bdsicos sobre o cancer e seus aspectos bioldgicos,
o cancer de mama e suas principais caracteristicas, a relacdo entre o sistema imune o cancer de

mama e o modelo matemético na linhagem celular MCF-7.

2.1 Cancer: Origem e Aspectos Biologicos

Embora o termo cancer seja utilizado de forma repetida na contemporaneidade como
uma doenga atual, estudos comprovam que sua existéncia € remetida antes de Cristo, quando
foi encontrado em mumias no Egito Antigo. A palavra “cancer” tem origem grega e significa
caranguejo, devido ao fato de que suas patas se assemelham a rede de veias ao redor de um tumor,

sendo utilizada pela primeira vez pelo pai da medicina, Hipdcrates (INCA, 2020a).

Um entendimento comum deste conceito relaciona-se ao fato de que o cancer € uma
patologia oriunda de descontrole na divisao celular humana. Segundo a propria Organizagao
Mundial da Sadde, o cancer € um grupo grande de doencgas caracterizadas pelo crescimento
celular descontrolado, que podem surgir em quase qualquer 6rgao ou tecido do corpo (WHO,
2020). Existem mais de 200 tipos diferentes de cancer, cada um classificado de acordo com a
regido afetada e o tipo de célula que a deu origem (ALFONSE; AREF; SALEM, 2014).

No organismo humano, as células do corpo estdo em frequente processo de renovacao por
meio da divisdo celular continua e, em média, sdo produzidas e eliminadas 60 bilhdes de células
por dia. Dado que o corpo € submetido a uma quantidade enorme de divisdes celulares todos os
dias e pelo fato de que o comportamento das células cancerosas € caracterizado pelo crescimento
desordenado, o resultado € a possibilidade de um erro de duplicacdo a cada divisdo. Isso acaba
determinando a formacdo de tumores ou neoplasias malignas, que podem invadir tecidos e érgaos
vizinhos ou distantes. A soma das grandes chances do aparecimento de um tumor aos fatores de
riscos externos como as mudancas provocadas no meio ambiente pela acdo humana, os habitos e
0s comportamentos presentes no cotidiano, influenciam para que o cancer continue sendo uma

das patologias mais prevalentes do mundo (PEREIRA, 2019).

Os tumores podem ser classificados em relagdo ao seu comportamento (maligno e be-

nigno) e seu tecido de origem (papiloma, adenoma, etc). Os tumores benignos consistem em



Capitulo 2. Conceitos Preliminares 9

massas expansivas de crescimento lento que comprimem o tecido circundante ao invés de invadir.
Sendo assim, esses tumores em sua grande maioria representam pouca ameaga, exceto quando
crescem em um espago confinado, e geralmente podem ser facilmente retirados. J4 os tumores
malignos crescem rapidamente, colonizando 6rgdos distantes e invadindo o tecido circundante.

Essas informagdes podem ser visualizadas com mais clareza na Tabela 1.

Em relacdo ao tecido de origem do tumor, o sufixo “oma” geralmente denota um tumor
benigno, sendo os tumores dos epitélios glandulares chamados de “adenomas” e os tumores
dos epitélios da superficie chamados de “papilomas”. Porém, existem muitas excecdes a esta
nomenclatura sistemadtica. Por exemplo, leucemias e linfomas s@o tumores malignos da medula
Ossea e tecido linfoide, respectivamente, e o melanoma maligno deriva das células da pele
produtoras de melanina (ALISON, 2001).

Tabela 1 — Quadro comparativo com as principais diferencgas entre tumores benignos e malignos,
com base na revista brasileira de cancerologia do Instituto Nacional do Cancer (INCA,

2020b).
Tumor benigno Tumor maligno
Células bem diferenciadas Células anapldasicas e pouco diferenciadas
Estrutura tipica do tecido de origem Estrutura atipica do tecido de origem
Crescimento progressivo Crescimento rdpido
Mitoses normais e raras Mitoses anormais € numerosas
Massa bem delimitada e expansiva Massa pouco delimitada e localmente invasiva
Invade tecidos adjacentes Invade tecidos adjacentes
Nao desenvolve metastase Metastase presente de forma frequente

Os tumores se desenvolvem em microambientes complexos e dindmicos que influenciam
seu crescimento, invasao e metastase. Nesse espaco, as células tumorais e seus microambientes
adjacentes estdo em comunicacdo frequente para garantir sua sobrevivéncia (SILVA et al., 2012).
As capacidades bioquimicas, moleculares e celulares comuns a maioria dos canceres humanos
sdo conhecidas como hallmarks do cancer, que foram propostas por Hanahan e Weinberg em
dois artigos de referéncia (HANAHAN; WEINBERG, 2000; HANAHAN; WEINBERG, 2011).
Segundo Hanahan e Weinberg (2000), ha um resumo do conhecimento reunido em 25 anos
de pesquisa sobre o cancer, na qual sdo apresentadas seis caracteristicas adquiridas que fazem
com que células normais se transformem e se tornem cancerosas. Apds 11 anos, duas novas
caracteristicas foram identificadas por Hanahan e Weinberg (2011) como potencialmente cruciais
para o desenvolvimento do cancer. Estes estudos sintetizam propriedades do cancer que promovem
a progressao maligna e a disseminacio metastética, diferindo uma célula cancerosa de uma célula
normal. S3o marcas que constituem um principio organizador para fundamentar a complexidade

dos canceres humanos, resumidas na Figura 5 e que serdo descritas brevemente em seguida.
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Figura 5 — Hallmarks do cancer (HANAHAN; WEINBERG, 2000; HANAHAN; WEINBERG,

2011). Criado com BioRender.com.

* Autossuficiéncia em sinais de crescimento: para se proliferarem, as células normais de-
pendem de estimulacdo por fatores de crescimento. No entanto, as células cancerosas
sdo capazes de desregular esses sinais e produz muitos dos seus proprios, adquirindo
significativa autonomia de crescimento. De forma alternativa, € possivel que elas enviem
sinais para estimular as células normais dentro do estroma associado ao tumor, que por sua

vez fornecem uma variedade de fatores de crescimento as células tumorais.

Insensibilidade a sinais anticrescimento: em um tecido normal, muitos sinais antiproli-
ferativos atuam no controle da multiplicagdo das células para manter sua integridade e
preservar seu equilibrio. As células recebem esses sinais do ambiente ao seu redor, seja
de células vizinhas ou da matriz extracelular e escolhem entre se proliferar, permanecer
quiescentes ou entrar em um estado pds-mitético. Para seguir o caminho que eventualmente
faz com que uma célula se torne cancerosa, ela deve ser capaz de contornar tais mecanismos
de inibicao dos sinais de crescimento. Ao inativar as acdes de genes supressores de tumor,
as células tumorais se tornam insensiveis a inibi¢ao de crescimento e contribuem para o

crescimento celular descontrolado.

Evasao de apoptose: a resisténcia adquirida a apoptose, que indica o processo de morte
celular programada, € uma marca registrada do cancer. O programa apoptético serve como
uma barreira natural ao desenvolvimento do cincer, desencadeada em resposta a varios

estresses fisioldgicos que as células cancerosas suportam durante a tumorigénese ou como
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resultado da terapia anticancerosa. Dentre uma variedade de estratégias que as células
tumorais desenvolvem para limitar ou contornar a apoptose, 0 meio mais comum € a perda

da fungdo da P53, uma proteina supressora de tumor.

* Potencial de replicacdo ilimitado: as células normais possuem capacidade limitada de
passar por ciclos sucessivos de crescimento e divisao celular. Essa limitagdo estd relacionada
ao estado de interrupcdo da divisdo, conhecida como senescéncia. Para que se tornem
cancerosas, as células pré-malignas necessitam contornar o mecanismo de senescéncia,

adquirindo potencial replicativo ilimitado.

* Angiogénese sustentada: os tumores, assim como os tecidos normais, requerem suprimento
de nutrientes e oxigé€nio para manter a fungdo celular e a sobrevivéncia. Apesar das
vantagens de crescimento discutidas anteriormente, os tumores nao podem crescer mais do
que 1-2 mm de diametro, a menos que sejam vascularizados (HARMAN et al., 2020). Por
isso, € necessdrio que o tumor induza o organismo a expandir a rede de vasos sanguineos
- angiogé€nese - com 0 objetivo de suprir suas demandas e crescer. Historicamente, a
angiogénese so era considerada significativa quando se formavam tumores macroscopicos
de crescimento répido, porém evidéncias recentes sugerem que essa capacidade também
contribui para o fase pré-maligna microscépica da progressao tumoral, solidificando assim

seu papel como uma marca intrinseca do cancer.

* Invasao de tecidos e metdastase: ha mais de duas décadas, pouco se sabia sobre os me-
canismos subjacentes a invasdo e a metéstase. As massas tumorais primdrias produzem
células pioneiras que se deslocam, invadem os tecidos adjacentes e eventualmente viajam
para locais distantes no intuito de formar de um novo tumor. Denominada como met4s-
tase, 90% das mortes por cancer podem ser atribuidas a essa capacidade. Além disso, é
constituida por vérias etapas e seu sucesso depende de todas as outras cinco hallmarks
mencionadas anteriormente. O tumor primdrio pode liberar fatores supressores sistémicos,
que se tornam dormentes por um longo periodo de tempo enquanto se ajustam de forma
lenta a seus novos ambientes. € por isso que os tumores metastaticos levam anos para se
desenvolver. Embora seja um campo em desenvolvimento com muitas perguntas ainda sem
respostas, um progresso significativo foi realizado na definicao de aspectos fundamentais

dessa caracteristica.

* Reprogramagado do tecido energético: através da capacidade de modificar ou reprogramar o
metabolismo energético, os tumores conseguem proliferar de forma mais eficaz e continua.
As células cancerosas podem, mesmo na presencga de oxigénio, reprogramar sua produ¢ao
de energia, limitando seu metabolismo energético em grande parte a glicose e levando a
um estado chamado “glicélise aerdbica”. Parece que o metabolismo energético alterado é
tao difundido nas células cancerosas quanto muitas das outras caracteristicas que foram

aceitas como hallmarks do cancer.
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» Evasado ao ataque e a destruicdo pelo sistema imunolégico: o sistema imunolégico pode
desempenhar resisténcia ou erradicacao da formacdo e progressdo do tumor. As células e os
tecidos sao constantemente monitorados pelo sistema imune e € responsavel por identificar
e eliminar a grande maioria das células tumorais nascentes. No entanto, ha tumores que
conseguem se desenvolver através do sistema imune, pelo processo de eliminagdo de células
com potencial oncogénico. Isso ocorre especialmente em individuos imunocomprometidos,
visto que ndo hd a erradicacdo total das células cancerosas imunogénicas e podem prosperar

junto com as que s@o fracamente imunogénicas.

Cada uma das hallmarks apresentadas acima pode caracterizar tanto tracos da fisiologia
de células cancerosas, quanto ser categorizada de acordo com sua terapia direcionada. Tais
terapias inibem as vias de sinalizacdo especificas do tumor e assim, mostram menor toxicidade
as células sauddveis. A compreensao de cada uma dessas caracteristicas ajuda a direcionar a
busca e o desenvolvimento de novos firmacos que possam maximizar a eficicia das abordagens
terapéuticas atuais (MIRANDA; SILVA; FORONES, 2019).

2.2 Cancer de Mama

O cancer de mama € causado pelo crescimento descontrolado de células anormais ma-
marias, com potencial de invadir outros 6rgaos. Os primeiros registros de tumores nas mamas
manifestaram na antiguidade por egipcios e gregos, que tratavam a doenca com amputagdes e
remédios como miolos de vaca e excremento de vespa (INCA, 2018). Rastros antigos da rainha
da Pérsia, Atossa, que exausta pela dor e pelo incomodo, pediu a um escravo que extirpasse
seu seio com uma faca, evidenciando o sofrimento que a humanidade convive desde os tempos
antigos (MURHERIJEE, 2012).

A complexidade desta doenca verifica-se pela alta heterogeneidade clinica, morfoldgica
e bioldgica. Essa heterogeneidade tumoral mamadria tem sido estudada ha muito tempo pelas
diferencas na histologia e no resultado clinico, servindo como base para classificd-la (POLYAK
et al., 2011). Embora tenha sido uma ferramenta valiosa, dado que tumores com 0 mesmo grau,
estagio e tipo histolégico podem revelar diferentes progndsticos e respostas terapéuticas variadas,
o atual sistema de classificagcdo morfoldgica € incapaz para caracterizar os carcinomas de mama
com eficiéncia. Essas variagdes podem ser parcialmente explicadas pelo fato de existirem intimeros
subtipos moleculares de cancer de mama, cada um dos quais apresenta fatores progndsticos e
requer alvos terapéuticos especificos (CIRQUEIRA et al., 2011).

Em virtude do limitado poder progndstico e preditivo das classificagdes tradicionais,
novas abordagens para desvendar as bases moleculares da heterogeneidade do cancer de mama
resultaram em profundas implicacdes para a compreensao da biologia da doenca, o que levou a
identificacdo de subtipos intrinsecos de cancer de mama. Os subtipos moleculares podem ser

identificados através de uma anélise de expressao génica, revelando ser um método com valor
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progndstico. Outra tentativa aproximada de obter a classificacdo molecular do cancer de mama
para a prética clinica envolveu identificar marcadores bioldgicos substitutos que permitiriam a
identificac@o dos subtipos moleculares (VIALE, 2012).

Os marcadores bioldgicos (ou biomarcadores) sdo importantes na classificacdo e defini¢do
do tratamento do cancer de mama e definem os quatro principais subgrupos da doenga. Os trés
principais biomarcadores sdo o receptor de estrogénio (ER), o receptor de progesterona (PR)
e o fator de crescimento epidérmico humano (HER?2). Desses subtipos, os tumores mamarios
positivos para receptores de estrogénio (ER+) sdo os mais comuns, com incidéncia mais alta em
mulheres na pds-menopausa do que na pré-menopausa. Essas neoplasias positivas representam de
70% a 80% de todos os casos de cancer de mama (HARICHARAN; BROWN, 2015; DESANTIS
et al., 2019). No geral, o cancer de mama ER+ apresenta um bom progndstico e responde bem a
terapia hormonal. Entretanto, um terco dos pacientes com cancer de mama ER+ demonstrara
resisténcia a terapia hormonal, e muitos desenvolverdo recorréncia e morrerdo 5 a 10 anos apds
ser diagnosticado com a doenca (SATO; AKIMOTO, 2017).

Entre os diversos fatores de risco que contribuem para o desenvolvimento do cancer
de mama, o mais significativo é o envelhecimento. Aproximadamente quatro em cada cinco
casos ocorrem ap0s os 50 anos (INCA, 2019). Quanto aos outros fatores, pode-se citar aqueles
relacionados a vida reprodutiva da mulher (menarca precoce, nuliparidade, idade da primeira
gestacao a termo acima dos 30 anos, anticoncepcionais orais, menopausa tardia e terapia de
reposi¢ao hormonal), genéticos/hereditarios, teor de gordura corporal e hédbitos de consumo
regular de dlcool (INCA, 2019; INCA, 2020a). A amamenta¢do prolongada, a prética de atividade
fisica e o controle de peso sdo, por outro lado, escolhas e interven¢gdes comportamentais que
reduzem o risco da progressdao da doenga. No entanto, mesmo que todos os fatores de risco
pudessem ser controlados, a chance de desenvolver este tipo de cancer seria reduzido em nao
mais de 30% (WHO, 2021).

Diante de sua enorme relevancia como problema de saide publica no Brasil, o controle do
cancer de mama permanece como prioridade da Politica Nacional de Promog¢ao da Satde (PNPS),
que incluem estratégias para a detec¢do precoce, isto €, diagndstico precoce e o rastreamento

como medidas a serem planejadas e tomadas (INCA, 2022a).

2.2.1 Linhagem Celular de Cancer de Mama MCF-7

A compreensdo da diversidade molecular do cancer de mama foi significativamente
apoiada pela andlise do perfil de expressao génica. Além disso, as linhagens celulares parecem
ser uma ferramenta crucial para o diagndstico molecular no cincer mamadrio em razdo de sua
diversa aplicabilidade em laboratdrios e em particular, como modelos in vitro no estudo do cancer.
Quando se trata de cancer de mama, as células MCF-7 sdo apropriadas pelo seu uso frequente
em experimentos envolvendo células cancerosas da mama de receptores de estrogénio positivos
(ER+). (COMSA; CIMPEAN; RAICA, 1957).
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Nascida em 1901, a Irma Catherine Frances estudou no Convento do Imaculado Coracao
de Maria em Monroe, Michigan. No ano de 1963, Catherine havia sido submetida a uma mastecto-
mia para um tumor benigno na mama direita e uma mastectomia radical para um adenocarcinoma
maligno na mama esquerda quatro anos depois. Dado o relatério de Bernardino Ramazzini, o pai
da medicina industrial, constatou que "os tumores de mama sdo encontrados com mais frequéncia
em freiras do que em qualquer outra mulher", levantando a hipétese de o desenvolvimento da
doencga se devia ao seu estilo de vida celibatario (KATZ et al., 2015). No entanto, pesquisas
subsequentes descobriram que mulheres nuliparas, isto €, mulheres que nunca tiveram filhos, t€ém
um risco maior de desenvolver cancer de mama. Trés anos de radioterapia e terapia hormonal
foram capazes de manter as recorréncias locais sob controle (LEE; OESTERREICH; DAVIDSON,
2015). Com o desenvolvimento da doenga metastdtica na pleura e na parede tordxica, as células
MCEF-7 foram isoladas do liquido pleural da paciente 3 anos depois pelo Dr. Soule e colegas
da Michigan Cancer Foundation, da qual as células receberam o nome (COMSA; CIMPEAN;
RAICA, 1957).

Desde entdo, as células MCF-7 tornaram-se a linhagem celular de cancer de mama humano
mais estudada no mundo. Como resultado, suas descobertas tiveram um impacto fundamental
no estudo do cancer de mama e nos resultados dos pacientes, que produziu mais dados de
conhecimento prético do que qualquer outra linhagem celular relacionada a essa doenca (COMSA;
CIMPEAN; RAICA, 1957).

2.2.2 A Relacao do Estradiol com o Cancer de Mama

Juntamente com a progesterona, o estrogénio faz parte de uma classe de hormoénios
esteroides sexuais femininos. Os estrogénios endégenos, que sdo produzidos naturalmente pelo
corpo humano, tém efeitos significativos em uma ampla gama de processos fisiolégicos de
mamiferos, como reproducao, satide cardiovascular, integridade dssea, cogni¢do e comportamento
(DEROO; KORACH et al., 2006). Tendo em vista a sua fun¢cao generalizada na fisiologia humana,
também estd relacionado ao aparecimento ou na progressao de inimeras doengas (DEROO;
KORACH et al., 2006). A forma mais potente de estrogénio natural (BENNINK, 2004), conhecida
como estradiol ou E2, é um regulador chave das func¢des reprodutivas femininas e sua concentragao
predomina na fase anterior a menopausa, caindo para um décimo na pés-menopausa (ZHANG et
al., 2020). Alteracdes nos niveis de E2 geralmente estdo relacionadas ao sexo, idade e estagio do
ciclo menstrual (ZHANG et al., 2020). Vérios estudos descobriram que um nivel elevado de E2 ¢
frequentemente considerado um fator de risco para o desenvolvimento e progressao de varios
canceres relacionados ao sistema enddcrino (mama, préstata, ovario e endométrio) (ZHANG et
al., 2020; SAMAVAT; KURZER, 2015).

Ha evidéncias consistentes de que o estradiol circulante demonstrou estar positivamente
associado ao risco de cancer de mama em mulheres na pds-menopausa, parcialmente em de-

corréncia de grandes variagdes nas concentracdes hormonais durante o ciclo menstrual, bem
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como ao fato de que poucos estudos foram feitos em mulheres antes da menopausa (KEY, 2011;
SAMAVAT; KURZER, 2015; HORMONES; GROUP et al., 2015). Assim, niveis relativamente
altos de estradiol nessas mulheres estao associados a um aumento de mais de duas vezes no risco
deste tipo de cancer (KEY, 2011).

Enquanto em mulheres na pré-menopausa, os dados disponiveis sdo mais escassos €
dificeis de interpretar em razao de grandes variacdes nos estrogénios endégenos durante o
ciclo menstrual (KEY, 2011). Alguns estudos prospectivos encontraram uma relagio entre o
estradiol e o risco de cancer de mama em mulheres na pré-menopausa (ELIASSEN et al., 2006),
enquanto em outros estudos, nenhuma associacao foi identificada (KAAKS et al., 2005; BROWN;
HANKINSON, 2015). No geral, a influéncia do estradiol na carcinogénese da mama nao é
totalmente compreendida e uma conclusdo definitiva ndo pode ser obtida neste momento (KEY,
2011).

2.3 O Sistema Imune e o Cancer

Mecanismos naturais de prote¢cdo no organismo, como o sistema imunoldgico, desempe-
nham um papel importante na defesa contra patégenos e atuam como barreira a disseminagao de
infec¢des que habitualmente estdo associadas a altas taxas de mortalidade. Quando se trata de

combater o cncer, o sistema imunoldgico também € crucial.

O sistema imune foi conceitualmente dividido em imunidade inata e adaptativa. Enquanto
operam em conjunto para combater um patégeno, os dois tipos de respostas do sistema imu-
nolégico desempenham fungdes distintas (CRUVINEL et al., 2010). O sistema imune inato é
evolutivamente antigo, presente em quase todas as formas de vida, de esponjas do mar a moscas
das frutas e seres humanos. € caracterizada pela sua rdpida e estereotipada resposta a um grande,
mas limitado nimero de estimulos e pode ocorrer mesmo antes da infec¢do de forma nao especi-
fica. Seus mecanismos incluem defesas mecanicas, quimicas e celulares que atuam para impedir
que os patdgenos se instalem no corpo. Macréfagos, neutréfilos, células dendriticas e células

natural killer sdo as principais células efetoras da imunidade inata.

O sistema imune adaptativo € mais recente, na qual evoluiu apenas 500 milhdes de anos
atrds. Distingue-se pela sua especificidade, sua diversidade de reconhecimento e memoéria. Em
resposta ao estimulo de agentes infecciosos, desenvolve respostas especificas a cada ameaca.
Devido a sua diversidade de reconhecimento, pode identificar bilhdes de alvos diferentes, sendo
capaz de lembrar-se dos invasores anteriores por possuir a memoria. As células T e B sdo os

principais componentes do sistema imune adaptativo e ambas expressam receptores de antigenos
altamente especificos (CRUVINEL et al., 2010; O’ DONNELL-TORMEY; TONTONOZ, 2016).

Diversos tipos de células imunes infiltram-se no microambiente do tumor, e a interacao
dindmica tumor-imune pode promover um rico meio de citocinas e fatores de crescimento. Assim,

a fim de compreender melhor seus papéis no combate ao cancer, algumas dessas células serdo
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descritas abaixo.

As células natural killer (NK) foram primeiramente descritas como grandes linfécitos
granulares com citotoxicidade natural contra células tumorais, isto €, com capacidade de matar
células alvo sem a necessidade de uma exposicao prévia a elas (VIVIER et al., 2008; VIVIER,
2006). Posteriormente, foram identificadas como um tipo peculiar de linf6citos, com citotoxici-
dade e func¢des efetoras produtoras de citocinas, que circulam por todo o organismo e podem
ser encontrados no sangue e até mesmo em alguns 6rgaos e tecidos (VIVIER, 2006; VIVIER
et al., 2008). Como parte essencial da imunovigilancia tumoral, as células NK sdo capazes
de reconhecer tumores em estdgio inicial por meio de sinais de estresse ou perigo (LIU et al.,
2021; CHU et al., 2022). Além disso, agem rapidamente ao secretar citocinas imorreguladoras e

inimeras quimiocinas que destréi direta e efetivamente as células tumorais (LIU et al., 2021).

Ja as células T se dividem em duas categorias: os linfocitos T auxiliares e os linfocitos
T citotoxicos (CTLs). Com o papel de serem precursoras de subconjuntos de linfécitos T, os
linfécitos T citotéxicos naive sdo considerados células imaturas que, ao contrario dos linfécitos
T ativados, ndo encontraram o antigeno apropriado (EAGAR; MILLER, 2019). Apés a ativagao
dos CTLs naive, os CTLs sofrem expansao com a producdo de citocinas, como a interleucina-2
(IL-2) (TEIXEIRA et al., 2019). Ao final da resposta imune, os CTLs passam por uma fase de
contracdo na qual mais de 90% dos CTLs morrem. As poucas que conseguem evitar a morte
celular programada, processo chamado de apoptose, tornam-se células de memdria para uma

rapida resposta secunddria a um antigeno (WEI, 2019).

As células T citotéxicas sao responsdveis por monitorar todas as células do corpo, pre-
paradas para destruir qualquer estrangeiro que seja considerado uma ameaca a integridade do
individuo hospedeiro (ANDERSEN et al., 2006). Para uma eficdcia ideal contra o cancer, o
sistema imunolégico deve contar com os CTLs, considerado uma célula defensiva que estd na
linha de frente no combate a progressao de tumores (FARHOOD; NAJAFI; MORTEZAEE,
2019). Como estratégia para escapar da vigilancia imunoldgica, vérias células cancerosas podem
criar um microambiente que inibe a atividade, a sobrevivéncia e a migracao dos CTLs, evitando
assim a sua detec¢do. A imunoterapia, por outro lado, permite a manipulacdo dos CTLs para
reconhecer antigenos especificos do tumor. As células T citotoxicas, quando infundidas em um
paciente, atacam e destroem ativamente os tumores que produzem os antigenos correspondentes
(LIU; LI, 2014). Desse modo, pela sua capacidade de reconhecer e eliminar as células tumorais,
sdo cruciais na imunoterapia (CAETANO, 2018).

Relativo aos leucdcitos ou glébulos brancos (WBCs), estes também fazem parte da
resposta imune adaptativa e constituem um grupo heterogéneo de células circulantes nucleadas e
sdo classificadas em granuldcitos, linfécitos € mondcitos. Sua concentragao normal no sangue
varia entre 4.000 e 10.000 células por microlitro. Os WBCs desempenham um papel crucial
na fagocitose e na imunidade e, portanto, na defesa do organismo contra infec¢oes (KIM et al.,

2013). A contagem de leucécitos tornou-se um preditor til de certas doengas € um marcador
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de infeccao. Uma contagem elevada de leucdcitos, mesmo dentro da faixa normal, tem sido
associada a incidéncia e mortalidade por cancer (PARK et al., 2019). Para contagens mais baixas,

a relacdo com o cancer ainda € inconsistente.

A ligacdo entre o sistema imune e o cancer foi apresentada pela primeira vez por Rudolf
Virchow ha 150 anos, quando constatou a prevaléncia de leucécitos em tecidos neoplasicos
(PANDYA et al., 2016). Assim, a concepg¢ao de que o sistema imunolégico pode ajudar na luta
contra o cancer tem raizes histéricas profundas. Em 1909, Paul Ehrlich propos a hipétese de
que a acdo do sistema imunoldgico em reconhecer e eliminar as células malignas nascentes
pode prevenir a formagdo de cancer (GICOBI; BARHAM; DONG, 2020) e mais tarde, foi
formalizada em uma teoria de imunovigilancia do cincer por Burnet e Thomas no final da
década de 1950. Essa teoria consiste na ideia de que as células do sistema imune patrulham
ativamente o corpo em busca de células cancerosas a fim de elimind-las a medida que aparecem.
Pela sua relevancia, tornou-se um principio fundamental no campo da imunologia em cancer
(O’DONNELL-TORMEY; TONTONOZ, 2016).

Desde a introdu¢do formalizada do conceito de imunovigilancia do céncer, estudos
forneceram novas evidéncias que sustentam a ideia central de que o sistema imunolégico pode,
de fato, prevenir a formagao de tumores. Ao mesmo tempo, descobriu-se que 0s processos
imunoldgicos poderiam promover ou selecionar tumores de menor imunogenicidade, fornecendo
aqueles em desenvolvimento um mecanismo para escapar da deteccdo e eliminacdo do sistema
imune. Esses duplos efeitos imunoldgicos levaram ao desenvolvimento da teoria da imunoedi¢do
do cancer, a qual é composta por trés fases, denominadas "os trés Es da imunoedi¢ao": eliminacao,
equilibrio e escape do tumor (DUNN et al., 2002; DUNN; OLD; SCHREIBER, 2004).

Inicialmente, ocorre a fase de eliminacdo que corresponde ao conceito original de imu-
novigilancia, na qual o sistema imune se mobiliza em reconhecer e eliminar as células tumorais.
As respostas inata e adaptativa cooperam um com o outro nesta etapa regulatoria. Assim que os
tumores atingem um determinado tamanho, eles comecam a crescer de forma invasiva e exigem
um maior suprimento sanguineo que surge como efeito da produgao de substincias angiogénicas
(DUNN et al., 2002). Uma vez que um tumor foi detectado, a acdo imune € geralmente marcada
por uma ruptura no tecido circundante em razao da remodelagdo estromal. Essa remodelagdo do
estroma € consequéncia de duas das seis hallmarks do cancer: angiogénese e crescimento invasivo
do tecido (DUNN; OLD; SCHREIBER, 2004). Sinais inflamatérios sao acionados durante esse
processo, que levam ao recrutamento de células do sistema imune inato para a nova fonte de

ameaca local.

Na etapa de equilibrio, as células tumorais que sobreviveram a fase de eliminagdo e o
sistema imunolégico entram em uma condicao de equilibrio dindmico. Algumas células imunes
e seus mediadores exercem uma forte pressao seletiva sobre o tumor, mantendo-o contido, mas
incapazes de extingui-lo totalmente devido a sua heterogeneidade e instabilidade genética. A

vista disso, subclones neopldsicos cada vez menos imunogénicos sao selecionados, o que pode
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estimular a progressao da doenca. Estima-se esse periodo de equilibrio seja a mais longa dentre
as trés fases, podendo durar anos ou mesmo toda a vida do hospedeiro (DUNN et al., 2002;
DUNN; OLD; SCHREIBER, 2004; GIACOMO, 2017).

Por fim, na fase de escape, as variantes tumorais selecionadas na etapa de equilibrio nao
sao mais bloqueadas pela imunidade. Elas adquiriram resisténcia a detec¢ao e/ou eliminagao
imunoldgica por meio de alteragdes genéticas e epigenéticas na célula tumoral. Isso permite que
os tumores se expandam, tonando-se malignos e clinicamente detectaveis (DUNN et al., 2002;
DUNN; OLD; SCHREIBER, 2004).

2.4 Modelagem Matematica na Linhagem Celular MCF-7

Nesta se¢do, um modelo matemético do crescimento tumoral mamadrio na linhagem
celular MCF-7, com interacdo tumor-imune e tumor-estradiol € considerado. Este modelo foi
descrito por Wei (2019), supondo que o crescimento da populagdo de células cancerosas segue
uma curva logistica, com trés fases: uma fase exponencial, uma fase linear e uma fase de plato.
Ao passo que os tumores crescem, a disponibilidade de recursos (nutrientes, oxigénio e espaco)
diminui, resultando na desaceleragcdo do crescimento tumoral até que eventualmente atinja seu
tamanho méaximo (SUTHERLAND; HALL; TAYLOR, 1983). Esse valor limite da populacao
que os recursos podem suportar € um termo logistico também denominado como capacidade de

suporte do tumor.

As células MCF-7 contém receptores de estrogénio e sdo responsivas ao estrogénio. O
estradiol, um tipo de estrogénio que estd envolvido no periodo menstrual da mulher, é conhecido
por ter um efeito notdvel na promocdo do crescimento de células MCF-7 de cancer de mama. Os
dados experimentais do estradiol foram extraidos a partir da figura exposta no referido trabalho
com o auxilio de uma ferramenta online disponivel em WebPlotDigitizer (<https://apps.automeris.
io/wpd/>). Ao utilizar a ferramenta cftool, disponivel no MATLAB, a fun¢cao que melhor se
ajustou aos dados foi uma série Fourier de oito termos, dada por:

E(t) = 401,8 — 203,3 cos(0,2094¢) — 52,27 sen(0,2094¢)—
34,59 cos(2t x 0,2094) + 14,62 cos(3t x 0,2094) 4 72,3 sen(3t x 0,2094)—
54,33 sen(4t x 0,2094) + 55,08 cos(5t x 0,2094) + 51,87 sen(5t x 0,2004)—  (2.1)
25,8 cos(61 x 0,2094) — 39,86 sen (6t x 0,2094) + 13,82 cos(7t x 0,2094)+
19,17 sen(7t x 0,2004) — 8,492 cos(8t x 0,2094) — 15,36 sen(8t x 0,2094).


https://apps.automeris.io/wpd/
https://apps.automeris.io/wpd/
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Figura 6 — Reprodugdo da figura apresentada no estudo de Wei (2019) usando uma funcgao

E(t) encontrada em (2.1). Os niveis de estradiol sdo mostrados ao longo do periodo
menstrual.

Para comparar com a Figura 6, inclui-se a Figura 7 elaborada por Wei (2019), na qual o

autor utilizou uma funcdo periddica para representar os niveis de estradiol no periodo de 29 dias.
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Figura 7 — Captura de tela da figura produzida por Wei (2019) para fins de comparagdo. A figura
mostra as concentragdes de estradiol ao longo do ciclo menstrual.

Como pode ser visto nas Figuras 6 e 7, resultados semelhantes foram encontrados ao

utilizar diferentes fun¢des F'(t). Dessa forma, o modelo matemadtico ird considerar a fun¢do F(t)
encontrada em (2.1).

O modelo € descrito em cinco varidveis de estado, em que 7' € a populacdo de tumor

MCEF-7, E € o nivel circulante de estradiol, NV € a populacdo de células NK, L € a populacdo CTLs
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e C' € a populacao de WBCs, expresso pelo seguinte sistema nao-linear de equacdes diferenciais

ordinarias:

T ET TN? T°L
el o P ¢ 1-T/K)— — N

dt 1+ aE + B T? 1+ T + GoN? 1+ agl? + Bol
AN psNT

O O — fN — p,NT
dt =N =P +1+a3T+B3N

(2.2)
em que F(t) é dada pela Equagdo (2.1) e t estd em dias. Os parAmetros a e K sdo as taxas de
crescimento e a capacidade de transporte das células tumorais, respectivamente; c estd relacionado
com a taxa de crescimento de células tumorais induzidas pelo nivel circulante de estradiol e p; esta
relacionado com a taxa de recrutamento de células NK; / € a concentracdo de interleucina 2(IL-2)
e ps € a taxa maxima de crescimento de CTLs induzida por IL-2; Ly, ps, K} e d representam
a populacdo de CTL naive, a fracdo de CTL naive que se tornam ativados, a capacidade de
transporte dos CTLs e a taxa de mortalidade dos CTLs, respectivamente; e, f e p, indicam
a fracdo de leucdcitos que se tornam células NK, a taxa de morte de células NK e a taxa de
inativacao de células NK por células tumorais, respectivamente; «; parat = 1...6 e 3; para
1 =1, 2,3, 6 estdo relacionados a constantes de meia saturacao; p, € ps sdo taxas de morte tumoral
induzida por NK e CTL, respectivamente; «v e 3 sdo a taxa de produgao e a taxa de mortalidade de
leucécitos, respectivamente. Os parametros sao os mesmos utilizados em (WEI, 2019) e podem

ser consultados na Tabela 2.
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Tabela 2 — Valores dos parametros, descri¢ao e unidades segundo (WEI, 2020).

Parametro Valor Descricao Unidade
a 0,3 Taxa de crescimento intrinseca do tumor dia~!
¢ 1,93 x 107 Constante de intera¢do entre MCF7 e E2 L(célula~*-dia~*-pmol 1)
ay 0,507 Constante de interagdo entre MCF7 e E2 L -pmol !
o 7,08 x 1078 Constante de interacéo entre MCF7 e E2 célula?
K 10° Capacidade de suporte do tumor célula
2 8,7x107* Constante de citdlise das células NK L?(célula—2-dia™")
Ols 7 x 106 Constante de cit6lise das células NK célula™
By 5,4 x107° Constante de citSlise das células NK L2.célula—?
8 6,3 x 1073 Taxa de mortalidade de leucicitos (WBCs) dia™?
a 3,6 x 107 Taxa de natalidade de leucdcitos célula -L~*-dia™*
e 0, 00486 Taxa de crescimento de células NK dia™!
f 0,0693 Taxa de mortalidade de células NK dia=!
D2 3,42 x 107° Taxa média de inativacdo de células NK célula -dia™*
Ds 1,87 x 1078  Constante de interagio entre MCF7 e células NK célula='-dia™*
Q3 1,6 x 1075  Constante de interagdo entre MCF7 e célula NK célula™
s 3,27 Constante de interagao entre MCF7 e célula NK L -célula=!
De 2,04 x 1073 Constante de citdlise de CTLs L (célula—2-dia™")
Qg 0,268 Constante de citdlise de CTLs célula—2
Be 4343 Constante de citdlise de CTLs L -célula™?
Ly 2,3 x 108 Ndmero de CTLs naive célula -L~!
K, 8 x 108 Capacidade de carga de CTLs célula -L~!
D4 9x107° Proliferacdo constante de CTLs dia™!
I 2,3x 107" Concentragdo de IL-2 glL™!
oy 2,3 x 1074 Ativagdo de CTLs pela presenga de IL-2 gl™!
5 4,14 Taxa média de inativacdo de CTLs dia™*
d 0,41 Taxa de mortalidade de CTLs dia=!
o 1000 Ativacdo de CTLs pela presenca do tumor célula
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3 Calculo Fracionario e Métodos Numéricos

O célculo de ordem nao inteira, denominado popularmente como Calculo Fraciondrio,
manteve-se relativamente desconhecido da comunidade cientifica até cerca de 1970. (CAMARGO;
OLIVEIRA, 2015; GOMES, 2014). O Célculo Fraciondrio pretende ser o cdlculo da era moderna
(OTTONI, 2018), no qual as limitacdes e o distanciamento desta drea comecou a mudar de
pura formulacdo matemaética para aplicacdes com o uso de derivadas fraciondrias em equacdes
diferenciais de ordem inteira para refinar a descri¢cao de fendmenos naturais nas mais variadas
esferas do conhecimento; seja na probabilidade, na fisica, na biologia, na engenharia, assim
como na economia, na psicologia, sociologia e outras diversas disciplinas (ATANGANA, 2025;
CAMARGO, 20009).

As origens do Calculo Fraciondrio remontam a uma questio formulada em uma troca de
cartas entre Leibniz e I’Hopital no século XVII, tornando-o quase tdo antigo quanto o cédlculo de
ordem inteira usual (CAMARGO, 2009). Em uma das correspondéncias, Leibniz elaborou uma
questdo envolvendo a generalizacdo da derivada de ordem inteira para uma ordem supostamente
arbitraria. De imediato, I’Hopital devolveu a pergunta, interrogando-o qual seria o significado no
caso em que a ordem da derivada fosse % isto é, qual deveria ser a interpretacao de derivar uma

fun¢do y(x) meia vez.

A resposta de Leibniz, assegurava que, para y(x) = z,

d
Dhy(x) :d%x:x\/%, 3.1)

e que “algum dia gerard muitas consequéncias frutiferas.” Sua resposta abriu caminho para
as primeiras definicdes de derivadas e integrais de ordens nao-inteira. Desde entdo, grandes
matemadticos da histéria, como Euler, Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Griinwald

e Letnikov, dedicaram esforcos para definir derivadas e integrais fraciondrias e aplica-las na
solugd@o de problemas fisicos (CAMARGO, 2009).

3.1 Operadores Fracionarios

Na literatura, existe uma ampla variedade de operadores fraciondrios que foi definida,
dos quais Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard, Hilfer, Katugampola, Riesz, Erdélyi-Kober

sdo apenas alguns para citar. No Brasil, ha contribuicdes enriquecedoras no que se diz respeito
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ao avanc¢o de novos operadores de ordem ndo inteira, como a chamada integral 1/-fraciondria e a
derivada v-fraciondria, desenvolvida por Sousa e Oliveira (2017), ambas motivadas pela derivada
fraciondria 1)-Riemann-Liouville e pela derivada fraciondria tradicional v -Hilfer. Essas definicoes
podem ser agrupadas em categorias de acordo com suas propriedades e comportamentos, em que
cada uma tem suas proprias condi¢cdes e propriedades, e muitas delas ndo sdo equivalentes entre
si. Na prética, o sistema real considerado determinard qual operador de ordem fraciondria seré o
mais apropriado e as demais variadas defini¢cdes ndo equivalentes sdo tteis em seus respectivos
contextos (FAHAD et al., 2021).

Para a compreensao do presente trabalho, os conceitos de derivada e integral de ordem
ndo inteira serdo discutidos nesta se¢do. Entre as inimeras defini¢des para o operador fraciona-
rio, a Integral Fraciondria de Riemann-Liouville € adequada porque permite a identificacao de
uma extensao natural da integral iterada como é normalmente apresentada na matematica usual,
enquanto a derivada fraciondria de Caputo € considerada a mais conveniente para abordar um
problema fisico envolvendo condig¢des iniciais e/ou de contorno (TEODORO; OLIVEIRA; OLI-
VEIRA, 2017). Para introduzir essas primeiras defini¢des do célculo fracionério, essa secao foi
dividida em quatro subsecdes. As duas primeiras contém a Fun¢cdo Gama e a Fun¢ao de Gel fand
Shilov, conceitos preliminares importantes para as duas outras subsecdes, que compreende o

estudo da Integral e Derivada Fracionéria.

3.1.1 Funcao Gama

A Fung¢do Gama desempenha um papel importante no cdlculo de ordem inteira para
derivacdes multiplas e integracdes repetidas. Por isso, é considerada uma das mais importantes
ferramentas combinatdrias, com igual importancia no cédlculo de ordem fraciondria. Pode-se

definir a Funcdo Gama a partir de uma integral imprépria (CAMARGO, 2009)
T(z) = / e e, 3.2)
0

com Re(z) > 0 de modo que a integral convirja.

Note que a principal propriedade do fatorial é (n + 1)n! = (n + 1)!. Através de uma
integragdo por partes e uma mudanga de varidvel em (3.2), obtém-se que a propriedade do fatorial
¢ andloga a da Fun¢do Gama

Fiz+1) = zI(2), (3.3)

isto €, essa fun¢do consiste em uma generalizacido do conceito de fatorial.

3.1.2 Funcao Gel’fand Shilov

A Funcio de Gel fand-Shilov consiste em uma das funcdes fundamentais do Calculo

Fraciondrio, extremamente crucial para definir a Integral Fraciondria de Riemann-Liouville.
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Sejam n € N e v ¢ N, define-se a Fungdo de Gel’fand-Shilov de ordem n e v respectiva-

mente como

tn—l tl/—l
— set>0 set >0
bu(t) = { (n—1)] e 0.()={ T(W) S G4
0 set <0 0 set <0

3.1.3 Integral Fracionaria de Riemann-Liouville

Previamente, a defini¢cdo do operador integral de ordem n € apresentada e entdo, usando
a generalizacdo do fatorial pela Funcao Gama, € formalmente definida a Integral Fraciondria de

Riemann-Liouville.

Definicao 3.1. Sejamn € Ne f(t) : R — R uma funcdo integravel. Define-se o Operador

Integral, I, de ordem 1 e n, respectivamente, como:
t t tl tn—l
If(t):/o ) dt e I"f(t):/o/o /O F(t)dt, db, ... dt,.

Com base na defini¢cdo dada acima, sejam X € R* e f uma funcéo continua por partes
em [0, X] e n > 1. A seguinte integral de Riemann de ordem n de f(t), paratodo ¢t € [0, X] é
obtida mediante os resultados do célculo de ordem inteira (CAMARGO, 2009):

I F() = o (8) # F(2) = /0 oult — 1) f(7)dr — /Ot(t(n__T);)!lf(T)dT t>0. (3.5

Definicdo 3.2. Sejam Re(«) > 0, f continua por partes e integrdvel em (0, 00), entdo parat > 0
a Integral Fraciondria de Riemann-Liouville de ordem « é definida como a seguinte integral,

utilizando a generalizagdo do fatorial como a Fungdo Gama, ou seja, (n — 1)! = I'(n),

o f(#) = P(la) /Ot@ ) (7)dr, >0, a€RY

3.1.4 Derivada Fracionaria de Caputo

A derivada fraciondria no sentido de Caputo € uma integral de ordem arbitrdria de uma
derivada de ordem inteira. O estudo sobre Calculo Fraciondrio (CAMARGO, 2009) mostra
que esta derivada € bastante semelhante a de Riemann-Liouville: os dois diferem apenas pela
ordem das operacoes. A derivada de Caputo € mais conveniente quando utilizada em aplicacoes
que envolvam equacodes diferenciais ordindrias com condi¢des iniciais (CAMARGO, 2009).
Nessa formulagdo, a derivada de qualquer constante € sempre nula; isso se torna relevante ao
tentar interpretar as derivadas como taxas de variagao (OTTONI, 2018). O método utilizado
para implementar as solu¢des do modelo fraciondrio requer a defini¢ao de derivada de Caputo
(THEODORO, 2022). Desse modo, as consideracdes acima evidenciam a sua preferéncia no

presente trabalho.
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Para definir a de derivada fraciondria de ordem « (v > 0), € introduzido o inteiro positivo
m tal que m — 1 < a < m. Nestas condicdes, a derivada de ordem « de f(x), no sentido de
Caputo, denotada por D, € definida da seguinte maneira (GORENFLO; MAINARDI, 2008):

D*f(x) = I""D"f(t), x>0, (3.6)
isto €,
D f(t) = I ;:L 1t = (ml_ 3 / t 7 / (gg_mdr (3.7)
Para o = m € N € possivel definir D* = D™, ou seja,
DPf(E) = 17 ) = 1 (1) = (), a8

retornando a derivada de ordem inteira.

Logo, pode-se escrever

1 t (m)
/ () dr, m—1<a<m,
o (t —T)ott-m (3.9)

3.2 Meétodo de Adams Bashforth-Moulton Generalizado para

Equacoes Diferenciais Fracionarias

Serd descrito aqui uma generalizacao fraciondria do método cldssico de Adams-Bashforth-
Moulton devido a sua eficiéncia em termos de memdria e tempo computacional (HO; YAN,
2022). Sera utilizado o software MATLAB por ser de facil utilizac@o e por j4 ter este método

implementado no programa.

O método generalizado de Adams—Bashforth—-Moulton, € um algoritmo numérico para
resolver um sistema de equagdes diferenciais ordindrias fraciondrias. Desse modo, considera-se
o problema de valor inicial de ordem nao inteira, sendo D;‘g a derivada fraciondria de Caputo de

ordem m — 1 < o < m, em que m € o menor inteiro maior que o

Di [y(®)] = f(t,y(t)), (3.10)

com valores iniciais,
(k) .k _
y™(0) = y5, k=0,1,....,m—1. (3.11)

€ possivel compor os operadores integral e diferencial de ordem nao inteira e assim,

transformar a equacgao (3.10) em uma integral de Volterra do segundo tipo:

m—1

W= thk 4 F(la) /t;(t P (7 y (7)) (3.12)
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Para o caso em que 0 < o < 1, assume-se que m = 1 e a equacao pode ser reescrita da
seguinte forma (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015; DIETHELM; FREED, 1998):

y(t) = yo + ! /t(t — 1) (7, y(7))dr. (3.13)

@to

Semelhante a constru¢ao do método cldssico, na versao fraciondria o método pode ser formulado
aproximando a integral de Volterra com o uso de uma quadratura apropriada. Para tanto, a regra
da quadratura trapezoidal se aplica melhor para a resolucao deste problema, a fim de que os nés

t;,comj=0,1,...,n+ 1, sdo determinados de acordo com a funcao (¢, ; — T)a_l, isto €,

tn+1 a—1 tn+1 a—1
[ (s — 1)  g(r)dr ~ / (toss = 7)° " gusa (7)d, (3.14)
"0

to
sendo ¢ o interpolador linear por partes para g, cujos nds sdo escolhidos em ¢;, com j =

0,1,--- ,n + 1. Com uso das técnicas padrao da teoria da geometria, o lado direito de uma

integral pode ser escrito como

tn41 a1 n+1
/75 (tnir = 7)" G (T)dT = Z ajni19 (), (3.15)
0 j=0
em que
tn41 a—
jns1 = /t (fosr =) G (7)dr, (3.16)
0
€

'rftj_l
tj*tj_17
ts -7

Gjmia(T) = L set; <T <t (3.17)

. .
ti+17t

0, caso contrario.

setj_ <71 <ty

No caso em que os nds sdo igualmente espacados, de passo h, com t; = t, + jh, entdo a

equacao (3.16) se reduz a

A (petl — (n—a)(n+1)*, sej=0,
g = § e T (el ) ’ (3.18)
(x(Z+1)’ sej=n+1.
Para 1 < j < n, segue que o valor a; ., € igual a
hﬂ - a+1 - a+1 \o+1
aj,n+1:m((n_3+2) —2n—j4+ 1) 4+ (n—7"), (3.19)

resultando na férmula de correcdo, que consiste em uma variante fracionaria do método de

Adams-Moulton de uma etapa:

1 m
Ym+1 = Yo + @ (Z am+1f (tj, Z/j) + Gnt1r1 f (tmﬂu y5+1)) ' (3.20)
j=0
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O preditor para determinar o valor de ", | ¢ apresentado a seguir. A estratégia utilizada

para generalizar o método de Adams-Bashforth de uma etapa € a mesma para a técnica de Adams-

Moulton, que consiste na substitui¢ao da integral do lado direito da equagao (3.13), por uma

quadradura conveniente. Neste caso, a regra da quadratura retangular € adotada:

t7n+1 a— m
/ (tm+1 - T) ' g<7>d7- ~ Z bj,oo+1g (tj) )
0 j=0

em que

tj+1 a— 1 @ o
bjoct1 = /t (tysr — 1) dr = o ((tmgr — 1) — (b — 1) ) 5

J

Se os nos sdo equiespacados, a expressao matemadtica se torna mais simples:

[

byoes = — ((n+1= )" = (0= j)°) .
O preditor y., , é, portanto, dado por:

1 n
y:+1 = Fi Z k+1f t]7y_]
7=0

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

que totaliza em todas as expressoes do algoritmo numérico desejado. Note que a versdo fraciondria

do método Adams-Bashforth-Moulton de uma etapa € completamente descrita pelas equagdes

(3.20) e (3.24).
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4 Modelagem Fracionaria na Linhagem
Celular MCF-7

A modelagem fraciondria tem sido apresentada em muitos trabalhos (EL-SAYED; EL-
MESIRY; EL-SAKA, 2007; MAINARDI, 1996; KURODA et al., 2017, VEERESHA; PRA-
KASHA; BASKONUS, 2017; KUMAR; DAS; ONG, 2021). Dentre aqueles utilizados para
estudar o cancer, Ahmed, Hashish e Rihan (2012) mostram um modelo de ordem fracionaria
com interacdo tumor-imune mediante dois mecanismos efetores imunes. Além disso, um modelo
de ordem nio inteira de crescimento tumoral e suas intera¢cdes com o sistema imune ¢ utilizado
em Arshad, Sohail e Javed (2015). Um ano depois, Arshad et al. (2016) investiga um modelo de
ordem fraciondria da resposta dos CTLs a uma populacdo crescente de células tumorais para
analisar o comportamento do tumor a longo prazo e as possiveis condi¢des para a sua erradicagao.
Com a derivada de Caputo-Fabrizio, Dokuyucu et al. (2018) modelam o uso da radioterapia no

tratamento da cancer.

A versao fraciondria de um modelo matemético pode ser encontrada através da substi-
tuicdo da derivada inteira por um derivada fracionaria de Caputo de ordem 0 < o < 1. Nesse
processo, as dimensoes e unidades inerentes ao modelo original sdo desbalanceadas e portanto,

requer devida aten¢do.

Ao substituir a derivada inteira por uma derivada fraciondria de Caputo de ordem 0 <
a < 1 para obter a versdo fraciondria de um modelo matematico, as dimensdes e unidades do
modelo original sdo desbalanceadas, tornando necessdria a devida aten¢do e cuidado na andlise
e interpretacdo dos resultados obtidos. Esse processo de conversdo € especialmente util em
sistemas que exibem comportamentos complexos e ndo-lineares, nos quais a adi¢do de uma

ordem fraciondria pode melhorar a precisio e a compreensao da dindmica do sistema.

d
Vale notar que o operador diferencial — tem dimenséo de tempo ™!

, em que o tempo é
analisado em dias. No entanto, uma vez que a modelagem fraciondria é alcangada, sua dimensao
se torna tempo”, sendo que o parametro arbitrario v, em que 0 < v < 1, caracteriza a estrutura

fraciondria do operador nio inteiro.

A auséncia desta preocupacao torna a descricdo do modelo menos precisa, € para manter

a consisténcia com a dimensionalidade dos parametros, € possivel introduzir um novo parame-
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tro 7 (GOMEZ-AGUILAR J.J. ROSALES-GARCiA; GUZMA4N-CABRERA, 2011), de forma
1 d

— tenha dimensdo

T dtY tempo

que . Assim, se v = 1, a expressao (4.1) retorna ao operador

d
derivativo ordindrio classico 7 sem perda de generalidade.
A vista do acima exposto, um modelo na versdo fraciondria com este procedimento
simples pode ser construido, que consiste na substitui¢do a derivada ordindria pelo operador de

derivada fraciondria e no acréscimo do parametro auxiliar 7 da seguinte forma:

d 1 a

— =
dt T dty

0<y< 1. 4.1)
Desse modo, a Equacdo (4.1) € dimensionalmente consistente se, € somente se, 0 Novo parametro
7 tem dimensao de tempo dado por dias.

Diante do acima exposto, € possivel fazer o ajuste dimensional incluindo o 7 na versao

fracionaria do modelo do crescimento tumoral mamario (2.2):

1 dT cET pTN?
-7 1-T/K) —
T dt <a+ 1+a1E+ﬁ1T2>( M)~ o v
peT?L
1+ agT? + Bl
1 &N psNT
— ¢C — fN — p,NT
ri g~ CCTIN RN T N . @2
1 &L sl T
- L L)(1-L/K —dL
=7 dtv <p4 Nt 4 >( /Kx) s+ T
1 &C
T pe

em que E(t) € dado por (2.1).

Ao fazer a verificacdo do ajuste dimensional, pode-se verificar que no sistema (4.2)
célula

ambos os lados da primeira equacao possuem a mesma dimensao dia enquanto que as demais,
célula “

dia.L~

Agora, multiplicando o fator 7'~ em ambos os lados das equacdes diferenciais fraciona-

possuem dimensao

rias foi obtido o seguinte sistema:
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AT ) cET pTN?

= T 1-T/K)—
a7 [ <a+1+a1E+61T2>( ) e T+ v

peT?L
1 + OéﬁT2 + BGL

d'N T psNT

= 7 eC — fN —p,NT
dt T IN =N T T Y BN ] @3
'L T sl ) T }

= — L L)(1-L/K —dL
dt” ’ _(p4 N+Oé4+[ ( / L>Oé5+T
ac
. T [a = pC]

em que E(t) € dado por (2.1).

As dimensoes sao verificadas novamente e constata-se que no sistema (4.3) os dois os

o B . _ célula ) B ) c€lula
lados da primeira equacao possuem dimensdo . Para as demais equagoes, obtém-se dial
ia.

ia
Portanto, as andlises dimensionais dos sistemas (4.2) e (4.3) comprovam a consisténcia das

unidades do modelo. Mais informagdes sobre a andlise dimensional e as unidades dos parametros

podem ser encontradas no Apéndice A.

Assim, serd utilizado o modelo (4.3) como a versao fraciondria para fins de simulacgao.

4.1 Analise de Estabilidade

A estabilidade é um aspecto essencial da andlise de um sistema dinamico. Um sistema
linear de ordem inteira e invariante no tempo € considerado estdvel se as raizes do polindmio
caracteristico, denominado de polos, sdo negativas ou tém partes reais negativas se forem conju-
gados complexos. Isso indica que a estabilidade fica localizada no semiplano esquerdo do plano
complexo. Entretanto, diferente de um sistema linear ordindrio, a regido de estabilidade de um
sistema linear fraciondrio tende a incluir todo o plano complexo (CAMPOS, 2019). Ademais, o
uso de derivadas fraciondrias pode alterar ou manter a estabilidade em modelos de ordem inteira

quando analisada a ordem nao inteira (SILVA, 2020).

Apesar de muitas contribui¢des e intensas pesquisas, a estabilidade de sistemas de ordem
ndo inteira continua sendo um problema em aberto e a andlise da localizacdo dos polos ainda é,
em geral, uma tarefa desafiadora (SABATIER; MOZE; FARGES, 2010). Dentre os critérios que
foram propostos para sistemas fraciondrios, o primeiro a ser desenvolvido e 0 mais conhecido

dos resultados € o teorema de estabilidade de Matignon (1996) apresentado a seguir:

Teorema 4.1. (MATIGNON, 1996) Considere o seguinte problema de valor inicial de ordem

fraciondria, com ~y € [0,1):
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cDx(t) = flz,y 2 w)

cDyt) = glry,zw)

cDz(t) = h(z,y, z,w) : (4.4)
cDw(t) = i(x,y,z,w)

2(0) = xo,  y(0) = yo, 2(0) = 29, w(0) = 1wy

Um ponto de equilibrio deste sistema é localmente assintoticamente estavel se, todos os

autovalores )\ da matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio, satisfazem que

larg(\)| > 77” (4.5)

Antes de aplicar o Teorema (4.1), um ponto £, pode ser encontrado ao igualar a zero

cada taxa de variacao no modelo (4.3). Assim, obtém-se:

ex (6%
E,=(I'N,L,C)=(0,—,0,—],
o= ) (f B)

que € o ponto de equilibrio livre de doenca.

Seja C), = 5- Entdo, N, = 6(;” € obtido. Logo, a matriz jacobiana de £, € dada por:
_ N2 -
a— 3 +;2§/5 0O 0 O
— p3Np
J(E)=| PNty —f 0 e (4.6)
Paf s 0 —d 0
0 0 0 -—-p
Associado ao ponto de equilibrio livre do tumor E,, tem-se o polindmio caracteristico
(—d =N (=N2p+a (N2B+ 1) = A (N2B, +1)) (=f = V) (=B —14) .
NgﬁQ +1 '
Desse modo, os seguintes autovalores sdo obtidos:
A= —p, 4.7)
Ay = —d, (4.8)
As =—f, (4.9)
N2
AN o=a— D (4.10)
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Agora, o Teorema (4.1) € aplicado para cada autovalor da matriz Jacobiana, avaliada no ponto de

equilibrio Ej. Sejam os trés primeiros autovalores dado por A\;,em que 1 <7 < 3.Se o > 0 tal

que \; = —o, entao
larg(\)] = 7 > g 1<i<3, 4.11)
mostrando o que se pretendia.
2
Disso, para o autovalor \,, se a < #, entdo
p 4 I BQNI?
larg(\))| = 7 > g 4.12)

e portanto, F, € assintoticamente estdvel de acordo com o Teorema (4.1). Caso contrdrio, A\, se

torna um nimero real e positivo, de forma que | arg(A,)| = 0. A vista disso, ndo houve alteragdes

na estabilidade do ponto de equilibrio livre de tumor ao utilizar a derivada fraciondria.

4.2 Resultados e Discussao

Os comportamentos do modelo de ordem nao inteira (4.3) foram simulados numerica-
mente usando o Método de Adams Bashforth-Moulton Generalizado para Equacdes Diferenciais
Fraciondrias apresentado na Se¢do 3.2. O método numérico baseia-se no sentido de Caputo para
derivada fraciondria e foi considerado o passo & = 00,0001, 0 < v < 1 e valores de parametros
na Tabela 2. Assim como no modelo de ordem inteira de (WEI, 2019), quatro cenérios foram
considerados: um sistema imune sauddvel (Subse¢do 4.2.2), a influéncia do efeito da citotoxici-
dade de CTL (Subsecdo 4.2.3), um individuo com linfopenia de células NK (Subse¢do 4.2.4), um
sistema imune enfraquecido (Subsecdo 4.2.5) e por fim, o efeito do estradiol (Subsecao 4.2.6).

Para cada cendrio, foram considerados diferentes casos particulares.

Através da modelagem fraciondria foi possivel realizar uma comparagdo da ordem inteira
~v = 1 e ordens fraciondrias, simulando diversas situacdes a fim de analisar a dindmica das células
tumorais sob a acdo do sistema imune. Quando se trata de cancer, uma dificuldade identificada é
encontrar dados veridicos em pacientes. Entdo, o presente estudo baseou-se em conhecimentos

de trabalhos ja desenvolvidos e de estudos que representem os comportamentos obtidos.

4.2.1 Parametros e Condic¢oes Iniciais

Aqui serdo apresentadas as condicdes iniciais e os valores de alguns parametros utilizados
nas simulagdes computacionais. Considerando que cada cendrio apresenta casos particulares
distintos, € necessdrio realizar alteracdo do valor de alguns parametros da Tabela 2 para a anélise
de determinados cendrios. Os demais parametros podem ser consultados na Tabela 2, enquanto
os parametros que foram alterados e as condicdes iniciais utilizadas foram organizadas na Tabela
3.
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Tabela 3 — Valores das condi¢des iniciais e diferentes valores de certos parametros.

Sistema Imune Saudavel

(T, No, Lo, Co) Pardametros
Caso I (10°,4 x 10%,0,4 x 10%) Tabela 2
Caso II (2 x 105, 4 x 10%,0,4 x 10?) Tabela 2
Caso 111 (4 x 10°4 x 10%,0,4 x 10?) Tabela 2
CasoIV (2 x 10° 4 x 10%,4 x 107,4 x 10°) Tabela 2
Citotoxicidade do CTL
(Tb, No, Lo, Co) Parametros
Caso I (4 x 10%,4 x 10%,0,4 x 10?) ps = 4 x 1073 e Tabela 2
Caso II (3 x107,4 x 10%,0,4 x 10?) ps = 2,04 x 1072 e Tabela 2
Linfopenia de NK
(Tb, No, Lo, Cp) Pardametros
Caso I (2 x 10,8 x 107,0,4 x 10°) Tabela 2
Caso 11 (10°,8 x 107,0,4 x 10%) Tabela 2
Caso 111 (2 x10°,2 x 107,0,4 x 10?) Tabela 2
Sistema Imune Enfraquecido
(Tb, No, Lo, Co) Pardametros
a=1,575 x 107,
5 ; 0 e=28,32x 1074,
Caso I (2 x10°,5 x 107,0,4 x 10?) Do =3 %107
e Tabela 2
a=1,575 x 107,
; . . e=28,32x 107",
Caso 11 (10°,5 x 107,0,2,5 x 10?) Dy =3 %10
e Tabela 2
a=1,575 x 107,
] . . e=28,32x 107",
Caso III (2 x 10%5 x 107,0,2,5 x 10%) e =3 %107
e Tabela 2
a=1,575 x 107,
] ; . e=8,32x 107",
Caso IV (4 x 10%5 x 107,0,2,5 x 10%) Dy = 3% 107
e Tabela 2
Efeito do E2
(Tb, No, Lo, Co) Pardmetros
Caso 1 (10°,4 x 10%,0,4 x 10?) Tabela 2
Caso II (2 x 1054 x 10%,0,4 x 10?) Tabela 2
Caso 111 (4 x 10°4 x 10%,0,4 x 10?) Tabela 2
Caso IV (2 x 10°,4 x 10%,0,4 x 10?) Tabela 2
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4.2.2 Sistema Imune Saudavel

Muitos estudos in vitro mostraram que as células do sistema imunolégico sdo capazes
de matar rapidamente as células tumorais (HELLSTROM; HELLSTROM, 1974; AMES et al.,
2015). Os tumores expressam antigenos e, geralmente, os CTLs sdo capazes de reconhecer a
presenca de tais antigenos no corpo. Ha evidéncias de os CTLs podem eliminar tumores pequenos
(VACCA et al., 2018; IDREES; SOHAIL, 2021). As células NK também desempenham uma
funcao crucial na supressao do tumor em estdgios iniciais. Sendo assim, € provavel que o sistema
imunoldgico elimine certos tumores antes mesmo de serem descobertos (ROBERTSON-TESSI;
EL-KAREH; GORIELY, 2012).

4.2.2.1 Casol

No primeiro experimento numérico, assume-se, com base em Wei (2019), que o tumor
escapou da vigilancia imunoldgica e cresceu até atingir um nivel populacional de 7'(0) = 10°
células, que tem um tamanho de 2 mm de didmetro. Supondo que esta seja a primeira resposta

imune contra o tumor, ndo deve haver células efetoras nos graficos apresentados a seguir, isto &,
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Figura 8 — Tumor de 10° células e populagdo de células imunes saudédveis com valores de para-
metro listados na Tabela 2 e condicoes iniciais dadas na Tabela 3.

¢ possivel ver que as Figuras 8(a) e 8(b) mostram que as células NK atuam como linha de
frente da defesa no combate ao cancer e sdo capazes de erradicd-lo completamente para v = 1,
retratando a fase de eliminacao da imunoedicdo do cancer e representando o ponto de equilibrio

livre do tumor.
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Para menores ordens de derivada, a Figura 8(a) apresenta um cendrio em que o tumor
diminui de forma mais lenta e, no periodo de 90 dias, nao vai para zero conforme o de ordem
inteira. O mesmo ocorre de forma similar com os CTLs na Figura 8(c), que ficam em torno de
10* células/L e ndo se encaminham para zero, visto que ndo houve a eliminagio tumoral. Mesmo
assim, pode-se notar que a populagdo de CTLs e NK cresce rapidamente no inicio, fazendo as
células tumorais diminuirem para um nivel populacional de cerca de 10 a 10* células, isto é, um
tumor menor que 1 mm de didmetro. Este tumor microscépico pode permanecer em um estado

assintomadtico, nao detectdvel e oculto ao longo da vida de uma pessoa.

H4 evidéncias clinicas e experimentais que sugerem que muitos tumores humanos po-
dem persistir por longos periodos de tempo como lesdes microscépicas que estdo em estado
de dorméncia e nunca progridem para se tornarem invasivos. Este fendmeno ¢ denominado

cancer sem doenca, onde o tumor em questdo permanece pequeno € aproximadamente constante
(FOLKMAN; KALLURI, 2004; FEHM et al., 2008).

A respeito da Figura 8(d), € possivel observar que a populacdo de WBCs aumenta a medida
que a ordem da derivada aumenta. Esse crescimento pode indicar uma resposta imunoldgica

contra algum agente infeccioso ou patolégico.

4.2.2.2 CasolIl

Assim como no trabalho de Wei (2019), supde-se neste caso que um tumor crescerd até

um nivel populacional de 2 x 10° células, se o sistema imune néo for ativado contra ele.
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Figura 9 — Tumor de 2 x 10° células e populagdo de células imunes sauddveis com valores de
parametro listados na Tabela 2 e condi¢des iniciais dadas na Tabela 3.
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As Figuras 9 de (a) a (d) mostram que o modelo de ordem fraciondria ndo apresentou
diferenca significativa nos fendmenos biolégicos apresentados no modelo de ordem inteira. O
tumor de 2 x 10° células, que corresponde a um tamanho inferior a 3 mm de diAmetro, diminui
para uma densidade populacional menor que 6 x 10° células, o que indica um tumor menor que 2
mm de didmetro. Um tumor com esse tamanho é considerado microscépico e estavel (WEI, 2019;
NAUMOV; AKSLEN; FOLKMAN, 2006). Dessa forma, um sistema imunoldgico saudavel é
capaz de controlar o tumor e a sua dorméncia pode resultar de um equilibrio entre a resposta

imune e o crescimento do tumor, representando a segunda fase da imunoedi¢ao do cancer.

Quando o sistema imunolégico estd lutando contra um tumor, o nimero de células NK
diminui inicialmente, conforme mostrado na Figura 9(b). Como ndo houve eliminacao tumoral, a
Figura 9(c) ilustra que a populagdo de CTLs ndo diminuem e nio se encaminham para zero. Na
Figura 9(d), os WBCs crescem ao passo que a ordem da derivada aumenta. Esse comportamento

¢é parecido neste e nos proximos dois cendrios, mesmo com as varia¢cdes no tamanho do tumor.

4.2.2.3 CasoIIl

Para este caso, o sistema imunolégico também ndo foi ativado contra o tumor e cresceu

até um tamanho maior de 3,2 mm de didmetro, que corresponde a 4 x 10° células (WEI, 2019).
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Figura 10 — Tumor de 4 x 10° células e populagdo de células imunes saudédveis com valores de
parametro listados na Tabela 2 e condi¢des iniciais na Tabela 3.

As Figuras 10 de (a) a (d) exibem um caso de um sistema imunolégico saudavel que niao
é capaz de controlar o tumor em questdo. Na Figura 10(a), a derivada de ordem y = 1 mostra

que o tumor eventualmente crescerd até a sua capacidade de carga, isto €, convergird para o seu
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tamanho médximo que o mesmo pode atingir com os nutrientes disponiveis e para menores ordens

de derivada, o crescimento das células cancerigenas para o valor de suporte ¢ mais devagar.

Segundo Varalta, Gomes e Camargo (2014), todos os modelos logisticos usuais t€ém a
desvantagem de se encaminharem para a capacidade de suporte mais rdpido do que o desejado.
Por outro lado, é uma das vantagens do modelo logistico fraciondrio, visto que ao passo que a
ordem da derivada diminui, a quantidade de convergéncia para a capacidade de suporte torna-se
mais lenta. € possivel que essa desaceleracdo apresentada na Figura 10(a) esteja relacionada com

o termo logistico presente no modelo em questao (4.3).

As Figuras 10(b) e 10(c) mostram que tanto para a ordem inteira quanto para a fraciondria,
as células NK permanecem em um nivel baixo apds o tumor atingir sua capacidade de carga e os
CTLs sao incapazes de suprimir o tumor, o que significa que tratamentos complementares, como
quimioterapia ou imunoterapia, sdo essenciais para o tratamento da doenca (IDREES; SOHAIL,
2021). € possivel que esta etapa represente a a fase de escape da imunoedicao do céncer, que se

refere ao crescimento do tumor ao adquirir habilidades que impedem o ataque do sistema imune.

4224 CasolV

As simulagdes deste caso serdo analisadas para a segunda resposta imune. Supde-se a
condigdo inicial L(0) = 4 x 107, que equivale aproximadamente 6% da populacao total de CTLs
no pico. Além disso, € analisado o comportamento de um tumor de tamanho inferior a 3 mm de

didmetro, que possui um nivel populacional de 2 x 10° (WEI, 2019).
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Figura 11 — Segunda resposta imune contra um tumor de 2 x 10° células. Valores de pardmetro
listados na Tabela 2 e condic¢des iniciais dadas na Tabela 3.
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Como visto no caso anterior (ver Figura 10(c)) e na Figura 11(c), a populag¢do de CTL
atinge um nivel muito elevado no inicio, com 6,4 x 10® células/L (WEI, 2019). Desse modo, a
segunda resposta imune mostra que para menores ordens de derivada, a eliminacdo do tumor na
Figura 11(a) ndo € observada e, consequentemente, os CTLs nao se encaminham para zero com o
passar do tempo, conforme a Figura 11(c). O tumor diminui para um nivel populacional de cerca
de 10" a 10 células, que corresponde a um tumor microscépico inferior a 1 mm de didmetro.
De maneira similar as Figuras 11 de (a) a (d), observa-se a populagao de células tumorais nao
estd aumentando, nem diminuindo significativamente. Isso sugere que as células imunes estao

inibindo a expansdo do tumor, o que caracteriza a dorméncia tumoral.

Portanto, as simulacdes expostas na Figura 8(a)-(d) mostram que na primeira resposta
imune, um tumor € eliminado quando v = 1 e ao diminuir a ordem da derivada, o tumor nao é
erradicado completamente. Na Figura 9(a)-(d), o tumor € controlado e ao comparar as ordens
de derivada, ndo € possivel encontrar diferencas significativas. O crescimento do tumor no caso
apresentado pelas nas Figuras 10(a)-(d) revela que para menores ordens de derivada, o tempo

para alcangar seu tamanho maximo € mais demorado.

De acordo com Varalta, Gomes e Camargo (2014) e Rodrigues (2011), o crescimento
tumoral mais lento € consistente com os dados experimentais em alguns casos. Quanto a segunda
resposta imune, a Figura 11(a)-(d) indica que o sistema imunolégico normal é capaz de controlar
um tumor maior do que o tumor que um sistema imune pode eliminar na primeira resposta. Além
disso, nas Figuras 8(a)-(d) e 11(a)-(d), observa-se que as curvas ndo se encaminham para o ponto

de equilibrio livre de tumor, como no caso em que v = 1.

Segundo Wei (2019), o modelo de ordem inteira mostra que sistema imunolégico sauddvel
exibe multiestabilidade. Sdo trés equilibrios localmente estaveis: o equilibrio livre de tumor na
Figura 8(a), o equilibrio representando um tumor microscépico 9(a) e o equilibrio representando
um tumor grande 10(a). Os fendmenos se assemelham as trés fases da imunoedi¢do do céincer:

eliminagdo, equilibrio e escape do tumor, respectivamente.

4.2.3 O Efeito da Citotoxicidade do CTL

O trabalho de Wei (2019) exibe valores dos parametros pg, o € 3, ajustados aos dados
in vitro e fornecem citotoxicidade relativamente forte de CTLs contra células tumorais, em
contraste com os dados in vivo. O escape tumoral é uma estratégia chave para a sobrevivéncia e
desenvolvimento do cancer, evitando o reconhecimento e o ataque do sistema imunoldgico. Dentre
os diversos mecanismos de escape imune do tumor, a secre¢do de agentes imunossupressores
inativa os CTLs, os enfraquecendo e inibindo suas func¢des para diminuir a tolerancia imunolégica
das células tumorais (JIANG et al., 2019).

Os tumores também podem induzir a expressao de moléculas imunossupressoras ou seus

receptores, conhecidos como checkpoints imunoldgicos, que inibem a atividade efetora dos CTLs
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(JIANG et al., 2019). Assim, a supressao imunolédgica pode ser revertida e a fungdo do sistema
imunoldgico restaurada pelo bloqueio de certos pontos de controle regulatérios, que se tornou o

foco principal da imunoterapia nos tltimos anos.

A terapia de transferéncia de células adotivas (ACT) confere a ativacdo dos CTLs para
provocar uma forte resposta imune antitumoral (PARSONIDIS; PAPASOTIRIOU, 2022). Na
ultima década, uma nova classe de agentes anticancerigenos chamados inibidores de checkpoints
imunoldgicos surgiu com o potencial de aprimorar o tratamento de um amplo espectro de canceres.
Esses receptores inibitorios, como CTLA-4 e PD-1/PD-L1 também podem aumentar a resposta

imune contra o cancer e superar a disfun¢do imunoldgica (FRANZIN et al., 2020; WEI, 2019).

A fim de analisar se a citotoxicidade dos CTLs tem influéncia significativa na inibicao do
tumor, considera-se diferentes valores para ps, um parametro associado a atividade de morte dos

CTLs e pode ser usado como um indicador da forca da citotoxicidade dessas células.

4.2.3.1 Casol

No primeiro caso desta subseg¢io, considera-se p; = 4 x 10~% (WEI, 2019), que representa
o dobro da forga citotéxica exposta na Tabela 2. Além disso, um tumor de 4 x 10° é avaliado,
isto €, 3,2 mm de didmetro (WEI, 2019).
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Figura 12 — Tumor de 4 x 10° células sob influéncia da citotoxicidade dos CTLs, com valores de
parametro e condi¢des iniciais dadas na Tabela 3.

Para menores ordens de derivada, as Figuras 12 apresentam que ndo ha a eliminagdo
tumoral com o passar do tempo e, consequentemente, a populacao de células CTLs ndo vai para

zero conforme a de ordem inteira v = 1. Quando o sistema imune reconhece a presenga do tumor,
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as células NK se envolvem em uma batalha contra as células tumorais e promovem a ativacao de
fun¢des efetoras de outras células inatas e adaptativas. As células NK também podem moldar
respostas imunes adaptativas com outras células imunes, como os CTLs (ZHANG; HU; SHI,
2020). Na Figura 12(c), observa-se a fase de expansao dos CTLs ap6s sua ativagcdo, durante a
qual o crescimento de um tumor de 4 x 10° células na Figura 12(a) pode ser controlado e contido
em um nivel celular de cerca de 10% a 10°.

4.2.3.2 Casoll

No segundo experimento numérico a seguir, uma forca citotoxica maior de ps = 2,04 X

1072 e um tumor maior de 3 x 107 células é considerado (WEI, 2019).
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Figura 13 — Tumor de 3 x 107 células sob influéncia da citotoxicidade dos CTLs com valores de
parametros e condi¢des iniciais dadas na Tabela 3.

Conforme mostrado na Figura 13(a)-(d), para menores ordens de derivada, este caso exibe
que o sistema imune é capaz de controlar o crescimento de um tumor de 3 x 107 células, ou seja,
de 6 mm de diametro. No inicio, € possivel notar que a populacio de células NK decresce quando
0 sistema imune estd combatendo o tumor e apds a expansdo dos CTLs, hd uma diminui¢cao
do tumor para aproximadamente 10° a 10* células. Para a ordem de derivada v = 1, o tumor é

eliminado de forma semelhante a Figura 13(a), que representa a situacdo descrita pelo ponto de
equilibrio livre de tumor.

Ao analisar a forca da citotoxicidade dos CTLs nas simulacdes acima, € possivel notar
que paray = 1, um tumor de 3,2 mm de didmetro é completamente eliminado, conforme a Figura

12(a). Ao diminuir a ordem da derivada, € possivel observar o controle do crescimento tumoral, o
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que ndo ocorre na Figura 10(a)-(d) quando considera-se um sistema imune sauddvel e um tumor
de mesmo tamanho, pois neste caso, o tumor € totalmente eliminado. O mesmo acontece para um
tumor de 6 mm na Figura 13(a), sendo reduzido para um tumor microscépico e estavel menor
que 1 mm. Diferente do modelo fracionédrio, o modelo de ordem inteira deste cendrio mostra
que hd uma convergéncia para o ponto de equilibrio livre de tumor, isto €, todos os casos deste

cendrio representam o estado livre de tumor.

4.2.4 Linfopenia

As taxas de sobrevivéncia de pacientes com cincer podem ser afetadas por uma série de
varidveis, algumas das quais estdo relacionadas ao tumor e ao préprio paciente, enquanto outras
estdo relacionadas mais diretamente ao tipo e qualidade do tratamento que recebem. Pacientes
com cancer avancado frequentemente apresentam linfopenia, caracterizada por um nimero
anormalmente baixo de linfécitos na corrente sanguinea. Essa condi¢do estéd entre os fatores
progndsticos mais negativos para varios tipos de cancer (LISSONI et al., 2005). A linfopenia
pode ser um parametro associado com a sobrevivéncia, bem como um mecanismo bioldgico que
estimula a progressao do tumor (RAY-COQUARD et al., 2009).

Estudos demonstram que as células NK sdo capazes de exercer influéncias antivirais e
anticancerigenas. Ebbo et al. (2016) encontraram uma correlagdo entre linfopenia de células NK
e infec¢des bacterianas invasivas, no entanto, nenhuma associagao foi observada para neoplasias.
Outras pesquisas mostraram que os tumores invasivos desenvolvem-se preferencialmente em
camundongos deficientes em células NK (DEWAN et al., 2005; DEWAN et al., 2007). Além dos
mecanismos da linfopenia em individuos com cancer permanecam desconhecidos, € provavel
que sejam multifatoriais (RAY-COQUARD et al., 2009).

Um paciente com linfopenia de células NK grave ou leve tem uma contagem de células
NK < 5 x 107 células/L ou 5 — 9 x 107 células/L, respectivamente. Dos 457 pacientes, dados
obtidos em um grupo composto por 145 adultos saudaveis revelam que 5% tém contagens de
células NK abaixo de 6,3 x 10° células/L, sugerindo que mesmo uma pessoa saudavel pode ter
linfopenia grave de células NK (EBBO et al., 2016). Assim como Wei (2019), as baixas contagens

de células NK assumidas nessas simulacdes sao consideradas tempordrias.

4.2.4.1 Casol

Nas simula¢des a seguir, foi analisado um caso de linfopenia leve. Para isso, uma contagem
mais baixa de células NK de 8 x 107 células/L e um tumor que se desenvolveu até alcangar uma
populagdo de 2 x 10° células € considerado para avaliar se uma redu¢do no niimero de células

NK no sangue influencia no crescimento do tumor.
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Figura 14 — Tumor de 2 x 10° células e populagdo de células imunes com linfopenia leve de NK.
Condicdes iniciais dadas na Tabela 3.

As Figuras 14 de (a) a (d) exibem um caso em que o sistema imune € capaz de controlar
o tumor ao considerar menores ordens de derivada. Pode-se observar que hd uma desaceleracao
da elimina¢do de um tumor que possui um tamanho de 1 mm de didmetro. Para v = 1, pode-se
notar na Figura 14(a) que o tumor € eliminado antes do décimo dia e para ordens fraciondrias,
nao h4 a eliminacao em 90 dias. O tumor diminui para um nivel populacional em torno de 10

células, considerado um tumor microscopico e estavel.

Referente aos CTLs na Figura 14(c), a populac@o nao tende a zero visto que nao houve a
erradicacdo do tumor. A medida que a ordem da derivada diminui, pode-se observar nas Figuras
14(b) e 14(d) que o crescimento das células NK e WBCs € mais lenta, no entanto, ndo apresentam

diferencas considerdveis entre os modelos de ordem inteira e fraciondria.

4242 Casoll

O experimento numérico subsequente assume um tumor que atingiu uma populacio de
10° células e ainda serd considerado um caso de linfopenia leve de células NK. Assim como nas

Figuras 14 de (a) a (d) do caso anterior, uma contagem mais baixa de células NK de 8 x 107
células/L € considerada (WEI, 2019).
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Figura 15 — Tumor de 10° células e populagdo de células imunes com linfopenia leve de NK.
Condicdes iniciais dadas na Tabela 3.

A Figura 15(a) mostra que ndo houve erradicacao do tumor tanto para a ordem inteira
quanto para as ordens fraciondrias. O sistema imune consegue apenas controlar o crescimento de
um tumor de cerca de 2 mm de diametro, ndo sendo capaz de elimind-lo completamente como
um sistema imunolégico sauddvel faria. Na Figura 8(a), € possivel observar que, no cendrio com
um sistema imunolégico saudavel, houve uma redugdo significativa do tamanho do tumor antes
do quinto dia. Em contrapartida, no cendrio com linfopenia de NK, a reduc¢ao s6 foi obtida apds

o quinto dia, indicando uma resposta imunoldgica mais lenta e menos eficaz.

Durante a luta do sistema imunoldgico contra o tumor, hd uma reducao inicial no nivel
populacional de células NK e um aumento na populacdo de CTLs, como mostrado na Figura
15(b) e Figura 15(c), respectivamente. Relativo as populacdes imunes, ndo ocorreu diferencgas

significativas entre os resultados ordem v = 1 e menores que v = 1.

4.2.4.3 Casolll

Ao contrério dos outros casos discutidos anteriormente, as figuras a seguir representam
uma situagdo de um tumor de 2 x 10° células e sistema imunoldgico de linfopenia grave de NK,

com uma contagem mais baixa de células NK de 2 x 107 células/L.
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Figura 16 — Tumor de 2 x 10° células e populacdo de células imunes com linfopenia grave de
NK. Condic¢des iniciais dadas na Tabela 3.

A Figura 16(a) mostra que, quando diminuida a ordem da derivada, € possivel observar
um caso de decrescimento tumoral mais lento até atingir um nivel populacional de 10 células,
nao havendo a eliminacdo de um tumor de 1 mm de didmetro em um periodo de 90 dias. Em
decorréncia disso, a populagdo de CTLs ndo tende a zero como visto na Figura 16(c). Em relagdo
as Figuras 16(b) e (d), ndo houve mudangas relevantes nestas populagcdes de células imunes ao

diminuir a ordem da derivada.

Dessa maneira, as Figuras 14 de (a) a (d) exibiram um caso em que um sistema imune
com linfopenia leve € capaz eliminar um tumor de 1 mm quando v = 1 e quanto menor a ordem
da derivada, maior serd o controle do tumor. J4 as Figuras 15 de (a) a (d) mostram que o tumor
de um individuo com linfopenia leve é controlado tanto para as ordens de derivada menores que
um quanto iguais a um. Para um individuo com linfopenia grave apresentado na Figura 16(a)-(d),
o tumor de 1 mm € eliminado para v = 1 e controlado para valores menores de ~y. Deste caso,
pode-se sugerir a mesma hip6tese referente a Figura 10(a) de que a desaceleracio do crescimento

do tumor esteja relacionada com o termo logistico do modelo proposto em (4.3).

4.2.5 Sistema Imune Enfraquecido

A contagem de glébulos brancos (WBC), um biomarcador inflamatério, demonstrou ser
um preditor ttil de doencas e infec¢des, de forma a enfraquecer o sistema imune (JEE et al., 2005).
Alguns estudos encontraram uma correlacao entre contagem de leucdcitos e doengas cardiovas-
culares, bem como mortalidade por cancer (MADIID et al., 2004; LEE et al., 2006). Além disso,

determinados estudos constataram que um sistema imunolégico enfraquecido aumenta o risco de
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cancer em populacdes imunocomprometidas (COBUCCI et al., 2012; BODELON et al., 2009).
Conforme Jee et al. (2005), pacientes com contagem de leucécitos abaixo de 5 x 10? tinham um
risco maior de morrer de cancer do que aqueles com contagem de leucécitos de 5 — 8 x 10°.
No entanto, hd poucas pesquisas conclusivas sobre a existéncia de uma associag@o entre a baixa

contagem de leucdcitos.

As condicdes que podem causar baixa contagem de leucdécitos incluem doencas infeccio-
sas, anemia, quimioterapia, drogas, displasia esplénica, defeitos congénitos ou danos a medula
o0ssea (LAWRENCE, 1957). Baseado em Wei (2019), supde-se nas simulagdes subsequentes
uma contagem de leucdcitos em equilibrio e uma contagem de células NK em equilibrio abaixo
dos intervalos normais. O parametro « estd relacionado com a taxa de producgdo de leucdcitos.
Assume-se que o parAmetro o = 1,575 x 107 tem uma contagem de leucdcitos de equilibrio
de o/ = 2,5 x 10° e de acordo com estudos clinicos, a contagem de 2,5 x 10? é considerada

baixa.

Valores diferentes sdo atribuidos ao parimetro e = 8,32 x 10*, que indica a fragdo
de leucdcitos que se tornam células NK, e o nimero de células NK em equilibrio na auséncia
de tumor passa a ser 5 x 107 células/ L, que € inferior as quantidades normais. Além disso,

considera-se p, = 3 x 107°, 0 que representa uma menor ativacio na reposta imune dos CTLs
(WEI, 2019).

4.2.5.1 Casol

Um tumor de 2 x 10° células, isto é, de tamanho de 1 mm é considerado (WEI, 2019).
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Figura 17 — Tumor de 2 x 10° células e populagdo de células imunes enfraquecidas usando valores
de parametro e condicdes iniciais, dados na Tabela 3.
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Na Figura 17(a), a medida que a ordem da derivada fraciondria diminui, o processo de
decaimento das células tumorais torna-se mais lento. Desse modo, um sistema imunolégico com
baixa contagem de leucdcitos e baixa contagem de células NK consegue controlar um tumor
com um nivel populacional inicial de 2 x 10° células, ndo havendo sua completa elimina¢do em
90 dias. O tumor diminui e permanece em um nivel populacional em torno de 10 células, isto &,
menor que 1 mm de didmetro. Em vista disso, os CTLs também nao convergem para zero no

modelo fracionario.

No decorrer da resposta imunoldgica ao tumor, observa-se uma redugdo das células NK
na Figura 17(b) e um aumento dos CTLs na Figura 17(c). Diferente dos outros cendrios, este

caso apresentou um decrescimento da populacdo de WBCs, como ilustrado na Figura 17(d).

4.2.5.2 Casoll

Para as figuras a seguir, os mesmos parametros «, e e p, considerados no caso anterior,
vao ser empregados, indicando um sistema imune enfraquecido. Além disso, um tumor de 10°
células € avaliado (WEI, 2019).
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Figura 18 — Tumor de 10° células e populacédo de células imunes enfraquecidas usando valores
de pardmetro e condi¢des iniciais, dados na Tabela 3.

As Figuras 18 ilustram que um sistema imunoldgico enfraquecido é capaz de controlar
um tumor de cerca de 2 mm de tamanho. Na figura 18(a), quanto menor a ordem da derivada
fraciondria, menor o valor de pico do tumor até aproximadamente o 13° dia. Porém, tanto a
populacao tumoral quanto as demais populagcdes, nao houve diferengas relevantes ao diminuir a

ordem fracionadria.
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Ao comparar as Figuras 18(a) e 8(a), em que ambos possuem o mesmo tamanho de tumor,
¢ evidente a influéncia considerdvel da resposta imunoldgica no controle do crescimento tumoral.
€ possivel notar que o sistema imunolégico enfraquecido controla o tumor de forma menos efetiva
do que o sistema imunolégico sauddvel. O mesmo pode ser feito com um caso de um sistema
imune com linfopenia, ilustrada na Figura 14(a) que, apesar de sutil, € possivel notar que a acao

do sistema imunolégico enfraquecido no crescimento tumoral € mais evidente.

4.2.5.3 Caso III

No experimento numérico das figuras a seguir, é avaliado um tumor maior de 2 x 10°

células (WEI, 2019), com os mesmos parametros utilizados anteriormente.

10°
—_ 1 . ]
@ v =0.90 5
E ---7 =094 L w2 0.90|
8 —~v=098 © ---y=0.94
= —=1 S —~=0.98| 1
Z
— =1
102
] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 ] 10 20 30 40 50 60 70 80 90
t (dias) t (dias)
(a) (b)
J ook ]
g ] -
% 1 3
=] ] 3
ol i O L
s e 7=0.90 £ 7=0.90
— 10 ---y=0.94] ®] v =0.94
—~=0.98[] 4 =0.98
i —=1 7 —=1
0 ‘ 10 ‘ ‘ ‘ ‘ :
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
t (dias) t (dias)
(©) (d)

Figura 19 — Tumor de 2 x 10° células e populagdo de células imunes enfraquecidas usando valores
de parametro e condicdes iniciais, dados na Tabela 3.

Nas Figuras 19 de (a) a (d), ao contrério do que acontece para a ordem de v = 1, que
mostra o crescimento de um tumor de 2 x 10° células até atingir a sua capacidade de carga, para
ordens menores que v = 1 o tumor cresce e depois decresce, permanecendo em um tamanho de
menos de 2 mm de didmetro. O contrario acontece na Figura 19(b). Enquanto a populacdo de
células NK diminui no inicio e aumenta até um valor constante quando considera-se v = 1, ha

um crescimento inicial seguido de um decrescimento para valores menores que +.

Relativo as outras populacdes, ndo foram observadas diferencas significativas entre a

ordem inteira e as fracionarias.
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4.2.54 CasolV

Seguindo a sequéncia de tamanho usada no cendrio apresentado em 4.2.2, outra simulagdo

¢ inserida, supondo um tumor de 4 x 10° células, isto €, de tamanho de 3,2 mm de didmetro.
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Figura 20 — Tumor de 4 x 10° células e populagdo de células imunes enfraquecidas usando valores
de pardmetro e condi¢des iniciais, dados na Tabela 3.

Quando um tumor tem um tamanho de 3,2 mm de didmetro, as Figuras 20 mostram que
o sistema imune enfraquecido ndo consegue controla-lo. O tumor eventualmente cresce até sua
capacidade de carga e quando diminuida a ordem da derivada, este crescimento acontece de forma
mais lenta. Assim que o tumor atinge a sua capacidade de carga, a populagdo de NK permanece
em um nivel populacional baixo. Para ordens derivadas mais baixas no cendrio anterior, o sistema
imunoldgico ainda era capaz de controlar o tumor, porém esse controle foi perdido quando um

tumor maior foi considerado.

Portanto, as Figuras 17(a)-(d) e 18(a)-(d) mostraram que um sistema imune enfraquecido
atuou de forma muito semelhante ao cendrio de um individuo com Linfopenia de células NK,
conforme exposto nas Figuras 14(a)-(d) e 15(a)-(d). Na Figura 19, enquanto o sistema imunoldgico
enfraquecido perdeu o controle do crescimento de um tumor de cerca de 2 mm quando v = 1, este
tumor permaneceu sob controle em ordens derivadas inferiores. J4 na Figura 20, € apresentado
um caso que a medida que a ordem de derivada aumenta, o tumor cresce mais rdpido para a sua

capacidade maxima.
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4.2.6 Efeito do Estradiol

Evidéncias experimentais e clinicas mostraram que o risco de cancer de mama esta
fortemente correlacionado com uma série de fatores reprodutivos e hormonais, implicando que
os hormonios sexuais enddgenos, como o estradiol, desempenham um papel na determinagao do
risco de cancer de mama.

Em particular, o E2 é conhecido por estimular a proliferacao de células MCF-7. No
entanto, confirmou ser dificil definir a natureza precisa dos efeitos dos estrogénios enddgenos,
principalmente em mulheres na pré-menopausa. J4 em mulheres na pés-menopausa, estudos t€ém

mostrado uma relacao consistente do risco de cancer de mama com o estradiol circulante (KEY,
2011).

Neste cendrio, serd realizada uma andlise para avaliar como o aumento do nivel de
E2 afeta o crescimento tumoral. A investigacdo deste efeito € de extrema importancia para
compreendermos a influéncia dos hormdénios sexuais no desenvolvimento do cincer de mama,

bem como para o desenvolvimento de estratégias terapéuticas mais efetivas.

4.2.6.1 Casol

Neste caso, € analisado o crescimento de um tumor que atingiu um nivel populacional de

10° células. Assume-se um aumento de 10 vezes no nivel de estradiol circulante (WEIL, 2019).
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Figura 21 — Tumor de 10° células e populagdo de células imunes com um aumento de 10 vezes
no nivel de estradiol circulante e condi¢des iniciais dadas na Tabela 3.

Para as Figuras 21, quando v = 1, o sistema imunoldgico é capaz de erradicar comple-

tamente um tumor de 10° células, enquanto para valores inferiores a 7, o sistema imunoldgico
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controla o tumor, reduzindo sua populagdo a um nivel em torno de 10? a 10* células, de acordo
com a 21(a). € possivel notar um comportamento semelhante ao cendrio de um sistema imune

saudavel, no caso de um tumor de 2 mm de diametro (ver Figura 8(a)).

Desse modo, um aumento de 10 vezes no nivel de estradiol circulante nao influenciou
no tamanho do tumor. Segundo Wei (2019) o efeito do E2 na forma¢dao de um tumor nao €

significativo e combate com observagdes de pesquisas anteriores.

4.2.6.2 Casoll

As simulagdes a seguir assume-se um tumor de 2 x 10° células € um aumento de 10
vezes no nivel de estradiol circulante (WEI, 2019).

.
sy = 0,90
---y=0.94
i —=0.98
) 10°
©
=]
‘Q
=
z
t (dias)
(b)
108 7
~~ 46 7 3
ﬁ 10 %
m B o
5 10* ] E
N) | :
sl = 4 =0.90 3
8 - - -y =0.94] ©
—~ =0.98[]
| - |
—=1
OO 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
t (dias) t (dias)

(©) (d)

Figura 22 — Tumor de 2 x 10° células e populagio de células imunes com um aumento de 10
vezes no nivel de estradiol circulante e condicdes iniciais dadas na Tabela 3.

A Figura 22(a)-(d) mostra que ndo houve diferencas significativas quando diminuida a
ordem da derivada. Ao longo do tempo, oscilagdes ocorrem na populacdo de células NK e no

tamanho do tumor e o sistema imune consegue conté-lo, permanecendo pequeno como uma lesdo
microscopica.

Ao analisar o mesmo tamanho de tumor no cenario de um sistema imune normal, ilustrado

na Figura 8(a), € possivel notar que sem a acdo do E2, o crescimento do tumor permanece
aproximadamente constante.
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4.2.6.3 CasolIll

Para este caso, assume-se um tumor de 4 x 10° células e assim como os casos anteriores,

um aumento de 10 vezes no nivel de estradiol circulante (WEI, 2019).
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Figura 23 — Tumor de 4 x 10° células e populagdo de células imunes com um aumento de 10
vezes no nivel de estradiol circulante e condicdes iniciais dadas na Tabela 3.

A Figura 23(a) ilustra um tumor de 4 x 10° que cresce até sua capacidade de carga para
valores maiores de v e para menores valores de 7, o sistema imune € capaz de controlar e reduzir
o tumor que corresponde a 2 mm de didmetro. O contrério acontece com as células NK na Figura

23(b) no combate do tumor.

Considerando o mesmo tamanho de tumor, observa-se que no cendrio de um sistema
imune saudavel no caso da Figura 10(a)-(d), a presen¢a do aumento de E2 influencia positivamente
no controle tumoral. Entretanto, embora haja uma tendéncia de um melhor controle, as diferengas

$40 pouco expressivas.

4.2.64 CasolV

No caso de um aumento de 100 vezes no nivel de estradiol circulante, a simulagcdo
numérica de um tumor de 10° se assemelha as Figuras 21, que representa um aumento de 10
vezes e foi discutido no paragrafo anterior. Assim, com o mesmo aumento no nivel de estradiol,

um tumor de nivel populacional 2 x 10° células é analisado (WEIL, 2019).
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Figura 24 — Tumor de 2 x 10° células e populagio de células imunes com um aumento de 100
vezes no nivel de estradiol circulante e condi¢des iniciais dadas na Tabela 3.

A Figuras 24 exibem que, ao invés de crescer até a sua capacidade de suporte, o tumor
foi controlado ao diminuir a ordem de derivada ~. Por fim, nem todas as ordens fraciondrias de
um tumor 4 x 10° foram para a capacidade de suporte. Para ordens menores de ~y, o tumor se
manteve pequeno e estdvel e para ordens maiores de -y, o tumor cresceu, mostrando que o sistema

imune nio conseguiu controld-lo.

Tanto para um aumento de 10 vezes quanto de 100 vezes no nivel de estradiol, o cresci-
mento de um tumor de cerca de 2 mm foi controlado quando diminuida a ordem de derivada. O
aumento de 10 vezes no nivel de E2 em um tumor de tamanho inferior a 3 mm aponta que para
todas as ordens de derivada, o tumor se manteve contido. J4 para um tumor maior de 3,2 mm de
diametro, o sistema imune perde o controle apenas para maiores ordens de derivada. De forma
similar, um aumento de 100 vezes considerando um tumor de mesmo tamanho mostrou que o

sistema imune € incapaz de controla-lo somente quando v = 1.
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5 Conclusao

O cancer de mama € o tumor maligno mais frequente e o de maior mortalidade entre
as mulheres, no Brasil e no mundo. A resposta precoce e eficaz das células imunolégicas € um
caminho promissor para prolongar a sobrevida e melhorar a qualidade de vida das mulheres com
cancer de mama. O presente trabalho trata da modelagem matematica do crescimento tumoral

mamario sob a influéncia do sistema imune.

Os conceitos do célculo fraciondrio foram a estrutura utilizada nessa investiga¢ao, sendo
considerada a derivada fraciondria segundo a defini¢do de Caputo. Desse modo, foi proposta
uma versao fraciondria adaptada do modelo de ordem inteira apresentado por Wei (2019) que
incorpora a interacdo tumor-imune em diversos cendrios. Neste modelo de ordem inteira, o autor
menciona a existéncia de trés pontos de equilibrio localmente estdveis: o equilibrio livre de tumor,
o equilibrio representando um tumor microscopico e o equilibrio representando um grande tumor.
Na versao de ordem ndo inteira, a andlise de estabilidade fraciondria foi feita apenas para o ponto

de equilibrio livre de tumor.

Com o apoio da teoria do Cdlculo Fraciondrio, os resultados das simula¢des numéricas
apresentaram diferentes comportamentos quando comparado com o sistema de derivada de
ordem inteira. No cendrio em que um sistema imune saudével é considerado, para v = 1, o
tumor de tamanho inicial de 1 mm foi rapidamente eliminado, sendo que o tamanho critico para
a eliminacdo tumoral efetiva pelo sistema imunolégico € de aproximadamente 2 mm de didmetro.
Para menores ordens de derivada, a erradicacdo completa do tumor nao foi observada. Quando o
tumor atinde 3,2 mm, a associacdo de ordens fraciondrias menores com a eficdcia do sistema

imune pode ser presumida pela desaceleracao da convergéncia para a sua capacidade de suporte.

Ao aumentar a forga de citotoxicidade dos CTLs, o sistema imune consegue controlar
os tumores quando considera-se menores valores de ~y. Para v = 1, o tumores sao eliminados
completamente. Os resultados sugerem que que a citotoxicidade dos CTLs pode aumentar o

efeito antitumoral do sistema imunoldgico.

Em um cendrio de um individuo que sofre de linfopenia leve e tempordria de células NK,
0 sistema imune consegue apenas controlar o crescimento de tumores de 1 mm e de cerca de 2
mm de didmetro quando diminuida a ordem da derivada, ndo sendo eliminado completamente
como um sistema imunoldgico saudével seria capaz de fazer. Houve uma redugdo significativa e

mais rdpida do tamanho do tumor em compara¢gdo com o cendrio de casos de linfopenia leve e



Capitulo 5. Conclusdo 54

grave de NK, o que indica uma resposta imunolégica menos eficaz e mais lenta.

Para tumores de até cerca de 3 mm, um sistema imune enfraquecido € capaz de controld-los
quando reduzida a ordem da derivada. Entretanto, paray = 1, o tumor de 1 mm foi completamente
erradicado e o tumor de 3,2 mm, a medida que a ordem da derivada diminufa, se encaminhou para
a capacidade de suporte de forma mais lenta, o que também indica uma vantagem de modelos
fraciondrios por ser mais consistente com os dados experimentais em alguns casos. Além disso,
mesmo que sutil, foi possivel notar que o sistema imunoldgico enfraquecido controla o tumor de

forma menos efetiva do que um sistema imune com linfopenia de NK.

Quando aumentado em 10 e 100 vezes o nivel de E2 circulante, a maioria das simulagdes
apresentou comportamento similar as figuras de outros cendrios anteriores. Pelos resultados
obtidos, os experimentos numéricos indicam que um aumento nos niveis séricos de estradiol
ndo estd associado a um aumento no risco de cancer, independentemente dos valores de ordem

derivada escolhidos.

O modelo fraciondrio possibilitou simular variados cendrios do comportamento da po-
pulacao de células tumorais e apresentaram alteragdes na estabilidade para a maioria dos casos
analisados. O emprego de valores menores para a ordem de derivada v envolveu o desafio de
encontrar interpretacdes bioldgicas compativeis com as solugdes encontradas. Embora seja de
grande dificuldade provar que o crescimento de tumores segue uma lei universal (RETSKY,
2004), ha alguns estudos que evidenciam que os resultados experimentais mostraram um com-
portamento mais lento em relagdo aos modelos fraciondrios que seguem uma curva logistica.
Estudos clinicos e experimentais tém sugerido que as células NK e os CTLs podem eliminar
tumores pequenos e a simulagdo numérica do modelo de ordem inteira mostrou a erradicacao

completa de tumores menores.

Em alguns casos, o modelo fraciondrio apresentou melhores resultados, mas em outros,
o modelo de ordem inteira foi mais consistente com as evidéncias clinicas e experimentais. é
fundamental a comparacdo e conexdo de resultados simulados e observagdes experimentais
para validar os modelos matematicos. Assim, para melhores interpretacdes, sugere-se que novos
estudos experimentais sejam realizados a fim de avaliar o efeito de um sistema imune em varios
tamanhos de tumores, bem como a influéncia do estradiol no risco de cancer de mama. Ademais,
a metodologia utilizada tem ampla aplicabilidade e pode ser adequada para resolver diversos
tipos de problemas, ou seja, as contribui¢des deste trabalho vao além da aplicacdo especifica

apresentada.
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A Analise Dimensional do Modelo

Fracionario

A fim de verificar se, de fato, o ajuste dimensional proposto na generalizag¢do fraciondria
estava coerente com as unidades dimensionais, foi feita a analise dimensional tanto do modelo de
ordem inteira descrito em (2.2), quanto do modelo de ordem nao inteira exposto em (4.3). Para
isso, tomou-se como base as unidades de medida de cada um dos parametros das equacoes dos
modelos e utilizou-se os valores descritos na Tabela 2. Primeiro, para as equagdes do modelo de

ordem inteira foi obtida a seguinte andlise:

* Equacgdo I do modelo de ordem inteira:

dT ET TN? T?L
C = 7lat ¢ 1-7/K)— — R
dt 1+ o E+ (T2 1+ a,T + B,N? 14+ aT? + B L
L pmol célula
célula _ célula i n célula - dia L < 1_ celula) n
dia dia L pmol 1 . 2 célula
1+ ——célula
pmol L célula
L? i lacélula2 L clula? célula
célula® - dia L2 - célula’ - dia L ,
L?  célula 1 L L célula
£ - 1+ célula” +
1+ célulaCelllla + célula® L2 célula’ célula L

Para que a igualdade faca sentido, ou seja, para que a dimensdes dos dois lados sejam iguais, é

preciso considerar:
z —2
[, = célula™ ",

pois quando substitui-se essa dimensao na primeira equacdo do modelo de ordem inteira, o

seguinte resultado € obtido:

L pmol ful
célula .
célula-dia L _ célula

L z -
14 d—lp ”zo + Bycélula? dia
pmo

célula
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célula 1 B célula
dia f,célula®  dia
1 <lul
= 5= C‘Zﬁ‘;a - dia - célula

= [, = célula™>.

* Equacdo II do modelo de ordem inteira:

AN psNT

© = eC — fN — p,NT

g = O IN P Jr1+043T+53N

1 célula |
célula 1 célula 1 célula célulacélula o Gilula.dia L célula
dia dia L dia L dia 1 L célula’
1+ ———~célula+ —
célula célula L

Neste caso, para que a igualdade faca sentido, precisa-se considerar:

1

Pz = dia - célula’

dado que a substituicao dessa dimensdo de p, na segunda equagcdo do modelo de ordem inteira, a

seguinte resultado € obtido:

célula célula
= py- 7 - célula = i
i

N B célula L
P2 = dia  célula - célula
1
= Do

~ dia - célula’

* Equacdo IIT do modelo de ordem inteira:

dL ps1 T
— = L L)(1-L/K —dL
i~ (b ) 0 1R
d L 11 célula
célula B 1 célula célula® - diag célula I célula
dia  |[dia L gL' 4 gL—1 L célula | célula + célula
L

i célula
dia L
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Para que a igualdade faca sentido nessa situacio, € necessdrio considerar:

2

p5:£7

pois essa consideracao resulta em:

psgL~'célula  célula
2gL-' L  dia

célula B 2célula
L dia

= D5

2célula L
= Ps =

dia  célula

* Equacdo IV do modelo de ordem inteira:
dc
— = a—pC

c€lula B célula i c€lula
dia  L-dia dia L

Assim, levando em consideragdo as ressalvas feitas para os pardmetros 3;, p; € ps, a

andlise dimensional € satisfeita para o modelo de ordem inteira.

De maneira andloga, para as equagdes do modelo de ordem fraciondria descrito em (4.3),

em que 7 tem dimensao de tempo dado por dias, foi obtido a seguinte verificacdo:

* Equacio I do modelo de ordem fraciondria:

1 dT ET TN? L
:T<a+ ‘ )(I—T/K)— P Do

17 dt 1+ o FE + B, T2 1+ T + N2 1+ agT? + BsL

1 4T B célula

ri=v dtr dia
arT L célula
dtv (7" =) dia

célula B célula

dia” dia”
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* Equacdo II do modelo de ordem fraciondria:

1 d°N psNT
= eC — fN —p,NT
=7 dtv € ! P2 + 1+ asT + B3N

1 dN B célula

T dtr dia
d'N (! — )célula
i~ 7 dia

c€lula 1 c€lula
L-dia> (d _7)

célula c€lula

L-dia” L-dia"’

* Equacdo III do modelo de ordem fraciondria:

1 d'L
T dtY

T
Oé5+T

sl
oy +

—dL

= (pila+ 1) (1= L/Ky)

1 d'L B c€lula

i dtr - dia
d"L L célula
a7 7Y

célula ( .1 )@

c€lula B célula
L-dia> L-dia”

* Equacgdo IV do modelo de ordem fracionaria:

1 d&C _ c€lula
=7 dtv  dia

dC c€lula
der
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N célula B ( 1 )célula
L-dia>

c€lula B célula
L-dia> L-dia”

Assim, a andlise dimensional também ¢é satisfeita em consequéncia das consideracoes
feitas para o modelo de ordem fraciondria e, portanto, o ajuste dimensional feito € adequado para

o0 modelo em questao.
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