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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo da seqiiéncia espectral associada a uma
filtracao (finita) de um complexo de cadeias de médulos sobre um anel arbitrério
R. Em especial, destacamos as seqiiéncias espectrais de Lyndon-Hochschild-Serre e

de Cartan-Leray, e algumas aplicacoes na teoria de homologia.

Palavras-chave: Seqiiéncia espectral, homologia de grupos, extensao de grupos,

complexos celulares, recobrimento regular.



Abstract

In this work we present a study of the spectral sequence associated to the
filtration (finite) of a chain complex of modules on an arbitrary ring R. In special,
we emphasize the spectral sequences of Lyndon-Hochschild-Serre and Cartan-Leray

and some applications in the homology theory.

Keywords: Spectral sequence, homology of groups, group extension, cell

complexes, regular covering.
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Introducao

Seja R um anel arbitrario. Uma filtracdo crescente de um R-moédulo M é
uma familia de submddulos F,M (p € Z) tal que F,M C F, M. A filtracao
¢ dita finita se F,M = 0 para p suficientemente pequeno e F,M = M para p
suficientemente grande. Dado um complexo de cadeias de R-médulos (C,0) com
C = (Ch)nez, dizemos que (F,C),ez é uma filtragao (crescente) de C se F,C é
um subcomplexo de C, para cada p, e {F,C,},ez é uma filtracdo crescente de
C,, para cada C,. E esta filtragdo é finita (em cada nivel ou dimensao) se cada
{F,C}}pez € uma filtragdo finita de C,,. Neste trabalho descrevemos uma seqiiéncia
{E] ), 7 > 0, p,q € 7Z, associada & uma filtracdo finita de um complexo de
cadeias, denominada segiiéncia espectral. Nao se sabe ao certo o motivo do uso
do termo espectral como alega Timothy Y. Chow em [3]: “Uma questdo que surge
frequentemente é de onde veio o termo espectral. O adjetivo é devido a Leray,
mas ele aparentemente nunca publicou uma explicagao do porqué da escolha da
palavra”. Em nossas pesquisas encontramos intimeras aplicacoes desta teoria em
varios campos da Topologia Algébrica, mostrando a grande eficicia das seqiiéncias
espectrais como ferramenta de calculo, principalmente no que se refere a computacao
de grupos de homologia e cohomologia por aproximacoes sucessivas. Mas, apesar de
serem uma das mais poderosas ferramentas de calculo em Matematica, seqiiéncias
espectrais sao relativamente dificeis de serem compreendidas. Encontramos em [2]
a seguinte afirmagao: “O assunto seqiiéncia espectral é elementar, mas a nocgao
da seqiiéncia espectral de um complexo duplo envolve muitos objetos e indices
que parecem inicialmente dificeis.” Nas bibliografias que tratam de seqiiéncias
espectrais, como [I] e [9], por exemplo, encontramos a seqiiéncia espectral descrita
omitindo-se, em geral, o segundo indice na definigao dos termos EJ , da seqiiéncia,
o que dificulta ainda mais seu entendimento. Apresentamos aqui a seqiiéncia
espectral utilizando nas definicoes e resultados estudados, a notacao completa, com
os dois indices, facilitando assim sua compreensao. Como ja dissemos as seqiiéncias
espectrais sao ferramentas de calculo e foram em geral descobertas tendo em vista

essas necessidades. Um exemplo disto é que Leray introduziu uma seqiiéncia
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espectral, que hoje leva seu nome, quando se viu frente a um problema de céalculo
da cohomologia de feixes (Fonte: http://en.wikipedia.org/wiki/Spectral_sequence).
Observamos que em [11] ha uma nota interessante sobre o emprego de seqiiéncias
espectrais em Topologia Algébrica. O objetivo principal deste trabalho é apresentar
as seqiiéncias espectrais de Lyndon-Hochschild-Serre e de Cartan-Leray e algumas
aplicagoes na teoria de homologia de grupos e espacos, fazendo ainda algumas
observacoes sobre aplicacbes em cohomologia. A referéncia bibliografica principal

que motivou esse trabalho é [1].

No Capitulo 1 introduzimos alguns conceitos preliminares necessarios ao
desenvolvimento do trabalho. Recordamos brevemente alguns topicos de Algebra
Homoldgica (como o Teorema do Isomorfismo de Noether, o produto tensorial
de dois complexos de cadeias e a definicdo de Tor); de Topologia Algébrica
(como espagos de recobrimento, homologia relativa, CW-complexos, homologia
celular, e homologia de grupos); além de alguns resultados da Teoria de Grupos.
Nesses preliminares procuramos apresentar apenas os resultados que julgamos mais
importantes para a compreensao do nosso trabalho. Omitimos, em geral, quase
todas as demonstracoes e admitimos conhecidas certas definicoes e propriedades
basicas relacionadas aos contetidos abordados, apenas citando, na maioria das vezes,

as referéncias bibliograficas utilizadas.

No Capitulo 2 apresentamos a seqiiéncia espectral associada a um complexo
de cadeias finitamente filtrado. Esse capitulo é a base de todo o restante do
trabalho. Destacamos, por exemplo, o Teorema 2.1.2 que da uma relacao entre
os termos da seqiiéncia espectral e é primordial na teoria de seqiiéncias espectrais.
O fato de trabalharmos com complexos de cadeias que possuem filtracao finita
nos possibilita falar em “convergéncia” da seqiiéncia espectral e disto decorrem
grande parte dos resultados que envolvem tais seqiiéncias. Por fim estabelecemos
a relacao entre homologia de grupos e seqiiéncia espectral, obtendo um importante
resultado que serd utilizado em todo o restante do trabalho. Mais precisamente
mostramos em 2.2.2) que existem duas seqiiéncias espectrais convergindo para a
homologia H,(G,C) com G um grupo e C' um complexo de cadeias, ndo negativo,
de ZG-médulos.

No Capitulo 3 estudamos duas seqiiéncias espectrais especiais, obtidas a partir
de complexos particulares. Dada uma extensao de grupos 1 — H — G —
Q — 1, na qual H é um subgrupo normal de G e ) é o grupo quociente T
mostramos a existéncia de uma seqiiéncia espectral associada a essa extensao, a
seqiiencia espectral de Lyndon-Hochschild-Serre (Teorema 3.1.1). Posteriormente

descrevemos a seqiiéncia espectral de Cartan-Leray (Teorema 13.2.1), que é uma

seqiiéncia associada a uma projecao de recobrimento regular p : X — el com
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X um CW-complexo munido da agao de um grupo G, que permuta livremente as

células de X, isto é, X é um G-complexo livre .

Finalmente o Capitulo 4 traz algumas aplicagoes das duas seqiiéncias espectrais
apresentadas mno capitulo anterior. Na secao 4.1 apresentamos aplicagoes
da seqiiéncia de Lyndon-Hochschild-Serre. Na primeira aplicagdo mostramos
(Proposigao 4.1.1) que: “Se G é um grupo de ordem p", com p primo, entao
a ordem de H,(G,Z) é uma poténcia de p, digamos pF, e k < %n(n — 1)
Na segunda aplicacao apresentada mostramos que a homologia de um subgrupo
de Hall N de um grupo G, com coeficientes em um ZG-médulo arbitrario A,

pode ser escrita como a soma direta das homologias de N e do grupo quociente

G

N com coeficientes em A e Ay, respectivamente (Proposi¢ao 4.1.2)). Na segao 4.2
apresentamos aplicacoes da seqiiéncia espectral de Cartan-Leray. Como primeira

aplicagao mostramos que se X é um G-complexo livre, entao a seqiiéncia 0 —

X
H,(X)¢ — H, (5> — H, 1(X)¢ — 0 6 exata (Proposigao 4.2.1). Na

aplicagao seguinte (Proposigao 4.2.2) mostramos que o n-ésimo grupo de homologia
de um K(G,1)-complexo é isomorfo ao m-ésimo grupo de homologia do grupo
G, para todo n > 0. Para tanto fez-se necessario a abordagem de alguns
resultados relativos aos complexos de Eilenberg-Maclane do tipo (G, 1). Finalizando,
apresentamos uma aplicagao que relaciona, sob certas hipoteses, as homologias de
um G-complexo livre X e do complexo de érbitas —, sendo G um grupo de ordem

finita (Proposicao 4.2.3). Para as aplicagoes utilizamos [9], [17] como referéncias.

Xvi



CAPITULO

Preliminares

Neste capitulo faremos uma breve introducao de certos conteudos de Algebra
Homolégica, Teoria de Grupos e Topologia Algébrica que sao importantes para o
desenvolvimento de nosso trabalho. Omitiremos a maioria das demonstracoes e admitiremos
conhecidos certos conceitos e resultados envolvidos. Em todo o trabalho, salvo mencao
contraria, R denotard um anel arbitrario, porém na maioria das vezes o anel de interesse é

R =7 ou o anel grupo R = ZG, com G um grupo.

1.1 Alguns resultados de Algebra Homologica

Nesta secao apresentamos alguns conceitos e resultados de Algebra Homoldgica.
Destacamos o Teorema do Isomorfismo de Noether e a definicao de produto tensorial de dois
complexos de cadeias. Conceitos basicos, como a definicao de mddulos, médulos projetivos,
resolugoes projetivas, acao de grupos e anéis-grupo, por exemplo, serao supostos conhecidos.

Tomamos [10], [15] e [16] como referéncias bésicas.

Teorema 1.1.1 (Teorema do isomorfismo de Noether) Sejam A e B submddulos de um R-
A _A+B

ANB B

Demonstracao: Considere a aplicagao inclusao ¢ : A — A + B. Obviamente ¢ é um

modulo C' e A+ B o submddulo de C' gerado por AU B. Entdo

homomorfismo e i(AN B) C B. Assim ¢ induz um homomorfismo

. A A+ B
Ty © —
ANB B

—_

T=x+ANBr—i.(T)=1i(x) =i(x)

+
sy

A
Tng t€ A tal que i,(T) = 0. Pela defini¢ao
de i, obtemos que i(x) = z € B. Portanto x € AN B e deste modo T = 0. Por outro lado,

Para provar que 2, ¢ um monomorfismo, seja * €

1



1 Preliminares

~ B .
para ver que i, é um epimorfismo, seja y € ,YyE A+ B. Assimy=a+0b,a€ A, be B.

+
B S
Considere o elemento y —b = a € A. Temos: i,(a) = i.(y — b) = i(y) —i(b) + B = i(y) + B pois

b € B. Portanto existe a =a+ (AN B) € tal que 7.(a@) = y. Logo i, é um isomorfismo.

ANB
m

Lema 1.1.1 Se A e B sao R-mddulos e C C A, entao AN(B+C)=C+(ANB).

Demosntragao: Seu € AN(B+C),entdtou € Aeu=b+c,be B,ce C. Assimb=1u—c,
ueA ceCCA Daibe A Portanto,be ANBeu=b+c=c+be C+ (ANB). Desse
modo: AN(B+C) C C+ (AN B). Por outro lado se v € C' + (AN B), entdao v = ¢ + a,
ceC,ae AN B. Desse modo, comoce C C Aea€ A, temos que v =c+a € A. Também:
comoa € ANB C B, temos que v =c+a=a+c€ B+ C. Portanto v € AN (B + C) e dai
C+(ANnB)C AN (B+C). Logo:

AN(B+C)=C+(ANB).

|
A A+ B
Corolario 1.1.1 Se A e B sao R-mddulos e C' C A, entao CI(AND) = C’iB'
Demonstracao: Pelo Lema [1.1.1 temos
A B A
C+(ANB) An(B+0C)
Por outro lado, como C' C A, pelo Teorema 1.1.1/ obtemos:
A LA+ (B+C) A+B
AN(B+C) B+C  B+C’
Logo:
A ~A+B A+B
C+(ANB) B+C C+B’
]

Os dois préximos resultados se relacionam a moédulos projetivos e serao utilizados em

algumas demonstragoes.

Proposicao 1.1.1 (/15], Teorema 3.14, p.63) Um mddulo P ¢é projetivo se, e somente se, € o

somando direto de um mddulo livre.
Proposicao 1.1.2 (/16], Proposi¢io A.3.2, p.119) Todo mddulo livre é projetivo.

Sejam G um grupo e M um ZG-mdédulo (a esquerda). A defini¢do seguinte sera ttil na

teoria de homologia de grupos (que abordaremos mais adiante).
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1.1 Alguns resultados de Algebra Homolégica

Definicao 1.1.1 Seja M um ZG-mddulo. O grupo dos coinvariantes de M, denotado por Mg,

¢ dado por
M

({gm —m,m € M, g € G})

Mea =
e o grupo dos invariantes de M, denotado por MG, ¢ definido por
MC={meM|gm=m,VgecG}.

Produto Tensorial

Faremos a seguir algumas consideracoes importantes sobre produto tensorial de ZG-mdédulos
e de complexos de cadeias.

Sejam M e N R-médulos arbitrdrios. Recordamos que o produto tensorial M ), N é
definido quando M é um R-mdédulo a direita e N é um R-médulo a esquerda. Agora, se M
é um ZG-modulo a esquerda podemos considerar M como um ZG-mébdulo a direita definindo
mxg=g¢g1'-m, g€ G, mec M. Assim faz sentido considerar o produto tensorial de dois
ZG-mébdulos a esquerda.

Agora, se M e N sao ZG-médulos (a esquerda). Podemos definir uma G-agao (diagonal)
sobre M @, N (induzida da acéo de G sobre M e N) da seguinte maneira:

G><M®N—>M®N
7 VA

(gm@n)—g-(men):=g-meg-n

Com esta G-agao M @, N torna-se um ZG-mddulo (a esquerda) e temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.3 (/[1/, p. 55 ou [18], Proposicio 1.2.6, p. 6) Se M e N sao ZG-mddulos,
entio (M @, N)a =M Q . N.

Corolério 1.1.2 Se Z ¢é wvisto como um ZG-médulo trivial, entio M @, Z = Mg e
7ZQya N = Ng.

Em nosso trabalho vamos precisar do conceito de produto tensorial de complexos de cadeias.
Antes de apresentar a definicao deste produto tensorial recordemos que um complexo de cadeias
de R-médulos é um par (C, ), no qual cada C,,, n € Z, é um R-mé6dulo e a aplicacao 0 = {0, }
é uma familia de R-homomorfismos 0, : C,, — C,,_; tal que 9, o 0,1 = 0 para todo n. Esta
aplicagao é denominada diferencial ou operador bordo do complexo C'. Definimos os conjuntos
dos ciclos Z,(C), dos bordos B, (C) e as homologias H,(C), por Z,(C) := kerd,, B,(C) :=
Imo,41 e Hy(C) := Z,(C)/B,(C), obtendo assim os mddulos graduados Z(C) = {Z,(C)},
B(C)=A{B,(C)} e H(C) ={H,(C)}, n € Z.

Se (C,0) e (C,) sdo complexos de cadeias, entdo uma aplicacdo de cadeias de C' em

C" é um homomorfismo de médulos f : C — € de grau 0 tal que & o f = f o d. Mais

3



1 Preliminares

precisamente f é uma familia de homomorfismos f = {f,}, com f, : C, — C, tal que
9,0 fun = fo1 00, Uma aplicacdo de cadeias f é chamada uma equivaléncia fraca se a
aplicacao induzida por f nos grupos de homologia de C' e C', H,(f) : H,(C) — H,(C");
H,(f)(u+ B,(C)) = fu(u) + B,(C"), é um isomorfismo para todo n.

Definimos agora o produto tensorial entre complexos de cadeias.

Definicao 1.1.2 ([15], p.321) Sejam C = (Cp)n>0 € D = (Dy)n>0 dois complezos de cadeias
de R-mddulos e &' e 0" suas respectivas diferenciais. O produto tensorial dos complexos C' e

D ¢é o complexo denotado por C'Q D que em cada nivel é definido por:

(C®D), = P C,@rD,,

p+g=n

com diferencial dada por:

an . (C ®R D)n E— (C ®R D)nfl
¢p @ dg — 9] (Cp) ®dy + (_l)pcp ® 8,/(dq)7
comc, € Cp edy € Dy

Finalizamos esta se¢ao apresentando a Férmula de Kiinneth. Antes porém recordamos a

definicao do Tor e algumas de suas propriedades.

Definigao 1.1.3 ( [1/, III, p.60) Sejam M e N dois R-mddulos e € : F' — R uma resolucao
projetiva de M sobre R. Para todo inteiro positivo n, define-se Tor, (M, N) como o grupo de
homologia H,(F®gN), isto é, Tor,(M,N) := H,(F®grN). Usualmente denota-se Tor;(M, N)
por Tor(M,N).

Proposicao 1.1.4 (/15/, Teorema 8.4, p.221) Se o R-mddulo M € projetivo, entao
Tor,(M,N) =0 para todo n e para todo R-mddulo N

Proposicao 1.1.5 ([15/, Teorema 8.4, p.221) Se o R-mddulo N € projetivo, entao
Tor,(M,N) =0 para todo n e para todo R-mddulo M.

Proposicao 1.1.6 (/9], p.191) Se A e B sao grupos abelianos tais que para algum inteiro m,
m.A=0 e{x € B|m.ax =0} ={0}, entio Tor(A, B) =0 (aqui estamos considerando o Tor

sobre o anel dos inteiros 7).

Proposicao 1.1.7 (Férmula de Kiinneth, [/, p.7, Proposi¢ao 0.8) Seja R um dominio de
ideais principais e sejam C e C' complezos de cadeia tais que C' € livre em cada nivel. Existe

uma seqiiéncia exata natural

0— P Hy(C)Qp Hup(C') — Ho(C®pC") — @ Tor(H,(C), Hypi(C')) — 0.

PEZ PEZ
e esta seqiiéncia cinde.

Para uma demonstragao da Férmula de Kiinneth sugerimos, por exemplo, [11], p.167.
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1.2 Espagos de recobrimento

1.2 Espacos de recobrimento

Nesta secao apresentamos algumas definicoes e proposigoes da teoria de espacos de
recobrimento.  Novamente admitiremos conhecidos certos conceitos como o de grupo

fundamental, por exemplo. Adotamos como referéncias [7], [12].

Definigao 1.2.1 ([12], p.145) Seja X um espago topolégico. Um espaco de recobrimento de
X (ou mais simplesmente um recobrimento de X) € um par ()?,p), em que X ¢ um espaco
topolégico conexo e localmente conexo por caminhos e p : X — X é uma aplicacao continua,
satisfazendo a sequinte condi¢ao: Cada ponto x de X possui uma vizinhanga aberta conexa
por caminhos U tal que cada componente conexa por caminhos U de p Y (U) € aplicada por p
homeomorficamente sobre U, (isto €, plg : U—U éum homeomorfismo). A wvizinhang¢a U
¢ chamada vizinhanca elementar ou vizinhanca admissivel e a aplicagao p € chamada projecao

de recobrimento. O espaco X € chamado espaco base.

Se ()Af,p) ¢ um espaco de recobrimento de X com 7, € X ez = p(To), entao a projegao
de recobrimento p : X — X induz um homomorfismo do grupo fundamental de X no grupo
fundamental de X, p; : m (X, 7o) — m (X, z0); ps([e]) = [poa], que é um monomorfismo ([12],
Teorema 4.1, p.154). As imagens pﬁ(m()?,f)), com T € p~Y(xg), ¥p € X, sao subgrupos de
(X, xg) e sdo exatamente as classes de conjugacao dos subgrupos de m (X, zg) ([12], Teorema
4.2, p.155).

Defini¢ao 1.2.2 ([12], p.163) Sejam (X,p) um recobrimento de X, T € p~Y(z) com z € X
epy: (X, %) — m(X,z) o homomorfismo induzido por p. Se o subgrupo pﬁ(ﬁl()N(,f)) é

normal em w1 (X, ) dizemos que X € um recobrimento reqular de X .

Se ()Z'l, p1) e ()?2, p2) sdo espagos de recobrimento de um espago X, um homomorfismo de
(X1,p1) em (X, p2) 6 uma aplicacdo continua ¢ : X; — X, tal que ps o o = py ([12], p.158).
Podemos garantir a existéncia de um homomorfismo ¢ de ()Af 1,p1) em ()?2, P2) NO caso em que
pre(m (X1, 7)) C pgﬁ(m()?g,i?g), com p1(Z1) = po(T2) ([12], Lema 6.3, p.159). Pode-se mostrar
ainda que se ¢ ¢ um homomorfismo de )?1 em )~(2, entao (5(’1,@) é um recobrimento de )?2
([12], Lema 6.7, p.160). Assim se um recobrimento ()N( ,p) de um espago X é simplesmente

conexo, isto é, se m1(X) = {1}, entao ele é um recobrimento para qualquer outro recobrimento

do espaco X.

Defini¢o 1.2.3 ([12], p.160) Um recobrimento (X,p) de X ¢ chamado de recobrimento

universal de X se m(X) =1, isto €, se X € simplesmente conexo.

Defini¢ao 1.2.4 ([12], p.159) Seja (X,p) um recobrimento de X. Um homeomorfismo ¢ :
X — X 6 uma transformacao de recobrimento (ou Deck transformation) se po @ = p. O
conjunto de todas as transformacoes de recobrimento do espaco )?, que serd denotado por
A()~(,p), € um grupo com relagao a composicao, denominado grupo das transformacoes de

recobrimento.
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Proposicao 1.2.1 (/12], Coroldrio 6.2, p.159) O grupo A()N(,p) atua livremente sobre X, isto
€, dado g € A()?,p), g.T = X para algum T € X se, e somente se, g = 1.

Proposicao 1.2.2 ([12], Coroldrio 7.5, p.168) Seja (X,p) wm recobrimento universal de X.
Entio A(X,p) ~ m (X, ).

1.3 Homologia celular

Nesta secao falaremos sobre a homologia de complexos celulares. Inicialmente recordemos
o conceito de complexo celular ou C'W-complexo.

Intuitivamente falando, um espaco topologico X admite uma estrutura de C'W-complexo
se é um espaco de Hausdorff e é obtido por adjuncao sucessiva de células (bolas abertas a
menos de homeomorfismo) de dimensoes 1, 2, 3,..., etc, de modo conveniente, iniciando com um
espago com a topologia discreta, cujos pontos (abertos) sao considerados como 0-células. Mais

precisamente temos:

Definicao 1.3.1 ([13], p.80)Um espaco topoldgico de Hausdorff X admite uma estrutura de

CW -complexo se existe uma seqiiéncia ascendente de subespacos fechados
X'cxtcXx?c..

que satisfaz as sequintes condicoes:

(1) X tem a topologia discreta;

(71) Paran >0, X™ é obtido de X" pela adjuncgao de uma colegio de n-células (caso exista),
isto é, X™ — X" ! é a unido disjunta de subconjuntos abertos e¥, N € A (chamados n-células
ou n-células abertas), em que cada €y é homeomorfo ao conjunto U™ := {x € R" | |z| < 1}.
Cada n-célula é “colada” em X™ por meio de uma aplicagao chamada aplicagao caracteristica.
Isto significa que para cada indice X € A existe uma aplicagao continua fy : E" — €Y, com
E" = {2z € R" | |z| < 1}, tal que f\ aplica U™ homeomorficamente em e} e f\(U — U") C
X"t Além disso, A C X™ € fechado se, e somente se, AN X" e fy1(A) sdo fechados para
todo A € A;

(111) X € a unido dos subespagos X, i > 0;

(i) O espago X e os espagos X7 tém a topologia fraca: um subconjunto A é fechado se, e

somente se, ANey é fechado para todas as n-células e, n =0,1,2, ...

O subconjunto X™ é chamado o n-esqueleto. Os pontos de X sdao chamados vértices ou
0-células. Um CW-complexo é dito finito se sua colecao de células é finita e infinito, caso
contrario. Se X = X" para algum inteiro n (onde X™ foi obtido pela adjungao de pelo menos

uma n-célula) dizemos que o C'W-complexo tem dimenséao finita n.

Exemplo 1.3.1 Seja X = R. Podemos dar a R uma estrutura natural de CW -complexo na
qual as 0-células e 1-células sao dadas, respectivamente, por €¥ = {n} e el =|n,n + 1] com

new.
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Exemplo 1.3.2 Seja X = S™ (n-esfera). Uma estrutura de CW -complexo sobre S™ pode ser

dada por considerar apenas uma 0-célula € e uma n-célula e".

Exemplo 1.3.3 Podemos dar ao toro T? uma estrutura de CW -complezo 2-dimensional com

uma 0-célula, duas 1-células e uma 2-célula, como na figura

Definig¢ao 1.3.2 ([13], p.83) Um subconjunto A de um CW -complexo X é um subcomplezo de
X se A € a unido de células de X, e para qualquer célula €™, e" N A # ) = €" C A. Se este
¢ 0 caso, € possivel ver que os conjuntos A" = AN X", n=0,1,2... definem uma estrutura de

CW -complezo sobre A.
Exemplo 1.3.4 Os esqueletos X™ sao subcomplezos.

Nos agora iremos associar a um C'W-complexo X um complexo de cadeias C.(X), a
fim de determinar a homologia H,.(X). Para tanto, abordamos alguns conceitos da teoria de
homologia relativa, admitindo conhecida a teoria de homologia singular (ver, por exemplo, [7]).

Seja R um anel comutativo com unidade. Dados um espaco X e um subespaco

Co(X;R
A C X, seja C,(X, A; R) o médulo quociente ﬁ

em C,(X,A;R). Como a aplicagao bordo 0, : Cp(X;R) — C,,_1(X; R) leva C,(A4; R) em
Crn-1(A; R), 0, induz uma aplicacao bordo

. Assim, cadeias em A sdo triviais

8_n0n<X7A7R) - 'n,—l(XaA; R)
0+ Cu(A;R) — 0p(0) + Cr_1(A; R)

para cada n € Z. Portanto, temos uma seqiiéncia de aplicacoes bordo
s Ot (X, AR 2 0L (X A R) 2 O (X, A R) —

Pode-se mostrar ainda que 0, 0 9,41 = 0, de modo que {C,(X, A; R),d,} forma um complexo

de cadeias (relativas).

Defini¢ao 1.3.3 Um n-ciclo relativo é uma n-cadeia o € Co(X;R) tal que O,(a) €
Chn-1(A; R). Um n-bordo relativo é um elemento de C,(X,R) da forma o = 0(8) +y com
g€ Cri1(X;R) ey e Cr(A;R).
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Definicao 1.3.4 O n-ésimo grupo de homologia relativa de X mddulo A, denotado por
H, (X, A; R), € definido por B

ker 0,,

[mgnﬂ'

Quando R =7, € usual denotar H,(X, A,7Z) simplesmente por H,(X, A).

H,(X,A;R) =

Para cada n considere a seqiiéncia exata curta de R-modulos livres
0 — Cul4; R) =5 Co(X; R) =5 Co(X, A R) — 0,

na qual 44 é a aplicagao induzida da inclusao de A em X e j; é a projecao canonica. Dessa

forma, temos a seqiiéncia exata de complexos de cadeias
0 — O (A R) 2 OL.(X:R) 25 CL(X, A, R) — 0 (%)

Teorema 1.3.1 Se X é um espaco e A um subespaco de X, entdo a seqiiéncia exata de

complezxos de cadeias (%) induz uma seqiéncia exata longa em homologia
. — Hy(A;R) - Hy (X3 R) 25 Ho(X, A R) 25 H, (A, R) - H,_((X;R) — ...
Demonstragao: Ver [7], p.115 e Teorema 2.16, p.117. n

Observacao 1.3.1 A aplicagao bordo 0, : H,(X,A; R) — H,_1(A; R) tem uma descri¢ao
muito simples: se uma classe [a] € H,(X, A; R) € representada por um ciclo relativo « (isto

é, um elemento « tal que O,(a) € C,—1(A; R)), entdo 0.(|c]) € a classe do elemento 0,(«) em
Hn—l(A; R)

Vamos agora definir a homologia de um CW-complexo X.

Definigao 1.3.5 ([13], p.84) Seja X um CW -complezo e considere os subcompleros X™ e
X" L. Definimos:
Co(X) = Hy(X™, X",

no qual H,(X™, X" 1) é o n-ésimo grupo de homologia relativa como definido em [1.3.]. A

aplicagao bordo 0, : Cp(X) — Cp_1(X) € definida pela composicio dos homomorfismos,

Hn(Xnan—l) i) n_l(Xn—l) M;l) Hn_l(Xn_l,Xn_Q),
em que O, € como no Teoremall.3.1 e j,_1 € a aplicacao induzida da inclusao. Podemos verificar

que 0, 00p—1 = 0 € assim obtemos um complezo de cadeias {C,(X),0,}, denominado complexo

de cadeia celular de X. A homologia deste complexo de cadeias é chamada homologia celular

de X.
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Proposicao 1.3.1 Para cada n > 0, C,(X) € um grupo abeliano livre com base em

correspondéncia 1-1 com o conjunto {e} | A € A} das n-células de X.

Demonstragao: Ver [13], Teorema 2.1, p. 78.

1.4 Homologia de grupos

Definigao 1.4.1 ([1], p.35) Sejam G um grupo e ... — F; N F N Fy = 7Z, ou mais
simplesmente ¢ : F — 7 uma resolugao projetiva de Z sobre ZG. A homologia do grupo G €
definida por:
H,(G) = H.(Fg) = H.(F (R) Z),
74

com 7, visto como um ZG-modulo com a G-ag¢ao trivial, sendo Fg o complexo de cadeias dos

grupos dos coinvariantes dos ZG-mddulos F,, (Defini¢ao1.1.1).

Proposicao 1.4.1 Se G é um grupo entio Hy(G) =7 e H1(G) = Gg = com |G, G] :=

_G
[G.G]
(919297 95", 91,92 € GY). O quociente Gy, é denominado abelianizagio de G.

Demonstracgao: [1], p. 36.

Observacao 1.4.1 (/1/, p.18) Vamos recordar brevemente duas resolugoes especiais de Z sobre
7.G, as resolucoes padrao e bar.
Sejam G um grupo e F,, o Z-mddulo livre gerado por X,, onde X,, € o conjunto das (n+1)-

uplas (go, g1, ---, gn) de elementos de G. Consideremos a seqiiéncia

.—>Fnﬁ>Fn_1—>...—>F0L>Z—>O

n

com diferencial 0, : F,, — F,_1 definida por 0,(go, g1, ---s Gn) = Z(—l)i(go, ces i Gn),
em que (Go,---,Gir--->9n) € a n-upla (go,---,Gi—1,Git1,- -+, 9n), eZZLO aplicacao € : Fy — 7
definida nos geradores por €(go) = 1 e estendida por linearidade. Podemos mostrar que essa
seqiiéncia € erata. Temos ainda uma G-agao livre sobre F, dada por g - (go, g1y, Gn) =
(9-90,9-915 -+, G-Gn). Assim cada F,, é um ZG-mddulo livre. Logo temos uma resolugdo livre
(projetiva) de Z sobre ZG denominada Resolu¢ao Padrao.

Consideremos agora, na Resolucdio Padrao, como representante para a G-orbita de
(90, 91+ -+ gn) 0 elemento gy ' (go, g1, - 9n) = (1,90 91, 90 '9n) = (1,91, 9199 -+ 919---9).
sendo g; = g;_ll.gj. Denotemos um elemento (1,91, G192, -, g192---gn) de Ey, por [g1|ga|.--|gn]-

Esta notacdao é denominada notacdao bar. Desta maneira, F,, é o ZG-mddulo livre gerado pelos

elementos [g1|gz|..-|gn] € On([91]92].--19n]) = Z(—l)idi([gl|92|m|9n]); com

1=0
91(92]---1gnl, 1=0;
di([g1]g2]---|9n)) = [91]---19i-119iGi+1|9iz2l---|gn),  0<i<n;
[91’...|gn_1], Z:TL
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Quando a notacao bar é usada a resolucao padrao € usualmente denominada Resolucao Bar.
Para qualquer grupo G nds sempre podemos tomar a Resolugao Padrao a fim de determinar
a homologia de G e neste caso escrevemos Cy(G) para o complexo de cadeia Fg. Podemos
descrever C.(G) como segque: Defina uma relagcdo de equivaléncia sobre as (n + 1)-uplas
(9o, g1y -y 9n), (g € G) estabelecendo (go, g1,---sGn) ~ (990,991, -, ggn) para todo g € G e
denote por [go, g1, -, gn] @ classe de equivaléncia de (go, g1, ..., gn). Desse modo C,(G) tem uma

Z-base consistmdo das classes de equivaléncia [go, g1, ..., gn), € 0 : Co(G) — Cr_1(G) € dada

por 0= Z dw onde d [907917 . agn] = [907 "'a/gi) 7gn]

Definimos agora a homologia de um grupo G com coeficientes em um ZG-mddulo

arbitrario M.

Definigao 1.4.2 ([1], p.56) Sejam G um grupo, M um ZG-mddulo e ¢ : F — 7Z uma
resolugcao projetiva de 7 sobre Z.G. O grupo de homologia de G com coeficientes em M ¢é
definido por:

H.(G, M) F®M

Observagao 1.4.2 A homologia de um grupo G € um caso particular da homologia com
coeficientes considerando o ZG-mddulo trivial M = Z. De fato: Como (F,)q = (F, Q,Z)q =
F, @, Z (Proposicao 1.1.53), entio H.(G) = H.(Fg) = H(F Q,,7Z) = H.(G,Z).

Para qualquer grupo G e qualquer ZG-médulo M a homologia de G com coeficientes em M

é facilmente determinada no nivel 0, como veremos na proposi¢ao a seguir:
Proposicao 1.4.2 Se M é um ZG-mdédulo, entio Ho(G, M) = M.

Demonstracao: Seja ¢ : ' — Z uma resolucao projetiva de Z sobre ZG. O funtor — @), M

é exato a direita ([15], Teorema 2.10, p.35). Portanto, na seqiiéncia

-—>F1®M F0®M—>Z®M—>O

l Do
0
Z é sobrejetor e Imd, = ker 9y = F, & M. Dai
kergo FO ®ZG M o FO ®ZG M

Hy(G, M) = — = = =
0( ) Im@l ]m81 ker g

Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo, temos

Hy(G, M) = Imz = Z(RQ) M = M
G

10
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em que o ultimo isomorfismo segue da Proposicao [1.1.2.

Exemplo 1.4.1 (1) Se G é um grupo ciclico infinito, ou seja, G = Z, e M é um ZG-mddulo
podemos mostrar que:
Mg, se 1 =0
H,(G,M)>=<¢ MC sei=1;
0, se 1> 2.

(2) Se G € um grupo ciclico finito de ordem n, isto €, se G € isomorfo a Z, e se M ¢é um

7.G-mddulo temos

;

Mg, se 1= 0;
ker(t—1)  MC L
HZ(G,M) = ImN = N.M’ se i e mpar;y
ker N ker N .
= Se 1 e par.
{ ITm(t—1)  (t—-1M’ P

onde N et — 1 denotam a multiplicagdo por 1+t +--- +t""1 et — 1, respectivamente. Em

particular, se M = 7Z temos que

Z, se 1 =70;

Ly, s€e 1 € impar;

1%

H,(G,Z)

0, se i€ par.

Um resultado de homologia de grupos que sera 1til em nossas aplicacoes é o Lema de

Shapiro, que enunciamos a seguir:

Lema 1.4.1 (Lema de Shapiro) Se H é um subgrupo de G e M é um ZH-mddulo, entdo:
H,(H,M) = H,(G,Ind$ M),

onde IndGM = 7ZG Q,; M.

Demonstragao: Ver [1], p. 73.

No estudo das seqiiéncias espectrais precisamos da homologia de um grupo G com
coeficientes em um complexo de cadeias de ZG-médulos C' = (C),),>0, que é uma generalizacao
da Definigao 1.4.2.

Definicao 1.4.3 ([1], p.168) Sejam G um grupo e C' = (Cy,)n>0 um complezo de cadeias nao

negativo de ZG-maodulos. O grupo de homologia de G com coeficientes em C' € definido por:
H.(G,C)=H.(F)C),
ZG

11
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sendo F' uma resolucio projetiva de 7 sobre ZG e o produto tensorial F@Q,,C como na
Definicao [1.1.2.

Finalizando esta breve introducao da teoria de homologia de grupos apresentamos alguns
resultados utilizados em aplicagoes de seqiiéncias espectrais que serao desenvolvidas no Capitulo
4.

Proposicao 1.4.3 ([1], Corolario 10.2, p.84) Se G € um grupo finito e M é um ZG-mddulo,
entao H, (G, M) € anulado pela ordem de G para todo n > 0.

Teorema 1.4.1 (/9/, Teorema 10.7.20, p.462) Se M ¢é um grupo abeliano (visto como um
Z.G-mddulo trivial) entao H,(G, M) = (H,(G)Q M) P Tor(H,_1(G), M).

Teorema 1.4.2 (/9], Teorema 10.7.22, p.463) Se G = Gae G, entdo

H,(G.Z)= P (H,(G.2)® H(G.2))+ @ Tor(H,(G,Z), H,(G 7).

pt+g=n p+g=n—1

1.5 Alguns resultados da Teoria de Grupos

No Capitulo 4 apresentaremos algumas aplicacoes da seqiiéncia espectral associada a uma
extensao de grupos. Necessitamos, para tanto, de alguns conceitos e resultados da Teoria de
Grupos. Utilizamos [4] e [5] como bibliografias basicas para os resultados apresentados aqui.

Seja G um grupo nao necessariamente finito. O centro do grupo G, denotado por Z(G) é
o conjunto Z(G) = {z € G|z.g = g.x,¥g € G} que é um subgrupo do grupo G. Se todo
elemento do grupo G tem ordem igual a uma poténcia de p, dizemos que G é um p-grupo. O
primeiro teorema apresentado nos da uma propriedade do centro de um p-grupo G e o seguinte

¢ conhecido como o 1° Teorema de Sylow.

Teorema 1.5.1 (/5], Teorema 2, p.138) Se G € um p-grupo e |G| = p" > 1, entdo |Z(G)| =
pm > 1.

Teorema 1.5.2 ([4/, Teorema VI.2.1, p.235) Sejam p um nimero primo e G um grupo de
ordem p™b com m.d.c.(p,b) = 1. Entdo para cada n, 0 < n < m, existe um subgrupo H de G

tal que |H| = p".

12



CAPITULO

2

Seqiiencia espectral

Neste capitulo apresentamos o conceito de seqiiéncia espectral associada a um complexo
de cadeias finitamente filtrado e vérios resultados importantes, dentre os quais destacamos
o Teorema 2.1.2) que d4 uma relacao importante entre os termos da seqiiéncia espectral e o
Corolario 2.2.2, que mostra a existéncia de uma importante seqiiéncia espectral associada a um
complexo de cadeias nao-negativo, aciclico, de ZG-mddulos. Tal capitulo é a base do restante

do trabalho.

. ~ . . . ’ . / /
Como uma motivacao inicial, observamos que se C' é um complexo de cadeias e C' é um

subcomplexo, entdo existe uma seqiiéncia exata longa que da informagoes sobre H,(C') em

/ C : A
termos de H,(C") e H, (F)’ pois a seqiiéncia exata curta

O—>C’/<—>C—»£—>O

C(/

induz a seqiiéncia exata longa em homologia

/ O /
~—>Hn(C’)—>Hn(C’)—>Hn(F>—> n1(C) — -+
Se ao invés de um tinico subcomplexo C" é dada uma seqiiéncia de subcomplexos { F,C'},ez com

F,_1C C F,C, entao, para cada p, podemos dar informagoes de H,(F,C) a partir de H,(F,_1C)

F.C
de H, [ 2
ede <Fp_1c

), e assim sucessivamente. Deste modo podemos obter informagoes de H,(C')

F,C
F,.,C
é uma seqiiéncia de aproximagoes sucessivas E” (r > 0) para H,(C), tal que E' é a homologia

a partir dos grupos de homologia H, ( ) , p € Z. O que obtemos, grosseiramente falando

E,C
H, (F 4 C’)' Tal seqiiéncia é conhecida como seqiiéncia espectral.
p—1

13
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2.1 A seqiiencia espectral associada a um complexo filtrado

Definigao 2.1.1 ([1/, p.162) Uma filtracao crescente de um R-mddulo M €é uma familia de
submddulos F,M (p € Z) tais que F,M C F, M. A filtragao é dita finita se F,M =0 para p

suficientemente pequeno e FyM = M para p suficientemente grande.

Exemplo 2.1.1 Um exemplo trivial de uma filtragao finita é a do Z-modulo Z dada da sequinte

forma
0C2ZCZ

Um R-médulo graduado A é uma seqiiéncia de R-médulos, ou seja, A = (A, )nez, em que cada
A, é um R-médulo ([15], p.300 ou [1], p.4). Dada uma filtragdo de um R-mdédulo, podemos

associar um modulo graduado definido a seguir.

Definicao 2.1.2 (/1/, p.162) Dada uma filtragio de um R-mdédulo M, o médulo graduado

associado GrM ¢é definido por:
F,M

Fy M

GrpM =

Exemplo 2.1.2 No exemplo anterior, considerando que a filtracao dada sobre Z tem os niveis
7 =0 C F\Z = 27 C F3Z = 7 obtemos GroZ = 0; GriZ = 27.; Grole = 7y € para p < 0 ou
p > 2 temos Gr,M = 0.

Lema 2.1.1 Se M e M’ sdo R-mddulos com filtracoes finitas tais que f - M — M € uma
aplicagio que preserva filtracao, isto é, f(F,M) C FpM/, e Grf : GrM — GrM' ¢ um
isomorfismo (em que Grf denota a aplica¢ao induzida por f nos mddulos graduados), entao
as filtracées de M e M’ tém os mesmos niveis.

Demonstragao: Sejam 0= kM C M C...C F,M=MeO0=F,M CF, M C...C
E, M "= M’ filtracoes de M e M’ respectivamente. Suponhamos inicialmente que as inclusoes
sao estritas, isto ¢, F,M C F,. M e FpM' - FPHM' para todos os moédulos indicados nas
filtragoes. Vamos mostrar que g =0 e p,, = n.

Suponha que pg > 0. Assim pg > 1. Deste modo FoM' = F{M' = 0. Portanto, pela
Definicao 2.1.2, GriM' = 0. Mas por hipétese, GrM = GrM' e dai GriM = F{M = 0
o que é uma contradigao. Portanto py < 0. Agora suponha que pg < 0. Assim pg+ 1 < 0.
Conseqiientemente F, M = F}, ;1M = 0. Portanto, obtemos da Definicao2.1.2lque Gr, 1M =
0. Mas GTMO_HM/ = FMM/ # 0 o que contradiz novamente a hipétese. Logo g = 0.

Analogamente, suponha f,,, > n. Deste modo g, > n + 1 o que implica que F,, 1M # M’
e F,M' # M'. Como n > 0 segue que F,M # 0. Assim, pela Definicio 2.1.2, temos
GrnHM/ # 0. Mas F,, ;1M = F,M = M e dai Gr,. 1M = 0 o que contradiz a hipdtese de que
os médulos graduados de M e M’ sdo isomorfos. Portanto u, < n. Agora, se j, < n, entio

fm +1 < n. Assim pelo mesmo raciocinio aplicado anteriormente obtemos que Gr,, 1M # 0.
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2.1 A seqiiéncia espectral associada & um complexo filtrado

Mas F, M =M e F, .M =M edai Gr,, 1M =0, o que também contradiz a hipétese.
Logo pty, = n.

Finalmente observamos que se existe alguma igualdade entre os submoddulos indicados na
filtracao de M, entao a hipotese de isomorfismo dos modulos graduados garante que, no mesmo
nivel, os submédulos de M’ sao iguais, isto é, se F,M = F,,_; M para algum n, entdo F,M =

/ ~ .
F,_1M . Portanto a demonstracao se reduz ao caso anterior.

Uma importante conseqiiéncia deste resultado é o lema seguinte:

Lema 2.1.2 ([1], p. 162, Lema 2.1) Sejam M e M mddulos com filtragdes finitas e
f M — M wuma aplicacio preservando filtracio. Se Grf : GrM — GrM ¢é um

1somorfismo, entao f é um isomorfismo.

Demonstracao: Sejam M e M mdédulos finitamente filtrados tais que GrM = GrM'. Pelo
Lema 2.1.1], as filtracoes de M e M’ possuem os mesmos niveis. Assim, sejam 0 = FyM C
FFM C ...C FM=M¢e0=FM CF M C..CFM =M filtracoes de M
e M', respectivamente. Pela Definicao 2.1.2, GriM = F,M ¢ GriM = F,M'. Portanto,
FyM =~ FyM'. Desta maneira obtemos:

M
0O — KM — KM - ~ 0
1 2 o
’ 12 FQMI
0O — KM —— KM - -0
1 2 FlMl
, M FBM .
com FiM =2 FiM e GroM = FjM = FTM' = GroM . Dai, pelo Lema dos Cinco Curto

([10], Corolério 5.13, p.38), FoM = F,M'. Analogamente concluimos que F3M = F3M' ...,
M =F,M = F,M = M. Logo, f é um isomorfismo.

Definicao 2.1.3 Se o mddulo filtrado M € graduado, digamos M = (M, )nez, € cada F,M €
um submodulo graduado de M, temos para cada n € Z uma filtragio {F,M,}, de M,. Dal

podemos associar a M um mddulo bigraduado definido por:

FPMP+Q

GrpgM = ———.
i Fp 1 Mpyq

Neste caso diz-se que um elemento de Gry, M tem grau de filtracao p, grau complementar q e

grau total p + q.

Exemplo 2.1.3 Se C' é um complexo de cadeias, a homologia de C, H(C) = {H,(C)} é um

Z-mddulo graduado. Portanto, dada uma filtragao de H(C), temos associado a esta filtragao
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2 Seqiiéncia espectral

um modulo bigraduado dado por:

FPHP'HI (C)

H(C)= 2/
Grp,q (C> Fp—alJrq(C)

Queremos obter uma filtracao para H,(C). Seja (C,d) um complexo de cadeias finitamente
filtrado, isto ¢, cada {F,C),},ez ¢ uma filtracao finita de C,. Considerando cada F,C' como um
subcomplexo com diferencial 8; = Oy F,c, ¢ FpCp — F,C,,_1 podemos obter uma filtracao de

H,.(C) como definida a seguir.

Definigao 2.1.4 ([1], p.162) Seja (C,0) um complexo de cadeias finitamente filtrado. A

filtracao induzida sobre a homologia do complexo C, é definida por:
F,H,(C) = Im{H,(F,C) = H,(C)}
com i, a aplicacao induzida pela inclusao i : F,C' — C.
Proposicao 2.1.1 A filtra¢io anterior F,H,(C) do grupo de homologia H,(C) pode ser

EC,NZ
dada como FpHn(C> = m,
pYn

(respectivamente bordos) de C,,, isto €, Z = ker0,, e B = Im0,1.

na qual Z (respectivamente B) é o mddulo dos ciclos

Demonstragao: Considere o subcomplexo (F,C,d), com 0 = 9|p ¢ a restrigio. Temos o

seguinte diagrama

.. , il , Cn , 1 R

P |

n 871
i F,Chi ntl, EC, —~ ECpq — -

A aplicacao 7, induzida nos grupos de homologia é dada por
iv: Hy(F,C) — H,(C)

a:a+1m@;+l»—>i*(a):@:a+1m8n+1:a+3

com « € ker 8; = Z N F,C,. (Por um abuso de notagao estamos denotando por @ tanto um
elemento de H,(C) como um elemento de H,F,(C)). Pela Definicao 2.1.4, temos

Calculando ker i, obtemos
keri, = {a € H,(F,C) | i.(@) =0, com a € F,C,,NZ} =
={a+1Imd,,, | « € B, com a € F,C,NZ}.
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2.1 A seqiiéncia espectral associada & um complexo filtrado

Portanto
BN (FC.NZ) F,C,NB

Imd,, - Imo,,

keri, =
sendo que a tltima igualdade segue do fato que B C Z. Logo

F,CoNZ
md,,, _ F,C.,NZ
F,C.NB ~ F,C,NB
Imd,

F,H,C =

Proposicao 2.1.2 O mdédulo bigraduado associado a filtra¢ao de H(C') satisfaz

E,CpgNZ
(Fp0p+q N B) + (prlcerq N Z>'

Gr,H(C) =

Demonstracao: Pela Definicao 2.1.3/ e Proposicao 2.1.1 temos:

F,CpigNZ
FyHyey(C)  ECoyN B
Fp1Hp1q(C) B M

prlcerq nB

Grp,,H(C) =

F,CpiyN Z

Aplicando o Teorema do Isomorfismo de Noether (Teorema [1.1.1) nos quocientes ————
F,CoiyN B

e by iCprgNZ

obtemos
by 1CpqNB

F,CpiyNZ _ FyChiqN Z+ FyCpiyN B
F,CpiyN B F,CpigN B

(tomando A = F,CpyyNZ e B=F,CoiqNB)e

FyrCpigNZ o FyrCoig N Z + FCpey N B
Fp 1CpigN B F,CrigN B

(tomando A = F,_1Cy+, N Z e B = F,C,, N B). Conseqiientemente,

Gr. H(C) = ECyyNZ+EC,yNB
e Fy 1CpigNZ + F,CpiyN B’

Sabemos que F),_1Cpyy N Z C F,Cpyy N Z. Logo, pelo Corolario 1.1.1

FyCpiqNZ
(Fp-1Cpsg N Z) + (FCpig N B)

Gr,,H(C) =
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2 Seqiiéncia espectral

Vamos agora definir a seqiiéncia espectral associada a um complexo de cadeias de R-
moédulos finitamente filtrado C, isto ¢, uma seqiiéncia {E"},>o de “aproximagdes sucessivas”
para o médulo bigraduado GrH (C') ([1], p.163).

Definigao 2.1.5 (Seqiiéncia espectral associada a filtragao de um complexo de cadeias) Seja
(C,0) um complexo de cadeias finitamente filtrado de R-mddulos com diferencial 0 = 0, e
filtragao finita {F,C,} para cada C,,. Considere os modulos:

Zp = FpCpig N O NF, .Cpyg1), Zy =FCpyNZ,

B, = FCprgNO(Fpir-1Cpigi1),  Bpy = F,Cpig N B,

sendo que Z (respectivamente B) denota o mddulo dos ciclos (respectivamente bordos) de Cpy,

isto €, Z = ker Oprq € B =1Im0piq11- A seqiiéncia {E] }, r >0, p,q € Z, com

r
r Zp,q

p—1,g+1

€ chamada seqiiéncia espectral associada ao complexo C. Analogamente define-se

e’} ZIC;:?I Fp CIH‘Q N Z

PO B + 22 i1 FyCpiq N B+ FpiCpugNZ

Observacao 2.1.1 Seque imediatamente da Definicao 2.1.5 que:
0 1 oo 1 0o _
B,,€B,,C..CB,CZ,<..C7Z,,CZ,, =FCy,

Observacao 2.1.2 Uma conseqiiéncia importante da Proposicao|2.1.2 e da defini¢cdo anterior
¢ que B = Gry, JH(C).

Observacao 2.1.3 Pela Definicao 2.1.5 temos:
Z;:ll,qH =110 N a_1<Fp—GC+q—1)§

Z;,q = FpCpiq N a_l(prGCwfl)-

Portanto, como F,_1Cyrq C F,Cpiq, obtemos: Z)~{ .\ = ZI N F, 1Cypy. Assim podemos

ESCTeveEr: o
s p.q

Er = .
i BJZ#I + (Z;ﬂ N Fp—lcp+q)

Observacao 2.1.4 A Definicao 2.1.5 pode ser aplicada a complexos de cadeias com filtracao
nao finita. Entretanto, por simplicidade e tendo em vista nossos objetivos, consideramos apenas

complezos de cadeias finitamente filtrados.

18



2.1 A seqiiéncia espectral associada & um complexo filtrado

Observagao 2.1.5 No caso em que C é um complexo de cocadeias C' = (C"),ez, com
diferencial de grau +1, a filtragio é denotada por {FPC} e assumida decrescente, isto €,
FPC D FPTIC.  Os termos da seqiiéncia espectral resultante sao denotados por EP? e

+
temos E&q &~ ppd — FPEHP Q(O)

Frifrra(C) A diferencial d, possui bigrau (r,—r + 1) e assim

. P9 p+r,g—r+1
d,: EP1 — EP .

Definigao 2.1.6 ([1], p. 163) Uma seqiiéncia espectral {E] ,} converge ou € convergente, se
para todo par (p,q) de inteiros existe um indice j1 (que depende de p e q) tal que BV = E;j;l =

ldots = E5%. O termo E, € chamado limite (ou abutment) da seqiiéncia espectral.

Observacao 2.1.6 Vimos que EJ5 = Gr, o H(C). Portanto, se a seqiiéncia espectral converyge,
seu limite € GrH (C). E comum omitir-se o “Gr” e dizer simplesmente que a seqiiéncia espectral

converge para H(C), o que é usualmente denotado por
E;,q == HP+Q<C)7

ou ainda, E" = H(C). E comum também escrever o termo qu do lado esquerdo do

limite, porque este € o termo mais util da maioria das seqiiéncias espectrais, e assim denotar
2

Ep,q = HP+Q(C)'

Teorema 2.1.1 Se (C,0) é um complezo de cadeias finitamente filtrado, entdo a seqiéncia
espectral associada {E] ,} converge para o médulo bigraduado GryH(C'). Mais precisamente,

fixados p e q, existe

(i) t suficientemente grande tal que Z} , = Z\H = ... = 7%
(ii) s suficientemente grande tal que B} = Bytt = ... = B ;
(ili) pu suficientemente grande tal que EF = EN = . = E> = Gr, H(C).

Demonstracao: Sejam p e ¢ fixados.
(i) Como a filtragao em cada nivel é finita, existem ¢y, to tais que:
0= Ft1cp+q71 c Ft1+10p+q71 c...c Ft20p+qfl = Cerq*l

FoCpiq-1 =0, Vn <t ; F,Cppg-1 = Cpig_1, V1 >t
Seja t tal que t > p — t1, ou seja, p —t < t;. Assim:
Zt = FChigN O Fy G = F,Coig NO7H0) = F,Cpig N Z = Z7%,
Pelo mesmo raciocinio obtemos:
Z =2 = =7
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2 Seqiiéncia espectral

(ii) Similarmente existem sy, sy tais que:

0= FyCpigi1 € Fsi11C0pig11 © - € FiyCpigi1 = Cpig

Fn0p+q+1 =0, Vn<s; ; Fn0p+q+1 = Cp+q+1, Vn > ss.
Seja s tal que s > ss —p+ 1, ou seja, p+ s — 1 > so. Assim:
By, = FpCpq N OFpss1Cpigi1 = FpCpig N OCh g1 = FpCpg N B = By
Pelo mesmo raciocinio obtemos:

s+1 s+2 . e’}
Bp,q o Bp,q o T Bp,q'

(iii) Finalmente, tomando p = max{t + 1, s}, obtemos

E'u = Z;q = Z;’Oq — FpOp—i-q m Z .
P B+ 2 Byt Zlgn (FCoigNB) + (FpeiCpig N Z)

Portanto, pela Proposicao 2.1.2:

woo_ 00
Ep,q - Ep,q'
Pelo mesmo raciocinio concluimos que:
ptl _ ppt2 — [0 v
BN =E = =B =Gy, H(CO),
sendo que o tultimo isomorfismo segue da Observacao 2.1.2. |

O teorema anterior nos garante que a seqiiéncia espectral £, associada & um complexo

de cadeias finitamente filtrado é sempre convergente e converge para Gr, ,H(C).

Exemplo 2.1.4 Considere o complexo de cadeias finitamente filtrado

0 0
0 —+ 7 -2+ 0
U / U ' U
0. 0
) —2% 27 —1 0 -
U " U 1 U
0 0
) 2%+ 0 %0 -

em que Oy = 0 para todo k € Z, C,, = 0 sen € par oun < 0 e C,, = Z se n € impar.
Considerando a filtracao FoZo = 0 C F\Z = 27 C FyZ = 7, para este complexo de cadeias
obtemos:

o GryZ = ZQ; GnrZ = {0}}
o FyH (C)=A{0}, F1H,(C) =2Z, FyH,(C) =Z;
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2.1 A seqiiéncia espectral associada & um complexo filtrado

[ ] Gr271H<C) = ZQ;

hd Egg = E21,1 = E%,l = Zos.

, 0 1
2.1.1 (Calculo dos termos E,, e E,,

Calculamos agora os termos E] parar = 0 e r = 1. Isto serd ttil na demonstragao de

resultados posteriores apresentados neste trabalho.

Proposicao 2.1.3 Se C ¢ um complezo de cadeias finitamente filtrado e {E} |} € a segiiéncia

espectral associada (Defini¢ao [2.1.5), entdo:

EC
)E = PP _ gy O

F,C
(i) Epq = Hyrq (Fp—lC) = Hy(E} ), o que denotamos simplesmente por E' = Hy,, (E°).
.

Demonstracao: (i) Pela Observagao 2.1.3 temos:

0
0 Zp,q

E = .
i Bg,q + (Zzg),q N Fp—lcp+q)

Deste modo, considerando que Z) = F,Cpyq € FCpig D F,_1Cpyq, e aplicando a Definigao
2.1.5 obtemos:
0 FPCP-H]

E = .

P (FpCp-i-q a a(Fp—l—O—le—l—qH)) + (Fp—10p+q)
Sabemos também que o operador 0 preserva filtragao (visto que cada F,C' é um subcomplexo
de C) edal 0(F)_1Cp1g+1) C F—1Cpiq. Portanto F,CpyNO(Fpi9-1Cpiq+1) € Fp—1Cpiq. Logo:

0o _ FPCP+¢1

e~ [ = GrpqC,
p—1%p+q

onde a ultima igualdade segue da definicao de mdédulo bigraduado.

(i) Utilizando novamente a Observagao 2.1.3/ e a Definigao 2.1.5 obtemos:

Bl Zpq _ FyCpiq N 0~ (Fp-1Cpig-1) ‘
P B}%,q + (Z]%,q N Fp1Cpiq) (FpCpq N O(FpCpigir)) + (Fpa1Cpig N 07 (Fp-1Cpig-1))

Como O(FpCpiq+1) C FpCprg € Fpo1Cpig € 07 (Fp-1Cpiq-1), temos:

1 BGg N O (Fp-1Cprq-1) ().
P4 O(FyChigi1) + (Fpe1Chiy)

Consideremos o operador induzido por 0 no complexo quociente 7 P ok o qual vamos denotar
p—1
por d°:
B B0 — FpCerq FpOerq—l .
Pq TP T — Tpg-l
Fp—lcp+q Fp—lcp+q—1

21



2 Seqiiéncia espectral

a=a+F, 1Cpq— d) (@) = 0(a) = () + Fp-1Cprq1-

(Por um abuso de notagao estamos denotando por T elementos de ambos os complexos

quocientes). Sabemos que: kerd) = {a + F,_1Cpq | d(a) € Fp_1Cpiq1, com a € F,Cpiy},

ou seja,
ker d® — FpCpiq N a_l(Fp—le+q—1)
o e ™ Fp1Cpig .
Por outro lado
O(F,Chsgr1) + (Fy1Clhiy)
0 _ p~'pt+q+1 p—1%pt+gq
fmdpgi = Fp1Cpyq ‘
Assim
O ker d?hq ~ FpCpiqg N a_1(Fp—lcp-w—l)
Hyiq = =

Fp O - Imdg,qﬂ a 8(F;DOJD—&-q—H) + (Fp—lcerq) .

Logo considerando (*) e a parte (i) da demonstracdo obtemos a afirmacao desejada:

E;,q = P-HI(EO)'

Observagao 2.1.7 Na verdade, se consideramos, para cada p fizo, o complezo (EL ),ez, entdo

p.a
E;,q = Hq(E27*) (homologia no nivel q). Mas se tomamos n = p + q e consideramos que
F EC
EY = P72 entio B! = H, (=2 = H,,,(E"). FEsta dltima notacao é melhor para
D,q Fp—lcn D,q <Fp—10) p+q( ) ¢ p

generalizagoes conforme veremos a sequir, pois de fato estamos calculando a homologia de um

modulo bigraduado.

. +1
2.1.2 A relacao entre E) e By

Podemos generalizar o resultado obtido na Proposi¢ao 2.1.3/ e dar uma importante relagao
entre os termos da seqiiéncia espectral. Primeiramente apresentamos um lema que nos da a

diferencial induzida pelo operador 0 nos termos da seqiiéncia espectral.

Lema 2.1.3 O operador 0 : C'— C induz uma diferencial d;, , em Ej
¢ dy, By, — E) . .. Notemos que em Eﬁ,q temos uma diferencial de bigrau (0,—1) e

1 . . .
em Ej , temos uma diferencial de bigrau (—1,0).

de bigrau (-r,r-1), isto

Demonstragao: Consideremos os médulos 77 e Z;:llyq 41+ By, Afirmamos que:
(1°) 0z, , < Z}

g = “p-rgtr—1-
De fato: Da Definicao 2.1.5, obtemos

02y, = 0(FCpiq N0 (FperCpig-1)) € FypoyCprg1 N OF,Cpag = B,

p—r,gtr—1-

Ainda, pela Definicao 2.1.5, Z) . .. 1 = F,.Cprg1 N O YF,—rCpiy2). Agora, seja x €

B;t7£q+7'71 = F, ,Cpiq—1 NOF,Cpiy. Deste modo x € F,_,Cpiq_1 € v =0(a), com a € F,Cp,.
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Daf 9(x) = 9d(a) = 0 e, conseqiientemente, * € 9 ' (F,_,_,.Cp4—2), pois obviamente 0 €

FyrvCpigo. Assim x € Fp_,Cpyg1 N0 (FypyCpyg2) = Z0_, 1y ¢ entdo BrEL | C
Zyyqir—1- Portanto

82;7;,11 g Z;—r,q+r—1'
(20) a(Z;:ll,q—i-l + B]Z,q) g Bg—r,q-&-r—l'
De fato: Pela Definicao 2.1.5, 9B;, = O0(F,Cpiq N OF,1, 1Cp1q41) € OF,Cpyg N
00F v 1Cpiqp1 = OF,Cpiq N {0} = {0}. Deste modo dB; , = {0}. Também pela Defini¢ao
215, 0Z) 1 11 = O(Fp1Cpiq N Oy Chigo1) C FyyCpyq1 NOF, 1Chig = Bl_ 11y
Portanto

a(Z;Z;:ll,q-H + B;q) = (aZ;Z;:ll,q-i-l + aB;q) g (B;—r,q-i-r—l + {0}) = B;—nq—&-r—l'

Logo, 0 induz a diferencial

T T
roo. Zp,q prr,qur‘fl
p,q B'r Zr—l Br Zr—l )
p7q+ p—1l,q+1 p—r,q+r—1 + p—r—1,g+r

ou seja,

T s I8
.
dp,q : Epvq Ep—nq-H"—l

/

a+1 — d;q(oz—i-[):a(a)—l—[

4 erl

R r r—1 / P T
onde denotamos [ :=B) + 7,y ., el =B —r—1.qtr

p—r,qg+r—1

Teorema 2.1.2 ([9], Teorema 10.2.5, p. 402) H(E") = E™. Mais precisamente, se

considerarmos o complezo (E”,d") com a diferencial d” de bigrau (—r,r — 1), entdo E;*! =
T
Hp4(ET).
Demonstracao: Considere as diferenciais
T . s T T . T s
dp+r,qfr+1 ) Epﬂzqf?”rl Ep,q © dp,q ) Ep,q Epfnqﬂ"fl'
& ker d;; q T T
Temos: H,4(E") = I Portanto temos que calcular kerd; , e Imdy . ., ;. Como
ptrg—r+1 ,
: : . nr r—1 . nr r—1
anteriormente vamos considerar [ := B)  +Z,~ el :==DB) . 1 +72," 1 ..

e Céalculo de ker d;q:

T T T ! - / Z;,q N 8_1([,)
kerd) ={a+lecbl |d (a+])=0+1}={a+I€E, |da)ecl}=—"——

. ] 7
ou seja,
kerd), , = Zpa ( a_l(B;_r7q+rr_—11+ Z;::_l’(”r) .
7 B;,q + Zp—l,q+1
1% AFIRMAGAO: 071 (By g1 + 23701 gip) = 07 (By e 1) + 0712700 1)
De fato: Sejau € 0~ (Br_, o 1+ 20" ..p). Deste modo d(u) = x+y, comz € BY_, .. 4 =
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Fy i Cppgm1NO(Fp_1Cpig) €y € Zr-1 =Fy r1Cpiq1NO Y (Fyp—yCpig—2). Assim, como

p—r—1l,q+r
r
S Bpfr,qurfl )

Como d(u) = x+y, temos y = O(u)—x = d(u)—0(c) = d(u—c). Portanto, como y € Z;:}_qu,

u—ced N2y ) Assimu=c+ (u—c) € OBy gir) + O (Z) )1 44r)- Portanto

existe ¢ € F,_1Cpyq tal que z = 0(c). Conseqiientemente ¢ € 0~ (B]_,. 1, 1)-

afl (Br

p—rq+r—1

) COMNBY e ) O (D)

p—r—1l,g+r p—r—1l,q+r

Por outro lado, se w € (By_, . 1) + 0 (Z) )1 44p), existem z € 0H(By_, ., 1) ey €

O Z) )1 44r) tais que u = x +y. Assim, (u) = Oz +y) = O(x) + 0(y) € (Bl_,qur_1 +

r—1 3 A —1 r r—1
ZP—T—L‘I‘H")’ 15t0 e, u& 9 (Bp—r,q—i-r—l + Zp—r—l,q+r)' Portanto

a—l(Br

p—r,qg+r—1

) + a_l(ZT_l ) g a_l(B;—r,q—i-r—l + Zr_l ) (II)

p—r—1,q+r p—r—1,q+r

De (I) e (II) temos O~ (B)_, (yrq + 2} ) =0 (B

p—r—l,q+r p—r,q—i—r—l) + 8_1<ZT_1 ) 0 que

p—r—1l,q+r
demonstra a afirmacao.

22 AFIRMACAO: 0~Y(By_, .\, 1) + 072"} ) =201 i1 + O N Ey i1 Cpign)-

p—r—1,qg+r
De fato: Pela Defini¢ao .15, 0712} ,y.) = 07 Fpro1Cpigo1 N O (Fp2,Cpiq2)] =
O N Fyr1Cpiq1)NO O (Fyp0,Cpiy—2)]. Como dod = 0, segue que [0 (F,_2,Cpiy2)] =
Cpiq- Deste modo, como O '(Fp_,_1Cpig-1) < Chig, temos O (Fp_p_1Cpig_1) N
OO N E) 2,Cprg2)] =0 Y (Fy_r_1Cpysq1). Portanto

a_l(Z;:rl—l,q-f-r) = a_l(Fp—T—lcp+q—l)' (2)

Por outro lado, sabemos que Br_, .. = F,.Cprgo1 N OF,1Cpgq ¢ 02,71 1 =
O[F)-1Cpiq N O Y (F,_Cpiy_1)] (Definigao 2.1.5). Agora: 9[F, 1Cpiy N O (Fp_rCpig1)] =
{0(2) |2 € Fpu1Cpyg N O (FpiCpig1)} = {0(2) |2 € FpoiCyq e 9(x) € FpryCprga} =
FyrCpiqg1 N OF, 1Cpyq = By, ,ir1- Desta maneira 82;:117%1 = B i1
€ 07 (B, 4ir1), entdo d(z) = 9(c), ¢ € Z) 71,4y Deste modo, d(z — ¢) = 0, isto
x —c € Z, em que Z denota o médulo dos ciclos de C),1, (mais precisamente Z = ker d,1,).
Portanto x = (x —¢) +c € Z + Z;:iqﬂ e conseqilentemente By, .., C Z + Z;:II,qH' Se
weZ+Z | q.entdou=z+y,z2€Zey€ Z | 4. Dal O(u) =08(z) +9(y) =0+ 9(y) =
y) € 02,74 41 = B Assim uw € O°NB!_,. 1nq) € Z+ Z)74 C B

p—r,g+r—1* p—1l,q+1 p—r,g+r—1-

Assim se

[N

)

Portanto
a_1<B;7r,q+r71) - Z + Z;:ll,qul' (”)
De (Z) € (“) Segue que 871(Bg—r,q—&-r—l)+671(Z;:7}—1,q+7") = Z_’_Z;:ll,q—i-l+671(FP—T—1CP+Q—1)'
Como 0Z = {0}, Z C O (F,_,_1Cpiq-1). Logo
a—l(Br

p—r,g+r—1

) + 6_1(Zr_1 ) = Z;:iqﬂ + a_1(Fp—r—lcp-i-q—l)

p—r—Llg+r
e a afirmacao estd demonstrada.
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2.1 A seqiiéncia espectral associada & um complexo filtrado

Pelas afirmacoes anteriores temos 2. N 07 (Bi_, v 1 + Z0 0 14e) = Zb, N
[Z;:iqﬂ—i—@‘l(Fp,r,leﬂ,l)]. Da Definicao 2.1.5, obtemos que Z;:ll,qul c 7,
Deste modo, pelo Lema [1.1.1, Z N [Z;:iqﬂ+8‘1(Fp_,n_10p+q_1)} = Z;:117q+1 +

[Z;q N 871(FP—T—IOP+‘1—1)] = Z;:ll,qul + [(FPOIH-Q N 871Fp—rop+q—1) M ail(Fp—T—lcp—l—q—l)] =
Z;:%,qﬂ + [Fp0p+q N 8_1<Fp4710p+q*1)] = Z;Z;:iqﬂ + Z;jq_l'

Logo:
r—1 r+1
roo_ Zp—l,q+1 + Zp7q
kerd, = .
p,q Br + Zr—l
P,q p—1,g+1

e Calculo de Imd ., ;:

Imd) . . = {z+1 € By | z+1 = d;+r7q_r+1(a + 1)}, = € gy @€ 2y oy €

I" =Bl uri1 + 200 1 grso- Deste modo Imdy,, ., ={z+1¢€E, | x+1=0()+

I}y, veZy,, a€Zy,, . Portanto

T 9 (ZT-H” —7“+1) + 1
Imdp+r7qir+1 - r q] )

isto é,
r r r—1
r _ 9 (Zp-H:q—T—H) + (Bp,q + Zp—l,q-&-l)
Imd) .. .1 =
p+r,q—r+ Br +Zr—1
D9 p—1l,g+1

Pela Definigao 2.1.5 obtemos 0 (Z5,,., ri1) = O (FpirCpiqri N0 F,Chyg) = FpChig N

_ pr+l :
OF i Cpygr1 = Byl Assim

r+1 r r—1
Imd" _ Bp,q + (Bp,q + Zp—l,q+1)
p+r,g—r+1 — Br + Zr—l :
D,q p—1,g+1

Pela Observacao 2.1.1, B;q C B;;l. Deste modo

r41 r—1
Bt +Z

r _ p—1,g+1
Imdp+r,q—r+1 - Br + Zr—l
.4 p—1,q+1

Assim a homologia H,,(E") é dada por

r—1 r+1
Zp—l,q+1 + Zp,q

T r r—1 r—1 r+1
r\ _ ker dp,q _ Bp,q + prl,qH ~ prl,qul + Zp,q
HP+Q(E ) T Imd" - prtl + zr—1 T pr+l + =1 :
p+r,q—r+1 P,q p—1,q+1 D,q p—1l,q+1
r r—1
Bp,q + Zp—17q+1

Como Bjt! C Zr*!, segue do Coroldrio 1.1.1, que

r—1 r4+1 r+1
Zp—l,q+1 + Zp7q ~ Zp,q

r+1 r—1 o r+1 r+1 r—1 ’
Bp,q + prl,qul Bp,q + (Zp,q A prl,qul)
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2 Seqiiéncia espectral

Temos ainda: Z: N2 "1 1) = [FpChiq MO (Fpr1Cpiq1)IN[Fpo1Crig N O (Fpy Cpig1)] =

Fo1Cpqg NI (Fper1Cpig1) = Z) 1,11 Logo:

r+1
T\ ~Y D,q _ r+1
Hp+q(E ) - Br+l + 7 o EP,‘] ’
-9 p—1,g+1

com a tltima igualdade obtida da defini¢do de Er*!' (Definicao 2.1.5).
]

Observagao 2.1.8 De uma maneira mais geral uma seqiéncia espectral (homoldgica) é
definida (ver [14], Definicio 2.2, p.29) como uma seqiiéncia de mddulos bigraduados {E",d"}
cuja diferencial d” tem bigrau (—r,r — 1) tal que E™' = H(E"). Se temos um complezo de
cadeias finitamente filtrado, o Teorema 2.1.2 garante que a Seqiiéncia que apresentamos na
Definicao [2.1.5 satisfaz estas condicoes e, portanto, é uma seqiiéncia espectral de acordo com

essa definicao geral.

Observagao 2.1.9 Se compararmos o tratamento de seqiiéncia espectral apresentado em [9]
com o dado por [1], referéncia que motivou este trabalho, encontramos algumas diferencas
na notacao utilizada. Assim, no teorema anterior e em algumas aplica¢oes que apresentamos
posteriormente que foram baseadas em [9], foram necessdrias algumas modifica¢oes nas notagoes

para a devida adaptagdo a notagao utilizada em [1] e que adotamos neste trabalho.

Uma importante conseqiiéncia do Teorema 2.1.2/ é a proposicao seguinte:

Proposigao 2.1.4 ([1, p. 163, Proposi¢io 2.6) Sejam C e C' compleros de cadeias com
filtragao finita em cada dimensio e T : C — C" uma aplicacdo de cadeias preservando filtracdo.
Se a aplicagdo induzida das seqiiéncias espectrais E™ () : E"(C) — E™(C") é um isomorfismo

para algum v, entdo H(t) : H(C) — H(C") é um isomorfismo.

Demonstragiao: Seja r > 0 e suponha que E"(1) : E"(C) — E"(C") é um isomorfismo.
Entdo a aplicacio induzida nos grupos de homologia H(E"(7)) : H(E"(C)) — H(E"(C"))
é um isomorfismo. Portanto, pelo Teorema 2.1.2, E"*'(7) : E'*(C) — E™(C') é um
isomorfismo. Assim para todo s > r temos que a aplicagdo E*(7) é um isomorfismo. Portanto
E>*(C) =2 GrH(C) = GrH(C') = E*(C"). Logo, pelo Lema 2.1.2, H(7) : H(C) — H(C") é

um isomorfismo.

Costuma-se representar um modulo bigraduado imaginando que os mesmos estao
dispostos em um plano cartesiano. Desta maneira os termos £, , da seqiiéncia espectral podem
ser representados por pontos (p, q) sobre o plano de coordenadas cartesianas e as diferenciais
d,: B, — B .. como flechas que partem de (p,q) e chegam em (p —7,q+7 —1).
Utilizando esta representacao, [8] d4 uma abordagem interessante do Teorema 2.1.2, dizendo

que a seqiiéncia espectral poderia ser pensada como um livro no qual na (r + 1)-ésima pagina
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2.1 A seqiiéncia espectral associada & um complexo filtrado

estao representados os grupos abelianos E] , e as diferenciais d; , de bigrau (—r, 7 — 1). Os
grupos que aparecem na pagina seguinte, sao os grupos de homologia dos grupos que aparecem
na pdgina anterior. A figura abaixo ilustra esta abordagem para os termos E7 e diferenciais

dy , parar =1, 2 e 3, com bigraus (—1,0), (=2,1) e (—3,2), respectivamente.

CIIIIYESSSS %&k&%
CDTTITY EEEEE

DSl ETRTNININNNY .

DEDEDEDININN BRSNS N \\\\\

.
=
P A b — 5 — ¢ — & ] ; <\

A seguir apresentamos um conceito bastante importante na teoria de seqiiéncias espectrais.

Definigao 2.1.7 ([1{), Defini¢ao 1.3, p.7) Uma seqiiéncia espectral { £ .} colapsa no N-ésimo

termo se d, . =0, parar > N, para todos p e q.

Observacao 2.1.10 E claro que se uma seqiiéncia espectral colapsa no N-ésimo termo entdo

N ~ N4+1 ~ ~ 00 . .
E;, = E ;= .. = EX, quaisquer que sejam p e q.

2.1.3 Seqiiéncia espectral de 1° quadrante

Uma seqiiéncia espectral é de 1° quadrante se £ , = 0 para p < 0 ou ¢ < 0, qualquer que

seja r. Nesta subsecao apresentamos alguns resultados relativos a estas seqiiéncias.

Exemplo 2.1.5 Seja E , uma seqiiéncia espectral de 1° quadrante e considere as aplicagoes
di_, : E5 |, — Ei, ediy: B}y — E?,,. Como a seqiiéncia espectral ¢ de 1° quadrante
temos diy = dj_; = 0 e kerd;, = E}, e Imd;_, = {0}. Portanto, pelo Teorema 2.1.2,

ker d3 ker d3
3~ 2) _ 1.0 _ g2 4 o 3y — 10 _ 73 ;
El,O = Hl(E ) = W = El,O' Analogamente El,O = Hl(E ) = 7272 = E1,07 pois
diy : B}y — E?,, € nula visto que E®,, = 0. Dai Efo = [3,y. Procedendo deste modo,

podemos mostrar que Efgl = Ei, para todo r > 2.

Como no exemplo anterior pode-se mostrar que as diferenciais d” de uma seqiiéncia espectral
de 1° quadrante se anulam a partir de um determinado indice r (que depende dos valores de p e

q) e neste caso segue do Teorema 2.1.2 que E} = E;fql. Em geral, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.1.5 ([11], p.820) Se a seqiiéncia espectral € de primeiro quadrante, entao

Erit = B opara v > max{p,q + 1}.
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2 Seqiiéncia espectral

Demonstragao Basta observar que se a seqiiéncia é de 1° quadrante, para r > max{p,q + 1}

temos kerd, = Ey e Imd, . .., = {0} (sendo as diferenciais associadas nulas). Assim
E;:;l = Hyo(E7) = E;,q‘

|

Algumas filtragoes dao origem a seqiiéncias espectrais de 1° quadrante. Apresentamos

a seguir a definicao de uma filtracao com esta propriedade e uma importante proposicao

relacionada que serd 1til nas aplicagoes que apresentaremos no Capitulo 4.

Definicao 2.1.8 Uma filtracao F' de um modulo graduado M € canonicamente limitada se
F M, =0eF,M, = M, em cada grau n. Analogamente um complexo de cadeias de R-
mddulos C = (C,,) possui uma filtragao canonicamente limitada se a filtragdo de cada R-médulo

C,, € canonicamente limitada.

Proposicao 2.1.6 (/11], Teorema 3.3, p.330) Se F' € uma filtracao canonicamente limitada
de um complexo de cadeias C' = (C,)nez, entao a seqiiéncia espectral associada a F € de 1°

quadrante e a filtragao induzida nos grupos de homologia H,(C') € finita e tem a sequinte forma:

0=F H,(C)C FyH,(C) C..CF,H,(C)=H,(C)

com quocientes Sucessivos F,Ha(C) ~ 00
! F,_1H,(C) — “pn—p’

FpCerq
Fp1Cpiq
F_,C, = 0, obtemos que Eg,q = 0. Portanto, pelo Teorema 2.1.2, se p < 0, entao E, = 0,

Demonstracao: Vimos que Equ = (Proposigao 2.1.3). Assim se p < 0, como

V r. Por outro lado, como F,C,, = C,, se ¢ < 0, entao F,Cpy, = F,_1Cp4,. Dal Equ = 0 para

q < 0 e, conseqiientemente, Ej = 0, para ¢ < 0 Vr. Logo a seqiiéncia espectral ¢ de primeiro

quadrante.
L F,C,NZ , ) )
Pela Proposi¢ao 2.1.1, F,H,(C) = ————=, no qual Z (respectivamente B) é o mddulo
F,C,NB
A
dos ciclos (respectivamente bordos) de C),. Deste modo, F_1H,(C) = 0 e F,H,(C) = 5=

H,(C). Portanto a filtracao de H,(C') ¢é finita e tem a forma descrita. Vimos também que

F H,1o(C)
F° o H — pip+q '
P GTp,q (O) Fp—al+q(C)
F,H,(C)

—_— = _H = E>
Fp—lHn(O) G'Iﬂpm p (C)

Daf a filtracao de H,(C) tem os quocientes sucessivos:

p,n—p-*
|

A proposicao anterior nos garante que uma filtracao canonicamente limitada de um complexo

de cadeias C' induz uma filtragao canonicamente limitada nos grupos de homologia de C'.

2.2 Homologia de grupos e seqiiencia espectral

Nesta secao estabelecemos uma forte relacao existente entre as teorias de homologia de

grupos e de seqiiéncias espectrais.
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2.2 Homologia de grupos e seqiiéncia espectral

2.2.1 Filtracoes associadas a um complexo duplo

Definigao 2.2.1 ([, p.164) Um complezo duplo é um mddulo bigraduado C = (C’M)p A
com uma diferencial “horizontal” O’ de bigrau (-1,0) e uma diferencial “vertical” 0" de bigrau
(0,-1), tais que 30" = 9"0" (i.é, os quadrados abairo sdo comutativos).

’ ’

0 0
) > p+1,q > Cp,q > Cpfl,q >
{a// {a// {a//
o o

’ ’ C(10+1,q—1 ’ Cp,q—l ’ Cp—lvq—l ’

Observacao 2.2.1 (/1], p.164) Um complezo duplo pode ser considerado de dois modos
diferentes como um “complexo de cadeias na categoria dos complexos de cadeias™

(1) Para cada q, nds temos um complexo de cadeias horizontal C., com diferencial d e sio
dadas aplicagées de cadeias 0" : C,y — C, 1 tais que 00" = 0.

(2) Similarmente, para cada p, nés temos um complexo de cadeias vertical C,, , com diferencial

9" e sio dadas aplicagées de cadeias &' : Cpy — Cp 1, com 09 = 0.

Definicao 2.2.2 Dado um complexo duplo C = C,,, o complexo total TC, é o complexo de

cadeias originado de C, considerando (1C),, = @ Cpq € a diferencial 0 dada por O|c,, =
p+qg=n

J +(=1)P0 .

Exemplo 2.2.1 Consideremos um complexo duplo C = (C,4)pqez de 1° quadrante, isto é, com

Corg =0,sep <0 ougqg <0, eo complexo total originado (Definicao 2.2.2). Temos, por

exemplo:

(TC)3 = @ Cpq = Coz © Cr2 © Co1 @ C3o;

p+q=3

(TC)2 = @ Cpq = Co2 ® Ci1 & Cyy.
p+q=2
Vamos analisar

0:(TC)3 — (TC)s.

Pela Definicao 2.2.2 temos:
ey, =0 + (—1)1".
Assim, se x € C19 C (TC)s, entdo:
oz) =0 () — " () € Coa P C1y.
Dai:
5’|012 1 Cra — Cie @Cn-
Analogamente obtemos:
a|003 : Coz — Coz;
3|021 1Oy — Oy @Czo;

8‘030 . 030 — CQ().
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2 Seqiiéncia espectral

Exemplo 2.2.2 O produto tensorial de dois complexos de cadeias nos dd um exemplo de um
complexo total. Na verdade, o produto C QD = (C ® D),, = @ C, ® D, € o complezo total

ptg=n

obtido do complexo duplo C =C,, = C, ® D, (Ver Defini¢ao|1.1.2).

Podemos obter duas filtragoes de um complexo total T'C originado de um complexo
duplo C. Estas filtragoes sao finitas desde que C tenha somente um nimero finito de médulos nao
nulos em qualquer grau total p4+q dado, e neste caso nés temos duas seqtiéncias espectrais

convergindo para H,(TC). Vamos agora descrever estas filtragoes.

1* Filtracao: Filtramos o complexo T'C por considerar

F,(TC), = EB Cin-i= - ®Con®Crn1®...0Cphpp.

1<p

F, p(TC)p+q
Fp—l (TC)erq

@igp Ci,erqfi
@igp—l Ci,p+q—i

Vimos na Proposicao 2.1.3/que E) , = . Portanto

0 __ _
Ep,q - - vaq‘

Também:
o - @igp Ci,p+qflfi

p,q—1 — . ) = Up,g-1-
@igp—l Cz,p+q—1—l

: : 01 40 . 10 0 ; .
Assim a diferencial d, . : £, — E, _; é tal que:

0 .
dp,q : Op,q ? Cp,q—l'

Seja 2 € Cp,. Sabemos que J|¢,, = 9 + (—1)?0". Deste modo d(z) = 9 (x) + (—1)7d" (x).
Como 0 (v) € Cp_14 C @ Cipiq_1-i, entdao d' (r) = 0 em E) .. Portanto d) = +0".

i<p—1

Sabemos, pelo Teorema 2.1.2, que

ker dqu _ ker 9"

Imd) ., Imd"’

E;,q = P-HI(EO) -

Portanto, pelo diagrama da Definicao 2.2.1, podemos dizer que E! é a homologia vertical de
C,isto é, E} , = Hy(Cp.). Segue que a diferencial d, ,: E} — E}
pela aplicacdo de cadeias 0 : Cp« — Cp_1,4, pois um elemento de E;yq é representado por um
elemento ¢ € C,, tal que 9" (c) = 0, e para tal ¢, d(c) = 9'(c) + (—1)?9"(c) = I'(c). Deste

modo, como E? = H,,,(E"), vemos que E? é (a menos de isomorfismo) a homologia horizontal

¢ a aplicacao induzida
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2.2 Homologia de grupos e seqiiéncia espectral

da homologia vertical de C, ou seja,

E,, = Hy(H,(C)).

22 Filtracao: Também podemos filtrar TC considerando

= @ O?’L—jJ == ... @ Cn,O @ On—l,l @ @ On_pVP.

J<p
Desta filtracao obtemos:
0 — @jngerQ*j»j —C
Pq @ C T Yap
j<p—1“-'Ptq—J
e
o @jgp Cp+q—1—j,j

p,q— 1= o = Yg-1p-
@jgpfl Cp+q—l—J,J

0 . 0 0 ’ .
Deste modo d,, , - B, — E, 4 ¢ tal que:
0 .
dp,q : Cq,p C(I*LP'

Como d|¢,, =9 +(=1)19" e 0" (x) € Cyp1 C @ Cptq—1—4.j, Pelo mesmo raciocinio aplicado

j<p—-1
anteriormente obtemos dgjq =0,
Portanto: for &
er
E,, = p+q(E0> = 2L = Hq(c* p)-
. Imdg,qﬂ

A diferencial d,, : E,, — E, é a aplicacao induzida pela aplicacao de cadeias:

p—1lyg
1
Jd :C.p, — C.p_1 (a menos de sinal).

Proposicao 2.2.1 Se C é um complexo duplo de 1° quadrante, entao as filtragoes do complexo

total assoctado como apresentadas anteriormente sao canonicamente limitadas.

Demonstracao: Sejam C = (C},)p4ez um complexo duplo e TC o complexo total associado.
Vimos que as filtracoes de T'C sao dadas por F,(TC), EBO’” ;€ F (1C), @Cn e

i<p Jj<p
Temos que mostrar que F_{(TC), = 0 = F,(TC), e F,(TC), = (1C), = F.(TC),. Como o
complexo duplo C é de primeiro quadrante obtemos: F_1(7C), @ Cin—i = 0 e analogamente
1 <—1
F (TC), @ Ch—j; = 0. Por outro lado F,(1C), @C’m i = @ Cpq = (IC
7j<-1 i<n pt+g=n
= @ Ch_jj = EB Cpq = (TC),,. Logo as filtracoes sao canonicamente limitadas.

Jj<n p+g=n
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2 Seqiiéncia espectral

Corolario 2.2.1 SeC € um complexo duplo de 1° quadrante e TC € o complezo total associado,

entao existem duas seqiiéncias espectrais de 1° quadrante convergindo para H.(TC).

Demonstragao: Pela proposigao anterior as filtragoes do complexo total T'C sao canonicamente
limitadas. Assim pela Proposicao 2.1.6 as duas seqiiéncias espectrais associadas as filtracoes
de TC sao de 1° quadrante. Por outro lado, T'C é um complexo de cadeias finitamente filtrado.

Logo, pela Observacao 2.1.6/ e pelo Teorema 2.1.1, as duas seqiiéncias espectrais convergem
para H,(TC).

Observacgao 2.2.2 (/1], p.165) Embora as duas seqiiéncias espectrais obtidas tenham o mesmo
limite H.(TC), elas nao tém em geral o mesmo E*°-termo, pois estamos tomando duas filtra¢oes

distintas do complezo total TC e assim temos dois diferentes termos E2 = GrH,,4(TC).

Observacao 2.2.3 Uma discussao similar se aplica a complexos duplos de cocadeias C = CPA.
Neste caso temos um complexo total T'C com duas filtragoes decrescentes, e conseqiientemente
duas seqiiéncias espectrais de cohomologia convergindo para H*(TC) (contanto que C tenha

somente um nimero finito de mddulos nao nulos em cada grau total p + q dado).

222 H,(G,C) como limite de duas seqiiéncias espectrais

As duas filtragoes do complexo total obtido de um complexo duplo, descritas anteriormente,
nos permitirao estabelecer a desejada relagao entre homologia de grupos e seqiiéncia espectral.

Sejam G um grupo, C' = (C,,) um complexo de cadeias ndo-negativo de ZG-modulos e F' uma
resolugao projetiva de Z sobre ZG. Considerando o complexo duplo C = (C,4) = F, Q@ Cq,
temos que F'@Q,,C é o complexo total TC associado a C e como visto na Secao 2.2.1,
podemos obter duas filtragoes de TC = F ), C e dai duas seqiiéncias espectrais associadas.
Claramente, o complexo duplo C = (Cp4) = F, @, Cy é de primeiro quadrante. Portanto, pelo

Corolario 2.2.1, as seqiiéncias espectrais convergem para o grupo de homologia do complexo
total que neste caso é H,(TC) = H.(F Q,,C) = H,(G,C).

Logo a homologia de um grupo G com coeficientes em um complexo de cadeias
nao-negativo C, H,(G, (), é limite das seqiiéncias espectrais associadas as filtracoes

do complexo F @, C.

Esse fato serda fundamental no desenvolvimento deste trabalho, e é muito importante
conhecer os termos dessas seqiiéncias.
Vamos inicialmente descrever alguns termos da seqiiéncia espectral associada a 1* filtracao

do complexo total. Como visto na Secao 2.2.1, temos:
0
E),=Cp=F,Q)C,.
7G
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2.2 Homologia de grupos e seqiiéncia espectral

E;,q = p+q(E0) = H,(Cp) = H,(F, ® Cy).

Proposicao 2.2.2 H,(F,®,,C\) = F, Q. H,(C).

Demonstracao: Consideremos a seqiiéncia

1d®0O, +2 1d®0, +1 1d®0,
) @ @0
7G

obtida de: - -- Oat3 g+1 Oaty Cy fa, Cy—1 — - - pela aplicacao do funtor F, @), —. Sabemos
ker(id ® 0,)

que Hy(F, Q. Cy) = W. Vamos calcular ker(id ® 9,) e Im(id ® 0y11).
Considere a seqiiéncia exata curta:
7 0q
0 — ker9; — Cy - Imd, — 0
Como os médulos F), sdo projetivos, o funtor F), &), — ¢é exato ([15], Corolario 3.46, p.85). Dai
temos a seqiiéncia exata:
zd®z 1d®0q
O—>Fp®ker8 F®C —» F®[m@ — 0

G

Portanto, ker(id ® 0,) =Imid ® i = F, Q,,kerd; e Im(id® 0;) = F, @, Imd,, para todo

q. Por outro lado temos a seqiiéncia exata:

0 — F, Q) Imdys = F, ®keraq "F, ®H
7G

obtida da seqiiéncia exata 0 —Imd, 4 <5 ker Oy L H,(C) — 0, sendo p a projecao natural,

novamente pela aplicacdo do funtor F, @, —. Assim

F ®nger8
F, H,(C)~ =2 <.
p® Q( ) Fp ®ZG Imaq+1

Logo:

F, ®@z¢ ker 0, ker(id ® 0,)
F, H,(C)~ =2 = = C.,)
P ® q( ) Fp KRza Im0q+1 Im(zd ® (3q+1 ®

A proposicao anterior nos da
Bpy & Hyeg(E°) = H,(C,.) = Hy(F, Q) C.) = F, Q) H,(C)
7G za
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2 Seqiiéncia espectral

Tomando agora a homologia com respeito a p, temos:

E? =~ H,(F ®H (G, Hy(C)).

Uma conseqiiéncia importante disto é que H,(G, C') é um invariante do tipo de homotopia
fraca de C"

Proposicao 2.2.3 ([1], Proposicio 5.2, p. 169) Se 7 : C — C" ¢ uma equivaléncia fraca de

Z.G-complexos de cadeias, entao T induz um isomorfismo:
H.(G,C) = H.(G,C").

Demonstragao: Sejam (C,0) e (C',0) complexos de cadeias de ZG-médulos.  Como
7:C — O é uma equivaléncia fraca, a aplicacio 7, : H(C) — H(C") é um isomorfismo (ver

p. 4). Considere a resolucao projetiva ¢ : F — Z de Z sobre ZG, e
?:zid@T:F®0—>F®C’/
G 7G

feecr—T(foce)=feT().

Em primeiro lugar mostremos que 7 é uma aplicacao de cadeias preservando filtracao. De fato:
Considere o diagrama:

- (F®ycO)n . (FQyeClpor —— -

T T
o :
—— (FQuC)n—— (FQyC )1 — -+
no qual 9, = id ® 9, e 0, = id ® 0,,. Temos que mostrar que 0, o 7 = 7 o0 J,. Sejam
f®ceF,QR:C; C (FQu:Cne R € FyQy6C, € (FQyzeC)n. Pela Definigao 1.1.2
temos: O, (f®@c)=f@c+ (—1)PfR0(c) e d.(f@c)=fRc 4+ (—1)Pf® (). Assim

To0(f@c) =T(f@c+(=1)"f®0(c) =7(f @ (c+ (=1)P0(c))) = f @ (7(c) + (=1)’T 0 I(c)).

Por outro lado

0. 07(f@c) = (foT(c) = f@T(c)+ (=1 f 2 (1(c)) = f ® (1(c) + (=1)"(0 o 7(c)).

!, . ~ . / ~ /o~
Como 7 : C — C" é uma aplicagao de cadeias segue que 0 o7 = 700. Portanto, 700, = 0,07
e conseqiientemente 7 é uma aplicacao de cadeias.

Agora consideremos as filtragoes (1* filtragao) dos complexos TC = F R, C e TC =

FR,C: F(FQ,C @F Qe Cni e F(FR,C EBF Q. C,_;. Claramente,

i<p i<p
T preserva filtracao.
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2.2 Homologia de grupos e seqiiéncia espectral

Utilizando os resultados da Secao 2.2.1/ obtemos as seqiiéncias espectrais £ (C) e E;,q(C")
associadas aos complexos TC e TC', com E} = F, @ H,(C) e E! = F,® H,(C") convergindo
para H,(G,C) e H,(G,C"), respectivamente. Sabemos que 7, : H(C) — H(C') é um

isomorfismo. Portanto a aplicacao:
ENT): B, Q@ Hy(C) — F, & Hq(C/)

é um isomorfismo, isto ¢, E*(7) : E} (C') — E} (C") é um isomorfismo. Logo, pela Proposi¢ao
2.1.4, H(7) : HF ®;C) — H(F®,C') é um isomorfismo e assim H,(G,C) = H,.(G,C").

m

Apresentamos agora o calculo de H,(G, C') em dois casos especiais. No primeiro, o grupo

G atua trivialmente sobre o complexo C' e deste modo podemos obter H,(G,C) em termos de

H.(G) e H,(C). No segundo caso, o complexo de cadeias C' possui uma propriedade especial e

neste caso mostraremos que H,(G,C) = H,(Cg).

Proposicao 2.2.4 Se G atua trivialmente sobre C, entao F Q. C = Fo @ C e assim existe
uma formula de Kinneth expressando H.(G,C) em termos de H.(G) e H.(C):
0— P H,(G)@ H,y(C) — H,(G,C) — P Tor(H,(G), Hy(C)) — 0.

p+q=n p+g=n—1

Demonstracao: Se GG atua trivialmente sobre C, entao, dado p € Z qualquer que seja c € Cp,
g.c = ¢ para todo g € G. Pela Proposicao 1.1.3/ temos F, @, Cy = (F, Q, Cy)e. Considere
os Z-médulos F, Q,.Z = (F,)c, onde a tltima igualdade segue do Corolario 1.1.2. Como
F ¢ uma resolucao projetiva de Z sobre ZG, os ZG-médulos F,, sao projetivos. Assim F), é
um somando direto de um ZG-médulo livre (Proposigao [1.1.1), digamos: F, P Q, = P ZG.

Portanto:
HPe)Rz=Pze)Rz=PzcRz) =Pz

Deste modo (F, B Qp) Q,cZ = (F,)c B(Qp)c ¢ um Z-mddulo livre e (F,)q é Z-projetivo
(Proposigao 1.1.1)). Assim, como Z ¢é um dominio de ideais principais, (F},)q é Z-livre ([15],
Corolério 4.20, p.122). Obtemos entao: Z é um dominio de ideais principais; (F,)a = F, @y Z
¢ um Z-médulo livre (munido de uma G-ac@o); C' é um complexo de Z-médulos. Portanto, pela

Proposicao [1.1.7, temos:

0— P Hy(Fe)® H,(C) — H,(Fe@QC) — P Tor(H,(Fg), Hy(C)) — 0,

Sabemos ainda que Fz Q,C = (F Q0 Z2) R, C = FQ,, C. Logo:
0— P Hy(G)® Hy(C) — Hu(G.C) — D Tor(H,(G), H,(C)) — 0
pt+q=n p+g=n—1

|
E interessante conhecer o limite H,(G,C) das seqiiéncias espectrais apresentadas para

determinados complexos C', por exemplo, quando C' é aciclico.
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2 Seqiiéncia espectral

Definigao 2.2.3 Seja G um grupo. Um ZG-mddulo M €é H,.-aciclico se H;(G,M) = 0,
vV 7 >0.

Lema 2.2.1 Se M ¢é um ZG-mdodulo livre, entao M é H,-aciclico.

Demonstracao: Seja € : F' — Z uma resolugao projetiva de Z sobre ZG. Como M é um

ZG-modulo livre, temos a seguinte seqiiéncia exata:

— P @@ M — Fy Qg M — Z @z M — 0

Logo, para todo ¢ > 0, Hy,(G,M) = 0 e segue da Definicao 2.2.3 que o ZG-médulo M é

H.,-aciclico.

Proposicao 2.2.5 ([1], p.169) Sejam G um grupo, F uma resolu¢ao projetiva de 7 sobre ZG
e C' um complexo de cadeias nao-negativo finitamente filtrado de ZG-mddulos. Se o complexo
C é um complexo de ZG-maodulos livres, ou mais geralmente ZG-mddulos H,-aciclicos, entao a
seqiiéncia espectral {E] |} associada a 2* filtragdo do complevo F' @), C (Secao2.2.1) satisfaz:
(i) O E'-termo € concentrado na linha q =0 e E} ;= (Cp)a:

(71) A seqiiéncia espectral colapsa no E*-termo e seu limite é H,(G,C) = H,(Cg).

Demonstracao: Pelo Lema 2.2.1 basta provar o caso em que o complexo C' é um complexo
de ZG-mddulos H,.-aciclicos.

Seja € : ' — Z uma resolucao projetiva de Z sobre Z(G. Considerando Z como um
complexo concentrado na dimensao 0, obtemos que £ é uma aplicacao de cadeias de ZG-mddulos

(com Z visto como um ZG-modulo trivial):

0

N Ay ) 0
G
- 0 -7 - 0

cen 0 € , , . N , .
Como a seqiiéncia F; — Fy — Z — 0 é exata, € é uma equivaléncia fraca. Além disso
induz a aplicacao

6::€®id:F®C—>Z®C:CG
7G ZG

Afirmamos que # é uma aplicacao de cadeias preservando filtracao. De fato: Pela Definicao
1.1.2/temos: (F Q. C)n = @ F,Q0Ce (ZQy6C)n =72 Qy Cn = (Cr)e. Em primeiro

ptg=n
lugar notemos que se p > 0, 3(F, Q,-Cy) = 0, pois (f) = 0 qualquer que seja f € F); se

p=0, B(Fo QycCn) CZQy o Crn. Assim B(F Qyq C)n) C(ZQys C)n. Temos entao:
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2.2 Homologia de grupos e seqiiéncia espectral

e (F®up Ol e (F @y Ot
16 16
id @ 0,

C— ZQyc C ZQyq Cnt — -+

sendo 0., : C, — C,_; a diferencial do complexo C' e Olr,ec, = Op + (—1)”8;.

Sabemos que se f, ® ¢, € F, @ Cy, entdo 9(f, @ c) = 9,(f,) @ cq + (=1)P f, ® 8, (c,) €
F, 1 ®C,@F,® Cy_1. Deste modo B(9(F, ® Cy)) C B(F,-1 ® C, P F, @ Cy—1). Portanto, se
p>1, (Bod)(F,®C,) =0. Suponhamos p=1escjar®@y € F; ® Cp,_y. Assim J(z ®@y) =
O1(2) @y —1®9,_4(y) e dai BO(x ®y)) = (@ id)((z @ Yy)) = £(i(2)) ®y — £(2) ® T, (y).
Como x € F} segue que e(x) = 0 e pelo fato que a seqiiéncia F} O, Fy = Z — 0 é exata
segue também que £(0;(z)) = 0. Portanto, S(d(x ® y)) = 0, ou seja, (0 9)(F, ® Cp—q) = 0.
Assim, (50 0)(F, Q. Cy) = 0 para todo p > 0. Vimos que, para p > 0, 5(F, Q,-Cq) =0 e
conseqiientemente [(id ® 9') o B](F, @, Cy) = 0 para p > 0. Assim sendo, para mostrar que

(£ é uma aplicacao de cadeias é suficiente considerar o caso p = 0:

0
T FO®ZGCn - FO®ZGCn—1 - =

p B
id ® 9,
A e ZQye Coy —— -

Dado  ® y € Fy @y Cr temos: (80 09)(z ®y)) = Bz @ 0,(y)) = () ® 9,(y) = (id®
) (e(z)®@y) = (id® 9, (B(xr @7y)). Logo Bod = (id®0,) o e B é uma aplicacio de cadeias.
Por outro lado, considere as filtracdes dos complexos 7C := F @, C e TC = Z &), C (2
filtragao apresentada em 2.2.1)): @ Cn—ii @ F,_i®C;eF, TC @ Cn ii =

i<p i<p i<p

@Zn_i ® C;. Deste modo Fp(TC/)n =0,sep<ne Fp(TC/)n =7ZQC,, se p > n. Portanto
i<p
se p < n, ou equivalentemente n — p > 0,

B(F,(TC),) = ﬁ(@ Foy ®Cy) = 0= F,(TC),,

esep>n

B(F,(TC)n) = BIEP Fuei © C;) € Z(R) C = F,H(TC),0.

i<p

Logo, (3 preserva filtracao.

(i) Sabemos que 3 : TC — TC' induz uma aplicacio: E"(B) : E"(TC) — E"(TC).

Sabemos também, por 2.2.1 (2* filtragao associada ao complexo total), que:
E) (TC) =Cy, = F, @ Cy;
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2 Seqiiéncia espectral

q,p

/ ’ 0, >O7
ES (TC)=C, = o
ZQy Cp, se q=0.

Ainda como visto em 2.2.1:
E;,q(TC) = Hq(F* ® Op) = Hq(Ga Op)
Como os ZG-médulos C), sdo H,-aciclicos (por hipdtese), entdo:

0, se q>0;

E! (TC) =
palTC) {HO(G,CP), se q=0.

Pela Proposicao 1.4.2, Hy(G,C,) = (Cp)¢. Portanto, o E'-termo ¢ concentrado na linha ¢ = 0
e
El,o = (Cp)G-

p

(ii) J& sabemos que a seqiiéncia espectral converge para H,(TC) = H.(F Q. C) = H.(G,C)
(Corolario 2.2.1). Vejamos que H.(G,C) = H,(Cg). Temos:

0, se q>0;

Ho(Z Q6 Cp) = LRy Cp = (Cp)as se q=0.

Logo, E! (TC) = E! (TC') e pela Proposicio 2.1.4, H,(F Q. C) = H,(Z & C), isto é,
P P e G

B} (TC) = {

H.(G,C) = H.(Cg).

Vejamos agora que a seqiiéncia colapsa no E2-termo. Do fato que E;,q(T C) = E;q(T C') segue
que E? (TC) = Eg’q(TC/), pois sabemos que E> = H, ,(E") (Teorema 2.1.2). Portanto
E2 (TC) =0,se ¢ >0e E2\(TC) = Hy(Z @, C). Como Z é um complexo concentrado na

dimenséo 0, o complexo total TC' é concentrado na coluna p = 0:

- 0 s Z®yCn ——0
- 0 > Z® ¢ Cpn1——0

Portanto H,(Z Q. C) = ZQCp = (Cp)a = E,,. Procedendo sucessivamente obtemos

ue F? 2 FE3 =~ 2~ E® para todos p e q. Logo a seqiiéncia colapsa no E?-termo.
p.q p.q P.q’

Corolario 2.2.2 (/1/, p.170, Proposi¢ao 5.6) Seja C um complexo de cadeias nao-negativo de

ZG-mddulos tais que cada C, € H-aciclico. Entao existe uma seqiiéncia espectral E . tal que
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2.2 Homologia de grupos e seqiiéncia espectral

Egﬁq = H,(G, H,(C)), e que converge para H,,,(Cq), o que denotamos por:
Ez,q = H,(G, Hy(C)) = Hp14(Cc).

Demonstracao: Utilizando a 1* filtracao do complexo F' ), C apresentada na Secao 2.2.1]
obtemos que existe uma seqiiéncia espectral cujo E*-termo é E> = H,(G,Hy(C)). Pelo
Coroldrio 2.2.1, esta seqiiéncia converge para H, ,(G,C). Como os ZG-médulos C,, sao

H,-aciclicos, segue da proposigao anterior que H,(G,C) = H,(Cg). Logo:
Ez,q = Hp<G’ Hq(c)) = Hp+q<CG)'

Observacao 2.2.4 E importante destacar que a seqiiéncia espectral a que se refere a proposi¢cao
anterior € associada & uma filtracao do complexo F @, C, que € um complexo duplo de 1°
quadrante, pois F' é uma resolugao projetiva e C' € um complexo de cadeias ndao negativo.
Portanto, pelo Coroldrio 2.2.1, a seqiiéncia espectral obtida mno Coroldrio 2.2.2 ¢ de 1°
quadrante. Qutro fato importante a ser destacado é o fato que as duas seqiiéncias espectrais
associadas as filtragoes do complezo total possuem o mesmo limite H,(G,C). Mas apesar de
possuirem o mesmo limite, as seqiiéncias espectrais associadas a 1* e 2° filtracoes apresentadas
na Secaol2.2.1 sao distintas. Deste modo nao podemos garantir que a seqiiencia espectral obtida
no Coroldrio2.2.2 (associada a 1° filtragdo) colapsa no E*-termo, como ocorre com a seqiiéncia

obtida na Proposicdo 2.2.5 (associada a 2 filtra¢ao).

Observacao 2.2.5 (/1], p. 170) Como jd observamos (Observagao [2.2.5) podemos falar
em seqiiéncias espectrais cohomologicas. Nos podemos também definir grupos de cohomologia

H*(G,C), para C = (C™)p>0 um complezo de cocadeias nio-negativo; a saber:
H*(G,C) = H* (Homg(F,C))

sendo F' uma resolugao projetiva de Z sobre Z.G. Pode-se entdo deduzir, neste caso, andlogos

cohomoldgicos das seqiiéncias espectrais como vistas em |2.2.1 e no Coroldrio 2.2.2.
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CAPITULO

3

As seqiiencias de Lyndon-Hochschild-Serre e de
Cartan-Leray

Neste capitulo introduzimos duas seqiiéncias espectrais especiais. Primeiramente,
apresentamos a seqiiéncia espectral de Lyndon-Hochschild-Serre que é associada a uma extensao

de grupos. Posteriormente descrevemos a seqiiéncia espectral de Cartan-Leray associada a uma

aplicagao de recobrimento regular p : X — rel na qual X é um G-complexo livre.

3.1 A seqiiencia espectral de Lyndon-Hochschild-Serre

Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Considerando a extensao exata
1— H — G — T 1, podemos obter uma seqiiéncia espectral cujo “limite” é a
homologia do grupo G com coeficientes em um ZG-médulo arbitrario M, H,(G, M). Nesta se¢ao
apresentamos essa seqiiéncia espectral, denominada seqiiéncia espectral de Lyndon-Hochschild-

Serre. Denotaremos o grupo quociente T das classes laterais gH, g € G, por Q.

Proposicao 3.1.1 Sejam G um grupo, H um subgrupo normal de G e M um ZG-mddulo.
Entao:

(i) A agdo de G sobre M induz uma agdo de @ sobre My ;

(i) Ma = (Mp)g;

(111) My = 72Q Qe M como ZQ-mddulos (aqui a a¢do translacdo a direita de G sobre Z(Q) €
usada para formar o produto tensorial e a agao translagao a esquerda de () sobre Z() € usada

para dar ao produto tensorial uma estrutura de ZQ-mddulos).

Demonstracao:
(i) Considere a aplicagao:
* ! Q X MH — MH

(!
3

(lg],m) — [g] xm
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3 As seqiiéncias de Lyndon-Hochschild-Serre e de Cartan-Leray

em que [g] representa a classe do elemento g € G no grupo quociente @, ou seja, [g] = gH, e ™

é a classe de m € M em My = . Em primeiro lugar vejamos que

({hm —m,h € Hym e M})
a aplicacao * estd bem definida. De fato: Suponha que ([¢1],m71) = ([g2], T2). Assim:
e [91] = [g2]. Deste modo existe h € H tal que g; = gah e como H <G, segue que existe h' € H
tal que g1 = h' go.
e Ty =My, Assim my; —mgy € ({hm—m,m € M,h € H}), conjunto que denotaremos por L.
Agora sejam h € H e m € M. Dado g € G temos: g(hm —m) = h"gm — gm € Ly, no qual
a ultima igualdade segue do fato que H << G. Assim g.Ly C Ly para todo g € G. Portanto
g1y — gama = h' gamy — gama = h gamy — gamy + gamy — gama = R gamy — gamy +ga(my —my) €
Ly. Logo g1, = gam, e a aplicacao estd bem definida.

Temos ainda:
o [1]xm = 1m =m;
o [g1] * ([g2] M) = [g1] * (2m) = g1(g2m) = (g192)m = [g192] * M = ([g1][g2]) * 0.
Logo, a aplicacao definida é uma acao de () sobre Myg.

(S H S .
{gm —m,g € G.m € M}) ({lg] *m —m,m € My, [g] € 7})
Denotemos por Lg o conjunto ({[g] * m — m,m € My,[g] € £}) e por Lg o conjunto

(ii) Sabemos que Mg =

€]
H

({gm —m,g € G,m € M}). Considere a aplicagao:

@ (MH)Q — MG

m s p(m):=m

na qual m representa a classe de um elemento m € M em (Mpy)g, mais precisamente m =
(m+Lpg)+ Lo = m+ Lg, e m representa a classe de m em M. Vamos mostrar, primeiramente,
que ¢ estd bem definida. Suponha que m; = my. Assim m; —my € Lg e my —my

= Z([ga] % M, — My). Pela agdo de @) em My, como definida em (i) temos: m; — my

«
= g GgaMo —m,. Dai m; —mg € Lg e, portanto, m; = my 0 que mostra que ¢ estd bem

«
definida. Claramente, ¢ ¢ um homomorfismo.

Considere agora a aplicacao:
¥ Mg — (Mu)q

m —(m):=m
Se my = Mo, entdo my — my € Lg, ou seja, my; — my = Z(ggmg — mg). Sabemos que
B

L]
G = ¢g;H, onde os elementos g; sdo representantes para as classes laterais a esquerda de H em

G. Assim existem hg € H tais que gg = ¢;hs para algum ¢ e como H <G existem h:B € H tais que

g = h'ﬁgi. Dai m; — mg = Z(hlﬁgimg —mg) = Z(h:ggimg — gimg + gimg — mg). Portanto
B B
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3.1 A seqiiéncia espectral de Lyndon-Hochschild-Serre

mi—my = Y hgimg — gims + gimg —mg = Y gimg—mg = Y ([9:] * Mz — M) € Lqg
B B B
(note que como hfggimﬁ —gimg € Ly, h'ﬁgimg —gimg = 0). Logo m; = my e 1 estd bem

definida. Também 1) é um homomorfismo.
Temos ainda: @ o (m) = @(m) = m e op(m) =1(m) =m. Portanto pop = poh = id.

Logo ¢ é um isomorfismo e Mg = (My)g.
(iii) Em primeiro lugar vejamos que Z() é um ZG-méddulo a direita. Considere a aplicagao

“0 70 X G — 70

’

(l9].9) — 9] -9=1d'd]
Esta aplicacdo estd bem definida pois se [g1] = [g2], entdo g5 'g1 € H. Assim (g29) *(q19) =
g 95 919 € 7' Hg = H qualquer que seja g € G, pois H<G. Portanto [g1g] = [g2g] para todo
geaqG.
Temos ainda:
o [g].1=g1] = [g];
® [9].(9192) = [9(9192)] = [(991)92] = [991].92 = ([g].91)g2-
Logo - é uma agao a direita de GG sobre Z() e conseqiientemente Z() é um ZG-mddulo a direita.

Podemos entao definir o produto tensorial ZQ &), M, que serd visto como um ZQ-médulo

por considerar a acao

*: QX ZQRM — ZQ R M
7G 7G

I

([9). [ @m) — [g]* (g ®m) = [g'g] @m

Considere agora as aplicagoes:

n:ZQ QM — My
7G

l9] @ m — n([g] ® m) = gm

N ZQ x M — My

’

(lgl, m) — n ([g],m) = gm

Se ([g1],m1) = ([g2], m2), entao g;lgl € H e my = my. Assim gimq — goma = gohmy — gameo =

R gamy — gama € Ly e dai gy = Gamg. Portanto 1 é uma aplicacio bem definida. Agora,
sejam [g], [91] € ZQ, m,m; € M e a,b € Z. Temos:

o 1/ ([g] + alg],m) = ' ([g + agi],m) = (g + agr)m = gm + agum = 1 ([g], m) + an ([g9:],m);

o 1 ([g),m +bmi) = g(m +bmi) = gm + gbmy = 1 ([g], m) + b ([g], m1).
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3 As seqiiéncias de Lyndon-Hochschild-Serre e de Cartan-Leray

. ., . ~ e . .
Assim 7 é uma aplicacao bilinear. Temos portanto o seguinte diagrama:

7ZQ x M~ My

e
h
7Q Qe M

no qual f é a aplicacdo tensor e h : ZQ @, M — My é o tnico homomorfismo tal que
ho f = ¢ (propriedade do produto tensorial). Assim, como no f =1 segue que n = h e deste

modo 7 é um homomorfismo. Considere agora a aplicagao:

p: My — 2Q QM
7.G

m— p(m) = 1] @m

Se Ty = My, entao my — my € Ly, isto é, m; — my = Z(hama — mMy), he € H. Assim
«

1] ®(m;—mg) =[1]® (Z hoaMe —Mg) = Z(ha([l] ®mq) — ([1] ® my). Como h, € H, entao

ha[1] = [1]. Deste modo [1] ® (m; —msy) = 0 conseqiientemente [1] @ m; = [1] ® my. Portanto
a aplicacao p estd bem definida. Claramente 1 é um homomorfismo.
Temos também:
o (nop)(m)=n([l]®@m)=1m=nm;
o (non)(lgl®@m)=p(gm) = [1]©gm = [1l.g@m = [g] @ m.
Logo 1 € a inversa de 7 e portanto temos um isomorfismo entre My e ZQ Q),, M vistos como
Z.)-modulos.
n

Consideremos agora a extensao de grupos 1 — H — G — ) — 1 e sejam F
uma resolucao projetiva de Z sobre ZG e M um ZG-médulo. Tomando M = F @, M é facil
ver que M é um ZG-médulo com a acdo diagonal: g - (f ® m) = gf ® gm. Assim pelo item
(ii) da Proposicio B.1.1 M = (My)g, ou seja, (F Q, M)e = [(F Q, M)ulg. Deste modo o
produto tensorial F' ), M pode ser calculado em dois passos: F'Q,, M = (FQ, M) =
(FQ, M)ulo = (FQyy M)g. Logo, temos:

H,(G,M) = H.(F QM) = H.((F Q) M)q).
7.G ZH

Lema 3.1.1 Nas condicoes anteriores o complezo C = (F Q,,; M) é um complexo de cadeias

G
de ZQ-modulos e o grupo quociente () = T age sobre os grupos de homologia H.(H, M) de H.

Demosntragao: Pela Proposigao1.1.3 temos F' @), M = (F @, M)g. O complexo F' ), M
é um complexo de ZG-médulos com a G-agao diagonal: g.(z ® m) = gr ® gm. Portanto, pelo

item (i) da Proposicao 3.1.1, o grupo quociente ) age sobre (F @, M)y = F @,y M por
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considerar [g].(z @y m) = gr @y gm. Esta agao induz a Q-agao

x Q) X H*(C) — H*(C)

([9], 2 @nm) — [g] * (z @um) = gz ©n gm
Logo, H.(C) = H.(F Q,y M) = H.(H, M) é um Z@-mdbdulo.

Vamos mostrar agora que os ZQ-médulos (F, @, M)y sdo H.-aciclicos.

Lema 3.1.2 Sejam F uma resolugao projetiva de Z sobre ZG e M um ZG-mddulo. Os ZQ)-
modulos Cp, = (F, @, M)u sio H,-aciclicos.

Demonstracao: Considere os ZG-médulos F,, p > 0, e seja F uma resolucao projetiva
de Z sobre Z(). Como F' ¢ uma resolucao projetiva de Z sobre ZG, cada F), ¢ projetivo

e conseqiientemente é um somando de um ZG-médulo livre (Proposigao [1.1.1) digamos:
F,@ S, =@ ZG. Assim

FRIB0 QM = FRI® M BF QS

Dai

P H.(FR (2GR M)) = ® ®M PH. F®S®M
7Q ZH
Sabemos que H.(Q,C,) = H,.(F Q20 Cp) = H,.(F Q20 (Fp Qg M)). Portanto:

Desta maneira, para mostrar que os Z@-moédulos C, sao H,-aciclicos, basta mostrar que
2ZG Qyy M é H,-aciclico. Tomando M =17G &), M, segue da Proposicao [3.1.1/ (item (iii))
que My = ZQ Qo M, isto é, (ZGQ, M)y = 7Q Q,,(ZG Q, M). Pela Proposicio
L13, My = (ZGQ, M)y = ZGQ,uy M. Assim ZGQ,; M = ZQ Q, M. Sabemos
que ZQQ, M = Ind?l}]\/[ (ver [1], p. 67). Portanto ZG @,y M = Ind?l}M e
dai H (Q,ZGQ,y M) = H.(Q, Ind{l} ). Assim, pelo Lema de Shapiro (Lema [1.4.1)),
H(Q,ZGQyy M) = H.({1},M) = 0. Logo ZGQ,y M é H,-aciclico e conseqiientemente
os ZQ)-mdédulos C, sao H,-aciclicos.
|
Apresentamos a seguir o principal resultado desta secao que garante a existéncia e

descreve uma seqiiéncia espectral associada a uma extensao de grupos ([1], Teorema 6.3, p.171):

Teorema 3.1.1 (Seqiiéncia espectral de Lyndon-Hochschild-Serre) Para qualquer extensdo de

grupos 1 — H — G — @ — 1 e qualquer ZG-mddulo M, existe uma seqiiéncia espectral
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3 As seqiiéncias de Lyndon-Hochschild-Serre e de Cartan-Leray

da forma:

Ez,q = HP<Q7 Hq<H7 M)) — Herq(G, M)

Demonstracao: Seja F' uma resolugao projetiva de Z sobre ZG e considere o complexo C =
FQuM = (FQQ, M)y Claramente C é um complexo de cadeias nao negativo e, pela
Proposicao 3.1.1' e pelo Lema 3.1.2, é um complexo de cadeias de ZQ-mddulos H,-aciclicos.

Dai, pelo Corolario 2.2.2, existe uma seqiiéncia espectral da forma:
Eﬁ,q = Hp(Qv Hq(c» = Hp+q(CQ)

isto é,
E}, = Hy(Q Hy(F Q) M)) = H,o((F Q) M)q).
ZH ZH

Sabemos pela Proposicao 3.1.1/ (item (ii)) que (F @,y M)o = F Q o M. Logo:
B2, = Hy(Q, Hy(H, M)) = H,.,(G. M),
ou seja, a seqiiéncia espectral é convergente e seu limite é a homologia de grupo H,,,(G, M).
(Note que, pelo Lema 3.1.1, H,(H, M) é um Z-mddulo).
Corolario 3.1.1 Sob as hipoteses do Teorema |3.1.1 existe uma seqiiéncia exata:
Hy(G,M) — Hy(Q,My) — Hi(H,M)g — H1(G,M) — H(Q,My) — 0.

Demonstracao: Seja F' uma resolugao projetiva de Z sobre ZG e considere o complexo de
ZG-médulos TC = FQ,, M. Vendo M como um complexo concentrado na dimensao 0

podemos dizer que TC é um complexo total (obtido do complexo duplo C = Cp 4 = F, @, M,)

concentrado na linha ¢ = 0. Assim podemos filtrar TC como visto na Subsecao 2.2.1:
F(TC) = @BF ®y¢ Mui. Deste modo F_i(TC), = 0 e F,(TC), = EPF; Qg Mu—i =
i<p i<n

F, QoM = (TC),. Portanto a filtracdo do complexo TC é canonicamente limitada e, pela
Proposicao 2.1.6, a seqiiéncia espectral é de 1° quadrante e a filtragao induzida no n-ésimo

grupo de homologia de TC, H,(TC) é da forma
0= F_H,(TC) C FyH,(TC) C ... C F,H,(TC) = H,(TC)

F,H, (T
Y >~ [ Obtemos entao:

com coeficientes sucessivos ————— .
Fp,lHn(TC) pn=p

o~ FoH,(TC) B B )
" S, (rey — PO = ARG
o [0 o FIHI(G7M) o HI(G7 M)

o= FoHl(G,M) - E&Ol .

Dai temos a seqiiéncia exata
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3.1 A seqiiéncia espectral de Lyndon-Hochschild-Serre

0 — Egy — Hi(G,M) —» Ef5 — 0

A . ’ . . L 0o __ 2
Como a seqiiéncia espectral ¢ de primeiro quadrante, segue da Proposigao 2.1.5/que ETj = Ef g,

pois 2 > max{1,1}. Podemos entdo reescrever a seqiiéncia acima:
0 — EgS — Hi(G,M)— E{, — 0 (I)

Considere agora as diferenciais
9 Bo o di
Eyo — Egy — EZy,

Como a seqiiéncia é de primeiro quadrante E?,, = 0 e daf kerdj, = Ej,. Assim Ej, =
)

H\(E?) = Im(c)l; . Utilizando novamente a Proposicao 2.1.5/ obtemos que Eg§ = Ef,, pois
2,0
3 > max{0,2}. Deste modo:
Eg,
o I/ :

oo __
0,1 — 2
Imds

Considerando as diferenciais

ker d
Imdj
quadrante. Ainda pela Proposigao 2.1.5, £S5 = Eg,o: pois 3 > max{2,1}. Deste modo:
o E5Q =kerd;, C E3,.

Destes resultados obtemos a seguinte seqiiéncia exata

3 _ _ 2 2 A L
obtemos que Ej, = = kerd,, pois Ej _; = 0 uma vez que a seqiiéncia ¢ de primeiro

00 2 d%yo 2 00
0 — B3y — By — Egy —~ Egg — 0 (1)

Portanto, de (I) e (II), temos a seqiiéncia exata:
2 %o o 2

Sabemos ainda que:

° EOO _ F2H2(G7M> _ H2(G7M>
20 F1H2(G7M) F1H2(G7M)‘

Deste modo obtemos:

d2
0o 2 2,0 2 00 2
Hy(G, M) — ESG — Eyy — Eg, — By — H(G,M) - E{; — 0
que, fazendo a composicao das aplicagoes, podemos reescrever como

2
d20

Hy(G, M) — E22,0 — Eg,l — Hy(G, M) — E12,0 —0
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3 As seqiiéncias de Lyndon-Hochschild-Serre e de Cartan-Leray

Pelo Teorema 3.1.1 temos:

o B3y =H(Q, Ho(H,M)) = Hx(Q, Mu);

o Efy = Ho(Q, H\(H,M)) = (H\(H, M))q;
o B}y =H(Q,Ho(H,M)) = Hi(Q, Mp).

Logo temos a seqiiéncia exata:

Hy(G, M) — Hy(Q, Mg) — (H\(H,M))q — Hi(G, M) — H\(Q,Mn) — 0

Observacao 3.1.1 Fuxiste uma Sseqiiéncia espectral em cohomologia andloga a seqiiéncia de
Lyndon-Hochschild-Serre. FEssa seqiiéncia € conhecida como seqiiéncia espectral de Lyndon e é

apresentada, por exemplo, em [11], p. 351.

3.2 A seqiiencia espectral de Cartan-Leray

Seja G um grupo. Dado um G-complexo livre X (cuja definigdo recordamos abaixo)

podemos mostrar que X é um recobrimento regular do espaco quociente el ([12], Proposigao

8.2, p.165). Nesta se¢ao introduziremos uma seqiiéncia espectral associada a projegao de

X
recobrimento regular p : X — ek conhecida como seqiiéncia espectral de Cartan-Leray.

Iniciamos com a defini¢ao e algumas propriedades de G-complexos livres.

Definigao 3.2.1 ([, p.14) Seja G um grupo. Um G-complexo é um CW -complexo X junto
com uma G-acdo que permuta células. Assim, se T denota o conjunto das n-células de X,
tem-se g.T =T, para todo g € G. Se a a¢ao de G permuta livremente as células de X (isto é,
dado o uma n-célula de X, g.0 = o se, e somente se, g = 1), dizemos que X é um G-complexo

livre.

Exemplo 3.2.1 Sejam G = (a) = Z, o grupo ciclico gerado por a, e X = R. Como vimos
(Exemplo [1.53.1), podemos dar a R uma estrutura de CW -complexo no qual as 0-células e as
1-células sao dadas, respectivamente, por €2 = {n} eel = (n,n+1), com n € Z. Considere a
aplicacao:

*x:GXR—R
(a",x)— ad"*xzx:=n+zx

Temos: 1xx=a’xx=0+r=wead"*(am*x)=n+(m+x)=MN+m)+z=a""xx=
(a™.a™) x x. Portanto x € uma G-ag¢ao sobre X. Claramente tal a¢ao permuta células de X e,
comoa”xxr=n+x=x<=n=0<= a" =1, seque que a G-ag¢ao € livre. Logo, X € um

G-complezo livre.
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Lema 3.2.1 ([1], 1.3, Proposicio 3.1, p.13) Sejam X um G-conjunto livre e E um conjunto
de representantes para as G-orbitas em X. Entao ZX, o Z-mddulo livre gerado por X, € um

7.G-modulo livre com base E.

Demonstracao: Claramente ZX é um ZG-mdédulo com a agao induzida de G sobre X. Seja

E = {x), A € A} um conjunto de representantes para as G-érbitas em X. Entao X = U G(z))
z EER

e assim ZX = Z( U G(a:,\)> = @ Z(G(zy)) sendo que a ultima igualdade segue de [1], p.13.
T\EE zyEE
Agora, como a G-acao ¢ livre, para cada x,, a aplicacao:

fr: G — G(xy)

g— falg) = g.xa
é uma bijegao. Dai, Z(G(x))) = ZG. Logo, ZX = @ (ZG)y, -

T\EE
|

Proposicao 3.2.1 Se X ¢ um G-complezo livre, entio C,(X), o complexo de cadeias celular
de X (Defini¢ao [1.5.5), é um ZG-mddulo livre, para cada n > 0.

Demonstracao: Sejam X um G-complexo livre e X,, = {0 |0 é célula de dimensao n de
X}. Como X é um CW-complexo, pela Proposigao 1.3.1, C},(X) é um grupo abeliano livre,
ou seja, um Z-moédulo livre, cuja base esta em correspondéncia biunivoca com os elementos de
X,. Assim podemos identificar C,,(X) com ZX,,, para cada n > 0. Por hip6tese, G permuta
livremente as células de X e conseqiientemente X,, é um G-conjunto livre. Portanto, pelo Lema
3.2.1, ZX,, (ou seja, C,(X)) é um ZG-mdbdulo livre com base num conjunto de representantes

para as G-Orbitas em X,

Corolario 3.2.1 Os médulos C,(X) sao ZG-mddulos H.-aciclicos, para todo n > 0.

Demonstracgao: Segue da proposicao anterior e do Lema 2.2.1.

Lema 3.2.2 ([1], Proposi¢ao 2.4, p.34) Seja X um G-complezo livre e Y o complexo de drbitas
X

ek Entio C.(Y) = Cu(X)q.

Demonstracao: Considere a projecao de recobrimento

X
X —
p —)G’

zr— G(z) ={g-z|g G}
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Temos induzido um homomorfismo bem definido:

py: Cn(X) — G, (%)

> njo;— Y n;G(oy)

no qual o; sdo n-células de X. Agora, se g € G e 0 é uma n-célula, entéo py(g-c —0) = ps(g-0)—

pi(0) =G(g-0)—G(o) =G(0) —G(o)=0edal [ :=(g-a—a|g e G, ,aec C,X)) C kerp;.
Assim a aplicacao:
0: e = S — 6, (%)

a=> njo;— 6@ =pya) =Y n;G(o))
estd bem definida. Vimos que C,(X) é um ZG-médulo livre com base {0;};c; em que o;
representa um elemento de cada G-érbita de n-células de X. Conseqiientemente C,,(X)g é um

Z-médulo livre com base {7;};es. Por outro lado, C, ( ) ¢ um Z-modulo livre gerado pelas

el
n-células em o ou seja, gerado por {G(0) | o é n-célula de X}. Como o;, j € J, representa
X
um elemento para cada G-érbita de n-células de X, segue que C,, el é um Z-moédulo livre

com base {G(0)};es. Agora, como ¢(7;) = G(0;), ¢ aplica um elemento basico de C,(X)¢g

. X :
em um elemento basico de C), relk Logo ¢ é um isomorfismo. |

Apresentamos agora uma seqiiéncia espectral associada a aplicacao de recobrimento

regular p : X — — de um G-complexo livre X, denominada seqiiéncia espectral de Cartan-
Leray ([1], p. 173, Teorema 7.9). Notemos que como X ¢ um G-complexo livre, podemos
dar a H,(X) uma G-acgao induzida da agao de G sobre X, de modo que H,(X) torna-se um
ZG-médulo ([1], p.172).

Teorema 3.2.1 (Seqiiéncia espectral de Cartan-Leray) Se X é um G-complezo livre, entdo

existe uma seqiiencia espectral da forma:

X
El = H,(G Hy(X)) = Hy,q (5) :

Demonstragao: Seja C' = C.(X) o complexo de cadeias celular de X. Pelo Corolério 3.2.1)
Cr(X) é um ZG-médulo H,-aciclico, qualquer que seja n. Assim, pelo Corolério 2.2.2) existe

uma seqiiéncia espectral da forma:
Ezg,q = HP(G’ Hq(X)) = Hp-l—q(c(X)G)-
Vimos (Lema 3.2.2)) que
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Logo:

Observagao 3.2.1 (/1/, p.178) O Teorema [3.2.1 permanece verdadeiro se introduzirmos um
Z.G-modulo arbitrario M como modulo de coeficientes. Neste caso existe uma seqiiéncia

espectral da forma

X
Eg,q = HP(G7Hq(Xa M)) = Hp+q (E>M)

e se G nao atua trivialmente sobre M, H, (E’M) deve ser interpretado como um grupo de

homologia com coeficientes locais.

Observacao 3.2.2 Sejam Y um CW -complexo, (?,p) um recobrimento reqular de Y e G o

grupo das transformacoes de recobrimento. Entao existe uma seqiiéncia espectral da forma

E}?,q = H,(G, Hq(?)) = Hpq(Y).

~ i Y
Isto seque do teorema anterior visto que Y é um G-complezo livre ([1], p.15) e el ¢ homeomorfo
aY ([13], p.165). Em [9] a seqiiéncia espectral de Cartan-Leray é apresentada dessa forma

com coeficientes em um ZG-mddulo trivial M.

Observacao 3.2.3 (Homologia Equivariante) Sejam G um grupo e X um G-complexo livre.
Considere o complezo de cadeias celular de X, C'(X) (Defini¢aoll.5.5) e os grupos de homologia
de G com coeficientes em C(X), que denotamos por HE(X), isto €,

HY(X):= H.(G,C(X)).

Os grupos de homologia HE(X) sdo chamados grupos de homologia equivariante de (G, X).
Mais geralmente, se M é um ZG-mddulo, entdo existe uma G agdo diagonal sobre C(X, M) =
C(X) @, M e podemos definir:

HE (X, M) := H,(G,C(X, M)).

Agora, se {xo} € um espaco constituido de um unico ponto, entio C({xo}) = Z. Portanto
HE({zo}, M) = H(G,Z@, M) = H.(G, M) e assim a homologia de G com coeficientes em
um ZG-modulo M € uma homologia equivariante. Como qualquer G-complero X admite uma

(tunica) G-aplicagdo para um ponto {xo} deduzimos que existe uma aplicagcdo candnica
HE(X, M) — H,(G,M).
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3 As seqiiéncias de Lyndon-Hochschild-Serre e de Cartan-Leray

Considerando o complezo C(X, M) e a 1% seqiiéncia espectral como vista na Se¢ao [2.2.1,
temos que existe uma seqiiéncia espectral com E;q = H,(G,H,(X,M)) e que converge para
Hp+q(G7C(X7 M)) = HG (X7 M)

pt+q
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CAPITULO

4

Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos aplicagoes das seqiiéncias espectrais de Lyndon-Hochschild-

Serre e de Cartan-Leray.

4.1 Aplicacoes da seqiiencia de Lyndon-Hochschild-Serre

4.1.1 Calculo da ordem de H9(G,Z), G um grupo de ordem p", p primo

Seja GG um grupo de ordem p™ onde p é primo. Nesta subsecao vamos calcular a ordem do

grupo de homologia Hs(G,Z) (ou simplesmente Hy(G)).

Proposicao 4.1.1 Seja G um grupo de ordem p", com p primo. A ordem de Ho(G,Z) é uma
poténcia de p, digamos p*, e k < %n(n —1).

Demonstracao: Seja F' a Resolugao Padrao de Z sobre ZG (Observagao 1.4.1). Como |G| =
p", G é finito. Assim, Fy» = ({(g0, g1, 92),9; € G}) é finitamente gerado e, conseqiientemente,
C2(G) = (Fy)e também ¢é finitamente gerado. Portanto Hs(G,7Z) é um grupo abeliano
finitamente gerado. Pela Proposigao 1.4.3, |G|.Hy(G,Z) = 0, isto é, p".Hy(G,Z) = 0. Logo,
pelo teorema de estrutura de grupos abelianos finitamente gerados ([4], Teorema IX.1.1, p.309),
a ordem de Hy(G,Z) é uma poténcia de p.

Suponhamos que |Hy(G,Z)| = p*. Vamos mostrar que k < %n(n —1). Como |G| = p",
pelo Teorema [1.5.1, Z(G) possui ordem igual a p™. Assim pelo 1° Teorema de Sylow (Teorema
1.5.2), Z(G) contém um subgrupo de ordem p, ou seja, Z, é um subgrupo de Z(G) (a menos
de isomorfismo). Sabemos que Z(G) ¢ um subgrupo normal de G. Portanto Z, ¢ um subgrupo

normal de G. Temos entao a extensao de grupos

G

l1—7Z,—G— — — 1.
P
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4 Aplicacoes

. G . .
Vamos denotar o grupo quociente 7 por (. Pelo Teorema 3.1.1), existe uma seqiiéncia espectral

D
da forma

E;q = Hp(Q7 HQ(ZP’ Z)) = Hp+q<G, Z)

A seqiiéncia de Lyndon-Hochschild-Serre foi obtida de uma filtracao canonicamente limitada e,

dessa maneira, a filtracao induzida em Hy(G,Z) é da forma

HQ(G,Z) - FQHQ(G,Z) 2 FlHQ(G,Z) 2 FoHQ(G,Z) 2 O

FiHy(G,7Z)
FOHZ(Ga Z)

>~

H(GZ) o o
1,1 —

Sabemos ainda que E3S m,
14142 )

e EgS = FoHy(G,Z). Portanto:
|Ha (G, Z)| = | Bl | EVS | EGa| - (2)

Como a seqiiéncia de Lyndon-Hochschild-Serre é de primeiro quadrante, pela Proposicao 2.1.5,

2 d2
. ) ) .. 4,—1 2,0
ESS, = E3,. Considere as diferenciais £} ;, — FE3, — EZ2,. Como E} ; = 0 temos

Imdj , = 0. Portanto E3, = Hy(E?) = kerd;, que é um subgrupo de E3;. Deste modo
B35 < |E§,0|. Aplicando novamente o Teorema de Lyndon-Hochschild-Serre obtemos que
E22,0 = HQ(Qv HO(ZIN Z)) = HQ(Q; ZZP) = HQ(Q, Z). Portanto

|Esol < [Ha(Q,Z)| - (i)

Também pela Proposicao 2.1.5/ EYS = E?,. Considerando a diferencial dt | : B}, — E?,
2

E
e o fato que E?;, = 0 obtemos que E}, = Hy(E?) = Imlcé; . Dai |[EX] < |E7
3,0

Novamente pelo Teorema de Lyndon-Hochschild-Serre temos Ef |, = Hy(Q, Hi(Zy,Z)). Pela
Proposicao 1.4.1, Hy(Z,,Z) = Z,, pois Z, é um grupo abeliano. Assim E12,1 = H(Q,Z,) =
(H1(Q,Z)Q Hi(Z,,Z)) P Tor(Ho(Q,Z), Hi(Z,, Z) (Teorema1.4.1). Também pela Proposigao
1.4.1 obtemos Hy(Q,Z) = Z ¢ H\(Q,Z) = Qu. Dai Tor(Hy(Q,Z), Hi(Z,,Z)) = Tor(Z,Z,).

Como Z é um Z-médulo projetivo segue da Proposicao 1.1.4 que Tor(Z,Z,) = 0. Assim

E} | = Qu @ Z,. Afirmamos que a ordem de EF; ¢ no méximo |Qg|. De fato: Considere a

aplicacao
Qab
p'Qab

T RN — nw + p.Qu

SOZQab®Zp—>

Esta aplicacao é injetora, pois: se p(z ® i) = 6, entao nxr € p.Qu, ou seja, nr = pa, a € Qu,
esegue que @M =nr®1=pa®1=a®p=0. Disto segue que |E? 1| = |Qay @ Zy| é no
maximo |Qq| < |Q], isto é, |ET | < |Q| = p"~'. Portanto

B < BT, <1QI=p " (iid)
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Analogamente, da Proposicao 2.1.5 temos Egy, = Ej,. Como E?,5 = 0 o kernel da
. . 2 2 2 ’ 2 . 3 ESQ
diferencial d5, : Ej, — E?,5 é Ef,. Assim Ej, = W Pelo Teorema 3.1.1] temos
bl K I’ I’ I’ m 271

E§, = Hy(Q,Hy(Zy,Z)). Como Hy(Z,,Z) = 0 obtemos Eg, = Hy(Q,0) = 0. Desse modo
E§, =0 e dai Ej, = 0. Portanto
|Egol =1 (iv)

Assim pelas igualdades obtidas em (1), (i7), (i7) e (iv) temos
|Hy(G,Z)| < |Hy(Q,Z)|.p"

Finalmente, concluiremos a prova usando indugdo sobre n. Se n = 1 entao |G| = p, ou seja,
G =Z,. Dai Hy(G,Z) = 0 e |Hy(G,Z)| =1 = p°. Portanto k =0 = 1.1.(1—1) = 0 e o resultado
é valido. Suponha que para todo grupo G tal que |G'| = p" ! temos |Hy(G',Z)| = p* com

/ -1 -2 , , 1 9
k< (n )2(n ) Assim, como |Q| = p" 1, temos |Hy(Q,Z)| = p* com k' < (n )2(n )
Logo

|Hy (G, Z)| < |Ho(Q,Z)].p"" = p*
/ — 1 — 2 _ 1
onde k=K +(n—1) < =2, gy 22D

Observacao 4.1.1 O resultado obtido na proposicao anterior é o melhor possivel, pois se G =
Ly ® L0 ... L, (n cpias), entio |Hy(G, Z)| = p2"™=V . De fato: Utilizando o Teorema|1.4.5,
fagcamos a prova por indugdo sobre n. Se n =1, entdo Hy(Z,, Z) = {0} (Exemplo 1.4.1) e dai
|Hy(G,7Z)| = 1 = p2'0=Y. Suponha que se G é a soma direta de (n — 1) cdpias de L, entao
|Hy (G, Z)| = p2®™ D02 Parg o grupo G = G @ Ly ="17p®Ly® ... ® Ly, obtemos:

Hy(G,7) = [(Ho(G',Z) @ Hy(Zy, Z)) ® (H\(G',Z) @ H\(Z,, 7)) © (Hy(G',Z) @ Hy(Z,, 7))+
[Tor(Ho(G',Z), Hi(Z,, 7)) ® Tor(H\(G',Z), Hy(Zy, Z))].

Dai, seque do FExemplo 1.4.1 e das Proposicoes|1.1.4,11.1.5 e 1.4.1 que:

Hy(G,7) =G, @7, d Hy(G',Z) R L

e como G' = G, pois G' € abeliano, G' = L, ® L, ® ... & Z, (n-1)-copias, e L, R, L, = Z,,
obtemos
Hy,(G,Z) = G & Hy(G , 7).

Logo:
|H2(G7 Z)| = |H2(G,, Z)||G,| — p%(n_l)(n_Q).pN—l _ p%n(n—l)

4.1.2 Homologia de um subgrupo de Hall

Um subgrupo N de um grupo finito G ¢é denominado um subgrupo de Hall se

m.d.c.(|[N|,(G : N)) = 1, ou seja, o maximo divisor comum entre a ordem do subgrupo N
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e o indice de G em N é 1. Nesta subsecao relacionamos a homologia de um subgrupo de Hall

G
normal N com a homologia do grupo G e do grupo quociente N utilizando a seqiiéncia de
Lyndon-Hochschild-Serre.

s

Proposicao 4.1.2 Sejam G um grupo finito e N um subgrupo de Hall normal de G. Se A é
um ZG-mddulo, entao para todo n > 0

H,(G,A) = H, (%,AN) @ H,(N,A)

G.

N

Demonstracao: Sejam & = |[N| e m = (G : N). Como N é um subgrupo de Hall de G,

m.d.c.im,k) = 1. Assim existem a,b € Z tais que am + bk = 1 ([5], p. 22). Como N ¢
G

também um subgrupo normal de G temos a extensao exata 1 — N — G — — —

1. Pelo Teorema [3.1.1 (Lyndon-Hochschild-Serre) existe uma seqiiéncia espectral cujo E*-

G
termo € E;q = H, <N’ H,(N, A)) Iremos mostrar que Eiq = 0 se p e ¢ sao maiores que

G
zero. Seja T € Egjq = H, (N’Hq(N’ A)) Sabemos pela Proposicao [1.4.3] que se p > 0,
G G
‘N‘ H, <N’Hq(N’ A)) =0 (Hy(N,A) ¢ um Z [$£]-médulo pelo Lema 3.1.1). Dai m.7 = 0.

Por outro lado 7 = [f], onde f é um elemento de um Z [%] -médulo do complexo de cadeias

ﬁ@z[%] H,(N,A), com F a resolucdo (bar) projetiva de Z sobre Z {%} (Observagao [1.4.1)).
Desse modo f = > [q1]|qz|..-|¢p] ® x, © € Hy(N,A). Novamente pela Proposicao [1.4.3, para
q>0,|N|.Hy(N,A) =0. Assim k.f = k. (D_[q1]¢2]--.]gp] ® ) = 0, pois x € Hy (N, A). Portanto
k. = k.[f] = [k.f] = 0. Temos entao: para p > 0e g >0 m.7 = k.7 = 0. Conseqiientemente,
7= 1.7 = (am + bk).7 = aom7 + b.kT = 0. Logo, parap > 0e g > 0, E]f’q = 0. E mais: como
EMtl = H, o(E"),sep>0eq>0,E; =0parar>2.

: * 2 ~~ 00 2 ~ fe'e)
Agora seja n € IN*. Vamos mostrar que E; , = E55 e Ej, = Eg5,.

. ~ ~ e 2. 2 2 2 o) 2
Primeiramente, considere as diferenciais d;, o : B g — By o1 edys 11 Eny 1 — Ep .
oo A . 7 Ie} 2 _ . 2 o
Como a seqiiéncia espectral é de 1° quadrante, £ ., ; = 0 e assim Imd;,, ; = 0 para

todo n. Pelo que concluimos anteriormente, se n # 2 temos ng&l = 0 e conseqiientemente
kerd: , = E7,. Portanto, para n # 2, E3 | = H,(E?) = EZ; donde segue que E% = E7 .
Suponha n = 2 e considere a diferencial d3 , : E3, — Ef ;. Seja o € E3; d3,(0) € Ej,. Desse
modo, pelo mesmo raciocinio aplicado no primeiro paragrafo desta demonstracao, k.dg’o(a) =0,
pois ¢ = 1 > 0. Analogamente, como 0 € Ej, e p =2 > 0, m.oc = 0. Portanto d3,(0) =
d3o(1.0) = d3o((am + bk)o) = a.d3y(m.o) + b.d54(k.c) =0+ 0 = 0. Assim kerd;, = E3, e
B3, = ESS. Logo Ef = E, para todo n € IN*.

Por outro lado considere as diferenciais d,, : E§, — E?,, ., eds;, | : B3, | — Ej,.
Sabemos que a seqiiéncia espectral é de 1° quadrante e que se p > 0e g > 0 Eﬁ,q = 0. Dai
ker d(Q),n = Eg,n qualquer que seja n e Imd%n_1 = 0 para n # 1. Portanto para n # 1 temos

2 ~ o) _ : : 2 . 2 2 : :
E§, = Eg,. Se n = 1 temos a diferencial d3, : F3, — E§; que vimos ser nula. Assim
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Imd3 , = 0. Desse modo Ef, = Eg9. Logo Ej, = Eg5, para todo n.

Portanto temos:

Ege, = Hy (% H,(N, A)) = Ho(N, A)g

G G
EE?O = Hn (NaHO(N, A)) - Hn (N,AN)

A filtragao a qual estd associada a seqiiéncia de Lyndon-Hochschild-Serre é canonicamente
limitada e dessa maneira, pela Proposigao 2.1.6, a filtracdo induzida em H, (G, A) é da forma:
H,(G,A) = F,H,(G,A) D F, 1H,(G,A) D ... 2 FoH,(G,A) D F_1H,(G,A) = 0.

F,H,(G,A )
Sabemos também que E;z?jjnfp = W Dai Eg?n = F()Hn(G,A> g Hn(G, A) (§]
H,(G,A _
EX, = ( ) . Vimos que E;°,, = 0, se n # t et # 0. Desse modo, se n # t e

0 B, Hy (G, A)
t#0, F, .H,(G,A) =2 F,_y1H,(G,A). Portanto, F,,_1H,(G,A) = F, 2H,(G,A) = ... =
H,(G,A)

FyH, (G, A). Logo B = e © temos a seqiiéncia exata
0,n

0 — Eg, — H,(G,A) —» E) — 0

isto é,

0 — H,(N, A)

€]
N

l Tn G
< H,(G,A) - H, (N’AN> — 0
é uma seqjiiéncia exata, onde [,, ¢ um monomorfismo e r, é um epimorfismo.

Sejam €1 := am e ey := bk. Assim e; +e3 =1 ese T € H,(G, A) entao e;eam = am.bk.7 =

2

ab.mk.t = 0 pois |G| = m.k. Desse modo, podemos verificar facilmente que e;7 = e;7 e

€21 = eo7. Conseqiientemente
H,(G, A) = e H, (G, A) @D e2H,(G, A). (i)

Temos entao a seqiiéncia exata

‘li) elHn(G,A) @ean(G,A) ZL» Hn (E,AN) — 0 (I)

0 — H,(N, A) ~

G
N

Se ey0 € e1H,(G, A), entdo rp(e10) = rp(amo) = m.r,(ac) = 0, pois r,(ao) € H, (%, AN) e

m = (G : N). Logo r,(e1H,(G, A)) =0, isto é, e; H, (G, A) C kerr, = I'ml, (pois a seqiiéncia
(I) é exata). Por outro lado, se u € I'ml,, entdo u = [,,(v) para algum v € H, (N, A)%. Dessa
maneira, como |N| =k, temos k.v = 0. Dai v = 1L.u = (am + bk)u = am.u+ bk.u = am.l,,(v) +
bk.l,(v) = e1.l,(v) + 0 = ey.l,(v). Portanto u € e; H,(G, A). Logo Iml,, = e;H,(G, A) e como
l,, ¢ um monomorfismo,

etH,(G,A) = H,(N, A) )

G
N
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Temos ainda que 7, é uma aplicacdo sobrejetora. Assim r,(e;H, (G, A) @ esH, (G, A)) =

G G
H, (N’AN) ou seja, ry(e1H,(G,A)Pra(eaH,(G,A) = H, (N’
rn(e1H,(G,A)) = 0, concluimos que 7y|e,m,(c,4) € sobrejetora. Por fim, se ep.u € kerr, =

An . Como

Iml, = e;H,(G, A) entao ey.u = e;.v para algum v € H,(G, A). Assim ejes.u = e2.v. Como
ereou = 0 e e2.v = e;.v qualquer que seja v € H,(G, A), segue que es.u = e;.v = 0. Assim

Tnles o (G,a) € injetora e conseqiientemente

e H, (G, A) = H, (%,AN) - (i)

Logo, de (i), (ii) e (iii) obtemos

H, (G, A) = H,(N,A)g ary:s (%,AN> .
|

Observacao 4.1.2 Nas condi¢oes da Proposicao 4.1.2, existe um resultado andlogo relacionado

aos grupos de cohomologia, a saber:
n n G N n G
H"(G,A)=H N’A ® H"(N,A)".
FEste resultado € obtido como uma aplica¢ao da seqiiéncia espectral de Lyndon (Observagao

3.1.1) e estd apresentado em [11)], Coroldrio 10.3, p.354.

No exemplo a seguir veremos um caso interessante da Proposicao 4.1.2 em que A é um grupo

abeliano (isto é, um ZG-modulo trivial). Para tanto utilizaremos o seguinte resultado:

Proposicao 4.1.3 (/9/, Proposicio 10.10.2, p. 471) Se um grupo G opera trivialmente sobre

um ZG-modulo A e se N estd no centro de G, entao Q) = ~ opera trivialmente sobre H,(N, A).

Exemplo 4.1.1 (1) Considere o grupo diedral G = Dy3 = (a,b;a®> = V* = 1,ab = ba®) e o
subgrupo N = {e,a,a*}. Como (G : N) = 2 e m.d.c.(IN|,(G : N)) = 1, seque que N é um
subgrupo de Hall normal de Ds3. Temos: N = Zs3 e N & Zo. Assim, dado um ZG mdodulo

arbitrdrio A, pela Proposicao 4.1.2 obtemos:
H,(Do3, A) = Hy(Za, Azy) © Hy(Zs3, A)z,

para todo n > 0. Mais geralmente, considerando o grupo diedral Dy, com p primo impar, pelo

mesmo ractocinio aplicado anteriormente obtemos
Hn(D2p> A) = Hn(Z% AZP) ©® Hn<Zp7 A)Zg
para todo n > 0.
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(2) Considere agora o grupo G = Zs, com p primo e A um ZG-mdédulo arbitrdario (G = Zs,).
Pelo 1° Teorema de Sylow (Teorema 1.5.2), existe N subgrupo de G tal que |[N| = p, isto é,

N = Z,. Por procedimento andlogo ao da parte 1 deste exemplo obtemos
Hy\(Zoy, A) = Hy(Zo, Az,) ® Hy(Zy, A)z,

para todo n > 0. Agora se A € um ZZs,-modulo trivial, como Zs, € um grupo abeliano (isto €,
o centro de Zy, € ele proprio: Z(Zsay) = ZLyy), seque da Proposi¢ao 4.1.5 e do fato que Az, = A
que

H,(Zyy,, A) = H,(Zy, A) ® H,(Z,, A)

para todo n > 0.

4.2 Aplicacoes da seqiiencia de Cartan-Leray

4.2.1 Extensao exata da homologia de um G-complexo livre

Proposicao 4.2.1 Sejam G =~ Z, o grupo ciclico infinito, e X um G-complexo livre. Entdo

temos a sequinte extensao exata

X
0— H,(X)¢ — H, (5) — n_l(X)G — 0.

Em particular, se G atua trivialmente em H,(X), entao
X
0 — H,(X)— H, <5) — H, 1(X)—0

é exata.

Hq(X)G7 p= 07

Demonstragao: Sabemos que H,(G, Hy(X)) = { H,

0, p> 2.

Pelo Teorema [3.2.1] (Cartan-Leray), temos uma seqiiéncia espectral com E2 = H,(G, Hy(X)).
Assim B2 = H,(G,Hy (X)) = 0, para p > 2; E}, = H\(G,Hy(X)) = Hy(X) e E}, =
H,(X)q. Vamos mostrar que Equ = EJ%, quaisquer que sejam p e g.

Se p > 2 vimos que E = 0 e conseqiientemente E = H,,(E?) = 0. Assim E° = E> =

(X)¢, p=1; pois G é ciclico infinito.

0 para p > 2. Como a seqiiéncia ¢ de primeiro quadrante temos também que E)5 = E;yq =0

para p < 0. Se p = 0, tomando ¢ = n temos as diferenciais

2 d%,nfl 2 d%,n 2
E2,n71 - Eo,n - E72,n+1
Como E3, | = 0 (pois p = 2) e E?,, ., = 0 (pois —2 < 0) obtemos d3, , = dj, = 0, e

E§, = Hu(E?) = Ej,,. Desse modo EgS, = Ej,, = Hn(X)g. Por fim, se p =1 tomando ¢ = n
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temos as diferenciais ,

d d2
2 3,n—1 2 1,n 2
E3,n71 El,n Efl,nJrl
e pelo mesmo raciocinio aplicado anteriormente obtemos que E® = F? = H,(X)C.
1n 1n

Considerando que a filtracao do complexo rel é canonicamente limitada, pela Proposicao

2.1.6) a filtracao de H, <g> é da forma:

X X X X
— | = — ] D — 2.2 — ]2
. (5) =5 (G) 2 5t () 2 -2 e () 20

X
R, (%)
~ g

Como E, = 0 para p > 2, segue que XN pyn—p
e

= 0, para p > 2 e portanto a

G

X
filtracao de H, (—) tem no maximo dois termos:

G
X X X
H — | = — | D F — | D
<G> FlH”(G)— °H"(G)—O
Daf temos: ¥
FlHn(5>
o 1(X)6 = B, = =L
F,H, | =
0 n(G)

Temos também

Logo:

e temos o resultado desejado.

4.2.2 Homologia de um complexo de Eilenberg-Maclane

Definicao 4.2.1 ([1], p. 15)Dizemos que X € um complexo de FEilenberg-Maclane do tipo
(G,1) (ou simplesmente um K(G,1)-complexo) se X € um CW-complexo, satisfazendo as
sequintes condicoes:

(i) X € conezo,

(i) m(X) = G;
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(iii) o recobrimento universal X de X ¢ contrdctil.
Proposicao 4.2.2 Se G é um grupo e Y é um K(G,1)-complexo, entio H,(Y) = H,(G).

Demonstragao: Seja X o recobrimento universal de Y. Pela Proposicao 1.2.1, A(X,p)
atua livremente sobre X. Como X é um recobrimento universal de Y, pela Proposicao 1.2.2,
A(X,p) = m(Y). Dai, como Y é um K(G,1)-complexo, A(X,p) = m(Y) = G. Portanto G
age livremente sobre X, tornando-o um G-complexo livre (Defini¢ao 3.2.1). Podemos identificar
Y = g por uma aplicacao: ¢ : ¥ — %, tal que ¢(y) = {g.#,9 € G}, onde y = pi(x) e

p1: X — Y é a projecao de recobrimento. Portanto, o Teorema '3.2.1/ nos da:
Ez,q = Hy(G, Hy(X)) = Hp4(Y).

Sendo Y um K(G,1)-complexo, X é contractil. Assim H,(X) = 0 para ¢ > 0 e portanto
E?, = 0 para g > 0. Pelo Teorema 2.1.2 temos E""" = H(E") e assim E° = 0, para ¢ > 0.

Fixemos, entao ¢ = 0. Tomando p = n temos:
E2O = H,(G,Hy(X)) = H,(G,Z) = H,(G).

Temos as diferenciais: , ,
d d
2 n+2 —1 2 n,0
En+2 EnO En 2,1
Mas E? nr2—1 = 0, pois a seqiiéncia ¢ de primeiro quadrante (isto é, E;, = 0 parap < 0 ou

q<0)eE? _91 = 0 pelo fato que Eiq = 0 para ¢ > 0. Portanto temos a seqiiéncia:

2

d’n
R . !
Dai H,(E?) = E}., donde E% = E7 = H,(G). Logo:

|

Exemplo 4.2.1 O circulo unitdrio S* possui uma estrutura de CW -complexo dada por uma

it ¢ uma aplicacao

0-célula €® e uma 1-célula e*. Ainda: S' € conexo, p: R — Sl:t — ¢
de recobrimento, m(S') =2 Z e R € contrdctil. Dai S* é um K(Z,1)-complezo. Assim pela
Proposigao 4.2.2, H,(S') = H,(Z) para todo n > 0. Logo, pelo Exemplo [1..1, temos:

H,(SY)Y~7Z,sen=0,1¢ H,(S') =0, sen > 2.

4.2.3 Homologia de um G-complexo livre, G grupo finito

Proposicao 4.2.3 Sejam G um grupo tal que |G| = m e X um G-complexo livre. Se G atua
trivialmente sobre H,(X) e todo elemento de H.(X) € unicamente divisivel por m (isto €, dado

u € H.(X) existe um unico v € H.(X) tal que u = mv) entao, para todo n,
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Demonstracao: Seja X um G-complexo livre. Pelo Teorema de Cartan-Leray, existe uma

seqiiéncia espectral cujo E2-termo é E;q = H,(G,H, (X)) e esta seqiiéncia converge para

X
H,., <5> Por hipétese H,(X) é um ZG-médulo trivial. Assim, pelo Teorema [1.4.1)

E;,q = H,y(G, Hy(X)) = (Hp(G) © Hy(X)) ® Tor(Hp—1(G), Hy(X)).

Seja u®@y € Hy(G) ® Hy(X). Como todo elemento de H,(X) ¢ unicamente divisivel por m,
existe um tnico y € H,(X) tal que y = m.y . Deste modo u ® y =u®m.y =mu®y . Por
outro lado como |G| = m, pela Proposicao 1.4.3, m.H,(G) = 0 para p > 1. Portanto, para
p>1,u®y=0e¢assim H,(G)® H,(X) =0, se p> 1. Agora considere Tor(H,_1(G), H,(X)).
Parap > 1, m.H, 1(G) =0e {y € Hy(X) | m.y =0} = 0 pela hipdtese de unicamente divisivel
(visto que 0 = m.0). Assim, pela Proposigao 1.1.6, para p > 1, Tor(H,_1(G), H,(X)) = 0. Se
p=1 Tor(H,1(G),H (X)) =Tor(Hy(G),Hy (X)) = Tor(Z,H,(X)) = 0, sendo que a ultima
igualdade segue da Proposicao 1.1.4. Deste modo E;q =0 parap > 1.

Analizando o caso p = 0, temos Ej, = Ho(G, Hy,(X)) = (H,(X))e (Proposicao 1.4.2) e

~ o . . . o . d% n—1
como a agao de G sobre H,(X) ¢ trivial, E2, = H,(X). Considere as diferenciais E3, | ——
2
0,n

E§, — E?,,,,. Portanto, como E3, ; = 0 (pelo exposto acima) e E?,, ., = 0 (pois a

seqiiéncia é de 1° quadrante), Eg,n = Eg’n e procedendo desta maneira concluimos que EgS, =
E§ .. Logo, a seqiiéncia colapsa em E? e
X
H, (5) >~ Eoo, =2 Ej, = Hy(X).
u

Observacao 4.2.1 Uma referéncia bibliogrdifica interessante que trata somente de seqiiéncias
espectrais é [14]. Esse livro traz vdrias aplicagoes de seqiiéncias espectrais, inclusive das
seqiiéncias de Lyndon-Hochschild-Serre e de Cartan-Leray, mas so tivemos acesso ao livro

referido quando nosso trabalho jd estava em fase final de conclusao.
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