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Resumo

A Programagao Linear é usada na Pesquisa Operacional para resolucao de proble-
mas cujo objetivo é encontrar a melhor solucao para aqueles problemas que tenham seus
modelos representados por expressoes lineares. A Algebra Linear vai ser a ferramenta
para a Programagao Linear, resolvendo problemas de maximizacao ou minimizacao.
Vamos utilizar o Método Simplex e, no caso de duas variaveis, apresentaremos tam-
bém o método grafico.

Palavras-chave: Algebra Linear, Método Grafico, Método Simplex, Pesquisa Opera-
cional.






Abstract

Linear Programming is used in Operational Research to solve problems resolution
whose goal is to find the best solution for those problems that have their models repre-
sented by linear expressions. Linear Algebra will be the tool for Linear Programming,
solving maximization or minimization problems. We will use the Simplex Method and,
in the case of two variables, we will also present the graphical method.

Keywords: Linear Algebra, Graphical Method, Simpex Method, Operation Research.
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Introducao

A Pesquisa Operacional (PO) é uma ciéncia que tem como objetivo fornecer ferra-
mentas quantitativas ao processo de tomada de decisoes. Consiste na descrigao de um
sistema organizado com o auxilio de um modelo e, através da experimentagao com o
modelo, na descoberta da melhor forma de operar o sistema. Todas as disciplinas que
constituem a PO se apoiam em quatro ciéncias fundamentais: Economia, Matemaética,
Estatistica e Informatica.

A Pesquisa Operacional costuma envolver seis fases:

1. Formulacao do problema: é a definicao dos objetivos a serem alcancados e quais
os possiveis modos para que isso ocorra.

2. Construcao do modelo do sistema: sao modelos matematicos formados por um
conjunto de equagoes ou inequagoes. Uma das equagoes desse conjunto, que serve
para medir a eficiéncia do sistema, é chamada de funcao objetivo. As outras
inequacgoes descrevem as limitacoes ou restrigoes técnicas do sistema.

3. Calculo da solugao através do modelo: é realizado através de técnicas mateméti-
cas especificas da Algebra Linear.

4. Teste do modelo e da solucao: é realizado com dados empiricos do sistema. Se
houver dados historicos, eles serao aplicados no modelo, gerando um desempenho
que pode ser comparado ao desempenho observado no sistema.

5. Estabelecimento de controle da solucao: a construgao e experimentacao com o
modelo identificam parametros fundamentais para a solucao do problema. Qual-
quer alteracao nesses parametros devera ser controlada para garantir a validade
da solucao adotada.

6. Implementagao e acompanhamento: a solucao é apresentada ao administrador,
evitando-se o uso da linguagem técnica do modelo.

Este trabalho tem por objetivo resolver problemas de otimizagao: maximizacao ou mi-
nimizagao em Programagao Linear, utilizando o Método Simplex e, no caso de duas
variaveis, o método gréfico, com o auxilio da Algebra Linear. Como referéncias prin-
cipais usamos [1] e [6]. A Programacao Linear, criada em 1946, ¢ uma das técnicas
usadas na Pesquisa Operacional e ¢ um método que busca a otimizacao de um de-
terminado problema que possui muitas solugoes possiveis, através da maximizacao ou
minimizagao de uma funcao linear. Algumas aplicacoes sao conhecidas: formulacao de
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20 Introducgao

alimentos, racoes; blindagem de ligas metalicas e petroleo; transporte; localizacao in-
dustrial; carteira de agoes (investimentos); alocacao de pessoas, otimizagao de recursos,
ete.

A Programacao Linear maximiza ou minimiza uma func¢ao linear, chamada de fun-
c¢ao objetivo, obedecendo regras de um sistema linear de igualdades e desigualdades
que recebem o nome de restricoes do modelo. Essas restricoes sao limitacoes de
recursos disponiveis (capital, mao de obra, recursos minerais, etc) ou entao, exigéncias
e condicoes que devem ser cumpridas no problema. Essas restrigoes do modelo de-
terminam uma regiao a qual chamamos de conjunto das solugoes viaveis. Aquela
que maximiza ou minimiza a func¢ao objetivo, sendo a melhor das solugoes viaveis é
chamada de solugao 6tima. Este trabalho abordard duas técnicas de resolucao de
problemas de otimizacao: método grafico e Método Simplex.

O presente trabalho se divide em cinco capitulos, descritos a seguir:

1. Estudo de alguns modelos e forma padrao de problemas de Programacao Linear
(PPL).

2. Método grafico para problemas de otimizagao com duas variaveis.
3. Fundamentacao tedrica do Método Simplex.
4. Método Simplex.

5. Formulacao e resolucao de problemas de Programacao Linear.

As figuras foram realizadas pelo autor, utilizando o software GeoGebra, versao (4.0).



1 Estudo de alguns modelos e forma
padrao de Problemas de Programacao

Linear (PPL)

Mostraremos, através de exemplos, como obter o modelo de um Problema de Pro-
gramacao Linear (PPL).

Exemplo 1.1. [1] Um nutricionista precisa estabelecer uma dieta contendo, pelo me-
nos, 10 unidades de vitamina A, 30 unidades de vitamina B e 18 unidades de vitamina
C. Essas vitaminas estao contidas em quantidades variadas em 5 alimentos que vamos
chamar de s1, 52,53, 54 € s5. O quadro seguinte d4 o nimero de unidades das vitaminas
A, B e C em cada um desses cinco alimentos bem como o seu custo, em reais, por
unidade.

S1 | S2 | S3 | S4 | Sj
O(1]5]4]3 A
211]0] 3] 2 B
3111701910 C
41211 ]10] 5 | custo

Tabela 1.1: Quadro do nimero de unidades de vitaminas por alimentos e o seu custo.

Vamos calcular as quantidades dos 5 alimentos que devem se incluidos na dieta
diaria, a fim de obtermos os teores de vitaminas com o menor custo. Denotando por
x1,T2,23,T4 € Ts, 0 nimero de unidades dos alimentos s1,59,53,54 € S5, respectivamente,
de uma dieta diaria, podemos expressar o teor de pelo menos 10 unidades de vitamina
A por

T2 + 51’3 + 41’4 + 3I5 > 10.

De modo analogo, indicamos os outros teores minimos, respectivamente da seguinte
forma
2x1 + 9 + 314 + 225 > 30.

3$1 + o + 9£L‘4 > 18.

Como nao podemos consumir uma quantidade negativa de unidades dos alimentos,
temos também

T1,X2,T3,Ty,Ts Z 0.
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(PPL)

O custo por dia desta dieta, em reais, sera expresso pelo funcional linear
Q(z) = 4xy + 229 + w3 + 1024 + Sx5.

O trabalho em quest@o é determinar o ponto x = (1, 2, T3, T4, x5) (ponto 6timo)
que satisfaga a todas restrigoes (inequagdes) e minimize, ao mesmo tempo, o valor da
fungao objetivo Q(x).

Resumindo, queremos minimizar a fungao objetivo

Q(l’) = 41‘1 + 2$2 + T3 + 1OZL’4 + 51‘5

sujeita a
) + 5!173 —|— 41‘4 —|— 3{23'5 2 10
261 + x9 + 3x4 + 2xs > 30
35[’1 + X9 + 91’4 > 18
T1,T9,x3,T4,Ts Z 0

Podemos generalizar esse problema através do exemplo a seguir.

Exemplo 1.2. [1] Uma empresa para fabricar n produtos P; necessita de n; recursos
F; . Para cada unidade de produto P; sao necessarios a,;; unidades do recurso Fj. De
cada recurso F; s6 existe a quantidade b; > 0. Sabendo que cada unidade do produto
P; da um lucro cj, qual a quantidade x; que deve ser produzida de cada produto P;
para que o lucro seja maximo?

Temos para este problema, que determinar o ponto z = (z1,2,...,2,) (ponto
6timo) que satisfaga as m restrigdes dos recursos Fj, as n restricoes de nao negativi-
dade das quantidades a serem produzidas e que maximizam a fungao objetivo Q(x).
Resumindo, queremos maximizar a funcao objetivo

Q(z) = 11 + comg + - -+ + Cry

sujeita a
)
annx; +  apry + + A1n T, < b
a21T1 + Q2Ty + - + (2, Ty < by
az1ri1 + azxrs + -0+ (31, Ty, < b
Am1T1 + Am2T2 + - + AmnTn S bm
L L1,T2y...,Tp Z 0

De uma forma reduzida, queremos maximizar a fungao objetivo

n

Q(z) = ¢z,

=1

sujeita a

IN

Zaijxj bl,(l = 1,2,...,m)
j=1
;> 0,(j=12...,n)

Observe que agora procuramos maximizar ¢)(x) pois ¢; representa lucro.
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1.1 Forma padrao de um Problema de Programacao
Linear (PPL)

Para resolver um PPL usaremos um algoritmo muito conhecido, chamado Simplex.
Mas para isso é preciso reduzir o PPL a forma padrao definida a seguir: minimizar
a funcao

Q(r) = Z ¢

sujeita a

Zaiﬂj =b; onde ;>0 (1=1,2,...,m)
j=1

X ZO (j:1,27,n)

onde os primeiros conjuntos de equagoes sao as restricoes do PPL e o segundo chama-se
condicao de nao negatividade.
Outra forma que pode ser usada: minimizar a funcao

Q(x) = 'z
sujeita a
Ar =0b onde b; >0
z >0

sendo:

A a matriz m x n, constituida por todos os elementos a;;, ¢ = 1,2,...,me j =
1,2,...,n;

ap o vetor m x 1, constituido pelos elementos a;;, ¢ = 1,2,...,m, referentes a
k-ésima coluna da matriz A;

b o vetor m x 1, constituido por todos os elementos b;, i = 1,2,...,m;

c o vetor n X 1, constituido por todos os elementos ¢;, i = 1,2,...,n;

x o vetor n x 1, constituido por todos os elementos x;, 1 = 1,2,...,n;

Q(z) a fungao objetivo que queremos minimizar.

1.2 Casos quando um PPL nao esta na forma padrao

Podem ocorrer casos onde o PPL nao estd na forma padrao e assim, temos que
transformé-lo. A forma padrao implica que o primeiro grupo de restri¢oes envolva
somente igualdades e que todas as variaveis do modelo sejam nao negativas. Mostremos
alguns casos:

1. Ocorréncia de desigualdades: toda inequacgao linear pode ser transformada em
uma equagao se subtrairmos ou adicionarmos variaveis positivas, chamadas va-
riaveis de folga.

Considere a inequacao linear

AR T1 + Qray + - -+ ATy < by (1.1)
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(PPL)

Somando uma variavel de folga positiva, a inequagao (1.1) é transformada numa
equacao:
a1 + gz + o+ Ay + Tk = .

Equivalentemente, a inequagao
ap1T1 + Qoo + +++ + AppTn > bk (12)
¢é transformada na equagao:

k11 + gy + -+ ATy — Tpgp = bg.

2. Quando b; < 0: basta multiplicar a restricao por —1, pois os coeficientes a;;
podem ter qualquer sinal.

3. Variaveis livres: quando as variaveis nao tem qualquer restri¢ao de sinal, podendo
assumir valores positivos, negativos ou nulo, a variavel livre indicada por x; no
modelo é escrita como

"
x), = x), — 1, sendo ), z, > 0. Evidentemente:
xk>0<i)x;c>x;20
’ 1"
r,=0& 2, =2,>0
xk<0<:>0§x;€<x;

Assim, vamos substituir uma variavel livre pela operagao de outras duas.

4. Variavel nao positiva: se o modelo for elaborado por uma variavel x; < 0, subs-
. , .. 1 - /
tituimos pela sua simétrica, x; = —xj, onde na equacao colocamos x; no lugar
. !
de x. Com isso z; > 0.

5. Se a fungao objetivo é de maximizagao: para isso substituimos a fungao objetivo
dada pela sua simétrica, passando a minimizar esta tltima, ou seja,

mix (Q(2)) = min (~Q())
Exemplo 1.3. [1] Consideremos o problema de maximizar a fun¢ao

Q(z) = 2x1 + 29 — w3+ 324 — T3

sujeita a
T +2£C2 —xI3 +I4 +3[E5 Z 5
41‘1 +3 —2374 —Tsy < 0
—2x3 +Ty4 +2x5 > =7
3r1 4w —xy4 —T5 = 8

Ty, 09,25 > 0, x3 <0, x4 qualquer

Introduzindo as variaveis de folga nas desigualdades, multiplicando a terceira res-
o o~ / / " ! / 1"
trigdo por —1 e fazendo x5 = —x5, x4 = x, — x, sendo x5, x4, 2, > 0 e Z(z) = —Q(x),
o problema passa a ser o de minimizar a funcao

Z(x) = —2x1 — Ty — Ty — 3x, + 3T, + T3
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sujeita a

/ "

ry +2xy +wy 4y —x, +3x5 —Tp =5
’ ! "

4dx4q —ry —2x, +2r, —x5 +x7 =0
/ ’ "

—2r3 —mxy +xy —2x5 +ry =
! "

3r1  +x9 -z, +r, -5 =38
/ ’ "

L1, L2, I3, Ly, Ly, s, T, L7, Ts >0

Podemos escrever na forma matricial, onde

1 2 1 1 -1 3 -1 00
A 40 -1 -2 2 -1 0 10
00 -2 -1 1 =2 0 01
31 0 -1 1 -1 0 00
T - o]
T —1
a:%) —1 5
Ty -3
b 0
r= |z, c= |3 b= -
Ts 1 8
T 0
Ty 0
K L 0]

onde queremos minimizar a fungdo Z(z) = c'z sujeita a

Arx =bondeb>0
z >0

No capitulo seguinte apresentamos o método grafico, para o caso de duas variaveis.






2 Meétodo grafico para problemas de
otimizacao com duas variaveis

Neste capitulo, vamos abordar o método gréafico, que é uma técnica de resolucao de
problemas em Programacao Linear, para problemas de otimizacao com duas variaveis.
Essa técnica consiste em representar em um sistema de eixos ortogonais o conjunto das
possiveis solu¢oes do problema, isto €, o conjunto de pontos que satisfazem ao grupo de
restricoes impostas pelo sistema em estudo. Nesse trabalho vamos observar exemplos
com duas variaveis. A importancia do método grafico nao consiste em encontrar a
solugao do problema, mas sim permitir a visualizagao do método algébrico, sendo o
Método Simplex o mais conhecido.

A representacao gréafica de uma equagao linear com duas varidveis é uma reta e a
representacao grafica de uma inequagao linear com duas variaveis é um dos semiplanos
definidos pela reta correspondente & equagao. Veja o exemplo.

Exemplo 2.1. [1] A inequagao y > 2 — 0,4x ¢ representada geometricamente por:

Figura 2.1: Representacao grafica da inequacao y > 2 — 0, 4x.

27



28 Método grafico para problemas de otimizagao com duas variaveis

A inequacao y < 2 — 0, 4x é representada geometricamente por:

Figura 2.2: Representacao grafica da inequagao y < 2 — 0, 4z.

Quando se representa uma inequacao no sistema de eixos ortogonais, tem-se uma
regiao de solugoes. Se por outro lado, ha duas ou mais inequacoes representadas num
mesmo sistema, deseja-se a regiao de intersecao das regioes de solugoes das inequagoes
do sistema, chamada de regiao viavel. Considere o exemplo a seguir.

Exemplo 2.2. [1] Vamos representar graficamente a solugao do sistema

r+3y <12
(1)
20 +y >16
a partir das retas correspondentes as equacoes x + 3y = 12 e 2x + y = 16.
Temos que a solugao do sistema de inequagoes ¢é a intersecao das duas regices de
solucao das inequagoes do sistema, ou seja, ¢ o conjunto S = {(z,y) € R?|16 — 2z <
y <4 — 3} (regido sombreada na Figura 2.3).

2x+y=16
5
x +3y=12

Figura 2.3: Solugao do sistema (I).
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Se considerarmos apenas o primeiro quadrante, a regiao de solu¢oes aparece som-
breada na Figura 2.4:

-2

-3

-5

Figura 2.4: Solugao do sistema (1), restrita ao primeiro quadrante.

Considerando que as variaveis devem assumir valores nao negativos, considera-se
apenas o primeiro quadrante como parte valida da regiao viavel. A regiao delimitada
forma um poligono, possuindo vértices chamados de pontos extremos. Na resolugao de
um Problema de Programagao Linear (PPL) a solugao est4 em um dos vértices quando
a regiao viavel é limitada. Encontrando as coordenadas dos vértices da regiao do
poligono podemos achar o valor maximo ou o valor minimo nos pontos extremos desta
regidao. Baseado nesse conceito, a funcao objetivo Q(x) deve atingir valores extremos
na regiao do sistema cartesiano formada pela intersecao das inequagoes, que sao as
restricoes do problema. Para cada valor que a funcao objetivo assumir, tem-se uma
reta paralela a anterior, de forma que se pode “fatiar” a regiao poligonal em diversas
retas paralelas, ou seja, desenhar curvas de nivel que atingem um dos pontos extremos.
Se a regiao é fechada e limitada, é possivel obter uma curva de nivel que atinge um dos
pontos extremos. E o que diz o Teorema a seguir.

Teorema 2.3 (Teorema Fundamental da Programagao Linear ). [2] Seja S a regido
admissivel (vidvel) e Z = ax + by a fungdo objetivo. Se S € limitada, entio Z, tem
mdzrimo ou minimo em S e cada um destes ocorre pelo menos num dos vértices de S.
Se S nao € limitada, entao o valor mdximo ou minimo de Z pode nao existir. Se existir
ocorre num vértice de S.

Vejamos outros exemplos.

Exemplo 2.4. [1] Considere o PPL onde queremos maximizar a fungao objetivo Z =
2x + by sujeito a

20 +y < 8
3r+4y < 24
r,y =2 0

Primeiramente, resolvendo o sistema de equagoes, fazendo a intersecao das duas
regioes de solucao das inequagoes do sistema e considerando as condi¢oes de nao nega-
tividade, temos o grafico a seguir, onde a regiao aparece sombreada.
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C
4 3 2 40 1 2 3 kS 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 2.5: Regiao admissivel do Exemplo 2.4.

O objetivo agora é maximizar a fungao objetivo Z na regiao viavel (admissivel). O
método grafico consiste em desenhar curvas de niveis dessa fungao para alguns valores
de Z. Como a finalidade é encontrar as variaveis que pertencem a regiao de viabilidade
e que maximizam Z, basta entao, determinar o valor de Z para a qual a curva de
nivel intercepta a regiao vidvel nos vértices do poligono. No grafico seguinte, estao
desenhadas curvas de niveis para a fungao objetivo Z = 2z + 5y, que passam pelos
quatro vértices do poligono.

—— _y=6-2/5x
y=272/5-2/5%

4

y=8/5-2/5% 2

-2

-6

Figura 2.6: Curvas de niveis da fungao objetivo Z = 2z + 5y, passando pelos quatro
vértices do poligono.

A solugao 6tima de um PPL esté relacionada com um ponto extremo da regiao de
solugoes (vértices do poligono). Substituindo as coordenadas dos pontos extremos na
fungao objetivo, o maior valor serd a solugao 6tima. Vejamos:
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Pontos extremos | Func¢ao Objetivo | Valor de Z
(0,0) Z =2x+ by Z=20+50=0
(0,6) Z =2x+ by Z=20+56=30
(8,2) Z=2x+5y |Z=22452=272
(4,0) Z =2x+ by Z=24+50=28

Percebemos que o maior valor encontrado foi Z = 30, ou seja, a solu¢ao que ma-
ximiza Z é x = 0 e y = 6. Se nesse exemplo fosse retirado a restrigao técnica x > 0 ,
terfamos um problema ilimitado, ou seja, existiriam infinitas solu¢oes viaveis, e assim,
nao seria possivel determinar a solucao 6tima, pois nao existiria limite ao crescimento
de x, o que nos levaria a concluir que também nao existiria limite ao crescimento do
valor da funcao objetivo Z.

Exemplo 2.5. 2] Certa empresa fabrica dois produtos P1 e P2. O lucro por unidade
de P1 é de R$100,00 e o lucro unitario de P2 é de R$150,00. A empresa necessita de 2
horas para fabricar uma unidade de P1 e 3 horas para fabricar uma unidade de P2. O
tempo mensal disponivel para essas atividades é de 120 horas. As demandas esperadas
para os dois produtos levaram a empresa a decidir que os montantes produzidos de P1
e P2 nao devem ultrapassar 40 unidades de P1 e 30 unidades de P2 por més. Vamos
obter P1 e P2 de modo a maximizar o lucro da empresa.

Temos:
r . quantidade a produzir de P1

y : quantidade a produzir de P2
Portanto, queremos maximizar L = 100x 4 150y sujeito a

20 + 3y < 120
z < 40
y < 30
x,y > 0

Entao, a regiao admissivel é dada por:

\ )
~0.66 1 + 40 X =40
0l +30|a B

-20

Figura 2.7: Regiao admissivel do Exemplo 2.5.



32 Método grafico para problemas de otimizagao com duas variaveis

Substituindo os pontos que sao os vértices do poligono A(0, 30), B(15, 30), C(40, %),
D(40,0) e E(0,0) na fungao lucro (objetivo), temos:

L
L
L
L

100.0 4 150.30 = 4500 para A(0, 30)
100.15 + 150.30 = 6000 para B(15,30)
100.40 + 150.42 = 6000 para C'(40, %)
100.40 + 150.0 = 4000 para D(40,0)
100.0 + 150.0 = 0 para E(0,0)

Vimos neste exemplo que temos dois pontos 6timos que maximizam a fungao ob-
jetivo: o ponto B e o ponto C. Isso acontece devido o coeficiente angular de uma
das restri¢oes técnicas ser igual ao coeficiente angular da funcao objetivo. Nesse caso,
todos os pontos que formam esse lado do poligono serao solugoes 6tima do problema.

Também podemos ter problemas inviaveis. Observe o PPL a seguir.

Exemplo 2.6. [1] Queremos maximizar Z = x + y sujeito a

r+y
r+y
z,y

y =X+ 20

IV IV IA

12
20
0

-20 -10 0

Figura 2.8: Regiao admissivel vazia.
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A solugao é vazia, pois nao tem intersecao das inequacoes r+y < 12 e z +y > 20.

Portanto, dizemos que o PPL ¢é inviavel.

Exemplo 2.7. [1] Vamos representar graficamente o PPL onde queremos maximizar

Z = 2x + 2y sujeito a
rT—=Y
—0.52 + vy
x? y

IV IA IV

[\

Figura 2.9: Regiao admissivel ilimitada.
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Como podemos observar, nao existe limite ao crescimento de x, o que nos leva a
concluir que também nao existira limite ao crescimento do valor da funcao objetivo Z.
Portanto, nesse caso, existem infinitas solucoes viaveis e o problema é dito ilimitado,
isto é, a solugao viavel existe, porém nao conseguimos determinar a solugao 6tima.

No capitulo seguinte apresentamos a fundamentacao tedrica necessaria a apresen-
tacao e estudo do Método Simplex.



3 Fundamentacao teérica do Método
Simplex

Apos ser visto o método grafico, que torna-se invidvel para dimensoes maiores ou
iguais a trés, apresentaremos o Método Simplex. O Simplex, por mais eficiente que
seja, ele nao deixa de ser um algoritmo de buscas, isto é, o Simplex nao encontra dire-
tamente a solucao 6tima, mas determina solucoes vidveis, cada vez melhores, até que,
depois de um certo nimero de iteracoes, seja encontrada a solugao 6tima. Podemos
ter um problema de pequena dimensao, mas o numero de iteragoes ¢ tao grande que se
torna inviavel resolvé-lo manualmente. Para isto podem ser utilizados programas com-
putacionais, que estao no mercado. Neste capitulo vamos apresentar alguns conceitos
que sao utilizados durante a descricao e aplicacao do Método Simplex. Este capitulo é
baseado em [1], [3] e [4].

3.1 Caracterizacao do conjunto de solucoes viaveis

Definigao 3.1. Considere um Problema de Programagao Linear (PPL) dado na forma
padrao, onde queremos minimizar

Q(x) =c'z (i)

sujeito a

Az = b (i)
{ x > 0 (i)
A matriz A tem dimensoes m X n e, portanto, as dimensoes de x, b e ¢ deverao
sern x 1, mx 1 en x 1, respectivamente. Supomos também que posto (A) =m < n.
O conjunto de equagoes e inequagoes (ii) e (iii) € chamado conjunto de restrigoes
do problema e (i) € a fung¢ao objetivo.
O conjunto M de pontos que satisfazem o sistema de restrigoes (ii) e (iii) chama-se
conjunto de solugoes vidveis e a solu¢ao vidvel x* que minimiza a fun¢ao objetivo Q(x)
€ chamada de solugao otima do PPL.

Definigao 3.2. Uma métrica num conjunto M € uma fungao d : M x M — RT que
associa ao par ordenado (x,y) de M x M um nimero real d(zx,y), chamado distancia
do ponto x ao ponto y, de modo que:

1. d(z,y) >0 ed(z,y) =0z =1y;

2. d(z,y) = d(y,x) para quaisquer x,y € M;

35
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3. d(z,y) +d(y,z) > d(z, 2) para quaisquer x,y,z € M.

Defini¢ao 3.3. Um espago métrico é um par (M,d) formado por um conjunto M e
uma métrica d em M.

Definicao 3.4. Um subconjunto A de um espaco métrico M € limitado, se existe um
nimero real positivo a tal que para quaisquer x,y € A, d(z,y) < a.

Definicao 3.5. Seja N um espagco métrico, r um nimero real positivo e p um ponto
de N. A bola aberta de centro p e raio v é o conjunto B(p,r) = {x € N|d(z,p) <r}.

Definicao 3.6. Seja N um espagco métrico, M um subconjunto de N e p um ponto
de N. Diremos que p € um ponto interior de M, se existir uma bola aberta B(p,r)
inteiramente contida em M.

Definicao 3.7. Um ponto p € N serd chamado ponto de aderéncia de M, se para toda
bola aberta B(p,r),r > 0, existir x € M tal que x € B(p,r). Em outras palavras, para
toda bola aberta B(p,r),r >0, tem-se B(p,r) N M # ().

Definicao 3.8. Seja M um subconjunto do espago métrico N e M o conjunto dos
pontos de aderéncia de M. Se M = M, M é um conjunto fechado em N.

Definicao 3.9. Um subconjunto A de um espaco métrico N € aberto em N quando o
seu complementar N — A € fechado em N.

Definicao 3.10. Um subconjunto X C R™ é compacto se, e somente se, for um sub-
conjunto fechado e limitado

Este subconjunto compacto goza de propriedades especiais, como por exemplo: toda
funcao real e continua, definida num subconjunto compacto nao vazio, possui maximo
e minimo nesse subconjunto.

n
Observacgao 3.11. 1. O semi-espaco Zaijxj < b; é fechado, pois o conjunto dos
j=1
pontos de aderéncia desse semi-espago é o proprio semi-espaco.

2. Seja M o conjunto formado pela interseccao de semi-espacos fechados da forma:

E a;x; < b;(paratodoie€ {1,...,m})
i=1
x; > 0(paratodo j € {1,...,n})

Como a intersecgao de uma familia qualquer (finita ou infinita) de subconjuntos
fechados de um espaco R™ é um subconjunto fechado em R", segue que o con-
junto de solugoes viaveis de um PPL é descrito por um modelo que pode sempre
ser reduzido a forma acima e assim, como o conjunto das restri¢coes é fechado,
podemos garantir que o PPL onde o conjunto de solucoes viaveis é limitado e nao
vazio possui solucao 6tima.
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Definicao 3.12. Sejam M, 2 . 2®) yetores do R e ay, as, . . ., oy, nidmeros reais.
k

r = Zaix(i) ¢ uma combinacio linear convexa de M,z .. 2®) se oy > 0
i=1

k

(1 =1,2,...,k) e se Zai =1 Sea; >0, parai = 1,2,...,k , trata-se de uma
i=1

combinacao linear convezra legitima.

Definicao 3.13. Um conjunto M chama-se convexo, se toda combinagao linear con-
vexa de qualquer par de pontos xV) € M e x® € M também pertencer a M.

Teorema 3.14. O conjunto M das solugoes vidveis do problema de programacao linear
€ convezxo.

Demonstracio. Sejam ™) € M e ® € M. Como M ¢ o conjunto das solucoes vidveis,
temos:

Az = b, M >0
Az® = b 2@ >0

Vamos provar que toda combinacdo linear convexa de () e z(?, isto é, a;z™ +
asr® oq > 0,09 >0 e ag + oy = 1 também pertence a M. De fato, temos:

L A(azW + apz®) = A(agzW) + A(wz®) = a1 Az® + as Az® = a1b + anb =
(a1 + (1/2) =)

2. Como a1 >0, ap >0, 2 >0, 23 > 0, temos que:
arzW+ @ > 0

Portanto toda combinacao linear convexa de um par de pontos de M também
pertence a M. Logo, o conjunto de solugoes viaveis M é convexo. O]

Definicao 3.15. Dado um semi-espaco fechado Ax < b, o hiperplano Ax = b € cha-
mado de hiperplano gerador do semi-espaco.

Definicao 3.16. Definimos um politopo convexo como o conjunto {xeR”|Z a;jr; < bl}

J
para i = {1,2,...,m}, isto €, como a intersegao de um nimero finito de semi-espagos

fechados.

Definicao 3.17. Um politopo convexo limitado chama-se poliedro convexo. O con-
Junto M de solugoes vidvers de um PPL é um politopo convero. No caso de M ser
limitado, temos que M € um poliedro convexo.
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3.2 Caracterizacao de vértice

Veremos que quando existe solugao 6tima, ao menos um vértice é solucao 6tima do
PPL. Vamos definir o conceito de vértice e mostrar como gerar esses vértices dentre o
conjunto de solugoes viaveis do PPL.

Definicao 3.18. Um ponto x, de um conjunto convero M, denomina-se vértice
(ponto extremo) de M, quando ele nao pode ser obtido como combinagao linear
convexa legitima de nenhum par de pontos distintos de M.

Considere o conjunto M de solugoes vidveis, definido pelas restricoes Az = b e
pelas condigoes de nao negatividade x > 0. Verificamos através do Teorema 3.21,
que o sistema Axr = b é um sistema indeterminado, isto é, admite uma infinidade
de solucgoes. Destas, somente os pontos extremos ou vértices de M nos interessam.
Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.19. [1] Considere o sistema de inequagoes dado por:

Ty < 2
i) S 2
Ty + X9 S 3
3£L‘1+3£E2 S 9
Ty, 9 > 0
Adicionando variaveis de folga, temos:
1 +x3 = 2
) +I4 = 2
T1 +Xo +xs5 = 3
3.7)1 +3$2 —f—l’ﬁ =9
r; =2 0,7=12,...,6
Na forma matricial o sistema é dado por:
o
101000 9 2
010100 r3| |2
110010 A E
330001 x5 9
_xG_

O sistema anterior, que pode ser escrito na forma Az = b, constitui um sistema
indeterminado (pois possui quatro equagoes e seis incognitas).

Podemos obter o conjunto solu¢ao tomando:

T =2 — x3

To=2— 24

Ts=—(2—23) —(2—24)+3=—-1+x3+ 24

Tg = —3(2—[E3) —3(2—$4)+9: —3+3$3+3$4

Assim, (2 — x3,2 — x4, 23,4, —1 + x3 + x4, —3 + 323 + 3x4), 3 > 0, 4 > 0, repre-
sentam as solucoes do sistema.
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1
A resolucao de Az = b consiste portanto na escolha de variaveis x® = ? e
5
L6
o = BS] , de modo que possamos escrever o sistema na forma:
4
BzB + Raff= b
1 000 10
01 0 0f, S |01 .
onde B = 1 1 1 ol ¢uma matriz nao singular e R = 00 A resolugao do
3301 00

B

sistema implica em exprimir as variaveis 2 em funcao das variaveis z, isto é:

P = B 'b— B 'RzR

Observamos que esta ¢ uma expressao geral da solu¢ao de um sistema indeterminado
Ax = b . Para determinar uma solucao do sistema cabe atribuir valores numéricos a
k.

Esta forma de representar a solu¢ao de um sistema indeterminado Ax = b seré 1til
na demostragao do Teorema 3.21 e no Capitulo 4.

A Programacao Linear ocupa-se em geral de sistemas de equacgoes lineares que, na
grande maioria das vezes, sao compativeis e indeterminados. Dentre a infinidade de
solugoes destes sistemas, a Programacao Linear procura a determinacao de um tipo
particular, que denominamos solu¢ao 6tima. Por isso os problemas de Programacao
Linear (PPL) sdo também chamados de problemas de otimiza¢ao. Podem ocorrer
também na Programagao Linear, sistemas incompativeis. Os sistemas compativeis
determinados que possuem uma unica solu¢ao (6tima), nao constituem problemas de
otimizacao.

Definigao 3.20. Considere uma matriz m X n tal que posto(A) = m. Um conjunto de
m vetores coluna a; de A linearmente independentes denomina-se base associada a A,
base de A ou simplesmente base.

Os vetores a; que formam a base denominam-se vetores base de A e o conjunto
de seus indices € o conjunto de indices de base de A.

Considere o PPL dado na forma padrao onde queremos minimizar

Q(z) = c'z (i)

sujeito a

Az = b (i)
{ x> 0 (i)

As m componentes de x correspondentes aos vetores base denominam-se variaveis
basicas (VB). As demais (n —m) correspondentes sdo as variaveis nao basicas
(VNB). Anulando as (n — m) variaveis nao bésicas, obtemos um sistema compativel
e determinado, constituido de m equagoes e m incognitas. Resolvendo este sistema,
isto é, determinando o valor das VB, obtemos uma solugao basica. Uma solugao
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bésica onde as VB sao nao negativas denomina-se solugao basica viavel. Enquanto
a solugao bésica obedece a restri¢ao (i7), a solugao béasica viavel obedece as restri¢oes
(1) e (ii7).

Uma solugao béasica vidvel onde existe ao menos uma VB nula chama-se solugao
basica degenerada.

A solugao bésica viavel que minimiza Q(z) = 'z recebe o nome de solugao 6tima.

Teorema 3.21. Seja Ax = b um sistema de equagoes, A uma matriz m xn, b um vetor
m X 1 e posto(A) = posto(A,b) =r. Ser =n o sistema serd compativel e determinado
e ser <mn o sistema sera compativel e indeterminado.

Demonstragao. Sabemos que r < min (m,n). Sendo r < m, existem (m — r) equagoes
que podem ser eliminadas. Obtemos o sistema de equagoes equivalente A;x = by, onde
A; é uma matriz r x n formada por r linhas linearmente independentes. Evidentemente,
temos posto (A;) =r.

Temos dois casos possiveis:

l. r=n

Neste caso, A; é uma matriz quadrada, nao singular, isto é, det A; # 0. Sabemos
que a inversa de A; existe e é tinica, de modo que podemos determinar z fazendo:

Tr = Al_lbl.

x é, portanto, uma solucao tnica. Logo o sistema é compativel e determinado.

2.r<n

Se posto (A;) = r, entdo existe pelo menos uma submatriz quadrada de ordem r
cujo determinante é diferente de zero. O sistema de equagoes A;x = by, pode ser
escrito da forma:

BIB+RZL’R = bl

onde B é a submatriz ndo singular de ordem r; R é uma submatriz r x (n —r)
formado pelas colunas restantes;

2P e 2 sdo vetores que contém as componentes de z relativas as colunas contidas

em B e R, respectivamente.

Como a inversa de B existe e é tnica, podemos escrever:
a¥ = B7' (b — Ra").

Verifica-se que a cada 2% correspondera um valor determinado para z?. Podemos,
entdo, dar arbitrariamente valores as (n — r) varidveis contidas em x® determi-
nando os valores das varidveis contidas em z” pelo sistema de equacoes acima.

B
O sistema de equagoes A;z = by admite, portanto, infinitas solugoes = = B R} ,

o que significa que o sistema é compativel e indeterminado.

]
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Teorema 3.22. Seja {ay,...,a,} uma base do espago vetorial X, e sejam by, ... b €
X wetores li.. FEntao, para k < n, poderemos sempre formar uma base de X adi-
cionando aos vetores by, ... by, (n — k) vetores convenientemente escolhidos entre os
vetores ai, . .., 0.
Demonstracao. Vamos demonstrar pelo método de indugao sobre k. Para & = 0,
para obtermos uma base, basta adicionar ao vetor b;, n — 1 vetores convenientemente
escolhidos entre ay, . . ., a, de modo a este conjunto ser L.i.. De fato, como {ay,...,a,} é
uma base de X devemos ter by = aja+- - -+a,a, com algum dos indices a; # 0,1 <7 <
n pois by # 0. Supondo, por exemplo, que a; # 0 temos a; = ailbl — Z—Tag — = z—;‘an.
Assim, {b1,as,...,a,} éli.

Fazemos a suposicao que a afirmacao contida no teorema é valida para k — 1, isto
é, numerando adequadamente os vetores a;, temos que B* = {by,...,bx_1,ak,...,a,}

também é uma base de X. Logo, podemos escrever by como combinagao linear dos
vetores de B*, isto é:

bk = )\1[?1 + -+ )\kflbkfl + /\kak +--+ /\nan (1)

Existe ao menos um \; # 0, com k < ¢ < n, pois se \y = Ay = ... = A, = 0,
entao, by é combinacao linear dos vetores by, bs, ..., by_1 e, portanto, by,...,bx_1,bg
nao sao vetores linearmente independentes. Sem perda de generalidade, suponhamos
Ak # 0 (basta fazer a numeragao adequada dos vetores a;). Se em (1) Ay # 0, entdo
B = {by,...,bg,axs1,...,a,} também é uma base de X. Se a afirmagdo contida no
teorema é valida para £k = 1 e supondo-a valida para k — 1, provamos que ela o é
para k. Entao, por inducao, ela é valida para qualquer k. Assim, convenientemente
escolhidos e adequadamente numerados, podemos adicionar os vetores agy1, ..., a, aos
vetores linearmente independentes by, ..., by, formando uma nova base de X. O

Teorema 3.23. x € vértice do conjunto M de solucoes vidveis do PPL se, e somente
se, x for solucao bdsica vidvel.

Demonstragao. Parte a) Devemos mostrar que, se = é solucdo bésica viavel, entao x é
vértice.

Seja x uma solugao bésica viavel e suponhamos que s6 as primeiras r componentes,
x1,...,2, sejam positivas. Logo trata-se, entdo, de variaveis basicas (VB) as quais
estao associados vetores aq,...,a, Li.

Para mostrar que x é vértice de M, temos que provar que x nao pode ser combinagao
linear convexa legitima de dois pontos distintos, () e z® de M, ou seja, se x =
az®M + P onde a+=1,0<a<1lez® z® e M, entdo zV = 2®. De fato,
temos:

r = ar®W+(1-a)az®

onde:
L) (g;§1>,;gg”,...,g;$”,0,0,...,0))

@ = (20 a?0,0,.,0)

pois, como s6 as 1 primeiras componentes de x sao positivas, isto é, como ;1 = --- =
z, = 0 e além disso, z™) > 0 e z® > 0, temos:

v, =z, = 0, j=r+1...,n
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Como z, z®) € M, temos Az = Az® = b. Entéo:

-xlf-
k r— —
1'2 b1
11 Q12 ... Qip . b
: 2
asq Ao2 ... QA9pn '
E| _—
ak| = |bs],
0 :
Am1 Am2 ... Qmp . b
. n
L0
k =1,2, ou seja:
a1 Q12 A1y
21 22 A2y
i+ RS + ok = b
Am1 Am2 Ay
3] a2 Ay

Assim:

(i) Zajxf:alx’f+a2x§+~~-+arxf:bparak: 1,2

j=1
Em sintese:
(Ill.ilf]f—l— e +CL1T.CE7]§ = bl
a21$lf+ e +CL2T$1I§ = b2
amlx’f+ o —i—amrx,’f = by,
para k = 1,2.
Como ay, ..., a, sao li., segue do Teorema 3.21 que (i) admite uma tnica solugao,
isto é, 335-1) = x§-2) para j =1,...,r, ou seja,
(1) @ _ (1) 2\ _
D_amy =Y e =) <5Cj — T ) =0.
j=1 j=1 j=1
Como ay,...,a, sao l.i., xg-l) — .755-2) =0 paraj=1,...,r e assim temos:
1) = (2

Como nao existem dois pontos distintos dos quais x possa ser combinacao linear, con-
vexa, legitima, entao x é vértice.

Parte b) Mostremos agora, que se x é vértice, entdo = é solu¢ao bésica viavel.

Seja x = (x1,...,2,,0,... ,O)t um vértice cujas r primeiras componentes sao posi-
tivas. Mostremos que ay, ..., a, sao Li.
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Para isto, mostraremos que a hipétese de que aq,...,a, sao l.d. contradiz a supo-
sicao de que x é vértice. Se aq,...,a, sao l.d., entao existem constantes A,..., A\, nao
todas nulas tais que:

Zaj)\j =0 (31)
7=1

Entao, podemos definir através do vetor coluna A = (Ay, ..., A\, 0,... ,O)t uma dire¢ao
tal que podemos gerar dois pontos distintos, 2! = z + a) e 2 =z — a\.
Verificamos de (3.1), que:

AzW = "a; (z;+ aX) =b+a0=b

j=1

De modo analogo, temos Az(® = b. Por outro lado, para que tenhamos z(!) > 0,
isto & x; +a); > 0 para j = 1,...,r, basta termos a\; > —x; ou equivalentemente
o> —32 para \; > 0ea < —3 para A; < 0. Ou seja, para z(!) > 0, devemos ter:

J J

max{—%} <a< min{—%}paraj =1...,7r (1)

>\j>0 7 >\j<0 j

Também para que tenhamos (3 > 0, isto é, xj —a\; > 0O para j = 1,...,r,
devemos ter:
—Oé)\j Z —:cj

ou equivalentemente o < i—j para A; > 0, e também o > f\—; para A; < 0. Ou seja,

max{—ﬁ} <a< min{—%}paraj =1,...,7(2)

>\j<0 j >\j>0 j

Evidentemente pode nao existir um dos limites a esquerda ou a direita em (1) e
(2) . Isto acontece no caso de todos os \; possuirem o mesmo sinal. Reunindo (1) e (2)
dizemos que (M, z(? > 0 para:

:L‘A
al < min |=2 ara j=1,...,r
| | — )\]750 )\] p j Y )
De fato,
. x] . x]
—min |—| < o < min |—
X0 | A X0 | A

se, e somente se

—SL’j X SE]' . Ij .
max { —= = —min < — Sagmln - para ]:17"'7T
2>0 | A 2>0 (A 2>0 (A

ou
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Respeitada esta condicao, podemos dizer que (1), () € M. Por outro lado,

r = %(%;L Ozi\) (—21—) s(z—al)
r = 3T+ 3%

Isto é, se supusermos que aq,...,a, sao l.d., entao x podera ser obtido como com-
binacdo linear convexa, legitima de dois pontos distintos 2z e 2 de M, o que é
impossivel pois x é vértice de M. Logo aq,...,a, sao l.i. Dai resulta que x é solugao
bésica viavel. Se r = m, temos uma base constituida pelos vetores aq,...,a,, e as va-
ridveis positivas zy, ..., T, sao as VB. As demais varidveis nulas sao as VNB, portanto

uma solugao bésica viavel.

Consideremos, agora, o caso r < m. Como posto(A) = m, existem m vetores a; Li.
e podemos formar uma base. Segundo o Teorema 3.22 podemos adicionar ao conjunto
de vetores li. ay,...,a,, (m —r) vetores convenientemente escolhidos de A, de modo
a formar uma base. As variaveis correspondentes a esta base constituem as VB, sendo
positivas ou nulas. Como, para este caso, existe ao menos uma VB nula, trata-se de
um caso de degeneragdo. As demais variaveis nulas sao as VNB. Temos, portanto,
novamente uma solucao bésica viavel. n

Vale a pena observar que os conceitos de vértice e solucao basica viavel sao equi-
valentes. Falaremos muitas vezes de base do vértice x, com referéncia a uma base
associada a solucao basica vidvel . Da mesma forma, denominaremos Vértice De-
generado aquele que possui menos de m componentes positivas.

Teorema 3.24. FExiste um numero finito de solugoes bdsicas vidveis, associadas a um
problema de programacao linear, isto €, o conjunto M de solugoes vidveis de um PPL
tem um numero finito de vértices.

Demonstracao. Considere um PPL onde queremos minimizar

Q(x) = 'z

Az = b

z > 0
onde A é uma matriz mxn, posto (A) = m. Dos n vetores coluna a; existem no mé-
ximo C!" (combinagao de m elementos n a n) conjuntos de m vetores linearmente
independentes, o que significa no maximo C" solugoes basicas. Como as solucoes bési-

cas viaveis sao um subconjunto das solugoes bésicas, existem no méaximo C]" solugoes
bésicas viaveis, ou seja, vértices do conjunto M. O

sujeito a

3.3 Existéncia de vértice 6timo

Caracterizado um vértice, mostrado a sua equivaléncia com o conceito de solugao
basica viavel e estabelecido um limite superior quanto ao niimero de vértices, vamos
mostrar que a solucao 6tima pode ser procurada entre os vértices do politopo.

Teorema 3.25. Seja M o conjunto de solucoes vidveis de um PPL, definido por Ax = b

ex > 0. Todo ponto x € M pode ser escrito como combinacao linear convera xr =
Bx*+(1—=p)a', 0 < <1, onde x* € vértice de M e x' € M.
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~ . t . . .
Demonstragao. Seja x = (x1,...,x,,0,...,0) um ponto de M, cujas r primeiras com-
ponentes sao positivas. Por indugao finita em r, consideremos primeiramente 7 = 0 (
todas as componentes sao nulas).

1. r=0

Como posto (A) = m, podemos encontrar uma base a qual seja possivel associar
a solucao bésica vidvel x, ou seja, o vértice x. Temos, entao, r = z*, ou seja

G =1.
2.r>0

Admitimos que ja tenhamos demonstrado o teorema para o caso em que x possui
no maximo (r — 1) componentes positivas. Vamos demonstrar a extensao dessa
afirmacao para o caso em que x possua no maximo r componentes positivas.
Considere dois casos:

(a)

aiy...,a, sao Li.

Através do Teorema 3.22, vamos adicionar as colunas ay,...,a,, (m —r)
colunas de A formando uma base & qual podemos associar a solucao basica
viavel z, ou seja, o vértice x. Temos, novamente, z = z*, ou seja, 5 = 1.
ai,...,a, sao l.d.

Entao, existem constantes Aq,..., A\, nao todas nulas tais que:

iaj)\j =0

J=1

Utilizando o mesmo procedimento ao da parte b) da demonstra¢ao do Teo-
rema 3.23, podemos definir por meio do vetor A = (A1,..., A, 0,. .. ,O)t uma
direcdo tal que podemos gerar novos pontos z(1) = z + a) e 2 = 2 — @,
de tal maneira que:

r o= 120+ 1@ (4

De acordo com o Teorema 3.23, vimos na demonstracao que =, 2 € M,
desde que

x .
laf < |52 = min it 1< <r
k 270 || A
Fazendo o = —f—i, temos para a k—ésima componente de z(1:

x,(cl) =T, + oz)\k =Tk — %)\k = 0.
Nk

Assim, z\V = xﬁzl = xfng = ... =2 =0, isto &, 2V tem no maximo
(r — 1) componentes positivas. De acordo com a hipétese de indugao, temos
entao:

oW =qz" + (L —9)2° (i)

para 0 <y < 1, onde z* ¢é vértice de M e z° € M. Substituindo (i) em (7),
temos:

1— 1 2 — 1-— 1
2 2 2 2 2 2—x 2—7
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Fazendo 2/ = ;:—z x° + ﬁx@), temos que 2’ € M e x’ é combinacao linear

convexa de dois pontos z° e £ de M, pois:
1— 1 1— 1
e —1,—L>0e > 0.
22—y 2-—v 2—7 2—7
Como M é convexo, toda combinacao linear convexa de dois pontos de M
pertence a M.

Fazendo 8 = I, podemos entdo, escrever v = fr* 4 (1 — 3)2’, onde 0 <
B <1, x* évértice de M e 2’ € M.

Supondo a hipdtese verdadeira para (r — 1) componentes positivas, demons-
tramos para r componentes positivas. Como vimos que o teorema vale para
r = 1, portanto o teorema esta demonstrado.

O

Resumindo, todo ponto x € M ou é vértice, casos (1) e (2.a), ou ndo é vértice, caso
(2.b). Para todo ponto x, que nao seja vértice, é sempre possivel encontrar uma diregao
A tal que exista um novo ponto z(!) com pelo menos uma componente nula adicional,
isto ¢, M) & obtido pela adicdo de, pelo menos, um hiperplano-restricdo. x pode ser
obtido como combinacao linear convexa de ") e um outro ponto 2 € M.

Para o processo indutivo, repetimos a analise para (). Se z(!) for vértice, podemos
parar. Se =M nio for vértice, encontramos um novo ponto, z®) com uma componente
nula adicional, tal que (! seja combinacao linear convexa de z®) e um outro ponto
@ e M.

Prosseguindo desta maneira, isto é, anulando novas componentes, acabamos sempre
recaindo num vértice, pois no pior dos casos anulamos todas as componentes (casol).
Suponhamos que seja z* este vértice e sejam =M, 2 .. 2*) os demais pontos obtidos
deste processo. E possivel verificar que & pode ser obtido como uma combinacao linear
convexa destes pontos, isto é:

k
xr = Z Bz + B
i=1

onde:

:
Zﬁﬁﬁ:l,ﬁizoeﬁzo.
i=1

Supondo [ < 1, pois para =1, x = z*, temos:

r=(1-5) (Z(fm

=1

x(i)> + Ba*.

Como:
k

Z(l—ﬁ) =le =5 >0, parai=1,...,k,

=1

Eog,
temos que =’ = Z —

a ﬁ)x(i) € M, pois 2’ é combinacao linear convexa de pontos de
i=1
M. Logo:

r=px"+(1-p0)2"
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Corolario 3.26. Se o conjunto M for nao vazio, existird ao menos um vértice de M.

Definigao 3.27. Um ponto x* € M é minimo de uma fungao Q(x) em M se, e somente
se, Q(z*) < Q(x), para todo x € M.

Teorema 3.28. Considere um PPL cujo conjunto M de solugoes vidveis é definido
por Ar =b ex > 0 e seja Q(x) a fungio objetivo que tem um minimo em M. Entdo
este minimo serd atingido ao menos em um vértice de M.

Demonstracao. Seja x® solu¢ao 6tima do PPL, isto é, seja Q(z*) o minimo atingido pela
fungao objetivo em M. Pelo Teorema 3.25 temos: z* = fz* + (1 — p)2/; 0 < 5 < 1,
onde z* & vértice de M e 2’ € M. Como @Q(x) é uma transformagao linear, temos:

Qz*) = Q(fz"+(1—p)a))
= QPz)+Q((1-p)) (1)
= 0Q(z") +(1-5)Q(z)

Como z* é solugao 6tima, temos Q(z*) < Q(2’). Substituindo em (1):

Q%) = BQ(z") + (1 - 5) Q(a*)

Dai resulta que SQ(z*) > 5Q(z*), ou seja:

Q(z%) = Q(z").

Mas como z* é solucao 6tima, temos:

Q(z%) < Q(a").

Entao:
[ ] *
Q(z*) = Q(z").
Se tivermos x®* = z*, x°* é vértice. Mas se x* # z*, existe mais de uma solugao
Otima entre as quais encontra-se ao menos um vértice. ]

Teorema 3.29. Cada combinacao linear convexa de solugcoes otimas do PPL é por sua
vez também solugao otima.

Demonstragao. Seja w = fy + (1 — £)z,0 < f < 1 com y, z solugdes 6timas do PPL,
isto é, Q(y) e Q(z) minimizam a fung¢ao objetivo em M.

Assim, Q(w) = BQ(y) + (1 — AQ2) < BQ) + (1 — AQ(x) = Q(x), para todo

x € M e portanto w é solucao 6tima. ]
Como consequéncia imediata do Teorema 3.29, apresentamos os resultados a seguir.
Corolario 3.30. O conjunto das solugcoes otimas de um PPL é um conjunto convexo.

Corolario 3.31. Se um PPL possuir mais de uma solu¢ao dtima, possuird uma infi-
nidade de solugoes dtimas.

Resumindo, se M ¢é o conjunto de solucoes viaveis de um PPL, podem ocorrer trés
casos:

1. M = @: O PPL nao tem solucao viavel, nao tendo portanto solu¢ao 6tima;
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2. M # @ e limitado: O PPL possui solu¢ao 6tima que pode ser tinica ou nao;

3. M # @ e nao limitado:
Dois casos podem ocorrer:
(a) Q(z) possui 6timo em M. Neste caso, o PPL possui solu¢ao 6tima que pode
ser Uinica ou nao;
(b) Q(z) nao possui 6timo em M, o que significa que Q(z) pode crescer ou

decrescer ilimitadamente, nao possuindo solucao 6tima o PPL.

No capitulo seguinte apresentaremos o Método Simplex, bastante utilizado na busca
de solucao de um PPL.



4 Método Simplex

Este capitulo é baseado em [1] e [5].
Considere um PPL onde queremos minimizar a fungao

Q(r) = Z Cj;

sujeito a
Zaijxj < bz‘, ondebiZO (221,2,,777,) A
i (4.1)
x; > 0 (j=1,2,...,n)
Adicionando-se as variaveis de folga, z,11,..., Tpirs-- ., Tuam isto €, colocando o
PPL na forma padrao, queremos minimizar a fungao
Qx)=cro1+ -+ x5+ - + ey,
sujeito a
(an®y 4+ asTs + o+ ATy + T = b
Ar1T1 F -+ QpsTs + -+ + AQrpTp+ Tptr = br (4 2)
11+ F Aps®s + .- -+ QnTn+ Tntm = bm
L z; >0 (j=1,2,..., n+m)

com m < n.

O sistema 4.2 também pode ser representado na forma matricial, onde queremos
minimizar a fungao

Q(x) =c'x
sujeito a
Axr = b
1o 9

onde A é uma matriz m X (n+m), com m < n.
Podemos representar as m primeiras equagoes e a fun¢ao objetivo Q(z) através do
seguinte quadro:

49
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T1... Tg... Tp  Tpyl--- Tpir—1 Tpir Tpartl--- Tpnom—1  Toim | O
aiq ... Aig .- - Q1n 1... 0 0 0... 0 0 bl
Q1 ... Qpg... QO 0... 0 1 0... 0 0 b,
Uml - - CQms--- Gmn 0... 0 0 0... 0 1 b
Cl... Cseu. Oy 0... 0 0 0... 0 0 | Q)
(4.4)

Quadro do Método Simplex

Nao estamos interessados em encontrar uma solucao qualquer para o PPL, mas
uma solugao bésica viavel (VB), isto ¢, uma soluc¢do obtida da seguinte forma:

1. As n varidveis livres serao as varidveis nao basicas (VNB), sendo-lhes atribuidos
o valor zero.

2. As m variaveis restantes determinadas através do sistema Az = b serao as varié-
veis basicas (VB). As variaveis nao béasicas (VNB) devem ser escolhidas de modo
que as variaveis basicas sejam nao negativas.

a1q

3. Os vetores coluna a; = | a,; | associados as varidveis basicas devem ser linear-

| Ami |
mente independente, de modo a constituirem uma base associada a matriz A.
De acordo com os Teoremas apresentados no Capitulo 3, satisfeitas as condigoes
1,2 e 3, é sempre possivel encontrar uma solugao basica viavel.

O Simplex consiste, portanto, num conjunto de regras que satisfacam 1,2,3 e

4. As solucoes basicas vidveis sao obtidas no sentido de otimizar a funcao objetivo

Q(x).

Seja ng = n+m o namero total de varidveis do sistema 4.2 e 4.3. Entao temos para

o PPL dado que:
posto(A) = posto(A,b) =m < ny

e portanto trata-se de um sistema compativel indeterminado com n = ng —m > 0
variaveis livres (VNB).

Uma solucao deste sistema consiste em atribuir valores as n = ng — m variaveis
livres (VNB) determinando a seguir os valores para as m variaveis restantes (VB).

Vejamos, em diversos passos como obter uma solu¢ao basica inicial e como melhoréa-
la.

Baseamo-nos no PPL (4.1) que, como vimos, foi reduzido ao quadro (4.4).

Passo 1: Solugao bésica viavel z*.

Considere o PPL (4.2) reduzido a forma padrao e representado no quadro (4.4).
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Consideremos VNB as primeiras n variaveis, atribuindo-lhes o valor zero.

VNB: zj=a5=---=zi=---=2;, =0

. * _ £ _ * _
VB: xy  =bi,...,%, . =0b ... x5, = by

Segue-se dos Teoremas demonstrados no Capitulo 3 que a solugao x* satisfazendo
as condigoes 1, 2 e 3 constitui uma solucao béasica viavel, ou seja, um vértice.
Entao temos para a solucao basica viavel inicial z*:

Q(z*) = i+ Fcury, +0x  +---+0zk, 4+ 0%,
= 010+"'+Cn0
= 0

Passo 2: E possivel melhorar a solugao z*?
Para encontrar uma nova solugao basica viavel x, melhor que a solugao z*, vamos

atribuir um valor positivo a uma das variaveis x1, ..., z,, digamos x, > 0, de modo a
anular uma das variaveis x,y1,. . ., Tnim, digamos, , ..

Para a nova solucao basica viavel z, tal que x; > 0e xy = -+ = x5 1 = Tgy =
z, =0,

Q) = o+ -+ s+ + @y +0xpg1 + - + 02y
a0+ 4+cs10+cszs + 510+ -+ ¢,0
= Cos

Entao
Q(ZE) - Q(I’*) = CsTs

ou, equivalentemente

Q(x) = Q") + sz
Se quisermos minimizar (maximizar) Q(x), devemos escolher x5 > 0 de modo que
cs < 0 (cs > 0). Logo a fungao objetivo diminuira (aumentara) da quantidade cyzs,
isto é:
Q(r) = Q(x*) + csxs, onde ¢y < 0(cs >0) e xs > 0.
Caso existam mais de um coeficiente negativo (positivo) da func¢éo objetivo escolha
xs > 0 tal que :

cs =min{¢}, para ¢ <0 (c¢s =max{¢}, para ¢ >0)

Caso ¢; > 0 (¢; < 0), para qualquer 7, é impossivel diminuir (aumentar) a fungao
objetivo Q(x).

Logo Q(z*) representa o minimo (méximo) e x* é solu¢ao 6tima do PPL.

Suponha ¢; > 0, para qualquer i e que existe pelo menos uma VNB z, tal que
cs = 0.

Entao fazendo z; como VB, isto é, atribuindo-lhe um valor néo negativo (x5 > 0),
obtemos uma solucao basica viavel x, onde:

E portanto temos que z é uma solucao 6tima, donde segue-se do Coroléario 3.31 do
Capitulo 3, que existem uma infinidade de solugoes 6timas.
Para o passo 3 a seguir, necessitaremos do seguinte:
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Teorema 4.1. Seja B = {ay,...,a,} uma base do espago vetorial X e seja o vetor
b € X, que pode ser escrito na forma b = bya;+...+bya, (b € uma combinagao linear
dos vetores ay, . ..,a, onde by,..., b, € R). Caso exista algum k, tal que by # 0, onde
1 <k < n, entdao também o conjunto B' = {ay,...,a_1,b,ax11,...,a,} serd uma base
de X. Em B podemos, portanto, substituir o vetor ay pelo vetor b obtendo novamente
uma base de X.

Demonstracao. Suponha que k = 1. Qualquer vetor x € X pode ser escrito como
combinagao linear dos vetores da base, isto é:

r = Tia1 4+ xpa, (1)
Como by # 0, podemos escrever:
a, = byl (b—byag — -+ — bpay)
Substituindo a; na equagao (1), temos:
v = bilwb+ (z2— 21b o) as + -+ + (2, — 2167 'by) @
Assim, qualquer vetor x € X pode ser escrito como combinacao linear dos vetores
de B'.
Por outro lado, fazendo:
AMb+ Xag + -+ Ma, = 0 (2)

e substituindo b pela expressao dada, temos:

)\1()10,1 —+ ()\1[)2 + )\2) as + -+ (Albn + )\n) a, = 0

Como os vetores aq,. .. ,a, sao i, temos:

Atby = (Aiba + Xg) = -+ - = (A\ibp, + A,) = 0.
Como b; # 0 temos \; = 0. Segue-se pelas demais equagoes, Ao = --- =\, =0
Desde que \y = Xy = ... = )\, = 0, segue que os vetores b, ao,...,a, sao l.i.

Portanto B’ é base de X.
Il

Passo 3: Atribuicao de valor a nova VB e determinagao da nova VNB.

Considere a nova solucao basica viavel x, onde tomamos z, nova VB, mantendo as
demais VNB z; =27 =0, parai=1,...,s —1,s+1,...,n.

A alteragao nos valores das demais VB é determinada observando o quadro (4).

Fazendo x, > 0, temos:

T+ Qs 1T + QisTs + Qs 1T + -+ ATy + Ty = b, 0 =1,...,m.
Como xz; =0,1=1,...,s—1,s+1,...,n, temos:
Tnai = b; —a;sxs para todo i =1,... m.

Para chegarmos a nova solugao basica viavel, temos que respeitar a condicao de nao
negatividade, isto é, z,.; > 0, ou seja:

b; — a;sxs > 0 para todoz=1,...,m.

Dois casos sao possiveis:
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1. a;s <0,2=1,...,m.

Neste caso, para qualquer zs > 0, x,4; > 0 para todo ¢ = 1,...,m. Fazendo
Ts —> 00, temos Q(z) = cszs — —o0 (Q(x) = cszs — 00), pois de acordo com
o passo 2, vimos que ¢; < 0(cs > 0). Isto significa que Q(x) nado tem minimo
(méximo) finito, isto é, o PPL nao admite solucdo 6tima.

2. Existe pelo menos um a;s > 0.
Seja KT ={i e {1,2,...,m}|a;s > 0}
Como para a;s < 0, x,y; > 0; basta considerar: z,,; = b; — a;sxs > 0 ou
equivalentemente a;sxs < b;, i € KT, ou seja, 3 < ;’—L, para todo i € K.

Por outro lado, precisamos anular alguma variavel x,,;, digamos x,,,, tornando-

a VNB, o que sera conseguido fazendo-se x, = 2=, para algum r € K.

ars’
Com efeito, como temos que considerar as condi¢oes de nao negatividade de z,

fazemos :zrgég{::} = ;7—1, re Kt={ie{1,2,...,m}|a;s > 0}.

Com isto, garantimos de um lado, respeitadas as condi¢oes de nao negatividade
e por outro lado, garantimos uma nova VNB

T
Tpar = b — aps— = 0.
TS

Basta agora observar que sempre é possivel substituir o vetor

a1 (ntr) 0
nir = | Grurny | = |1
Lamm+n] L0
a5 | [17] (0] (0]
pelo vetor as = | aps | = a15 |0+ 4 aps |1| +...Faps [0 =
o) o] o) i)

= AQ1sQpi1 + 0+ QrsQpyr + -+ -+ Qsppm-

Como a,s > 0, o conjunto {ani1, ..., anirs .-, anim} ¢ uma base de R™ e ag =
m

E a;san1;. Portanto, o vetor a,., pode ser substituido pelo vetor as conforme
i=1

Teorema 4.1.

a,s denomina-se nimero pivo, a r — ésima linha é a linha pivo e a s — ésima
coluna é a coluna pivo.

Passo 4: Pivoteamento e reducao a forma canodnica.
Analisando os passos 2 e 3, vimos que:
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1. Sao nulos os coeficientes das VB na fungao objetivo e este fato permitiu introduzir
uma nova VB, z,, mantendo todas as demais VNB, x; = Oparai =1,...,s—1, s+
1,...,n, tal que Q(z) = csz5, pois os coeficientes das demais VB, 2,11, ..., Tpim
sao nulos na fungéo objetivo Q(x) (passo 2).

o7
2. No passo 3 vimos que sempre é possivel substituir o vetor a,,, = |1| <— r pelo
L0
o
m
vetor a, = E AisQnyi, cOM a,s > 0, onde a,1 = [0] ...,
i=1 :
u
o7 07
pir = |1| «— 1, .., @y = |0, determinando a escolha do nimero pivo,
0 1)

que é am->— 0.

Satisfeitas as condi¢oes expressadas nos itens 1 e 2 dizemos que o PPL esta na forma
canonica. Vimos que, para passar de uma solucao basica inicial £*, a uma nova solugao
bésica viavel x era importante que o PPL estivesse na forma candnica. Se pretendemos
continuar o processo interativo, isto é, a partir de x gerar uma nova solu¢cao melhor
ainda, precisamos continuar mantendo a forma candnica. Isso sera possivel através das
operagoes de pivoteamento, discriminadas a seguir com referéncia ao quadro (4.4):

1. Dividir a linha pivé pelo nimero pivé a,.s > 0, para obter a nova linha pivo L/
denotada por :

/A
rs

-1 _ ro_ -1 -1 -1
sy =1...a., =ama; 0...a}...0/ba,

I -1
‘arl = Ar1Qpg ~ - @ T

2. Anular todos os demais elementos da coluna pivd a,, a saber a;s,7 = 1,...,r —
1,7+ 1,...,m e cs fazendo a seguinte operagao:
—CL»L‘SL/T + Li7 onde a linha Lz = |(li1 Qg .. Qip 0...1... 0| bz e —CSL; + L, onde
a linha L é:

ey sy 0...0...0[Q(x)

Em sintese, o que fazemos nas operagoes de pivoteamento é reduzir o vetor a, = | a5 |,




Método Simplex 95

com a,s > 0 a um vetor unitario w = |1| e anular o coeficiente de z; (nova VB) na

funcao objetivo.
Realizadas as operagoes de pivoteamento ficamos com o quadro a seguir:

X1 ... Tsg ... In Tn41.--- Tn4r .- Tn+m
—T —T —T —T
a11 — (@r101s)@rs ... 0...  a1n — (@rnais) ars 1... —a15Gr;s ... 0 b1 — braisars
-1 —1 —1 —1
Ar1Grg .- 1... ArpGrg 0... Arg .- 0 brars
e 0 e 0 e 1 b — b e
am1 — (arlaan) QArs - - . Amn — (arnams) Qrs cee —AmsQrs - - - m — OrQmsQrs
=T =T =T =T
c1 — (arics)ars ... 0... ¢n — (arncs) ars 0... —CsQrs .. 0 Q(z) — bresars

Para a nova solugao basica viavel x, é possivel reduzir o PPL a forma canonica seme-
lhante ao quadro (4.4) utilizando as operagoes de pivoteamento e trocando a coluna
n + r pela coluna s.

O algoritmo Simplex foi aqui desenvolvido, considerando a primeira iteracao, isto
é, a partir da solucao basica viavel inicial x*, geramos uma nova solugao x.

Na verdade, o algoritmo nao termina neste ponto. Novas solucoes béasicas viaveis
ainda melhores serao geradas, até que seja determinada a solucao 6tima. Uma vez feito
o pivoteamento no passo 4 voltamos ao passo 2, procurando uma solu¢ao melhor. O
algoritmo péara, quando isto se torna impossivel, o que significa ja termos encontrado
a solugao 6tima ou determinado que nao existe solucao 6tima finita.
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Como sintese do algoritmo, segue o fluxograma:

Determinagao de
uma solugao
bésica viavel

inicial

A 1ltima

solucao obtida NAO dej <07

é solucao 6tima

SIM

Seja cs = min{c;
E|Cj =07 s Cj<0{ J}

s serd a nova VB

NAQ SIM
soh?géo Existe uma NAO
6 inﬁnidad~e de Ja;s > 07
L. solucoes
dnica
SIM

Seja by /ays = g%{bi/ais}

Qrs SETA O PIVO ; Tpty SETA
a nova VNB

Reduzir a nova

solucao bésica

viavel & forma
canodnica

solugao
impossivel

Q) = —o0

aplicando as
operagoes de
pivoteamento

Figura 4.1: Fluxograma I.

Para ilustragao dos passos anteriores, apresentamos um exemplo.

Exemplo 4.2. [1] Considere o PPL onde queremos maximizar a fungao objetivo

Z(x) = bxy + 319

sujeito a
31’1 + 5&32 S 15
51’1 + 2.172 S 10
L1, Tg Z 0
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Colocando-o na forma padrao, temos que acrescentar as variaveis de folga e mini-
mizar a funcao objetivo
Q(x) = =bxy — 3wy = —Z(x)

sujeito a

3%1 + 51’2 + Z3 15
5131 + 2.362 +2y = 10
Ly, T2, T3, T4 Z 0

Usando o Método Simplex podemos representar as duas primeiras equacoes e a
fungao objetivo de acordo com o quadro (4) do Método Simplex.

VB I T T3 T4 b,’, 1= 1, 2
3 | 3 5 1 0 |15(Ly)
5 -3 0 0 Q()(Ly)

1* Solugao bésica viavel (passo 1):

1 = x5 =0 (VNB);

Q(x) =0.

Esta soluc¢@o nao é 6tima, pois a linha L3 (da fungao objetivo) apresenta coeficientes
negativos. Vamos procurar solugoes béasicas viaveis cada vez melhores, até encontrar-
mos a solugao Otima (passo 2). Para isso a VNB que vai entrar na base é aquela
que apresenta o menor coeficiente negativo na linha L3 da funcao objetivo, ou seja, a
variavel zp :

min(c¢;) = min{—5, -3} = =5 =¢; para j = 1,2.

¢;<0

\J/amos determinar o ntimero pivo bem como o valor de x; anulando, assim, uma
outra variavel, que passa a VNB (passo 3, caso 2). Temos:

1 = min {a%, a%} = min {%, % =2= a%, (a linha pivo é a Ly e a coluna pivd
é a correspondente a x1).

O numero pivd serd o as; = b e x99 = x4 serd a nova VNB. Fazendo z; = 2
anulamos x4, que passa a VNB.

Temos, portanto, uma nova solucao basica vidvel, onde z; e x3 sao VB e x5 e x4
sao VNB.

Reduziremos o PPL a forma canonica (passo 4) para a nova solugao bésica viavel.
Isto podera ser feito através das seguintes operagoes efetuadas sobre o primeiro quadro
Simplex:

Ly — %Lg = L}
SLQ - LIQ
Ly+ Ly, = Lj

Obtemos, entao, uma nova solucao bésica viavel, correspondente ao segundo quadro
do Simplex.

VB T ) XT3 T4 bi; 1= 1,2
x5 |0 2 1 —219(L)
x| 1 20 1 | 2(Lh)
0 —1 0 1 |Q(x)+10(Lh)
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2% solucao basica viavel: VB: x1 = 2,23 =9; VNB: 25 = 0,24 = 0;

Q(z) +10=0= Q(x) = —10.

Esté solucao nao é 6tima, pois a linha da funcao objetivo ainda apresenta coeficiente
negativo. Procuramos, portanto, gerar uma nova solucao béasica viavel. A VNB que
vai entrar na base é 5. A VB que vai sair da base é x9,1 = x3.

Temos que mi%(cj) =min{—1} = —1 = ¢5. Assim,

¢
2 45

9
}:mln{g,g}—lg— 5 -
5 5
A linha pivo é a L} e a coluna pivo é a correspondente a x5 (VNB que entra na base).
Obtemos o préoximo quadro fazendo as operagoes de pivoteamento:

b1 o

a2’ a2

To = min { % que corresponde ao nimero pivo L2

SL o= L
/ / Ui
Tl = I
3t Tng = L3
VB Tr1 T2 I3 Ty bi, 1= 1, 2
B |01 5 &R
=L ! 0 _% % %(Lg> 235
0 0 15 15 | Q)+ 55 (Ly)

Esta é a solucao 6tima, pois todos os coeficientes das variaveis da funcao objetivo

sao nao negativos. Portanto, temos a 3 solugao bésica viavel que é a 6tima:

. _ 20 __ 45.
VB: T = 19 To = 197

VNB: T3 = 0, Ty = O;

235

min: Q(z) + 22 =0 = Q(z) = —22. Logo,
max: Z(z) = —Q(z) = 22 (valor maximo que a funcao atinge).
Agora consideremos o PPL onde queremos minimizar a funcao objetivo
Qz) = du
sujeito a
Ar = b
zr > 0

onde A é uma matriz mxng € x é um vetor

ngx1, com ng =m +n.

Suponhamos que seja possivel determinar uma solucao basica viavel. Temos, entao

que: N = {j1,72,--
I={,...
J=N—1={jme,..
nao basicas (VNB); B =

, Jno } Tepresenta o conjunto de todos os indices das variaveis;
, Jm } representa o conjunto de todos os indices das variaveis basicas (VB);
., Jne} Tepresenta o conjunto de todos os indices das varidveis
(@js---@5,),.,, € representada pelos m vetores colunas de

A referentes as VB; R = (aj,,.,,...aj, ) m X (ng —m) é representada pelos (ng —m)

le
vetores coluna relativos as VNB; ¢ =

ij

representa o vetor m x 1, constituido pelos

ij+1

coeficientes das VB na funcao objetivo; cf =

representa o vetor (ng —m) X 1,

Cjno
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Ljy
constituido pelos coeficientes das VNB na funcao objetivo; z” =| : | representa o
Ljm
L jimt1
vetor m x 1, constituido pelas VB; 2% = : representa o vetor (ng—m) x 1,
T,

constituido pelas VNB.
Suponhamos dada uma solucao béasica viavel z* & qual estd associada a matriz
B = (aj,,-.-,0;,),, .- Considere o sistema de equagdes Az = b, que também pode

ser escrito na forma
Rxft+ BxP = b (i)

R
onde A = (R[B),,n, €T = LB} :
nox1

Lembrando que {a;,,...,a;, } ¢Li., det B # 0, e portanto B ¢ inversivel com inversa
B~!. Multiplicando (i) por B!, temos que

B 'Rz®+ 2B = B (i)
A solugao basica viavel dada x* é obtida pela anulagao das VNB, isto é, fazendo
R = 0
obtemos entao, por (i7),

z*B = B,
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*
Yimr Y5 Y,
Il I I

yjljerl y]l] yjljno

Por outro lado, chamando B™'R = Y* = (yjj) =\ Yijmir  Yij  Yiju, onde

LYimims1r Yimi  Yimingd mxn
iel={j,....imtej€J={Jms1s- - Jne s € substituindo em (i7) obtemos

V¥l + 2P = 2*P (iii)
ou equivalentemente

nyjxj +x;, = x; paratodoi € [.
jeJ

Sendo a; os vetores coluna de A para i € I e y; os vetores coluna de Y™ para j € J,
isto é,

* t.
i = Wigs- 1 Yjms)
como R = BY™, segue que a; = By; = Zaiyij, para j € J.
iel
Da equagao (#ii) temos

jeJ

i I VOS Vi variavei v %
Assim, podemos determinar os novos valores das varidveis 27, relativos aos valores
das variaveis 2*2 que fazem parte da solucao béasica vidvel dada, a saber,

i} .CC*R
xr = Bl -
.T:*

$B — ZE*B

Fazendo zf = 0 temos que

Vejamos o que acontece com a funcao objetivo Q(z) = c'x:

o= [%][25] = (@) 2]
ou equivalentemente

Qz) = (cR)th + (CB)tQTB.

Substituindo Y*z + 28 = 2*8 temos que

Q) = () e+ ( >1< v
= (CB) P (CB) Yz ( ) ot
= (B) LBy [(c )t Y*} zf
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Fazendo 2 = 0, obtemos

Por outro lado, fazendo z* = (c# ) , ou seja,
(CB) yr, paratodo j € J
onde z* = <zjm+1, ey 25y ) temos que
O(z) — Q(a*) = (CB> x*B . [(CR)t _ z*] R _ (CB)tx*B

I
L—

(CR)t _ z*] LR

= Z (cj — zj*) x; (1v)
jeJ
As equagdes (iii) e (iv), a saber,
J]B + Y*IR — [L‘*B
Q) = Q") = Y (=2

jeJ

compoem a forma canonica do PPL para uma dada solucao basica viavel x*.

Suponhamos agora que o problema seja gerar uma nova solugao béasica viavel z.
Isto sera feito tomando uma nova variavel basica, isto é, tentando atribuir um valor
positivo a uma das varidveis z%.

As equagoes da forma candnica do PPL para a solugao basica vidvel z* permitem
verificar as alteracoes introduzidas, tanto nos valores das varidveis, como no valor da
funcao objetivo.

Na préatica representaremos o PPL pelo quadro Simplex

()" | (=”)’
2P| R B b
7 7
()" 1 (e®) | Q)
Vamos agora mostrar como obter a forma canénica com o auxilio deste quadro acima.

Multiplicando R, B e b por B~! e fazendo as substituicoes, Y* = B~'R e '8 = B~1b,
temos o quadro

(«®)" | (=7)'
P | Y* I *P

()" ()" ] Q)

Multiplicando Y*, I e 2*B por — (cB)t e somando com (cR)t, (CB)t e Q(z) respec-
tivamente e substituindo z* = (CB)t Y*eQ(z%) = (CB)t 2*B | obtemos o quadro
(") | @)
P Y* I P

(' == 0 Q@) -Q@)

que pode ser reescrito mais detalhadamente como
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VB J}jm+1 [Ejs xjn+m .’I}jl ;(;jr_., xjm

. * * * *
Tj, Y - Yirjs - Y s 1... 0... 0 | aj

. * * * *
Zj, Yjrdmar - Yjjs - Yjrdnsm 0... 1... 0 7

. * * * *
x‘jm yjmjm+l o me]s e yjmjn+m 0 e 0 e 1 x]m

. _ ¥k . % . % _ *
Cimir = Zhar -+ Cis — Zj v Cipym — 25| 0. 0... 0 | Q) —Q(z*)

O elemento yj ; recebe o nome de pivo, a linha j,. e a coluna j; sao denominadas
respectivamente linha pivo e coluna pivo.
As operagoes de pivoteamento consistem em:

1. Dividir a linha pivo pelo pivd, obtendo a nova linha pivd, reduzindo o pivo a
unidade;

2. Subtrair de cada linha j; a nova linha pivo multiplicada por y; ; . Desta forma,
os elementos respectivos da coluna pivd serao iguais a zero;

3. Subtrair da ultima linha referente & fun¢ao objetivo a nova linha pivd multiplicada

por (cjs -z ) , anulando assim, a tltima linha da coluna pivo.
Js

Considerando yj ; o pivo e fazendo as operagoes de pivoteamento, ficamos com o
quadro

VB :"jm+l T *a:jm+n TR Ty oo T
1"1.7‘1.7'm+17 2.7‘1.7'm+n7 vl %
. y¥ . y* _ 1Js * Jr ok
zj, 7JJer+1 N ... 0. 7JJTJm+n . 1... 714;3' 0 zj, y;'(j G1ds
A J13 = J1i ris ris
Yiris 17s Yiris 17s
* * *
- y]T']rn,+1 1 yJ7'Jm,+n 0 1 0 Tir
G - o e o
Jris Jris Jris Jris
* *
yj'mj'm,+1 yj’l?ljm+ﬂ, y* z*
. y* ¥ _ZJmis R L L
Tim _ yJT-77n+1 * -0 _ y-77‘-77n+n * 0... o e 1 IJWL y* o ImIs
Twr . Vimds T, Vimds ris ris
v il
* * *
s _ ¥ — c — — _
( ierl .7m+1) o ( ;Z7n+n .7m+n) o (st,z;g) 0 Q(IIL Q(z™)
_Yirdmgr (0« _Yirdman (s Y3 s — =l ‘(CJS—Z;Q)
v s Js vr s Js rie Yiris °
Jris Jris

As operacoes de pivoteamento consistem na determinagao do valor da nova VB z;,
através da equacao referente & linha pivo, e na eliminacao desta variavel nas demais
equagoes.

4.1 Determinacao de uma nova solucao basica viavel

Counsideremos o sistema:

B + Zijj = P (2)
Qz) — Q(z*) = <<CR)t — z*) B = Z (cj — z;‘) x; (i)

Examinaremos primeiramente o caso ¢; — z; < 0, nos Teoremas 4.3 e 4.4. No
Teorema 4.5, veremos o caso ¢; — z; > 0.
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Teorema 4.3. Seja dada uma solugcao basica vidvel x*, d qual estd associada uma base
B. Se tivermos ¢, — z; < 0 e y: <0, para algum s € J, entao, para qualquer x5 > 0,
continuamos obtendo uma solugdo vidvel x. Fazendo xs — 0o, temos Q(x) — —o0.
Portanto, a determinacao da solu¢ao otima do PPL € impossivel.

Demonstracao. Seja dada uma solucao bésica viavel z*. Seja 2% = 0 uma VNB de z*

nas condigoes especificadas pelo teorema. A partir de x*, tentaremos encontrar uma

nova solucao x, fazendo z, a nova VB, isto é, atribuindo-lhe um valor positivo. As

demais VB de z* continuarao nulas, isto é, z; = 25 = 0 para todo j € J, j # s (iii)
Substituindo (ii) em (i), temos que

2B = B —yra,.

Substituindo (ii) em (i7), temos que

Qr) = Q")+ (e — 2)) xs.

Como y: < 0, podemos fazer xs crescer tanto quanto queiramos sem o risco de
alguma componente de x assumir valores negativos . Fazendo z, — oo, temos, Q(z) —
—o0o (pois ¢; — 22 < 0).

Portanto o PPL nao tem minimo, isto é, a solugcao 6tima é impossivel de ser deter-
minada. ]

Teorema 4.4. Seja dada uma solugao bdsica vidvel x*. Seja ¢y — 25 < 0, para algum
s € J, tal que existe y;, > 0 ao menos para algum i € I. Suponha além disso que

* . x¥ ~

“r = min ( .1) . Entao, fazendo x4 = xf/y’ a nova VB, anulamos x, fazendo-a
Yrs  dly*is>0 \Y?s s

VNB, obtendo assim uma nova solu¢ao bdsica vidvel z tal que Q(z) < Q(x*).
Demonstragao. Seja x a nova solucao obtida a partir da solugao bésica viavel £*. Vamos

demonstrar que x é também solugao basica vidvel. Na nova solu¢ao, mantemos todas
as VNB, exceto zy, isto é,

rj = z; = 0 paratodo je€J, j#s  (a)
Fazendo
7= 20 (0)
e substituindo (a) e (b) em x; + nyjx] =z} para todo i € I, temos que
jeJ
T = X - YT = Ti— y:‘;—* para todo i€ [I.

Por hipotese, temos que

L > ;f para todo i€ I,y; > 0.
Logo,

T

yf = 0 para todo i € I,y; > 0.

o= @ yigE 2z -y
Para y; < 0 temos por (b) que

7

v, = xj—yir,>0Viel.
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Em particular,

_ * * ok x Tp
Tr = Xp = Ypsls = Tp — Yrg -=0.

Yrs

Considerando z, como VNB e fazendo x4 a nova varidvel basica, obtemos m variaveis
bésicas nao negativas assim como ny — m variaveis nao bésicas nulas. Temos portanto
satisfeitas as condigdes de nao negatividade x > 0. Por outro lado, como todas as
variaveis satisfazem o sistema de equacoes x; + Z Yi; x; = x; para todo ¢ € I e este

jeJ

é equivalentemente ao sistema Az = b, temos satisfeitas todas as restrigoes do PPL.

Para mostrar que temos uma solucao basica viavel, basta mostrar que podemos
associar uma base as VB.

Temos a; = Byj = Z Y;;ai, para todo j € J. Em particular a, = Z Yis Q.

iel icl

Como y; > 0 podemos ter uma nova base trocando na base antiga o vetor a, por
as. Temos, portanto, uma nova solu¢do basica viavel x. Além disso Q(x) — Q(z*) =
(cs — 2¥)xs <0 pois ¢s — 2 < 0. O

Examinaremos agora o caso em que ¢; — 27 > 0, para todo j € J. Verificaremos que
este caso corresponde a solucao 6tima.

Teorema 4.5. Considere uma solugao bdsica vidvel x*. Uma condi¢ao suficiente para
que esta solugao seja dtima € que c; — z; > 0, para qualquer j € J.

Demonstracao. Considere a equacao

Q) = Q)+ (¢—2)

jeJ

Se tivermos ¢; — z; > 0, para qualquer que seja j € J, a melhor solugao x serd
obtida fazendo z; = 0, para qualquer j € J. Obteremos assim x*. Nao sendo possivel
melhorar z*, esta serd, a solugao 6tima. Caso tenhamos ¢; — 27 > 0, para qualquer
j € J e, além disso, ¢, — 27 = 0, para algum s € J, entao, fazendo z, > 0 e anulando
as demais VNB, podemos obter uma nova solugao basica viavel x onde Q(z) = Q(z*).
Mas também nesse caso é impossivel melhorar a solucao z*, o que significa que x* é
solugao 6tima. O]

Observacao 4.6. Se z* for uma solucao bésica viavel nao degenerada, vale a reciproca
do Teorema 4.5, isto €, se 2* & uma solugao 6tima, entao ¢; — z; > 0, para todo j € J.

Corolario 4.7. Considere uma solug¢ao bdsica vidvel x* nao degenerada. Se tivermos
c;j—z; 20, para qualquer j € J e, se além disso, ¢; — z; = 0, para algum s € J, entao,
teremos uma infinidade de solugoes otimas.

Demonstracao. Na demonstracao do Teorema 4.5, vimos que, neste caso, podemos ter
uma nova solugao 6tima fazendo x, > 0. Pelo Corolario 3.31 o PPL tem uma infinidade
de solugoes 6timas. O]

Resumindo, veja o fluxograma a seguir.
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A dltima
solugao obtida
é solugao otima

NAO Je; 23 <07

A
solugao
é

Unica

* =07

SIM

Existe uma
infinidade de
solugdes

Determinagao de
uma solucao
béasica viavel

inicial na
forma candnica

SIM

Seja

* H *
cs —zF= min {c¢; — =z}
ijz;<0 J

xs serd a nova VB

< solugao
Jy;, > 07 NAO impossivel
Q(z) = —oo
SIM

s * * s * *
Seja @} /yys = rpmo{xi /Y5t
is>
yrs serad o pivo ; x, sera
a nova VNB

Reduza a nova

solugao basica

viavel a forma
candnica

aplicando as
operagoes de
pivoteamento

Figura 4.2: Fluxograma II.

Vamos agora apresentar mais alguns exemplos.

Exemplo 4.8. [1] Considere o PPL onde queremos maximizar a fungao objetivo

sujeito a

Z(x) = 61 + 1024

3rx1+ 51y < 15
51’1 + 2132 S 10
xy, x> 0

Para isto, vamos colocar o PPL na forma padrao, acrescentando as variaveis de
folga e vamos minimizar a fungao objetivo

sujeito a

Q(x)

= —6x1; — 102y = —Z(x)

3I1 + 51‘2 + I3
T + 2w +24

X1, T2, T3, T4

15
10

Vv
o
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Temos o primeiro quadro do Método Simplex:
1 Quadro:

VB | 21 29 x3 x4 |bj,2=1,2
T3 3 5 1 0 |15(Ly)
x4 5 2 0 1 |10(Ly)

—6 —10 0 0 | Q(x)(Ls)

1 solucao bésica viavel:

r1 =29 = 0 (VNB);

Q(z) =0.

A solugao nao é 6tima, pois a linha da funcao objetivo apresenta coeficientes nega-
tivos.

Temos:
min {c¢y, 2} = min {—6, —10} = —10 = ¢,
To = min {1—20, % =3 = % O namero pivo sera a;o = 5. Como o ntmero pivo

nao é igual a 1 temos que ter uma nova linha pivo, dividindo todos os elementos da L,
pelo pivd 5. A coluna pivo é a do coeficiente x5.

Reduzindo o PPL a forma canénica para a nova solugao béasica viavel, aplicando as
operagoes de pivoteamento

%Ll - Lll
—2Ly 4+ Ly = L
1004+ Ly = L
obtemos o 2° Quadro:
VB Tr1 T2 T3 T4 bz‘, 1= 1, 2
xw [ 21 £ 0 |3(L)
zy |2 0 =2 1 |4(L)
0 0 2 0 |Q(z)+30(Ly)

2% solucao basica viavel:
A solugao é 6tima, pois nao temos coeficientes negativos na fungao objetivo. Entao:
ry =23 =0 (VNB); 20 =3 (VB), 2, =4 (VB) e Q(z) = —30.
Mas como um coeficiente de uma VNB (z7) é nulo, entao existe mais de uma solugao
Otima. Para calcular uma outra solucao 6tima, basta fazer x; entrar na base.
Obtemos a proxima solucao basica viavel, considerando:

min {%, %} = % = % O ntimero pivd € ag; = %.
5 5

Fazendo as operagoes de pivoteamento

5 _
3rn I_QL:Q _ L%
L, = Lf
obtemos o 3° Quadro:
VB T 1)) T3 Ty bi, 1= 1, 2
w [0 1 & =22 (L))
xn |1 0 —& 2 | = (L))
0 0 2 0 | Qx)+30 (LY)
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Essa solucao também ¢é 6tima, pois todos os coeficientes das varidveis da fungao
objetivo sao nao negativos. Temos:

x5 =124 =0 (VNB); 21 = 2 (VB), 25 = 32 (VB) e Q(z) = —30.

Concluimos que o PPL possui uma infinidade de solugoes 6timas. O conjunto de
solugoes 6timas do problema pode ser dado pelo conjunto de todas as combinagoes
lineares convexas das duas solugoes basicas viaveis 6timas encontradas, isto €, toda
solu¢do da forma: z* = «(0,3,0,4) + (1 — «) (%, %,0,0) onde 0 < a < 1 é solucao
6tima do PPL sendo Q(z*) = —30 ou Z(z*) = 30.

Exemplo 4.9. [1] Considere o PPL onde queremos maximizar a fungao objetivo

Z(I‘) = 2.CE1 + 21’2

sujeito a
r1—12 > —1
—%xl +a, <2
r1, sy > 0

Colocando na forma padrao, acrescentando as variaveis de folga, vamos minimizar
a funcao objetivo
sujeito
—Z1 + T2 +x3 1
—%ﬁl + X9 +24 = 2
Ty, T, T3, T4 = 0

Aplicando o algoritmo Simplex, obtemos os quadros apresentados a seguir:
1 Quadro:

VB |z x9 x3 4| b,1=1,2
r3 | —1 1 1 0 |1(Ly)
gy | =2 1 0 1|2(Ly)

2 2 0 0]Q@ Ly

1% solugao béasica viavel:

r1 =z = 0 (VNB);

z3 =1 (VB), x4 =2 (VB); Q(z) = 0.

Como a solugao nao é 6tima, pois a linha da fungao objetivo apresenta coeficientes
negativos, continuaremos com o processo para obter a otimizagao.

Escolheremos a variavel x5 como VNB, pois todos os elementos da coluna da variavel
1 sao negativos.

Temos

xgzmin{b—l,bi} :Tm'n{l 2} =1="5
ai2’ a2

Assim o nimero pivo é a;p = 1.
Obtemos o segundo quadro por meio das operagoes:

L1 - Lll
L,— L, = I
Ls+ 2L, = L

2° Quadro:
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VB | 1 29 3 x4

b, i=1,2

e | —1 1 1

1 (L1)
1 (Ls)

0
x| 20 -1 1
0 | Qx)+2 (L)
2% Solugao bésica viavel:
r1 = T3 = 0 (VNB),
ro =1 (VB), x4 =1 (VB);

Qx) = —2.
A solugao nao é 6tima, pois ¢; = —4 < 0. Entao fazendo novamente o processo:
min = min{—4} = -4 = ¢y e 1 = min{b—Q} = {%} = 2 (pois o elemento
c;<0 a21 3

C% = %1 = —1 < 0). O namero pivo é ag = % A linha pivo é a Lf e a coluna pivo é

a coluna do coeficiente x;.
Vamos obter o terceiro quadro por meio das operacoes:

Li+2Ly = LY
2Ly, = Lj
Ly+8Ly, = Lj

3% Quadro:
VB Ty T3 T3 Ty bl‘, 1= 172
s |0 1 —1 2 [3(L)
rp |10 =2 2 |2(Ly)
0 0 —6 8 |Q(x)+10(L3)

3% solugao basica viavel:

z3 =x4 =0 (VNB); 21 =2 (VB), 22 = 3 (VB); Q(z) = —10.

Esta solucao também nao é 6tima. Entao x3 deve entrar na base, pois seu coeficiente
na fungao objetivo € negativo. Mas como y13 = —1 < 0 e y23 = —2 < 0, w3 pode assumir
qualque valor nao negativo, e quanto maior for o valor de x3 menor serd o valor de
Q(z). Portanto, x3 — 0o, Q(x) — —oo. Logo, o PPL nao tem solugao. Fato que podia
ser verificado pelo primeiro quadro, pois temos uma coluna z; com todos os nimeros
negativos.

No exemplo seguinte, diferente dos outros, vamos ter restrigoes do tipo > ou =.

Exemplo 4.10. [1] Considere o PPL onde queremos maximizar a fungao objetivo

Z(x) = 611 — 9

sujeito a
dri1+x2o < 21
2%1 + 3%2 > 13
1 — T = -1 (I)
T1, To > 0

Colocando na forma padrao, acrescentando as varidveis de folga, vamos minimizar a
funcao objetivo
Q(z) = —6x; + 29 = —Z ()
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sujeito a
4.T1 + X2 +x3 = 21
2?[71 + 31’2 —XTy = 13
—X1 + X9 = 1
T1, To, T3, x4 > 0

Temos o quadro Simplex:

r1 Ty x3 x4 | bj,1=1,2,3
4 1 1 0 |21

2 3 0 -—-1]13

-1 1 0 0 |1

-6 1 0 0 |Qx)

Fazendo as variaveis de folga VB e anulando as demais variaveis, nao passamos a
contar com uma solugao bésica vidvel. Se fizermos, na solugao inicial, as variaveis de
folga VB, anulando as demais, podem surgir os seguintes problemas:

1. No caso da existéncia de uma igualdade:

Como a igualdade nao da origem a uma variavel de folga, passamos a contar com
menos de m variaveis de folga, isto é, temos menos de m VB, deixando de ter
uma solugao bésica inicial.

2. No caso da existéncia de uma desigualdade > :

Neste caso, introduzimos uma variavel de folga acompanhada do sinal negativo.
Ao fazer esta variavel de folga VB, estamos criando uma VB negativa, pois temos
b; > 0. Isto contraria as condicoes de nao negatividade, portanto é uma solugao
inicial nao viavel.

Quando tivermos esse caso, vamos usar um novo método, gerando de inicio uma
solucao basica artificial. Artificial porque ela nao pertence ao conjunto de solugoes
viaveis do PPL dado. A partir da solugao basica artificial, chegaremos a solugao
bésica inicial que seja viavel ao problema. Esta é a primeira fase do método. A
partir dai, prosseguimos com o Método Simplex, conforme mostrado nos exemplos
anteriores. Trata-se da segunda fase do método.

A determinacao, na primeira fase, de uma solucao bésica viavel a partir de uma solugao
artificial é feita com o auxilio do proprio Simplex, gerando solugoes basicas, onde a
solugao seré o ponto de partida para a segunda fase.

Esta ¢ a ideia do Método das Duas Fases, que veremos nesse exemplo.

Vamos gerar uma solugao basica artificial inicial.

Suponhamos que foram efetuadas transformagoes no PPL, de modo que temos
b; > 0, para todas as restricoes j. Para cada igualdade ¢ introduzimos uma variavel
artificial positiva z{. Também em cada desigualdade > introduzimos, além da variavel
de folga, uma variavel artificial positiva acompanhada de sinal positivo, isto é,

E QijT; = bz — E ;T + ZL‘? = bz

J J
Zaijxj > by — Zaijxj — x5, +af =b;, onde zf>0.
J J
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Vejamos como fica o nosso exemplo, introduzindo as variaveis de folga e as variaveis
artificiais.
Queremos minimizar a fun¢ao objetivo

Q(z) = —6x1 + a9

sujeito a
4ry + 19 + 73 = 21
21’1 + 35(72 —Xy +ZL'(11 = 13
—T1 + T2 +x5 = 1

a a
X1, T2, T3, T4, T1, Ty Z 0

Vamos representar o sistema de equacoes no quadro:

r1 xy x3 x4 x¢ x5 | b 1=1,2,3
4 1 1 0 0 021

2 3 0 -1 1 0113

-1 1 0 0 0 111

-6 1 0 0 0 0|Qx

Tomando z3,z{ e x5 VB e anulando as demais VNB, temos:

VB: 23 = 21, x{ = 13, 2§ = 1;

VNB: 21 = 25 = 24 = 0;

Como todas as variaveis sao nao negativas e temos uma base constituida de vetores
unitarios, associada as VB, temos portanto uma solucao basica z* na forma canonica,
podendo assim aplicar o método simplex.

Substituindo os valores de x; e de x9 no PPL (1), verificamos que as restri¢oes sao
desobedecidas. A solucao béasica artificial * obtida nao representa uma solucao viavel
para o PPL dado.

Ao introduzir variaveis artificiais e fazendo-as VB, atribuindo-lhes valores positivos,
o que estamos fazendo é violar as restricbes. Ao introduzir numa igualdade ¢ uma
variavel artificial x{ e ao permitir que esta assuma um valor positivo, deixamos de
ter uma igualdade para, em seu lugar, ter uma desigualdade. Da mesma forma, ao
introduzir numa desigualdade > uma variavel de folga zy,, uma variavel artificial =
e ao fazer 2 VB positiva, anulando (VNB), estamos violando a desigualdade >,
transformando-a numa desigualdade < (consideramos b; > 0).

Violamos as restrigoes no sentido de estender o conjunto vidavel do PPL, de modo
a englobar também a solugao trivial (z; = ... =z, =0).

Resumindo, o que faremos ao introduzir variaveis artificiais é criar um novo PPL,
que chamaremos de P’, diferente do PPL dado P. A solugao bésica artificial gerada
inicialmente ao atribuirmos valores positivos as variaveis artificiais ¢ solugao bésica
viavel de P’, nao de P.

As solucbes vidveis de P’, onde 2¢ = 0, para qualquer i, correspondem solugdes
viaveis de P. Basta eliminar as variaveis artificiais e verificar que as demais variaveis
obedecem as restricoes do PPL.

A partir de uma solucao béasica viavel inicial de P’, geramos, utilizando o Simplex,
novas solugoes basicas viaveis de P’, até que tenhamos uma onde todas as varidveis
artificiais sdo nulas. A ela podemos fazer corresponder uma solugao bésica viével de P.
Basta eliminar as variaveis artificiais, terminando, assim, a primeira fase do método.
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Obtendo a solucao béasica viavel inicial para o problema P, prosseguimos da forma
vista nos exemplos anteriores, procurando otimizar a func¢ao objetivo, esta sendo a
segunda fase do método.

Para obtermos, na primeira fase, uma solucao basica viavel de P’ onde todas as
variaveis artificiais sao nulas, vamos minimizar a fungao objetivo

Q*(x) = 3 ai.

Como z¢ > 0 para qualquer ¢, o menor valor possivel sera obtido para x{ = 0, para
qualquer 1.

Terminada a primeira fase, abandonamos Q%(x), passando a trabalhar com a fungao
objetivo dada Q(x).

Vamos ver um exemplo completo com a aplicagao do método das duas fases, utili-
zando o mesmo PPL dado, introduzindo as variaveis artificiais e além disso, conside-
rando a fungao objetivo artificial Q*(x).

VB | z1 22 23 x4 ¢ 25 |b;,1=1,2,3
T3 4 1 1 0 0 0721
xf 2 3 0 -1 1 013
2 |-1 1 0 0 0 1|1
0O 0 0 0 1 1| Q%)
-6 1 0 0 0 0|Qx

Solugao béasica inicial:

VB: 23 =21, 2 = 13, 2§ = 1;
VNB: 21 = 29 = 24 = 0;

Qr) =0e Q%x) =z + 2§ = 14.

Observacao 4.11. Na primeira fase trabalhamos com a fungao objetivo Q*(z). A
fungao objetivo Q(z) também é incluida no quadro Simplex, visando a passagem para
a segunda fase, uma vez terminada a primeira fase. Faremos para cada nova solugao
bésica gerada as operagoes de pivoteamento tanto para a fungao objetivo artificial como
para a funcao objetivo dada, mantendo o PPL na forma canénica mesmo no que se
refere a (). Na primeira fase trabalhamos com Q*(x) e na segunda fase faremos as
transformagoes necesséarias para anular os coeficientes das VB em Q(z), mantendo o
PPL na forma canénica.

Verificamos que os coeficientes das VB z{ e 2§ em Q%(x) ndo sdo nulos. Para
reduzir a solucao basica a forma canonica, temos que anula-los. Para isto, subtraimos
a segunda e a terceira linha, da linha referente & funcao objetivo artificial. Temos,
entao, o

1°) Quadro:
VB | z1 20 23 x4 2f x5|b,1=12,3
T3 4 1 10 0 0 ]21(Ly)
xf 2 0 —1 1 0 |13(Ly)
2 |-1 1 0 0 0 1 |1(Ls)
-1 =4 0 1 0 0 |Q%z)—14(Ly)
-6 1 0 0 0 0|Q)(Ls
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Aplicamos o Método Simplex, considerando apenas a funcao objetivo artificial
Q*(x), onde x5 passa a ser a nova VB enquanto z§ passa a VNB. O pivo serd o 1.

Efetuando as operagoes de pivoteamento:

Ly, = Lj
L, = —3L3+ Ly
Lll - —L3 + Ll
Ly, = 403+ L,
Ly, = —Ls+ L;
o quadro fica assim:
2°) Quadro:
VB |z 2y 3 x4 2¢ x5 |b,1=1,2,3
T3 5 0 1 0 0 -—-1]20(L)
x{ 5 0 0 -1 1 =3|10(LY)
x2 |—1 1 0 0 0 1 |1(Lj
-5 0 0 1 0 4 |Q%x)—10(L))
-5 0 0 0 0 —-1]Q(x)—1(LY

VB: 23 = 20, 2 = 10, x5 = 1;

VNB: zy = x4 = 25 =0; Q(z) = 1; Q%(z) = 10.

Como a funcao objetivo artificial continua tendo elementos negativos, prosseguire-
mos a primeira fase. Agora x; ¢ a nova VB e x{ ¢ a nova VNB. O ntmero pivo sera o
5. Obteremos o terceiro quadro, fazendo as operagoes:

i - 1
—Ly+ 1) L]
sLh+ L LY
Lo+ L, = L]
Ly+ L, = LY
3°) Quadro:
VB |21 22 x3 x4 2f 25 |b,1=1,2,3
T3 0 0 1 1 -1 2 |10(LY))
1 1 0 0 —% % —% 2(LY)
w010 LD 2 sug
O 0 0 O 1 1 | Q%x) (L))
0 0 0 -1 1 —4]Q(x)+9(LY

VB: T :2, ZU2:3, T3 = 10,

VNB: z4 = 2§ =25 = 0; Q(x) = =9; Q%(z) = 0.

Como nao temos elementos negativos na func¢ao objetivo artificial, chegamos ao fim
do processo de otimizagdo da primeira fase. Como z§ = x§ = 0, isto é, Q*(x) = 0,
conseguimos anular as varidveis artificiais, o que implica uma solucao basica viavel.
Isto pode ser verificado pela substituicao dos valores de x; e x5 no PPL dado.

Como as variaveis artificiais nao tém qualquer significado real, podemos elimina-las,
bem como a fungao objetivo artificial Q%(z). Passamos a segunda fase do método, onde
ja foi visto nos exemplos anteriores. Temos um novo quadro:
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VB |x1 2o x3 x4 |b,1=1,2,3
X3 0O 0 1 1 | 10(Jy)
z |10 0 —%]2(h)
Xy 0O 1 0 —% 3(J3)
0 0 0 —1|Q(z)+9(Jy)

Solugao basica inicial:

VB: 21 =2, x5 = 3, 23 = 10;

VNB: z4 = 0; Q(x) = —9.

A solugao nao é 6tima, pois ha elemento negativo na fungao objetivo Q(x) + 9.
Assim, temos que melhora-la.

Temos que gli%(cj) =min{-1} = -1 =¢4.

Assim, z4 = min {%} = min {%} = 10 que corresponde ao numero pivo 1. A

linha pivo é a J; e a coluna pivd é a correspondente a x4 (VNB que entra na base).
Logo, fazemos x4 a nova VB, enquanto que z3 é a nova VNB.

Fazendo as operagoes:

J o= ]
o+t =
Stz = Jj
L+ = J]

temos finalmente o quadro:

VB r1T X9 X3 T4 bi, 1= 1,2,3
22 |0 0 1 1]10(J)
z |10 0|4
e |0 1 10 |5(J)
0 0 1 0]Q+19(J)

Como nao temos elementos negativos na func¢do objetivo Q(x)+19, a solu¢do do
PPL é 6tima e assim chegamos ao fim da segunda fase do método.

VB: 2y =4, x9 =5, x4 = 10;

VNB: 23 =0; Q(z)+19=0 — Q(z) = =19 ou Z(x) = —Q(z) = 19 (valor méximo
que a fungao objetivo atinge).

No capitulo seguinte apresentamos alguns problemas de otimizag¢ao bem como sua
solucao, utilizando o Método Simplex.






5 Formulacao e resolucao de
Problemas de Programacao Linear

Neste capitulo serao apresentadas resolugoes de problemas em Programacao Linear
usando o Método Simplex ou algoritmo Simplex.

Exemplo 5.1. [2] Um fazendeiro esta estudando a divisdo de sua propriedade nas
seguintes atividades produtivas:

1. A (arrendamento)- destinar certa quantidade de alqueires para a plantac¢do de
cana-de-agticar, a uma usina local, que se encarrega da atividade e paga pelo
aluguel da terra $300, 00 por alqueire por ano.

2. P (pecuéria)- usar outra parte para a criagao de gado de corte. A recuperacao das
pastagens requer adubagao (100 Kg/alq.) e irrigacao (100.000 litros de dgua/alq.)
por ano. O lucro estimado nessa atividade ¢ de $400, 00 por alqueire por ano.

3. S (plantio de soja)- usar uma terceira parte para o plantio de soja. Essa cultura
requer 200 K g por alqueire de adubos e 200.000 litros de dgua/alq. para irrigagao
por ano. O lucro estimado nessa atividade ¢ de $500, 00 por alqueire por ano.

A disponibilidade de recursos por ano é: 12.750.000 litros de dgua, 14.000 Kg de
adubo e 100 alqueires de terra.

Quantos alqueires devera destinar a cada atividade para proporcionar o melhor
rendimento?

Solucao:

Vamos construir o PPL:

1. Quais sao as variaveis de decisao?

Devemos encontrar as quantidades de alqueires a serem destinadas a cada ati-
vidade produtiva para proporcionar o melhor retorno. Portanto as variaveis de
decisao sao:

x1 — quantidade de alqueires destinado para o arrendamento (atividade A);
xre — quantidade de alqueires destinado para a pecuaria (atividade P);

xr3 — quantidade de alqueires destinado para o plantio de soja (atividade 5).

2. Qual é o objetivo?

O objetivo é maximizar o lucro (proporcionar o melhor retorno com a divisdo da
propriedade para as atividades produtivas), que pode ser calculado:
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(a) Lucro devido a atividade produtiva A: 300x; (lucro de $300, 00 por alqueire
por ano);

(b) Lucro devido a atividade produtiva P: 400z, (lucro de $400, 00 por alqueire
por ano);

(¢) Lucro devido a atividade produtiva S: 500x3 (lucro de $500, 00 por alqueire
por ano).

Lucro total: Z(x) = 300z + 40025 + 500x3.
Objetivo: Maximizar Z(z) = 300x; + 400x5 + 50023 (fungdo objetivo).
3. Quais as restrigoes?
As restri¢coes impostas pelo problema sao:
(a) Disponibilidade de dgua (litros por alqueire por ano): 100.000224200.000x3 <
12.750.000;

(b) Disponibilidade de adubos (Kg por alqueire por ano): 100xs + 200x3 <
14.000;

(c) Disponibilidade de alqueires de terra: x; + xo + 3 < 100.

Resumindo, queremos maximizar Z(z) = 300x; + 400z, + 5003 sujeito as restrigoes:

1+ To+ r3 < 100
10029+ 2003 < 14.000
100.000x2+ 200.000z5 < 12.750.000

e também as restricoes de nao negatividade: xy, xo, x3 > 0.
Resolvendo o problema, temos:

1. Colocando as variaveis de folga e minimizando a fun¢ao objetivo Q(z) = —Z(z) =
—300z; — 40025 — 500x3 sujeito a

T+ To+ T3+ T4 = 100
100zo+ 200x3+ T = 14.000
100.00025+ 200.000z3+ re = 12.750.000

e as restricoes de nao negatividade: x1, xo, x3, T4, x5, x5 > 0.

2. Calculando a solugao bésica viavel inicial:

Organizando a fungao objetivo e as restrigoes num quadro com colunas formadas
pelos coeficientes de cada variavel e outra dos termos independentes, teremos:

VB T ) T3 Ty T5 Tg bi, 1= 172,3

T4 1 1 1 1 0 0 |100 (L)

Ts 0 100 200 0 1 0 |14.000 (L)

T 0 100.000 200.000 0 0 1 |12.750.000 (Ls)
—300 —400 —500 0 0 0 |Q(z)(L)
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Assim:

VNB: 21 = 25 = 23 = 0;

VB: 2z, = 100, z5 = 14.000, ¢ = 12.750.000;

Q(z) =0.

. Teste de solucao:

Esta solucao nao ¢ 6tima, pois hé coeficientes ¢; < 0 na fungao objetivo, para
7 =1,2,3. Temos que melhorar esta solucao.

. Célculo da nova solugao basica viavel:

A variavel que entra na base sera xs, pois:

mi% {¢;} = min {—-300, —400, =500} = —500 = cs.

i<

A variavel que sai é a primeira que se anula com a entrada da varidvel que
entra. Para descobri-la, basta dividir os termos da direita das restrigoes pelos
coeficientes positivos da variavel que entra, achando o menor valor, ou seja:

min{ b by b_s} — {100 14000 12750000} _ (10 70, 63,75} = 63, 75.

a13’ a2’ ass » 7200 ° 200.000

Portanto, sai a variavel x4. Desse modo, temos que a linha pivo é a 3% linha (L

) 6 ) 3/
pois ¢ a linha da variavel que sai e o elemento pivd é o coeficiente 200.000 da
variavel que entra x3.

Calculando agora a nova linha pivé (o nimero pivo tem que ser igual a 1) e as
outras novas linhas, temos:

1
200.000 Ly = Lj
—200L5 + Ly = L
—-Li+ L, = L}

500L4 + Ly = L

Assim obtemos o novo quadro:

VB T i) T3 T4 Ty Tg bZ‘, 1= ]_, 2, 3
T4 1 0,5 0 1 0 —0,000005|36,25(L})
x5 | 0 0 0 0 1 —0,001 |1250(L})
T3 0 0,5 1 0 0 0,000005 |63,75(L%)
—300 —150 0 0 0  0,0025 |Q(x)+31.875(L})

Solugao basica viavel:
VB: 23 = 63,75, x4 = 36,25, x5 = 1.250; VNB: 21 =0, 25 = 0, 26 = 0;
Valor de Q(z): Como Q(z) + 31.875 = 0 segue que Q(x) = —31.875.

A solucao encontrada nao é 6tima, pois, os coeficientes de z1 e x5 na fungao
objetivo Q(z) sao negativos. Assim, precisamos recalcular e encontrar uma nova
solucao.

Considere o quadro encontrado na solugao anterior. Dessa vez, a variavel que
entra na base serd x, pois ¢; = min{¢;} = min {—300, —150} = —300
c;<0
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e sai a variavel da 1* linha, no caso, x4 pois min {ab—l} = {@} = 36, 25
11
Portanto, temos que a linha pivo é a 1 linha (L)) e o elemento pivd é o coeficiente

1 da variavel que entra z;.
Como o elemento pivo é 1 (nao precisamos dividi-lo por ele mesmo) e assim temos
que a nova linha pivo (L = L}).

Calculando as novas 2%, 3% e 4* linhas, onde os elementos dessas linhas que estao
na coluna do nimero pivo da 1% linha (linha pivo) terdo que ser iguais a zero,
temos um novo quadro com os seguintes resultados:

L = I
Ly = I
!

Iy = I

Lf = 300L} + L

Assim obtemos a nova solugao basica viavel do quadro:

VB |lzy x9 x3 x4 x5 Te bj,1=1,2,3
1 1 0,5 0 1 0 —0,000005 | 36,25 (LY)
T 0 0 0 0 1 —0,001 1250 (L%)
T3 0 0,5 1 0 0 0,000005 | 63,75 (L%)
0 0 0 300 O 0,001 Q(z) + 42.750 (LY)

VB: x; = 36,25, 23 = 63,75, x5 = 1250, (valores que contribuem para o lucro);
VNB: 25 =0, x4 = 0, 25 = 0 (valores que nao contribuem para o lucro);
Valor de Q(z):

Como Q(x) + 42.750 = 0 segue que Q(z) = —42750 e portanto Z(x) = 42.750
(maior valor que atinge a fungao objetivo).

. Conclusao:

A solucao encontrada é 6tima, pois, os coeficientes das varidveis nao basicas na
funcao objetivo sao positivos.

Encontramos, deste modo, a solugao do problema, a saber:

Quantidade de alqueires destinada a atividade A (arrendamento): x; = 36, 25.
Quantidade de alqueires destinada a atividade P (pecuaria): xo = 0.
Quantidade de alqueires destinada a atividade S (plantio de soja): x3 = 63, 75.

Lucro méaximo obtido (melhor retorno): $42.750, 00.

Exemplo 5.2. [2] Uma empresa fabrica dois modelos de cinto de couro. O modelo M1,
de melhor qualidade, requer o dobro do tempo de fabricacao em relagao ao modelo M?2.
Se todos os cintos fossem do modelo M2, a empresa poderia produzir 1.000 unidades
por dia. A disponibilidade de couro permite fabricar 800 cintos de ambos os modelos
por dia. Os cintos empregam fivelas diferentes, cuja disponibilidade diaria é de 400
para M1 e 700 para M2. Os lucros unitéarios sao de $4,00 para M1 e $3,00 para M2.
Qual o programa 6timo de produgao que maximiza o lucro total diario da empresa?
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As variaveis de decisao sao:

xr1 = quantidade diaria produzida do modelo de cinto M1;

ro = quantidade diaria produzida do modelo de cinto M2.

O objetivo é maximizar o lucro, que pode ser calculado da seguinte forma:

Lucro devido ao modelo M 1: 4z (lucro por unidade vezes a quantidade produzida);
Lucro devido ao modelo M2: 3z, (lucro por unidade vezes a quantidade produzida).
Lucro total: Q(z) = 4x1 + 3.

Objetivo: Maximizar a Fungao objetivo Q(x) = 4x1 + 3x,.

As restri¢oes impostas pelo problema sao:

1. Disponibilidade de couro para a producao de M1 e M2: x1 + x5 < 800;
2. Disponibilidade de fivelas para a producao do modelo M1: x; < 400;
3. Disponibilidade de fivelas para a producao do modelo M2: x5 < 700;

4. Disponibilidade de tempo de produgao dos modelos M1 e M2: 2z, + x5 < 1.000.
Montando o PPL, temos:

T +Zo S 800
1 < 400
2$1 +X9 < 1.000

sujeito as restricoes de nao negatividade: x{, x5 > 0.

1. Vamos colocar as variaveis de folga e minimizar a fungao objetivo Z(z) = —4x; —
3xo sujeita a:

r1+ To +X3 = 800

T 424 = 400
T +x5 = 700

201+ 9 +x¢ = 1.000

e as restricoes de nao negatividade: x1, xo, x3, T4, x5, T > 0.

2. Calculando a solucao basica viavel inicial:

Organizando a fungao objetivo e as restrigoes numa tabela com colunas formadas
pelos coeficientes de cada varidvel e outra dos termos independentes, teremos:

VB |z, 2y x3 x4 x5 x| b1 =1,2,3,4
T3 1 1 1 0 0 0 |800(Ly)
Ty 1 0O 0 1 0 0 |400(Ls)
x5 0 1 0 0 1 0 |700(Ls)
T 2 1 0 0 0 1 |1.000(Ly)
-4 -3 0 0 0 0 |Z)(Ls)

Assim:

VNB: 21 = 25 = 0;

VB: z3 = 800, x4 = 400, x5 = 700, z¢ = 1.000;
Z(x)=0.
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3. Teste de solucao:

Esta solucao nao ¢ ¢tima pois hé elementos ¢; < 0, para j = 1,2. Assim, temos
que melhora-la.

. Célculo da nova solugao basica viavel:

A variavel que entra na base é x1, pois ¢; = min {¢y, 2} = min{—4, -3} = —4

Procurando a variavel que sai: desde que

ai1’ a21’ aq1 1710 2
pivo é 1 e a linha pivo é a Ls.

min{b—1 L2 b—“} = min {20, 400 100 — 400, a varidvel que sai é a 24, 0 nimero

Calculando as novas linhas:

Ly = L
L+ L = L,
Ly = I
2L, + Ly = L

AL+ Ls = L

o novo quadro fica assim:

VB |x1 o x3 x4 x5 x| b
T3 0 1 1 —1 0 0 |400 (L)
1 1 0O 1 0 0 |400 (L)
T 0O 1 0 0 1 0 |700(Ly
Tg 0O 1 0 =2 0 1 |200(L)
0 -3 0 4 0 0 |Z(x)+1.600 (Lf)

VB: x; =400, x3 = 400, x5 = 700, xg = 200;
VNB: 25 =0, z4 = 0;
Z(x) 4+ 1600 =0 — Z(z) = —1600 — Q(x) = 1600.

A soluc@o nao ¢ 6tima, pois ha elemento ¢; < 0 (¢ = —3). Temos que encontrar
uma nova solucao bésica viavel para o problema.

Agora a variavel que entra na base é x5, pois

co = mi% {¢;} = min {c;} = min {-3} = -3.
c; <

Como, min {%, L:O, @ = 200, a nova linha pivo é a L/, o ntmero pivd é 1 e a

variavel que sai é xg.

Fazendo o pivoteamento das novas linhas, temos:

L. = L

i —
L+ L, = Lj
L. = LV

4 3 3

3Ly + Ly = L
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Assim, obtemos o novo quadro:

VB |x1 x9 x3 x4 x5 x6 | b
T3 0 0 1 1 0 —11200(LY)
1 1 0 0 1 0 0 |400(LY)
x5 0O 0 0 2 1 —1]500(L%)
T 0O 1 0 -2 0 1 |200(L)
0O 0 0 -2 0 Z(x) 4+ 2.200 (LY)

VB: 23 = 200, z; = 400, 2o = 200, x5 = 500;
VNB: 2z, =0, 2 = 0;
Como Z(x) = —2.200 segue que Q(z) = —Z(z) = 2200.

A solugao também nao é 6tima, pois ainda existe um elemento negativo na funcgao
objetivo Z(z) + 2.200. Portanto, temos que continuar o processo.

Como s6 temos um elemento negativo de c;, a saber, ¢4, = —2 entao a variavel
que entra na base é xy4:
cy = mug {¢;} = min{-2} = —2, a variavel que sai da base é x5, pois o
<
Cj

00 400 200

o . , feA 2 : T A A "
5155 4 = 200. Assim, o nimero pivo ¢ 1 e a linha pivo é L.

min {5

Logo obtemos um novo quadro, com as novas linhas:

L = Ly
—Ly+ Ly = LY
2L+ L = LY
2L + T = LY
2L+ TY = LY

VB | a1 a9 x3 x4 x5 x6 | b
Ty 0O 0 1 1 0 —=1/200(LY)
1 1 0 -1 0 0 1 {200(Ly)
x5 0O 0 -2 0 1 1 |100(LY)
T 0O 1 2 0 0 -—=1]600/(LYy)
0O 0 2 0 0 1 |Z(xz)+2.600(LY)

Solugao bésica viavel:

VB: 24 = 200, x; = 200, x5 = 100, 25 = 600;

VNB: 23 =0, g = 0;

Como Z(z) 4 2.600 = 0 segue que Z(z) = —2.600 e portanto Q(z) = 2.600.

. Conclusao: A solugao é 6tima pois os coeficientes da fungao objetivo sao todos
positivos e a solugao para o problema e a seguinte: para a empresa obter um

lucro maximo de $ 2.600, ela precisa fabricar 200 unidades dos cintos do tipo M1
e 600 unidades dos cintos do tipo M?2.
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Exemplo 5.3. [2| Certa empresa fabrica dois produtos P; e P;. O lucro por unidade
de P, & de R$100,00 e o lucro unitario de P, é de R$150,00. A empresa necessita de 2
horas para fabricar uma unidade de P; e 3 horas para fabricar uma unidade de P,. O
tempo mensal disponivel para essas atividades é de 120 horas. As demandas esperadas
para os dois produtos levaram a empresa a decidir que os montantes produzidos de P;
e P, nao devem ultrapassar 40 unidades de P; e 30 unidades de P, por més. O objetivo
é maximizar o lucro da empresa.

Considere:

x1 : quantidade produzida de Pi;

Zo : quantidade produzida de Ps;

Queremos maximizar o lucro: Q(z) = 100z, + 150z, ( fungao objetivo ) sujeito as
restri¢oes técnicas:

201 +3z9 < 120
I S 40
i) S 30

e a condicao de nao negatividade: x1, x5 > 0.
Vamos acrescentar as variaveis de folga e minimizar a fungao objetivo Z(z) =
—100z; — 150x4, sujeito a

2.1'1 +3£L‘2 +xs3 = 120
Tt +x4 = 40
i) +xs5 = 30
T1, Lo, T3, Ty, Ty Z 0
Procurando a solucao bésica viavel inicial:

VB T i) r3 T4 Ty b

T3 2 3 1 0 0 |120(Ly)

Ty 1 0 0 1 0 [40(Le)

T 0 1 0 0 1 [30(Ls)

—100 =150 0 0 0 | Z(z)(Ly)

VB: z3 = 120, x4 = 40, x5 = 30;

VNB: 21 = 25 = 0;

Z(x) = 0.

A solugao nao é 6tima, pois existem elementos negativos na func¢ao objetivo.
ro € a VNB que entra na base, ou seja, xs é a nova VB, pois

cy = mi% {¢;} = min {—100, —150} = —150. A variavel que sai da base é x5, que
c;i <
passa a ser nova VNB, pois min {%, 13@ =30

O ntmero pivo é 1, a coluna pivo é a do coeficiente x5 e a linha pivo é a Ls.
Fazendo o pivoteamento, temos as novas linhas:

Ly = I
—3LL4+ L, = I
L2 - L/Q
15014 + Ly = L,

Assim, obtemos um novo quadro Simplex:
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VB T To T3 T4 Ts b
3 2 0 1 0 =3[30(L)
4 1 0 0 1 0 |40(Lh)
z | 0 1 0 0 1 |30(Lh)
—100 0 0 0 150 Z(x)+ 4500 (L))

Solugao basica viavel:

VB: z3 = 30, x4 = 40, x5 = 30;

VNB: 2y =0, 25 =0;

Como Z(x) 4+ 4.500 = 0 segue que Z(z) = —4.500 e portanto Q(z) = 4.500.

Esta solugao nao é 6tima pois hé elemento negativo na fungao objetivo. Assim,
temos que recalcular um novo quadro.

Agora a variavel que entra na base é x; pois ha somente um elemento, —100 na
coluna do coeficiente z;.

Como, min {%, % =15 = %, o numero pivo é 2, a linha pivo é a L] e a variavel
que sai da base ¢é x3.

Vamos obter as novas linhas, fazendo as operacoes de pivoteamento:

i = 1

! / /
—Ly+ Ly = Lj
/ "

Ly = L

1001y + Ly = L

O novo quadro fica assim:

VB r1 X2 T3 T4 Ty b
w10 L 0 —3[15(L))
o |00 L1 3 o5(Ly)
z |0 1 0 0 1 |30(LY)
0 0 50 0 0 |Z(x)+6.000(L))

Conclusao: A solugao é 6tima, pois nao existem mais variaveis negativas na fungao
objetivo e portanto temos o fim do processo do quadro simplex.

Solucao basica viavel:

VB: z; = 15, x4 = 25, x5 = 30 (variaveis que contribuem para o lucro);

VNB: z3 = x5 = 0 (varidveis que nao contribuem para o lucro);

Solugao do PPL: A empresa deve fabricar 15 unidades do produto P1 e 30 unidades
do produto P2 para obter lucro méximo.

Como Z(z) + 6.000 = 0, segue que Z(z) = —6000 e portanto Q(x) = 6000 (lucro
méaximo obtido pela empresa).

Exemplo 5.4. [6] Uma linha de montagem que consiste em trés estagoes consecutivas
produz dois modelos de radio: HiFi-1 e HiFi-2. Considere os tempos de montagem
para as trés estagoes de trabalho:

estacao HiFi-1 HiFi-2
1 6 min/unid 4 min/unid
2 5 min/unid 5 min/unid
3 4 min/unid 6 min/unid

Total 15 min/unid 15 min/unid
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A manutencao diaria para as estacoes 1, 2 e 3 consome 10%, 14% e 12%, respectiva-
mente, de um méaximo de 480 minutos disponiveis para cada estagao por dia. Determine
o mix 6timo de produtos que minimizara as horas ociosas ( ou nao utilizadas ) nas trés
estacoes de trabalho.

Consideremos:

x1 : quantidade de unidades do radio HiFi-1;

Ty : quantidade de unidades do radio HiFi-2;

Total de minutos nao consumidos: 90% de 480 + 86% de 480 + 88% de 480 =
1.267,2;

Queremos minimizar as horas ociosas Q(x) = 1267, 2—15z; — 15z (funcdo objetivo)
sujeito as restricoes técnicas:

61 tdaws < 432(90% de 480)
B, 4+5rs < 412,8(86% de 480)
dry +6x9 < 4224 (88% de 480)

e as condigoes de nao negatividade: 1, x9 > 0.
Acrescentando-se as variaveis de folga, queremos minimizar a fungao objetivo Q(x)—
1267,2 = —15x1 — 15x5 sujeita a

6.1‘1 +4$2 +x3 = 432
5[E1 +5ZE2 +[E4 == 412, 8
4xy +629 425 422.4

Xy, T2, T3, T4, Ts 2 0

Assim obtemos o quadro:

VB | x; Ty X3 T4 Ts | b
T3 6 4 10 0432 (Ly)
Ty 5 5 0 1 0 |412,8 (Ly)
T 4 6 0 0 1 |422,4(Ls)
—15 =15 0 0 0 |Q(zr)—1.267,2(Ly)

Vamos agora procurar a solucao béasica viavel inicial:

VB: 23 =432, x4 = 412, 8, x5 = 422, 4;

VNB: 21 = x5 = 0;

Como Q(z) — 1.267,2 = 0 segue que Q(x) = 1267, 2.

A solugao nao é 6tima, pois ha coeficientes negativos na fungao objetivo. Temos
que fazer as operacoes de pivoteamento para buscar um novo quadro. Fazendo x; ou
x9 a nova VB, pois ¢; = ¢g = min {—15, —15} = —15 e escolhendo, por exemplo, z; a
VB, precisamos encontrar a variavel que seré a nova VNB.

Como min{%, 41%,%} = min {105, 6;82,56; 72} = 72 = 4%2 segue que o ni-
mero pivo é 6, x3 é a nova variavel que sai da base e a linha pivo é a L.

Como o ntimero pivo ¢é diferente de 1, temos que dividir a linha pivo por 6, obtendo
uma nova linha L} = $L;.

Fazendo as operagoes de pivoteamento:

AL+ Ly = L
5L+ L, = L,
5L, + Ly = L,

obtemos o novo quadro:
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VB |2y 23 w3 w4y x5|b
w12 & 0 0 [72(L)
zg [0 3 =2 1 0 [52,8(Lh)
zs |0 B —2 0 1 |134,4(LY)
0 -5 2 0 0 |Q(z)—187,2(L))

Solugao basica viavel:

VB: 21 =72; x4 = 52,8; x5 = 134, 4;

VNB: x5 = 23 = 0;

Como Q(z) — 187,2 = 0 segue que Q(x) = 187, 2.

A solugao nao é 6tima, pois o coeficiente ¢, da fungao objetivo é negativo.

Assim, temos que refazer o quadro simplex, achando uma nova solugao viavel que
seja Otima.

Vamos entao encontrar a variavel que entra na base e a variavel que sai:

cy = £nir(} {¢;} = min {-5} = —5 (O tnico coeficiente negativo da funcao objetivo é

J

0 ¢5) € 0 min {Q 528 1%4} — min {108; 31, 68; 40, 32} = 31,68 = %28 entdo o mimero
3 3 3 3

pivo é g, a linha pivo é a L} e a variavel que sai da base ¢ z.
Vamos, portanto, formar um novo quadro com o pivoteamento das novas linhas:

10 e = L
Tyl = b
sS4+ L, = I

VB |lxz1 29 23 x4 x50
w10 4 —2 050,88 (L))
z |0 1 -3 2 0 |31,68 (L))
x5 |0 0 1 —2 1 |288(LY)
0 0 0 3 0]Q(x)—288(L)

Conclusao: a solucgao é 6tima, pois nao hé coeficientes negativos na fungao objetivo
Q(x) — 28,8

Solucao basica viavel:

VB: z; = 50,88; x5 = 31,68; x5 = 28, 8;

VNB: 23 = x4 = 0;

Como Q(x) — 28,8 = 0 segue que Q(z) = 28,8 (valor minimo que atinge a funcao
objetivo).

Solucao: Terao que ser fabricados aproximadamente 51 modelos de radio HiFi-1 e
32 modelos de radio HiFi-2, tendo o valor minimo de 28, 8 minutos ociosos.

Exemplo 5.5. [6] A Electra produz quatro tipos de motores elétricos, cada um em uma
linha de montagem separada. As capacidades respectivas das linhas sao 500, 500, 800
e 750 motores por dia. O motor do tipo 1 usa oito unidades de um certo componente
eletronico, o motor do tipo 2 usa cinco unidades, o motor do tipo 3 usa quatro unidades
e o motor do tipo 4 usa seis unidades. O fabricante do componente pode fornecer 8.000
pegas por dia. Os pregos dos componentes para os respectivos tipos de motor sdo R$
60, R$ 40, R$ 25 e R$ 30 por motor. Determine o mix 6timo de producao diario.
Fazendo:
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x; = namero de unidades de motor i, ¢ = 1,2,3,4, queremos encontrar o valor
méaximo de Q(z) = 60x; + 40z 4+ 25x3 + 3024 (fungao objetivo) sujeita as restri¢oes
técnicas:

(

8x1 +dre +4x3 +6x4 < 8.000
T < 500
Ty < 500
\ T3 < 800
T4 < 750
Ty, To, X3, x4 > 0

Vamos acrescentar as variaveis de folga e minimizar a fun¢do objetivo Z(z) =
—Q(z) = =60z — 40x9 — 2523 — 3024 sujeita a

8%1 +5ZL‘2 +4ZE3 +6$4 +ZL’5 = 8000
1 +x¢ = 500
T2 +x7 = 500
T3 +xg = 800
Ty +T9 = 750

e as restrigcoes de nao negatividade xy, o, x3, T4, x5, Tg, T7, Tg, Tg > 0.
Assim, obtemos o seguinte quadro:

VB | z; Ty T3 Ty Ty Xg Ty Xy Tg | b

Ts 8 5 4 6 1 0 0 0 0 |8.000(Ly)

T 1 0 0 0 0O 1 0 0 0 |500(Ls)

Ty 0 1 0 0 0O 0 1 0 0 [500(Ls)

g 0 0 1 0 0O 0 0 1 0 [800(Ly)

T 0 0 0 1 0 0 0 0 1 |750(Ls)
—60 —40 —-25 =30 0 O O O O |Z(x)(Leg)

Solugao basica viavel inicial:

VB: x5 = 8.000, z¢ = 500, 7 = 500, xg = 800, xg = 750;

VNB: 21 =29 = 23 = 24 = 0;

Z(x)=0.

A solugao nao é 6tima pois ha coeficientes negativos na funcao objetivo.

Assim temos que fazer o processo de otimizacao do quadro acima.

A nova variavel bésica é x1, pois ¢; = min {—60, —40, —25, —30} = —60 e a variavel
que sai da base, que é a nova VNB é x4 desde que o min {@, 808& =500 = @

Assim, o niimero pivo é o 1, a linha pivo é a Lo.

Fazendo o pivoteamento das novas linhas:

Ly = L
—8LhL+ L, = I
Ly = L
L, = I
Ly = L.

60L, + Ly = L,
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obtemos o quadro:

VB |x1 x r3 Xy Ty Tg Xy Tg Xg |b
x5 0 b5 4 6 1 =8 0 0 0 |4.000(L))
1 1 0 0 0O 0 1 0 0 0 /]500(L)
7 |0 1 0 0 0 0 1 0 0/]500(Ly)
xg 0 0 1 0O 0 0 0 1 0/]800(Ly)
Xy 0 0 0 1 0 0 0 0 1]750(LE)
0 —40 —-25 =30 0 60 O O O |Z(x)+30.000(Lg)

Solucao béasica viavel:

VB: z; =500, z5 = 4.000, x7 = 500, x5 = 800, x9 = 750;

VNB: $2—$3—$4—[E6—0,

Como Z(x) = —30.000 segue que Q(z) = —Z(x) = 30.000.

A solugao nao é 6tima, pois existem coeficientes negativos na fungao objetivo. Re-
fazendo o processo para melhorar o quadro simplex (buscar nova solugao viavel), vemos
que a variavel que entra na base é x5 desde que min {—40,—25, —30} = —40 = ¢y e
a variavel que sai é x7, desde que o min {500 4%00 = 500 = @ e portanto o nimero
pivo é 1 e a nova linha é a Lf.

Fazendo as operacoes de pivoteamento:

L, = Ly
SL+ L, = L
Ly = Lj
L, = L
L, = Lt

J0LY + Ly = L

obtemos um novo quadro:

VB | x1 z9 a3 Ty Ty Tg Ty Xy Tg |b
Ts 0 O 4 6 1 -8 =5 0 0 |1500(LY)
1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 |500(LY)
) 0 1 0 0 0 O 1 0 0 |500(LY)
xg 0 0 1 0 0 O 0 1 0 |800(LY)
Xy 0 0 0 1 0 O 0 0 1 |750(LY)
0 0 —-25 =30 0 60 40 O O | Z(x)-+50.000(Lg)

Solucao bésica viavel:
VB: z; = 500, 25 = 500, z5 = 1.500, xg = 800, x9 = 750;
VNB: 23 =24 = 24 = 27 = 0;
Como Z(z) = —50.000 segue que Q(z) = —Z(z) = 50.000.
Ainda a solucao nao é 6tima. Assim, temos que melhorar o quadro. Desde que o

min {—25, —30} = —30 = ¢4, a variavel que entra na base é x4 e a nova variavel que
sai da base é x5, pois 0 min {750 L “2.00 =250 = %. Portanto, o elemento pivd é 6 e

sendo diferente de 1, temos uma nova linha pivo: zL{ = L.
Agora, fazendo o pivoteamento das outras linhas:

" _ n

Ly = Lj

L o= Ly

"o "

Ly = Lj

" 1 _ n
LY+ Ly = Lj

30LY + Ly = LY
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obtemos o novo quadro:

VB |21 xo 3 x4 x5 ¢ X7 X3 Tg | b
x4 0 0 % 1 % —% —% 0 0 |250(L")
1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 [500(LY)
X o 1 0 0 O 0 1 0 0 |500(Ly)
xg o 0 1 0 0 0 0 1 0 [800(LY)
g [0 0 -2 0 —3 % 2 0 1 |500(LY)
0 0 =5 0 5 20 15 0 0 | Z(x)+57.500(Lg")

Solugao basica viavel:

VB: z; = 500, x2 = 500, z4 = 250, g = 800, xg = 500;

VNB: 23 = x5 = x4 = 27 = 0;

Como Z(z) + 57.500 = 0 segue que Z(x) = —57500 e portanto Q(z) = —Z(x) =
57.500.

A solugao também nao é 6tima. Assim vamos para uma outra iteragao do quadro
simplex.

A variavel x3 ¢ a nova VB e x4 é a nova VNB pois o min{—5} = =5 = ¢35 e o
min {800 250} _ 375 = 230,

1
Assim, a linha pivo é L’l” e como 0 nimero pivo tem que ser igual a 1, multiplica-

remos a linha pivd por % e fazendo o pivoteamento das novas linhas:

sLy = LY

Ly = Lg”

oLy =Ly

_QL’Ll’U—f_LZ/ — LZU

nglv_‘_Lg/ — L%v

SLY + L = LY

obtemos o seguinte quadro:
VB |2y 29 x3 x4 x5 x¢ Ty Ty Tg | b
z3 [0 0 1 3 1 =2 -2 0 0 [375(LY)
1 10 0 O 0 1 0 0 0 |500(LY)
T 0 1 0 0 0 0 1 0 0 |500(LY)
zs |0 0 0 =3 —3 2 2 1 0 |425(LY)
T 0 0 0 1 0 0 0 0 1 |750(LY)
o 0 0 £ 2 10 2 0 0]Z(@)+59.375(LY)

Conclusao: A solugao é 6tima e a iteragao chegou ao fim, pois nao temos coeficientes
negativos na funcao objetivo. Logo, ela esta otimizada.

Solugdo béasica viavel: VB: z; = 500 (nimero de unidades do motor tipo 1 que
devem ser fabricadas), x5 = 500 (nimero de unidades do motor tipo 2 que devem ser
fabricadas), 3 = 375 (nimero de unidades do motor tipo 3 que devem ser fabricadas),
xg = 425 e x9 = 750;

VNB: 24, = 0 (ntmero de unidades do motor tipo 4 que devem ser fabricadas),
z5=0,26 =0ex; =0;

Como Z(x) + 59.375 = 0 segue que Z(x) = —59375 e portanto Q(z) = 59.375 (
lucro maximo diario obtido pela fabrica).
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Exemplo 5.6. [6] A Tayco monta trés tipos de brinquedos: trens, caminhoes e carros,
usando trés operagoes. Os limites diarios dos tempos disponiveis para as trés opera-
¢oes sao 430, 460 e 420 minutos, respectivamente, e as receitas por unidade de trem,
caminhdo e carro de brinquedo sdo $ 3, $ 2 e $ 5, respectivamente. Os tempos de
montagem por trem nas trés operagoes sao 1, 3 e 1 minutos, respectivamente. Os tem-
pos correspondentes por caminhao e por carro sao 2,0 e 4 minutos e 1,2 e 0 minutos,
respectivamente (o tempo zero indica que a operagao nao foi usada).

Determine o mix 6timo de produtos.

x1: quantidade de unidades de trens fabricados;

x9: quantidade de unidades de caminhdes fabricados;

x3: quantidade de unidades de carros fabricados;

Queremos maximizar a fungao objetivo Q(x) = 3x; + 2x9 + bxs sujeito a

ry  +2xe +ux < 430 (Op.1)

31 +2x5 < 460 (Op.2)

x4z, < 420 (Op.3)
T1, o, z3 > 0

Acrescentando-se as variaveis de folga, queremos minimizar a fungao objetivo Z(z) =

—Q(x) = =31 — 2x9 — bx3, Sujeito as restrigdes técnicas
T —|-2£L'2 +x3 +x4 = 430 (Op.l)
Ty H4xs +z6 420 (Op.3)

Xy, T2, T3, T4, T5, Lg Z 0

Assim, temos o quadro Simplex:

VB | xy 23 x3 x4 x5 %6 |0

Ty 1 2 1 1 0 0 |430(Ly)

x5 3 0 2 0 1 0 |460(Ls)

Tg 1 4 0 0 0 1 |420(L3)
-3 =2 =5 0 0 0 |Z(x)(Ly)

Solugao basica vidvel inicial:

VB: z4 = 430, 5 = 460, z¢ = 420;

VNB: 21 =29 = 23 = 0;

Z(x) = 0.

A solugao nao é 6tima, pois temos coeficientes negativos na func¢ao objetivo. Assim,
vamos fazer iteracoes no quadro até buscar a solucao 6tima.

Como, min {—3, -2, —5} = —5 = ¢3, a variavel que entra da base é x3, isto &, a
nova VB, e a variavel que sai da base é x5, pois min {%, @ =230 = @ e assim, o

numero pivo ¢ 2, a linha pivo é a Ly e fazendo o pivoteamento das novas linhas:

%LQ - L/Q
~Ly+ L, = L
Ly = L

5LL+ L, = L

obtemos o quadro:
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VB T i) T3 T4 Ts Tg b
g |-0,5 2 0 1 —=0,5 0 |200(L))
T3 1,5 0O 1 0 0,5 0]230(Ly
xg 1 4 0 0 0 1 | 420 (L%)
45 =2 0 0 2,5 0 | Z(x)+1.150(L})

Solucao basica viavel:

VB: x4 = 200, x5 = 230, z¢ = 420;

VNB: 21 =0, x5 =0, x5 = 0;

Desde que Z(x) + 1150 = 0 segue que Z(z)
1150.

Como a solucao ainda nao é 6tima, temos que fazer outra iteracao, na busca de
uma solucao melhor. Um tnico coeficiente negativo na funcao objetivo e por isso xo é

= —1150 e portanto Q(x) = —Z(z) =

a variavel que entra na base, pois mi% {¢;} =min{-2} = -2=cy.
i<
Como min {22,291 — min {105,100} = 100 = 2, 0 nimero pivd é 2 e a nova

linha pivo é a L. Assim, a variavel que sai da base é x4,
Fazendo o pivoteamento das linhas:

o= L
Ly = Lj
—ALN+ L = LY
2L+ L, = Lj
temos o quadro:
VB T Ty X3 Ty Ty Tg b
T -0,25 1 0 0,5 —=0,25 0 | 100(LY)
zs | 1,5 0 1 0 0,5 0 |230(LY
Tg 2 0 0 -2 1 1 | 20(L%)
4 0 O 1 2 0 | Z+1.350(LY)

Conclusao: A solugao é 6tima.

Solucao basica viavel:

VB: x5 = 100, x3 = 230, x4 = 20;

VNB: 21 =24 =25 =0;

Como Z(x) + 1350 = 0 segue que Z(x)
(lucro méximo da fungao objetivo).

Assim a solucao recomenda a fabricacao de 100 unidades de caminhoes, 230 unida-
des de carros, mas de nenhum trem e a receita maxima associada é $1.350.

—1350 e portanto Q(z) = —Z(z) = 1350



6 Conclusao

Este trabalho tem como objetivo apresentar aplicacoes de problemas de otimizagao
toda ela alicercada nos conceitos da Algebra Linear. A resolucdo de problemas em
Programagao Linear (PPL) utilizando o método grafico (caso bidimensional) possibi-
lita explorar importantes conceitos, tais como, sistemas de equacoes e de inequacoes,
representacao grafica, onde foram contextualizadas em exemplos que podem ser usa-
dos por varios setores econémicos (lucro maximo ou custo minimo). A aplicagao desse
método permite destacar a importancia da anélise do grafico para a obtencao da me-
lhor solucao possivel, de acordo com as condi¢oes impostas pelo problema. O Método
Simplex possibilita uma abordagem significativa de alguns conceitos relativos a vetores,
combinagoes lineares, bases, matrizes, sistemas lineares que também foram contextuali-
zados. Este método simplifica bastante a solucao de problemas de otimizacao. Quando
o problema abordado apresenta um ntmero excessivo de variaveis, a quantidade de
calculos torna-se inviavel para ser realizado de forma manual e para isso existem no
mercado ferramentas como softwares e aplicativos de celular que resolvem esses proble-
mas. Por isso apresentamos uma ideia de como ¢é feita a busca de uma solugao 6tima
para problemas de programacao linear (PPL), maximizando ou minimizando a fungao
objetivo do problema. O trabalho abordou problemas com uma tinica solucao, infinitas
solucoes e sem solucao viavel. Esperamos que esse trabalho possa ser utilizado como
referéncia em futuros estudos da Algebra Linear e suas aplicacoes.
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