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Impacto potencial desta pesquisa

Esta pesquisa tem dois focos principais. O primeiro deles é fornecer um material
didatico para novas turmas da area da matematica ou afins, que tenham interesse em
estudar os contetdos iniciais da teoria de conjuntos fuzzy. O texto fornece exemplos e
imagens para fixar os conhecimentos. Além disso, fornece alguns c6digos na plataforma de
acesso livre Octave, de modo a reproduzir alguns dos resultados trazidos aqui. O segundo
foco tem como objetivo ilustrar como a teoria de conjuntos fuzzy pode ser utilizada para
modelar problemas da natureza que contenham incerteza, seja ela atribuida a imprecisao
de dados ou relacionadas ao proprio fendmeno. De modo pratico, o texto apresenta
aplicagoes, interpretacoes e consequéncias da modelagem fuzzy que podem ser utilizadas
nao s6 na area de Biomatematica, mas também nas Engenharias, Quimica, Fisica, entre
outras areas da ciéncia.

Potential impact of this research

This research has two main focus. The first is to provide didactic material for new
student in the area of the exact sciences, more precisely in mathematics, who are interested
in studying the initial concepts of fuzzy set theory. The text provides examples and figures
to the better understating of this theory. In addition, it provides some codes on the open
access Octave platform, in order to reproduce some of the results presented here. The
second focus aims to illustrate how fuzzy set theory can be used to model problems of
nature that contain uncertainty, whether attributed to data imprecision or related to the
phenomenon itself. In a practical way, the text presents applications, interpretations and
consequences of fuzzy modeling that can be used not only in the area of Biomathematics,
but also in Engineering, Chemistry, Physics, among other areas of science.
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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre sequéncias de niimeros fuzzy interativos em
que o termo atual da sequéncia depende dos seus termos antecessores. As condic¢oes
iniciais dessas sequéncias sao dadas por nimeros fuzzy e a associagdo entre seus termos
sera modelada pela interatividade proveniente das t-normas. Os resultados obtidos sao
aplicados na sequéncia de Fibonacci e em modelos bioldgicos, a fim de ilustrar as vantagens
de se utilizar a relacao de interatividade.

Palavras-chave: Conjuntos Fuzzy, Aritmética Fuzzy, Sequéncias Recorrentes, Métodos
Matematicos.



Abstract

This work presents a study on sequences of interactive fuzzy numbers in which the
current term of the sequence depends on its predecessor terms. The initial conditions of
these sequences are given by fuzzy numbers and the association between terms will be
modeled by the interactivity associated with ¢-norms. The obtained results are applied
in the Fibonacci sequence and in biological models, in order to illustrate the advantages
of using the interactivity relationship.

Keywords: Fuzzy Sets, Fuzzy Aritmetic, Recurring Sequences, Mathematical Methods.
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1 Introducao

Muitas vezes é necessario prever determinados acontecimentos do mundo fisico, seja
para prever qual o melhor momento para efetuar o lancamento de um satélite ou para
determinar a forma como uma doencga se comporta.

Para descrever tais fendmenos em linguagem matematica, pode-se utilizar equacoes
que relacionam taxas de variagoes (descritas por derivadas) com as varidveis de estado
(descritas em funcao do tempo). Tais equagbes sdo chamadas de equagoes diferenciais, e
com estas equagoes pode-se elaborar modelos matemaéticos [1].

Como ferramenta matematica para o estudo destes fenomenos tem-se a chamada ma-
tematica classica. No entanto, incertezas inerentes a tais fendmenos nao sao contempladas
pela matematica classica. Em contrapartida, a teoria de conjuntos fuzzy pode ser utilizada
para modelar tais incertezas, que por muitas vezes sao atreladas a variaveis linguisticas.
Por exemplo, para determinar expressoes como “préximo de 5”7 ou “em torno de 5”7, os
termos “proximo” e “em torno de” podem ser modelados por conjuntos fuzzy [2, 3].

A teoria dos conjuntos fuzzy [2] é uma area completamente interdisciplinar pois nela
é possivel inserir incertezas no cotidiano, na tomada de decisoes e compreensao de fatos.
Atualmente esta teoria vem sendo aplicada em diversas areas, seja para a automacao de
maquinas, processos fisicos [4] ou em modelagem nas areas de Ecologia, Biomatematica e
Medicina [2].

Entende-se por Biomatematica a area da matematica que desenvolve modelos que
permitem descrever e prever situagoes bioldgicas. Por exemplo, como uma doenga pode
evoluir com o tempo, mesmo com incerteza nos dados das condigoes iniciais.

Este trabalho se dedica a estudar fendmenos em que as variaveis ou parametros de
estado sao incertos e descritos por nimeros fuzzy. Esses fendmenos serdo descritos por mo-
delos discretos (sequéncias recorrentes) cujas operagoes aritméticas envolvidas sdo adapta-
das para nimeros fuzzy via principio de extensao. O objetivo é analisar como a incerteza
evolui considerando relagdes intrinsecas como por exemplo a nogao de interatividade (de-
pendéncia) [5].

Para o estudo serao utilizadas as t-normas que sao uma generalizagao de conectivos da
légica classica. As t-normas utilizadas foram do minimo, produto, Lukasiewicz, drastica,
Hamacher e Yu [6]. Para a realizagdo do estudo foi utilizado o software GNU Octave, e o
algoritmo foi desenvolvido pelos autores do trabalho.

Nas aplicacoes das t-normas utilizou-se a sequéncia de Fibonacci por ser uma sequén-
cia bem conhecida, e optou-se por utilizar também um modelo biolégico para verificar o
comportamento de cada t-norma em um estudo real e conhecido nos estudos de biomate-
matica.
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2 Sobre a teoria de conjuntos fuzzy

Com o recente avanco das novas tecnologias, novas formas para realizar tomadas de
decisoes, fazer previsdes e otimizacao de sistemas e agoes vem sendo desenvolvidas. Seja
na aplicacao de controladores légicos de equipamentos automatizados, em eletrodomésti-
cos, em estudos relacionados a inteligéncia artificial e redes neurais, ou no modelamento
matematico de situacoes cotidianas ou de pandemias, a matematica fuzzy vem ganhando
destaque.

Para que setores tao diversos estejam interessados no estudo de conjuntos e logica
fuzzy, é esperado que estejam alcangando retorno financeiro e resultados em pesquisas.
Deste modo, este presente capitulo realizara uma introducao ao leitor sobre o que ¢, e a
importancia do estudo dos conjuntos fuzzy.

2.1 Lotfi Asker Zadeh

A Teoria de Conjuntos Fuzzy foi inicialmente desenvolvida por Lotfi Asker Zadeh
(1921-2017) em 1965 em seu artigo intitulado Fuzzy sets [7]. Zadeh foi um matemético
e engenheiro nascido no Azerbaijao, tendo se graduado nos Estados Unidos onde foi
professor da Universidade da Califérnia em Berkeley.

Devido a sua contribuicao no desenvolvimento desta nova area de estudo, recebeu
diversos prémios.

i
%

R )

AW
W

Figura 2.1: Lotfi Asker Zadeh, fonte: Wikipedia !

'Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Lotfi_Zadeh_Berkeley_c.jpg>.
Acesso em: 20 de jul de 2022.
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2.2 Modelagem matematica

Na busca por compreender os fendomenos ao seu redor, o ser humano tenta explicar
acontecimentos, obter respostas, e realizar previsoes, seja para quando for a melhor época
para um plantio, a determinacao de um eclipse, etc.

Para o estudo destas situagoes reais, necessita-se de uma modelagem, sendo esta ba-
seada em um método experimental, que consiste em realizar experimentos e tomadas
de dados; método euristico que leva em conta experiéncias prévias; e o modelamento
matematico ou analitico que utiliza-se de equacoes diferenciais e equagoes de diferenca.

A modelagem matematica atualmente é utilizada nas mais diversas areas do conheci-
mento, seja na Fisica, Quimica, Biologia, Economia, Engenharia, Medicina, etc. Em todos
estes casos os fendmenos sao descritos matematicamente e, permitindo assim a realizacao
de previsoes.

Algo importante de se frisar é que existem diversas formas de modelamento matemé-
tico, e que assim nao é possivel saber “o melhor modelo” matematico para uma determi-
nada situagao. Na verdade o melhor modelo é aquele em que é possivel sempre se realizar
ajustes que o torna cada vez melhor, mais confidvel, e consequentemente mais preciso.

2.3 Teoria de conjuntos fuzzy

Em diversas situagoes do cotidiano é comum se referir a certas informacoes de maneira
imprecisa. Um exemplo deste tipo de informacao é quando alguém ¢é questionado a respeito
de qual o tempo necessario para ir de uma determinada cidade a outra vizinha e obtém-se
como resposta algo do tipo “Em torno de uma hora” ou “Aproximadamente uma hora”.
Observe que em ambas as respostas o interlocutor nao diz exatamente o tempo necessario,
mas sim um valor que baseado em experiéncias anteriores é o mais proximo do real que
ele pode propor com um certo grau de certeza.

Pode-se notar diversas outras situagoes do cotidiano onde a resposta nao é algo tnico,
mas algo que carrega em si alguma informacao que se utiliza de variaveis linguisticas, por
exemplo, se um individuo estd com febre, ele pode ter pouca, média ou muita febre. A
sensagao térmica em um determinado local pode ser, quente, normal, frio.

A dificuldade em inserir estas varidveis linguisticas, e valores imprecisos em um mo-
delo matematico, foi o que levou Zadeh a desenvolver a Teoria de Conjuntos Fuzzy. A
matematica criada por Zadeh nos permite trabalhar com a modelagem de variaveis lin-
guisticas do tipo “em torno de”, “aproximadamente”, “alto”, “baixo” dentre outras de
modo a permitir um relaxamento da propriedade atribuida a variavel.

Neste novo modo de se trabalhar com variaveis, diferentemente do conceito ja conhe-
cido por todos na matematica, onde um determinado elemento pertence ou ndao a um
conjunto, na matematica fuzzy tem-se na verdade um grau de pertencimento a este con-
junto, deste modo, um elemento pode ora pertencer mais a um determinado conjunto ou
ora pertencer menos.

Nos dias atuais, o termo “légica fuzzy” é usado de duas formas diferentes [2, 3],
sendo a primeira na teoria conjuntista a fim de manipular informagoes inexatas, através
de uma teoria de conjunto fuzzy geral, e de uma segunda forma no sentido de “calculo
proposicional”; de modo a estender a légica classica.

A logica fuzzy incorpora a forma humana de pensar pois faz dedugoes e chega a
conclusoes baseando-se em informacoes ja conhecidas. Os conjuntos fuzzy sao classificados
de duas formas diferentes: os conjuntos fuzzy onticos e epistémicos. Os conjuntos fuzzy
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onticos representam objetos que sao construidos originalmente como conjuntos, mas para
expressar subjetividade. Enquanto que os conjuntos fuzzy epistémicos representam a ideia
de informacao parcial ou imprecisa [8].



3 Conjuntos fuzzy

Este capitulo apresenta o conceito de conjuntos fuzzy e sua formalizacao, e para apro-
fundamento o leitor pode consultar [2]. Para uma leitura sobre as defini¢oes, propriedades
e demonstragoes de conjuntos cldssicos matematicos, pode-se consultar [9].

Nas literaturas de matematica, ¢ comum que intervalos sejam denotados por dois
numeros separados por virgula. Tal notacao pode causar confusao para o caso de os
numeros serem decimais, pois nao ¢é possivel fazer distingao se a virgula esta sendo utilizada
como separador do ntimero e das casas decimais ou se é um separador dos ntimeros que
compoem o intervalo. Deste modo, para facilitar o entendimento deste trabalho, todos os
intervalos serdo separados por ponto e virgula, assim o intervalo [1, 5] serd denotado por
[1;5]. O mesmo sera feito para denotar conjuntos expressos de maneira extensa, ou seja,
{1,2,3,4,...} serd {1;2;3;4;...}.

A maior parte das figuras deste trabalho foram desenvolvidas pelos autores. As figuras
que nao sejam de autoria prépria serao referenciadas.

Inicialmente define-se uma funcao para os conjuntos ja conhecidos na matematica.

Defini¢ao 3.1. Seja U um conjunto e A C U. A func¢do y4: U — {0;1} chamada de
funcao caracteristica ou indicadora ¢é dada por

(z) = 1,sexe A
Xalt) = 0,sex ¢ A

Com a funcgao caracteristica é possivel descrever por completo o conjunto A, pois ela
indica quais elementos do conjunto universo U sao também elementos de A.

Quando se utiliza a linguagem de conjuntos fuzzy é feita uma disting¢ao entre estes con-
juntos e os ja conhecidos pelo leitor através da teoria classica dos conjuntos. Os conjuntos
j& estudados nos cursos de matematica sao os conjuntos classicos também chamados de
conjuntos crisp [3].

Exemplo 3.2. O conjunto classico A = [1;5] é definido pela seguinte fungao caracteris-

tica:
{1 , se x € [1;5]

Xpse) (@) = 0,sex¢[1;5]

I

ou também
1,5e 1 <x<5H

O,sex<loux>5H

X[1;5}($) = {

A Figura 3.1 mostra uma representagao grafica do subconjunto classico A = [1;5] com
fungao caracteristica y4: R — {0;1}.
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1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 3.1: Representacao de um conjunto classico.

Exemplo 3.3. Tem-se que o conjunto classico B = [—1; 1] é definido pela seguinte fungao

caracteristica:
1,sexe[-1;1]
1(x) = ,
X(-11)(7) {O ,sex & [—1;1]

ou
1,se —1<x<1

O,sex<—louzxz>1

X[-1;1] (z) = {

A Figura 3.2 mostra uma representacao grafica do subconjunto cléssico B = [—1;1]
com funcao caracteristica xp: R — {0;1}.

Figura 3.2: Representacao do conjunto classico B.

Exemplo 3.4. Considere o conjunto:
C={zxeN; x épar}.

A funcao caracteristica sera:
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1,sex=2k

= , k € N.
xo(®) {0 , se x # 2k cot

A Figura 3.3 mostra uma representacao grafica do subconjunto cléssico C = {z €

N: z é par}, com fungao caracteristica xyco: R — {0;1}.

xc ()

N i )

e T )
e T T Y )

Figura 3.3: Representacao do conjunto classico C'.

3.1 Subconjuntos fuzzy

bR

Na linguagem cotidiana sao utilizados diversos termos como “aproximadamente”; “em
torno de”, “préoximo de”, sendo que estes servem muito bem para o seu propésito, sendo
a compreensao e comunicagao entre individuos. Porém nao ¢é tao simples exprimir tais
termos em um contexto matematico, como por exemplo, “a temperatura esta proxima
de 20° C”, primeiramente ¢é preciso determinar o que é préximo. Note que “préximo de
20° C” pode ser 19,999 ou 20,001 e sabe-se que ambos os valores sdo mais proximos
de 20 do que 25. Deste modo, para determinar quais valores seriam mais préoximos do
que outros utiliza-se os conjuntos fuzzy, pois torna-se possivel a caracterizacao de termos
imprecisos e linguisticos em uma linguagem matemaéatica de possivel manipulagao, que

permitira realizar operacoes e previsoes de eventos.

Definic¢ao 3.5. Seja U um conjunto (cldssico), um subconjunto fuzzy F de U é carac-
terizado pela funcao
wrp: U —[0;1]

chamada de funcao de pertinéncia do subconjunto F'.

Note que a diferenca entre a funcao caracteristica da Definicao 3.1 e a fungdo de
pertinéncia da Definigdo 3.5 é que o contradominio {0; 1} passa a ser o intervalo [0;1] e
com isso tem-se um espectro de valores possiveis para ¢p(x). Observa-se que para um
determinado elemento x quanto mais préximo de 1 for seu valor de ¢p(z), maior é o grau
de pertinéncia deste elemento ao conjunto F', e quanto mais proximo de 0, menor sua
pertinéncia.
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Um conjunto fuzzy F' de U é formado por um conjunto classico de pares ordenados
F={(z;90r(z)); v €U}

Algumas literaturas sobre conjuntos fuzzy nao fazem disting@o entre a fungao de per-
tinéncia ppr do subconjunto fuzzy F', se referindo ao conjunto apenas por F. Neste texto
também nao sera feita tal distingao, sendo que o contexto deixara a cargo do leitor.

Quando se refere a conjuntos classicos, um conjunto A é na verdade um subconjunto
de um conjunto universo U. O mesmo sera feito para subconjuntos fuzzy F de U, sendo
apenas chamados de conjunto fuzzy F.

Exemplo 3.6. A Figura 3.4 mostra uma representacao grafica do subconjunto fuzzy para
valores préximos de 3, com fungdo de pertinéncia ¢r: R — [0; 1] dada por

rz—1
5 ,sel <z <3
pr(z) = _”5;5  se3<z<5
0 , caso contrario
or ()

0.75

0.5

Figura 3.4: Representacao de um conjunto fuzzy.

A forma de representar F' = (1;3;5), é chamada de forma triangular e serd melhor
desenvolvida mais adiante. Por enquanto observe que a representacao possui a forma de
um tridngulo sendo que o primeiro nimero do trio, no caso x = 1, indica o inicio da base
esquerda do tridngulo com pertinéncia ¢g(1) = 0; o segundo nimero do trio, ou seja,
o valor x = 3, indica o topo do triangulo onde tem-se o valor méaximo de pertinéncia
©r(3) = 1; e o terceiro nimero indica a base direita do tridngulo, no caso o ntimero x = 5
possui pertinéncia ¢r(5) = 0.

Neste exemplo, o nimero z = 2,5 é mais proximo de x = 3 do que o nimero x = 2, pois
¢r(2,5) = 0,75 e que pr(2) = 0,5. Deste modo, pode-se dizer que o grau de pertinéncia
de x = 2,5 é maior do que z = 2 no conjunto F.

Note também que x = 2 e x = 4 possuem o mesmo grau de pertinéncia para com o
conjunto F', pois ¢p(2) = 0,5 = pp(4).
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Exemplo 3.7. Considere o conjunto universo U da idade das pessoas. Determinar o
conjunto fuzzy que caracteriza os jovens, isto €, determinar a funcao de pertinéncia de D,
sendo:

D ={z € U; x ¢ jovem}.

Para fins de simplificagdo assume-se que uma pessoa pode ser classificada apenas em
jovem ou idosa. Deste modo realiza-se uma andlise para as idades.

Quando uma pessoa nasce ela é o mais jovem possivel, sendo assim esta pessoa possui
grau de pertinéncia 1.

A medida que a crianga cresce ela fica mais velha, e ao passar dos 10 anos podemos
considerar como adolescente, porém nao tem-se esta classificagao nesta modelagem, sendo
assim, inicia-se a diminui¢ao no grau de pertinéncia.

Define-se uma idade limite, onde acima desta idade a pessoa é considerada idosa.
Seguindo o senso comum, uma pessoa que possui 60 anos ¢ idosa, e podemos pensar que
pessoas que, estao abaixo desta idade estao se tornando idosas, ou deixando de ser jovens.

Note que pessoas com mais de 60 anos serao consideradas idosas (ndo jovens), deste
modo o grau de pertinéncia serd 0.

Tem-se a representacao conforme a Figura 3.5, com

¢p(x) = grau de pertinéncia em D,

z = idade em anos.

¢p(v)

jovem

1,

deixando de ser jovem

nao jovem
t t } t x

0 20 40 60 80

Figura 3.5: Representacao do conjunto fuzzy dos jovens.

De acordo com o grafico,

1 , e 0<x<10
— 60

op(z) = x;(; ,se 10 <z <60 .
0 , se x > 60

Observe que o conjunto classico é um caso particular de um conjunto fuzzy sendo que
sua funcao de pertinéncia ¢p ¢é a fungao caracteristica y 4, deste modo tem-se a defini¢dao
a seguir.
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Defini¢ao 3.8. Seja U um conjunto (cldssico), e F' um subconjunto fuzzy de U. O
suporte de F' ¢é definido por

supp (F) = {z € U; ¢r(z) > 0}.

E importante se atentar que para os conjuntos crisp (cldssicos) o suporte do conjunto
é o proprio conjunto, e que o mesmo nao acontece com conjuntos fuzzy.

Exemplo 3.9. Na Figura 3.6 tem-se a representagao do subconjunto crisp A = [1;5] e o
subconjunto fuzzy F' = (1;3;5) dos Exemplos 3.2 e 3.6, acompanhados dos seus conjuntos
suportes. Note que A = [1;5] = supp (A) e que F' = (1;3;5) # (1;5) = supp (F).

XA

Figura 3.6: (a) Conjunto classico (crisp) A = [1;5] e seu suporte; (b) Conjunto fuzzy
F = (1;3;5) (ntmeros préximos de 3) e seu suporte.

O leitor pode se questionar sobre como é determinada a funcio de pertinéncia, e a
resposta para tal questao estd no modelador. Para que uma informacao subjetiva, em
linguagem verbal possa ser transformada em uma linguagem matematica, muitas vezes é
necessario a ajuda de profissionais da area cujo problema esteja sendo modelado para que
se determine os intervalos necessarios e o grau de importancia de cada variavel. Deste
modo com a ajuda do profissional da area determina-se a funcdo de pertinéncia.

3.2 Operacoes com subconjuntos fuzzy

Define-se operagoes entre subconjuntos fuzzy e alguns resultados. Para as demonstra-
¢oes de operagoes e propriedades dos conjuntos cléssicos, o leitor pode consultar [9, 10, 11].

3.2.1 Relacao de inclusao

Para conjuntos classicos tem-se que dados dois conjuntos A e B diz-se que A é sub-
conjunto de B quando todo elemento de A também é elemento de B, e denota-se por
A C B. Esta relagao é chamada de relagdo de inclusao, e comumente dizemos que A
estd contido em B. Para verificar que a relagdo de inclusdo ¢é reflexiva, antissimétrica
e transitiva consulte [10].
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Ja para conjuntos fuzzy tem-se que sendo A e B subconjuntos fuzzy de U, com fungoes
de pertinéncia indicadas respectivamente por ¢ 4 € g, diz-se que A é subconjunto fuzzy
de B, ou A C B se, e somente se, se p4(r) < @p(z) para todoz € U. Observe a Figura 3.7.

x(z)
XB
1 1T = I 1
| | XA | |
1 1 ; 1 1 oz x
0 1 2 3 4 5 6 6

(a) (b)

Figura 3.7: (a) Conjunto cldssico A = [2;4] C B = [1;5] e suportes; (b) Conjunto fuzzy
A=(2;3;4) C B=(1;3;5).

3.2.2 Conjunto vazio e universo

Nos conjuntos classicos tem-se que o conjunto vazio pode ser interpretado como um
“conjunto sem elementos”, e representado por <.

Para conjuntos fuzzy tem-se que o conjunto vazio @ tem funcao de pertinéncia ¢y () =
0 enquanto que o conjunto universo U tem funcao de pertinéncia ¢y (x) = 1, para todo
x € U. Deste modo, assim como nos conjuntos classicos tem-se que @ C A C U, para
qualquer que seja o conjunto fuzzy A.

3.2.3 Igualdade de conjuntos

Quando tem-se conjuntos classicos A e B, a igualdade de conjuntos escrita por
A = B é equivalente a dizer que os conjuntos A e B possuem os mesmos elementos. A
prova de tal fato é feita mostrando que A C B, isto é, que todo elemento de A pertence
necessariamente a B, e que B C A.

Em conjuntos fuzzy tem-se a definicao seguinte.

Definig¢ao 3.10. Os subconjuntos fuzzy A e B de U sao iguais se suas fungoes de perti-
néncia coincidem, isto é
va(x) = pp(x), Vo € U.

3.2.4 Uniao

Em conjuntos classicos, dados os conjuntos A e B, a uniado ou reuniao é representada
e definida por
AUB = {x; v € Aoux € B}.
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Note que a fung¢ao de pertinéncia (indicadora) seré:

l,sexe AUB

XAUB($):{O,S€$¢AUB

i) Sex € AU B entdo x € A ou x € B, consequentemente x4(z) = 1 ou xg(z) = 1.
Deste modo, max{x(z); xg(x)} = 1.

ii) Sex ¢ AUB entao x ¢ A ou x ¢ B, consequentemente x4(z) = 0 e xp(z) = 0.
Deste modo, max{x(z); xg(x)} = 0.

Assim, de i) e ii) definimos a fungdao de pertinéncia da uniao por
Xaup(x) = max{xa(z); xp(z)}.
Com esta motivacao tem-se a definicdo da unido para conjuntos fuzzy.

Definigao 3.11 (Unido). Seja U o conjunto universo, com A e B subconjuntos fuzzy de
U. A uniao entre os subconjuntos fuzzy A e B é a funcao de pertinéncia dada por

paup(z) = max{pa(z); pp(z)}.
Exemplo 3.12. Considerando os conjuntos fuzzy A e B dados por

x , se x € [0;1] r—1 ,sex€ll;2]
oa(r)=<52—2 ,sexe(1l;2] e yplx)=¢3—x ,sexe (23

0 , caso contrario. 0 , caso contrario.

Na Figura 3.8 tem-se a representagao das fungoes de pertinéncia de A e B e a fungao
de pertinéncia de AU B de acordo com a Defini¢ao 3.11.

Figura 3.8: (a) Representacao dos conjuntos fuzzy A e B; (b) Representagdo da uniao
dos conjuntos fuzzy A e B.
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De acordo com a Figura 3.8 podemos escrever a funcao de pertinéncia da unido como

T , se x € [0;1]
2—z ,sexe(l;1,5

vavp(z) =Sz —1 | sexe(1,52].

3—x , sex € (23]

0 , caso contrario

3.2.5 Interseccao

Para conjuntos cldssicos A e B, tem-se que a intersecgao de tais conjuntos é definida
e representada por
ANB={x; v € Aex € B}.

Observe que a funcao de pertinéncia sera

l,sexe ANB
Xang(T) =

0,sex & ANB

i) Sex € AN B entdo x € A e v € B, consequentemente xa(x) = 1 e xp(x) = 1.
Deste modo, min{y4(z); xg(x)} = 1.

ii) Sex ¢ AN B entdo z ¢ A ou x ¢ B, consequentemente y4(z) = 0 ou xg(x) = 0.
Deste modo, min{xa(z); xg(x)} = 0.

Logo de i) e ii) define-se a fungao de pertinéncia da intersec¢ao por

Xang(z) = min{xa(z); xp(z)}.
Assim, motiva-se a definicao de interseccao para conjuntos fuzzy.

Definic¢ao 3.13 (Interseccao). Seja U o conjunto universo, com A e B subconjuntos fuzzy
de U. A intersecgao entre os subconjuntos fuzzy A e B é a fungao de pertinéncia dada
por

¢anp(®) = min{pa(z); ¢p()}-
Exemplo 3.14. Considerando os conjuntos fuzzy A e B do Exemplo 3.12, a Figura 3.9,

apresenta a representacao destes conjuntos e a funcao de pertinéncia de AN B de acordo
com a Definigdo 3.13.
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Figura 3.9: (a) Representacao dos conjuntos fuzzy A e B; (b) Representagao da intersecgao
dos conjuntos fuzzy A e B.

De acordo com a Figura 3.9 podemos escrever a funcao de pertinéncia da interseccao

como
r—1 | sexe€[l;3/2]

panB(r) =92 —2 , sex e (3/2;2].

0 , caso contrario

3.2.6 Complementar

A defini¢ao classica de conjuntos define a diferenca entre dois conjuntos como
A—B={x; v€Aex ¢ B}

No caso em que tem-se B C A a diferenca A — B chama-se complementar de B em
relacdo a A, que pode ser representada por

A—B=A\B=0,B=B"

Tem-se que yy(z) = 1 para todo x € U, e como nenhum elemento pertence ao conjunto
vazio, tem-se Yy () = 0 para todo x € U. Deste modo é possivel afirmar que

xa(r) + xac(z) = xv(2)
Xat(®) = xv(z) — xa(z)
Xac(z) =1 — xa(z).

Isso leva a seguinte definicao para conjuntos fuzzy.

Definicdo 3.15. (Complementar) O complementar de A é o subconjunto fuzzy A de U
cuja fungao de pertinéncia é dada por

pac(r) =1 = pa(z)
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Algumas literaturas utilizam também o simbolo A’ para representar o conjunto com-
plementar.

Exemplo 3.16. Utilizando o conjunto fuzzy A do Exemplo 3.12, a Figura 3.10 mostra o
complementar do conjunto A de acordo com a Defini¢ao 3.15.

Figura 3.10: (a) Representagao do conjunto fuzzy A; (b) Representa¢ao do complementar
do conjunto fuzzy A.

Utilizando a Figura 3.10 podemos escrever a funcao de pertinéncia do complementar
de A como:
—r+1 |, sex€l0;1]

ppolx)=8x—1 | sexe(1;2]

1 , caso contrario

Observacdo 3.17. Em conjuntos cldssicos tem-se que AU A = U, o que ndo necessari-
amente ocorre com cojuntos fuzzy, ou seja, podemos ter ¢ 4 ,4¢ # ¢u, veja a Figura 3.11.
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1 wa(r) ©ac(z) 1 paUpae

0 1 2 3 0 1 5 3
(a) (b)

Figura 3.11: (a) Representacdo do conjunto fuzzy A e do seu complementar; (b) Repre-
sentacao da unidao do conjunto fuzzy A e seu complementar.

Observacao 3.18. Na teoria dos conjuntos classicos tem-se sempre garantido o principio
do terceiro excluido, ou seja, sempre é valido A N AL = o Veja que o mesmo nao
necessariamente ocorre com conjuntos fuzzy, ou seja, pode-se ter ¢ 4t # ¢z, Veja a
Figura 3.12.

0.5 f---g-------

Figura 3.12: (a) Representagdo do conjunto fuzzy A e do seu complementar; (b) Repre-
sentacao da interseccao do conjunto fuzzy A e seu complementar.

Exemplo 3.19. Utilizando o conjunto fuzzy B do Exemplo 3.12, a Figura 3.13 mostra o
complementar do conjunto B de acordo com a Defini¢ao 3.15
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1 wpe(z

(a) (b)

Figura 3.13: (a) Representagao do conjunto fuzzy B; (b) Representacao do complementar
do conjunto fuzzy B.

Da Figura 3.13 podemos escrever a funcao de pertinéncia do complementar de B como:

—r+2 ,sex€ll;2]
ope(r) =x—2  sex € (2;3
1 , caso contrario
Exemplo 3.20. Considere os seguintes conjuntos fuzzy A (jovens), B (idosos) do universo

U = [0, 120] em anos, uma das iniimeras possibilidades para as fun¢oes de pertinéncia pode
ser

1 , se x € [0;30] 0 , se x € [0;30]
pa(r) =252 | sex € (30;50] , wp(r)=1{%2 | sex € (30;50]
0 , se x € (50;120] 1 , se x € (50;120]

A Figura 3.14 representa as fungdes de pertinéncia dos conjuntos fuzzy A e B no
mesmo plano cartesiano com x sendo a idade em anos.

o(z)

@a(x) jovens op(z) idosos

: : : : : .z (anos)
0 20 40 60 80 100 120

Figura 3.14: Representacao dos conjuntos fuzzy dos jovens e idosos.
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Note que para uma pessoa que possui 34 anos tem-se graus de pertinéncia diferentes

para p4(x) e pp(z).
Para ¢4(34) (jovens) tem-se que = € (30; 50], deste modo
50 — (34) 16
4 = — = — = .
Pa(34) 20 20~
Considerando ¢p(34) (idosos) tem-se que 34 estd novamente no intervalo de (30; 50],
assim (34) — 30 A
B) =" = =0,2.
(3 =5 20
Assim, p4(34) = 0,8 (jovens) e pp(34) = 0,2 (idosos), veja a Figura 3.15.

o(x)

wa(x) jovens pp(x) idosos

z (anos)

60 80 100 120
Figura 3.15: Representacao dos conjuntos fuzzy dos jovens, idosos e pertinéncia para 34

anos.

Determinando a fungdo de pertinéncia de ¢ aup(z) utilizando a Defini¢ao 3.11, e ob-
temos a Figura 3.16.

o(x) o(x)

. pa(z) jovens () idosos paun(T)

0.5 f---------- ‘

: : - <z (anos) : : : : : 2 (anos)
60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

(a) (b)

Figura 3.16: (a) Representacao dos conjuntos fuzzy dos jovens e idosos; (b) Unido dos
conjuntos dos jovens e dos idosos.
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De acordo com a Figura 3.16 podemos escrever a func¢ao de pertinéncia da uniao como

0=t se x € [20;40]
paup(r) = {430 | se x € (40;50] .

1 , caso contrario

Note que de de acordo com a Figura 3.16 (b), nos mostra que se ao escolher uma
pessoa tento em vista a sua pertinéncia no conjunto dos jovens ou idosos, o menor valor
possivel serda 0,5 aos 40 anos, sendo assim, sempre teremos que a pessoa ¢ mais proxima
de ser classificada como jovem ou idosa.

Exemplo 3.21. Sejam os conjuntos fuzzy C' das pessoas de estatura baixa e D das pessoas
de estatura alta, do universo V' = [0; 3] em metros, uma das inimeras possibilidades para
as fungoes de pertinéncia pode ser

1 , sex € [0;1,4] 0 , se x € [0;1,4]
po(r) =232 sexe (1,42 e pp(r)= maé"l , sex € (1,4;2].
0 , se x € (2;3] 1 , se x € (2;3]

A representagio grafica para as fungdes de pertinéncia de ¢c(x) (baixos) e ¢p(x)
(altos) estd representada na Figura 3.17, com x sendo a altura em metros.

o(r)

wo(x) baixos  @p(z) altos

: : : ‘ : x (metros)
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 3.17: Representagao dos conjuntos fuzzy das pessoas de estatura baixa e alta.

Uma pessoa com altura 1,60 m possui graus diferentes de pertinéncia para pc(x)
(baixos) e pp(x) (altos).
Considerando ¢c(1,6) (baixos), tem-se que x € (1,4;2], assim

2—(1,6) 0,4

1 = — =
#c(1,6) 0,6 0,6

= 0,67.

J& no conjunto ¢p(1,6) (baixos) novamente tem-se o intervalo (1, 4; 2], entao

(1,6)— 1,4 0,2
1,6)= Y= 0% %233
#p(1,6) 0,6 0.6
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Logo, ¢c(1,6) = 0,67 (baixos), ¢ = D(1,6) = 0,33 (altos) e a Figura 3.18 mostra a
representacao grafica.

o(z)

oo (x) baixos  ¢p(x) altos

0.67

0.33

x (metros)

0o 05 1 15 2 25 3

Figura 3.18: Representacao dos conjuntos fuzzy das pessoas de estatura baixa e alta para
r=1,6.

Utilizando a Defini¢ao 3.13 obtem-se a funcao de pertinéncia de pcnp apresentada na
Figura 3.19.

p(x) o(x)

wo(z) baixos  pp(x) altos

1

vonp(x)

z (metros)

2 (metros)

Figura 3.19: (a) Representacgao dos conjuntos fuzzy dos baixos e dos altos; (b) Intersecgao
dos conjuntos das pessoas de estatura baixa e alta.

Deste modo, com a Figura 3.19 tem-se a fun¢do de pertinéncia

td sex € (1,417

wonp(x) = 207(;?“" ,sex € (1,7;2]
0 , caso contrario

Observe que de acordo com a Figura 3.19 (b), as pessoas que estao no intervalo [1,4; 2]
sao classificadas como baixa e alta de forma simultanea, ou seja, nem muito alta, nem
baixa, e desta maneira uma pessoa com 1,7 m seria a de maior pertinéncia quando se
busca a intersecgao dos conjuntos.
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Proposicao 3.22. Sejam os subconjuntos fuzzy A, B e C do conjunto fuzzy U. Os
subconjuntos fuzzy satisfazem as sequintes propriedades

1. AUB=BUA

2. ANB=BnNA

3. g CACU

4. Se ACBeBCC(C,entao ACC
5. AU(BUC)=(AuB)UC

6. AN(BNC)=(AnB)NnC

7. AUA=A
8. ANA=A
9. UA=A
10 UNnA=A

11. AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
12. AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)
13. (AUB) =A'nBle (AN B)t = AU BY (Leis de DeMorgan)

Demonstragio. [12]
1. Utilizando a Definicao 3.11

paup(r) = max{pa(r); pp(r)} = max{pp(r); pa(r)} = ppualz).

Portanto AU B = BU A.
2. Da Definicao 3.13 tem-se

pans(z) = min{pa(z); pp(r)} = min{pp(r); pa(r)} = vpnalz).

Assim ANB =BnNA.
3. Sabemos que pg(z) = 0 e py(z) = 1 para todo x € U. Da Defini¢ao 3.5 tem-se
que p4: U — [0;1] e assim

Logo, 2 CACU.
4. Do fato que A C B tem-se que @ 4(x) < pp(x) para todox € U, e de B C C tem-se
que ¢p(z) < po(z) para todo x € U, entao, (por transitividade) tem-se que

pa(r) < pp(r) < wo(r)
= pa(r) < pc(z).
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Portanto, se AC Be B C C, entao A C C.
5. Pela Defini¢ao 3.11 pode escrever

pausue) (€) = max{pa(r); ppuo(r)} = max{pa(e); max{pp(r); po()}}.

E também

pausuo(r) = max{paus(r); po(r)} = max{max{pa(r); wp(r)}; po(z)}.

Devemos entao considerar os seis possiveis casos:

a) pa(z) < ¢p(z) < polz)
b) pa(z) < pc(z) < pp(x)
¢) vr(z) < pa(z) < po()
d) wp(z) < ¢o(r) < palz)
e) ypo(x) < pa(r) < pp(z)
f) vc(z) < ep(z) < pal)

Resolvendo para o caso a)

pauBuo) (z) = max{pa(z); max{pp(r); pc(r)}}
= pauuc)(r) = max{pa(x); pc(r)}
= pauBuc)(T) = vo(x). (3.1)

E tem-se também

pauByuc () = max{max{pa(z); pp(r)}; pc(z)}
= paup)uc(r) = max{yp(z); po()}
= ¢uBuc(r) = eo(r). (3.2)

Da Equacao (3.1) e Equagao (3.2) tem-se

@Au(BuC)(l') = 800(37) = SO(AUB)UC(Z‘)
= SOAU(BUC)(:B) = SO(AUB)UC(JT)-

Note que os demais casos sao anadlogos sempre resultando no conjunto fuzzy de maior
pertinéncia.

Portanto, AU (BUC) = (AUB)UC.

6. Utilizando a Definicdo 3.13 tem-se

P anene)(®) = min{pa(z); opnc(z)} = min{pa(z); min{es(r); po(r)}}-

E também

anpuc(r) = min{psnp(2); pc(r)} = min{min{pa(z); 5(x)}; vc(x)}.
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Deve-se considerar os seis casos possiveis vistos em 5 novamente, resolvendo para o

caso a) a4 < g < Yo

@ ansne)(z) = min{pa(z); min{pp(x); pc(r)}}
= Yansne)(r) = min{pa(z); pp(r)}
= YAN(BNC) (z) = pa(z). (3.3)

E tem-se também

panp)nc(z) = min{min{pa(z); o5(x)}; pc(z)}
= @(anp)nc() = min{pa(2); pc(z)}
= panBnc(r) = pa(r). (3.4)

Da Equacao (3.3) e Equacgao (3.4) tem-se
panBno) (1) = ©a(®) = pnnc(z)
= PAN(BNC) (515) = SO(AmB)mC($)~

Note que os demais casos sdo andlogos sempre resultando no conjunto fuzzy de menor
pertinéncia.
Portanto, AN (BNC)=(ANnB)NC.

7. Da Defini¢ao 3.11 podemos escrever

pava(r) = max{pa(r); pa(r)} = pa(z).
Assim, AUA = A.

8. Da Definicao 3.13 podemos escrever

pana(r) = min{pa(z); pa(r)} = palz).

Assim, ANA=A.
9. Da Definigdo 3.11 e do fato que ¢z (x) = 0 para todo x € U podemos escrever

Poua(r) = max{py(7); pa(z)} = max{0; pa(z)} = pa(z).

Assim, o U A = A.
10. Da Defini¢éo 3.13 e do fato que ¢y(x) = 1 podemos escrever

puna(®) = min{ey (2); pa(z)} = min{l; pa(z)} = pa(z).

Assim, UN A = A.
11. Pela Defini¢ao 3.11 e Definicao 3.13 podemos escrever

pausne)(r) = max{pa(r); ppnc(r)}
= PAU(BNC) (z) = max{pa(z); min{pp(z); pc(r)}}.

E também

P(AUB)N(AUC) () = min{paup(2); pauc(®)}
= p(auB)n(auc)(r) = min{max{pa(z); pp(z)}; max{pa(z); pc(z)}}.
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Novamente devemos considerar os seis casos possiveis vistos em 5, resolvendo para o
caso a) pa(z) < p() < po(r)

pausneo)(z) = max{pa(z); min{ps(r); pc(r)}}
= paune)(r) = max{pa(r); pp(z)}
= PAU(BNC) (z) = pB(z). (3.5)

Consequentemente também tem-se
PauB)n(aue) (z) = min{max{pa(v); pp(z)}; max{pa(r); pc(zr)}}

= YuB)nauc) () = min{eg(z); po(x)}
= @aup)n(auc) () = vB(). (3.6)

Da Equacao (3.5) e Equagao (3.6) tem-se
PAU(BNC) (z) = pp(r) = P(AUB)N(AUC) (z)
= YauBne) () = YauB)nauc) ().

Note que os demais casos sao andlogos, portanto AU (BNC)=(AUB)N(AUC).
12. Utilizando a Definicao 3.11 e a Defini¢ao 3.13 tem-se

PAN(BUC) (z) = min{pa(z); ppuc(v)}
= @ansuc)(z) = min{pa(z); max{pp(x); pc(z)}}.
E também
P(anB)uAnc) (T) = max{paup(T); pavc(T)}
= YunB)uanc) () = max{min{pa(r); op(r)}; min{pa(z); pc(z)}}.

Devemos considerar os seis casos possiveis vistos em 5, resolvendo para o caso a)
YA < 9B < Pc

Yansuc)(x) = min{pa(z); max{yp(x); pc(z)}}
= anue)(r) = min{pa(z); pc(r)}
= P AN(BUC) (z) = pa(z). (3.7)

Também tem-se
PanB)uanec) (2) = max{min{pa(r); p(z)}; min{pa(z); po(r)}}

= P(ANB)U(ANC) (z) = max{pa(z); pa(r)}
= PanByuanc)(T) = pa(z). (3.8)

Da Equacao (3.7) e Equagao (3.8) tem-se
Yanuc) (@) = va(x) = YanBunc) ()
= YanBuc)(T) = YanBuanc) ().

Sendo os demais casos sao analogos, tem-se AN (BUC)=(ANB)U(ANC).
13. Para quaisquer fungbes com valores reais f e g, tem-se [13]
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minl(2);9(e))] = 31 + ()= | £() - g(a),

max|[f(z); g(z))] = ;[f(x) +g(@)+ | fx) —g(@) ]

Deste modo

¥ ACnBE = min{y 4c(z); e ()}
= @ a0qpe = min{l — pu(z);1 — op(x)}
1

= @atnpe = 51— 9a(@)) + (1 = gp(@))= [ (1 = ¢a(2)) = (1 = v5(2)) |

= Patnpt = ;[2 — (pa(e) + ep(2)+ [ —pa() + ¢p(2) |)]

= Ptnge = L~ 3loal®) + (a)t | ~(pa(z) — on(x) |

= Patnpe = 1 - ;[(sﬁA(w) +yp(@)+ [ palr) = vp(@) )]

= Pacnpt = 1 — max{pa(r); pp(z)}
= @atnpt = 1 — paup(z)
= PAtnBt = SO(AUB)C(QU)-

Logo, A*nN Bt = (AU B)L.
Tem-se também que

Y ACURE = max{ ,c(); ppe(v)}
= Patupt = maX{l - ()OA(I)7 - QOB(‘Z‘)}

= eavom = 5(1— () + (1~ pn(E)t | (1= pa(e)) — (1~ on(e) |
= G = 12— (0ale) + 06()~ | —pa(a) +05(x) )
= Gaume = 1 — 2lpa(@) + op(@)— | —(pa(@) — o5()) |

2

= Parupe = 1 - ;[(sOA(w) +ep(@)= [ palr) = pa(@) )]

= @ oupe = 1 — min{pa(v); op(r)}
= @ oupt = 1 — ©anp(T)
= Patupt = SO(AmB)B(x)-

Assim, AU B = (AN B)[:7 mostrando portanto a validade das Leis de DeMorgan.
[

3.3 O conceito de a-nivel

Considere um subconjunto fuzzy A de U, é possivel classificar seus elementos de acordo
com o grau de pertinéncia desejado.

Sendo os graus de pertinéncia indicados por «, com 0 < a < 1, podemos dizer que
um elemento z € U estd em um nivel se seu grau de pertinéncia for maior que um certo
nivel a.
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Tomando o Exemplo 3.12, suponha que para um determinado estudo um modelador
se interesse apenas por valores de z que possuam um grau de pertinéncia ¢(z) > 0,5.
Deste modo é feito um corte horizontal na altura o = 0,5 e considera-se apenas os valores
de = que possuam tal propriedade, denotado por [A]%5. Veja a Figura 3.20.

o()
pa()
1 .
051/ \ - at
o [A198
‘ : X
0 05 1 15 2 3

Figura 3.20: Exemplo de representacao de um a-nivel.

Deste modo, podemos generalizar o conjunto classico de tais elementos.

Defini¢ao 3.23 (a-nivel). Seja A um subconjunto fuzzy de U e a € [0;1]. O a-nivel de
A é o subconjunto classico de U definido por

[A]* ={zx € U: pa(z) > a} com 0 <a <1,
e [A°={x € U: pa(z) > 0}.

em que a notacao Y representa o fecho de um subconjunto Y.

Observacao 3.24. Note que para 0-nivel a Definicao 3.23 foi estabelecida de maneira
diferente que para valores de a € (0, 1] para que nao se tenha todo o conjunto universo
U como solucao. Algumas literaturas definem também

[A]° = supp (A).

Para o caso acima, [A]° é definido pelo menor subconjunto cléssico fechado de U que
contém o suporte de A.

E importante deixar claro que do modo como foi definido o O-nivel tem-se consisténcia
apenas se U for um espago topolégico. Para definigdes de espacos topologicos consulte [14].

A Figura 3.21 generaliza a representacdao de um a-nivel.
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o(z)

pa(z)
1, ,,,,,,,,

e .
0 1 2 3

Figura 3.21: Representagao geral de um a-nivel.

Exemplo 3.25. Considere os subconjuntos fuzzy A e B do Exemplo 3.12

x , sex € [0;1] r—1 |, sex€l;2]
pa(r)=32—2 ,sexe(l;2] e ppx)=43—x ,sexe(2;3
0 , caso contrario 0 , caso contrario

Determina-se os a-niveis de A utilizando a Definicao 3.23, assim @4(x) > a com
0 <a<1,logo:

i) Se z € [0;1] tem-se

pa(z) =2 o
=1z >a. (3.9)

ii) Se x € (1;2],

pa(z) = a
=2—xT>«
= -—x>a—2
=< —a+2. (3.10)

Comparando as Equacoes (3.9) e (3.10)
a<r<-—a+4+?2

=z € [a;—a+ 2.

Escreve-se,
[A]* = [a; —a+ 2]. (3.11)
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A Figura 3.22 apresenta a representacao grafica.

p()
pa(z)
1, ,,,,,,,, AN
L x
0 1 2 3

Figura 3.22: Representacgao grafica do a-nivel do conjunto fuzzy A.

Note que dado um valor para « é possivel determinar o intervalo procurado, por
exemplo, se a = 0,5 tem-se
[A]™* = 10,5;1,5],

ou seja, todos os a-niveis de valores maiores do que ou iguais a 0,5 estao contidos neste
intervalo.

Podemos determinar os a-niveis de B de maneira analoga, utilizando novamente a
Definicao 3.23. Assim

i) Se x € [1;2]

¢p(z) >
=zrz—1>a
=z>a+ 1. (3.12)

ii) Se z € (2;3]

pp(T) > a
=3—-z>a
= -—x>a—3
=< —a+3. (3.13)

Comparando as Equagoes (3.12) e (3.13)

a+l<zr<—-a+3
=z €la+1l;—a+3

Logo
[B]* =[a+1;—a+3]. (3.14)
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A representacgao grafica é apresentada na Figura 3.23.

Figura 3.23: Representagao grafica do a-nivel do conjunto fuzzy B.

Observe que para o = 0, 3 tem-se
[B]*? = [1,3;2,7].
O Exemplo 3.26 apresenta o caso em que [A]° = U.

Exemplo 3.26. Determinemos os a-niveis do subconjunto fuzzy A de U = [0;1] com
funcao de pertinéncia
oa(r) = 4(x — 2?).

Podemos reescrever a funcao de pertinéncia como
oa(r) = —42? + 4. (3.15)
E utilizando a Defini¢ao 3.23 tem-se

pa(z
= —41? + 4x

AVARLY,

= —2’ +

v

a
o)
o
4
0.

= -2t +x—

vV

(3.16)

>0 g

Determinando as raizes da Equagao (3.16) tem-se
—14/1-4-(=1) (—a/4)
2-(=1)
1
=z =7 (1£vI=a). (3.17)

Tr =
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Para a = 0 tem-se
1
=z €{0;1}. (3.18)

Determinando as coordenadas do vértice da Equagao (3.15) para a = 0 tem-se

41
Ty = 9 (_4) = 9 (3-19)
% 411654) =1 (3.20)

Logo das Equacoes (3.19) e (3.20) tem-se a coordenada do vértice V = (1/2;1).

Como o termo quadratico da Equacao (3.15) é menor do que zero, a concavidade do
grafico sera para baixo, da Equagao (3.18) tem-se as raizes e das Equagoes (3.19) e (3.20)
tem-se o vértice da parabola. A Figura 3.24 mostra a solucao.

T

0.5 0 0.5 1 15
Figura 3.24: Representacao grafica de ¢4 quadratica.

Deste modo, das Equagoes (3.16) e (3.17) e da solugao da Equagao (3.17) tem-se

1— 1—oz<x<1+\/1—oz'
2 - = 2
Logo

A (3.21)

[1-VI-a 1+yV/1-a
- 2 ’ 2 '

A representagao grafica é apresentada na Figura 3.25.
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L e e

0.5 0 0.5 1 15
Figura 3.25: Representagao grafica do a-nivel para uma fun¢do quadratica.

Deste modo, utilizando o resultado da Equagao (3.21) para a = 0,36 tem-se

A [1—/T—0,36 1+ /T—0,36 —0,36]
2 ! 2

(1— /0,64 1+ /0,6
L A 0,61, 1+ 0,6]

I 2 2
1-0,8 1+0,8
— [A]036 — O, 7}
[A] 5 3
0,2 1,8
147086 — | D2, v}
DL

= [A]%% =[0,1;0,9].

Observe que neste exemplo considerando o = 0 tem-se

[A]” = supp (4) = (0;1) = [0;1] = U.
Logo, [A] =U.

Proposicao 3.27. Seja A um subconjunto fuzzy de U. Assim para todo o e 8 tal que
0<a<pg<1 tem-se
[A)7 € [A]".

Demonstracio. Separando em dois casos:

i) Primeiramente supor que a > 0. Se x € [A]® da Defini¢do 3.23 a fungdo de perti-
néncia deve ser maior que o a-nivel, ou seja, p4(z) > .

Por hipotese tem-se o < 3, entao é possivel escrever
a< B < pa(r).

Assim, p4(x) > « o que implica que x € [A]*.
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ii) Supor que a = 0.

i) Se f = 0 entao o resultado segue de imediato ji que por defini¢do os suportes
sao iguais.

ii’) Se 8 > 0, novamente utilizando a Definicio 3.23 tem-se que z € [A]?, assim
wa(x) > B > 0. Logo, em particular, p4(x) > 0, e assim, = pertence ao
suporte de A, e consequentemente x pertence ao zero-nivel de A pois supp (A)

estd contido em supp (A) = [A]°. Portanto, segue que [A]° estd contido em
[A]°.

Assim, pa(x) > 0, lembre-se de que para o = 0 tem-se [A]° = {z € U: pa(x) > 0}
ou [A]° = supp (A), ou seja, x € [A]P.

Portanto de i) e ii’) tem-se que [A]? C [A]*. O

A Figura 3.26 ilustra a Proposicao 3.27.

x
-0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 3.26: Representagao grafica da inclusao de a-niveis.

Proposigao 3.28. Para o caso em que A for um conjunto cldssico, tem-se que para todo
a € (0;1] implica que [A]* = A.

Demonstragio. (=) Se x € [A]* entdo xa(z) > a > 0, ou seja ya(x) > 0 e como A é um
conjunto cléssico, xa(z) = 1 o que implica que = € A, para todo « € [0; 1].

(<) Se x € A, como tem-se um conjunto cldssico podemos escrever x4 = 1, o que
implica que x € [A]°.

Portanto [A]* = A. O

Exemplo 3.29. Considere conjunto classico A = [1;5] do Exemplo 3.2. Na Figura 3.27
nota-se que [A]* = A para todo « € (0;1].

(2) 1,sexe€|l;5]
x) = :
XL 0,sex¢[1;5]
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xa(z)

,_.
I
I
e
e

4]
-1 0 1 2 3 4 5 6

X

Figura 3.27: Representagao do a-nivel de um conjunto cléssico.

Teorema 3.30. Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U. Entdo A = B se, e somente se,
[A]* = [B]* para todo a € [0, 1].

Demonstragio. (=) [15] Supondo que A = B tem-se entdo pa(x) = pp(r) para todo
x € U, e utilizando a Definicao 3.23 tem-se

i) Para a >0,

ii) Para a =0, tem-se

[A]" ={z € U: pa(z) > 0} ={z € U: ¢p(z) > 0} = [B]’

Assim, por i) e ii) tem-se [A]* = [B]*.

(<) Assumindo [A]* = [B]* suponha por absurdo que A # B, deste modo, existe
algum zq € U tal que @a(xg) # ¢p(xo). Desta maneira tem-se que @4(xg) < @p(zo) ou
pa(0) > ¢p(zo).

Tomando sem perda de generalidade [2], ¢4(x¢) < ¢p(zo), considerando ¢p(zy) = «
tem-se 4(zo) < a. Note que se o € [B]* = [B]#?#®) como ¢a(z¢) < wp(z¢) entdo
zo & [A]* = [A]#5(=0), Deste modo, existe um a-nivel @g(zo) tal que [A]#5@0) £ [B]#s(z0),
ou seja [A]* # [B]*, o que contradiz a hip6tese que [A]* = [B]*. A Figura 3.28 apresenta,
uma representacao.

Portanto, A = B.
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Figura 3.28: Representagao da diferenca de alfa niveis.

]

Definicao 3.31. Um subconjunto fuzzy A é chamado normal se todos os seus a-niveis
forem nao vazios, ou seja, [A]' # @.

Definicao 3.32. O ntcleo de conjunto fuzzy A é definido pelos elementos que possuem
total associagdo com o conjunto fuzzy A, isto é,

Nuc (A) = [A].

Lembre-se que de acordo com a Definicao 3.8, o suporte de um conjunto fuzzy A é
formado pelos elementos que possuem associacao nao nula com o conjunto.

Definicao 3.33. O didmetro ou largura de um conjunto fuzzy é definido pelo tamanho
de seu 0—nivel, ou seja, o = 0, e esta associado com a maior incerteza.

Exemplo 3.34. Seja o conjunto fuzzy D com funcao de pertinéncia dada por

T , se x € [0;1]
1 , se x € (1;3]
€Tr) =
#p(@) 4—x , sex € (3;4]
0 , caso contrario

A Figura 3.29 apresenta a representagao grafica da fungao de pertinéncia ¢p(x).
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o
Figura 3.29: Representagao do conjunto fuzzy ¢p(x).

Utilizando a Figura 3.29 e as Definigbes 3.8 (Suporte), 3.32 (Nucleo) e 3.33 (Didmetro),
tem-se
supp (D) = (0;4), Nuc (D) = [1;3] e Diam (D) = 4.

Na Figura 3.30 tem-se as representagoes do suporte, nicleo e didmetro de pp(x).

T 0 1 2 3 4 5
Figura 3.30: Representagao do suporte, nicleo e didmetro conjunto fuzzy ¢p(z).

Exemplo 3.35. Tomando os conjuntos fuzzy A e B do Exemplo 3.12, e considerando a
uniao e interseccao, tem-se a Figura 3.31.
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~ﬁl\hlc (AUB)

0.5 | pauB(T) 05 i
Diam (AU B
fam ( ) | supp (AN B)
supp (AU B) \
x : x
0 1 2 3 0 1 2 3

(a) (b)

Figura 3.31: (a) Representagdo da unido dos conjuntos fuzzy A e B; (b) Representagiao
da interseccao dos conjuntos fuzzy A e B.

Da Figura 3.31 e das Definigbes 3.8 (Suporte), 3.32 (Nucleo) e 3.33 (Didmetro), tem-se
i) Para a unido

supp (AU B) = (0;3), Nuc (AU B) ={1;2} ¢ Diam (AU B) = 3.

ii) Para a intersecgao

supp (AN B) =(1;2), Nuc (ANB) =@ e Diam (AN B) = 1.

Os exemplos deste trabalho sao apresentados utilizando conjuntos fuzzy convexos. O
Exemplo 3.36 é o inico em que ¢é apresentado um conjunto nao convexo. Para o leitor
que deseja se aprofundar na defini¢do deste tipo de conjunto, consulte [2, 3, 19].

Exemplo 3.36. Note que da maneira como a Defini¢ao 3.33 (Didmetro) foi apresentada,
para conjuntos como a Figura 3.32 o diametro nao estaria definido porque a uniao nao
é um intervalo. Para casos deste tipo, alguns autores utilizam uma técnica chamada
complementagao ou envelopamento [16].
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0.5 1

o 1 2 3 4 5
Figura 3.32: Conjunto fuzzy sem didmetro.

Proposicao 3.37 ([15]). Sejam A e B subconjuntos fuzzy. Entdo sao vadlidas as sequintes
propriedades para 0S a-niveis:

1. [AU B]* = [A]*U [B]*.

2. [An B]* = [A]* N [B]~.

Demonstracao.
1. Para [AU B]* = [A]* U [B]*, tem-se

i) Se x € [AU B]* tem-se que pelas Definigoes 3.11 e 3.23 que
paup(r) = max{pa(z); pp(x)},

ou seja,
) pa(x), se pa(z) > p(z)
paup(T) =
vu(2), se pa(r) < pp(r)
Deste modo, p4(z) > o ou pp(x) > «, entdo x € [A]* U [B]~.
Logo, [AU B]* C [A]* U [B]*.
ii) Se x € [A]*U[B]* utilizando as Defini¢oes 3.11 e 3.23, tem-se x € [A]* ou z € [B]*.

Logo, wa(x) > a ou pg(x) > a. Assim, tem-se max{pa(x); pp(x)} > «a, entdo
waup(r) > o« implicando que = € [AU B]*.

Assim [A]* U [B]* C [AU BJ“.
Portanto, por i) e ii) tem-se que [A U B]* = [A]* U [B]*.

2. No caso em que AN B = @ nao ha nada a se provar. Supondo AN B # &.

i) Se x € [AN B]* tem-se que pelas Definigoes 3.13 e 3.23 que

panp(z) = min{pa(z); pp(z)},
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ou seja,

o = Jeal@), se pa(z) < pp(r)
@ anp(T) {903(96), se 94(2) > op(a)

Deste modo,

pa(r) > min{pa(r); pp(r)} > o= palr) > a =z € [A]%,

ep(z) = min{pa(z);pp(r)} > a = ¢p(z) = a =z € [B]".
Tem-se que x € [A]* e x € [B]?, assim x € [A]* N [B]*
Logo, [AN B]* C [A]* N [B]*.
Se x € [A]* N [B]* utilizando as Defini¢oes 3.13 e 3.23, tem-se que @a(x) > «a e
pp(z) > a. Logo,
panp(z) = min{pa(2); pp(z)} > .
Deste modo, z € [AN B]*.
Assim [A]* N [B]* C [AN BJ“.
Portanto, por i) e i) tem-se que [A N B]* = [A]* N [B]“~.
[

Exemplo 3.38. Utilizando a unido dos conjuntos fuzzy A e B do Exemplo 3.12 nota-
se que o a-nivel pode ser formado pela uniao de conjuntos disjuntos. Na Figura 3.33
verifica-se este fato para a = 0, 6.

o(z) o(r)
wa(r) ep(r)
1 AR T
| | 0.5 f ! v \Paur(z)
e/ 0\ [AUB]* [AUB)
0 1 2 3 : 0 1 2 3 !
(a) (b)

Figura 3.33: (a) Representagao dos a-niveis dos conjuntos fuzzy A e B; (b) Representagao
do a-nivel como uniao disjunta.

Utilizando as Equagoes (3.11) e (3.14) e considerando o = 0, 6 tem-se:
[A]* = o —a + 2]
= [A]”® =10,6;—0,6 + 2]
= [A]"* = [0,6;1,4],
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e
[B]* =[a+1; —a + 3]
= [B]*% =[0,6 + 1; 0,6 + 3]
= [B]"* =[1,6;2,4].
Portanto,

[AU B]*S =[0,6;1,4] U[1,6;2,4].
Note também que [A U B]* = [A]* U [B]?, que estd de acordo com a Proposigao 3.37.

Exemplo 3.39. Novamente utilizando os conjuntos A e B do Exemplo 3.12, agora para
a interseccdo como pode-se notar na Figura 3.34.

[A]* N [B]* [An B]

Figura 3.34: (a) Representacao dos conjuntos fuzzy A e B e sua intersecgao; (b) Repre-
sentacao do a-nivel como interseccgao.

Considerando o = 0,4 e utilizando as Equagoes (3.11) e (3.14) tem-se
[A]* =[a; —a + 2]

[A]"* =[0,4; —0,4 + 2]
A" =[0,4;1,6]
€
[B]* =[a+1; —a + 3]
[B]°* =[0,4+1; 0,4 + 3]
[B]** =[1,4;2,6]
Portanto,

[AN B]** =[0,4;1,6]N[1,4;2,6] = [1,4;1,6].
Veja que [A N B]* = [A]* N [B]%, que estd de acordo com a Proposigao 3.37.

No proximo Capitulo, serda apresentado um dos principios mais importantes na Teo-
ria dos Conjuntos Fuzzy, o principio da extensdao de Zadeh que mostra como aplicar os
conjuntos fuzzy utilizando funcoes.



4 O principio da extensao de Zadeh

Constantemente estende-se os conceitos da teoria de conjuntos classicos para a teoria
de conjuntos fuzzy, e o método geralmente utilizado foi proposto por Lotfi Asker Zadeh
(1921-2017) sendo chamado de Principio de Extensdo de Zadeh. De manecira geral
pode-se pensar que este principio leva conceitos matematicos nao fuzzy para conceitos
fuzzy. Para mais definigoes a respeito de fungoes da teoria classica, consulte [9, 11].

Uma funcao classica, f: A — B é formada por trés partes, sendo A o dominio, B
o contradominio e uma regra ou lei de formacao que permite associar cada elemento
xr € A a um unico elemento f(x) =y € B, este por sua vez chamado imagem. Escreve-se
geralmente x +— f(x) para indicar que f leva z em f(x). A Figura 4.1 apresenta uma
representacao por diagrama.

Imagem

Dominio Contradominio

Figura 4.1: Diagrama para uma fungao classica.

O gréafico de uma func¢ao f: A — B é o subconjunto G(f) do produto cartesiano
A x B formado pelos pares ordenados (z, f(z)), onde z € A [9]. Assim,

G(f) ={(v,y) € Ax B; y= f(v)},

tem-se também que duas funcoes serao iguais se, e somente se, possuem o mesmo grafico.

Uma funcao f: A — B é chamada injetiva quando, dados quaisquer x,y € A, tiver-
mos que f(z) = f(y) implicar x = y. Ou o mesmo que para x,y € A, se x # y implicar
que f(z) # f(y) com f(x), f(y) € B.

J& uma funcéo f: A — B chama-se sobrejetiva quando para todo y € B existe um
xr € A tal que f(z) =v.

Quando uma funcao f: A — B for ao mesmo tempo injetiva e sobrejetiva sera chamada
bijetiva.

o7
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Dada uma fungao f: A — B, considerando Y C B a imagem inversa de Y pela
funcio f é o conjunto f~1(Y"), formado por todos os & € A tais que f(z) =y € Y. Logo

[Y)={zeX; flx) eY}

Tendo em vista a funcao classica f: X — Y o Principio de Extensao de Zadeh ¢
descrito da seguinte forma [17]:

i) O grau de pertinéncia de f(z) =y € Y (contradominio), é o mesmo de x (dominio).

ii) Seum f(z) =y €Y for imagem de mais de um valor  do dominio, o seu grau de
pertinéncia serd o maior dos graus dentre os = que levam a f(z).

Antes de realizarmos a definicao formal para o principio da extensao, veja o Exem-
plo 4.1.

Exemplo 4.1. Seja a fungdo f: R — R definida por f(z) = x. Considere o subconjunto
fuzzy A C X com func¢ao de pertinéncia

r—1 ,sexell;2]
palz) =43 -z , sex € (2;3

0 , caso contrario

Analisando a Figura 4.2 e a Tabela 4.1 nota-se que

i) A Tabela 4.1 mostra na primeira coluna os valores de = (dominio); a segunda coluna
apresenta o valor da pertinéncia @4 (z) calculados de acordo com o intervalo de x e
os casos descritos no enunciado do Exemplo 4.1; a terceira coluna mostra os valores
de f(z); e a ultima coluna apresenta a pertinéncia de f(x) tendo em vista que o
grau de pertinéncia de x é o mesmo para f(x).

0 0 0
1 0 1 0
1,5] 0,5 | 1,5 0,5
2 1 2 1
2,51 0,5 | 2,5 0,5
31 0 3 0
L1 0 4 0

Tabela 4.1: Extensao de Zadeh para f(z) = x.

ii) A Figura 4.2 (a) representa a fungdo de pertinéncia para p4(x), que representa os
numeros proximos de 2. Nota-se que o quando z = 2 tem-se a maior pertinéncia
possivel, e a medida que x se afasta do ntimero 2 a pertinéncia diminui, sendo a
menor possivel em z =1 e x = 3.

iii) Ja a Figura 4.2 (b) representa a fungao f: R — R definida por f(z) = z, e o dominio
foi restrito em [0;4, 5] de maneira ao eixo x da Figura 4.2 (a) ficasse alinhado com
o eixo z da Figura 4.2 (b).
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iv) Na Figura 4.2 (c¢) tem-se a fungdo de pertinéncia para f(z) respeitando o fato de
que a pertinéncia de f(z) é igual a pertinéncia de z.

o) val
1 e
(a)
0 4 ‘
flz) =
.l 7
s\@
3 1
PR (b)
1 1
0 :
w(f(z))
1 S
()
P (@)
‘ f(x)
0 4

Figura 4.2: Principio de extensao de Zadeh. (a) Funcdo de pertinéncia de ¢(x); (b)
Representacao para f(z); (¢) Fungao de pertinéncia para PR A)( f(x)).

A Figura 4.2 ndo é a forma usual de se apresentar o principio de extensao nas literaturas
sobre matemética fuzzy. Normalmente é apresentado o grafico de x x f(x), e a funcao de
pertinéncia para x, ou seja, v 4(x) fica representada abaixo do eixo horizontal enquanto que
a funcdo de pertinéncia de f(z) denotada como PR A)( f(z)) fica representada a esquerda
do eixo vertical. Veja o Exemplo 4.1 representado da forma usual na Figura 4.3.
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Figura 4.3: Principio de extensao de Zadeh modo usual.

Definigdo 4.2 (Principio de extensdo de Zadeh). Seja f: X — Y e A um subconjunto
fuzzy de X. A extensao de Zadeh de f é a funcao f que, aplicada a A, fornece o

o~

subconjunto fuzzy f(A) de Y, cuja fun¢ao de pertinéncia é dada por

sup @a(z) ,se [T y) # @
SDf(A)(Y) =W )
0 ,se f[7Hy) =@

com f~! = {z; f(x) = y} é a pré imagem de y e o simbolo sup representa o operador
supremo.

~

Observe que se f for bijetiva, a funcdo de pertinéncia de f(A) é dado por P A)(y) =

sup @a(z), ja que dado y € Y existe um tinico x € X com f(x) =y, e assim f~1(2) # @.
=)
Observe que desta unicidade tem-se a garantia de que sups—1,9a(z) = @a(f7'(y)) e
assim @7, (y) = a(f71(y))-

Os Exemplos 4.3 e 4.4 apresentam fungoes bijetivas onde foi aplicado o Principio de
Extensao de Zadeh.

Exemplo 4.3. Seja a fungao f: R — R definida por f(z) = 2z. Considere o subconjunto
fuzzy A C X com funcao de pertinéncia

r—1 ,sexe€ll;2]
palx) =¢3—z , sex € (2;3

0 , caso contrario

A Tabela 4.2 apresenta alguns valores para o5 A)( f(z)) utilizando o principio da ex-
tensao de Zadeh.
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|2 [ pal) [ f2) | o4(f(2)) |
0] 0 0 0
1] 0 2 0
1,5] 0,5 | 3 0,5
2 1 4 1
2,51 0,5 | 5 0,5
31 0 6 0
L1 0 8 0

Tabela 4.2: Extensao de Zadeh para f(z) = 2z.

A Figura 4.4 mostra a representacao grafica.

flx)=y N
8 Y
S
6+ - /
‘ (b)
47 777777777 I I
2f-- :
| i N

1 0 1 2 3 4 5

Figura 4.4: Principio de extensao de Zadeh. (a) Fungao de pertinéncia para Ph A)( f(z));
(b) Funcao f(x) = 2x; (c) Funcdo de pertinéncia de p4(x); (d) Representacao do principio
da extensao de Zadeh.

Exemplo 4.4. Considere a fungao f: R — R definida por f(z) = 3z + 1. Considere o
subconjunto fuzzy A C X com fungao de pertinéncia

r—1 | sex€[l;2]
palx) =93—x , sexe (23
0 , caso contrario
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A Tabela 4.3 apresenta alguns valores para ¢ A)( f(z)) utilizando o principio da ex-
tensao de Zadeh.

|z [eal@) | f@) [ o5 (f @) |

0] 0 1 0
1 0 4 0
1,5| 0,5 | 5,5 0,5
2 1 7 1
2,5 0,5 | 8,5 0,5
31 0 10 0
41 0 13 0

Tabela 4.3: Extensao de Zadeh para f(z) = 3z + 1.

A Figura 4.5 mostra a representacao grafica.

Figura 4.5: Principio de extensao de Zadeh. (a) Funcao de pertinéncia para P A)( f(x));
(b) Funcao f(z) = 3z + 1; (¢) Funcdo de pertinéncia de ¢4(x); (d) Representacao do
principio da extensao de Zadeh.

O Exemplo 4.5 apresenta f nao bijetiva.
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Exemplo 4.5. Considere a funcio f: R — R definida por f(z) = 2% Considere o
subconjunto fuzzy A C X com fungao de pertinéncia

r—1 ,sexe€ll;2]
palr) =<3—z | sex e (23]

0 , caso contrario

A Tabela 4.4 apresenta alguns valores para p5 A)( f(z)) utilizando o principio da ex-
tensao de Zadeh.

T [0a@ [T@ [e7g0 @]  [= [ea@ [T@ [e700@) ]

0 0 0 0 0 0 0 0
—1 0 1 0 1 0 1 0

—-1,5 0 2,25 0 1,5 0,5 [2,25 0,5
-2 0 4 0 2 1 4 1

—2,9 0 6,5 0 2,5 0,5 6,5 0,5
-3 0 9 0 3 0 9 0
—4 0 16 0 4 0 16 0

Tabela 4.4: Extensao de Zadeh para f(zr) = 2.

Note que na tabela da esquerda os valores de @4 () sdo todos iguais a zero, e conse-
quentemente os valores de ¢ A)( f(z)) também sao zero. Ja no lado direito, os valores
de pa(x) assumem valores de acordo com a fungdo de pertinéncia do conjunto fuzzy A,
e deste modo, conserva-se o valor da pertinéncia para f(x). Como tem-se dois valores
diferentes de x que levam a valores iguais para f(x) conforme a Defini¢do 4.2 devemos
escolher o sups-1(,¢4(x), ou seja, o maior valor para a pertinéncia de x no dominio, veja
a Figura 4.6.
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T @) =y
\ #) (@) 10 |
| =

1 1 : 1 —  f(z)

—10 -5 0 45 10

4 —9 0 2 4 —4 —2 0

Figura 4.6: Principio de extensao de Zadeh. (a) Fungao de pertinéncia para o A)( f(z));
(b) Funcio f(z) = z%; (c) Funcio de pertinéncia de ¢ 4(x); (d) Representagao do principio

da extensao de Zadeh.

E importante notar também que diferente dos Exemplos 4.1, 4.3 e 4.4 a pertinéncia de

wa(x) é da forma triangular abaixo do eixo x, e que a pertinéncia de ¢ 7a) (f(x)) apresenta

uma certa curvatura, que tem a ver com o formato da pardbola formada por f(z) = 2.

Os Exemplos 4.6 e 4.7 apresentam exemplos interessantes em que a funcao de perti-
néncia de ¢ A)( f(z)) apresenta formas diferentes da triangular.

Exemplo 4.6. [3] Aplicagdo do principio de extensdo para o conjunto fuzzy triangular
A = (3;5;8) com funcao

@) —0,2(x —5)?+5 ,se0<x<5H
x) = )
0,2(x—5)2+5 ,seb<xz<10

De acordo com a forma triangular do conjunto fuzzy A tem-se a fun¢ao de pertinéncia

(x—3)/2 , sex € [3;5]
oalz) =3 (—x+8)/3 , sex € (58§
0 , caso contrario

A Tabela 4.5 apresenta alguns valores “aproximados” para @a(z) e ¢5 A)( f(z)) utili-
zando o principio de extensao.
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|2 [ pale) | f(2) | o5, (f@) ]
0] 0 0 0
1] 0 |18 0
21 0 |32 0
31 0 |42 0
41 0,5 | 4,8 0,5
51 1 5 1
6 | 0,66 | 5,2 0,66
710,33 5,38 0,33
8] 0 |63 0
9 0 |82 0
0] o 10 0

Tabela 4.5: Principio da extensao.

A Figura 4.7 mostra a representacgao grafica.

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura 4.7: Principio de extensdo de Zadeh exemplo; (a) Fungdo de pertinéncia para
gpf(A)(f(x)); (b) Func¢do f(x); (c) Funcdo de pertinéncia de 4 (z); (d) Representagao do
principio da extensao de Zadeh.

Exemplo 4.7. [3] Aplicagdo do principio de extensdo para o conjunto fuzzy triangular
A = (—2;2;3) com fungao f: R — R com lei de formagao f(x) = x°.
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De acordo com a forma triangular do conjunto fuzzy A tem-se a funcao de pertinéncia

A Tabela 4.6 apresenta alguns valores para PR A)( f(z)) utilizando o principio da ex-

(x+2)/4 , sexe[-2;2]
walx) (—x+3) , sexe€ (23]
0 , caso contrario

tensao.
"7 [ea@ [T [ep0l@) ] [ 7 [ea@ [F@) 050 @) |
0 0,5 0 0,5 0 0,5 0 0,5
-1 0,25 1 0,25 1 0,75 1 0,75
—1,5] 0,125 | 2,25 0,125 1,5 1,75 | 2,25 1,75
—2 0 4 0 2 1 4 1
—-2,5 0 6,5 0 2,51 0,5 6,9 0,5
-3 0 9 0 3 0 9 0
—4 0 16 0 4 0 16 0

Tabela 4.6: Principio de extensdo f(z) = 2°.

Novamente, como no Exemplos 4.5 tem-se que valores diferentes de x nos levam ao
mesmo valor de f(x), deste modo, de acordo com a Defini¢ao 4.2 serao utilizados os valores
de x com maior pertinéncia no dominio, ou seja supy-1,@a(z). A Figura 4.8 apresenta
a representacao grafica.

A Figura 4.7 mostra a representacao grafica.
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w(f(l')l)i fl@)=y

sup -1 (y) ()

Descartados

\)‘1

I SR 477 77777
\g
~10 5 | L .
-4 2 1T

4 -2 0 2 1 -4 -2

Figura 4.8: Principio de extensdo de Zadeh para funcdo quadratica; (a) Fungao de per-
tinéncia para @ﬂA)(f(a:)); (b) Fungao f(x); (c) Fungdo de pertinéncia de @a(x); (d)
Representagao do principio da extensao.

Conforme pode-se observar nos Exemplos 4.1, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7, quando a funcao
é bijetiva y = f(z) possui mesmo grau de pertinéncia de x. Deste modo considerando
f~1 a funcao inversa de f, se a funcdo é bijetiva tem-se

F ) =A{x; flx) =y}

Tomando A como um subconjunto fuzzy de X, com fungdo de pertinéncia pa(x),

o~

sendo f bijetiva tem-se a fun¢do de pertinéncia f(A) dada por

P74 (y) :Supffl(y)SOA(x)
= PFa) (y) :Sup{x;f(x):y}@A(@
= ©54)(Y) =SUP (e p-1¢y0a(T)
= o5 Y) =pa(f7 (1))

Tem-se que para um subconjunto fuzzy enumeravel de X o principio da extensao de
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~

f aplicado a A, é o subconjunto f(A) de Y [2], tendo fungdo caracteristica

P74 (y) :Supf_l(y)XA(x)

= L7)Y) =xs0) ()

~

Assim, tem-se que a fun¢do de pertinéncia do conjunto fuzzy f(A) coincide com a
funcao caracteristica do conjunto classico (crisp) f(A),

f(A) = f(A).

No caso em que A for um conjunto classico [A]* = A para todo a € [0;1] conforme
visto na Proposicao 3.28 e o Exemplo 3.29. Logo

[ =[f (A

~

= [F(AF =f(4)

= [J(A]* =F(A]%).

Teorema 4.8. [18] Sejam f: X — Y uma fungdo continua de A um subconjunto fuzzy
de X. Entdo, para todo o € [0, 1] tem-se

LA™ = F([A]Y).
Note que, em termos gerais, é possivel determinar os a-niveis da seguinte maneira [15]

[FA)* = | inf f(x); sup f(z)].
zE[A]> zE[A]e
Demonstragio. [12] Seja y € f([A]*) entao existe xy € X tal que f(zg) =y e pa(zo) > a,
como xy pertence ao conjunto das imagens inversas de y, tem-se

i) = suppaypa(r) = walzo) > o,

o~

logo, y € [f(A)]". R
Tem-se também que, seja x € [f(A)]*, isto &, @7, (x) = a. Assim fHz) # 2 e

(4)
(AP N i) # @

Deste modo,

P (T) = SuPye-1(2)PA(Y)
P (%) = SUPye -1 (a)npapPa(y)-

Existe yo € f~!(x) N [A]° tal que

SUDye -1 ()n(apPA(Y) = va(o)-
Deste modo, ¢4(yo) > «, e como f(yo) = = segue que = € f([A]Y). ]
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Do Teorema 4.8 tem-se que os a-niveis de um conjunto fuzzy obtidos pelo principio
de extensdo coincidem com as imagens dos a-niveis da fungao classica (crisp).

Exemplo 4.9. [2] Do Exemplo 3.26 tem-se o subconjunto fuzzy A de U = [0;1] com
funcao de pertinéncia
oa(r) = 4(x — 2?).

Os a-niveis sdo dados pela Equagdo (3.21) e podem ser vistos na Figura 3.25

1_m;1+ml'

[A]a:[ 2 2

Considere a fungao f: RT™ — R com lei de formacio dada por f(z) = z2. Aplicando
o principio de extensao do Teorema 4.8 tem-se

o~

FAN = (A1)
= e :[ inf f(a): sup f<x>]

velAl ze[A]e
i
= f([A") = [f (ﬁ) . (uémﬂ

1++vV1—«a

= f([A]?) ;( 5 )2] (aplicando f(z) = z?)

}

~

(=)
LF(A)"

“)

A
= f([A

Logo,

Y

Fa = [(1 ey

(=)

Utilizando a Equagao (4.1) tem-se os a-nivies:

2 <1+m>2]

4
E
I
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Tem-se também,

1= yT=0 14+ I=0
O e e
= [A]° = 1_2ﬁ;1+2ﬂ]
= (A =[0/2:2/2)
= (AP =[0; 1

o~

Portanto, para a = 0 tem-se [f(A)]° = [0;1] e [A]° = [0; 1].
i) a=3/4;

W

_Z 1—2-1-/1/44( 1/4)2)'<1_|_2.1. 1/4_,_(\/@)2)]

R i 1-14%1/4> ;<1-+14+1/4>1 4

(
:>[“@4”3ﬂ1__:<0—t;/4>; <2+Q}/4>]
(

MPM_’1—JL—W41+\M—3ml

N 2 ’ 2

:>[A]3/4: -1_m.1+m1
2

2
1-0,5 1+0,5
3/4: )Y, )
= [P = |
1/2 3/2
3/4 _ | 1/%.9/%
- lapr = (1222

= [AP =[1/4;3/4].

Portanto, para o = 3/4 tem-se [f(A)]*/* = [1/16;9/16] e [A]*/* = [1/4;3/4].
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i) o =1;

<[4 (57|
s[5 (4]
= [f(A)] (1;0) <1;o”
s =[G) ()]

)

= [F(A) =[1/4;1/4]

Também,
[A]l—_l_‘/l_l-H‘/l_l
2 ’ 2
[1—-+v0 1+0
Al = :
= 4] 2 2 ]
1—0 140
Al = ]
= 4] 2 29

= (A" =[1/2;1/2].

Portanto, para o = 1 tem-se [f(A)]' = {1/4} e [A]' = {1/2}.

Na Figura 4.9, é possivel ver os valores de a para o Exemplo 4.9.

Figura 4.9: Principio de extensao de Zadeh por a-nivel.

Defini¢ao 4.10. Sejam f: X XY — Z e, A e B subconjuntos fuzzy de X e Y, respec-
tivamente. A extensdo f de f aplicada a A e B, é o subconjunto fuzzy f(A, B) de Z,
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cuja fungao de pertinéncia é dada por

sup  [min{pa(z); 0By} , se fl(z) £ @
PRap(2) = EWef) |
7 0 s e = o

com f(z) = {(z,y); f(x,y) = z}.

Observacao 4.11. No Exemplo 4.12 a notacao utilizada apresenta um subconjunto fuzzy
com elementos na forma “pertinéncia / elemento”. Tal notagao é utilizada em algu-
mas literaturas sobre conjuntos fuzzy, e nao deve ser confundida com uma divisdo como
normalmente o simbolo “/” indica.

Exemplo 4.12. [2] Seja f: R x R — R a fun¢ao dada por f(x,y) = x +y. Considere os
subconjuntos fuzzy finitos de R

A=0,4/3+0,5/44+1/5+0,5/6+0,2/7,
B =0,2/6+0,5/74+1/840,5/9+0,2/10.
Determinar o grau de pertinéncia de z = 10 em f(A, B).
Para a determinacao de z = 10 a Tabela 4.7 apresenta um resumo dos valores das
pertinéncias dos elementos cuja soma ¢é 10.

2]y 2+y==2]pal@) | pp(x) [ min{po(z); ps(y)} |
3[713+7=10] 0.4 | 0,5 0.4
4(6(4+6=10] 0,5 | 0,2 0,2

Tabela 4.7: Pertinéncia de elementos.

Utilizando a Definicao 4.10 tem-se
Pfap (10) =sup[min{pa(z); ¢5(y)}]
= @J?(A’B)(IO) =max{0,4;0,2}
= gof(A’B)(lO) ={0,4}.

Portanto, ¢, B)(10) =0,4.

Exemplo 4.13. [12] Utilizando os subconjuntos fuzzy finitos de R do Exemplo 4.12, seja
f: R xR — R definida por f(z,y) = 2* 4+ y, determinar a fungao de pertinéncia dos
elementos z = 10 e z = 25 em f(A, B).

i) Para z = 10, note que nao se tem valores nos subconjuntos fuzzy A e B tal que
f(x,y) = 2% + y seja igual a 10, assim utilizando a Defini¢ao 4.10,

ii) Para z = 25, tem-se a Tabela 4.8,
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2]y 2 +y =2 | pale) | @p(x) | min{pa(z); o5(y)} |
(4][9]4°+9=25] 0,5 [ 0,5 | 0,5 |

Tabela 4.8: Pertinéncia de elementos.

Da Definicao 4.10 tem-se
PFA,B) (25) = Sup[min{SOA ('I)v ¥B (y)}]
= @J?(A7B)(25) =max{0,5;0,5}
= SOJ?(A7B)(25) :{0, 5}

Logo, <pj¢<A’B)(25) =0,5.

No préximo Capitulo serd desenvolvido a no¢ao de niimero fuzzy e como sao realizadas
as operagoes aritméticas com estes niimeros.



5 Aritmética fuzzy

Este capitulo apresenta as definicbes a respeito de niimeros fuzzy, tipos de ntmero
fuzzy e apresenta as formas de realizar operagdes aritméticas com estes niimeros.

5.1 Numero fuzzy

Definicao 5.1. Um conjunto fuzzy A é chamado de nimero fuzzy se as seguintes
condigoes sao satisfeitas [2, 15]:

i) A é subconjunto fuzzy de U = R;
ii) O ntcleo (Defini¢ao 3.32) de A é diferente de vazio
Nuc (A) = [A]' # @.
iii) Os a—niveis (Definicao 3.23) de A sao intervalos limitados e fechados, para todo
a € [0;1];
iv) O suporte (Definicao 3.8) de A ¢ limitado.
Os a—niveis de A sdao denotados por
[A]* = [af; a3].
Observe que para um numero real r tem-se que sua fun¢ao caracteristica é sua fungao
de pertinéncia,
1,sex=r
r\ )=
Xr(@) {O ,sex £
Assim, todo niimero real r é um nimero fuzzy que é denotado por 7.

Exemplo 5.2. O ntimero real 2 é representado pelo nimero fuzzy 2, que graficamente é
representado na Figura 5.1.

74
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1 0 1

Figura 5.1: Representagao ntimero real (crisp) 2.

5.2 Tipos de niimero fuzzy

Dependendo do tipo de aplicagao para a qual se deseja realizar um modelo matematico,
algumas formas para a funcao de pertinéncia podem ser melhores do que outras, pois
podem transmitir os fendmenos linguisticos de uma maneira mais abrangente. Entretanto,
geralmente as formas mais utilizadas sdao as que serao descritas nesta secao.

Antes de apresentar alguns tipos de nimeros fuzzy, seguem algumas defini¢bes que
serao utilizadas no decorrer deste capitulo.

De [11] tem-se as seguintes defini¢oes.

Definicao 5.3. Uma funcao f: R — R chama-se afim quando existem constantes a,b € R
tais que f(x) = ax + b para todo = € R.

Como pode ser visto na Figura 5.2, o grafico da funcao afim é uma linha reta e pode-se
determinar o valor de a que é chamado taxa de variagao utilizando

o — flaz) = flan) (5.1)

To — 1
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y = f(x)

f(CU2) 1

f(x1)

Figura 5.2: Grafico da funcao afim.

As funcoes de pertinéncia que possuem mais de uma forma triangular, podem ser
chamadas de fung¢oes poligonais.

Definicao 5.4. Diz-se que f: R — R é uma fung¢ao poligonal quando existem t;, <
ty < --- < t, tais que, para x < to, para * > t, e em cada um dos intervalos [t;_1,%;], f
coincide com uma funcao afim f;.

Seguem alguns tipos de ntimeros fuzzy e para outros tipos nao citados neste trabalho

consulte [2, 3, 19, 20].

5.2.1 Numero fuzzy triangular

Definigao 5.5. Um ntmero fuzzy F' = (m;n;p) é dito triangular se sua funcao de
pertinéncia é do tipo

T —m
,sem<ax<n
L
—
pr(r) = P ,sen<z<p - (5.2)
p—n
0 , caso contrario
E seus av—niveis sdo da forma
[F]% = [af;a5] = [a(n —m) +m;a(n —p) + p|. (5.3)

Os numeros fuzzy triangulares sdo geralmente representados na terna (m;n;p). A
representacao grafica é apresentada na Figura 5.3.
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Figura 5.3: Grafico de um nimero fuzzy triangular.

Dedugao 5.6. Utilizando a Definigao 5.3, a Figura 5.4 e a Equagao (5.1) pode-se tomar
os pares ordenados (m,0) e (n,1) considerando 1 = m,zy = n, f(x1) =0 e f(xs) = 1,

tem-se -0 .
a= = . (5.4)

n—m n—m

Figura 5.4: Grafico da forma triangular crescente.

Utilizando a Defini¢ao 5.3 junto com o par ordenado (m, 0)

b= —am. (5.5)
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Desta maneira, utilizando novamente a Defini¢ao 5.3 e as Equagoes (5.4) e (5.5)

f(z)=ax+0b
= f(z) = ax —am
= f(x) = a(e —m)
= @)= (=) @—m)
jﬂ@:iiz. (5.6)

Considerando a Equacao (5.6) no intervalo (m, n] temos a parte crescente da fungao.
De maneira andloga, utilizando a Figura 5.5 e considerando z1 = n, x5 = p,g(x1) = 1
e g(z2) = 0, tem-se os pares ordenados (n,1) e (p,0) e assim
0-1 -1

- = . 5.7
T (5.7)

—_
I
|
|
|
|

So

- T
b \/a
\

g(x) .

=

Figura 5.5: Grafico da forma triangular decrescente.

Com o par ordenado (p,0) e a Definigao 5.3 tem-se
b= —ap. (5.8)

Utilizando a Definigao 5.3 e as Equacoes (5.7) e (5.8)

= g(x) = . (5.9)

Toma-se a Equagao (5.9) no intervalo (n, p), sendo a parte decrescente da funcao.
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Considerando que o valor da funcao desejada seja 0 nos intervalos, (—oo, m) e (p, ),
tem-se a funcdo de pertinéncia (5.2) da Defini¢cdo 5.5, e a representacio grafica da Fi-
gura 5.3.

Utilizando a Defini¢ao 3.23 e lembrando que 0 < o < 1, seus a—niveis sdo dados por

i) Se z € (m;n]

or(r) >a

Tr—m
>«

n—m
=z —m >a(n—m)
=z >aln —m)+ m. (5.10)

=

ii) Se z € (n;p)

pr(T) >a
—r+p >a
p—n
= —z+p >a(p —n)

=

= —x>alp—n)—p
=z <—alp-—n)+p
=z <a(n—p)+p (5.11)
De 5.10 e 5.11 temos

afn—m)+m <z <a(m—p)+p,

que esta de acordo com a Equagao (5.3).

Exemplo 5.7. Do Exemplo 3.12 temos o nimero fuzzy triangular A = (0;1;2), a repre-
sentacao grafica é apresentada na Figura 5.6.

Figura 5.6: Representacao do ntimero fuzzy triangular.
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Utilizando a Definigdo 5.5 para F' = (m;n;p) e substituindo os valores para A =
(0;1;2) tem-se

r—m
,sem<x<n
G U
pr(z) = ysen<z<p >
p—n
0 , caso contrario
xz—0
,se 0< <1
1—02
= pa(r) = _2x+1 ysel < <2
0 , caso contrario

Logo,
, sex € [0;1]
palz) =32—2 , sex e (1;2]

e}

, caso contrario.
Para os a-niveis tem-se

[F]* = [af; a3]

= [A]" = [af; a3]

1>
= [A]* = [af; a3]

[a(n —m) +m; a(n — p) + p)
[a(1—=0)+ 0;a(1 —2) + 2]

=lo; —a + 2].
Assim, para a = 0, 5, tem-se
[A]* =[af;a5] = [a; —a + 2]
= [A%° =[a}”; a3”] = [(0,5); =(0,5) + 2]
= [A]"® =[a}”; a5°] = [0,5; 1, 5],

A representagao de [A]%° ¢ apresentada na Figura 5.7.

o(z)
pa(z)
1 o
a | | | \-
C[A]%
0 0.5 1 1.5 2 3

Figura 5.7: Representacao do a-nivel de um ntmero fuzzy triangular.
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5.2.2 Numero fuzzy trapezoidal

Definigao 5.8. Um ndmero fuzzy F = (m;n;o0;p) é chamado de trapezoidal se sua
funcao de pertinéncia é da forma

r—m
,sem<ax<n
n—m
1 ,sen<zr<o
pr(r) = —z +p (5.12)
,seo0<x<p
p—o0
0 , caso contrario
E seus a-niveis sdo da forma
[F]* = [af; a3] = [a(n —m) + m; a0 — p) + p. (5.13)

Os ntmeros fuzzy trapezoidais sdo geralmente representados na quaterna (m;n;o;p)
e a representacao grafica é apresentada na Figura 5.8.

or(z)

Figura 5.8: Forma trapezoidal.

Deducgao 5.9. Analogamente ao caso da forma triangular, bastando apenas considerar
que a fungao de pertinéncia assume o valor de 1 no intervalo (n, o).
Utilizando a Defini¢ao 3.23 e lembrando que 0 < o < 1, seus a—niveis sdo dados por

i) Se x € (m;n]

pr(r) >a
xr—m

= Do)
n—m

=z —m >a(n—m)
=z >a(n —m)+ m. (5.14)
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ii) Se z € (0;p)

pr(z) 2o
—:c—i—pza
p—o
= —z+p>alp—o)
= —z>a(p—o0)—p
=z<—app—o)+p
=z <aflo—p)+p (5.15)

=

an—m)+m<z<alo—p)+p,

que esta de acordo com a Equagao (5.13).

A forma trapezoidal para uma funcao de pertinéncia é utilizada quando se deseja
que certo intervalo de x tenha sempre o valor maximo pp(z) = 1.

Exemplo 5.10. [12] Considere o nimero fuzzy trapezoidal T = (—2;0; 3;5), de represen-
tacao grafica conforme a Figura 5.9.

—2

Figura 5.9: Representacao do nimero fuzzy trapezoidal.
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Da Defini¢ao 5.8 para T' = (—2;0; 3;5), tem-se

r—m
,sem<x<n
n—m
1 ,sen<zx <o
or(r) = —x+0p )
,seo<x<p
p—o
0 , caso contrario
— (=2
- (=2) ,s5e —2<x<0
0—-(-2)
1 ,se < <3
= ¢r(z) = —r+5
,sed < <bH
5—3 -
0 , caso contrario
Logo,
2
x;L ,se —2<2x<0
(2) 1 ,se 0 <z <3
pr(r) =9 = 5
m;— ,sed3<xr<bH
0 , caso contrario

Para os a-niveis tem-se

[a(n —m) +m;a(o —p) + p
[a(0 = (=2)) + (=2);a(3 = 5) + 5]
[2a — 2; —2a + 5.

[F]* = [a7; a3]
= [T]* = laf; a5]
= [T]" = laf; a3]

Deste modo, para a = 0, 5, tem-se

[T]* =[al;a5] = [2a — 2; =2 + 5]
= [T]°° =[a7”;a5”] = [2- (0,5) — 2; =2 (0,5) + 5]
= [T1°° =[a}"; a3”] = [~1;4].

A Figura 5.10 apresenta a representagao grafica de [A]%°.
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Figura 5.10: Representacao do a-nivel do ntimero fuzzy trapezoidal.

5.2.3 Numero fuzzy forma de sino

Defini¢ao 5.11. Um nimero fuzzy F' é chamado de forma de sino (ou Gaussiana
[3, 20]) se sua funcao de pertinéncia for “suave” e simétrica em rela¢do a um nimero real
com fungao de pertinéncia dada por

e ( (x—u>2> seu—0<z<u+d
xXp | — , —0sST<
op(r) = P a . (5.16)

0 , caso contrario

Assumindo um a—nivel fixado @, seus a—niveis sao da forma

g | G ()| ez

[u—0;u+ 0] ,sea<a

A representacao grafica é apresentada na Figura 5.11.
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0 u-0 u w+
Figura 5.11: Forma de sino (Gaussiana).

Deducgao 5.12. O ntimero na forma de sino possui a funcao de pertinéncia por definigao.
Para os a—niveis, considere um a—nivel fixo representado por @, assim para todo
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pr(r) =exp (— (x - u)2>

= () == )

1
= =usd+/a?ln ()
«a

1\
= =u-x+ 111()
«Q

1
= r=uzx4/ln (2)
O{O{

J& para x < @ tem-se que pp(z) > 0 para todo = € [u — d;u + 4.
Portanto

o [u—”ln U+ — ] ,se > @
[a; 0p] = .

[u—0;u+ 0] ,se <@

Exemplo 5.13. Seja o nimero fuzzy S na forma de sino dado poru=3,a=1e 0 = 2.
Assim, utilizando a Defini¢ao 5.11

T —u\?2
exp —( > ,seu—0<zx<u+9
pr(z) = a
0 , caso contrario
—3\?2
exp(—(m )) ,s63—2<x<3+2
= ps(7) 1 .
0 , caso contrario
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Logo,

exp(—2?+6x—9) ,sel<z<5
ps(z) = L
0 , caso contrario

A representacao grafica é apresentada na Figura 5.12.

or(z)

0

Figura 5.12: Forma de sino (Gaussiana) exemplo.

Determinando os a-niveis considerando @ = 0,02 tem-se

[F]* = [af;a8] = P_¢;“+¢m] sea>a

[u— 0;u+ 9] ,se <@
3 1(1)3—0— | <1) > 0,02
—/In n se o

= (81" = lafas] = o ar)] ezl
[—23+2 ,se a < 0,02
3— — >0,02

= [5]% = [af; 3] = [ v Ty ee=n
,se a < 0,02

Determinando o a-nivel para a = 0,5, tem-se

[F]05 [al ,a2 [3—4 05 3+

= [F]*° = [a)°;a)°] = [2,16; 3, 83].

] , pois 0,5 > 0,02

A representagao grafica de [A]%° ¢ apresentada na Figura 5.13.
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¢r(z)

0.5

2-1072 |

Figura 5.13: Representagao do a-nivel do nimero fuzzy forma de sino.

Nas literaturas sobre matematica fuzzy o leitor pode encontrar demais formas de
niumeros fuzzy [2, 3, 19, 20].
5.3 Operacoes aritméticas

Para a realizacao das operagoes aritméticas entre nimeros fuzzy, define-se as operagoes
nos intervalos fechados da reta real, e estende-se tal conceito a nimeros fuzzy.

5.3.1 Operagoes aritméticas em intervalos

Defini¢ao 5.14. Seja A € R e A, B intervalos fechados da reta dados por A = [a;;as] e
B = [by; by]. Define-se:

1. A adigao entre A e B ¢é o intervalo fechado

A+ B = ay; ag] + [b1; bo] = [a1 + b1;az + by).

2. A subtracao entre A e B é o intervalo fechado
A — B = [ay;as] — [b1; ba] = [a1 — ba;as — by].
Note que, A — B é na verdade A + (—B).
3. A multiplicagao por um escalar, A por A é o intervalo fechado

[Aai; Aag]  ,se A >0

A A= MNag;as| = .
(@13 a2) {[)\ag;)\al] ,se A <0

4. A multiplicagao de A por B ¢ o intervalo fechado

A-B= [al; (Ig] . [bl; bg] = [min{albl; albg; agbl; &ng}; max{albl; albg; agbl; &ng}].
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5. A divisdo de A por B, desde que 0 ¢ B = [by; bs] é intervalo fechado

ap ayp as G2 ap ayp as G2

A/B = [ag; ag)/[by; by] = |min { ;5 2 2 = 2 2
/ [a17a2]/[ 1, 2] |:m1n{b17627blab2}7max{b17bzablab2}:|

Exemplo 5.15. Dados os intervalos da reta real A = [2;5], B = [1, 3] e os niimeros reais
A1 =2 e Ay = —3 efetuando as operagoes da Definicao 5.14 tem-se:

1. Adicao

A+ B =[ay; az] + [b1; bo] = [a1 + by1; ag + by]
= A+ B=[2;5]4+[1;3] =2+ 1;5+ 3] = [3;8].

A representagao grafica é apresentada na Figura 5.14.

A+ B
—
A l
I |
B l l
: p— ‘ | x
0 2 4 6 8 10

Figura 5.14: Adicao de intervalos.

2. Subtracao

A — B =lar; az] — [b1; bo] = a1 — ba; ag — by
= A—B=[2;5] - [1;3] = [2-3;5 — 1] = [-1;4],

= B—-A=[1;3]—[2;5] =[1—-5;3—2] =[-4;1].

Note que B — A teve as extremidades trocadas para manter a forma de intervalo.
A representacao grafica é apresentada na Figura 5.15.
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B-A
|
A-B
| | l A
| | | .|
| | B L
| — . s
—4 -2 0 2 4 6

Figura 5.15: Subtracao de intervalos.

3. Multiplicagao por um escalar

[Aap; Aas] ;e A >0
[Aag; Aa;]  ,se A <0
= A A=2-[25 =[2-2,25 = [4;10],
=\ -B=2-[1;3]=[2-1;2-3] = [2:6],

A-A :)\[al;ag} = {

= X\ A=—3-[2;5] =[-3-5-3-2] = [-15;—6],
= X\y- B=-3-[1;3]

I

|

|
w
=

Il

I
©

I
=)

o - B
—
Ao+ A 1

I 1
1 I A\ - B
| | | | —
1 1 1 1 1 M- A
| | | | | —
| | | 1 A 1
I I I I | I
| | | | B |
e S X
—-15 =10 -5 0 5 10

Figura 5.16: Multiplicacao por escalar de intervalos.
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4. Multiplicacao

A - B =lay;as] - [by; bo] = [min{a1by; aiby; asby; asbe }; max{aiby; a1be; ashy; azshy}]
A- B =[2;5]-[1;3]

= A-B=[min{2-1;2-3;5-1;5-3};max{2-1;2-3;5-1;5- 3}]

= A - B =[min{2;6;5; 15}; max{2; 6; 5; 15}]

= A-B=[215].

A representacao grafica é apresentada na Figura 5.17.

A-B
]
A

5. Divisao
A/B =lay; as]/[by; bs] = {mm{al'al'@'az};max{al e ¥ GQH

b1’ by’ by by by’ by by by
A/B =[2;5]/[1; 3]

2 2 2 2
= A/B = {mm{ '5'5};{max;;5;5H
1’3713 1313

2
= A/B = {;5].
3
E também,
B/A =[1;3]/[2;5]
1133 1133
= 4/8 =[min {5555 i {mex 5 51375
13
A/B = .
= A {5 2}

A representagao gréafica é apresentada na Figura 5.18.
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B/A

—

1 1 A/B

.. |

o l A l

o B l
! . | x
0 1 2 3 4 5 6

Figura 5.18: Divisao de intervalos.

Teorema 5.16 (Principio da extensdao de Zadeh para intervalos da reta). Sejam A e
B intervalos fechados de R e ® uma das operagoes aritméticas entre os niumeros reais
(Definicao 5.14), deste modo
Xagp(r) = sup  minf[xa(y); xs(z)].
{(y32);y®@z=a}

Demonstrag¢io. Note para o min{x(y); xz(2)} tem-se da Defini¢ao 3.1

1 ,seyeAezeB

min{x4(y); x5(2)} = {0 seygAouz¢gB’

Tomando entao os elementos x tais que y ® z = x obtém-se o supremo do minimo, ou
seja,
1 ,seyecAezeB

sup  min{xa(y); x5(2)} = {0 wydAou-¢B

{(y;2);y@z=x}

Logo,

1 ,sex€eA®B

Xags(T) = sup  min{xa(y);xs(2)} = {0 serd AR B’

{(y;2);y@z=1x}
OJ

Do Teorema 5.16 temos que as operagoes aritméticas para intervalos sao estendidas
para operagoes com numeros reais no caso em que o intervalo é degenerado, ou seja,
fechado com extremos iguais.

Consequentemente as fungoes caracteristicas de cada intervalo obtida através das ope-
racoes aritméticas em intervalos também é obtida com as respectivas operagoes em ni-
meros reais.

Corolario 5.17. Os a-niveis do conjunto classico (crisp) A+B, com fungdo caracteristica
X(a+B) para todo o € [0;1] sao dados por

[A+ B|]*=A+ B.
Demonstracdo. Note que os intervalos A e B sao subconjuntos da reta real, deste modo

tem-se como consequéncia a funcio caracteristica de um conjunto classico, ou seja, a
Definicao 3.1. O



Operacoes aritméticas 93

5.3.2 Operacoes aritméticas com numeros fuzzy

As operagoes aritméticas para nimeros fuzzy sao definidas a partir do Principio da
extensao de Zadeh para conjuntos fuzzy.

Definigao 5.18. Sejam A e B dois nimeros fuzzy e A um ntimero real.

1. A soma dos niimeros fuzzy A e B é o numero fuzzy, A+ B, com funcao de pertinéncia

supmin{pa(z);pp(r)} , se ¢(z) #0
parp(z) = { ¢C) ;
0 , se p(z) =0

com ¢(z) = {(z;y);x +y = 2}.

2. A diferenca A — B é o nimero fuzzy de funcao de pertinéncia

supmin{pa(x);pp(x)} , se d(z) #0
QDA—B(Z) = @(2) s
0 , se ¢(z) =0

com ¢(z) = {(z;y);x —y = 2}

3. A multiplicacao de A por A é o numero fuzzy AA, com funcao de pertinéncia

sup pa(z) , se AF#0
QDAA(Z) = { {z; z==2} ,
X{0}(2) , Se A=0
com X0} sendo a funcao caracteristica de {0}.

4. A multiplicacdo de A por B é o numero fuzzy A - B, com funcao de pertinéncia

supmin{wa(z); ep(x)} , se d(z) #0
pap(z) =4 o> ,
0 , se p(z) =0

com ¢(z) = {(z;y);z -y = z}.

5. A divisdao de A por B é o nimero fuzzy A/B com fungao de pertinéncia

supmin{pa(x); pp(r)}  se ¢(z) # 0
(PA/B(Z) = #(2) s
0 ,se p(z) =0

com ¢(z) = {(z;y);x/y = z}.

Teorema 5.19. Os a-niveis do conjunto fuzzy A® B para todo o € [0;1] e com ® sendo
umas das operacoes aritméticas fuzzy, sao dados por

[A® B]* = [A]* @ [B]“.

A demonstracgao deste Teorema pode ser encontrada em [2, 3, 19, 20].
A combinagao dos Teoremas 4.8 e 5.19 fornecem um método eficaz para se obter as
operacoes entre nimeros fuzzy, sendo descritos no Proposicao 5.20.
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Proposigao 5.20. Sejam A e B nimeros fuzzy com a-niveis dados por [A]* = [af;aS] e
[B]* = [b$; b5], respectivamente, e A\ um nimero real. Sao vdlidas as sequintes proprieda-
des:

1. A adigao entre A e B é o numero fuzzy A + B com a-niveis
[A+ B]* = [A]" + [B]" = [af + b7 a5 + b3].

2. A subtracao entre A e B é o numero fuzzy A — B com a-niveis a-niveis

[A— B]* = [A]* = [B]* = [a] — b3;a5 — b7].
3. A multiplicagao por um escalar de A por A é o nimero fuzzy AA com a-niveis

Aa$;Aag] , se A >0
Nag;hag] , se A< O

umzAmwz{

4. A multiplicagao de A por B é o nimero fuzzy A - B com a-niveis
[A- B]* = [A]” - [B]* = [min{a{b{; a7b5; a3bT; a5 b5 }; max{a{by; at'by; a5 by; agby }].
5. A divisdo de A por B, é o ntimero fuzzy A/B com a-niveis

[MW=W%WEme“ﬁ%%}m%%%%”ﬁL

com 0 & supp B.

Corolario 5.21. Sejam A e B niumeros fuzzy triangulares, e seja A um niumero real. A
adicdo, subtracdo ¢ multiplicacdo por escalar resulta em um nimero fuzzy trian-
gular.

Demonstragao. Utilizando a Defini¢ao 5.5 e a Equacao (5.3), para um nimero fuzzy tri-
angular F' = (m;n;p) tem-se

[F]* = [af; a5] = [a(n —m) +m;a(n = p) +p.
Tomando A = (ay;a;as) e B = (by;b;bs)

[A]* =[af; a5] = [a(a — a1) + a1; a(a — az) + asg],
[B]* =[b;b5] = [a(b — by) + by; a(b — by) + bs].

Considere o ntimero fuzzy triangular

T1 = (a1+bl;a+b;a2+b2), (518)
T1 = (Cll — bg, a — b, a9 — bl) (519)

Utilizando a Proposicao 5.20, tem-se
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1. Adicao

[A+ B]*

= [A+ B

[A]* + [B]* = [a] + b{; a5 + b5]

[(a(a —a1) + ar) + (a(b —by) + by);

(a(a —az) + az) + (b — b2) + by)]

[a{(a+b) — (a1 +b1)} + (a1 + by);

(a{(a+b) = (az + b2)} + (az + b2))]. (5.20)

= [A+ B]*

Note que a Equagao (5.20) é na verdade os a-niveis da Equagao (5.18)
[T1]* = [A + B]“.

2. Subtracao

[A-BJ*

= [A- B

[A]* = [B]* = [a} — b3; a3 — bY]

[(a(a —ay) +ar) — (@b — by) + by);

(a0 — a2) + a2) — (alb — b) + by

[a{(a = b) — (a1 = b2)} + (a1 — b2);

(af(a = b) — (a2 — b1)} + (az — br))]. (5.21)

= [A- B

Note que a Equacao (5.21) é na verdade os a-niveis da Equacao (5.19)

[To]* = [A— B]™.
3. Multiplicacao por escalar
AA] = A[A]* = [Aaf; Aag] , se A >0
[Aa§; Aag] , se A <0

Utilizando A > 0 e A tem-se

AA] =[Ma?); Aaz)] = [Mala — a1) + ar); Mala — az) + az)]. (5.22)
Eparad<0e A

AA]* =[Mat); AMaz)] = [Mala — az) + az); Mala — ar) + a1)]. (5.23)
Observe que as Equagao (5.22) sdo os a-niveis de

A = (Aag; Aa; Aag) , com A > 0,

E que a Equagao (5.23) sao os a-niveis de

A = (Aag; Aa; Aay) , com A\ < 0,
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O Exemplo 5.22 mostra uma aplicacao do Corolario 5.21.

Exemplo 5.22. [2] Considere os niimeros fuzzy triangulares A e B que indicam, respec-
tivamente, os nimeros proximos de 2 e aproximadamente 4, dados por

A=(1;2;3) e B=(3;4;5).

A Figura 5.19 mostra a representacao grafica de A e B.

Figura 5.19: Representagao de ntimeros fuzzy triangulares.

1. Adicao

A+ B =l[a1; ag] + [b1; bo) = [a1 + by; ag + by
= A+ B=[1+3;2+4;3+5]
= A+ B =[4;6;8|.

A representagao gréafica é apresentada na Figura 5.20.

Figura 5.20: Adigdo de nimeros fuzzy triangulares.
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2. Subtracao
A — B =[ay; as] — [by; ba] = [a1 — ba; az — by]
= A—-B=[1-5;2-4;3-3]
= A — B =[—-4;-2;0].

E também

B_A:[bl§52] - [01;62] = [51 — ag; by —a1]
=B-A=[3-3;4-2;5—-1]
= B — A =[0;2;4].

A representagao grafica é apresentada na Figura 5.21.

Figura 5.21: Subtracao de niimeros fuzzy triangulares.

3. Multiplicacao por escalar considerando Ay =2 e \; = —3

Aaj;Aag]  ,se A >0

Aag; Aay]  ,se A <0

—[2-1;2-2;2-3] = [2;4;6],
[—3-3;-3-2,—3-1] = [-9; —6; —3].

A A=Nayg;ag] = {

= )\1A :)\1[)\1a1; )\1@2

[
[
]
= )\gA :)\2 [)\2@2; )\2&1]

E também

A Figura 5.22 apresenta a representacao grafica para o nimero fuzzy A.
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Figura 5.22: Multiplicagao por escalar de niimeros fuzzy triangulares para A.

A Figura 5.23 apresenta a representacao grafica para o nimero fuzzy B.

—15 —10 -5

Figura 5.23: Multiplicagdo por escalar de niimeros fuzzy triangulares para B.

O Exemplo 5.23 apresenta todas as operacoes utilizando a Proposi¢ao 5.20, note que
para a multiplicagdo e divisao entre niimeros fuzzy triangulares ndo temos como solugao
numeros triangulares.

Exemplo 5.23. [2] Considere novamente os nimeros fuzzy triangulares A e B que indi-
cam, respectivamente, os niimeros proximos de 2 e aproximadamente 4, dados por

A=(1;2;3) e B=(3;4;5).
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Utilizando a Defini¢ao 5.5 para F' = (m,n,p)

[F]* =[aT; a3] = [a(n —m) +m;a(n —p) + p]
= [A]” =la(2-1)+ 1; (2 — 3) + 3]
= [A]* =la+1;—a + 3.

e também

:>[B}°‘ =[a(4 —3) + 3;a(4 —5) + 5]
[a+ 3; —a + 5.

4
E
!

Utilizando a Proposicao 5.20:

1. Adicao
[A+ B|* =[A]* + [B]* = [af + b{; a5 + ]
= [A+B]*=[(a+ 1)+ (a+3);(—a+3) + (—a+5)]
= [A+ B|* =[2a+4; —2a + 8.

Assim, considerando a = 0 tem-se

A+ B = (45;8),

que esta de acordo com o Exemplo 5.22 e a Figura 5.20.
2. Subtracao

[A— B]* =[A]* — [B]* = [a} — b5; a3 + b7]
=[A-B]*=[(a+1) = (—a+5);(—a+3) — (a+3)]
= [A — B|* =[2a — 4; —2a].

também

= [B—A]"=[(a+3) — (—a+3);(—a+5)— (a+1)]
= [B — A]* =[2a; —2a + 6].

Considerando a = 0 tem-se

(—4;—2;0),

B
A =(0;2;4).

A—
B —
que estao de acordo com o Exemplo 5.22 e a Figura 5.21.

3. Multiplicacao por escalar considerando Ay =2 e \; = —3

[Aai; Aas]  ,se A >0
[Aag; Aay]  ,se A <0
=2-A=72-(a+1);2:-(—a+3)]

= 2-A=2a+2; 20 —6].

A A=Nag;ag] = {
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e
= —3-A=[-3-(—a+3);-3-(a+1)]
= —3-A=[3a—9;-3a — 3]
também
=2-B=[2-(«+3);2:-(—a+5)]
= 2- B =[2a + 6; —2a 4 10].
e
= —3-B=[-3-(—a+5);-3:(a+3)]
= —3.B =[3a — 15;—3a — 9.

2-A=(2;4;6),
3. A=(—9;—6;-3),
2- B =(6;8;10),
~3.B =(~15;12; —9)

que estao de acordo com o Exemplo 5.22 e as Figuras 5.22 e 5.23.

. Multiplicagao
[A - B]* =[A]" - [B]* = [min{a{b; a7b3; a5b7; agbs };
max{ayby; aby; a3by'; a5 by }]
= [A-B]* =min{(a+1) - (a«+3);(a+1) - (—a+5);
(—a+3) - (a+3);(—a+3) - (—a+5)};
max{(a + 1) - (a+3); (a +1) - (—a +5);
(—a+3) - (a+3);(—a+3) - (—a+5)}].

Para a determinacao do minimo e maximo é necessario avaliar como os valores de
a se comportam em cada subintervalo em que « € (0; 1].

Na Tabela 5.1 tem-se os valores para andlise, onde a primeira coluna numera as
fungoes, ja a segunda e terceira apresentam estas fungoes. A quarta e sexta coluna
apresentam as raizes das fun¢des denominadas x; e xs, ja a quinta e sétima coluna
apresentam respectivamente os valores do vértice da parabola, sendo x, o ponto de
maximo ou minimo, ou seja, .

’ n° \ Funcao \Forma quadrética\ 1 \ Ty \ T2 \ Yo ‘
| (a+1)(a+3) o’ + 4o+ 3 —1|-2]-3]-1
II | (a+1)(—a+5) —a*+4a+5 | =2 2|5 ]9
I | (—a+3)(a+3) —a®+9 -3, 0] 31]9
IV | (—a+3)(—a+5)| o®—8a+15 3145 -1

Tabela 5.1: Valores para analise da multiplicagao de A por B.
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Os graficos das funcoes da Tabela 5.1 sao apresentados na Figura 5.24.

Figura 5.24: Fungoes para andlise dos valores de v para a multiplicagdo de A por B.

Note que para o min f(«) tem-se a fungao I e para o max f(«) temos apenas a
fungao IV para todo a € (0; 1], assim

[A-B]* =[1; V],
ou seja,

[A- B]* = [a® +4a + 3;® — 8a + 15]. (5.24)

Para a = 0,5 tem-se
[A- B]>® = [5,25; 11, 25].

As fungoes de pertinéncia sao determinadas utilizando os a-niveis da Equagao (5.24).
Determina-se as desigualdades necessarias e isola-se o o de acordo com a Defini-
cao 3.23.

i) Para a fungao I (minimo)

Pa-p)(r) Za
=z>a’+4a+3
=z+1>*+4a+3+1
=z+1>*+4a+4
=2+ 1>(a+2)?
= (z+1D)Y2 >a+2
= (x4 1)V -2 >a. (5.25)

De acordo com a Figura 5.24 é possivel notar que a € (0;1] e f(«) € [3;8].
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ii) Para a fungdo IV (méximo)

pp) () >a
=1 >0’ —8a+15

=r4+1>*-8a+15+1

=zr+1>a®>—8a+16

=z+1>(—a+4)°

= (z+D)2>-a+4
= (r+ 1?2 —4>—a
= —(z+1)?+4 <a. (5.26)

Observe na Figura 5.24 que a € (0;1] e que f(a) = [8;15].
Das Equagoes (5.25) e (5.26) temos a funcao de pertinéncia

(x+DV2 -2 | sexc[3;8

e ()= —(z+1)Y2+4 | sex € (815
0 , caso contrario

A Figura 5.25 apresenta a representacao grafica.

o(x)
1 oB(T)Pap)(2)
‘;”‘l ”””””””””
pa(z) i
S
a=05
Lo [A-B)OS
- L L¥ . ‘ \ T
—5 0 5 10 15

Figura 5.25: Representagdo da multiplicacao de niimeros fuzzy triangulares por a-nivel.

Note que na Figura 5.25 é possivel notar que a multiplicacao dos ntimeros triangu-
lares fuzzy A e B nao resulta em um ntmero triangular fuzzy.
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5. Divisao

af a a§ a¥ af a af a¥
A/B]* =[A]*/|B]* = |min{ 7L; L, 2. 22 4. — L 22

— [A/B]" = [min{

at+l a+1 ‘—oz+3_—oz+3}_
a+3 —a+5 a+3 —a+5b

’

{a—i—l a+l —a+3 —04—1—3}}
max ; ; X .
a+3 —a+d a+3 —a+5d

Considerando a Tabela 5.2, a Figura 5.26 apresenta a solugao grafica das fungoes.

’ n° \ Funcao ‘
I (a+1)/(a+3)
II| (a+1)/(—a+5)
I | (—a+3)/(a+3)
IV | (—a+3)/(—a+5)

Tabela 5.2: Valores para andlise da divisao de A por B.

0.8
0.6 1
0.5 1
0.4 1
0.2 1
>«
0 1.5

Figura 5.26: Fungbes para andlise dos valores de « para a divisao de A por B.

Observando Figura 5.26 é possivel verificar que o min f(«) é definido pela fungao II
no intervalo de « € (0; 1], e para o max temos a funcao III no intervalo a € [0; 1].

ou seja,

Para a = 0,5 tem-se

[A/B]* =

[A/B]* = [11; T ],

atl —a+3
—a+5 a+3 ]

(5.27)

[A/B]** = [1/3;5/7).



Operacoes aritméticas 104

As fungoes de pertinéncia sdo determinadas utilizando os a-niveis da Equacao (5.27).
Determina-se as desigualdades necessarias e isola-se o o de acordo com a Defini-
cao 3.23.

i) Para a fungao IT (minimo)

Prasp) () 2a
=z >(a+1)/(—a+5)
=z (—a+5)>a+1
= —ar+or >a+1
=5r—1>ar+«
=br—1>a(z+1)

Sr —1
>a. 5.28
11 2 (5.28)

Observa na Figura 5.26 que tem-se que a € (0; 1] e que f(«) € [0,2;0,5].

ii) Para a fungao III (méximo)

pia/p) () Za
=z >(—a+3)/(a+3)
=z -(a+3)>—a+3
sar+3r>—a+3
=3r—3>—a—ax
=3r—-3>—a(l+x)
3r —3
z+1 z2-a

-3z +3
— <. 5.29
r+1 =« ( )

Observe na Figura 5.24 que « € (0;1] e f(«) € [0, 5;1].

Das Equagoes (5.28) e (5.29) temos a funcao de pertinéncia

bx—1)/(x+1) , sexe€]0,2;0,5]
oua/p) () =1 (=3x+3)/(x+1) , sexe(0,51]

0 , caso contrario

A Figura 5.27 apresenta a representacao grafica.
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Figura 5.27: Representagao da divisao de niimeros fuzzy triangulares por a-nivel.

Note que na Figura 5.27 é possivel notar que a divisao dos niimeros triangulares fuzzy
A e B nao resulta em um ntmero triangular fuzzy.

Observacgao 5.24. Do Exemplo 5.22 nos itens 4 e 5 é possivel notar que A- B e A/B nao
sao numeros fuzzy triangulares, seja pela forma grafica, e também porque seus a-niveis
nao podem ser obtidos por uma terna do tipo F' = (m,n,p) da Defini¢do 5.5. Observe
que deveria-se ter

[a(n —m) +m;a(n —p) +p| = [(@+1)(a+3); (—a+3)(—a+5)].
Assim, tem-se o sistema
an—m)+m= o?>+4a+3
an—p)+p= a?—-8a+15

Este sistema é impossivel. De forma andloga verifica-se que para a divisao também
tem-se um sistema impossivel, e consequentemente ambos nao sao triangulares.

Exemplo 5.25. [19] Sejam os ntmeros triangulares fuzzy A e B com fungoes de perti-
néncia definidas por

(x+1)/2 | sexe[-1;1] (x—=1)/2 | sexe€(l;3]
oa(xr) =S (—x+3)/2 , sex e (1;3 ,epp(x) =S (—x+5)/2 , sex e (35
0 , caso contrario. 0 , caso contrario

Para determinar os a-niveis utiliza-se a Definicdo 3.23, assim:
i) Para z € [1; 3]
pa(r) Za
= (z+1)/2 >a
= (r+1) >2a
=1 >2a — 1. (5.30)
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ii) Para x € (1;3]

pa(r) Za
= (-2 +3)/2 >a
= —r+ 3 >2«
= —r>2a—3
= <-—2a+3.

Comparando as Equagoes (5.30) e (5.31)

20—1<r< —-2a+3

=1 € 20— 1;—2a+ 3.

iii) Para x € [1;3]

ep(z) Z2a
= (x—1)/2 >«
= —12>2«
=z >2a+ 1.

iv) Para x € (3;5]

pp(r) >a
= (-2 +5)/2 >«
= —x+5 >2a
= —xr>2a0— 5
= < —2a+5.

Comparando as Equagoes (5.33) e (5.34)

20+1>x> 2a+5

=z € 20+ 1; —2a + 5].

Comparando as Equagoes (5.32) e (5.35) tem-se os a-niveis

[A]Y = [2a — 1; —2a + 3],
[B]* = 2o + 1; —2a + 5].

A Figura 5.28 apresenta a representacao grafica dos niimeros fuzzy

B =(1;3;5).

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)
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—2
Figura 5.28: Representagao dos niimeros fuzzy triangulares.

Utilizando a Definicao 5.5, Proposicao 5.20 e o Corolario 5.21:

1. Adicao
[A+ B]* =[A]* + [B]* = [af + b; a5 + b3]
= [A+ B]* =[2a—1)+ 2a+1); (—2a + 3) + (—2a + 5)]
= [A+ B]* =[4a; —4o + 8] para a € (0;1].
Para a =10,5

[A+ B]" = [2;6].
E para a representagao na forma triangular
A+ B =(-1;1;3) + (1;3;5)
= A+B=(—1+1;1+3;3+5)
= A+ B =(0;4;8).

E fun¢ao de pertinéncia

xr—m
,sem <z <n
¥
pr(z) = P sen<a<p »com F=(mn;p),
p—n
0 , caso contrario
0
v 0 ,se D<o <4
= @a+p)(T) = —8x+48 ,sed < <8
0 , caso contrario
z ,se 0 < <4
—z+8
= parn)(r) = 4+ ,sed<xr<8
0 , caso contrario
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A Figura 5.29 mostra a representagao grafica.

o(x)
1]val@) ep(@)
| T\ Yatn) ()
a=05) W/ \ \
S\ | [A+ B
L | 1 | : 1 . d X
9 0 2 4 6 8 10

Figura 5.29: Representacao da adi¢do de niimeros fuzzy triangulares por a-nivel

2. Subtracao

i) Para A — B:
[A— B]* =[A]" = [B]" = [af — b5; a5 + b]
= [A—-B]* =[2a—-1) = (—2a+5); (—2a + 3) — (2a + 1)]
= [A — B]* =[4a — 6; —4a + 2] para a € (0; 1].
Para a = 0,5

[A — B]”® =[-4;0].
E também a representacao na forma triangular
A—B=(-1;1;3) — (1;3;5)

=A—-B=(—-1-51-33-1)
= A — B =(—6;—-2;2).
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E funcao de pertinéncia

r—m
,sem<zxz<n
¥
or(z) = b ,sen<xz<p > com F = (m;n;p),
p—n
0 , caso contrario
x — (—6)
—_— —b<z< -2
o (—6) se x <
:>‘;0(A7B)($): ﬂ 7se _2<x§2 Y
2—(-2)
0 , caso contrario
6
xl— ,e —6<zx < -2
= pa-p)(r) = _Z+2 Jse —2< <2
0 , caso contrario

A Figura 5.30 mostra a representagao grafica.

Figura 5.30: Representacao da subtracao de nimeros fuzzy triangulares por a-nivel A— B

ii) Para B — A:
B = A =[BI° — [AI" = [ — 3305 +
= [B—- A" =[2a+1) — (—2a+3);(—2a+5) — (2a — 1)]
= [B — A]* =[4a — 2; —4a + 6] para « € (0;1].
Para a = 0,5

[A— BJ" = [0;4].
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E também tem-se a representacao na forma triangular
B—A=(1;35) - (-1 13)
=B-A=(1-3;3—-1;5—(-1))
= B — A =(-2;2;6).

E func¢ao de pertinéncia

r—m
,sem<xz<n
T
pr(z) = rrp ,sen<xz<p , com F' = (m;n;p),
p—n
0 , caso contrario
r—(—2)
—= se —2<x<2
2_(_2) ) —
= pp-a(e) = Z0+2 ,se2<x <6
6—2 -
0 , caso contrario
2
xl— ,se —2<x <2
= @p-a)(T) = —x4+2 ,se2 <2 <6
0 , caso contrario

A Figura 5.31 mostra a representagao grafica.

P(B-A) (z)

Figura 5.31: Representacao da subtracao de nimeros fuzzy triangulares por a-nivel B — A

3. Multiplicagdo por escalar considerando A\ =2 e Ay = —3
[AA] = A[A]* = )
[Aag; Aaf] , se A <0
=2-A=[2 -2a—-1);2 - (—2a+ 3)]
= A =[da — 2; —4a +6].

{[Aa?; Aag] ,se A>0
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= -3-A=[-3-(—2a+3);-3- (2a—1)]
= -3+ A =[6a—9;—6a+ 3.
também
=2-B=[2-2a+1);2 (—2a+5)]
= 2. B =[4a + 2; —4a + 10].
e
= —3-B=[-3-(—2a+5); -3 (2a + 1)]
= —3- B =[6a — 15; —6a — 3].
Para a = 0,5
2. A =[0;4],
—3- A =[-6;0],
2. B =[4;8],
—3- B =[-12; —6].

E também tem-se a representacao na forma triangular

12:6),
—3;

2:
9: —3;3),
2: 6; 1 )

15; —9; —3).

2. A=(—
3 A=(—
2B =(2;
3.8 =(—
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As fungoes de pertinéncia sao

r—m
,sem<zxr<n
2
or(z) = P ,sen<z<p > com F' = (m;n;p),
p—n
0 , caso contrario
2
ml— ,se —2<x<2
= pea)(r) = _$4+ 0 ,se2<xr <6
0 , caso contrario
9
x—6|— ,se —9 <o <=3
$S0(—3-A)($): _x6+3 e —3<x <3 >
0 , caso contrario
-2
T ,se2<x <0
—%4— 10
= ) (r) = —— se6<z<10
0 , caso contrario
15
I—E ,se —1lh<ax <=9
= 9(—3.5)(T) = _x6_ s ,s¢e —9 <o <=3
0 , caso contrario

As Figuras 5.32 e 5.33 apresentam as representacoes graficas.

Figura 5.32: Representacao da multiplicagdo por escalar de nimeros fuzzy triangulares
por a-nivel para A.
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Figura 5.33: Representacao da multiplicacao por escalar de nimeros fuzzy triangulares
por a-nivel para B

4. Multiplicacao

[A- B]* =[A]* - [B]" = [min{a7bT; aiby; agbi; 505 };
max{ab; asbg: agbs agt
= [A- B]* =min{(2a — 1)(2a + 1); 2a — 1)(—2a + 5);
(—2a+3)(2a+ 1); (—2a + 3)(—2a + 5) };
max{(2a — 1)(2a +1); 2a — 1)(—2a + 5);
(—2a+3)(2a+ 1); (—2a + 3)(—2a + 5)}].

Para a determinacao do minimo e maximo é necessario avaliar como os valores de
a se comportam em cada subintervalo em que « € (0;1].

A Tabela 5.3 apresenta os valores para andlise, onde a primeira coluna numera as
fungodes, ja a segunda e terceira apresentam estas fungoes. A quarta e sexta coluna
apresentam as raizes das fung¢oes denominadas z1 e 9, ja a quinta e sétima coluna
apresentam respectivamente os valores do vértice da parabola, sendo x, o ponto de
maximo ou minimo, ou seja, .

’ n° \ Funcao \ Forma quadratica \ 1 \ Ty \ T \ Yo ‘
| (2a —1)(2a+ 1) 4a* —1 —-0,5| 0 [0,5|—1
0| 2a—1)(—2a+5) | —4a®*+12a—5 | 0,5 |1,5[2,5| 4
I | (—2a+3)(2a+1) —4a* +4a+3 | —0,5]0,5]1,5] 4
IV | (=2a+3)(—2a+5) | 4a®—16a+ 15 1,5 | 2 [2,5|—1

Tabela 5.3: Valores para andlise da multiplicacao de A por B.

A Figura 5.34 apresenta os graficos para as func¢oes da Tabela 5.3.
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Figura 5.34: Funcgoes para analise dos valores de o para a multiplicacdo de A por B.

Note que para o min f(a) tem-se a fungao II no intervalo a € (0;0,5] e a fungao I
no intervalo « € (0, 5;1]. J& para o max f(a) temos apenas a funcao IV para todo
o intervalo a € (0; 1], assim

?

4 B — {[H;IV] , se a € (0;0,5]
[LIV] , se a(0,5;1]

ou seja,

(5.38)

A Bl = [—40” +12a — 5,40 — 16a + 15] , se o € (0;0, 5]
| [402 — 1; 402 — 16a + 15] ,se a0,5:1]

Para a = 0,5 tem-se
[A-BI" = [0:8].

As fungoes de pertinéncia sao determinadas utilizando os a-niveis da Equagao (5.38).
Determina-se as desigualdades necessarias e isola-se o « de acordo com a Defini-
cao 3.23.

i) Para a fungao I (minimo)
pap)(r) >
=>4 -1
=+ 1>4a?
= (z+1)/4 >a”
= (z+1)"%/2 >a. (5.39)

De acordo com a Figura 5.34 é possivel notar que o € (0,5;1] e f(«) € [0;3].
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ii) Para a fungdo II (minimo)

Pa-p)(r) >
=1 >—40*+ 1200 — 5
= —r <4a® - 120+ 5
= —r+4<4a® - 120 +5+4
= —1 +4 <(—2a + 3)?
= (—z+4)2<-2a+3
= —(—z+4)Y?>2a -3
= —(—z+4)"? +3 >2a
= [ (—z +4)Y2 +3]/2 >a. (5.40)

Observe na Figura 5.34 que a € (0;0,5] e que f(a) = [—5;0].

iii) Para a fungao IV (méaximo)

pa-p)(r) Za
=z >4a* — 16a + 15
= x4+ 1>40® — 160+ 15 + 1
= x+ 1 >4a® — 16a + 16
=2+ 1>(-2a+4)?
= (z+1)Y2>—-2a+4
= (z4+ D) —4>-2a
= —(z+1)"*+4<2a
= [—(z+1)Y2 +4]/2 <a. (5.41)

Deste modo, observando a Figura 5.34 tem-se que a € [0;1] e f(«) € [3;15].
Das Equagoes (5.39), (5.40) e (5.41) temos a funcao de pertinéncia

[—(—x +4)Y2+3]/2 , sex € [-5;0]
(z+1)Y2/2 , se x € (0;3]

B(r)=
PR TN rae sewe (315
0 , caso contrario

A Figura 5.35 apresenta a representagao grafica.
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Figura 5.35: Representagdo da multiplicacao de niimeros fuzzy triangulares por a-nivel.

Note que na Figura 5.35 ¢é possivel notar que a multiplicagao dos ntimeros triangu-
lares fuzzy A e B nao resulta em um numero triangular fuzzy.

5. Divisdo

I

1A/B" { ) {2@—1 20—1 —2a+3 —2a+3}
= |min : : :
2a0+1"—2a+5" 2a+1 " —2a+5
{204—1 20 —1 —2a+3 —204-1-3”
max : : : .
204+ 1 —2a4+5 2a0+1 —2a+5

Considerando a Tabela 5.4, a Figura 5.36 apresenta a solucao grafica das fungoes.

] n° \ Funcao \
I (2a—1)/(2a+ 1)
II (2a0 —1)/(—2a + 5)
I | (—2a+3)/(2a+1)
IV | (—2a +3)/(—2a + 5)

Tabela 5.4: Valores para andlise da divisao de A por B.
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Figura 5.36: Funcoes para andlise dos valores de « para a divisao de A por B.

Na Figura 5.36 é possivel verificar que o min f(«) é definido pela fun¢ao II no
intervalo de o € (0;0, 5] e pela fungao I no intervalo de a € [0, 5;1], e para o max
temos a fungao IV no intervalo a € [0; 1].

LI, se a € (0;0,5
[IL I, se a0, 5; 1]

)

[A/B]* = {

ou seja,

20 —1 =2 3

[2a+1; 2 a++1 }  sea € (0;0,5)

a 6] «
[A/BI* = Y190 "1 “Yon 3 - (5.42)
; , se a(0,5;1]

—2a+5 2a+1

Para a = 0,5 tem-se
[A/B]* = [0;1].

As fungoes de pertinéncia sao determinadas utilizando os a-niveis da Equagao (5.42).
Determina-se as desigualdades necessarias e isola-se o o de acordo com a Defini-
¢ao 3.23.

i) Para a fungao I (minimo)

pasp) () 2a
=1>02a—-1)/2a+1)
=z 2a+1) >2a—-1
=20+ x+ 1 >2«
=x+1>2a— 2ax
=z+1>2a(l —2x)
r+1

T S, A
“or+2 =" (5-43)

Observa na Figura 5.36 que tem-se que a € (0;0,5] e que f(a) € [—1;0].
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ii) Para a fungdo II (minimo)

Prasp) (@) 2a
=z >2a—1)/(—2a+5)
=1z (—2a+5) >2a—1
= —2ax +5xr >2a— 1
= 5r + 1 >2ax + 22
= br+1>2a(x+1)
Sz +1
~ owra o

(5.44)

Observe na Figura 5.34 que a € (0,5;1] e f(a) € [0;1/3].

iii) Para a fungao III (maximo)

pa/p) () Za
=2 >(-2a+3)/(2a +1)
=z-2u+1)>—-2a+3
= 2ar+2x>—2a+ 3
= —3>—2ar — 2«
=1r—-3>—2a(zx+1)
N r—3 >
—2(x+1) —
—xr+3
T

(5.45)

Deste modo, observando a Figura 5.36 tem-se a € [0;1] e f(«) € (1/3;3].
Das Equagoes (5.43), (5.44) e (5.45) temos a funcao de pertinéncia
(x+1)/(—2x+2) ,sexe[-1;0]
(bx+1)/(2r+2) , sex e (0;1/3]

r+3)/(2r+2) ,sexe(1/3;3]

pp(T) = a
0 , caso contrario

A Figura 5.37 apresenta a representacao grafica.
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@) ()
\
I —

Figura 5.37: Representagao da divisao de niimeros fuzzy triangulares por a-nivel.

Note que na Figura 5.37 é possivel notar que a divisao dos nimeros triangulares
fuzzy A e B nao resulta em um ntmero triangular fuzzy.

O préximo capitulo apresenta as relagoes fuzzy e as formas de representacao.



6 Relacoes fuzzy

Em matematica, o conceito de relagao é formalizado a partir da teoria de conjuntos,
e nos diz se ha ou nado alguma associacao entre objetos.

Definic¢ao 6.1. [21] Dados dois conjuntos X e Y, ndo vazios, chama-se produto carte-
siano de X por Y o conjunto formado por todos os pares ordenados (z,y) com z € X e
y € Y, de representacao

XxY=A{(r;y;zeXeyeY}

Defini¢ao 6.2. [2] Uma relagao (classica) R, sobre U; x Uy x --- x U,, é qualquer
subconjunto (classico) do produto cartesiano Uy X Uy X - - - X U,,. Se o produto cartesiano
for formado por apenas dois conjuntos U; x Us, a relagdo é denominada relagao binaria
sobre Uy x Uy. Se Uy = Uy =--- = U, = U, diz-se que R é uma relacgao sobre U.

Dado que a relacao R ¢ um subconjunto do produto cartesiano, pode-se representar
sua fungao caracteristica por

XRIU1XU2X"'XUTL%{0,1},
Ccom

1 ,se(xy;x9;...52,) €ER
XR(.T1;$2;...;xn):{ (213 22 )

0 , se (xl;x%”-;xn)g?z.

No caso de uma relagao binaria R do produto cartesiano X x Y tem-se a colecao de
pares ordenados (z;y) com x € X ey € Y, assim

R: X xY — {0;1}.

Observe que a funcdo de caracteristica yr(z;y) = 1 se os elementos z e y estdo
relacionados, e xr(z;y) = 0 se estes dois elementos nao estao relacionados.
Quando os conjuntos X = {z1,...,z,} e Y = {y1,...,y,} sdo finitos, e portanto

existe um isomorfismo entre X X Y e M,,x,(R), isto é, pode-se representar a relagao
bindria classica (ou fuzzy) R sobre X x Y com funcao de pertinéncia ¢g(z;;y;) = r;; para
1<i<mel<j<n, pode-se utilizar uma representacao na forma de tabela ou matriz

(Rl wlye || v
T11 12 T1n
X i1 | T2 | --- | T1in
. To1  T22
To || To1 | T99 | ... : ou R=
Tmli Tm2 -+ Tmn
Tm Tm1 | Tm2 co o [ Tmn

120
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6.1 Representacao de relacao binaria

Existem varias maneiras para representar relagoes binarias. Para apresentar algumas
destas maneiras sera utilizado o Exemplo 6.3.

Exemplo 6.3. [3] Considere os conjuntos X = {2;4;6;8} e Y = {2;4;6;8}.

1. Representacao de X cartesiano Y de maneira extensa

X x Y ={(2;2);(2;4); (2;6); (2 8);
(4;2); (4;4); (4;6); (4 8);
(6;2); (654); (6;6); (6;8);
(8;2);(8;4);(8;6); (8;8)}.

2. Representacao extensa da relagao x igual a vy,

R ={(z;y) e X x Y,z =y} =
{(2:2); (4:4): (6:6); (8:8)}
Como neste caso X =Y pode-se representar o cartesiano X x Y como X x X, e

graficamente esta relacdo poderia ser visto como todos os pontos de X que pertencem
a reta identidade, conforme Figura 6.1.

3. Representacao por tabela da relagao x igual a y.

(R w2 ys|wa]
21 ][ 1]0]0]0
22 [0 1]0]0
23] 00|10
24/l 0100 |1

Tabela 6.1: Tabela da relacao = igual a y.

4. Representagao por matriz da relacao x igual a y. Observe que utilizou-se a Tabela
do item anterior como base para orientacao,

1000
0100
R=10 01 0
000 1

5. Representacao grafica da relacao x igual a y.
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Relagao z igual a y

10 T T T T
8 ° *
6 ° .

S

4 ° -
2 ° 2

| | | |
0 2 4 6 8 10

Figura 6.1: Representacao da relacao r = y.

6. Representagiao grafica da fungdo de pertinéncia (caracteristica) x igual a y.

Funcao caracteristica da relacao x igual a y

XR(z3y)

Figura 6.2: Representacao da funcao caracteristica da relacdo = = y.

Uma relacao binaria classica indica apenas se ha alguma associacdo entre os dois
objetos, ja uma relacao binaria fuzzy, além de indicar se existe alguma relagao entre
os objetos, também indica o grau desta relacgao.

Definicao 6.4. Uma relagao fuzzy R sobre U; x Uy x - - - x U,, é qualquer subconjunto
fuzzy de Uy x Uy X - -+ x U,,. Assim, uma relacao F fuzzy R é definida por uma funcao de
pertinéncia pgr: Uy x Uy X -+ x U, — [0;1].

Observacao 6.5.

1. Se o produto cartesiano for formado por dois elementos, por exemplo X e Y, a
relacdo é chamada relagao binaria sobre X x Y
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2. Se U; = U para todo i € {1,...,n} entdo é dito que R é uma relagdo n-aria sobre
U.
3. Se pr é funcao de pertinéncia da relagao fuzzy R, entdo o nimero pg(x1, T2, ..., T,)

€ [0; 1], indica o grau de pertinéncia com que os elementos x; da n-upla (x1, s, . . .,
x,) estao relacionados segundo a relagao R.

Defini¢ao 6.6. O produto cartesiano fuzzy dos subconjuntos fuzzy Ai, As,..., A,
de Uy, Us, ..., U,, respectivamente é a relagao fuzzy A; x Ay x -+ x A, cuja funcao de
pertinéncia é

ParxAsx... A, (T1, T2, -, o) = min{pa, (T1); a, (T2)5 -+ -5 0a, (T0) },
algumas literaturas utilizam o simbolo A para representar o minimo [2, 12].

Exemplo 6.7. [2] Suponha um determinado ecossistema U, no qual interagem populagoes
de aguias (a), cobras (c), insetos (i), lebres (/) e sapos (s). Um estudo de interesse,
entre os individuos destas populacoes, é o processo de predagao, isto é, a relacao do tipo
presa-predador.

Para o estudo da relacao entre dois individuos deste ecossistema, a relacao pode ser
modelada matematicamente por uma relagdo binaria R, em que px(x;y) = 0 se y ndo
¢ predador de z, e pr(x;y) # 0 se y é predador de z, sendo = e y individuos do conjunto

U.

1. Para uma relagcao classica R, atribui-se o valor 1 se o predador alimenta-se da
presa, ou seja, se possui algum interesse pela presa, sem levar em conta o seu interesse
comparado a outras presas, deste modo tem-se as seguintes representagoes:

(a) Representagao por tabela.

Presa
(Rlafcli]l]s]
s [aO[T][1]1]1
T [clloj1lo]1]1
T [Z]o]lolT|0]0
~ Irfolololo]o
slojo[1]o0]1

Tabela 6.2: Representacao por tabela da relagao presa-predador.

(b) Representacao por matriz. Observe que utilizou-se a Tabela 6.2 do item ante-
rior como base para orientagao,

b

I
O OO OO
OO O = =
_ o = O =
OO DO ==
_— O O = =
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(c¢) Representagao grafica.

Relagao Presa x Predador

I I I I I
S { ] { ] o —
1+ ° ° -
3
Va)
g 10 ° ® ) —
a9
C - { ] { ] —
a — ]
| | | | |
a C i 1 S
Predador

Figura 6.3: Representacao da relagao entre presa e predador.
(d) Representagao grafica da fungao de pertinéncia.

Funcao caracteristica da relacao presa predador

Xx® (presa ; predador)

Predador

Figura 6.4: Representacao da funcao caracteristica da relagao entre presa e predador.

2. Para uma relacao fuzzy R pode-se atribuir a preferéncia que o predador possui em
relagao a uma determinada presa, deste modo se a presa é mais atrativa ao predador
pode-se atribuir o valor 1 e a medida que a presa nao é a alimentacao preferida do
predador diminui-se esse valor até o caso em que o predador nao se interesse por
aquela presa, atribuindo-se entdao o valor 0. Assim tem-se:

(a) Representacao por tabela.
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Presa
(Rlja] e[ i |1 ]s|
= [aJO] 1 J0,1] 1 ]0,2
E cllolo,2] 0o lo,8] 1
S lio[ 07030710
~ T fol o] o0olo0T]o0
s|fof o] 1001

Tabela 6.3: Representacao por tabela da relagao presa-predador fuzzy.

(b) Representagao por matriz utilizando a Tabela 6.3 do item anterior,

0 1 01 1 0,2
002 0 08 1
R=1[0 0 0,3 0
0O 0 0 0 0
0o 0 1 0 01

(c¢) Representagao grafica da fungao de pertinéncia.

Funcao caracteristica da relacao presa predador

or (presa ; predador)

Predador

Figura 6.5: Representacao da fungao caracteristica da relacao fuzzy entre presa e predador.

A Figura 6.6 apresenta o comparativo entre relagao cldssica e a relagao fuzzy para o
modelo presa-predador.
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Fungao caracteristica da relagao presa predador Fungao caracteristica da relagao presa predador
T ) 4l
f > 7 f 1 .
P X ° . ‘ p 1 9 .
P >
| 1] p [ 1
f q > f [ 0,8 1
f p q T .
1 1
— —
- —-
kS <
E g
= o
[} ()
- -
a a
< ]
w0 n
[} (]
- —
a, =]}
B NG
& &
= S

Predador Predador
(a) (b)

Figura 6.6: Comparagao grifica da relagdo presa-predador: (a) Representacao cléssica,;
(b) Representacao fuzzy.

Definigao 6.8. Seja R uma relagdo binaria definida em X x Y. A relagao fuzzy bindria
inversa, representada por R !, definida em Y x X, tem funcao de pertinéncia ¢r-1: Y X
X — [0,1] dada por
pr-1(y; 1) = er(2;Y).
Observe que da forma como foi definida a inversa, tem-se que a forma matricial da
relacio R~! é a matriz transposta da relacao R,

T11 12 ... Tin 11 21 oo Tm1
21 To2 ... ; -1 T2 T2

R = = R =
"1 T™m2 -+ Tmn Ttn T™m2 -+ Tnm

Observacao 6.9. Note que na Definicao 6.8 apresenta a inversa da relacao binaria fuzzy

e nao a inversa da matriz, mesmo que na matemaética classica seja utilizada a mesma
notacao R

Exemplo 6.10. Utilizando os dados do Exemplo 6.7 a relacio R™!, ou seja, inversa de
R é dada por

0O 0 0 0 0
1 0,2 0 0 0
R1t'=10,1 0 0,30 1
1 0,8 0 0 0

0,2 1 0 0 0,1

Exemplo 6.11. [12] Sejam X = {1;2;3;4;5;6} e Y = {3;4;5;6} conjuntos e R uma
relacao binaria fuzzy em X X Y representada por “z é muito menor que y”, onde R é
dada pela seguinte fun¢do de pertinéncia

l—z/y ,sex<y
pr(T:Y) = e
0 , caso contrario

A Tabela 6.4 apresenta os valores de x e y fornecidos para a relagao R.
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E

\xgy‘l—x/y‘@n(ﬁy)‘

x|y
1/3[1<3[1—-1/3] 0,67
1|4[1<4[1—-1/4] 0,75
1[5[1<5[1—-1/5] 0,80
1[6/1<6[1—1/6] 0,83
2(3/2<3[1-2/3] 0,33
2(4]2<4[1—-2/4] 0,50
2(5/2<5[1-2/5] 0,60
2(6/2<6|1-2/6] 0,67
313[3<3[1—2/3] 0,00
314[3<4|1-3/4] 0,25
3(5/3<5|1-3/5] 0,40
3/6/3<6|1-3/6| 0,50
1[3lag3] === 0
flala<4a|1—4/4] 0
1[5[4<5][1-4/5] 0,20
106]4<6|1-4/6] 0,33
5(3/5£3] ——— 0
5(4|5L4] ——— 0
5(5|5<5|1-5/5|] 0
5(6/5<6|1-5/6] 0,17
6(3/6£3] ——— 0
6l4|6£4] ——— 0
6(5|6L5| ——— 0
616/6<6|1—-6/6] 0

Tabela 6.4: Valores para andlise da relagao fuzzy.

1. Representagao por tabela.

R 3 [ 4[5 [6 |

1]0,67]0,75]0,80]0,83
21[0,33710,50 0,60 | 0,67
310 [0,25/0,40]0,50
4] 0 | 0o [0,20/0,33
510 [ 0 | 0 |0,17
61 0 | 0| 0| 0

Tabela 6.5: Representacao da relagao R.

2. Representacao por matriz,

0

o O O

0,67 0,75 0,80
0,33 0,50 0,60

0,25 0,40
0 0,20
0 0
0 0

0,83]
0,67
0,50

0,33]°

0,17

0]
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3. Representacao da relacao inversa,

0,67 0,33 0 0 0

R — 0,75 0,50 0,25 0 0
~ 10,80 0,60 0,40 0,20 0
1

0,83 0,67 0,50 0,33 0,17
4. Representacao grafica da funcao de pertinéncia.

Funcgao caracteristica da relacao R

40,83 ,
0,8 0,67 1

1 0.75 10,6 0,5

Figura 6.7: Representacao da funcao caracteristica da relacao fuzzy R.

6.2 Composicao entre relacoes fuzzy binarias

As composigoes entre relagoes fuzzy sdo de grande importancia para as aplicagoes [2].
Neste capitulo é apresentada apenas a composicao tradicional de logica fuzzy, para demais
composigoes o leitor pode consultar [2, 3, 19].

Definicao 6.12. Considere R e § duas relagoes fuzzy binarias em U x V e V x W,
respectivamente. A composicao R o § é uma relacao fuzzy bindria em U x W cuja
funcao de pertinéncia é dada por

Pros(T;2) = ilelg[min{san(x; y); es(y; 2) ],

esta composigao ¢ chamada de [max — min)].

Suponha os conjuntos finitos

U :{Ul,UQ, e ,U,m},
V ={v,v9,...,un},

W :{wl,wg, c. ,wp}.
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Considerando as relagées R sobre U x V e § sobre V' x W dadas por

T11 T2 ... Tin S11 S12 ... Sin
T21 o9 ... S21 S99

R - s e S =
"m1i T™m2 -+ Tmn Smi Sm2 -+ Smn

A composi¢do [max — min] para esta relacao fuzzy binaria tem a forma

tll tlg tln
T:ROS: t21 t22

tmi tm2 - tmn

com

ti; = sup [minfpg(u; vk); @s(vk; w;)]]
1<k<n

= t;; = sup [min[ry; si]
1<k<n

=ty = max [minfra sy

Ou seja, compara-se o minimo entre a linha da primeira relacdo R com a primeira
coluna da relacdo S e toma-se o maximo dentre esta comparagdo, e assim por diante
com as demais linhas e colunas de R e S para obter a matriz da relacdo 7. Em outras
palavras, a composi¢ao na forma matricial pode ser vista como o produto usual entre
matrizes, trocando-se o produto dos termos pelo minimo entre cada um e a soma pelo
maximo.

Exemplo 6.13. [12] Sejam os conjuntos fuzzy X = {zy;x9;z3;24},Y = {y1;y2; 93} e
7 = {z1; 22; 23; 24; 25}, € as relagdoes R sobre X X Y e S sobre Y x Z. Com

0 0,3 0,4
0,2 0,5 0,3
R@v)=los o o
0,7 0,7 1
0.7 0 0 0,3 0,6
S(y;z)=10,5 0,5 1 0,4 0

0o 0,7 0,2 0,9 0

Para determinar a relacdo 7 = R x S, realiza-se as comparagoes das linhas da primeira
com as colunas da segunda. Assim,

t11 = max[min|ry; ;]|
= t1; = max|[min{0; 0, 7}; min{0, 3; 0, 5}; min{0, 4; 0}
= t1; =max]0;0, 3; 0]
= 1), =0,3.
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Realizando este procedimento para todos os elementos das matrizes das relagoes R e
S tem-se a Tabela 6.6.

‘ tij ‘ min|rig; Si;| ‘ min|rig; Sk, ‘ min|rig; Si;] ‘ max |[min{r; S;l| ‘ tij ‘

tn| {0;0,7¢ | {0,3:0,5} | {0,4;0} {0;0,3;0y  [0,3
tia| {0;0} {0,3;0,5} | {0,4;0,7F | {0;0,3;0,4F |0,4
tis | {0;0} {0,3:1} | {0,4;0,2} | {0;0,3;0,2} |0,3
tiu| {0;0,3}7 | {0,3:0,4} | {0,4;0,9} | {0;0,3;0,4F |0,4
tis | {0;0,6} {0,3;0} {0,4;0} {0;0;0} 0
to1 | {0,2;0,7} | {0,5;0,5} | {0,3;0} | {0,2;0,5;0,3% |0,5
t | {0,2;0} | {0,5:0,5} | {0,3;0,7} | {0;0,5;0,3F |0,5
tas | {0,2;0} {0,517 | {0,3;0,2} | {0;0,5;0,2} |0,5
tor | {0,2;0,3} | {0,5:0,4} | {0,3;0,9} | {0,2;0,4;0,3} |0,4
tss | {0,2;0,6} | {0,5;0} {0,3;0} {0,2;0;0} [0,2
ts1 | {0,8;0,7} | {0;0,5} {0:0} {0,7:0;0} 0,7
tso | {0,8;0} {0;0,5} {0;0,7} {0;0;0} 0
tss | {0,8;0} {0;1} {0;0,2} {0;0;0} 0
ts1 | {0,8,0,3% | {0:0,4} {0;0,9} {0,3:0;0y |0,3
t3s | {0,8;0,6} {0;0} {0;0} {0,6;0;0} 0,6
ty | {0,7;0,7} | {0,7;0,5} {1;,0} {0,7;0,5;0} 0,7
tn| {0,7;0F | {0,7;0,5} | {1;0,7} {0;0,5;0,7F 0,7
tis | {0,7:0} {0,7:1} {1,0,2} {0;0,7:0,2} [0,7
tw| {0,7:0,3} | {0,7:0,4} | {1;0,9% | {0,3;0,4;0,9% |0,9
ts5 | 10,7:0,6F | {0,7:0} {1;0} {0,6;0:0} [0,6

Tabela 6.6: Valores para andlise da composicao de relagoes fuzzy.

Obtém-se a matriz da relacdo composta 7 =R o S,

T=RoS=

0,3 0,4 0,3 0,4 O

0,7

0 0

0,5 0,5 0,5 0,4 0,2
0,3 0,6

0,7 0,7 0,7 0,9 0,6

Note que, assim como o produto de matrizes usuais, a composicao das relacoes nao é

comutativa, este exemplo ilustra esse fato, ja que nem seria possivel computar S o R.

Defini¢ao 6.14 (Regra de composigao de inferéncia). Sejam U e V dois conjuntos, e
F(U) e F(V) as classes dos subconjuntos fuzzy de U e V respectivamente. Considere R
uma relacao sobre U x V| entdo:

1. A regra da composicao de inferéncia ¢é definida pela relacao R define funcional
de F(U) em F(V) que cada elemento A € F(U) faz corresponder o elemento B €
F (V) cuja fungao de pertinéncia é dada por

Ou seja, B =R(A) = Ao R, pois

©B(Y) = Yr(4)(y) = sup[min(pa(z;y); or(z))].

ilelg[min(wn(fv; y);palz))] = 21615[min(m(x); or(z;y))]-

zelU
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2. A imagem inversa de B por R ¢ a relagdo R que também define um funcional de
F(V) em F(U), fazendo corresponder cada B € F(V) em um elemento A € F(U)
cuja funcao de pertinéncia é

pa(r) = pr-1(p)(r) = zlelg[min(son—l(y; z);¢8(Y))].

Ou seja, A =R (B) = BoR™ !, pois

igg[min(wn—l (y;7);0B(y))] = igg[min(ws(y); or-1(y;2))]-

Da matematica classica temos que as rela¢des possuem as seguintes propriedades.

Propriedade 6.15. [21] Seja R uma relagao sobre o conjunto F, sdo validas as seguintes
propriedades:

1. Reflexiva.

A relagao R é reflexiva quando todo elemento de E se relaciona consigo mesmo, ou
seja, quando, para todo x € F, vale xRx.

2. Simétrica.

A relagao R é simétrica se vale yRx sempre que vale xRy, ou seja, se xRy, entao

yRez.

3. Transitiva.

A relacdo R é transitiva se vale xRz sempre que vale xRy e yRz, ou seja, se xRy
e YRz, entao xRz.

4. Anti-simétrica.

A relagao R é anti-simétrica se x = y sempre que Ry e yRx, ou seja, se TRy e
yRx, entao x = y.

Caso sejam validas as Propriedades 1, 2, 3 tem-se uma relagado de equivaléncia.
Utilizando a Propriedade 6.15 tem-se entao a Defini¢do 6.16 para conjuntos fuzzy.

Definicao 6.16. Seja R uma relagao fuzzy binaria sobre U, cuja funcao de pertinéncia é
pr. Entao, para quaisquer x,y e z de U, a relagdo R é:

1. Reflexiva se pgr(z;y) = 1.

2. Simétrica se pr(z;y) = ¢r(y; ).

3. Transitiva se pg(z;2) > min[er(z;v); er(y; 2)]-

4. Anti-simétrica se pr(x,y) > 0e pr(y;z) > 0= 2 =1y.
Caso sejam validas 1, 2, 3 tem-se uma relagao de equivaléncia.

Exemplo 6.17. [12] Seja R uma relacao fuzzy em X x X, onde X é o conjunto de todas
as disciplinas de um curso e R representa a relagao “é pré-requisito para”.
Analisando a relacao, tem-se:
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1. Verifica-se que a relagdo R nao é reflexiva pois uma disciplina nunca é pré-requisito
de si mesma, assim ¢g(z;x) = 0.

2. A relacdo R nao é simétrica, pois para uma disciplina x que é pré-requisito de y
nao se tem valido que y seja pré-requisito de x. Assim pr(z;y) # pr(y; ).

3. A relacdo R é transitiva pois se uma disciplina x é pré-requisito de uma disciplina
y, e se a disciplina y é pré-requisito da disciplina z, entdao x é pré-requisito da
disciplina z. Assim, temos que pr(z;y) = 1 e pr(y;2) = 1, logo, pr(x;z) >
minfpr (7;y); or(Y; 2)]-

4. A relagao R nao é anti-simétrica, pois mesmo que uma disciplina x seja pré requisito
da disciplina ¢y e como a disciplina y nao pode ser pré requisito de x como visto em
1, pois ndo é reflexiva. Assim ¢r(x;y) = 1 porém px(y;z) = 0.

Exemplo 6.18. [12] Seja o conjunto X = {1,2,...,10} e a relagdio R uma relagdo em
X x X tal que dois elementos estdo relacionados se possuem o mesmo resto na divisao
por 3, ou seja, a relacdo R simula a relagdo que da origem ao conjunto do Zs.

A Tabela 6.7 apresenta as pertinéncias entre os elementos da relagao R.

’ Elemento \ Resto na divisao por 3 ‘

1 1
2 2
3 0
4 1
b} 2
6 0
7 1
8 2
9 0
10 1

Tabela 6.7: Restos na divisdao por 3 do conjunto X.

Tem-se entao que:

i) Para resto 0 na divisdao por 3,

1 =pr(3;3) = vr(3;6) = pr(3;9) =
=pr(6;3) = ¢r(6;6) = pr(6;9) =
=pr(9;3) = ¥r(9;6) = ¥r(9;9

1 =pr(1;1) = pr(1;4) = pr(1;7) = pr(1;10)
=pr(4;1) = pr(4;:4) = pr(47) = pr(4;10) =
=pr(7;1) = pr(7;4) = pr(7;7) = pr(7;10) =
=pr(10;1) = pr(10;4) = pr(10; 7) = ¢r(10; 10)
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iii) Para resto 2 na divisdo por 3,

1 =pr(2;2) = r(2;5) = pr(2;
=pr(5;2) = pr(5;5) = Yr(5;
=pr(8;2) = vr(8;5) = Yr(

iv) Observe que para as demais combinagoes de ¢g(z;;z;) = 0 com z;,x; € X =

{1'1, e ,Ilo}.
Verifica-se entao:

1. A relagao R é reflexiva pois um elemento x possui o mesmo resto que z (ele mesmo)
na divisao por 3. Logo pr(z;z) = 1.

2. A relagdo R é simétrica, pois se um elemento x possui mesmo resto que um elemento
y na divisao por 3, temos que o elemento y possui o mesmo resto que x na divisao

por 3. Assim pr(7;y) = pr(y;7) = 1.

3. A relagao R é transitiva, pois se x e y possuem o mesmo resto na divisao por 3 e que
se y e z também possuem o mesmo resto na divisao por 3, entao x e z possuem o
mesmo resto na divisdo por 3. Logo vr(z;y) =1 e pr(y;2z) =1 entdo p(z;2) = 1.

4. A relagdo R nao é anti-simétrica, pois mesmo que um elemento x possua o mesmo
resto na divisao por y e vice-versa, nao implica que z = y.
Como sao validas as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva, tem-se que a

relacao R é uma relacao de equivaléncia.

No préximo capitulo serdo apresentadas nocoes de logica fuzzy, e as t-normas e t-
conormas que serao utilizadas nas aplicacoes.



7 Nocoes da légica fuzzy

Neste Capitulo sera tratado o conceito de logica fuzzy, e tal conceito é descrito como
uma extensao da logica classica.

Na logica fuzzy as premissas e conclusdes sao subjetivas, e quanto maior a incerteza
nas premissas, maior a incerteza nas conclusoes.

Como nos demais Capitulos, é apresentado o conceito como é normalmente desenvol-
vido na matematica classica, e logo em seguida é apresentado na matematica fuzzy.

7.1 Conectivos basicos da légica classica

Para defini¢oes e exemplos de conceitos como proposicoes, conectivos, tabela verdade,
notagoes, dentre outros da logica matematica classica, indica-se ao leitor [22].

Considere as proposicoes p e ¢, e que para cada uma a unica possibilidade é de que
seja verdadeira (V') ou falsa (F). Caso a afirmagao seja verdadeira, atribui-se o valor
1, e no caso de ser falsa, atribui-se o valor 0.

7.1.1 Negacgao (~)

Defini¢ao 7.1. [22] Chama-se negagao de uma proposi¢ao p a proposigao representada,
por “ndo p”, cujo valor légico é verdadeiro (V ou 1) quando p é falsa e a falsidade (F ou
0) quando p é verdadeira.

Conclui-se entdao que “nao p” tem o valor oposto daquele atribuido a p. Assim, o
valor logico da negacao de uma proposicao é definido pela tabela verdade, apresentada na
Tabela 7.1.

0
1

]

Tabela 7.1: Tabela verdade da negacao.

Exemplo 7.2. Considere a proposi¢ao e sua negacao:

p: Antonio toca violao.

~ p: Antonio nao toca violao.

134
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7.1.2 Conjungao, conectivo e (/)

Defini¢ao 7.3. [22] Chama-se conjungao de duas proposigoes p e ¢ a proposigao repre-
sentada por “p e ¢”, cujo valor l6gico é verdadeiro (V' ou 1) quando as proposigoes p e g
sdo ambas verdadeiras e a falsidade (F ou 0) nos demais casos.

Simbolicamente, representa-se a conjuncao das proposi¢oes com a notacao pAq e lé-se
“peq”, e com a tabela verdade, apresentada na Tabela 7.2.

Tabela 7.2: Tabela verdade do conectivo e.

Pode-se definir o conectivo e através da seguinte funcao,

A:{0;1} x {0;1} —{0;1}
(P Aq) = Ap;q) = p A q=min{p;q}.

Exemplo 7.4.
1. Considere as proposigoes:

p: O Sol é uma estrela.
q:1<2.

Como ambas as proposic¢oes sao verdadeiras, tem-se que p A ¢ = 1.
2. Sejam as proposicoes

p: O Sol é uma estrela.
q:2<1.

Como as primeira proposicao é verdadeira e a segunda falsa, tem-se p A ¢ = 0.

7.1.3 Disjuncgao, conectivo ou (V)

Defini¢ao 7.5. [22] Chama-se disjunc¢ao de duas proposigoes p e ¢ a proposigao repre-
sentada por “p ou ¢”, cujo valor légico é verdadeiro (V ou 1) quando ao menos uma das
proposigoes p e g é verdadeiras e a falsidade (F ou 0) quando as proposigdes p ou ¢ sdo
ambas falsas.
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Simbolicamente, representa-se a disjun¢ao das proposi¢oes com a notacao pV q e lé-se
“pou q”, e com a tabela verdade, apresentada na Tabela 7.3.

Tabela 7.3: Tabela verdade do conectivo ou.

Pode-se definir o conectivo ou através da seguinte fungao,

V:{0;1} x {0;1} —{0;1}
(pVq) = V(p;q) =pVq=max{p;q}.

Exemplo 7.6.
1. Considere as proposigoes:

p: O Sol é uma estrela.
q:1<2.

Como ambas as proposicoes sao verdadeiras, tem-se que pV q¢ = 1.
2. Sejam as proposicoes

p: O Sol é um planeta.
q: 2 <1.

Como ambas as proposicoes sao falsas, tem-se pV ¢ = 0.

Para a disjuncao exclusiva consulte [22].

7.1.4 Condicional, implicagao (=)

Definig¢ao 7.7. [22] Chama-se proposicao condicional ou apenas condicional uma pro-
posicao representada por “se p entao ¢”, cujo valor 16gico é falsidade (F' ou 0) no caso em
que p é verdadeira e ¢ é falsa e a verdade (V' ou 1) nos demais casos.

Simbolicamente, representa-se a condicional das proposi¢des com a notagdo p = ¢ e

YV A4

1é-se “p implica é condicao suficiente para ¢” ou “q é condicdo necessaria para p”
) b
e com tabela verdade, conforme a Tabela 7.4.



Conectivos basicos da logica fuzzy 137

plalp=4]
11 1
110 0
011 1
010 1

Tabela 7.4: Tabela verdade da implicacgao.

Pode-se definir a implicagao através da seguinte funcao,

=:4{0;1} x {0;1} —{0;1}
(pVaq) == pq)=p=q).

Para exemplos de implicagdo, e defini¢goes como bi-implicagao e demais, consulte [22].

7.2 Conectivos basicos da légica fuzzy

Na légica classica os valores obtidos nas tabelas verdade sao 0 ou 1, o que esta de
acordo com o fato de serem conjuntos classicos. Ja para a logica fuzzy admite-se que os
conjuntos serao fuzzy e deste modo teremos valores no intervalo [0; 1] que serdo atribuidos
as premissas.

Para estender o conceito de logica classica para logica fuzzy, utiliza-se as t-normas e
s-normas.

7.2.1 t-norma

E importante deixar claro que algumas literaturas utilizam o simbolo A ou T' quando
se referem a t-norma, neste trabalho é utilizado ¢ tendo em vista que em estudos recentes
utilizam-se a notagao ¢ para t-norma e 7' para transformada fuzzy [23].

Definicao 7.8. O operador
t:[0;1] x [0;1] —[0;1]
t(a;y) =xty,
¢ uma t-norma, se cumprir as seguintes condigoes:

1. Elemento neutro
t(l;z) = lte = .

2. Comutativa
t(z;y) = oty = yte = t(y; v).
3. Associativa

xt(ytz) = (wty)tz.

4. Monotocidade
Sex <yewu<w, entdo rtu < ytv.
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Proposicao 7.9. Os sequintes operadores sao t-normas:

1. ty(x;y) = min{z;y} =z A y. (Minimo)

2. tp(x;y) = zy. (Produto)

3. tr(x;y) = max{0;z +y — 1}. (Lukasiewicz)
r ,sey=1

4. tp(zyy) =Ry , sex=1 . (Drdstica)
0 , caso contrario

Observagao 7.10. A t-norma ¢p também pode ser definida como [6],

0 , se (zyy) € [0;1)?

min(z;y) , caso contrario

tp(x;y) = {
A demonstracao desses fatos é apresentada e foram consultadas na seguinte referén-
cia [12].

Demonstracao.
1. t-norma do minimo:

i) Do fato que = € [0; 1], tem-se
ty(1;2) = min{l; 2} = .
ii) Note que independente de se ter z < y ou y < z, sempre tem-se o menor valor como

resposta,
tar(w;y) = min{a; y} = min{y; 2} =ty (y; o).

iii) Sem perda, supor r < y < z,
xty(ytyz) = xty (min{y; 2}) = xtyy = min{z;y} = . (7.1)
Por outro lado
(xtpy)tayrz = min{z; y}ty 2z = oty z = min{x; 2} = x. (7.2)
Portanto, por (7.1) e (7.2) tem-se xty (ytarz) = (xtary)tarz.
iv) Novamente sem perda, supor z <y < u < v,

rtyy =min{x; y} =z,

utpv =min{u; v} = w.

Assim, tem-se
rtyu = min{z;u} = z.
Deste modo

= x <y
= min{z;u} <min{y;v}

rtyru <ytyv.

Observe que para demais casos a demonstracao é analoga.
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Portanto, por i), ii), iii) e iv) tem-se que ty; = (z;y) = min{z;y} é uma t-norma.
2. t-norma do produto:

i) Do fato que = € [0; 1], tem-se
tp(liz) =1z =u.
ii) Como a multiplicagdo é comutativa, tem-se xy = yx, assim,
tp(r;y) = 2y = yx = tp(y; x).

iii) Em relagao a associatividade em rela¢do ao produto, tem-se que

Sem perda, supor z < y < z,
wty(ytarz) = xty(yz) = atyyz = vyz. (7.3)

Por outro lado
(xtapy)tyz = zytyz = xyz. (7.4)

Portanto, por (7.3) e (7.4) tem-se ztp(ytpz) = (xtpy)tpz.
iv) Novamente sem perda, supor < y < u < v,

rtpu = zu < yu < yv < ytpo.

Deste modo
rtpu < ytpo.

Observe que para demais casos a demonstracao é analoga.

Portanto, por i), ii), iii) e iv) tem-se que tp(x;y) = xy é uma t-norma.
3. t-norma de Lukasiewicz:

i) Do fato que = € [0; 1], tem-se
tr(1;2) = max{0; 1+ z — 1} = max{0;z} = .
ii) Como a adi¢ao é comutativa, tem-se  + y = y + x, assim,
tr(z;y) =max{0;x +y — 1} = max{0;y + = — 1} =ty (y; x).
iii) Verifica-se que

wtp (ytarz) =xty max{0;y + z — 1} = max{0;z + max{0;y + z — 1} — 1},
(xtpy)tayrz =max{0;x +y — 1}tz = max{0;max{0;x +y — 1} + 2z — 1}.

Lembrando que z,y e z € [0; 1], analisando para os casos
(a) Se0>zx4+y—1e0>y+2z—1, tem-se

bty (ytarz) = max{0;x — 1} = 0 = max{0;z — 1} = (ztyy)tuz.
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(b) Se0<z+y—1e0<y+z—1, tem-se
xty(ytyz) = max{0;x +y + 2z — 2} = max{0;x + y + 2z — 2} = (xtypy)tnz.
(c) Se0<z+y—1e0>y+2z—1, tem-se

O>y+2—-1
szx>r+y+z—1
=0>x—-1>r4+y+2—2.

Deste modo,
xty(ytyz) = max{0;z — 1} = 0 = max{0;x + y + 2z — 2} = (xtyy)tyz

Analogamente para o caso 0 > x+y—1e0 <y+z—1, e assim xtp (ytyz) =
(xtrry)tarz.

iv) Novamente sem perda, supor <y < u < v,
(a) Se0>x+u—1,
rtpu = max{0;z +u— 1} =0 <max{0;y + v — 1} = yt .
(b) Se 0 >z +wu—1, entdo 0 < y + v — 1, deste modo,
rtpu =max{0;z+u—1} =zv+u—1<y+v—1=max{0;y+v—1} = ytLv.

Deste modo
ztru < ytrv.

Observe que para demais casos a demonstracao é analoga.

Portanto, por i), ii), iii) e iv) tem-se que tz(z;y) = max{0;z +y — 1} é uma t-norma.
4. t-norma drastica:

i) Do fato que x € [0;1] e da definigao de tp, tem-se

r ,sey=1
tp =43y ,sex=1
0 , caso contrario
Assim, tp(l;z) = .
ii) Utilizando a defini¢ao de tp,
r ,sey=1 y ,sex=1
tp(z;y) =<y ,sex=1 =qzr ,sey=1 =tp(y; ).
0 , caso contrario 0 , caso contrario

iii) Para mostrar que ztp(ytpz) = (2tpy)tpz é necessario analisar os seguintes casos:
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xtp(ytpz) = xtpl =1 = 1tpz = (xtpy)tpz.
(b) z=1y=1,2#1,
xtp(ylpz) = xtpz = z = ltpz = (xtpy)tpz.
(c)z=1Ly#1,z=1,
xtp(ytpz) = xtpy =y = ytpz = (vtpy)tpz.
(d) z=Ly#1,2#1,
xtp(ytpz) = xtp0 = 0 = ytpz = (xtpy)tpz.
(e) z#£1lLy=1,2=1,
xtp(ytpz) = xtpl = 1 = ytpz = (xtpy)tpz.
f) e #£1,y=1,2#1,
xtp(ytpz) = xtpz = 0 = xtpz = (xtpy)tpz.
(g) v#Ly#1,2=1,
xtp(ytpz) = xtpy = 0 = 0tpz = (xtpy)tpz.
W) o £ 1Ly ALz#1L
xtp(ytpz) = xtp0 = 0= 0tpz = (xtpy)tpz.
Portanto ztp(ytpz) = (xtpy)tpz.
iv) Considerando sem perda x <y e u < v,
(a) Se x =1 entdo y = 1, assim
tp(z;u) =u <v=tpy;v).
(b) Se u =1 entao v =1,
tp(z;u) =z <y = tp(y;v).

(c) Caso contrario,
tp(x;u) =0 <tp(y;v).

Portanto, por i), ii), iii) e iv) tem-se que tp(z;y) é uma t-norma.
[

Proposigao 7.11. [6] Seja t uma t-norma qualquer, entio para todo x € [0; 1] tem-se que

t(z;0) = 0.
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Demonstragao. Devido as t-normas cumprirem as condi¢oes da Definicao 7.8, elemento
neutro, comutatividade, monotocidade tem-se

t(z;y) <t(z,1) =z,
t(zyy) <t(y;1) =y

Como t(x;y) € [0;1], segue

t(z;y) < min{z;y}

Logo
t(z;0) < min{z;0} = 0.
O
Teorema 7.12. [6] Seja t uma t-norma qualquer, entdo
tp <t <ty.
Demonstragao. De acordo com a Proposi¢ao 7.11,
t(a;y) < min{a;y} = tar(z;y).
Deste modo,
i) Se z =1, entdo
to(Liy) =y =t(L;y).
ii) Se y = 1, entao
tp(x;1) = x =t(x;1)
iii) Caso contrario,
tp(r;y) =0 = t(x;0) < t(z;y)
= tp(z;y) < t(z;y)
Logo, tp <t < ty.
O

Proposicao 7.13. [6] As t-normas ty;,tp,ty, e tp satisfazem
tp <tp <tp <ty.

Demonstragio. Do Teorema 7.12 tem-se que para uma t-norma t qualquer, é valido que
tp <t < ty. Basta provar entao que t; < tp.

i) Se 0 >z +y — 1, entdo
tr(z;y) = max{0;z +y—1} =0.
Como z,y € [0;1] entdo 0 < zy < 1, e assim

tr(z;y) = max{0;z +y — 1} = 0 <ay = tp(z;y),
= tr(z;y) <tp(z;y).
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ii) Se 0 <z +y — 1, entdo
tr(r;y) =max{0;z+y— 1} =ao+y— 1.

Como z,y € [0;1] supondo x # 1 tem-se x — 1 < 0 o que ird inverter a desigualdade

abaixo, logo

=zy—y>x—1
=aoy>r+y—1

= tp(z;y) Zto(w;y)

= tr(zy) <tp(z;y).

iii) Sex =1ey#1, entao
tr(z;y) = max{0;x +y — 1} = max{0;y} = y <y = ly = zy = t(2;9)
= tp(z;y) <tp(x;y).

iv) Sex=1ey=1,

tr(zy) =max{0;z +y— 1} =1 <l =axy =tp(x;y) = tp(r;y) < tr(z;y).

Portanto, tem-se a validade de tp < t; <tp <ty.
O

Exemplo 7.14. Considere os nimeros triangulares fuzzy do Exemplo 3.12. A t-norma
do minimo ¢ apresentada na Figura 7.1, a t-norma do produto na Figura 7.2, a t-norma

de Lukasiewicz na Figura 7.3 e a t-norma drastica na Figura 7.4.

(a) t-norma do minimo ¢y (pa(2z); vp(z)) = min{pa(x); ()} = @a(x) A pp(x).

pa(z)  vp(2)

Figura 7.1: Representacao da t-norma do minimo.
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(b) t-norma do produto tp(pa(z); pp(z)) = pa(z) - pp(z).

palz) ()

Figura 7.2: Representacao da t-norma do produto.

(¢) t-norma de Lukasiewicz t1(pa(2); ¢p(x)) = max{0; pa(x) + ¢p(x) — 1}.

o(x)
. pa(z)  »p(2)
i "
S HE t-norma
| () . .
I \ + v Lukasiewicz
1 | |
1 | |
1 | |
1 | |
N | |
N | |
1 | |
1 | |
1 | I
1 | I
1 | |
1 | |
1 I |
1 |
! |
1
. |
1
: |
‘ T
0 4

Figura 7.3: Representacao da t-norma de Lukasiewicz.

Nem sempre a t-norma de Lukasiewicz é nula como na Figura 7.3, o que pode ser
verificado no Exemplo 7.15.

palr) , sepp(z) =1

(d) t-norma dréstica tp(pa(z);op(z)) =< ep(z) , se pa(z) =1
0 , caso contrario
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'y R t-norma
\ dréstica

Figura 7.4: Representacao da t-norma drastica.

Como visto na t-norma de Lukasiewicz, a t-norma drastica da Figura 7.4 se mostra
nula, o que nao é sempre valido como pode ser verificado no Exemplo 7.15.

A Figura 7.5 apresenta todas as t-normas juntas onde é possivel verificar a desigualdade
da Proposicao 7.13.

XY n

t-norma

t-norma
dréstica

Figura 7.5: Representacao da desigualdade das t-normas.

Exemplo 7.15. Considere os nimeros fuzzy triangulares A = (0;1;3) e B = (—1;2;3).
A t-norma do minimo ¢é apresentada na Figura 7.6, a t-norma do produto na Figura 7.7,
a t-norma de Lukasiewicz na Figura 7.8 e a t-norma drastica na Figura 7.9.

(a) t-norma do minimo ty(pa(2); p(z)) = min{pa(z); pp(x)} = wa(x) A pp(x).
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Figura 7.6: Representacao da t-norma do minimo exemplo.

(b) t-norma do produto tp(pa(z); pp(x)) = pa(z) - @p(x).

v t-norma
' produto

Figura 7.7: Representacao da t-norma do produto exemplo.

(¢) t-norma de Lukasiewicz t;(pa(z); ¢p(x)) = max{0; pa(z) + ¢p(x) — 1}.
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Figura 7.8: Representacao da t-norma de Lukasiewicz exemplo.

pa(r)  sepp(r)=1
(d) t-norma dréstica tp(pa(z);op(z)) =< ep(z) , se pa(z) =1
0 , caso contrario

Figura 7.9: Representacao da t-norma drastica exemplo.

A Figura 7.10 apresenta todas as t-normas juntas onde é possivel verificar a desigual-
dade da Proposicao 7.13.



Conectivos basicos da logica fuzzy 148

pa(z) »p(z)

N » s
\ 4 &—norma minimo
’
[

A ’
\ ,/
\}
t-norma pI‘OdutO
| 1

t-norma
Lukasiewic

Figura 7.10: Representacao da desigualdade das t-normas exemplo.

7.2.2 s-norma

E importante deixar claro que algumas literaturas chamam a s-norma de t-conorma.
Neste trabalho sera adotado s-norma e a notagao sera s tendo em vista que esta notacao
vem sendo utilizada em estudos recentes. Algumas literaturas como [2] utilizam também
a notagao v/.

Definicao 7.16. O operador
t: [0;1] x [0;1] —]0;1]
s(z;y) =wsy,
¢ uma s-norma se cumprir as seguintes condigoes:

1. Elemento neutro
s(0;z) = 0sx = x.

2. Comutativa
s(x;y) = wsy = ysz = s(y; ).

3. Associativa
zs(ysz) = (zsy)sz.

4. Monotocidade
Sex <yewu<wv, entdo xsu < ytv.

Proposicao 7.17. Os sequintes operadores sao s-normas:
1. sy(z;y) = max{z;y} =z Vy. (Mdzimo)
2. sg(z;y) = +y— zy. (Soma)

3. sp(z;y) = min{l;x + y}. (Lukasiewicz)
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z , sey=20
4. sp(zyy) =<y , sex =0 : (Drdstica)
1, caso contrdrio

Observacao 7.18. A s-norma sp também pode ser definido como [6]

1 , se (z3y) € (0;1]?

max{x;y} , caso contrario

sp(a;y) = {
A demonstracao desses fatos é apresentada e foram consultadas na seguinte referén-
cia [12].

Demonstracao.
1. s-norma do maximo:

i) Do fato que = € [0; 1], tem-se

sy (0;2) = max{0;z} = x.

ii) Independente de se ter x < y ou y < x, sempre se tem-se o maior valor como
resposta,
su(wyy) = max{z;y} = max{y; a} = su(y; ).

iii) Sem perda, supor que = < y < z,

xsy(ysyz) = sy (max{y; z}) = sy z = max{x; z} = z. (7.5)

Por outro lado,
(xsyy)tyrz = min{z; y}syz = ysyz = max{y; 2} = 2. (7.6)

Portanto, por (7.5) e (7.6) tem-se xsy (ysyz) = (xSpy)saz.

iv) Novamente sem perda, supor ¢ <y < u < v,

rsyy =max{z;y} =y,

usyv =max{u; v} = v.
Assim, tem-se

rsyu = max{r;u} = u.
Deste modo,

= u <v
= max{z;u} <max{y;v}

TSy <YSpv.

Observe que para demais casos a demonstracao é analoga.

Portanto, por i), ii), iii) e iv) tem-se que sy(x;y) = max{x;y} ¢ uma s-norma.
2. s-norma da soma:
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i) Do fato que = € [0; 1], tem-se
ss(0;2) =0+ 2 — 0x = z.
ii) Utilizando a definigdo da s-norma e a comutatividade da adicao,
ss(my)=v+y—ay=y+x—yr=ss(y;z)
iii) Novamente utilizando a comutatividade da adi¢ao tem-se

xss(yssz) =xss(y+z—yz)=x+ (y+2—yz) —z(y+ 2z — yz)
= xs5(yssz) =x +y+ z — vy — vz — yz + wyz. (7.7)

Por outro lado,

(zssy)ssz =(x+y—ay)ssz=(x+y—zy)+2z— (z+y—2xy)z
= (xssy)ssz =x +y+ 2 — xy — vz + TY2. (7.8)

Portanto, por (7.7) e (7.8) tem-se xss(yssz) = (Ssy)ssz.

iv) Sem perda de generalidade, supor z < y < u < v, e do fato que z,v € [0; 1], tem-se

0<1—2<1,
0<1—ov<1.
Deste modo,
r <y

= z(l —v) <y(l —v)
=z —2v <y —Yyv
sv+x—av<v+y—yv. (7.9)

E também,

u <v
= u(l —z) <v(l —x)
= u—zu <v —UT
=r+u—au<r+v— V. (7.10)

Comparando (7.9) e (7.10),

r+u—zu<r+v—azv<v4+y—yv
z+u—zu<v+y—yv
= ss(zyu) <ss(y;v).

Portanto sg(z;y) = x + y — xy é uma s-norma.
3. s-norma de Lukasiewicz:
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i) Do fato que = € [0; 1], tem-se

sp(0;2) = min{l; 2} = .

ii) Da comutatividade da adigdo e a comparagdo com o valor 1, sempre se tem-se o
menor valor como resposta,

sp(r;y) = min{l;z +y} = min{L;y + 2} = sp(y; 7).
iii) Note que,
xsp(yspz) =xspmin{l;y + 2z} = min{1l; x + min{1l;y + 2z}}
= xs(yspz) =min{l;z + min{1l;y + z}}.
E também,
(xspy)spz =min{l;z + y}spz = min{l; min{1;x + y} + z}
= (rspy)spz =min{l;min{l;z + y} + z}.
Deste modo,
(a) Sel<y+zel<z+uy,

xsp(yspz) =min{l;x + min{1l;y + 2}} = min{l;z + 1} =1
=min{1;1+ z} = min{l; min{l;z + y} + 2} = (zspy)srz,

= (vspy)spz =(TsLy)sLz.
(b) Sel>y+zel>uz+y,entdo

zsp(yspz) =min{l;z + min{l;y + z}} = min{l;z+y+ 2z} =z +y+ =2
=min{l;z +y+ 2z} = min{; min{l;z + y} + 2z} = (zspy)srz,

= (xspy)spz =(xspy)spz.
(c)Sel<y+zel>z+y,eassim1<y+z<z+y-+z entdo

zsp(yspz) =min{l;z + min{l;y + z}} = min{l;z + 1} =1
=min{l;z +y+ 2z} = min{; min{l; 2 + y} + 2} = (zspy)srz,

= (xspy)spz =(xspy)spz.
(d) Sel>y+zel<z+y, tem-se

xsp(yspz) =min{l;z + min{l;y + z}} = min{l;z+y+ 2} =1
=min{l;1 + z} = min{l;min{l;x + y} + 2} = (xspy)srz,
= (zspy)spz =(zspy)spz.

Portanto, é vélida a associatividade (xspy)spz = (zspy)spz.

iv) Sem perda, supor z < y < u < v,
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(a) Se 1 <z +u tem-se 1 <y + v assim
sp(z;u) =min{l;z +u} =1 =min{l;y + v} = sp(y; v).
Conseguindo assim a igualdade.
(b) Se 1 > x + u entdo,
sp(z;u) =min{l;z+u}l=z+u<1<y+v=min{l;y+v} =s.(y;v).
Portanto, Sp(z;y) = min{l;z + y} é um s-norma.
4. s-norma dréstica:

i) Do fato que z € [0;1] e da definigdo de sp, tem-se

xr ,sey=0
sp=1%y ,sex=0
1 , caso contrario
Assim, sp(0;z) = .
ii) Utilizando a definigao de tp,
z ,sey=0 y ,sex=0
sp(r;y) =<y ,sex=0 =qx ,sey=0 = sp(y; ).
1 ., caso contrario 1, caso contrario

iii) Para mostrar que zsp(yspz) = (zspy)spz é necessario analisar os seguintes casos:

xsp(yspz) =xsp0=x=0= 2 =0spz = (xspy)spz.

(b) =0,y =0,z #0,

xsp(yspz) = xspz = z = 0spz = (zSpy)spz.
(¢c) z=0,y#0,2=0,

xsp(yspz) = xspy =y = yspz = (xSpy)sSp=.
(d) 2 =0,y #0,2#0,

zsp(yspz) =xspl =1 =yspz = (xspy)spz.
(e) ©#0,y=0,2=0,

zsp(yspz) = xsp0 = x = xspz = (xspy)tpz.
(f) ##0,y =0,z #0,

xsp(yspz) = xspz =1 = xspz = (xSpy)sp=z.
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(g) ©#0,y#0,2=0,
xsp(yspz) = xspy =1 = lspz = (xspy)spz.
(W) & #0,y £ 0,2 £0,
xsp(yspz) = xspl =1 = 1spz = (zspy)spz.
Portanto xsp(yspz) = (xspy)spz.
iv) Considerando sem perda z <y e u < v,
(a) Sexz =0ey =0, assim
sp(x;u) =u < v =sp(y;v).
(b) Se z =0 entao v =0,
sp(z;u) =z <y = sp(y;v).
(¢c) Sex=0,y#0ev #0,
sp(r;u) =u <1=sp(y;v).
(d) Sex#0eu#0entdaoy Pewv#0,assim
sp(x;u) =1 =sp(y;v).

Os casos em que v = 0 sao analogos.

Portanto, por i), ii), iii) e iv) tem-se que sp(z;y) é uma s-norma.
0
Proposicao 7.19. [6] Seja s um s-norma qualquer, entao para todo x € [0;1] tem-se que
s(x;1) = 1.

Demonstragio. Da Definicao 7.16, tem-se o elemento neutro, a comutatividade e mono-
tocidade, assim
s(z;y) = s(x;0) = .
Também,
s(z;y) = s(0yy) = .
Deste modo,
s(z;y) = max{z;y}.

Como z € [0; 1],tem-se
s(x;1) > max{z;1} = 1.

Teorema 7.20. [6] Seja s uma s-norma qualquer, entdo

sy < s < sp.
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Demonstragao. Pela Proposicao 7.19 tem-se

sm(r;y) = max{z;y} < s(z;y).
Basta mostrar entao que s < sp.

i) Sex =0,
sp(z;y) =y = sp(0;y) = s(x;y).

ii) Sey =0,
sp(z;y) = x = sp(y;0) = s(z;y).

iii) Sex #£0ey #0,
s(z;y) < s(z;1) =1 =sp(x;y).

Portanto, sy < s < sp. ]
Proposicao 7.21. [6] As s-normas sy, Ss, S, € Sp satisfazem
s < S5 < sp < Sp.
Demonstracao. Do Teorema 7.20, tem-se sy; < s < sp, assim basta mostrar que sg < sy.

i) Se 1 <z + y, entao
sp(z;y) =min{l;z +y} = 1.

Da definicdo de sgtem-se

ss(z;y) = +y— 2oy <1 =minmin{l;z + y} = sp(z;y)
= ss(x;y) <sp(x;y).

ii) Se 1 > x +y, entdo
sp(z;y) =7 +y.
Do fato que —zy < 0, tem-se
ss(ryy) =z +y — oy <z +y=min{l;z +y} = s(z;y)
= ss(x;y) <sp(w;y).
Portanto, sg(z;y) < sp(x;y).
OJ

Exemplo 7.22. Considere os nimeros triangulares fuzzy do Exemplo 3.12. A s-norma
do maximo é apresentada na Figura 7.11, a s-norma da soma na Figura 7.12, a s-norma
de Lukasiewicz na Figura 7.13 e a s-norma dréstica na Figura 7.14.
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(a) s-nmorma do méaximo sy (pa(z); pp(r)) = max{pa(z);ep(r)} = va(x) V pp(x).

p(z)
. valz)  ¢B(2)

| \ s-norma méaximo
| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

I I

| |

| 1 \ |

| |

| ,’ “ |

| N \ |

| 1 \ |

| 1 \ |

| 1 v |

[ v

I Y I

N Y I

" A

L + x

0 1 2 3 4

Figura 7.11: Representagao da s-norma do maximo.

(b) s-norma da soma sg(pa(x); pp(x)) = pa(x) + ¢p(x) — pa(x) - ().

Figura 7.12: Representacao da s-norma da soma.

(¢) s-norma de Lukasiewicz sy, (va(x); ¢p(x)) = min{l; pa(z) + ¢p(x)}.
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o(x)
pa(z)  ¢B(2)

1 ]
I I
" 1 S-norma
[IRY ! . .
I K Lukasiewicz
[ |
o L
| \ ! |
| \ ! |
| ' " |
| \ , |
| \ |
| v |
| ," |
| ' “ |
| P |
| ' \ |
[ !
[} v !
I v
I v
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I v
" A
! 4 x

0 1 2 3 4

Figura 7.13: Representagao da s-norma de Lukasiewicz.

pa(z) , sepp(r)=0
(d) s-norma dréstica sp(pa(x); ep(x)) =< vp(x) , se pa(x) =0
1 , caso contrario

p(x)
palr)  ep(z)
14—
|
i . s-norma
(I U s L.
I K dréstica
[ |
o L
| \ ! |
| \ ! |
| ' " |
| \ , |
| \ |
| v |
| ," |
| ' “ |
| P |
| ' \ |
[ !
[} v !
I v
I v
I Y I
I v
" A
! t T
0 1 2 3 4

Figura 7.14: Representagao da s-norma drastica.

Note que no caso das tltimas duas s-normas temos como resultado a combinacao
convexa (ou também chamado de envelopamento) dos nimeros fuzzy triangulares. Isso
nem sempre ocorre, como sera ilustrado nos exemplos a seguir.

A Figura 7.15 apresenta todas as s-normas juntas onde é possivel verificar a desigual-
dade da Proposigao 7.21.
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o(x)
PA(T) @B(w)
1 L

| |

| | t-norma

t-norma | | dréstica
Lukasiewicz | |
— | |
|
| |
| |
I I
I I
| |
t-norma : "‘\ ‘
soma o
[ |
o “ |

v \ t:—norm maximo
) Y
) ‘Y
' Y
1) Y

I ! L X
-1 0 1 2 3 4

Figura 7.15: Representacao da desigualdade das s-normas.

Exemplo 7.23. Considere os nimeros fuzzy triangulares A = (0;1;3) e B = (—1;2;3).
A s-norma do maximo é apresentada na Figura 7.16, a s-norma da soma na Figura 7.17,
a s-norma de Lukasiewicz na Figura 7.18 e a s-norma drastica na Figura 7.19.

(a) s-norma do maximo sy (pa(x); pp(z)) = max{pa(x); pp(z)} = pa(z) V @p(x).

S-norma
maximo

—1 0 1

Figura 7.16: Representacao da s-norma do maximo exemplo.

(b) s-norma da soma sg(pa(z); vp(z)) = va(x) + pp(x) — pa(z) - pu(2).
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—1

Figura 7.17: Representacao da s-norma da soma exemplo.

(¢) s-norma de Lukasiewicz sp,(pa(x); ¢p(x)) = min{l; pa(z) + ¢p(x)}.

' S-norma -
| . ol AN
h Lukasiewicz \

-1 0 1 2 3 4
Figura 7.18: Representagao da s-norma de Lukasiewicz exemplo.

palr) , sepp(r) =0

(d) s-norma dréstica sp(pa(x);ep(x)) =< ep(x) , se pa(x) =0
1 , caso contrario
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s-norma
| ’ . I
dréstica,

1 1 2

Figura 7.19: Representacao da s-norma drastica exemplo.

A Figura 7.20 apresenta todas as s-normas juntas onde é possivel verificar a desigual-
dade da Proposi¢ao 7.21.

o(z)
pa(z) ¢p(z)
1 B I
| |
| | t-norma
t-norma | | drastica
Lukasiewicz A \ /
— VA Y | /
—_ I e \ | 4
t-norma S o
soma S .
’ | \
| '
A | N
’ | |y
AY
] ! [
] ! ! \
] ! ! \
! t-norma maximo ‘.
1 | |
1 | | A}
] | | A
1 | | N
. - - { x
-1 0 1 2 3 4

Figura 7.20: Representacao da desigualdade das s-normas exemplo.

Defini¢ao 7.24. Uma aplicacao n: [0; 1] — [0; 1] é uma negagao se cumprir as seguintes
condigoes:

1. n(0)=1en(l)=0. (Fronteira)
2. n(n(x)) = x. (Involugao)
3. n é decrescente. (Monotonicidade)

Proposigao 7.25. As sequintes aplicagoes sdo de negagao:

1. m(x)=1—x. (Complementar)
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2. () 11—z
c () = .
T I+
Demonstracao.
1 Verificando se a Defini¢ao 7.24 se aplica a n(x):
i) Tem-se,
m(x) =1—z
= 771(0) =1-0
E também,
m(z)=1—=x
=mn(l)=1-1
ii)
mm(z)) =1 -1 -x)

= m(m(z)) =1-1+z)
= m(m(z)) =z.
iii) Supondo x <y,
T <y
= -—T2>2-y
=1—-az2>1—-y
= m(z) >m(y).
2 Da Definigao 7.24, aplicando a ny(x):

i) Tem-se,

E também,




Conectivos basicos da logica fuzzy 161

ii)

1—=zx
1
M(m (7)) =—
1+
1+
l+z—-1+=x
1
= m(n(n) =155 =%
14z
2z
1
= m(1p(r)) =45~
1+zx
2x 1+
= — .
2(12(2)) =1 2 2
= na(n2(x)) =2
iii) Supondo z <y,
r <y
=z <y
=14+x<1l+y
1 1
> (7.11)
1+2 " 1+4+y

Multiplicando a terceira desigualdade abaixo pela Desigualdade (7.11),

r <y
= -—r=>-y
=1-x>1—-y
:>1—:17>1—y
1l+x " 1+4+y

= n2(x) 2m2(y)

[]

Exemplo 7.26. A aplicagao n;: [0;1] — [0;1] com relagdo my(x) = 1 — x efetuada no
nimero fuzzy A = (0;1;2) do Exemplo 3.12 é apresentada na Figura 7.21.
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Figura 7.21: Aplicacdo da negagao n;.

1—
Exemplo 7.27. A aplicacdo np: [0;1] — [0;1] com relagdo no(z) = 1 efetuada no

nimero fuzzy A = (0;1;2) do Exemplo 3.12 é apresentada na Figura 7.22.

o(x)
_ pale)
3 1)
N\ /" e
0 1 2 3 !

Figura 7.22: Aplicacdo da negagao ns.

Para finalizar este capitulo vamos apresentar um ultimo conceito que relaciona relac¢oes
fuzzy com o operador t-norma. Esse conceito é chamado de interatividade e esta atrelada
a uma distribuicao de possibilidade conjunta, que nada mais é que um exemplo de relagao
fuzzy, assim como veremos a seguir.

Ao leitor que desejar um aprofundamento de alguns dos conceitos apresentados neste
final de capitulo, pode consultar [8].

Definig¢ao 7.28. Uma relacio fuzzy J € F(R?) é uma distribui¢do de possibilidade
conjunta entre os numeros fuzzy A; e Ay se

Ai(z1) = sup{TJ (z1;22)} e Ag(xe) = sup{ T (z1;22).}
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Em outras palavras, uma relagao fuzzy é uma distribuicao de possibilidade conjunta
entre dois nimeros fuzzy se a projecao de J na direcao z; resulta em A; e a projecao de
J na dire¢ao x5 resulta em As. Nesse sentido, A; e Ay sdo chamadas de marginais [24].

Definicao 7.29. [25, 26] Os nimeros fuzzy A; e Ay sdo ditos ndo interativos se a
distribuicao de possibilidade conjunta entre eles é dada por

Tm (215 29) = min{ A (21); Aa(z2) }.

Caso J # Ju, entao A e As sdo ditos iterativos. A conjunta J), é também denotada
na literatura por J, [25].

Definigao 7.30. Seja a distribuigdao de possibilidade conjunta J € F(R?) dos niimeros
Aje Ay e f: R2 - R. A extensao sup-J da fungio f aplicada em (A;; As) é definida,
por

fo(A; A)(y) = sup {T(21;22)}

f(z15m2)=y

No proximo capitulo serao apresentados os conceitos de sequéncias recorrentes, porém
apresenta-se a seguir um teorema que serd util mas que faz mais sentido estruturalmente
colocé-lo aqui devido a ser um assunto relacionado a distribuicao de possibilidade con-
junta.

Teorema 7.31. [25] Sejam { X, }7 e{ X, }7™ sequéncias recorrentes de nimeros fuzzy com
condicoes iniciais Ay, Asg, ..., An € Rp e J uma distribuicio de possibilidade conjunta
entre os elementos da sequéncia. Entdo {X,}7 C {X,}/™

O Teorema 7.31 estabelece uma relagao entre elementos das sequéncias fuzzy obti-
dos por meio de distribui¢oes de possibilidades conjunta. Especificamente, as sequéncias
produzidas pela t-norma do minimo produz elementos mais “largos” que os elementos
produzidos por qualquer outra conjunta.

A demonstragao do Teorema 7.31 pode ser consultada em [25]. Para mais detalhes e
discussoes sobre distribui¢oes de possibilidade conjunta e suas aplicagoes, o leitor pode
consultar as referéncias [8, 27].

Neste capitulo foram abordados alguns conceitos da légica fuzzy com o intuito de pre-
parar o leitor para uma discussao sobre distribuicoes de possibilidade conjunta e aplicacoes
em aritmética baseadas em t-normas, no préximo capitulo serao apresentadas aplicacoes
envolvendo a sequéncia de Fibonacci e um modelo bioldgico, tendo em vista como os
modelos se comportam quando realizadas as iteracoes.



8 Aplicacoes

Neste capitulo serdao desenvolvidas aplicagoes dos assuntos desenvolvidos e das t-
normas estudadas no Capitulo 7. Escolheu-se sequéncias recorrentes, ou seja, sequéncias
em que os termos sao definidos utilizando-se os seus antecessores, para mais detalhes veja
o Anexo B e [28]. A sequéncia de Fibonacci também foi estudada no artigo [29], onde
utilizou-se a t-norma do minimo, e a Modelagem de insetos e a Propagacao anual de
plantas sdo exemplos da literatura [30].

Os algoritmos utilizados foram escritos pelos autores deste trabalho no programa Oc-
tave [31], o Anexo A apresenta alguns comando tteis para utilizacdo do programa e alguns
scripts de exemplo. Os dados obtidos foram transportados para arquivos que pudessem
ser utilizados com o pacote TikZ do processador de textos ETREX.

E importante salientar que para o estudo, analise e posterior construcao dos graficos se
faz necessario diversos aspectos computacionais. Dentre alguns, pode-se citar o algoritmo,
a quantidade de pontos processados, e principalmente a aritmética de ponto flutuante,
que pode influenciar em pequenas variagoes (desvios ou erros) de aproximagoes devida a
limitagoes, sejam de hardware ou software.

8.1 A sequéncia de Fibonacci

Leonardo Pisano, mais conhecido como Leonardo Fibonacci (1170 — 1250) publi-
cou em 1202 sua obra intitulada “Liber abaci”, onde relatou uma sequéncia que mesmo
conhecida anteriormente levaria seu nome [32].

Tal sequéncia foi ilustrada para o seguinte exemplo:

“Um homem colocou um casal de coelhos em um recinto fechado. Quantos
casais serao concebidos em um ano, se supusermos que cada casal gera outro
por més a partir de seu segundo més de vida?”.

O ntmero de casais segue a sequéncia:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233.

A sequéncia de Fibonacci pode entao ser definida recursivamente, onde cada novo
termo é a soma dos dois anteriores:

Foio=F,.1+ F,, comn € N.

O interesse por esta sequéncia se deve nao apenas a este exemplo, mas devido ao
fato de que ela aparece nos mais diversos estudos, sejam estudos relacionados a natureza,
flores, animais, galaxias e outros.

164
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A sequéncia de Fibonacci também tem relacdo com o chamado nimero de ouro,
também chamado de proporgao aurea ou divina proporg¢ao[33], sendo a razao entre
os lados de um retangulo o nimero irracional

14++/5
2

o= ~ 1,618.

A relacao entre a sequéncia e o nimero de ouro se torna evidente a medida que se
divide um termo pelo anterior, o que mostra que cada vez mais o resultado se aproxima
de ¢.

Existem muitas outras propriedades conhecidas e muitas outras em estudos a respeito
desta sequéncia, como os estudos publicado em revistas especificas para o assunto [34].

A Tabela 8.1 apresenta os numeros da sequéncia de Fibonacci até Fjy

I | 1 [[Fs| 2584
Fy, | 1 | Fo| 4181
F | 2 |[Fy| 6765
F, | 3 |[Fy | 10946
Fs | 5 || By | 17711
Fs | 8 | Fos| 28657

I | 13 || Fy | 46368

Fs | 21 || Fys | 75025

Fo | 34 || Fy | 121393
Fio| 55 || Far | 196418
Fii | 89 |[ Fas | 317811
Fro | 144 |[ Fag | 514229
Fis | 233 |[ F5o | 832040
Fua | 377 |[ Fay | 1346269
Fis | 610 || Fap | 2178309
Fio | 987 || Fa3 | 3524578
Fir | 1597 || Fay | 5702887

Tabela 8.1: Tabela com os ntimeros de Fibonacci de F até Fiy.

8.1.1 Sequéncia de Fibonacci de nameros fuzzy
Determinacao da t-norma do minimo

Como comentado anteriormente, a sequéncia de Fibonacci parte de duas condigoes
iniciais g = x1 = 1. No entanto, do ponto de vista de pratico, esta aplicagao poderia
partir de nimeros maiores que esse, sendo que nao necessariamente seriam faceis de ser
estimados. Por exemplo, poderiamos considerar que nos instantes iniciais se tem em torno
de 50 pares de coelhos. A varidvel linguistica em torno incorpora uma incerteza atribuida
na contagem dos coelhos. Essa incerteza é entdo descrita por ntimeros fuzzy. Assim, o
objetivo desta se¢ao é explorar a sequéncia de Fibonacci levando em conta uma incerteza
atribuida as condigoes iniciais do problema.

Apresenta-se a forma como foram determinados os processos computacionais para se
calcular a sequéncia de Fibonacci em niimeros fuzzy utilizando a t-norma do minimo da
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Proposicao 7.9 e utilizando 5 pontos para dominio a fim de que seja compreensivel ao

leitor.

Utilizando a sequéncia de Fibonacci classica

Tn4+2 = Tp41 + Ty,

tomando a Tabela 8.2, procedeu-se do seguinte modo:

1.

Tomou-se os nimeros triangulares fuzzy F; = Fy = (0;1;2) da Figura 8.1, colunas
1e?2.

Utiliza-se a notagao F,(z) para identificar os pontos no dominio do nimero de
Fibonacci F,,, no exemplo, tem-se os pontos Fi(x) = Fy(z) = {0;0,5;1;1,5; 2}, este
conjunto é formado por 5 pontos para que seja simples ao leitor acompanhar os
calculos iniciais.

. Calculou-se F3(z) somando termo a termo de Fy(z) e Fy(x), ou seja a coluna 3 foi

obtida somando os termos da anteriores da linha em questao,

Fs(x) = Fy(x) + Fi(x).

. As colunas 4 e 5 apresentam as respectivas pertinéncias de cada termo de Fi(z) e

Fy(x).

. Utilizando o Principio da extensao de Zadeh da Defini¢ao 4.2 e a extensao da

Definicao 4.10, verifica-se todos os possiveis valores para os quais a soma de
Fi(x) e Fy(z) resulta em Fj(x), coluna 6, ou seja,

Fois(@) = Fua () + Fu(a”).

Observe que para determinar um F, o(x) ndo tem-se necessariamente que z’ e x”
sao iguais, por este motivo é feita distingao entre estes valores.

. Na t-norma do minimo como visto na Proposicao 7.9, é definida tomando-se o

minimo da pertinéncia de ¢g, (x) e vg,(x), deste modo, na coluna 7 é comparado o
valor minimo das pertinéncias de todas as possiveis somas determinadas na coluna 6.

. Novamente utilizando o Principio da extensao de Zadeh, a coluna 8 apresenta a

pertinéncia de F3 tomando o supremo do minimo das pertinéncias da coluna 7.

De maneira analoga determina-se Fy, F5 e Fg, conforme as Tabelas 8.3, 8.4, 8.5 e as
Figuras 8.2, 8.3, 8.4 respectivamente.
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PFs (1‘)

Figura 8.2: Sequéncia de Fibonacci de ntmeros fuzzy Fi, Fs, F3 e F}.
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Figura 8.4: Sequéncia de Fibonacci de ntumeros fuzzy F, Fy, F3, Fy, F5 e Fg.

8.2 Simulacoes da sequéncia de Fibonacci utilizando
t-normas

Motivados no estudo da sequéncia de Fibonacci no caso fuzzy, queremos agora ex-
plorar como essa incerteza, atribuida na condicao inicial, evolui ao longo do processo.
Isto é, temos como objetivo simular diferentes cenarios de modo a saber se a incerteza
aumenta, diminui ou se mantem ao longo do processo. Para este estudo mais especifico,
vamos considerar o uso de uma ferramenta chamada de interatividade fuzzy, que consiste
em estudar possiveis relagoes intrinsecas entre variaveis fuzzy. Especificamente, vamos
considerar o uso de t-normas por se tratarem de um exemplo de interatividade e serem
mais conhecidas na literatura. Além disso, as t-normas podem ser relacionadas entre si,
da seguinte forma, toda t-norma estd contida na t-norma do minimo e contém a t-norma
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drastica. Lembrando que a t-norma do minimo é importante pois é o 1inico caso em que
nao se considera interatividade. Pois bem, ja que existem tais relagoes, busca-se explorar
como elas evoluem em processos como o de Fibonacci, a fim de entender melhor como a
incerteza pode evoluir. A partir disso, busca-se considerar a t-norma que pode auxiliar no
controle da incerteza, ja que resultados com grandes incertezas podem nao ter significado
algum [8].

Apresenta-se as simulagoes obtidas para a sequéncia de Fibonacci F,. o0 = F,11 +
F,, com n € N, para os nimeros triangulares fuzzy F; = (0,1,2) e F5 = (0,1,2).

8.2.1 Sequéncia de Fibonacci utilizando a t-norma do minimo
Sequéncia até Fy

Observe que como a t-norma do minimo é equivalente a interseccao de niimeros fuzzy,
e que é realizada a soma de niimeros triangulares pela definicao da sequéncia, tem-se pelo
Colorario 5.21 que os niimeros serao triangulares como pode ser verificado na Figura 8.5.

=5 (0;1;2)
Pontos do dominio 53
t-norma ty(z;y) = min{z;y} =x Ay

Tabela 8.6: Dados para a t-norma do minimo.

0 10 20 30 40

Figura 8.5: Sequéncia de Fibonacci de niimeros fuzzy F) até Fy utilizando a t-norma do
minimo.
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Sequéncia até Fy;

Figura 8.6: Sequéncia de Fibonacci de niimeros fuzzy Fi até Fy, utilizando a t-norma do
minimo.

Sequéncia até F3y

Figura 8.7: Sequéncia de Fibonacci de nimeros fuzzy Fi até F34 utilizando a t-norma do
minimo.
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8.2.2 Sequéncia de Fibonacci utilizando a t-norma do produto

Fy = Fy (0§ 1; 2)
Pontos do dominio 53
t-norma tp(z;y) =y

Tabela 8.7: Dados para a t-norma do produto.

0 2 4 6 8§ 10 12 14 16

Figura 8.8: (a) F1 até F3, (b) F1 até F4, (C) F1 até F5, (d) F1 até FG; (6) F1 até F7, (f)

Iy até Fg; t-norma do produto.
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Sequéncia até Fy;

0.5 1 15 2
104

o

Figura 8.9: Sequéncia de Fibonacci de niimeros fuzzy Fi até Fy, utilizando a t-norma do
produto.

Sequéncia até F3y

il . I i . .
0.2 0.4 0.6 0.8 1

o

107

Figura 8.10: Sequéncia de Fibonacci de nimeros fuzzy F; até F3, utilizando a t-norma
do produto.
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8.2.3 Sequéncia de Fibonacci utilizando a t-norma de Lukasi-

ewicz
=k (0;1;2)
Pontos do dominio 53
t-norma tr(x;y) = max{0;z +y — 1}
Tabela 8.8: Dados para a t-norma do lukasiewicz.
() o)
I e e N 1{----p----p---- oo
0 1 2 3 4 ! 0 1 2 3 4 5 6
(a) (b)
L--p--p--q-----q--c-moem--- 1
0 2 4 6 8 10 ’ 0 2 4 6 8 10 12 14 16
(c) (d)
e
‘ 0 10 20‘ 30 40
()

xr

Figura 8.11: (a) F1 até Fg, (b) F1 até F4, (C) F1 até F5, (d) F1 até FG; (e) F1 até F7, (f)

I} até Fg; t-norma de Lukasiewicz.
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Sequéncia até Fy;

15 2
104

o
or
o
—

Figura 8.12: Sequéncia de Fibonacci de niameros fuzzy F; até F,; utilizando a t-norma
de Lukasiewicz.

Sequéncia até F3y

l
0.2

o

107

Figura 8.13: Sequéncia de Fibonacci de ntimeros fuzzy F; até F3, utilizando a t-norma
de Lukasiewicz.
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8.2.4 Sequéncia de Fibonacci utilizando a t-norma drastica

Fy = Fy (0;1;2)
Pontos do dominio 53
r ,sey=1
t-norma tp(r;y) =<y ,sex=1
0 , caso contrario

Tabela 8.9: Dados para a t-norma drastica.

C —
—

T
10 12 14 16

10 20 30 40

(f)

Figura 8.14: (a) Fy até F3; (b) Fy até Fy; (¢) Iy até Fy; (d) Fy até Fg; (e) Fy até Fr; (f)

Fy até Fg; t-norma drastica
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Sequéncia até Fy;

15 2
104

o
or
o
—

Figura 8.15: Sequéncia de Fibonacci de nimeros fuzzy F; até F,; utilizando a t-norma
dréstica.

Sequéncia até F3y

l
0.2

o

107

Figura 8.16: Sequéncia de Fibonacci de ntmeros fuzzy F; até F3, utilizando a t-norma
drastica.
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8.2.5 Comparacao entre as t-normas

F1 até Fs
o(z)
T —— minimo
—— produto
—— Lukasiewicz
I ‘ —— dréstica
AN
\ : ‘ ; : : : X
0 10 20 30 40

Figura 8.17: Sequéncia de Fibonacci de niimeros fuzzy Fi até Fg comparando t-normas.

F1 até F21

—— minimo
—— produto
—— Lukasiewicz
—— dréastica

15 2
-10%

Figura 8.18: Sequéncia de Fibonacci de nimeros fuzzy F; até F5; comparando t-normas.

Na Figura 8.18 as t-normas do produto, Lukasiewicz e drastica aparentemente se
sobrepoem para valores maiores de F,.
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F1 até F34

—— minimo
—— produto
—— Lukasiewicz
—— dréstica

08 1
107

Figura 8.19: Sequéncia de Fibonacci de nimeros fuzzy F) até F3; comparando t-normas.

Novamente, na Figura 8.19 as t-normas do produto, Lukasiewicz e drastica aparente-
mente se sobrepoem para valores maiores de Fj,.

8.3 t-normas de Hamacher e Yu

Apresenta-se agora duas t-normas para a analise da sequéncia de Fibonacci sendo a
t-norma de Hamacher e a t-norma de Yu. A demonstracao de que tais operadores sao
t-normas pode ser consultada em [19], e as escolhas destas t-normas se deu devido a serem
utilizadas em trabalhos recentes.

A escolha dos valores para parametros r, A\ foram arbitrarias.
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8.3.1 Sequéncia de Fibonacci utilizando a t-norma de Hamacher

Fy = Iy (0§ 1; 2)
Pontos do dominio 53
¢ ti(z37) i >0
-norma xry) = , com r
Y Aty —ay)
r 0,5

Tabela 8.10: Dados para a t-norma de Hamacher.

(a)

() ()

I Sl Bt Bt T Yt

o 2 1 ¢ 8 o " 0 2 4 6 8 10 12 1 16
() (d)

Figura 8.20: (a) Fy até F3; (b) Fy até Fy; (¢) Fy até Fy; (d) Fy até Fg; (e) Fy até Fr; (f)
F até Fg; t-norma de Hamacher para r = 0, 5.
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Sequéncia até Fy;

0.5 1 15 2
104

o

Figura 8.21: Sequéncia de Fibonacci de niameros fuzzy F; até F,; utilizando a t-norma
de Hamacher.

Sequéncia até F3y

il . I i . .
0.2 0.4 0.6 0.8 1

o

107

Figura 8.22: Sequéncia de Fibonacci de nimeros fuzzy F; até F3, utilizando a t-norma
de Hamacher.



t-normas de Hamacher e Yu

185

8.3.2 Sequéncia

de Fibonacci utilizando a t-norma de Yu

Fy = Iy (0§ 1; 2)
Pontos do dominio 53
t-norma ty (z;y) = max{0, (1 + \)(z+y—1) — Axy} , com A > —1
A 300

Tabela 8.11: Dados para a t-norma de Yu.

A

T
10 12 14 16

30 40

Figura 8.23: (a) Fy até F3; (b) Fy até Fy; (¢) Fy até Fy; (d) Fy até Fg; (e) Fy até Fr; (f)
Iy até Fg; t-norma de Yu.
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Sequéncia até Fy;

0.5 1 15 2
104

o

Figura 8.24: Sequéncia de Fibonacci de nimeros fuzzy F; até F,; utilizando a t-norma
de Yu.

Sequéncia até F3y

il . I i . .
0.2 0.4 0.6 0.8 1

o

107

Figura 8.25: Sequéncia de Fibonacci de ntimeros fuzzy F; até Fy; utilizando a t-norma
de Yu.
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8.3.3 Comparacgao entre as t-normas

Fl até Fg

minimo
produto

- - - Lukasiewicz

dréstica

—— Hamacher

Yu

Figura 8.26: Sequéncia de Fibonacci de nimeros fuzzy F) até Fy comparando t-normas.

Fy

minimo
produto

- - - Lukasiewicz

dréastica

—— Hamacher

Yu

30 40

Figura 8.27: Sequéncia de Fibonacci de nimeros fuzzy F) até Fg comparando t-normas.
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F1 até F21

minimo
produto

- - - Lukasiewicz

dréstica

—— Hamacher

Yu

Figura 8.28: Sequéncia de Fibonacci de nimeros fuzzy F) até F5; comparando t-normas.

Na Figura 8.28 as t-normas do produto, Lukasiewicz, drastica, Hamacher e Yu apa-
rentemente se sobrepéem para valores maiores de F,.

Fl até F34

minimo
produto

- - - Lukasiewicz

dréstica

—— Hamacher

Yu

Figura 8.29: Sequéncia de Fibonacci de nimeros fuzzy F; até Fs, comparando t-normas.

Novamente, na Figura 8.29 as t-normas do produto, Lukasiewicz, drastica, Hamacher
e Yu se sobrepoem para valores maiores de Fj,.
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8.4 Populacao de insetos

Insetos possuem varios estagios em sua vida sendo que estes estagios variam de dias
até anos. Devido a estes estagios terem tempos diferentes convenciona-se utilizar como
unidade de tempo uma geracao simplificando assim a modelagem para o crescimento da
populagao [30].

Como os insetos possuem varios estdgios estes podem ser representados por equacoes
de diferenca, condensando assim diversas informagoes em poucas equagoes.

Como exemplo, utilizaremos a reproducao do pulgao, sendo que todos os descendentes
(prole) de um pulgao é contida em uma galha que sdo tecidos vegetais que foram induzidos
por substancias produzidas pelos pulgoes, sendo estruturas esféricas, fechadas e que em
seu interior os pulgdes se alimentam protegidos de predadores e do clima.

A capacidade de sobreviver até a vida adulta e de produzir descendentes esta ligada
ao clima, qualidade de alimentos, tamanho da populagdo, dentre outros. Para fins de
simplificacdo tomaremos esses efeitos constantes.

Define-se entao as variaveis:

a, = nuamero de pulgdes fémeas adultas na n-ésima geracao.
pn, = numero de progenitores (pais) da n-ésima geragao.

m = mortalidade fracionada dos pulgdes jovens.

f = nimero de progenitores (pais) por pulgdes fémea.

r = proporc¢ao de pulgoes fémeas em relacao ao total de pulgoes adultos.

Descreve-se entao a equacao para representar as populacoes sucessivas de pulgoes e
utiliza-se para obter o numero de fémeas adultas na n-ésima geragdo, considerando ag
fémeas inicialmente, sendo que cada fémea produz uma quantidade f de progenitores.
Assim:

Pnt+1 = numero de progenitores (pais) na n + 1-ésima geracao (proxima geragao).
f = ntimero de progenitores por pulgoes fémea.

a, = numero de pulgoes fémeas adultas na n-ésima geracao (geracao anterior).

Deste modo, tem-se
Dni1 = [+ ay. (8.1)

Destes pulgdes, apenas uma fracao (1 — m) sobrevive a vida adulta, produzindo uma
proporcao final r de fémeas. Logo,

app1 =11 —m)pni1. (8.2)
Das Equacoes (8.1) e (8.2), tem-se

a1 =11 —m)f - ap,
= app1 = f-r(l —m)ay,. (8.3)

Considerando um caso teérico em que f, r e m sao constantes, assumindo um valor
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para ag, e considerando n = 0, tem-se
a; = f-r(1—m)ag
as = f-r(l —m)a; = [f-r(1 —m)]?ao
as = f-r(l —m)ay = [f - r(1 —m)]3a
a, = [f-r(1 —m)]"ag (8.4)

Note que a Equacao (8.3) é uma equagao diferenga de primeira ordem e possui como
solugdo a Equagao (8.4), demais métodos podem ser vistos no Anexo B. Note também
que a constante f-r(1 —m) é o nimero de fémeas adultas que cada méae pulgao produz.

8.5 Modelagem fuzzy da populacao de insetos

Para a modelagem da populacao de insetos, utiliza-se o Principio da extensao de
Zadeh da Definigao 4.2, para a Equagao (8.3), que fornece o niimero de pulgoes fémeas

adultas na n-ésima geracao.

Note que devido ao fato de se ter uma sequéncia recorrente de primeira ordem nao é
necessario utilizar as t-normas, bastando apenas conservar o grau de pertinéncia de f(x)

como o mesmo de z.
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Numero de pulgoes até a sétima geracao

f 10

r 0,5

m 0,2

ao (25;50;75)
Pontos do dominio 53

Tabela 8.12: Dados para a modelagem.

- T
800 1,000 1,200

0 1,000 2,000 3,000 4,000
(c)

w(x)

Figura 8.30: (a) Segunda geracdo; (b) Terceira geracao; (c) Quarta gerac¢ao; (d) Quinta
geragdo; (e) Sexta geracgao; (f) Sétima geragao.
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8.6 Populacao anual de plantas

Anualmente as plantas produzem flores e sementes. No final do verao as flores mur-
cham e morrem, enquanto parte das sementes sobrevivem ao inverno para dar origem a
uma nova geracao de plantas na préoxima primavera. Algumas sementes podem sobrevi-
ver por um ano ou mais antes de reviver. Algumas destas sementes se perdem devido a
predagao, doencas ou efeitos do clima. Deste modo para que uma planta sobreviva como
uma espécie, uma grande populacao deve ser renovada a cada ano [30].

Para formular um modelo matematico que descreva a propagacao destas plantas deve-
se levar em conta o fato de que algumas sementes acabam permanecendo dormentes por
um ano ou mais antes de germinar. Assim, além de levar em conta a populacao de plantas,
deve se atentar as reservas de sementes com idades diferentes que ficam dormentes.

1. Problema.

As plantas produzem sementes no final da estagao de crescimento (meados de agosto
no hemisfério norte) e depois morrem. Sabe-se que uma parte destas sementes
sobrevive ao inverno e germina no inicio da estagdo seguinte (meados de maio)
dando origem a nova geragao, sendo que a fracao que germina depende da idade das
sementes.

2. Defini¢oes e suposigoes

Determina-se entao todos os parametros e constantes que serao utilizados na mode-
lagem, e depois as variaveis. A Figura 8.31 apresenta um modelo simples de como
seria a propagacao.

Note que anualmente as plantas produzem uma quantidade vy de sementes a cada
verdo. As sementes podem germinar em até dois anos, deste modo, uma fracao a de
sementes de um ano atras e uma fragao § de dois anos germinam no ano seguinte,
e ao longo do inverno algumas sementes acabam morrendo.

Abril/Maio  Agosto Inverno  Abril/Maio  Agosto Inverno  Abril/Maio  Agosto

I I
| |
I I

- o 5711,4-1 Sht1 !

Pn Sementes ! |

S0 3 la 3 16
B B
: Flor : Flor
: N~ : S
| Prt1 | Sementes
| ! 0
1 <> o Snia Snto
} Sementes } =1
| SO | 10{ Sn+2
l n+1 l
| | R —
: : Flor
| } N , < o
| ! Pnt2 Sementes
| | Sn2
I I

Anon 1 Anon+1 1 Anon+2

Figura 8.31: Modelo simples da populacao de plantas.
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Assim tem-se:

~ = numero de sementes produzidas por planta.
«a = fracdo de sementes de um ano atréas.
£ = fracao de sementes de dois anos atras.

o = fracao de sementes que sobrevivem ao inverno.

Definindo as varidveis nota-se que para encontrar a quantidade de sementes que
germina em determinado ano, necessita-se levar em conta alguns pontos importantes,
sendo: a quantidade de novas sementes produzidas; a quantidade que efetivamente
germina; o envelhecimento e mortalidade parcial das sementes. Este ultimo ponto
nos leva a uma simplificacao do modelo, sendo que sementes com dois anos nao sao
viaveis para produzir novas sementes, sendo assim serao descartadas do modelo.

Continuando, tem-se:

pn, = numero plantas na geracao n.

S? = ntimero de novas sementes produzidas.

S! = ntimero de sementes de um ano atras (Abril).

S? = ntimero de sementes de dois anos atras (Abril).
n

<l , . .

S,, = numero de sementes de um ano atras (Maio).

a2 , ‘ .

S, = numero de sementes da um ano atras (Maio).

A principio toma-se todas estas variaveis como uteis, porém mais adiante algumas
serao eliminadas. Observe que o niimero sobrescrito indica a idade da semente, e o
ntmero subscrito indica o ano.

Equacoes

No més de maio, uma fracao a de sementes de um ano atras e uma fracao 3 de dois
anos atras produzirao novas plantas, assim

Pn = aS, + BS2. (8.5)

O ntmero de sementes para o préximo ano sera reduzido devido a germinacao. Deste
modo, para as sementes de diferentes anos, leva-se em conta a quantidade que nao
foi germinada e a quantidade de sementes de Abril. Assim,

S, =(1-a)S}, (8.6)
S =(1-p)S2. (8.7)

Em Agosto, novas sementes (do mesmo ano) em quantidade v sdo produzidas por
planta. Logo,
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Depois do inverno o niimeros de sementes para a proxima geracao muda devido a
mortalidade e o envelhecimento. Sementes novas na geracao n terdo um ano na
préxima geracao, ou seja, a geragao n + 1. Assim,
1 Q0
Sni1 = 0S5y, (8.9)
2 . —1
Spe1 =08 (8.10)

n*

. Condensando as equagoes

Observando as Equacoes (8.5), (8.6), (8.7), (8.8), (8.9), e (8.10), pode-se utilizar as
Equagoes (8.8) e (8.9) para relacionar geragoes sucessivas de plantas, deste modo,

Spr = 0(7Dn) (8.11)
Das Equagoes (8.6) e (8.10),

S2i=0(l—a)S. (8.12)

Reescrevendo a Equacao (8.5) para a geragao n + 1,

Pn+1 = aSrlL.H + BSEH_y (813)

Das Equagoes (8.11),(8.12) e (8.13) tem-se o sistema de duas equagoes que relaciona
plantas e sementes de um ano,

Pnt1 = aoyp, + Bo(l — a)S, (8.14)
Spi1 = 0VPy. (8.15)

n

Reescrevendo a Equacao (8.15), tem-se
S} = ovp_1. (8.16)
Substituindo a Equagao (8.16) na Equacgao (8.14),
Pnt1 = aoypy + B0 (1 — a)ypn_1. (8.17)

Um modelo mateméatico pode ser feito de varias maneiras, e pode levar em conta
diversas outras informagcoes, ou até mesmo eliminar algumas. Tais modelos podem
ser equagoes recorrentes de primeira ordem, de segunda ordem, linear ou nao, e
assim por diante. No caso, determinou-se uma equacao recorrente de segunda ordem
linear, a Equagao (8.17).

. Verificando o modelo

Observe que para a geracao n, tem-se

DPn = QOYPp—1 + ﬁaz(l - a)’ypn—2- (818)
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Pode-se interpretar cada parte da Equacao (8.18) da seguinte maneira:

Ypn_2 = numero de sementes produzidas dois anos atras.
0YpPn—2 = nimero de sementes que sobreviveram ao primeiro inverno.
(1 — a)oyp,_o = nimero de sementes que nao germinaram no tltimo ano.
o(1 — a)oyp,_2 = nimero de sementes que nao germinaram no ultimo inverno.
Bo(l — a)oyp,_o = niimero de sementes de dois anos que germinaram.
Ypn—1 = numero de sementes produzidas um ano atras.
0Ypn—1 = numero de sementes que sobreviveram ao inverno.

QaoYpn—1 = nimero de sementes de um ano que germinaram.

Em [30], a Equacao (8.18) é desenvolvida a fim de se encontrar um par de equagoes.
Neste trabalho para fins de simulagao, sera resolvida de outra maneira, como pode ser
vista no Anexo B e [35].

Determina-se a solugdo da Equagao (8.18) reescrevendo da seguinte maneira,

Pn — a0YPp_1 — B*(1 — a)ypu_s = 0. (8.19)

A Equacao (8.19) pode ser simplificada ainda mais assumindo algumas constantes.
Considerando s = aovy e ¢ = fo*(1 — a)y, tem-se,

Pn = 8Pn-1 — qPn—2 = 0. (8.20)
Utilizando os Teoremas B.8, B.9 e B.12 do Anexo B tem-se
r? —sr—q=0. (8.21)
Resolvendo as raizes,

s+ /8% +4q s —+/s+4q

M =———"—F—"—"¢€€Try =

2 2

Analisando os casos possiveis para 11 e ro, tem-se:
i) Se ry # ry tem-se a solugao,
pn = Cyr} + Cory. (8.22)
Com C e (5 constantes arbitrarias. Note que se C7 > 1 e Cy > 1, a populagao
cresce, e no caso em que | Cp [< 1 e | Cy |< 1 a populagio decresce.
ii) Se ry = ry = r tem-se a solugao,

pn, = Cir" 4 Conrn. (8.23)

Com (] e (5 constantes arbitrarias. Observe que se r > 1 a populacao cresce e se
| @ |< 1 a populagao decresce.

iii) No caso em que s* + 4q < 0, tem-se que 71 e 7, s30 complexos e podem ser escritos
na forma trigonométrica a fim de evitar calculos complexos, como este nao é o caso
procurado, ao leitor interessado pode consultar [28].
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8.7 Modelagem fuzzy da populacao de plantas

Para a realizagao da simulagdo na modelagem, utiliza-se a Equagao (8.20) e o Princi-
pio da extensao de Zadeh da Definigao 4.2 juntamente com a Defini¢ao 4.10 a respeito
de extensdo, da mesma maneira como foi feita para o caso da sequéncia de Fibonacci
conforme descrita na sessao 8.1.1, com a diferenca de que se tem valores constantes mul-
tiplicando os termos recorrentes. Deste modo, tem-se

Pnt2 = SPnt1 + qPn, comn €N, (8.24)

com s e ¢ constantes arbitrarias.
Para as simulagoes, a Equagao (8.24) pode ser interpretada como:

q = fo(1l — a)oyp,_o = nimero de sementes de dois anos que germinaram.

s = aoyp,_1 = namero de sementes de um ano que germinaram.

A Figura 8.32 representa um exemplo simples da populacao das plantas num periodo
de 3 anos, que pode ser interpretada da seguinte maneira:

1.

10.

Inicialmente tem-se uma populagao de 10 plantas e supoe-se por fins de simplificagdao
que cada planta possui uma tnica flor.

. Cada planta (flores) ird gerar 10 sementes, deste modo antes do inverno tem-se um

total de v = 100 sementes no final do primeiro ano.

Apés o inverno, supor que apenas 50% das sementes sobreviveram, deste modo
tem-se o = 50.

No segundo ano, das 50 sementes que sobreviveram ao inverno, aproximadamente
75% germina, ou seja, a &~ 37, sendo que o restante, § = 13 permanece sem germinar
até o préximo ano.

. Ainda no segundo ano, as o = 37 sementes que germinaram geraram novas plantas

com novas flores, e estas por sua vez, geram novamente 10 sementes cada, assim
antes no inverno tem-se um total de 7 = 375 sementes.

Apéds o segundo inverno, cerca de 50% das sementes do ano anterior sobrevivem
para o terceiro ano, assim, o = 187.

Nota-se também que a quantidade de sementes do primeiro ano que nao germinaram
no segundo ano, ou seja, § = 13 passa por um novo inverno e novamente tem-se que
50% destas sementes chegam ao terceiro ano, resultando na verdade em 3 = 6.

No terceiro ano tem-se que as = 6 sementes remanescente do primeiro ano irao
germinar, porém nao irao gerar novas sementes devido a idade.

Das o = 187 sementes que sobreviveram ao inverno, apenas 75% irao germinar no
terceiro ano, ou seja, a = 140, e as demais § = 37 sementes irdo para o quarto ano.

Note que a populacgao de plantas no terceiro ano é na verdade a soma das = 6
plantas das sementes de dois anos atrdas com as a« = 140 plantas das sementes do
ano anterior, resultando em 146 plantas.
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11. E assim, o processo continua.

Abril/Maio  Agosto Inverno  Abril/Maio  Agosto Inverno  Abril/Maio  Agosto
)

% ~ =100
Flores = 10 1

- ig:5o%:5o /3:25%z133:>a:50%z6
Sementes | la — 75% ~ 37 | 1
i % v =375 i % v = descartadas
: Flores = 37 : Flores = 6 l
| | o
| | Sementes
! P ' o =50% =187
| Sementes | la — 75% — 140
| e
i i Flores = 140 L o= 50% = 766
[ [ Sementes
Pn | P41 | Pn+2
Ano 1 i Ano 2 i Ano 3
Populagao = 10 ! Populacao = 37 ! Populagao = 146

Figura 8.32: Exemplo simples de propagagao de plantas.

Deste modo, pode-se determinar as constantes s e p da Equagao (8.24),

s =aory
= $=0,75-0,5-10
= s =3,75. (8.25)

E também,

q =Bo(1 — a)oy
= ¢=0,25-0,5-(1—0,75)-0,5-10
= q =0, 15625. (8.26)

Observagao 8.1. Como (1 — a) = 3, pode-se simplificar ainda mais a Equagao (8.19),
resultando em,

Ptz = a0YPpi1 + (B0)*vp,. (8.27)

Deste modo, para o exemplo da Figura 8.32, utilizando as Equagoes (8.25), (8.26) e
(8.24) ou neste caso a Equacao (8.27), tem-se a equagao recorrente de segunda ordem,

Prnt2 = 37 75pn+1 + 07 15625pn7 (828)

com p; = 10 e py = 37.
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8.8 Simulacgoes da populacao anual de plantas utili-
zando t-normas

Apresentam-se agora as simulagdes obtidas para a populacao anual de plantas utili-
zando a Equacao (8.28), porém para fins de simplificagdo computacionais os parametros
utilizados foram s = 3 e ¢ = 1, resultando em

Prn+2 = 3Pn+1 + 1pn, comn € N, (8.29)

para os numeros fuzzy p; = (5;10;15) e po = (32;37;42).

A escolha de nimeros fuzzy se deve ao fato de que a populagao inicial de plantas é
uma variavel aproximada, e a utilizacao de iteracao se deve a maioria dos processos que
descrevem tais populacoes.
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8.8.1 Modelagem utilizando a t-norma do minimo

P (5;10;15)
D2 (32;37;42)
Pontos do dominio 53
t-norma ty(z;y) = min{z;y} =x Ay

Tabela 8.13: Dados

0 200 400 600 800 1,000 1,200 1,400

0 02 04 06 08 1 12 14 16
10t

(e)

- T
100 120 140

para a t-norma do minimo.

. . . m
0 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000

Figura 8.33: (a) p1 até ps; (b) p1 até py; (c) p1 até ps; (d) p1 até pe; (e) p1 até pr; (f) py

até pg; t-norma do minimo.
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8.8.2 Modelagem utilizando a t-norma do produto

P1 (5;10;15)
Do (32;37;42)
Pontos do dominio 53
t-norma tp(z;y) =y

Tabela 8.14: Dados para a t-norma do produto.

- x x
60 80 100 120 140
(a)
o(x) o(x)
[ e B 14pq-----q------"""----"""——----—--
i Jl ! - i ! ! =
0 200 400 600 800 1,000 1,200 1,400 0 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000
(c) (d)
o(x) o()
14117~~~ 1411~~~
s Jk L x LJ—L T
0 02 04 06 08 1 12 14 16 0 1 2 3 4 5
104 -10%
(e) (f)

Figura 8.34: (a) p; até ps; (b) p1 até py; (c) p1 até ps; (d) p1 até pe; (e) p1 até pr; (f) py

até pg; t-norma do produto.
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8.8.3 Modelagem utilizando a t-norma do Lukasiewicz

P (5;10;15)
D2 (32;37;42)
Pontos do dominio 53
t-norma tr(x;y) = max{0;z +y — 1}

Tabela 8.15: Dados para a t-norma de Lukasiewicz.

0 200 400 600 800 1,000 1,200 1,400

0 02 04 06 08 1 12 14 16
10t

(e)

- T
100 120 140

L

|

N

_

. x
0 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000

(d)
o()
T
0 1 2 3 4 ‘ 5
-10%
(f)

Figura 8.35: (a) p1 até ps; (b) p1 até py; (c) p1 até ps; (d) p1 até pe; (e) p1 até pr; (f) py

até pg; t-norma de Lukasiewicz.
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8.8.4 Modelagem utilizando a t-norma do drastica

D1 (5;10; 15)
P2 (32;37;42)
Pontos do dominio 53

t-norma

tp(zyy) =y
0 , caso contrario

r ,sey=1

,sex =1

Tabela 8.16: Dados para a t-norma drastica.

w(x)

AAIL

60 80

100 120 140

0 200 400 600 800 1,000 1,200 1,400
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o(x)
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()

1.2 14 1.6

-10*

T

xT

w(@)

T
0 1,000 2000 3000 4,000 5000
(d)
o(x)
e
T
0 1 2 3 4 5
104
(f)

Figura 8.36: (a) p; até ps; (b) p1 até py; (c) p1 até ps; (d) p1 até pe; (e) p1 até pr; (f) py

até pg; t-norma drastica.
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8.8.5 Modelagem utilizando a t-norma de Hamacher

P (5;10;15)

P2 (32;37;42)
Pontos do dominio 53
xry

t-norma ty(z;y) =
,

+(A-r)(z+y—2y)

,comr >0

r

0,5

Tabela 8.17: Dados para a t-norma de Hamacher.

elx)

- T
60 80 100 120 140

(a)

0 200 400 600 800 1,000 1,200 1,400
()

o(x)

0 02 04 06 08 1 12 14 16

(e)

0

A . . z
1,000 2,000 3,000 4,000 5,000

(d)

Figura 8.37: (a) p1 até ps; (b) p1 até ps; (c) p1 até ps; (d) pr até pe; (e) p1 até pr; (£) pr

até pg; t-norma de Hamacher.
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8.8.6 Modelagem utilizando a t-norma de Yu

D1 (5;10; 15)
P2 (32;37;42)
Pontos do dominio 53

t-norma ty (z;y) = max{0, (1 + \)(z +y—1) — A\zy} , com A > —1
A 300
Tabela 8.18: Dados para a t-norma de Yu.
p(x) o(x)

60

.

L

0 200 400 600 800 1,000 1,200 1,400
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. T
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-10%
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5,000

o(x)

.

0 1,000 2,000 3,000 4,000
(d)

o(z)

N

0 1 2 3 4 5

-10*

(f)

Figura 8.38: (a) p; até ps; (b) p1 até py; (c) p1 até ps; (d) p1 até pg; (e) p1 até pr; (f) py
até pg; t-norma de Yu.
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8.8.7 Comparacgao entre as t-normas

---  minimo
1 1
--- produto
- - - Lukasiewicz
—— dréstica
—— Hamacher
 — Yu

0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 8.39: Populacao anual de plantas fuzzy da geracao p; até ps comparando as t-
normas.

---  minimo
1 i
--- produto
- - - Lukasiewicz
—— dréstica
—— Hamacher
 — Yu

0 ‘ ‘ 300

Figura 8.40: Populagao anual de plantas fuzzy da geracao p; até p, comparando as t-
normas.
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---  minimo

1 L -
--- produto

- - - Lukasiewicz

—— dréstica

—— Hamacher

 — Yu

0 200 400 600 800 1,000 1,200 1,400

Figura 8.41: Populacao anual de plantas fuzzy da geracao p; até ps comparando as t-

normas.
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T
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Figura 8.42: Populacao anual de plantas fuzzy da geracao p; até pg comparando as t-

normas.
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p(x)
---  minimo
--- produto
- - - Lukasiewicz
—— dréstica
—— Hamacher
Yu

1

1
1
1
L

12 14 16
104

1

Figura 8.43: Populacao anual de plantas fuzzy da geracao p; até p; comparando as t-

normas.

p(x)
77777 ---  minimo
- produto

1 o
mn
h - - - Lukasiewicz
—— dréstica
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Yu

Figura 8.44: Populacao anual de plantas fuzzy da geracao p; até ps comparando as t-

normas.



9 Consideracoes finais

Ao final deste trabalho espera-se que o leitor tenha compreendido um pouco mais sobre
as diferencas da matematica classica e a matematica fuzzy, além do fato de compreender
como a matematica fuzzy pode ajudar na modelagem de problemas envolvendo as varidveis
linguisticas presentes no cotidiano.

Espera-se que este trabalho seja utilizado em cursos introdutérios como material de
consulta de exemplos e relagoes entre as matematicas classica e fuzzy.

Neste trabalho foram estudadas recorréncias lineares e a aplicacao do Principio de
extensao de Zadeh. No caso de recorréncias lineares de segunda ordem, levou-se em conta
a iteratividade explorando diferentes t-normas.

Dentre os tipos de t-normas apresentadas pode-se notar no Capitulo 8 que em recor-
réncias lineares de primeira ordem como no caso da aplicacdo da populagao de insetos da
Sessao 8.4 nao é necessario o uso de tais relagoes, porém em recorréncias lineares de se-
gunda ordem como nas aplicagoes da sequéncia de Fibonacci da Sessao 8.1 e na aplicagao
da populacao de plantas da Sessao 8.6 é de extrema importancia a aplicacdo para que o
Principio da xtensao de Zadeh seja aplicado da maneira correta.

E interessante notar que as t-normas apresentadas na Sessao 7.2.1, sendo a t-norma do
minimo, do produto, de Lukasiewicz e drastica, respeitam as desigualdade demonstradas
na Proposicao 7.13 e verificadas nos Exemplos 7.14 e 7.15, respectivamente nas Figu-
ras 7.5 e 7.10, e também nas aplicacoes da populacao de insetos e populagao de plantas
como pode ser verificado nas Sessoes 8.2.5, 8.3.3 e 8.8.7.

A t-norma do minimo apresenta em todos os casos a maior incerteza, tendo em vista
que o suporte (Definigao 3.8) é sempre o maior dentre as demais t-normas, mesmo que nao
esteja explicito nos exemplos. Ja a t-norma drastica sempre apresenta a menor incerteza
possivel possuindo assim o menor suporte dentre as t-normas apresentadas neste trabalho.

As t-normas de Hamacher e Yu da Sessao 8.3 com os parametros utilizados se mostra-
ram intermediarias entre a t-noma do minimo e a t-norma dréstica, sendo assim, podem
ser utilizadas quando se quer analisar um valor intermediario entre a maior e a menor
incerteza fuzzy.

Outro fator importante é a escolha de um a-nivel (Defini¢ao 3.23) apropriado, fazendo
com que o grau de incerteza relacionado a pertinéncia do conjunto diminua consideravel-
mente.

Nas aplicagoes apresentadas, ou seja, a sequéncia de Fibonacci, a populagao de insetos,
e a populacao de plantas, verificou-se que ao elevar o nimero de iteragoes as t-normas
apresentam uma sobreposicdo, o que mostra que faz sentido estudar para um nimero
menor de iteragoes, o que nao compromete o estudo pois apenas a sequéncia de Fibonacci
pode ser estudada pensando em um ntimero n de iteragoes tendendo ao infinito, sem limite,
pois para o caso da populagao de insetos e plantas, nao faz sentido, ja que é um sistema
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mais complexo, e que fatores nao previstos na modelagem podem interferir drasticamente
em sistemas com mais iteragoes como por exemplo o clima, predadores que antes nao
se apresentavam no estudo, e até mesmo a interferéncia humana, e todos sabemos que
ambas populagoes nao crescem infinitamente. Deste modo, é sempre interessante estudar
os sistemas para um numero de iteragoes pequenos e sempre realizar ajustes ao modelo
matematico quando necessario.

O numero de iteracoes e o nimero de pontos utilizados para construir a simulagao é
importante, pois quanto maior a quantidade de pontos no dominio dos ntimeros fuzzy,
melhor o estudo em niveis menores de iteragoes, e consequentemente melhores aproxima-
¢oes em grandes iteragoes, porém existe uma contrapartida, o custo computacional, pois
aumentando o nimero de pontos do dominio, quando se necessita aplicar o principio da
extensao de Zadeh e sup-J da maneira como foi descrita na Sessao 8.1.1, isso consome um
tempo muito grande para que as simulagdes possam ser realizadas por um computador.
Deste modo, para que se tenha simulagoes mais precisas se faz necessario o uso de um
hardware adequado, e também um algoritmo que consuma menos tempo de execugao.

Cabe reforcar também que nao existe “o melhor modelo matematico” para tal aplica-
¢ao. Na verdade o melhor modelo é aquele que pode ser modificado a medida que se vé a
necessidade de efetuar correcoes. Sempre levando em conta as vantagens e desvantagens
de cada modelo.

Como trabalho futuro, pretende-se aplicar os métodos apresentados para sequéncias
recorrentes nao lineares, estendendo a operacao de multiplicagao. Além disso, tem-se como
objetivo comparar as mesmas sequéncias estudadas neste trabalho utilizando outros tipos
de interatividades que nao sao associadas a t-normas, como por exemplo interatividade a
partir de relagoes lineares [27] ou relagoes paramétricas [8].
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A Programa GNU Octave

A.1 Instalacao

Site para download: https://www.gnu.org/software/octave/index
Utilizar o Octave (GUI) pois possui a interface grafica.

A.2 Operacoes basicas

’ Octave \ Descricao ‘

clc limpar janela de comando
+ adicao

- subtragao

* multiplicagao

/ divisao

~ ou ** | exponenciagao

e numero de Euler

pi numero 7

O Octave utiliza (.) e ndo (,) como no sistema brasileiro.
Para limpar a janela de comandos, utilize o menu “Editar, Limpar janela de comando”.

A.2.1 Ordem de precedéncia

’ Octave ‘ Descricao ‘

1 parenteses mais internos
2 exponenciacao

3 multiplicacao e divisao
4 adicao e subtracgao
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A.3 Formatacao de dados numéricos

’ Octave ‘ Descrigao
format,short 4 digitos decimais
format,long 14 digitos decimais

format_short e | notagao cientifica com 4 digitos decimais
format,long e notacao cientifica com 15 digitos decimais
format short_ g | 5 digitos no total

formatlong,g | 16 digitos no total

format, bank 2 digitos decimais

E realizado arredondamento na ultima casa decimal.

A.4 Funcoes

No lugar de = ou y coloque o nimero desejado.

’ Octave \ Descrigao
sqrt (x) raiz quadrada, \/x
exp (x) exponencial, exp(z) = e®
e x exponencial, exp(z) = e®
abs (x) moédulo de z, | x|
log(x) logaritmo natural de z, log, =
logy(x) logaritmo de x na base y, log,x
factorial(x) | fatorial de x, x!
format_bank | 2 digitos decimais

A.4.1 Funcoes trigonométricas

No lugar de z coloque o niimero em radianos.

] Octave \ Descrigao

sin(x) | seno de x, senx

cos(x) | cosseno de x, cosx

tan(x) | tangente de x, tgx

cot(x) | cotangente de x, cotgx

asin(x) | inverso de seno de x, arcsen x
acos(x) | inverso de cosseno de x, arccos x
atan(x) | inverso da tangente de x, arctgx
acot(x) | inverso da cotangente de x, arccot x
sinh(x) | seno hiperbdlico de x, senh z
cosh(x) | cosseno hiperbdlico de x, cosh x
tanh(x) | tangente hiperbdlico de z, tgh x
coth(x) | cotangente hiperbdlico de z, coth x

A.4.2 Funcoes de arredondamnto

No lugar de = ou y coloque o nimero desejado.
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’ Octave \ Descricao

round(x) | arredonda para o inteiro mais préoximo

fix(x) arredonda para o menor inteiro, |z|

ceil(x) | arredonda para o maior inteiro, [z]

floor(x) | arredonda para o menor inteiro menor do que zero
rem(x,y) | resto da divisao de = por y

sign(x) | sinal de z, reposta {—1,0,1}

A.5 Variaveis

A.5.1 Definicao

Os nomes das varidveis podem conter letras, nimeros e _ , porém sempre deve
iniciar com uma letra. O Octave faz distin¢ao entre letras maitisculas e mintsculas.

’ Octave ‘ Descrigao ‘

x=8 atribui o valor 8 para a variavel x
x=8; atribui o valor 8 para a variavel x e nao mostra na tela

A.5.2 Variaveis pré-definidas

’ Octave \ Descrigao ‘

ans assume o valor da ultima expressao nao atribuida a uma variavel
especificada

pi aproximacao para o nimero m

e aproximacao para o numero e

inf infinito, oo

i complexo 0 + 12

j complexo 0 + 17

NaN abreviagao de not a number, utilizado quando nao é possivel deter-
minar um valor numérico valido

A.5.3 Comandos tteis

’ Octave \ Descricao
clear apaga todos os valores de variaveis na memoria
clear_x, yuz | apaga os valores das variaveis x, y e z
who exibe as variaveis declaradas e ativas na memoria
whos exibe as variaveis declaradas e ativas na memoria e tamanho em
bytes

A.6 Arranjos

Arranjos sao listas, vetores, matrizes.

A.6.1 Vetores

Vetores terao apenas um linha e o nimero de colunas desejado.
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’ Octave Descricao
[xuyLz] vetor separado por espagos, [zyz]
[x,7,2] vetor separado por virgula [zyz]
[x:y:z] vetor iniciando em z, somando y até o valor de z
[x:y:2z]; vetor iniciando em x, somando y até o valor de z o ; nao exibe

na tela

linspace(x,y,z)

vetor iniciando em x, terminando em y, e com z nimeros de
xr atéy

linspace(x,y)

vetor iniciando em z, terminando em y, e com 100 niimeros
de x até y

A.6.2 Matrizes

Matrizes terao o nimero de linhas e colunas desejados.

’ Octave

|

Descricao

[uXuYuZu s LU VW]

matriz separada por espacos e linhas por ;

[x,y,z;u,v,w]

matriz separada por virgula e linhas por ;

[x:y:z]

vetor iniciando em z, somando y até o valor de z

linspace(x,y,z)

vetor iniciando em x, terminando em y, e com z nimeros de
x até y

linspace(x,y)

vetor iniciando em z, terminando em y, e com 100 nimeros
de x até y

A.6.3 Comandos basicos para matrizes

’ Octave

\ Descricao

zeros(x,y)

matriz com z linhas e y colunas com os elementos 0

ones (x,y)

matriz com z linhas e y colunas com os elementos 1

eye (x)

matriz identidade de ordem =z

A.6.4 Referenciando matrizes

Dada a matriz A e o vetor v.

’ Octave \ Descricao
A’ transposta da matriz u
A(x) busca o elemento (1, x)
A(x,y) busca o elemento da linha x e coluna y
v(x:z) busca os elementos de = até y na linha
Alx,:) busca os elementos de da linha x
AC:,y) busca os elementos de da coluna y
Alx:y,:) busca todos os elementos das linas x até y
AC:,y:2) busca todos os elementos das colunas y até z
A(x:y,z:w) | busca os elementos da linha x até linha y das colunas z até w

A.6.5 Adicionar e excluir elementos em matrizes

Dada a matriz A e o vetor v.
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’ Octave \ Descricao ‘
v(x)=y adiciona o valor y na posigao (1,z) do vetor v
vix:y)=[x_1,x_2,...,x_y] | adiciona os elementos da coluna = até y
AC:,x)=[x_1,x_2,...,x_y] | adiciona a coluna x com os elementos z, xs, ..., T,
Alx,:)=[x_1,x_2,...,x_y] | adiciona a linha x com os elementos z1,zs, ...,z
v(x)=[] exclui o elemento (1, z) do vetor v
v(x:y)=[] exclui os elementos (1,z) até (1,y) do vetor v
AC:,x)=[] exclui a coluna z da matriz
Alx, =[] exclui a linha x da matriz

A.6.6 Informacoes em matrizes

Dada a matriz A e o vetor v.

] Octave \ Descrigao ‘
lengt (v) mostra o nimero de elementos do vetor
size(A) mostra o nimero de linhas e colunas da matriz

reshap(A,x,y) | reorganiza a matriz desde que x - y = m - n da matriz original

diag(v)

constroi uma matriz com os valores de v na diagonal principal

diag(A)

constroi um vetor com os elementos da diagonal principal de u

A.7 String

String sao caracteres, ou seja, uma forma de escrever textos.

’ Octave

\ Descricao ‘

x=’teste’

escreve o “teste”

x=char (’textol’,’texto2’,’texto3’) | constrdi uma matriz com as linhas

sendo os textos

Classes

numero double
letras (string) | char

A.8 Operacgoes

A.8.1 Adicao e subtragao em arranjos

Dados os vetores de mesma ordem wu e v, e as matrizes de mesma ordem A e B.

|

Octave \ Descricao ‘

u+v soma elemento a elemento os vetores u + v
v+2 soma 2 em cada elemento do vetor v

u+v subtrai elemento a elemento os vetores u + v
v+2 subtrai 2 em cada elemento do vetor v

A+B soma elemento a elemento as matrizes r e s
A+2 soma 2 em cada elemento da matriz r

A-B subtrai elemento a elemento as matrizes r e s
A-2 subtrai 2 em cada elemento da matriz r
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A.8.2 Multiplicacao em arranjos

Dados os vetores u e v e as matrizes A e B.

’ Octave \ Descrigao ‘
S=dot (u,v) | realiza o produto escalar entre u e v
v*2 multiplica todos os elementos do vetor v por 2
Ax2 multiplica todos os elementos do vetor A por 2
AxB multiplica a matriz A pela matriz B

A.8.3 Divisao em arranjos

Lembrando que AX = B = X = A~!B para modelos em colunas utiliza-se \ e para
modelos em linha utiliza-se /.
Dadas as matrizes A,,xn € Bpnxi-

’ Octave \ Descri¢ao ‘
inv(A) inversa da matriz A
X=inv(A)*B | resolve X = A~!'B sendo X uma matriz coluna
X=A\B resolve X = A~!'B sendo X uma matriz coluna
X=B/A resolve X = A~!'B sendo X uma matriz linha
C=A/2 divide todos os elementos da matriz A por 2
C=A."2 eleva todos os elementos da matriz A por 2
C=A./B divide os elementos da matriz A termo a termo dos elementos de B
C=A.*B multiplica os elementos da matriz A termo a termo de B

A.8.4 Operacoes com escalares

Dados os vetores u e v.

’ Octave \ Descrigao ‘
W=U. ¥V multiplica os elementos do vetor u termo a termo dos elementos de v
w=u."v eleva os elementos da matriz v termo a termo dos elementos de v
w=u./v divide os elementos do vetor u termo a termo dos elementos de v
y=x.72-4*x | realiza a cada termo do vetor a funcio y = 2 — 4x

A.9 Funcoes para vetores e listas

A.9.1 Funcoes nativas

Dados os vetores v e v e as matrizes A e B.
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’ Octave \ Descrigao
mean (v) calcula a média aritmética dos elementos de v
max (v) retorna o maior valor de v
min(v) retorna o menor valor de v

[n,pl=max(v) | retorna como n o maior valor de v e p a posi¢ao de n
[n,pl=min(v) | retorna como n o menor valor de v e p a posi¢ao de n

sum (v) realiza a soma dos elementos de v

sort (v) reorganiza em ordem crescente os elementos de v

median (v) retorna a mediana dos elementos de v

std(v) retorna o desvio padrao dos elementos de v

std(u,v) calcula o produto escalar de u e v

cross(u,v) determina o produto vetorial de v e v apenas para ordem 3
det (A) calcula o determinante da matriz A

inv(A) inversa da matriz A

A.9.2 Numeros aleatorios

’ Octave \ Descrigao
rand gera um numero aleatério no intervalo [0, 1]
rand(m,n) gera uma matriz de ordem m X n com numeros aleatorios no
intervalo [0, 1]
rand (m) gera uma matriz quadrada de ordem m com numeros aleato-

rios no intervalo [0, 1]

randperm(x) | gera um vetor com x elementos aleatérios

randi (x) gera um numero inteiro aleatério no intervalo [0, z]
randi(x,m,n) | gera uma matriz de ordem m xn de nimeros inteiros aleatérios
no intervalo [0, z], podendo haver repetigoes

A.10 Graficos

A.10.1 Graficos 2D

’ Octave ‘ Descricao

plot(x,y) plota um grafico num sistema cartesiano
(2, y)

plot(x,y,’-") tracejado
plot(x,y,’m’) cor magenta
plot(x,y,’0o’, marcadores tamanho 12, pintados de amarelo
‘markersize’,12, (yellow)
'markerfacecolor’,’y’)
plot(x,y,’-mo’, tracejado, magenta, marcadores tamanho 12,
’linewidth’,3, pintados de amarelo (yellow)
’markersize’,12,
'markerfacecolor’,’y’)
plot(x,y,’:b’, pontilhado (:), azul (b = blue), linha de es-
’linewidth’,5) pessura 5
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A.10.2 Grafico 2D de funcao

’ Octave \ Descrigao
fplot, (’x~2+4*sin(2*x) | constréi o grafico da fungao f(z) = z* +
-1°,[-3,3]) 4sen(2x) — 1 no intervalo [—3, 3]

A.10.3 Multiplos graficos

’ Octave \ Descricao ‘

| plot(x,y,u,v,t,h) | constrdi os graficos (z,y), (u,v) e (t, h) |

A.10.4 Formatando graficos

’ Octave \ descrigao ‘
title(’Titulo dografico’) | titulo do grafico
xlabel (’Eixox’) nome do eixo x
ylabel (’Eixo,y’) nome do eixo y
7 ;displayname;’’ legenda

A.10.5 Outras formatacgoes
Estilos de linha

Octave | Descricao

€-> linha (default)
‘== tracejado

€0 pontos

- ponto tracejado

Marcadores
Octave | Descricao
7+ cruz +
0’ circulo
2% estrela
> ponto
’x’ Cruz x
’s? quadrado
’d° diamante
’= triangulo cima
Ty triangulo baixo
7> triangulo direito
2% triangulo esquerda
’p’ pentagrama
’h’ hexagono
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Cores
Octave | Descricao
'k’ blacK
‘v’ Red
‘g’ Green
b’ Blue
2y’ Yellow
‘m’ Magenta
¢’ Cyan
‘w’ White

A.10.6 Outros tipos de graficos

’ Octave ‘ Descrigao ‘
bar (x,y) constrdi o grafico de barras verticais (z,y)
barh(x,y) constrdi o grafico de barras horizontais (z,y)
stairs(x,y) | constréi o grafico de escadas (z,y)
stem(x,y) constrdi o grafico de hastes (z,y)
pie(x,y) constrdi o grafico de setores (pizza) (x,y)

A.11 Scripts e rotinas

’ Octave \ Descrigao ‘
%ou # (comentério) a linha ndo é lida pelo pro-
grama

%{Comentario} bloco de comentario

)

nao mostra na tela o comando apds a execu-
cao

x=input (’Digite aqui’)

solicita ao usuario um valor para x

disp(’Digite aqui’)

escreve na tela

fprintf ("Digite algo %f’,x)

escreve na tela a frase e no lugar de %f coloca
a variavel x

fprintf ("Digite algo %l.2,f’ ,%)

escreve na tela a frase e no lugar de % 1.2f
coloca a varidvel x com 2 casas decimais

pA casas decimais

%d mostra nimeros inteiros

hs mostra uma string

\n pula uma linha para a préoxima exibicao
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A.12 Exemplo de um programa simples

%Calculo do volume de um cone

%Colocar o comando clear para limpar a memdria

clear

%Colocoar o comando clc para o programa limpar a tela da janela de
comandos

clc

hSolicitar ao usudrio o raio r do cone

r=input (’Digite o raio da base do cone: ’);

%Solicitar a altura h do cone

h=input(’Digite a altura do cone: ’);

%Equagdo do volume do cone

V=(3.14*r \wedge 2%h)/3;

%Comando de saida

disp(’0 volume do cone eh: ’)

disp (V)

%Exemplo de saida com strings e nimeros

fprintf (°’0 volume do cone eh %f’,V)

sLinha vazia de espago

disp(’?)

%Exemplo de saida com strings e nimeros controlando as casas decimais
no caso duas casas

fprintf(’0 volume do cone eh %1.2f’,V)

%Linha vazia de espago

disp(’?)

%0utro exemplo

fprintf(’0 volume do cone de raio %1.2f e altura %1.2f eh %1.2f’,r,h,V)
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A.13 Operadores

A.13.1 Operadores relacionais

Devolvem 1 se verdadeiro e 0 se falso.

< maior

> | menor

<= | menor do que ou igual
>= | maijor do que ou igual
== | igual

~= | diferente

A.14 Operadores de incremento

Operadores de incremento aumentam ou diminuem em uma unidade o valor da varia-
vel. Estes operadores podem ser do tipo pré-incremento ou poés-incremento.

x++ | retorna o valor de x depois incrementa
++x | incrementa, depois retorna o valor de x

x-- | retorna o valor de x depois incrementa
--x | incrementa, depois retorna o valor de x

A.14.1 Operadores logicos

Devolvem 1 se verdadeiro e 0 se falso.

’Sentencal’ & ,’Sentenca?2’ e
’Sentengal’y, | ’Sentenga2’ ou
~(’Sentencgal’ e/ou ’Sentenga2’) | negacao

A.15 Pausar pause

O comando “pause”, para o programa e continua apds o usuario apertar qualquer
tecla. Também é possivel parar o programa por algum tempo. O exemplo abaixo para o
programa por 5 segundos.

clear

clc

disp ("espere, por favor...");
pause (5);

clc;

A.16 Sentencas condicionais if

if,’Sentenga’ se
elseif ,’Sentenca’ | se nao
endif fecha o comando if
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A.16.1 Exemplo de um programa com sentencas

clear
clc
x = input(’Digite um numero: ’);
if x>b

disp (°0 numero eh maior que 5’)
elseif x<5

disp (’0 numero eh menor que 5’)
else

disp (’0 numero eh igual a 5°)
endif

A.17 Comandos de escolha switch

A.17.1 Exemplo de um programa com sentencas

clear
clc
x = input(’Digite um numero de 1 a 4: ’);
switch x
case 1
disp (’Amarelo’)
case 2
disp (’Verde’)
case 3
disp (’Azul’)
case 4
disp (’Vermelho’)
otherwise

\hspace{l cm} disp (’0 valor esta fora do intervalo’)
endswitch

A.18 Comandos de repeticao ou laco for

A.18.1 Exemplo

clear
clc
for k=2:2:20
x=k$\wedge$2;
fprintf (°0 quadrado de %d é %d \ n ’,k,x)
endfor
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A.19 Contador

A.19.1 Exemplo

clear

clc

S=0;

for k=1:100
S=S+k;

endfor

S

A.19.2 Exemplo solicitando ao usuario

clear
clc
S=0;
n=input(’Digite o nimero desejado: ’);
for k=1:n
S=S+k;
endfor
fprintf (’0 somatdério de 1 até %d é igual a %d \ n’,n,S)

A.20 Loops while

Enquanto a condicao for satisfeita, continue rodando.

A.20.1 Exemplo

clear

clc

x=1;

while x<=20
X=2%X

endwhile

A.20.2 Exemplo solicitando ao usuario

clear
clc
x=1;
n=input (’Digite o valor desejado: ’);
while x<=n
X=2%X
endwhile
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A.20.3 Exemplo de loop infinito

O programa ficara rodando infinitamente. Abra o gerenciador de tarefas e finalize o
programa.

clear

clc

x=1;

while x>0
X=2%X

endwhile

A.21 Até do-until

O programa faz determinada acao até que aconteca algo.

clear
clc
fib
i=2;
do

ones (1, 10);

i++;

fib (i) = fib (i-1) + fib (i-2);
until (i == 10)

A.22 Definir funcoes matematicas
Para definir uma funcao matematica:

Nome da fungio = @ (varidvel) corpo da fungio
Exemplo:

f=0(x)x"2+1

Basta digitar o valor procurado para f (x) por exemplo, digite: f(2) e teréd o resultado.
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A.23 Exemplo de script para um nimero fuzzy tri-
angular

clc %Limpa a janela de comandos
clear all YLimpa a membria
close all JFecha todas as figuras

h
Yoo 1o 16To s ToTo o o ToToTo o o To o o o JoTo o o o ToTo o o o ToTo o o Jo To o o o ToTo o o o To T o o o To o o o To T o o o To T o o o To T o o To o
b VARIAVEIS PARA ALTERAR

Yoot o oo To o oo ToTo oo oo o o o o o o o o o o o oo o To oo ToToToTo oo o oo oo o o o o o o o o o o o o To To o To T To T
b

%Dominio no intervalo [a,b] = [dominioesquerdal,dominiodireital]
dominioesquerdal=0;

dominiodireital=4;

h

JNimero de partigdes no intervalo, nimero de pontos para o grafico
particoes1=500;

h

JNimero fuzzy Triangular na forma (a,b,c) = (triangularesqerdal,
htriangularcentrol,triangularesqerdal)

triangularesqerdal=1;

triangularcentrol=2;

triangulardireital=3;

h
Tooto oottt To o o o To o To o o o o o o o o o o o o o o oo oo oo ToToToTo o oo o o o o o o o o o o oo o o To To o To To T T
YA FIM DAS VARIAVEIS PARA ALTERAR

Yoo oo oo o oo ToToToToToToToToTo oo 1o oo 1o o o o o o o o ol o o o T To T ToTo oo oo oo oo oo o o o o o o o o To To o To o To T
h
% DETERMINAGAO DA FUGAO DE PERTINENCIA E CALCULO PARA O GRAFICO
h
%Pertinéncia do lado esquerdo, fungdo crescente
pertinenciaesquerdal=0(x) (x - triangularesqerdal)/(triangularcentrol -
triangularesqgerdal) ;
b
%Pertinéncia do lado direito, fungdo decrescente
pertinenciadireital=@(x) (x - triangulardireital)/(triangularcentrol -
triangulardireital);
h
WVetor particionado no intervalo [a,b] em n partes, ou seja, (a,b,n)
V1 = linspace(dominioesquerdal,dominiodireital,particoesl);
h
%Cria um vetor de uma coluna e o nimero de linhas igual o nimero de
hparticdes definido acima, todos os elementos sdo zeros (linha,coluna)
pertinenciatriangularl = zeros (length(V1),1);
h
%Comando para gerar os pares ordenados para o grafico
for i = 1:length(V1)

if ( V1(i) >= triangularesqerdal && V1(i) <= triangularcentrol )
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pertinenciatriangularl (i,1) = pertinenciaesquerdal ( V1(i) );
elseif ( V1(i) > triangularcentrol && V1(i) <= triangulardireital )
pertinenciatriangularl (i,1) = pertinenciadireital ( V1(i) );
else
pertinenciatriangularl (i,1) = O;
endif
endfor
%Cria um vetor com elementos todos zeros para o
%COMPLEMENTAR DO NUMERO FUZZY TRIANGULAR
pertinenciatriangularicomplementar = zeros (length(V1),1);
h
%Completa o vetor complementar
for i = 1:length(V1)
pertinenciatriangularicomplementar (i,1) = (1 -
pertinenciatriangularl (i,1) );
endfor
hGerar o grafico combinando o vetor criado no comando for acima com
%(x,y,cor,espessura,valor da espessura)
plot(V1,pertinenciatriangularl,’r’,’linewidth’,2)
hold on; %ESTA LINHA NAO DEIXA O OCTAVE APAGAR 0 GRAFICO DE CIMA,
%PLOTA POR CIMA.
plot(Vl,pertinenciatriangularicomplementar,’b’,’linewidth’,2)
b
%Titulo do grafico
title(’Grafico de um nimero fuzzy triangular’);

pA
%Nome do eixo x
xlabel(’x’);

h

JNome o eixo y

ylabel(’phi (x)’);

h

%Legenda no grafico

legend(’phi A (x)’,’phi A™-1(x)’);
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O script da Sessao A.23 gera a Figura A.1.

Grafico de um numero fuzzy triangular

1
/
phi A (x)
08t
phi A1(x)
—~ 06}
&
=
204t
02t
0
0 1 2 3 4
X

Figura A.1: Figura de um nimero triangular fuzzy obtida com programa Octave.



B Recorréncias

Certas sequéncias sao definidas recursivamente, ou seja, por meio de uma regra que
permite calcular qualquer termo em fungao dos antecessores imediatos [28].

Para todos os exemplos apresentados neste Capitulo considere como n a posicao do
termo, e n € N.

B.1 Tipos de recorréncia

A Tabela B.1 apresenta alguns tipos de recorréncia.

’ Recorréncia \ Descricao \ Exemplos

Tpyr = 20, —n°

Linear O termo dependente é
Tpy1 = NIy

de poténcia 1.

Nao linear O termo dependente Tnt1 =T

- . Tpt1 = Tp!
nao é de poténcia 1. nt "

Tpy1 = Tp — 30°

Primeira ordem | Depende do termo an-
Tny1 = NIy

tecessor imediato.

Tp+2 = Tp+l + z,

Segunda ordem | Depende de seus dois Trss = Tnsr + ATy + 2

antecessores imedia-
tos.

Tp = Tp_1+ 3,0 —4x,

Ordem k& Depende de seus k ter- & i1 9
Tn = Tp_p + Ty k1 +oeee L2 + Tn—1

mos antecessores.

A ~ . . Tn+1 — NI
Homogénea Nao possui termo in- | =" 5

Tpn+1 = T
dependente de z, n n

Tpy1 = 2@, — n°

N&o homogénea | Possui termo indepen-
& P Tpt1 = NIy + f(l’)

dente de z,,

Tabela B.1: Tipos de recorréncia.

B.2 Recorréncias lineares de primeira ordem

Seguem alguns exemplos de resolugao de recorréncias lineares de primeira ordem.

Exemplo B.1. [28] Resolva a recorréncia ,, 11 = nx,, com x; = 1.

230
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Observe que partindo de n = 1, tem-se

) :11’1
I3 :21'2
Ty :31‘3

Multiplicando verticalmente, tem-se
To X3 Ty Tp_q- Ty =127 209323+ (N —2)xp o (n— 1)z, 1.
Reescrevendo, tem-se

.1'2.1;3.%4...1'”71-:L‘n::L'l.1‘2.x3...xn72.xn71.1.2.3...(”-2).(n_l)

Lo X3 Ty Tp_1-Tn :$11.23,.(n—2>(n—1)

Lo T3 Ty Tp1
=z, =(n — 1)lz;.

Como a condicao inicial fornecida indicava z1 = 1, tem-se
xp =(n — 1)y
=z, =(n— 1)L
Portanto, a solugao da recorréncia é x,, = (n — 1)!.

Exemplo B.2. [28] Resolva a recorréncia 11 = 2x,.
Tem-se que paran =1,

) :2]]1
T3 :2ZL‘2
T4 :2]33

Tpo1 =2Tp_o

Ty =2Tp_1.
Multiplicando verticalmente,
Lo X3 Ta-+ Tyt Ty =201+ 209+ 2T3++ + 2Tp_9 - 2Tp_1.
Reescrevendo, tem-se

xz.x3-l‘4.--xn_1.a’:n:2-2.2---2-2.a’:1-x2-$3---$n_2.l‘n_1
_—

n — 1 vezes

Lo T3 Ty Tp_1"Tn _2’”‘71%
- 1

T T3 Tp—2* Tp-1
= ITp :2n—1$1.

Como nao foi especificado o valor de x; atribui-se um valor C' arbitrario, deste modo
a solucao da recorréncia é z,, = C - 2" 1,
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Exemplo B.3. [28] Resolva a recorréncia linear de primeira ordem nao homogénea x,, 1 =
o+ f(n).

Para n = 1, tem-se

ry =21 + f(1)
T3 =T + f(2)
T4 =23 + f(3)

Tp1 =Tp_o+ f(n—2)
Ty =Tp_1 + f(n —1).

Somando na vertical,
TotT3 + Ty + "+ Tpo1 + Ty =

=v1+ f(1) 42+ f2)+ 23+ f3)+ -+ 2o+ f(n—2) +x1 + f(n—1).
Reescrevendo,

To+T3+Tyg+ + T+ Tp —T2+ T3~ —Tp2— Tp_1 =

o+ f()+ F@) + (3)++ fn—2)+ fn—1)

n—1
= Ty =21 + Z f(l{?)
k=1

Exemplo B.4. [28] Resolva a recorréncia z,.1 = x,, + 2", com z; = 1.
Tomando n =1,

Ty =21 + 2
T3 =T2 —|— 22

Ty =3+ 2

—2
Tp-1 =Tp—2 + 2"

Ty =Tp_q + 271
Somando na vertical,
To+T3 +Tg+ "+ Tp1 + Ty
=11+ 24+ 30+ 22 s+ 22 4 by o+ 2V by, 2
Reescrevendo,
To+T3 + Ty + -+ Tp1 +Tp —T2—T3— " — Tp-2— Tp-1
=z +2+22+2° ... 42" 42"
=, =1 +2+224+28 ... 42024 o0t

Progressdo geométrica de razdo 2
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n—1
Realizando a soma da progressao geométrica utilizando S,, = a; - (q >,

qg—1
s on—1_1
Ty =X O e
! 21

= x, =r1 +2" — 2.
Como x; =1,
Ty =21+ 2" =2
=z, =14+2" =2
=, =2" — 1.

Exemplo B.5. [28] Resolva a recorréncia , 11 = x, +n com x; = 0.
Partindo de n = 1,

To =X + 1
T3 21'2—1—2
Ty :1]3+3

Tp_1 =Tp_o+ (n — 2)
Ty =Tp_1+ (n—1).
Somando na vertical,
To+T3 + Ty + "+ Tp-1+Tp
=+ 1+24+2+03+3+ - +r 0+ (n—2)F 201+ (n—1).
Reescrevendo,
To+Ts+Ta+ - -+ Tp1+Tp —T2—T3— " —Tp_2— Tp_1
=1 +14+24+3+--+n—-2)+(n-1).
Reescrevendo novamente,
Tp=21+14+24+3+---+(n—-2)+(n-1)

Progressao aritmética de razao 1

Realizando a soma da progressao aritmética utilizando S, =n - (

T, =11+ (n—1)- (W)

n—1+(n—1)(n—1)>

ay + CLn)
2 9

2
n—1+n2—2n+1)

:>:1:n::1:1+<
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Tn =11 + (n : (n2— D)

Como x; = 0,

n-(n—1
=0+ (H)

2

n-(n—1)

=z, =———~.

v 2
Teorema B.6. Se a, é uma solugio nao nula da recorréncia xn,y1 = g(n)x,, entdo
a substitui¢io x, = a,y, transforma a recorréncia x,.1 = g(n)x, + h(n) em y,.1 =
h(n)

A demonstracao do Teorema B.6 pode ser consultada em [28].

Exemplo B.7. [28] Resolva a recorréncia z,41 = 2x, + 1, com z; = 2.
Do Exemplo B.2 tem-se que uma solugao nao nula da recorréncia x,,; = 2z, é

Tn = 2n71£€1.

Note que como esse x,, ndo é a recorréncia geral que estamos procurando e sim solugao
de parte dela, podemos assumir qualquer valor para x;, no caso escolheu-se x1 = 1, assim

r,=2""1=a,.

Utilizando o Teorema B.6, tem-se

Tpn =0nYn
= x, =2""ly,. (B.1)
Tem-se também para n + 1
xn_'_l — 2nyn+1 (BQ)

Deste modo, substituindo as Equagoes (B.1) e (B.2) na recorréncia do enunciado, e
isolando y,41 tem-se

Tpy1 =22, + 1
= (2"Yna1) =2 (2" 1yn) + 1

2"y, + 1
= Yn+1 :T
= Yn+1 =Yn + 27", (BB)

Resolve-se entdo a recorréncia da Equagao (B.3), iniciando em n =1

Yo =y + 27!

Yz =y + 277

Yy =yz +27°
Yn—1 =Yn—2 + 2—n+2
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Somando na vertical,

Yotys +Ys+ -+ Y1 + Yn
=y1 + o1 4 Y2 + 272 1 Y3 + 273 L. Yno + 9-n+2 | Y1 -+ 9—n+1

Reescrevendo,

Yotys+yasa+ -+ Yn—1+Yn
=i+ Yo+ ys+ - F Yoty +2 1 +22 423 4 2 oAl

Reescrevendo novamente,

Yp =41 +27 1+ 2724273 22 4 g7t

Progressdo geométrica de razio 1/2

n __
Realizando a soma da progressao geométrica utilizando S,, = a; - (q 7 ), observe
q —
que 2—n+1 — (2—1)71—1’
—1\n—1
_ o (@) -1
o2 <2_1>
. 2—n+1 -1
= Yn =Y T2 (_21>
27— 271
= Yn =Y1 + o1
= Yo =y — 27"+ 1. (B.4)

Substitui-se entao a solu¢do encontrada na Equagao (B.4) na Equacao x, = a,yn,

Tpn =AnYn
=z, =(2" V) (y — 27" 1) (B.5)

Sabe-se do enunciado que x; = 2, assim substituindo na Equacao (B.5),

=2" )y — 27"+ 1)
=z ="y — 27 + 1)
=2y —2"+1)
=) —1+1)
= 1y =2.
Deste modo, substituindo y; = 2 na solu¢ao da recorréncia encontrada na Equa-

¢ao (B.5), tem-se

(n—27""4+1)

=z, =(2"H(2 -2 1)
(3 _ 27n+1)

-1 - 2n—1 . 2—n+1

=, =3-2""1_1.
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B.3 Recorréncias lineares de segunda ordem

Teorema B.8. Se as raizes de r* + pr +q = 0 sio ry e ry, entdo a, = Cyr} + Corl
é solugcao da recorréncia Tpio + pTni1 + qr, = 0, quaisquer que sejam os valores das
constantes Cy e Cy.

Teorema B.9. Se as raizes de r> + pr +q = 0 sdo ry # 19, entio todas as solugoes
da recorréncia Tyio + pTpi1 + qr, = 0 sao da forma a, = Cir} + Corl, com Cy e Cy
constantes arbitrdrias.

A demonstragao dos Teorema B.8 e B.9 pode ser consultada em [28].

Exemplo B.10. Resolva a recorréncia z,,o + 32,41 — 4x,, = 0.

Noque que a recorréncia possui a equacao caracteristica 72 + 3r — 4 = 0. As raizes
desta equagao sao 1 e —4. Portanto, utilizando o Teorema B.8 todas as sequéncias da
forma a, = C11™ + Cy(—4)" sao solugdes da recorréncia.

Exemplo B.11. Determinar o ntiimero de Fibonacci F), definido por
Fn+2 = Fn+1 + Fn, com F1 = F2 =1.

A equacdo caracteristica é > = r + 1, ou seja, 7> —r — 1 = 0 e possui as rafzes

1++5 1-+5
5 .

€ g =
2

r =
Entao pelo Teorema B.9 tem-se

e (M) e (1)

Para calcular as constantes C e Cy pode-se utilizar F; = F, = 1, porém ¢é mais
conveniente utilizar Fy = 0 e F}, = 1, deste modo obtem-se o sistema,

Ci+Cy=0
1
() e (1)
2
Resolvend ist t C C ! i
esolvendo O sistema tem-se = — = ——=, assim
1 2 \/S

F, =

1+\/3>” 1 (1—\/5>"‘

\/5< 2 VAU

Teorema B.12. Se as raizes de r*> + pg + q = 0 sdo iguais, | = ro = r, entdo, a, =
Cyiry, + Conr™ € solucao da recorréncia T, opT,i1 + qr, = 0, quaisquer que sejam o0s
valores das constantes C e Csy.
Teorema B.13. Se as raizes de r* + pr + ¢ = 0 sdo igquais, 11 = ro = r, entdo todas as
solugoes da recorréncia x,io + prni1 + qr, = 0 sao da forma Cyr™ 4+ Conr™, com Cy e Cy
constantes arbitrarias.
Teorema B.14. Se a,, € solugio da equagao Tpio + prni1 + qr, = f(n), entdo a substi-
tuicao r, = a, + y, transforma a equagcdo em Y, 1o + PYni1 + qyn = 0.

A demonstracao dos Teoremas B.12, B.13 eB.14 pode m ser consultadas em [28].
Exemplo B.15. Resolva a recorréncia z,,o — 4z, 1 + 4z, = 0.

A recorréncia possui equacao caracteristica r?—4r+4 = 0, e suas raizes sdo r; = ry = 2,
assim, a solucao da recorréncia é x,, = C12" + Cyn2™.
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