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RESUMO

Este trabalho examina o problema de controle robusto adliessistemas lineares chaveados
continuos no tempo através de uma estratégia de chaveadeg®iodente apenas da saida me-
dida da planta. Em implementa¢des de sistemas de contnmealozacéo de polos, o vetor
de estado pode néo estar completamente disponivel. Dedte gnonportante desenvolver es-
tratégias de chaveamento que dependam da saida medidat@da plecialmente sdo propostas
novas condices de estabilidade para sistemas linearesacites com incertezas politopicas
através de uma estratégia de chaveamento adequada. dtowete considera-se também o
chaveamento de realimentacfes estaticas da saida. Altanatiasidera-se a inser¢cdo de um
critério de desempenho, neste caso, um custo garantidosizéemas chaveados. Variaveis
de folga sé&o acrescentadas nas condi¢coes de teoremadasspaditeratura visando reduzir
o conservadorismo das desigualdades matriciais lineBmsequéncia, definindo um sistema
aumentado interpretando-se a saida medida da planta commava variavel de estado do
sistema, sdo propostas condi¢cdes originais para a egtaglique podem reduzir o conser-
vadorismo de técnicas conhecidas. No que tange a realigdentinamica de saida, condi¢des
de estabilidade e desempenho foram propostas considdittmdalinAmicos alocados em série
com a saida medida da planta. Em seguida, apresentam-sed@mplara o projeto de contro-
ladores robustos estaticos/dinamicos de saida utilizaadmuac8es matriciais lineares. Nesta
etapa, além da regra de chaveamento, os controladoreda®l®d® responsaveis por garan-
tir estabilidade assintética e um desempenho adequadaioAdimente sdo propostas novas
condi¢Oes de estabilidade e desempenho para sistemassigcbaveados incertos considerando
gue a matriz de entrada € incerta, porém invariante no teRyr@m, tais condi¢cdes sao repre-
sentadas por desigualdades matriciais bilineares. Pdrgagéio de solucdes factiveis para este
problema, utilizou-se o método hibri@fferential Evolution- Linear Matrix InequalitiegDE-
LMI), que é baseado em um algoritmo evolutivo e também ensalverde LMIs. Andlises
tedricas e exemplos numéricos de simulacdo mostram quersas de controle propostas
séo eficazes e menos conservadoras do que procedimentlagesdisponiveis na literatura.
O procedimento proposto pode também ser usado para prof@taoladores robustos para
plantas com incertezas e sujeitas a falhas estruturaisidevando as incertezas da planta e as
falhas estruturais como incertezas politopicas. Um exemhstra a potencialidade do método
por meio da aplicagdo préatica no projeto e implementacaardeantrolador robusto para um
sistema de suspenséo ativa sujeito a falhas estruturais.

Palavras-chave:Chaveamento dependente da saida da planta. Realimentagémredtatica e
dindmica de saida. Controle de sistemas lineares chaveasotos. Desigualdades matriciais
lineares.Differential Evolution- Linear Matrix InequalitiegDE-LMI).



ABSTRACT

This work investigates the robust control problem appleddntinuous-time switched linear
systems considering an output-dependent switching lawpratical applications, the state
vector may not be completely available. Thereby, it is int@otrrto develop output-depending
switching strategies. Initially, new stability condit®mor switched linear systems with poly-
topic uncertainties, based on a suitable switching styateg proposed. Then, it was also added
a static output switched control. Furthermore, it is coesd the insertion of a performance
criteria, in this case, a guaranteed cost. Slack varialegaoduced in the conditions of the-
orems available on literature aiming to reduce the consisnaeof linear matrix inequalities.
Additionally, through of a definition of augmented systemnsidering the controlled outputs
of the plant as new state variables of the system, it is pexgbasvel conditions for stability that
can reduce the conservatism of known techniques. Concetimndynamic output feedback,
stability and performance conditions are propounded demsig a dynamic compensator on
controlled output of the plant. Moreover, conditions foe thlesign of static/dynamic robust
output controllers using linear matrix inequalities aregwsed. In this situation, the robust
output controllers jointly with the switching strategy assponsible to guarantee asymptotic
stability and an adequate performance. For cases whengbernmatrix of the system is uncer-
tain, but time-invariant, the aforementioned ideas areappiicable. Thus, are proposed new
stability conditions. However, such conditions are ddsxiby bilinear matrices inequalities.
In order to obtain feasible solutions for this problem, itswesed an hybrid method, DE-LMI
(Differential Evolution - Linear Matrix Inequalities), vi¢h is based on an evolutionary algo-
rithm and an LMI solver. A theoretical analysis and severaharical examples show that
the proposed control techniques are effective and lessoats/e when compared to similar
procedures available on literature, even when all of theadyinal subsystems matrices are not
Hurwitz. The proposed procedure can also be used for degjgabust controllers for uncertain
switched plants subject to structural failures, consitgthe plant uncertainties and the struc-
tural failures as polytopic uncertainties. An examplesitates a practical application of the
method in the design and implementation of a robust coetrofi an active suspension subject
to structural failures.

Keywords: Output-dependent switching strategy. Robust static andmycoutput feedback.
Continuous-time uncertain switched linear systems. Limaatrix inequalities. Differential
evolution - linear matrices inequalities (DE-LMI).
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1 INTRODUCAO

Sistemas chaveados representam uma subclasse dos siktbritiss. Deste modo, pode-se
dizer que sistemas chaveados sao sistemas dinamicos dosyposum numero finito de sub-
sistemas que comutam entre si, respeitando uma regra dearhemto. Os subsistemas nao
precisam apresentar as mesmas caracteristicas, ou sgja sstema global seja estavel, ndo
necessariamente, cada subsistema sera estavel (LIBERZOB), 20

Recentemente, tdpicos de pesquisa relacionados aos sistbmeaeados apresentaram um
crescimento consideravel (YU; WU, 2015; ZHANG; ZHUANG; BRAATZ016). Este fato
associa-se a uma vasta possibilidade de descrever sidisinas. Pode-se citar algumas apli-
cacoes praticas, tais como: controle de trafego urbancXBEPRGIOU et al., 2003), controle
de conversores CC-CC (CARDIM et al., 2009; CARDIM et al., 2011; DEABGIT al., 2010;
MAINARDI JUNIOR et al., 2012), dentre outros.

Com relacédo a comutacao, os sistemas chaveados podem s#icaldss em: comutacao
controlada e comutacdo autbnoma. O chaveamento auténoanacterizado pela inexisténcia
de controle sobre o sinal de comutacdo. Ja a comutacéao lealatré caracterizada pela im-
posicao de um sinal de chaveamento visando atingir um desdragesperado. Além disto, o
chaveamento pode ser dependente do vetor de e&tdp ou dependente do temgo (t))
(LIBERZON, 2003).

Os sistemas chaveados ainda podem ser classificados cadorela comportamento de
seus respectivos subsistemas, ou seja, quando todos tstesulas séo lineares, o sistema co-
mutado € linear. Estes sistemas sdo bastante estudadosgpeimde apresentarem menor com-
plexidade de andlise. Por exemplo, existem o0s seguinigesgobre o assunto: (GEROMEL;
COLANERI, 2006; DECARLO et al., 2000; HABIBI; MOSHIRI; SEDIGH, 2008; WANG;
XIE, 2003; ZHAI; LIN; ANTSAKLIS, 2003), dentre outros. Parasos em que 0s subsis-
temas apresentam uma parcela afim, a andlise torna-se nmajdeza devido a existéncia
de vérios pontos de equilibrio. Estes sistemas tém recdiaisiante atencdo da comunidade
académica e muitas pesquisas vém sendo desenvolvidateraeete (BOLZERN; SPINELLI,
2004; CARDIM et al., 2009; DEAECTO et al., 2010; HAUROIGNE; RIBNIBGER; IUNG,
2011; MAINARDI JUNIOR et al., 2012; HETEL; FRIDMAN, 2013; SCHARU et al., 2014;
DEAECTO; SANTOS, 2015; NOORI; FARSI; ESFANJANI, 2016). A sagdéscreve-se um
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histérico envolvendo os conceitos de controle aplicadstarsias chaveados.

A existéncia de uma regra de chaveamento estabilizante @tomprrimordial para o con-
trole dos sistemas chaveados. Em Wicks, Peleties e DeC&8d ) 1os autores demonstraram
que se existir uma combinagao convexa Hurwitz (todos aldmsapresentam parte real neg-
ativa) entre as matrizes do subsistemas dinamicos, istlicanpa existéncia de uma regra de
chaveamento dependente das varidveis de estado queiestalsistema linear chaveado. A
partir destes resultados, Feron (1996) provou que as digsljgropostas em Wicks, Peleties e
DeCarlo (1994) sédo necessarias e suficientes para um sistewveado com dois subsistemas
din&micos.

Mais recentemente em Geromel e Colaneri (2006), os autaspsiggram duas estratégias
para sistemas lineares chaveados continuos no tempo. Ai@jrem malha aberta, baseia-se
na utilizagéo de varias fun¢des de Lyapunov, do o) = irgligrhl‘ X'Px. A segunda regra, refere-
se a resolucao das desigualdades matriciais conhecidaslg@punov-MetzlerEm Deaecto
et al. (2010) os autores generalizaram as condi¢cOes ddlielstdd assintdtica para sistemas
lineares chaveados proposta em Wicks, Peleties e DeCafd)(ténsideranddl subsistemas

dindmicos e uma regra de chavemento dependente das vadévestado.

Para sistemas lineares chaveados com incertezas paisopga proposta em Zhai, Lin

e Antsaklis (2003) uma regra de chaveamento estabilizamtbesta baseada em fungdes
guadraticas de Lyapunov e LMIs (do ingl&sear Matrices Inequalitigspara sistemas conti-
nuos e discretos no tempo. Em Lin e Antsaklis (2007), os astapresentaram condi¢cdes sufi-
cientes e necessarias para sistemas lineares chaveadogedgzas parameétricas variantes no
tempo. Em Ji, Wang e Xie (2003) foram propostas duas consligeessarias para estabilidade
de sistemas lineares chaveados através da realimentagétades e também da realimentacao
de saida juntamente com a estratégia de chaveamento. Forese@tados em Xie e Yu (2006)
critérios para estabilidade exponencial quando as matiertas sdo comutativas par a par.
Os autores propuseram em Songlin et al. (2008) a estaldibzde sistemas lineares incertos
através de um observador baseado na realimentacéo de saiidigpias funcdes de Lyapunov.
Além destes trabalhos supracitados, outros resultadazriames também sdo encontrados em
Soga e Otsuka (2011) e Soga et al. (2013).

Na implementagéao de sistemas de controle com alocagéo ds, mam lei de controle
u(t) = —Kx(t), o vetor de estado pode ndo estar completamente dispofeeianto, é im-
portante estabelecer estratégias de chaveamento queddapapenas da saida da planta. Em
Mainardi Janior et al. (2012), os autores apresentaramicdesi de estabilidade considerando
chaveamento através da saida da planta para o sistemasiéameancertezas. JA em Mainardi
Janior et al. (2014), os autores generalizaram estes adsslpara os sistemas lineares com
incertezas politopicas. Um dos problemas mais desafiadesta area de pesquisa € o projeto
de controladores por meio da realimentacdo da saida, séjeca@sou dindmica. Um trabalho
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mMinucioso a respeito deste assunto encontra-se em Syrrab$¥397).

Nos anos recentes, o projeto de Controladores Estaticosida 82ES), tem recebido
grande atencdo de varios autores, principalmente, desiflacdidades de sua implementagéo
em aplicacbes praticas. Considerando igualdades matrioi@ares, em Crusius e Trofino
(1999) foram apresentadas condi¢des suficientes parasigds CES. Os autores em Peaucelle
e Arzelier (2005) propuseram um algoritmo iterativo de de@pas focado na otimizacdo da
normaH,. No trabalho Agulhari, Oliveira e Peres (2010) apreses®uina generalizacao
do método anterior considerando fun¢des polinomiais deluyav. Ademais, em Ding e Yang
(2010) os autores investigaram o projeto de C$ara sistemas lineares chaveados em tempo
discreto. Por conseguinte, em Dong e Yang (2013) foram gtapamovas condi¢cdes LMI con-
siderando casos em que a matriz de saida ndo tem posto comRktentemente, em Yuan
e Wu (2015) apresentou-se uma nova abordagem para corgrsisteémas lineares chaveados
robustos em tempo discreto. Uma extensédo do méatio-followingfoi proposta em Chen e
Lin (2015) visando projetar CES para sistema lineares cllageam tempo discreto.

No que tange o projeto de Controladores Dinamicos de Saida)(€@DSseromel, Colaneri

e Bolzern (2008) os autores propuseram condicdes de edtalglpara sistemas continuos e dis-
cretos no tempo considerando malha aberta/fechada usaralolasse particular de desigual-
adades, chamadayapunov-Metzler inequalitiesPor conseguinte, em Deaecto, Geromel e
Daafouz (2011) foram discutidas condi¢Bes para ER$ara sistemas lineares chaveados. Ja
em, Jungers et al. (2013) os autores propuseram condicheiesies para a estabilizacdo de
sistemas de controle em rede via CDS. Uma lei de chaveamémidehidependente do tempo e
das variaveis de estado, para o projeto de CDS foi proposténaneal. (2016). Considerando
chaveamento assincrono, em Yang, Li e Niu (2015) apresantae condi¢cdes para o projeto
de CDS robustos para sistemas lineares chaveados incertos.

Atualmente, pelo conhecimento do autor, verificou-se qée, existem na literatura tra-
balhos que considerem o projeto de controladores robubtrgeados de saida para sistemas
lineares chaveados com regra de comutacao dependentsiexiciante da saida controlada da
planta (com realimentacdo estatica da saida da planta). €agéo aos artigos supracitados,
geralmente considera-se um filtro de ordem completa ou idaluSendo assim, projeta-se a
regra de chaveamento dependente das variaveis de estadadest a partir deste filtro.

Deste modo, entre outros aspectos, este trabalho visaafjeaeps resultados para estabi-
lidade quadratica de sistemas chaveados lineares in@dtiol®s em Mainardi Janior (2013),
Mainardi Junior et al. (2014) e Mainardi Junior et al. (201Bjimeiramente, seréo propostas
condi¢cdes menos conservadoras visando estabilizar e sargééntir um critério de desem-
penho para sistemas lineares chaveados incertos. Em aggtiiida-se a técnica proposta em
Crusius e Trofino (1999) para o projeto de CES visando estab#&igyarantir um desempenho
adequado para o sistema linear chaveado incerto atravémaeegra de comutacdo depen-
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dente da saida da planta (DECARLO et al., 2000). Para o computordroladores robustos
de saida, as condicfes de projeto séo representadas raléades matriciais bilineares (do
inglés,Bilinear Matrices Inequalities BMIs). Para a obtencao de solucdes factiveis para este
problema, utilizou-se o método hibridifferential Evolution - Linear Matrices Inequalities
(DE-LMI) (DAS; SUGANTHAN, 2011; PRICE; STORN; LAMPINEN, 2006)jue é baseado
em um algoritmo evolutivo e também em um solver de LMIs. Redamente, objetiva-se
projetar controladores estaticos/dinamicos de saidarnuente com uma estratégia de chavea-
mento que dependa exclusivamente da saida controladarta.pknalises teoricas e varios
exemplos numericos de simulacdo mostram que as técnicasttele propostas séo eficazes
e menos conservadoras do que procedimentos similarendisgm até mesmo, em casos nos
guais todas as matrizes dinadmicas dos subsistemas néo séibizH® procedimento proposto
pode também ser usado para projetar controladores rolpmstaplantas com incertezas e su-
jeitas a falhas estruturais, considerando as incertezgdadéa e as falhas estruturais como
incertezas politopicas. Um exemplo ilustra a aplicacadigaalo método no projeto e im-
plementacdo de um controlador robusto para um sistema gerg#o ativa sujeito a falhas
estruturais (QUANSER, 2009).

Na literatura especializada, encontram-se trabalhosergfes aos sistemas lineares e nao
lineares sujeitos a incertezas na planta entre outroszamio técnicas baseadas em LMIs
(BOYD et al., 1994). Estas desigualdades matriciais liregueando factiveis, séo resolvi-
das atraves de ferramentas de programacgéao convexa disgamMiteratura (GAHINET et al.,
1995). Por conveniéncia, a seguir sdo definidas algumagGestaue serdo utilizadas ao longo
do trabalho. Para matrizes ou vetores reais, o simppladica o transposto. O conjunto for-
mado pelodN primeiros inteirog1,...,N} é denotado por I§. O conjunto de todos os vetores
A=[A1... A\]' tais queA; > 0,i € IKy €A+ A2 +...+An = 1 é denotado poh. A combi-

N

nagao convexa de um conjunto de matrig®s ..., Ay) é denotad®d, = Z)\iAi, sendoA € A.
i=

Além disso, o simbolo (*) sera usado em expressfes masrjgsaa denotar o transposto de um
elemento simétrico. Para expressdes em linha, este sirdbeolara o transposto dos termos
do lado esquerdo, como mostrado nos exemplos a seguir:

A B _ A (%) )
B C B C|’
A+B+A +B =A+B+(x). (2

1.1 ORGANIZACAO DO TRABALHO

A estrutura do texto apresentado a seguir € organizada danteganeira:
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e No Capitulo 2 sédo apresentados conceitos para as condic@ssadblidade assintética
de sistemas lineares que servirdo de base para o desereatgitéorico do trabalho.

e No Capitulo 3 investiga-se a estabilidade assintética pstensas lineares chaveados in-
certos através do chaveamento dependente exclusivanzesdéda controlada da planta.
Deste modo, serdo propostos novos teoremas visando geaeca resultados apresen-
tados em Mainardi Junior (2013), Mainardi Janior et al. @04 Mainardi Janior et al.
(2015). Andlises tedricas e resultados de simulacao nmogjtee as técnicas de controle
propostas oferecem condicdes mais relaxadas do que asidisisana literatura.

e No Capitulo 4 apresentam-se teoremas para o projeto de lemitres estaticos/dinamicos
de saida juntamente com uma regra de chaveamento depeddesgila controlada da
planta para sistemas lineares chaveados incertos. Utissaas aproximacgdes propostas
em Crusius e Trofino (1999) e os teoremas apresentados no IG&p#ardo generali-
zados através do projeto de controladores robustos de daimdaxemplo numérico de
simulacdo mostra que o projeto de controladores estaliodshicos de saida apresenta
maiores regides de factibilidade e também reduz o custotidoa quando comparado
com os resultados obtidos no Capitulo 3.

e No Capitulo 5 utiliza-se um método hibrido baseado em um ighgorevolutivo e um
solver de LMIs para encontrar valores sub-6timos para asaadores robustos de saida.
Em seguida, apresenta-se a implementacédo pratica em aelsibaratorial visando va-
lidar a técnica proposta. O procedimento proposto podedansger usado para projetar
controladores robustos para plantas com incertezas ¢asugefalhas estruturais, consi-
derando as incertezas da planta e as falhas estruturaisinoertezas politopicas. Um
exemplo ilustra a aplicagéo pratica do método no projetgpéeimentacéo de um contro-
lador robusto para um sistema de suspensao ativa sujeittaa tstruturais (QUANSER,
2009).

e No Capitulo 6 apresentam-se as conclusdes deste trabalimbénaalgumas sugestées
para trabalhos futuros. Em seguida, listam-se as pubksagfacionadas com este tra-
balho.
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2 PROPRIEDADES E CONCEITOS INICIAIS

Este capitulo apresenta conceitos gerais e fundamentai® miesenvolvimento tedrico deste
trabalho. Inicialmente, definem-se os sistemas autonomwoeutdbnomos. Em seguida,
discute-se brevemente o conceito de estabilidade atraviémdao de energia (SLOTINE; LI,
1991). Além disso, aborda-se estabilidade assintotichyapunov para sistemas dinamicos.
Em seguida, apresentam-se as generalizacdes destes@®paen 0s sistemas lineares chavea-
dos.

2.1 SISTEMAS AUTONOMOS, NAO-AUTONOMOS E PONTOS DE EQUILIBRIO

A dindmica ndo linear de um sistema pode ser representad@stite um conjunto de equagdes
nao lineares, da forma:
x= f(x1), 3)

sendof € R™! um vetor nao linear 8 € R"™! o vetor de estado.

Definicdo 1. (SLOTINE; LI, 1991) O sistema néo lineéB) € dito ser autbnomo se f nao
depender explicitamente do tempo. Desta maneira, a dirdadocsistema pode ser reescrita,
como:

x=f(x), (4)

caso contrario, o sistem@) é dito ser nao-autdnomo.

Definicdo 2. (SLOTINE; LI, 1991) Um estad® € um ponto de equilibrio do sister(@), se
X(t) = X para todo t> 0. Matematicamente, isto significa que o vetaratisfaz:

0=f(R). (5)

O sistema linear e invariante no tempo mostrado(8papresenta um unico ponto de equilibrio,
neste caso, a origem £x 0), se A for ndo singular.

X = AXx (6)

2.2 ESTABILIDADE SEGUNDO LYAPUNOV

Esta secdo introduz os conceitos relativos a estabilidegenslo Lyapunov. Esta andlise é
conhecida como Segundo Método de Lyapunov, ou também, coétodd Direto e baseia-se
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em um conceito analogo a energia de um sistema. Sendo assiransrgia total de um sistema
mecanico ou elétrico é continuamente dissipada, entddanssconverge para um ponto de
equilibrio (SLOTINE; LI, 1991). Desta maneira, € possivehduir sobre a estabilizacdo de
um sistema através da variagéo no tempo (derivada) de urpadwscalar.

Desta forma, considere a equacao diferencial a seguir qaeeade a dinamica de um sis-
tema massa-mola-amortecedor, com amortecimento nao érezeeficiente de mola néo linear
(SLOTINE; LI, 1991):

MKXp -+ bXp [Xp| + koXp + kx5 = 0, (7)

sendo quen é a massa do carrbxp |>'<p] representa a dissipagao nao linear do amortecedor e
KoXp + klx% o termo néo linear referente a mola. A energia associadsstors (7) é a soma
entre a energia potencial e a energia cinética. Deste modsiderando-se o vetor de estado
X = [X, Xp]', obtém-se:
1 ) Xp 1 %) 1 2 1
V() = 5még? 4 [ (ko k) dxp = 5mi + S+ o, (8)

A partir de (8) é possivel fazer algumas consideragdes clagi®a estabilidade do sistema
representado em (7). Note qi&x) > 0 para todo # 0. Porém, se o sistema sempre dissipar
energia,V (x) serd sempre decrescente, e o vetor de estad{)(p )k’p]’ tendera ao ponto de
equilibrio. Deste modo, a derivada da fungéo energia empaelao tempo € dada por:

V(X) = Mipsp + (KoxXp + Kax3)Xp = Xp(—bXp [%p]) = —b|%p| . )

Desta maneira/ (x) < 0 para todoxp # 0. Analisando a equagéo do sistema (7) € possivel
constatar que esta situagdo somente acontecera se tafpbefe assinx tende ao ponto de
equilibrio(x = 0). Sendo assim, a expresséao (8) decrescera até-gue Finalmente, conclui-
se que o sistema é estavel e converge para o ponto de equilé(i7). A formulagéo tedrica
deste resultado é apresentada no Teorema 1.

Teorema 1. (SLOTINE; LI, 1991) Se existir uma funcdo candidata de Lyapuf(x) que sa-
tisfaca as condicdes a seguir:

e V(x) é positiva definida,
e V(x) é negativa definida,

e V(x) — o quandol||x|| — oo,

entdo o ponto de equilibrio % 0 do sistema autbnom@!) é globalmente assintoticamente
estavel.
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Estas anélises podem ser estendidas para os casos¥ ondenegativa semi-definida, uti-
lizando o teorema dos conjuntos invariantes (SLOTINE; 991). Além disto, utilizando o
principio de invariancia de LaSalle, em Hespanha (2001)tor @eneralizou 0s conceitos de
estabilidade para os sistemas lineares chaveados.

2.3 SISTEMAS LINEARES CHAVEADOS

Considere o sistema linear chaveado definido em Geromel e €0{2006):

{)’((t) = AoX(t), X(0)=xo, (10)
yt) = Cx),

sendox(t) € R" o vetor de estadgj(t) € RP a saida medidag(t) é a regra ou lei de chavea-
mento,X, € a condicdo inicial € € RP*" é a matriz de saida do sistema, constante para todo
t > 0. Considere um conjunto dado de matrizes constatesR"™*", parai € IKy. Deste
modo, a regra de chaveamento atua da seguinte maneira:

As) € {A1, A2, ... AN}, (11)

sendo qué\;;) deve comutar dé; paraA;, i # j, quando o chaveamento ocorrer ert(e) = i
eo(t)=j.

Observacéo 1.N&o existe a necessidade de que cada matriz do conjuntd\,, ..., An} seja
Hurwitz.

A patrtir de (10) e (11) define-se o seguinte problema de clentro

Problema 1. Projetar uma regra de chaveamentd.) : R" — {1,2,...,N} tal que:
a(t) =u(x(t)), (12)

torne o ponto de equilibrio (3 0) do sistemd10) globalmente assintoticamente estavel.

Em Wicks, Peleties e DeCarlo (1994) os autores concluiram spiexistirA € A, tais
que, A, seja Hurwitz, entdo existe uma regra de chaveamento eztaidd que depende das
variaveis de estado do sistema. A partir deste resultadando resolver o Problema de Con-
trole 1, uma condicdo necessaria e suficiente para a edtat@lguadratica de sistemas lineares
chaveados foi proposta em Feron (1996), para um sistemaati@composto por dois subsis-
temas dinamicos.

Teorema 2. (FERON, 1996). Considere N 2, o sistema linear chaveadd0) e (11) é
guadraticamente estabilizavel, se e somente, se, eXistiA, tais que, AA1 + AxA- seja Hur-
witz.
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Demonstracdo.Para maiores detalhes, veja (FERON, 1996). n

Em Deaecto et al. (2010) foi proposta a generalizacdo dcefi@l pardN subsistemas
dinamicos. Sej® € R™", uma matriz simétrica positiva definida e a seguinte fungaaliclata
de Lyapunov:

V(x) = XPx. (13)

Teorema 3. (DEAECTO et al., 2010) Suponha que o vetor de estétdoexR" esta disponivel
para realimentacdo. Se existireinc A, uma matriz Rz R™" positiva definida, tais que:

A\ P+ PA, <0, (14)
entdo a estratégia de chaveamento
o(t) = arg min (X PAX), (15)
i€lKy

torna o ponto de equilibrio (x = 0) do sisteni®0) e (11) globalmente assintoticamente estavel.

Demonstracdo.Para maiores detalhes, veja (DEAECTO et al., 2010). n

2.4 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo foram apresentados os principais concegtatvos ao controle de sistemas
lineares chaveados. Estes resultados servirdo de base gie@ganvolvimento teodrico das novas
condicOes de estabilidade propostas no Capitulo 3. Nosmpo&xcapitulos, esta analise sera
extendida para sistemas lineares chaveados com incepig#apicas.
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3 CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES CHAVEADOS INCERTOS COM
CHAVEAMENTO DEPENDENTE DA SAIDA DA PLANTA

Neste capitulo serdo apresentadas novas condi¢cfes dédedatpara sistemas lineares chavea-
dos incertos em que o vetor de estado pode ndo estar comelgtadisponivel, e portanto,
utiliza-se a saida medida como variavel para definir a égfiide chaveamento. Variaveis
de folga séo inseridas visando aumentar a regido de féd#éidd. Em seguida, um critério de
desempenho sera considerado, neste caso, o0 custo garabéfine-se o custo como sendo
a energia necessaria para que saida do sistema chavega® gtatamar solicitado pelo pro-
jetista. Deste modo, objetiva-se minimizar a energia dediga (custo garantido) para todos os
pontos internos pertencentes ao politopo de incertezanl@ta nos vértices. Trés exemplos
numéricos mostram que a metodologia de controle é eficazeaqa resultados satisfatorios,
mesmo quando as matrizes dos subsistemas ndo sao Hurwitz.

3.1 SISTEMAS LINEARES CHAVEADOS COM INCERTEZAS POLITOPICAS

Considere o sistema linear chaveado incerto com a seguaiteagio em espaco de estados
(Mainardi Junior et al., 2015):

{)’((t) = A(o,a)x(t), x(0)=xo,
yt) = Cx),

sendox(t) € R" o vetor de estadgy(t) € RP a saida medidag(t) é a regra ou lei de chavea-
mento,Xp € a condicdo inicial € € RP*" é a matriz de saida do sistema, constante para todo
t > 0. Na matrizA(o,a) o vetora = [a1 a2 ... af] representa as incertezas politopicas da
planta. A matrizA(g,a) € R™" pode ser descrita através da combinagédo convexa de seus
vértices, como mostrado abaixo:

(16)

r r
Alg,a) =% ajAsj, H aj=10;20, o(t) €Ky, (17)
=1 =1

sendar o numero de vértices do politopo. Para mais detalhes sobeetézas politopicas, veja
(BOYD et al., 1994).
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3.2 CONTROLE DE SISTEMAS CHAVEADOS INCERTOS COM REGRA DE CHAVEA-
MENTO DEPENDENTE DA SAIDA DA PLANTA

Em implementacdes de sistema de controle com alocacao ag poletor de estado pode nao
estar completamente disponivel. Deste modo, ndo é posgiliear diretamente o Teorema
3 para a projeto de uma lei de chaveamento que estabilizéemnsichaveado. Portanto, é
importante estabelecer estratégias de chaveamento gead#ep da saida da planta. Neste
aspecto, pode-se ainda considerar a realimentacdo asttiando o chaveamento entre 0s
subsistemas disponiveis depende exclusivamente da saitidanda planta. Além disto, por
meio da inser¢cdo de um compensador dinamico (filtro) na sa@t#ida da planta, pode-se
realizar a realimentacdo dindmica de saida, ou seja,aiibzalém da saida medida a saida
do compensador como variavel da lei de chaveamento. Sesin, asms secdes posteriores
séo propostos teoremas visando garantir estabilidadeétisa do ponto de equilibripc= 0)

e também atender um critério de desempenho, neste casooogewahtido, considerando-se
realimentacao estatica e dinamica de saida.

3.2.1 Realimentagao estética de saida para sistemas linearchaveados incertos

Em Mainardi Junior et al. (2014), os autores apresentarardiges de estabilidade conside-
rando o chaveamento através da saida da planta para si$iteeasess chaveado com incertezas
politpicas. A partir destas ideias, define-se o seguirtblpma de controle:

Problema 2. Projetar uma regra de chaveamentd.) : RP — {1,2,... N} tal que:
o(t) =u(y(t)), paratodot> 0, (18)

torne o ponto de equilibio (% 0) do sistemd10) globalmente assintoticamente estavel.

Teorema 4. (Mainardi Junior et al., 2014) Considere o sistema linearwbado incertd16) e
(17) e suponha que a said4ty € RP esteja disponivel para realimentagdo. Se existilemA,
matrizes simétricas § € R"", Qi € RP*P e uma matriz simétrica B R"*" positiva definida,
tais que:

AjjP+PAj < Qo +C'QC, (19)

Qo +C'QC <0, (20)

para todo i€ IKy e j€ K, sendo Q = A1Q1 +A2Q2+ ... + ANQn, entdo a estratégia de
chaveamento

ot)= argigm (YQiy), (21)

torna o ponto de equilibrio (x = 0) do sistenf®6) e (17) globalmente assintoticamente estavel.

DemonstracaoPara maiores detalhes, veja (Mainardi Junior et al., 2014). O
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A partir destes conceitos iniciais, sédo propostas novagicoes de estabilidade (Mainardi
Junior et al., 2015) visando relaxar as condi¢gfes dispastasorema 4. Considere que o vetor
a=[ay az ... ar] éincerto, porém invariante no tempo.

Teorema 5. Considere o sistema linear chaveado incefd6) e (17) e suponha que a saida
y(t) € RP esteja disponivel para realimentagédo. Se existilem /A, matrizes simétricas (S
R™", Q € RP*P e matrizes simétricas definidas positiyadPR"*", tais que:

= % (AfjRc+RA;j + AP+ PiAK) < Qo +C'QiC, (22)

Qo +C'QC <0, (23)

para todo i€ Ky, j € K; e ke IK;, entdo a estratégia de chaveame(2d) torna a origem
(x=0) do sistemd16) e (17) um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente etav

Demonstracdo.Considere a funcdo quadratica candidata de Lyapunov:
r
X) =S ax XX, (24)
2
sendok=1,2,...,r. A partir de (16), (17), (21), (22) e (23), tém-se que:
z ax X (A(g,a)' R+ RA(0,a))x

= Z akz aj X (AgjR+ PAgj)x

I\JII—‘

Z 20,- Ay iR+ PAgj + AgiPj + PiAgi)X
ZGkZOIJ (Qo; +C'QsC)x

= Z aj X/(QOI- +C/Q0C)X
=1
=Y aj XQox+ Z a;X (C'QgsC)x

=

— i aj X Qo;x+ X (C'QsC)x
=1

= jzl j X,(QOj)X+i2”|'}i<r:l(y,QiY)

< S aj X(Qoj +C'QC)x < 0. (25)
=1

Note que, a primeira desigualdade é obtida utilizando aesgdio (23). A Ultima desigualdade é
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obtida através do conceito, de que, 0 minimo de um conjuntdiaieros reais € menor ou igual
do que qualquer combinacéo convexa dos elementos destentmnjplém disso, sabendo-se
queV(x) < 0 para todax # 0 eV (0) = 0, entdo a origenix = 0) € um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estavel. Deste modo, a pet&aoncluida. O

Observacédo 2.Note que o Teorema 4 € um caso particular do Teorema 5. Destairaag
possivel obter o Teorema 4 considerando ge-AAj, R = P; = P para todo je IK; e ke K.
Deste modo, observe que, se as condi¢fes dadas no TeoreméadtbZeis, entdo as condicdes
dispostas no Teorema 5 também séao factiveis.

Objetivando-se a insercao de um critério de desempenhsjdssa-se 0 custo garantido
definido a seguir (DEAECTO et al., 2010):

00

J= /0 " y)y(t)dt = / X(t)'C'Cx(t)dt. (26)

0

Observacéo 3.A definicdo do custo garantid@6) normalmente € um indice de desempenho,
cuja minimizacao € um dos objetivos do sistema de controle die minimizando J e(@6),
supondo um sistema assintoticamente estavel ¢onegcalar, de modo que ) = O, de certa
forma estd sendo exigido que o transitério dé)ydeva ser rdpido e sem muitas oscilagdes.
Outro uso interessante deste custo foi feito em Deaecto@l0), em que J foi igual a energia
dissipada, na forma de calor, devido as resisténcias ptesemos indutores reais, presentes na
implementacéo de controladores chaveados em convers@esiT.

Deste modo, generalizando-se o Teorema 5 atraves da ioskrgaisto garantido definido
em (26), obtém-se o seguinte teorema:

Teorema 6. Considere o sistema linear chaveado incef6) e (17) e suponha que a saida
y(t) € RP esteja disponivel para realimentagéo. Se existileaA, um escalap > 0, matrizes
simétricas @, € R™", Q € RP*P e matrizes simétricas definidas positivadPR™", tais que:

Pi—plh <0 (27)

1
5% (A P+ RAj + APy + PjAk +2C'C) < Qo, +C'QIC, (28)
Qo, +C'Q)C <0, (29)

para todo ic Ky, j € K; e ke IK,, entdo a estratégia de chaveame(i2d) torna a origem
(x=0) do sistemg16) e (17) um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente et&v
admite o seguinte limitante superior para o custo garantido

J= / Y (t)y(t) dt < maxxgPiXo < pXglnXo. (30)
0 JEIK
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Demonstracdo A prova deste teorema segue 0S mesmos passos mostradosamstiagdio do
Teorema 6. Deste modo, tém-se para0:

=]
1 r r
=5 Ok ] X (A iR+ RAsj + AgkP) + PiAgk + 2C'C)x — Yy
&1 =

<% ajX(Qo; +(C'QC))x—yy<0
V(x) < —yy<O0. (31)

A partir de (17) e uma funcéo candidata de Lyapud@x) = X' P(a)x, sendoP(a) = o1 P; +
a2+ ...+ arR, note queV(x) > 0. Em seguida, integrando-se (31) e considerando (27),
X(0) = xp # 0 eV (x()) = 0, obtém-se para todpe IK,:

/V x)dt < — /yydt
V(x(w) < ["yyat

o< — [ yydt

/Omyydt < XPx0 < pXglnXo.

Sabendo-se qué(x) < 0 para todoc # 0 eV (x(w)) = 0, ent&o a origenix = 0) é um ponto de
equilibrio globalmente assintoticamente estavel. Destgaya prova esta concluida. O
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Entdo o Teorema 6 fornece o seguinte problema de otimizagao:

inf {p:(27)—(29) mantém-sevic Ky e jeK;}.  (32)
Pj=P[>0, p>0, Qo;=Qp,» Q=

Nos teoremas a seguir, variaveis de folga sao inseridasdossumentar a flexibilidade das
condi¢des dispostas nos casos anteriores.

Teorema 7. Considere o sistema linear chaveado incei6) e (17) e suponha que a saida
y(t) € RP esteja disponivel para realimentacdo. Se existiera A, matrizes X € R™",

Xo, € R™", matrizes simétricas §c R™" Q € RP*P e matrizes simétricas definidas positiva
P e R™", tais que:

Pl —X{, + X Aj  —Xp— X} 0 0|’
Qo +C'QC <0, (34)

paratodo i€ Ky e j € IK,, entdo a estratégia de chaveame(2@) torna a origem(x = 0) do
sistema16) e (17) um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estav

Demonstracao.Considere que (33) e (34) sao factiveis. Deste modo, a par(i2d) e (34),
parax = 0 segue que:

0> X (Qo, +C'Q,C)x > X Qo X+ |rer|]+|<r.L (Y Qi)
= X (Qo; +C'QsC)x. (35)

Note que (35) pode ser reescrita como:

Qo +C'QsC  Onxn In
0>X(Qo, +C'QsC)x=X [I, A(o,a ) X 36
R I | U | Y )
Desta maneira, observe que a partir de (33) e (36), obtém-se:
Qo +C'QsC O |
O>x’{|n A’(a,a)} Qo, #CQoC Onn " olx
i Onxn Onxn| |A(0, Q)
[ Xo Agi+ AL XL P —Xq, + AL X |
>X/[|n A/(O',CY)} 10A0/J+ 0 Mo J 1+ G/J 20 n X (37)
_Pj — Xlg —|—X20Aaj —Xo, — XZO A(O’, a)

Definindo-seP(a) = (a1PL+ a2P>+-- -+ ar R ) e a partir de (17), multiplicando (37) par e
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realizando a soma entfe=1 e j =r, obtém-se:

r T j +C 6C)  Onxn
0>X I, A(o,a) j;aj (Qo, +CQ0C) N 1y
' | Onen Open| L2109
ol wie o] LA HAG )X, Pla) X, + A0, [ T |
" (a,a)_ _P(a)—X{GJeroA(o,a) —Xo, —Xa, Ao,a)
- 1[[ o P X
:x’_ln A’(a,a)_{ P(a) (Oa) ng [A(0,0{) —|n}
Ix, In
+|AG.a) 1] [Xza } A(o,a)]x
B , 0 P(a) In
—X[In A(o,a)] [P<a> 0 A(g)q)] X (38)

Considerando a funcdo candidata quadratica de Lyapufv= X P(a )x, note que a partir de
(17),V(x) > 0 parax # 0. Além disto, observe que a partir de (16) e (38)) < 0 parax # 0.
Deste modo, a prova esta concluida. n

O teorema a seguir generaliza as condi¢des dispostas nenf@aratravés da insercdo do
custo garantido definido em (30).

Teorema 8. Considere o sistema linear chaveado incgi6) e (17) e suponha que a saida
y(t) € RP esteja disponivel para realimentagéo. Se existilesA, um escalap > 0, matrizes
Xy € R™M, Xo € R™M, matrizes simétricas § € R™", Q € RP*P e matrizes simétricas
definidas positiva Pe R"*", tais que:

P —pln <0, (39)

Xy, Aj +AjX, +CC B =Xy +AGX;, Qo +C'QC 0 (40)
P — X1, + X3, Aj —Xo, — X3, 0 ol

Qo +C'QC <0, (41)

para todo i€ Ky e j € K;, entdo a estratégia de chaveameli2d) torna a origem(x = 0)
do sistemd16) e (17) um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente esg&admite o
limitante superior para o custo garantido definido €80).

Demonstracado A prova deste teorema utiliza as mesmas ideias apresemadisnonstracao
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do Teorema 7. Note que, a partir de (38), segue que:
C'C P(a) In y

P(a) O A(o,q)

0>V(X) +VYYy, (42)

0>¥X [In A’(o,a)}

sendoP(a) = (a1PL+ az2P +---+ oy R). Considerando uma fungéo quadratica de Lyapunov
V(x) = XP(a)x, note que a partir de (17)/(x) > O parax # 0. Além disto, observe que

V(X) < 0 parax # 0 doravante (42). Agora, integrando (42) de zero até o infioiinsiderando
Xo = X(0) # 0, a partir de (39), tém-se que:

J= /0 "Yydt < XP(a)x < jnew"gX%PJXo) < PXglnXo. (43)

]

Entdo o Teorema 8 fornece o seguinte problema de otimizagao:

inf {p:(39)—(41) mantém-se/i c Ky e j€IK;}. (44)
Pj:Pj/>0, p>0, Qo]— :Q/Oj7 Qi:q, Xli’ X2i

Agora, considere que o vetor = [y a, ... ar] definido em (17) é incerto, porém in-
variante no tempo. Sendo assim, busca-se flexibilizar agigies dispostas no Teorema 7
inserindo variaveis de folga. Desta maneira, prop6e-sguirse teorema:

Teorema 9. Considere o sistema linear chaveado incei6) e (17) e suponha que a saida
y(t) € RP esteja disponivel para realimentagédo. Se existiea/, matrizes X%, € R™", X, €
R™ " matrizes simétricas & € R™" Q € RP*P e matrizes simétricas definidas positiva
Pik € R™", tais que:

XlikAij + Xlij Aik +Ai,j xiik +Ai/kxiij Pik - xlik +Ai/j Xéik + Pki - Xlij +Ai/kxéij
(*) _X2ik - Xéik - >(2ij - Xéi].

- Qo + Qo +2C'QIC 0

0 ol (45)

Qo, +C'QC <O, (46)

para todo i€ Ky, j € K; e ke IK;, entdo a estratégia de chaveame(2d) torna a origem
(x=0) do sistemg16) e (17) um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente ettav

Demonstracao.Considere que (45) e (46) sao factiveis. Deste modo, a par(i2d) e (46),
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parax # 0 segue que:
0> X(Qoj. +C'QC)X = X Qoyx+ min (Y Qi)

=X (Qoy +C'QosC)x. (47)
Deste modo, observe que (47) pode ser reescrita como:
Qo +C/Qic Onxn In
0> X(Qo, +C Cx:x’[l Ao, } Ik X 48
(QOJk QdC) n AL ) Onxn Onxn| |A(0,Q) (49)
(a1a1Pii+a10oP2+...+aror By ), Xo (0, a) = (a1 Xy, +a2Xq,, +

Agora, consider®(a) =
o Xy, ), Xo(0,a)=(01Xp,, +02Xo,,+ ...+ 0r Xy, ). Deste modo, multiplicando (48) por
aj x ax e somando entre=1 atej =r ek =1 aték =r, respectivamente, a partir de (45) note

que:
In

Qo; + Qo +2C'QsC 0 «
Al(o,a)

0 0
XlakAUj + A/O'J Xiok + Xlaj AUk + A/O'kle.o'j

2 [n A’oa)}

I\)II—‘
”M-‘

=
-

1 !/
>3 Y O a,—x’[ln A(a,a)] / /
e R =1 Pik = X144 T X2 Aaj +Fj — Xq,, +X25A0j
P. _Xlok+A/GjXégk+H<j_X10j+A/O'|(Xégj |n (49)
X.
~Xog = X — Xog; = Xa,, A(o,a)
Note que (49) pode ser reescrita como:
ol X1, Agj +AyiXe
>y oy X[y A'oa)}[ RV
== Pik = X1,y + X2oAaj
ij—xlak—i—Angégk In X
—Xzak—Xéak A(O’,G)
X1(o,a)A(0,a)+A(o,a) X (o, a)
A [ Koy | [ SO DA A0 X0
P(a) _Xl(o-aa) +X2(07G)A(Gva)
Pla)—Xi(o,a)+A(g,a) X(o,a) In y
_XZ(Gaa)_X2(07a)/ A(07a)

_¥ [ln A(o, a)} { [P(a) .
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0 P(a) «
Alo,a)

=X |l A(o,a

[ n Al )} P(a) 0
Considerand®(a) = (a1a1P11+ 0102P12+ ...+ oy 0y P ) € uma fungdo quadratica candidata
de Lyapunow (x) = XP(a)x, note que a partir de (17¥(x) > 0, parax # 0. Além disto,
observe qu¥ (x) < 0, doravante de (50) e (16). Deste modo, a prova esta coacluid [

(50)

O teorema a seguir insere o critério de desempenho definid@@mas condicbes dis-
postas no Teorema 9.

Teorema 10. Considere o sistema linear chaveado incgii6) e (17) e suponha que a saida
y(t) € RP esteja disponivel para realimentagédo. Se existileamA, um escalap > 0, matrizes
Xy, € R™", X, € R™", matrizes simétricas 6 € R™" Q; € RP*P e matrizes simétricas
definidas positiva R € R™", tais que:

Pik —pln <0, (51)

Xy, Aij + Xliink + Ai/j Xiik +Ai/kxiij +2C'C I:)Jk — Xy +Ai/j Xéik + H<j - Xlij +Ai/kxéij
(*) _Xzik - Xéik - ><2ij o Xéij
- Qo +Qo; +2C'QC 0
0 0

QOjk +CIQ)\C < 07 (53)

, (52)

para todo i€ Ky, j € K; e ke IK;, entdo a estratégia de chaveame(2d) torna a origem
(x=0) do sistemg16) e (17) um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente et&v
admite o limitante superior para o custo garantido definido(&80).

Demonstracao.Considerando as mesmas ideias utilizadas nos Teoremas ®mrcfjiese que
a partir de (17)V(x) > 0 parax # 0. Além disto, observe qué(x) < 0 parax # 0 e 0 custo
(43) mantém-se. O

Entdo o Teorema 10 fornece o seguinte problema de otimizagao

inf {p:(51)—(53) mantém-se/i € Ky e j,ke K;}. (54)
ij:PJ{k>O’ p>0, onk:%jk.Qi: i
Xlik’ Xzik’ Xlij’ X2ij

O teorema a seguir compara as condi¢des dispostas nos BesobesrD.
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Teorema 11. Se as condi¢cOes apresentadas no Teorema 5 sdo satisfeitas,as condigcoes
do Teorema 9 também sao satisfeitas.

Demonstracdo.Suponha que as condi¢cdes (22) e (23) do Teorema 5 sdo fagbiewe todo
I € Ky, ] €K, ekelK,. Se existem matrize@oj, Qi, R e P; e uma pequena constardtes R,
¢ > 0 tais que:

1

5 % { (Al Rc+ B + APy + PiAk) —2Qo; —2C'QiC

1
+ £ +A) (18 0) (A +a0E <o, 69

Aplicando o complemento de Schur (BOYD et al., 1994) em (55 mbse:

1 | (AR RAj + AP+ PiAK) —2Q0; — 2C'QC £ (A +Af)
2 (A +Ak)é —4¢1,
Observe que, sen(@)jk = onj = Qo;, Pk =P Rj =P}, X, =R, Xy, =Pje X, =Xg, = éln

paratoda € Ky, j € IK; eke IK;, se acondi¢céo (56) se mantém, entéo a condic¢do (45) também
se mantém. Deste modo, a prova esta concluida. O

<0.  (56)

Teorema 12. Se as condi¢cdes dadas no Teorema 7 sédo satisfeitas, ent@dndig@es do Teo-
rema 9 também sao satisfeitas.

DemonstragdoNote que, send¥y, = Xy, Xz, = Xz, € Qo = Qq;, paratodd € Ky, j € K
ek € IK;, entdo a condi¢do (45) é equivalente a condi¢do (33). Deateeina, a prova esta
concluida. O

Durante o desenvolvimento da tese, os Teoremas 5, 7, 9, 1lf@df publicados em
Mainardi Janior et al. (2015). Em seguida, visando geneaahs condi¢cdes dispostas no Teo-
rema 9, utilizam-se as relaxacdes propostas em Liu e ZhdB)2 Teixeira, Assuncao e
Avellar (2003).

Teorema 13. Considere o sistema linear chaveado incgi6) e (17) e suponha que a saida
y(t) € RP esta disponivel para realimentacédo. Se existidem A, matrizes simétricas & €
Rnxn’ Q e Rpxp, matrizesEijk _ Ei/kj e R2n><2n, CDjk — (ﬂij e Rnxn1 ij — V\/kj c Rnxn, ij —
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R € R™, X, € RN, Xo, € R™, tais que

Wikk — Yikk < Eikk, (57)
Wik + Wik — Vik =Yk < Sik+ &k K# T, (58)
Ok < Bk (59)
Ok + O < @K+, K# ], (60)
Pc > Wik (61)
ij—l—PJ-lk > ij—l-W}k, K# |, (62)
wW* > 0, (63)
o < 0, (64)
= <0, (65)
para todo i€ Ky, j,k € K, sendo,
_W11 - Wir
Wo= | + o (66)
| Wr1 Wrr
_(011 ce Qur
P = ], (67)
B B
dix - Sinr
S=1 i, (68)
Eirl Eirr

XlikAij + AIIJ Xiik + >(]-ij Aik + Ai/kxiij
Pik — X, + X2, Aij + Fj — Xiij + X2, Aik
ij - Xlik + AI/j Xéik + H(J - Xlij + Ai/kxéij

Yik =

, (69)
_x2ik - Xéik - ><2ij o xéij
. 4+ 2C'Q;
Yijk = Qo Qg +20QC 0 5 (70)
0 0
Ojk = Qo +C'Q,C. (71)

Ent&o, a regra de chaveamer(@il), torna a origemx = 0) do sistema linear chaveado incerto
(16) e (17) um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estav
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Demonstracdo.Considere as seguintes definicdes:

a T

_ X1(07a) . | B r r B azT
X = X2(U,C¥)]’ T= A(o’,a)] Z—Z Zlak, Ao,a) = 5 ) (72)

a T

Em seguida, considere que (57)-(65) sao factiveis. Entparta de (57)-(58), (67)-(72),
parax # 0, segue que:

0> XA (0,a)=FA(0,a)x
=X ZT/EijkTX
>X Y T (Wi — i) T (73)
A partir de (69)-(71), note que (73) pode ser reescrita como:
. ! x! . ! X!
0>X/Z-|-/ XlikA;'J +Aljxlik+xlijA|k—/|_AlkX1ij
Pik = Xq, + X, Aij + Pej — Xy + X2, Aik
ij - Xlik +AI,J Xéik + I:1(] o xlij +Ai/kxéij
_Xzik - Xéik - X2ij - Xéij

'O,
QOjk+Q°k6+2CQ'C 8>Tx (74)

Observe que)y (X1, Alj + Xg;, Aik) =2 > Xy A, Z Pk +Rj) =2 S Pi, Z Xy, + X, ) =
zleik e Z (onk+onj> = 22 Qo,- Deste modo, verifique que (74) pode ser reescrita
XllkAij + (*) P]k - Xllk + Ail Xéik

como.
0>2XS T ' ' J TX (75)
z < [ (*) _X2ik - Xéik

Entdo, defina quéy(o,a) = (a1Xy,, + a2Xy,, + ...+ ar Xy, ), Xe(0,a) = (a1Xz,, +
a2X2,,+...+ar Xz, ), Qo(a) = (a101Qo,, + a102Qo,, + 02a1Q0,, + ... + & 0rQo,, ), P(a) =
(a1a01P11+ a102P12 + 0200Po1 + ... + ar oy By ) € a partir (17) e (75), considerando= i,
obtém-se:

_ onk+C/QiC 0
0 0

0 T’ Xi(o,a)A(0,a)+ () (%)
(a)—X{(g,a)+X(0,a)A(0,a) —X(0,a)—X5(0,a)
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Qo(a)+C'QsC 0
0 0

)Tx

:X,T,< {[ 0 P<a>] « K@) [Aea) X,}_
P(a) 0 —In —In
[Qo(a)+C'QsC 0 )TX
I 0 0
:X,T,q 0 P(a)]_[Qo<a>+c’Qac 0‘>TX 76)
P(a@) O 0 0]

Agora, considerando que 0 minimo de um conjunto de niUmeais éemenor ou igual do
gue a combinacdo convexa destes numeros, observe quar dpétb) e (21), (76) torna-se:

0>V(x) —%(Qo(a))x—igm)/Qiy,
>V (x) —X (Qo(a) +C'Q,C) x,
:V(X) —X Z ijx. (77)

Consequentemente, considerando uma fungdo candidata perioxe/ (x) = X'P(a)x, sendo
queP(a) foi definida anteriormente, a partir de (59)-(60), (71),enqtie (77) pode ser repre-
sentada como:

r r
0>V(x Z Z X BjkX,
S
> Z Z kX/(pij. (78)
Em seguida, de (64) e (67), segue que:
r r ,
X)<> o)y o X @iX,
202,
V(X) <X [ail agl ... apl]®* a1l agl ... arl]'x < 0. (79)

Finalmente, a partir de (17), (61), (62), (63) e (66), obsene:

Pl]_ e P]_r
VX)) =X[oal aol ...afl] | & -0t | [oal a2l ...oarl] X
_Prl oo B
W11 ... Wy
>X[al agl ..oafd]| 2 0 | ol agl .LLoarl]'x,
_er_ Wrr
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r r
=X Z aj y aWx>0. (80)
=1 k=1

Além disto, a partir de (79) e (80), verifique que, respemiarate,V(x) <0eV(x) >0, para
x # 0. Deste modo, a prova esta concluida. [

A sequir propde-se a generalizacdo do Teorema 13 atravéselgdo de um critério de
desempenho, neste caso, o0 custo garantido (30).

Teorema 14. Considere o sistema linear chaveado incgi6) e (17) e suponha que a saida
y(t) € RP esteja disponivel para realimentagéo. Se existileamA, um escalap > 0, matrizes
simétricas @, € R™", Q € RP*P, matrizes&;jx = &j; € R2™2N Pk = Pj € RN, wy =
vx/kj e R™", Py = P,ij € R™M, Xg, € R™M, X, € R™", tais que

Wikk — Yikk < Eikks (81)
Wijk + Wi — Yik — Y < ik + &l K# ], (82)
B < B, (83)
Ok + 6 < O+ P, KF#1, (84)
P > Wik (85)
Pk+Pk > Wik+Wi, k#], (86)
P«—pln < 0, (87)
1 , .
=% (Pk+Pi) =Pl < 0, k], (88)
W* > 0, (89)
®* < 0, (90)
= < 0 (91)
para todo i€ Ky, j,k € IK;, sendo,

-W11 - Wyy
Wi=1| + .. |, (92)

Wi Wi

_§011 ce Qur
d = .. i, (93)

(@1 - B

iz .- i
= o], (94)

Eirl cee Eirr
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X1 Aij + Ai/j Xiik + Xlij A+ Ai/kxiij +2C'C
Pik - Xiik + X2, Aij + Hﬂ' - Xiij + X2iink
ij - X:I-ik +A|/j Xéik + I:1(J - ><:I-ij +Ai/kxéij

Yik =

, (95)
_Xzik - Xéik o ><2ij o Xéij
Qo; +Qu,; + 2C'QC 0
o , 96
Viik 0 0 (96)
ejk = QOjk —i—C/Q)\ C. (97)

Ent&o, a regra de chaveamer(@il), torna a origemx = 0) do sistema linear chaveado incerto
(16) e (17) um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente et custo garantido
(30) mantém-se para todas as condi¢des iniciais=(0) # 0.

DemonstracaoA partir da demonstragéo do Teorema 13, note que:

) r r
VX +Yy< y aj Y axX g,
==

V(X)+Yy<X[ail azl ... al]@* [aql aol ... o] x< 0. (98)

A partir de (80), verifique qu¥ (x) > 0, parax # 0. Agora, multiplicando (87) e (88) a

esquerda pofayl, azl,...,arl] e & direita pofayl, azl,...,arl], segue qué(a) — ply < 0.
Em seguida, integrando (98) de zero até o infinito, obtén3@e Oesta maneira, a prova esta
concluida. O

Entdo o Teorema 14 fornece o seguinte problema de otimizagéo

inf {p:(81)—(91) mantém-sevi € Ky e j,ke K;}. (99)

ijzplij’ p>0, Qoik:%jk" Q=q, ‘fijk:Ei/kj
Xy Xoper X0 X2i) > O=j» Wik=W;

Teorema 15. Se as condicdes do Teorema 9 sdo mantidas, entédo as condadas no Teo-
rema 13 também se mantém.

DemonstragéoA partir das definices (69) e (70), sendfk = i, Vijk = ¥k, entdo a
condicéo (45) € equivalenteijk — Vijk < 0, para todd € Ky ek, j € IK;. Se (45) € man-
tida, entdo existéixk = Wik — Vikk + €I, sendos > 0, um escalar suficientemente pequeno, tal
que, Sikk < 0, para todd € Ky ek € Ky, e éjjx = 0 parak # |, i € Ky, j,k € K¢, tal que,
(57) e (58) sdo mantidas. Além disto, neste caso, a condé&gddmbém se mantém, porque
pode ser reescrita como mostrado em (68). Observe que neriia®,Pjy = Pj’k > 0, porém,

r

n&do se faz necessario g = F;, paraj # k. No entanto, note que(a) = z asz” +
=
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r r r
1
;kajak(ijJqu) =Y afPjj+ ;kajak(ﬁvjk +P), sendoRy, = Ry = 5 x (Pi+Rj)-
J =1 ]
Adicionalmente, na condi¢éo (45) do Teorema 9, verifique Bu@parece somada coR;.

Sendo assimPj + F; = Ry, + R, Portanto, sem perda de generalidade, considere que
Pk = Pﬁl—. Em seguida, note que, existgx = Rk — €I, sendos > 0 um escalar suficiente-
mente pequeno, tal quey > 0 para todk € Ky, ewj = 0 paraj # k, tal que as condicGes
(61) e (62) se mantém. Nesta situacao, a condicdo (63) tardlméamtida, porque pode ser ree-
scrita como apresentado em (66). Agora, a partir da defirfiBo a condicéo (46) equivale-se
abjk <0, j,kec IK;. Sendo assim, quando (46) se mantém, observe que (59) @@ sao
mantidas pargk = Yikk + €I, sendo queg > 0 é um escalar suficientemente pequeno, tal que,
@k < 0, paratoda € Ky ek € Ky, eq@jk =0, paraj #KkK, i € Ky ek, j € IK;. Deste modo,

a condicdo (64) mantém-se, porque pode ser reescrita corstratio em (67). Finalmente,
guando (51) é mantida para algum> 0, as condicdes (87) e (88) também sdo mantidas. Desta
maneira, a prova esta concluida. O

A seguir, propde-se contemplar a saida como uma nova vhdéestado. Tal abordagem
visa aumentar a ordem do sistema. Ao fazé-lo, a regra de aimerdo pode ser generalizada
através da insercdo de outras variaveis de decisdo. Sesidg asnovo vetor de variaveis de
estado, serd composto pxt) € R" e y(t) € RP. Considere que o sistema linear chaveado
incerto (10) possa ser reescrito como:

{ X(t) = A0, a)x(1),  X(0) = (100)
y(t) =CA(a, a)x(t)
Deste modo, a expresséao (100) pode ser reescrita como:
Et)=An(o.a)E, £(0)=&, (101)
R | A(g,a) O
sendo = y eAn(o,0) = CAo.a) 0].

A patrtir de (17) e (101) propde-se 0 seguinte teorema:

Teorema 16.Considere o sistema linear chaveado inc€ft60)e (101)e suponha que a saida
y(t) € RP esta disponivel para realimentagédo. Se existirdng A, matrizes simétricasel} €
R™M Py, € RPP, Z € RP*P, Q € RP*P e @, € R™", tais que:

i Oncp| 0, (102)
0p><l’1 Pl]k
Ai,j Pojk + POjkAij Ai/j C/P]-jk onk C'z (103)
P, CA;j Opxp zZC Q |’
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Qo +C'(2Z), +Q)C <0, (104)

paratodo i€ Ky, j e ke IK,, entdo a estratégia de chaveamento
a(y) =arg min [y'(2Zi+Q)y] . (105)

torna o ponto de equilibrigx = 0) do sistema representado p¢t7) e (101) globalmente
assintoticamente estavel.

Demonstracdo.Considere que (102), (103) e (104) séo factiveis e uma furegidiadata quadratica
de Lyapunov:

r r , Po.k 0
\Vi . I , 106
(&)= j:zlaj k:zlakf [ 0 Pl,J 3 (106)

senddk=1,2,....rej=212....r.
A partir de (100), (101), (103), (104), (105) e (106) tém-ge:q

/{ Pojk 0 ] n [POjk 0

0 Pljk 0 Pljk
/

A’aj Aﬁ,jC’
0 0

& i

X
=1 k=1 Y]

L X —AQJPOJK +PoAgj AgiC'Py | |X
=1 J k=1 Y] PljkCAUi 0 y
r r 1 T /
- Cz
< aJ ay X QOJk () X
= & Y] L€ Qo | Y
r r -
=3 @'Y o [X(Qo)x+Y(2Zs +Qo)y,
=1 k=1 -
r r -
— . . i 27 '
JZlaJ kzlak X (onk)x] +miny (2Z+Q)y
r r -
<Y @'y a|Qo, +C(22 +Qu)C| <0, (107)
=1 k=1 )

Note que, a primeira desigualdade € obtida considerand®).(E0partir de (17) e (106), veri-
fique queV (&) > 0, parafo = £(0) # 0 e a partir de (107 () < 0. Deste modo, a prova esta
concluida. O

O teorema a seguir generaliza as condicfes do Teorema 1@satla insercdo de um
critério de performance definido anteriormente, o custargato (30).

Teorema 17.Considere o sistema linear chaveado incerto defirfid@0) e (101)e que a saida
da planta \t) € RP esta disponivel para realimentacéo. Se existirdna,/\, um escalarp > 0,
matrizes simétricasdy € R™N Py, € RP*P 7 e RP*P. Q e RP*P e Qo € R™" tais que
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POjk 0n>< P
—pl <0, (108)
[opxn Py | P
P, O
R ) (109)
0pxn Pllk
AP, + P, Aj+CC ACP, | |Qy CZ | (110)
PljkCAij Op>< o] ZIC Q
Qo +C'(22)+Q,)C <0, (111)

para todo i€ Ky, j e ke K, entdo a nova estratégia de chaveameitd5) torna a origem
(x = 0) do sistema linear chaveado incertd7) e (101) um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estavel e o custo garan(i@i®) mantém-se para todas as condi¢des iniciais,

Eo=E(0) #0.

Demonstracdo A partir da demonstracao do Teorema 16, observe que:

o,
V() = iaj f a | AgiPoy +PoyAaj +C'C AgiC'Py | |C'C 0| Ix
= & Y UL P, CAgj 0 0 Off |y
< iaj r ak | _onk C'Zz| _|CC 0of | |x
= &= Y] Z6C Qo 0 O y
r r -
=Y aj ) ok X’(onk)X+>/(ZZo+Qa)y} —Yy
[ =
r r -
— z aj y ok x’(onk)x} —|—ir€nﬂi<n)/(22i +Q)y—VYy
[ = N
r r
<Y @y o X (Qoy +C'(22) +Q)C) x—Yy
=
< —yy<o. (112)

A partir de (17) e considerando uma fung&o quadratica deuryap(106), note qué/ (&) >0
paraé # 0. Em seguida, verifique que a partir de (112()5) < 0 paraé # 0. Agora, integrando
(112) de zero até o infinito, considerando (10&pe-= £(0) # 0, obtém-se (43). Sendo assim,
a prova esta concluida. n



46

Entdo o Teorema 17 fornece o seguinte problema de otimizagao

inf {p:(108)— (111) mantém-seri € Ky e j, ke K;}. (113)

Po., =P} , Pr., =P] . p>0
Ojk ~0ji "Ljk Ly P

onk :Q/Ojk 3 Qi :Q|,7 Z :Z{

Na sec¢éao a seqguir, considera-se a realimentacéao dinanseddde Utiliza-se, além da saida
medida da planta, a saida filtrada como uma nova variavelaesiderada na estratégia ou lei
de chaveamento.

3.2.2 Realimentacdo dinamica da saida para sistemas linegrchaveados incertos

Esta subsecao destina-se ao estudo e analise de condaitasa@dos a compensadores dinami-
cos para o controle de sistemas lineares chaveados inc&aia®pico de pesquisa, conforme
descrito anteriormente, apresenta importantes congbbsina literatura, para mais detalhes,
veja (GEROMEL; COLANERI; BOLZERN, 2008). Porém, na maioria da@balhos, a regra
de chaveamento ndo depende da saida medida da planta. f@s atitzam um filtro de ordem
completa em cascata com a planta. Sendo assim, a regra é&acteavo entre os subsistemas
depende das variaveis de estado estimadas através deste filt

Deste modo, objetiva-se projetar uma nova regra de chaveardependente da saida da
planta e também da saida filtrada. Desta maneira, consigs@ompensadores dinamicos em
cascata inseridos na saida medida da planta. em Geromate@i@aolzern (2008) os autores
propuseram a realimentacdo dindmica de saida para o @d&distemas lineares chaveados
incertos usando uma classe particular de matrizes, catdseecomo Desigualdadegapunov-
Metzlere uma estrutura especial para a fungéo candidata de Lyapunov

X

, detv #0. (114)

De (GEROMEL; COLANERI; BOLZERN, 2008), a estratégia de chavedme definida
como:
u(%) = argminK X, (115)

ielKy
sendox™o vetor estado estimado do filtro. Neste trabalho, consisergue a matriP(a) é
incerta, porém, invariante no tempo, conforme mostradoléin Sendo assim, a metodologia
de controle proposta em Geromel, Colaneri e Bolzern (2008pode ser diretamente aplicada.
Desta maneira, propde-se adicionar novas variaveis ddcegtsando aumentar a ordem do
sistema através da insercdo de um ou mais filtros dindmicosaspata na saida medida da
planta, como mostrado na Figura 1.
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Figura 1 - Diagrama de Controle Proposto .

. L7 X(t) =A(o, a)x(t)
Lei de Chaveamento Ny =

] i y(t)

YFM—(?)| Filtro M }< - | Filtro 3 g—{ Filtro 2 }J—‘Filtro 1 ‘

Fonte: Elaborag&o do proprio autor.

Note que, na metodologia de controle proposta, a escolhamd#@d de transferéncia do
filtro dindmico é critério do projetista. Neste trabalhoptadi-se a seguinte dindmica do com-
pensador:

w
=—. 116
S+WwW ( )

A partir de (116), note que o novo vetor de saida é dado por:

m®] [ WO -yr)
jeit = PO | WORO ) | a1

yFM (t) W(yFM—l (t) — Yru (U)

sendoM o numero de filtros dinAmicos em cascata alocados na saiddanedendo assim,
considerando (116)-(117), a nova dinadmica da planta pad#eserita como:

{é(t) = A(0,0)&(t), £(0)=&o, (118)

u(t) = C&(b),
sendoé (t) = [X(t)' Vr (1)] € R%, 0 = [y(t)' Vr (1)] € R% Ae RY9,E € R¥9, g =n-+ (M x p),
z=(1+M) x p.

As matrizes do sistema aumentado séo descritas usandoaosgbers do sistema original
(16), (17) e também atraves do numero de fil{ids selecionados pelo usuéario, como segue:

A(o,a) = Aﬁ’ﬂa) \M (119)
| © RM], (120)
TM ZM

sendo que:Ty € R™MP vy € RMPN Wy € RMPXMP Ry ¢ RPXMP @ 7y € RMPXMP 550
descritas como:
Tm = Onxpm (121)
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wC
0 ,seM > 1
Vi = p(M-1)xn (122)
wC ,seM =1

Vvl,j:_Wlpa SE IZJ?
Wu=<¢ Wij=wlp, sei>jei—j=1, (123)
W ;=0p, caso contrarip

Rv = Opxpm (124)
Zy=q 207 s (125)
Zij=0p, sei#],

parai,j € {1,2,...,M}.

Observacao 4.Note que, a metodologia de compensadores dindmicos propaista, diferen-
temente das ideias publicadas em Geromel, Colaneri e Bo(2€68), ndo exige que os filtros
dindmicos apresentem a mesma ordem da planta. Nos resutfedisiulacéo, diferentes casos
serdo considerados.

Sendo assim, a partir de (118)-(125), formula-se o segpnotelema de controle:

Problema 3. Projetar uma regra de chaveamentd.) : RP — {1,2,... N} tal que:
o(t) =u(u(t)), (126)

torne o ponto de equilibrig = 0 do sistema definido efi17) e (118) globalmente assintoti-
camente estavel e que também satisfaca um certo indice edmpesho, por exemplo, o custo
garantido(30).

Desta maneira, a partir de (117), (118), propde-se uma&olgra o Problema de Controle
3.

Observacédo 5.Cabe ressaltar que, a metodologia de realimentacéo dinamicposta neste
trabalho pode ser aplicada em qualquer teorema desenwwlua secdo anterior. Porém,
aplicou-se, como exemplo de projeto, a abordagem prop@azondicdes do Teorema 9.

Teorema 18. Considere o sistema linear chaveado incei@), (117) e (118) e que a saida
y(t) € RP esta disponivel para realimentagdo. Se existirdnmg A, matrizesW¥;, € R9*Y,
Wy, € R%9, matrizes simétricab, € RY9, I € R*** e matrizes simétricas definidas positiva
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Ry, € R4, tais que:

Wi Aj + Wy At (+) PNy — Wy + Al W, + Pk — W1 + AW,
H\ljk o l'IJéI-ik + LIJZikAij + I:)Nkj - él.ij + l'IJZij'A\”( _LIJZik - l.|J2i]_ - (*)
o+ +2CTiC 0
< , (127)
0 0
Mo, +CTHC <O, (128)

paratodo i€ Ky, j € K, e ke IK;, entdo a estratégia de chaveamento,

o(v) =argmin(v'Tjv) (129)

€Ky

torna a origem(¢ = 0) do sistema linear chaveado incertd7), (117) e (118) um ponto de
equilibrio globalmente assintoticamente estavel.

Demonstracdo.Considere que (127) e (128) sao factiveis. A partir de (12828)( note que:
0> &'(Foy +CTHC)E > &g, & + min u'v
IEIKN
=&'(Fo, +CToC)E (130)

Observe que, (130) pode ser reescrita como:

r r ! sinie
O> ZakzaJEI A In rOJk+C ro'C O A In E
k=1 =1 A(O-va) 0 0 A(O-va)
/ ~ ~
1, Zakiajf’ i Moy + o, +26T6C 0 L
2 k=1 j=1 A(U,a) 0 0 A(O-aa)

Deste modo, a partir de (127) e (131), obtém-se:

1 r r ,
0> 5 X Z akalajf

k=1

/ A~ A~
In WiikAij +Waij A+ (%)
A(o,a) Py — Wik + WaikAij + Py — Whij + Waij A

In ]5. (132)
o,q)

Note que de (132) tem-se que:
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r

r N NG /
WiikAij + A Paik (*)
0> Y oy a;é’ J
kgl le

Py — Wi+ l'I',Zik'&ij —Wa — lzik

In
A(o,a) ] ¢
(133)

In
A(o,a) ]

Definindo-sé\ (a) = (a101Py,, +a102Ry, + ...+ arar Ry, ), Wi(0, a) = (01W1g1+ a2Wig2+
e+ 0 Xaor ), Wo(o,0)=(a1%Wag1 +02Wogo +. ..+ arWagr ), Note que (133) pode ser reescrita
como:

, ., 0 Ra) Wi(o,a) | .
0>¢& 1, A(a,a)}{[wg) o | o | Ag.a) ~In |
A(_ol,na) [W’l(o,a) %(o,a)}} A(:a)lf’
oo it [ M [aw) e

Considerando uma fungédo candidata de Lyapuh@) = &'Py(a)é, note que de (17)/ (&) >
0 paraé # 0 e de (118) e (134), segue q‘iAeE) < 0. Deste modo, a prova esta concluidd.

O teorema a seguir generaliza as condicfes do Teorema 1@satla insercdo de um
critério de desempenho, neste caso, o custo garantido (30).

Teorema 19. Considere o sistema linear chaveado incei@), (117) e (118) e que a saida
y(t) € RP esta disponivel para realimentagdo. Se existirem, um asgab 0, A € A, matrizes

Wy, € RY9, Wy, € R, matrizes simétricafo, € R, I'i € R** e matrizes simétricas
definidas positiva g, € R, tais que:

Py~ Plq < 0, (139
Wi, Aij + Wiy A+ (%) +2C(Ce (+)

ANy — l'I'ﬂlik + LIJZikAij +Ry — Lpa.ij + Lpziink —Wa, —Wa; — (%)

Foy+ o +2CTiC 0
< , (136)

0

Mo, +CTAC <0, (137)

paratodo i€ Ky, j € IK; e ke K, entdo a estratégia de chaveame(it@9)torna a origem
(¢ = 0) do sistema linear chaveado incertbl7)e (118)um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estavel e o custo garan{igid) mantém-se par§p = & (0) # 0.
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Observacédo 6.Note que, na definicdo do custo garantifiD), somente a saida medida da
planta é utilizada para o computo. Desta maneira, definessatiz G € R*%:

C T
C=|_ M. (138)
TM T|\/|
Demonstracédo A partir da demonstracao do Teorema 18 note que:
. c'C P(a I
0>>([|n A’(a,a)} (@O |ty
Pla) O A(o,a)
0>V(X)+VYYy, (139)

sendoP(a) = (a101Pi1+ 0102P12+ - - -+ arar Py ). Considerando uma funcédo quadréatica de
LyapunovV (&) = &'P(a)é&, note que a partir de (17)/ (&) > 0 paraé # 0. Além disto,
observe qué/(E) < 0 paraé # 0 doravante (139). Agora, integrando (139) de zero até o
infinito, considerandd@p = £ (0) # 0, obtém-se (30). Deste modo, a prova esta concluida.

Entdo o Teorema 19 fornece o seguinte problema de otimizagéo

inf {p:(135)—(137) mantém-se/i € Ky e j,keK;}. (140)
PNjk:P,’\ljk >0, p>0, ro.k:r6jk.ri:r{

J
quik’ qJZiks l'plij: qJZij

Teorema 20. Se as condi¢des dispostas no Teorema 9 séo satisfeitas, &ntdondicbes dis-
postas no Teorema 18 também sédo atendidas.

Demonstracdo.Suponha que as condi¢cdes do Teorema 9 sao satisfeitas, ExisiemA € A,
Xiger X240 Qo = Q()jk, Qi = Qi e Pk = P} que tornam as condig¢es (45) e (46) factiveis para

i € Ky, j,k€ IK;. Objetiva-se mostrar que existem matrizég, € R4, W, € R4, g, =
o, €RYA, T =T e R e Ry, =K, >0€ R, descritas abaixo:

wlik:[ 0 5|]’w2ik: 0 5|]’r0jk:[ 0 5|]’

n:[% ; ],Pmkzlp"ik 0], (141

—ol 0 Jl

sendo um escalary > 0, que tornem factiveis as condi¢des dispostas no Teorenuad&s em
(127) e (128). A prova é dividida em duas etapas. No primeiss, prova-se que a LMI (127)
é factivel. Em seguida, a analise segue para a condicaa (128)

Passo IConsidere que todas as matrizes tenham dimensdes adeq@adesiituindo as
matrizes dispostas em (141) na condi¢céo (127) do Teoremaobh8jderando (118)-(125) e
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multiplicando a esquerda pdre a direital’, obtém-se:

I 0 0O
0010
T= , (142)
O1 0O
0 0 O I
Zy,, Z5 0
ik 25 <, (143)
6ZZijk 623ijk

sendo queZy,, < 0 € equivalente a condicdo (45) disposta no Teorema 9. Alssodierifique
que:

2Cwl 0
= , 144
2k | 2cwl 0 ] (144)
—4wl  —2wl
73, = ) 145
Sk [ _owl —4| ] (145)
Aplicando o complemento de Schur em (143), note que:

- Zlijk - 5ZZijk (5Z3ijk)_152/2ijk > 0. (146)

Como—Zy,, > 0, entdo existe um > O suficientemente pequeno, tal que:
Pmin <_Zlijk> > pmax<522ijk (Z3ijk)_1Z/2ijk> ) (147)

sendo quep representa os autovalores, a expressao (146) é satisiytsta forma, (143) €
atendida.

Passo Il Verifica-se que, a partir de (141), utilizandoc A obtido no Teorema 9, e uti-
lizando as equagbes que descrevem o sistema aumentadqX2@8)a expressao (128) pode
ser reescrita como:

. . o, 0 c 0 0 C o0
Mo, +CTC= Qo Qa N (148)
j | 0 ol 0 | 0 6, 0 |
i /
_ | Qo +CQC 0 , (149)
I 0 -0l +Q,

sendo qué@,\ sera definida a seguir. A partir de (46), verifique Qg +C'Q,C < 0. Desta

maneira, para quBo,, +(§’F)\é < 0, basta que;-dl +(§A < 0, sendo que, de (141()5,\ =
N

— Zl)\iél' Deste modo, comad; + A2+ ...+ An = 1, tem-se que, para um escafar- 0,
i=

—31+Q, = —231 < 0. Segundo as demonstracdes explicitadas nos passos I@dkaesta
concluida. O
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A seguir sdo apresentados trés exemplos numéricos visangwavar a eficacia da técnica
de controle proposta nos teoremas supracitados. Os Exempl@ mostram que as condi¢des
propostas no Teorema 18 apresentam regides de factil@bdadiores se comparadas com as
condi¢Oes dispostas nos Teoremas 4, 5, 7, 9, 13, 16. Alén) disificos de superficie mostram
a variacao do custo garantido (30) em relacao as incertetisdpicas. Para finalizar, calcula-
se o custo definido em (30) comparando-se os valores obito®s Teoremas 6, 8, 10, 14, 17
e 19. A partir do Exemplo 3, verifica-se que as condi¢des @tagao Teorema 18 estabilizam
o ponto de equilibrigx = 0), mesmo quando, as matrizes dos subsistemas ndo sao Hurwitz.

3.3 EXEMPLO 1 - SIMULACAO COMPUTACIONAL

Considere o sistema linear incerto (16) e (17), semdoN = 2,1 € {1,2}, j € {1,2}, e as
seguintes matrizes que representam as dinamicas dostenizss

0O 1 O hy 1 O

Air=11 -3 0|, Ap=|1 -1 O

1 0 -1 1 0 -1
-1 -15 O -1 -05 O
Apr=1|-2 -1 0, Ao=1[-2 Iy 0
0 1 -1 0 1 -1

Observe gue as matriz8s, e Ay, dependem dos parametros incetips hy. Deste modo, note
que a matriA;, ndo é Hurwitz para todds € [—30, —20] e matrizAy, é Hurwitz para todoh,

€ [0, 1,5]. Além disto, verifica-se que a1 e A1 ndo sdo Hurwitz. Neste primeiro exemplo
apresenta-se um estudo comparativo sobre a regido delidatlb obtida através das condi¢6es
dos Teoremas 4, 5, 7, 9, 13, 16 e 18 para alguns parks elh,, sendoh; € [—30,—20] e hy

€ [0, 1,5]. Além disto, comparagdes entre o custo garantido (30) slizadas a partir das
condi¢Bes propostas nos Teoremas 6, 8, 10, 14, 17 e 19. Azrdetsaida do sistema linear
incerto chaveado (16) e (17) é dada por:

100
C:[O . 1] (150)

O solverutilizado para solucionar as LMIs foildMILab com a interface d¥almip(LOFBERG,
2004) em ambiente MATLAB.

3.3.1 Estudo sobre regides de factibilidade |

Inicialmente, adotou-s& = A» = 0,5. Cabe ressaltar que escolheram-se tais valores baseando-
se na factibilidade obtida pelas condicdes dispostas neifend considerando-bg € [—30, —20]
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ehy €0, 1,5], ou seja, para quaisquer outros valored g€ 0,5, a solugdo do Teorema 4 € in-
factivel. Em seguida, realizar-se-4 a comparacéo entreas de factibilidades obtidas através
das condi¢cdes dos Teoremas 4, 5, 7,9, 13, 16 e 18.

A Figura 2 mostra um estudo comparativo entre as regidesctibifidade obtidas através
das condicfes propostas nos Teoremas 4 e 5. Observa-se egiéade factibilidade obtida
com o Teorema 5 € maior se comparada com a regido alcancadbepetma 4. Tal fato pode
ser justificado pela maior flexibilidade das variaveis dqggioo

Na Figura 3 apresenta-se o estudo comparativo sobre ailidetile para os Teoremas 5 e
7. Note que a regido de factibilidade alcancada atravésatatigdes do Teorema 7 € maior
do que a regido obtida pelo Teorema 5. Este aumento podessécado pela inclusdo das
variaveis de folga presentes no Teorema 7.

Na Figura 4 comparam-se as regides de factibilidades dtrgbelos Teoremas 7 e 9.
Verifica-se que o Teorema 9 apresenta condigcbes mais rasxagbortanto, justifica-se o au-
mento na area de factibilidade.

Na Figura 5 comparam-se as regides de factibilidades abéittavés das condicbes dos
Teoremas 9 e 18, considerando-se apenas um filtro dinamisaida da planta, & = 50.
Verifica-se que a realimentacdo dinamica de saida propagiom ganho consideravel na
regido de factibilidade. Tal fato, pode-se explicar pelailfizacdo nas condi¢cbes do Teo-
rema 18 e também pela nova regra de chaveamento (129), que&laléaida medida, também
considera a saida filtrada como variavel para definir o siénsésa ser ativado.

Observacao 7.Para os valores dd; = A, = 0,5 adotados neste exemplo, as condi¢des dis-
postas nos Teoremas 13 e 16 apresentaram a mesma regiadiddiftaclie obtida através das
condi¢cbes do Teorema 9. Deste modo, na Subsecédo 3.3.2 adetauiros valores para 0s
parametros da combinac¢do convexa visando refazer as camppes referentes as regides de
factibilidade obtidas com os Teoremas 9, 13 e 16.

3.3.2 Estudo sobre regides de factibilidade II

Considere qud; = 0,75 eA, = 0,25. Tais valores foram escolhidos pois apresentam a maior
regido de factibilidade. Objetiva-se comparar as regiédactibilidade obtidas com as condi¢des
dos Teoremas 9, 13 e 16 considerando alguns patesdlé—30, —20} ehy € {2,3}. Na Figura

6 comparam-se as regides de factibilidade obtidas atragsahdi¢cdes dos Teoremas 9 e 16.
Ao considerar a saida medida como uma nova variavel de estadondi¢cdes do Teorema 16
tornam-se mais flexiveis. Deste modo, justifica-se o aundmtegiao factivel.

Observacédo 8.Note que a regido de factibilidade obtida através das coreligiios Teoremas
9 e 13 permanecem iguais. Porém, no Exenfploom a insercdo de mais um subsistema e
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Figura 2 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 4 e 5, sendo que afeegiée obtida
através do Teorema 4 é representadappe regido factivel obtida através do Teorema 5 é
representada pge) e (x) .

D.7FX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXAXXXXAXXXXXXAXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX
DBEX X X XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
XXAXXAXHXAXXAXXAXXAXAXXXXAXXXXXXXHXAXXXXXAXXKXXXX XX XX
LT OBEX XXX XXX XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXAXXXXAXXXXXXAXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX
DAAEX XX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXAXXXXAXXXXXXAXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX
DFXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXAXXXAXXXXXXAXAXXXXXXXXHXXAXXXXXXXXXXXXo
D2EX XXX XXXXXXXXXHXHXHXHXXXAXHXXXXXXXXXXXXXXXXXO
XXXXXXAXXXXXXXXXXAXXXXXXXXXXAXXXXXXXXXXX
DDEX XX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXAXXXXXXXXXXAXXXXXXXXXXAXXXXXXXXXXX
N2 N2 N2 N2 N2 N2 N2 Ne N2

-30 -29 -28 =27 -26 =25 =24 -23 =22 -21
hy
Fonte: Elaboracg&o do proéprio autor.

N
¢ & o 0 0 0 o

também com o aumento do numero de incertezas, verificagse-as condicdes mais gerais
do 13 atingem maiores regides de factibilidade e tambénmzeuo custo garantido.

3.3.3 Computo do custo garantido

A seguir, comparar-se-a 0s custos obtidos através dasg@asdpropostas nos Teoremas 6, 8,
10, 14, 17 e 19. Para o computo do custo garantido definido @mig&ialmente considera-se
A1 =2A2=0,5,h; € [-30,-20], hy € [0, 0,7] e uma condig&o inicialy = [2 1]'.

A Figura 7 mostra a variacédo do custo garantido em relacapa@snetros incertds; e
hy, obtida através da solucdo das condi¢des propostas nani@ére/erifica-se que, a partir da
Figura 3, as condicbes propostas no Teorema 5 séo facttedis-a 0,7. Tal fato, também se
observa no computo do custo garantido. Pode-se observaogé@meh; e h, aumentam, o
valor do custo garantido também aumenta.

Na Figura 8 refaz-se a analise para o Teorema 8. Note quenhdgGes menos conser-
vadoras propostas no Teorema 8 reduziram o valor do custotggo significativamente. Ja,
a Figura 9 traca a variacao do custo com relacédo as condigdEsodema 10. Tais condicdes
séo menos conservadores e também reduziram o valor do sestmnparado ao custo atingido
com o Teorema 5.
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Figura 3 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 5 e 7, sendo que afeegiée obtida
através do Teorema 5 é representadappe regido factivel obtida através do Teorema 7 é
representada pge) e (x) .

XXXXXXAXXXXAXXXXXXAXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX
070600 © 0000000060000 060000000000000000000000000
® 00 0000000000000 0000006060606060000000000 090 00
0.6O-© ©©® 0000060000060 0000000000000000000000000
® 0 0000000000000 0000000006000006000600000 09000
c05 ® 0000000000000 0000000000000 000000000 090 00
® 0 0000000000000 0600000060606060000000000 00909000
040 © © 0000000000000 000000000000000000000000
® 0 0000000000000 000600060006000006000600000 09000
0300000060600 06060600000000000000000000000000000
® 0000000000000 06060000000606060000000000 090909000
0200 000060000000 0000000000000000000000000000
® 00 0000000000000 0000000060600000000000 909000
0] © © 0000006060000 00000000000000000000000000

-30 -29 -28 =27 -26 -25 —24 -23 -22 =21 -20

Fonte: Elaboracg&o do proéprio autor.

As Figuras 10, 11 e 12 mostram a variagao do custo garantitiinadiravés das condicbes
dos Teoremas 14, 17 e 19, respectivamente. Verifique quends;ées menos conservadoras
do Teorema 17 reduziram o custo garantido se comparado coomdgdes do Teorema 14. A
mesma analise segue para a diminui¢cao do custo garantiificada através da flexibilizacdo
das condi¢des do Teorema 19 quando comparadas as condicbesrdma 17.

Na Figura 13, a analise retrata uma comparacao entre os@astntidos calculados pelos
Teoremas 10, 17 e 19. Verifica-se que, conforme esperadondg;6es menos conservadores
propostas no Teorema 19 (traco verde) tornaram o custotgiranenor ou igual ao valores
obtidos com as condi¢des do Teorema 10 (traco preto) e Tadt@rtraco vermelho).

Observacao 9.Note que, para o Exemplh as condigdes do Teoremas 10 e 14 apresentaram
0 mesmo valor para o custo garantido. Porém, quando aumsata-ordem do sistema, ou
adicionam-se novas incertezas, as condi¢cdes mais relaxdodeorema 14 reduzem o valor
do custo garantido e aumentam a regido de factiblidade. Norfpka2 estas afirmacdes tornar-
se-ao0 mais claras.
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Figura 4 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 7 e 9, sendo que afeegige obtida
através do Teorema 7 é representadappe regido factivel obtida através do Teorema 9 é
representada pads) e (x) .

1
0.9
0. XXXXXXAXXXXAXXXXXXXXXXXXXXXX
® 00000000000 00000000000060600000000000 9090000
0700 © © 0000060600006 0600000000060000000000000000
® 0 0000000000000 0000000006000006000600000 000
0.GO- © © 0000000000600 000000000000000000000000
N ® 00 0000000000000 00000060060600000000000 09000
c05 ® 0 0000000000000 060000000606060000000000 09090 0o
® 0000000000000 0000000000000 000000000 090 00
040 © © 0000060606000 0060000000000000000000000 00
® 0 0000000000000 00000000606060000000000 0090 0o
0306000000000 0000000000000000000000000000000
® 0 000000000000 0000000000000 000000000 09000
0200000060600 0606060060600000000000000000000000000
©® 0 0000000000000 000000000000000000000 009000
006 ©© 0000000000000 0000000000000000000000000
® 0 00000000000 0000000000060600000000000 09000

-30  -29  -28  -27 26  -25 24  -23  -22 21  -20
hy
Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

Figura 5 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 9 e 18, sendo quecefaetjigel obtida
através do Teorema 9 é representada(ppe regiéo factivel obtida através do Teorema 18
é representada pgs) e (x) .

1.2

X
X
X
X
[ ]

0.8

® X X X X X

X X
X X
X X
X X
[ ] X
[ ] [ ]

N
< 0.6

0.4

0.2

® 00000000000 0@ 0 X X X XX
® 0 0000000000 00 0 X XX XX
®® 0000000000 00 0 X X X XX

X
X
X
X
X
[ ]
[ J
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ J
[ J
[ ]
[ J
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

® ® 0000000000 000 & X X XX
® 0000000000000 0 0 X X XX
® ® 0000000000 00 0 0 X X XX
® 00000000000 0000 X X X X
® 0000000000000 0 0 X X XX
® 00000000000 000 0 X X XX
® ® 0000000000 000 & X X XX
® 0000000000000 0 0 X X XX
® 0 0000000000 00 0 0 X X XX
® 0 0000000000 00 0 0 X X XX
® 00000000000 0000 X X X X
® 00000000000 000 0 X X XX
® ® 0000000000 00 0 0 X X XX
®® 0000000000 00 0 X X X XX
® 0000000000000 0 X X XXX
® 0 0000000000 00 0 X X X XX
® 00000000000 000 X X X XX
® 00000000000 00 0 X X XXX
® 00000000000 0@ 0 X X X XX
®® 0000000000 00 0 X X X XX
® 0000000000000 0 X X XXX

X
X
X
X
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

® 0 0000000000 00 0 0 X X XX
® 00000000000 000 O X X X X
® 0000000000000 0 0 X X XX
® 0 0000000000 00 0 0 X X XX
® ® 0000000000 000 & X X XX
® 0000000000000 0 0 X X XX
® 0000000000000 0 0 X X XX
® 0 0000000000 00 0 0 X X XX
® 0000000000000 0 0 X X XX

X
X
X
X
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

-30 -29 -28 -27 -26 -25 -24 -23 -22 -21 -20

Fonte: Elaboracé&o do préprio autor.
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Figura 6 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 9 e 16, sendo quecefaetjizel obtida
através do Teorema 9 é representada ppe a regido factivel obtida através do Teorema 16
é representada pos) e (x) .

2.8% %X X X X X X
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX X
©000000000000000000000000000000000000000
0000000000000 000000000000000000000000000

26900 00000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000
00000000000 00000000000000000000000000000
©000000000000000000000000000000000000000

2/00000000000000000000000000000000000000000
©000000000000000000000000000000000000000
00000000000 00000000000000000000000000000
©000000000000000000000000000000000000000

20200000000000000000000000000000000000000000
©000000000000000000000000000000000000000
0000000000000 000000000000000000000000000
©000000000000000000000000000000000000000

ho

-30 .28 -26 -24 22 -20
hy

Fonte: Elaboracé&o do préprio autor.

Figura 7 - Variagdo do custo (30) em fungdo dos parametros incérfos h, obtida através das
condicdes do Teorema 6 .

0 -25

Fonte: Elaboragéo do proprio autor.
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Figura 8 - Variagdo do custo (30) em funcdo dos parametros incédrfos h, obtida através das
condicdes do Teorema 8 .

-26
0 -25

Fonte: Elaboracg&o do proéprio autor.

Figura 9 - Variagdo do custo (30) em fungdo dos parametros incértos h, obtida através das
condicdes do Teorema 10.

-26

Fonte: Elaboracao do proprio autor.
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Figura 10 - Variacdo do custo (30) em fungdo dos parametros incdvtos h, obtida através das
condicdes do Teorema 14 .

-26
0 -25

Fonte: Elaboracg&o do proéprio autor.

Figura 11 - Variacédo do custo (30) em funcédo dos parametros incéwtos h, obtida através das
condicdes do Teorema 17 .

Fonte: Elaboracao do proprio autor.
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Figura 12 - Variacédo do custo (30) em funcédo dos parametros incéwtos h, obtida através das
condicdes do Teorema 19 .

150

-30

28
h1

-27

-26
0 -25

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Figura 13 - Variacdo do custo (30) em fungédo dos parametros incdvtos h, obtida através das
condicdes do Teoremas 10 (preto), 17 (vermelho) e 19 (verde) .

0.7 ——————
~ a -30
0.6 o

hy 0.2 26 hy

Fonte: Elaborac&o do proéprio autor.



62

3.4 EXEMPLO 2 - SIMULACAO COMPUTACIONAL

Considere o sistema linear incerto (16) e (17), semd®,N =3,i € {1,2,3}, j € {1,2}, e as
seguintes matrizes que representam as dinamicas dostsnizss

2 1 0 hy 1 O
A11=|3 -5 0|, Ap=|3 -2 0/,
2 0 -2 2 0 -2
-5 -3 1] 5 -6 1
Apy=1[-3 -2 0|, Ano=|-3 hy 0|,
0 2 -2 0 2 -2
0 1 O] [0 1 -3
Azr=1(1 -2 0|, Apr=1|1 -2 0. (151)
3 0 -3 3 hg -3

As matrizesA;o, Azo € Azp dependem de parametros incertos,h, e hs respectivamente.
Desta maneira, € possivel verificar ge e Az» ndo sdo Hurwitz para todos valores liec
[-5, 5 ehse[-2,5 275], respectivamente. Além disso, note que a matpizé Hurwitz
para todos valores d& € [-50, 0]. Outrossim, observe que as matriZgg e A3; ndo séo
Hurwitz e a matrizA»1 € Hurwitz.

Este exemplo apresenta um estudo comparativo referentes&thapas. Inicialmente estuda-
se as regides de factibilidade de acordo com as condi¢cdasstis nos Teoremas 4, 5, 7, 9, 13,
16 e 18. Em seguida, calcula-se o custo garantido definid@ejpéra os Teoremas 6, 8, 10,
17 e 19. A matriz de saida do sistema linear chaveado é dada por

o lo 1 o]' (152)
00 1

O solver utilizado nas simulag@es foi bMILab com a interface d&almip (LOFBERG,
2004) em ambiente MATLAB.

3.4.1 Estudo sobre factibilidade

A seguir sdo apresentados trés estudos referentes assreigidactibilidade obtidas com as
condicOes propostas nos Teoremas 4, 5, 7,9, 13, 16 e 18.
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3.4.1.1 Casol

Nesta situagdo, adotou-ag¢ = 0,1, A, = 0,7 eA3 = 0,2. As regies factiveis obtidas com as
condi¢des dos Teoremas 4, 5, 7 e 9 para alguns pares de Malards-5, 5], h, € [-50, 0],

hs = —(h1+hy) /2 seréo comparadas nas figuras a seguir. Inicialmente ceesiéi na Figura 14
gue a flexibilidade adicionada no Teorema 5 apresenta maiaidé factibilidade se comparada
com a regido factivel alcancada com as condicoes do Teorema 4

Em seguida, na Figura 15 comparam-se as factibilidadegidais pelas condi¢cdes dos Teo-
remas 5 e 7. Note que, as condicdes menos conservadorestdsspo Teorema 7 resultaram
em uma maior regido factivel. Na dltima analise apresemadgigura 16 verifica-se que o
Teorema 9 apresenta maior regido factivel quando compamad® Teorema 7.

Figura 14 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 4 e 5, sendo que afaetjigel obtida
através do Teorema 4 é representada(ppe regido factivel obtida através do Teorema 5
é representada pgs) e (x) .

000006000000
00000000000
00000000000
-1 000060000000
XX XX XXX XXXXX
XX XX XXX XXXXX
XX XX XXX XXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXXX 0000
XXXXXXXXXXXXXXXX o000
XXXXXXXXXXXXXXXXo0o000

XX XXXXXXXXXXXXX 00060
XXAXXXXXXXXXXXX 00060
XXAXXXXXXXXXXX o000
XXXXXXXXXXXXX 0000
XXAXAXXXXXXXXX 0000
XXXXXXXXXXX 00060
XXXXXXXXXX o000
XXXXXXXXX o000
XXXXXXXXX o000
XXXXXXXX 00060
XXXXXXX o000

XX XXX X o000

XX XXX o000

XX XXX o000

XX XX o000

XXX o000

XX X o060

XX XX eoe®

XX X @ @

X X X @

X X X X

X X X

X X

XX XXXXXXXXXXXXXX
XX XXXXXXXXXXXXXX
XX XXXXXXXXXXXXXX
PEXX XXX XXX XXXXXXXX
XX XXXXXXXXXXXXXX
XX XXXXXXXXXXXXXX
XX XXXXXXXXXXXXXX
WEX XX XXX XXXXXXXXXX
XX XXXXXXXXXXXXXX
XX XXXXXXXXXXXXXX
XX XXXXXXXXXXXXXX
XXX XXXXXXXXXXXX

|
[é)]
|

'\I)
N
o
-
N
w
N
(]

hy
Fonte: Elaboracédo do préprio autor.

3.4.1.2 Casoll

Nesta situacao, adotou-a¢ = 0,1, A, = 0,7 eA3 =0,2. A Figura 17 mostra as regides fac-
tiveis obtidas através das condi¢cdes dos Teoremas 9, 1318 @ara alguns pares de valores
hi € [0, 20], hy € [-50, 0], h3 = —(h1 + hy)/2. Note que, a realimentacdo dindmica de saida,
considerando-se trés filtros dindmicos em cascata na sadaanda planta, obteve a maior
regido de factibilidade.
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Figura 15 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 5 e 7, sendo que afaetjizel obtida
através do Teorema 5 é representada(ppe regido factivel obtida através do Teorema 7
é representada pos) e (x) .

®© 0 0 0000000000000 0000000006000000000000
_5.................... ®©0 000006000 O0COCTS
o0 00 ® 0 0000000 ® 0 000000 0 0 0 XX
—1 o0 00 ® 000000 00 ® 0 000 00 0 0 X X XX
oo 00 00000000 ®© 0 0000 0 X X XXX
oo 00 o0 0000000 ® 0000 0 X X XXX
_15.... 00000000 ® 00 0 X X X XX
o000 00000000 ® @ @ X X X XX
-2 o000 o0 0000000 ® @ X X X X
© 0000000000 0000000000000 0 00 X XXXX
J<:\‘—25 ®© 0 0000000000000 000 0000000 0 X XXX
® 0 00000000000 0000 0000000 0 X XXX
® 0 0000000000000 0 00000 00 0 XXX
-3 ® 0 000000000000 00000 00 0 X XXX
® 00000000000 0000 000 0 0 < X XX
® 0 000000000000 0 0 0 0 0 0 X X XXX
_35...................XXXXX
®© 0 0000000000000 0 0 X XXXXKX
-4 ®© 0 00000000000 0 0 0 X X XXXX
o000 ® 00 0 X X X XXX
o000 ® @ X X X X X XXX
—45 ®© 0 000000000 0 X X XXXXXX
®© 0 00000000 0 X X XXXXXX

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
hy
Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 16 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 7 e 9, sendo que afaetjiéa obtida
através do Teorema 7 € representada(ppe regido factivel obtida através do Teorema 9
é representada pos) e (x) .

© 0 0000000000000 00000 000
®© 00 0000000000000 0000 000
© 0 0000000000000 00000 000
®© 0 0000000000000 00000000
© 0 0000000000000 00000 000
© 00 0000000000000 000000 0
© 0 0000000000000 00000 000
© 000 0000000000000 000 000
X0 0000000060606 060600060000 00

XX o000

XXXXXXXXXXX 000060000
XXXXXXXXXXo0000000
XXAXXXXXXXXo000000
XAXXXXXXXXXo00000
XXXXXXXXXo0o000
XXXXXXXXX o000
XXXAXXXXXX o000

®© 0 0000000000000 00000 000
®© 0 0000000000000 0000000 0
© 000 0000000000000 000 000
®© 0 0000000000000 0000000 0
XXXAXXXXXXXXX 00006000000

XXXAXXXXXXXX 0o000000000

XXXAXXXXXXXXX 000000000

o0 000
XXXAXXXXXX X 0000000000000
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Fonte: Elaborag&o do proprio autor.

Observacdo 10.Note que, durante as simula¢des, considerou-se variossfitra cascata,
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Figura 17 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 9, 13, 16 e 18, semdoaygido factivel
obtida através do Teorema 9 é representadagpra regido factivel obtida através do
Teorema 13 € representada ey e (x), a regido factivel obtida através do Teorema
16 é representada pos), (x) e (O), a regido factivel obtida através do Teorema 18,
considerand®/ = 1 é representada p6¢), (x), () e (+), a regiéo factivel obtida através
do Teorema 18, consideranlib= 2 é representada po¥), (x), (OJ) , (+) e (%) e aregido
factivel obtida através do Teorema 18, consideravide 3, é representada pés), (x),

@), (), (x) (o) -

0

[ 3 [ 3 ® + + +
[ 3 ) 3 ] ° 3 + + + o
° ° ° ° ° ° ] + + + +

-10 e o o o e o o X o o+ 4+ o+
° ° ° ° ° ° ° X o u] + + *
° [ ] ° [ ] ° ° [ ] o o u] + + + *
[ ] L] [ ] [ ] [} [ ] X o o o + + + *
[ ] L [ ] [ ] [} [ ] X o o o + + + * *

-20 3 [ 3 ] ° 3 X o o o + + + * *
[ 2 [ J [ [ J [ ] X o o o u] + + + + * o

EN e o o o . X o o o o o+ 4+ o+ 4+ % %

° ° ° ° ° X o o o + + + + + * * o
[ ] o [ ] L] [} o o o o + + + + + * * (o]

-30 [ ] ® [ ] ° X u] o o o + + + + + * * o
[ 3 ) 3 ] X o o o o + + + + + * * o
[ 3 ] 3 ] X o u] u] o + + + + + * * o
[ ] L] [ ] L] o o o o o + + + + * * * *
[ 4 L [ 4 X o o o o o + + + + * * * * o

-40 [ L) [ ] X o u] o o o + + + + * * * * o
[ 4 L [ 4 o o o o o o + + + + * * * * o
[ ] [ ] [ ] o o o o o o + + + + * * * * e}
[ 3 ) X o o o o o o + + + + * * * * o
[ ] [ J o o o o o o o + + + * * * * o o

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

hy
Fonte: Elaboracg&o do proéprio autor.

porém, para M> 3 ndo houve aumento na regido de factibilidade. Porém, pata goposta
de filtro dindmico néo existe a necessidade que o filtro sejmésma ordem da planta.

3.4.1.3 Casolll

Considerando alguns valores kec [—10, 0], hy € [-40, 0], hs = —(hs + h2) /3, neste caso,
adotou-sé\1 =0,4,A, = 0,3 eA; =0,3. Note que, para estes valores dos parametros da combi-
nacao convexa € /\, ndo existe nenhum subsistema privilegiado. Desta mamegtende-se
comparar a potencialidade dos Teoremas 9, 13, 16 e 18. A @affigura 18, verifica-se que a
regido factivel atingida pelas condi¢cdes do Teorema 13t&anaente a mesma obtida com as
condicbes do Teorema 16. Além disto, novamente, a realag&atdinamica de saida, conside-
randow = 50, apresentou as maiores regioes de factibilidade atdagsondicbes do Teorema
18.

Observacdo 11.Note que, durante as simulagdes, considerou-se variossfidra cascata,
porém, para M> 1 ndo houve aumento na regido de factibilidade. Este fatotaetpe, a
ordem do filtro ndo necessariamente deve ter a mesma ordetamia p
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Figura 18 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 9, 13, 16 e 18, semdoaygido factivel
obtida através do Teorema 9 é representadagpra regido factivel obtida através do
Teorema 13 € representada ey e (x), a regido factivel obtida através do Teorema
16 é representada pos), (x) e (O), a regido factivel obtida através do Teorema 18,
considerand®! = 1 é representada pos#), (x), () e (+) .
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Fonte: Elaborac&o do préprio autor.

3.4.2 Computo do custo carantido

Nas figuras a seguir, 0s custos obtidos através das congig@gsstas nos Teoremas 10, 14,
17 e 19 serdo comparados, consideraige- 0,1, A, = 0,7 e A3 = 0,2, h; € [-50,—30],

h, € [0,2] e uma condicdo iniciaty = [0,25 0,5—0,25’. A Figura 19 apresenta a variagdo
do custo garantido (30) em funcdo das incertezas politpica h, para as condi¢cdes do
Teorema 10. Observa-se que, conformealiminui e h, aumenta, o custo garantido assume
valores crescentes. Tais analises seguem o mesmo padadasgdaiguras 20, 21, 22, 23 e 24,
considerando as condi¢des dos Teoremas 14, 17 e 19, rgapestite.

A partir da Figura 25, verifica-se através da flexibilizachtbda nas condi¢des do Teorema
14, o custo garantido (30) torna-se menor ou igual quandgaoado com as condi¢des do
Teorema 10. Do mesmo modo, conforme a Figura 26, a flexib@iagerada pelo sistema au-
mentado (Teorema 17) reduziu o custo garantido (30), queoshparado com o custo obtido
através das condicdes do Teorema 14. A realimentacédo diagwiie Teorema 19, obteve o
menor custo garantido. Simula¢gBes foram feitas consideraté trés compensadores dinami-
cos na saida medida da planta. A Figura 27 compara 0s cugidsob
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Figura 19 - Variacédo do custo garantido (30) em fungdo das incertezas politdpicas, para as
condicdes do Teorema 10 .

Custo

0.5

30 0

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

3.5 EXEMPLO 3 - SIMULACAO COMPUTACIONAL

Considere o sistema linear chaveado incerto (16) e (17),0serd2, N = 3, i € {1,2,3},
j € {1,2} e as seguintes matrizes:

a 1 o0 1 -2 0
Af(@)=|1 -3 0|, Ab)=|-2 b 0],
1 0 -1 0 1 -1
-2 01 100
Azic)=|0 -1 2|, C= . 153
3(c) 0 0 1] (153)
0 1 ¢

1 . .
Note que, sa& < —3 b< —4,c < -2, as matrizeg\;(a), Ax(b) e Ag(c), respectivamente,

sdo Hurwitz. Caso contrério, se> —}, b>—4,c> -2, as matrize# (a), Ax(b) e Az(c) ndo
séao Hurwitz. Os vértices do politopo foram obtidos considdo 0<a<1,-3<b<-15,
—15<c< —1. Inicialmente, considere qu& = 0,3, A2 = 0,4, A3 =0,3, xp = X(0) =
[0,2505 —0,25'. A partir das condigdes do Teorema 19, considerande-sé&0, obtém-se
0s custos garantidos apresentados na Tabela 1.

Na Figura 28, considerandg = x(0) = [0,25 05 — 0,25, apresentam-se as trajetorias



68

Figura 20 - Variacédo do custo garantido (30) em fungdo das incertezas politdpicas, para as
condicdes do Teorema 14 .

Custo

0.5

30 0

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Tabela 1 -Custo garantido obtido com o Teorema 19

Numero de Filtros (M) Custo Garantido

1 45724
2 4,1552
3 3,9170

das variaveis de estado para as condigdes do Teorema 1Riezanslo-séVl = 3. E importante
destacar que, as condi¢Bes propostas no Teorema 19 estatwliponto de equilibriok= 0) do
sistema linear chaveado incerto (16) e (17), mesmo quarn#s s matrizes dos subsistemas
nao sdo Hurwitz. Além disto, note que, quaride 4s as respostas temporais das variaveis de
estado estdo proximas do ponto de equililoxie- 0). Porém, a partir da Figura 29, verifique a
estratégia de chaveamento (129) continua selecionandthomseibsistema disponivel.

3.6 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo foram apresentados resultados considesaestabilidade assintotica e também
um critério um critério de desempenho, neste caso, 0 cusémtido, para sistemas lineares
chaveados incertos. Inicialmente, uma breve revisdo smbp@incipais conceitos relaciona-
dos aos sistemas lineares foi realizada. Em seguida, algsakados disponiveis na literatura
foram abordados (Mainardi Janior et al., 2012) e (Mainatatidr et al., 2014). Tais infor-
macdes foram necessarias para a principal contribuicde dagitulo: novos critérios de esta-
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Figura 21 - Variacdo do custo garantido (30) em fungdo das incertezas politdpicas, para as
condicdes do Teorema 17.

35+
30

25+

Custo

0.5 h,
30 0

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

bilidade para sistemas lineares chaveados com incertefitpjras através da realimentacao
estatica de saida (Mainardi Junior et al., 2015) e tambéavexrda realimentacao dinamica
de saida. Finalmente, trés exemplos numéricos mostrarama flaxibilidade adicionada nas
condicBes dos teoremas discutidos neste capitulo ganaaiiores regides de factibilidade e
também diminuicdo do custo garantido. Além disto, destsecaevamente que a metodologia
de controle proposta é eficiente mesmo quando as matrizesidsistemas ndo sdo Hurwitz.
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Figura 22 - Variacdo do custo garantido (30) em funcdo das incertezas politopicas, para as
condicdes do Teorema 19, consideraivle- 1 .

ho
30 0

Fonte: Elaboracg&o do proéprio autor.

Figura 23 - Variacdo do custo garantido (30) em fungdo das incertezas politdpicas, para as
condicdes do Teorema 19, consideraivle- 2 .

0.5 7]

30 0

Fonte: Elaboragéo do préprio autor.
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Figura 24 - Variacédo do custo garantido (30) em fungdo das incertezas politdpicas, para as
condicdes do Teorema 19, consideraivle- 3 .

Fonte: Elaborag&o do proprio autor.

Figura 25 - Variacdo do custo garantido (30) em funcdo das incertezas politdpicas, para as
condicdes do Teorema 10 (preto) e Teorema 14 (azul) .

300
200
o
§ 100
(@)
0.l
-50
-45
-40
15
hy -35 1 h
0.5 2

30 o

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.
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Figura 26 - Variacdo do custo garantido (30) em funcdo das incertezas politdpicas, para as
condicdes do Teorema 14 (preto) e Teorema 17 (azul) .

0.5 h
30 o 2

Fonte: Elaborag&o do proprio autor.

Figura 27 - Variagédo do custo garantido (30) em fungdo das incertezas politdpicas, para as
condi¢cdes do Teorema 19, consideraiie- 1 (preto), considerandd = 2 (azul) e con-

siderandaM = 3 (vermelho) .

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.



Figura 28 - Resposta Temporal .

o

©

[

8

17}

L

3 X (t
N2 Xo(t
o —X3(t
3

3

>

%)

©

©

%)

G

S -0.1

b=

2

©

= -0.2

_0.3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo(s)

Fonte: Elaborag&o do proprio autor.

Figura 29 - Chaveamento entre os subsistemas .
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Fonte: Elaboracédo do préprio autor.
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4 PROJETO DE CONTROLADORES ROBUSTOS VIA REALIMENTACAO DE
SAIDA PARA SISTEMAS LINEARES CHAVEADOS INCERTOS

Neste capitulo apresentam-se resultados para o projetmntt®ladores de saida via realimen-
tacdo estética e dindmica de saida para sistemas lineaesados incertos. Este problema é
um dos mais desafiadores dentre os pesquisadores da aredrdedae sistemas (SYRMOS et

al., 1997). Tal fato, explica-se pela existéncia de BMIs dig® projeto de controladores. Em

Crusius e Trofino (1999) os autores utilizaram uma técnicgteanacao visando descrever o

projeto dos controladores em forma de LMIs. Esta aproximaeé#a utilizada no decorrer deste
capitulo. Objetiva-se generalizar os resultados apradesto Capitulo 3 inserindo-se contro-
ladores de saida. Deste modo, a estabilizacdo do ponto ilidequio sistema de controle sera

realizada através da lei ou regra de chaveamento e tambéganioss dos controladores. Além

disso, um exemplo numérico, ilustra que, com a insercaoaltsatadores de saida, as regides
de factibilidade aumentaram quando comparadas com osrtasrm@o Capitulo 3. Deste modo,

as simula¢des computacionais comprovam a eficacia da éédaicontrole proposta.

4.1 PROJETO DE CONTROLADORES VIA REALIMENTACAO ESTATICA DE SAIDA
PARA SISTEMAS LINEARES CHAVEADOS COM INCERTEZAS POLITOPICAS

Considere o sistema linear chaveado incerto com a segualizagio em espaco de estados:

y(t) = Cx(). (154

sendaox(t) € R" o vetor de estadg(t) € RP a saida medidxg é a condigéo inicial € € RP*"

€ a matriz de saida do sistema, constante parattod®. Considere que(t) é a regra ou

lei de chaveamento, que seleciona em cada instante de tem@pum subsistema disponivel
(A(i,a), Bj), i € Ky, sendo queB; € R™™ é uma matriz constante, conhecida e com posto
completo e quei(t) € R™ é a entrada de controle da planta. A ma&iz, o) pode ser descrita
através da combinagdo convexa de seus vértices, como dwstra(17).

{ X(t) = A(0, a)X(t) + Bou(t), x(0)=xg

Entretanto, suponha que o vetor de estadipc R" ndo esta totalmente disponivel, mas a
saiday(t) € RP esta passivel para realimentagédo. Deste modo, define-gaiategoroblema de
controle:

Problema 4. Encontrar uma funcéo (f) : RP — {1,2,...,N} e ganhos Ke R™", i € Ky tal
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gue a estratégia de chaveamento
o(t) = f(y(t)), paratodot>0, (155)
e a entrada de controle

u(t) = Koy(t), (156)

tornem o ponto de equilibrigx = 0) do sistema definido e(@7) e (154) globalmente assinto-
ticamente estavel e também satisfagam um certo indice @engesho, por exemplo, o custo
garantido(30).

Entdo, substituindo (156) em (154), obtém-se:

(157)

A partir de (154), (156), (157) e das aproximacdes propasta€rusius e Trofino (1999),
propde-se 0 seguinte teorema:

Teorema 21.Considere o sistema apresentado @m) e (157), sendo que pos{8;) = m para
i € IKy e suponha que(y) € RP esteja disponivel para realimentagédo. Se existilemA, ma-
trizes simétricas @ € R™", Q; € RP*P, matrizes Ne R™P, matrizes Me R™™ e matrizes
simétricas definidas positivg B R"*", tais que:

1
5 X (A P+ RAj + APy + PjAK) +C'N/B{ + BINIC < Qo +C'QC, (158)
BiM; = RB;, (159)
on +C'Q,C<0 (160)

para todo i€ Ky e j,k € IK;, entdo a regra de chaveamen{®l) e (156) com os ganhos
Ki = Mi‘lNi, tornam o ponto de equilibriox 0 do sistemd157)e (17) globalmente assintoti-
camente estavel.

Demonstragdo.Considere a candidata a fungéo quadratica de Lyapufwn= x'P(a)x, sendo
r

P(a) = Z ajP, = (aiPi+asP+...+arR). A partir de (17) e (157), tem-se que, parg O:
=1

V(x) =X [(A(0,a) +BsKsC) P(a) + P(a) (A(0, o) + BogKoC)] X

= 3 ak Y aX | (Agj +BoKoC)' Rt B (Agj + BoKoC) | X

k=L =1

1 r
=5% Y Ok > aj X [ (AgjR+ AGkPj + RBoKsC 4 PiBsKoC + (%)) | X (161)
k=1 j=1
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ComoB; tem posto completo, entdo a partir de (159), conclui-se lue,c Ky, também tem
posto completo. Deste modo, de (159), tém-seRiBg = BoMg, 0 € IKy. Considerando que
Ko = M;lNo, o € Ky, entaoRByKyC = BaMgKgsC = BgNgC. Do mesmo modo, € possivel
verificar queP;BgKsC = BaMgKsC = BsNgC. Logo, de (158), (160), (161) e (21), pare O:

k=1 :1

I\)II—\

A\

X' (Qo, +C'QsC)x

—

aj X Qo)X+ min (YQw)

IN

I
M- TN TN
2 2

X (Qo, +C'QC)x < 0. (162)

A partir da fungdo quadratica candidata de Lyapwigy) = X P(a)x, senddP(a Z ajP; =

(a1PL+ az2P+ ...+ arR ), note que, a partir de (1A),(x) > 0, parax # 0. Além dlsto a partir
de (162), observe qué&(x) < 0, parax # 0. Deste modo, a prova esta concluida. O

Observacéo 12 Note que, paraimplementacao das LMIs do Teorema 21, consicker PB; =
RBi, pois j ke K.

O Teorema 22 insere o critério de desempenho custo garalaiithido em (30) nas condicdes
dispostas no Teorema 21.

Teorema 22.Considere o sistema apresentado @m) e (157), sendo que post8;) = m para
i € IKN e suponha que(y) € RP esteja disponivel para realimentagdo. Se existivera A,

um escalarp > 0, matrizes simétricas § € R™" Q € RP*P, matrizes Ne R™P, matrizes
M; € R™™M e matrizes simétricas definidas positiyacdPR™", tais que:

Rc—plh <0, (163)

5 X (AP RAj + APy +-PjAK) +C'C+C'N/B{ +BINC < Qo; +C'QC, (164)
BiM; = RB;, (165)

Qo +C'QC <0 (166)

para todo i€ Ky e j,k € IK;, entdo a regra de chaveamen{®l) e (156) com os ganhos
Ki = Mlei, tornam o ponto de equilibrigx = 0) do sistemg17) e (157) globalmente assin-
toticamente estavel e o cug®0) &€ mantido para ¥0) = Xp # O.

Demonstracdo A prova deste teorema segue as mesmas ideias apresentattasorstracao
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do Teorema 21. Desta maneira, tém-se que:

r r

V)<Y acy ajX(Qo+C'QoC)x—Yy
k=1 =1

aj %Qo,-X+ir€qli<r; (YQy) —Yy

IN

X(Qo, +C'QOX <0

)

—

V(x) < —yy<0. (167)

A partir de fungdo quadratica candidata de Lyapwioy) = X P(a)x, senddP(a Z ajP; =

(alP1+ asP + ...+ arP), note que, a partir de (17Y,(x) > 0, parax # 0. Sabendo -se que
V(x) < 0 para todox # 0 eV (0) = 0, ent&o a origenix = 0) € um ponto de equilibrio global-

mente assintoticamente estavel. Integrando (167) de t&m iafinito, obtém-se (30). Deste

modo, a prova esta concluida. n

Entdo o Teorema 22 fornece o seguinte problema de otimizagao

inf {p:(163)— (166) mantém-se/i c Ky e j,ke K,}.
I:1(:P|2>07 p>07 onk:Q6jk’ Qi:Qi/7 Ni,M;

(168)

Observacao 13.Note que, paraimplementacéo das LMIs do Teorema 22, cowsicker PB;j =
RBi, pois jk € IK;.

Observacédo 14.0bserve que as condi¢cogsb9) e (165), apresentadas nos Teoremas 21 e 22
séo igualdades matriciais lineares. Deste modo, ndo podgmesolvidas diretamente pelas
ferramentas computacionais disponiveis. Desta maneiifezam-se as ideias apresentadas em
Covacic (2006). Sendo assim, considere que as expre€E8@ye (165) possam ser aproxi-
madas por:

2 M _ BRI
£ (BiMi —RBi)' I}, 0. (169)
Ip (BiMi — R(Bi) |
come ~ 0, para todo ic Ky, ke K, e p={1,...,t}, sendo:
|1:[1 0 .. o}7|2:[o 1 .. o},...,ltz[o 0 .. 1]. (170)

Visando flexibilizar o Teorema 21, condicdes menos conseras sdo propostas no Teo-
rema 23. Suponha que = [a1 a2 ... o) definido em (17) é um parametro desconhecido,
porém invariante no tempo.
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Teorema 23. Considere o sistema apresentado @m) e (157), sendo que pos{8;) = m para
i € IKN e suponha que(y) € RP esteja disponivel para realimentagdo. Se existivera A,
matrizes X, Xz € R™", matrizes simétricas § € R™", Q; € RP*P, matrizes Ne R™P,
matrizes Me R™™ e matrizes simétricas definidas positivadPR"*", tais que:

X1Aj +BiNC+ A Xy +CN/Bf P{ —Xq + Ajj X5 +C'N/By Qo; +C'QIC Onxn

Y

P — Xii + X2iAij +BiNiC —Xoi — Xéi Onxn Onxn
(171)
X1iBi = BiM;, (172)
on +C'Q,C<o. (174)

para todo i€ Ky e j€ K, entdo a regra de chaveamen{dl) e (156) com os ganhos
Ki = Mlei, tornam o ponto de equilibrio x 0 do sistemg17) e (157) globalmente assin-
toticamente estavel.

Demonstracdo.Considere que (171), (172), (173) e (174) séo factiveis. ebmsido, a partir
de (21) e (174), para+# 0 tem-se que:

0> X (Qo, +C'Q)yC)x > X Qo,x+ min (YQiy) = X (Qo; +C'QsC)x. (175)

Note que, (175) pode ser reescrita como:

/

Qo, +C'QoC Onxn

Onxn Onxn

In

A(0,a) +BgKC

In

A(0,a) +BgKC

/

0>x X, (176)

A partir de (171), (172), (173) e (176), sabendo-se Nye= MKy e denotandd\ (o, a) =
(A(o,a)+BgKsC), note que:

X16(Agj+ BoKgC) + (Agj + BsKoC)' X
P — X{ 4 + %20 (Agj + BoKoC)
P| — X106 + (Agj + BoKsC) X ]
—X2g — Xéo

X [ln A’d(o,a)] [

o x<o (177)
AC|(O-70)]

;
Considere qué(a) = z ajPj = (aiPL+ aoP + ...+ arR). Deste modo, a partir de (17),
=1

multiplicando (177) por;j e realizando a soma de= 1 atéj =r, tém-se:

X1 (A(T, &) + BoKoC) + (A(0, @) + BoKoC)' XLy

x’[ In Ay (o,0) }
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P(a>_X10+(A(Gva)+BUKO'C)IXéO' In x < 0. (178)
—Xog — %30 Ac(o,a)
Verifique que, a expressao (178) pode ser reescrita como:
sl {0 T
Ac(o,0) P(a) 0O Xog —In
4 A&(G,G) ] [ Xio ]/} In X
—In Xog Aq(o,q)
:)([ In ] [ 0 P(a>” In ]x. (179)
Ac(0,a) P(a) 0O Ac(o,a)

;
Considerando uma fungdo candidata de Lyapyhey = X' P(a)x, senddP(a ) = Z ajP =
=1

(a1PL+aoP+ ...+ arR ), note que, a partir de (174),(x) > 0 parax # 0 e a partir ae (A57) e
(179),V(x) < 0 parax # 0. Deste modo, a prova esta concluida. [

O proéximo teorema, além de garantir a estabilidade asgiaiddmbém assegura um critério
de desempenho, por exemplo, o custo garantido (30).

Teorema 24.Considere o sistema apresentado @m) e (157), sendo que post8;) = m para
i € IKN e suponha que(y) € RP esteja disponivel para realimentagdo. Se existilemA, um
escalarp > 0, matrizes X, Xpi € R™", matrizes simétricas § € R™", Q € RP*P, matrizes
Ni € RP*", matrizes Me R™™ e matrizes simétricas definidas positivacPR™", tais que:

P —ply <0 (180)

X1iAij +BiNiC + Ajj X;; +C'N/B{+-C'C
P — Xii + X3iAij +BiNiC

P — Xui + A X /JrC’Ni’Bi' ] _ | Qi +CQC Onan ] . (181)
—Xai — X5 Onxn Onxn

X1iBi = BiM;, (182)

X2iBi = BiM;, (183)

Qo, +C'Q,C<0. (184)

para todo i€ IKy e j € Ky, entdo a regra de chaveamen{@l) e (156) com os ganhos
Ki = Mlei, tornam o ponto de equilibrigx = 0) do sistemg17) e (157) globalmente as-
sintoticamente estavel e o custo garant{®®) € mantido para todas as condi¢des iniciais,
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X(0) =x0 # 0.

Demonstracdo.Considerando os passos e as ideias mostradas na demondtrdgioema 23,
| /
0> X [ )

verifica-se:
cc mm][ In ]X
Ac(o,a) P(a) O Ag(o,a) |

0>V (X)+Yy (185)

sendoP(a) = (a1PL+ az2P +---+ oy R). Considerando uma fung&o quadratica de Lyapunov
V(x) = XP(a)x, note que a partir de (17Y,(x) > 0 parax # 0. Além disto, observe qué(x) <

0 parax # 0 doravante (185). Agora, integrando (185) de zero até oitmfioonsiderando

Xo = X(0) # 0, obtém-se (43). Deste modo, a prova esta concluida. O

Entdo o Teorema 24 fornece o seguinte problema de otimizagéo

inf {p:(180)—(184) mantém-sevi € Ky e j,ke K,}. (186)

Pk:Pii>0. p>0, onk:%jk

Qi=Qi, Ni, Mi, Xy;, X3,
Observacédo 15.0bserve que as condi¢co€kr2), (173) (182), (183), apresentadas, respecti-
vamente, nos Teoremas 23 e 24 sdo igualdades matriciasrdiseDeste modo, ndo podem ser
resolvidas diretamente pelas ferramentas computaciahigpgoniveis. Desta maneira, utilizam-
se as ideias apresentadas em Covacic (2006). Sendo assisnj@@nque as expressods 2),
(173), (182), (183)possam ser aproximadas por:

2 I/
X1 Bi —BiM;)'|
& CaBi=BM)To) o (187)
_|p(X1i Bi — BiM;) I |
i 2 1]
Xo.Bi — BiM;)' |
& CaBi—BM)p) o (188)
_|p()(2i Bi — BiM;) I |
come ~ 0, paratodo ic Ky, ke K, e p={1,...,t}, sendo:
|1=[1 0 .. @,b:[o 1 .. @,”wh:[o 0 .. q. (189)

No proximo teorema, objetiva-se flexibilizar as condi¢opsesentadas no Teorema 23.
Desta maneira, considere o vetoe= [a; a3 ... ay]’ definido em (17) € incerto, porém invari-
ante no tempo.

Teorema 25. Considere o sistema apresentado @m) e (157), sendo que post8;) = m para
i € IKn e suponha que(y) € RP esteja disponivel para realimentagédo. Se existivera A,
matrizes X, € R™", Xp, € R™", matrizes simétricas § € R™", Q € RP*P, matrizes Ne
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RPN, matrizes Me R™™ e matrizes simétricas definidas positivg 2 R™*", tais que:

X1, A +X1”-Aik + 2BiN,C + (%) Pik + Fj — X, — Xlij —I—Ai/kXéij +Ai/j Xéik +2Ci/Ni/Bi/

(%) —Xoy = X5, — Ko — X,
onk + Qij +2C'QC 0 . (190)
0 0
Xy, Bi = BiM,, (191)
Xo,Bi = BiM,, (192)
Qoy, +C'Q,C <0, (293)

para todo i€ Ky, j € K, e ke K,, entdo a regra de chaveamen(@l) e (156) com os gan-
hos K = Mi‘lNi, tornam o ponto de equilibrigx = 0) do sistemg17) e (157) globalmente
assintoticamente estavel.

Demonstracdo.Considere que (190)-(193) sao factiveis. Deste modo, a par{1) e (193),
parax # 0 segue que:

0> X (Qo; +C'QC)x > X Qo X+ min (YQiy)
=X Qo +C'QgC)x. (194)

Deste modo, considerandg(o,a) = A(o,a) +BsKsC, observe que (194) pode ser reescrita
como:

QOjk + C/QiC Onx n]

0n><n Onxn

In )] X (195)

0> X(Qoj +C'QoC)x=x [I” A:?'(U’a)] Ac(o,a

r r
Agora, consider®(a) = z Z ajaPi = (a101P11+ a102P2+ ...+ arar Ry ), Xi(0,a) =
j=1k=1
(a1X1,, + a2Xy,, + ...+ ar Xy, ), Xo(0,a) = (01X, +02Xo,, + ...+ A Xz, ). Deste modo,

multiplicando (195) poo; x ax e somando entre= 1 atéj =r ek =1 aték = r, respectiva-
mante, a partir de (190) note que:

i X[l Ay(0.0)]

Qo + Qo +2CQC O] [ 1y
0 Aa(o.a)|
Xlo_kAo'j + Xlo_JAo'k + ZBO'NO'C + (*)

(*)

I\JII—‘
“M“

(196)

I\Jll—‘
HM

Z [In Adoa)]

Pik + B — X1y — Xig; + AiXay; + Ao X2, +2C5N5 By In
Acl(0,0)

/ !/
_ngk — X20k - XZJJ — X20'j
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/
_ } [ a i a, ¥ In X1, (Agj+BgKgC) + Xlgj (Agk +BgKgC) + (*)
25 & Aq(o,q) (*)
Pik + Pej — X1y — X1 + (Aok + BUKGC)’Xéaj + (Agj +BoKsC)' X5, I (197)
_XZGk_XéUk_XZUJ _Xégj Ad(U,G)

Note que (197) pode ser reescrita considerando a variagmdizesj e k como sendo inde-
pendentes:

>§ Z <[ 1o Ay(oa) | X15(Agj +BoKoC) + (+)
& & " Al Pi — X{_, + X2, (Agk+BgKoC)

ij - Xlak + (Ao'k + BUKOC)/Xéaj In x

, Xi(o,a)(A(o,d) +BgKsC) + ()
In Au(0,0) } [ P(a)— X (0,a) +Xa(0,a)(A(0,a) + BsKsC)
P(a) — X1(0,a) + (A(0,a) + BoKoC) Xa(0, @)’ [ In ]X
_XZ(O-aa)_XZ(G7a)I ACI(Gva)
P(a)] |, [X(o, )
A0l o | o | @0
, Xi(o,a) / In
[ln Atoa)] [xzm,a)] } [Acma,a)] "
P In
=X [In Ay(0.a)] [ e f)] [Ad(a a)] X. (198)
Considerandd®(a i r aJakPJk— 0101P11 + a102P12+ ... + aror By ) € uma fungéo

guadratica candidata de Lyapun‘qS(/x) = XP(a)x, note que a partir de (17Y,(x) > 0, para
x# 0. Além disto, observe qué(x) < 0, doravante de (198) e (157). Deste modo, a prova esta
concluida. O

Observacao 16 Note que, paraimplementacao das LMIs do Teorema 25, coosieer X, By =
Xy, Bi € %, Bi = Xz, Bi, pois |k € IK;.

O Teorema 26 além de garantir estabilidade assintoticagmsistema (157) também insere
um critério de desempenho, neste caso, um limitante sugia o custo garantido (43).

Teorema 26.Considere o sistema apresentado @m) e (157), sendo que post8;) = m para
i € IKn e suponha que(y) € RP esteja disponivel para realimentacdo. Se existilemA, um
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escalarp > 0, matrizes X, € R™", X, € R™", matrizes simétricas § € R"™", Q € RP*P,
matrizes Ne RP*", matrizes Me R™™ e matrizes simétricas definidas positivg 8 R"™",
tais que:

ij —plh <0, (199)

X1, AV +X1iink+ZBiNiC+(*)—|—2C/C (%)
Pik + R — Xq, — Xg;; +Xo, A+ X Aij + 2BINGi - —Xg,, — Xg, — Xo;; — X5,
Qo +Qo; +2C'QC 0

< . ol (200
X4, Bi = BiM, (201)
Xz, Bi = BiM;, (202)
Qo, +C'QC <0, (203)

para todo i€ Ky, j € K, e ke K,, entdo a regra de chaveamen(@l) e (156) com os gan-
hos K = Mi‘lNi, tornam o ponto de equilibrigx = 0) do sistemg17) e (157) globalmente
assintoticamente estavel e o custo garan{i@@) € mantido para todas as condi¢des iniciais,
X(0) =x0 # 0.

verifica-se:

Demonstracao.Considerando os passos e as ideias mostradas na demondtrdg@oema 25,
| /
0> [ )

c'c mm][ In ]X
Aq(o,a) Pla) O Ag(o,a) |
0>V (X)+VYy (204)

r r
senddP(a) = Z Z ajoPi = (a1a1Pi1+ a1aoPo+ ...+ arar Py ). Considerando uma fungéo
j=1Kk=1
quadratica de Lyapuno¥(x) = X P(a)x, note que a partir de (17),(x) > 0 parax # 0. Além
disto, observe qu\é(x) < 0 parax # 0 doravante (204). Agora, integrando (204) de zero até o

infinito, considerandag = x(0) # 0, obtém-se (43). Deste modo, a prova esté concluidal

Entédo o Teorema 26 fornece o seguinte problema de otimizacéo

inf {p:(199)— (203) mantém-seri € Ky e j,keK,;}. (205)

= / = A
ij*ij>0" p>0, onkionk
Qi:Qi/a Ni7 Mi7 Xl'k’ X2ik Xli]-’ Xzij

Observacao 17 Note que, paraimplementacao das LMIs do Teorema 26, coosieser X, B =
X1, Bi € X%, Bi = X3, Bi, pois jk € K.
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Observacédo 18.0bserve que as condi¢cO€R91), (192) (201)e (202), apresentadas nos Teo-
remas 25 e 26 sao igualdades matriciais lineares. Deste mmuélo podem ser resolvidas di-
retamente pelas ferramentas computacionais disponil2gista maneira, utilizam-se as ideias
apresentadas em Covacic (2006). Sendo assim, consideres gxpessded 91) (192), (201)

e (202) possam ser aproximadas por:

2 Iy

X1, Bi — BiM;) |
& ( 1;; Bi i |) p >0, (206)

_lp(XlijBi_BiMi) I |

_ ) '

£ Xo. Bi — BiM;) ' |
(%o, Bi —BiM) Ty >0, (207)

_|p(X2ijBi—BiMi) I |

come =~ 0, paratodo i€ Ky, j € K, e p={1,...,t}, sendo:
llz[l 0 .. o},lzz[o 1 .. o},...,h:[o 0 .. (208)

A partir das relaxagfes propostas em Liu e Zhang (2003) esifajxAssuncao e Avellar
(2003), propde-se generalizar o Teorema 25.

Teorema 27.Considere o sistema apresentado @m) e (157), sendo que pos{B;) = m para
i € IKN e suponha que(y) € RP esteja disponivel para realimentagdo. Se existivera A,
matrizes simétricas § € R™", Q; € RP*P, matrizes&jy = &; € R*™?", gy = ¢f; € R™",
Wik = V\/kj e R™", Py = P|§j e R™" Xq;, € RN X, € R™M N € RP" M € R™™ tais que

Wikk — Yikk < Eikks (209)
Wik + Wik — Vik =Yk < Sik+ &k K# T, (210)
Ok < G (211)

Ok + 0 < @K+, kK# ], (212)
Pac > Wik (213)
Pik+Pk > Wij+Wy, k], (214)
W > 0, (215)

> < 0, (216)

= < 0 217)

BM, = Xu,Bi, (218)
BM, = %p,Bi, (219)
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para todo i€ Ky, j,k € IK;, sendo,

_W11 - Wyy

we= | oo, (220)
| Wr1 Wrr
_9011 o Qur

e (221)
(@1 - B
11 .. inr

=1 1, (222)
Eirl Eirr

X, Aj + A X, + Xy A+ A Xg, + 2BINC + 2C'N{B;

Wik =
! Pk — X, -+ Xa, A + P — X1, + Yo, A+ 2BINC

_X2ik - Xéik - X2ij o Xéij 7
. +2C'QiC 0
yIJk — onk + on6+ QI 0 7 (224)
Ojk = onk +C'Q,C. (225)

Entdo, a regra de chaveamen{®l) e (156) com os ganhos K= Mi‘lNi, tornam a origem
(x = 0) do sistema linear chaveado incertd7) e (157) um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estavel.

Demonstracdo Considere qué (o,a) = A(o,a) + BsKsC e as seguintes defini¢des:

a T

o Xl(aaa) o |n B r r C¥2T
X= [X2(0,01>]v T= [ACI(U a)] Z—Z 2 O | @9

o T

Em seguida, considere que (209)-(219) séo factiveis. Eatgartir de (209)-(210), (221)-
(226), parax # 0, segue que:

0> XA (0,0)=FA(0,a)x
= XIZTlfijkTX
>X/ZTI(I.[Jijk—y|’jk)TX. (227)
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A partir de (223)-(225), note que (227) pode ser reescritacco
05 XS T Xy AVj + A X, + Xy A+ A Xy, +2BiNC + 2C'N/Bf
Pik — X, + X2, Aij + R — Xi”. + X2, Aik + 2BiNiC
ij — Xlik +Ai/j Xéik + H(j — Xlij + Ailkxéij + ZC/Ni/Bf B
_xzik - xéik - xzij - Xéij

| +20QC 0
QOJK+QOK6+ @ . >Tx (228)

Observe quey (X, Aj + X, Ai) =2 > X, A, Z P+ Fj) =2 S Pi, Z Xy + X)) =
zleik e z (onk +on1> = Zonjk' Deste modo, verifique que (228) pode ser reescrita
como:

052Ky T XaiAj +BINC+ () Pjc— Xy + A X5, +CNB{| _ |Qo, +C'QIC O
(*) —Xo, — Xéik 0 0
(229)

Entéo, defina queii(0,a) = (a1Xy,, + 02X, + ... + O Xy, ), Xo(0,Q) = (A1Xo,, +
a2Xo,,+...+0ar X, ), Qo(a) = (a101Qo,;, + a102Qo,, + 02a1Q0,, + ... + & 0;Qo,, ), P(a) =
(a101P11+ 010oP12 + a2a1Po1 + ... + arar Py ) e a partir (17) e (229), considerando= i,
obtém-se:

0> XT! Xi(o,a) (A(o,a) +BgKsC) + (%) (%)
P(a)—Xi(o,a)+Xa(0,a) (A(0,a) +BsKsC) —Xa(o,a)—X5(0,a)

QO(a) +C/QUC 0
0 0

A::I<Ova)11+ [A'/:I(O-aa> X/} _

()

Pla) O —In
Qo(a)+C'Q,C 0 )TX
i 0 0

:’(T/q 0 P(a)]_[Qo<a>+C'Qac d)m 230)
P 0 0

_|n

Agora, considerando que o minimo de um conjunto de niUmeais éemenor ou igual do
gue a combinacgao convexa destes numeros, observe quer d@&2t) e (157), (230) torna-se:

0>V (x)—X (Qo(a))x— minyQjy,

icKn

>V (x) =X (Qo(ar) +C'QC) x,
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—x z ijX. (231)

Consequentemente, considerando uma funcédo candidata perioyd/ (x) = XP(a)x, sendo
queP(a) foi definida acima, a partir de (211)-(212), (225), note @84{ pode ser representada
como:

r r
0 >V Z Z akx’ejkx,
S
>V z Z kX’(pij. (232)
Em seguida, de (216) e (221), segue que:
r r
<22 ax e
V(x) <X [agl azl ... a l]®*[a1] azl ... ] x< 0. (233)

Finalmente, a partir de (17), (213), (214), (215) e (220%e0te que:

VX)) =X[agl aol ... al]| = . 1| [agl aol ...oapl]' X
_Prj_ F)rr
W11 ... Wy
>X[aglagl .oafd]| 2 0 | ol agl LLLoarl]'x,
_er Wrr
r r
=X Z aj Y aWx>0. (234)
=1 K=1

Além disto, a partir de (233) e (234), verifique que, respaatiente) (x) < 0 eV (x) > 0, para
x # 0. Deste modo, a prova esta concluida. [

Observacao 19 Note que, paraimplementacéo das LMIs do Teorema 27, coosieser X, B =
X1, Bi € X%, Bi = X3, Bj, pois jk € K.

O teorema a seguir generaliza as condicBes do Teorema 2€satla insercdo de um
critério de desempenho, o custo garantido (30).

Teorema 28.Considere o sistema apresentado @m) e (157), sendo que post8;) = m para
i € IKN e suponha que(y) € RP esteja disponivel para realimentagdo. Se existivera A,
um escalaip > 0, matrizes simétricas § € R™", Qi € RP*P, matrizesgj = &j; € R,
Pk = @ € R, wi = wi; € R, P = B € R, Xg, € R™M, X0, € R™M, N € RPX,



M; € R™™ tais que

Wikk — Vikk
Yijk + ’-.Ui/jk — Yk — )/ijk
Bk
ij + QJ-/k
Pk
ij + Pj/k
P —Pln

1 /
5 X (ij + ij) —pPln
W*
CD*
=k
=1
BiM;
BiM;

para todo i€ Ky, j,k € IK;, sendo,

W* =

P* =

| Br1
&i11

—%

Eirl

Yijk =

ANV VO A A AN A

A

NNV

&ikk,

Gijk + &l K# 1,
Beks

@i+ G, K# ],
Wik

Wik + Wi, K# ],
0,

0, k# 1,

Eilr
: )

Eirr

Xy Aj + A X, + X A+ A Xq, +2BINC+2C'N B +2C'C
Pik — X4, + Xai Al + Pj = X4, + X, A+ 2BiNC
Pjic — Xy, + A Xg, + Pj — Xa; + AyXg, +2C'N'B;

_X2ik - Xéik - Xzij - Xéij

Yijk

_ Qo +Qo; +2C'QC 0
0

Y

0

88

(235)
(236)
(237)
(238)
(239)
(240)
(241)

(242)

(243)
(244)
(245)
(246)
(247)

(248)

(249)

(250)

(251)

(252)
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ij = onk +C'Q,C. (253)

Entdo, a regra de chaveamen{®l) e (156) com os ganhos K= Mi‘lNi, tornam a origem
x = 0 do sistema linear chaveado incer{t7) e (157) um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estavel e o custo garan(i@i@) mantém-se para todas as condi¢des iniciais,

Xo = X(0) # 0.
Demonstracao A partir da demonstracéo do Teorema 27, note que:
i r r
V(x)+>/y< Z aj Z ak X’(pij,
=1 k=1
V(X)+Yy<X[a1l azl ... all]®*[asl @zl ... arl]'x< 0. (254)

A partir de (234), verifique qu¥(x) > 0, parax # 0. Agora, multiplicando (241) e (242)

a esquerda pdosl, asl,. .., o] e a direita pofazl, asl,...,al]’, segue qu®(a) — pl, < 0.
Em seguida, integrando (254) de zero até o infinito, obté(3®e Desta maneira, a prova esta
concluida. O

Ent&o o Teorema 28 fornece o seguinte problema de otimizacéo

inf {p :(235)— (247) mantém-seri € Ky e j,ke K, }.
ijzpéj., p>0, onk:Qf)”( Q=q, fijszi’k,--Ni
Xiger Xayer X5 Xaij s Ppe=js Wik=Wj:Mi
(255)

Observacao 20 Note que, paraimplementacao das LMIs do Teorema 28, coosieler X, B =
X1, Bi e %, Bi = X3, Bi, pois jk € IK;.

Observacao 21.0bserve que as condi¢cogxl8), (219), (246)e (247), apresentadas nos Teo-
remas 27 e 28 sdo igualdades matriciais lineares. Deste mu&im podem ser resolvidas di-
retamente pelas ferramentas computacionais disponil2egista maneira, utilizam-se as ideias
apresentadas em Covacic (2006). Sendo assim, consideres gxpi@ssoeR18), (219), (246)

e (247)possam ser aproximadas por:

2

BiM;j — X1, B;)' I
j (BMi =X, B) 1o o, (256)

_|p (Bil\/li — XlikBi> | |

- , -

BiM; — Xo, Bj) |
& (BiMi =5, B1) Ty >0, (257)

_|p (Bil\/li — X2 Bi) | |

come ~ 0, para todo ic Ky, ke K, e p={1,...,t}, sendo:
h=[10 .. 0.=[0 1 .0 .. .k=[0o0 . (258)
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A seguir, propde-se considerar a saida como uma nova vididestado. A partir de (101)
e (157) obtém-se:

E(t) = AN(07 a)f? E(O) - EO) (259)
_ X _ | Aalo,a) O B
sendo = eAn(o,0) = CAy(0.0) Ol,sendo%.(a,a)_A(G,a)—i—BaKaC.

Deste modo a partir de (17) e (259), propbe-se o teorema &.segu

Teorema 29. Considere o sistema linear chaveado inc€it@) e (259) e suponha que a saida
y(t) € RP esta disponivel para realimentacéo. Se existirdng A, matrizes simétricasol €
R™N P, € RP*P Z ¢ RP*P Q; € RP*P | Qo € R™" matrizes Ne RP*" matrizes Me
R™M tais que

0

Py Onxp 0, (260)

Opxn Pljk
A Poy + Po, Aij +BINC+C'N/'Bl - Aj;C'Py, +C'N/BIC’ Qo, C'Z (261)

P, CAj +CBNC Opxp ZC Q

BiM;i = POjkBia (262)
P, CB =CBM;, (263)
Qo +C'(22)+Q,)C <0, (264)

paratodo ic Ky, je ke KK, entdo a estratégia de chaveame(it65)e (156)com os ganhos
Ki = Mi‘lNi tornam o ponto de equilibrig¢ = 0) do sistema representado p¢t7) e (259)
globalmente assintoticamente estavel.

DemonstracaoDefinaAq,; = Agj + BoKsC. Considere que (105), (106), (260)-(264) sao
factiveis. A partir de (259) e (261)-(264) tém-se que:

-/
V(&)= r aj f a | Adg; AcipiC'| [Poy O Pog 0 | | Adg; O] | |X
& G& 0 0 0 Py 0 Pyl |CAu, Off |y
-/
_ < o 4 a | Ao, +Po, Aj +BINC+C'N/B| A C'Py, +C'N/BIC'| |x




/

=
=

X
y

| )

:X/(QOjk)X+ y(ZZO' + QO’)y]

QOjk C/ZU
Z:C Qo

N
R

Q
S

=
=
=,
Il
=

I
2
M -
Q
S

=l
=
M
[

I
R
M -

aic [ X (Qoy )X + miny (2Zi + Q)y

IN
=
=
=,
=
=

aj akX/ [onk —I—C/(ZZ)\ +Q)\ )C} X< 0.
1 k=1

—
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(265)

Note que, a primeira desigualdade é obtida considerandg.(26partir de (17) e (106), veri-
fique queV (&) > 0, parafo = £(0) # 0 e a partir de (265) (§) < 0. Deste modo, a prova esta

concluida.

]

O teorema a seguir generaliza as condicfes do Teorema 2@satla insercdo de um

critério de desempenho, o custo garantido (30).

Teorema 30. Considere o sistema linear chaveado inc€@) e (259) e suponha que a saida
y(t) € RP esta disponivel para realimentagdo. Se existirdng, A, um escalap > 0, matrizes
simétricas B, < R™N P, € RP*P Z c RP*P Q cRP*Pe Qo € R™"N matrizes Ne RP*",

matrizes Me R™™M, tais que

POjk 0n>< P
—pl <0,
[Opxn Py, (n+p)

[POJ'k Onxp > 0

0p><n Pljk

A Poy +Po, Aij +BINC+C'N/B{ +C'C A[;C'P, +C'N/BIC’
PljkCA'j +CBN,C Op><p

BiM; = Ry, Bi,

P, CB = CBM,;,

QOjk +C/(ZZ)\ + Q)\ )C < 07

<

QOjk
ZiC

C'z

(266)

(267)

(268)

(269)

(270)

(271)

paratodo i€ Ky, j e ke KK, entdo a estratégia de chaveame(it065)e (156)com os ganhos
Ki = Mi‘lNi tornam o ponto de equilibri§ = 0 do sistema representado pgl7) e (259)glob-
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almente assintoticamente estavel e o custo gararf86pmantém-se para todas as condi¢cbes
iniciais, §o = £ (0) # 0.

DemonstracdoA partir da demonstracéo do Teorema 29, observe que:

“r -
V(E) _ i a| a i X Allj POjk +BiNiC+ (*) Ai/jclpljk +C/Ni/Bi/C/ B cc o X
r r T (T / /
<Zaj o X onk CZs B cCc o X
= k= Y] _ZUC Qo 0 O y
r r _
= Z aj Z ak Xl(QO,k)X+y’(ZZa+Qo)Y] _)/y
[ =
r r _
= Z aj )y oy X/(onk)x] + miny (22 +Q)y—VYy
=1 =1 L iclKy
r r
<Y @) Y ai X (Qoy +C'(22) +Q)C) x—yy
=1 =
<-yy<o. (272)

A partir de (17) e considerando uma fung¢éo quadratica deuryap(106), note qué/ (&) >0
paraé £ 0. Em seguida, verifique que a partir de (27(2(){) < 0 paraé #0. Agora, integrando
(272) de zero até o infinito, considerando (26&he-= £(0) # 0, obtém-se (43). Sendo assim,
a prova esta concluida. ]

Ent&do o Teorema 30 fornece o seguinte problema de otimizacéo

inf {p :(266)— (271) mantém-se/i € Ky e j,ke K, }. (273)
PojPoy PPy P 0~y
Qi=Q, Z=Z/, Mi, N;

Observacao 22.0bserve que as condicoEx62), (263), (269)e (270), apresentadas nos Teo-
remas 29 e 30 sdo igualdades matriciais lineares. Deste mu@im podem ser resolvidas di-
retamente pelas ferramentas computacionais disponildeista maneira, utilizam-se as ideias
apresentadas em Covacic (2006). Sendo assim, considere gxpi@ssoeR62) (263), (269)
e (270)possam ser aproximadas por:

g2 (BiMi - PojkBi)/lfo -0 (274)
|p<BiMi_POjkBi> l |
g2 (Pljkca —CﬁMiyl;) -0 (275)
Ip (PL,CB —CBM,) ! |
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come =~ 0, para todo i€ Ky, j,k€ Ky, e p=1{1,...,t}, sendo:

|1:[1 0 .. o},lzz[o 1 .. o},...,lt:[o 0 .. 1]. (276)

Na secdo a seguir, propde projetar controladores de sadd@satia saida medida e também
da saida filtrada da planta.

4.2 PROJETO DE CONTROLADORES VIA REALIMENTACAO DINAMICA DE SAIDA
PARA SISTEMAS LINEARES CHAVEADOS COM INCERTEZAS POLITOPICAS

Nesta secao, propde-se utilizar a realimentacao dinaraisaida juntamente com o controlador
dindmico de saida. Deste modo, considere o sistema filtrado:

{E(t) = é(G,d)f(t)—f—éU\(t), &(0) = éo, (277)

u(t) = C&(1),
sendof (t) = [x(t) ye(t)] €RY, v = [yt)" ye(t)] € R Aec R¥Y, B € R*™ C e R?*Y,
g=n+(Mxp), z=(1+M) x p el(t) é a entrada de controle. As matrizes do sistema
aumentado séo descritas usando os parametros do sistgmaldfi7), (154) e também através
do namero de filtrogM) selecionados pelo usuéario, como segue:

" A T
Ao a) = [N Tl (278)
Vv W

B-| % | (279)

OM pxm|

A C 1
= , R , (280)

TM ZM_

sendo:Ty € R™MP vy € RMPXN Wy € RMPXMP Ry € RPMP e 7y, € RMPXMP 550 descritas
como::

Tm = Onxpm (281)
wC
,seM > 1
Vg =4 LOpv-2xn (282)
wC ,seM =1

Vvl,j:_W|D7 SQ |:J7
Wu=4¢ W =wlp, sei>jei—j=1, (283)
W ; =0p, caso contrarip

Rv = 0p>< pM (284)
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Zy—J Si=le sel=l, (285)
Zj=0p, sei#]j,

parai,j € {1,2,...,M}.
A partir de (277), (278)-(285), formula-se o seguinte peof de controle:

Problema 5. Determine uma lei de controle
a(t) = Kou(t), (286)

que torne o ponto de equilibri& = 0) do sistema definido e(i7) e (277)globalmente assin-
toticamente estavel, considerando a regra de chavean{@@f) e também satisfaca um indice
de desempenho, neste caso, o custo garai(8dp

Desta maneira, a seguir propfde-se uma nova solucéo paralereode Controle 5.

Teorema 31.Considere o sistema linear chaveado inceft@), (117)e (277)e suponha que a
saida yt) € RP esta disponivel para realimentacéo. Se existirdm, A, matrizes¥;, € R,
Wy, € RY9, matrizes simétricaBo, € RY9, I'j € R*** e matrizes simétricas definidas positiva
P, € R4 matrizes Ne RP*% matrizes Me R™™, tais que:

W, Ajj + Wy, A+ 2BINC + (%) (%)
ANy — llik +Wo, Aij + Ry — /1”- + W2, A+ 2BINC =W, —Wa; — (%)
o+ +2CTiC 0

, (287)

0
Wy, Bi = BiM;, (288)
l-l-’zij éi = éiMi, (289)
Mo, +CTHC <O, (290)

paratodo i€ Ky, j € IK; e ke IK,, entdo a estratégia de chaveame(it@9) e (286) com os
ganhos K= Mi‘lNi, tornam a origen{é = 0) do sistema linear chaveado incel{br), (117)e
(277)um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estav

DemonstragdoDefinaA (0,a) = A(g,a) 4+ ByK,C. Considere que (287) - (290) séo fac-
tiveis. A partir de (129) e (290), note que:

0> &'(Fo, +CTHC)E > &M, & + min TUNT
IEIKN

=& (Mo, +CT6C)E (291)
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Observe que, (291) pode ser reescrita como:

/ A~ ~
O> E I rOJk +C,ro'C O A In 67
Ad(o.a) 0 Ac(o,a)
/ ~ ~
In Mo, +o,. +2CT I
O>—><E 0 TTog £2CToC OF ) a1 e (292)
A(o,a) 0 Ac(o,a)
Deste modo, a partir de (287) e (292) , obtém-se:
/ ~ ~ ~ ~
0~ 1 & In Wi Aij + Waij Ak + 2BiINiIC + (%)
2 Ac(o,a)| | By — Wik + WakAij + Py — Wij + Waij Ak + 2BINIC

PNjk - LP].ik _'_A/ij Lplzlk + I:}\ij — ij_ij + A/ikLIJ/Zij + Zéi/Ni/é/ ] [

In
A . (293
_LIJZik - LIJZij - (*) |( ’ ) ] E ( )

Aq(o,a

Note que de (293) tem-se que:

r r In !
o> Saga| o

Wik (Aj + BiKiGi) + (%)
Py — Wi + Wai(Aij + BiKiG)
(%)

/
_Lpzik - 2ik

In
~ . (294
Ad(U,G) ] E ( )

Definindo-séi\ (a) = (a101Py,, + a102R, +. ..+ arar By, ), Wi(0, a) = (01W1g1+ a2Wig2+
A arXier), Wo(0,a)=(a1Wag1 +a2Wag2+ ...+ 0y Wogr ), NoOte que (294) pode ser reescrita
como:

O Rl |Wilo.a) 7
0>¢ Iy I(U,O{)]{[PN(O!) o | T wiw,a)] Aate.a) =i
. A'c.fn,a) Wi(o.a) wé(g’a)}}[/&cl(l;a)]&
0 Pu(a) In
S ['n N a(o, CI)] [PN(G) 0 [ACI(O',CY)] : (295)

Considerando uma fungédo candidata de Lyapuh@) = &'Py(a)é, note que de (17)/ (&) >
0 paraé # 0 e de (277) e (295), segue q\li(aE) < 0. Deste modo, a prova esta concluidd.]

Observacao 23 Note que, paraimplementacéo das LMIs do Teorema 31, consieletty, B =

Wy, Bi e Wy, Bi = Wy, By, pois j ke K.

O teorema a seguir considera além da estabilidade assatatn critério de desempenho,
neste caso, o custo garantido (30).
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Teorema 32. Considere o sistema linear chaveado incgii@), (117)e (277) e suponha que
a saida yt) € RP esta disponivel para realimentacdo. Se existirem, um asgab 0, A €
A, matrizesWy, € RY9, Wy, € R4, matrizes simétricafo, € R, I'j € R*** e matrizes
simétricas definidas positivayp € R%9 matrizes Ne RP*% matrizes Mc R™™, tais que:

Py — Pl < O, (296)
Wy, Ajj + Wy, A+ 2BINC + (%) +2CCe (%)

PN — LP/lik + LIJZikAij + Py — LlJ/lij + LIJZiink +2BiNC —Wa, —Wa; — ()
6r0].k + rok]. —I—Zélrié 0

< , (297)

0 0
l-lJlij éi = éiMi, (298)
Wy, Bi = BiM,, (299)
Mo, +CTAC <0, (300)

para todo i€ Ky, j € IK; e ke IK;, entdo a estratégia de chaveameii@9) e (286) com
0s ganhos K= Mlei, tornam a origem(é = 0) do sistema linear chaveado incertb17)
e (277)um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente es&w custo garantidg30)
mantém-se pardp = & (0) # 0.

Observacédo 24.Note que, na definicdo do custo garanti8®), somente a saida medida da
planta é utilizada para o computo. Desta maneira, definessatiz G € R*%:

C T
C=|_ M. (301)
TM T|\/|
DemonstracaoA partir da demonstragéo do Teorema 31 note que:
R c'C P(a I
O>>([In A’(a,a)} @1 |y
P(a) O A(o,a)
0>V(X)+VYYy, (302)

sendoP(a) = (a1a1P11+ o102P12+ - - -+ aray By ). Considerando uma fungéo quadratica de
LyapunovV (&) = &'P(a)é&, note que a partir de (17)/(&) > 0 paraé # 0. Além disto,
observe que&/ (&) < 0 para& # 0 doravante (302). Agora, integrando (302) de zero até o
infinito, consideranddgo = £ (0) # 0, obtém-se (30). Deste modo, a prova esta concluida.
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Entdo o Teorema 32 fornece o seguinte problema de otimizagao

inf {p :(296)— (300) mantém-seri € Ky e j,kelK;}. (303)
P’\‘jk:P'/\ljk>0' p>0, ro].k:r’o_k, r=rf, M
Py ¥ Py, ¥y N

Observacao 25 Note que, paraimplementacéo das LMIs do Teorema 32, coosiesetty, B =
W1, Bi e Wy, Bi = Wy, B, pois jke K.

Observacédo 26.0bserve que as condicOE238), (289), (298) e (299), apresentadas nos Teo-
remas 31 e 32 sdo igualdades matriciais lineares. Deste mu@lm podem ser resolvidas di-
retamente pelas ferramentas computacionais disponil2gista maneira, utilizam-se as ideias
apresentadas em Covacic (2006). Sendo assim, consideres gxpr@ssoe@88), (289), (298)

e (299)possam ser aproximadas por:

A A '

e (PuBoBMIT (304)
_|p(LP1ij B; —Bil\/li) I |
: , A

e (B BMI (305)
_ID(LPZij B; —Bil\/li> | |

come = 0, paratodo i€ Ky, j € K, e p={1,...,t}, sendo:

|1:[1 0 .. O},|2=[0 1 .. O},...,It:[o 0 .. 1]. (306)

A seguir um exemplo numérico comprova a eficacia da técnicdiole proposta neste
capitulo. Inicialmente comparam-se as regides de fad@oie obtidas com as condi¢des dis-
postas nos Teoremas 4, 5, 7, 9, 13, 16 e 18, com a regidesfadfingidas, respectivamente,
atraves das condi¢des dos Teoremas 21, 23, 25, 27, 29 e 3leduida calcula-se o custo
garantido obtido pelas condigbes dos Teoremas 22, 24, 28028 32. \erifica-se que o pro-
jeto de controladores, sejam estaticos ou dinAmicos,jarite com uma regra de chaveamento
dependente exclusivamente da saida, incorporado nostaseste capitulo, aumenta a regiao
de factibilidade e diminui o custo garantido, quando comgaicom os resultados obtidos com
os teoremas do Capitulo 3.

4.3 EXEMPLO 4 - SIMULACAO COMPUTACIONAL

Considere o sistema linear incerto (17) e (157), semddN = 2,i € {1,2}, j € {1,2}, e as
seguintes matrizes que representam as dinamicas dostsoizss

0O 1 O hy 1 O
Ain1=11 -3 0|, Ap=|1 -1 O
1 0 -1 1 0 -1
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-1 -15 O -1 -05 O
Apr=|-2 -1 0|, Ao=1[-2 h 0
0 1 -1 0 1 -1

Observe gue as matriz8s, e Ay, dependem dos parametros incetipe hy. Deste modo, note
gue a matriA; ndo é Hurwitz para todds € [—30, —20] e matrizAy, é Hurwitz para todoh;

€ [0,3]. Além disto, verifica-se que &g e Ap1 ndo sdo Hurwitz. Inicialmente apresenta-se um
estudo comparativo sobre a regido de factibilidade obtidev@s das condigdes dos Teoremas
4,5,7,9,13,16, 18, 21, 23, 25, 27, 29 e 31 para alguns patgsede, sendd; € [—30, —20]

e hy € [0,3]. Além disto, comparagdes entre o custo garantido (30) siizadas a partir das
condicdes propostas nos Teoremas 22, 24, 26, 28, 30 e 32.rix sasaida do sistema linear
incerto chaveado (157) e (17) € dada por:

100
czlo X 1] (307)

O solverutilizado nas simulacdes foildMILab com a interface d&almip(LOFBERG, 2004)
em ambiente MATLAB.

4.3.1 Estudo sobre Regibes de Factibilidade |

Inicialmente, adota-s&; = A» = 0,5. Nesta primeira etapa da simulacéo, consideram-se al-
guns pares db; e hy, sendoh; € [—30,—20] e hy € [0,1] visando comparar as areas factiveis
obtidas através das condi¢des dos Teoremas 5, 7, 9, com @21, 23 e 25. Observa-se
que, conforme esperado, as regides de factibilidade aana@micom a insercado do controlador
estéatico de saida. Sendo assim, através das Figuras 3023%k&fRa-se que a regido factivel
obtida com os Teoremas 21, 23 e 25 é maior quando comparadasc@gides obtidas através
dos Teoremas 5, 7, 9, respectivamente.

4.3.2 Estudo sobre Regides de Factibilidade Il

Nesta segunda etapa da simulagédo, adot®:se 0,75 e, = 0,25. Consideram-se alguns
pares deh; e hy, sendoh; € [-30,—20] e hy € [2, 3,5] visando comparar as areas factiveis
obtidas através das condi¢cdes dos Teoremas 13, 16 e 18, cegidas factiveis atingidas,
respectivamente, através das condi¢cdes dos Teoremas 27329Na Figura 34 comparam-
se as regides de factiblidade atingidas com as condi¢coe$edwemas 13 e 27. Note que, 0
Teorema 27 além da regra de chaveamento, também considesimentacdo de um ganho
estético estabilizante. Tal fato justifica 0 aumento daaede factibilidade. A mesma analise
vélida para a Figura 35, que compara a factibilidade alanc¢am as condi¢des dos Teoremas
16 e 29. Na Figura 36 comparam-se as regifes factiveis shdilavés das condi¢des dos
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Figura 30 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 5 e 21, sendo quecdfaetjizel obtida
através do Teorema 5 é representada ppe regido factivel obtida através do Teorema 21
é representada pos) e (x) .

XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
079000 0000000000 00000000000000000600000000000
©000000000000000000000000000000000000000

0.6 ©© 0000000000 00000000000000000000000600000
©000000000000000000000000000000000000000

L 050000000000 000000000000000006006006006006000000
©000000000000000000000000000000000000000
0400000000000 0000000000000000000600000000000
0000000000000 000000000000000000000000000

D30 eeceeceececoecococoecoecoceocscoccoccococococococococococooo
©000000000000000000000000000000000000000
0200000000000 000000000000000000000000000000
©000000000000000000000000000000000000000
0.]19© 0000000000000 00000000000000000000000000

-30 -29 -28 =27 -26 =25 =24 -23 -22 =21 -20

Fonte: Elaboracg&o do proéprio autor.

Teoremas 18 e 31, considerarido= 1 ew = 50.

4.3.3 CoOmputo do Custo Garantido

A seguir, comparam-se 0s valores do custo garantido obtidoas condi¢cdes dos Teoremas
22, 24, 26, 28, 30 e 32. Para critérios de comparacédo, coasigge 0S seguintes intervalos
para os parametrosy € [-30, —25 ehy € [0, 0,7]. A escolha deste intervalo baseou-se na
menor regido de factibilidade obtida através do Teoremadthp verificou-se na Figura 33. Na
Figura 38 observa-se a variagao do custo garantido (30) epadudos parametros incertose

h, para as condi¢cdes mostradas no Teorema 22. Nota-se umécapkrcrescente, sendo que
0s maiores valores para o custo garantido (30) surgiram cumento dos valores da incerteza
hz

Observa-se através da Figura 39 a variacdo do custo garédfilem funcéo dos parame-
tros incertos; e h, para as condicdes mostradas no Teorema 24. E possivelafegfiie, com
a flexibilizacdo deste teorema, que o custo garantido (2Qjzre, quando comparado com a
analise da Figura 38. J4, a Figura 40 apresenta o mesmo @sitadas condicfes do Teorema
26. Verifique que, os resultados das Figuras 38 e 39 sédo samethou seja, os custos obtidos
com os Teoremas 24 e 26 sao proximos para este exemplo. Asasesralises sao validas
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Figura 31 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 7 e 23, sendo quecdfaetjizel obtida
através do Teorema 7 é representada ppe regido factivel obtida através do Teorema 23
é representada pos) e (x) .

DPEX XX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

DBFX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
©000000000000000000000000000000000000000
079000 0000000000 00000000000000000600000000000
©000000000000000000000000000000000000000

0.6 ©© 0000000000 00000000000000000000000600000
©000000000000000000000000000000000000000

L 050000000000 000000000000000006006006006006000000
©000000000000000000000000000000000000000
0400000000000 0000000000000000000600000000000
0000000000000 000000000000000000000000000

D30 eeceeceececoecococoecoecoceocscoccoccococococococococococooo
©000000000000000000000000000000000000000
0200000000000 000000000000000000000000000000
©000000000000000000000000000000000000000
0.]19© 0000000000000 00000000000000000000000000
©000000000000000000000000000000000000000

-30 -29 -28 =27 -26 =25 =24 -23 -22 =21 -20

Fonte: Elaboracg&o do proéprio autor.

para as Figuras 41, 42 e 43, que mostram, respectivamerdgaaao do custo garantido (30)
em funcéo das incertezas politépitae h, para as condi¢cdes dos Teoremas 28, 30 e 32. Note
gue, a partir da Figura 44, para as condi¢cdes do Teoremaddeoando-se = 50 e um filtro
dindmico na saida medida da planta, o custo garantido regdeziquando comparado com as
condicdes dos Teoremas 28 e 30.

4.4 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo apresentaram-se resultados referentejgbopde controladores estaticos e
dindmicos via realimentacéo de saida para sistemas Isneheeados incertos utilizando as
aproximagoes disponibilizadas em Crusius e Trofino (199&)puseram-se teoremas visando
garantir estabilidade assint6tica e um critério de desahmeneste caso, custo garantido. Um
exemplo de simulacdo computacional mostrou a eficacia déctede controle proposta. Ini-
cialmente, compararam-se os resultados referentes & rdgifactibilidade obtidas com as
condicdes dispostas nos teoremas do Capitulo 3 com as ceadiggpostas neste capitulo.
Notou-se que, o projeto de controladores de saida, juntansem o chaveamento dependente
da saida, proporcionou melhor desempenho (maior regidivégc Tal fato, era esperado,
justamente devido a inser¢éo de novas variaveis nas casdig® teoremas, os ganhos estabi-
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Figura 32 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 9 e 25, sendo quecdfaetjizel obtida
através do Teorema 9 é representada ppe regido factivel obtida através do Teorema 25
é representada pos) e (x) .

XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
DOEX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
080 © 0000000000000 0000000000 00 X XXXXXXXXXXXXX
000000000000

0.3
0.2

0.1

o
IS
o0 0000000000000
o0 0000000000000
o0 0060600000000 00
e 0060606060000 000 00
0006060600000 0 000
e 0006060606000 000 00
e 0060606060000 000 00
o0 0006060600000 0 00
e 0006060606000 000 0 0
o0 0000000000000
o0 0000000000000
o0 0000000000000
o0 0060000000000 0
o0 0006000000000 0
e 0006060600000 00 00
e 0060606060000 00 000
e 0006060606000 000 0 0
e 0006060600000 00 00
e 0006060606000 000 00
o0 0000000000000
o0 0000000000000
o0 0000000000000
o0 0000000000000
e 0006060000000 0 00
o0 0060000000000 0
e 0060606060000 00000
e 0o 0000606000000 0
e e 000000000000
e 0000000000000
e 0000000000000
e e 000000000000
e e 000000000000
e 0o 0006060000000 o0
o0 0006060000000 o0
o0 0006060000000 0
o0 0006060000000 o0
e 0o 000000000000
o0 0000600000000
e e 000000000000
e 0000006000000 0

-30 -29 -28 -27 -26 -25 -24 -23 -22 -21 -20
hy
Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

lizantesKy. Além disso, verificou-se que, conforme esperado, o valaudto garantido (30)
em funcdo dos parametros incertase h, também foi reduzido. Por fim, verificou-se que o
projeto de controladores dindmicos de saida apresentasttados mais eficientes do que os
controladores estaticos de saida.



102

Figura 33 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 21, 23 e 25, sendoeagigafactivel
obtida através do Teorema 21 € representadd ¢)oe regido factivel obtida através do
Teorema 23 é representada peye (x) e a regido obtida com o Teorema 25 é representada

por (e), (x) e (o) .

1

O00000O0O0OOOOOOLOOOLOOOLOOOOOOODOOODOOODODOODOOOOO

D.OFX X XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
XXAXAXHXXAXAXAXXXAXAXAXXAXXAXXAXAXXAXHXXAXAXXXXXXXX XXX XXX

0. XXAXAXHXXAXAXAXXXAXAXAXXAXXAXXAXAXXAXHXXAXAXXXXXXXX XXX XXX
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Fonte: Elaboracéo do prdprio autor.

Figura 34 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 13 e 27, sendo quiéa feegivel
obtida através do Teorema 13 é representadd«)oe a regiéo factivel obtida através do
Teorema 27 é representada peye (x) .
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Fonte: Elaborac&o do préprio autor.
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Figura 35 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 16 e 29, sendo quiéa feegivel
obtida através do Teorema 16 é representadd«)oe a regido factivel obtida através do
Teorema 29 é representada peye (x) .
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Fonte: Elaboracg&o do proéprio autor.

Figura 36 - Regides de factibilidade obtidas com os Teoremas 18 e 31, sendo quida feagivel
obtida através do Teorema 18 é representadd«)ce a regido factivel obtida através do
Teorema 31 é representada peye (x) .
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Figura 38 - Variacdo do custo garantido (30) em funcéo dos paramabires, para as condi¢cdes do

Fonte: Elaboracédo do préprio autor.
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Figura 39 - Variacéo do custo garantido (30) em funcéo dos parambires, para as condigdes do
Teorema 24 .
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Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Figura 40 - Variacéo do custo garantido (30) em funcéo dos parambires, para as condi¢cdes do
Teorema 26 .
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.
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Figura 41 - Variacéo do custo garantido (30) em funcéo dos parambires, para as condigdes do
Teorema 28 .
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Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Figura 42 - Variacéo do custo garantido (30) em funcéo dos parambires, para as condi¢cdes do
Teorema 30 .
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Fonte: Elaboracéo do préprio autor.
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Figura 43 - Variacéo do custo garantido (30) em funcéo dos parambires, para as condigdes do

Teorema 32 .
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Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Figura 44 - Variacdo do custo garantido (30) em funcdo das incertezas politdpicas, para as
condicdes dos Teoremas 28 (azul), 30 e 32 (vermelho) .

Fonte: Elaboracéo do préprio autor.
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5 IMPLEMENTACAO PRATICA EM UM SISTEMA ED SUSPENSAO ATIVA

Neste capitulo apresenta-se a implementacéo pratica dmlealor robusto estatico de saida.
Sabe-se que a realimentagéo de saida ndo € um problemal delfégiio devido a presenca de
BMIs em sua formulacédo (SYRMOS et al., 1997), (LIN; ANTSAKLE®)09). No Capitulo 4
utilizou-se a abordagem proposta em Crusius e Trofino (1998h#o reescrever as condicdes
em forma de LMIs. Atualmente nédo existemlversna literatura capazes de encontrar valores
6timos para BMIs devido as suas caracteristicas nao convegedm, neste capitulo, propoe-se
utilizar uma técnica hibrida, envolvendo uma meta-hensasheste caso, a Evolucéo Diferen-
cial (ED) juntamente com ursolverde LMI, visando encontrar valores sub-0timos para os
controladores de saida. A implementacdo pratica em umrgstidatico de suspenséao ativa
comprova a eficacia da técnica de controle e também do atgode resolucao proposto.

5.1 PROJETO DE CONTROLADORES VIA REALIMENTACAO DE SAIDA

Considere o sistema linear chaveado incerto com a segualieagiio em espaco de estados:

X(t) = A(g,0)x(t)+B(o,a)u(t), x(0)=xog,
y(t) = Cx(), (308)
v(t) = HXx(t),

sendax(t) € R" o vetor de estadg(t) € RP a saida medida da plantdt) € RP a saida contro-
lada da planteC € RP*" é a matriz de saida do sistema, conhecida e constante partatdd]

H € RP*" é a matriz referente a saida controlada, constante para te@o o (t) é a regra ou

lei de chaveamentog é a condicéo inicial @i(t) € R™ é entrada de controle. Nas matrizes
A(o,a) eB(o,a), o vetora = [a; az ... a;] representa as incertezas politdpicas da planta,
previamente definidas em (17).

Deste modo, a partir de (156) e (308), considere o sistenearlioshaveado incerto em
malha fechada, considerando a saida megitlac RP como uma nova variavel de estado,
representado a seguir:

Ft) = A(o,a) +B(0,0)KsC 0 . E:[x

g, B
C(A(o,a)+B(0,a)KsC) 0 y] , £(0)=4o. (309)

Observacado 27.Note que, nos teoremas propostos no Capitulo 4, a matriz dadantto sis-
tema linear incerto chaveado; B € IKy era conhecida e tinha posto completo. A partir de
agora, considere que(B, o) é incerta, porém invariante no tempo.
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Deste modo, a partir de (17), (156), (309) propde-se umea;&olpara o Problema de
Controle 4 no teorema a seguir:

Teorema 33. Considere o sistema linear chaveado incdit@) e (309) e suponha que a saida
y(t) € RP esteja disponivel para realimentagédo. Se existirkra,\, matrizes simétricasof} €
R™M, Py, € RP*P, Z € RP*P, Q € RP*P, Qo € R™" e matrizes K€ R™P, tais que

Po. O
R (310)
Opxn Pljk
Ai/j F’ojk + POjkAij + POjkBij KiC—i—C/Ki/Bi/j Pojk Ai/j C/P;ij —i—C/Ki/Bi/j P]/_J.k - onk C'z
PljkCAij + PljkBij KiC Opxp ZC Q
(311)
QOjk +C/(ZZ)\ + Q)\ )C < 07 (312)

para todo i€ Ky, j e ke K, entédo a estratégia de chaveame(it65) e (156) com os gan-
hos K tornam o ponto de equilibrid = 0 do sistema representado p¢809) globalmente
assintoticamente estavel.

Demonstracdo A demonstracdo segue 0S mesmos passos mostrados na preeremd 29.
O

Objetivando-se a insercao de um critério de desempenhsgjdssa-se o custo garantido
definido a seguir (DEAECTO et al., 2010):

J= /O "yt v(t)dt = /O & (OHHE )t (313)

O teorema a seguir considera um critério de desempenh@ casb, o custo garantido
(313), visando generalizar as condi¢des dispostas no Meo3s.

Teorema 34.Considere o sistema linear chaveado incg1@) e (309) e suponha que a saida
y(t) € RP esteja disponivel para realimentacéo. Se existirem, uaasp > 0, A € A, matrizes
simétricas B, € RN P € RP*P Z e RP*P Q € RP*P, Qo € R™"N e matrizes Ke R™*P,
tais que

[POjk Onx p] _pl(n+p) <0, (314)
Opxn Pljk
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0
Py Onxp 0, (315)
Opxn Pljk

Ai,j Pojk + POjkAij + POjkBij KiC‘|‘C/Ki/Bi/j Pojk +H'H Ai/j C/Pljk +C’Ki,Bi,j Pijk] < QOjk C/Zi

P, CAj + Py, BijKiC Opxp ZC Q|
(316)
Qo, +C'(22) +Q))C <0, (317)

para todo i€ Ky, j e ke IK;, entdo a estratégia de chaveame(ii05) e (156) com os gan-
hos K tornam o ponto de equilibrid = 0 do sistema representado p@809) globalmente
assintoticamente estavel e admite o seguinte limitantergugpara o custo garantido

® I:)0~ On><
J:/ v(t)v(t) dt < max & Ik P < p&}l ) 318
5 (t)'v(t) dt < fnax o [Opxn P, o < Péol(nrpéo (318)

Demonstracdo A demonstracdo segue 0S mesmos passos mostrados na praeremd 30.
O]

Na secdo a seguir propde-se a utilizacdo de um método hitmEEado em um algoritmo
evolutivo e também em LMIs visando obter solu¢des sub-@ipaaa os controladores de saida.

5.2 ALGORITMO HIBRIDO BASEADO EM EVOLUCAO DIFERENCIAL E LMIS

Devido a existéncia de BMIs, as condicdes (311) e (316) diapasos Teoremas 33 e 34,
respectivamente, apresentam caracteristicas ndo cenaganto, ndo existesolversna li-
teratura capazes de encontrar solucdes 6timas. O problareaa@ntrar os valores dos ganhos
de realimentacdo de saida esté relacionado aos minimas ¢mrados pelas BMIs. Visando
encontrar solucdes factiveis, propde-se um algoritmadoblbaseado em LMIs e Evolucao
Diferencial (ED). Basicamente, este método aplica o algaritio solver SeDuMi (STURM,
1999) para resolver as LMIs e fornecer resultados para coemfamcao objetivo, que é mini-
mizada através de geracdes, pela ED. Neste trabalho, eomsidusto garantido (30), resultado
da otimizacdo LMI, como a principal caracteristica da fungBjetivo. Para maiores detalhes
sobre o algoritmo da ED, consulte (PRICE; STORN; LAMPINEN, 2006DAS; SUGAN-
THAN, 2011).
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5.2.1 Evolugéo diferencial (ED)

Otimizagéo global é considerada eficaz em diferentes ramesngenharia, estatistica e mod-
elos financeiros. Consequentemente, existem varias técpiopostas na literatura visando
resolver tais problemas. A ED € um método estocastico basgadim algoritmo de otimiza-
¢do populacional introduzido por (STORN; PRICE, 1997). Taladétpertence a classe dos
Algoritmos Evolutivos (AE), que também incluem: Algoritex&enéticos (AG), Estratégias
Evolutivas (EE) e Programacao Evolutiva (PE) (PRICE; STORNMBPANEN, 2006). A ED
despontou-se como um dos melhores algoritmos evolutivesaram apresentados s@cond
International Contest on Evolutionary Optimizatiendurante os ultimos anos tem recebido
grande atencédo por parte dos pesquisadores (DAS; SUGANTRANL). O algoritmo ED,
aplicado para resolver problemas com parametros reaig, ggdresumido em quatro etapas:
inicializacdo da populacao/parametros, mutagao, cruztoreeselecédo, conforme observa-se
na Figura 45. Resumidamente, o algoritmo envolve a geracamdepopulacao inicial e mo-
dificacdo da mesma a cada iteracao (geracao) considerair@s operadores da ED (mutacéo,
cruzamento e selegao).

Figura 45 - Principais Estagios do Algoritmo da ED .

!

Mutacdo () Cruzamento Selecdo

Inicializa
Populacéo i
Fonte: Adaptado de (DAS; SUGANTHAN, 2011).

Denota-se a populacdo formada pd? vetores que serdo atualizados ao longoGlgera-
¢Oes como segue (319):

{Xc |i=0,1,2...NP-2 NP—1}. (319)

Para inicializar a popula¢d® = 0) considera-se o conhecimento prévio do problema, no
gue tange as restricdes dos valores dos parametros. Desss fubjetiva-se cobrir a maior
faixa possivel desses valores, considerando desta maimeindduos aleatérios distribuidos
uniformemente. Apos a geracéo da populacao inicial, eakza avaliagdo do valor da funcao
objetivo de cada individuo.

Os estagios (operadores da ED) que séao descritos a segigaidados para cada individuo
da populacéoX c) em cada geracd(G), ou seja, para cada geragao as etapas descritas séo
realizadad\ P vezes, onddNP, denota o tamanho da populacdo (quantidade de individuos)
(319). Quando todos os individuos da populacao ja foram setibas aos operadores da ED
e o critério de parada ainda né&o foi atingido, uma nova geragéiciada. Caso o critério de
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parada seja atingido, a execucao do algoritmo é finalizada.

A mutacdo € o estagio que envolve uma soma ponderada ergradividuos s g €Xy,c)
da populagéo relacionada a um terceiro individixgl), como mostrado em (320), onde todos
os individuos envolvidos sdo diferentes entre si e difesedb vetor alvo (o qual esta sendo
submetido as etapas evolutivas).

V=%Xkc+F(Xsc—XyG)- (320)

O termo real e constantg, > 0, controla a amplitude da variagdo diferencial. Para cada
vetor alvox; ¢ um vetor mutacda é gerado (STORN; PRICE, 1997). Uma possivel variacéo
da ED original trata-se da substituicdo do vetpg pelo melhor individuo da populagéo da

geracads (XpestG)-

Objetivando-se incrementar a diversidade entre os ingdbddla populacéo, realiza-se o
cruzamento entre wetor mutacae ovetor alvovisando gerar eetor julgamentai. O detal-
hamento do cruzamento utilizado é apresentado em Storrce @897), denominado cruza-
mento binomial (bin), o qual depende da constante de cruza@& < [0, 1]. No ultimo estagio
(selecéao), verifica-se sevetor julgamentaleve ou nao substituirwetor alva Neste procedi-
mento, compara-se o custo garantido entre os dois vetozes/efor julgament@presentar um
custo garantido menor, entao este substittétor alva Caso contrario, getor alvoé mantido.

O procedimento é finalizado, como supracitado, por meiogiewatritério de parada, como
0 numero de geragBes ou obtencdo de um valor dentro de ummanitike pré-estabelecida.
Destaca-se que, neste trabalho utilizou-se o algoritrginaidi desenvolvido por (STORN;
PRICE, 1997). Atualmente na literatura existem variacfes éido original proposto apli-
cadas em diversas areas de pesquisa (COELHO; MARIANI, 200ANG; CHIOU; LIU,
2007), (CHIOU; CHANG; SU, 2005), dentre outros. Devido as paass variacdes da ED,
utiliza-se na literatura a notac&D/x/y/z para classificar as diferentes variantes (STORN;
PRICE, 1997). Resumidamentejndica qual vetor seréa utilizado na mutac§@ o nimero
de diferencas envolvidas na mutacap@®esquema de cruzamento. Neste trabalho a variante
ED/best/1/birfoi utilizada, denotando portanto que o melhor individesté utilizado no mu-
tacdo a qual ocorre com somente uma diferenca entre vetgnés @ cruzamento binomial é
adotado.

5.2.1.1 Algoritmo hibrido ed-Imi aplicado no problema progto

Como mencionado anteriormente, o algoritmo hibrido ED-LMiaa o solverSeDuMi (STURM,
1999) para resolver as LMIs visando fornecer os paramegasada individuo, neste caso, o
custo garantido (30) que serd utilizado como funcéo olgetavED. Considerando o algoritmo
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tradicional da ED descrito na Subsecéo 5.2.1 e para ilustretegracéo entre a ED esolver
LMI, a Figura 46 apresenta o fluxograma geral, ou a rotina goramo. Note que, o princi-
pal objetivo aqui é obter os ganhos dos controladores da,saidsejaKy, 0 € Ky, para as
condi¢cbes dadas no Teorema 33. Sendo assim, os individymmgpdiacao sao formados pelos
valores dos ganhdsg, o € Ky.

Figura 46 - Rotina do Algoritmo Hibrido ED-LMI.

| Inicializa Populagdo |

| Avalia a populagéo inicial |
Populacéo
0,6, %1,6,%2.G" " RNP-1,G
i=1
Escolha dos individuos |
S T — E2— .
! Vetor it Melhor VetorZpesic i1 \etores H
: Alvo i ou il Aleatorios e Diferentes !
' %G it Vetor aleatorio g it %56 €%,G i
4 )
F-(Rsc—%c)
+ +
| Mutacéo (320) |
— | Cruzamento |
Funcéo LMI :
—> | Selegdo | Objetivo Solver i
N Atingiu

0 critério de parada2

Fim

Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

A seguir, aplicam-se os conceitos discutidos anteriorenpata obtencédo dos ganhos es-
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tabilizantes de saidd,, o € IKy para implementagdo em um sistema de suspensao ativa de
veiculos (QUANSER, 2009).

5.3 EXEMPLO 5 - APLICACAO PRATICA: SISTEMA DE SUSPENSAO ATIVA

Considere o modelo esquematico do sistema de suspensaonasuado na Figura 48. Tal
modelagem refere-se ao sistema dinamico didatico apestena Figura 47. Conforme Figura
48 observa-se que o conjunto € formado por duas madsdd,s. A massaVis representaéli
da massa total de um veiculo sendo suportada pela ke@aelo amorteceddrs. A massa
Mys corresponde a massa do conjunto do pneu do veiculo, sendidasigpela moléys e pelo
amortecedobys.

Propde-se instalar um sistema de suspenséao ativa visamilwudias vibragdes causadas
por irregularidades da pista. Deste modo, o atuador (motmgctado entre as masdds e
Mus € controlado pela forck.. Os valores nominais das constantes supracitadas espémidis
bilizados na Tabela 2.

Figura 47 - Sistema didatico de suspenséo ativa Quanser, pertencente ao LPQRUNES.

Fonte: Elaboracdo do Proprio Autor.

O modelo dinamico do esquematico da Figura 48 pode ser syes por (308). Deste



Figura 48 - Sistema de suspenséo ativa de um veiculo .

Acelerdmetro £ X1 (t))

1 .
Ms — 2 da massa do veiculo

| Suspensao ativa

ks 1 bs

Zus(t) Acelerometro £ X3(t))

Mus— Massa do conjunto do pneu

Fonte: Adaptado de Silva (2012).

Tabela 2 -Valores Nominais dos Parametros da Suspenséao Ativa (QUARN3ED9)

Parametro Valor Unidade
Ms 2,45 kg
Mus 1 kg
Ks 900 N/m
Kus 2500 N/m
bs 75 Ns/m
bus 5 Ns/m
modo, tém-se que (QUANSER, 2009):
(0 1 0 -1 ] [ 0 ] "0 ]
X(t) = S S S X(t) + S {u(t)+ w(t),
=] ¥ A EORS BV ETORS PR (00
ks bs ks (bs+buys) 1 bus
| Mus Mus Mg Mus | My -Mus

= AX(t) + Bu(t) 4+ Bgw(t),

115

(321)
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sendo:

(322)
Zs(t)

A entrada de controle t) ew(t) é a entrada exdgena que reflete a velocidade do perfil da
pista(z(t)). A matriz de saida do sistema é dada por:

o L (323)
0100

Considerando que no sistema linear (321{t) = Ag parat > 0 (degrau unitério), entéo
Z(t) = Apd(t) (6(t) € um sinal de impulso unitario). Note que, para este), o vetor de
estador (t) do sistema linear(t) = Ar(t) + Bsz(t) é igual ar(t) = e'BsAy+ €r(0), t > 0,
que é o mesmo vetor de estadd) obtido para o sisteme(t) = Av(t) com uma condi¢édo
inicial v(0) = r(0) + BsAg. Portanto, usando esta interpretagéo e considerando dparda
superposi¢ao, neste caso o sistema (321), com uma condicéd x(0) = Xpo, € equivalente
ao novo sistema(t) = Ax(t) +Bu(t) com uma nova condigao inicia{0) = xpo + BsAg € agora
pode ser descrito pela classe de sistemas estudada néstd ®pe (308), pardl = 1.

Neste exemplo objetiva-se projetar um controlador robcls&weado através da realimen-
tacdo estatica de saifld;) que atue somente na forga de contielg), tal que Fc(t) = Kgy(t),
o € Ky. Adicionalmente, considere qiMs € um parametro incerto e pertence ao intervalo,
1,455%g < Ms < 2,45kg. Além disto, considere que a entrada de contiiglé,) = Kyy(t), esta
sujeita a falhas na alimentacdo do motor (atuador), ou aegatrada de controle do sistema
(321) é dada pou(t) = KiauitFe(t), sendo queksgy; € [0,5, 1] € um pardmetro constante,
porém incerto.

Portanto, considerande(t) como sendo a nova entrada de controle de (321), este sistema
apresenta incertezas politépicas e pode ser represersadd®) e (309), conN = 1 (apenas
um subsistemay,= 4 e assim possui quatro vertiogs Bkrauit) = (A1j,Bj), | € K4, referentes
a todas combinacfes & = 1,45%g e 2 45kg, comKsgyt = 0,5 e 1:

0 1 0 -1 0
61856 -5154 0 5154 0,687
A]_ - ) Bl = ’
0 0 0 1 0

900 7,5 —=2500 —-125 -1
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comMs = 1,455g e sem falha na alimentacéo do motor (atuador),

0 1 0 -1 0
_61856 —5154 0 5154 0,343
A = ,Bo= ,
0 0 0 1 0
900 75 —2500 —12,5 —0,5

comM;s = 1,455g e com falha de 50% na alimentacdo do motor (atuador),

0 1 0 -1 0
36734 -3061 0 3061 0,687
A3 = 5 B3 = )
0 0 0 1 0
900 75 —2500 —125 1

comMs = 2,45kg e sem falha na alimentacédo do motor (atuador),

0 1 0 -1 0
~ 367,34 -3,061 O 061 0,343
A4 = 3 b B4 - Y
0 0 0 1 0
900 75 2500 —-125 ~0,5

comMs = 2,45kg e com falha d/e 50% na alimentacédo do motor (atuador). Notpapaetodos
0s VérticesBy = [0 0 -1 5} :

Verifique que, o modelo fisico apresenta somente um sisteramico (321). Deste modo,
impondo a existéncia de trés ganhQs Ko e K3, que serdo projetados usando o procedimento
proposto, considera-se o sistema chaveado em malha fechiada

Aj=Aj+BjKC, jclKy eickKs (324)

Neste exemplo consided= 3 eA1 = 0,2032,A, = 0,4976 eA3 = 0,2992. A partir das
condicdes do Teorema 34+t= [1 01 Cﬂ , usando o algorimo ED-LMI abordado na Secé&o
5.2, o controlador robusto estabilizante de saida é:

Ky =[-109318 —83,949, K,=[-587510—-119352, Ks3=[-540903 —113458,
(325)
ep=0,1074.

Observacéo 28 Note que, a matriz &, a) é incerta, porém invariante no tempo. Deste modo,
os teoremas discutidos no Capitulo 4 ndo podem ser aplicaDaste modo, considera-se 0
Teorema 34.

Observacédo 29.Note que, devido a restricées préaticas de implementacdoanisas dos con-
troladores foram limitados considerando a norma maxim&aoe
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5.3.1 Implementacéo pratica do controlador estatico de sda em um sistema didatico de
suspensao ativa

Objetiva-se implementar os controladores estaticos diagad sistema de suspensao ativa
visando atenuar os efeitos das irregularidades da (gty) na posicéo da masd4s, repre-
sentada pogs(t). Define-se o sinal de referéncia g¢t), como sendo, uma onda quadrada,

com Q02 m de amplitude e uma frequéncia &eHz, considerando uma razao ciclica de
50%. A partir disto, consideram-se trés diferentes cesaflo<t < 4s, malha aberta, quando
u(t) = Fe(t) =0, 4s<t < 8smalha fechada, quandit) = F(t) = Kgy, 0 € Ky, e &<t <125,
malha fechada, considerando que o motor conectado entrassagl,s € Ms, esta sujeito a
falhas na tenséo de alimentacé@, = F¢(t) = 0,5KgY.

Na Figura 49 apresenta-se o diagrama de controle utilizadaimplementacéo do con-
trolador.

Figura 49 - Diagrama utilizado para a implementacéo pratica .

Suspensédo Ativa

Fonte
Amplificadora

A

u(k) i Microcomputador y(K)
MATLAB/Simlink  fre

s s 28 QUANSER/Quarc ¢ ..
~ Conversor Conversor
Digital/Analogico Analdgico/Digital

Fonte: Adaptado de Silva (2012).

5.3.1.1 Caso | Ms= 2,45kg

Na Figura 50 apresenta-se a resposta temporal do sistenwa(fesal). Verifica-se que, o sis-
tema de suspensdo ativa é naturalmente estavel. Porénposteeem malha aberta € pouco
amortecida e isto causa desconforto ao motorista. Destairaaa partir do atuaddi(t))
pode-se reduzir o efeito das irregularidades da pista nggmedo banco do passageiro. Note
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gue, mesmo quando a alimenta¢cao no motor apresenta fall¥eeoxontrolador projetado é
capaz de atenuar as oscilacoes da missa Figura 51 exibe o esfor¢co do sinal de controle.
O chaveamento entre os subsistemas disponiveis € mosaadgura 52.

Figura 50 - Resposta temporal pratica implementada no médulo de suspenséo ativaizositlls =

2,45kg.
0.04
) Malha Fechada
Malha Aberta < ——> Malha Fechada 50% falha motor
0.03
© 002
=4
+—
G 001
2 o
I
(&)
o o
(%]
s .
-0.01 - -- Pistaz (t)
—2Zy(t)
— 1)
_002 | | | |
0 2 6 10 12
Tempo(s)
Fonte: Elaboracao do Proprio Autor.
Figura 51 - Sinal de Controlei(t) = F(t) considerand®ls = 2,45kg .
15
) Malha Fechada
Malha Aberta < 50% falha motor
___10f
z
hg
S s
=
c
O
O f
Q
o
2 s
n
10 Malha Fechada
.15 | | | |
0 2 10 12

Tgmpo(s)
Fonte: Elaboracéo do Préprio Autor.
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Figura 52 - Chaveamento entre os subsistemas em malha fechada consideiiand@y45kg .

3r o . RXAWOO000K  MXX X
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R
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Q

>

0p]

1 ‘ 3000¢ 3I0m 03¢ |
0 2 6 10 12
Tempo(s)

Fonte: Elaboracéo do Préprio Autor.

5.3.1.2 Casoll Mg=1,952%g

Na Figura 53 apresenta-se a resposta temporal do sistenm(fisal). A Figura 54 exibe o
esforco do sinal de controle. O chaveamento entre os seisistdisponiveis € mostrado na
Figura 55.

Figura 53 - Resposta temporal pratica implementada no médulo de suspenséo ativaicomsitlls =

1,952%g.
0.04 -
Malha Aberta «——| ——> Malha Fechada __ 5 Malha Fechada
50% falha motor
0.03

o
o
N

Deslocamentgm)
o
o R

-0.01 - - - Pistaz (t)
— (1)
—21)
-0.02 . ! | |
0 2 4 6 8 10 12

Tempo(s)
Fonte: Elaboracdo do Proprio Autor.
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Figura 54 - Sinal de Controlei(t) = F(t) considerand®ls = 1,952%g.
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Fonte: Elaboracéo do Proprio Autor.

Figura 55 - Chaveamento entre os subsistemas em malha fechada consideiiando952%g .
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Fonte: Elaborag&o do Proprio Autor.

5.3.1.3 Caso lll -Ms=1,45%g

Na Figura 56 apresenta-se a resposta temporal do sisteom(fisal). A Figura 57 exibe o
esforco do sinal de controle. O chaveamento entre os seivsistdisponiveis é mostrado na
Figura 58.

A partir das figuras mostradas anteriormente, pode-secgrdue a metodologia de projeto
de controladores robustos de saida via ED-LMI é eficaz parésasondicdes da maskh.
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Figura 56 - Resposta temporal pratica implementada no médulo de suspenséo ativaizomsitlls =
1,45%g.
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Fonte: Elaboracao do Proprio Autor.
Figura 57 - Sinal de Controlei(t) = F(t) considerand®ls = 1,455g .
15
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Fonte: Elaboracao do Proprio Autor.

5.4 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo, implementou-se um controlador robustétiestde saida para um sistema
didatico de suspenséo ativa de veiculos (QUANSER, 2009).0Adi¢cOes dos teoremas pro-
postos apresentam termos bilineares. Deste modsplasrstradicionais ndo s&o capazes de
encontrar uma solucéo 6tima. Sendo assim, propde-seutiima técnica hibrida envolvendo
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Figura 58 - Chaveamento entre os subsistemas em malha fechada consideiiandg455g .
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Fonte: Elaboracédo do Préprio Autor.

um algoritmo evolutivo e unsolverde LMIs. Utilizou-se a Evolucdo Diferencial (STORN;
PRICE, 1997) e solverSeDuMi (STURM, 1999). Os resultados de implementa¢cdo compro
vam que o algoritmo ED-LMI é capazes de encontrar solucivéss. Além disto, mostram
gue o controlador robusto projetado atende as expectate/gsojeto, ou seja, menor tempo
de assentamento e menor ultrapassagem percentual gdoadéista maneira que 0 motorista
nao sofra os efeitos indesejaveis de irregularidades e [m outras palavras, verifica-se que
com diferentes massas e diferentes condi¢cdes de operag@suitados séo satisfatérios.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho foram propostas novas condi¢cdes para srahligéo estatica e dinamica de saida
para sistemas lineares chaveados incertos ou com fallmatuesis, com chaveamento depen-
dente apenas da saida medida da planta. As condicdes fopmstax através de teoremas
através de LMIs que podem ser facilmente resolvidas corarfegntas disponiveis na literatura
(GAHINET et al., 1995).

Em aplicacfes praticas, o vetor de estado pode ndo estatetampnte disponivel. Sendo
assim, destaca-se a importancia de projeto de regras deachauto que dependam exclusi-
vamente da saida medida da planta. Inicialmente, no Ca@#ttdoam propostas condicdes
para estabilidade de sistemas lineares chaveados incgetosralizando, desta forma, resul-
tados presentes na literatura (MAINARDI JUNIOR et al., 20845INARDI JUNIOR et al.,
2015). Além disto, considerou-se a inser¢cdo de um indiceedendpenho, o custo garantido
(DEAECTO etal., 2010). Variaveis de folga foram inseridascemdicdes de teoremas publica-
dos na literatura. Atraves das relaxacdes propostas emdhamg (2003) e Teixeira, ASsuncao
e Avellar (2003) foram elaboradas condi¢ées menos corderas para o controle de sistemas
lineares chaveados incertos. Em seguida, abordou-se alolmi@ de sistema aumentado,
considerando a saida medida como uma nova variavel de egtdidmnalmente, por meio de
filtros dindmicos colocados em cascata com a saida da pfexvias condicdes para a realimen-
tacdo dindmica de saida foram propostas. Todas as maripslatgébricas nas condi¢des dos
teoremas generalizaram os resultados presentes nadliter&im seguida, visando comprovar a
eficacia da técnica, trés exemplos de simulagdo numériamfgalizados. Os resultados foram
satisfatorios e impactantes, quando comparados comadsalpreviamente publicados.

Jano Capitulo 4 apresentaram-se teoremas para o projetotde@&dores estaticos/dinamicos
de saida juntamente com uma regra de chaveamento depeddeaiela medida da planta para
sistemas lineares chaveados incertos. Utilizaram-see@sidpresentadas em Crusius e Trofino
(1999) e os teoremas apresentados no Capitulo 3 foram geadca através do projeto de con-
troladores robustos de saida. Verificou-se que o controtatdasto de saida juntamente com a
regra de chaveamento dependente da saida flexibilizaraomdig6es dos teoremas. As novas
condi¢des de estabilidade foram validadas atraves de umptx@umeérico de simulacao.

Para casos onde a matBz incerta, porém invariante no tempo, no Capitulo 5 utiligeu-
um método hibrido baseado em um algoritmo evolutivo e umesale LMIs para encontrar
valores sub-6timos para os controladores robustos de $aidaeguida, apresentou-se a imple-
mentacédo pratica em ambiente laboratorial visando vadid@cnica proposta em um sistema de
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suspensao ativa da Quanser (QUANSER, 2009). Vérios casos farplementados, conside-
rando variagcdes na massa do motorista e também falhas rengdigho no motor da suspenséo
ativa.

Varios exemplos numéricos explorados ao longo do textdasim as condicdes propostas
em formas de teoremas. Os resultados de simulacao e impbkggercomprovaram a eficacia
das técnicas de controle que foram propostas neste trabalém disto, destacou-se que, 0s
resultados propostos generalizam resultados previampahbteados na literatura.

6.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

e Desenvolver novas condi¢des de estabilidade e desempéhibando as técnicas pro-
postas neste trabalho em conjunto, como por exemplo, sistanmentados com filtros
dinamicos;

e Estabelecer outros critérios de desempenho como, por éxéigptaxa de decaimento,
para os resultados apresentados neste trabalho;

e Projetar um filtro dindmico de saida em espaco de estado.

6.2 ARTIGOS PUBLICADOS

Publicacdes diretamente relacionadas com o conteudo da &es

Artigos completos publicados em periddicos:

MAINARDI JUNIOR, E. I.; TEIXEIRA, M.; CARDIM, R.; ASSUNC}AO, E.; MORERA,

M.; OLIVEIRA, D. de; CARNIATO, A. A. Robust control of switchedrear systems with
output switching strategylournal of Control, Automation and Electrical Systemdsidelberg,
p. 111, 2015. ISSN 2195-3880.

Trabalhos completos publicados em anais de congressos:

CARNIATO, A. A., MAINARDI JUNIOR, E. I., TEIXEIRA, M., ASSUNCAO, E, ALVES,
T.L.N. U., PEREYRA, H. S. Controle de sistemas chaveados io€edm realimentacao da
saida da planta. In: SBA: SIMPOSIO BRASILEIRO DE AUTOMACAO - SBR015, Natal.
Anais...Natal: SBAI, 2015. p. 462 467.

CARNIATO, L. A., CARNIATO, A. A., MAINARDI JUNIOR, E. |., TEIXEIRA, M.,
ASSUNCAOQ, E., CARDIM, R. Controle robusto de sistemas lineareseidos unsando um
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