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RESUMO

Este trabalho examina o problema de controle robusto aplicado a sistemas lineares chaveados

contínuos no tempo através de uma estratégia de chaveamentodependente apenas da saída me-

dida da planta. Em implementações de sistemas de controle com alocação de polos, o vetor

de estado pode não estar completamente disponível. Deste modo, é importante desenvolver es-

tratégias de chaveamento que dependam da saída medida da planta. Inicialmente são propostas

novas condições de estabilidade para sistemas lineares chaveados com incertezas politópicas

através de uma estratégia de chaveamento adequada. Posteriormente considera-se também o

chaveamento de realimentações estáticas da saída. Além disto, considera-se a inserção de um

critério de desempenho, neste caso, um custo garantido parasistemas chaveados. Variáveis

de folga são acrescentadas nas condições de teoremas dispostos na literatura visando reduzir

o conservadorismo das desigualdades matriciais lineares.Em sequência, definindo um sistema

aumentado interpretando-se a saída medida da planta como uma nova variável de estado do

sistema, são propostas condições originais para a estabilidade que podem reduzir o conser-

vadorismo de técnicas conhecidas. No que tange à realimentação dinâmica de saída, condições

de estabilidade e desempenho foram propostas considerandofiltros dinâmicos alocados em série

com a saída medida da planta. Em seguida, apresentam-se condições para o projeto de contro-

ladores robustos estáticos/dinâmicos de saída utilizando-se equações matriciais lineares. Nesta

etapa, além da regra de chaveamento, os controladores robustos são responsáveis por garan-

tir estabilidade assintótica e um desempenho adequado. Adicionalmente são propostas novas

condições de estabilidade e desempenho para sistemas lineares chaveados incertos considerando

que a matriz de entrada é incerta, porém invariante no tempo.Porém, tais condições são repre-

sentadas por desigualdades matriciais bilineares. Para a obtenção de soluções factíveis para este

problema, utilizou-se o método híbridoDifferential Evolution- Linear Matrix Inequalities(DE-

LMI), que é baseado em um algoritmo evolutivo e também em umsolverde LMIs. Análises

teóricas e exemplos numéricos de simulação mostram que as técnicas de controle propostas

são eficazes e menos conservadoras do que procedimentos similares disponíveis na literatura.

O procedimento proposto pode também ser usado para projetarcontroladores robustos para

plantas com incertezas e sujeitas a falhas estruturais, considerando as incertezas da planta e as

falhas estruturais como incertezas politópicas. Um exemplo ilustra a potencialidade do método

por meio da aplicação prática no projeto e implementação de um controlador robusto para um

sistema de suspensão ativa sujeito a falhas estruturais.

Palavras-chave:Chaveamento dependente da saída da planta. Realimentação robusta estática e

dinâmica de saída. Controle de sistemas lineares chaveados incertos. Desigualdades matriciais

lineares.Differential Evolution- Linear Matrix Inequalities(DE-LMI).



ABSTRACT

This work investigates the robust control problem applied to continuous-time switched linear

systems considering an output-dependent switching law. Inpractical applications, the state

vector may not be completely available. Thereby, it is important to develop output-depending

switching strategies. Initially, new stability conditions for switched linear systems with poly-

topic uncertainties, based on a suitable switching strategy, are proposed. Then, it was also added

a static output switched control. Furthermore, it is considered the insertion of a performance

criteria, in this case, a guaranteed cost. Slack variables are introduced in the conditions of the-

orems available on literature aiming to reduce the conservatism of linear matrix inequalities.

Additionally, through of a definition of augmented system, considering the controlled outputs

of the plant as new state variables of the system, it is proposed novel conditions for stability that

can reduce the conservatism of known techniques. Concerningthe dynamic output feedback,

stability and performance conditions are propounded considering a dynamic compensator on

controlled output of the plant. Moreover, conditions for the design of static/dynamic robust

output controllers using linear matrix inequalities are proposed. In this situation, the robust

output controllers jointly with the switching strategy areresponsible to guarantee asymptotic

stability and an adequate performance. For cases when the input matrix of the system is uncer-

tain, but time-invariant, the aforementioned ideas are notapplicable. Thus, are proposed new

stability conditions. However, such conditions are described by bilinear matrices inequalities.

In order to obtain feasible solutions for this problem, it was used an hybrid method, DE-LMI

(Differential Evolution - Linear Matrix Inequalities), which is based on an evolutionary algo-

rithm and an LMI solver. A theoretical analysis and several numerical examples show that

the proposed control techniques are effective and less conservative when compared to similar

procedures available on literature, even when all of the dynamical subsystems matrices are not

Hurwitz. The proposed procedure can also be used for designing robust controllers for uncertain

switched plants subject to structural failures, considering the plant uncertainties and the struc-

tural failures as polytopic uncertainties. An example illustrates a practical application of the

method in the design and implementation of a robust controller of an active suspension subject

to structural failures.

Keywords: Output-dependent switching strategy. Robust static and dynamic output feedback.

Continuous-time uncertain switched linear systems. Linearmatrix inequalities. Differential

evolution - linear matrices inequalities (DE-LMI).
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1 INTRODUÇÃO

Sistemas chaveados representam uma subclasse dos sistemashíbridos. Deste modo, pode-se

dizer que sistemas chaveados são sistemas dinâmicos compostos por um número finito de sub-

sistemas que comutam entre si, respeitando uma regra de chaveamento. Os subsistemas não

precisam apresentar as mesmas características, ou seja, caso o sistema global seja estável, não

necessariamente, cada subsistema será estável (LIBERZON, 2003).

Recentemente, tópicos de pesquisa relacionados aos sistemas chaveados apresentaram um

crescimento considerável (YU; WU, 2015; ZHANG; ZHUANG; BRAATZ, 2016). Este fato

associa-se à uma vasta possibilidade de descrever sistemasfísicos. Pode-se citar algumas apli-

cações práticas, tais como: controle de tráfego urbano (PAPAGEORGIOU et al., 2003), controle

de conversores CC-CC (CARDIM et al., 2009; CARDIM et al., 2011; DEAECTO et al., 2010;

MAINARDI JÚNIOR et al., 2012), dentre outros.

Com relação à comutação, os sistemas chaveados podem ser classificados em: comutação

controlada e comutação autônoma. O chaveamento autônomo é caracterizado pela inexistência

de controle sobre o sinal de comutação. Já a comutação controlada é caracterizada pela im-

posição de um sinal de chaveamento visando atingir um desempenho esperado. Além disto, o

chaveamento pode ser dependente do vetor de estado(σ(x)) ou dependente do tempo(σ(t))

(LIBERZON, 2003).

Os sistemas chaveados ainda podem ser classificados com relação ao comportamento de

seus respectivos subsistemas, ou seja, quando todos os subsistemas são lineares, o sistema co-

mutado é linear. Estes sistemas são bastante estudados pelomotivo de apresentarem menor com-

plexidade de análise. Por exemplo, existem os seguintes artigos sobre o assunto: (GEROMEL;

COLANERI, 2006; DECARLO et al., 2000; HABIBI; MOSHIRI; SEDIGH, 2006; JI; WANG;

XIE, 2003; ZHAI; LIN; ANTSAKLIS, 2003), dentre outros. Paracasos em que os subsis-

temas apresentam uma parcela afim, a análise torna-se mais complexa devido à existência

de vários pontos de equilíbrio. Estes sistemas têm recebidobastante atenção da comunidade

acadêmica e muitas pesquisas vêm sendo desenvolvidas recentemente (BOLZERN; SPINELLI,

2004; CARDIM et al., 2009; DEAECTO et al., 2010; HAUROIGNE; RIEDINGER; IUNG,

2011; MAINARDI JÚNIOR et al., 2012; HETEL; FRIDMAN, 2013; SCHARLAU et al., 2014;

DEAECTO; SANTOS, 2015; NOORI; FARSI; ESFANJANI, 2016). A seguir descreve-se um
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histórico envolvendo os conceitos de controle aplicado a sistemas chaveados.

A existência de uma regra de chaveamento estabilizante é um fator primordial para o con-

trole dos sistemas chaveados. Em Wicks, Peleties e DeCarlo (1994), os autores demonstraram

que se existir uma combinação convexa Hurwitz (todos autovalores apresentam parte real neg-

ativa) entre as matrizes do subsistemas dinâmicos, isto implica na existência de uma regra de

chaveamento dependente das variáveis de estado que estabiliza o sistema linear chaveado. A

partir destes resultados, Feron (1996) provou que as condições propostas em Wicks, Peleties e

DeCarlo (1994) são necessárias e suficientes para um sistema chaveado com dois subsistemas

dinâmicos.

Mais recentemente em Geromel e Colaneri (2006), os autores propuseram duas estratégias

para sistemas lineares chaveados contínuos no tempo. A primeira, em malha aberta, baseia-se

na utilização de várias funções de Lyapunov, do tipo,V(x) = min
i∈KN

x′Pix. A segunda regra, refere-

se à resolução das desigualdades matriciais conhecidas como Lyapunov-Metzler. Em Deaecto

et al. (2010) os autores generalizaram as condições de estabilidade assintótica para sistemas

lineares chaveados proposta em Wicks, Peleties e DeCarlo (1994) considerandoN subsistemas

dinâmicos e uma regra de chavemento dependente das variáveis de estado.

Para sistemas lineares chaveados com incertezas politópicas, foi proposta em Zhai, Lin

e Antsaklis (2003) uma regra de chaveamento estabilizante erobusta baseada em funções

quadráticas de Lyapunov e LMIs (do inglês,Linear Matrices Inequalities) para sistemas contí-

nuos e discretos no tempo. Em Lin e Antsaklis (2007), os autores apresentaram condições sufi-

cientes e necessárias para sistemas lineares chaveados comincertezas paramétricas variantes no

tempo. Em Ji, Wang e Xie (2003) foram propostas duas condições necessárias para estabilidade

de sistemas lineares chaveados através da realimentação deestados e também da realimentação

de saída juntamente com a estratégia de chaveamento. Foram apresentados em Xie e Yu (2006)

critérios para estabilidade exponencial quando as matrizes incertas são comutativas par a par.

Os autores propuseram em Songlin et al. (2008) a estabilização de sistemas lineares incertos

através de um observador baseado na realimentação de saída emúltiplas funções de Lyapunov.

Além destes trabalhos supracitados, outros resultados importantes também são encontrados em

Soga e Otsuka (2011) e Soga et al. (2013).

Na implementação de sistemas de controle com alocação de polos, com lei de controle

u(t) = −Kx(t), o vetor de estado pode não estar completamente disponível.Portanto, é im-

portante estabelecer estratégias de chaveamento que dependam apenas da saída da planta. Em

Mainardi Júnior et al. (2012), os autores apresentaram condições de estabilidade considerando

chaveamento através da saída da planta para o sistema linearsem incertezas. Já em Mainardi

Júnior et al. (2014), os autores generalizaram estes resultados para os sistemas lineares com

incertezas politópicas. Um dos problemas mais desafiadoresnesta área de pesquisa é o projeto

de controladores por meio da realimentação da saída, seja estática, ou dinâmica. Um trabalho
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minucioso a respeito deste assunto encontra-se em Syrmos etal. (1997).

Nos anos recentes, o projeto de Controladores Estáticos de Saída (CES), tem recebido

grande atenção de vários autores, principalmente, devido às facilidades de sua implementação

em aplicações práticas. Considerando igualdades matriciais lineares, em Crusius e Trofino

(1999) foram apresentadas condições suficientes para o projeto de CES. Os autores em Peaucelle

e Arzelier (2005) propuseram um algoritmo iterativo de duasetapas focado na otimização da

normaH2. No trabalho Agulhari, Oliveira e Peres (2010) apresentou-se uma generalização

do método anterior considerando funções polinomiais de Lyapunov. Ademais, em Ding e Yang

(2010) os autores investigaram o projeto de CESH∞ para sistemas lineares chaveados em tempo

discreto. Por conseguinte, em Dong e Yang (2013) foram propostas novas condições LMI con-

siderando casos em que a matriz de saída não tem posto completo. Recentemente, em Yuan

e Wu (2015) apresentou-se uma nova abordagem para controle de sistemas lineares chaveados

robustos em tempo discreto. Uma extensão do métodopath-followingfoi proposta em Chen e

Lin (2015) visando projetar CES para sistema lineares chaveados em tempo discreto.

No que tange o projeto de Controladores Dinâmicos de Saída (CDS), em Geromel, Colaneri

e Bolzern (2008) os autores propuseram condições de estabilidade para sistemas contínuos e dis-

cretos no tempo considerando malha aberta/fechada usando uma classe particular de desigual-

adades, chamadasLyapunov-Metzler inequalities. Por conseguinte, em Deaecto, Geromel e

Daafouz (2011) foram discutidas condições para CDSH∞ para sistemas lineares chaveados. Já

em, Jungers et al. (2013) os autores propuseram condições suficientes para a estabilização de

sistemas de controle em rede via CDS. Uma lei de chaveamento híbrida, dependente do tempo e

das variáveis de estado, para o projeto de CDS foi proposta em Zhai et al. (2016). Considerando

chaveamento assíncrono, em Yang, Li e Niu (2015) apresentaram-se condições para o projeto

de CDS robustos para sistemas lineares chaveados incertos.

Atualmente, pelo conhecimento do autor, verificou-se que, não existem na literatura tra-

balhos que considerem o projeto de controladores robustos chaveados de saída para sistemas

lineares chaveados com regra de comutação dependente exclusivamente da saída controlada da

planta (com realimentação estática da saída da planta). Com relação aos artigos supracitados,

geralmente considera-se um filtro de ordem completa ou reduzida. Sendo assim, projeta-se a

regra de chaveamento dependente das variáveis de estado estimadas a partir deste filtro.

Deste modo, entre outros aspectos, este trabalho visa generalizar os resultados para estabi-

lidade quadrática de sistemas chaveados lineares incertosobtidos em Mainardi Júnior (2013),

Mainardi Júnior et al. (2014) e Mainardi Júnior et al. (2015). Primeiramente, serão propostas

condições menos conservadoras visando estabilizar e também garantir um critério de desem-

penho para sistemas lineares chaveados incertos. Em seguida, utiliza-se a técnica proposta em

Crusius e Trofino (1999) para o projeto de CES visando estabilizar e garantir um desempenho

adequado para o sistema linear chaveado incerto através de uma regra de comutação depen-
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dente da saída da planta (DECARLO et al., 2000). Para o cômputo de controladores robustos

de saída, as condições de projeto são representadas por desigualdades matriciais bilineares (do

inglês,Bilinear Matrices Inequalities- BMIs). Para a obtenção de soluções factíveis para este

problema, utilizou-se o método híbridoDifferential Evolution - Linear Matrices Inequalities

(DE-LMI) (DAS; SUGANTHAN, 2011; PRICE; STORN; LAMPINEN, 2006), que é baseado

em um algoritmo evolutivo e também em um solver de LMIs. Resumidamente, objetiva-se

projetar controladores estáticos/dinâmicos de saída juntamente com uma estratégia de chavea-

mento que dependa exclusivamente da saída controlada da planta. Análises teóricas e vários

exemplos númericos de simulação mostram que as técnicas de controle propostas são eficazes

e menos conservadoras do que procedimentos similares disponíveis, até mesmo, em casos nos

quais todas as matrizes dinâmicas dos subsistemas não são Hurwitz. O procedimento proposto

pode também ser usado para projetar controladores robustospara plantas com incertezas e su-

jeitas a falhas estruturais, considerando as incertezas daplanta e as falhas estruturais como

incertezas politópicas. Um exemplo ilustra a aplicação prática do método no projeto e im-

plementação de um controlador robusto para um sistema de suspensão ativa sujeito a falhas

estruturais (QUANSER, 2009).

Na literatura especializada, encontram-se trabalhos referentes aos sistemas lineares e não

lineares sujeitos a incertezas na planta entre outros, utilizando técnicas baseadas em LMIs

(BOYD et al., 1994). Estas desigualdades matriciais lineares quando factíveis, são resolvi-

das através de ferramentas de programação convexa disponíveis na literatura (GAHINET et al.,

1995). Por conveniência, a seguir são definidas algumas notações que serão utilizadas ao longo

do trabalho. Para matrizes ou vetores reais, o símbolo(′) indica o transposto. O conjunto for-

mado pelosN primeiros inteiros{1, . . . ,N} é denotado por IKN. O conjunto de todos os vetores

λ = [λ1 . . . λN]
′ tais queλi ≥ 0, i ∈ IKN e λ1+λ2+ . . .+λN = 1 é denotado porΛ. A combi-

nação convexa de um conjunto de matrizes(A1, . . . ,AN) é denotadaAλ =
N

∑
i=1

λiAi, sendoλ ∈ Λ.

Além disso, o símbolo (*) será usado em expressões matriciais para denotar o transposto de um

elemento simétrico. Para expressões em linha, este símbolodenotará o transposto dos termos

do lado esquerdo, como mostrado nos exemplos a seguir:
[

A B′

B C

]

=

[

A (∗)

B C

]

, (1)

A+B+A′+B′ = A+B+(∗). (2)

1.1 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

A estrutura do texto apresentado a seguir é organizada da seguinte maneira:
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• No Capítulo 2 são apresentados conceitos para as condições deestabilidade assintótica

de sistemas lineares que servirão de base para o desenvolvimento téorico do trabalho.

• No Capítulo 3 investiga-se a estabilidade assintótica para sistemas lineares chaveados in-

certos através do chaveamento dependente exclusivamente da saída controlada da planta.

Deste modo, serão propostos novos teoremas visando generalizar os resultados apresen-

tados em Mainardi Júnior (2013), Mainardi Júnior et al. (2014) e Mainardi Júnior et al.

(2015). Análises teóricas e resultados de simulação mostram que as técnicas de controle

propostas oferecem condições mais relaxadas do que as disponíveis na literatura.

• No Capítulo 4 apresentam-se teoremas para o projeto de controladores estáticos/dinâmicos

de saída juntamente com uma regra de chaveamento dependenteda saída controlada da

planta para sistemas lineares chaveados incertos. Utilizam-se as aproximações propostas

em Crusius e Trofino (1999) e os teoremas apresentados no Capítulo 3 serão generali-

zados através do projeto de controladores robustos de saída. Um exemplo numérico de

simulação mostra que o projeto de controladores estáticos/dinâmicos de saída apresenta

maiores regiões de factibilidade e também reduz o custo garantido, quando comparado

com os resultados obtidos no Capítulo 3.

• No Capítulo 5 utiliza-se um método híbrido baseado em um algoritmo evolutivo e um

solver de LMIs para encontrar valores sub-ótimos para os controladores robustos de saída.

Em seguida, apresenta-se a implementação prática em ambiente laboratorial visando va-

lidar a técnica proposta. O procedimento proposto pode também ser usado para projetar

controladores robustos para plantas com incertezas e sujeitas a falhas estruturais, consi-

derando as incertezas da planta e as falhas estruturais comoincertezas politópicas. Um

exemplo ilustra a aplicação prática do método no projeto e implementação de um contro-

lador robusto para um sistema de suspensão ativa sujeito a falhas estruturais (QUANSER,

2009).

• No Capítulo 6 apresentam-se as conclusões deste trabalho e também algumas sugestões

para trabalhos futuros. Em seguida, listam-se as publicações relacionadas com este tra-

balho.
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2 PROPRIEDADES E CONCEITOS INICIAIS

Este capítulo apresenta conceitos gerais e fundamentais para o desenvolvimento teórico deste

trabalho. Inicialmente, definem-se os sistemas autônomos enão-autônomos. Em seguida,

discute-se brevemente o conceito de estabilidade através da função de energia (SLOTINE; LI,

1991). Além disso, aborda-se estabilidade assintótica viaLyapunov para sistemas dinâmicos.

Em seguida, apresentam-se as generalizações destes conceitos para os sistemas lineares chavea-

dos.

2.1 SISTEMAS AUTÔNOMOS, NÃO-AUTÔNOMOS E PONTOS DE EQUILÍBRIO

A dinâmica não linear de um sistema pode ser representada através de um conjunto de equações

não lineares, da forma:

ẋ= f (x, t), (3)

sendof ∈ R
n×1 um vetor não linear ex ∈ R

n×1 o vetor de estado.

Definição 1. (SLOTINE; LI, 1991) O sistema não linear(3) é dito ser autônomo se f não

depender explicitamente do tempo. Desta maneira, a dinâmica do sistema pode ser reescrita,

como:

ẋ= f (x), (4)

caso contrário, o sistema(3) é dito ser não-autônomo.

Definição 2. (SLOTINE; LI, 1991) Um estadôx é um ponto de equilíbrio do sistema(3), se

x(t) = x̂ para todo t≥ 0 . Matematicamente, isto significa que o vetorx̂ satisfaz:

0= f (x̂). (5)

O sistema linear e invariante no tempo mostrado em(6) apresenta um único ponto de equilíbrio,

neste caso, a origem (x= 0), se A for não singular.

ẋ= Ax. (6)

2.2 ESTABILIDADE SEGUNDO LYAPUNOV

Esta seção introduz os conceitos relativos à estabilidade segundo Lyapunov. Esta análise é

conhecida como Segundo Método de Lyapunov, ou também, como Método Direto e baseia-se
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em um conceito análogo à energia de um sistema. Sendo assim, se a energia total de um sistema

mecânico ou elétrico é continuamente dissipada, então o sistema converge para um ponto de

equilíbrio (SLOTINE; LI, 1991). Desta maneira, é possível concluir sobre a estabilização de

um sistema através da variação no tempo (derivada) de uma função escalar.

Desta forma, considere a equação diferencial a seguir que descreve a dinâmica de um sis-

tema massa-mola-amortecedor, com amortecimento não linear e coeficiente de mola não linear

(SLOTINE; LI, 1991):

mẍp+bẋp
∣

∣ẋp
∣

∣+k0xp+k1x3
p = 0, (7)

sendo quem é a massa do carro,bẋp
∣

∣ẋp
∣

∣ representa a dissipação não linear do amortecedor e

k0xp+ k1x3
p o termo não linear referente à mola. A energia associada ao sistema (7) é a soma

entre a energia potencial e a energia cinética. Deste modo, considerando-se o vetor de estado

x= [x′p ẋ′p]
′, obtém-se:

V(x) =
1
2

mẋp
2+

∫ xp

0

(

k0xp+k1x3
p

)

dxp =
1
2

mẋ2
p+

1
2

k0x2
p+

1
4

k1x4
p. (8)

A partir de (8) é possível fazer algumas considerações com relação à estabilidade do sistema

representado em (7). Note que,V(x)> 0 para todox 6= 0. Porém, se o sistema sempre dissipar

energia,V(x) será sempre decrescente, e o vetor de estadox = [x′p ẋ′p]
′ tenderá ao ponto de

equilíbrio. Deste modo, a derivada da função energia em relação ao tempo é dada por:

V̇(x) = mẋpẍp+(k0xp+k1x3
p)ẋp = ẋp(−bẋp

∣

∣ẋp
∣

∣) =−b
∣

∣ẋp
∣

∣

3
. (9)

Desta maneira,̇V(x)< 0 para todo ˙xp 6= 0. Analisando a equação do sistema (7) é possível

constatar que esta situação somente acontecerá se tambémxp = 0 e assimx tende ao ponto de

equilíbrio(x= 0). Sendo assim, a expressão (8) decrescerá até quex= 0. Finalmente, conclui-

se que o sistema é estável e converge para o ponto de equilíbrio de (7). A formulação teórica

deste resultado é apresentada no Teorema 1.

Teorema 1. (SLOTINE; LI, 1991) Se existir uma função candidata de Lyapunov V(x) que sa-

tisfaça as condições a seguir:

• V(x) é positiva definida,

• V̇(x) é negativa definida,

• V(x)→ ∞ quando‖x‖→ ∞,

então o ponto de equilíbrio x= 0 do sistema autônomo(4) é globalmente assintoticamente

estável.
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Estas análises podem ser estendidas para os casos ondeV̇(x) é negativa semi-definida, uti-

lizando o teorema dos conjuntos invariantes (SLOTINE; LI, 1991). Além disto, utilizando o

princípio de invariância de LaSalle, em Hespanha (2001) o autor generalizou os conceitos de

estabilidade para os sistemas lineares chaveados.

2.3 SISTEMAS LINEARES CHAVEADOS

Considere o sistema linear chaveado definido em Geromel e Colaneri (2006):
{

ẋ(t) = Aσ x(t), x(0) = x0,

y(t) = Cx(t),
(10)

sendox(t) ∈ R
n o vetor de estado,y(t) ∈ R

p a saída medida,σ(t) é a regra ou lei de chavea-

mento,x0 é a condição inicial eC ∈ R
p×n é a matriz de saída do sistema, constante para todo

t ≥ 0. Considere um conjunto dado de matrizes constantesAi ∈ R
n×n, parai ∈ IKN. Deste

modo, a regra de chaveamento atua da seguinte maneira:

Aσ(t) ∈ {A1,A2, . . . ,AN} , (11)

sendo queAσ(t) deve comutar deAi paraA j , i 6= j, quando o chaveamento ocorrer entreσ(t) = i

e σ(t) = j.

Observação 1.Não existe a necessidade de que cada matriz do conjunto{A1,A2, . . . ,AN} seja

Hurwitz.

A partir de (10) e (11) define-se o seguinte problema de controle:

Problema 1. Projetar uma regra de chaveamentoσ(.) : Rn →{1,2, . . . ,N} tal que:

σ(t) = u(x(t)) , (12)

torne o ponto de equilíbrio (x= 0) do sistema(10)globalmente assintoticamente estável.

Em Wicks, Peleties e DeCarlo (1994) os autores concluíram que, se existirλ ∈ Λ, tais

que,Aλ seja Hurwitz, então existe uma regra de chaveamento estabilizante que depende das

variáveis de estado do sistema. A partir deste resultado, visando resolver o Problema de Con-

trole 1, uma condição necessária e suficiente para a estabilidade quadrática de sistemas lineares

chaveados foi proposta em Feron (1996), para um sistema chaveado composto por dois subsis-

temas dinâmicos.

Teorema 2. (FERON, 1996). Considere N= 2, o sistema linear chaveado(10) e (11) é

quadraticamente estabilizável, se e somente, se, existirλ ∈ Λ, tais que, A1λ1+A2λ2 seja Hur-

witz.
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Demonstração.Para maiores detalhes, veja (FERON, 1996).

Em Deaecto et al. (2010) foi proposta a generalização do Teorema 2 paraN subsistemas

dinâmicos. SejaP∈R
n×n, uma matriz simétrica positiva definida e a seguinte função candidata

de Lyapunov:

V(x) = x′Px. (13)

Teorema 3. (DEAECTO et al., 2010) Suponha que o vetor de estado x(t) ∈ R
n está disponível

para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ, uma matriz P∈ R
n×n positiva definida, tais que:

A′
λ P+PAλ < 0, (14)

então a estratégia de chaveamento

σ(t) = arg min
i∈IKN

(x′PAix), (15)

torna o ponto de equilíbrio (x = 0) do sistema(10)e (11)globalmente assintoticamente estável.

Demonstração.Para maiores detalhes, veja (DEAECTO et al., 2010).

2.4 CONCLUSÕES PARCIAIS

Neste capítulo foram apresentados os principais conceitosrelativos ao controle de sistemas

lineares chaveados. Estes resultados servirão de base parao desenvolvimento teórico das novas

condições de estabilidade propostas no Capítulo 3. Nos próximos capítulos, esta análise será

extendida para sistemas lineares chaveados com incertezaspolitópicas.
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3 CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES CHAVEADOS INCERTOS COM
CHAVEAMENTO DEPENDENTE DA SAÍDA DA PLANTA

Neste capítulo serão apresentadas novas condições de estabilidade para sistemas lineares chavea-

dos incertos em que o vetor de estado pode não estar completamente disponível, e portanto,

utiliza-se a saída medida como variável para definir a estratégia de chaveamento. Variáveis

de folga são inseridas visando aumentar a região de factibilidade. Em seguida, um critério de

desempenho será considerado, neste caso, o custo garantido. Define-se o custo como sendo

a energia necessária para que saída do sistema chaveado atinja o patamar solicitado pelo pro-

jetista. Deste modo, objetiva-se minimizar a energia despendida (custo garantido) para todos os

pontos internos pertencentes ao politopo de incertezas e também nos vértices. Três exemplos

numéricos mostram que a metodologia de controle é eficaz e apresenta resultados satisfatórios,

mesmo quando as matrizes dos subsistemas não são Hurwitz.

3.1 SISTEMAS LINEARES CHAVEADOS COM INCERTEZAS POLITÓPICAS

Considere o sistema linear chaveado incerto com a seguinte realização em espaço de estados

(Mainardi Júnior et al., 2015):
{

ẋ(t) = A(σ ,α)x(t), x(0) = x0,

y(t) = Cx(t),
(16)

sendox(t) ∈ R
n o vetor de estado,y(t) ∈ R

p a saída medida,σ(t) é a regra ou lei de chavea-

mento,x0 é a condição inicial eC ∈ R
p×n é a matriz de saída do sistema, constante para todo

t ≥ 0. Na matrizA(σ ,α) o vetorα = [α1 α2 . . . αr ]
′ representa as incertezas politópicas da

planta. A matrizA(σ ,α) ∈ R
n×n pode ser descrita através da combinação convexa de seus

vértices, como mostrado abaixo:

A(σ ,α) =
r

∑
j=1

α jAσ j ,
r

∑
j=1

α j = 1,α j ≥ 0, σ(t) ∈ IKN, (17)

sendor o número de vértices do politopo. Para mais detalhes sobre incertezas politópicas, veja

(BOYD et al., 1994).
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3.2 CONTROLE DE SISTEMAS CHAVEADOS INCERTOS COM REGRA DE CHAVEA-
MENTO DEPENDENTE DA SAÍDA DA PLANTA

Em implementações de sistema de controle com alocação de polos, o vetor de estado pode não

estar completamente disponível. Deste modo, não é possívelaplicar diretamente o Teorema

3 para a projeto de uma lei de chaveamento que estabilize o sistema chaveado. Portanto, é

importante estabelecer estratégias de chaveamento que dependam da saída da planta. Neste

aspecto, pode-se ainda considerar a realimentação estática, quando o chaveamento entre os

subsistemas disponíveis depende exclusivamente da saída medida da planta. Além disto, por

meio da inserção de um compensador dinâmico (filtro) na saídamedida da planta, pode-se

realizar a realimentação dinâmica de saída, ou seja, utiliza-se além da saída medida a saída

do compensador como variável da lei de chaveamento. Sendo assim, nas seções posteriores

são propostos teoremas visando garantir estabilidade assintótica do ponto de equilíbrio(x= 0)

e também atender um critério de desempenho, neste caso o custo garantido, considerando-se

realimentação estática e dinâmica de saída.

3.2.1 Realimentação estática de saída para sistemas lineares chaveados incertos

Em Mainardi Júnior et al. (2014), os autores apresentaram condições de estabilidade conside-

rando o chaveamento através da saída da planta para sistemaslineares chaveado com incertezas

politópicas. A partir destas ideias, define-se o seguinte problema de controle:

Problema 2. Projetar uma regra de chaveamentoσ(.) : Rp →{1,2, . . . ,N} tal que:

σ(t) = u(y(t)) , para todo t≥ 0, (18)

torne o ponto de equilíbio (x= 0) do sistema(10)globalmente assintoticamente estável.

Teorema 4. (Mainardi Júnior et al., 2014) Considere o sistema linear chaveado incerto(16) e

(17)e suponha que a saída y(t)∈R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ,

matrizes simétricas Q0 j ∈R
n×n, Qi ∈R

p×p e uma matriz simétrica P∈R
n×n positiva definida,

tais que:

A′
i j P+PAi j < Q0 j +C′QiC, (19)

Q0 j +C′QλC< 0, (20)

para todo i∈ IKN e j ∈ IK r , sendo Qλ = λ1Q1 + λ2Q2 + . . .+ λNQN, então a estratégia de

chaveamento

σ(t) = arg min
i∈IKN

(y′Qiy), (21)

torna o ponto de equilíbrio (x = 0) do sistema(16)e (17)globalmente assintoticamente estável.

Demonstração.Para maiores detalhes, veja (Mainardi Júnior et al., 2014).
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A partir destes conceitos iniciais, são propostas novas condições de estabilidade (Mainardi

Júnior et al., 2015) visando relaxar as condições dispostasno Teorema 4. Considere que o vetor

α = [α1 α2 . . . αr ]
′ é incerto, porém invariante no tempo.

Teorema 5. Considere o sistema linear chaveado incerto(16) e (17) e suponha que a saída

y(t) ∈ R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ, matrizes simétricas Q0 j ∈

R
n×n, Qi ∈ R

p×p e matrizes simétricas definidas positiva Pk ∈ R
n×n, tais que:

1
2
× (A′

i j Pk+PkAi j +A′
ikPj +PjAik)< Q0 j +C′QiC, (22)

Q0 j +C′QλC< 0, (23)

para todo i∈ IKN, j ∈ IK r e k∈ IK r , então a estratégia de chaveamento(21) torna a origem

(x= 0) do sistema(16)e (17)um ponto de equilíbrio globalmente assintoticamente estável.

Demonstração.Considere a função quadrática candidata de Lyapunov:

V(x) =
r

∑
k=1

αk x′Pkx, (24)

sendok= 1,2, . . . , r. A partir de (16), (17), (21), (22) e (23), têm-se que:

V̇(x) =
r

∑
k=1

αk x′(A(σ ,α)′Pk+PkA(σ ,α))x

=
r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′(A′
σ jPk+PkAσ j)x

=
1
2

r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′(A′
σ jPk+PkAσ j +A′

σkPj +PjAσk)x

<
r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′(Q0 j +C′QσC)x

=
r

∑
j=1

α j x′(Q0 j +C′QσC)x

=
r

∑
j=1

α j x′Q0 j x+
r

∑
j=1

α jx
′(C′QσC)x

=
r

∑
j=1

α j x′Q0 j x+x′(C′QσC)x

=
r

∑
j=1

α j x′(Q0 j)x+ min
i∈IKN

(y′Qiy)

≤
r

∑
j=1

α j x′(Q0 j +C′QλC)x< 0. (25)

Note que, a primeira desigualdade é obtida utilizando a expressão (23). A última desigualdade é
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obtida através do conceito, de que, o mínimo de um conjunto denúmeros reais é menor ou igual

do que qualquer combinação convexa dos elementos deste conjunto. Além disso, sabendo-se

queV̇(x) < 0 para todox 6= 0 e V̇(0) = 0, então a origem(x = 0) é um ponto de equilíbrio

globalmente assintoticamente estável. Deste modo, a provaestá concluída.

Observação 2.Note que o Teorema 4 é um caso particular do Teorema 5. Desta maneira, é

possível obter o Teorema 4 considerando que Aik =Ai j , Pk =Pj =P para todo j∈ IK r e k∈ IK r .

Deste modo, observe que, se as condições dadas no Teorema 4 são factíveis, então as condições

dispostas no Teorema 5 também são factíveis.

Objetivando-se a inserção de um critério de desempenho, considera-se o custo garantido

definido a seguir (DEAECTO et al., 2010):

J =
∫ ∞

0
y(t)′y(t)dt =

∫ ∞

0
x(t)′C′Cx(t)dt. (26)

Observação 3.A definição do custo garantido(26) normalmente é um índice de desempenho,

cuja minimização é um dos objetivos do sistema de controle. Note que minimizando J em(26),

supondo um sistema assintoticamente estável com y(t) escalar, de modo que y(∞) = 0, de certa

forma está sendo exigido que o transitório de y(t) deva ser rápido e sem muitas oscilações.

Outro uso interessante deste custo foi feito em Deaecto et al. (2010), em que J foi igual à energia

dissipada, na forma de calor, devido às resistências presentes nos indutores reais, presentes na

implementação de controladores chaveados em conversores CC−CC.

Deste modo, generalizando-se o Teorema 5 através da inserção do custo garantido definido

em (26), obtém-se o seguinte teorema:

Teorema 6. Considere o sistema linear chaveado incerto(16) e (17) e suponha que a saída

y(t)∈R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ, um escalarρ > 0, matrizes

simétricas Q0 j ∈R
n×n, Qi ∈R

p×p e matrizes simétricas definidas positiva Pk ∈R
n×n, tais que:

Pj −ρIn < 0 (27)

1
2
× (A′

i j Pk+PkAi j +A′
ikPj +PjAik +2C′C)< Q0 j +C′QiC, (28)

Q0 j +C′QλC< 0, (29)

para todo i∈ IKN, j ∈ IK r e k∈ IK r , então a estratégia de chaveamento(21) torna a origem

(x = 0) do sistema(16) e (17) um ponto de equilíbrio globalmente assintoticamente estável e

admite o seguinte limitante superior para o custo garantido

J =
∫ ∞

0
y′(t)y(t) dt ≤ max

j∈IK r
x′0Pjx0 < ρx′0Inx0. (30)
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Demonstração.A prova deste teorema segue os mesmos passos mostrados na demonstração do

Teorema 6. Deste modo, têm-se parax 6= 0:

V̇(x) =
r

∑
k=1

αk x′(A(σ ,α)′Pk+PkA(σ ,α)+C′C−C′C)x

=
r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′(A′
σ jPk+PkAσ j +C′C)x−y′y

=
1
2

r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′(A′
σ jPk+PkAσ j +A′

σkPj +PjAσk+2C′C)x−y′y

<
r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′(Q0 j +C′QσC)x−y′y

=
r

∑
j=1

α j x′(Q0 j +C′QσC)x−y′y

=
r

∑
j=1

α j x′(Q0 j )x+
r

∑
j=1

α jx
′(C′QσC)x−y′y

=
r

∑
j=1

α j x′(Q0 j )x+x′(C′QσC)x−y′y

=
r

∑
j=1

α j x′(Q0 j )x+ min
i∈IKN

(y′Qiy)−y′y

≤
r

∑
j=1

α j x′(Q0 j +(C′QλC))x−y′y< 0

V̇(x)<−y′y≤ 0. (31)

A partir de (17) e uma função candidata de LyapunovV(x) = x′P(α)x, sendoP(α) = α1P1+

α2P2 + . . .+αrPr , note queV(x) > 0. Em seguida, integrando-se (31) e considerando (27),

x(0) = x0 6= 0 eV(x(∞)) = 0, obtém-se para todoj ∈ IK r :
∫ ∞

0
V̇(x)dt ≤−

∫ ∞

0
y′ydt,

V(x(∞))−V(x(0))≤−
∫ ∞

0
y′ydt,

−x′0Pjx0 ≤−
∫ ∞

0
y′ydt,

∫ ∞

0
y′ydt≤ x′0Pjx0 < ρx′0Inx0.

Sabendo-se quėV(x)< 0 para todox 6= 0 eV(x(∞)) = 0, então a origem(x= 0) é um ponto de

equilíbrio globalmente assintoticamente estável. Deste modo, a prova está concluída.
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Então o Teorema 6 fornece o seguinte problema de otimização:

inf
Pj=P′

j>0, ρ>0, Q0 j=Q′
0 j
, Qi=Q′

i

{ρ : (27)− (29) mantém-se∀i ∈ IKN e j ∈ IK r} . (32)

Nos teoremas a seguir, variáveis de folga são inseridas visando aumentar a flexibilidade das

condições dispostas nos casos anteriores.

Teorema 7. Considere o sistema linear chaveado incerto(16) e (17) e suponha que a saída

y(t) ∈ R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ, matrizes X1i ∈ R

n×n,

X2i ∈R
n×n, matrizes simétricas Q0 j ∈R

n×n, Qi ∈R
p×p e matrizes simétricas definidas positiva

Pj ∈ R
n×n, tais que:

[

X1i Ai j +A′
i j X

′
1i

Pj −X1i +A′
i j X

′
2i

Pj −X′
1i
+X2i Ai j −X2i −X′

2i

]

<

[

Q0 j +C′QiC 0

0 0

]

, (33)

Q0 j +C′QλC< 0, (34)

para todo i∈ IKN e j∈ IK r , então a estratégia de chaveamento(21) torna a origem(x= 0) do

sistema(16)e (17)um ponto de equilíbrio globalmente assintoticamente estável.

Demonstração.Considere que (33) e (34) são factíveis. Deste modo, a partir de (21) e (34),

parax 6= 0 segue que:

0> x′(Q0 j +C′QλC)x≥ x′Q0 j x+ min
i∈IKN

(y′Qiy)

= x′(Q0 j +C′QσC)x. (35)

Note que (35) pode ser reescrita como:

0> x′(Q0 j +C′QσC)x= x′
[

In A′(σ ,α)
]

[

Q0 j +C′QσC 0n×n

0n×n 0n×n

][

In
A(σ ,α)

]

x (36)

Desta maneira, observe que a partir de (33) e (36), obtém-se:

0> x′
[

In A′(σ ,α)
]

[

Q0 j +C′QσC 0n×n

0n×n 0n×n

][

In
A(σ ,α)

]

x

> x′
[

In A′(σ ,α)
]

[

X1σ Aσ j +A′
σ jX

′
1σ Pj −X1σ +A′

σ jX
′
2σ

Pj −X′
1σ +X2σ Aσ j −X2σ −X′

2σ

][

In
A(σ ,α)

]

x (37)

Definindo-seP(α) = (α1P1+α2P2+ · · ·+αrPr) e a partir de (17), multiplicando (37) porα j e
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realizando a soma entrej = 1 e j = r, obtêm-se:

0> x′
[

In A′(σ ,α)
]







r

∑
j=1

α j
(

Q0 j +C′QσC
)

0n×n

0n×n 0n×n







[

In
A′(σ ,α)

]

x

> x′
[

In A′(σ ,α)
]

[

X1σ A(σ ,α)+A(σ ,α)′X′
1σ P(α)−X1σ +A(σ ,α)′X′

2σ

P(α)−X′
1σ +X2σ A(σ ,α) −X2σ −X′

2σ

][

In
A′(σ ,α)

]

x

= x′
[

In A′(σ ,α)
]

{[

0 P(α)

P(α) 0

]

+

[

X1σ

X2σ

]

[

A(σ ,α) −In
]

+
[

A(σ ,α) −In
]′
[

X1σ

X2σ

]′}[

In
A(σ ,α)

]

x

= x′
[

In A′(σ ,α)
]

[

0 P(α)

P(α) 0

][

In
A(σ ,α)

]

x. (38)

Considerando a função candidata quadrática de LyapunovV(x) = x′P(α)x, note que a partir de

(17),V(x)> 0 parax 6= 0. Além disto, observe que a partir de (16) e (38),V̇(x)< 0 parax 6= 0.

Deste modo, a prova está concluída.

O teorema a seguir generaliza as condições dispostas no Teorema 7 através da inserção do

custo garantido definido em (30).

Teorema 8. Considere o sistema linear chaveado incerto(16) e (17) e suponha que a saída

y(t)∈R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ, um escalarρ > 0, matrizes

X1i ∈ R
n×n, X2i ∈ R

n×n, matrizes simétricas Q0 j ∈ R
n×n, Qi ∈ R

p×p e matrizes simétricas

definidas positiva Pj ∈ R
n×n, tais que:

Pj −ρIn < 0, (39)

[

X1i Ai j +A′
i j X

′
1i
+C′C Pj −X1i +A′

i j X
′
2i

Pj −X′
1i
+X2i Ai j −X2i −X′

2i

]

<

[

Q0 j +C′QiC 0

0 0

]

, (40)

Q0 j +C′QλC< 0, (41)

para todo i∈ IKN e j ∈ IK r , então a estratégia de chaveamento(21) torna a origem(x = 0)

do sistema(16) e (17) um ponto de equilíbrio globalmente assintoticamente estável e admite o

limitante superior para o custo garantido definido em(30).

Demonstração.A prova deste teorema utiliza as mesmas ideias apresentadasna demonstração
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do Teorema 7. Note que, a partir de (38), segue que:

0> x′
[

In A′(σ ,α)
]

[

C′C P(α)

P(α) 0

][

In
A(σ ,α)

]

x

0> V̇(x)+y′y, (42)

sendoP(α) = (α1P1+α2P2+ · · ·+αrPr). Considerando uma função quadrática de Lyapunov

V(x) = x′P(α)x, note que a partir de (17),V(x) > 0 parax 6= 0. Além disto, observe que

V̇(x)< 0 parax 6= 0 doravante (42). Agora, integrando (42) de zero até o infinito, considerando

x0 = x(0) 6= 0, a partir de (39), têm-se que:

J =
∫ ∞

0
y′ydt< x′0P(α)x0 < max

j∈IK r
(x′0Pjx0)< ρx′0Inx0. (43)

Então o Teorema 8 fornece o seguinte problema de otimização:

inf
Pj=P′

j>0, ρ>0, Q0 j=Q′
0 j
, Qi=Q′

i , X1i , X2i

{ρ : (39)− (41) mantém-se∀i ∈ IKN e j ∈ IK r} . (44)

Agora, considere que o vetorα = [α1 α2 . . . αr ]
′ definido em (17) é incerto, porém in-

variante no tempo. Sendo assim, busca-se flexibilizar as condições dispostas no Teorema 7

inserindo variáveis de folga. Desta maneira, propõe-se o seguinte teorema:

Teorema 9. Considere o sistema linear chaveado incerto(16) e (17) e suponha que a saída

y(t)∈R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈Λ, matrizes X1ik ∈R

n×n, X2ik ∈

R
n×n, matrizes simétricas Q0 jk ∈ R

n×n, Qi ∈ R
p×p e matrizes simétricas definidas positiva

Pjk ∈ R
n×n, tais que:

[

X1ikAi j +X1i j Aik +A′
i j X

′
1ik

+A′
ikX′

1i j
Pjk −X1ik +A′

i j X
′
2ik

+Pk j −X1i j +A′
ikX′

2i j

(∗) −X2ik −X′
2ik

−X2i j −X′
2i j

]

<

[

Q0 jk +Q0k j +2C′QiC 0

0 0

]

, (45)

Q0 jk +C′QλC< 0, (46)

para todo i∈ IKN, j ∈ IK r e k∈ IK r , então a estratégia de chaveamento(21) torna a origem

(x= 0) do sistema(16)e (17)um ponto de equilíbrio globalmente assintoticamente estável.

Demonstração.Considere que (45) e (46) são factíveis. Deste modo, a partir de (21) e (46),
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parax 6= 0 segue que:

0> x′(Q0 jk +C′QλC)x≥ x′Q0 jkx+ min
i∈IKN

(y′Qiy)

= x′(Q0 jk +C′QσC)x. (47)

Deste modo, observe que (47) pode ser reescrita como:

0> x′(Q0 jk +C′QσC)x= x′
[

In A′(σ ,α)
]

[

Q0 jk +C′QiC 0n×n

0n×n 0n×n

][

In
A(σ ,α)

]

x (48)

Agora, considereP(α) = (α1α1P11+α1α2P12+ . . .+αrαrPrr ), X1(σ ,α) = (α1X1σ1+α2X1σ2+

. . .+αrX1σ r ), X2(σ ,α)=(α1X2σ1 +α2X2σ2+ . . .+αrX2σ r ). Deste modo, multiplicando (48) por

α j ×αk e somando entrej = 1 até j = r ek= 1 aték= r, respectivamente, a partir de (45) note

que:

0>
1
2

r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′
[

In A′(σ ,α)
]

[

Q0 jk +Q0k j +2C′QσC 0

0 0

][

In
A(σ ,α)

]

x

>
1
2

r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′
[

In A′(σ ,α)
]





X1σkAσ j +A′
σ jX

′
1σk

+X1σ j Aσk+A′
σkX

′
1σ j

Pjk −X′
1σk

+X2σkAσ j +Pk j −X′
1σ j

+X2σ j Aσ j

Pjk −X1σk +A′
σ jX

′
2σk

+Pk j −X1σ j +A′
σkX

′
2σ j

−X2σk −X′
2σk

−X2σ j −X′
2σ j





[

In
A(σ ,α)

]

x. (49)

Note que (49) pode ser reescrita como:

0>
r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′
[

In A′(σ ,α)
]

[

X1σkAσ j +A′
σ jX

′
1σk

Pjk −X′
1σk

+X2σkAσ j

Pjk −X1σk +A′
σ jX

′
2σk

−X2σk −X′
2σk

][

In
A(σ ,α)

]

x

> x′
[

In A′(σ ,α)
]

[

X1(σ ,α)A(σ ,α)+A(σ ,α)′X1(σ ,α)′

P(α)−X1(σ ,α)′+X2(σ ,α)A(σ ,α)

P(α)−X1(σ ,α)+A(σ ,α)′X2(σ ,α)′

−X2(σ ,α)−X2(σ ,α)′

][

In
A(σ ,α)

]

x

= x′
[

In A′(σ ,α)
]

{[

0 P(α)

P(α) 0

]

+

[

X1(σ ,α)

X2(σ ,α)

]

[

A(σ ,α) −In
]
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+
[

A(σ ,α) −In
]′
[

X1(σ ,α)

X2(σ ,α)

]′}[

In
A(σ ,α)

]

x

= x′
[

In A′(σ ,α)
]

[

0 P(α)

P(α) 0

][

In
A(σ ,α)

]

x. (50)

ConsiderandoP(α) = (α1α1P11+α1α2P12+ . . .+αrαrPrr ) e uma função quadrática candidata

de LyapunovV(x) = x′P(α)x, note que a partir de (17),V(x) > 0, parax 6= 0. Além disto,

observe quėV(x)< 0, doravante de (50) e (16). Deste modo, a prova está concluída.

O teorema a seguir insere o critério de desempenho definido em(30) nas condições dis-

postas no Teorema 9.

Teorema 10.Considere o sistema linear chaveado incerto(16) e (17) e suponha que a saída

y(t)∈R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ, um escalarρ > 0, matrizes

X1ik ∈ R
n×n, X2ik ∈ R

n×n, matrizes simétricas Q0 jk ∈ R
n×n, Qi ∈ R

p×p e matrizes simétricas

definidas positiva Pjk ∈ R
n×n, tais que:

Pjk −ρIn < 0, (51)

[

X1ikAi j +X1i j Aik +A′
i j X

′
1ik

+A′
ikX′

1i j
+2C′C Pjk −X1ik +A′

i j X
′
2ik

+Pk j −X1i j +A′
ikX′

2i j

(∗) −X2ik −X′
2ik

−X2i j −X′
2i j

]

<

[

Q0 jk +Q0k j +2C′QiC 0

0 0

]

, (52)

Q0 jk +C′QλC< 0, (53)

para todo i∈ IKN, j ∈ IK r e k∈ IK r , então a estratégia de chaveamento(21) torna a origem

(x = 0) do sistema(16) e (17) um ponto de equilíbrio globalmente assintoticamente estável e

admite o limitante superior para o custo garantido definido em (30).

Demonstração.Considerando as mesmas ideias utilizadas nos Teoremas 8 e 9, conclui-se que

a partir de (17),V(x) > 0 parax 6= 0. Além disto, observe quėV(x) < 0 parax 6= 0 e o custo

(43) mantêm-se.

Então o Teorema 10 fornece o seguinte problema de otimização:

inf
Pjk=P′jk>0, ρ>0, Q0 jk

=Q′
0 jk

,Qi=Q′
i

X1ik
, X2ik

, X1i j , X2i j

{ρ : (51)− (53) mantém-se∀i ∈ IKN e j,k∈ IK r} . (54)

O teorema a seguir compara as condições dispostas nos Teoremas 5 e 9.
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Teorema 11. Se as condições apresentadas no Teorema 5 são satisfeitas, então as condições

do Teorema 9 também são satisfeitas.

Demonstração.Suponha que as condições (22) e (23) do Teorema 5 são factíveis para todo

i ∈ IKN, j ∈ IK r ek∈ IK r . Se existem matrizesQ0 j , Qi, Pk ePj e uma pequena constanteξ ∈R,

ξ > 0 tais que:

1
2
×
{

(A′
i j Pk+PkAi j +A′

ikPj +PjAik)−2Q0 j −2C′QiC

+ ξ (A′
i j +A′

ik)

(

1
4
×ξ−1In

)

(Ai j +Aik)ξ
}

< 0. (55)

Aplicando o complemento de Schur (BOYD et al., 1994) em (55) obtêm-se:

1
2
×

[

(A′
i j Pk+PkAi j +A′

i j Pj +PjAik)−2Q0 j −2C′QiC ξ (A′
i j +A′

ik)

(Ai j +Aik)ξ −4ξ In

]

< 0. (56)

Observe que, sendoQ0 jk =Q0k j =Q0 j , Pjk =Pk, Pk j =Pj , X1ik =Pk, X1i j =Pj e ,X2i j =X2ik = ξ In
para todoi ∈ IKN, j ∈ IK r ek∈ IK r , se a condição (56) se mantêm, então a condição (45) também

se mantêm. Deste modo, a prova está concluída.

Teorema 12.Se as condições dadas no Teorema 7 são satisfeitas, então as condições do Teo-

rema 9 também são satisfeitas.

Demonstração.Note que, sendoX1ik = X1i , X2ik = X2i e Q0 jk = Q0 j , para todoi ∈ IKN, j ∈ IK r

e k ∈ IK r , então a condição (45) é equivalente à condição (33). Desta maneira, a prova está

concluída.

Durante o desenvolvimento da tese, os Teoremas 5, 7, 9, 11 e 12foram publicados em

Mainardi Júnior et al. (2015). Em seguida, visando generalizar as condições dispostas no Teo-

rema 9, utilizam-se as relaxações propostas em Liu e Zhang (2003) e Teixeira, Assunção e

Avellar (2003).

Teorema 13.Considere o sistema linear chaveado incerto(16) e (17) e suponha que a saída

y(t) ∈ R
p está disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ, matrizes simétricas Q0 jk ∈

R
n×n, Qi ∈ R

p×p, matrizesξi jk = ξ ′
ik j ∈ R

2n×2n, φ jk = φ ′
k j ∈ R

n×n, wjk = w′
k j ∈ R

n×n, Pjk =
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P′
k j ∈ R

n×n, X1 jk ∈ R
n×n, X2 jk ∈ R

n×n, tais que

ψikk− γikk < ξikk, (57)

ψi jk +ψ ′
i jk − γi jk − γ ′i jk < ξi jk +ξ ′

i jk , k 6= j, (58)

θkk < φkk, (59)

θ jk +θ ′
jk < φ jk +φ ′

jk, k 6= j, (60)

Pkk > wkk (61)

Pjk +P′
jk > w jk +w′

jk, k 6= j, (62)

W⋆ > 0, (63)

Φ⋆ < 0, (64)

Ξ⋆
i < 0, (65)

para todo i∈ IKN, j,k∈ IK r , sendo,

W⋆ =









w11 . . . w1r
...

.. .
...

wr1 . . . wrr









, (66)

Φ⋆ =









φ11 . . . φ1r
...

.. .
...

φr1 . . . φrr









, (67)

Ξ⋆
i =









ξi11 . . . ξi1r
...

. . .
...

ξir1 . . . ξirr









, (68)

ψi jk =

[

X1ikAi j +A′
i j X

′
1ik

+X1i j Aik +A′
ikX′

1i j

Pjk −X′
1ik

+X2ikAi j +Pk j −X′
1i j

+X2i j Aik

Pjk −X1ik +A′
i j X

′
2ik

+Pk j −X1i j +A′
ikX′

2i j

−X2ik −X′
2ik

−X2i j −X′
2i j

]

, (69)

γi jk =

[

Q0 jk +Q0k j +2C′QiC 0

0 0

]

, (70)

θ jk = Q0 jk +C′QλC. (71)

Então, a regra de chaveamento(21), torna a origem(x= 0) do sistema linear chaveado incerto

(16)e (17)um ponto de equilíbrio globalmente assintoticamente estável.
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Demonstração.Considere as seguintes definições:

X =

[

X1(σ ,α)

X2(σ ,α)

]

, T =

[

In
A(σ ,α)

]

, ∑ =
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk, ∆(σ ,α) =













α1T

α2T
...

αrT













. (72)

Em seguida, considere que (57)-(65) são factíveis. Então, apartir de (57)-(58), (67)-(72),

parax 6= 0, segue que:

0> x′∆′(σ ,α)Ξ⋆
i ∆(σ ,α)x

= x′∑T ′ξi jkTx

> x′∑T ′
(

ψi jk − γi jk
)

Tx. (73)

A partir de (69)-(71), note que (73) pode ser reescrita como:

0> x′∑T ′

([

X1ikAi j +A′
i j X

′
1ik

+X1i j Aik +A′
ikX′

1i j

Pjk −X′
1ik

+X2ikAi j +Pk j −X′
1i j

+X2i j Aik

Pjk −X1ik +A′
i j X

′
2ik

+Pk j −X1i j +A′
ikX′

2i j

−X2ik −X′
2ik

−X2i j −X′
2i j

]

−

[

Q0 jk +Q0k j +2C′QiC 0

0 0

])

Tx. (74)

Observe que,∑
(

X1ikAi j +X1i j Aik
)

= 2∑X1ikAi j , ∑
(

Pjk +Pk j
)

= 2∑Pjk, ∑
(

X1ik +X1i j

)

=

2∑X1ik e ∑
(

Q0 jk +Q0k j

)

= 2∑Q0 jk . Deste modo, verifique que (74) pode ser reescrita

como:

0> 2x′∑T ′

([

X1ikAi j +(∗) Pjk −X1ik +A′
i j X

′
2ik

(∗) −X2ik −X′
2ik

]

−

[

Q0 jk +C′QiC 0

0 0

])

Tx. (75)

Então, defina queX1(σ ,α) = (α1X1σ1 + α2X1σ2 + . . .+ αrX1σ r ), X2(σ ,α) = (α1X2σ1 +

α2X2σ2 + . . .+αrX2σ r ), Q0(α) = (α1α1Q011+α1α2Q012+α2α1Q021+ . . .+αrαrQ0rr ), P(α) =

(α1α1P11+ α1α2P12+ α2α1P21+ . . .+ αrαrPrr ) e a partir (17) e (75), considerandoσ = i,

obtém-se:

0> x′T ′

([

X1(σ ,α)A(σ ,α)+(∗) (∗)

P(α)−X′
1(σ ,α)+X2(σ ,α)A(σ ,α) −X2(σ ,α)−X′

2(σ ,α)

]

−
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[

Q0(α)+C′QσC 0

0 0

])

Tx

= x′T ′

({[

0 P(α)

P(α) 0

]

+X

[

A′(σ ,α)

−In

]′

+

[

A′(σ ,α)

−In

]

X′

}

−

[

Q0(α)+C′QσC 0

0 0

])

Tx

= x′T ′

([

0 P(α)

P(α) 0

]

−

[

Q0(α)+C′QσC 0

0 0

])

Tx. (76)

Agora, considerando que o mínimo de um conjunto de números reais é menor ou igual do

que a combinação convexa destes números, observe que, a partir de (16) e (21), (76) torna-se:

0> V̇(x)−x′ (Q0(α))x− min
i∈IKN

y′Qiy,

≥ V̇(x)−x′
(

Q0(α)+C′QλC
)

x,

= V̇(x)−x′∑θ jkx. (77)

Consequentemente, considerando uma função candidata de LyapunovV(x) = x′P(α)x, sendo

queP(α) foi definida anteriormente, a partir de (59)-(60), (71), note que (77) pode ser repre-

sentada como:

0> V̇(x)−
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αkx
′θ jkx,

> V̇(x)−
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αkx
′φ jkx. (78)

Em seguida, de (64) e (67), segue que:

V̇(x)<
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk x′φ jkx,

V̇(x)< x′ [α1I α2I . . . αr I ]Φ⋆ [α1I α2I . . . αr I ]
′ x< 0. (79)

Finalmente, a partir de (17), (61), (62), (63) e (66), observe que:

V(x(t)) = x′ [α1I α2I . . . αr I ]









P11 . . . P1r
...

. . .
...

Pr1 . . . Prr









[α1I α2I . . . αr I ]
′ x,

> x′ [α1I α2I . . . αr I ]









w11 . . . w1r
...

. ..
...

wr1 . . . wrr









[α1I α2I . . . αr I ]
′ x,
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= x′
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αkW
⋆x> 0. (80)

Além disto, a partir de (79) e (80), verifique que, respectivamente,V̇(x) < 0 eV(x) > 0, para

x 6= 0. Deste modo, a prova está concluída.

A seguir propõe-se a generalização do Teorema 13 através da inserção de um critério de

desempenho, neste caso, o custo garantido (30).

Teorema 14.Considere o sistema linear chaveado incerto(16) e (17) e suponha que a saída

y(t)∈R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ, um escalarρ > 0, matrizes

simétricas Q0 jk ∈ R
n×n, Qi ∈ R

p×p, matrizesξi jk = ξ ′
ik j ∈ R

2n×2n, φ jk = φ ′
k j ∈ R

n×n, wjk =

w′
k j ∈ R

n×n, Pjk = P′
k j ∈ R

n×n, X1 jk ∈ R
n×n, X2 jk ∈ R

n×n, tais que

ψikk− γikk < ξikk, (81)

ψi jk +ψ ′
i jk − γi jk − γ ′i jk < ξi jk +ξ ′

i jk , k 6= j, (82)

θkk < φkk, (83)

θ jk +θ ′
jk < φ jk +φ ′

jk, k 6= j, (84)

Pkk > wkk (85)

Pjk +P′
jk > w jk +w′

jk, k 6= j, (86)

Pkk−ρIn < 0, (87)

1
2
×
(

Pjk +P′
jk

)

−ρIn < 0, k 6= j, (88)

W⋆ > 0, (89)

Φ⋆ < 0, (90)

Ξ⋆
i < 0, (91)

para todo i∈ IKN, j,k∈ IK r , sendo,

W⋆ =









w11 . . . w1r
...

.. .
...

wr1 . . . wrr









, (92)

Φ⋆ =









φ11 . . . φ1r
...

.. .
...

φr1 . . . φrr









, (93)

Ξ⋆
i =









ξi11 . . . ξi1r
...

. . .
...

ξir1 . . . ξirr









, (94)
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ψi jk =

[

X1ikAi j +A′
i j X

′
1ik

+X1i j Aik +A′
ikX′

1i j
+2C′C

Pjk −X′
1ik

+X2ikAi j +Pk j −X′
1i j

+X2i j Aik

Pjk −X1ik +A′
i j X

′
2ik

+Pk j −X1i j +A′
ikX′

2i j

−X2ik −X′
2ik

−X2i j −X′
2i j

]

, (95)

γi jk =

[

Q0 jk +Q0k j +2C′QiC 0

0 0

]

, (96)

θ jk = Q0 jk +C′QλC. (97)

Então, a regra de chaveamento(21), torna a origem(x= 0) do sistema linear chaveado incerto

(16) e (17) um ponto de equilíbrio globalmente assintoticamente estável e o custo garantido

(30)mantém-se para todas as condições iniciais, x0 = x(0) 6= 0.

Demonstração.A partir da demonstração do Teorema 13, note que:

V̇(x)+y′y<
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk x′φ jkx,

V̇(x)+y′y< x′ [α1I α2I . . . αr I ]Φ⋆ [α1I α2I . . . αr I ]
′ x< 0. (98)

A partir de (80), verifique queV(x) > 0, parax 6= 0. Agora, multiplicando (87) e (88) à

esquerda por[α1I ,α2I , . . . ,αr I ] e à direita por[α1I ,α2I , . . . ,αr I ]
′, segue queP(α)− ρIn < 0.

Em seguida, integrando (98) de zero até o infinito, obtém-se (30). Desta maneira, a prova está

concluída.

Então o Teorema 14 fornece o seguinte problema de otimização:

inf
Pjk=P′k j , ρ>0, Q0 jk

=Q′
0 jk

, Qi=Q′
i , ξi jk=ξ ′ik j

X1ik
, X2ik

, X1i j , X2i j , φ jk=φ ′
k j, w jk=w′

k j

{ρ : (81)− (91) mantém-se∀i ∈ IKN e j,k∈ IK r} . (99)

Teorema 15.Se as condições do Teorema 9 são mantidas, então as condiçõesdadas no Teo-

rema 13 também se mantêm.

Demonstração.A partir das definições (69) e (70), sendoψi jk = ψ ′
i jk , γi jk = γ ′i jk , então a

condição (45) é equivalente àψi jk − γi jk < 0, para todoi ∈ IKN e k, j ∈ IK r . Se (45) é man-

tida, então existeξikk = ψikk− γikk+ εI , sendoε > 0, um escalar suficientemente pequeno, tal

que,ξikk < 0, para todoi ∈ IKN e k ∈ IK r , e ξi jk = 0 parak 6= j, i ∈ IKN, j,k ∈ IK r , tal que,

(57) e (58) são mantidas. Além disto, neste caso, a condição (65) também se mantém, porque

pode ser reescrita como mostrado em (68). Observe que no Teorema 9,Pjk = P′
jk > 0, porém,

não se faz necessário quePjk = P′
k j, para j 6= k. No entanto, note queP(α) =

r

∑
j=1

α2
j Pj j +
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r

∑
j 6=k

α jαk
(

Pjk +Pk j
)

=
r

∑
j=1

α2
j Pj j +

r

∑
j 6=k

α jαk
(

PNjk +PNk j

)

, sendoPNjk = P′
Nk j

=
1
2
×
(

Pjk +Pk j
)

.

Adicionalmente, na condição (45) do Teorema 9, verifique quePjk aparece somada comPk j.

Sendo assim,Pjk + Pk j = PNjk + PNk j . Portanto, sem perda de generalidade, considere que

Pjk = P′
k j. Em seguida, note que, existewkk = Pkk− εI , sendoε > 0 um escalar suficiente-

mente pequeno, tal que,wkk > 0 para todok ∈ IK r , e w jk = 0 para j 6= k, tal que as condições

(61) e (62) se mantém. Nesta situação, a condição (63) tambémé mantida, porque pode ser ree-

scrita como apresentado em (66). Agora, a partir da definição(71), a condição (46) equivale-se

àθ jk < 0, j,k∈ IK r . Sendo assim, quando (46) se mantém, observe que (59) e (60) também são

mantidas paraφikk = γikk+ εI , sendo que,ε > 0 é um escalar suficientemente pequeno, tal que,

φikk < 0, para todoi ∈ IKN e k ∈ IK r , e φi jk = 0, para j 6= k, i ∈ IKN e k, j ∈ IK r . Deste modo,

a condição (64) mantém-se, porque pode ser reescrita como mostrado em (67). Finalmente,

quando (51) é mantida para algumρ > 0, as condições (87) e (88) também são mantidas. Desta

maneira, a prova está concluída.

A seguir, propõe-se contemplar a saída como uma nova variável de estado. Tal abordagem

visa aumentar a ordem do sistema. Ao fazê-lo, a regra de chaveamento pode ser generalizada

através da inserção de outras variáveis de decisão. Sendo assim, o novo vetor de variáveis de

estado, será composto porx(t) ∈ R
n e y(t) ∈ R

p. Considere que o sistema linear chaveado

incerto (10) possa ser reescrito como:
{

ẋ(t) = A(σ ,α)x(t), x(0) = x0

ẏ(t) =CA(σ ,α)x(t)
(100)

Deste modo, a expressão (100) pode ser reescrita como:

ξ̇ (t) = AN(σ ,α)ξ , ξ (0) = ξ0, (101)

sendoξ =

[

x

y

]

eAN(σ ,α) =

[

A(σ ,α) 0

CA(σ ,α) 0

]

.

A partir de (17) e (101) propõe-se o seguinte teorema:

Teorema 16.Considere o sistema linear chaveado incerto(100)e (101)e suponha que a saída

y(t) ∈ R
p está disponível para realimentação. Se existirem,λ ∈ Λ, matrizes simétricas P0 jk ∈

R
n×n, P1 jk ∈ R

p×p, Zi ∈ R
p×p, Qi ∈ R

p×p e Q0 jk ∈ R
n×n, tais que:

[

P0 jk 0n×p

0p×n P1 jk

]

> 0, (102)

[

A′
i j P0 jk +P0 jkAi j A′

i jC
′P1 jk

P1 jkCAi j 0p×p

]

<

[

Q0 jk C′Zi

ZiC Qi

]

, (103)
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Q0 jk +C′(2Zλ +Qλ )C< 0, (104)

para todo i∈ IKN, j e k∈ IK r , então a estratégia de chaveamento

σ(y) = arg min
i∈IKN

[

y′(2Zi +Qi)y
]

, (105)

torna o ponto de equilíbrio(x = 0) do sistema representado por(17) e (101) globalmente

assintoticamente estável.

Demonstração.Considere que (102), (103) e (104) são factíveis e uma função candidata quadrática

de Lyapunov:

V(ξ ) =
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αkξ ′

[

P0 jk 0

0 P1 jk

]

ξ , (106)

sendok= 1,2, . . . , r e j = 1,2, . . . , r.

A partir de (100), (101), (103), (104), (105) e (106) têm-se que:

V̇(ξ ) =
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x

y

]′{[

A′
σ j A′

σ jC
′

0 0

][

P0 jk 0

0 P1 jk

]

+

[

P0 jk 0

0 P1 jk

][

Aσ j 0

CAσ j 0

]}[

x

y

]

=
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x

y

]′[

A′
σ jP0 jk +P0 jkAσ j A′

σ jC
′P1 jk

P1 jkCAσ j 0

][

x

y

]

<
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x

y

]′[

Q0 jk C′Zσ

ZσC Qσ

][

x

y

]

=
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x′(Q0 jk)x+y′(2Zσ +Qσ )y
]

=
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x′(Q0 jk)x
]

+ min
i∈KN

y′(2Zi +Qi)y

≤
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

Q0 jk +C′(2Zλ +Qλ )C
]

< 0. (107)

Note que, a primeira desigualdade é obtida considerando (103). A partir de (17) e (106), veri-

fique queV(ξ )> 0, paraξ0 = ξ (0) 6= 0 e a partir de (107),̇V(ξ )< 0. Deste modo, a prova está

concluída.

O teorema a seguir generaliza as condições do Teorema 16 através da inserção de um

critério de performance definido anteriormente, o custo garantido (30).

Teorema 17.Considere o sistema linear chaveado incerto definido(100)e (101)e que a saída

da planta y(t)∈R
p está disponível para realimentação. Se existirem,λ ∈ Λ, um escalar,ρ > 0,

matrizes simétricas P0 jk ∈ R
n×n, P1 jk ∈ R

p×p, Zi ∈ R
p×p, Qi ∈ R

p×p e Q0 jk ∈ R
n×n, tais que
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[

P0 jk 0n×p

0p×n P1 jk

]

−ρI(n+p) < 0, (108)

[

P0 jk 0n×p

0p×n P1 jk

]

> 0, (109)

[

A′
i j P0 jk +P0 jkAi j +C′C A′

i jC
′P1 jk

P1 jkCAi j 0p×p

]

<

[

Q0 jk C′Zi

ZiC Qi

]

, (110)

Q0 jk +C′(2Zλ +Qλ )C< 0, (111)

para todo i∈ KN, j e k∈ Kr , então a nova estratégia de chaveamento(105) torna a origem

(x = 0) do sistema linear chaveado incerto(17) e (101) um ponto de equilíbrio globalmente

assintoticamente estável e o custo garantido(30) mantêm-se para todas as condições iniciais,

ξ0 = ξ (0) 6= 0.

Demonstração.A partir da demonstração do Teorema 16, observe que:

V̇(ξ ) =
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x

y

]′{[

A′
σ jP0 jk +P0 jkAσ j +C′C A′

σ jC
′P1 jk

P1 jkCAσ j 0

]

−

[

C′C 0

0 0

]}[

x

y

]

<
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x

y

]′{[

Q0 jk C′Zσ

ZσC Qσ

]

−

[

C′C 0

0 0

]}[

x

y

]

=
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x′(Q0 jk)x+y′(2Zσ +Qσ )y
]

−y′y

=
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x′(Q0 jk)x
]

+ min
i∈KN

y′(2Zi +Qi)y−y′y

≤
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk x′
(

Q0 jk +C′ (2Zλ +Qλ )C
)

x−y′y

<−y′y≤ 0. (112)

A partir de (17) e considerando uma função quadrática de Lyapunov (106), note que,V(ξ )> 0

paraξ 6= 0. Em seguida, verifique que a partir de (112),V̇(ξ )< 0 paraξ 6= 0. Agora, integrando

(112) de zero até o infinito, considerando (108) eξ0 = ξ (0) 6= 0, obtém-se (43). Sendo assim,

a prova está concluída.
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Então o Teorema 17 fornece o seguinte problema de otimização:

inf
P0 jk

=P′0 jk
, P1 jk

=P′1 jk
, ρ>0

Q0 jk
=Q′

0 jk
, Qi=Q′

i , Zi=Z′
i

{ρ : (108)− (111) mantém-se∀i ∈ IKN e j,k∈ IK r} . (113)

Na seção a seguir, considera-se a realimentação dinâmica desaída. Utiliza-se, além da saída

medida da planta, a saída filtrada como uma nova variável a serconsiderada na estratégia ou lei

de chaveamento.

3.2.2 Realimentação dinâmica da saída para sistemas lineares chaveados incertos

Esta subseção destina-se ao estudo e análise de conceitos relacionados a compensadores dinâmi-

cos para o controle de sistemas lineares chaveados incertos. Tal tópico de pesquisa, conforme

descrito anteriormente, apresenta importantes contribuições na literatura, para mais detalhes,

veja (GEROMEL; COLANERI; BOLZERN, 2008). Porém, na maioria dos trabalhos, a regra

de chaveamento não depende da saída medida da planta. Os autores utilizam um filtro de ordem

completa em cascata com a planta. Sendo assim, a regra de chaveamento entre os subsistemas

depende das variáveis de estado estimadas através deste filtro.

Deste modo, objetiva-se projetar uma nova regra de chaveamento dependente da saída da

planta e também da saída filtrada. Desta maneira, consideram-se compensadores dinâmicos em

cascata inseridos na saída medida da planta. em Geromel, Colaneri e Bolzern (2008) os autores

propuseram a realimentação dinâmica de saída para o controle de sistemas lineares chaveados

incertos usando uma classe particular de matrizes, conhecidas como DesigualdadesLyapunov-

Metzlere uma estrutura especial para a função candidata de Lyapunov:

Pi =

[

X V

V ′ X̂i

]

, detV 6= 0. (114)

De (GEROMEL; COLANERI; BOLZERN, 2008), a estratégia de chaveamento é definida

como:

u(x̂) = argmin
i∈IKN

x̂′X̂i x̂, (115)

sendo ˆx o vetor estado estimado do filtro. Neste trabalho, considera-se que a matrizP(α) é

incerta, porém, invariante no tempo, conforme mostrado em (17). Sendo assim, a metodologia

de controle proposta em Geromel, Colaneri e Bolzern (2008) nãopode ser diretamente aplicada.

Desta maneira, propõe-se adicionar novas variáveis de estado visando aumentar a ordem do

sistema através da inserção de um ou mais filtros dinâmicos emcascata na saída medida da

planta, como mostrado na Figura 1.
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Figura 1 - Diagrama de Controle Proposto .

Lei de Chaveamento
ẋ(t) = A(σ ,α)x(t)
y(t) =Cx(t)

y(t)

yFM (t)
Filtro 1Filtro 2Filtro 3Filtro M

1
2

N

Fonte: Elaboração do próprio autor.

Note que, na metodologia de controle proposta, a escolha da função de transferência do

filtro dinâmico é critério do projetista. Neste trabalho, adotou-se a seguinte dinâmica do com-

pensador:

φ =
w

s+w
. (116)

A partir de (116), note que o novo vetor de saída é dado por:

ẏF(t) =













ẏF1(t)

ẏF2(t)
...

ẏFM(t)













=













w(y(t)−yF1(t))

w(yF1(t)−yF2(t))
...

w(yFM−1(t)−yFM(t))













, (117)

sendoM o número de filtros dinâmicos em cascata alocados na saída medida. Sendo assim,

considerando (116)-(117), a nova dinâmica da planta pode ser descrita como:
{

ξ̇ (t) = Â(σ ,α)ξ (t), ξ (0) = ξ0,

υ(t) = Ĉξ (t),
(118)

sendoξ (t) = [x(t)′ yF(t)
′]′ ∈R

q, υ = [y(t)′ yF(t)
′]′ ∈R

z, Â∈R
q×q, Ĉ∈R

z×q, q= n+(M× p),

z= (1+M)× p.

As matrizes do sistema aumentado são descritas usando os parâmetros do sistema original

(16), (17) e também através do número de filtros(M) selecionados pelo usuário, como segue:

Â(σ ,α) =

[

A(σ ,α) TM

VM WM

]

, (119)

Ĉ=

[

C RM

T ′
M ZM

]

, (120)

sendo que:TM ∈ R
n×Mp, VM ∈ R

Mp×n, WM ∈ R
Mp×Mp, RM ∈ R

p×Mp e ZM ∈ R
Mp×Mp são

descritas como:

TM = 0n×pM (121)
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VM =























[

wC

0p(M−1)×n

]

,seM > 1

wC ,seM = 1

(122)

WM =











Wi, j =−wIp, se, i = j,

Wi, j = wIp, se, i > j e i− j = 1,

Wi, j = 0p, caso contrário,

(123)

RM = 0p×pM (124)

ZM =

{

Zi, j = Ip, sei = j,

Zi, j = 0p, sei 6= j,
(125)

parai, j ∈ {1,2, . . . ,M}.

Observação 4.Note que, a metodologia de compensadores dinâmicos propostaacima, diferen-

temente das ideias publicadas em Geromel, Colaneri e Bolzern(2008), não exige que os filtros

dinâmicos apresentem a mesma ordem da planta. Nos resultadosde simulação, diferentes casos

serão considerados.

Sendo assim, a partir de (118)-(125), formula-se o seguinteproblema de controle:

Problema 3. Projetar uma regra de chaveamentoσ(.) : Rp →{1,2, . . . ,N} tal que:

σ(t) = u(υ(t)) , (126)

torne o ponto de equilíbrioξ = 0 do sistema definido em(17) e (118) globalmente assintoti-

camente estável e que também satisfaça um certo índice de desempenho, por exemplo, o custo

garantido(30).

Desta maneira, a partir de (117), (118), propõe-se uma solução para o Problema de Controle

3.

Observação 5.Cabe ressaltar que, a metodologia de realimentação dinâmicaproposta neste

trabalho pode ser aplicada em qualquer teorema desenvolvido na seção anterior. Porém,

aplicou-se, como exemplo de projeto, a abordagem proposta nas condições do Teorema 9.

Teorema 18. Considere o sistema linear chaveado incerto(17), (117) e (118) e que a saída

y(t) ∈ R
p está disponível para realimentação. Se existirem,λ ∈ Λ, matrizesΨ1ik ∈ R

q×q,

Ψ2ik ∈R
q×q, matrizes simétricasΓ0 jk ∈R

q×q, Γi ∈R
z×z e matrizes simétricas definidas positiva
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PNjk ∈ R
q×q, tais que:

[

Ψ1ikÂi j +Ψ1i j Âik +(∗) PNjk −Ψ1ik + Â′
i j Ψ

′
2ik

+PNk j−Ψ1i j + Â′
ikΨ′

2i j

PNjk −Ψ′
1ik

+Ψ2ikÂi j +PNk j −Ψ′
1i j

+Ψ2i j Âik −Ψ2ik −Ψ2i j − (∗)

]

<





Γ0 jk +Γ0k j +2Ĉ′ΓiĈ 0

0 0



 , (127)

Γ0 jk +Ĉ′ΓλĈ< 0, (128)

para todo i∈ IKN, j ∈ IK r e k∈ IK r , então a estratégia de chaveamento,

σ(υ) = arg min
i∈IKN

(υ ′Γiυ) (129)

torna a origem(ξ = 0) do sistema linear chaveado incerto(17), (117) e (118) um ponto de

equilíbrio globalmente assintoticamente estável.

Demonstração.Considere que (127) e (128) são factíveis. A partir de (128) e (129), note que:

0> ξ ′(Γ0 jk +Ĉ′ΓλĈ)ξ ≥ ξ ′Γ0 jkξ + min
i∈IKN

υ ′Γiυ

= ξ ′(Γ0 jk +Ĉ′ΓσĈ)ξ (130)

Observe que, (130) pode ser reescrita como:

0>
r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α jξ ′

[

In
Â(σ ,α)

]′[

Γ0 jk +Ĉ′ΓσĈ 0

0 0

][

In
Â(σ ,α)

]

ξ ,

=
1
2
×

r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α jξ ′

[

In
Â(σ ,α)

]′[

Γ0 jk +Γ0k j +2Ĉ′ΓσĈ 0

0 0

][

In
Â(σ ,α)

]

ξ . (131)

Deste modo, a partir de (127) e (131), obtém-se:

0>
1
2
×

r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α jξ ′

[

In
Â(σ ,α)

]′[

Ψ1ikÂi j +Ψ1i j Âik +(∗)

PNjk −Ψ′
1ik +Ψ2ikÂi j +PNk j −Ψ′

1i j +Ψ2i j Âik

(∗)

−Ψ2ik −Ψ2i j − (∗)

][

In
Â(σ ,α)

]

ξ . (132)

Note que de (132) tem-se que:
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0>
r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α jξ ′

[

In
Â(σ ,α)

]′[

Ψ1ikÂi j + Â′
i j Ψ

′
1ik

PNjk −Ψ′
1ik +Ψ2ikÂi j

(∗)

−Ψ2ik −Ψ′
2ik

][

In
Â(σ ,α)

]

ξ .

(133)

Definindo-sePN(α) = (α1α1PN11+α1α2PN12+ . . .+αrαrPNrr ), Ψ1(σ ,α) = (α1Ψ1σ1+α2Ψ1σ2+

. . .+αrX1σ r), Ψ2(σ ,α)=(α1Ψ2σ1 +α2Ψ2σ2+ . . .+αrΨ2σ r), note que (133) pode ser reescrita

como:

0> ξ ′
[

In Â′(σ ,α)
]

{[

0 PN(α)

PN(α) 0

]

+





Ψ1(σ ,α)

Ψ2(σ ,α)





[

Â(σ ,α) −In
]

+

[

Â′(σ ,α)

−In

]

[

Ψ′
1(σ ,α) Ψ′

2(σ ,α)
]

}[

In
Â(σ ,α)

]

ξ ,

0>
[

In Â′(σ ,α)
]

[

0 PN(α)

PN(α) 0

][

In
Â(σ ,α)

]

. (134)

Considerando uma função candidata de LyapunovV(ξ ) = ξ ′PN(α)ξ , note que de (17),V(ξ )>
0 paraξ 6= 0 e de (118) e (134), segue queV̇(ξ )< 0. Deste modo, a prova está concluída.

O teorema a seguir generaliza as condições do Teorema 18 através da inserção de um

critério de desempenho, neste caso, o custo garantido (30).

Teorema 19. Considere o sistema linear chaveado incerto(17), (117) e (118) e que a saída

y(t) ∈ R
p está disponível para realimentação. Se existirem, um escalar ρ > 0, λ ∈ Λ, matrizes

Ψ1ik ∈ R
q×q, Ψ2ik ∈ R

q×q, matrizes simétricasΓ0 jk ∈ R
q×q, Γi ∈ R

z×z e matrizes simétricas

definidas positiva PNjk ∈ R
q×q, tais que:

PNjk −ρIq < 0, (135)

[

Ψ1ikÂi j +Ψ1i j Âik +(∗)+2C′
cCc (∗)

PNjk −Ψ′
1ik

+Ψ2ikÂi j +PNk j −Ψ′
1i j

+Ψ2i j Âik −Ψ2ik −Ψ2i j − (∗)

]

<





Γ0 jk +Γ0k j +2Ĉ′ΓiĈ 0

0 0



 , (136)

Γ0 jk +Ĉ′ΓλĈ< 0, (137)

para todo i∈ IKN, j ∈ IK r e k∈ IK r , então a estratégia de chaveamento(129) torna a origem

(ξ = 0) do sistema linear chaveado incerto(117)e (118)um ponto de equilíbrio globalmente

assintoticamente estável e o custo garantido(30)mantêm-se paraξ0 = ξ (0) 6= 0.
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Observação 6.Note que, na definição do custo garantido(30), somente a saída medida da

planta é utilizada para o cômputo. Desta maneira, define-se amatriz Cc ∈ R
z×q:

Cc =

[

C TM

T ′
M TM

]

. (138)

Demonstração.A partir da demonstração do Teorema 18 note que:

0> x′
[

In Â′(σ ,α)
]

[

C′C P(α)

P(α) 0

][

In
Â(σ ,α)

]

x

0> V̇(x)+y′y, (139)

sendoP(α) = (α1α1P11+α1α2P12+ · · ·+αrαrPrr ). Considerando uma função quadrática de

LyapunovV(ξ ) = ξ ′P(α)ξ , note que a partir de (17),V(ξ ) > 0 paraξ 6= 0. Além disto,

observe quėV(ξ ) < 0 paraξ 6= 0 doravante (139). Agora, integrando (139) de zero até o

infinito, considerandoξ0 = ξ (0) 6= 0, obtém-se (30). Deste modo, a prova está concluída.

Então o Teorema 19 fornece o seguinte problema de otimização:

inf
PNjk

=P′Njk
>0, ρ>0, Γ0 jk

=Γ′0 jk
,Γi=Γ′i

Ψ1ik
, Ψ2ik

, Ψ1i j , Ψ2i j

{ρ : (135)− (137) mantém-se∀i ∈ IKN e j,k∈ IK r} . (140)

Teorema 20.Se as condições dispostas no Teorema 9 são satisfeitas, então as condições dis-

postas no Teorema 18 também são atendidas.

Demonstração.Suponha que as condições do Teorema 9 são satisfeitas. Então, existemλ ∈ Λ,

X1ik , X2ik , Q0 jk = Q′
0 jk

, Qi = Q′
i e Pjk = P′

jk que tornam as condições (45) e (46) factíveis para

i ∈ IKN, j,k∈ IK r . Objetiva-se mostrar que existem matrizes,Ψ1ik ∈R
q×q, Ψ2ik ∈R

q×q, Γ0 jk =

Γ′
0 jk

∈ R
q×q, Γi = Γ′

i ∈ R
z×z ePNjk = P′

Njk
> 0∈ R

q×q, descritas abaixo:

Ψ1ik =

[

X1ik 0

0 δ I

]

, Ψ2ik =

[

X2ik 0

0 δ I

]

, Γ0 jk =

[

Q0 jk 0

0 δ I

]

,

Γi =

[

Qi 0

0 −δ I

]

, PNjk =

[

P0 jk 0

0 δ I

]

, (141)

sendo um escalarδ > 0, que tornem factíveis as condições dispostas no Teorema 18, dadas em

(127) e (128). A prova é dividida em duas etapas. No primeiro passo, prova-se que a LMI (127)

é factível. Em seguida, a análise segue para a condição (128).

Passo IConsidere que todas as matrizes tenham dimensões adequadas.Substituindo as

matrizes dispostas em (141) na condição (127) do Teorema 18,considerando (118)-(125) e
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multiplicando à esquerda porT e à direitaT ′, obtém-se:

T =













I 0 0 0

0 0 I 0

0 I 0 0

0 0 0 I













, (142)

[

Z1i jk Z′
2i jk

δ
δZ2i jk δZ3i jk

]

< 0, (143)

sendo que,Z1i jk < 0 é equivalente à condição (45) disposta no Teorema 9. Além disso, verifique

que:

Z2i jk =

[

2CwI 0

2CwI 0

]

, (144)

Z3i jk =

[

−4wI −2wI

−2wI −4I

]

. (145)

Aplicando o complemento de Schur em (143), note que:

−Z1i jk −δZ2i jk (δZ3i jk )
−1δZ′

2i jk
> 0. (146)

Como−Z1i jk > 0, então existe umδ > 0 suficientemente pequeno, tal que:

ρmin

(

−Z1i jk

)

> ρmax

(

δZ2i jk (Z3i jk )
−1Z′

2i jk

)

, (147)

sendo queρ representa os autovalores, a expressão (146) é satisfeita.Desta forma, (143) é

atendida.

Passo II Verifica-se que, a partir de (141), utilizandoλ ∈ Λ obtido no Teorema 9, e uti-

lizando as equações que descrevem o sistema aumentado (118)-(120), a expressão (128) pode

ser reescrita como:

Γ0 jk +Ĉ′ΓλĈ=

[

Q0 jk 0

0 −δ I

]

+

[

C′ 0

0 I

][

Qλ 0

0 Q̃λ

][

C 0

0 I

]

(148)

=

[

Q0 jk +C′QλC 0

0 −δ I + Q̃λ

]

, (149)

sendo queQ̃λ será definida a seguir. A partir de (46), verifique queQ0 jk +C′QλC < 0. Desta

maneira, para queΓ0 jk + Ĉ′ΓλĈ < 0, basta que,−δ I + Q̃λ < 0 , sendo que, de (141),̃Qλ =

−
N

∑
i=1

λiδ I . Deste modo, comoλ1 + λ2 + . . .+ λN = 1, tem-se que, para um escalarδ > 0,

−δ I + Q̃λ = −2δ I < 0. Segundo as demonstrações explicitadas nos passos I e II, aprova está

concluída.
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A seguir são apresentados três exemplos numéricos visando comprovar a eficácia da técnica

de controle proposta nos teoremas supracitados. Os Exemplos 1 e 2 mostram que as condições

propostas no Teorema 18 apresentam regiões de factibilidades maiores se comparadas com as

condições dispostas nos Teoremas 4, 5, 7, 9, 13, 16. Além disto, gráficos de superfície mostram

a variação do custo garantido (30) em relação às incertezas politópicas. Para finalizar, calcula-

se o custo definido em (30) comparando-se os valores obtidos com os Teoremas 6, 8, 10, 14, 17

e 19. A partir do Exemplo 3, verifica-se que as condições propostas no Teorema 18 estabilizam

o ponto de equílibrio(x= 0), mesmo quando, as matrizes dos subsistemas não são Hurwitz.

3.3 EXEMPLO 1 - SIMULAÇÃO COMPUTACIONAL

Considere o sistema linear incerto (16) e (17), sendor = N = 2, i ∈ {1,2}, j ∈ {1,2}, e as

seguintes matrizes que representam as dinâmicas dos subsistemas:

A11 =







0 1 0

1 −3 0

1 0 −1






, A12 =







h1 1 0

1 −1 0

1 0 −1







A21 =







−1 −1,5 0

−2 −1 0

0 1 −1






, A22 =







−1 −0,5 0

−2 h2 0

0 1 −1







Observe que as matrizesA12 eA22 dependem dos parâmetros incertosh1 eh2. Deste modo, note

que a matrizA12 não é Hurwitz para todosh1 ∈ [−30,−20] e matrizA22 é Hurwitz para todosh2

∈ [0, 1,5]. Além disto, verifica-se que asA11 e A21 não são Hurwitz. Neste primeiro exemplo

apresenta-se um estudo comparativo sobre a região de factibilidade obtida através das condições

dos Teoremas 4, 5, 7, 9, 13, 16 e 18 para alguns pares deh1 e h2, sendoh1 ∈ [−30,−20] e h2

∈ [0, 1,5]. Além disto, comparações entre o custo garantido (30) são realizadas a partir das

condições propostas nos Teoremas 6, 8, 10, 14, 17 e 19. A matriz de saída do sistema linear

incerto chaveado (16) e (17) é dada por:

C=

[

1 0 0

0 0 1

]

(150)

Osolverutilizado para solucionar as LMIs foi oLMILabcom a interface doYalmip(LOFBERG,

2004) em ambiente MATLAB.

3.3.1 Estudo sobre regiões de factibilidade I

Inicialmente, adotou-seλ1 = λ2 = 0,5. Cabe ressaltar que escolheram-se tais valores baseando-

se na factibilidade obtida pelas condições dispostas no Teorema 4 considerando-seh1 ∈ [−30,−20]
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eh2 ∈ [0, 1,5], ou seja, para quaisquer outros valores deλ1 6= 0,5, a solução do Teorema 4 é in-

factível. Em seguida, realizar-se-á a comparação entre as áreas de factibilidades obtidas através

das condições dos Teoremas 4, 5, 7, 9, 13, 16 e 18.

A Figura 2 mostra um estudo comparativo entre as regiões de factibilidade obtidas através

das condições propostas nos Teoremas 4 e 5. Observa-se que a região de factibilidade obtida

com o Teorema 5 é maior se comparada com a região alcançada pelo Teorema 4. Tal fato pode

ser justificado pela maior flexibilidade das variáveis do projeto.

Na Figura 3 apresenta-se o estudo comparativo sobre a factibilidade para os Teoremas 5 e

7. Note que a região de factibilidade alcançada através das condições do Teorema 7 é maior

do que a região obtida pelo Teorema 5. Este aumento pode ser justificado pela inclusão das

variáveis de folga presentes no Teorema 7.

Na Figura 4 comparam-se as regiões de factibilidades atingidas pelos Teoremas 7 e 9.

Verifica-se que o Teorema 9 apresenta condições mais relaxadas, e portanto, justifica-se o au-

mento na área de factibilidade.

Na Figura 5 comparam-se as regiões de factibilidades obtidas através das condições dos

Teoremas 9 e 18, considerando-se apenas um filtro dinâmico nasaída da planta, ew = 50.

Verifica-se que a realimentação dinâmica de saída proporcionou um ganho considerável na

região de factibilidade. Tal fato, pode-se explicar pela flexibilização nas condições do Teo-

rema 18 e também pela nova regra de chaveamento (129), que além da saída medida, também

considera a saída filtrada como variável para definir o subsistema a ser ativado.

Observação 7.Para os valores deλ1 = λ2 = 0,5 adotados neste exemplo, as condições dis-

postas nos Teoremas 13 e 16 apresentaram a mesma região de factibilidade obtida através das

condições do Teorema 9. Deste modo, na Subseção 3.3.2 adotam-se outros valores para os

parâmetros da combinação convexa visando refazer as comparações referentes às regiões de

factibilidade obtidas com os Teoremas 9, 13 e 16.

3.3.2 Estudo sobre regiões de factibilidade II

Considere queλ1 = 0,75 eλ2 = 0,25. Tais valores foram escolhidos pois apresentam a maior

região de factibilidade. Objetiva-se comparar as regiões de factibilidade obtidas com as condições

dos Teoremas 9, 13 e 16 considerando alguns pares deh1 ∈{−30,−20} eh2 ∈{2,3}. Na Figura

6 comparam-se as regiões de factibilidade obtidas através das condições dos Teoremas 9 e 16.

Ao considerar a saída medida como uma nova variável de estado, as condições do Teorema 16

tornam-se mais flexíveis. Deste modo, justifica-se o aumentoda região factível.

Observação 8.Note que a região de factibilidade obtida através das condições dos Teoremas

9 e 13 permanecem iguais. Porém, no Exemplo2, com a inserção de mais um subsistema e
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Figura 2 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 4 e 5, sendo que a regiãofactível obtida
através do Teorema 4 é representada por(•) e região factível obtida através do Teorema 5 é
representada por(•) e (×) .

−30 −29 −28 −27 −26 −25 −24 −23 −22 −21 −20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

h 2

h1
Fonte: Elaboração do próprio autor.

também com o aumento do número de incertezas, verificar-se-áque as condições mais gerais

do 13 atingem maiores regiões de factibilidade e também reduzem o custo garantido.

3.3.3 Cômputo do custo garantido

A seguir, comparar-se-á os custos obtidos através das condições propostas nos Teoremas 6, 8,

10, 14, 17 e 19. Para o cômputo do custo garantido definido em (30), inicialmente considera-se

λ1 = λ2 = 0,5, h1 ∈ [−30,−20], h2 ∈ [0, 0,7] e uma condição inicialx0 = [2 1]′.

A Figura 7 mostra a variação do custo garantido em relação aosparâmetros incertosh1 e

h2, obtida através da solução das condições propostas no Teorema 6. Verifica-se que, a partir da

Figura 3, as condições propostas no Teorema 5 são factíveis até h2 = 0,7. Tal fato, também se

observa no cômputo do custo garantido. Pode-se observar queconformeh1 e h2 aumentam, o

valor do custo garantido também aumenta.

Na Figura 8 refaz-se a análise para o Teorema 8. Note que, as condições menos conser-

vadoras propostas no Teorema 8 reduziram o valor do custo garantido significativamente. Já,

a Figura 9 traça a variação do custo com relação as condições do Teorema 10. Tais condições

são menos conservadores e também reduziram o valor do custo,se comparado ao custo atingido

com o Teorema 5.
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Figura 3 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 5 e 7, sendo que a regiãofactível obtida
através do Teorema 5 é representada por(•) e região factível obtida através do Teorema 7 é
representada por(•) e (×) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

As Figuras 10, 11 e 12 mostram a variação do custo garantido obtido através das condições

dos Teoremas 14, 17 e 19, respectivamente. Verifique que, as condições menos conservadoras

do Teorema 17 reduziram o custo garantido se comparado com ascondições do Teorema 14. A

mesma análise segue para a diminuição do custo garantido, verificada através da flexibilização

das condições do Teorema 19 quando comparadas às condições do Teorema 17.

Na Figura 13, a análise retrata uma comparação entre os custos garantidos calculados pelos

Teoremas 10, 17 e 19. Verifica-se que, conforme esperado, as condições menos conservadores

propostas no Teorema 19 (traço verde) tornaram o custo garantido menor ou igual ao valores

obtidos com as condições do Teorema 10 (traço preto) e Teorema 17 (traço vermelho).

Observação 9.Note que, para o Exemplo1, as condições do Teoremas 10 e 14 apresentaram

o mesmo valor para o custo garantido. Porém, quando aumenta-se a ordem do sistema, ou

adicionam-se novas incertezas, as condições mais relaxadas do Teorema 14 reduzem o valor

do custo garantido e aumentam a região de factiblidade. No Exemplo2 estas afirmações tornar-

se-ão mais claras.
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Figura 4 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 7 e 9, sendo que a regiãofactível obtida
através do Teorema 7 é representada por(•) e região factível obtida através do Teorema 9 é
representada por(•) e (×) .

−30 −29 −28 −27 −26 −25 −24 −23 −22 −21 −20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

h 2

h1

Fonte: Elaboração do próprio autor.

Figura 5 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 9 e 18, sendo que a região factível obtida
através do Teorema 9 é representada por(•) e região factível obtida através do Teorema 18
é representada por(•) e (×) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.
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Figura 6 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 9 e 16, sendo que a região factível obtida
através do Teorema 9 é representada por(•) e a região factível obtida através do Teorema 16
é representada por(•) e (×) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Figura 7 - Variação do custo (30) em função dos parâmetros incertosh1 e h2 obtida através das
condições do Teorema 6 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.
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Figura 8 - Variação do custo (30) em função dos parâmetros incertosh1 e h2 obtida através das
condições do Teorema 8 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Figura 9 - Variação do custo (30) em função dos parâmetros incertosh1 e h2 obtida através das
condições do Teorema 10.

-30
-29

-28
-27

-26
-250

0,2
0,4

0,6

400

500

600

200

300

0.7

h1
h2

C
u

st
o

Fonte: Elaboração do próprio autor.
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Figura 10 - Variação do custo (30) em função dos parâmetros incertosh1 e h2 obtida através das
condições do Teorema 14 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Figura 11 - Variação do custo (30) em função dos parâmetros incertosh1 e h2 obtida através das
condições do Teorema 17 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.
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Figura 12 - Variação do custo (30) em função dos parâmetros incertosh1 e h2 obtida através das
condições do Teorema 19 .
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Figura 13 - Variação do custo (30) em função dos parâmetros incertosh1 e h2 obtida através das
condições do Teoremas 10 (preto), 17 (vermelho) e 19 (verde) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.
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3.4 EXEMPLO 2 - SIMULAÇÃO COMPUTACIONAL

Considere o sistema linear incerto (16) e (17), sendor = 2, N = 3, i ∈ {1,2,3}, j ∈ {1,2}, e as

seguintes matrizes que representam as dinâmicas dos subsistemas:

A11 =







2 1 0

3 −5 0

2 0 −2






, A12 =







h1 1 0

3 −2 0

2 0 −2






,

A21 =







−5 −3 1

−3 −2 0

0 2 −2






, A22 =







−5 −6 1

−3 h2 0

0 2 −2






,

A31 =







0 1 0

1 −2 0

3 0 −3






, A32 =







0 1 −3

1 −2 0

3 h3 −3






. (151)

As matrizesA12, A22 e A32 dependem de parâmetros incertos,h1, h2 e h3 respectivamente.

Desta maneira, é possível verificar queA12 e A32 não são Hurwitz para todos valores deh1 ∈

[−5, 5] e h3 ∈ [−2,5, 27,5], respectivamente. Além disso, note que a matrizA22 é Hurwitz

para todos valores deh2 ∈ [−50, 0]. Outrossim, observe que as matrizesA11 e A31 não são

Hurwitz e a matrizA21 é Hurwitz.

Este exemplo apresenta um estudo comparativo referente à duas etapas. Inicialmente estuda-

se as regiões de factibilidade de acordo com as condições dispostas nos Teoremas 4, 5, 7, 9, 13,

16 e 18. Em seguida, calcula-se o custo garantido definido em (30) para os Teoremas 6, 8, 10,

17 e 19. A matriz de saída do sistema linear chaveado é dada por:

C=

[

0 1 0

0 0 1

]

. (152)

O solverutilizado nas simulações foi oLMILab com a interface doYalmip (LOFBERG,

2004) em ambiente MATLAB.

3.4.1 Estudo sobre factibilidade

A seguir são apresentados três estudos referentes as regiões de factibilidade obtidas com as

condições propostas nos Teoremas 4, 5, 7, 9, 13, 16 e 18.
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3.4.1.1 Caso I

Nesta situação, adotou-seλ1 = 0,1, λ2 = 0,7 eλ3 = 0,2. As regiões factíveis obtidas com as

condições dos Teoremas 4, 5, 7 e 9 para alguns pares de valoresh1 ∈ [−5, 5], h2 ∈ [−50, 0],

h3 =−(h1+h2)/2 serão comparadas nas figuras a seguir. Inicialmente, verifica-se na Figura 14

que a flexibilidade adicionada no Teorema 5 apresenta maior área de factibilidade se comparada

com a região factível alcançada com as condiçoes do Teorema 4.

Em seguida, na Figura 15 comparam-se as factibilidades atingidas pelas condições dos Teo-

remas 5 e 7. Note que, as condições menos conservadores dispostas no Teorema 7 resultaram

em uma maior região factível. Na última análise apresentadana Figura 16 verifica-se que o

Teorema 9 apresenta maior região factível quando comparadocom o Teorema 7.

Figura 14 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 4 e 5, sendo que a regiãofactível obtida
através do Teorema 4 é representada por(•) e região factível obtida através do Teorema 5
é representada por(•) e (×) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

3.4.1.2 Caso II

Nesta situação, adotou-seλ1 = 0,1, λ2 = 0,7 e λ3 = 0,2. A Figura 17 mostra as regiões fac-

tíveis obtidas através das condições dos Teoremas 9, 13, 16 e18 para alguns pares de valores

h1 ∈ [0, 20], h2 ∈ [−50, 0], h3 = −(h1+h2)/2. Note que, a realimentação dinâmica de saída,

considerando-se três filtros dinâmicos em cascata na saída medida da planta, obteve a maior

região de factibilidade.
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Figura 15 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 5 e 7, sendo que a regiãofactível obtida
através do Teorema 5 é representada por(•) e região factível obtida através do Teorema 7
é representada por(•) e (×) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Figura 16 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 7 e 9, sendo que a regiãofactível obtida
através do Teorema 7 é representada por(•) e região factível obtida através do Teorema 9
é representada por(•) e (×) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Observação 10.Note que, durante as simulações, considerou-se vários filtros em cascata,
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Figura 17 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 9, 13, 16 e 18, sendo que a região factível
obtida através do Teorema 9 é representada por(•), a região factível obtida através do
Teorema 13 é representada por(•) e (×), a região factível obtida através do Teorema
16 é representada por(•), (×) e (�), a região factível obtida através do Teorema 18,
considerandoM = 1 é representada por(•), (×), (�) e(+), a região factível obtida através
do Teorema 18, considerandoM = 2 é representada por(•), (×), (�) , (+) e(∗) e a região
factível obtida através do Teorema 18, considerandoM = 3, é representada por(•), (×),
(�) , (+), (∗) e (◦) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

porém, para M> 3 não houve aumento na região de factibilidade. Porém, para esta proposta

de filtro dinâmico não existe a necessidade que o filtro seja damesma ordem da planta.

3.4.1.3 Caso III

Considerando alguns valores deh1 ∈ [−10, 0], h2 ∈ [−40, 0], h3 = −(h1+h2)/3, neste caso,

adotou-seλ1 = 0,4, λ2 = 0,3 eλ1 = 0,3. Note que, para estes valores dos parâmetros da combi-

nação convexa,λ ∈ Λ, não existe nenhum subsistema privilegiado. Desta maneira, pretende-se

comparar a potencialidade dos Teoremas 9, 13, 16 e 18. A partir da Figura 18, verifica-se que a

região factível atingida pelas condições do Teorema 13 é praticamente a mesma obtida com as

condições do Teorema 16. Além disto, novamente, a realimentação dinâmica de saída, conside-

randow= 50, apresentou as maiores regiões de factibilidade atravésdas condições do Teorema

18.

Observação 11.Note que, durante as simulações, considerou-se vários filtros em cascata,

porém, para M> 1 não houve aumento na região de factibilidade. Este fato relata que, a

ordem do filtro não necessariamente deve ter a mesma ordem da planta.
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Figura 18 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 9, 13, 16 e 18, sendo que a região factível
obtida através do Teorema 9 é representada por(•), a região factível obtida através do
Teorema 13 é representada por(•) e (×), a região factível obtida através do Teorema
16 é representada por(•), (×) e (�), a região factível obtida através do Teorema 18,
considerandoM = 1 é representada por(•), (×), (�) e (+) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

3.4.2 Cômputo do custo carantido

Nas figuras a seguir, os custos obtidos através das condiçõespropostas nos Teoremas 10, 14,

17 e 19 serão comparados, considerandoλ1 = 0,1, λ2 = 0,7 e λ3 = 0,2, h1 ∈ [−50,−30],

h2 ∈ [0,2] e uma condição inicialx0 = [0,25 0,5−0,25]′. A Figura 19 apresenta a variação

do custo garantido (30) em função das incertezas politópicas h1 e h2 para as condições do

Teorema 10. Observa-se que, conformeh1 diminui e h2 aumenta, o custo garantido assume

valores crescentes. Tais análises seguem o mesmo padrão para as Figuras 20, 21, 22, 23 e 24,

considerando as condições dos Teoremas 14, 17 e 19, respectivamente.

A partir da Figura 25, verifica-se através da flexibilização obtida nas condições do Teorema

14, o custo garantido (30) torna-se menor ou igual quando comparado com as condições do

Teorema 10. Do mesmo modo, conforme a Figura 26, a flexibilização gerada pelo sistema au-

mentado (Teorema 17) reduziu o custo garantido (30), quandocomparado com o custo obtido

através das condições do Teorema 14. A realimentação dinâmica, vide Teorema 19, obteve o

menor custo garantido. Simulações foram feitas considerando até três compensadores dinâmi-

cos na saída medida da planta. A Figura 27 compara os custos obtidos.
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Figura 19 - Variação do custo garantido (30) em função das incertezas politópicash1 e h2 para as
condições do Teorema 10 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

3.5 EXEMPLO 3 - SIMULAÇÃO COMPUTACIONAL

Considere o sistema linear chaveado incerto (16) e (17), sendo r = 2, N = 3, i ∈ {1,2,3},

j ∈ {1,2} e as seguintes matrizes:

A1(a) =







a 1 0

1 −3 0

1 0 −1






, A2(b) =







−1 −2 0

−2 b 0

0 1 −1






,

A3(c) =







−2 0 1

0 −1 2

0 1 c






, C=

[

1 0 0

0 0 1

]

. (153)

Note que, sea<−
1
3

, b<−4, c<−2, as matrizesA1(a), A2(b) e A3(c), respectivamente,

são Hurwitz. Caso contrário, sea≥−
1
3

, b≥−4, c≥−2, as matrizesA1(a), A2(b) eA3(c) não

são Hurwitz. Os vértices do politopo foram obtidos considerando 0≤ a≤ 1, −3≤ b≤ −1,5,

−1,5 ≤ c ≤ −1. Inicialmente, considere queλ1 = 0,3, λ2 = 0,4 , λ3 = 0,3, x0 = x(0) =

[0,25 0,5 −0,25]′. A partir das condições do Teorema 19, considerando-sew= 50, obtém-se

os custos garantidos apresentados na Tabela 1.

Na Figura 28, considerandox0 = x(0) = [0,25 0,5 −0,25]′, apresentam-se as trajetórias
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Figura 20 - Variação do custo garantido (30) em função das incertezas politópicash1 e h2 para as
condições do Teorema 14 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Tabela 1 -Custo garantido obtido com o Teorema 19

Número de Filtros (M) Custo Garantido
1 4,5724
2 4,1552
3 3,9170

das variáveis de estado para as condições do Teorema 19, considerando-seM = 3. É importante

destacar que, as condições propostas no Teorema 19 estabilizam o ponto de equilíbrio(x= 0) do

sistema linear chaveado incerto (16) e (17), mesmo quando todas as matrizes dos subsistemas

não são Hurwitz. Além disto, note que, quandot > 4s as respostas temporais das variáveis de

estado estão próximas do ponto de equilíbrio(x= 0). Porém, a partir da Figura 29, verifique a

estratégia de chaveamento (129) continua selecionando o melhor subsistema disponível.

3.6 CONCLUSÕES PARCIAIS

Neste capítulo foram apresentados resultados considerando a estabilidade assintótica e também

um critério um critério de desempenho, neste caso, o custo garantido, para sistemas lineares

chaveados incertos. Inicialmente, uma breve revisão sobreos principais conceitos relaciona-

dos aos sistemas lineares foi realizada. Em seguida, algunsresultados disponíveis na literatura

foram abordados (Mainardi Júnior et al., 2012) e (Mainardi Júnior et al., 2014). Tais infor-

mações foram necessárias para a principal contribuição deste capítulo: novos critérios de esta-
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Figura 21 - Variação do custo garantido (30) em função das incertezas politópicash1 e h2 para as
condições do Teorema 17.
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

bilidade para sistemas lineares chaveados com incertezas politópicas através da realimentação

estática de saída (Mainardi Júnior et al., 2015) e também através da realimentação dinâmica

de saída. Finalmente, três exemplos numéricos mostraram que a flexibilidade adicionada nas

condições dos teoremas discutidos neste capítulo garantiumaiores regiões de factibilidade e

também diminuição do custo garantido. Além disto, destaca-se novamente que a metodologia

de controle proposta é eficiente mesmo quando as matrizes dossubsistemas não são Hurwitz.
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Figura 22 - Variação do custo garantido (30) em função das incertezas politópicash1 e h2 para as
condições do Teorema 19, considerandoM = 1 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Figura 23 - Variação do custo garantido (30) em função das incertezas politópicash1 e h2 para as
condições do Teorema 19, considerandoM = 2 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.
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Figura 24 - Variação do custo garantido (30) em função das incertezas politópicash1 e h2 para as
condições do Teorema 19, considerandoM = 3 .
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Figura 25 - Variação do custo garantido (30) em função das incertezas politópicash1 e h2 para as
condições do Teorema 10 (preto) e Teorema 14 (azul) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.
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Figura 26 - Variação do custo garantido (30) em função das incertezas politópicash1 e h2 para as
condições do Teorema 14 (preto) e Teorema 17 (azul) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Figura 27 - Variação do custo garantido (30) em função das incertezas politópicash1 e h2 para as
condições do Teorema 19, considerandoM = 1 (preto), considerandoM = 2 (azul) e con-
siderandoM = 3 (vermelho) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.
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Figura 28 - Resposta Temporal .
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Figura 29 - Chaveamento entre os subsistemas .
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4 PROJETO DE CONTROLADORES ROBUSTOS VIA REALIMENTAÇÃO DE
SAÍDA PARA SISTEMAS LINEARES CHAVEADOS INCERTOS

Neste capítulo apresentam-se resultados para o projeto de controladores de saída via realimen-

tação estática e dinâmica de saída para sistemas lineares chaveados incertos. Este problema é

um dos mais desafiadores dentre os pesquisadores da área de controle de sistemas (SYRMOS et

al., 1997). Tal fato, explica-se pela existência de BMIs durante o projeto de controladores. Em

Crusius e Trofino (1999) os autores utilizaram uma técnica de aproximação visando descrever o

projeto dos controladores em forma de LMIs. Esta aproximação será utilizada no decorrer deste

capítulo. Objetiva-se generalizar os resultados apresentados no Capítulo 3 inserindo-se contro-

ladores de saída. Deste modo, a estabilização do ponto de equilíbrio do sistema de controle será

realizada através da lei ou regra de chaveamento e também dosganhos dos controladores. Além

disso, um exemplo numérico, ilustra que, com a inserção dos controladores de saída, as regiões

de factibilidade aumentaram quando comparadas com os teoremas do Capítulo 3. Deste modo,

as simulações computacionais comprovam a eficácia da técnica de controle proposta.

4.1 PROJETO DE CONTROLADORES VIA REALIMENTAÇÃO ESTÁTICA DE SAÍDA
PARA SISTEMAS LINEARES CHAVEADOS COM INCERTEZAS POLITÓPICAS

Considere o sistema linear chaveado incerto com a seguinte realização em espaço de estados:

{

ẋ(t) = A(σ ,α)x(t)+Bσ u(t), x(0) = x0

y(t) =Cx(t),
(154)

sendox(t) ∈ R
n o vetor de estado,y(t) ∈ R

p a saída medida,x0 é a condição inicial eC∈R
p×n

é a matriz de saída do sistema, constante para todot ≥ 0. Considere queσ(t) é a regra ou

lei de chaveamento, que seleciona em cada instante de tempot ≥ 0, um subsistema disponível

(A(i,α), Bi), i ∈ IKN, sendo queBi ∈ R
n×m é uma matriz constante, conhecida e com posto

completo e queu(t) ∈ R
m é a entrada de controle da planta. A matrizA(σ ,α) pode ser descrita

através da combinação convexa de seus vértices, como mostrado em (17).

Entretanto, suponha que o vetor de estadox(t) ∈ R
n não está totalmente disponível, mas a

saíday(t) ∈R
p está passível para realimentação. Deste modo, define-se o seguinte problema de

controle:

Problema 4. Encontrar uma função f(.) : Rp →{1,2, . . . ,N} e ganhos Ki ∈ R
m×n, i ∈ IKN tal
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que a estratégia de chaveamento

σ(t) = f (y(t)), para todo t≥ 0, (155)

e a entrada de controle

u(t) = Kσ y(t), (156)

tornem o ponto de equilíbrio(x= 0) do sistema definido em(17) e (154)globalmente assinto-

ticamente estável e também satisfaçam um certo índice de desempenho, por exemplo, o custo

garantido(30).

Então, substituindo (156) em (154), obtém-se:
{

ẋ(t) = (A(σ ,α)+Bσ KσC)x(t), x(0) = x0,

y(t) =Cx(t).
(157)

A partir de (154), (156), (157) e das aproximações propostasem Crusius e Trofino (1999),

propõe-se o seguinte teorema:

Teorema 21.Considere o sistema apresentado em(17)e (157), sendo que posto(Bi) = m para

i ∈ IKN e suponha que y(t) ∈R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ, ma-

trizes simétricas Q0 j ∈ R
n×n, Qi ∈ R

p×p, matrizes Ni ∈ R
m×p, matrizes Mi ∈ R

m×m e matrizes

simétricas definidas positiva Pj ∈ R
n×n, tais que:

1
2
× (A′

i j Pk+PkAi j +A′
ikPj +PjAik)+C′N′

i B
′
i +BiNiC< Q0 j +C′QiC, (158)

BiMi = PkBi , (159)

Q0 j +C′QλC< 0 (160)

para todo i∈ IKN e j,k ∈ IK r , então a regra de chaveamento(21) e (156) com os ganhos

Ki = M−1
i Ni , tornam o ponto de equilíbrio x= 0 do sistema(157)e (17)globalmente assintoti-

camente estável.

Demonstração.Considere a candidata à função quadrática de LyapunovV(x) = x′P(α)x, sendo

P(α) =
r

∑
j=1

α jPj = (α1P1+α2P2+ . . .+αrPr). A partir de (17) e (157), tem-se que, parax 6= 0:

V̇(x) = x′
[

(A(σ ,α)+Bσ KσC)′P(α)+P(α)(A(σ ,α)+Bσ KσC)
]

x

=
r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α jx
′
[

(

Aσ j +Bσ KσC
)′

Pk+Pk
(

Aσ j +Bσ KσC
)

]

x

=
1
2
×

r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′
[(

A′
σ jPk+A′

σkPj +PkBσ KσC+PjBσ KσC+(∗)
)]

x (161)
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ComoBi tem posto completo, então a partir de (159), conclui-se que,Mi, i ∈ IKN, também tem

posto completo. Deste modo, de (159), têm-se quePkBσ = Bσ Mσ , σ ∈ IKN. Considerando que

Kσ = M−1
σ Nσ , σ ∈ IKN, entãoPkBσ KσC= Bσ Mσ KσC= Bσ NσC. Do mesmo modo, é possível

verificar quePjBσ KσC=Bσ Mσ KσC=Bσ NσC. Logo, de (158), (160), (161) e (21), parax 6= 0:

V̇(x) =
1
2
×

r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′
[(

A′
σ jPk+A′

σkPj +2Bσ NσC+(∗)
)]

x

<
r

∑
j=1

α j x′(Q0 j +C′QσC)x

=
r

∑
j=1

α j x′Q0 j x+ min
i∈IKN

(

y′Qiy
)

≤
r

∑
j=1

α j x′(Q0 j +C′QλC)x< 0. (162)

A partir da função quadrática candidata de LyapunovV(x) = x′P(α)x, sendoP(α) =
r

∑
j=1

α jPj =

(α1P1+α2P2+ . . .+αrPr), note que, a partir de (17),V(x)> 0, parax 6= 0. Além disto, a partir

de (162), observe quėV(x)< 0, parax 6= 0. Deste modo, a prova está concluída.

Observação 12.Note que, para implementação das LMIs do Teorema 21, considerou-se PjBi =

PkBi, pois j,k∈ IK r .

O Teorema 22 insere o critério de desempenho custo garantidodefinido em (30) nas condições

dispostas no Teorema 21.

Teorema 22.Considere o sistema apresentado em(17)e (157), sendo que posto(Bi) = m para

i ∈ IKN e suponha que y(t) ∈ R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ,

um escalarρ > 0, matrizes simétricas Q0 j ∈ R
n×n, Qi ∈ R

p×p, matrizes Ni ∈ R
m×p, matrizes

Mi ∈ R
m×m e matrizes simétricas definidas positiva Pk ∈ R

n×n, tais que:

Pk−ρIn < 0, (163)

1
2
× (A′

i j Pk+PkAi j +A′
ikPj +PjAik)+C′C+C′N′

i B
′
i +BiNiC< Q0 j +C′QiC, (164)

BiMi = PkBi , (165)

Q0 j +C′QλC< 0 (166)

para todo i∈ IKN e j,k ∈ IK r , então a regra de chaveamento(21) e (156) com os ganhos

Ki = M−1
i Ni , tornam o ponto de equilíbrio(x= 0) do sistema(17) e (157)globalmente assin-

toticamente estável e o custo(30)é mantido para x(0) = x0 6= 0.

Demonstração.A prova deste teorema segue as mesmas ideias apresentadas nademonstração



77

do Teorema 21. Desta maneira, têm-se que:

V̇(x)<
r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′(Q0 j +C′QσC)x−y′y

=
r

∑
j=1

α j x′Q0 j x+ min
i∈IKN

(

y′Qiy
)

−y′y

≤
r

∑
j=1

α j x′(Q0 j +C′QλC)x< 0

V̇(x)<−y′y≤ 0. (167)

A partir de função quadrática candidata de LyapunovV(x) = x′P(α)x, sendoP(α) =
r

∑
j=1

α jPj =

(α1P1+α2P2+ . . .+αrPr), note que, a partir de (17),V(x) > 0, parax 6= 0. Sabendo-se que

V̇(x) < 0 para todox 6= 0 eV̇(0) = 0, então a origem(x= 0) é um ponto de equilíbrio global-

mente assintoticamente estável. Integrando (167) de zero até o infinito, obtém-se (30). Deste

modo, a prova está concluída.

Então o Teorema 22 fornece o seguinte problema de otimização:

inf
Pk=P′

k>0, ρ>0, Q0 jk
=Q′

0 jk
, Qi=Q′

i , Ni ,Mi

{ρ : (163)− (166) mantém-se∀i ∈ IKN e j,k∈ IK r} .

(168)

Observação 13.Note que, para implementação das LMIs do Teorema 22, considerou-se PjBi =

PkBi, pois j,k∈ IK r .

Observação 14.Observe que as condições(159)e (165), apresentadas nos Teoremas 21 e 22

são igualdades matriciais lineares. Deste modo, não podem ser resolvidas diretamente pelas

ferramentas computacionais disponíveis. Desta maneira, utilizam-se as ideias apresentadas em

Covacic (2006). Sendo assim, considere que as expressões(159) e (165) possam ser aproxi-

madas por:

[

ε2 (BiMi −PkBi)
′ l ′p

lp(BiMi −PkBi) I

]

> 0, (169)

comε ≈ 0, para todo i∈ IKN, k∈ IK r , e p= {1, . . . , t}, sendo:

l1 =
[

1 0 . . . 0
]

, l2 =
[

0 1 . . . 0
]

, . . . , lt =
[

0 0 . . . 1
]

. (170)

Visando flexibilizar o Teorema 21, condições menos conservadoras são propostas no Teo-

rema 23. Suponha queα = [α1 α2 . . . αr ]
′ definido em (17) é um parâmetro desconhecido,

porém invariante no tempo.
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Teorema 23.Considere o sistema apresentado em(17)e (157), sendo que posto(Bi) = m para

i ∈ IKN e suponha que y(t) ∈ R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ,

matrizes X1i ,X2i ∈ R
n×n, matrizes simétricas Q0 j ∈ R

n×n, Qi ∈ R
p×p, matrizes Ni ∈ R

m×p,

matrizes Mi ∈ R
m×m e matrizes simétricas definidas positiva Pj ∈ R

n×n, tais que:

[

X1iAi j +BiNiC+A′
i j X

′
1i +C′N′

i B
′
i P′

j −X1i +A′
i j X

′
2i +C′N′

i B
′
i

Pj −X′
1i +X2iAi j +BiNiC −X2i −X′

2i

]

<

[

Q0 j +C′QiC 0n×n

0n×n 0n×n

]

,

(171)

X1iBi = BiMi , (172)

X2iBi = BiMi , (173)

Q0 j +C′QλC< 0. (174)

para todo i∈ IKN e j ∈ IK r , então a regra de chaveamento(21) e (156) com os ganhos

Ki = M−1
i Ni, tornam o ponto de equilíbrio x= 0 do sistema(17) e (157) globalmente assin-

toticamente estável.

Demonstração.Considere que (171), (172), (173) e (174) são factíveis. Deste modo, a partir

de (21) e (174), parax 6= 0 tem-se que:

0> x′(Q0 j +C′QλC)x≥ x′Q0 j x+ min
i∈IKN

(y′Qiy) = x′(Q0 j +C′QσC)x. (175)

Note que, (175) pode ser reescrita como:

0> x′
[

In
A(σ ,α)+Bσ KσC

]′[

Q0 j +C′QσC 0n×n

0n×n 0n×n

][

In
A(σ ,α)+Bσ KσC

]

x, (176)

A partir de (171), (172), (173) e (176), sabendo-se queNσ = Mσ Kσ e denotandoAcl(σ ,α) =

(A(σ ,α)+Bσ KσC), note que:

x′
[

In A′
cl(σ ,α)

]

[

X1σ (Aσ j +Bσ KσC)+(Aσ j +Bσ KσC)′X′
1σ

Pj −X′
1σ +X2σ (Aσ j +Bσ KσC)

Pj −X1σ +(Aσ j +Bσ KσC)′X′
2σ

−X2σ −X′
2σ

][

In
Acl(σ ,α)

]

x< 0. (177)

Considere queP(α) =
r

∑
j=1

α jPj = (α1P1+α2P2+ . . .+αrPr). Deste modo, a partir de (17),

multiplicando (177) porα j e realizando a soma dej = 1 até j = r, têm-se:

x′
[

In A′
cl(σ ,α)

]

[

X1σ (A(σ ,α)+Bσ KσC)+(A(σ ,α)+Bσ KσC)′X′
1σ

P(α)−X′
1σ +X2σ (A(σ ,α)+Bσ KσC)
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P(α)−X1σ +(A(σ ,α)+Bσ KσC)′X′
2σ

−X2σ −X′
2σ

][

In
Acl(σ ,α)

]

x< 0. (178)

Verifique que, a expressão (178) pode ser reescrita como:

0> x′
[

In
Acl(σ ,α)

]′{[

0 P(α)

P(α) 0

]

+

[

X1σ

X2σ

][

Acl(σ ,α)

−In

]′

+

[

A′
cl(σ ,α)

−In

][

X1σ

X2σ

]′}




In

Acl(σ ,α)



x

= x′
[

In
Acl(σ ,α)

]′[

0 P(α)

P(α) 0

][

In
Acl(σ ,α)

]

x. (179)

Considerando uma função candidata de LyapunovV(x)= x′P(α)x, sendoP(α)=
r

∑
j=1

α jPj =

(α1P1+α2P2+ . . .+αrPr), note que, a partir de (17),V(x)> 0 parax 6= 0 e a partir de (157) e

(179),V̇(x)< 0 parax 6= 0. Deste modo, a prova está concluída.

O próximo teorema, além de garantir a estabilidade assintótica, também assegura um critério

de desempenho, por exemplo, o custo garantido (30).

Teorema 24.Considere o sistema apresentado em(17)e (157), sendo que posto(Bi) = m para

i ∈ IKN e suponha que y(t) ∈ R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ, um

escalarρ > 0, matrizes X1i ,X2i ∈ R
n×n, matrizes simétricas Q0 j ∈ R

n×n, Qi ∈ R
p×p, matrizes

Ni ∈ R
p×n, matrizes Mi ∈ R

m×m e matrizes simétricas definidas positiva Pj ∈ R
n×n, tais que:

Pj −ρIn < 0 (180)

[

X1iAi j +BiNiC+A′
i j X

′
1i +C′N′

i B
′
i +C′C

Pj −X′
1i +X2iAi j +BiNiC

P′
j −X1i +A′

i j X
′
2i +C′N′

i B
′
i

−X2i −X′
2i

]

<

[

Q0 j +C′QiC 0n×n

0n×n 0n×n

]

, (181)

X1iBi = BiMi , (182)

X2iBi = BiMi , (183)

Q0 j +C′QλC< 0. (184)

para todo i∈ IKN e j ∈ IK r , então a regra de chaveamento(21) e (156) com os ganhos

Ki = M−1
i Ni, tornam o ponto de equilíbrio(x = 0) do sistema(17) e (157) globalmente as-

sintoticamente estável e o custo garantido(30) é mantido para todas as condições iniciais,
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x(0) = x0 6= 0.

Demonstração.Considerando os passos e as ideias mostradas na demonstraçãodo Teorema 23,

verifica-se:

0> x′
[

In
Acl(σ ,α)

]′[

C′C P(α)

P(α) 0

][

In
Acl(σ ,α)

]

x.

0> V̇(x)+y′y (185)

sendoP(α) = (α1P1+α2P2+ · · ·+αrPr). Considerando uma função quadrática de Lyapunov

V(x) = x′P(α)x, note que a partir de (17),V(x)> 0 parax 6= 0. Além disto, observe quėV(x)<

0 parax 6= 0 doravante (185). Agora, integrando (185) de zero até o infinito, considerando

x0 = x(0) 6= 0, obtém-se (43). Deste modo, a prova está concluída.

Então o Teorema 24 fornece o seguinte problema de otimização:

inf
Pk=P′k>0, ρ>0, Q0 jk

=Q′
0 jk

Qi=Q′
i , Ni , Mi , X1i , X2i

{ρ : (180)− (184) mantém-se∀i ∈ IKN e j,k∈ IK r} . (186)

Observação 15.Observe que as condições(172), (173), (182), (183), apresentadas, respecti-

vamente, nos Teoremas 23 e 24 são igualdades matriciais lineares. Deste modo, não podem ser

resolvidas diretamente pelas ferramentas computacionaisdisponíveis. Desta maneira, utilizam-

se as ideias apresentadas em Covacic (2006). Sendo assim, considere que as expressões(172),

(173), (182), (183)possam ser aproximadas por:

[

ε2 (X1i Bi −BiMi)
′ l ′p

lp(X1i Bi −BiMi) I

]

> 0, (187)

[

ε2 (X2i Bi −BiMi)
′ l ′p

lp(X2i Bi −BiMi) I

]

> 0, (188)

comε ≈ 0, para todo i∈ IKN, k∈ IK r , e p= {1, . . . , t}, sendo:

l1 =
[

1 0 . . . 0
]

, l2 =
[

0 1 . . . 0
]

, . . . , lt =
[

0 0 . . . 1
]

. (189)

No próximo teorema, objetiva-se flexibilizar as condições apresentadas no Teorema 23.

Desta maneira, considere o vetorα = [α1 α2 . . . αr ]
′ definido em (17) é incerto, porém invari-

ante no tempo.

Teorema 25.Considere o sistema apresentado em(17)e (157), sendo que posto(Bi) = m para

i ∈ IKN e suponha que y(t) ∈ R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ,

matrizes X1ik ∈ R
n×n, X2ik ∈ R

n×n, matrizes simétricas Q0 jk ∈ R
n×n, Qi ∈ R

p×p, matrizes Ni ∈



81

R
p×n, matrizes Mi ∈ R

m×m e matrizes simétricas definidas positiva Pjk ∈ R
n×n, tais que:

[

X1ikAi j +X1i j Aik +2BiNiC+(∗) Pjk +Pk j −X1ik −X1i j +A′
ikX′

2i j
+A′

i j X
′
2ik

+2C′
i N

′
i B

′
i

(∗) −X2ik −X′
2ik

−X2i j −X′
2i j

]

<

[

Q0 jk +Q0k j +2C′QiC 0

0 0

]

, (190)

X1i j Bi = BiMi, (191)

X2i j Bi = BiMi, (192)

Q0 jk +C′QλC< 0, (193)

para todo i∈ IKN, j ∈ IK r e k∈ IK r , então a regra de chaveamento(21) e (156)com os gan-

hos Ki = M−1
i Ni, tornam o ponto de equilíbrio(x = 0) do sistema(17) e (157) globalmente

assintoticamente estável.

Demonstração.Considere que (190)-(193) são factíveis. Deste modo, a partir de (21) e (193),

parax 6= 0 segue que:

0> x′(Q0 jk +C′QλC)x≥ x′Q0 jkx+ min
i∈IKN

(y′Qiy)

= x′(Q0 jk +C′QσC)x. (194)

Deste modo, considerandoAcl(σ ,α) = A(σ ,α)+Bσ KσC, observe que (194) pode ser reescrita

como:

0> x′(Q0 jk +C′QσC)x= x′
[

In A′
cl(σ ,α)

]

[

Q0 jk +C′QiC 0n×n

0n×n 0n×n

][

In
Acl(σ ,α)

]

x (195)

Agora, considereP(α) =
r

∑
j=1

r

∑
k=1

α jαkPjk = (α1α1P11+α1α2P12+ . . .+αrαrPrr ), X1(σ ,α) =

(α1X1σ1 +α2X1σ2 + . . .+αrX1σ r ), X2(σ ,α)= (α1X2σ1 +α2X2σ2 + . . .+αrX2σ r ). Deste modo,

multiplicando (195) porα j ×αk e somando entrej = 1 até j = r e k= 1 aték= r, respectiva-

mante, a partir de (190) note que:

0>
1
2

r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′
[

In A′
cl(σ ,α)

]

[

Q0 jk +Q0k j +2C′QσC 0

0 0

][

In
Acl(σ ,α)

]

x

>
1
2

r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′
[

In A′
cl(σ ,α)

]





X1σkAσ j +X1σ j Aσk+2Bσ NσC+(∗)

(∗)
(196)

Pjk +Pk j −X1σk −X1σ j +A′
σkX

′
2σ j

+A′
σ jX

′
2σk

+2C′
σ N′

σ B′
σ

−X2σk −X′
2σk

−X2σ j −X′
2σ j





[

In
Acl(σ ,α)

]
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=
1
2

r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′
[

In
Acl(σ ,α)

]′[

X1σk(Aσ j +Bσ KσC)+X1σ j (Aσk+Bσ KσC)+(∗)

(∗)

Pjk +Pk j −X1σk −X1σ j +(Aσk+Bσ KσC)′X′
2σ j

+(Aσ j +Bσ KσC)′X′
2σk

−X2σk −X′
2σk

−X2σ j −X′
2σ j

][

In
Acl(σ ,α)

]

(197)

Note que (197) pode ser reescrita considerando a variação dos índicesj e k como sendo inde-

pendentes:

0>
r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α j x′
[

In A′
cl(σ ,α)

]

[

X1σk(Aσ j +Bσ KσC)+(∗)

Pjk −X′
1σk

+X2σ j (Aσk+Bσ KσC)

Pjk −X1σk +(Aσk+Bσ KσC)′X′
2σ j

−X2σk −X′
2σk

][

In
Acl(σ ,α)

]

x

> x′
[

In A′
cl(σ ,α)

]

[

X1(σ ,α)(A(σ ,α)+Bσ KσC)+(∗)

P(α)−X1(σ ,α)′+X2(σ ,α)(A(σ ,α)+Bσ KσC)

P(α)−X1(σ ,α)+(A(σ ,α)+Bσ KσC)′X2(σ ,α)′

−X2(σ ,α)−X2(σ ,α)′

][

In
Acl(σ ,α)

]

x

=
[

In A′
cl(σ ,α)

]

{[

0 P(α)

P(α) 0

]

+

[

X1(σ ,α)

X2(σ ,α)

]

[

Acl(σ ,α) −In
]

+ x
[

In A′
cl(σ ,α)

]

[

X1(σ ,α)

X2(σ ,α)

]′}[

In
Acl(σ ,α)

]

x

= x′
[

In A′
cl(σ ,α)

]

[

0 P(α)

P(α) 0

][

In
Acl(σ ,α)

]

x. (198)

ConsiderandoP(α) =
r

∑
j=1

r

∑
k=1

α jαkPjk = (α1α1P11+α1α2P12+ . . .+αrαrPrr ) e uma função

quadrática candidata de LyapunovV(x) = x′P(α)x, note que a partir de (17),V(x) > 0, para

x 6= 0. Além disto, observe quėV(x)< 0, doravante de (198) e (157). Deste modo, a prova está

concluída.

Observação 16.Note que, para implementação das LMIs do Teorema 25, considerou-se X1i j Bi =

X1ikBi e X2i j Bi = X2ikBi, pois j,k∈ IK r .

O Teorema 26 além de garantir estabilidade assintótica parao sistema (157) também insere

um critério de desempenho, neste caso, um limitante superior para o custo garantido (43).

Teorema 26.Considere o sistema apresentado em(17)e (157), sendo que posto(Bi) = m para

i ∈ IKN e suponha que y(t) ∈ R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ, um
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escalarρ > 0, matrizes X1ik ∈ R
n×n, X2ik ∈ R

n×n, matrizes simétricas Q0 jk ∈ R
n×n, Qi ∈ R

p×p,

matrizes Ni ∈ R
p×n, matrizes Mi ∈ R

m×m e matrizes simétricas definidas positiva Pjk ∈ R
n×n,

tais que:

Pjk −ρIn < 0, (199)

[

X1ikAi j +X1i j Aik +2BiNiC+(∗)+2C′C (∗)

Pjk +Pk j −X′
1ik

−X′
1i j

+X2i j Aik +X2ikAi j +2BiNiCi −X2ik −X′
2ik

−X2i j −X′
2i j

]

<

[

Q0 jk +Q0k j +2C′QiC 0

0 0

]

, (200)

X1i j Bi = BiMi, (201)

X2i j Bi = BiMi, (202)

Q0 jk +C′QλC< 0, (203)

para todo i∈ IKN, j ∈ IK r e k∈ IK r , então a regra de chaveamento(21) e (156)com os gan-

hos Ki = M−1
i Ni, tornam o ponto de equilíbrio(x = 0) do sistema(17) e (157) globalmente

assintoticamente estável e o custo garantido(30) é mantido para todas as condições iniciais,

x(0) = x0 6= 0.

Demonstração.Considerando os passos e as ideias mostradas na demonstraçãodo Teorema 25,

verifica-se:

0> x′
[

In
Acl(σ ,α)

]′[

C′C P(α)

P(α) 0

][

In
Acl(σ ,α)

]

x.

0> V̇(x)+y′y (204)

sendoP(α)=
r

∑
j=1

r

∑
k=1

α jαkPjk =(α1α1P11+α1α2P12+ . . .+αrαrPrr ). Considerando uma função

quadrática de LyapunovV(x) = x′P(α)x, note que a partir de (17),V(x)> 0 parax 6= 0. Além

disto, observe quėV(x)< 0 parax 6= 0 doravante (204). Agora, integrando (204) de zero até o

infinito, considerandox0 = x(0) 6= 0, obtém-se (43). Deste modo, a prova está concluída.

Então o Teorema 26 fornece o seguinte problema de otimização:

inf
Pjk=P′jk>0, ρ>0, Q0 jk

=Q′
0 jk

Qi=Q′
i , Ni , Mi , X1ik

, X2ik
X1i j , X2i j

{ρ : (199)− (203) mantém-se∀i ∈ IKN e j,k∈ IK r} . (205)

Observação 17.Note que, para implementação das LMIs do Teorema 26, considerou-se X1i j Bi =

X1ikBi e X2i j Bi = X2ikBi, pois j,k∈ IK r .
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Observação 18.Observe que as condições(191), (192), (201)e (202), apresentadas nos Teo-

remas 25 e 26 são igualdades matriciais lineares. Deste modo, não podem ser resolvidas di-

retamente pelas ferramentas computacionais disponíveis.Desta maneira, utilizam-se as ideias

apresentadas em Covacic (2006). Sendo assim, considere que as expressões(191), (192), (201)

e (202)possam ser aproximadas por:

[

ε2 (

X1i j Bi −BiMi
)′

l ′p
lp
(

X1i j Bi −BiMi
)

I

]

> 0, (206)

[

ε2 (

X2i j Bi −BiMi
)′

l ′p
lp
(

X2i j Bi −BiMi
)

I

]

> 0, (207)

comε ≈ 0, para todo i∈ IKN, j ∈ IK r , e p= {1, . . . , t}, sendo:

l1 =
[

1 0 . . . 0
]

, l2 =
[

0 1 . . . 0
]

, . . . , lt =
[

0 0 . . . 1
]

. (208)

A partir das relaxações propostas em Liu e Zhang (2003) e Teixeira, Assunção e Avellar

(2003), propõe-se generalizar o Teorema 25.

Teorema 27.Considere o sistema apresentado em(17)e (157), sendo que posto(Bi) = m para

i ∈ IKN e suponha que y(t) ∈ R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ,

matrizes simétricas Q0 jk ∈ R
n×n, Qi ∈ R

p×p, matrizesξi jk = ξ ′
ik j ∈ R

2n×2n, φ jk = φ ′
k j ∈ R

n×n,

w jk = w′
k j ∈R

n×n, Pjk = P′
k j ∈R

n×n, X1 jk ∈R
n×n, X2 jk ∈R

n×n, Ni ∈R
p×n, Mi ∈R

m×m, tais que

ψikk− γikk < ξikk, (209)

ψi jk +ψ ′
i jk − γi jk − γ ′i jk < ξi jk +ξ ′

i jk , k 6= j, (210)

θkk < φkk, (211)

θ jk +θ ′
jk < φ jk +φ ′

jk, k 6= j, (212)

Pkk > wkk (213)

Pjk +P′
jk > w jk +w′

jk, k 6= j, (214)

W⋆ > 0, (215)

Φ⋆ < 0, (216)

Ξ⋆
i < 0, (217)

BiMi = X1ikBi , (218)

BiMi = X2ikBi , (219)
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para todo i∈ IKN, j,k∈ IK r , sendo,

W⋆ =









w11 . . . w1r
...

.. .
...

wr1 . . . wrr









, (220)

Φ⋆ =









φ11 . . . φ1r
...

.. .
...

φr1 . . . φrr









, (221)

Ξ⋆
i =









ξi11 . . . ξi1r
...

. . .
...

ξir1 . . . ξirr









, (222)

ψi jk =

[

X1ikAi j +A′
i j X

′
1ik

+X1i j Aik +A′
ikX′

1i j
+2BiNiC+2C′N′

i B
′
i

Pjk −X′
1ik

+X2ikAi j +Pk j −X′
1i j

+X2i j Aik +2BiNiC

Pjk −X1ik +A′
i j X

′
2ik

+Pk j −X1i j +A′
ikX′

2i j
+2C′N′

i B
′
i

−X2ik −X′
2ik

−X2i j −X′
2i j

]

, (223)

γi jk =

[

Q0 jk +Q0k j +2C′QiC 0

0 0

]

, (224)

θ jk = Q0 jk +C′QλC. (225)

Então, a regra de chaveamento(21) e (156) com os ganhos Ki = M−1
i Ni, tornam a origem

(x = 0) do sistema linear chaveado incerto(17) e (157) um ponto de equilíbrio globalmente

assintoticamente estável.

Demonstração.Considere queAcl(σ ,α) = A(σ ,α)+Bσ KσC e as seguintes definições:

X =

[

X1(σ ,α)

X2(σ ,α)

]

, T =

[

In
Acl(σ ,α)

]

, ∑ =
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk, ∆(σ ,α) =













α1T

α2T
...

αrT













. (226)

Em seguida, considere que (209)-(219) são factíveis. Então, a partir de (209)-(210), (221)-

(226), parax 6= 0, segue que:

0> x′∆′(σ ,α)Ξ⋆
i ∆(σ ,α)x

= x′∑T ′ξi jkTx

> x′∑T ′
(

ψi jk − γi jk
)

Tx. (227)
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A partir de (223)-(225), note que (227) pode ser reescrita como:

0> x′∑T ′

([

X1ikAi j +A′
i j X

′
1ik

+X1i j Aik +A′
ikX′

1i j
+2BiNiC+2C′N′

i B
′
i

Pjk −X′
1ik

+X2ikAi j +Pk j −X′
1i j

+X2i j Aik +2BiNiC

Pjk −X1ik +A′
i j X

′
2ik

+Pk j −X1i j +A′
ikX′

2i j
+2C′N′

i B
′
i

−X2ik −X′
2ik

−X2i j −X′
2i j

]

−

[

Q0 jk +Q0k j +2C′QiC 0

0 0

])

Tx. (228)

Observe que,∑
(

X1ikAi j +X1i j Aik
)

= 2∑X1ikAi j , ∑
(

Pjk +Pk j
)

= 2∑Pjk, ∑
(

X1ik +X1i j

)

=

2∑X1ik e ∑
(

Q0 jk +Q0k j

)

= 2∑Q0 jk . Deste modo, verifique que (228) pode ser reescrita

como:

0> 2x′∑T ′

([

X1ikAi j +BiNiC+(∗) Pjk −X1ik +A′
i j X

′
2ik

+C′N′
i B

′
i

(∗) −X2ik −X′
2ik

]

−

[

Q0 jk +C′QiC 0

0 0

])

Tx.

(229)

Então, defina queX1(σ ,α) = (α1X1σ1 + α2X1σ2 + . . .+ αrX1σ r ), X2(σ ,α) = (α1X2σ1 +

α2X2σ2 + . . .+αrX2σ r ), Q0(α) = (α1α1Q011+α1α2Q012+α2α1Q021+ . . .+αrαrQ0rr ), P(α) =

(α1α1P11+α1α2P12+α2α1P21+ . . .+αrαrPrr ) e a partir (17) e (229), considerandoσ = i,

obtém-se:

0> x′T ′

([

X1(σ ,α)(A(σ ,α)+Bσ KσC)+(∗) (∗)

P(α)−X′
1(σ ,α)+X2(σ ,α)(A(σ ,α)+Bσ KσC) −X2(σ ,α)−X′

2(σ ,α)

]

−

[

Q0(α)+C′QσC 0

0 0

])

Tx

= x′T ′

({[

0 P(α)

P(α) 0

]

+X

[

A′
cl(σ ,α)

−In

]′

+

[

A′
cl(σ ,α)

−In

]

X′

}

−

[

Q0(α)+C′QσC 0

0 0

])

Tx

= x′T ′

([

0 P(α)

P(α) 0

]

−

[

Q0(α)+C′QσC 0

0 0

])

Tx. (230)

Agora, considerando que o mínimo de um conjunto de números reais é menor ou igual do

que a combinação convexa destes números, observe que, a partir de (21) e (157), (230) torna-se:

0> V̇(x)−x′ (Q0(α))x− min
i∈IKN

y′Qiy,

≥ V̇(x)−x′
(

Q0(α)+C′QλC
)

x,
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= V̇(x)−x′∑θ jkx. (231)

Consequentemente, considerando uma função candidata de LyapunovV(x) = x′P(α)x, sendo

queP(α) foi definida acima, a partir de (211)-(212), (225), note que (231) pode ser representada

como:

0> V̇(x)−
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αkx
′θ jkx,

> V̇(x)−
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αkx
′φ jkx. (232)

Em seguida, de (216) e (221), segue que:

V̇(x)<
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk x′φ jkx,

V̇(x)< x′ [α1I α2I . . . αr I ]Φ⋆ [α1I α2I . . . αr I ]
′ x< 0. (233)

Finalmente, a partir de (17), (213), (214), (215) e (220), observe que:

V(x(t)) = x′ [α1I α2I . . . αr I ]









P11 . . . P1r
...

. . .
...

Pr1 . . . Prr









[α1I α2I . . . αr I ]
′ x,

> x′ [α1I α2I . . . αr I ]









w11 . . . w1r
...

. ..
...

wr1 . . . wrr









[α1I α2I . . . αr I ]
′ x,

= x′
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αkW
⋆x> 0. (234)

Além disto, a partir de (233) e (234), verifique que, respectivamente,̇V(x)< 0 eV(x)> 0, para

x 6= 0. Deste modo, a prova está concluída.

Observação 19.Note que, para implementação das LMIs do Teorema 27, considerou-se X1i j Bi =

X1ikBi e X2i j Bi = X2ikBi, pois j,k∈ IK r .

O teorema a seguir generaliza as condições do Teorema 27 através da inserção de um

critério de desempenho, o custo garantido (30).

Teorema 28.Considere o sistema apresentado em(17)e (157), sendo que posto(Bi) = m para

i ∈ IKN e suponha que y(t) ∈ R
p esteja disponível para realimentação. Se existiremλ ∈ Λ,

um escalarρ > 0, matrizes simétricas Q0 jk ∈ R
n×n, Qi ∈ R

p×p, matrizesξi jk = ξ ′
ik j ∈ R

2n×2n,

φ jk = φ ′
k j ∈ R

n×n, wjk = w′
k j ∈ R

n×n, Pjk = P′
k j ∈ R

n×n, X1 jk ∈ R
n×n, X2 jk ∈ R

n×n, Ni ∈ R
p×n,



88

Mi ∈ R
m×m, tais que

ψikk− γikk < ξikk, (235)

ψi jk +ψ ′
i jk − γi jk − γ ′i jk < ξi jk +ξ ′

i jk , k 6= j, (236)

θkk < φkk, (237)

θ jk +θ ′
jk < φ jk +φ ′

jk, k 6= j, (238)

Pkk > wkk (239)

Pjk +P′
jk > w jk +w′

jk, k 6= j, (240)

Pkk−ρIn < 0, (241)

1
2
×
(

Pjk +P′
jk

)

−ρIn < 0, k 6= j, (242)

W⋆ > 0, (243)

Φ⋆ < 0, (244)

Ξ⋆
i < 0, (245)

BiMi = X1ikBi , (246)

BiMi = X2ikBi , (247)

para todo i∈ IKN, j,k∈ IK r , sendo,

W⋆ =









w11 . . . w1r
...

.. .
...

wr1 . . . wrr









, (248)

Φ⋆ =









φ11 . . . φ1r
...

.. .
...

φr1 . . . φrr









, (249)

Ξ⋆
i =









ξi11 . . . ξi1r
...

. . .
...

ξir1 . . . ξirr









, (250)

ψi jk =

[

X1ikAi j +A′
i j X

′
1ik

+X1i j Aik +A′
ikX′

1i j
+2BiNiC+2C′N′

i B
′
i +2C′C

Pjk −X′
1ik

+X2ikAi j +Pk j −X′
1i j

+X2i j Aik +2BiNiC

Pjk −X1ik +A′
i j X

′
2ik

+Pk j −X1i j +A′
ikX′

2i j
+2C′N′

i B
′
i

−X2ik −X′
2ik

−X2i j −X′
2i j

]

, (251)

γi jk =

[

Q0 jk +Q0k j +2C′QiC 0

0 0

]

, (252)
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θ jk = Q0 jk +C′QλC. (253)

Então, a regra de chaveamento(21) e (156) com os ganhos Ki = M−1
i Ni, tornam a origem

x = 0 do sistema linear chaveado incerto(17) e (157) um ponto de equilíbrio globalmente

assintoticamente estável e o custo garantido(30) mantém-se para todas as condições iniciais,

x0 = x(0) 6= 0.

Demonstração.A partir da demonstração do Teorema 27, note que:

V̇(x)+y′y<
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk x′φ jkx,

V̇(x)+y′y< x′ [α1I α2I . . . αr I ]Φ⋆ [α1I α2I . . . αr I ]
′ x< 0. (254)

A partir de (234), verifique queV(x) > 0, parax 6= 0. Agora, multiplicando (241) e (242)

à esquerda por[α1I ,α2I , . . . ,αr I ] e à direita por[α1I ,α2I , . . . ,αr I ]
′, segue queP(α)−ρIn < 0.

Em seguida, integrando (254) de zero até o infinito, obtém-se(30). Desta maneira, a prova está

concluída.

Então o Teorema 28 fornece o seguinte problema de otimização:

inf
Pjk=P′k j , ρ>0, Q0 jk

=Q′
0 jk

, Qi=Q′
i , ξi jk=ξ ′ik j ,Ni

X1ik
, X2ik

, X1i j , X2i j , φ jk=φ ′
k j, w jk=w′

k j,Mi

{ρ : (235)− (247) mantém-se∀i ∈ IKN e j,k∈ IK r} .

(255)

Observação 20.Note que, para implementação das LMIs do Teorema 28, considerou-se X1i j Bi =

X1ikBi e X2i j Bi = X2ikBi, pois j,k∈ IK r .

Observação 21.Observe que as condições(218), (219), (246)e (247), apresentadas nos Teo-

remas 27 e 28 são igualdades matriciais lineares. Deste modo, não podem ser resolvidas di-

retamente pelas ferramentas computacionais disponíveis.Desta maneira, utilizam-se as ideias

apresentadas em Covacic (2006). Sendo assim, considere que as expressões(218), (219), (246)

e (247)possam ser aproximadas por:

[

ε2 (

BiMi −X1ikBi
)′

l ′p
lp
(

BiMi −X1ikBi
)

I

]

> 0, (256)

[

ε2 (

BiMi −X2ikBi
)′

l ′p
lp
(

BiMi −X2ikBi
)

I

]

> 0, (257)

comε ≈ 0, para todo i∈ IKN, k∈ IK r , e p= {1, . . . , t}, sendo:

l1 =
[

1 0 . . . 0
]

, l2 =
[

0 1 . . . 0
]

, . . . , lt =
[

0 0 . . . 1
]

. (258)
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A seguir, propõe-se considerar a saída como uma nova variável de estado. A partir de (101)

e (157) obtém-se:

ξ̇ (t) = AN(σ ,α)ξ , ξ (0) = ξ0, (259)

sendoξ =

[

x

y

]

eAN(σ ,α) =

[

Acl(σ ,α) 0

CAcl(σ ,α) 0

]

, sendoAcl(σ ,α) = A(σ ,α)+Bσ KσC.

Deste modo a partir de (17) e (259), propõe-se o teorema a seguir.

Teorema 29.Considere o sistema linear chaveado incerto(17) e (259)e suponha que a saída

y(t) ∈ R
p está disponível para realimentação. Se existirem,λ ∈ Λ, matrizes simétricas P0 jk ∈

R
n×n, P1 jk ∈ R

p×p, Zi ∈ R
p×p, Qi ∈ R

p×p , Q0 jk ∈ R
n×n, matrizes Ni ∈ R

p×n, matrizes Mi ∈

R
m×m, tais que

[

P0 jk 0n×p

0p×n P1 jk

]

> 0, (260)

[

A′
i j P0 jk +P0 jkAi j +BiNiC+C′N′

i B
′
i A′

i jC
′P1 jk +C′N′

i B
′
iC

′

P1 jkCAi j +CBiNiC 0p×p

]

<

[

Q0 jk C′Zi

ZiC Qi

]

, (261)

BiMi = P0 jkBi , (262)

P1 jkCBi =CBiMi , (263)

Q0 jk +C′(2Zλ +Qλ )C< 0, (264)

para todo i∈ IKN, j e k∈ IK r , então a estratégia de chaveamento(105)e (156)com os ganhos

Ki = M−1
i Ni tornam o ponto de equilíbrio(ξ = 0) do sistema representado por(17) e (259)

globalmente assintoticamente estável.

Demonstração.Defina Aclσ j = Aσ j +Bσ KσC. Considere que (105), (106), (260)-(264) são

factíveis. A partir de (259) e (261)-(264) têm-se que:

V̇(ξ ) =
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x

y

]′{[

A′
clσ j

A′
clσ j

C′

0 0

][

P0 jk 0

0 P1 jk

]

+

[

P0 jk 0

0 P1 jk

][

Aclσ j 0

CAclσ j 0

]}[

x

y

]

=
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x

y

]′[

A′
i j P0 jk +P0 jkAi j +BiNiC+C′N′

i B
′
i A′

i jC
′P1 jk +C′N′

i B
′
iC

′

P1 jkCAi j +CBiNiC 0p×p

][

x

y

]
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<
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x

y

]′[

Q0 jk C′Zσ

ZσC Qσ

][

x

y

]

=
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x′(Q0 jk)x+y′(2Zσ +Qσ )y
]

=
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x′(Q0 jk)x
]

+ min
i∈KN

y′(2Zi +Qi)y

≤
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αkx
′
[

Q0 jk +C′(2Zλ +Qλ )C
]

x< 0. (265)

Note que, a primeira desigualdade é obtida considerando (261). A partir de (17) e (106), veri-

fique queV(ξ )> 0, paraξ0 = ξ (0) 6= 0 e a partir de (265),̇V(ξ )< 0. Deste modo, a prova está

concluída.

O teorema a seguir generaliza as condições do Teorema 29 através da inserção de um

critério de desempenho, o custo garantido (30).

Teorema 30.Considere o sistema linear chaveado incerto(17) e (259)e suponha que a saída

y(t) ∈ R
p está disponível para realimentação. Se existirem,λ ∈ Λ, um escalarρ > 0, matrizes

simétricas P0 jk ∈R
n×n, P1 jk ∈R

p×p, Zi ∈R
p×p, Qi ∈R

p×p e Q0 jk ∈R
n×n, matrizes Ni ∈R

p×n,

matrizes Mi ∈ R
m×m, tais que

[

P0 jk 0n×p

0p×n P1 jk

]

−ρI(n+p) < 0, (266)

[

P0 jk 0n×p

0p×n P1 jk

]

> 0, (267)

[

A′
i j P0 jk +P0 jkAi j +BiNiC+C′N′

i B
′
i +C′C A′

i jC
′P1 jk +C′N′

i B
′
iC

′

P1 jkCAi j +CBiNiC 0p×p

]

<

[

Q0 jk C′Zi

ZiC Qi

]

, (268)

BiMi = P0 jkBi , (269)

P1 jkCBi =CBiMi , (270)

Q0 jk +C′(2Zλ +Qλ )C< 0, (271)

para todo i∈ IKN, j e k∈ IK r , então a estratégia de chaveamento(105)e (156)com os ganhos

Ki = M−1
i Ni tornam o ponto de equilíbrioξ = 0 do sistema representado por(17)e (259)glob-
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almente assintoticamente estável e o custo garantido(30) mantém-se para todas as condições

iniciais, ξ0 = ξ (0) 6= 0.

Demonstração.A partir da demonstração do Teorema 29, observe que:

V̇(ξ ) =
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x

y

]′{[

A′
i j P0 jk +BiNiC+(∗) A′

i jC
′P1 jk +C′N′

i B
′
iC

′

P1 jkCAi j +CBiNiC 0p×p

]

−

[

C′C 0

0 0

]}[

x

y

]

<
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x

y

]′{[

Q0 jk C′Zσ

ZσC Qσ

]

−

[

C′C 0

0 0

]}[

x

y

]

=
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x′(Q0 jk)x+y′(2Zσ +Qσ )y
]

−y′y

=
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk

[

x′(Q0 jk)x
]

+ min
i∈IKN

y′(2Zi +Qi)y−y′y

≤
r

∑
j=1

α j

r

∑
k=1

αk x′
(

Q0 jk +C′ (2Zλ +Qλ )C
)

x−y′y

<−y′y≤ 0. (272)

A partir de (17) e considerando uma função quadrática de Lyapunov (106), note que,V(ξ )> 0

paraξ 6= 0. Em seguida, verifique que a partir de (272),V̇(ξ )< 0 paraξ 6= 0. Agora, integrando

(272) de zero até o infinito, considerando (266) eξ0 = ξ (0) 6= 0, obtém-se (43). Sendo assim,

a prova está concluída.

Então o Teorema 30 fornece o seguinte problema de otimização:

inf
P0 jk

=P′0 jk
, P1 jk

=P′1 jk
, ρ>0, Q0 jk

=Q′
0 jk

Qi=Q′
i , Zi=Z′

i , Mi , Ni

{ρ : (266)− (271) mantém-se∀i ∈ IKN e j,k∈ IK r} . (273)

Observação 22.Observe que as condições(262), (263), (269)e (270), apresentadas nos Teo-

remas 29 e 30 são igualdades matriciais lineares. Deste modo, não podem ser resolvidas di-

retamente pelas ferramentas computacionais disponíveis.Desta maneira, utilizam-se as ideias

apresentadas em Covacic (2006). Sendo assim, considere que as expressões(262), (263), (269)

e (270)possam ser aproximadas por:





ε2
(

BiMi −P0 jkBi

)′
l ′p

lp

(

BiMi −P0 jkBi

)

I



> 0, (274)





ε2
(

P1 jkCBi −CBiMi

)′
l ′p

lp

(

P1 jkCBi −CBiMi

)

I



> 0, (275)
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comε ≈ 0, para todo i∈ IKN, j,k∈ IK r , e p= {1, . . . , t}, sendo:

l1 =
[

1 0 . . . 0
]

, l2 =
[

0 1 . . . 0
]

, . . . , lt =
[

0 0 . . . 1
]

. (276)

Na seção a seguir, propõe projetar controladores de saída através da saída medida e também

da saída filtrada da planta.

4.2 PROJETO DE CONTROLADORES VIA REALIMENTAÇÃO DINÂMICA DE SAÍDA
PARA SISTEMAS LINEARES CHAVEADOS COM INCERTEZAS POLITÓPICAS

Nesta seção, propõe-se utilizar a realimentação dinâmica de saída juntamente com o controlador

dinâmico de saída. Deste modo, considere o sistema filtrado:
{

ξ̇ (t) = Â(σ ,α)ξ (t)+ B̂û(t), ξ (0) = ξ0,

υ(t) = Ĉξ (t),
(277)

sendoξ (t) = [x(t)′ yF(t)
′]′ ∈ R

q, υ = [y(t)′ yF(t)
′]′ ∈ R

z, Â ∈ R
q×q, B̂i ∈ R

q×m, Ĉ ∈ R
z×q,

q = n+ (M × p), z= (1+M)× p e û(t) é a entrada de controle. As matrizes do sistema

aumentado são descritas usando os parâmetros do sistema original (17), (154) e também através

do número de filtros(M) selecionados pelo usuário, como segue:

Â(σ ,α) =

[

A(σ ,α) TM

VM WM

]

, (278)

B̂i =

[

Bi

0Mp×m

]

, (279)

Ĉ=

[

C RM

T ′
M ZM

]

, (280)

sendo:TM ∈R
n×Mp, VM ∈R

Mp×n, WM ∈R
Mp×Mp, RM ∈R

p×Mp eZM ∈R
Mp×Mp são descritas

como::

TM = 0n×pM (281)

VM =























[

wC

0p(M−1)×n

]

,seM > 1

wC ,seM = 1

(282)

WM =











Wi, j =−wIp, se, i = j,

Wi, j = wIp, se, i > j e i− j = 1,

Wi, j = 0p, caso contrário,

(283)

RM = 0p×pM (284)
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ZM =

{

Zi, j = Ip, se, i = j,

Zi, j = 0p, se, i 6= j,
(285)

parai, j ∈ {1,2, . . . ,M}.

A partir de (277), (278)-(285), formula-se o seguinte problema de controle:

Problema 5. Determine uma lei de controle

û(t) = Kσ υ(t), (286)

que torne o ponto de equilíbrio(ξ = 0) do sistema definido em(17)e (277)globalmente assin-

toticamente estável, considerando a regra de chaveamento(129)e também satisfaça um índice

de desempenho, neste caso, o custo garantido(30).

Desta maneira, a seguir propõe-se uma nova solução para o Problema de Controle 5.

Teorema 31.Considere o sistema linear chaveado incerto(17), (117)e (277)e suponha que a

saída y(t) ∈R
p está disponível para realimentação. Se existirem,λ ∈ Λ, matrizesΨ1ik ∈R

q×q,

Ψ2ik ∈R
q×q, matrizes simétricasΓ0 jk ∈R

q×q, Γi ∈R
z×z e matrizes simétricas definidas positiva

PNjk ∈ R
q×q, matrizes Ni ∈ R

p×z, matrizes Mi ∈ R
m×m, tais que:

[

Ψ1ikÂi j +Ψ1i j Âik +2B̂iNiĈ+(∗) (∗)

PNjk −Ψ′
1ik

+Ψ2ikÂi j +PNk j −Ψ′
1i j

+Ψ2i j Âik +2B̂iNiĈ −Ψ2ik −Ψ2i j − (∗)

]

<





Γ0 jk +Γ0k j +2Ĉ′ΓiĈ 0

0 0



 , (287)

Ψ1i j B̂i = B̂iMi, (288)

Ψ2i j B̂i = B̂iMi, (289)

Γ0 jk +Ĉ′ΓλĈ< 0, (290)

para todo i∈ IKN, j ∈ IK r e k∈ IK r , então a estratégia de chaveamento(129)e (286)com os

ganhos Ki = M−1
i Ni, tornam a origem(ξ = 0) do sistema linear chaveado incerto(17), (117)e

(277)um ponto de equilíbrio globalmente assintoticamente estável.

Demonstração.Defina Âcl(σ ,α) = Â(σ ,α)+ B̂σ KσĈ. Considere que (287) - (290) são fac-

tíveis. A partir de (129) e (290), note que:

0> ξ ′(Γ0 jk +Ĉ′ΓλĈ)ξ ≥ ξ ′Γ0 jkξ + min
i∈IKN

υ ′Γiυ

= ξ ′(Γ0 jk +Ĉ′ΓσĈ)ξ (291)
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Observe que, (291) pode ser reescrita como:

0> ξ ′

[

In
Âcl(σ ,α)

]′[

Γ0 jk +Ĉ′ΓσĈ 0

0 0

][

In
Âcl(σ ,α)

]

ξ ,

0>
1
2
×ξ ′

[

In
Âcl(σ ,α)

]′[

Γ0 jk +Γ0k j +2Ĉ′ΓσĈ 0

0 0

][

In
Âcl(σ ,α)

]

ξ . (292)

Deste modo, a partir de (287) e (292) , obtém-se:

0>
1
2
×ξ ′

[

In
Âcl(σ ,α)

]′[

Ψ1ikÂi j +Ψ1i j Âik +2B̂iNiĈ+(∗)

PNjk −Ψ′
1ik +Ψ2ikÂi j +PNk j −Ψ′

1i j +Ψ2i j Âik +2B̂iNiĈ

PNjk −Ψ1ik + Â′
i j Ψ′

2ik +PNk j −Ψ1i j + Â′
ikΨ′

2i j +2Ĉ′
i N

′
i B̂

′

−Ψ2ik −Ψ2i j − (∗)

][

In
Âcl(σ ,α)

]

ξ . (293)

Note que de (293) tem-se que:

0>
r

∑
k=1

αk

r

∑
j=1

α jξ ′

[

In
Âcl(σ ,α)

]′[

Ψ1ik(Âi j + B̂iKiĈi)+(∗)

PNjk −Ψ′
1ik +Ψ2ik(Âi j + B̂iKiĈi)

(∗)

−Ψ2ik −Ψ′
2ik

][

In
Âcl(σ ,α)

]

ξ . (294)

Definindo-sePN(α) = (α1α1PN11+α1α2PN12+ . . .+αrαrPNrr ), Ψ1(σ ,α) = (α1Ψ1σ1+α2Ψ1σ2+

. . .+αrX1σ r), Ψ2(σ ,α)=(α1Ψ2σ1 +α2Ψ2σ2+ . . .+αrΨ2σ r), note que (294) pode ser reescrita

como:

0> ξ ′
[

In Â′
cl(σ ,α)

]

{[

0 PN(α)

PN(α) 0

]

+

[

Ψ1(σ ,α)

Ψ2(σ ,α)

]

[

Âcl(σ ,α) −In
]

+

[

Â′
cl(σ ,α)

−In

]

[

Ψ′
1(σ ,α) Ψ′

2(σ ,α)
]

}[

In
Âcl(σ ,α)

]

ξ ,

>
[

In Â′
cl(σ ,α)

]

[

0 PN(α)

PN(α) 0

][

In
Âcl(σ ,α)

]

. (295)

Considerando uma função candidata de LyapunovV(ξ ) = ξ ′PN(α)ξ , note que de (17),V(ξ )>
0 paraξ 6= 0 e de (277) e (295), segue queV̇(ξ )< 0. Deste modo, a prova está concluída.

Observação 23.Note que, para implementação das LMIs do Teorema 31, considerou-seΨ1i j Bi =

Ψ1ikBi e Ψ2i j Bi = Ψ2ikBi, pois j,k∈ IK r .

O teorema a seguir considera além da estabilidade assintótica, um critério de desempenho,

neste caso, o custo garantido (30).
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Teorema 32.Considere o sistema linear chaveado incerto(17), (117)e (277)e suponha que

a saída y(t) ∈ R
p está disponível para realimentação. Se existirem, um escalar ρ > 0, λ ∈

Λ, matrizesΨ1ik ∈ R
q×q, Ψ2ik ∈ R

q×q, matrizes simétricasΓ0 jk ∈ R
q×q, Γi ∈ R

z×z e matrizes

simétricas definidas positiva PNjk ∈ R
q×q, matrizes Ni ∈ R

p×z, matrizes Mi ∈ R
m×m, tais que:

PNjk −ρIq < 0, (296)

[

Ψ1ikÂi j +Ψ1i j Âik +2B̂iNiĈ+(∗)+2C′
cCc (∗)

PNjk −Ψ′
1ik

+Ψ2ikÂi j +PNk j −Ψ′
1i j

+Ψ2i j Âik +2B̂iNiĈ −Ψ2ik −Ψ2i j − (∗)

]

<





6Γ0 jk +Γ0k j +2Ĉ′ΓiĈ 0

0 0



 , (297)

Ψ1i j B̂i = B̂iMi, (298)

Ψ2i j B̂i = B̂iMi, (299)

Γ0 jk +Ĉ′ΓλĈ< 0, (300)

para todo i∈ IKN, j ∈ IK r e k∈ IK r , então a estratégia de chaveamento(129) e (286) com

os ganhos Ki = M−1
i Ni, tornam a origem(ξ = 0) do sistema linear chaveado incerto(117)

e (277)um ponto de equilíbrio globalmente assintoticamente estável e o custo garantido(30)

mantêm-se paraξ0 = ξ (0) 6= 0.

Observação 24.Note que, na definição do custo garantido(30), somente a saída medida da

planta é utilizada para o cômputo. Desta maneira, define-se amatriz Cc ∈ R
z×q:

Cc =

[

C TM

T ′
M TM

]

. (301)

Demonstração.A partir da demonstração do Teorema 31 note que:

0> x′
[

In Â′(σ ,α)
]

[

C′C P(α)

P(α) 0

][

In
Â(σ ,α)

]

x

0> V̇(x)+y′y, (302)

sendoP(α) = (α1α1P11+α1α2P12+ · · ·+αrαrPrr ). Considerando uma função quadrática de

LyapunovV(ξ ) = ξ ′P(α)ξ , note que a partir de (17),V(ξ ) > 0 paraξ 6= 0. Além disto,

observe quėV(ξ ) < 0 paraξ 6= 0 doravante (302). Agora, integrando (302) de zero até o

infinito, considerandoξ0 = ξ (0) 6= 0, obtém-se (30). Deste modo, a prova está concluída.
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Então o Teorema 32 fornece o seguinte problema de otimização:

inf
PNjk

=P′Njk
>0, ρ>0, Γ0 jk

=Γ′0 jk
, Γi=Γ′i , Mi

Ψ1ik
, Ψ2ik

, Ψ1i j , Ψ2i j , Ni

{ρ : (296)− (300) mantém-se∀i ∈ IKN e j,k∈ IK r} . (303)

Observação 25.Note que, para implementação das LMIs do Teorema 32, considerou-seΨ1i j Bi =

Ψ1ikBi e Ψ2i j Bi = Ψ2ikBi, pois j,k∈ IK r .

Observação 26.Observe que as condições(288), (289), (298)e (299), apresentadas nos Teo-

remas 31 e 32 são igualdades matriciais lineares. Deste modo, não podem ser resolvidas di-

retamente pelas ferramentas computacionais disponíveis.Desta maneira, utilizam-se as ideias

apresentadas em Covacic (2006). Sendo assim, considere que as expressões(288), (289), (298)

e (299)possam ser aproximadas por:

[

ε2 (

Ψ1i j B̂i − B̂iMi
)′

l ′p
lp
(

Ψ1i j B̂i − B̂iMi
)

I

]

> 0, (304)

[

ε2 (

Ψ2i j B̂i − B̂iMi
)′

l ′p
lp
(

Ψ2i j B̂i − B̂iMi
)

I

]

> 0, (305)

comε ≈ 0, para todo i∈ IKN, j ∈ IK r , e p= {1, . . . , t}, sendo:

l1 =
[

1 0 . . . 0
]

, l2 =
[

0 1 . . . 0
]

, . . . , lt =
[

0 0 . . . 1
]

. (306)

A seguir um exemplo numérico comprova a eficácia da técnica decontrole proposta neste

capítulo. Inicialmente comparam-se as regiões de factibilidade obtidas com as condições dis-

postas nos Teoremas 4, 5, 7, 9, 13, 16 e 18, com a regiões factíveis atingidas, respectivamente,

através das condições dos Teoremas 21, 23, 25, 27, 29 e 31. Em seguida, calcula-se o custo

garantido obtido pelas condições dos Teoremas 22, 24, 26, 28, 30 e 32. Verifica-se que o pro-

jeto de controladores, sejam estáticos ou dinâmicos, juntamente com uma regra de chaveamento

dependente exclusivamente da saída, incorporado nos teoremas deste capítulo, aumenta a região

de factibilidade e diminui o custo garantido, quando comparado com os resultados obtidos com

os teoremas do Capítulo 3.

4.3 EXEMPLO 4 - SIMULAÇÃO COMPUTACIONAL

Considere o sistema linear incerto (17) e (157), sendor = N = 2, i ∈ {1,2}, j ∈ {1,2}, e as

seguintes matrizes que representam as dinâmicas dos subsistemas:

A11 =







0 1 0

1 −3 0

1 0 −1






, A12 =







h1 1 0

1 −1 0

1 0 −1






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A21 =







−1 −1,5 0

−2 −1 0

0 1 −1






, A22 =







−1 −0,5 0

−2 h2 0

0 1 −1







Observe que as matrizesA12 eA22 dependem dos parâmetros incertosh1 eh2. Deste modo, note

que a matrizA12 não é Hurwitz para todosh1 ∈ [−30,−20] e matrizA22 é Hurwitz para todosh2

∈ [0,3]. Além disto, verifica-se que asA11 eA21 não são Hurwitz. Inicialmente apresenta-se um

estudo comparativo sobre a região de factibilidade obtida através das condições dos Teoremas

4, 5, 7, 9, 13, 16 , 18, 21, 23, 25, 27, 29 e 31 para alguns pares deh1 eh2, sendoh1 ∈ [−30,−20]

e h2 ∈ [0,3]. Além disto, comparações entre o custo garantido (30) são realizadas a partir das

condições propostas nos Teoremas 22, 24, 26, 28, 30 e 32. A matriz de saída do sistema linear

incerto chaveado (157) e (17) é dada por:

C=

[

1 0 0

0 0 1

]

(307)

O solverutilizado nas simulações foi oLMILab com a interface doYalmip(LOFBERG, 2004)

em ambiente MATLAB.

4.3.1 Estudo sobre Regiões de Factibilidade I

Inicialmente, adota-seλ1 = λ2 = 0,5. Nesta primeira etapa da simulação, consideram-se al-

guns pares deh1 e h2, sendoh1 ∈ [−30,−20] e h2 ∈ [0,1] visando comparar as áreas factíveis

obtidas através das condições dos Teoremas 5, 7, 9, com os Teoremas 21, 23 e 25. Observa-se

que, conforme esperado, as regiões de factibilidade aumentaram com a inserção do controlador

estático de saída. Sendo assim, através das Figuras 30, 31 e 32 verifica-se que a região factível

obtida com os Teoremas 21, 23 e 25 é maior quando comparada comas regiões obtidas através

dos Teoremas 5, 7, 9, respectivamente.

4.3.2 Estudo sobre Regiões de Factibilidade II

Nesta segunda etapa da simulação, adota-seλ1 = 0,75 e λ2 = 0,25. Consideram-se alguns

pares deh1 e h2, sendoh1 ∈ [−30,−20] e h2 ∈ [2, 3,5] visando comparar as áreas factíveis

obtidas através das condições dos Teoremas 13, 16 e 18, com a regiões factíveis atingidas,

respectivamente, através das condições dos Teoremas 27, 29e 31. Na Figura 34 comparam-

se as regiões de factiblidade atingidas com as condições dosTeoremas 13 e 27. Note que, o

Teorema 27 além da regra de chaveamento, também considera a realimentação de um ganho

estático estabilizante. Tal fato justifica o aumento da região de factibilidade. A mesma análise é

válida para a Figura 35, que compara a factibilidade alcançada com as condições dos Teoremas

16 e 29. Na Figura 36 comparam-se as regiões factíveis obtidas através das condições dos
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Figura 30 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 5 e 21, sendo que a região factível obtida
através do Teorema 5 é representada por(•) e região factível obtida através do Teorema 21
é representada por(•) e (×) .

−30 −29 −28 −27 −26 −25 −24 −23 −22 −21 −20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

h 2

h1

Fonte: Elaboração do próprio autor.

Teoremas 18 e 31, considerandoM = 1 ew= 50.

4.3.3 Cômputo do Custo Garantido

A seguir, comparam-se os valores do custo garantido obtido com as condições dos Teoremas

22, 24, 26, 28, 30 e 32. Para critérios de comparação, consideram-se os seguintes intervalos

para os parâmetros:h1 ∈ [−30, −25] e h2 ∈ [0, 0,7]. A escolha deste intervalo baseou-se na

menor região de factibilidade obtida através do Teorema 21,como verificou-se na Figura 33. Na

Figura 38 observa-se a variação do custo garantido (30) em função dos parâmetros incertosh1 e

h2 para as condições mostradas no Teorema 22. Nota-se uma superfície decrescente, sendo que

os maiores valores para o custo garantido (30) surgiram com oaumento dos valores da incerteza

h2.

Observa-se através da Figura 39 a variação do custo garantido (30) em função dos parâme-

tros incertosh1 eh2 para as condições mostradas no Teorema 24. É possível verificar que, com

a flexibilização deste teorema, que o custo garantido (30) reduziu, quando comparado com a

análise da Figura 38. Já, a Figura 40 apresenta o mesmo estudopara as condições do Teorema

26. Verifique que, os resultados das Figuras 38 e 39 são semelhantes, ou seja, os custos obtidos

com os Teoremas 24 e 26 são próximos para este exemplo. As mesmas análises são válidas
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Figura 31 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 7 e 23, sendo que a região factível obtida
através do Teorema 7 é representada por(•) e região factível obtida através do Teorema 23
é representada por(•) e (×) .

−30 −29 −28 −27 −26 −25 −24 −23 −22 −21 −20
0
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0.2

0.3
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0.9

1

h 2

h1

Fonte: Elaboração do próprio autor.

para as Figuras 41, 42 e 43, que mostram, respectivamente, a variação do custo garantido (30)

em função das incertezas politópicash1 eh2 para as condições dos Teoremas 28, 30 e 32. Note

que, a partir da Figura 44, para as condições do Teorema 32, considerando-sew= 50 e um filtro

dinâmico na saída medida da planta, o custo garantido reduziu-se, quando comparado com as

condições dos Teoremas 28 e 30.

4.4 CONCLUSÕES PARCIAIS

Neste capítulo apresentaram-se resultados referentes ao projeto de controladores estáticos e

dinâmicos via realimentação de saída para sistemas lineares chaveados incertos utilizando as

aproximações disponibilizadas em Crusius e Trofino (1999). Propuseram-se teoremas visando

garantir estabilidade assintótica e um critério de desempenho, neste caso, custo garantido. Um

exemplo de simulação computacional mostrou a eficácia da técnica de controle proposta. Ini-

cialmente, compararam-se os resultados referentes à região de factibilidade obtidas com as

condições dispostas nos teoremas do Capítulo 3 com as condições dispostas neste capítulo.

Notou-se que, o projeto de controladores de saída, juntamente com o chaveamento dependente

da saída, proporcionou melhor desempenho (maior região factível). Tal fato, era esperado,

justamente devido à inserção de novas variáveis nas condições dos teoremas, os ganhos estabi-
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Figura 32 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 9 e 25, sendo que a região factível obtida
através do Teorema 9 é representada por(•) e região factível obtida através do Teorema 25
é representada por(•) e (×) .

−30 −29 −28 −27 −26 −25 −24 −23 −22 −21 −20
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0.2

0.3
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0.9

1

h 2

h1
Fonte: Elaboração do próprio autor.

lizantesKσ . Além disso, verificou-se que, conforme esperado, o valor docusto garantido (30)

em função dos parâmetros incertosh1 e h2 também foi reduzido. Por fim, verificou-se que o

projeto de controladores dinâmicos de saída apresentaram resultados mais eficientes do que os

controladores estáticos de saída.
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Figura 33 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 21, 23 e 25, sendo que aregião factível
obtida através do Teorema 21 é representada por(•) e região factível obtida através do
Teorema 23 é representada por(•) e(×) e a região obtida com o Teorema 25 é representada
por (•), (×) e (◦) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Figura 34 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 13 e 27, sendo que a região factível
obtida através do Teorema 13 é representada por(•) e a região factível obtida através do
Teorema 27 é representada por(•) e (×) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.
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Figura 35 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 16 e 29, sendo que a região factível
obtida através do Teorema 16 é representada por(•) e a região factível obtida através do
Teorema 29 é representada por(•) e (×) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Figura 36 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 18 e 31, sendo que a região factível
obtida através do Teorema 18 é representada por(•) e a região factível obtida através do
Teorema 31 é representada por(•) e (×) .
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h1
Fonte: Elaboração do próprio autor.
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Figura 37 - Regiões de factibilidade obtidas com os Teoremas 27, 29 e 31, sendo que aregião factível
obtida através do Teorema 27 é representada por(•), a região factível obtida através do
Teorema 29 é representada por(•) e (×) e a região factível obtida através do Teorema 31
é representada por(•), (×) e (◦) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Figura 38 - Variação do custo garantido (30) em função dos parâmetrosh1 e h2 para as condições do
Teorema 22 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.
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Figura 39 - Variação do custo garantido (30) em função dos parâmetrosh1 e h2 para as condições do
Teorema 24 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Figura 40 - Variação do custo garantido (30) em função dos parâmetrosh1 e h2 para as condições do
Teorema 26 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.
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Figura 41 - Variação do custo garantido (30) em função dos parâmetrosh1 e h2 para as condições do
Teorema 28 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Figura 42 - Variação do custo garantido (30) em função dos parâmetrosh1 e h2 para as condições do
Teorema 30 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.
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Figura 43 - Variação do custo garantido (30) em função dos parâmetrosh1 e h2 para as condições do
Teorema 32 .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.

Figura 44 - Variação do custo garantido (30) em função das incertezas politópicash1 e h2 para as
condições dos Teoremas 28 (azul), 30 e 32 (vermelho) .
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Fonte: Elaboração do próprio autor.
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5 IMPLEMENTAÇÃO PRÁTICA EM UM SISTEMA ED SUSPENSÃO ATIVA

Neste capítulo apresenta-se a implementação prática do controlador robusto estático de saída.

Sabe-se que a realimentação de saída não é um problema de fácil solução devido à presença de

BMIs em sua formulação (SYRMOS et al., 1997), (LIN; ANTSAKLIS,2009). No Capítulo 4

utilizou-se a abordagem proposta em Crusius e Trofino (1999) visando reescrever as condições

em forma de LMIs. Atualmente não existemsolversna literatura capazes de encontrar valores

ótimos para BMIs devido as suas características não convexas. Porém, neste capítulo, prõpoe-se

utilizar uma técnica híbrida, envolvendo uma meta-heurística, neste caso, a Evolução Diferen-

cial (ED) juntamente com umsolver de LMI, visando encontrar valores sub-ótimos para os

controladores de saída. A implementação prática em um sistema didático de suspensão ativa

comprova a eficácia da técnica de controle e também do algoritmo de resolução proposto.

5.1 PROJETO DE CONTROLADORES VIA REALIMENTAÇÃO DE SAÍDA

Considere o sistema linear chaveado incerto com a seguinte realização em espaço de estados:











ẋ(t) = A(σ ,α)x(t)+B(σ ,α)u(t), x(0) = x0,

y(t) = Cx(t),

v(t) = Hx(t),

(308)

sendox(t) ∈R
n o vetor de estado,y(t) ∈R

p a saída medida da planta,v(t) ∈R
p a saída contro-

lada da planta,C∈ R
p×n é a matriz de saída do sistema, conhecida e constante para todo t ≥ 0,

H ∈ R
p×n é a matriz referente à saída controlada, constante para todot ≥ 0, σ(t) é a regra ou

lei de chaveamento,x0 é a condição inicial eu(t) ∈ R
m é entrada de controle. Nas matrizes

A(σ ,α) e B(σ ,α), o vetorα = [α1 α2 . . . αr ]
′ representa as incertezas politópicas da planta,

previamente definidas em (17).

Deste modo, a partir de (156) e (308), considere o sistema linear chaveado incerto em

malha fechada, considerando a saída mediday(t) ∈ R
p como uma nova variável de estado,

representado a seguir:

ξ̇ (t) =

[

A(σ ,α)+B(σ ,α)KσC 0

C(A(σ ,α)+B(σ ,α)KσC) 0

]

ξ , ξ =

[

x

y

]

, ξ (0) = ξ0. (309)

Observação 27.Note que, nos teoremas propostos no Capítulo 4, a matriz de entrada do sis-

tema linear incerto chaveado Bi, i ∈ IKN era conhecida e tinha posto completo. A partir de

agora, considere que B(σ ,α) é incerta, porém invariante no tempo.
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Deste modo, a partir de (17), (156), (309) propõe-se uma solução para o Problema de

Controle 4 no teorema a seguir:

Teorema 33.Considere o sistema linear chaveado incerto(17) e (309)e suponha que a saída

y(t) ∈R
p esteja disponível para realimentação. Se existirem,λ ∈ Λ, matrizes simétricas P0 jk ∈

R
n×n, P1 jk ∈ R

p×p, Zi ∈ R
p×p, Qi ∈ R

p×p, Q0 jk ∈ R
n×n e matrizes Ki ∈ R

m×p, tais que

[

P0 jk 0n×p

0p×n P1 jk

]

> 0, (310)

[

A′
i j P0 jk +P0 jkAi j +P0 jkBi j KiC+C′K′

i B
′
i j P0 jk A′

i jC
′P1 jk +C′K′

i B
′
i j P

′
1 jk

P1 jkCAi j +P1 jkBi j KiC 0p×p

]

<

[

Q0 jk C′Zi

ZiC Qi

]

,

(311)

Q0 jk +C′(2Zλ +Qλ )C< 0, (312)

para todo i∈ IKN, j e k∈ IK r , então a estratégia de chaveamento(105)e (156)com os gan-

hos Ki tornam o ponto de equilíbrioξ = 0 do sistema representado por(309) globalmente

assintoticamente estável.

Demonstração.A demonstração segue os mesmos passos mostrados na prova do Teorema 29.

Objetivando-se a inserção de um critério de desempenho, considera-se o custo garantido

definido a seguir (DEAECTO et al., 2010):

J =
∫ ∞

0
v(t)′v(t)dt =

∫ ∞

0
ξ ′(t)H ′Hξ (t)dt (313)

O teorema a seguir considera um critério de desempenho, neste caso, o custo garantido

(313), visando generalizar as condições dispostas no Teorema 33.

Teorema 34.Considere o sistema linear chaveado incerto(17) e (309)e suponha que a saída

y(t)∈R
p esteja disponível para realimentação. Se existirem, um escalar ρ > 0, λ ∈Λ, matrizes

simétricas P0 jk ∈R
n×n, P1 jk ∈R

p×p, Zi ∈R
p×p, Qi ∈R

p×p, Q0 jk ∈R
n×n e matrizes Ki ∈R

m×p,

tais que

[

P0 jk 0n×p

0p×n P1 jk

]

−ρI(n+p) < 0, (314)
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[

P0 jk 0n×p

0p×n P1 jk

]

> 0, (315)

[

A′
i j P0 jk +P0 jkAi j +P0 jkBi j KiC+C′K′

i B
′
i j P0 jk +H ′H A′

i jC
′P1 jk +C′K′

i B
′
i j P

′
1 jk

P1 jkCAi j +P1 jkBi j KiC 0p×p

]

<

[

Q0 jk C′Zi

ZiC Qi

]

,

(316)

Q0 jk +C′(2Zλ +Qλ )C< 0, (317)

para todo i∈ IKN, j e k∈ IK r , então a estratégia de chaveamento(105)e (156)com os gan-

hos Ki tornam o ponto de equilíbrioξ = 0 do sistema representado por(309) globalmente

assintoticamente estável e admite o seguinte limitante superior para o custo garantido

J =
∫ ∞

0
v(t)′v(t) dt ≤ max

j,k∈IK r

ξ ′
0

[

P0 jk 0n×p

0p×n P1 jk

]

ξ0 < ρξ ′
0I(n+p)ξ0. (318)

Demonstração.A demonstração segue os mesmos passos mostrados na prova do Teorema 30.

Na seção a seguir propõe-se a utilização de um método híbridobaseado em um algoritmo

evolutivo e também em LMIs visando obter soluções sub-ótimas para os controladores de saída.

5.2 ALGORITMO HÍBRIDO BASEADO EM EVOLUÇÃO DIFERENCIAL E LMIS

Devido à existência de BMIs, as condições (311) e (316) dispostas nos Teoremas 33 e 34,

respectivamente, apresentam características não convexas. Portanto, não existemsolversna li-

teratura capazes de encontrar soluções ótimas. O problema em encontrar os valores dos ganhos

de realimentação de saída está relacionado aos mínimos locais gerados pelas BMIs. Visando

encontrar soluções factíveis, propõe-se um algoritmo hibrído baseado em LMIs e Evolução

Diferencial (ED). Basicamente, este método aplica o algoritmo dosolverSeDuMi (STURM,

1999) para resolver as LMIs e fornecer resultados para compor a função objetivo, que é mini-

mizada através de gerações, pela ED. Neste trabalho, considere o custo garantido (30), resultado

da otimização LMI, como a principal característica da função objetivo. Para maiores detalhes

sobre o algoritmo da ED, consulte (PRICE; STORN; LAMPINEN, 2006) e (DAS; SUGAN-

THAN, 2011).
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5.2.1 Evolução diferencial (ED)

Otimização global é considerada eficaz em diferentes ramos da engenharia, estatística e mod-

elos financeiros. Consequentemente, existem várias técnicas propostas na literatura visando

resolver tais problemas. A ED é um método estocástico baseado em um algoritmo de otimiza-

ção populacional introduzido por (STORN; PRICE, 1997). Tal método pertence à classe dos

Algoritmos Evolutivos (AE), que também incluem: Algoritmos Genéticos (AG), Estratégias

Evolutivas (EE) e Programação Evolutiva (PE) (PRICE; STORN; LAMPINEN, 2006). A ED

despontou-se como um dos melhores algoritmos evolutivos que foram apresentados noSecond

International Contest on Evolutionary Optimizatione durante os últimos anos tem recebido

grande atenção por parte dos pesquisadores (DAS; SUGANTHAN, 2011). O algoritmo ED,

aplicado para resolver problemas com parâmetros reais, pode ser resumido em quatro etapas:

inicialização da população/parâmetros, mutação, cruzamento e seleção, conforme observa-se

na Figura 45. Resumidamente, o algoritmo envolve a geração deuma população inicial e mo-

dificação da mesma a cada iteração (geração) considerando ostrês operadores da ED (mutação,

cruzamento e seleção).

Figura 45 - Principais Estágios do Algoritmo da ED .

Inicializa
População Mutação Cruzamento Seleção

Fonte: Adaptado de (DAS; SUGANTHAN, 2011).

Denota-se a população formada porNPvetores que serão atualizados ao longo dasG gera-

ções como segue (319):

{

~xi,G | i = 0, 1, 2 . . . NP−2, NP−1
}

. (319)

Para inicializar a população(G= 0) considera-se o conhecimento prévio do problema, no

que tange as restrições dos valores dos parâmetros. Dessa forma, objetiva-se cobrir a maior

faixa possível desses valores, considerando desta maneira, indivíduos aleatórios distribuídos

uniformemente. Após a geração da população inicial, realiza-se a avaliação do valor da função

objetivo de cada indivíduo.

Os estágios (operadores da ED) que são descritos a seguir sãorealizados para cada indivíduo

da população (~xi,G) em cada geração(G), ou seja, para cada geração as etapas descritas são

realizadasNP vezes, ondeNP, denota o tamanho da população (quantidade de indivíduos)

(319). Quando todos os indivíduos da população já foram submetidos aos operadores da ED

e o critério de parada ainda não foi atingido, uma nova geração é iniciada. Caso o critério de
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parada seja atingido, a execução do algoritmo é finalizada.

A mutação é o estágio que envolve uma soma ponderada entre dois indivíduos (~xβ ,G e~xγ,G)

da população relacionada a um terceiro indivíduo (~xκ ,G), como mostrado em (320), onde todos

os indivíduos envolvidos são diferentes entre si e diferentes do vetor alvo (o qual está sendo

submetido às etapas evolutivas).

~ν =~xκ ,G+F(~xβ ,G−~xγ,G). (320)

O termo real e constante,F > 0, controla a amplitude da variação diferencial. Para cada

vetor alvo~xi,G um vetor mutação~ν é gerado (STORN; PRICE, 1997). Uma possível variação

da ED original trata-se da substituição do vetor~xκ ,G pelo melhor indivíduo da população da

geraçãoG (~xbest,G).

Objetivando-se incrementar a diversidade entre os indivíduos da população, realiza-se o

cruzamento entre ovetor mutaçãoe ovetor alvovisando gerar ovetor julgamento~u. O detal-

hamento do cruzamento utilizado é apresentado em Storn e Price (1997), denominado cruza-

mento binomial (bin), o qual depende da constante de cruzamentoCR∈ [0,1]. No último estágio

(seleção), verifica-se se ovetor julgamentodeve ou não substituir ovetor alvo. Neste procedi-

mento, compara-se o custo garantido entre os dois vetores. Se ovetor julgamentoapresentar um

custo garantido menor, então este substitui ovetor alvo. Caso contrário, ovetor alvoé mantido.

O procedimento é finalizado, como supracitado, por meio de algum critério de parada, como

o número de gerações ou obtenção de um valor dentro de uma tolerância pré-estabelecida.

Destaca-se que, neste trabalho utilizou-se o algoritmo original desenvolvido por (STORN;

PRICE, 1997). Atualmente na literatura existem variações do método original proposto apli-

cadas em diversas áreas de pesquisa (COELHO; MARIANI, 2006), (WANG; CHIOU; LIU,

2007), (CHIOU; CHANG; SU, 2005), dentre outros. Devido às possíveis variações da ED,

utiliza-se na literatura a notaçãoED/x/y/z para classificar as diferentes variantes (STORN;

PRICE, 1997). Resumidamente,x indica qual vetor será utilizado na mutação,y é o número

de diferenças envolvidas na mutação ez o esquema de cruzamento. Neste trabalho a variante

ED/best/1/binfoi utilizada, denotando portanto que o melhor indivíduobesté utilizado no mu-

tação a qual ocorre com somente uma diferença entre vetores eque o cruzamento binomial é

adotado.

5.2.1.1 Algoritmo híbrido ed-lmi aplicado no problema proposto

Como mencionado anteriormente, o algoritmo híbrido ED-LMI utiliza osolverSeDuMi (STURM,

1999) para resolver as LMIs visando fornecer os parâmetros de cada individuo, neste caso, o

custo garantido (30) que será utilizado como função objetivo da ED. Considerando o algoritmo
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tradicional da ED descrito na Subseção 5.2.1 e para ilustrara integração entre a ED e osolver

LMI, a Figura 46 apresenta o fluxograma geral, ou a rotina do algoritmo. Note que, o princi-

pal objetivo aqui é obter os ganhos dos controladores de saída, ou seja,Kσ , σ ∈ IKN, para as

condições dadas no Teorema 33. Sendo assim, os indivíduos dapopulação são formados pelos

valores dos ganhosKσ , σ ∈ IKN.

Figura 46 - Rotina do Algoritmo Híbrido ED-LMI.

Inicializa População

Avalia a população inicial

População
~x0,G,~x1,G,~x2,G · · ·~xNP−1,G

Escolha dos indivíduos

i = 1

Vetor
Alvo
~xi,G

Melhor Vetor~xbest,G
ou

Vetor aleatório~xκ ,G

Vetores
Aleatórios e Diferentes

~xβ ,G e~xγ,G

F · (~xβ ,G−~xγ,G)

Mutação (320)

~ν

Cruzamento

~u

Seleção
Função
Objetivo

i = NP?

G= G+1

i = i +1

Fim

Atingiu
o critério de parada?

LMI
Solver

S

S

N

N

+ +

+ -

Fonte: Elaboração do próprio autor.

A seguir, aplicam-se os conceitos discutidos anteriormente para obtenção dos ganhos es-
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tabilizantes de saídaKσ , σ ∈ IKN para implementação em um sistema de suspensão ativa de

veículos (QUANSER, 2009).

5.3 EXEMPLO 5 - APLICAÇÃO PRÁTICA: SISTEMA DE SUSPENSÃO ATIVA

Considere o modelo esquemático do sistema de suspensão ativamostrado na Figura 48. Tal

modelagem refere-se ao sistema dinâmico didático apresentado na Figura 47. Conforme Figura

48 observa-se que o conjunto é formado por duas massasMs, Mus. A massaMs representa
1
4

da massa total de um veículo sendo suportada pela molaks e pelo amortecedorbs. A massa

Mus corresponde à massa do conjunto do pneu do veículo, sendo suportada pela molakus e pelo

amortecedorbus.

Propõe-se instalar um sistema de suspensão ativa visando diminuir as vibrações causadas

por irregularidades da pista. Deste modo, o atuador (motor)conectado entre as massasMs e

Mus é controlado pela forçaFc. Os valores nominais das constantes supracitadas estão disponi-

bilizados na Tabela 2.

Figura 47 - Sistema didático de suspensão ativa Quanser, pertencente ao LPC-UNESP-FEIS .

Fonte: Elaboração do Próprio Autor.

O modelo dinâmico do esquemático da Figura 48 pode ser representado por (308). Deste
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Figura 48 - Sistema de suspensão ativa de um veículo .

bsks

Ms→
1
4

da massa do veículo

zr(t)
(pista)

kus bus

zs(t)

Suspensão ativa

zus(t)

pneu

Acelerômetro (⇒ ẍ1(t))

Acelerômetro (⇒ ẍ3(t))

Fc

Mus→ Massa do conjunto do pneu

Fonte: Adaptado de Silva (2012).

Tabela 2 -Valores Nominais dos Parâmetros da Suspensão Ativa (QUANSER, 2009)

Parâmetro Valor Unidade
Ms 2,45 kg
Mus 1 kg
Ks 900 N/m
Kus 2500 N/m
bs 7,5 Ns/m
bus 5 Ns/m

modo, têm-se que (QUANSER, 2009):

ẋ(t) =

















0 1 0 −1

−
ks

Ms
−

bs

Ms
0

bs

Ms

0 0 0 1
ks

Mus

bs

Mus
−

kus

Mus
−
(bs+bus)

Mus

















x(t)+

















0
1

Ms

0

−
1

Mus

















u(t)+















0

0

−1
bus

Mus















w(t),

= Ax(t)+Bu(t)+Bdw(t), (321)
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sendo:

x(t) =













zs(t)−zus(t)

żs(t)

zus(t)−zr(t)

żus(t)













. (322)

A entrada de controle éu(t) ew(t) é a entrada exógena que reflete a velocidade do perfil da

pista(żr(t)). A matriz de saída do sistema é dada por:

C=

[

1 0 0 0

0 1 0 0

]

. (323)

Considerando que no sistema linear (321),zr(t) = A0 parat ≥ 0 (degrau unitário), então

żr(t) = A0δ (t) (δ (t) é um sinal de impulso unitário). Note que, para este ˙zr(t), o vetor de

estador(t) do sistema linear ˙r(t) = Ar(t)+Bsżr(t) é igual ar(t) = eAtBsA0+ eAtr(0), t ≥ 0,

que é o mesmo vetor de estadov(t) obtido para o sistema ˙v(t) = Av(t) com uma condição

inicial v(0) = r(0)+BsA0. Portanto, usando esta interpretação e considerando o princípio da

superposição, neste caso o sistema (321), com uma condição inicial x(0) = xp0, é equivalente

ao novo sistema ˙x(t) = Ax(t)+Bu(t) com uma nova condição inicialx(0) = xp0+BsA0 e agora

pode ser descrito pela classe de sistemas estudada neste texto (17) e (308), paraN = 1.

Neste exemplo objetiva-se projetar um controlador robustochaveado através da realimen-

tação estática de saída(Kσ ) que atue somente na força de controleFc(t), tal que,Fc(t) =Kσ y(t),

σ ∈ IKN. Adicionalmente, considere queMs é um parâmetro incerto e pertence ao intervalo,

1,455kg≤ Ms ≤ 2,45kg. Além disto, considere que a entrada de controle,Fc(t) = Kσ y(t), está

sujeita à falhas na alimentação do motor (atuador), ou seja,a entrada de controle do sistema

(321) é dada poru(t) = kf aultFc(t), sendo quekf ault ∈ [0,5, 1] é um parâmetro constante,

porém incerto.

Portanto, considerandoFc(t) como sendo a nova entrada de controle de (321), este sistema

apresenta incertezas politópicas e pode ser representado por (17) e (309), comN = 1 (apenas

um subsistema),r = 4 e assim possui quatro vértices(A,Bkf ault) = (A1 j ,B j), j ∈ IK4, referentes

a todas combinações deMs = 1,455kge 2,45kg, comkf ault = 0,5 e 1:

A1 =













0 1 0 −1

−618,56 −5,154 0 5,154

0 0 0 1

900 7,5 −2500 −12,5













,B1 =













0

0,687

0

−1













,
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comMs = 1,455kge sem falha na alimentação do motor (atuador),

A2 =













0 1 0 −1

−618,56 −5,154 0 5,154

0 0 0 1

900 7,5 −2500 −12,5













,B2 =













0

0,343

0

−0,5













,

comMs = 1,455kge com falha de 50% na alimentação do motor (atuador),

A3 =













0 1 0 −1

−367,34 −3,061 0 3,061

0 0 0 1

900 7,5 −2500 −12,5













,B3 =













0

0,687

0

−1













,

comMs = 2,45kge sem falha na alimentação do motor (atuador),

A4 =













0 1 0 −1

−367,34 −3,061 0 3,061

0 0 0 1

900 7,5 −2500 −12,5













,B4 =













0

0,343

0

−0,5













,

comMs= 2,45kge com falha de 50% na alimentação do motor (atuador). Note quepara todos

os vértices,Bd =
[

0 0 −1 5
]′

.

Verifique que, o modelo físico apresenta somente um sistema dinâmico (321). Deste modo,

impondo a existência de três ganhosK1, K2 e K3, que serão projetados usando o procedimento

proposto, considera-se o sistema chaveado em malha fechadacom:

Ãi j = A j +B jKiC, j ∈ IK4 e i ∈ IK3 (324)

Neste exemplo considereN = 3 eλ1 = 0,2032,λ2 = 0,4976 eλ3 = 0,2992. A partir das

condições do Teorema 34 eH =
[

1 0 1 0
]

, usando o algorimo ED-LMI abordado na Seção

5.2, o controlador robusto estabilizante de saída é:

K1 = [−109,318 −83,949], K2 = [−587,510 −119,352], K3 = [−540,903 −113,458],

(325)

e ρ = 0,1074.

Observação 28.Note que, a matriz B(σ ,α) é incerta, porém invariante no tempo. Deste modo,

os teoremas discutidos no Capítulo 4 não podem ser aplicadas.Deste modo, considera-se o

Teorema 34.

Observação 29.Note que, devido a restrições práticas de implementação, os ganhos dos con-

troladores foram limitados considerando a norma máxima de600.
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5.3.1 Implementação prática do controlador estático de saída em um sistema didático de
suspensão ativa

Objetiva-se implementar os controladores estáticos de saída no sistema de suspensão ativa

visando atenuar os efeitos das irregularidades da pista(zr(t)) na posição da massaMs, repre-

sentada porzs(t). Define-se o sinal de referência dezr(t), como sendo, uma onda quadrada,

com 0,02 m de amplitude e uma frequência de
1
4

Hz, considerando uma razão cíclica de

50%. A partir disto, consideram-se três diferentes cenários: 0s≤ t < 4s, malha aberta, quando

u(t)=Fc(t)= 0, 4s≤ t < 8smalha fechada, quandou(t)=Fc(t)=Kσ y, σ ∈ IKN, e 8s≤ t ≤ 12s,

malha fechada, considerando que o motor conectado entre as massasMus e Ms, está sujeito a

falhas na tensão de alimentação,u(t) = Fc(t) = 0,5Kσ y.

Na Figura 49 apresenta-se o diagrama de controle utilizado para a implementação do con-

trolador.

Figura 49 - Diagrama utilizado para a implementação prática .
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5.3.1.1 Caso I -Ms = 2,45kg

Na Figura 50 apresenta-se a resposta temporal do sistema físico (real). Verifica-se que, o sis-

tema de suspensão ativa é naturalmente estável. Porém, a resposta em malha aberta é pouco

amortecida e isto causa desconforto ao motorista. Desta maneira, a partir do atuador(Fc(t))

pode-se reduzir o efeito das irregularidades da pista na posição do banco do passageiro. Note
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que, mesmo quando a alimentação no motor apresenta falha de 50%, o controlador projetado é

capaz de atenuar as oscilações da massaMs. A Figura 51 exibe o esforço do sinal de controle.

O chaveamento entre os subsistemas disponíveis é mostrado na Figura 52.

Figura 50 - Resposta temporal prática implementada no módulo de suspensão ativa considerandoMs=
2,45kg .
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Fonte: Elaboração do Próprio Autor.

Figura 51 - Sinal de Controleu(t) = Fc(t) considerandoMs = 2,45kg .
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Fonte: Elaboração do Próprio Autor.
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Figura 52 - Chaveamento entre os subsistemas em malha fechada considerandoMs = 2,45kg .
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5.3.1.2 Caso II -Ms = 1,9525kg

Na Figura 53 apresenta-se a resposta temporal do sistema físico (real). A Figura 54 exibe o

esforço do sinal de controle. O chaveamento entre os subsistemas disponíveis é mostrado na

Figura 55.

Figura 53 - Resposta temporal prática implementada no módulo de suspensão ativa considerandoMs=
1,9525kg .
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Figura 54 - Sinal de Controleu(t) = Fc(t) considerandoMs = 1,9525kg .
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Fonte: Elaboração do Próprio Autor.

Figura 55 - Chaveamento entre os subsistemas em malha fechada considerandoMs = 1,9525kg .
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Fonte: Elaboração do Próprio Autor.

5.3.1.3 Caso III -Ms = 1,455kg

Na Figura 56 apresenta-se a resposta temporal do sistema físico (real). A Figura 57 exibe o

esforço do sinal de controle. O chaveamento entre os subsistemas disponíveis é mostrado na

Figura 58.

A partir das figuras mostradas anteriormente, pode-se verificar que a metodologia de projeto

de controladores robustos de saída via ED-LMI é eficaz para astrês condições da massaMs.
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Figura 56 - Resposta temporal prática implementada no módulo de suspensão ativa considerandoMs=
1,455kg .
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Fonte: Elaboração do Próprio Autor.

Figura 57 - Sinal de Controleu(t) = Fc(t) considerandoMs = 1,455kg .
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Fonte: Elaboração do Próprio Autor.

5.4 CONCLUSÕES PARCIAIS

Neste capítulo, implementou-se um controlador robusto estático de saída para um sistema

didático de suspensão ativa de veículos (QUANSER, 2009). As condições dos teoremas pro-

postos apresentam termos bilineares. Deste modo, ossolverstradicionais não são capazes de

encontrar uma solução ótima. Sendo assim, propõe-se utilizar uma técnica híbrida envolvendo
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Figura 58 - Chaveamento entre os subsistemas em malha fechada considerandoMs = 1,455kg .
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um algoritmo evolutivo e umsolver de LMIs. Utilizou-se a Evolução Diferencial (STORN;

PRICE, 1997) e osolverSeDuMi (STURM, 1999). Os resultados de implementação compro-

vam que o algoritmo ED-LMI é capazes de encontrar soluções factíveis. Além disto, mostram

que o controlador robusto projetado atende as expectativasde projeto, ou seja, menor tempo

de assentamento e menor ultrapassagem percentual garantindo desta maneira que o motorista

não sofra os efeitos indesejáveis de irregularidades na pista. Em outras palavras, verifica-se que

com diferentes massas e diferentes condições de operação, os resultados são satisfatórios.
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6 CONCLUSÕES

Neste trabalho foram propostas novas condições para realimentação estática e dinâmica de saída

para sistemas lineares chaveados incertos ou com falhas estruturais, com chaveamento depen-

dente apenas da saída medida da planta. As condições foram expostas através de teoremas

através de LMIs que podem ser facilmente resolvidas com ferramentas disponíveis na literatura

(GAHINET et al., 1995).

Em aplicações práticas, o vetor de estado pode não estar completamente disponível. Sendo

assim, destaca-se a importância de projeto de regras de chaveamento que dependam exclusi-

vamente da saída medida da planta. Inicialmente, no Capítulo3 foram propostas condições

para estabilidade de sistemas lineares chaveados incertos, generalizando, desta forma, resul-

tados presentes na literatura (MAINARDI JÚNIOR et al., 2014;MAINARDI JÚNIOR et al.,

2015). Além disto, considerou-se a inserção de um índice de desempenho, o custo garantido

(DEAECTO et al., 2010). Variáveis de folga foram inseridas emcondições de teoremas publica-

dos na literatura. Através das relaxações propostas em Liu eZhang (2003) e Teixeira, Assunção

e Avellar (2003) foram elaboradas condições menos conversadoras para o controle de sistemas

lineares chaveados incertos. Em seguida, abordou-se a metodologia de sistema aumentado,

considerando a saída medida como uma nova variável de estado. Adicionalmente, por meio de

filtros dinâmicos colocados em cascata com a saída da planta,novas condições para a realimen-

tação dinâmica de saída foram propostas. Todas as manipulações algébricas nas condições dos

teoremas generalizaram os resultados presentes na literatura. Em seguida, visando comprovar a

eficácia da técnica, três exemplos de simulação numérica foram realizados. Os resultados foram

satisfatórios e impactantes, quando comparados com resultados previamente publicados.

Já no Capítulo 4 apresentaram-se teoremas para o projeto de controladores estáticos/dinâmicos

de saída juntamente com uma regra de chaveamento dependenteda saída medida da planta para

sistemas lineares chaveados incertos. Utilizaram-se as ideias apresentadas em Crusius e Trofino

(1999) e os teoremas apresentados no Capítulo 3 foram generalizados através do projeto de con-

troladores robustos de saída. Verificou-se que o controlador robusto de saída juntamente com a

regra de chaveamento dependente da saída flexibilizaram as condições dos teoremas. As novas

condições de estabilidade foram validadas através de um exemplo numérico de simulação.

Para casos onde a matrizB é incerta, porém invariante no tempo, no Capítulo 5 utilizou-se

um método híbrido baseado em um algoritmo evolutivo e um solver de LMIs para encontrar

valores sub-ótimos para os controladores robustos de saída. Em seguida, apresentou-se a imple-

mentação prática em ambiente laboratorial visando validara técnica proposta em um sistema de
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suspensão ativa da Quanser (QUANSER, 2009). Vários casos foram implementados, conside-

rando variações na massa do motorista e também falhas na alimentação no motor da suspensão

ativa.

Vários exemplos numéricos explorados ao longo do texto validaram as condições propostas

em formas de teoremas. Os resultados de simulação e implementação comprovaram a eficácia

das técnicas de controle que foram propostas neste trabalho. Além disto, destacou-se que, os

resultados propostos generalizam resultados previamentepublicados na literatura.

6.1 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

• Desenvolver novas condições de estabilidade e desempenho utilizando as técnicas pro-

postas neste trabalho em conjunto, como por exemplo, sistemas aumentados com filtros

dinâmicos;

• Estabelecer outros critérios de desempenho como, por exemplo H∞, taxa de decaimento,

para os resultados apresentados neste trabalho;

• Projetar um filtro dinâmico de saída em espaço de estado.

6.2 ARTIGOS PUBLICADOS

Publicações diretamente relacionadas com o conteúdo da tese.

Artigos completos publicados em periódicos:

MAINARDI JÚNIOR, E. I.; TEIXEIRA, M.; CARDIM, R.; ASSUNÇÃO, E.; MOREIRA,

M.; OLIVEIRA, D. de; CARNIATO, A. A. Robust control of switched linear systems with

output switching strategy.Journal of Control, Automation and Electrical Systems, Heidelberg,

p. 111, 2015. ISSN 2195-3880.

Trabalhos completos publicados em anais de congressos:

CARNIATO, A. A., MAINARDI JÚNIOR, E. I., TEIXEIRA, M., ASSUNÇÃO, E., ALVES,

T. L. N. U., PEREYRA, H. S. Controle de sistemas chaveados incertos com realimentação da

saída da planta. In: SBA: SIMPÓSIO BRASILEIRO DE AUTOMAÇÃO - SBAI, 2015, Natal.

Anais...Natal: SBAI, 2015. p. 462−467.

CARNIATO, L. A., CARNIATO, A. A., MAINARDI JÚNIOR, E. I., TEIXEIRA, M.,

ASSUNÇÃO, E., CARDIM, R. Controle robusto de sistemas lineares chaveados unsando um



126

compensador dinâmico na saída da planta. In: SBA: CONGRESSO BRASILEIRO DE

AUTOMÁTICA - CBA, 2016, Vitória. Anais...Vitória: CBA, 2016. p. 2293−2298.

Publicações indiretamente relacionadas com o conteúdo da tese.
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