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Resumo

O objetivo desde trabalho é estimar um cota para o ntimero de pontos racionais de
uma curva. Observando as varias semelhancas entre o anel dos inteiros e o anel dos
polinémios em uma varidavel, iremos usar ferramentas da teoria dos nimeros para resolver
um problema da geometria algébrica. Desta fusao nasce uma das mais nobres areas da
matemdtica: a geometria aritmética. Fazendo uso do célebre teorema de Riemann-Roch
e das ferramentas da teoria dos nimeros demonstraremos a hipotese de Riemann para
a funcao-zeta de uma curva nao singular e qual consequéncia tal hipotese tem para a
contagem de pontos racionais de uma curva.

Palavras-chave: Geometria Algébrica, Geometria Aritmética, Teorema de Riemann-
Roch, Hipétese de Riemann e Fungoes-Zeta.



Abstract

The aim of this work is to estimate a bound for the number of rational points of
a curve. QObserving the various similarities between the ring of integers and the ring
of polynomials in one variable, we use tools from number theory to solve a problem of
algebraic geometry. From this merger is born one of the noblest areas of mathematics:
arithmetic geometry. Making use of the famous Riemann-Roch’s theorem and tools
of number theory we demonstrate the Riemann hypothesis for the zeta-function of a
nonsingular curve and which consequence this hypothesis has to count rational points
on a curve.

Keywords: Algebraic Geometry, Arithmetic Geometry, Riemann-Roch’s theorem,
Riemann Hypothesis and Zeta-Functions
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é dar boas estimativas para o nimero de pontos
racionais de uma curva completa nao singular definida sobre um corpo finito. Para
isto, estudaremos numa maneira unificada, alguns conceitos e ferramentas fundamentais
na teoria dos numeros, algebra comutativa e geometria algébrica e mostraremos a
analogia e relacao profunda entre estas areas. Introduziremos nos cinco primeiros
capitulos ferramentas que serao tteis para a resolucao deste problema nos ultimos trés
capitulos. Veremos que tal estimativa decorre diretamente do analogo da hipdtese de
Riemann, para o caso de curvas sobre corpos finitos. Para alcancar tal objetivo, entre
outos assuntos estudaremos: da teoria dos nuimeros: fecho integral, discriminante e
ramificacoes, grupo de classe de ideais; da dlgebra comutativa: localizagoes, dominios de
Dedekind, valorizacoes; da geometria algébrica e aritmética: curvas algébricas, teorema

de Riemann-Roch, fungoes-zeta e a hipotese de Riemann.

No capitulo zero introduziremos alguns resultados cldssicos que serao tuteis no decorrer
do texto. Sao resultados conhecidos e basicos da dlgebra comutativa e da teoria de curvas

planas afins, por isso serao apenas enunciados com referéncias para suas demonstragoes.

Comegaremos nosso estudo com um assunto classico da teoria dos nimeros: o fecho
integral de um anel. Como frequentemente acontece na historia da matematica, defini¢oes
abstratas sdo dadas a partir de concretos exemplos bem entendidos. A definicao de fecho
integral dada num cendrio abstrato de algebra comutativa por Noether por volta de 1927
veio somente apds casos concretos de corpos de nimeros e corpos de fungoes estudados
em grandes detalhes. No primeiro capitulo, dada uma extensao de anéis, veremos quando
um elemento é integral sobre o anel de base e, assim, definiremos o fecho integral de
um anel. Apds a definicao do fecho integral de um anel, buscaremos responder quais
propriedades o fecho integral herda do anel. Daremos exemplos que contextualizarao
estas definicbes para o caso de corpos de numeros e o caso de corpos de funcoes. Além

disso, introduziremos alguns outros conceitos de algebra, tais como produto de ideais e
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dominios de Dedekind.

O segundo capitulo é caracterizado por reunir conceitos e resultados da teoria dos
numeros, algebra comutativa e teoria de Galois. O primeiro objetivo deste capitulo
é demonstrar um teorema sobre fatoracao unica de ideais, cujo enunciado é dado no
primeiro capitulo. Definiremos na segunda se¢ao o indice de ramificacdao e o grau residual
associados a um ideal e a uma extensao de seu anel, além disso, daremos uma férmula que
associara estes dois numeros com o grau da extensao. Depois estudaremos os conceitos
de ramificagcao e nao ramificagao de um ideal e usaremos tal conceito para dar, em alguns
casos, a fatoracao explicita de ideais no fecho integral de seu anel. Definidos tais conceitos
acima, estudaremos como eles se comportam em dois casos particulares de extensao do
corpo de fragoes do anel dado, discutiremos o caso de extensoes simples e de extensoes
de Galois. Terminaremos este capitulo contextualizando a teoria de Galois para o caso

de curvas planas.

Para dar sequéncia no estudo do capitulo anterior e fornecer alguns critérios para um ideal
ser ramificado ou nao, estudaremos no terceiro capitulo os discriminantes. Discutiremos
neste capitulo as diversas defini¢oes de discriminante e veremos quais consequéncias possui
sobre o estudo de tais ideais. Com essa ferramenta, veremos quando um ponto sobre
uma curva ¢é ramificado no fecho integral do anel dos polindmios, numa extensao do
corpo de fungoes polinomiais em uma variavel. Mais geralmente, usaremos os conceitos
de discriminante para definir o discriminante de uma base e o ideal discriminante, que
nos fornecera um importante critério para saber quando um ideal é ramificado no fecho
integral de seu anel. Finalizaremos este capitulo introduzindo uma generalizacao de norma,

de um elemento para um ideal, este conceito sera usado no proximo capitulo.

No quarto capitulo, estudaremos um invariante associado a um dominio de Dedekind, o
grupo de classe de ideais. O principal objetivos é mostrar que este grupo ¢ finito nos
casos dos fechos integrais de Z e k[x], com k um corpo finito. Para isto, primeiramente
definiremos quando um dominio possui quocientes finitos e mostraremos que nos dois casos
mencionados acima, os dominios possuem quocientes finitos. Assim, teremos condicoes
de mostrar a finitude para o caso do fecho integral de Z. Para o caso do fecho integral
de k[z], introduziremos os importantes conceitos que serao uteis para mostrar a finitude
do grupo de classe de ideais neste caso e que também serao uteis nos préximos capitulos,
trata-se das wvalorizacoes e wvalores absolutos. Encerraremos o capitulo demonstrando a

finitude do grupo de classe de ideais para o caso de k[x] com k corpo finito.

Estudados nos primeiros quatro capitulos algumas ferramentas da teoria dos niimeros e
algebra comutativa, iniciaremos no quinto capitulo o estudo de curvas projetivas planas e
curvas completas nao singulares. Este ultimo por sinal, ¢ uma classe de objetos algébricos

(geométricos) que contém as curvas projetivas planas, por este motivo, discutiremos os
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resultados nos proximos capitulos para essa classe mais ampla. Comegaremos o capitulo
definindo curvas projetivas e logo em seguida trataremos o caso das conicas. Entendido
bem este caso, passaremos a estudar as fungoes sobre uma curva projetiva. Definiremos
o corpo das fungoes sobre uma curva e em seguida caracterizaremos as valorizagoes sobre
uma curva, que nao sera nada mais do que as valorizacoes do corpo de fungoes sobre uma
curva. Em seguida, comegaremos nosso estudo sobre as curvas completas nao singulares.
Usando as agoes do grupo de Galois de uma extensao caracterizaremos as curvas projetivas
e afins planas em termo de dominios locais principais contidos nos corpos de funcoes e
do conjunto das valorizagoes discretas destes corpos. Estudaremos ainda como relacionar
duas curvas completas através de uma aplicagao, para isso, definiremos um morfismo de
curvas completas e estudaremos quando um ponto de um curva é um ponto de ramificacao
de um morfismo dado, fazendo aqui, forte analogia com o capitulo dois. Ja visando o
objetivo principal, definiremos na penultima secao, o corpo de defini¢ao de um ponto de
uma curva completa e o conceito de pontos racionais de uma curva. Por fim, discutiremos
na ultima secao deste capitulo o divisor do grupo de classe. Estudamos no quarto capitulo
o grupo de classe de ideais para um dominio de Dedekind, aqui associaremos a uma curva
completa, um grupo abeliano chamado do grupo de classe divisor ou grupo de Picard, este
grupo desempenhara um papel importantissimo no préximo capitulo, como por exemplo

na prova da racionalidade da funcao-zeta.

Agora, com quase todas as ferramentas em maos, atacaremos nos ultimos trés capitulos
o problema de contar o niimeros de pontos racionais de uma curva completa nao singular

sobre um corpo finito.

Como dissemos acima, uma boa estimativa para o nuimero de pontos racionais de uma
curva sobre um corpo finito esta diretamente ligado com a versao para curvas sobre
corpos finitos da chamada hipdétese de Riemann. Tal hipdtese afirma que os zeros da
funcao-zeta de Riemann compreendidos em um determinando conjunto possuem todos o
mesmo modulo. Dito isto, dedicaremos o sexto capitulo ao estudo das funcoes-zeta de
Riemann. Iniciaremos com a definigao geral da fungao-zeta e algumas propriedades. Em
seguida, associaremos a um dominio de Dedekind com quocientes finitos uma funcao-zeta,
usaremos fortemente o fato deste dominio possuir fatoracao unica de ideais e a norma
de um ideal(discutida anteriormente) para dar a esta funcao-zeta uma caracterizacao
chamada de produto de Fuler. Estudado os casos acima, definiremos a funcao-zeta para:
uma curva afim plana nao singular, curva projetiva plana nao singular e finalmente para
uma curva completa nao singular. Definida a fungao-zeta para uma curva completa nao
singular discutiremos como a hipétese de Riemann neste caso implica em boas estimativas
para o numero de pontos racionais desta curva. Além disso, mostraremos (utilizando o

teorema de Riemann-Roch) a racionalidade da fungao-zeta de uma curva completa e
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daremos explicitamente sua forma para o caso das cuibicas.

O sétimo capitulo é dedicado aos teoremas de Riemann, em especial ao teorema de
Riemann-Roch. Este teorema tera suma importancia na prova de que a hipdtese de
Riemann vale para o caso de curvas sobre corpos finitos, sem contar que ele é usado
fortemente na prova da racionalidade da funcao-zeta. A motivacao para este teorema é
verificar se existe uma fungao racional sobre um curva com zeros e polos pré-determinados.
A afirmacao do teorema de Riemann-Roch é uma identidade cujo um dos termos é um
inteiro positivo associado a curva dada, chamado género. A determinacao do género de
uma curva completa dada sera o motivo de estudo nas duas tltima secoes deste capitulo,
primeiro investigaremos como determinar o género de uma curva plana nao singular e em

seguida de uma curva completa através da formula de Riemann-Hurwitz.

No oitavo e ultimo capitulo, adicionaremos a prior: alguns conceitos que serao tteis para
o desfecho do problema central deste trabalho e a posteriori demonstraremos a validade
da hipotese de Riemann para curvas sobre corpos finitos, e assim, dar boas estimativas
para o numero de pontos racionais de uma curva sobre um corpo finito. Comecgaremos
discutindo alguns casos de extensoes inseparaveis, em seguida definiremos e estudaremos
conceitos importantes tais como: morfismos, endomorfismos e elementos de Frobenius.
Assim teremos condicoes de na ultima secao provar a hipotese de Riemann para o caso
citado acima. Esta prova sera feita em dois passos, primeiro mostraremos um resultado
onde sob certas condigoes a hipétese de Riemann é garantida e depois mostraremos que

tais condicoes sao sempre verificadas.



CAPITULO

0

Preliminares

Reservamos este capitulo inicial para listar algumas definigbes e resultados basicos da algebra

comutativa e das curvas planas.

0.1 Algebra Comutativa

Nesta secao listaremos alguns resultados da algebra comutativa que serao utilizados ao longo deste
trabalho.

0.1.1 Lema de Gauss e Mais

Introduziremos agora alguns resultados importantes devido a Gauss. Seja A um dominio fatorial
com corpo de fragoes K. Diremos que um elemento de K é o conteido de f € Kly| e denotaremos
por cont(f) o elemento que, a menos de um inversivel de A, satisfazer f(y) = cont(f)fi(y) tal que
fi(y) € Aly] e o maior divisor comum dos coeficientes de f; seja um. O polindémio f;(y) é tnico a

menos de um inversivel em A e é chamado de polinémio primitivo associado a f.

Lema 0.1.1 (Versao de Gauss) Sejam A um dominio fatorial, K seu corpo de fragoes e g,h
polinémios monicos em K|x]. Se os coeficientes de g e h nao estao todos em A, entao os coeficientes

de gh nao podem estar todos em A.

Lema 0.1.2 (Versio Moderna) Seja A um dominio fatorial com corpo de fra¢oes K. Sejam g, h €
K[z]. Entao o cont(gh) = cont(g)cont(h).

Corolario 0.1.1 Seja f(y) € Aly] fatordvel em Kly] como f(y) = g(y)h(y), com g,h € Klyl.
FEscreva g(y) = cont(g)g1(y) e h(y) = cont(h)hy, com g1, hy € Aly|. Entao f(y) = cont(f)gihi € um
fatoracao de f(y) em Aly].

As demonstragoes desses fatos podem ser encontradas em [1] , pagina 181.

15
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Lema 0.1.3 Seja A um dominio de dimensao um. Seja M C A um ideal mazimal gerado por dois

elementos x e y. Sao equivalentes:
1. Ay € um dominio de ideais principais.

2. Existem dois elementos u,v € A tal que ur + vy = 0 onde pelo menos um dos elementos u, v

nao pertencem a M.

3. x ouy gera MAy.
Demonstragao: Veja [6], pagina 70.

Proposicao 0.1.1 Seja A um anel. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:
(1) Todo ideal de A € principal.

(2) Todo ideal primo de A € principal.
Demonstragao: Veja [6], pagina 68.

Lema 0.1.4 Seja E|k uma extensao de grau n. Suponha que existe a« € E tal que E = k(a). Seja

g = ming(«) € kly|. Sao equivalentes:
1. E|k € separdvel.
2. g tem n raizes distintas em k.
5. (9,9") =1
4.9 #0.
5. Se char(k) = 0 ou char(k) = p > 0, entio g # h? em kly] para qualquer h € k[y).

6. ¢'(a) #0.
Demonstragao: Veja [6], pagina 376.

Lema 0.1.5 Sejam J C I dois ideais do anel A. Entao J = I se, e somente se, Jyy = Iy para todo

ideal mazimal M de A que contém J.
Demonstragao: Veja [6], pagina 87. [ |

Proposicao 0.1.2 Seja A um dominio comutativo. Entao
A= () 4r= [) Ar
PeSpec(A) PeMax(A)

Demonstragao: Veja [6], pagina 74.
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0.1.2 Modulos Noetherianos

Teorema 0.1.1 Seja A um anel comutativo. Seja M um A—mddulo qualquer. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
1. Todo submddulo de M ¢€ finitamente gerado como A—mddulo.

2. Todo cadeia crescente My C My C --- C M, C --- de submodulos de M ¢ estaciondria, isto €,

existe n tal que M,, = M, 1 = ---.

3. Todo subconjunto nao vazio de submodulos de M tem elemento mazximal.

Demonstragao: Veja [6], pagina 23.

Definigao 0.1.1 Um A—mddulo M ¢é chamado de Noetheriano se satisfaz as propriedades

equivalentes do teorema anterior.

Um anel A é Noetheriano se, e somente se, ¢ um A—modulo Noetheriano. De fato, os submodulos

de A como A—mddulo sdo seus ideais.

0.1.3 Sequéncias Exatas

Defini¢ao 0.1.2 Um conjunto de A—mddulos {M;}icz € um conjunto de homomorfismo de
A—mddulos & : M; — M, 1 sao chamados de sequéncia ou complexo se Im(§;_1) C ker(&;). Uma
sequéncia

s M S M S Moy

de A—mddulos e A—mddulos homomorfismo € exata em M; se Im(&_1) = ker(&;). A sequéncia é

exata se € exata em cada M;.

Definicao 0.1.3 Uma sequencia exata curta € uma sequéncia exata de cinco termos da forma
0— M LM%M —o.

Equivalentemente, uma sequéncia de cinco termos como acima € um Sequéncia exata curta se f €

injetiva, g sobrejetiva e Ker(g) = Im(f).

Lema 0.1.6 Seja 0 — M’ LM M =0 uma sequéncia exata de A—mddulos. Se M’ e M" sao
finitamente gerados, entao M ¢é finitamente gerado. Além disso, se M é um A—mddulo finitamente

gerado, entao M" também é um A—mddulo finitamente gerado.
Demonstragao: Veja [6], pagina 25.

Proposigao 0.1.3 Seja 0 — M’ LM S M =0 uma sequéncia exata de A—modulos. Entao M

¢ Noetheriano se, e somente se, M' e M" sao Noetherianos.
Demonstragao: Veja [6], pagina 25.
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Corolario 0.1.2 Seja {M;}! | um conjunto de A—mddulos Noetherianos. Entio, o0 A—mddulo M =

@?:1 M; ¢ Noetheriano.
Demonstragao: Veja [6], pdgina 25.

Proposicao 0.1.4 Seja M’ LML M uma sequéncia de A—maodulos. As sequintes afirmacoes
sao equivalentes:

(1) A sequéncia M’ 5 M % M" ¢ exata em M.

(2) A sequéncia Mp 5 Mp 95 M}, é exata em Mp para todo P € Spec(A).

(3) A sequéncia Mp 8 Mp 28 MY, € exata em Mp para todo P € Max(A).
Demonstragao: Veja [6], pagina 75.

Coroléario 0.1.3 Sejam f: M — N uma aplicagao de A—mddulos. A aplicagao f € injetiva (resp.

sobrejetica) se, e somente se, as aplicagoes fp sao injetivas (resp. sobrejetiva) para todo P € Max(A).
Demonstragao: Veja [6], pagina 75.

Lema 0.1.7 Sejam P um ideal primo e I,J dois ideais tais que I.J C P, entao I C P ou J C P.
Demonstragao: Veja [6], pagina 89.

Lema 0.1.8 Seja A um anel. Sejam I, ..., I, ideais de A tais que I; e I; sao coprimos se i # j.
Entao,
(1) Iy -+ - I € coprimo com Is1q, paras=1,...,n— 1.

Demonstragdo: Veja [6], pagina 89.

0.2 Curvas Planas

Sejam k C F C k corpos. Seja f € k[x,y] um polinémio em duas varidveis com coeficientes em k.
Defina Z¢(F) := {(a,b) € F x F|f(a,b) = 0}.

Definigao 0.2.1 O conjunto Z;(k) € chamado de curva afim plana , e Z¢(F) é o conjunto dos

pontos com coordenadas em F' da curva afim plana definida por f.

Definigao 0.2.2 Seja k um corpo. Uma curva afim sobre k é um par (Max(A), A). Onde A é uma

s

k—dlgebra finitamente gerado de dimensao um. Quando A é um dominio a curva (Max(A), A) é

chamada integral.
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0.2.1 Anel de Funcoes

Seja f € k[z,y] irredutivel. Considere a curva afim plana definida por f Zf(E) e o anel Uf =
k[z,y]/(f). Estes dois objetos estao fortemente relacionados. Considerando em Z;(k) e k a topologia

de Zariski, podemos ver o anel Uf como o anel das funcoes continuas sobre a curva Zy (E)

Proposicao 0.2.1 Seja f € k[z,y] irredutivel. Um conjunto nao vazio C C Zf(E) € fechado com a

topologia de Zariski se, e somente se, € a uniao finita de pontos de Z;(k) ou C = Z;(k).
Demonstragao: Veja [6], pagina 40.

Corolério 0.2.1 Seja f € k[z,y] irredutivel. Sejam g e h dois polinémios tais que g=h como

funcoes em Zf@). Entao flg /—.h. Em particular, g e h definem o mesmo elemento em Uf.
Demonstragao: Veja [6], pagina 45.

Tomando Z;(k) e k com a topologia de Zariski. Seja C(Z;(k), k) o conjunto das fun¢des continuas

de Z;(k) em k. O coroldrio 0.2.1 mostra que a aplicacio
i : Cy — C(Zs (k). k)
que leva um polinomio g na funcao polinomial g definida por g ¢ injetiva.

Definigdo 0.2.3 Seja f € k[z,y] irredutivel de modo que C'y é um dominio. Denotaremos por k(Z;)
o corpo de fragoes de Uf. Chamaremos este corpo de corpo das fungoes racionais da curva afim

definida por f. Os elementos de k(Z;) sdo chamados de fungées racionais de Z;(k).

Lema 0.2.1 Seja o € k(Z;)*. Eriste uma quantidade finita de pontos Pi,..., P, € Z;(k) tal que o

define um aplicagdo continua o: Zy(k)\ Pi,..., P — k.
Demonstragao: Veja [6], pagina 44.

0.2.2 Pontos e Ideais Maximais

Aqui, estabeleceremos uma relagao entre os pontos da curva Z (k) e os maximais de Uf. Seja
Iy : Z(k) — Max(C})

que leva um ponto (a,b) nas fungdes de C'y que se anulam em (a, b). Para cada ponto em Z;(k) o
conjunto I;(a,b) é de fato um maximal de C'f, logo nossa aplicacio I; estd bem definida. Quando

dizemos que um funcao se anula em um ponto estamos dizendo que:

Definigdo 0.2.4 Seja g€ Cy. O valor de g no ponto (a,b) € Zi(k) é o elemento g(a,b) € k, onde
g € k[x,y] € tal que sua classe em C; €.

Lema 0.2.2 Seja f € k[z,y] \ k. Entio (f) ¢ Max(k[z,y]).
Demonstragdo: Veja [6], pagina 46.
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Coroldrio 0.2.2 Seja f € k[z,y] irredutivel. M ¢é um ideal mazimal de C; = k[z,y]/{f) se, e
somente se, M ¢ gerado pela imagem de (v —a,y —b) < k[z,y] em C, com f(a,b) = 0. Seja I;(a,b)

0 ideal de C; gerado pelas imagens de x —a ey —b em Cy. A aplicagdo
Ir: (a,b) — If(a,b)

é uma bijecio entre Z;(k) e Max(C'y).
Demonstragao: Veja [6], pagina 47.

0.2.3 Morfismos de Curvas

Seja ¢ : Zy(k) = Zy(k) um aplicagao entre duas curvas. A aplicagdo ¢ define unicamente duas
aplicagoes

01, P : Zf(E) — k

tal que ¢(a,b) := (p1(a,b), ps(a,b)).

Definicao 0.2.5 A aplicagdo ¢ : Z;(k) — Z,(k) entre duas curvas planas € um morfismo de curvas
planas afins se ezistem o, 8 € klx,y| tais que ¢1(a,b) = ala,b) e py(a,b) = B(a,b). Além disso, se
existe 1« Zy(k) — Z;(k) um morfismo tal que p o) = idy @ eop= ide@, entao diremos que

@ € um isomorfismo.

Lema 0.2.3 Seja o : Z¢(k) — Z,(k) um morfismo de curvas planas. Considere Z;(k) e Z,(k) com

a topologia de Zariski. Entao ¢ é uma aplicagcao continua.
Demonstragao: Veja [6], pagina 48.

0.2.4 Pontos Singulares

Definicao 0.2.6 Um ponto (a,b) € Z¢(k) é um ponto singular se (9f /0x)(a,b) = (0f /dy)(a,b) = 0.

Se existe (a,b) € Z¢(k) ponto singular diremos que a curva Z¢(k) € singular. Caso contrdrio diremos

que Z;(k) € nao singular.

Seja l(x,y) = fy(a,b)(x —a) + fy(a,b)(y —b), onde f,, f, s@o as derivadas parciais de f. Quando

(a,b) € Z¢(k) é nao singular, a reta Z,(k) é chamada de reta tangente de Z;(k) no ponto (a,b).

Proposigdo 0.2.2 O ponto (a,b) € Z;(k) é ndo singular se, e somente se, o ideal mazimal de (Cy)y

¢ gerado por um elemento.
Demonstragao: Veja [6], pagina 67.

Proposicao 0.2.3 Seja f € k[z,y] irredutivel. A curva Z;(k) é ndo singular se, e somente se, o

dominio éf ¢ tal que sua localizacao em todo ideal maximal ¢ um dominio local de ideais principais.
Demonstragao: Veja [6], pagina 69.




CAPITULO

O Fecho Integral

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos tais como, elementos e fecho integrais,
produto de ideais e dominios de Dedekind.  Apresentaremos varios resultados e

propriedades que envolvem estes conceitos.

Durante este capitulo a tripla (A, K, L) sempre representa uma extensao de corpos L|K
e A um subanel de K.

1.1 Elementos Integrais

Sejam L|K uma extensao finita de corpos e & € L. Pela finitude da extensao, « é algébrico

sobre K. Denotaremos o polinomio minimal de a sobre K por minga.

Lema 1.1.1 Sejam L|K uma extensao de Galois e G = Gal(L|K) seu grupo de Galois.
Seja R C L um subanel tal que o(R) = R para todo o € G. Entdo para todo r € R, os
coeficientes de mingr pertencem a RN K.

Demonstragdao: Como a extensao L|K é de Galois, logo normal, todas as raizes de f

pertencem a L. Considere oy = «, ...,y as raizes de f. Por [8], pdgina 34, existem
o; € G tal que o;(a) = ay, 1 =1,...,n. Escreva
f= H(y — ;)
i=0
Como f(y) = minga, por definicao os coeficientes de f estao em K, uma vez que

escrevemos cada «; como o;(a) para algum o; € G e 0;(R) = R,Vo; € G, concluimos que

21
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cada oy € R,i=1,...,n e assim os coeficientes de f estao também em R, portanto em

KNR. |

Definicao 1.1.1 Seja A um subanel do anel L. Um elemento o € L € dito integral sobre
A se ele € raiz de um polinomio monico f(y) € Aly]. Quando A =7, o elemento « € dito
um inteiro algébrico em L. Se todo elemento de L for integral sobre A, diremos que L é

integral sobre A.

Observacao 1.1.1 Nas condicoes do lema 1.1.1, todo elemento de R ¢é integral sobre

RN K ou, equivalentemente, R é uma extensao integral de RN K.

Dada a tripla (A, K, L), a duas maneiras de construir subanéis de L associados a A : Ry
o menor subanel de L que contém todos os elementos integrais sobre A; e Ry 0o menor
subanel de L que contém todos os subanéis de L integrais sobre A. Claramente Ry C R;.

A seguir mostraremos que de fato, R; = Rs.

Antes de provarmos este fato, faremos uma observagao e alguns exemplos para determinar

explicitamente o conjunto dos integrais algébricos de L|Q.

Observagao 1.1.2 Sejam K o corpo das fragoes de A, L|K uma extensdo finita e o € L.
Claramente se g(y) = minga € Aly], entao « € integral sobre A. Suponha agora que «
¢ integral sobre A e seja f(y) € Aly] um polinomio monico tal que f(a) = 0. Entao
gW)|f(y) em Kly|. O lema 0.1.2 garante que se A € fatorial, entio g(y) € Aly]. Isto é,

quando A € fatorial, v € integral sobre A se, e somente se, minga € Aly].

Exemplo 1.1.1 Sejam K o corpo de fracoes do dominio A e a € K, entdo minga =
y — a. Pela observacao anterior se A € fatorial, entdo a € integral sobre A se, e somente
se, y—a € Aly|, isto é, se e s se, « € A. Em particular os elementos de Z sao os inicos

inteiros algébricos em Q.

Exemplo 1.1.2 (Corpo de Nimero Quadrdtico) Sejam d € Z(d # 0,1) livre de quadrado
e L= Q(\/E) Os elementos de L integrais sobre Z. formam o anel B, dado por:

{ Z[\/d| se d=2,3(mod4),
B—
Z[(1++d)/2] se d=1(mod4).

Seja oo =m +nVd € Q[\/a] Sen =0, entao pelo exemplo anterior o € integral sobre 7

se, e s0 se, m € Z. Seja n # 0, entao

f(y) = minga = y* — 2my +m? — n’d.
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Pela observagao anterior o € integral sobre 7 se, e somente se, f(y) € Zly|, isto é,

2m, m? — nd € Z. Sejam m = a/2 e m* —n*d =b com a,b € Z.

Suponha primeiramente a = 2t + 1,t € Z. Assim,
trt+1/4—n*d=1b
= 1/4—n*d=ceZ.
Considere n = p/q com (p,q) = 1, entdo
¢ — 4p*d = 4¢*c = 4|¢* = 2]q.
Segue que 21 p e q = 2qy, substituindo na equagdo acima temos,
4q* — 4p°d = 16q:°c = ¢ — dp® = 4q1°c (5x),

entdao q;2 — dp® € par, portanto a duas possibilidades:

(1) 2|Q12 €
2|dp* = 2|d = d = 2(mod4)
(2) 2 'f q12 €
2tdp* = 21d = d=1(mod4) ou d = 3(mod4).
CASO (1) Entao q1 € par. Escreva ¢ = 2qo, substituindo em (xx)

4% — dp* = 16¢q* = 4]dp2,

como d € livre de quadrado 4 1 d, entdo pelo menos 2|p o que € absurdo pois (p,q) =1 e

q = 2q1. Assim concluimos que este caso nao ocorre.

CASO (2) Agora consideremos 24 ;% e 24 d. Suponha d = 4k + 3. Em (xx)
0’ = p*(4k +3) = dg’c = ¢ — p*Ak — 3p? = dg’c

= 4|q.% — 3p? = 1% = 3p*(mod4)
= ¢2 — 3p? = 0(mod4) (% **).

Uma vez que 24 q;* e 21 p:
q1 pode ser 1 ou 3(mod4)
p pode ser 1 ou 3(mod4).

Facilmente verifica-se para estes valores de q1 e p que (% x %) nao tem solugao, logo nao

pode ocorrer d = 3(mod4). Como um dos casos deve ocorrer concluimos que d = 1(mod4).
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De fato, para d = 1(mod4) existem solugoes para (x % %), tome por exemplo g1 = p = 1.

Observe ainda que como q = 2q; € (p,q) = 1,entao (p,q1) = 1. A priori sabiamos que
a’/4 —n*d =0 € Z, assim a*q,® — p*d = 4q,?, o que implica que q,*|p*d, como d ¢é livre

de quadrados q,|p?, logo q1|p, mas (p,q1) =1 e portanto q; = 1.

Concluimos que quando a € impar (m = a/2),entéo ¢ =2, n = p/2 ed = 1(mod4). Assim
o anel dos elementos integrais de Q[v/d] sobre 7 é Z](1++/d)/2] quando d = 1(mod4) pois
dado o = m + nvVd com m,n € Q integral sobre Z concluimos que m = a/2 en =p/2

com a,p € 2.

Suponha agora a = 2t,t € Z. Sabemos que d = 2(mod4) ou d = 3(mod4). Como a = 2k,
entio m = a/2 € Z, logo n*d € Z. Escreva n = p/q,(p,q) = 1, entdo p*d = bg*,b € Z,
assim ¢*|p3d o que implica que ¢*|d, uma vez que d € livre de quadrados concluimos que
q = 1, portanto n € Z. Neste caso & = m + nvd com m,n € Z o que conclui nossa

descricio do anel dos elementos de Q[\/d] integrais sobre Z.

Claramente v/d e (1 + v/d)/2 sdo integrais sobre Z quando d = 1(mod4), de fato, seu
polinomio minimal é y* —y — (d —1)/4 € Z[y).

O anel Z[Vd] é sempre um subanel de Z[(1 + v/d)/2]. Quando d = 1(mod4), o anel
Z[(1 4+ \/d)/2] possui boas propriedades aritméticas, por exemplo, este anel pode ser

fatorial, ao contrario o anel Z[v/d] é nunca fatorial.

Exemplo 1.1.3 Sejam k um corpo, A = k[z], K = k(x) e k(z) = K o fecho algébrico
de K. Um polinomio nao constante em k[x] € livre de quadrado se ele se fatora em
k[x] como produto de distintos polinémios irredutiveis. Sejam f(z) € klx] um polinémio
livre de quadrados e \/f a raiz em K do polinémio ménico y* — f(x) € Aly]. Tome
L := K(\f), o elemento \/f ¢ claramente integral sobre klx]. E mais, todo elemento
de klz][\/f] € integral sobre k[x]. De fato, tome a € k[z][\/f], entdo o = g+ h\/f com
g,h € k[x], logo o € raiz do polinomio y? — 2yg + g*> — h2f € klx][y] e portanto todo
elemento de k[z][\/f] € integral sobre k[z]. Agora considere k um corpo algebricamente
fechado de caracteristica # 2. Nés afirmamos que o conjunto de elementos de K(\/f) que

sao integrais sobre klx| € igual ao anel:

B = k[z][\/f] = {m +n\/flm,n € k[z]}.

A prova desta afirmacdo € andloga ao exemplo anterior, uma vez que o dominio A é
fatorial. Seja o = m +ny/f € k(x)(\/f), com m,n € k(x). Sen =0, entao pelo ezemplo

1.1.1 tem-se que « € integral sobre k|x] se, e somente se, m € k[z]. Se n # 0,

minga = y* — 2my +m* — n’f.
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A observagao 1.1.2 mostra que o« € integral sobre klx] se, e somente se, 2m € k[z] e
m? —n%f € k[z]. Uma vez que a caracteristica de k ¢é diferente de dois, o elemento 2
¢ invertivel em k. Assim 2m € klx] se, e s0 se, m € k[z]. Seque que necessariamente
n’f € k[z]. Comon € k(z), escrevan = p/q com p,q € klz] e (p,q) = 1, entdo p*f = hq?,
para algum h € k[z]. Seque que ¢*|p*f, como (p,q) = 1, entdo ¢*|f. Uma vez que f ¢
livre de quadrado tem-se ¢ = 1. Portanto n € kl[z] e « € B. Assim seque que B é gerado,
como k[z]—mddulo por 1 e \/f.

Em ambos os exemplos acima o conjunto dos elementos integrais de L sobre A é um anel.
De fato, o fecho integral é sempre um anel, a proxima proposi¢ao é o principal resultado

para mostrar esse fato em geral.

Proposicao 1.1.1 Sejam A um subanel de um corpo L e o € L. Sao equivalentes:

1. O elemento « € integral sobre A.
2. O subanel Ala] de L, gerado por A e « € finitamente gerado como A—mddulo.

3. FExiste um A—submaodulo finitamente gerado M de L tal que aM C M.

Demonstragdao: (1 = 2) Seja « integral sobre A, entdao existem ag,...a,_1 € A tais

que,

Q"+ ap 10" 4 aja+ag = 0.

Afirmamos que o A—mddulo Ala] é gerado por 1,c,...,a" . Uma vez que qualquer

elemento 5 € Ala] € da forma,

m

8= chai, com ¢; € A,Vi.

1=0

Para mostrar nossa afirmacdao resta mostrar que o',i > 1 pode ser expressado como

n—1

combinacao linear de 1,c,...,« com coeficientes A. Vamos proceder a prova por

inducao sobre i > n. Se i = n, entdo

n 1

a" = —a, 18" — - taa—ay (%)

Para i > n, tome j < i — 1, assim por hipdtese de inducdo o’ pode ser expressado em
n—1

termos de 1, «, ..., a" ', multiplique (*) por o*~"
ol = —apa ™ — @ — L —qa, a7t
Como todos os o’,j =1i—mn,...,i—1 sdo todos expressados em termos de 1,c, ..., a" !,
n—1

portanto concluimos que Ala] € gerado por 1,c, ..., « como A—mdadulo.
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(2 = 3) Basta tomar M = Ala].

(83 = 1) Sejam eq,...,e, os geradores de M como A—mddulo. Como oe; € M,i =

1,...,n podemos expressar tais elementos como combinagao linear dos ej,j =1,...,n.
n
oe; = Zbijejabij € A, 1<7,7<n. (*)
j=1

Sejam N = (bij)i<ijen € E :=1lex - - - ey)'. As igualdades em (x) implicam que
al = NE, ou, (ald— N)E = 0. Como E # 0, concluimos que det(ald — N) = 0. Entao,

n—1
0 =det(ald — N) = o™ + Zaio/,
i=0
onde ag, . ..,a,_1 sao expressoes em termo das entradas de N, portanto elementos de A.
Logo « € integral sobre A. [

Corolario 1.1.1 Seja A um subanel do corpo L. O conjunto B de todos os elementos de
L integrais sobre A € um anel.

Demonstracao: Todo elemento o € A € integral sobre A, uma vez que o mesmo € raiz

do polinomio linear y — o € Aly]. Entao A C B, em particular 0,1 € B. Para mostrar
que B é um subanel de L resta mostrar que se o e 8 sdo integrais sobre A, entao o — (3 e
af sao integrais sobre A. Como «, 5 sao integrais sobre A, os subanéis Ala] e A[f] sao
finitamente gerados como A—mddulos (proposi¢do 1.1.1). Sejam ey, . .., e, geradores para
Ala] e fi,..., fs geradores para A[] como A—mddulos. Tome M = Ala, 5] subanel de L,
M ¢ finitamente gerado como A—mddulo, de fato, o conjunto {e;f;|]1 <i<r;1<j < s}
¢ gerador de M. Uma vez que (o — B)M C M e (af)M C M, seque da equivaléncia 3
& 1 da proposicao 1.1.1 que o — 3 e afS sao integrais sobre A. [ |

O corolario anterior motiva a seguinte definicao chave:

Definigcao 1.1.2 Seja A um subanel do corpo L. O fecho integral B de A em L € o anel
dos elementos de L integrais sobre A. Quando L € um corpo numérico o fecho integral B

de Z é chamado o anel dos integrais algébricos de L. Por vezes denotado de Ofp.

Definicao 1.1.3 Um dominio € dito ser integralmente fechado se ele € igual a seu fecho

integral em seu corpo de fragoes.

Exemplo 1.1.4 Os anéis Z e k[z] sao integralmente fechados. Este fato seque do exemplo
1.1.1 e da observacao 1.1.2. O proximo lema fornece uma prova diferente destes fatos

sem usar a observacao 1.1.2.
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Exemplo 1.1.5 Quando d = 1(mod4) o anel Z[v/d] nio € integralmente fechado. De
fato, o elemento (1++/d)/2 ¢ integral sobre Z[\/d) pois € integral sobre Z., mas (1++/d)/2
ndo pertence a Z[V/d]. Seque do prézimo lema também que o anel Z[\/d] nao € fatorial

também.

Lema 1.1.2 Os dominios fatoriais sao integralmente fechados.

Demonstragcao: Sejam A um dominio fatorial e K seu corpo de fracoes. Seja z € K

integral sobre A. Sem perda de generalidade podemos supor que z = b/c, com b, ¢ coprimos

em A. Considere,
(b/c)" 4+ an_1(b/c)" t + -+ ay(b/c) +ag=0
a relagao integral de b/c sobre A. Entdo
—b" = (A1 D" F Ao 2 - arbe T 4 apc™ Y.

Portanto c|b™. Uma vez que b, c sao coprimos, concluimos que ¢ deve ser inversivel em

A, o que implica que ¢t € A, logo z € A. [ |

A reciproca do lema anterior de fato nio é vélida. Para ver isso, basta tomar A = Z[v/5].
Pelo exemplo 1.1.2, o fecho integral de A em Q(v/5) é Z[(1 + v/5)/2] # Z[V/5].

A seguir mostraremos que a afirmacao da observacao 1.1.2 vale para dominios

integralmente fechados.

Lema 1.1.3 Sejam A um dominio integralmente fechado, K seu corpo de fragoes e L|K
uma extensdo de corpos. Seja o € L algébrico sobre K. Entdo « € integral sobre A, se,
e somente se, 0s coeficientes de ming («) pertencem a A.

Demonstragdo: Se ming(a) € Aly|, por definicio o € integral sobre A. Para a

reciproca, suponha « € L integral sobre A. Sejam f(y) € Aly] um polinémio monico

tal que f(a) = 0, M o corpo de raizes de ming(«a) e ay,...,q, os conjugados de o em
n

M. Como ming (o) = H(y — ;)| f(y), seque que cada o, i =1,...,n € integral sobre A.

i=1
Visto que o conjunto dos elementos integrais sobre A é um subanel B de M, concluimos

que os coeficiente de ming(«) pertencem a B, portanto integrais sobre A. Como A é

integralmente fechado BN K = A o qual implica que ming(a) € Alyl. [

Proposigao 1.1.2 Sejam A C B C C dominios. FEntao C € integral sobre A, se,e
somente se, C' € integral sobre B e B integral sobre A.

Demonstracao: Suponha C integral sobre A. Pela inclusoes A C B C C, claramente C

¢ integral sobre B e B € integral sobre A.
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Suponha agora C' integral sobre B e B integral sobre A. Seja a € C, como C €
integral sobre B podemos encontrar g(y) = y™ + byy™ ' + -+ by € Bly] tal que
gla) = 0. Tome B' := Alby....,b,_1], este € o menor subanel de C gerado por A
e o conjunto {by....,b,_1}. Afirmamos que B’ € finitamente gerado como A—mddulo.
Como B € integral sobre A, os b.s sao integrais sobre A. Pela proposi¢ao 1.1.1 Alby| €
finitamente gerado como A—mddulo e por indugdo Alby. ..., b,_1] € finitamente gerado
como A—mddulo: suponha Albg. . .., b,_s] finitamente gerado como A—mddulo e considere
um conjunto gerador {eiy,...,e.}. Como b, 1 € integral sobre A, pela proposi¢ao 1.1.1,
Alb,_1] € finitamente gerado como A—mddulo, tome {fi,..., fs} um conjunto gerador
para Alb,—1] como A—mddulo, assim Albo. ..., by_2,b,—1] € gerado por {e;f;]1 < i <
r;1 < j < s} como A—mddulo e portanto finitamente gerado. Considere agora B'[a] o

menos subanel de C' contendo B' e a. Entao B'la] é um A—mddulo gerado pelo conjunto:
{eifjozk|1 <i1<rm1<j<s0<k<n—1}
Uma vez que aB'[a] C B'la], pela proposi¢ao 1.1.1, que a € integral sobre A. [ |

Proposicao 1.1.3 Sejam A um dominio, K seu corpo de fragoes e L|K uma extensao
finita. Seja B o fecho integral de A em L.

1. Seja o € L. Entdo ezisteb € B e a € A tal que o = b/a. Em particular, L € o corpo
de fracoes de B.

2. O anel B € integralmente fechado.

3. Se A € integralmente fechado, entao BN K = A.

4. Se LK € Galois com grupo de Galois G, entao o(B) = B para todo o € G. Além
disso, se A € integralmente fechado, entdo A = BY := {b € B|o(b) = b,VYo € G}.

Demonstragao: 1- Sejam o € L e g(y) = ming(«). Como K € o corpo de fragoes de

A podemos escrever:

Cn— n— c ¢ .
g(y):yn+ 1y 1++_1y+_0, Ci,diGA,VZ.
dnfl d1 do

Tome a = [[}=, d; € A, uma vez que a"g(a) = 0,

Cp—1

() + -+ " Yaa) + 2a" = 0.

<aa) N n—1 dl d_Oa

Claramente g—ia € Ai=0,...n—1. Assim a equacdao acima € a relacao integral de ac
sobre A. Entdo, b = aa € B, pois B € o fecho integral de A, logo a = b/a com b € B e

a € A como queriamos.
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2- Sejam B nao integralmente fechado e B’ é o fecho integral de B em L. Como B €
integral sobre A e B’ integral sobre B, pela proposicao 1.1.2, B' € integral sobre A, o
que € absurdo, pois neste caso B nao seria o fecho integral de A em L. Portanto B ¢é

integralmente fechado.

3- Como B € o fecho integral de A, entao B N K ¢ integral sobre A. Mas BN K C K
e por A ser integralmente fechado, todos os elementos de K que sdo integrais sobre A
pertencem a A, logo BN K C A. Portanto BN K = A.

4- Sejam o € B e f(y) € Aly] tal que f(a) = 0. Tome 0 € G, entao 0 = o(f(a)) =
flo(a)), ou seja, o(a) € integral sobre A, portanto o(a) € B. Pela hipétese K = L€,
entio B = LN B = K N B e quando A € integralmente fechado, pelo item (3),
B=BNK=A |

Corolério 1.1.2 Sejam A um dominio e K seu corpo de fragoes. Seja L|K uma extensao
de grau n e considere B o fecho integral de A em L. Entao existe uma base {e,...,e,}
de L sobre K dos elementos de B.

Demonstragao: Seja{fi,..., fn} uma base para L sobre K, pelo item (1) da proposi¢ao

anterior podemos encontrar cy,...,c, € A e ey,...,e, € B tais que f; = e;/¢;i =

1,...,n. Entdo {ey,...,e,} € uma base para L sobre K contida em B. [ |

1.2  Produto de Ideais

Como foi comentado anteriormente, existem dominios que nao sao fatoriais e portanto

nao principais. Um exemplo simples é Z[v/—5|. De fato, basta observar que
6=2-3=(1+v=5)(1—V=5).

Demonstrar que 2,3, (1++/—5) e (1 —1/—5) sao irredutiveis e nao associados é elementar.
Lembramos que por definicao a e b sao associados se a = ub para algum u inversivel.

Mostraremos que os unicos inversiveis de Z[y/—5] sdo 1 e —1. Suponha,
1= (a+bv/=5)(c+dv-b).
Logo,

ac—5bd =1 (%)
ad+bc=0  (*x*)

Entao (a,b) = (a,d) = (¢,b) = (¢,d) = 1 e ad = —bc. Desta tltima concluimos a|c, c|a, b|d

e d|b, portanto ¢ = +a e b = +d. Da segunda equagao acima, 2(ab) = 0, logo a = 0 ou
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b=0.Sea=0,entdao 4 + 5b*> = 1, que é absurdo. Portanto b = d = 0 e a®? = 1, isto &,
a = *+1.

Para mostrar a irredutibilidade de 2,3, (1++/=5) e (1 — y/—5) usaremos a fun¢ao norma
definida em Z[\/=5] por N(a + by/—5) = a® — 5b%. Por exemplo, no caso de 1 + /=5,
observe que N(1 ++/=5) =6 =1-6 = 2-3. Se 1 ++/=5 = aff, no primeiro caso
N(a) = 1, isto é, @ = %1 e no segundo caso N(a) = 2 o que é impossivel. Uma
vez que os Unicos elementos inversiveis de Z[y/—5] sdo 1 e —1 claramente os elementos
2,3, (1++/=5), (1 —+/=5) ndo sao associados. Portanto o elemento 6 tem duas fatoracoes
distintas em Z[v/—5].

A busca para substituir a propriedade de fatoracao tnica de elementos levou Dedekind
ao estudo da propriedade de fatoracdo unica de ideais. Nesta secao introduziremos
as definicoes chaves necessarias para enunciar o principal teorema de Dedekind sobre

fatoracao unica de ideais.

Definicao 1.2.1 Dois ideais I,J de um anel A sao ditos coprimos, se [ + J = A. Note

que isto € equivalente a existéncia de x € I ey € J tais que x +y = 1.

Lema 1.2.1 Se I e J sao coprimos, entao I.J = 1N J.
Demonstracao: Sabemos que sempre IJ C I NJ. Dado z € I N J considere x € I e

yeJ taisquer+y=1, entao z = zx +zy € 1J. [ |

Observagao 1.2.1 Sejam P,Q dois ideais primos do anel A. Se P é maximal e Q €
P, entao P,Q sao coprimos. De fato, o ideal P + () contém estritamente o ideal P
o qual € mazimal, logo P + Q = A. Entretanto, em geral dois ideais primos ndao S$ao
necessariamente coprimos. Por exemplo, considere o dominio Z[z| e seja p € Z primo.
Como p € irredutivel em Zlx] o ideal P := (p) € primo em Z[z|. Considere agora o ideal
Q = (x) em Zlx|,uma vez que x € irredutivel QQ também €é um ideal primo, mas o ideal
P +@Q = (p,x) # Z[z]. De fato, P+ Q € maximal pois Z|x]/(p,x) = Zp. Portanto P e

Q) nao sao coprimos.

Definicao 1.2.2 Um dominio R € dito ter a propriedade da fatoragao tnica de ideais se

todo ideal nao trivial I de R pode ser escrito unicamente como I =B ---P,, onde cada
PV € um ideal primo, isto €, se [ = Q1 ---Q,, entaos =n e {P1,... P} = {Q1,..., Q. }.

Note que esta definicao é parecida com a definicao de fatoragao tunica para elementos um
dominio de fatoracao unica. Nesta nova definicao ideais substituem os elementos e os

ideais primos substituem os elementos irredutiveis.
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Exemplo 1.2.1 Um dominio A de ideais principais tem a propriedade de fatoracdo unica
de ideais. De fato, todo dominio de ideais principais € fatorial, veja [1], pdgina 112.
Sejam I = (a) < A ea = ay -y, onde ay,...,a, € A irredutiveis. E facil ver que

I={a)={(a1) - (a,) e cada {a;) € primo.

O préximo teorema cuja demonstragao serd feita no final deste capitulo, fornece exemplo

para dominios que possuem a propriedade da fatoracao unica de ideais.

Teorema 1.2.1 Seja L|K uma extensdo separdvel. Seja A C K um dominio principal,

entao o fecho integral B de A em L tem propriedade da fatoracao unica de ideais.

Um caso particular e interessante deste teorema é quando A = Z e K = Q, ou seja, o
fecho integral de Z em qualquer extensao de Q sempre possui a propriedade de fatoragao

Unica de ideais.

A seguir veremos um exemplo de um dominio que nao possui a propriedade de fatoracao

unica de ideais.

Exemplo 1.2.2 Seja 0 := %E.Obseme que 7. C Z[\/5] C Z[J]. Mostraremos que o

dominio Z[\/5] nio tem a propriedade da fatoragdo nica de ideais. O ideal Q = (2) em

Z[0] é mazximal. Para provar este fato basta mostrar que % ¢ corpo. De fato,

zlo]  ~  ZWl/(y -y-1)
(2 - 2

~ Zly]
- <2»y2 7y71>
~ Zay]
- (y2—y—-1)"

O polinomio y*> —y—1 ndo tem raizes em Zy portanto é irredutivel sobre Zs, € (y* —y—1)

) , . z
¢ mazimal, Assim —22Y
(y*—y-1)

inversivel em Z[0] pois

¢ corpo, a saber Fy. Logo Q € maximal. Observe que 0 €

(L+Vh) (-1+V5) _,
2 2

e 0 inverso de 0 € 0 — 1. Desde que 1 — /5 = (=0~") - 2, observamos que 1 — /5 € Q.
Afirmamos agora que o ideal B = (2,1 — /5) € mazimal em Z[\/5]. De fato,

Z[\/E] -~ Zsly _ Zaly| ~ .

B (1-yy2-5 (1-y

Considere o ideal I := (2) - Z[\/5], claramente I C5B. Afirmamos que B € o tinico ideal
primo de Z[\/5] que contém I. De fato,

ZIV3] 2
T> ~ Zolyl{(y — 1)7).
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Uma vez que o ideal principal (y —1) € o inico ideal primo de Zs|y] que contém {(y —1)%)
seque que P € o unico ideal primo de Z[\/g] que contém I, o que prova nossa afirmacao.
Desde que Z[\/5]/1 ndo é dominio e Z[\/5] /B € um corpo, concluimos que I S B. Suponha
que I pode ser escrito como I =Py ---PB,,, com P, ..., P, tdeais primos de Z[\/g] Como
B P, SP1N---NP,,, concluimos que I C B, Vi. Portanto P; =B, Vi. Logo I =P".
Afirmamos que B2 C I:

o= (22,201 -v5),(1-V5))
= (4,2(1 —/5),6 — 2V/5)
= (4201-vh)CI,

essa inclusao ainda é prépria, isto é, P2 ; 1 =P, que € possivel apenas paran =1. O

que € absurdo uma vez que I # B.

1.3 Anéis Noetherianos

Pelo exemplo 1.1.2 e o exemplo discutido no inicio da se¢ao 1.2 concluimos que o fecho
integral de um dominio principal nao é sempre principal. O objetivo principal desta secao
¢ mostrar que todos os ideais deste fecho sao finitamente gerados, mais precisamente, se
A é um dominio principal, K seu corpo de fragoes e L|K uma extensao separavel, entao

todos ideais do fecho integral de A em L sao finitamente gerados.

Definicao 1.3.1 Um anel é chamado de anel Noetherianos se todos os ideais sao

finitamente gerados.

Exemplo 1.3.1 1. Os corpos sao exemplos de anéis Noetherianos, uma vez que
possuem apenas 0s ideais triviais.

2. Um dominio principal é um anel Noetheriano.

3. Sejam K um corpo e R = Ié[%] Este anel possui apenas um ideal nao trivial, a

saber, o ideal gerado pela classe de x, portanto Noetheriano.

4. Em geral, se A € anel Noetheriano e I ideal de A, entao A/I é Noetheriano.

Proposicao 1.3.1 Sejam A um anel Noetheriano e M um A—mddulo finitamente

gerado, entdo M € Noetheriano, isto €, todo submoddulo de M € finitamente gerado.
Demonstragao: Veja [11], pagina 75.

Corolario 1.3.1 Sejam A C B anéis. Se A é Noetheriano e B € finitamente gerado

como A—mdadulo, entdo B é Noetheriano.
Demonstracao: Basta observar que os ideais de B sao submddulos de B wvisto como

A—mddulo.
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Para mostrar o nosso resultado principal desta secao, precisamos da seguinte proposicao.

Proposicao 1.3.2 Sejam A um dominio integralmente fechado no seu corpo de fracoes
K, L|K uma extensao separdvel de grau n e B o fecho integral de A em L. Considere
{e1,...,en} C B uma base para L sobre K. Entao existe d € A\ {0} tal que 0 A—mddulo

€n

B estd contido no A—mddulo livre gerado por <, ..., <, isto €,

Aei @ ®Ae, CBCAZ @@ AT CL.

Demonstragao: A existéncia da base para L|K contido em B foi mostrada no coroldrio

1.1.2. A primeira inclusdo claramente é satisfeita. Seja o € B, como B C L,
a=umx11+ -+ Tpepn, T1,...,T, € K.

Entao para todo d' € A\ 0,

e én
a= d'xlj + et d'$nj.
Basta mostrar a existéncia de um elemento d # 0 tal que dr; € Aji = 1,...,n
e para todo o € B. Seja K o fecho algébrico de K. Pela separabilidade de L|K,
existem n monomorfismos distintos o1,...,0, de L em K (veja [9], pdg. 33). Seja
M = (0,(e;))1<i,j<n- Observe,
o1 (@) 1
| =
on(@) Ty
Seja M* a adjunta da matriz M. Entao
o1(a) T det(M )z,
M* - : =MM*- : = :
on() Ty, det(M)z,

Como as entradas de M* sao os determinantes das sub-matrizes (n — 1) x (n — 1) de
M, elas sao integrais sobre A. Uma vez que o € B, o;(a) € B, logo det(M)x; € integral
sobre A para todo i. Mas det(M) ¢ K. De fato, pela finitude de L|K, esta extensao é
algébrica, portanto L C K. Para cada i, seja n; a extensio de o; a K. Por outro lado,
para todo i, n;(det(M)) = xdet(M), ou seja, n; permuta as linhas da matriz M. Isto
mostra que det(M) pode nao pertencer a K. Mas o elemento d := det*(M) € K pois é

invariante sobre todo automorfismo n de K tal que n|x = idx. Por A ser integralmente
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fechado e d € K € integral sobre A, concluimos que d € A e entao para todo i, dz; € K e
dx; = det(M)det(M)z; é integral sobre A. Para concluir observamos que d = det(M) # 0

uma vez que {ey,...,e,} € uma base para LK. |

Teorema 1.3.1 Sejam A um dominio Noetheriano integralmente fechado no seu corpo de
fragoes K e L|K uma extensao separdvel. Entao o fecho integral de A em L € finitamente
gerado como A—mddulo, em particular, ¢ um anel Noetheriano.

Demonstragcao: Seja B o fecho integral de A em L. Como A é Noetheriano, pela

proposicao 1.3.1 para mostrar que B € um A—mddulo finitamente gerado, basta mostrar
que B € um submddulo de um A—mdodulo finitamente gerado. Pela proposicdo anterior,
B é um A—submddulo do A—mddulo A% @ ---® A% que € livre de posto finito. E assim

completaremos nossa demonstragao. [ |

Relembrando que um elemento m € M, onde M é um A—moddulo é de tor¢ao se existe
a € A\ {0}, tal que am = 0. Um A—mdédulo M é um mdédulo de torgao se todo elemento
de M é de torgao. Por exemplo, seja I um ideal nao trivial de A. O A—médulo A/I é
sempre de tor¢ao. Se zero é o Unico elemento de tor¢ao de M, entao M ¢é dito livre de
tor¢ao. Quando A é um dominio de ideais principais, qualquer A—moddulo finitamente
gerado é isomorfo a soma direta de A—moddulos de tor¢ao finitamente gerado e A—maodulos
livres finitamente gerados, esta afirmacao se deve ao teorema de estrutura de para modulos

finitamente gerados sobre dominios principais.

Corolario 1.3.2 Seja A um dominio de ideais principais. Seja L uma extensdo separdvel
do corpo de fracoes de A. Entdo o fecho integral B de A em L é um A—mddulo livre de
posto finito.

Demonstracao: O teorema 1.3.1 mostra que B é um A—mddulo finitamente gerado.

Desde que B € um dominio, o A—mddulo B nao contém um elemento de torcdo nao
trivial. De fato, seja a € A,a # 0, e seja b € B. Se ab = 0, entdo b = 0, pois B é
dominio. Assim, B € livre de torcao. Portanto, pelo resultado mencionado acima sobre

a estrutura desses tipos de modulos, concluimos que B € um A—mddulo livre. |
O posto de B sobre A pode ser calculado usando o seguinte lema:

Lema 1.3.1 Seja K o corpo de fragoes do dominio A. Seja L|K uma extensdo finita
de grau n. Seja B o fecho integral de A em L. Se B € um A—mdodulo livre finitamente
gerado, entdo o posto de B sobre A € igual a n.

Demonstragao: Seja {by,...,bs} uma base para B sobre A. Dada uma relagdo

K—linear entre by,...,bs, colocando em evidéncia o maior divisor comum dos
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denominadores temos uma relacao A—linear, por isso, o0s elementos by,...,bs sdao
linearmente independentes sobre K e s < n. A proposicao 1.1.3 mostra que todo elemento
de L é da forma b/a para algum b € B e a € A. Dado o € L,a = b/a para algum
be Beae€c A, comoby,... by € base para B sobre A, b = a1by + - -+ + asbs € assim
o = é(albl + -+ 4 ashs). Portanto by, ..., bs gera L como K—espago vetorial e assim

s =n. [ |

Definicao 1.3.2 Sejam A um subanel do corpo L e B o fecho integral de A em L. Se
B é um A—mddulo livre de posto finito, as bases de B sobre A sao chamadas de bases

integrais sobre B.
Nas condicoes do lema 1.3.1 uma base integral também é uma base para L sobre K.

Exemplo 1.3.2 Os conjuntos {1,v/d} e {1,(1++/d)/2} sio bases integrais sobre Z para
o fecho integral de Z em Q(v/d), quando d = 2,3(mod4) e d = 1(mod4) respectivamente.

Exemplo 1.3.3 Sejam k = k de caracteristica 2 e f € k[z]\ k sem raizes duplas em k.
A extensio L = k(x)(\/f) ndo é separdvel sobre K := k(x) uma vez que o polinémio
minimal y*> — f = (y — /f)? de /f tem uma raiz dupla. Assim, o teorema 1.5.1
sobre o fecho integral B de k[x] em L ndo se aplica. Contudo mostraremos que B é

um k[x]—mddulo livre de posto 2.

Primeiramente descreveremos B usando o mesmo método do exemplo 1.1.53. Seja o =

m+ny/f € L,a & k(x). O polinémio minimal de o sobre k(x) é
y* + 2my +m® —n*f = >+ (m* + n?f).

Como k[x] é dominio principal, logo um dominio fatorial (veja [1] pag 112), pelo lema
1.1.2 € integralmente fechado e pelo lema 1.1.3 a € B se, e somente se, m* +n?f € k[z].
Sem perda de generalidade podemos assumir que m = a/c e n = b/c com a,b,c € kx|
e mdc(a,b,c) = 1. Assim, « € integral sobre k[z] se, e somente se, *|a® + b*f. Como
queremos descrever B, consideremos o € B, logo existe h € k[x] tal que hc® = a® + V* f.
Entao

B'c? +2cc’h = 2aa’ + 200 f + b2 f <= h'c* = b*f',

entao concluimos que quando o € B, c*|b?f'. Consequentemente, se f' ndo é divisivel
por nenhum quadrado em k[z|, entdo c|b. Portanto, b/c € klx] e assim b\/f/c € integral
sobre k[x]. Por a e by/f/c serem integrais sobre k[z] concluimos que o —b\/f/c=a/c €
k(x) também € integral sobre k|x], como k|x] € integralmente fechado a/c € k[x] e por

mdc(a, b,c) = 1, seque que ¢ € k* e B = k[z]|[\/f]. Logo B € gerado por {1,\/f} sobre
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k[x], ou seja, B é uma k[x]—mddulo livre de posto dois no caos em que f' nao é divisivel

por nenhum quadrado em k|x].
Agora analisaremos o caso em que f' é divisivel por algum quadrado em k/z/.
Afirmagao 1: Se f' = g*h, isto é, " =0, entao f' = ¢*, para algum g € k[z].

Seja f(x) = 327, air?, entdo f'(x) = S0y agaa’ e f'(x) = 0. Comok =k, k é perfeito
e char(k) = 2, entdo k contém a raiz quadrada de qualquer um dos seus elementos, logo
f(2) = (Xsj41<s VA251127). Isso prova nossa afirmagdo.

Como k = k e f' ¢ um quadrado, podemos escreve-lo f'(z) = ([[i_,(z — b;)"")?. Os

_ V) =/ f(2) i
(I—bzyll 7

elementos

Q; 1,...,¢,

sao integrais sobre klx]. De fato, cada «; € raiz do polinémio

Observamos que b; € raiz de multiplicidade 2r; do polinomio g(x) = f(b;) — f(x), pois

g(bi) =0 e g'(z) = —f'(x) = = [Tis (x = 0)". Logo (f(b;) — f(2))/(z — b)*" € k[a] e

a; € integral sobre k|x].
Afirmagao 2: O conjunto {ag = 1,0a4,...,04} gera o fecho integral B sobre k[z].

De fato, seja o = m + n+/f € L, como antes o € B se, e somente se, c*|a® + V*f em
k[z], onde a,b,c € k[z],m = a/c, n = b/c e mdc(a,b,c) = 1. Assim, eziste h € k[z] tal
que hc? = a® + b2 f, ou:

hlc2 _ b2f/.

Logo @ = V*f'/R' e assim ¢ = by/f'/\/I. Voltando em hc® = a® + V>f, tem-se a*(b;) +
b2(b;) f(b;) = 0, como mdc(a,b,c) = 1 seque b*(b;) # 0 e entdo +/f(b;) = a(b;)/b(b;).

Portanto

a:a+b\/7:b(a/b~l—\/7) _ VEb(\/F(b:) = VT) _ VI (/) = VT)
c c b ik 7

como desejado.

Se provarmos que o conjunto {ag = 1,q,..., 4} gera o fecho integral B sobre k|x],
saberemos que B € um klx|—mddulo finitamente gerado. Desde que klx]| é um dominio
de ideais principais, seque do coroldrio 1.3.2 que B é um k[z]—mddulo livre finitamente
gerado. Pelo lema 1.3.1 B pode ser gerado sobre k|x| por dois elementos. Quais ¢ Se
deg(f) =1 ou?2, entio f' € k e B =k[z][\/f]. Sedeg(f) =3 oud, entio f'(x) = (x—0b)>
e {1,(\/f(0) — /f(2))/(x — b)} € uma base para B sobre k[z]. Para encontrar uma base
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inteira para B sobre k|x| que contém dois elementos, vamos proceder como seque. Escreva,

f(x)=g(x)f'(x) +r(z), com deg(r) < deg(f") our =0.

Derivando ambos os lados,

f'(@) =g (@) f (z) + g(x) " (2) + r(x).

Portanto, f'(x)(1 — ¢'(z)) = r'(x) (pois f"(x) = 0), isso implica que r'(x) = 0 e entdo
g (z) = 1. Escreva f' = hp, onde h,p € k[x]. Assim,

vio =Y e vy (/).

Pela construgao, k(x)(/g9¢) = k(z)(V/f).
Afirmacgao 3: B = k[z][\/g¥]
O elemento \/gp = (v —+/r)/h € integral sobre k[x], desde que h* dwide (\/f)*— (\/7)?,

disso klz|[\/gp| C B. Como (gp) = ¢'v = ¢, nds concluimos que (gp) € livre de
quadrados em klx|. Portanto k|x][\/gp] € integralmente fechado e assim € igual a B.

Mostraremos que B € um klx|—mddulo finitamente gerado. Seja h € k[x] o polinémio
de grau minimo tal que k(z)(vVh) = k(x)(V/f). Afirmamos que {1,/h} € base para B
sobre k[x]. Por constru¢io v'h € integral sobre k[z] e assim, pertence a B. Seja o =
ajc+bVhjc € B, com a,b,c € k[z] e mde(a,b,c) = 1. Seja deg(c) > 0. Subtraindo (se
necessdrio) um elemento de klz]+ k[x]\/f, podemos assumir que deg(c) > deg(b), deg(a).
Como o € integral, existe um polinomio { tal que 20 = a® + b*h, esta equagdo mostra que
k(z)(v0) = k(z)(v/h) e assim deg(f) = deg(h). Por deg(c) > deg(b), deg(c*() = deg(a?),
mas isso ndo ¢ possivel uma vez que deg(c) > deg(a). Portanto deg(c) = 0 e {1,v/h} ¢

uma base, como desejado.

Se k é um corpo de caracteristica p > 0, estudaremos em 8.1 as propriedades do fecho
integral B do anel k[z] numa extensao finita e inseparavel de k(x). E o teorema 8.1.1 nos

garantird que o anel B é sempre um k[z]—mddulo finitamente gerado.

1.4 Localizacao

Definigao 1.4.1 Seja A um anel comutativo com unidade. Um subconjunto S de A €

multiplicativo se

1.0gSeles,

2. sea,b€e S, entdo ab € S.
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Considere no conjunto A x S a seguinte relagao:
(a,s) = (b,t) <IN € S: Aat — bs) = 0.

Observe que quando A é dominio, a equagao A(at — bs) = 0 implica que at — bs = 0.

Claramente a relacao = em A x S é uma relagao de equivaléncia.

Denote por ¢ a classe de equivaléncia de (a,s) € A x S. Seja ST'A = Ax S/ =. O

conjunto S~!A tem estrutura de anel com as seguintes operacoes:

a b at+bs a b ab
t ts

st ts s
O anel S71A é chamado do anel de fracoes do A com respeito a S. A aplicaciao

Jjs : A — S71A
a —

¢ um homomorfismo de anéis. Quando nao causar confusao denotaremos jg simplesmente

por j. A aplicacao j e o anel S~!A satisfazem as seguintes propriedades:

1

P

1. Seja s € S. O elemento j(s) € S™'A é inversivel e seu inverso é

2. Se A ¢ um dominio, entdo j ¢ injetiva. De fato, j(a) = § = Y implica que existe

1
A € S tal que Aa = 0. Como A é dominio e A # 0, a = 0.

3. Quando A ¢ um dominio o anel S7'A também é. De fato, se ¢ -2 =0 em S7'4,

entao existe A € S tal que A(ab—0) = 0. Por A ser dominio e A # 0, a = 0 ou b = 0.
4. Quando A é dominio, o corpo de fragoes K de A é o anel S™'A com S = A\ {0}.

Propriedade Universal de Anéis de Fragoes. Sejam A um anel comutativo com
unidade e S C A multiplicativo. Seja g : A — B um homomorfismo de anéis tal que
g(s) é inversivel em B para todo s € S. Entao existe um tnico homomorfismo de anéis

g :S7'A — B tal que g = ¢’ o j. Onde,

j: A — S71A
a — afl.

Proposicao 1.4.1 Se A ¢ um dominio integralmente fechado e¢ S C A multiplicativo,
entio STYA é um dominio integralmente fechado.

Demonstracao: Seja K o corpo de fragoes de A (e de S™'A). Seja a € K* e escreva

a

¢ a,b € A. Suponha que a seja integral sobre ST'A e considere f(y) = y" +
S Gyt € (STTA)[y] monico tal que f(a) = 0. Tome s =[], si, assim s"f(%) =0 e

i=0 s

o =
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portanto 5+ € K € integral sobre A, pois

n—1 n
sa.,  QAp_15,8G., 4 a,s sa,  aps
e = e > —0.
(b) sn_l(b) + * S1 (b) So
Como A € integralmente fechado, 3£ € A, logo oo = § € S™'A, como desejado. [ |

Corolario 1.4.1 Seja B o fecho integral de A no corpo L. Seja S C A multiplicativo.
Entdo o anel ST1B € o fecho integral de S™'A em L.
Demonstracdo: Pela proposicio 1.4.1 ST'B € integralmente fechado em L. Portanto

para provar este coroldrio devemos mostmr que todo elemento de S™'B ¢ integral sobre
ST'A. Sejam © € ST'B e f(y) = y" + S ay’ € Aly] tal que f(b) = 0. Tome,

n—1
n al
=y 4 ) 5y € (STIA)Y).
5
=0
Uma vez que g(%) =0, seque que % ¢ integral sobre STLA. [

A propriedade de um dominio ser integramente fechado é local. De fato:

Corolario 1.4.2 Seja A um dominio. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) A ¢ integralmente fechado.
(2) Ap € integralmente fechado para todo P € Spec(A).
(3) Ap € integralmente fechado para todo P € Max(A).

A prova pode ser vista [11].

1.5  Anéis de Dimensao Um

Definicao 1.5.1 Seja A um anel. Uma cadeia de ideais primos de comprimento n € um
conjunto de n + 1 ideais primos distintos Py, ..., P, de A tais que P, C --- C P, C PF,.
A altura do ideal primo P, ((P), é o supremo dos comprimentos das cadeias de ideais

primos onde Py = P. A dimensao de Krull de A € definida por

dimA := sup{{(P)|P € ideal primo de A}.

Iremos frequentemente referir a dimensao de Krull de A simplesmente por dimensao de

A.

Exemplo 1.5.1 1. dimZ = 1.
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2. Os corpos possuem dimensao zero, uma vez que em um corpo o ideal zero é o unico

1deal primo.

3. Seja k um corpo. O anel R = k[z]/{x?) claramente ndo é dominio e sua dimensdo
¢ zero pois (T) € o unico ideal primo de R.
4. Sejam k um corpo e R = k[xq,...,x,] 0 anel dos polinémio s em n varidveis. Entao

dimR = n. Em geral, se A for um anel Noetheriano, entio dimA[zy,..., x,] =
dimA + n. Veja [12], coroldrio 10.12 pdg. 240.

Lema 1.5.1 Seja R um dominio. Sejam P, = (p1) e Py = (p2) dois ideais primos nao
triviais e distintos de R. Entio P, ¢ Py. Em particular, um dominio de ideais principais
possui dimensao um.

Demonstracao: Suponha por absurdo que Py C P,. Entao existe a € R tal que p1 = ap,.

Em particular ap, € Py, por Py ser primo py € P) oua € Py. No primeiro caso concluimos
que Py = Py 0 que € impossivel pois sao distintos. Escreva a = bpy, entao p1(1—bpy) = 0.
Como R é um dominio, p1 = 0 entdo P, = (0) ou 1 —bpy = 0 o que implica que P, = R

e em todos 0s casos temos um absurdo, logo Py Q P. [ |

Lema 1.5.2 Sejam R um dominio fatorial e P # (0) um ideal primo. Entao ((P) = 1
se, e somente se, P é principal.
Demonstragdo: Seja 0 # x € P, por R ser fatorial x = upy* - - p¥, com (p1),. .., {(ps)

ideais primos de R e w inversivel. Como P € primo e x € P, entao p; € P para
algum i = 1,...,s. Portanto, (0) C (p;) C P. Se P tem altura um, entio P = (p;).
Reciprocamente, suponha P um ideal principal e que P contenha um ideal nao trivial Q).
Pela discussao acima existe um elemento ¢ € R tal que (¢) C Q C P, pelo lema 1.5.1
concluimos que (q) = P, portanto {(P) = 1. |

Proposicao 1.5.1 Um dominio Noetheriano fatorial tem dimensao um se, e somente se,
¢ um dominio de ideais principais.

Demonstracao: Seja R um dominio Noetheriano fatorial de dimensao um. Seja P #

(0) um ideal primo. Pela hipdtese {(P) =1, logo pelo lema 1.5.2 é principal. Agora seja
I < R, por R ser Noetheriano, I € finitamente gerado. Escreva I = {(ay,...,a,). Vamos
mostrar que I € principal por indugao sobre n. Sen = 1, entio I = (ay). Suponha que
o resultado € vdlido para n > 1. Por hipédtese de indu¢do o ideal J := {(ay,...,a,_1) €
principal, isto é, existe a € R tal que J = (a). Entao I = (a,a,). Para cada ideal primo
P de R, seja p o gerador de P, assim considere P o conjunto de todos os geradores dos

1deais primos. Usando o fato de R ser fatorial podemos escrever

a=u ptoe ap =1uy P,

pEP pEP
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com u, uy, tnversiveis em R e my,,n, € N,Vp € P. Observe que m, e n, sao zeros a menos

de uma quantidade finita. Seja

¢ :=mdc(a, a,) = Hpmin(m"’””).
peP

Ezistem d,d, € R,mdc(d,d,) = 1 tais que a = cd e a, = cd,. Afirmamos que D :=
(d,d,) = R. De fato, se D # R, entao D estd contido em algum ideal mazimal B de R.
Como todo ideal mazimal € um ideal primo, logo todo ideal mazximal € também principal.
Assim escreva B = (p) para algum elemento primo p € P. Assim D C (p), logo p|d e p|d,
uma contradi¢ao pelo fato de mde(d, d,) = 1. Logo D = R e podemos encontrar o, € R

tal que
ad + Bd, = 1.

Assim,
c=c-1=clad+ pd,) = acd + Ped, € 1.
Como I = (a,a,) C (c), concluimos que I = (c) e portanto todo ideal de R € principal.

Para a reciproca, seja R um dominio de ideais principais, logo € fatorial, veja [1] pdgina

112) e claramente Noetheriano. Ainda, todo ideal primo é mazimal, logo dimR =1. N

A proposicao seguinte mostra que o fecho integral de um dominio de ideais principais

também tem dimensao um.

Proposigao 1.5.2 Sejam A C B dominios, dimA = 1 e B € integral sobre A. Entao
dimB = 1.

Demonstracao: Basta mostrar que todo ideal primo mnao trivial de B possui

comprimento um e para isso basta mostrar que é mazimal. Sejam P um ideal primo
nao trivial de B e P =B NA. Por'B # B, P # A é um ideal primo. Mostraremos
que P # (0). Seja o € P, v # 0, como « € integral sobre A existe um polindmio monico

f € Aly| de grau minimo tal que

fla)=a"+a, 10" '+ +aja+ay=0.

Pela minimalidade de n, ag # 0. De ag = —a™ — a,,_1a™ ' — - —aya € concluimos
) )

ag € ANP = P, logo P O (ag) # (0). Entao £(P) > 1 e pelo fato que dimA = 1,
concluimos que ((P) = 1, portanto P é maximal.
Agora mostraremos que P € mazimal ou equivalentemente que B/ € corpo o que

completa nossa demonstragao. O dominio B[P contém o corpo A/P. Como todo

elemento de B ¢é integral sobre A, entao todo elemento de B/B € integral sobre A/P.
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Seja v € B/B um elemento nao nulo, devemos mostrar que v € inversivel em B /B.
Considere,
Y'Y T+ aY =0

a relagao integral de y sobre A/P de grau minimo. Pelo mesmo argumento feito para

mostrar que ag # 0, cg # 0. Portanto, co € inversivel em A/P e podemos escrever

—1_n—1 2

Y=g =ty T = = ter) = 1

Portanto 7 € inversivel e BB € corpo, como desejado. |

Observacao 1.5.1 Sejam A e B como na proposicao 1.5.2. Seque da proposi¢do 1.5.2
e de sua demonstracao que se P é um ideal mazximal de B, entao PN A= P € maximal

em A.

A proposicao 1.5.2 vale para dimensao maior, isto é, se A e B sao Noetherianos e B é
integral sobre A, entao dim(B) = dim(A).

Corolario 1.5.1 Sejam K o corpo de fracées do dominio A e L|K uma extensdo finita.

Se dimA =1, entdo B o fecho integral de A em L também tem dimensao um.

1.6 Dominios de Dedekind

Definicao 1.6.1 Um dominio é chamado de dominio de Dedekind se é Noetheriano, tem

dimensao um e € integralmente fechado.

Todo dominio de ideais principais é um dominio de Dedekind, este fato segue diretamente
dos lemas 1.1.2 e 1.5.1. Reunindo as afirmacgoes do teorema 1.3.1 e da proposicao 1.5.2,

obtemos:

Teorema 1.6.1 Sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragoes e L|K uma
extensao finita e separdvel. FEntao o fecho integral B de A em L € um dominio de
Dedekind.

O seguinte e importante teorema sobre dominio de Dedekind é provado no capitulo 2.

Teorema 1.6.2 Seja R um dominio Noetheriano de dimensdo um. O anel R é um

dominio de Dedekind se, e somente se, R tem a propriedade de fatoracdo unica de ideais.

O teorema 1.2.1 segue imediatamente dos teoremas 1.6.1 e 1.6.2.



1.7 Caso A = k[z] 43

1.7 Caso A = k[]

O objetivo desta secio é determinar o fecho integral de k[z] em algumas extensoes de k().
Mais precisamente, estamos interessados nas extensdes de k(z) dadas da seguinte forma:
sejam f € k[x,y] irredutivel e Z;(k) a curva afim definida por f. Pela irredutibilidade de
f, C¢ = k[z,y]/(f) é um dominio. Seja k(Z;) o corpo de fragdes de C;. Observe que

existe o seguinte diagrama de corpos e anéis

k(Zy)

Estudaremos o fecho integral de k[z] em k(Zp).

k[zvy] — 1
[
Demonstragdo: Pelo fato de klx,y|/{f) ser um dominio e pelo lema 0.2.2,

Proposicao 1.7.1 Seja f € k[x,y]| irredutivel. Entao dim

dimk[z,y]/(f) > 0. Seja ¢ : klz,y] — k[x,y]/{f) a aplicacio quociente. Considere

uma cadeia de ideais primos de kl[z,y|/{f) :

0GP & G P

Entao,
0SNG (P)G -G (P)

¢ uma cadeia de ideais primos em kl[x,y|. Pelo exemplo 1.5.1, n < 1. Logo

dimk[z,y]/(f) =1 |

Corolario 1.7.1 Seja f € k[x,y] irredutivel. Entdo todo ideal primo de 6f € mazimal e
gerado pela imagem de (x — a,y — b) < k[z,y] em Cy, para algum (a,b) € Z;(k).

Demonstragao: Seque diretamente do coroldrio 0.2.2 e da proposi¢ao 1.7.1.

Teorema 1.7.1 Seja f € k[z,y] irredutivel. Entdo Uf € integralmente fechado em E(Zf)

se, e somente se, a curva Z¢(k) € nao singular.

Demonstracao: Pelo coroldrio 1.4.2, 6f ¢ integralmente fechado se, e somente se,

(C)m € integralmente fechado para todo M € Max(Ct). O coroldrio 1.7.1 implica
que um ideal mazimal M de 5]« € gerado pelas imagens de © — a e y — b para algum

(a,b) € Zs(k). Por 0.2.3, (C¢)a ¢ um dominio local de ideais principais se, e s6 se, o
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ponto (a,b) € ndo singular em Z;(k). Claro que se (C't)ar € principal (logo fatorial), entdo
¢ integralmente fechado (veja 1.1.1). Para a reciproca, veja 2.1.2. |
Observacao 1.7.1 No caso em que Zf(E) € uma curva nao singular, a proposi¢ao 1.7.1

e o teorema 1.7.1 garantem que Uf é um dominio de Dedekind.

Corolério 1.7.2 Seja f € k[x,y] irredutivel e ménico em y. Entdo Uf € o fecho integral
de k[z] em k(Z;) se, e somente se, Z¢(k) é uma curva ndo singular.

Demonstracao: Por 1.1.1 6f ¢ integral sobre sobre k[x]. Portanto, 6f ¢ o fecho integral
de k[x] em k(Z;) se, e somente se, C; € integralmente fechado em k(Z;). Assim, este

corolario seque diretamente do teorema 1.7.1. |




CAPITULO

2

Fatoracao de Ideais

Os exemplos mais simples de anéis estudados num primeiro curso de algebra sao fatoriais,
tais como Z,Z[i| e k[z]. Foi somente em meados do século 19 que os matematicos
observaram que a fatoracao tnica de elementos nem sempre é vélida para anéis da
forma Z[a], onde o é um integral algébrico. Dedekind, por volta de 1871, expandiu
o importante trabalho de Kummer sobre propriedades de fatoracdo dos anéis Z[e?™/"] e
definiu a propriedade de fatoracao unica de ideais como uma generalizacao da fatoracao

unica de elementos, como visto na secao 1.2.

Neste capitulo, primeiramente provaremos o teorema 1.6.2 que afirma que um dominio
Noetheriano de dimensao um ¢ integralmente fechado se, e somente se, tem a propriedade
de fatoracao unica de ideais. Depois disso, tentaremos descrever explicitamente, nos anéis
da forma B = Z|a] a fatoragao do ideal I gerado por um primo p € Z. Mais geralmente,
dados um dominio de Dedekind A, uma extensao finita e separdavel L|K de seu corpo de
fragoes e B o fecho integral de A em L, estudaremos a fatoracao em B do ideal I gerado
por elementos do ideal primo P de A. O caso de extensoes de Galois sera tratado na

secao 2.6.

Exemplo 2.0.1 Sejam k um corpo algebricamente fechado e f € klx,y] irredutivel.
Considere C; = klx,y]/(f) e tome a € k. Seja I o ideal de C; gerado por x — a.
Estudaremos neste exemplo o problema de fatoracao do ideal I como produto de ideais

primos de 6f.

Observe inicialmente que se x—a € inversivel em 6]0, entao I = 6]‘ e nenhum ideal primo
ocorre na decomposicao de I. Por evemplo, x—a ¢é inversivel em k[z,y]/{(x—a)y—1) e seu

inverso é y. O elemento x — a € inversivel em C se, e somente se, f(a,y) =c € k\ 0.

45
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Suponha x — a nao inversivel em Uf. O primeiro passo € descrever os ideais primos
de 6f que contenham I. Pois, se I = M;'---M¢S, entao I C M;,i = 1,...,s. Seja

s

fla,y) =TT, (y — b)) € kly], com b; # b; se i # j, entdo

flz.y) = (& —a)g(z,y) + ¢ [ [ (v — b)),

=1

para algum g € klx,y]. Considere o anel C¢/{x — a) = k[y]/{f(a,y)). Como os tinicos
ideais mazimais de kly] que contém f(a,y) sdo os ideais gerados por (y—b;),i=1,...,s,

seque que os unicos ideais mazimais de C'y que contém (x — a) sdo os ideais:
M;:=(x—a,y—"b),i=1,...,s.

Mostremos agora que

f[ Mg C IC.

i=1

Note primeiramente que o ideal MS* é gerado pelos elementos,

(—a)* (x—a)" (y —bi),.... (y — br)"™.

Em particular, M* C (x — a, (y — b;)¢*). Portanto,

Assim, em Uf

0=f(z,y) = (x —a)g(z,y) + CH(@J —b;)“,

i=1
ou seja, [[5_,(y — b)) € ICy e portanto [[;_, M{* C ICy.

Seja J = [];_, M{". A igualdade J = IC} ndo é verdadeira sem hipdteses adicionais.

De fato, mostraremos que uma condi¢io suficiente é que os pontos (a,b;),i = 1,...,s
sejam ndo singulares. Pelo lema 0.1.5 € suficiente mostrar que Jy, = (IC )y, para todo
t=1,...,5. Para encontrar qual € a localizagcao Jyy,, usaremos os sequintes fatos:

Fato (1) Seja A um anel e S C A um conjunto multiplicativo. Sejam I,J dois ideais de
A. Entio S7Y(1J) = S7YI)S™*(J) no anel S71(A).

Fato (2) Se A é um anel de dimensao um e J um ideal de A que pode ser fatorado como
produto de ideais maximais, digamos J = P --- P*. Seja M um ideal mazimal de A,
entao Jy = (MAy)™ se M = P; para algum i € {1,...,s}, e Jyy = Ay se M # P; para



todoi=1,...,s.

Para concluir o exemplo, primeiro suponha que e; = 1, para todo 1 = 1,...,s. Uma vez

que J C IUf C M;,

Ju, = Mi(Cp)n, € I, € Mi(Cp )

logo Jyr, = Iy, para todoi =1,...,s.

Considere agora as derivadas parciais de f(z,y) € k[z,y] :

fx = g(x, y) + (ZB - a“)gl" fy = (27 - a)gy + Z (el(y - bi)ei_l H(y - bj)ej) :

J#i

Como cada ponto (a,b;) € um ponto ndao singular, entao g(a,b;) # 0 ou e; = 1, para
i =1,...,s. Portanto, quando e; > 1, g(z,y) & M;, pois g(a,b;) # 0. Assim, g(x,y) €

inversivel em (Cy)n,. Como,

0= (x—a)g(x,y)+ cH(y —b;)% em Cy,

=T —ac (y - bi)ei(af)Mi C Miei(of)Mi = JMi'

Logo, Jy, = <[€f>Mi quando e; > 1 também. Portanto, pelo lema 0.1.5, concluimos a

prova de que ]6f =J.

2.1 Fatoracao Unica de Ideais

O objetivo desta secao é provar o teorema 1.6.2. No exemplo 1.2.2 discutimos o fato
do anel Z[v/5] nao ter a propriedade de fatoracio tnica de ideais. Para isso, mostramos
que o ideal I := (2) em Z[+/5] nao pode ser fatorado como produto de ideais primos de
Z[\/5] pois P2 G I & P, onde P := (2,1 ++/5) é um ideal primo de Z[v/5]. Inicialmente
procuraremos condigoes sobre o anel pelas quais possua a propriedade de fatoracao tnica
de ideais. Antes disso, vale observar alguns fatos triviais neste sentido. Lembramos
que todo ideal nao trivial esta contido num ideal maximal e isto pode ser visto como um
produto de ideais primos. Por outro lado, o ideal zero num dominio é primo e esta contido
em qualquer ideal, ou seja, qualquer ideal num dominio contém um ideal primo. Visto
estas observagoes, procuraremos condicoes pelas quais um ideal contenha um produto de
ideais primos nao triviais. A seguir mostraremos que uma condic¢ao suficiente é que o anel

seja Noetheriano e usaremos este fato para provar o teorema 1.6.2.

Proposicao 2.1.1 Sejam A um anel Noetheriano e I < A nao trivial. Entao existem
ideais primos Py, ..., Ps e ay,...,as € N tais que, Py --- P CI C PpN---NPF;.
Demonstracao: Seja ¥ o conjunto dos ideais de A que nao satisfazem a afirmacao da
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proposicdo. Suponha X # (). Usando o lema de Zorn e o fato de A ser Noetheriano, Y
possui elemento mazximal, digamos I. O ideal I nao pode ser primo pois ¥ nao contém
nenhum ideal primo por sua definicao. Portanto, evistem x,y € A tais que vy € I e

x &I, y¢lI. Considere os ideais I, := (I,x) e I, := (I,y). Por construgao,
(12 I, Iy ay) =1, - I, CI1C I,N1,

A inclusao I,,-1, C I mostra que ambos I, e I, sao nao triviais, pois I g I, el g I,. Por

I ser mazimal em X os ideais I, e I, nao pertencem a X. Portanto, podemos escrever
PP P CICPN---NP e QF---Qr CICQinN---NQ,

para alguns Py, ..., Py, Q1,...,Q, ideais primos € ay,...,as, by, ..., b, inteiros positivos.

Entao,
PP Qi C L [, CICLNL,CPN---NP.NQIN---NQ,
o qual mostra que I € X, absurdo. Logo ¥ = (). [ |

Corolario 2.1.1 Sejam A um dominio Noetheriano de dimensao um e I um ideal nao

trivial. Entao o conjunto dos ideais maximais que contém I € finito. Se {My, ..., M}
é este conjunto, entao existem inteiros positivos as,...,as tais que M{"--- Mg C I C
M- M,.

Demonstracao: Com dimA = 1, todo ideal primo é maximal. A proposicio 2.1.1
garante a existéncia dos ideais maximais My, ..., Mg e inteiros aq,...,as tais que
M- M2 C T C MiN--- M. Seja M um ideal mazimal de A que contém I, aplicando o
lema 0.1.7 & inclusao M O M{* - -- M% concluimos que existe um inteiroi € {1,...,s} tal
que M O M;. Uma vez que M; € maximal, M = M;. Portanto, o conjunto {M, ..., M}
¢ o conjunto de ideais maximais de A que contém I. [ |

Observacao 2.1.1 A prova do coroldario 2.1.1 implica o sequinte e importante fato: Se
um ideal I de A pode ser fatorado como produto Mi*--- M2 de ideias mazimais (a; >
0,Vi), entao {My,...,Ms} é o conjunto do ideais mazimais de A que contém I. Em

particular, todo ideal maximal que contém I aparece na fatoracao de I.

Proposicao 2.1.2 Seja A um dominio Noetheriano de dimensao um. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

(1) A tem a propriedade da fatoragdo tunica de ideais.

(2) A tem a propriedade da fatoragao tinica de ideais para todo M € Max(A).
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Demonstragdo: (1) = (2) Seja M € Max(A) e considere a aplica¢do natural ¢ : A —

Ay Seja I um ideal de Ay, como A tem a propriedade da fatoracdo unica de ideais,

podemos fatorar p~(I) como produto de ideais mazimais:
o7H(I) = P P,

Uma vez que o~ (1) C M, pelo lema 0.1.7, P; C M, para algum i = 1,...,s. Por P, ser

maximal, concluimos M = P;, assim
I= (e (I)m = (MAM)™,

o que mostra que I pode ser fatorado como produto de ideais mazximais em Ay;. Para
mostrar que a fatoracdo é tnica tome a > 0 um inteiro e M € Max(A), os ideais M
e M* sao distintos em A pois o mesmo tem a propriedade da fatoragdo unica de ideais.
Como M C M® e M € o unico ideal mazimal de A que contém ML, pelo lema
0.1.5, (MAp)* # (MAy)®. Assim, o anel Ay tem a propriedade de fatoragao tinica

de ideais.

(2) = (1) Sejam I um ideal de A ndo trivial e {M,..., Ms} o conjunto dos ideais
maximais de A quem contém I (que este conjunto € finito jd foi mostrado no coroldrio
2.1.1). Sejap; : A — Ay, a aplicagao natural, como Ay, tem a propriedade da fatoragao
unica de ideais @;(I) = (M;Ap,)™ para um unico inteiro a; > 0,1 = 1,...,s. Afirmamos

que [ = M7"*--- M2 . Por construgado,
IS (MiAn)™) N N (MoAng,)™).

Desde que M C ;' ((M;Ap,)*) e M; € o tinico ideal mazimal de A que contém M,
pelo lema 0.1.5, M = ;' (M;Ap,)™). Como os ideais M e M’ sao coprimos se
1% j, pelo lema 0.1.8,

MO (- M = MO MO

Seque que I C M --- M%. Portanto,
‘[Mi = (MZAM)% = (Mlal o MsaS)Mi

e novamente pelo lema 0.1.5, I = M --- M%. Para mostrar que estd fatorag¢ao € unica,
note que qualquer fatoragao de I deve ser da forma Mfl -+ MY (observagao 2.1.1). Entao
Iy, = (M;Ap)% = (M;Apg)%, que implica a; = bi,i=1,...,s. [ |

Proposicao 2.1.3 Seja (A, M) um dominio Noetheriano local de dimensao um. As
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sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) A tem a propriedade da fatora¢ao unica de ideais.
(2) A é um dominio de ideais principais.
(3) A ¢ integralmente fechado.

Demonstragao: (1) = (2) Pela proposi¢ao 0.1.1 e pelo fato que M é o dnico ideal

primo de A, basta mostrar que M ¢é principal. Seja x € M \ M?. O ideal (x) pode ser
fatorado como produto de ideais primos de A. Como A € um dominio local de dimensdo

um, o ideal M € o inico ideal primo de A ndo trivial e, portanto, (x) = M.

(2) = (1) E dbuia.

(2) = (3) Segue diretamente do lema 1.1.2.

(3) = (2) Pela proposi¢io 0.1.1 e pelo fato que M € o unico ideal primo de A, basta
mostrar que M ¢é principal. Seja x € M,x # 0. Se (x) = M, nao hd nada a provar.
Se (x) # M, pelo coroldrio 2.1.1 existe n € N tal que M™ C (z) e M"™' € (z). Sejam
y € M1\ (z) e K o corpo de fragées de A. Entao £ € K\ A poisy ¢ (x). Como
A € integralmente fechado, y/x ndo é integral sobre A. Por A ser Noetheriano, M é
um A—mddulo finitamente gerado e uma vez que M C K, pela proposicio 1.1.1, (y/x) -
M ¢ M. Assim, por constru¢io yM C M"™ C (x), donde concluimos (y/x)M C A.

Logo, (y/z)M é um ideal de A nao contido em M, por M ser o inico mazimal de A,
(y/z)M = A. Portanto M = (x/y)A € um ideal principal. |

Agora temos todos os resultados necessarios para provar o teorema 1.6.2:
Teorema 2.1.1 Seja A um dominio Noetheriano de dimensdo um. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

(1) A é um dominio de Dedekind.
(2) A tem a propriedade da fatora¢do unica de ideais.

Demonstracao: Como A ¢ um dominio Noetheriano de dimensao um, por definicao,

A € dominio de Dedekind se, e somente se, A € integralmente fechado. Pelo coroldrio
1.4.2, A € integralmente fechado se, e somente se, Ay € integralmente fechado para todo
tdeal maximal M de A. Portanto nosso teorema seque diretamente das proposicoes 2.1.2
e 2.1.5. [ |

O teorema 2.1.1 possui uma versao mais forte: Um dominio € Dedekind se, e somente se,

todo ideal é um produto de ideais primos, veja [10], vol. 1.
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Seja A um dominio de Dedekind. Vamos introduzir a seguinte terminologia: sejam I < A
e P € Max(A), diremos que P divide I e, denotaremos por P|I, se I pode ser fatorado
em A como I = PJ, para algum J < A. Dados I e P, definimos a ordem de I em P
por ser o inteiro ordp(I) como segue: fatorando I = Py --- P entao ordp([) := a; se
P = P, para algum i e ordp(/) := 0 se P # P; para todo i, neste caso diremos que P
nao divide /. Lembramos que pelo corolario 2.1.1, a ordp(/) = 0 exceto para um nimero

finito de ideais maximais. Entao podemos escrever

J = H Pordp([) — H Pordp(I).

PeMax(A) P|I

Observe que ordp(I) é um invariante local de I, ou seja, para todo S C A conjunto
multiplicativo tal que SN P =, ordp(I) = ordg-1p(S71).

Seja P € Spec(A) tal que Ap é dominio de Dedekind. Lembrando que Ap é um anel local

cujo ideal maximal é PAp podemos definir ordp(/) como sendo ordpa, (I Ap).

Finalizaremos esta se¢ao com alguns resultados sobre o nimero de geradores de ideais
num dominio de Dedekind. Nas demonstracoes utilizaremos o teorema do Resto Chinés

cuja prova pode ser encontrada em [1/:

Teorema 2.1.2 Sejam A um anel comutativo, I, . .., I, ideais de A dois a dois coprimos.
Sejam y1, ...,y € A. Entao existe um elemento y € A tal que y — y; € I; para todo
j=1...,n.

Corolario 2.1.2 A aplicagio natural ¢ : A — [[;_, A/Li € sobrejetiva e seu nicleo é
[, L. Isto €, AJ{L---1,) = [, A/ L.
Demonstracao: A sobrejetividade de ¢ seque imediatamente do teorema 2.1.2. O nicleo

de ¢ €N, L;, o qual pelo lema 0.1.8 € igual a []}_, L. [

A prova da seguinte proposicao é feita utilizando o teorema do resto chinés e a existéncia
de fatoracao de ideais num dominio de Dedekind, a prova detalhada pode ser encontrada

em [6], pagina 92.

Proposicao 2.1.4 Todo ideal de um dominio de Dedekind pode ser gerado por dois

elementos.

Proposigao 2.1.5 Seja A um dominio semi-local de dimensdo um que possui a
propriedade da fatoracdo unica de ideais. Entao A é um dominio principal.

Demonstragdao: Seja M € Max(A). Por A ter a propriedade da fatoragdo tinica de
ideais, M* # M. Sejam m € M\ M? e My, ..., M, os ideais maximais de A diferentes
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de M. Uma vez que os ideais M?, M, ..., M, sdo coprimos dois a dois, o teorema 2.1.2
nos garante que existe um elemento x € A tal que x = m modM? e x =1 modM;, Vi.
Afirmamos que M = (x). Como x — 1 € M;, concluimos que (x) € M,;,Yi. FEntdo
(r) = M* para algum a > 0. Por x —m € M? em € M \ M?, seque (x) C M, mas
() ¢ M?. Assim, (x) = M e isto mostra que todo ideal mazimal de A € principal. Como
todo ideal de A € produto de ideals maximais, concluimos que todo ideal de A € principal.
|

2.2 Indice de Ramificacao e Grau Residual

Sejam A um dominio de Dedekind e K seu corpo de fracoes. Seja B o fecho integral
de A numa extensao finita L|K. Suponhamos que B seja finitamente gerado como
A—médulo (e assim, um dominio de Dedekind). Por exemplo, pelo teorema 1.3.1 B é um
A—médulo finitamente gerado quando a extensao L|K é separdavel. Dado P € Max(A),
mostraremos que o ideal PB nunca é um ideal trivial em B. E como B é um dominio
de Dedekind, o ideal PB é fatorado em B como produto [[;_; M* de ideais primos de
B. Estabeleceremos uma relacao entre os inteiros eq,...,es e o grau da extensao. E na
proxima secao, descreveremos a fatoragao de PB no caso especial quando o dominio de

Dedekind B é dado como Ala], onde « é raiz de um polinémio moénico f € Alyl.

Lema 2.2.1 Sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fracoes e B o fecho
integral de A numa extensdo finita L|K. Dado P € Max(A), PB # B.
Demonstracao: Inicialmente verificaremos o caso em que P € principal, ou seja, P =

(p). Suponha PB = B, entao existe b € B tal que pb = 1. Como P # A, seque que

bg A. Seja f(y) =y" + an 1yt + - + a1y + ag € Aly] o polindmio ménico de grau
minimo tal que f(b) = 0. Como pb=1,

pf(b) =y '+ a1y + - +a + agp =0,

absurdo pela minimalidade do grau de f. Logo PB # B. No caso geral, usando a
localizagao reduziremos ao caso em que P é principal. Seja S := A\ P, entao PB # B
se, e somente se, ST'P - ST1B # S7'B. Lembramos que S™*A = Ap é um dominio de

ideais principais pois A € um dominio de Dedekind (veja 2.1.5). [ |

Definicao 2.2.1 Nas condicoes do lema 2.2.1, escreva PB como produto de ideais

MATIMaILS:

PB = M --- Mg, para alguns inteiros positivos ey, . .., es.
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O inteiro ey, p := €; € chamado de indice de ramificacao de M; em P .
Um caso mais frequente da definicao 2.2.1 é o seguinte:

Definigao 2.2.2 Sejam A um dominio de Dedekind com corpo de fra¢oes K, L|K uma
extensao finita e B o fecho integral de A em L. Suponha B um A—mddulo finitamente
gerado. Seja M um ideal mazimal de B. O ideal primo P := M N A é mazximal (veja
1.5.1). Chamaremos o inteiro ordy(PB) de indice de ramificagdo de M sobre P, e

denotaremos por ey p.

Considere M; N A = P, a inclusao A C B induz a seguinte injegao

A/P — B/M;, parai=1,...,s.

Por B ser um A—modulo finitamente gerado, o corpo B/M; é um extensao finita do
corpo A/P. Seja fus,/p = [B/M; : A/P] a dimensao de B/M; como A/P—espaco vetorial.

Quando nao causar confusao escreveremos apenas f; ao invés de fyy,/p.

Definicao 2.2.3 O corpo A/P ¢é chamado de corpo residual de A em P. O inteiro fa,/p

¢ chamado de grau residual de M; sobre P.

Exemplo 2.2.1 Sejam A =7 e B = Zl[i]. Tome P := (2)Z. Em Z[i], 2 =i(i—1)* ei é
um elemento inversivel. Seja M := (i — 1)Z[i], assim PZ[i] = M?. Para mostrar que M

¢ mazximal, basta observar B/M é corpo:

Zli)/ (i — 1) = (Zyl/{y> + 1)) [y = 1) 2 Z[y]/{y* + 1,y — 1) = Z[y]/(2,y — 1) =
Zz[?/]/@ - 1> L.

2

Entio Z)P = Zy = Z[i|/M. Em particular, fyyp = 1. Uma vez que M € mazimal e
PZ[Z] = M2, 6M/p = 2.

Sejam q = 3(mod4) um nimero primo, Q := (q)Z e N := {(q)Z[i]. Observamos que

ZI)IN = (Zly)/(y* + 1) /(@) = Zly)/{y* + 1,0) = Zg[y)/{y* + 1),

e y?+1 € um polinomio irredutivel em Z,[y] se ¢ = 3(mod4), portanto (y*+1) é mazimal
o que implica que N € maximal. Em particular, o corpo Zy[yl/{y* + 1) é um extensdio de

grau 2 de Zg, assim fyo = 2. Além disso, por N ser mazimal e QZ[i) = N, en/g = 1.
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O indice de ramificagao ey;/p pode ser definido numa maneira mais geral. Sejam ¢ : A —
B um homomorfismo de anéis, M € Spec(B) e P := ¢ '(M). Considere a sequéncia
A5 B — By. Aimagem de todo elemento de A\ P é inversivel em B),. Pela Propriedade
Universal de Anéis de Fragoes (proposicao 1.4), existe um tinico homomorfismo de anéis

¢ Ap — By tal que o seguinte diagrama é comutativo

A % B
l l

Ap 25 By

Vamos assumir que B, ¢ um dominio local de ideais principais e assim a aplicac¢ao ordy,g,,
estard bem definida. Se ¢(P)By # (0), chamamos o inteiro ordysg,, (¢(P)By) de indice
de ramificagao de M sobre P e denotamos por ej;/p. Pela unicidade de ¢', este indice

estd bem definido.

Lema 2.2.2 Sejam A um anel e P € Max(A). Seja S C A\ P um conjunto
multiplicativo. Entao os corpos A/P = S™1A/S™'P como corpos.
Demonstragcao: Como S C A\ P, S™'P é um ideal mazimal de S™*A e, portanto

S™LA/S™IP ¢ corpo. Considere a composi¢io
ALy 8714 T (STTA/STIP).

Desde que (moj)(P) =0, a plicagao woj se fatora em termos da aplicagaon : A — A/P.
Seja h : AJP — STYA/STIP ¢ o0 tinico homomorfismo de anéis tal que hon = m o j.
Como A/P é corpo, a aplicagio h € injetiva (a aplica¢ao h ndao é nula). Para mostrar a
sobrejetividade, sejam a/s+S™'P uma classe em ST'A/STIP et € A tal que st—1 € P.
Afirmamos que h(at + P) = a/s + S™'P. De fato, uma vez quets —1 € P, a(ts —1)/s =
at/1—a/s € STIP. |

Teorema 2.2.1 Sejam A um dominio de Dedekind com corpo de fracoes K e LK uma
extensao finita. Seja B o fecho integral de A em L. Se B é um A—mddulo finitamente

gerado, entao

[L:K]= Z emy/pfmyp.

M|PB

Demonstragdo: Seja PB = [[_, M{'. Desde que os ideais M sio dois a dois

coprimos, i =1,...,s,
B/PB=]]B/M;".
i=1
Cada um dos anéis B/PB e B/M{",i = 1,...,s, podem ser considerados como um

(A/P)—espago vetorial. Mostraremos que:
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1. dimy/p(B/PB) =[L: K], e

2. dil’IlA/p(B/Miei) =€ dlmA/p<B/M2) = €1fl,v2 = 1, Lo, S
Primeiramente mostraremos ambas as afirmacgoes para o caso em que A e B sao dominios
de ideais principais. Como B € um A—mddulo livre de tor¢ao (B é dominio) finitamente
gerado, seque do teorema da estrutura de modulos sobre dominio de ideais principais que
B é um A—mddulo livre de posto igual a n = [L : K| (lema 1.53.1). Considere P = (p)

em A, entdo

B/PB=(A®-®A)/(pA® - @ pA) = (A/P)".

Por isso, a dimensdo de B/PB como (A/P)—dlgebra ¢ igual a n. Suponha que P C M¢€,

de modo que B/M¢ é um A/P—espago vetorial. Mostraremos por indugdo sobre e,
dimy,/p(B/M€) = e - dimy,p(B/M).
Considere a sequéncia exata de A/ P—espagos vetoriais:

0— M '/M® — B/M® — B/M** — 0.

Pela hipotese de inducao

dimA/p(B/Me) = dimA/p(B/Mefl) + dimA/p(Mefl/Me)
= (e—1)dima/p(B/M) + dimy,p(Met/M¢).

Para concluir, mostraremos que M'/M¢ é um B/M —espaco vetorial de dimensdo 1,
portanto um A/P—espaco vetorial de dimensdo dimy,p(B/M). Sejam m o gerador do
ideal mazimal M de B que contém P ( lembre-se que B é um dominio de ideais principais).

A aplicagao natural

T B —  Mel/Me

1 —— classe de m¢!

¢ sobrejetiva e induz um isomorfismo de (B/M)—mddulos:
B/M = Mt /M°.

Portanto, dimp/n (M1 /M¢) =1 e assim a afirmagdo (2) estd provada quando A e B
sao dominios de ideais principais.
Para o caso geral, tome S := A\ P. Claramente S é um conjunto multiplicativo. Pela

proposicao 2.1.8 STYA = Ap é um dominio de ideais principais com corpo de fragoes K.
O fecho integral de Ap em L é S™'B (coroldrio 1.4.1). Como My, ..., M, sdo o0s tinicos
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ideais maximais de B que nao interceptam S, seque que S~ B é um dominio de Dedekind
semi local. A proposicao 2.1.5 implica que S™'B é um dominio de ideais principais.
Entretanto, um vez que os ideais S~ M;,i = 1,...,s, sdo ideais mazximais nao triviais

em ST'B, concluimos que

(S™'P)(S7'B) = [ [(S~ M)
i=1
¢ a fatoracao de (STP)(S™1B) em S~'B. Portanto, como ambos ST*A e ST'B sdo
dominios de ideais principais, pela discussao feita para o caso em que A e B eram

principais, seque a identidade:
S

[L: K] = Zez‘f;7

=1

onde f; = dimg-14/5-1p(ST1B/S™IM;). Assim o teorema seque do lema 2.2.2.

2.3 Fatoracoes Explicitas

Nesta se¢ao daremos um primeira aplicacao do teorema 2.2.1 na proposicao 2.3.1, a qual
descreve explicitamente como fatorar o ideal PB quando B é um dominio de Dedekind
especial da seguinte forma. Sejam A um dominio de Dedekind, f € A[y] monico irredutivel
de grau n e Cy := Aly]/(f). Denote por L o corpo de fragoes de C;. O corpo L é um
extensao de grau n do corpo de fragoes K de A . O anel Cy é uma extensao inteira de A
e pode ser ou nao igual ao fecho integral de A em L. Seja P C A um ideal maximal. A
proposigao 2.3.1 seguinte descreverd a fatoragao do ideal PCy em Cy quando C} for um
dominio de Dedekind.

O caso em que A = E[x] foi tratado com detalhes no exemplo 2.0.1. Vamos checar o que

o teorema 2.2.1 diz neste caso. Observe,

e A/P =k[z]/(x —a) = k.

o Ct/M; =k[z,y]/{x —a,y —b;) k.
Em particular, fy;,,p = 1 para todoi=1,...,s. Uma vez que f ¢ um polinomio monico
em y de grau n,

s

[L: K] =deg(f)=n= Zei = ZeMi/PfMi/Pv
j i=1

=1

que verifica o teorema 2.2.1.
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Retornaremos para o problema de fatoracao do ideal PCy. Como no exemplo 2.0.1, o
primeiro passo é descrever todo ideal maximal de Cy que contém P. Se h € Aly|, entao
h denota a classe de h em (A/P)[y]. Seja

onde g, € (A/P)[y] é irredutivel e monico para todo i = 1,...,s. Seja g; € Aly] monico
tal que deg(g;) = deg(7g;) e sua redugao em (A/P)[y| é g,(y). Podemos escrever

fly) = Hgi(y)ei +h(y),h € PAy].

Sejam g;(a) a imagem de g¢;(y) em Cy e M; := (P, g;(a)) Q Cf. Desde que g;(y) é

irredutivel em (A/P)[y|, o ideal M; é maximal, pois:

Cy/M; = Alyl/(P,gi(a), f) = (A/P)[yl/(g:) que é corpo.

Observe que existe uma bijegao entre o conjunto dos ideais maximais de Cy que contém
PC; e o conjunto dos ideais maximais de C;/PCy. Ainda, Cp/PCy = (A/P)[y]/{f).
Como os tinicos ideais maximais de (A/P)[y]/(f) sdo os ideais gerados pelos elementos

g;t=1,...,s, concluimos:

Fato 2.3.1 Seja A um dominio de dimensao um. Sejam P € Max(A), f € Aly] monico
e N;:=(P,g;),i=1,...,s. O conjunto {Ny,... N} € o conjunto dos ideais mazximais de
Aly] que contém (P, f). O conjunto {M, ..., Ms} € o conjunto dos ideais mazimais de

Cy que contém P.

Observe:
o [Cy/M;: AJP] = deg(g), e
o [L:K]=deg(f)=>7_, edeg(g).

Proposigao 2.3.1 Com as hipdteses e notagoes acima, PCy O Mi'---MS. Se Cy €
um dominio de Dedekind, entdo PCy = Mi" - Mg, Além disso, fu,/p = deg(g;).
Demonstragao: E claro que Mi'--- Mg C (P, g7 (a), ..., g% (). Seja h(a) imagem
de h(y) em Cy. Se h € PA[y] entdo h(a)) € PCy. Uma vez que f(a) =0,

Hgfi(a) e (h(a)) € PCy.



2.3 Fatoracoes Explicitas

Assim, Mi'--- M C PCr. Assuma agora que Cy € um dominio de Dedekind, entdo o

ideal PCYy se fatora, de acordo com o teorema 2.2.1 como,
PCf _ Mflwl/P . MSEMS/P

concluimos que e; = ey, /p,

s

com [L : K] =3 enm/pfu;p- De PCy O M- Mg

para i = 1,...,s. Por construcdio, fy,/p = deg(g;) e [L : K] =7 | eifm,/p. Portanto
€; = €M;/P BPOf:Mlel"'Mses. [ |

Exemplo 2.3.1 Corpos de Numeros Quadraticos. Seja d um inteiro livre de
quadrado. O anel de inteiros algébricos B em Q(v/d) é:

e B="7[Vd| sed=2 ou3 mod4.
e B=7[(1++d)/2] sed=1mod4.

Seja p € Z um niumero primo. Como Q(\/E)K@ € finita, pela teorema 2.2.1 a fatoragao
do ideal pB é:

P, onde P é um ideal primo com fp/py = 2;
pB =< PP, onde P, P, sdao ideais primos distintos;
P2 onde P ¢ um ideal primo com fp/y) = 1.

A determinacdo de quais dos trés casos ocorre para cada primo p pode ser feita usando a

proposi¢ao 2.3.1. A fatoracao dos primos de Z em B seque abaizo:

1. Se pl|d, entdo pB = (p,/d)>.
2. Se 2td, entao

1deal primo, se d =5 modS;
2B =< (2, %)(2, %3% sed=1 modS;
(2,14 /d)?, se d =3 mod4.

E os ideais (2, %@ e (2, %@ sao distintos.

3. Septd ep éimpar, entao

{ 1deal primo, se d nao € um quadrado modp;
p =

(p,Vd+n)(p,vd—n), sen*=d modp.

Os ideais (p,/d +n) e (p,vd —n) sio distintos.
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2.4  Primos Ramificados e Nao Ramificados

O objetivo desta secao é introduzir o conceito de ideais ramificados e nao ramificados e

sua interpretagao geométrica.

Defini¢ao 2.4.1 Sejam L|K uma extensao finita, A um dominio de Dedekind com corpo
de fragoes K e B seu fecho integral em L. Suponha B um A—mddulo finitamente gerado.
Sejam M € Max(B) e P := M N A. O ideal M ¢ ramificado sobre P (ou sobre A)
se eyyp > 1 ou a extensio B/M € nao separdvel sobre A/P. Se o ideal M nao for
ramificado sobre P, entao diremos que ele € nao ramificado sobre P ou sobre A. Um
tdeal mazrimal P de A ramifica em B se PB estd contido em um ideal mazximal M de
B que € ramificado sobre A. Quando nenhum ideal maximal de B € ramificado sobre A,

diremos que a extensao B|A é ndo-ramificada.

Quando nao causar confusao chamaremos o ideal maximal de ramificado ou invés de
ramificado sobre A. O conceito de uma ideal primo ramificado é definido da forma
analoga. A motivagao para esta definicao ficara clara na proposigao 2.5.1 e no corolario
2.5.1 da préxima secao. Pelos exemplos a seem discutidos, observamos que em geral é

mais facil caracterizar os ideais ramificados.

A seguir discutiremos dois exemplos de extensoes B|A onde toda extensdo do corpo

residual é separavel.

Sejam B um anel de inteiros numa extensao finita de Q e M € Max(B). O corpo B/P é
finito. De fato, como B é integral sobre Z, o ideal primo M NZ é nao trivial (observagao
1.5.1), assim M NZ = (p) para algum primo p € Z. Portanto B/M é uma extensao finita
do corpo Z/pZ de grau fp;(,, como Z/pZ é finito segue que o corpo B/P ¢ finito. Em
particular, se B’ é outro anel de inteiros contendo B, entao um ideal primo M’ de B’ é

ramificado sobre B se, e somente se, ey/p > 1, onde P := M' N B.

Considere agora f € k[r,y] irredutivel. Sejam C; = k[z,y]/(f) e M € Max(C}).
Afirmamos que o C;/M = k. De fato, M é gerado pelas imagens em C; de (v — a)

e (y — b) para algum (a,b) € Z;(k). Portanto,

Assim, o corpo residual C'y/M é perfeito.

A seguir interpretamos geometricamente a definicao 2.4.1. Seja f um polindomio
irredutivel, monico em y tal que deg,f = n > 0. Seja Cy = k[z,y]/{f). Suponha a
curva Z;(k) ndo singular e considere a inclusio k[z] C C;. Uma vez que f é monico em

y a extensdo Cylk[z] é integral e, desde que Z;(k) é ndo singular, C'; é o fecho integral
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de k[z] em k(Z;) (veja 1.7.2). A aplicacio 7 : Z;(k) — Al(k) dada por (a,b) — a é
sobrejetora. Verificaremos que o conjunto de ideais primos de k[z] que ramificam em
C estd em bijegdo com o conjunto dos pontos a € Al(k) tal que 7—(a) contém menos
de n pontos. De fato, uma vez que todo corpo residual de k[x] é perfeito, um ideal
M = (x — a,y — b) é ramificado sobre P := (x — a) se, e somente se, ey;/p > 1. Como
> M|PC, €M/P =T, 0 ideal P ramifica em 6]0 se, e somente se, existem menos que n ideais
maximais distintos de C'y que contém x — a. Assim, P ramifica em C'y se, e somente se,

7~ 1(a) contém menos de n pontos.

Sejam (a,b) € Z;(k) e M := (x — a,y — b) € Max(C). Se €nr/moRz) > L» entao o ponto
(a,b) é chamado de ponto de ramificagio de 7. O conjunto dos pontos de ramificacao é
chamado de lugar de ramificacao de w. A imagem do lugar de ramificagdo é chamado
de lugar dos ramos de w. A aplicacao m é chamada uma cobertura, uma vez que ela
¢é sobrejetora. Se o lugar dos ramos de m é nao vazio, entao m é chamada cobertura
ramificada. Seja a € A'(k), o conjunto 7~ '(a) é chamado de fibra de 7 sobre a. Nas
condigoes acima sobre a aplicagao Z (E), o lugar dos ramos de 7 é o conjunto de pontos em
A'(k) tais que a fibra 7' (a) contém menos que n pontos. A figura a seguir ilustra quatro
possibilidades de ramificagao para uma cobertura ramificada 7. O indice de ramificacao

é indicado préximo do ponto de Z(k) que ramifica sobre Al(k).

z®

e

Al

ey
w
7]
:“

A terminologia de ramificado e ndo ramificado tem origem na geometria, como

discutiremos agora.

Exemplo 2.4.1 Sejam f(z,y) = (y —2)?> — (v — 1) e Oy = Clx,y]/{f). Considere a
aplicagio  : Z;(C) — AY(C) correspondente a inclusio Clz] — C;. Como a curva
Z;(C) € nao singular, o anel Cy é o fecho integral do anel C[x] em C(Z;). A seguinte

figura é uma representacao de Z¢(R).
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e

v

Para cada valor a € Rsq, a reta x —a = 0 nao € tangente a Z;(R) e a pré-imagem
do ponto (a,0) € AY(R) em Z;(R) consiste em dois pontos distintos (a,2 +a—1) e
(a,2 —va—1). O ideal (x — a) se fatora em Cy como

(x—a)={r—a,y—2+Va—1){zr—a,y—2—+vVa—1).

Quando a # 1, o ideal mazimal Mys = (x —a,y—24+/a — 1) tem indice de ramificagdo
igual a 1. A extensdo dos corpos de residuos definidos por M,y € trivial e, portanto, €
separdvel. Assim, o ideal M,+ € nao ramificado sobre Clx]. Quando a =1, a reta x — a
€ tangente a Z;(R). O ideal (x — 1,y — 2) € ramificado sobre C|x], uma vez que ele tem

indice de ramificacdo igual a 2.

A terminologia ramificado /nao-ramificado pode ser explicado geometricamente do sequinte
modo: Quando a reta x — 1 = 0 € levemente movida para a direita, o ponto (1,2) se
ramifica em dois pontos distintos. Em outras palavras quando a > 1, podemos encontrar
d > 0 e um pequena vizinhanga U de (a,2 —+/a — 1) em Z;(R) tal que a correspondéncia
la—0d,a+6] = Z;(R), t = {z —t =0} NU € bijecao.

Exemplo 2.4.2 Seja f(z,y) = 22 —y(y — 1)(y — 2). A curva Z;(C) € suave e os
pontos de ramificagdo da aplicagio projecao m : Z(C) — AY(C) sao pontos (a,b) tais que
f(a,b) =0 = g—g(a,b). Existem quatro destes tais pontos, mas apenas dois deles P e Q)

tem coordenadas reais.
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Seja B/A uma extensdo como na definigdo 2.4.1, segue da mesma que um ideal maximal
M de B é nao ramificado sobre P se, e s6 se, PBy = M By; e B/M é separavel sobre
A/ P. Como mencionado acima, faz sentido falar de ramificagdo mesmo quando a extensao
B|A é nao inteira. A definigdo mais geral de nao ramificado dada abaixo é usado para

definir pontos ramificados de um morfismo qualquer de curvas afins.

Definigao 2.4.2 Sejam ¢ : A — B um homomorfismo de anéis, ¢* : Spec(B) —
Spec(A) a aplicagdo associada e M € Spec(B). Tome P := o Y(M) = ©*(M). Diremos
que M ¢é um ponto de ramificacao da aplicacao ©* ou que a aplicacao p* € ramificada em
M se, p(P) nao gera M By, ou se By /M By € um extensao nao separdvel de Ap/PAp.
Se p* nao se ramifica em M, entdo diremos que ela é nao ramificada em M, e M
¢ um ponto ndao ramificado. O conjunto dos pontos de Spec(B) onde p® € ramificado €
chamado de lugar de ramificagao de p*. A imagem de p® Spec(A) do lugar de ramificagdo
¢ chamado de lugar dos ramos de p®. Quando o lugar dos ramos € vazio, a aplica¢ao ©*

¢ dita nao ramificada.

Sejam f, g € k[, y] polindémios irredutiveis e ¢ : Z;(k) — Z,(k) um morfismo de curvas.
Observe que este morfismo é induzido pelo homomorfismo de k—algebras 7 : Ug — Uf.

Observe também que 7 pode ser identificado com a aplicacao (ﬂ*)fM S Max(Cy) —
ax f

Max(C,) dada por M s (7*)"}(M). Diremos que m é nao ramificada em (a,b) se a
aplicagio (7*)? for ndo ramificada em (z — a,y — b). Desde que C'; é um dominio, ker(r*)
¢ um ideal primo de 59 e como 59 ¢ um dominio de dimensao 1, hé duas possibilidades:
ker(7*) é maximal, caso em que o morfismo 7 é constante, ou ker(7*) = (0). Suponha 7*
injetivo e olhemos para C, como subanel de C';. Pode acontecer da extensido C;/C, ser
nao inteira. Entretanto, podemos definir o indice de ramificagao de um ponto nao singular
(a,b) € Z;(k) sobre 7(a,b) como segue: Seja M o ideal maximal de C'; correspondente
ao ponto (a,b), entdo (Cy)yr é um dominio de ideais principais e a fungao ord M(Ty)y €St
bem definida. Seja P o ideal maximal de C, correspondente a m(a,b). Uma vez que 7*
é injetiva, P(Cy)ar # (0). O indice de ramificacio eqp)/n(ap) de (a,b) sobre m(a,b) é o
inteiro ey p = ordM@f)M(P(af)M). Se €(ap)/r(ap) > 1, entao (a,b) é um ponto ramificado

da aplicagdo 7 e m é ramificada em (a,b).

2.5 Extensoes Simples

Definigao 2.5.1 Seja A um subanel do anel B. A extensdo de anéis B|A € simples se

existe um elemento o € B tal que B = Ala].

No caso de extensoes de corpos, é facil dar exemplos de extensoes simples. Lembre-se

que pelo teorema do elemento primitivo as extensoes finitas e separdveis de corpos sao
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simples. No entanto, no caso de anéis existem varios exemplos de extensoes que nao sao

simples, mesmo no caso de extensoes de Z. Por exemplo, sejam
fny) =y’ —y* —ny —n’ € Z[y]

e a uma raiz de f que nao estd em Q. Considere a extensao Q(«)|Q. Quando n é par
e 27n* + 18n? — 1 ¢ livre de quadrado, Og.) # Zw] para todo w € Og(a. Portanto a

extensao Og(q)|Z nao é simples.

Sejam A um dominio de Dedekind e f € A[y] moénico irredutivel. O anel Cy := Aly]/(f)
¢ uma extensao simples e inteira do anel A uma vez que é da forma Afa] onde « é a classe
de y em Cf. Nosso objetivo nesta segao ¢ dar uma condigao suficiente para decidirmos

quando a extensao simples Cy é um dominio de Dedekind.

Quando A = k[x], o teorema 1.7.1 fornece uma condigdo necesséria e suficiente para
Cy ser um dominio de Dedekind envolvendo derivadas parciais. No caso em que A é
um dominio de Dedekind qualquer, nao podemos usar o mesmo argumento de derivadas

parciais. A seguinte proposicao nos fornece uma condicao suficiente para que C'; é dominio

de Dedekind quando A é Dedekind.

Proposicao 2.5.1 Sejam A um dominio de Dedekind e f € Aly] irredutivel e ménico.
Seja o uma raiz de f no fecho algébrico de K, onde K € o corpo de fracoes de A. Sejam
M € Max(Ala]) e P := M N A. Seja f(y) = [[;_,3:(v) a fatoragio da imagem de
f em (A/P)[y] em polinémios distintos, monicos e irredutiveis. Escreva f(y) = h(y) +
[, 9:(y)¥, com h(y) € PAly] € tal que a reducio de g; em (A/P)[y] € igual a g;,Vi.
Entao o ideal M € gerado pelos elementos de P e por g;,(«), para um tinico ig € {1,...,s}.

Além disso,

1. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

() f'(a) & M.

(17) e, = 1 e a extensio Ala]/M é separdvel sobre A/P.

2. Seja m o gerador do ideal maximal PAp de Ap. O anel Alaly € um dominio de

ideais principais se, e somente se, M Ala]y pode ser gerado por m ou por g;, ().

3. Se e, =1, entao o anel Alaly € um dominio de ideais principais e o ideal maximal

MA[a]y € gerado por w. Em particular, epp = 1.

4. O anel Ala] é um dominio de Dedekind se, e somente se, o anel Ala]y € um dominio
de ideais principais para todo ideal maximal M que contenha f'(c). Quando f é um
polinémio separdvel, eziste somente uma quantidade finita de M € Max(Ala]) que

contém f'(a).
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Demonstragao: : O fato 2.3.1 implica que M = (P, g;,(«)) para wm iunico inteiro

ip € {1,...,s}. Demonstraremos o item 1. Em Ala/,

f'(a) =N (a) + Z (eigz-(@)e”gé(a) ng(&)€j> :

i
Como h € PAly], seque que h' € PAly|,portanto h'(a) € PA[a]. Entao

, e, =1 e
”MM(:’{ g (a) ¢ M.

Para concluir a prova (i) < (ii), usaremos o lema 0.1.4. Observe:

Afirmacao: As sequintes afirmacoes sao equivalentes

(a) A extensao Ala]/M € separdvel sobre A/ P.
(b) g;,(c) & M.

Esta afirmacdo seque diretamente da definicao de separabilidade. De fato, seja @ a
imagem de o em Ala]/M. Tome g, a redugdo de g;, em (A/P)ly]. Por construgdo o
polinémio G, € irredutivel e monico. O corpo Ala]/M € isomorfo a (A/P)(@) e g;, €
o polinomio minimal de @ sobre A/P. A extensao Ala]/M é separdvel sobre A/P se,
e somente se g, (@) # 0 em Ala]/M (veja 0.1.4). E ficil de ver que g, (@) # 0 em
Ala]/M se, e somente se, g; (o) & M. Isso conclui a prova da afirmacio anterior e

consequentemente a parte (1) do teorema.

Para provar 2, como M = (P, g;,(«)), concluimos MAla] = (m,g;,(a)). Assim M é

gerado por dois elementos e a parte (2) seque do lema 0.1.3.

Vamos agora provar a parte 3. Suponha que e;; = 1. A fim de mostrar que Ala]y €
um dominio principal, mostraremos que seu ideal mazimal M Ala]y € principal e gerado
por m. Seja h € PAly], sabemos h(a) € (). Em Ala], h(a) + gio (@) (I 1,4, g5 (ar)) = 0.
Como gj(a) € M se j # ig, concluimos g;(a) € inversivel em Alaly se j # ig. Assim,
em Ala]y,
gio (@) = (B) - h(a) € (mYAla]um, B € Ala]y € inversivel.

O ideal maximal de Ala]y € portanto gerado por w. A proposicao 0.1.1 implica que Ala]
¢ dominio de ideais principais. Assim PAlo]y = M Aoy e entdo eyp = 1.

Para provar a parte 4, usaremos o corolario 1.4.2. Utilizando a parte 3 e em sequida
a parte 1, concluimos que Ala] € um dominio de Dedekind se, e somente se, Alaly €

um dominio de ideais principais para todo M € Max(A[a]) que contém f'(«). Quando
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f(y) € um polinémio separdvel, f'(«) é nao nulo em Ala]. Desde que Ala] é um dominio
Noetheriano de dimensao 1, o coroldrio 2.1.1 mostra que existe uma quantidade finita de

ideais maximais em Ala] que contém f'(«). E isto conclui a prova da proposicao. [ |

A parte dois do préximo corolario completa a caracterizacao dos ideais maximais de
Ala] que sdo ramificados sobre A quando a extensao simples Ala] é um dominio de
Dedekind. Podemos usar o préximo corolario também para justificar a defini¢ao de primos
ramificados na presenca de uma possivel extensao inseparavel do corpo residual uma
vez que, COMO veremos a seguir, os ideais maximais com ep;p > 1 nao possuem uma

caracterizagao simples, ao contrario dos primos ramificados.

Coroléario 2.5.1 Sejam A um dominio de Dedekind e f € Aly] monico e irredutivel.
Tome a como a classe de y em Cy = Aly|/(f(y)). Seja M € Max(C}):

1. Se f'(a) & M, entio (Cy)p € um dominio de ideais principais e M € ndo ramificado
sobre A.

2. Se Cy é um dominio de Dedekind, entao M € ramificado sobre A se, e somente se,
f'(a) € M.
Demonstragao: Tome P := MNA. Seja f(y) = 1;_, 9:(y)* +h(y) como na proposi¢do

2.5.1. Entio M = (P, g;,(c)) para um dnico ig € {1,...,s}. Assim, a parte 1 €
simplesmente a proposi¢ao 2.5.1 com a terminologia da defini¢cao 2.4.1. De fato, quando
f'(a) € M, a parte 1 da proposi¢ao 2.5.1 mostra que e;, = 1 e a parte 3 mostra que

(Cy)m € um dominio de ideais principais e que epyp = 1.

Parte 2: Quando Cy € um dominio de Dedekind, a proposi¢ao 2.3.1 implica que ey p =
ei,- Portanto, a afirmacao que M € ndo ramificada se, e somente se, f'(a) & M seque da

proposicao 2.5.1. |

Por fim, apresentaremos um resultado muito util. Sejam k um corpo, K|k(z) uma
extensao finita e A um dominio de Dedekind com corpo de fracoes K. Assuma que
k C A. Se E|k é uma extensdo finita, entdo EK|K é também uma extensao finita.

Denote o fecho integral de A em EK por B.

Proposicao 2.5.2 Sejam E|k uma extensdo finita e separdvel de corpos e o € E tal que
E = k(a). Entao, B = Ala] e a extensao B|A € nao ramificada.
Demonstracao: Lembre-se que a existéncia de o € garantida pelo teorema do elemento

primitivo. Sejam f = ming(a) € K[y] e ¢ = ming(a) € kly]. Uma vez que g(a) =0 e
k C A, concluimos o € B e portanto Ala] C B. Claramente, f|g em Kly|, escreva g = fh.
Entao ¢'(a) = f'(a)h(a) + f(a)h' (). Como a extensao E|k é separdvel, ¢'(a) # 0 em
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k(o). Assim, uma vez que k(a) € um subcorpo de B, f'(«) é inversivel em B e nenhum

s

€
ideal maximal de B contém f'(a)). Portanto, pela proposi¢ao 2.5.1, Ala] = B e B|A é

nao ramificada. [ |

2.6 Extensoes de Galois

Seja A um dominio de Dedekind com corpo de fragoes K. Nesta secao estudaremos a
fatoragao dos ideais primos de A no fecho integral B de A numa extensao de Galois L|K.
A hipétese adicional que L|K é Galois nos permite, como veremos na proposicao seguinte,

obter mais informagoes a fatoracao do ideal PB em B, onde P € Max(A).

Seja L|K um extensao de Galois finita com grupo de Galois G = Gal(L|K). Vimos na

proposigao 1.1.3 que o(B) = B, para todo o € GG. Considere a aplicagao natural:
7 : Spec(B) — Spec(A),

associada a extensao B|A. Seja P € Spec(A), sabemos que 7 !(P) é finito (veja 2.1.1),
digamos { M, ..., M}, uma vez que o(P) = P, concluimos que o(M;) € 7~ 1(P).

Proposigao 2.6.1 Seja P € Max(A). Sejam M; e M; dois ideais maximais distintos em
m'(P). Entao eziste o € G tal que o(M;) = M;. Além disso, e jp =+ = ey, p =€ €
fap == fuyp = f. Em particular, PB = (M, --- M,)° e [L: K] = efs.

Demonstracao: Suponha por absurdo que existam dois ideais mazimais M; e M; em

7 Y(P) tal que o(M;) # M;No € G. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
o(My) # M, No € G. Os ideais mazimais no conjunto {o(My)loc € G} U {M} sdio
dois a dois coprimos. Portanto, o teorema do resto Chinés implica que dx € B tal
que x = lmodo(M,),Vo € G, e x = OmodM,. Seja y := [[,co(x). Claramente, y €
BNK = A. Afirmamos que y & M. De fato, se y = [[ .oo(x) € M, entao existe
o € G tal que o(x) € My, ou equivalentemente que x € o~ (M) o que é contradigdo
uma vez que x = lmodo(My). Portanto y & My e assim, y ¢ My N A = P. Por outro
lado, y € M;N A= P pois x € M. Esta contradi¢cao sobre y completa a demonstracdo a

primeira parte da proposicao.

Um automorfismo o : B — B induz um isomorfismo & : B/M; — B/o(M,) tal que
Gl,p = idasp. Entao fu,p = fo(an)p, para todo o € G. Sabemos {o(M)|o € G} =
m Y (P), entao fa,jp = foeum)psVi = 1,...,s. Pela definicao de indice de ramifica¢io

PB = MleMl/P o MM Portanto, para todo o € G,

O’(PB) = PB = O’(Ml)elul/P L O'(MS)GIMS/P = O'(M1>60'(A41)/P L O'(Ms)ef’(fws)/P_
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Da unicidade da fatoragao, concluimos ey, /p = e€oy)/p,Vvo € G. Uma vez que
{O'(Ml)|0' € G} = W_I(P), €My /P = eMi/p,VZ' = 1,. .., S. [ |

Observagao 2.6.1 Seja L|K uma extensao de Galois. Sejam A e B anéis tais que K
€ o corpo de fragoes de A e B é o fecho integral de A em L. Tome G = Gal(L|K).
Eziste uma a¢ao natural de G sobre Max(B) dada por o - M = o(M). Sejam M € Max e
P = MnNA. O estabilizador de M € Dyyp = {o € Glo(M) = M}. E facil verificar que
Dyryp € um grupo, chamado de grupo de decomposicao de M. A proposi¢ao 2.6.1 afirma

que a agdo de G em = (P) é transitiva. Assim, se 7= (P) = {Mj,..., M}, entdo
|G/ Dyp| = |orbita de M| = s.
Em particular, |Dyyp| = enyp fuyp- Pela transitividade da acdo de G em {My, ..., Mg}

H o'(M) = (Ml - Ms>|DM/P| — PRB/My/P.

ceG

Cada automorfismo o : B — B,o € Dyyp induz uma aplica¢ao natural
g:B/M — B/o(M)= B/M,

cuja 0|, ,, =1dasp. Seja & o grupo de Galois de B/M sobre A/P. A aplica¢io Dyp —
&, 0 — T, € um homomorfismo de grupos cujo nicleo € Inyp := {0 € Dyyp|Vb €
b

B,o(b) = b(modM)}. Este grupo é chamado de grupo de inércia de M. Observamos que,
| Dagyp/Iayp| < 18] < [B/M : A/ P] = fayp.
O segquinte lema mostra que quando B/M € separdvel sobre A/P, entao
\Daiye/Ivype| = faayps

ou, equivalentemente, que a aplicagio Dyyp — & € sobrejetiva. Disso seque que |Iy/p| =

Enr/p, UMa veZ que
|IM/P| : |DM/P/IM/P| : |G/DM/P| = |G| = €M/P fM/P - S.

Lema 2.6.1 Se a extensio B/M de A/P for separdvel, entio é de Galois de grau fur/p
e a aplicagio Dyrp — & € sobrejetiva. Além disso, M € ramificado sobre A se, e s6 se,
Ivyp # {id}.

Demonstragao: Uma vez que B/M é separdvel sobre A/P, toma @ € B/M tal que
B/M = (A/P)(@). Sejam o € B tal que @ = amod(M), f(y) := minaga € Afy] e
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g(y) = miny pa € (A/P)ly]. Desde que f se fatora completamente em By, g se fatora
completamente em (B/M)[y|. Entao B/M ¢é Galois sobre A/P. O teorema 2.1.2 mostra
que podemos escolher escolher o tal que oo € o(M),Yo & Dyyp. Por, f(y) = [1,en(y —
o(a)) para algum H C G, somente as raizes ndo nulas modM sdo os elementos de o ()
modP, com o € Dy p. Assim, os elementos 5(@), o € Dyy/p, sdo exatamente as raizes do
polinomio g. Como um isomorfismo de (A/P)(@) sobre A/P ¢é unicamente determinado
pela imagem de @, a aplicagao Dyyp — & € sobrejetiva e |Iyyp| = enyp. Entao, M €

ramificado sobre P se, e somente se, Inyp # {id}, como desejado. [ |

Vamos assumir para o restante desta segao que a extensao de corpos residuais B/M sobre
A/P é separavel. Quando Ip;p = Dyyp = {id}, PB = M, --- M|k e o ideal primo P
é dito completamente decomposto em B. Quando Inp = Dyyp = G, PB = MKl e o
ideal primo P ¢é dito totalmente ramificado em B. Quando Iy p = {id} e Dyyp =G, PB
¢ um ideal primo de B e o ideal primo P ¢ dito inerte em B.

Agora seja K’ um extensao intermedidria entre K e L. Entao K’ = LY para algum H
subgrupo de G. Seja P’ = M N B¥, onde B¥ é o fecho integral de A em K’. Sejam e’ =
em/ps |/ = fuyp, 8 = [L: K'|/e' f' e analogamente e = ey p, f = fuyp, s = [L: K]/ef.
Sejam D, D’ os grupos Dy/p, Dypr e I, 1" 0s grupos Ing/p, Iy pr respectivamente.
Segue imediatamente da definicdo que D' = D N H e que I’ = I N H. Em particular, se
H = D, entdao D' = Gal(L|K’), com |D’| = €'f’. Neste caso s’ = 1, de modo que M é
o tnico primo de B além de M N BP. Se H = I, entdo I' = Gal(L|K'), com |I'| = ¢
Portanto, neste caso o ideal primo M N B’ se ramifica totalmente em B, com indice de

ramificacao e, além disso o ideal primo M N B? é inerte em B'.

Proposicao 2.6.2 Com as notacoes e hipoteses introduzidas acima,

1. L' ¢ o0 maior corpo intermedidrio K' tal que ep/p = 1.
LP € o maior corpo intermedidrio K' tal que epp = fpp =1

L' é o menor corpo intermedidrio K' tal que M € totalmente ramificado sobre P'.

LP ¢ o menor corpo intermedidrio K' tal que M ¢é o inico primo de B tal que
MNA=PFP.

Demonstracao: Lembre que se H e H' sio dois subgrupos de G, entdo L' L7 = [HH'

Assim, LP" = LPK' ¢ L' = L'K’. Agora, considere o sequinte diagrama de corpos
AN 'S RN 'C) A §
T T T T

K -5 b Ly ooy
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1-Suponha que epyp = 1. Entao pela multiplicidade de indice de ramificacdo, e = €.

Como L' C L'K', concluimos L' = L'K' e assim K' C L',

2- Se na extensio K'|K, epr/p = fp/p = 1 pela multiplicidade do indice de ramificacao

e do grau residual, e = ¢’ e f = f'. Do diagrama anterior L = LPK' e assim K' C L.
3- Se M € totalmente ramificado sobre P, entao [L : K'] = €. Seque do diagrama que
K'=L'K', tal que L' C K'.

4- Se M € o inico primo sobre P', entao H = Gal(L|K") = D'. Como D' = DN H, seque
H C D, tal que L” C K'. [ |

Corolério 2.6.1 Sejam L|K e L'|K estensdes separdveis contidas no fecho algébrico K
de K. Seja O um dominio de Dedekind cujo corpo de fracoes K. Sejam Op,Op e Opp
0s fechos integrais de O em L, L' e LL' respectivamente. Seja P € Max(Ok) e suponha
que o corpo O [P € perfeito. Entdo P ramifica em O se, e somente se, P ramifica
em O ou Op.

Demonstracao: Vamos assumir que P nao se ramifica em Op e Op.. Sejam N uma

extensdo de Galois em K que contenha L e L' e Oy o fecho integral de O em N. Seja
P € Max(Oy) tal que PN Ok = P. Pela proposi¢ao 2.6.2, L, L' C N'F'/P) uma vez que
os primos PN O e BN O ndo sio ramificado sobre P. Assim, LL' C NT¥/P) ¢ pela
multiplicidade do indice de ramificacao, P nao se ramifica em Opp.

Reciprocamente, se P nao se ramifica em Opr,, entdo pela multiplicidade do indice de

ramificagao, P nao se ramifica em O e Op. [ |

Definicao 2.6.1 Suponha que A/P é um corpo finito de ordem q = p"™. Entao B/M é

Galois sobre A/ P, com gerador candnico para seu grupo de Galois dado por:

¢: B/M — B/M
T — %

Quando M € nao ramificado sobre A, denotamos por Frob(M) o inico elemento de Dyy/p
que a aplicagdo ¢ restringe a aplicagio Dyyp — &. O elemento Frob(M) é chamando de

substituigao Frobenius de M. Ele € o unico elemento de G tal que

Vb € B,Frob(M)(B) = b'mod(M).

2.7 Cobertura de Galois

Nesta secdo veremos a teoria de Galois no contexto de curvas. Sejam f € k[z,y] um

polinémio irredutivel e Z;(k) a curva plana associada. Seja C'; = k[z,y]/(f) seu anel
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de fungdes e denote por L = k(Z;) o corpo de fragoes de Cy. Seja o : Cy — C; um
automorfismo de k—élgebras. Este automorfismo pode ser estendido unicamente a um
automorfismo de L. Agora, seja G um grupo finito de automorfismos de k—algebras de

ﬁf e, assim, de L. Tome
K:=1%={yecLlo(y) =y,Vo € G}.

Da teoria de Galois, segue que a extensao L|K é Galois de grau |G|, com G o grupo de
Galois. Seja,
A= (CHY={beCod) =bVocG}=C;NK.

O conjunto (C;)¢ é o anel chamado anel de invariantes de C} sob a agao de G. Nosso
objetivo nesta secao € interpretar geométricamente o anel (6f)G como o anel de fungoes
num quociente da curva Z f(E) por uma agao de G associada. Nesta interpretacao a
extensdo C'f|(C)¥ seria correspondente a aplicacio Z;(k) — Z;(k)/G.

Definicao 2.7.1 Sejam f,g € k[z,y] e » : Z;(k) — Z,(k) uma aplicagdo. Esta
aplicagdo € unicamente determinada pelas aplicagdes o1, po : Zp(k) — k tais que p(a,b) =
(¢1(a,b), pa(a, b)) € Z,(k). A aplicacdo ¢ é um morfismo de curvas planas afins se ezistem

V1,72 € E[m,y] tais que p1(a,b) =y (a,b) e @a(a,b) = y(a,b),¥(a,b) € Zf(E).

Observagao 2.7.1 Seja ¢* : Cy, — C¢ um homomorfismo de k—dlgebras. Observamos
que ©* induz wm morfismo natural entre as curvas. Seja @, € k[z,y] cuja classe em Gf

é p*(classe de x). Analogamente considere o, € klx,y]. Assim,

o Zs(k) — Zy (k)
(a,0) — (pz(a,b),¢y(a,b))

esta bem definida, ¢ um morfismo de curvas como na definicao 2.7.1 e nao depende da

escolha de ¢, p,. De fato, uma vez que g(classe de x, classe de y) =0 em C,, entio em

Cfi

g(classe de . (x,y), classe de p,(z,y)) = g(p*(classe de z), p*(classe de y))
©*(g(classe de x, classe de y))
©*(0) =0.

Logo flg(pz(x,y), 0y(x,y)). Assim, para todo (a,b) € Zf(E),g(gpx(a, b),py(a,b)) =0 e

portanto (p(a,b), py(a,b)) € Z,(k).
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Em particular, dado um homomorfismo o : Uf — ﬁf, existe um morfismo de curvas

ozm: Zrk) — Zy(k)
(a,b) > (0z(a,b),0,(a,b)),

onde ¢,,0, sdao polindmios em k[r,y] tal que as classes de o,(z,9) e o,(z,y) em C;

sao o(classe de x) e o(classe de y) respectivamente. Note, no entanto, que a aplicagao

0 = 0z, nao é¢ um homomorfismo G — Aut(Z;(k)).
Observamos que existem acdes naturais de G sobre C' e Z(k) definidas a seguir:
G x 6]0 — éf
(0. f) — o-f =0a(f),

Z(k)x G — Zp(k)

(z,0) — 27 =0y 0m(2)

Em geral dados um espago topolégico Z e uma grupo G de homeomorfismo de Z, ha uma

acao natural de G sobre Z :
GxZ — Z

(0,2) — o(2).

Portanto existe o espago quociente:
Z/G := {conjunto das érbitas de Z sob a agao de G}.

Que por sua vez é um espaco topoldgico munido da topologia quociente, ou seja, a
topologia mais fina no conjunto Z/G que torna a aplicacao quociente w : Z — Z/G

continua. A aplicacao 7 : Z — Z/G é chamada uma cobertura de Galois de Z/G.

Seja F' um corpo munido de uma topologia. A acao do grupo G em Z induz uma acao

do grupo G no anel C(Z, F) das fungoes continuas de Z em F),

C(Z,F)x G — C(Z,F)
(f,0) — f7: =/foo.

Considere o anel das fungdes invariantes, ou seja,
C(Z,F) :={f € C(Z,F)|f" = [,Yo € G}.

A fungdo f : Z — F pertence a C(Z, F)Y se, e s6 se, f(2) = f(x) para todo z € Z e
todo z € Z que pertence a 6rbita de = sobre a acao de G. O anel C(Z, F)“ pode ser
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considerado como um anel de fungoes continuas no conjunto de oérbitas de G, isto é, no
espaco quociente Z/G. De fato, se g € C(Z, F)“ entao g define uma aplicagao continua
entre os espagos topolégicos Z/G e F. Ainda, C(Z/G,F) = C(Z,F)“.

A seguir estudaremos um caso particular das observacoes anteriores, mais precisamente a
acao de um grupo finito G’ de morfismos de uma curva Z (k) sobre ela mesma. Considere
Z (k) com a topologia de Zariski e o quociente Z;(k)/G com a topologia quociente. Como
G é um grupo finito, as drbitas de G sao conjuntos finitos, segue disso que um subconjunto
nao trivial do quociente Z (E) /G é fechado para a topologia quociente se, e s6 se, é um

conjunto finito.

E natural, pensarmos se o novo espago topolégico Z f(E) /G pode ser identificado de
alguma forma com uma curva plana afim. Para que isso ocorra, o quociente Z;(k)/G

deveria ser homeomorfo a alguma curva plana Z,(k) dado por um homeomorfismo
p: Zi(k)/G — Z,(k) tal que a composicio p o : Zp(k) — Z,(k) seja um morfismo
entre curvas planas. Em outras palavras, para tanto, a aplicacao ¢ = p o7 deve ser
induzida por um homomorfismo de k—4&lgebras o* : 69 — Uf, neste caso podemos dizer

que a aplicacio p "coloca™uma estrutura de curva plana no espaco Z;(k)/G.

Vamos assumir que o homeomorfismo p exista. Neste caso, usando p podemos identificar
as fungoes de Z,(k) com as funcdes de Z;(k)/G. O anel das funcdes algébricas de Z;(k)
6 C's. O caso topolégico citado acima sugere que a anel de fungoes do quociente Z;(k)/G
deve ser o anel de invariantes C’fG. Assim, a fim de colocar um estrutura de curva plana
no quociente 2 f(E) /G, nossa discussao sugere que identifiquemos 6? com um anel de

fungdes C, de alguma curva plana Z,(k).

Proposigao 2.7.1 Sejam Z¢(k) uma curva ndo singular e G um grupo finito de
k—automorfismos (como dlgebra) de Uf. Suponha que 6? seja um dominio de Dedekind.
Se existe um polinémio g € klu,v] tal que C, = klu,v]/{g) = C§ (como k—dlgebra),
entdo a aplicagio quociente m : Zs(k) — Z;(k)/G pode ser identificada com o morfismo
de curvas Z¢(k) — Z,(k) induzido pelo k—dlgebra isomorfismo C, = Ccf C Cy. Mais
precisamente, existe um homeomorfismo p : Z¢(k)/G — Z,(k) tal que a composi¢ao pom

¢ igual ao morfismo de curvas induzido pela aplicagcao 5g — 6f.

Para provar a proposi¢ao anterior, basta adaptar a proposi¢ao 2.6.1 para o contexto
de acao de grupos em espacos topoldgicos e quocientes. Como esse nao é o foco deste

trabalho, para mais detalhes veja [6], pagina 122.

Encerramos esta se¢ao com o seguinte exemplo:

Exemplo 2.7.1 Seja k um corpo de caracteristica diferente de dois. Seja f(x,y) =

y? —g(x) € k[z,y] um polinémio irredutivel. Suponha g € k[z] livre de quadrados e assim
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a curva Z;(k) é nao singular. Sejam Cy = k[z,y]/{f) e L = k(Z;) = Cf(C}). Considere
o automorfismo de k— dlgebras
o Uf — 6f,

dado por x — x ey — —y. A aplicacdo o claramente tem ordem dois e se estende para
uma involugdo de L. Seja G = {id,o}. O grau de L|LC ¢ dois. Afirmamos que L¢ = k()
e que CF = k[z]. De fato, k(z) C LY, L = k(z)(y/g(x)), entao [L : k(x)] = 2 e assim,
LY = k(x). Para mostrar que C¢ = k[x], observe que {1,y} ¢ uma base para C; sobre k[z]
e, € facil de ver que os unicos elementos de U‘f fixados pela acdao de o sao os elementos

de k[x).

O automorfismo o induz o morfismo de curvas,
02,0 Zr(k) — Z(k)

com (a,b) — (a,—b). O morfismo O2,(%) ¢ usualmente referido como involucao hiperelitica
de Zf (E)



CAPITULO

3

Discriminantes

Sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragdes, L|K uma extensao separavel
e B o fecho integral de A em L. Nosso objetivo neste capitulo é caracterizar os ideais

P € Max(A) que se ramificam em B. Para isso usaremos os discriminantes.

Primeiramente investigaremos quando os ideais maximais de A se ramificam numa
extensao simples B := Ala|. Neste caso, ja obtivemos a descrigdo dos maximais de B
que sao ramificados sobre A. De fato, usando o coroléario 2.5.1, os maximais de B que sao
ramificados sobre A sao exatamente os que contém f’(a), onde f = miny(a). Mostraremos
na proposicao 3.0.2 que podemos caracterizar os ideais primos de A que se ramificam em

B usando o discriminante de f.

Antes de tratar o caso geral onde A é um dominio de Dedekind, estudaremos o caso
particular em que A = k[zr] B = C; = k[z,9]/(f). Onde f € k[z,y] irredutivel, monico
em y e n := deg,(f) > 0, isto garante que a aplicagdo natural A — éf ¢ injetora.

Considere a primeira projecao 7 : Z;(k) — A'(k)

Dado a € k, a fibra 7~ '(a) contém exatamente n pontos distintos se, e sé se, df /dy(a, b) #
0 para todos os pontos (a,b) € 7~!(a). Quando df/dy(a,b) = 0, o ponto (a,b) é um ponto

singular de Z;(k) ou a reta tangente a Z¢(k) em (a, b) é vertical. Estas duas possibilidades

ocorrem na seguinte curva que é uma quartica trinodal:

74
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Suponha Uf ¢ um dominio de Dedekind, equivalentemente, Zf(E) é uma curva suave.
Neste caso C; = Ala], onde a é a classe de y em C;. Os pontos de ramificacio da
aplicagdo 7 sdo exatamente os pontos do conjunto Z;(k) N Zaf/ay(E). O conjunto dos
pontos a € Al(k) tal que 77 !(a) contém menos de n pontos (i.6, o conjunto dos pontos

de ramos da aplicacao 7) ¢é igual ao conjunto m(Z;(k) N Zyysay(k)).
Sejam f(x,y) = an(2)y" + - + ao(z) e g(z,y) = b (x)y™ + - - - + bo(x) dois polindmios
coprimos em k[z, y]. Existe um polinomio (veja [6], pdg. 41) Res,(f, g)(z) € k[z] chamado

resultante de f e g com respeito a variavel y, que satisfaz a seguinte propriedade:

Fato 3.0.1 Suponha a,(z) = 1. Entdo a € k, entdo Res,(f, g)(a) = 0 se, e somente se,
eviste b € k tal que (a,b) € Z;(k) N Z,(k).

No caso em que a,(z) = 1 e g(x,y) = 0f/0y(x,y), o resultante Res,(f,df/0y)(x) é
chamado o discriminante de f(x,y) e denotaremos por disc(f)(z) . Segue do fato 3.0.1
que a é um ponto de ramo de 7 se, e somente se, disc(f)(a) = 0. Usando a correspondéncia
entre pontos de uma curva e ideais maximais de seu anel de fungoes, podemos traduzir

algebricamente a propriedade geométrica do discriminante:

Seja P € Max(A). Entdao P ramifica em C; se, e s6 se, disc(f) € P.

A préxima proposi¢ao mostra que o discriminante pode ser usado em situagdes mais

gerais:

Proposicao 3.0.2 Sejam A um dominio de Dedekind, f € Aly] monico e irredutivel.
Seja disc(f) o resultante de f e f'. Suponha C; := Aly]/(f) wm dominio de Dedekind.
Entao P € Max(A) ramifica em Cy se, e somente se, disc(f) € P.

Para a demonstragdo veja [6] pdgina 133.
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Como foi visto neste caso, disc(f) estd fortemente relacionado a ramificagdo da extensao
Ala]|A. Uma pergunta natural é se existe alguma relacao deste tipo nos casos mais gerais.

O restante deste capitulo respondera positivamente esta pergunta.

3.1 Discriminante como uma Norma

Definicao 3.1.1 Sejam L um corpo e R uma L—dlgebra de dimensao finita. Dador € R,
considere p, : R — R, dada por x — p.(x) := rx. Claramente p, € uma transformagdao

linear de R wvisto como L—espaco vetorial. A aplica¢ao

Normp,,: R — L
r — det(u,)

¢ chamada da aplicacao norma de R em L. Esta aplicagao é multiplicativa, isto é:
Vr,s € R,Normpr(rs) = Normp,r(r) - Normp/p(s).

A aplicacao
TI'R/LZ R — L
ro— tr(u,)

¢ chamada do trago de R em L. Esta aplicacao € aditiva, isto é:

Vr,s € R, TTR/L(T +s5) = TTR/L(T) + TrR/L(S)‘

Lembre-se que norma e trago de uma transformagao linear aparecem como coeficientes
de seu polinémio caracteristico, de fato, o polinomio caracteristico de p, é da forma

char,(y) = y" — Trg L (r)y" ' + -+ + (—=1)"Normp/(r).

Exemplo 3.1.1 O corpo Q(i) é uma Q—adlgebra de dimensao dois com base {1,i}. Seja

r=a+bi € Qi), na base {1,i}, a aplicacao p,. é representada pela matriz

[ a =D
o b a )
Assim, Normg()q(r) = @ +0* =7 e Trgag(r) = 2a =1 + 7.

Lema 3.1.1 Seja R uma L—dlgebra de dimensio s. Sejam o« € R e L[a] a menor
L—subalgebra de R que contém a. Tome f(y) = y" + a1y ' + - +ap € Ly] o
polindmio minimal de o sobre L. Entao L] = Lly|/{(f). Entao R é um L[a]—mddulo R
¢ livre de posto [R : L]al]] e
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1. Trpyp(e) = —=[R: L[a]] - an—1 = [R : L[a]] - Ty n(a).
2. Normpg,(c) = ((=1)"ag) Bl = (Norm g, (o) )FED,

Demonstracao: Seja {1,a,...,a" '} uma base para L] sobre L. Seja {fi,..., fi}

uma base para R sobre L[a]. Considere a base

B={fi,afi, ..., fi,... froafy....a" " fi}

para R sobre L. A matriz de pu, na base B é da forma

C, O
0 Cy O
0 . 0 |
0 C,
onde C,, € a matriz
0 —Aayg
0 —a
0
1 —Qp—1
O lema segue imediatamente da representacdo de pi,, uma vez que Tr(C,) = —a,_1 e
det(Cy) = (—1)"ap. |

Corolario 3.1.1 Sejam A um dominio integralmente fechado no seu corpo de fracoes K e
L|K uma extensao finita. Se o € L € integral sobre A, entdo Normy (), Trpk(a) € A.

Demonstragao: Como L é um K(a)—espago vetorial de dimensdo [L : K(«)], podemos

aplicar o lema 3.1.1. Seja f = ming(«). Pela hipdtese A € integralmente fechado e pelo

lema 1.1.3, f € Aly]. Assim, este coroldrio seque imediatamente do lema 3.1.1. [ |

No corolario acima, a hipdtese de A ser integralmente fechado é necessaria. Por exemplo,

dado o € K\ A integral sobre A, ming (o) =y — a e Normg/g (o) = o € A.

Lema 3.1.2 Seja L|K wuma extensao finita e separdvel de grau s. Sejam o1,...,05 0s
distintos monomorfismos de L em K. Entio para todo o € L, Try g () = Y7 0i(a) e
Normp k(o) = [[}_; oi().

Demonstragao: Sejam o € L e f(y) = y" + a,_1y" ' + ap = ming(a). Denote por

Tly .-y Tn 08 monomorfismos de K(a) em K como sendo as restrigoes distintas dos
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monomorfismos oy, ...,0s. Como « € separdvel em L,

com ap_y = —y o () eag = (—1)"[[_, mi(a). Para cada i = 1,...,n, exatamente

[L: K(a)] = 2 monomorfismos de L sdo iguais a 7;, quando restritos a K(a). Portanto,

1. 375 0(a) =s/nd 70 mi(a) = —[L: K(a)]a,1 = Try k().
2. [Tj=i0(e) = [Ty i)™ = ((=1)"ao)t " @) = Normy i (a).
|

Teorema 3.1.1 (Transitividade do traco e da norma) Sejam M|L e L|K extensées
finitas. Entao, para todo o € M,

1. Normy, x(Normy/(a)) = Normy k().

2. Tro ke (Trayn(o)) = Tray ().
Para a demonstracao veja [7], pdgina 192.
Proposicao 3.1.1 Sejam K um corpo, f € Kly| ménico e L = Kly]/(f). Tome « a
classe dey em L e g € Kly|, entao Res(f, g) = Normy/k(g(a)). Em particular, disc(f) =

Normy /k (f' ().

Para a demonstracao veja [6], pdgina 136.
O seguinte lema fornece algumas propriedades basicas do resultante.

Lema 3.1.3 Sejam A um dominio, a € A\ {0} e f,g € Aly|. Entao,

1. Res(af,g) = a9 Res(f, g).
2. Res(f, g) = (—1)%e4EWRes(g, ).
3. Res(f,y —a) = (=1)*V) f(a).

Nos prézimos trés itens K é um corpo, f,g,h € K[y] e K € o fecho algébrico de K :

4. Res(f,gh) = Res(f, g)Res(f,h).

5. 8e fly) = an [, (y — ), g = b [[[2,(y — B5) € K[y| \ K. Entdo Res(f,g) =
ay'by, Hi,j(ai - Bj)-

6. Sejam f monico e o, ..., suas raizes, entdo disc(f) = [[;,;(a; — ay).
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Demonstracao: Os trés primeiros itens sequem diretamente da definicio.  Para

o item 4, escreva f(y) = axy" + --- + ag, pelo primeiro item, Res(f,gh) =
(a,)89MRes(f /an, gh). Sejam o uma raiz de f/a, e L = K(a), entdo

Res(f/an, gh) = Normp k(g(a)h(a)) = Normy k(g(a))Normp,k(h(c))
= Res(f/an, g)Res(f/an, h).

Para o item 5, utilizando os itens 4 e depois 3,

Res(f, g) =Res(f, by HRGS f,y—05j)

()" [T~

.
—_

Para o dltimo, se f' = 0, entao por definicao disc(f) = Res(f, f') = 0. Por outro lado
como f nao € constante, isto sd acontece quando char(K) = p > 0. Neste caso, f(y) =
h(y)P, para algum h € K|y e portanto a; = o parai # j, o que implica Hi#(ai—aj) =0.
Suponha agora ' # 0 e tome m = deg(f’). Entao,

Res(f, f) = (=D™Res(f,f) = (=)™ f'()
| i (Hj;éi(ai - @j)> = Hi;ﬁj(ai —aj).

Observagao 3.1.1 Seja A um dominio com corpo de fragoes K. O lema 3.1.3 mostra

que, Res(f,g) =0 se, e sd se, f e g possuem raiz em comum.

3.2 Discriminante de uma Base

Definicao 3.2.1 Seja R uma L—adlgebra de dimensao finita. Defina

Tr: Rx R — L
(z,y) — Trg/r(zy).
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Observe que Tr é um forma L—bilinear, chamada da forma do traco. Sejam eq,..., e,

elementos de uma base para R sobre L. Considere

T{el,...,en} = (TTR/L(ez'@j))lgi,jgn

como a matriz da forma Tr na base {e1,...,e,}. Sejam {f1,..., fu} outra base e C a
matriz mudanga de base de {fi,..., fn} para {ei,...,e,}. Tome C* a transposta de C.
Entao

Tipiofny = C'Ter, e} C.

Em particular, det(Tyy, ... r.y) e det(Tie,,...c,y) diferem somente por um quadrado em L, a
saber, (det C)? que ¢ ndo nulo. Assim, det(Tyy, . s1) =0 se, e s6 se, det(Tye,, eny) = 0.

Denotaremos por (L*)? o subgrupo dos quadrados em L*, observe que o conjunto dos

quadrados em L nao é um subgrupo do grupo aditivo de L, a menos que char(L) = 2.

Definicao 3.2.2 O discriminante de Tr € zero se det(TY,, . ,}) = 0, caso contrdrio, é
igual a classe de det(Ty.,, ..) em L*/(L*)*.

Proposicao 3.2.1 Seja L|K uma extensdao separdvel de grau n. Sejam oy,...,0, 0sn

distintos monomorfismos de L em K, o fecho algébrico de K.
1. Sejam {cv, ..., an} base para L/ K e M = (0,()))1<ij<n- Entao Ty, any = M'M.
2. Se L = K(«) para algum o € L e f = ming(«) de grau n, entdo

n(n—1

dise(f) = Normp i (f/(a)) = (—=1)" % det(Tj1 q...an1)-

Demonstragdo: 1- O lema 3.1.2 implica Trp k(o) = Y 1, ox(ei)ok(a;). Disso seque

imediatamente que Tya, . a3 = M*M.
2- Escreva f(y) = [[1-,(y — 0i(a)) € K[y, entdo

dise(f) = Normy i (f'() = [ [ (0s(a) = o5(a)).

7]
O conjunto {1,c,...,a" '} é uma base para K(a) sobre K. Considere a matriz
1 0'1(04) ce Ul(Oé)n_l
1 oy(a) -+ oy(a)™ !

M = (oy(e? ™ "))1<ijn =

7

1 op(a) -+ ou(a)
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Aplicando a férmula do determinante de Vandermonde, det(M) =[] ;(0i(a) — oj(a)).

Em particular,

det(T{1a,. an-1y) = (detM)* = H(Ui(a) —oj(a))?
=(-1)" 7 [[(os(e) — 05(a))

i#]

Proposicao 3.2.2 Uma extensao finita L|K € separdvel se, e somente se, o
discriminante da forma do traco Tr nao é zero.

Demonstragao: Suponha L|K separdvel. Sejam o € L tal que L = K(a) e [ =

ming («). Pela separabilidade, disc(f) # 0, portanto pelo sequndo item da proposi¢ao
5).2.1, det(T{l,a““’anfl]) 75 0.

Para a reciproca suponha L|K ndo separdvel. Seja Ly C L a maior extensio de K
separdvel que estd contida em L. Pela hipdtese, Ly # L, assim char(K) = p > 0 e
(L : Lo) = p® para algum s > 0. Seja o € L, pelo lema 3.1.1

TI'L/K(OZ) = —[L . K(O&)] cAp—_1,

onde a,_1 € o coeficiente do termo y"! de f = ming(a). Se a € Ly, entao p|[L : K ()],
assim Trp (o) = 0 em K. Se o € L\ Ly, entao f(y) = g(y*) para algum g € Kly],
assim, o coeficiente a,_1 = 0 e consequentemente TrL/K(a) = 0. Portanto, dada a base

{a1,...,an} para L sobre K, concluimos Tyq,... .} = (0). [ |

Seja A um dominio integralmente fechado com corpo de fragoes K. Sejam L|K um
extensao finita de grau n e B o fecho integral de A em L. Tome ay,...,qa, € L, o

discriminante da n—upla (a4, ..., a,) é definida como o elemento:
disc(au, ..., ap) = det(Tia,,. an})-

Se ai,...,a, € B, entdo o;a; € B para todo 4,j e assim Trp/x(ova;) € A Em
particular, se {aq, ..., a,} é uma base integral, entao disc(ay, ..., a,) € A e sua imagem
em K*/(K=x)? é igual ao discriminante da forma do trago Tr : L x L — K. Quando
L=K(a), a € Be f=ming(a), pelas proposigoes 3.2.1 e 3.2.2:

n(n—1)

Fato 3.2.1 disc(1,a,...,a" ') = (=1)" = disc(f).
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Essa descricao do discriminante de um polindmio pode ser usada para dar a seguinte

condicao suficiente para B = Ala].

Lema 3.2.1 Sejam A um dominio principal, K seu corpo de frag¢oes e L|K extensdo
separdvel de graun. Sejam B o fecho integral de A em L e {by,...,b,} uma base integral.
Se o disc(by,...,b,) € um elemento livre de quadrados de A, entdo {by,...,b,} € uma
base para B sobre A. Em particular, sejam o« € B com L = K(«a) e f = ming(«a). Se
disc(f) for um elemento livre de quadrados de A, entio B = Ala].

Demonstracao: Como por hipotese A € um dominio principal, B € um A—mddulo livre

de posto n. Seja {cy,...,cn,} uma base para 0 A—mddulo B. Escreva b; = Z?Zl VijCjs COM
vij € A para todo 1 <4, j < n. Seja d = det((7Vij)1<ij<n) € A. Entao,

disc(by, ..., by) = d*disc(cy, - . ., ¢p).

Uma vez que disc(cq, ..., c,) € A, edisc(by, ..., b,) € livre de quadrados em A, concluimos

que d deve ser inversivel em A, assim, {b1,...,b,} € base para B sobre A. [ |

3.3 Ideal Discriminante

Agora, retornaremos a caracterizacao de ideals primos de A que ramificam em B, onde B
é o fecho integral de A em alguma extensao do seu corpo de fra¢ées. Primeiro provaremos

uma condi¢ao necessaria para um primo P de A se ramificar em B.

Definig¢ao 3.3.1 Sejam A dominio de Dedekind, K seu corpo de frag¢oes, LIK um
extensao finita e B o fecho integral de A em L. Denote por dgsa o ideal de B gerado
por elementos da forma f'(«), onde f = ming(a) e « € B tal que L = K(«a). Se a
extensao L|K ndo € simples, entao dpja := (0). O ideal dgsa € chamado o ideal diferente
de BJ/A. Seja 0p/a o0 ideal de A gerado por elementos da forma disc(f), onde f = ming («)
ea € B étal que L = K(o). Se a extensao L|K nao € simples, entio dg/a 1= (0).

E importante observar que estes ideais nao dependem da escolha do elemento primitivo.

Quando a extensao nao é separavel, estes ideais sao nulos.
Proposigao 3.3.1 Sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fracoes e B seu
fecho integral na extensao L|K finita e separdvel. Entdo

1. Se M € Max(B) ¢ ramificado sobre A, entio dg/a C M.
2. Se P € Max(A) ramifica em B, entdo dp/a C P.
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Em particular, existe uma quantidade finita de ideais maximais de A que ramifica em B.

Demonstragdo: 1- Como L|K € separdvel tome f € L tal que L = K(B), pela

proposi¢ao 1.1.3, B = «a/a para algum o € B e a € A. Portanto, L = K(«a). Seja
f =ming(«) € Aly]. Por L|K ser separdvel, f'(«) # 0. Portanto, existe uma quantidade
finita de ideais maximais de B que contém f'(«). Afirmamos que se M € ideal mazimal de
B que nao contém f'(«), entdo M ndo ramifica sobre A. Seja N := MNA[a] e P := MNA.
Sejam My, ..., My os ideais obtidos na proposi¢io 2.3.1. Entio PAla) DO M --- M.
Sem perda de generalidade, podemos supor N = M. Uma vez que f'(a) € N, a proposi¢do
2.5.1 garante que e; = 1 e que a extensao Ala]/N € separdvel sobre A/P. Para finalizar a
demonstracio deste item, mostraremos que ex;/p = 1 e que B/M € separdvel sobre A/P,
para isto, basta mostrar que Ala]y = Bys. De fato, como e; = 1, pela proposi¢ao 2.5.1,
Ala]y é um dominio de ideais principais. Como Ala]y e By possuem o mesmo corpo de

fragoes e NAla]y € M By, pelo sequinte fato:

Fato 3.3.1 Sejam R um dominio local de ideais principais com corpo de fragoes K e
S um dominio local com R C S C K. Sejam Mg e Mg os ideais maximais de R e S
respectivamente. Se Mp C Mg, entao R =S (veja [6], pdg. 71).

Concluimos que Ala]y = Byy. Utilizando esta igualdade e o lema 2.2.2,

Portanto, B/M € separdvel sobre A/ P. Seque da proposi¢cao 2.5.1 que PA[a|y = NA|a]y.
Logo, PBy = MBy e eyyp = 1. Portanto, quando dpja & M, entao M ndo estd

ramificado sobre A.

2- Seja P um ideal mazimal de A que ramifica em B. Por definicao, existem um ideal
mazimal M de B que contém P e que estd ramificado sobre A. Portanto, M 2 dp/a. Pela
proposicao 3.1.1, se L = K(a), entio Normp x(f'(a)) = disc(f). Uma vez que a norma

dos elementos M pertencem a P, concluimos dp/4a C P. n

Definicao 3.3.2 Seja A um dominio integralmente fechado com corpo de fragcoes K. Seja
L|K um extensao de grau n. Seja B o fecho integral de A em L. O ideal discriminante
Ap/a €0 ideal de A gerado por elementos da forma disc(by, ..., by,), onde {b1,...,b,} € B
¢ base de L|K.

Observe que o ideal dp/4 ¢ um ideal de A gerado por elementos da forma
disc(1,a,...,a™ 1), onde @ € B e L = K(a). E claro que 0g/a € Apja. Quando
B = Ala] para algum o € B e f = ming(«), entdo dga = Apja = disc(f)A. Em
geral, Ag/a = disc(ay,...,0n)A, onde {a1,...,a,} é base para B sobre A.
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Exemplo 3.3.1 Suponha que n é um inteiro par tal que 27n? + 18n% — 1 € livre de
quadrado. Seja o« uma raiz de f(n,y) = y> —y?> —ny — n3. Seja {1,a,n*/a} uma base

para Og(a) sobre Z. Portanto,
Aoy .,z = disc(1, a,n’ /)2 = (27n® + 18n* — 1)Z.
Tome w = a + ba + cn? /o € Og(a),
disc(1,w,...,w" ") = [(b* — ¢*)n — be(b + ¢))*disc(1, o, n? /).
Como 2|n, 2|(b*> — ¢)n — be(b + ¢), portanto
004(a) /2 & <4>AO@(a>/Z C (2).

Observe que 2 1 2Tn?* + 18n? — 1, portanto Aoy /z L (2). Seque do teorema abaizo que
0 ideal (2), que divide o, /z, nao ramifica em Oga). O ideal (2) € portanto um ideal

primo nao importante da extensio Q(«)/Q.

Teorema 3.3.1 Sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragoes e B o fecho
integral de A numa extensao finita L|K. Suponha B finitamente gerado como A—mddulo.

Entao P € Max(A) ramifica em B se, e somente se, Apja C P.

Para a demonstracao veja [6], pdgina 145.

3.4 Aplicacao Norma em Ideais

Nesta se¢ao introduziremos o conceito de norma-ideal de um ideal. Este conceito nao
esta diretamente ligado com as propriedades de ramificagao estudadas neste capitulo, mas
introduziremos este conceito aqui pois é uma generalizagao natural do conceito de norma
de um elemento introduzida na secao 3.1. O conceito de norma-ideal ir4 desempenhar

um papel fundamental no capitulo 4.

Seja A um dominio de Dedekind com corpo de fragoes K. Sejam L|K extensao de grau
n e B o fecho integral de A em L. Suponha B finitamente gerado como A—mddulo.
Denotaremos por (A, K, B, L) a quadrupla tal que A, K, B e L sdo como acima. Relembre
que na segao 3.1, definimos a aplicagdo norma associada a L| K. Nosso objetivo nesta se¢ao

é definir a aplicacao:

Npja : Ip = {ideais de B} — I, := {ideais de A}
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tal que, quando L|K for separdvel, entao, para todo « € B,

Npa(aB) = Normyp, /i (o) A.

Para motivar a definicio de Nps4, suponha L|K Galois com grupo de Galois
G = {o1,...,0,}. Pelo lema 3.1.2, Normp k(o) = ][}, 0i(a). Esta expressao para

Normy,/x (cr) sugere a seguinte definicao:

Npa(I) := (H ai(1)> NA.

Veremos a seguir que esta é, de fato, uma boa defini¢ao quando L|K é Galois.

Lema 3.4.1 Sejam (A, K, B, L) como definido anteriormente e J < A. Entdao J = JBN
A. Além disso, a aplicagdo ip/a : 1o — Ip, que J — JB, € injetiva.
Demonstragao: Veja [6], pagina 150.

Proposicao 3.4.1 Sejam L|K de Galois e o € B. Entio Np/a(aB) = Normyp, i (o) A.
Demonstragao: Pela definicao de Npja(I) dada acima,

Npa(aB) = ([[iyoi(@)B)N A = ([T, 0i(e))BNA
= Normy/k(a)BNA
= Normp,x(a)A.

Lema 3.4.2 Seja (A, K,B,L) com LK Galois. Sejam P € Max(B) e P := P N A.
Entdo Np/a(B) = Phw/e.
Demonstragdo: Observamos em 2.6.1 que [], ., 0(B) = (PB)’. Logo,

Np/a(P) = (H o<m>> NA=(PHBnA"" =4 Pl

ceG

Proposicao 3.4.2 Seja (A, K, B, L) com LIK Galois. Seja I =*B7* -+ B um produto
de ideais mazimais de B. Entao Np/a(I) = [[;_; Np/a(B:)*. Em particular, para todo
I, J e IB, NB/A(IJ) = NB/A(I) . NB/A(J)

Demonstracao: Seja Jp = {j|B; N A= P}. Vamos reescrever I do sequinte modo:

- (1)

PeMax(A) \jeJp
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Tome vp := > a; fop,/p- Entdo

JjETP

[[en= I @B
i=1 PeMax(A)
Uma vez que PB € coprimo com QB se P e () sao ideais maximais distintos de A,

(HPEMax(A) (PB)UP> nA = (ﬂPEMaX(A) PUPB> nA
- mPEMax(A)(PvPB N A)

lema 3.4.1 ”
= mPeMax(A) per
= HPEMaX(A) per
lema 8.4.2 r @
= Hi:l NB/A(mi) ‘.
Portanto, Ngja(I) :== (II;_; os(I)) N A =T]'_; Normp 4 (B;)“. |

Para as extensoes nao Galoisianas, utilizaremos as propriedades obtidas na proposicao

3.4.2 para definir a aplicacao norma ideal.

Definigao 3.4.1 Seja (A, K, B, L) como no comego da se¢io. Quando L|K nao é Galois,

defina a aplicacao norma-ideal Np 4 : Ip — I4 por:
1. Se B € Max(B), entdo Np/a(R) := (P N A)/w/pna,

2. Npja(Bit -+ B77) = [Li2y Npa(PBi)™.
8. Por fim, Ngja(B) := A e Ng/a((0)) = (0).

A aplicacao Npsa : Ip — I definida acima é claramente multiplicativa. Quando nao

causar confusao chamaremos a aplicagao norma-ideal simplesmente por aplicagao norma.

Lema 3.4.3 Seja (A, K, B, L). A composi¢io Np/aoig/a : 1o — 14, € dada por P — P™.
Demonstragdo: E ficil de ver que (Npraoipsa)((0)) = (0). Uma vez que ambos Np/a

e ig/a sao aplicagoes multiplicativas, basta mostrar o lema para P € Max(A). Escreva
ip/a(P)=PB=1T][,_,B;". Entdo

(Np/a ©i5/a)(P) = Npja(PB) = [ [ Npja (i) = priz e = pr.
=1

Lema 3.4.4 Sejam M|L e L|K extensoes finitas. Sejam A um dominio de Dedekind com

corpo de fracoes K e B (respectivamente C') o fecho integral de A em L (respectivamente,
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em M ). Suponha que B e C' sao A—mddulos finitamente gerados. Entdo Ncya = Npjao
Ne¢ys.

Demonstracao: Como as aplicagoes norma sao multiplicativas, basta mostrar que para
todo P € Max(C), Ne/a(B) = Npja(Ney/s(B)). Sejam Pp := PN B e Pa = PN A.
Pela definicao da norma, Neja(B) = ﬁn/m e Npja(Neyp(B)) = ;Bim/%fm/m. O lema

seque imediatamente da multiplicidade de grau residual. [ |

Proposicao 3.4.3 Seja (A, K,B,L). Entio para todo o € B, Normp/k(a)A =
NB/A(CYB).

Demonstragdo: Provaremos esta proposicao para o caso em que L|K € separdvel. Seja
MI|L um extensao de Galois de L tal que M|K seja de Galois também. Sejam C' o fecho
integral de A em L e a € B, entdo

lema 3.4.
NC/A<OéC) :344 NB/A(NC/B(O‘C))
lema:f?.4.3 NB/A((OCB)[M:L]>
= Np/a(aB)M:H,

Analogamente, usando a transitividade da norma, para todo o € B,

Normyy/ k(@) = Normy, /g (Normyy, 1 () = Normyp, g (o) = Normy /g () M.
Como M|K ¢ Galois, pela proposi¢io 3.4.1, Neja(aC) = Normy i (a)A. Portanto,
concluimos

Npa(aB)ME = (Normy k(o) A) P,

Uma vez que A tem a propriedade de fatoragao tnica de ideats, seque Bpja(aB) =
Normy k(o) A. [

Observagao 3.4.1 Sejam (A, K,B,L) como no comego da se¢ao, o« € B tal que
L = K(a) e f = ming(a) € Aly]. Pela proposicio 3.1.1, Normp x(f'(a)) =
disc(f). Quando B nao € simples sobre A, uma afirmagdo andloga pode ser feita
para ideais: Npsa(dp/a) = Apja. Esta igualdade € provado, por exemplo em [7],
pdgina 212. A igualdade NB/A(dB/A) = Ap/a junto com o exemplo 3.3.1 mostram
que, dado um ideal I = (x1,...,2,) de B nao € verdade, em geral, que Np/a(I) =

(Normy /g (1), ..., Normp /g (2,)).
Citaremos agora sem provar o seguinte teorema que pode ser encontrado em [7], 71.

Teorema 3.4.1 Seja (A, K, B,L) com L|K separdvel. Sejam M € Max(B) e P :=
M N A. Suponha B/M separdvel sobre A/ P. Entdo ordy(dgja) = eyyp — 1, ocorrendo a

igualdade se, e somente se, ey/p € a caracteristica de A/ P sao relativamente primos.
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Usando o fato que Ng/a(dpja) = Apa,

ordp(Apsa) = Do y-p fuyelenyp —1)
= n— ZMDP fuyp

Tome A = Z e P = (p) com p > n. Uma vez que ey/p < n, (ey/p,p) = 1. E segue do

teorema 3.4.1 que
OI'dP(AB/A) =n — Z fM/p < n — 1.

MDP



CAPITULO

4

Grupo de Classe de Ideais

Neste capitulo, associaremos a um dominio de Dedekind A um grupo abeliano, chamado
grupo de classe de ideais, do C1(A). Do ponto de vista algébrico, este grupo é importante
pois ele mede o quanto falta para o anel A ser um dominio de ideais principais.
Grosseiramente falando, o grupo CI(A) é construido considerando primeiramente o
conjunto de ideais nao nulos de A e entao jogando fora deste conjunto os ideais que
sao principais. Também pode-se dar uma motivacao geométrica para considerar o grupo
Cl(A) quando A é um anel de fungdes de uma curva sobre C. Neste caso os elementos de
ordem finita de Cl(A) s@o relacionados com espagos de cobertura da curva e assim, sao
relacionados com seu grupo fundamental, um importante invariante topoldgico associado
a uma curva. Este conceito foi introduzido pela primeira vez por Kummer no caso de
anéis ciclotomicos nos meados do século XIX, enquanto trabalhava sobre o tltimo teorema

de Fermat.

O resultado principal a ser estudado é sobre a finitude deste grupo em alguns casos
particulares: quando A é o fecho integral de Z numa extensao de Q ou A é da forma

klx,y]/(f), onde k é um corpo finito.

O conceito de grupo de classe é de natureza muito diferente dos conceitos de fatoracao
de ideais e ramificagao discutidos anteriormente. Estes conceitos sao de natureza local,
por exemplo para fatoracao completa de um ideal I em um dominio de Dedekind A é
suficiente saber a fatoracao de I em cada localizacao Ap de A, com P ideal maximal.
O conceito de grupo de classe por outro lado, é um conceito global. Cada localizagao
Ap é um dominio de ideal principais e, assim, veremos que seu grupo de classe Cl(Ap) é
trivial. Portanto, nenhuma informacao do grupo de classe de A pode ser retirada a partir

do conhecimento do grupo de classe de cada localizacao.

89
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Seja A um dominio. O conjunto M(A) consistindo de todos os ideais nao nulos de
A munido de multiplicacao de ideais é um monoide abeliano. Cujo elemento neutro é
(1) = A. Este monoide é um grupo apenas quando A é corpo. O objetivo é associar outro
monoide a M(A) que seja um grupo. Mais precisamente, associaremos um monoide a
M(A) que serd um grupo quando A for dominio de Dedekind. Seja P(A) o conjunto
dos ideais principais nao nulos de A. Claramente P(A) é um submonoide de M(A), além
disso, A é dominio principal se, e sé se, P(A) = M(A). Se M(A) fosse grupo, P(A) seria
um subgrupo e faria sentido considerar o quociente M(A)/P(A) para mensurar o quao
perto o anel A estd de ser um dominio de ideais principais. Uma vez que M(A) nao é
um grupo em geral, mediremos o quao perto o anel A esta de ser um dominio principal

com um quociente de M(A) por uma rela¢ao de equivaléncia definida por P(A).

Definicao 4.0.2 Seja M um monoide com elemento neutro 1. Uma relacao de
congruéncia em M € uma relagao de equivaléncia ~ tal que, para todo a,a’,b,b € M

coman~aea ~U,ad ~bl.

Dados um monoide M e uma relagao de congruéncia ~ em M, o conjunto quociente

M := M/ ~ munido da seguinte operacdo possui estrutura de um monoide:

N

XM —
([a],[b]) +— [ab].
Um exemplo de uma relacao de congruéncia num monoide é dado da seguinte forma:

Sejam M um monoide comutativo e P um submonoide de M. Dados a,b € M, defina

a ~ b se, e somente se, existem «, § € P tais que aa = b. Em particular:

Definicao 4.0.3 Seja A um dominio comutativo. Considere a sequinte rela¢ao no
monoide M(A) :
I ~J< Ja,p€ A\ {0}, (a)I={(5)J.

Observe que ~ é uma relagdo de equivaléncia associada ao submonoide P(A) de M(A)

e assim uma relagdo de congruéncia em M(A). Denotamos o monoide M(A)/ ~ por

CI(A).

Quando A é um dominio de Dedekind, C1(A) é um grupo cujo elemento neutro é a classe
de (1). De fato, para mostrar que CI(A) é um grupo, falta mostrar que todo elemento
possui um inverso. Considere I € M(A),I # A. Seja a € I, # 0. Como vimos, todo
ideal nao trivial de A tem uma fatoracao tnica em produto de ideais maximais, logo
podemos escrever (a) = I.J para algum J € M(A). Portanto, I.J ~ (1), isto é, a classe

de J é o inverso da classe de I em CIl(A).
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Definig¢ao 4.0.4 Seja A um dominio de Dedekind. O grupo C1(A) é chamado do grupo
de classe ideal de A.

O préximo resultado mostra que a reciproca é verdadeira. Isto é, a grandeza deste grupo

pode ser usando para saber o quanto um dominio nao é principal.

Lema 4.0.5 Seja A um dominio comutativo. Entiao C1(A) € trivial se, e somente se, A
¢ um dominio de ideais principais.

Demonstragdao: Suponha CI(A) = {(1)}. Seja 0 # 1 Q A, entio existem a,b € A\ {0}
tais que (a)l = (b). Em particular, b = ac para algum c € I. Afirmamos que I = (c). De

fato, se x € I, entao ax = bd para algum d € A, ou, a(x — cd) = 0, como A € dominio
seque que © = cd € (c). A reciproca € imediata, basta observar que todo ideal principal é

equivalente a (1). |

Um monomorfismo de anéis ¢ : A — B induz a aplicagao natural de monoides:

om: M(A) — M(B)
I — o()B.

Sejam I,J € M(A). Se al = J, entao p(a)p(I)B = ¢(5)¢(J)B. Em particular, ¢

induz a aplicacao:

om:  Cl(A) — Cl(B)
classe de I +—— classe de p(I)B.

Quando A C B, denotamos esta aplicagao simplesmente por ig/4 : CI(A) — CI(B).

Seja A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragoes, L|K uma extensao finita e
separavel e B o fecho integral de A em L. Considere a aplicacao norma-ideal como em

3.4.1:
I — NB/A([).

Sejam I, J € M(B), se al = J, entao pela proposicao 3.4.3,
Npja(al) = Npjx(a)Npja(I) = Npja(BJ) = Ni/k(B)Npja(J).

Ou seja, Ngja(I) ~ Npja(J) em M(A). Portanto a aplicacdo norma-ideal Ng/4 induz a

aplicagao natural de grupos abelianos

Npa: CI(B) —  Cl(A)
1] — [Npa(D)).
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O lema 3.4.3 garante que a composicao Np/a0ig/a : CI(A) — CI(A) é aplicagao n—ésima

poténcia em CI(A).

4.1 Anéis com Quocientes Finitos

Definicao 4.1.1 Diremos que um dominio de Dedekind A possui quocientes finitos se,

para todo P € Max(A), o corpo residual A/ P é um corpo finito.

Definicao 4.1.2 Seja A um dominio de Dedekind com quocientes finitos. Definimos a
norma de um ideal I # 0 por ||I||4 := cardinalidade de A/I.

Observe que ||I]|la =1 se, e s6 se, [ = A, e também, a priori, ||||4 pode ser infinito. A

seguir, apos fazer algum exemplos, estudaremos a finitude de ||7]| 4.

Exemplo 4.1.1 Seja I = (a) < Z,a # 0. Entao ||I||z := |Z/aZ| = |a|. Em particular,
dado X\ € RT, existe uma quantidade finita de ideais I <7 tal que ||I]|z < .

Exemplo 4.1.2 O anel A = k[x], onde k é um corpo finito com q = p" elementos, possui
quocientes finitos. Seja I = (g(x)) # (0). Entao

1 ||kga) = |K[2]/(g(2))| = 2=

De fato, k[z]/{g(x)) é um k—espago vetorial de dimensio deg(g). Dado A € R, existe
uma quantidade finita de ideais I em k[z] tal que |1k < A, pois existem no mdzimo

g\ polinémios em k[z] de grau menor ou igual a log(\)/log(q).

O proximo lema é um resultado de algebra comutativa que nos sera util, por nao ser

enfoque do trabalho nao serd demonstrado aqui.

Lema 4.1.1 Sejam A um dominio de Dedekind e P € Max(A). Entao para todo n € N,
0s A—mddulos P"~'/P" e A/P sao isomorfos. Em particular, se A/P é finito, entdo
A/P" é finito e |A/P"| = |A/P|".

Demonstragao: Veja [6], pdgina 161.

Lema 4.1.2 Sejam A um dominio de Dedekind com quocientes finitos e I < A. Entao
II]|a € N e a aplicacao || - ||a : M(A) — N € multiplicativa.

Demonstragao: Seja [ := P ---P% < A nao nulo. Pela hipdtese, os quocientes
A/P;i=1,...,r, sao finitos. Utilizando o isomorfismo A/1 = A/P"* X ---x A/P% ¢ o

lema 4.1.1, concluimos ||I||4 :==T[_, |1 Bi||%- [
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Proposicao 4.1.1 Seja A um dominio de Dedekind com quocientes finitos, K seu corpo
de fragoes e L|K um extensao finita. Suponha o fecho integral B de A em L um A—mddulo
finitamente gerado. Entao B é um dominio de Dedekind com quocientes finitos. Além
disso, se 0 # 1 < B, entao ||I||p = ||Np/a(1)]|a-

Demonstracao: A primeira parte foi demonstrada no primeiro capitulo. Sejam M &€
Max(B) e P := M N A. Entao B/M € um (A/P)—espaco vetorial de dimensdio fu/p.
Portanto, B/M € um corpo finito e

IM|p = |B/M| = |A/P[fure = || PTure|| s = || Npja(M)]|.a.
Pela multiplicatividade de Np/a, para todo ideal I < B, ||I||p = [|[Np/a(I)]|a- [

Deixemos agora a teoria de anéis com quocientes finitas um pouco de lado e nos
concentraremos em dois casos muito importantes: Nos préximos trés lemas, A denotara Z
ou k[z], com k corpo finito. Denotaremos por L uma extensao finita do corpo de fragdes
K de A, e B o fecho integral de A em L. Além disso, vamos supor que B é um A—mddulo

finitamente gerado e, portanto, pela proposicao 4.1.1, B terd quocientes finitos.

Lema 4.1.3 Dado A € R", existe uma quantidade finita de ideais I de B com ||I]|p < .

Demonstragdo: Uma vez que a funcao || - || € multiplicativa e positiva, para provar

este lema, basta mostrar que existe uma quantidade finita de ideal maximais M tais que
IM||g < A Como um ideal mazimal de A estd contido numa quantidade finita de ideais

maximais de B, e por
f
M| = [[M AL 2 |M 0 A4,

¢ suficiente mostrar que dado A € R™, existe uma quantidade finita de ideais mazimais
P de A com ||P|la < A\. Mas como A =17 ou A =F,[x], a dltima condi¢io é claramente

satisfeita, veja o exemplo 4.1.1. [ |
Observagao 4.1.1 O lema 4.1.3 vale para B um anel Noetheriano, veja [4], pagina 15.
Lema 4.1.4 O grupo CI(B) € finito se, e somente se, ezriste A € R, dependendo de B,

tal que cada classe ideal de B contém um ideal I com ||I||p < .

Demonstragdo: Suponha o grupo Cl(B) = {C4,...,Cr} finito. Tome I; um ideal na

classe C; e considere \ := max{||lL;||z,i = 1,...,}. Reciprocamente, pelo lema 4.1.3,
existe uma quantidade finita de ideais I de B tal que ||I||g < \. Assim, como toda classe

ideal de B contém um ideal I desta forma, concluimos que C1(B) € finito. [
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Lema 4.1.5 Seja A € RT. Toda classe ideal de B contém um ideal com |I||g < A se
cada ideal nao nulo J de B contém um elemento a com |[{a)||p < A||J]|5-

Demonstracao: Seja C # (1) um classe ideal de B. Fize J um ideal na classe C~1.

Seja o € J tal que ||{a)||p < A||J]|g. Como v € J, podemos escrever (o) = I.J, para
algum ideal I de A. Assim, I € C e a desigualdade ||I.J||p = |[{(e)|ls < A||J||s mostra
que |I||p < A |

Teorema 4.1.1 Seja A =7 ou A = kx|, com k um corpo finito. Sejam L uma extensao
separdvel de grau n do corpo de fracoes K de A, e B o fecho integral de A em L. Entao,
existe X € RT, dependendo somente de B, tal que todo ideal ndo nulo I de B contém um
elemento nao nulo a com ||[{a)||p < A|I||g. Em particular, o grupo de classe ideal de B
¢ finito.

Demonstracao: Quando A = 7 observe que B € livre de posto finito. Assim, tome

{ai,...,a,} uma base para B sobre A e oy,...,0, 0os monomorfismos de L em C. Seja
v T (3 o).
i=1 \j=1

Mostraremos que todo ideal I nao nulo de B contém um elemento nao nulo o tal que

{a) || < Al|I||g- Sejam I < B e m o inico inteiro positivo tal que
m® < Ml < (m+ 1)

Considere o segquinte conjunto de (m —+ 1) elementos distintos de B :

{ijaj|mj€Z e Oémjém,ijl,...,n}.

Jj=1

Como (m + 1)" > ||I||p = |B/1|, existem dois elementos distintos do conjunto anterior
que sao congruentes modulo I. Tomando a diferenca desses dois elementos, obtemos um

elemento nao nulo de I da forma

n
= E mjo; comm; € Z e |m;| <m,Vi=1,... n.
=1
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Entao

n

laBlls =[|Np/a(aB)|la = [Notmyxe(a)| = [ ] loi()]

i=1

< (Z'ijUi(ij”)

i=1 \j=1

<m"[ ] (Z !Ui(oéj)l)
i=1 \j=1

<A |5

Isto conclui a prova do teorema quando A = Z. Para o caso em que A = klx], veja 4.4.
[

Para o caso em que A = k[x] precisamos de alguns outros conceitos que introduziremos

nas duas préximas secoes. A prova é dada em 4.4.

Definigao 4.1.3 Seja K um corpo de nimeros. A ordem do grupo de classe ideal Cl(Ok)

¢ chamado de ntimero de classe de K e é denotado por hg.

Definicao 4.1.4 Dados um corpo de niumeros K e o : K — C um monomorfismo.
Defina 7 : K — C, com © — o(x) a conjugagcio complexa do monomorfismo o. Se
o = o diremos que o € um monomorfismo real, caso contrdario diremos que o € um

monomorfismo complexo.

Sejam 7; a quantidade de monomorfismos reais e r, a quantidade de pares de
monomorfismos complexos (0,7) de K em C. Segue da definigao anterior que [K : Q] =
r + 27’2.

Seja Ok um anel dos inteiros algébricos, para descrever o grupo Cl(Og) é importante
obter cotas superiores precisas para A € RT encontrado no teorema 4.1.1. O préximo
teorema, devido a Minkowski, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [3], pagina

136, apresenta uma cota muito boa para .

Teorema 4.1.2 Seja K um corpo de numeros de grau n. Seja dix o gerador positivo do

ideal discriminante Ao, /7. Entao toda classe de ideais de O contém um ideal I tal que
n! 4.
Tlow < ™ Cy* V.

Segue deste teorema o importante corolario:
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Corolario 4.1.1 Seja K um corpo de numeros. Entao existe um primo p € Z tal que

(p) ramifica em Of.
Demonstragao: Seja [K : Q] = n. Pelo teorema 4.1.2,

n! 4 n! 4
di = —(=)"||{1 = —(=)".
Va2 e, = 2 C)

™

Assim, se n > 2, dig > 1. Logo, pelo teorema 3.3.1, todo primo p que divide dyx ramifica
em Ok. [ |

4.2 Valor Absoluto e Valorizacoes

Definicao 4.2.1 Seja L um corpo. A aplicagao | -| : L — Rsy é chamada um valor
absoluto de L se:

1. |z =02 =0.

2. |zy| = |zlly|,Va,y € L.

3. |x+y| <l|z|+ |y|, Yo,y € L.

A condicao 3 € usualmente referida como desigualdade triangular.

Seja L é um corpo. Podemos definir um valor absoluto trivial considerando que x — 1 se
x #0e0+— 0. Se existe 0 monomorfismo de L em R(C respectivamente) entdo podemos
induzir em L de maneira natural um valor absoluto dado pelo valor absoluto usual de

R(C respectivamente).

Definicao 4.2.2 Seja L um corpo. Uma valorizagao de L é um aplicacdo v : L* — 7 tal

que:

1. v(zy) =v(x) +v(y),Vo,y € L*(i.€, v € um homomorfismo de grupos).
2. v(z +y) = min(v(z),v(y)),Va,y € L*.

Estendemos v para L considerando v(0) := +o0.

Observacao 4.2.1 Em geral, dado um grupo abeliano totalmente ordenado I', uma
aplicagcao v : L* — T satisfazendo as propriedades 1 e 2 da definicdo 4.2.2 é chamada de

uma valorizacao de L. Quando I' = Z, a valorizacao € chamada de valorizacao discreta.

Observagao 4.2.2 Sejam v : L* — 7Z uma valorizacdo discreta e n € N. A aplica¢do
nv : L* — Z, dada por x — nv(x), € também um valorizacdo discreta. Analogamente,
para cada v € Rsg, a aplicagao rv : L* — R € uma valorizacao de L no sentido da

observacao 4.2.1.
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O proximo lema estabelece uma correspondéncia entre os conjuntos de valorizacoes e

valores absolutos definidos sobre um corpo.

Lema 4.2.1 Sejam e € Ry e v uma valorizagao de L. Defina

| . |U LY — R>0
x — |z, = ev@),

Considere 0|, = 0. Entdo a aplicagdo |- |, é um valor absoluto de L.

Demonstragao: Como foi definida, |- |, satisfaz as trés condi¢oes da defini¢ao 4.2.1,

logo € valor absoluto. [ |

Exemplo 4.2.1 (Valorizagoes P-ddicas). Sejam A um dominio de Dedekind e K seu
corpo de fragoes. Seja P € Max(A). Associamos a P uma valoriza¢do sobrejetiva vp :

K* — Z como seque: se x € A, escreva a fatoragao do ideal (x) como

(2):= [ Mo,

MeMax(A)

Defina vp(x) := ordp(z). Se x = a/b, com a,b € A, entao
vp(x) :=vp(a) — vp(b).

E fdacil de verificar que vp € um wvalorizacao de K. A wvalorizacdo vp € sobrejetiva se
P\ P? #(. Observe que vp(x) >0, sex € A evp(z) =0 se, e s6 se, v & P.

Fato 4.2.1 Se P e Q) sdao dois ideais maximais distintos de A, entdo as valorizagoes
sobrejetivas vp e vg sao distintas. De fato, seja v € P\ (PN Q), entao vg(x) = 0

enquanto vp(x) > 0.

Quando A tem quocientes finito, definimos o valor absoluto padrao |- |p associado a vp

como seque:
| . |p K — R>0
x — |z|p:= |A/P|7P@® sex #£0,

e |0lp = 0. Aqui |A/P| denota a cardinalidade do corpo A/ P, o qual € finito pois A tem

quocientes finitos.

Sejam L um extensao finita de K e B o fecho integral de A em L. Suponha B um

A—mddulo finitamente gerado. Uma vez que B é um dominio de Dedekind, podemos
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associar a cada ideal maximal B de B a valorizagao vy : L* — Z. Quando A tem

quocientes finitos, B também tem, assim associamos a vy um valor absoluto | - |y :

gL — Ry
v [olpi= BT, sex £0,

e |0ly = 0. O wvalor absoluto | - | € o que chamamos anteriormente de valor absoluto
padrao de L associado a *P. Quando o dominio B € considerado independentemente do
dominio A, entdo esse valor absoluto | - |g € certamente o mais importante valor absoluto
associado a*B. Porém, quando B € considerado como uma extensdo de A, entdo |-|g tem
uma grande desvantagem: ele nao pode estender-se a wm valor absoluto |- |p de K, isto
€, os valores de |x|p e |x|y podem ser diferentes quando x € K. Isto explica o porqué é
mais conveniente, quando B ¢ obtido como uma extensdo de A, associar a vy um valor
absoluto diferente. Sejam P :=PNA e PB = HWP SPer/P. Defina

|'|q31 L — H@}g
v (@)
2l o= [ A/P|%/7  se.x £ 0;

0 sex =0.

X —

Fato 4.2.2 O walos absoluto | - | de L estende-se ao valor absoluto |- |p de K: para
todo x € K, |z|p = |z|p. De fato, se x € K, entao vy(x) = eq/pvp(x) e assim este fato

seque diretamente das defini¢oes.

Por fim, note que
|-l = (] )i Pwre,
Para simplificar nossa notagao, seja nyg/p == eqp/p - fop/p-

Lema 4.2.2 Sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragoes, L|K uma
extensao finita e B o fecho integral de A em L tal que visto como A—modulo € finitamente

gerado. Entao

1. prnm/p = [L : K]

2. Seja x € B. Entao vp(Normp i (x)) = > g p fp/pvp(2).

3. Suponha que A tenha quocientes finitos. Sejam x € L e |-|p o valor absoluto padrao
nyg/p

associado a P € Max(A). Entao [Normp,k(z)[p = [y p 2]y

Demonstracao: 1- Seque do teorema 2.2.1.

2- Escreva

«B:= [] [(]]®*"

PeMax(A) \B|P
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Por definicao,
Npja(@B)= [ PEweters,
PeMax(A)

Como Npa(xB) = Normyp i (z)A (veja 3.4.8), seque o resultado.

3- Uma vez que valor absoluto e aplicacdo norma sao fungoes multiplicativas, € suficiente

provar para x € B. Seja x € B, usando a fatoragao de xB e a parte 2,

H |x|;§l§/P _ |A/P|fvp(NormL/K(ﬂc)) — |N01"H1L/K‘P;
B|P

que conclui a prova. [ |

4.3 Valor Absoluto Arquimediano e a Formula do Produto

Nesta secao, estudaremos os valores absolutos de um corpo K que nao sao obtidos a partir
de uma valorizagao (veja lema 4.2.1). Por defini¢do, qualquer valor absoluto satisfaz a
desigualdade triangular. Seja | - |, um valor absoluto associado a uma valorizagdo v de
K. Tal valor absoluto satisfaz uma desigualdade mais forte que a desigualdade triangular.

De fato, de

v(x +y) = min(v(x),v(y)), Yo,y € K,

concluimos
|7+ ylo < max(|zl,, [y/.), Yo,y € K. (4.1)

Definicao 4.3.1 Uma valor absoluto de K que satisfaz a desigualdade 4.1 € chamado de
um valor absoluto nao arquimediano. Caso contrario é chamado de um valor absoluto

arquimediano.

Exemplo 4.3.1 Seja K um subcorpo de C. Seja |- | o valor absoluto de K induzido pelo

valor absoluto usual de C. E facil de ver que |- | € um valor absoluto arquimediano de K.

Denotaremos por |-| 0 valor absoluto usual de Q. Seja L|Q um corpo de niimeros. Sejam
r1 o nimero de monomorfismos reais de L e 15 0 nimero de pares (0,) consistindo dos
monomorfismos complexos de L e seus conjugados. A cada monomorfismo o, associamos
o valor absoluto em L, |z|, := |o(z)|g se ¢ é um monomorfismo real e |z|, := |o(z)|c
se o0 é um monomorfismo complexo. Todos estes valores absolutos sao wvalores absolutos
arquimedianos de L. Cada um desse valores absolutos estende | - |, isto ¢, se x € Q,
entao |r|w = |z|, para todo o : L — C. A proposigdo a seguir mostra que os r; + 7o

valores absolutos arquimedianos definidos acima sao todos distintos.
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Proposicao 4.3.1 Seja L|Q um corpo de nimeros. Sejam o1, ...,0. 0 monomorfismos
reais de L € Op11,0m 41,y Oritry, Oribry 0S monomorfismos complexos de L. Sejam
€,Cly .y Criary € Rog. Entao existe x € L tal que

Gi—e< x|y, < +eVi=1,...,r + 1.

Em particular, os valores absolutos ||,, sdo todos distintos para i =1,... 11 + 79.

Demonstracao: Se o; é um monomorfismo complezo e x € L, entdo as partes reais

R(oj(x)) e imagindrias I(oj(x)) de o;(z) sdo:

R(oj(x)) = 3(o;+7;)(x),
L(oj(x)) = Fo;+7;)(x).

Considere a aplicagao p: L — R™, onde

,U,(l‘) = (0'1(.17), <oy Oy (ZE), R(UT1+1(ZE)),I(UT1+1($)), s 7R<0T1+T2 (ZE)),Z(O‘T1+T2 (ZE)))

FEsta aplicagao é claramente Q—linear. Seja {a1,...,a,} uma base para L sobre Q.
Afirmamos que o conjunto {u(ay),. .., u(a,)} € uma base para o R—espago vetorial R™.
Para mostrar esta afirmacao, € suficiente mostrar que o determinante da matriz N, cujas

colunas sao as transpostas dos vetores pu(a;),i =1,...,n é nao nulo. Uma vez que
det(N)? = (—1/2)™disc(ay, .. ., ay)

e{ay,...,a,} é uma base para L sobre Q, seu determinante é nao nulo e assim det(N) #

0. Em particular, uma vez que a aplicagao p é Q—linear, ela é injetiva.

Sejam (c1,...,c,) € R™ e |[(c1,...,¢)| == >0, cf)l/2 a norma usual do R™. Relembre
que um conjunto S C R™ é denso se, para todo r € R™ e todo € € Ry existe s € S tal que
lr — s|| < e. Assim, seque do fato de Q ser denso em R e do fato de {p(ar), ..., p(a,)}

ser uma base para R™ que o conjunto

u(L) = p(en)Q + - -+ + pu(,)Q

¢ denso em R™. Sejam cy,...,Cr1ry, € Ry € tome

Cri+1 Cri41 Critry CT1+7’2) c R"

'7C7"7 Y PARER Y
V2T V2 V2 V2

c:=(cy,..
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Seja € € Rog. Uma vez que p(L) € denso, existem qq,...,q, € Q tal que
1" aunlon) — el < /v
i=1

Seja x =" q;o;, seque que

1. Se oj € real, entdao
(Z gioj(a;) —¢;)? < €2/2.
i=1

Portanto, [|z|,, — ¢;| < |oj(x) —¢j] <.

2. Se oj € complexo, entao
Rio(x)) - 5/V2] < /VE e [T(0;(2)) — s/ V2] < e/ V2.

Portanto, |oj(z) — ¢;((1+i)/v2)|c < V2(¢/V2) e assim, ||z],, — ¢;| <.

Definigao 4.3.2 Seja L|Q um corpo de niumeros. Sejam Op o anel de inteiros de L e
V(L) o conjunto dos valores absolutos induzidos pelos monomorfismos de L junto com

todo valor absoluto ndo-arquimediano | - |p de L associado ao ideal mazimal B de Oy,

Dados dois valores absolutos w,v € V(L), diremos que w divide v e escreveremos w|v
se v é uma extensao de w. No caso de valores absolutos P—adicos, vale observar: se w

corresponde a | - |¢ e v corresponde a | - |, entdo w|v se, e s6 se, o ideal maximal P de
Oy, divide o ideal pOy.

Lembre da definicao de nsp,(,y dada em 4.2.1. A seguir faremos uma definicao andloga no
caso de valores absolutos arquimedianos. Seja | - |, um valor absoluto arquimediano de

L, pela construgao, | - |, estende | - |. Defina

1, se||w=1"ls, com o um monomorfismo real;
Ny oo *=
2, se ||y =1]"]|r com 7 um monomorfismo complexo.
Em geral, usaremos a notacao n,, para os inteiros definidos acima e no exemplo 4.2.1.

O lema a seguir é um resultado andlogo ao lema 4.2.2, para valores absolutos

aquimedianos.
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Lema 4.3.1 Seja L|Q um corpo de nimeros. Entao Y, 100 = [L 2 Q]. Além disso,

sex € L e|-|w 0 valor absoluto arquimediano de Q, entdo

Nommyjg(a)lw = [ |2l
v]oo;veV (L)

Demonstragao: A primeira afirmagdao seque diretamente da defini¢io de ny/o. Para a

sequnda igualdade, note que
Normg(z) = HOZ'(QS),VQZ € L.
i=1

Observe também que |z| = |z|c, para todo x € Q e |x|g = |z|c, para todo x € R.
Portanto,
INormyz k()| =|Normp,/k(z)|c

=[[le@lz- ] I@le F@le

o real (r,7)
T complexo

Tl T lel

o real (r,7)
T complexo

Com a notacao introduzida na definicao 4.3.2, os lemas 4.2.2 e 4.3.1 implicam que, dado
veV(Q)exe L,

Normpg(a)l, = [T  lalu.
w|v;weV (L)

Proposicao 4.3.2 (Férmula do produto para corpo de nimeros) Sejam L um corpo de
. * ~ Naw /v
nimeros e x € L*. Entdo [],cy gy [z[w”" = 1.

Demonstragdo: Primeiro observe que dado x € L*, |x|, # 1 para um namero finita de

v € V(L). De fato, escreva x = a/b com a,b € Or. Como o nimero de ideais mazimais
B de O que contém a ou b é finito, |z|p = |a]qg|b|q}1 # 1 para um ndmero finito de

ideais mazimais de Or. Se L = Q, escreva v = £]], primop”f’(a’), entdo |z|, = p~*@ e

|z]0o = prvp(‘”). Logo, [1,ev(q) |zlo = 1. No caso geral,

I l=h = 1 ( I1 |a;|’,j,w/v>: [T Normpg(z), = 1.

weV (L) veV(Q) wlv veV(Q)
weV (L)
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Observacao 4.3.1 Um wvalor absoluto num corpo L induz uma métrica. Diremos que
dois valores absolutos de L sao equivalentes se eles induzem a mesma topologia em L.
Se L é um corpo de nimeros, entao pode-se mostrar que o conjunto V(L) contém um e

somente um representante de cada classe de equivaléncia de valores absolutos de L.

4.4 Corpos de Funcoes

Nas duas ultimas secoes, formalizamos algumas ferramentas usadas na prova do teorema
4.1.1 para o caso de corpos de nimeros. O objetivo desta secao é provar o teorema 4.1.1
para o caso de corpos de fungoes sobre um corpo finito, que é similar ao caso de corpos de
nimeros. De fato, definiremos a seguir a valorizagdo v, de k(z) que é diferente de todas
as valorizagbes P—adicas associadas a um ideal maximal de k[z]. Iremos entao estender
essa valorizagao para uma extensao finita de k(z). Veremos ainda que tal extensao possui

um férmula do produto andloga a férmula do produto para os corpos de nimeros (4.3.2).
Sejam k um corpo e k(x) o corpo das fungbes racionais em uma variavel. Parar = f/g €
k(x)*, definimos o grau de r por deg(r) := deg(f)—deg(g) e por convencao deg(0) := +o0.

Dado h € k[x] monico e irredutivel, a valorizagao v, é dada pela valorizagao P—4&dica,
onde P = (h) € Max(k[z]). Uma valorizagdo que nao ¢é igual a nenhuma valorizacao

P—adica é v, definida por

E(x)\ {0} — Z
r —  —deg(f).

Fato 4.4.1 As valorizagio vp e vy sao distintas, onde P = (f) € Max(k[z]). De fato,
vp(f) =1 e vao(f) = —deg(f) < 0. Além disso, vg(f) =0, se Q) € Max(k[z]) e Q # P.

Quando k é um corpo finito com ¢ elementos, associamos a valorizagao v, de k(x) o valor
absoluto |f|ee := g V=) = gdeslh),

Lema 4.4.1 Seja k um corpo. Entao ve, = vp, onde P := (1/x)k[1/z] Q k[1/z].
Demonstragao: Considere a inclusao k[1/x] C k(1/x) = k(z). O anel l{;[l/x] € um

dominio de ideais principais com corpo de fragoes k(x). Seja f(x) = Zfe% a;x" € klz],

Adeg(f) 7 0. Uma vez que k(x) € o corpo de fragoes de k[1/x], podemos escrever f =

g(1/x)/h(1/x), onde g(1/x), h(1/x) € k[1/x] :

_ (1)~ des(f) deg(f) 1
f(QZ) = (;) 22’:0 T
Adeg(f) Fdeg(s)—1(3)+Fao(5)de)
(1)des(r) .
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E claro que (1/z) t Qaeg(f) + Ades(f)—1(1/2) + - -+ ag(1/z)98Y) em k[1/x]. Assim, seque da
definicao de valorizagao P—ddica (4.2.1) para a valorizagao vp associada a P := (1/x)

que

vp(f) == ordp(f) = Ordp(adeg(f) + Cldeg(f)—l(%) 44 ao(%)deg(f)) _ Ordp(<%)deg('f))
= —ordp((1/2)%8)) = —deg(f) = vao(f).

Portanto, vp = V. [ |

Para mostrar que | - | = | - |p, basta notar que k[1/z]/P = k. Portanto, quando
#k=q,|flp=q"D = [flx.

Seja L|k(x) um grau finito. Determinaremos o conjunto de valores absolutos {| - |;;i =
1,...,s} de L que estendem o valor absoluto |- | de k(z). Observe que pelo lema anterior
U € igual a valorizacdo vp, onde P := (1/x) € Max(k[l/z]). Assim, primeiramente
encontraremos as valorizagoes de L associadas a v... Estas valorizagoes existem mesmo
quando & nao é um corpo finito, como veremos a seguir. Seja B’ o fecho integral de k[1/x]
em L. Suponha B’ finitamente gerado como k[1/z]—modulo. Entao B’ é de Dedekind e

podemos fatorar o ideal (1/x)B’ em produto de ideais maximais
(1/2)B = P /7 opewa /P,

Seja vy, a valorizacao de L associada a ;. Quando k ¢ finito, B’ tem quocientes finitos.

Assim, denote por | - |, os valores absolutos associados a vg,,7 = 1,...,s. O fato 4.2.2
mostra que cada vamos absoluto |- |y, de L estende o valor absoluto |- |o = |- |p de k(z).
Seja

N, /p = Ni == exp,/p * [y, p-

Pelo teorema 2.2.1, > ng,p = [L : k(z)]. O lema 4.2.2 implica que para todo a €

B, |NormL/k(x)(OZ)|oo = Hf:l
distintas.

«

% O fato 4.2.1 mostra que as valorizacoes vy, sao todas

Fato 4.4.2 Sejam P € Max(B) ei € {1,...,s}. Entao vy, # vy. De fato,
(03) 4y = Ep/eprmial) * Vprntal € (VU )ly = Exa/P - VP
Seja f € k[x] um gerador de P N k[z]. Entao

Uqg(f) = ER/(Prkfz]) € Veg,pnre)) vy, (F) — deg(f) CEp /P < 0.

Defini¢ao 4.4.1 Sejam k um corpo finito e L|k(z) finita. Seja V(L) o conjunto

consistindo de todos os valores absolutos | - |y de L associados aos ideais mazimais P
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de B, e os valores absolutos | - |yq,,7 = 1,...,s que estendem o valor absoluto | - | de

Note que quando L é um extensdao finita de k(z) e k é um corpo finito, o conjunto V(L)
consiste inteiramente de valores absolutos que sao obtidos de valorizagoes de L. Quando
L é um corpo de ntimeros, o conjunto V(L) contém valores absolutos arquimedianos e

assim, nao consiste inteiramente de valores absolutos provenientes de valorizacoes.

Denotaremos um elemento de V(L) por | - |, ou simplesmente por w. Se |- |,, estende um

valor absoluto | - |, de k(z), diremos que w divide v e denotaremos w|v. Se | - |, = | - |y
para algum ‘B € Max(B), considere |- |, = | - |pnrfz] € Tw/o = Np/pnkf]- Analogamente, se
| |w =" |gp, para algum i = 1,...,s, entdo v = 00 € Ny, = Ngp,/p. Com essa notagao, o

lema 4.2.2 afirma que, para todo w € V(L) e para todo o € B,

|NOI‘II1L/]€(x) H | w/v.

wlv

Lema 4.4.2 (Férmula produto para Fy(z)) Seja f € Fo(z)*. Entio [ cy @,y [flo =1
Demonstragao: Veja [6], pdgina 177.

Proposicao 4.4.1 (Férmula produto para corpos de fungoes sobre corpos finitos) Sejam
k um corpo finito, L|k(zx) uma extensao finita e f € L*. Entdo Y ,cv | flw nwlv 1.

Demonstragao: Sejam B e B' os fechos integrais de k[z] e k[1/z] respectivamente.

Suponha que B e B’ sdo finitamente gerados como k[z| e k[1/x]|—modulo respectivamente.
FEsta hipdtese adicional vale em geral, o caso em que L|k(x) € separdvel (veja 1.3.1), o

caso geral € mostrado em 8. Seja f € L*, entao

> I H ( IT 1)

weV (L) veV(k(zx)) wlv
weV (L)
lema 4.2.2
= H INormp, /g (f)lo
veV (k(z))
lema:4.4.2L
[ |

Corolario 4.4.1 Seja |-|p,,7 =1,...,5 os valores absolutos de L que estendem |-|. Se
f € B\A{0}, entdo [[{f)|ls =T
Demonstracao: Seja f € B ndao nulo e considere a fatoracao fB = H M),

MeMax(B)
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Por definicao,

1
— — o (f) —
IPls=18/f81 = TI 1B/MP»Y) = T
MeMax(B) H |f|M
MeMax(B)
Portanto, o resultado seque imediatamente da proposi¢cao anterior. [ |

Finalizaremos agora a prova do teorema 4.1.1 para o caso de corpos de fungoes. Sejam k
um corpo de ordem ¢, A = k[z], K o corpo de fragoes de A e L| K uma extensao de grau n.

Suponha que os fechos integrais B e B’ de k[z] e k[1/x] s@o finitamente gerados como k|x]

e k[1/z]—modulos, respectivamente. Sejam |-|; := |-|p,,¢ = 1,..., s valores absolutos de L
que estendem o valor absoluto |- | de K (como em 4.4.1). Sejam n; := ng,/p,i =1,...,s
as multiplicidades associadas. Uma vez que A é um dominio de ideais principais, podemos
escolher uma base {aq,...,a,} para B sobre A. Seja
s n -
A= H (Z |ocj|l-> "
=1 j=1

Mostraremos que todo 0 # I < B possui um elemento nao nulo « tal que ||[{a) || < Al|{||5-
Sejam 0 # [ < B e d > 0 o tnico inteiro tal que (¢9)" < [|I||p < (¢*™')". Uma vez que
(¢ > ||I||gp = |B/I|, concluimos que dois dos (¢?*1)" elementos distintos de B da
forma Y m;a;, com m; € A e [m;|s < g% sao congruentes médulo I. Portanto, o ideal

I contém um elemento a da forma

n

o= E miay, com m; € A e |myle < g%

=1

Pelo corolario 4.4.1 e as propriedades de valor absoluto, concluimos

{a) || :H ol
<TIQ Imyasly™ =TT Il - lagli)™)

i=1 j=1 i=1 j=1

<(gHZ=m - TIO lagl)™ = (¢ - A
i=1 j=1

<1l -

Logo o teorema 4.1.1 esta provado quando L é um corpo de fungoes sobre um corpo finito.



CAPITULO

5

Curvas Projetivas e Completas

Neste capitulo estudaremos o aspecto geométrico da teoria desenvolvida nos capitulos

anteriores. Comcaremos com curvas projetivas planas e curvas completas nao-singulares.

Definigao 5.0.2 Seja F € k[X,Y, Z] homogéneo de grau d. O conjunto
Xp(k) :={(a:b:c) € P*(k)|F(a,b,c) =0}

¢ chamado de curva projetiva plana. O conjunto Xp(k) € chamado de conjunto dos
pontos com coordenadas em k ou conjunto dos k—pontos racionais da curva projetiva

plana definida por F.

Definicao 5.0.3 Seja F polinémio homogéneo de grau d. Um ponto (a : b : c) € Xp(k)

¢ um ponto nao singular se

OF OF

grad(F')(a,b, c) := (a—X(a,b, c), 8_Y(a’ b, c), g—];(a, b, c)) #(0,0,0).

Lembramos que dada uma curva definida por F', sua parte afim é definida pelo conjunto

dos zeros de f(X,Y) := F(X,Y,1). O préximo lema estabelece a relagao entre os pontos

nao singulares das curvas definidas por F e f.

Lema 5.0.3 Um ponto P = (a :b:c) € Xp(k) com ¢ # 0 € nao singular se, e somente

se, 0 ponto (2,%) é um ponto ndo singular da curva afim Z;(k).

c’

O resultado acima ¢é valido mutatis-mutandis se a # 0 ou b # 0. Ainda, nos sera 1util o

seguinte resultado:

107
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Proposicao 5.0.2 Sejam k um corpo com caracteristica diferente de dois e F €
k[X,Y,Z] homogéneo de grau dois. Suponha que Xp(k) € uma curva suave. Entdo
existe ¢ € GLs(k) tal que p induz uma bijecio entre Xp(k) e a conica na forma padrao
dada pela equagio byX? + b1Y? + by Z? € k[X,Y,Z] com bobiby # 0. Além disso, se
Vo, Vb1, Vby € k, entio existe 1 € GLs(k) tal que 1p induz uma bijecio entre Xp(k) e
a conica dada por X*+Y? + Z% = 0.

Para a demonstragao veja [6], pdg. 206.

5.1 Funcoes em um Curva Projetiva

Sejam F € k[X,Y, Z] irredutivel e homogéneo e Xr(k) a curva projetiva associada. Pela
irredutibilidade de F, R := k[X,Y, Z]/(F) é um dominio. Seja K seu corpo de fracdes.
Por simplicidade denotaremos simplesmente por G a classe de G em R.

Definigdo 5.1.1 O corpo das fungdes racionais sobre Xp(k) € k(Xp) := K. Um
elemento ¢ € k(Xp) € chamada de funcio racional em Xp(k). Diremos que ¢ =
S (G,H) = 1 estd definida em P € Xp(k) se H(P) # 0. Denotaremos o conjunto
destes pontos por dom(v)).

Se v = & e (H,F) = 1, entdao dom(y)) = Xp(k) \ Xpg(k), portanto dom(¢)) é um
subconJunto aberto(na topologia de Zariski) de Xp(k). Um ponto P € Xy (k) é chamado
do polo de ¢ se P € Xp(k) \ dom(¢). Dado P € Xg(k), defian

Op = {¢ € k(XF)|¢ estd definida em P}.

Lema 5.1.1 Op é um anel local cujo ideal mazimal, Mp, é dado pelas funcoes racionais
que se anulam em P.

Demonstracao: E facil ver que Op ¢ um anel. Uma vez que toda funcao em Op que

nao se anula em P, possui inverso, concluimos que Mp € o unico ideal mazimal de Op.

Lema 5.1.2 Sejam F € k[X,Y,Z] homogéneo e irredutivel e P,Q € Xp(k) distintos.
Entédo eriste uma funcio v € k(Xp) definida em P e Q que se anula em P mas ndo
em Q. Em particular, Op # Oq e nao existe um dominio local O C k(Xg) com ideal
mazimal M tal que O O OpUOg e M O Mp U My,.

Demonstragdao: Sejam P = (ag : a1 : as) e Q = (by : by : be). Entdo os vetores

(ag, a1, az), (by, b1, by) sio linearmente independentes em k*. Sem perda de generalidade,
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seja agby — arby # 0. Uma vez que P # Q € Xp(k), agY — a; X { F. Tome uma reta
projetiva X,(k) tal que P,Q & X,(k) e defina

Y —an X -
%Ek()(p).

b=
Claramente 1) estd definida em P e (), e por construgao » € Mp ep & Mg. Como 1) €

inversivel em Og mas nao € em Op, logo Op # Og.

Se eziste O O Ogq, entao ¢ € inversivel em O e assim ¢ ¢ M. Uma vez que ¢ € Mp,
entao Y € M, absurdo. [ |

Sejam U C Xp(k) um aberto e O(U) := (pey Op- O conjunto O(U) é um anel chamado
do anel das fungées definidas em U. Note que se P € U, entao O(U) C Op C k(X).

Seja f(x,y) = F(X,Y,1). Pode-se dar uma bijecdo entre o conjunto U := Xp(k)\ Xz(k)
e a curva afim Z;(k), onde X(k) é dada por Z = 0. Identificamos em 0.2.1 o dominio C’;
como o anel das fungdes em Z;(k) e k(Z;) o corpo das fungdes racionais sobre Z; (k). Se
P € U, entao P corresponde a um ponto em Zy (E) e assim ao ideal maximal Mp de éf.
O anel local (Cy)y, ¢ identificado como o anel das fungdes racionais em Z;(k) definidas

em P, assim

Cy C(Cmp S k(Zp).

E natural perguntarmos se os corpos k(Xp) e k(Z ) s@o isomorfos e similarmente, se os
dominios O(U) e Op sao isomorfos a Cy e (Cy)py, respectivamente. A resposta para esta

pergunta é positiva. Considere a bijecao

vzt Zi(k) — Xp(k)\ Xz(k)
(a,b) +— (a:b:1)

Observacao 5.1.1 Claramente poderiamos considerar os hiperplanos X =0 ou'Y =0,
tomar U = Xp(k)\ Xx(k) ou Xp(k)\ Xy (k) e proceder normalmente.

Proposicao 5.1.1 Com as notacoes e suposicoes acima, a aplicacao pz induz um

isomorfismo de corpos

* .

vy k(Xp) — k(Zy)
classe de G classe de G(z,y,1)
classe de H classe de H(z,y,1)*

As imagens de O(U) e Op por ¢} sdo os dominios Cy e (Cy)ur, respectivamente. Em

particular, P € um ponto nao singular da curva Xr(k) se, e somente se, Op € um dominio
local de ideais principais.

Demonstracao: I facil ver que ¢% estda bem definida, ¢ um homomorfismo de corpos,
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classe de g(z,y) e E

logo injetivo, e ¢ |z = idg. Para a sobrejetividade, sejam [ = “classe de hay) (Zs) e

m := max(deg(g),deg(h)). Tome

classe de Zm=°8W) g(X /7 Y| Z)

= ’ € k(Xp),
= Classe de zm—desWh(X/Z2,Y)Z) (Xe)

entdao p%(a) = B.

Para ©3(Op) = (Cf)mp, seja P = (ag:ay :as) € XF(E)\XZ(E), entdo P = @z(%2, %),

a2’ as
O ideal Mp em C; é gerado por x — wey— ot Sejatp € Op, escreva ¢ = G/H.
ap a1
az’ az

H(z,y,1) € Cy\ Mp. Logo, y(G/H) € (Cy)u,. Agora seja g/h € (Cy)u,, entio

h(%, 9y =£ 0. Sejam g(x,y), h(z,y) € k[x,y] cujas classes sio g e h em (C})ur,, tome

a2’ as

Como H(ag,a1,as) # 0, entdo o polinomio H(x,y,1) nao se anula em (22, %) e assim,

m = max(deg(g),deg(h)). O polinémio Zm_deg(h)h(Z—g,Z—;) ndo se anula em P, assim
2 € p3(0p). Portanto ¢ (Op) = (C)up-

A igualdade Uf = ﬂMeMaX(A) (Uf)M € satisfeita, veja 0.1.2. Uma vez que os maximais
de 6f estao e bijecao com o0s pontos de Zf(E), logo estao em bijegao com o0s pontos U.

Assim,

MeMax(A)

ag ai

) € um ponto nao singular de
a2’ ag

O ponto P ¢é ndo singular em Xp(k) se, e sé se, (%@
Z (k). O ponto (52, 91) € ndo singular em Z;(k) se, e 56 se, o anel (C¢)n, € um dominio

local principal (veja 0.2.3). Uma vez que (Ct)y, = Op a proposicdo estd provada. W

5.2 Curvas Projetivas e Valorizacoes

Sejam F € k[X,Y, Z] irredutivel e homogéneo, V(k(X;)/k) o conjunto das valorizacoes v
sobrejetivas de k(X ) tal que v(k ) = {0} e P(k(X;)/k) o conjunto dos dominios locais
principais O C k(X;) que contém k e cujo corpo de fragdes seja k(X ;). Mostraremos em

5.3.1 que a aplicagao

V(k(X;)/k) — P(k(Xs)/k)
v — O, = {¢ € B(Xp)*|o(®) = 0} U{0}

¢ uma bijecao e que E(Xf) é, de fato, o corpo de fracoes de O,.

A seguir estudaremos a relagao entre os pontos de uma curva projetiva nao singular e as
valorizagoes de seu corpo de fungoes racionais. Sejam Xp(k) uma curva plana projetiva

néo singular e P € Xp(k). O anel Op C k(Xr) é um dominio local de ideais principais.
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Seja Mp = (r) seu ideal maximal. A aplicacdo vp : k(Xp)* — Z, ¥ > vp() = ord,(¢))

(veja 4.2.1) é uma valorizagao sobrejetora tal que O,, = Op.

Teorema 5.2.1 Seja Xp(k) uma curva plana projetiva nao singular. Entdo as aplicagoes

Xp(F) -5 VEX)E) — PEX)/F)

P —> vp — Op
sao bijecoes.

Demonstragao: A bijetividade da aplicagao vp — Op seque de 5.5.1. Seja P € Xp(k)

nao singular, pela proposicao 5.1.1 Op € um dominio local de ideais principais que contém
k. Logo a aplicacdo I+ estd bem definida. A injetividade da aplicagcao Ir; seque do lema
5.1.2. Para a sobrejetividade de Iy veja [6], pdgina 217. [

5.3 Curva Completa Nao Singular

Sejam K um corpo e v : K* — (', +, >) uma valorizagao no sentindo da observagao 4.2.1.

Considere
O, ={a e K'v(a) 20} U{0} e M, :={a € K*v(a) >0} U{0}.

Segue das propriedade das valorizacoes que O, é um anel local de ideais principais e M,
seu ideal maximal. O corpo k, := O,/ M, é chamado de corpo residual. Quando I" = Z,

O, é chamado de anel de valorizacao discreta.

Proposicao 5.3.1 Sejam K um corpo e v : K* — Z uma valorizagao nao-trivial. Entao
O, € um dominio local de ideais principais. Além disso, v € unicamente determinada pelo
valor v(m), onde (m) = M,. Ainda, a aplicacio v — O, do conjunto das valorizacoes
sobrejetivas de K no conjunto dos dominio locais de ideais principais contidos em K e

com corpo de fragoes K é uma bijecao.

Para a demonstracao, veja [6], pdgina 181.

Sejam B um dominio de Dedekind com corpo de fracées L e V o conjunto das valorizacoes
sobrejetivas de L. Se U C V, entao Oy := NyerO,. Seja Up = {v € V[u(B) = 0} a
imagem de Max(B) na aplicaggo M +— vy (veja 4.2.1). A proposicio 5.3.2 seguinte
mostra que Up estd em bijecao com Max(B) e que B = Oy(Ug). Podemos entao,

recuperar o anel B conhecendo o conjunto V e os anéis Oy (U).
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Proposicao 5.3.2 Sejam A um dominio, dimA = 1 e K seu corpo de fracoes. Entao a
aplicagao v — M, N A estd bem definida entre o conjunto das valorizacoes sobrejetivas de
K tal que v(A) > 0 e Max(A).

Além disso, se A é Dedekind, entdo essa aplicacdo é bijetiva. Mais precisamente, cada
ideal maximal de M C A define a valorizacdo sobrejetiva vy de K (a valorizagio M-
ddica, veja 4.2.1) tal que vy (A) =0 e M — vy € a aplicagao inversa de v — M, N A.
Ainda, (Nppa)50 Ov = A € kuyy i= Oy /Mo, = AIM

Demonstragao: Veja [6], pdgina 182.

Definig¢ao 5.3.1 Seja L|k uma extensao de corpos. Diremos que a valorizagao v :
L* — 7 € trivial em k se v(k*) = {0}. Denote por V(L|k) o conjunto das valorizagies

sobrejetivas de L triviais em k.

Definicao 5.3.2 Seja k um corpo.  Diremos que corpo L 2 k possui grau de
transcendéncia n sobre k se existirem x1,...,x, € L algebricamente independentes sobre

k tais que L é uma extensao finita de k(xq,...,x,).

Definicao 5.3.3 Seja k um corpo. Uma curva completa nao singular X /k sobre k é um
par (X, k(X)|k) consistindo do corpo k(X)|k com grau de transcendéncia 1 sobre k e X
identificado com o conjunto V(k(X)|k) através de uma dada bijecao entre X e V(k(X)|k).

Um elemento P € X é chamado um ponto e k(X) é chamado do corpo das fungoes

racionais em X.

Cada ponto P corresponde a uma valorizagdo vp € V(k(X)|k) e a um dominio local de

ideais principais Op := O,, com ideal maximal M,,. O anel Op é chamado do anel das

fungoes racionais definidas em P e um elemento de Op é chamado de uma funcdio de K
definida em P.

A funcdo a € Op se anula em P ou tem um zero em P se & € Mp. O inteiro vp(a) é
chamado da ordem de anulamento de o em P. Se o € K(X)\ Op diremos que o tem um

polo em P e o inteiro |vp(«)| é chamado de ordem de polo de o em P.

O dominio de o € k(X) é o conjunto dos pontos de X onde « estd definida. Se U C X,
considere Ox (U) := (\pey Op, chamado do anel das fungoes de X definidas em U.

Considere X com a topologia de Zariski, onde um conjunto é fechado se, e s6 se, é o

conjunto vazio, ou X ou um conjunto finito de pontos.

Definicao 5.3.4 Um conjunto aberto U C X é chamado afim se Ox(U) € um dominio
de Dedekind finitamente gerado como k-dlgebra e se a aplica¢io U — Max(Ox(U)), com
Pi— MpnNOx(U) estda bem definida e é bijetora.
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Em outras palavras, um conjunto aberto U é chamado de conjunto aberto afim se esta

em bijegao, como acima, com a curva afim nao singular (Max(Ox(U)), Ox(U)).

Definigao 5.3.5 Uma reta projetiva sobre k é uma curva completa nao singular P*/k
tal que seu corpo de fungoes k(P) é isomorfo, como k—dlgebra, com o corpo de fungies

racionais em uma varidvel.

Qualquer L|k de grau de transcendéncia 1 define uma curva completa nao singular X/k
dada por (V(L|k), L|k). Para manter a interpretacao geométrica do conjunto X como
curva, denotamos um elemento de X = V(L|k) por P (ponto). Vale lembrar que de fato
P é uma valorizacao e quando quisermos usar propriedades de valorizagoes usaremos vp

ao invés de P.

Se P! /k é a reta projetiva associada ao corpo de fungoes k(z)|k. Denotamos usualmente

por oo o ponto de P! /k correspondente & valorizagao ve.

Proposigao 5.3.3 Sejam k um corpo e P'/k a reta projetiva associada ao corpo k(x)|k.
Entao
P' = {vy) | g € k[z], € irredutivel e monico} U {vso}-

Demonstragao: Veja [6], pdgina 185.

Seja k = k. Entao os unicos polinomio irredutiveis em k[z] sdo os lineares. Neste caso,
usualmente denotamos v,_, simplesmente por a. A proposicao 5.3.3 mostra que neste

caso P!/k estd em bijegao com k U {oo}.

Teorema 5.3.1 Seja X/k uma curva completa nao singular associada ao corpo k(X)|k.
Sejam x € k(X), k(X)|k(z) e U o dominio de x em X. Entao U € um subconjunto aberto
afim de X e Ox(U) é igual ao fecho integral de k[z] em k(X). O complemento de U em
X € o conjunto dos pontos P tais que Op 2 k[i]%).

Demonstragao: Veja [6], pdgina 185.

Corolario 5.3.1 Uma curva completa nao singular X/k é a unido de dois abertos afins.

Demonstracao: Seja x como no teorema 5.5.1. Entao os dominios de x e % sao abertos

afins que cobrem X. |

Corolério 5.3.2 Sejam k um corpo e L|k(x) uma extensao finita. Sejam B e B’ os
respectivos fechos integrais de kx] e k[1/x] em L. Se (2)B' =T]_, B;', entdo

V(L|k) = {vp|P € Max(B)} U {vy,,..., vy, }-

Demonstragcao: Seque do teorema 5.5.1.
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Corolario 5.3.3 Sejam k um corpo, Llk(x) um extensdo finita e v € V(L/k). Entdo
[k, : k] € finito.
Demonstracao: E facil ver que o resultado € vdlido se L = k(x). Sejam B o fecho

integral de k[z] em L e v € V(L/k). Pelo teorema 5.53.1 € suficiente considerar o caso em
que v € uma valorizacao P—ddica associada a algum P € Max(B). Seja P := P N k[zx].
Pela finitude da dimensao de k[z]/P sobre k, precisamos apenas mostrar que fy/p € finito,
POIS asSSIMm

ko - k] = [B/B - k] = [B/B : k[z]/P] - [k[z]/ P : k] < oco.

O inteiro fyg/p € finito quando B € um k[x]—modulo finitamente gerado. Quando L|k(x)
é separdvel, mostramos em 1.3.1 que B € um k[x|—mddulo finitamente gerado. Que B €

sempre um k|x]—mddulo finitamente gerado seque do teorema 8.1.1. |

Em geral nao é possivel identificar um curva completa nao singular X/k com uma
curva projetiva nao singular. Mas na proposicao 5.3.5 veremos que sempre existe um
subconjunto denso de X que pode ser identificado com um subconjunto denso de uma

curva projetiva plana.

Proposicao 5.3.4 Seja Xp(k) uma curva plana projetiva com corpo de funcées k(Xp).

(i) Sejam P € Xp(k) e C o fecho integral de Op em k(Xr). Entio C é um dominio
de Dedekind, Max(C') é um conjunto finito e estd em bije¢ao com o conjunto dos
dominios de ideais principais e locais O C k(Xp) tal que Op C O e seus ideais
mazimais M satisfazem Mp C M.

(ii) Seja O € P(k(Xr)/k) com ideal mazimal M. Entio existe um tinico P € Xp(k)
tal que O 2 Op e M D Mp.

Demonstragao: Veja [6], pdgina 219.

Proposicao 5.3.5 Seja X/E um curva completa nao singular. Entao existe uma curva

projetiva plana Xp(k) e uma aplicacdo sobrejetiva e continua ¢ : X — Xp(k). Além
disso, se U € o conjunto de pontos ndo singulares de Xp(k), entdo U ¢ aberto e denso
em Xp(k) e ¢ induz um homeomorfismo de p~*(U) em U.

Demonstracdo: O coroldrio 8.1.2 mostra que existe v € k(X) tal que k(X)|k(z) € finito
e separdvel. Sejam o € k(X) tal que k(X) = k(z)(a) e f = ming, () € k(z)[y].
Multiplicando o« se necessdrio pelo minimo maultiplo comum dos denominadores dos
coeficientes de f, podemos assumir que f € k[z][y]. Seja F(X,Y,Z) := Z%e) f(£ ) a

homogenizagdo de f. O corpo de fungdes racionais k(Xrp) de Xp(k) € igual a k(X).

Defina ¢ : X — Xp(k) por ¢(x) = P, onde O, 2 Op e M, 2 Mp. A proposi¢do

5.3.4 item (ii) mostra que ¢ estd bem definida. Para mostrar a sobrejevidade de @, seja
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P € Xp(k) ndo singular. Entio Op é um dominio local principal em k(X) contendo k
e seu corpo de fracoes € E(XF). Pela definicao de X, existe um unico ponto x € X tal
que O, = Op. Se P for singular, seja C' o fecho integral de Op em k(XFr). A proposicio
5.3.4 item (i) mostra que C é um dominio de Dedekind com um nimero finito de ideais
mazimais e que ' (P) = {x € X|0, 2 C}. Entip ¢~ *(P) # 0, finito e ¢ é continua.
Como o conjunto S dos pontos singulares de Xp(k) ¢ finito, o conjunto U := Xp(k)\ S ¢
um aberto denso em Xp(k). Logo, o~ (U) é um aberto em X e o é um homeomorfismo

de 7 (U) em U. |

Definicao 5.3.6 Sejam XF(E) uma curva projetiva plana e X/E uma curva completa
ndo singular associada ao corpo de funcioes k(Xr)/k. Tome ¢ : X — Xp(k) a aplicagdo
definida na proposicao 5.3.5 dada por x — P, onde Op C Oy, e Mp C M,. O par (X, ¢)

¢ chamado de dessingularizacao da curva Xp(k).

5.4 Curvas Nao Singulares e Dominios de Dedekind

Definig¢ao 5.4.1 Seja f € klzy,...,x,]. Diremos que f é absolutamente irredutivel se

f for irredutivel em k[xy, ..., x,).

Se f é absolutamente irredutivel, entao C; := k%c;/] e ()= E[(a};/] sao dominios. Das duas

aplicagoes

o :Zi(k) — Max(Cy),
op: Zp(k) — Max(Cy),

onde (a,b) — (xr —a,y — b), apenas ¢ é uma bijecao em geral. A aplica¢do ¢; pode nao

ser sobrejetiva, por exemplo, tome f(x,y) = 2*> +y' + 1 € R[z, y].

Discutiremos nesta segao como associar, em geral, os ideais maximais de C; com um

subconjunto de pontos de Z;(k) e quais propriedades C; herda de C.

Observacao 5.4.1 Dado k um corpo, sabemos da dlgebra comutativa que todo ideal
mazximal de klx,y] pode ser gerado por dois elementos. Sejam f € klz,y| irredutivel
e (a,b) € k?. Considere
Yap) : O — k
g — g(a,b)

Observe que dado M € Max(CYy), existe (a,b) € Z(k) tal que M = ker((qap))-

Seja f € k[z,y] absolutamente irredutivel. Mostraremos nos dois préximos resultados
algumas propriedades que C; herda de Cf, mais precisamente mostraremos que se 6f for

integralmente fechado e Dedekind, entao Cy é também é.
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Proposicao 5.4.1 Sejam k um corpo, f € klx,y] absolutamente irredutivel, (a,b) €
Zf(E) e M < éf mazximal gerado pelas imagens de v —a e y—>b. Se M := M NCY, entao
o anel local (C})yr € principal se (Cy)g7 € principal.

Demonstracao: Por 0.1.1, afim de mostrar que um dominio local de dimensao um é

principal € suficiente mostrar que seu ideal maximal € principal. Assim, sejam (a,b) €
Z:(k) e g = ming(a). Eziste (veja, [6], pdg. 228) h € k[z,y] tal que M = (g, h). Como
f € M, existem o, B € k[z,y] tais que f = ag+ Bh. Portanto, em (Cy)ur, hB € (g). Pela
hipotese, (Uf)ﬁ ¢ principal, a proposicao 0.2.2 mostra que, sem perda de generalidade,
podemos assumir (Of /0y(a,b)) # 0. Assim,

of da 98

Sole) = 5 gl + G @by + B y>§—z<x,y>,

em particular, (0f/0y)(a,b) = B(a,b)(0h/0y)(a,b). Assim B(a,b) #0, 3 & M e ¢

inversivel em (Cy)p. Uma vez que M = (g, h), M(Cy)n € principal e gerado porg. W
Corolério 5.4.1 Sejam k um corpo e f € k[z,y] absolutamente irredutivel. Se Z;(k)
é ndo singular, ou, equivalentemente, se Cy := klz,y]/{f) é um dominio de Dedekind,
entao Cy € um dominio de Dedekind. Além disso, se k € um corpo finito, entao Cy € um
dominio com quocientes finitos.

Demonstracao: E facil ver que Cy é Noetheriano e pelo coroldrio 1.7.1, dimCy = 1.

Pela observagdo 5.4.1 todo ideal mazimal de Cy é da forma ker(¢ap))/(f). A proposicao
0.2.2 garante que (C't)g; € um dominio local principal se, e s6 se, (a,b) € Z;(k) é nao
singular. Assim, seque da proposi¢ao 5.4.1 que (C¢)y € um dominio local principal para
todo M € Max(Cy). Pelo coroldrio 1.4.2 concluimos que C € integralmente fechado.

Uma vez que todo ideal de Cy € da forma M :=ker(¢(op)/(f), o corpo residual C¢/M €

isomorfo ao corpo k(a,b). Assim, se k € finito, entdo k(a,b) também é. [ |

Observagao 5.4.2 A reciproca da proposi¢ao 5.4.1 vale apenas quando k € perfeito.

5.5 Acoes de Galois em Curvas

Definigio 5.5.1 Sejam P = (a,b) € A%(k) e k(P) := k(a,b) o menor subcorpo de k que
contém a,b e k. Este corpo é chamado do corpo de defini¢ao sobre k do ponto P = (a,b).
Diremos que P ¢é definido sobre o corpo L C k se P € A%(L).

Por construcgdo, o ponto P é definido sobre k(P) e se P € A%(L) com k C L C k, entdo
k(P) C L. A extensao k(P) é finita sobre k desde que a e b sejam algébricos sobre k.
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O grupo de Galois de k sobre k, Gal(k|k), age em A%(k) como segue:

Gal(F]k) x A2(K) —  A%(E)
(0, (a,b)) — (o(a),o(b)).

Seja f € k[z,y] absolutamente irredutivel. A acio de Gal(k|k) em A?(k) induz uma acéo

em Z¢(k). Observamos, se (a,b) € Z;(k), entao f(o(a),o(b)) = o(f(a,b)) = 0.
Seja Z;(k)/Gal(k|k) o conjunto das 6rbitas de Z;(k) sobre a agao de Gal(k|k). Considere

It : Zy(k) —  Max(Cy)
(a,b) — (z—a,y—0),

7 Max(Cf) —> Max(CY)
M — M :=MnCy,

Ik : Zf(E)/Gal(EU{?) — MaX(Of)
érbita de (a, b) — ker(l/f(mb))a

onde 9, denota a aplicagao definida em 5.4.1.

Proposicao 5.5.1 Sejam k um corpo e f € k[x,y] absolutamente irredutivel. A aplicagao

I, € uma bijecao e o sequinte diagrama € comutativo:

Z:(F) 5 Max(C)
\J }
Z;(k)/Gal(klk) —& Max(Cy)

Observacao 5.5.1 Sejam k C L C k extensoes de Galois e f € k[x,y|. Entdo a drbita
do ponto (a,b) € Z;(L) estd contido em Z;(L). De fato, seja o € Gal(k|k), uma vez que
L|k € de Galois, o(L) = L, portanto (o(a),o(b)) € Z¢(L).

Proposicao 5.5.2 Sejam g = p" e Fq o fecho algébrico de F,. Denote por Fyn o unico
subcorpo de Fq de grau n sobre F,. Sejam f € F,[z,y] absolutamente irredutivel e Cy :=
Folz,yl/(f). Entao os conjuntos {M € Max(Cy) | [C;/M : F,| = d} e Z;(Fyn) sdo
finitos. Além disso, se N, := |Z;(Fpn)| e bg == #{M € Max(Cy) | [C;/M : F,] = d},
entdo Ny =y, dba.

Demonstracao: Claramente #Z;(Fyn) < co. Mostraremos que a aplicagao

J: Zi(Ep) — Uy (M € Max(C))|[Cy/M : F,] = d}
(@b —— Ker ()
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estd bem definida e € sobrejetora. Sejam (a,b) € Z;(Fyn), M = ker(¢(ap)) ed = [Cy/M :
F,]. Como Fy(a,b) = C¢/M ¢é um subcorpo de Fyn, d|n e portanto J estd bem definida.
Seja M € Max(Cy) tal que [Cy/M : F,] = d e dn. Uma vez que, a menos de isomorfismo,
F,a € a unico extensio de grau d de Fy, Cy/M = F 4. Pord|n, Fa C Fen, em particular,
existe um monomorfismo € : Cy/M — Fen. Sejam a := €(x) e b= €(y), como f(z,y) =0
em Cy, e(f(x,y)) = f(a,b) = 0. Assim, (a,b) € Zs(Fyn). E fdcil ver que M = ker(v(ap)),

logo J € sobrejetora.

Seja (a,b) € Zp(Fgn) tal que [k(a,b) : k] = d, pelo lema 5.5.1 a drbita de (a,b) sobre
a acio de Gal(F,|F,) contém d elementos distintos. Uma vez que Fu|F, é Galois, pela
observagdo 5.5.1 a érbita de (a,b) sobre a acio de Gal(F,|F,) estd contida em Z;(Fyn).
Claramente, o conjunto Z;(Fu) € igual a unido disjunta das orbitas de Gal(F,|F,). A
proposi¢ao 5.5.1 garante que J(orbita de (a,b)) # J(drbita de (a',V')) se a orbita de (a,b)
for diferente da orbita de (a',b'). Portanto, para cada din, Z¢(F) contém by orbitas de
comprimento d. Assim, N,, = de dby. [ |

Defini¢ao 5.5.2 Diremos que P = (cy : ¢1 : c2) € P2(k) € definido sobre L se existe
Nek tal que Acg, Ac1, Acs € L.

Anélogo ao caso afim, o grupo Gal(k|k) age em P?(k) como segue:

Gal(k|k) x P?(k) — P2(k)

(0,(co:c1:¢3)) > (0(cg):o(er):o(e)).

Dado F € k[X,Y, Z] homogéneo, esta acdo induz uma acdo em Xp(k). Se P € Xp(k),
entao k(P) também é chamado do corpo de definigio de P sobre k .

A aplicacio ¢ : A%(k) — P%(k), dada por (a,b) — (a: b: 1) é Galois-equivalente, isto ¢é,
o(a(P)) = a(p(P)), VP € A*(k), Vo € Gal(k|k).

Claramente os corpos de definicao de P € A%(k) sobre k e e de ¢(P) € P?(k) sdo iguais.

Agora sejam F' € k[xg, 1, x2] homogéneo e absolutamente irredutivel e Xz (k) uma curva
projetiva nao singular. Podemos considerar os corpos k(Xr) e k(Xr). Seja P(k(Xr)/k)
o conjunto dos dominios locais principais contendo k e com corpo de fracoes E(X F).
Similarmente, seja P(k(Xr)/k) o conjunto dos dominios locais principais contendo k

com corpo de fragdes k(Xp). Considere
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Seja Iy : V(k(Xg)/k) — V(k(Xr)/k) definida por v + Iy(v), é a tnica valorizagao

sobrejetiva de k(Xr) associada a v}, . Seja

[E:XF(E) — P(E(XF)/E)
P — Op.

O teorema 5.2.1 mostra que a aplicacio Iz é uma bijecio. Sejam Xp(k)/Gal(k|k) o
conjunto das 6rbitas de X (k) sobre a acao de Gal(k|k) e

I, : Xp(k)/Gal(klk) — P(k(Xr)/k)
érbita de P — OpNEk(XFp).

O seguinte resultado é analogo da proposicao 5.5.1 para o caso de curvas projetivas nao
singulares.

Proposicao 5.5.3 Sejam k um corpo, F € k[, x1, x3] homogéneo e Xp(k) é uma curva
projetiva nao singular. A aplicacao I, estd bem definida e € uma bijecao. Além disso, o

sequinte diagrama € comutativo:

Xp(F) B PRXE) s VR(XR)/R)
| T T

Iy,

Xp(k)/Gal(k|k) Pk(Xp)/k) — V(k(Xr)/k)

Seja P € Xp(k). Entao o corpo e defini¢ao de qualquer ponto da drbita de P € isomorfo
sobre k ao corpo residual de Op N k(XF).

Lema 5.5.1 Sejam k um corpo perfeito e P € P*(k)(A%(k)). A drbita de P sobre
Gal(k|k) contém exatamente [k(P) : k] elementos.
Demonstragao: Veja [6], pdgina 335.

Sejam ¢ uma poténcia do primo p e F' € F,[X,Y, Z] homogéneo. O conjunto Xp(Fn) é
finito uma vez que estd contido no conjunto finito P*(Fx) de ordem ¢** + ¢" + 1. Seja
Ny 1= | Xp(F ).

Lema 5.5.2 Sejam F € F,[X,Y, Z] homogéneo e Xp(F,) uma curva nao singular. Seja
by o nimero de drbitas de comprimento d de Xp(F,) sobre Gal(F,|F,). Entdo N, =
> djn Aba.

Demonstracao: Uma vez que Fyn|F, € Galois, Xp(Fyn) contém a orbita de cada um de
seus pontos. Se @ € Xp(Fgn), entao Fg(Q) C Fgn. Assim, Fy(Q) = Fa para algum d tal
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que dn. Seja v uma orbita em Xp(F,) que contém d elementos. O lema 5.5.1 mostra
que v contém um ponto P tal que [Fq(P) : Fy| = d. Assim, Fo(P) =F e P € Xp(Fgn).
Portanto N,, = de dbg. [ |

5.6 Corpos de Funcoes

Sejam f € k[z,y] irredutivel, Cy = k[z,y]/(f) e k(Zf) o corpo de fragoes de C. Nesta
secao veremos como a condicao de f ser absolutamente irredutivel reflete em propriedades

algébricas do corpo k(Zy). Primeiro observamos alguns fatos:

Fato 5.6.1 Seja f € k[x,y].

1. Se f = gh € k[z,y] tal que g € klx,7], entdo h € k[x,y].

2. Suponha g|f, onde g € k[z,y] é irredutivel e que pelo menos um dos coeficientes nao

nulos de g pertencem a k. Seja E a extensao de k gerada pelos coeficientes de g.

(a) Suponha El|k separdvel. Seja {oy,...,0,} os representantes das classes de
Gal(k|k)/Gal(k|E). Entdo [[_, 0:(g(x,v)) € k[z,y] e divide f.

(b) Suponha E|k puramente insepardvel de grau p°. Seja r = 1 o menor inteiro tal
que g*" € klx,y] (por definicio r < e). Entdo gP ¢é irredutivel em k[x,y] e
divide f.

Proposigao 5.6.1 Sejam k um corpo, f € k[z,y], g € k[z,y] irredutivel tal que g|f.
Suponha que pelo menos um dos coeficientes de g pertencem a k e seja E o corpo obtido
pela juncao a k dos coeficientes de g. Seja Ey C E o subcorpo maximal de E que é

separdvel sobre k.

1. Entao k(Zf) contém um subcorpo isomorfo a Ey. Mais precisamente, existe um

homomorfismo de corpos ¢ : Ey — k(Zy) tal que @), = id|,.

2. Se existe um coeficiente A de g tal que E = Ey(\), entdo k(Zy) contém um subcorpo

isomorfo a E.

Demonstragdao: Primeiro consideramos o caso em E = Ey, ou seja, E|k € separdvel.

Seja {o1,...,0,} o conjunto dos representantes das classes de Gal(k|k)/Gal(k|E). Por
5.6.1, item 2, concluimos que f = c[[_,0:(g) € klz,y] e a aplicacio natural i :
klx,yl/{f) — Elx,y]/{g) € injetiva. Denote também por i a aplicagdo induzida entre os
corpos de fragdes destes dominios. O resultado € vdlido quando g € k[x]. Seja g & k|x],
equivalentemente, existe uma injecao Elr] — Elx,y]/(g). Sejam deg,(g) e deg,(f) os
graus de g e f emy. Por f =c[[._, 0i(g), ndeg,(g) = deg,(f). Por construgao

[(Zf) : k()] = deg, (f) e [E(Z,): E(x)] = deg,(9)
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Como [E(z) : k(x)] = [E : k] =n, [E(Z,) : k(Zf)] =1 e a aplicagio i : k(Zy) — E(Z,) €

um isomorfismo. Deste modo, k(Zy) contém um subcorpo isomorfo.

Para o caso geral, sejam [E : Eo] = p° > 1 e r o menor inteiro tal que g* € Eolz,y.
Entio g?" € irredutivel e divide f em Eglx,y]. O corpo Ey é o subcorpo de k obtido
pela juncdo a k dos coeficientes de gP". Aplicando o caso anterior para g°", concluimos
k(Zy) = Eo(Zyr) sobre k.

Considere o diagrama
Eo(z)lyl/{g") — E()

p" deg, (9)

Eo(x) L E(x)

De [E(x) : Eo(z)] = [E : Ey] seque que E(z)[y]/{g) tem grau p*=" sobre Eq(x)[y]/{g"").
Se existe um coeficiente X de g tal que E = FEy()\), entdo e =r e assim Eo(z)[y]/{g"") =
E(x)ly]/(g). Portanto, k(Z;) = E(Z,) sobre k. Logo, k(Zy) contém uma cépia de E. W

Proposicao 5.6.2 Sejam k um corpo, f € k[z,y| irredutivel e E|k a extensao algébrica
mazimal em k(Zy). Entdo [E : k] < 0o e é niimero dos fatores irredutiveis de f em k[z,y].
Além disso, existe um fator irredutivel g de f tendo pelo menos um coeficiente em k, tal
que E ¢é gerado por k e os coeficientes de g. Seja Ey a maior extensao separdvel de k em
E. Entio E|Ey ¢ simples e f ¢ uma [E : Eg|—ésima poténcia em k[, y).
Demonstracgdo: E facil verificar o resultado quando f € kl[z]. Suponha agora que
deg,(f) > 0, tal que k(Zy)|k(x) € uma extensdo finita. E claro que k(Z;) = E(z)(y).
Seja h(x,Y) = mingy(y) € E(x)[Y]. Claramente h(x,Y)|f(x,Y) em E(x)[Y]. Pelo lema
de Gauss, que g(z,Y) := cont(h(z,Y)) h(z,Y) € Elx][Y] divide f(x,Y). Assim,

deg, (f) = [k(Zy) : k(z)] = [k(Zy) - E@)|[E(x) : k(z)] = deg, (g)[E : k].

Agora, sem perda de generalidade, podemos assumir que pelo menos um coeficiente nao
nulo de g pertenca a k. Sejam F a extensao de k gerada pelos coeficientes de g e Fy a
maior extensdo separdvel de k em F. Seja v o menor inteiro tal que g*° € Fylz,y|.

Sejam o1, ...,05 o0s distintos monomorfismos de Fy em k. Por 5.6.1, item 2, f =

c(o1(g) - os(g))F". Assim,
degy (f) = p'[Fo : k] degy(g)-

Uma vez que F C E, seque que FF = E e Fy = Ey. Como [E : Ey| = p", o polinémio
minimal sobre Ey de pelo menos uma coeficiente o de g tem a forma y? —o® . Portanto,
E = Eo(Oé). [
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Teorema 5.6.1 Sejam k um corpo perfeito e f € k|x,y] irredutivel. Entao o corpo k €
algebricamente fechado em k(Zy) se, e somente se, f € absolutamente irredutivel.

Demonstragao: Pela proposicao 5.6.2, se k nao é algebricamente fechado em k(Zy),

entao f nao € absolutamente irredutivel. Se f nao é absolutamente irredutivel, seja g €
klx,y] um fator irredutivel de f. Assuma que pelo menos um coeficiente de g pertence a k
e seja E o corpo obtido pela jungao a k dos coeficiente de g. Por hipdtese (f irredutivel),
E # k. Seja Ey C E o subcorpo mazximal de E que € separdvel sobre k. A proposi¢ao
5.6.1 mostra que k(Zg) contém um subcorpo isomorfo a Ey. Uma vez que k € perfeito,

Ey = E e, portanto, Ey # k. Entao k ndo € algebricamente fechado em k(Zy). [

Teorema 5.6.2 Sejam k um corpo e L|k um extensdo transcendente de grau 1. Seja
V(L|k) o conjuntos das valorizagoes discretas sobrejetivas de L triviais em k. Se k' C L
€ o maior subcorpo de L algébrico sobre k, entao [k’ : k] < oo e k' = [,cp(r ) Ov-

Demonstragao: A prova [k : k| < oo seque de [L : k(z)] < oco. Sejam o € L algébrico

sobre k e v € V(L|k), como v € trivial em k, v(a) = 0. Assim, a € O, para todo
v € V(L|k). Agora seja a € (,cpppy Ov, suponha que a € k. Entao [L : k(a)] < oo.
Seja B' o fecho integral de k[X] em L. O teorema 8.1.1 mostra que B' é um k[X]—mddulo
finitamente gerado. O ideal <é) em k[i] ¢ nao trivial e se fatora em produto de ideats

maximais em B':
< 1
«
(

veja 2.2.1. Entdo vy, (o) = —vg, é) < 0, que € impossivel pelo fato que o € Oy .
Portanto o € k. [ |

)B' = -,

Um fato que segue do teorema anterior é o seguinte:

Coroldrio 5.6.1 Sejam k um corpo e L|k uma extensdo de grau de transcendéncia 1 e

a € L*. Entio #{v € V(L|k)|v(a) # 0} < oco.

Agora faremos a interpretacao geométrica das afirmagoes do teorema 5.6.2. Sejam X (k)
uma curva nao singular em P?(k) e k(Xr) seu corpo de funcées racionais. Recorde que
o= % € k(Xr) é definido em P € Xp(k) se H(P) # 0. O anel Op é o anel das funcoes

a definidas em P. O teorema 5.2.1 mostra que o conjunto dos pontos de Xg(k) estao

em bijecio com V(k(Xp)/k). Em termo de funcdes sobre curvas, o teorema 5.6.2 afirma

que as fungoes racionais sobre X (k) que sao definidas em todos os pontos sao as fungdes
constantes. Em outras palavras, uma fungdo nao constante o« em Xp(k) deve ter pelo
menos um polo e um zero. De fato, o teorema 5.6.2 mostra que « e é devem ter polo e,

o polo de é é um zero de . A proposicao 5.6.1 mostra que o niimero de zeros e polos de
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a deve ser finito. O nimero de zeros de uma fungao é igual seu nimero de polos, como

mostraremos em 5.9.1.

Agora sejam k um corpo e X/k um curva completa nao singular sobre k com corpo
de fungoes k(X)/k. Relembre que se U C X é um aberto nao vazio, entdao Ox(U) :=
Npey Op € 0 anel de fungoes em U. Quando k = k, o teorema 5.6.2 garante que as funcoes
em X definidas em todos os pontos sao somente as constantes. Em outras palavras,

Ox(X) = k. Em geral k C Ox(X) nao necessariamente iguais.

Definicao 5.6.1 Seja k um corpo. O corpo L C k € chamado de um corpo de fungoes

sobre k se o corpo L é um corpo de transcendéncia de grau 1 sobre k e k € algebricamente

fechado em L.

Definicao 5.6.2 Seja k um corpo. Uma curva completa nao singular X/k sobre k é

redefinida como uma curva completa nao singular como na defini¢ao 5.3.3 tal que

Ox(X):= () Op:= () O, = {x € k(X)*|vp(x) > 0} U {0} = k.

pPeX PeX

Concluimos esta secao com um resultado sobre extensao de corpos constantes. Sejam

k(X) o fecho algébrico de k(X) e k o fecho algébrico de k em k(X). Sejam k' C k uma

extensao de k e

K'(X):=k - k(X) = subcorpo de k(X) gerado por £k’ e k(X).

Lema 5.6.1 Sejam k um corpo perfeito e k(X)/k um corpo de fungées. Se k' C k é uma
extensao de k, entio k'(X)/k" é um corpo de fungoes. Além disso, se [k' : k] < oo, entao

K'(X) : k(X)) = [k : K].

Definig¢ao 5.6.3 Seja k um corpo perfeito. Com as notacdes acima, seja Xy [k a curva
completa nao singular associada ao corpo de funcgoes k'(X)/k'. A curva Xy /K € dita ser
obtida de X/k por uma extensao do corpo constante, ou por extensdo de escalares ou por

mudanga de base. A extensio k'(X)/k(X) é chamada uma extensao do corpo constante.

O lema 5.6.1 mostra que k'(X)/k" é sempre um corpo de fungoes quando k é perfeito. Se
k nao é perfeito, entao a definicao de extensao de escalares pode nao fazer sentido. Para

evitar isso, podemos definir X}, /K’ um curva completa nao singular associada ao corpo
de fungoes k(X) ®y k' sobre £’



5.6 Corpos de Funcoes 124

Sejam F' € k[xg,x1, 25| absolutamente irredutivel, homogéneo e Xr/k a curva completa

nao singular associada ao corpo de fungoes k(Xrg)/k. Se a curva projetiva plana Xg(k) é
nio singular, o teorema 5.2.1 afirma que Xp(k) estd em bijecio com o conjunto (Xp)z.
A proposicao 5.5.3 mostra que Xp(k)/Gal(k|k) estd em bijecio com Xp. Mostraremos

uma generalizagao deste fato em 5.8.1.

5.7  Morfismos de Curvas Completas Nao-Singulares

Sejam X/k e Y/k duas curvas completas nao singulares. O conceito de morfismo nao
constante de curvas completas sobre k é definido abaixo. Definiremos a nogao de um
ponto de ramificagao de um morfismo e mostraremos que o local de ramificacao de um

morfismo separavel é finito.

Definigao 5.7.1 Sejam X/k e Y/k duas curvas completas nao singulares sobre k. Um
morfismo (nao constante) ¢ : X — Y de curvas completas nao singulares sobre k é
uma aplica¢ao dada por um homomorfismo de k—dlgebras p* : k(Y') — k(X) do sequinte
modo: se P € X corresponde a valoriza¢ao vp, entao ¢(P) corresponde em Y a tnica

valorizacao sobrejetiva dada por vp o .

Segue da definicao que Oupy = (¢*)"H(Op). A aplicagio ¢ ¢ bem definida: de fato,
©*(k(Y)) é um corpo de fungoes sobre k, com ¢*(k(Y)) C k(X). Observe que o grau da
extensao do corpo de fungoes sobre k é finito, logo k(X)|@*(k(Y)) é algébrica. Seja v
uma valoriza¢ao em k(X) correspondente ao ponto P € X. Entao, Ul = PODE 18O

ser uma valorizacao trivial pois k(X)|¢*(k(Y)) ¢é algébrica.

Suponha ¢* : k(Y) — k(X) dada pela inclusao £ C k(Y) C k(X). Entao Oypy =
Op Nk(Y).

Definicao 5.7.2 Seja ¢ : X — Y um morfismo nao constante de curvas completas nao
singulares sobre k. Seja ¢* : k(Y) — k(X) a extensao de corpos definida por ¢. O grau
[E(X) : o*(k(Y))] € chamado de grau de ¢. O morfismo ¢ é chamado de separdvel se a
extensao k(X)|o*(k(Y)) é separdvel.

Defini¢ao 5.7.3 Duas curvas completas nao singulares X/k e Y/k sao isomorfas sobre

k se seus corpos de funcgoes sao isomorfos como k—dlgebras.

Dado um isomorfismo de k—algebras entre k(X) e k(Y'), o morfismo associado entre as

curvas sobre k é um isomorfismo de curvas.
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Definigao 5.7.4 Diremos que o é um automorfismo da curva X/k se € um morfismo de

curvas sobre k associado a um automorfismo de k-dlgebras o* : k(X) — k(X).

Denote por Aut(X/k) o grupo dos automorfismos de uma curva completa nao singular.

Claramente um automorfismo tem grau 1 e é separdvel.

Seja ¢ : X — Y um morfismo de curvas completas nao singulares sobre k. Uma vez que
as curvas completas nao singulares definidas pelos corpos de fungoes k(Y')/k e ¢*(k(y))
sao isomorfas, é geralmente possivel reduzir o estudo de um morfismo ¢ ao caso em que

¢ é uma inclusdo e k(Y") visto como um subcorpo de k(X).

Seja X/k uma curva completa nao singular. Se a € k(X) \ k, entdo a nao é algébrico
sobre k, portanto o subcorpo k(«) de k(X) é isomorfo ao corpo de fungdes racionais em
uma varidvel sobre k. Portanto, a inclusao k(a) C k(X) induz um morfismo ¢, : X — P!,
com O, (p) = Op NEk(a).

Lema 5.7.1 Sejam k um corpo e ¢ : X — Y um morfismo nao constante de curvas
completas nao singulares sobre k. Suponha que @ € dada pela inclusao dos corpos de
fungoes k(Y') C k(X). Entao existe uma cobertura de abertos afins {Uy,Us} de'Y com as

sequintes propriedades:

1. Seja V; := o YU;),i = 1,2. Entdo V; é um aberto afim e a inclusao Oy (U;) C
Ox (Vi) transforma Ox (Vi) em um Oy (U;)—mddulo finitamente gerado, para i =
1,2.

2. A aplicacao Py, Vi = U; pode ser identificada de maneira natural com a aplicacao
de curvas afins Max(Ox (Vi) — Max(Oy (U;)) dada pela inclusao Oy (U;) C Ox (V;).

3. Seja QQ € Y. Entido o fecho integral C de Og em k(X) € finitamente gerado como

Og—mddulo e um dominio de Dedekind.

Demonstragdo: Para 1 e 2, observe que: dado o € k(Y')\ k, sejam Vi,U; os respectivos

dominios de o em X e Y. Sejam Vy e Uy 0s respectivos dominios de é em X eY. E’fdcz'l
ver que {Uy,Us} e {V1,Va} sdo coberturas para Y e X respectivamente. Pelo teorema
5.8.1, Uy, Uy e V1, Vs sao abertos afins. E seque da definicao que o~ (U;) = Viyi =1, 2.

Agora provemos 3. Sem perda de generalidade, podemos assumir que Q@ € Uy (i.é, a €
Og \ k). Por definicio, C é integralmente fechado, como a extensao C/Og € integral,
dimC = 1. De a € O, concluimos Og = (Oy(U1))m,,- Por construgio, Ox (V1) € o
fecho integral de Oy (Uy) em k(X). Como Oy (Uy)\ Mg € um subconjunto multiplicativo de
Ox(V1), o fecho integral de C de Og em k(X) € a localizagdo de Ox (V1) num subconjunto
multiplicativo. Uma vez que Ox (V1) € um Oy (Uy)—mddulo finitamente gerado, C' é um

Og—mddulo finitamente gerado. Por fim, C' é Noetheriano pois O €. [ |
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Sejam k um corpo e ¢ : X — Y um morfismo nao constante de grau n de curvas completas
nao singulares sobre k. Vamos assumir que este morfismo é dado pela inclusao de corpos
de fungdes k(Y) C k(X). Sejam P € X e C o fecho integral de O, py em k(X). Entao
Op é alocalizacao de C' num ideal maximal. A aplicagao natural O,py — Op induz uma

aplicacao entre os corpos residuais:

Oppy , Op
Moy Mp:

Por C ser finitamente gerado como O, (py—algebra, esta extensao ¢ finita, denotaremos seu
grau por fp/,p) € chamaremos de grau residual de P em ¢(P). O indice de ramificacao
de ¢ em P (ou de P sobre ¢(P)) é o inteiro ep (denotado também por ep,p)) tal que
Mep)Op = MY

Definicao 5.7.5 Seja ¢ : X — Y um morfismo entre curvas completas nao singulares.
Diremos que o ponto P € X € nao ramificado sobre Y se ep = 1 e o corpo residual
Op/Mp € separavel sobre Oy,py/Mypy. Caso contrdrio, é ramificado. A imagem do

conjunto dos pontos de ramificacao é chamado de lugar dos ramos de .

Seja Q € Y. A seguir daremos uma descricao para a fibra ¢1(Q). Seja C' o fecho integral
de Og em k(X). Como C/Og é integral, todo ideal maximal de C' contém M. Visto que
C é um dominio de Dedekind, C' é semi-local. Cada ideal maximal de C' corresponde a
uma valorizagao v; de k(X),7=1,...,s. Sejam Py, ..., P, € X os pontos correspondentes

e Op,i=1,...,s os dominios locais principais associados a F;’s. Entao

e Q) ={P,.... P}

Como C é uma Og—algebra finitamente gerada, pelo teorema 2.2.1, ZPGW%Q) ep/Qfrio =
deg(). Em particular, #¢~(Q) < deg(p). De fato acabamos de provar a primeira parte

da seguinte proposigao:

Proposicao 5.7.1 Sejam k um corpo e ¢ : X — Y um morfismo ndao constante de
curvas completas ndao singulares sobre k. FEntao ¢ € sobrejetiva com fibras finitas de

cardinalidade no mdximo n.

Se ¢ € um morfismo separdvel, entao o lugar dos ramos é um conjunto finito. FEm
particular, quando k € algebricamente fechado e ¢ é separdvel, entao existe um aberto
denso U CY tal que #p~'(P) = n para todo P € U.

Demonstracao: Mostraremos agora que o lugar dos ramos € finito, escolha a cobertura

aberta {Uy,Us} de Y como no lema 5.7.1. Uma vez que Uy é aberto, seu complementar
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em Y € finito. Assim, para mostrar que o lugar dos ramos de @ € um conjunto finito, €
suficiente mostrar que o lugar dos ramos de @ restrito a Vi € finito. Por constru¢do, um
ponto Q) € Uy é a imagem de um ponto de ramificagao P € V) se, e so se, o ideal maximal
Mo N Oy (Uy) contém o ideal discriminante da extensao da extensao Ox(V1)/Oy(Uy),
veja 3.3.1. Por hipdtese, ¢ € separdvel, logo o ideal discriminante é um ideal nao nulo.
Portanto, pode haver apenas uma quantidade finita de pontos em Uy que sao imagens dos

pontos de ramificacao.

Para a iltima parte, seja U o complemento em Y do lugar dos ramos. Mostramos acima
que U € sempre um aberto quando ¢ € separdvel. Supondo k ser algebricamente fechado,

as fibras de ¢ sobre os pontos de U contém exatamente n pontos distintos. [ |

5.8 Corpo de Definicao

Nesta secao, consideraremos sempre k um corpo perfeito.

Definicao 5.8.1 Sejam k C E corpos e X / E uma curva completa ndo singular. Diremos
que X /E € definida sobre k se o corpo de funcies E(X)|E contém um corpo de fungdes

L|k tal que EL = E(X). Denotaremos o corpo de fungoes L por k(X) e X/k a curva

completa nao singular associada a k(X)lk.

Sejam f € k[z,y] absolutamente irredutivel, k(Z;)|k o corpo de funcdes associado a curva
afim Z;(k) e X /k a curva completa ndo singular associada. Entdao X /k é definida sobre k

uma vez que k(Z;)|k contém o corpo de funcdes k(Z)|k, onde k(Z;) é o corpo de fragdes
do anel k[z,y]/(f).

Observagao 5.8.1 Sejam X /E uma curva completa nio singular e k C E um subcorpo.
E muito dificil em geral, determinar se X /E pode ser definida sobre k. O teorema de
Belyi afirma que a curva completa nao singular X /C pode ser definida sobre Q se, e
somente se, existe um morfismo m: X — P' sobre C cujo lugar dos ramos estd contida
em {0,1,00}. Uma andlogo deste resultado foi dado por Saidi: Sejam p um primo impar
e 2 um corpo algebricamente fechado de caracteristica p. Seja Fp C FE o fecho algébrico
de F, em E. Entao a curva completa nao singular X /E pode ser definida sobre Fp se, e
somente se, existe um morfismo m : X — P! sobre E cujo lugar dos ramos estd contido

em {0,1,00} e o indice de ramificagcdo de cada ponto de ramificagdo de ™ € primo com p.

Se X /k pode ser definida sobre &, entdo ela pode ser definida sobre k por vérios caminhos

diferentes, isto é, podem existir alguns corpos de fun¢ées nao isomorfos k(X;)|k inclusos

em k(X) tais que kk(X;) = k(X).
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Se X/k e Y/k sao duas curvas completas nao singulares tais que X3 /k e Y7/ k sao isomorfas
como curvas nao singulares sobre k, entao a curva Y é chamada uma forma de tor¢ao, ou

simplesmente tor¢do da curva X (ou vice-versa).

Definigao 5.8.2 Sejam k um corpo perfeito, X/k e Y/k duas curvas completas nao
singulares e m : X — Y wm morfismo de curvas sobre k induzida pela inclusao k(YY) C
k(X). Sejam k(X) o fecho algébrico de k(X), k o fecho algébrico de k em k(X) e k'|k
uma extensio em k. Diremos que o morfismo T pode ser estendido para o morfismo
T+ X — Y induzido pela inclusao k' (Y) C k'(X).

Quando k' = k, denotaremos 7’ por 7. Quando 7 é dado por um homomorfismo 7* :
k(Y) — E(X), podemos definir para qualquer extensao de corpos i : k — k’ o morfismo

estendido s : X — Y por ser o morfismo associado a aplicacao
TR0 k(YY) QK — k(X) @ k.

Definicao 5.8.3 Sejam X/k e Y/k duas curvas completas nao singulares e p = Xz — Yz
wm morfismo de curvas sobre k. Diremos que pu sobre a extensio E|k, E C k, se existe

um morfismo de curvas ™ : Xg — Yg sobre I tal que p = 7.

Exemplo 5.8.1 Seja X/k uma curva completa ndao singular associada a k(X) :=
k(@)ly)
W —9(@) o
raiz n—ésima da unidade e p* : k(X) — k(X) o automorfismo dado por y — (uy e

, onde g € kl[z] e y" — g(x) € absolutamente irredutivel. Sejam ¢, € k uma
x +— x. O morfismo associado p : Xy — X3 € definido sobre k((,). A curva Xz pode ser
definida sobre k. Pode se mostrar que o automorfismo p € Aut(Xy) ndo pode ser definido

sobre k se k # k().

Lema 5.8.1 Sejam X/k e Y/k duas curvas completas nao singulares e p : Xy — Y um
morfismo sobre k. Entdo pu pode ser definida sobre uma extensdo finita de k.
Demonstragao: Sejam yy,ys,...,ys € k(Y) tais que [k(Y) : k(y1)] < o0 e k(Y) =

k(yr, ... ys). Escreva p*(y;) = Y00, aijouj, comaij € k e aj € k(X). Seja E D k o corpo
gerado por a;;,1 <i < r;,1 <j<s. Entao MTE(Y) ¢ um homomorfismo E(Y) — E(X).
Portanto ,uTE(Y) define um morfismo pg : Xg — Yg de curvas sobre E tal que u € o

morfismo sobre k obtido de pup por extensdo de escalares de E para k.

Dado uma curva projetiva Xg(k), definimos em 5.5 o corpo de defini¢ao sobre k do ponto
P € Xp(k) somente quando F define uma curva com coeficientes em k. Seja X /k uma
curva completa nao singular. Em analogia com o caso das curvas projetivas, definimos

abaixo o conceito de corpo de definicdo sobre k de um ponto P € X quando a curva
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X /k é dada por uma mudanca de base da curva X/k. Como no caso de curvas planas,

primeiro precisamos definir uma acéo do grupo Gal(k|k) sobre o conjunto X.

Sejam X /k uma curva completa ndo singular, k(X) o fecho algébrico de k(X) e k o fecho

algébrico de k em k(X). Considere a aplicagao natural

r: Gal(k(X) k(X)) — Gal(k|k)
o — O-|E

Como k(X) = k- k(X), r é injetiva. Por k ser perfeito, r é um isomorfismo de grupos
(veja [6], pag. 254).

Sejam X/k uma curva completa nao singular e XE/E a mudanca de base de X.
Identificamos X7 com P(k(X)|k) e X com P(k(X)|k). Considere a seguinte acio de
Gal(k|k) em X5 :

Vo € Gal(k|k), VP € Xz, seja o - P tal que O,.p := o(Op).

Em outras palavras, a acio de Gal(klk) em P(k(X)|k) é o - O := o(0O), para todo
o € Gal(k|k) e para todo O € P(k(X)|k). Note que o grupo Gal(k|k) age em X por
permutacio e ndo através de um morfismo de curvas, uma vez que a aplicacio o : k(X) —

k(X) nao é um homomorfismo de k—élgebras.

Considere a aplicacao I : X3 — X dada por P+ P, onde P é detreminado pela condicao
Op = Oﬁﬂ k(X)

Proposicao 5.8.1 Seja k um corpo perfeito. Seja X/k uma curva completa nao singular.
A aplicacao I € sobrejetiva. Entdao existe uma bijecao entre X e o conjunto de orbitas de
X; sobre a agdo de Gal(k|k).

Demonstracao: Para mostrar que I estd bem definida, observe que se uma valorizacao
de k(X)) € trivial em k(X)*, entdo € trivial em k*, portanto trivial em & . Como k(X) =

kk(X), a mesma valorizacdo ¢ trivial em k(X)*. Portanto, se O é um dominio local

principal (i.€, corresponde a uma valoriza¢do ndo trivial), entdo O N k(X) também é.

Sejam P € X ev a correspondente valorizagio. Considere o conjunto X dos pares (L, w),
onde k(X) C L Ck(X) ew: L* — 7Z estende v. O conjunto Y. é munido de uma ordem

parcial como seque:
(Lyw) < (L'yu')<= LCL e w|' . = w.
L

As condigoes do lema de Zorn sao satisfeitas e, portanto, Y tem elemento mazimal. Seja
(M, w) um elemento mazimal de . Mostraremos que M = k(X). De fato, se M # k(X),
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entdo existiria o € K\ M. Seja O, o anel de valorizacio discreta associado a w, considere
a extensao M ()| M. Sejam B o fecho integral de O, em M(a) e M € Max(B). Pela
proposicao 2.5.2, B/O,, € nao ramificada. Portanto, vp estende w, o que é absurdo pelo

fato que (M,w) é mazimal. Entao I € sobrejetiva.

Seja P € X. Para mostrar que a imagem inversa de P € uma orbita sobre a acdao do
grupo de Galois, sejam Oy, Oy € P(k(X)/k) tais que O; Nk(X) = Op = Oy N k(X).
Considere o conjunto © das triplas (Ly, Ly, o), onde k(X) C Ly, Ly Ck(X), 0 : Ly — Ly
¢ um isomorfismo de corpos e 0(51 NLy) = Oy N Ly. A sequinte ordem é uwma ordem

parcial em © :
(L1, Ly, 0) < (Ly, Ly, o) <= Ly C Ly, Ly C Ly e o), =o.

Pelo lema de Zorn, © possui elemento mazimal, digamos (M, My, o). Afirmamos que
M, = k(X). De fato, se My # k(X), entdo existe o € k\ M. Seja Ny a menor extensdo
de Galois de M(a) em k(X) que é Galois sobre M. Dada uma extensio o' de o em Ny,
seja Ny := o(Ny). Sejam Oy := Oy N My e By o fecho integral de Oy em Ny. Os anéis
o'(O1 N Ny) e O3 N Ny sio as localizagdes de By em dois ideais mazimais distintos M
e Ma, respectivamente. Pela proposi¢ao 2.6.1, existe T € Gal(Ny|Ms) tal que 7(My) =
My, isto é (N1, Ny, 7 00’") > (M, Ms,0); absurdo pela mazimalidade de (M, My, o).
Logo M, = k(X). Como o(k) = k e My = k(X). Portanto, o € Gal(k(X)|k(X)), com
o(0,) = O,. [ |

Definicao 5.8.4 Sejam X/k uma curva completa nao singular e XE/E a curva completa
ndo singular obtida por extensdo de escalares em k. O grupo de Galois Gal(k|k) age em
Xz como antes. Seja P € X, o corpo de definigdo de P sobre k, denotado por k(P),
¢ o subcorpo de k fizado pelo subgrupo Stab(P) := {0 € Gal(k|k) | o(P) = P}. Mais

precisamente,

—Stab(P

KP) =% = {c €& | o(c) = ¢, Yo € Stab(P)}.

Lema 5.8.2 Sejam k um corpo perfeito, X /k uma curva completa ndio singular e P € Xj..
Entdo a extensdo [k(P) : k] < oo e a drbita de P sobre a agio de Gal(k|k) contém
[k(P) : k| elementos.

Demonstracao: Sejam O o dominio local principal correspondente a P, O := O Nk(X)

e ™ o gerador do ideal mazimal de O. Entdo, para todo o € Gal(klk),o(r) = 7 €
0(0). Assim, a valoriza¢io de 7, em o(O) € positiva para todo o € Gal(k|k). Seque da
proposicio 5.6.1 que #{o(O)|o € Gal(k|k)} < co. Uma vez que Gal(k|k)/Stab(P) estd
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em bijecao com a orbita de P e € finito, pelo teorema de correspondéncia de Galois, seque
que k(P) = 5 ¢ uma estensio finita de k. |
Definig¢ao 5.8.5 Sejam X/k uma curva completa nao singular e k'|k uma extensao de
k em k. Definimos o conjunto X (k') := {P € X | k(P) C k'} como o conjunto dos

k'—pontos racionais da curva X/k.

Defini¢ao 5.8.6 Sejam k um corpo, X/k uma curva completa nao singular, Q@ € X e
Oq o dominio local de ideal principais (veja 5.3.1) em k(X) correspondente a Q). O grau
de Q, € definido por deg(Q) := [/\(21% L k.

Definigao 5.8.7 Sejam k um corpo perfeito, X/k uma curva completa nao singular e
P € X (k). Definimos o grau de P por deg(P) := [k(P) : k].

Quando k é perfeito, os graus de um ponto de X (E) e de sua imagem pela aplicacao
natural X; — X, sdo iguais (veja [6], pdg. 256).

A seguir veremos o resultado andlogo da proposicao 5.5.2 para curvas completas sobre
corpos finitos. Sejam X/F, uma curva completa nao singular e F,(X) o fecho algébrico
de F,(X). Sejam F, o fecho algébrico de F, em F,(X) e F» o tinico subcorpo de F, de

grau n sobre F,.

Lema 5.8.3 Seja X/F, uma curva completa nao singular. Entdo para todo n € N,

#X(Fypn) < 00
Demonstracao: Tome v € F (X) tal que F (X)|F,(x) € finita e separdvel. Entdo,

aplicando o lema 4.1.3 e o teorema 5.3.1, seque o resultado. |

Proposigao 5.8.2 Sejam X/F, uma curva completa ndo singular, N, = #X(Fpn) e
ba = #{Q € X | deg(Q) = d}. Entio N, =}, dby.

Demonstracgao: A prova é andlogo a proposi¢ao 5.5.2. Basta observar que o conjunto
das drbitas de X(Fp) sobre a acdo de Gal(F,|F,) estd com bijecdo com Ugnd@ €
X | 15l =q%. u

Lema 5.8.4 Seja X/F, uma curva completa ndo singular. Fize um inteiro e > 1. Sejam
k: = ]qu e Nn = #Xk./( qen). Entao Nn == Nen.
Demonstracao: Seque imediatamente das definigoes. [ |
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5.9 O Divisor do Grupo de Classe

Sejam f € k[x,y| irredutivel e Cy = klz,y]/(f). Em 4, associamos ao dominio C'y o grupo
abeliano C1(C/), chamado do grupo de classe de ideais de C;. Nesta secao, analogamente,
associaremos um grupo abeliano a uma curva completa nao singular X/k. O novo grupo
de classe introduzido nesta se¢ao é chamado do grupo de Picard de X/k, ou o grupo de
classe divisor de X/k e serd denotado por Pic(X/k). Antes de definir o grupo Pic(X/k)
associado a uma curva, consideraremos o caso mais geral para um corpo qualquer L
contendo um dominio de Dedekind B cujo corpo de fragoes é L (se L = k(X), entdao B
pode ser pensado como o anel das fungdes num subconjunto aberto de X). Para motivar
a definicao do grupo de classe associado a um corpo L, introduziremos agora a seguinte
descrigao alternativa para Cl(B): Sejam V(L) o conjunto de todas as valorizagbes nao

triviais e sobrejetivas de L e

Div(B):= P  Za.

veV(L), v(B)=0

O grupo Div(B) é o grupo abeliano livre gerado pelo conjunto {z, | v € V(L),v(B) > 0}.
Um elemento D € Div(B) é uma soma formal ) a,z,, onde a, = 0 exceto para um
numero finito de v € V(L) tal que v(B) > 0. Seja

divg: L* — Div(B)
fooo—= DY (P

veV(L),w(B)>0

A aplicacao divp esta bem definida. De fato, todo f € L* é um quociente de dois
elementos g,h € B. Uma vez que B é Noetheriano, os ideais ¢B e hB estao contidos
numa quantidade finita de ideals maximais de B, digamos M, ..., M,. A proposi¢ao
5.3.2 nos garante que toda valorizacao de L que ¢ nao negativa em B é uma valorizacao
M —adica, para algum M € Max(B). Portanto, v(f) = 0 para todas as valorizagoes

v e V(L),v(B) = 0, exceto possivelmente para vy, ..., Uy, .

Proposicao 5.9.1 (Descrigio Aditiva do grupo de classe de ideais) Seja B um dominio

de Dedekind com corpo de fragoes L. O homomorfismo e grupos

cl:Div(B) — Cl(B)
Ty —— classe de M, N B

induz um isomorfismo de grupos entre Div(B)/divg(L*) e Cl(B).
Demonstracao: Primeiro mostraremos que cl € sobrejetora. De fato, todo elemento
C € CI(B) € classe de algum ideal nao nulo I C B. Por B ser Dedekind, podemos fatorar
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I =1[_, Mj" e observe que M; = M,,, N B. Entdo cl(}_,; a;z,,, ) = classe de I =C.

Agora, seja [ € L*, entio f = a/b com a,b € B. Portanto,

divg(f) = divg(a) — divg(d)

cl(divg(f)) = (classe de aB) - (classe de bB)™" = classe de B.

Assim, divg(L*) C ker(cl). Tome D € ker(cl), isto €, cl(D) = (1). Escreva D = Dy— Do,
onde Dy = Y ayx, € Dy = byx, sao tais que a,,b, = 0 para todo v € V(L),v(B) = 0.
Seja Ip, = [],(M, N B)*™ e Ip_ :=[][,(M, N B)b. Entdo

cl(D) = classe de B = (classe de Ip,) - (classe de Ip_ )"

Em particular, classe de Ip, = classe de Ip_. Portanto, existem o, € B tais que

alp, = Blp,,. Escrevendo explicitamente a fatoragao destes ideais, obtemos:

[TM. n By @ T[(MonB)™ = [[(Mo B @ T[(M, 0 B)™.
A propriedade de fatoracao unica de ideais implica que divg(a) + Dy = divp(8) + Deo.
Entio D = Dy — Do, = divg(5/a) € divg(L*). Portanto divg(L*) = ker(cl). |

A descrigao anterior para Cl(B) motiva a seguinte definigao:

Definicao 5.9.1 Sejam L|k uma extensao de corpos e V(L|k) o conjunto das valorizagoes
sobrejetivas de L que sao triviais em k. Quando V(L|k) # (0, o grupo abeliano livre
Div(L|k) gerado pelo conjunto {z,|v € V(L|k)},

Div(Llk) : @ Ly,
veV(L|k)

¢ chamado do grupo dos divisores de L|k. Um elemento D € Div(L|k) é da forma D =
> ayxy,, coma, € Z e a, = 0 exceto para um nimero finito de v € V(L|k). O elemento
D é chamado de um divisor de L. Se a, > 0 para todo v € V(L|k), entdo D é chamado

de um divisor efetivo ou positivo.

Considere a aplicagao

divy : L* — Div(L|k)
/ —r divi(f) = X evip ()T
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Quando nao causar confusao, denotaremos a aplicacao div; simplesmente por div. A
proposigao 5.6.1 mostra que, quando L é uma extensao finita de k(z), entdao a aplicagao

div estd bem definida. Portanto a partir de agora sempre suponhamos L|k(z) finita.

Definicao 5.9.2 Seja L|k(x) uma extensdo finita de corpos. O grupo de Picard Pic(L|k)

¢ o quociente do grupo Div(L|k) pela imagem da aplica¢ao div.

A seguinte sequéncia de grupos abelianos é exata:

) — () O; — L* =5 Div(L|k) - Pic(L|k) — (0).
veV(L|k)

Seja L|k(z) uma extensao finita. Seja B um dominio de Dedekind com corpo de fragoes
L. Claramente quando k C B, {v € V(L)|v(B) > 0} = {v € V(L|k)|v(B) > 0}. Defina a

aplicagao restricao:

res : Div(L|k;) o Div(B)
Z Ay Ty Z Ay Ly
veV(L|k) veV(LIk) v(B)>0

Segue da definicao que res o divy = divp.

Relembre que, se B é um dominio de Dedekind, a proposicao 0.1.2 mostra que B =

MNoev(rim)o(pyzo Ov- Sendo assim, o préximo lema segue do fato de que ker(divp) = B*.

Lema 5.9.1 Seja k' = ﬂUGV(L‘k) O,. A aplicagao res induz o sequinte diagrama

comutativo com as linhas formando sequéncias exatas:

1) — (k) — L % Div(Llk) — Pic(Llk) — (0)
! [ res | !
1) — B* — L* ™ Diy(B) — CYB) — (1)

Observagao 5.9.1 Sejam k um corpo, k(X)/k um corpo de funcées e X/k a curva
completa nao singular associada. Cada ponto P € X € associado a um dominio local

principal Op com valorizacao vp. Seja

Div(X/k) .= P zP

pPeX

div: k(X)* —  Div(X/k)
f — D pex VP(f)P.
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Ao identificarmos X com V(k(X)|k), o grupo Div(X/k) pode ser identificado com o grupo
Div(k(X)/k) de tal modo que a aplicagao div identifica-se com divyx). O teorema 5.6.2
mostra que ker(div) = k*. Seja Pic(X/k) o quociente de Div(X/k) pela imagem de div.

Por construcao, a sequinte sequéncia € exata:

(1) — k* — k(X)* 2% Div(X/k) L Pic(X/k) —> (0).

Sejam F € k[zg, z1, 2] homogéneo, Xp(k) a curva projetiva plana nao singular definida
por F e k(Xg)|k o corpo das fungoes de Xy (k). Considere X/k a curva completa nao
singular associada a k(Xg)|k. Ao identificar X com Xg(k), um divisor D € Div(X/k)

pode ser pensado como um subconjunto finito de pontos de Xpg(k). Uma maneira de

produzir divisores efetivos em Xp(k) é interceptar a curva X (k) com outra curva plana.

Seja Xp(k) uma curva plana que intercepta Xp(k) em finitos pontos.

Definigdo 5.9.3 Seja P € Xp(k). Pelo menos uma das funcoes —ig, —ty, -y €
o 1 To

k(Xr) pertencem a Op. Se H/:E?egH € Op, definimos a multiplicidade de intersecao de

Xr(k) e Xy(k) em P por
Ip(Xp, Xp) i= vp(H/zi® ).

E facil ver que Ip(Xp, Xg) nao depende da escolha de i tal que H/:E?egH € Op. Além

disso, Ip(Xp, Xp) =0 se P & Xp(k) N Xg(k).

Observe que Ip(Xp, Xy) = 1 se as curvas dadas tém retas tangentes distintas em P
e ¢ maior que 1 caso contrario. O divisor ),y Ip(Xp, Xg)P é chamado do divisor

intersecao de Xp(k) e Xg(k).

Dois divisores cujas imagens sao iguais em Pic(X/k) sdo chamados de linearmente

equivalentes. Se G e H sido polinomio homogéneos de mesmo grau tais que X (k)N Xy (k)

e Xp(k) N Xq(k) sao finitos, entdo os divisores associados Dy := ), Ip(Xp, Xg)P e
Dy =73 pey Ip(Xp, X¢) P sao linearmente equivalentes. De fato, Dy — D, = div(G/H).

Definig¢ao 5.9.4 Sejam k um corpo e X/k uma curva completa nao singular. Definimos
a aplicagao deg por
deg : Div(X/k) — Z

YopexarP — > papdeg(P).

O inteiro Y pap deg(P) é chamado do grau do divisor D.

Seja m : X — Y um morfismo de curvas completa nao singulares sobre k. A proposicao

5.7.1 mostra que 7 é sobrejetiva. Dado P € X, seja fp/=(py := [Op/Mp : Ozp)/ Maz(p)]
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o grau residual. Segue da definicao que

deg(P) = fp/x(p) deg(m(P)).

Dada a extensao k(X)|k(Y'), associamos em 3.1 a aplicacdo Normyx)/ky). Considere a

seguinte aplicacao norma-divisor

Normy/y : Div(X/k) — Div(Y/k)
>_papP — 2papfpmp)m(P).

Teorema 5.9.1 Sejam k um corpo e X/k uma curva completa nao singular. Entao, para

todo a € k(X)*, deg(div(a)) = 0.

Para a demonstracao veja [6], pdgina 264.

Corolario 5.9.1 Seja X/k wma curva completa nao singular. A aplicagio deg
Div(X/k) — Z induz um homomorfismo ndo trivial de grupos deg : Pic(X/k) — Z,
dado por cl(D) — deg(D).

Demonstracao: O fato da aplicacao deg estar bem definida seque imediatamente do

teorema 5.9.1. A aplica¢io deg € nao trivial uma vez que Div(X/k) contém divisores

efetivos nao nulos, portanto com graus positivos. [

Observagao 5.9.2 Sejam X/k uma curva completa nao singular e o € k(X) \ k. Entdo
a define um morfismo nao constante © : X — P, induzida pela extensao k(X)|k(a).
Sejam 0 € P! o ponto correspondente a (a)—ddica valorizagdo de k[a] e co € P! o ponto

correspondente a (1/a)—ddica valorizacdo de k[1/a]. Se

() = Z vp()P e () := Z vp(a)P,

Per—1(0) Pen—1(c0)
entao
div(a) = (@) — (@) o,
e o teorema 2.2.1 implica que deg((a)g) = deg(()no) = [k(X) : k(a)].
Sejam X /k uma curva completa nao singular, Div’(X/k) denotando o niicleo da aplicacio

deg : Div(X/k) — Z e Pic’(X/k) o nicleo da aplicacio deg : Pic(X/k) — Z. Observe
que Pic’(X/k) = Div®(X/k)/div(k(X)*) e das definicoes segue a exatiddo da sequéncia:

(1) — k* — k(X)* 2% DivO(X/k) — Pic®(X/k) —> (0).
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Proposigao 5.9.2 Seja k um corpo. Entdo a aplicagao deg : Pic(k(z)/k) — Z é um
isomorfismo. Em particular, Pic(P'/k) = {0}.
Demonstracao: O conjunto P := V(k(z)/k) sempre contém uma valorizacao de grau

1, denotado por vy com vy (f) = —deg(f(x)). Portanto, a aplicagio deg € sobrejetora.
Mostraremos Pic(k(x)/k) = Zcl(x,, ). Pela proposi¢ao 5.3.8

V(k(x)/k) =A{v, | g € k[z] irredutivel} U {v}.
Seja g € k[zx] irredutivel. Uma vez que

lek(x)(g(f)) =1 xvg - (deg(g))wi,

Seque que

cl(zy,) = (deg(g))cl(2.,)
em Pic(k(x)/k).

Como Div(k(x)/k) € gerado pelo conjunto {xz,|lv € V(k(x)/k)}, concluimos que
Pic(k(z)/k) é gerado por cl(x,. ). Observe ainda que o elemento cl(x, ) nao pode ter
ordem finita em Pic(k(x)/k), pois a aplicagcio deg é um homomorfismo de grupos e
deg(x,. ) = 1. Assim, deg : Pic(k(z)/k) = Zcl(z,) — Z € um isomorfismo. |

Em geral, quando X/k ndo é a reta projetiva, o grupo Pic’(X/k) ndo é finito. Contudo,
quando k é um corpo finito, o teorema abaixo mostra que Pic’(X/k) é um grupo finito. A
prova do seguinte teorema usa o teorema de Riemann-Roch que veremos em 7, sua prova

pode ser encontrada em (6], pagina 266.

Teorema 5.9.2 Sejam k um corpo finito e X/k uma curva completa nao singular. Entao
o grupo Pic’(X/k) ¢é finito.

Quando k é um corpo finito, a ordem do grupo Pic’(X/k) é chamada do nimero da classe
de X/k e é denotada por h . Como discutiremos em 6.4.1, a hip6tese de Riemann para

curvas implica em boas limitagoes para h.

Observagao 5.9.3 Sejam L|k(z) finita e separdvel de corpos e B o fecho integral de k|x]
em L. Considere a aplicagao classe cl : Div(B) — Cl(B). Toda classe de ideal L em Cl(B)
contém um ideal I = M --- M. Portanto, seque da defini¢cao do grupo de classe que

todo classe de ideal L ¢ igual a classe de um divisor efetivo D =3[, a;v,,, € Div(B).

Definicao 5.9.5 Sejam 7 : X — Y um morfismo de curvas sobre k e 7 : k(Y) — k(X)

a associada inje¢ao de corpos. Definimos a aplicag¢ao de grupos (novamente denotado por
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) Div(Y/k) — Div(X/k), a aplicagao pull-back em divisores, como seque: se QQ € Y,

entao seja

T™(Q) == Z ep/QP,

{PIm(P)=Q}
onde ep/q € o indice de ramificagdo. Esta aplicagio é estendida por linearidade para

Div(Y/k).
Por fim, segue o resultado:
Lema 5.9.2 Normy,y o 7" = multiplicagcao por deg(m).

A aplicacao 7* induz um homomorfismo de grupos
7" : Pic(Y/k) — Pic(X/k).
Isto segue do seguinte fato:

Fato 5.9.1
Va € k(Y)*, n*(divy(a)) = divx (7™ ().



CAPITULO

§

Funcoes-Zeta

Neste capitulo F, denotard o corpo finito de ¢ = p" elementos, para algum primo p e
um inteiro r > 1. Seja F' € F,[X Y, Z] um polinémio homogéneo. Nosso objetivo neste
capitulo é estimar a ordem do conjunto dos pontos da curva definida por F', ou em outras

palavras, o conjunto das solucoes da equagao F' = 0,
Xp(F,) :=={(ag : a1 : ay) € P*(F,)|F (ao, a1, as) = 0}.

Mais geralmente, iremos fornecer cotas muito precisas para inteiros N, = |Xp(F)],

onde F;» denota a tnica extensao Galoisiana de [F, de grau n. Primeiramente, observe
que os conjuntos Xp(F,) sdo finitos. De fato, o plano projetivo P?(FF,») possui (qqz)izl =

¢*" + q+ 1 elementos. Uma vez que Xp(F7) C P?(Fy4n), o conjunto Xp(Fgn) é finito para
todo n € N, de fato N,, < ¢*" + ¢" + 1.

Antes de estudar algumas propriedades da sequéncia {N,},en, discutiremos nesta
introdugao o caso em que deg(F') = 2. Suponha primeiramente que F = L?  para algum
polinémio homogéneo L de grau 1 em Fy[z,y, z]. Entao Xp(Fpn) = X1 (Fpn) e N, = ¢"+1.
Caso ' = Ly Ls, onde L; # Ly sao dois polinémios homogéneos de grau 1 em F [z, y, 2],
Xp(Fpn) = X0, (Fpn) UX,(Fpn) e Ny = (¢"+ 1)+ (¢"+1) —1=2¢" + L.

Se p # 2, pela proposicao 5.0.2 existe uma transformacao projetiva ¢p € GL3(F,) tal que
op(Xp(Fg)) = Xa(Fon), e

G(X,Y,Z) = apX® + a1Y? + ay Z* € F [z, 9, 2].

Permutando as varidveis se preciso, podemos supor ag # 0 e que se a; = 0 entao as = 0.

139
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O primeiro caso tratado acima corresponde ao caso a; = ay = 0, e 0 segundo corresponde

ao caso a; # 0,a3 = 0 e agX? + a,Y? redutivel em F [z, y, z].
Sejam as = 0 e apX? + a;Y? irredutivel em F,[z,y, z]. Entao ;—‘IO ¢ F,. Uma vez que
F,2 ¢ uma extensao quadratica de [y, concluimos Fp = F, (, /;—‘j“) Assim, quando 2 1 n,

~% ¢ Fyn 0 que implica que G ¢ irredutivel em Fyn [z, y, 2], entdo Xg(Fgn) = {(0:0: 1)}
e N, = 1. Quando n é par, G se fatora em fatores lineares distintos em Fn[z,y, 2] e
[ Xa(Fgn)| = 2¢" + 1.
Vamos agora investigar o caso em que agajas # 0. Pelo lema 77, X F(Fq) e XG(E) sao
curvas suaves. Nos casos tratados anteriormente vimos que X5 (F,) # 0. Vamos mostrar
que neste caso este fato também ¢é verdadeiro. Considere o homomorfismo de grupos

F* — F}, dado por v — 7% Seu niicleo é {#1}. Portanto, #{7*|y € F;} = @. Entao

—1 +1 +1
#{aoy’|y € F} = 4 2 ) = « 2 )’ #{—a1 8> — as|f € Fg} = %
Logo existe (co,c1) € F, x F, tal que agc = —aic} — as. Isto é (co : ¢; : 1) € Xg(F,).

Logo X¢(F,) # 0.

Proposigao 6.0.3 Sejam F € F,[z,y,2] homogéneo de grau 2 e Xp(F,) ndo singular.
Entao N,, = q¢" + 1.

Demonstracao: Podemos considerar F(xg,x1,72) = 22 — x125 (veja [5]). Assim, a

aplicagao abaizo é um isomorfismo de curvas desde que Xp(F,) # 0

Do isomorfismo anterior seque que N, = |Xp(Fyn)| = [PY(Fpn)| = ¢™ + 1. Resta mostrar
que Xp(F,) # 0. Pela nossa discussio anterior mostramos este fato para o caso em que
p # 2. Pelo teorema 6.0.3, Xp(F,) # 0 também quando p = 2, mais precisamente veja o
coroldrio 6.0.2. [

Lema 6.0.3 Sejam iy, ...,1, inteiros nao negativos, entao

(al,...,an)G(Fq)"

a menos que cada 1; € nao nulo e divisivel por g — 1.

Demonstragao: Veja [6], pagina 271.
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Teorema 6.0.3 Seja f € Fy[Xq,...,X,] de grau d < n. Seja Ny o nimero de solugies
em (F,)" da equacdo f(X,...,X,) = 0. Entdo p|Ny. Em particular, se f € um polinémio
homogéneo, entao Ny = 2.

Demonstragao: O polinomio F :=1— (f(X1,...,X,))"" assume valor 1 nos zeros de

f. Seja Nf a classe de Ny modp, consideremos Nf como um elementos de F, C [F,.
Entao,
Ny= Y (1=(f(Xp,., X)),
(a1,...,an)E(Fq)™
Seja X' - - - X um monémio ocorrendo no polinomio F. Como deg F' = d(q — 1) e uma
vez que, por hipdtese, d < n, pelo menos um expoente i; deve ser menor que ¢ — 1. Para
concluir a prova deste teorema observe que o polindomio € a soma (com coeficientes) da

monomios da forma Xi* -+ X'n

n

com pelo menos um expoente i; nao divisivel por ¢ — 1

ou igual a zero. Assim, seque do lema 6.0.3 que

Ni= Y (- (X X)) =0

(a1y,an)E(Fq)™

Portanto, p|Ny. [ |

Corolério 6.0.2 Seja F € F[x,y, z] homogéneo de grau dois. Entao, Xp(F,) # 0.
Demonstragao: Uma vez que F(0,0,0) = 0 e o grau de F' € menor que o nimero de

varidveis, pelo teorema 6.0.3, existe (co,c1,c2) # (0,0,0) tal que F(co, c1,c2) = 0. [ |

Observagao 6.0.4 A hipotese d < n no teorema anterior € necessdria: Seja p > 3 um
primo. O polinomio F(X,Y,Z) = XP~1 4+ YP~1 4 ZP=1 ¢ homogéneo de graup—1>3 e
Xp(F,) =0.

No préoximo exemplo veremos que o caso de curvas de graus superiores a 2 nao ¢ tao

simples quanto ao casos de reta e conicas.

Exemplo 6.0.1 Seja F(X,Y,Z) =Y?Z—-X3-DZ3 Se3{p—1, entio | Xr(F,)| = p+1.
De fato, a curva possui apenas um ponto no infinito, a saber (0 : 1 : 0). Portanto
| Xp(F,)| = |Z;(F,)|+1, onde f(x,y) = F(x,y,1) = y*— (2> + D). Uma vez que 3{p—1,
todo elemento de F, é um cubo. Logo, para caday € F,, a equagdo x> = y* — D tem uma
unica solugdo. Portanto, Z;(F,) = F, e assim | Xp(F,)| =p+1. Quando 3|p—1 e D #0

nao € possivel dar uma formula simples e explicita para #Z¢(F)).

Observamos que obter férmulas explicitas para #Zr(F,) pode nao ser uma tarefa facil.

Entao seria interessante se pudéssemos obter cotas para este nimero. Uma cota trivial é
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¢*, uma vez que Zp(F,) C F, x F,. Esta cota pode ser melhorada facilmente em casos
particulares. Por exemplo, sejam p # 2 e f(z,y) = y* — (23 +asx? +a17+ap). Claramente

|Z(F,)| < 2¢g, uma vez que para cada valor de x temos no maximo duas opgoes para y.

Uma curva afim Z;(k) ndo singular com f(r,y) = y?— g(r) é chamada uma curva eliptica

se deg(g) = 3 e de curva hipereliptica se deg(g) > 4.

Teorema 6.0.4 Sejam Xp(F,) uma curva eliptica e Ny = |Xp(F,)|. Entdo
Ny — (¢ +1)] < 2V/q.

Demonstraremos este teorema em 8.5.

Para estudar o comportamento da sequéncia { NV, },en associada a uma curva nao singular

Xr(F,), consideraremos a série de poténcias

Z(Xp/F,,T) = exp (i Nn%) :

n=1

Esta série de poténcias é chamada da funcao-zeta da curva Xp(F,) . O teorema 6.0.4
pode ser apresentado como hipotese de Riemann para cibicas nao singulares sobre um
corpo finito. A funcao-zeta de uma curva e a hipotese de Riemann sao apresentadas em
6.3.

6.1 A Funcao—( de Riemann

Uma série da forma  ~  a,n"*, onde {a, }ren é uma sequéncia em C e s € C é chamada

de uma série de Dirichlet.

Sejam r € R e H, := {s € C|Re(s) > r}. Se Y .°°  a,n"*° converge para algum sy € C,

n=1

entdo y 7 a,n"®

converge para todo s € Hge(s,). Além disso, a série de Dirichlet
converge uniformemente em qualquer subespago compacto de Hge(s,) € a fungao s +—
> oo apn~® é holomorfa em Hye(sy).-

Definigao 6.1.1 A série de Dirichlet ((s) = > oo, % €é chamado a fungio—( de

ns

Riemann.

Teorema 6.1.1 A funcao—( € uma funcao holomorfa { : Hi — C e pode ser estendida a

uma fungao meromorfa em C com polo simples em s = 1. Além disso, hH%C(S)(S— 1) =1.
s5—

A seguinte conjectura, sobre os zeros da funcao Zeta, é chamada de hipdtese de Riemann.
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Conjectura 6.1.1 (Hipétese de Riemann) Seja s € C tal que ((s) = 0. Se 0 < Re(s) <

1, entao Re(s) = 3.

A faixa {s € C|0 < Re(s) < 1} é chamada de faiza critica e a reta {s € C|Re(s) = 1/2}
¢é chamada de reta critica . Com essa terminologia, a hipétese de Riemann afirma que os

zeros de ((s) na faixa critica estdo todos na reta critica.

A fungao gama é uma extensao da funcao factorial aos niimeros complexos. Esta funcao

¢é definida por:
I(s) = / tte tdt.
0

Para todon € N, I'(n+1) = n!, e em geral, I'(s + 1) = sI'(s). Em particular I'(3) = /7.

Teorema 6.1.2 (Equacio Funcional da func¢io-C de Riemann) Seja ((s)
7 2T(£)¢(s). Entdo () (s) = (O)(1 - s).

Seja K um corpo de numeros e para n € N, j, o nimero de ideais de O tal que

I llox == |Ok/I| = n. Pelo lema 4.1.3 j,, é um ntmero finito para todo n € N.

Definicao 6.1.2 Seja K um corpo de nimeros. A série de Dirichlet ((K,s) =3 2% I

n=0 ns

¢ chamada de funcao-¢ de Dedekind do corpo de nimeros K.

Claramente ((Q, s) é igual a funcao-¢ de Riemann.

Seja K um corpo de ntimeros. Dado um monomorfismo o de K, o valor absoluto | - |,

definido por o é: |z|, := |z|g se ¢ é um monomorfismo real e |z|, := |z|c se o é um
monomorfismo complexo. Sejam |- |q,...,|- |, os valores absolutos de K associados aos
71 monomorfismos reais distintos de K e ||, 41, - -, | |- +r, 08 valores absolutos associados

aos 19 pares de monomorfismos complexos conjugados de K. Se a € O}, a férmula do

r1+72 n; __

produto 4.3.2 mostra que [[1]" |a; 1, onde n; = 1 ou 2 dependendo se | - |; é real
ou complexo. Esta igualdade mostra que a seguinte aplicacao ¢ um homomorfismo de

grupos:

Log : O?{ — {(yh s ayr1+r2) € Rritr2 | Z:;TTQ Yi = 0}
a > (loglaly,....log ], loglaf? ... log[af2 ).

ri+r2

Seja u(K') o subgrupo finito de Oj; formado pelas raizes da unidade.

Teorema 6.1.3 (das unidade de Dirichlet) O grupo O3 ¢é um grupo abeliano
finitamente gerado, igual ao produto do grupo finito u(K) pelo grupo abeliano livre

Log(Oy;) de posto ry + 1y — 1.
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A finitude de Cl(Ok) e o fato de Oy ser um grupo abeliano finitamente gerado, sao os

dois principais resultados de finitude da teoria algébrica dos ntimeros.

Definicao 6.1.3 Sejam K|Q um corpo de nimeros e {uy, ..., Up 4ro—1} C Of tal que
{Log(uy),...,Log(tr +r,—1)} € uma base para o Z—mddulo Log(O% ). Em particular este
conjunto € linearmente independentes em R™%"2. Seja M a matriz cuja i—ésima linha €
Log(u;), para todo i =1,...,11 +re — 1. O regulador Rk de K € o determinante de uma

submatriz (ry +re — 1) X (ry + 19 — 1) menor de M.

Teorema 6.1.4 Seja K um corpo de nimeros. A fun¢ao-¢ de Dedekind ((K,s) define
uma fungao holomorfa ((K,s) : Hy — C. Esta fung¢do pode ser estendida para uma fungdo

meromorfa em todo C com um pélo simples em s = 1. Além disso,

2 (2m)2hg R
lim (K, 8)(s — 1) = 2 Cn) 2B
s—1 LUK A /dK
onde hi € o nimero de classe, di é um gerador positivo do discriminante, iy € o niumero

de raizes da unidade contidas em K, r e ry sdo como na defini¢cao 4.1.4 e o regulador
Ry € definido em 6.1.35.

Como veremos na segao seguinte, a fun¢ao ((K,s) pode ser obtida como um produto

infinito onde cada fator é dado por um ideal primo de Ok.

Teorema 6.1.5 (Equacio Funcional da Func¢ao-¢ de Dedekind) Seja K um corpo de

numeros. Entao,

(K, s) =di (L(T_)> ((2”)2?(2)(1 — S)) 2 C(K,1—s).

Como no caso da fun¢ao-C de Riemann, podemos modificar a funcao-¢ de Dedekind para

obter uma equacgao funcional. Seja

sy = ) (F2) (G2 (aw

Entio ((K,s) = ((K,1— s).

As conjecturas que afirmam que os zeros nao triviais de uma dada série de Dirichlet
estao em uma reta vertical sao referidas na literatura como Generalizacao da Hipotese
de Riemann ou Hipdtese de Riemann FEstendida. A fungao-( de Dedekind também tem
uma conjectura deste tipo. A hipdtese de Riemann classica ou estendida tem importantes
consequencias na teoria dos nimeros. Por exemplo, determinar se um nimero é primo

ou composto.
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6.2 Funcao-( e o Produto de Euler

Em andalogo ao caso dos corpos de niumeros, associaremos agora um funcao—({ a um

dominio de Dedekind com quocientes finitos.

Definigao 6.2.1 Sejam A um dominio de Dedekind com quocientes finitos e M(A) o
mondide dos ideais nao nulos de A. Se I € M(A), ||I|| .= |A/I|. A soma formal

1
o= 2 T

IEM(A)

¢ chamada de funcao-¢ de A.

Seja j, = #{I € M(A)|||I|| = n}. Se j, < oo para todo n € N, entao reorganizando os

termos da soma formal acima, podemos escrever ((A,s) = L.

nS
Observe que ((Z, s) é a funcao-¢ de Riemann e similarmente, se K é um corpo de niimeros

e Ok o anel dos inteiros, entao ((Ok, s) é a fun¢ao-¢ de Dedekind associada a K.

Seja A um dominio de Dedekind com quocientes finitos. Todo ideal I € M(A) se fatora
em produto de ideais maximais de A: I = P/ --- P%. Podemos usar esta propriedade
de fatoragao tdnica de ideais para reescrever a soma infinita ((A,s) como um produto

infinito. Observe que

1 1 1 =1
E— + 4= 7
1~ o [Pl [|P]s RZ:O | P
assim
1 ( 1 1 ) ( 1 )1
= 1+1+ + + ) = 1- :
Ie%%fn I711° Pehla—aIxm) (Tl pal;(m 711

O lado direito da igualdade acima é as vezes chamado de fatoracao de ((A, s) no produto
de Euler.

Observacao 6.2.1 Seja A =7. A discussao acima nos permite escrever a identidade:

=1 1\
n=0 p:primo

Agora definiremos o principal objeto de estudo deste capitulo. Sejam f € F,[z,y]

absolutamente irredutivel e Z;(IF,) ndo singular. Pelo corolario 5.4.1, Cy := F[z,y]/{f)
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¢ um dominio de Dedekind com quocientes finitos. Sejam

1 1 \!
C(Zf/qu‘S)::C(Cf’S): Z W: H (1_W) )

IEM(Cf) MEMaX(Cf)

e by = #{M € Max(Cy) | [Cy/M : F,] = d}. Que by € Z é provado em 5.5.2. Se
[Cy/M :F,] =d, entdo |[M|| = |C;/M| = ¢°. Portanto

c(zs/ey) =TT (1- qi)

deN

Sejam T :=q™° e

2(2/8,. ) = [ [ (1 -7,
deN

de modo que Z(Z;/F,,T) = ((Z;/F,,s). Quando ndo causar confusao, denotaremos a
funcao Z(Z;/F,, T) simplesmente por Z(T).

6.3 A Funcao-C de uma Curva Nao Singular

Sejam f € F [z, y] absolutamente irredutivel e Z;(F,) ndo singular. Como visto na se¢ao

anterior, a funcao-¢ do anel Cy :=F [z, y]/(f) é dada por
1\ ™
e =T (1- )
deN q

Seja T := q~° e considere a expressao

Z(Z;/F,,T) = Z(T) = [ (1 — %) ™.

Entao log(Z(T)) = — Y jey ba - log(1 — T%). Usando —log(1 — x) = 37 | £, concluimos

n=1"n

log(Z(T)) = " bu (_Z - ) , (6.1)
log(Z(T)) =Y (D dba % (6.2)

n=1 dln
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Pela proposicao 5.5.2, >, dba = Ny, onde N, = |Z(F,»)|. Portanto,

Z(2;F, T) = exp (i Nn%> |

Definicao 6.3.1 A série de poténcias Z(Z;|F,,T) € Q[[T]] € chamada de fungdo-zeta

de wma curva afim Z;(F,) sobre F,.

Exemplo 6.3.1 Uma vez que |A'(Fypn)| = ¢",

mn

Z(A'JF,, T) = exp (Z q”%) = exp(—log(1 —¢T)) = (1 —¢T7)~"

Exemplo 6.3.2 Sejamp # 2, f(z,y) =2 +y*—1 € Flr,y] e F(X,|Y,Z) = X?+YV? -
Z2. A curva projetiva Xp(F,) € ndo singular e Xp(F,) # 0. A proposicio 6.0.3 garante
que | Xp(Fp)| = ¢+ 1. Sejai € F, a solugdo em F, da equagdo 2> — 1 = 0. Entdo

Xp(F,) = Zp(F,) U{(1:4:0),(1:—i:0)}.

SeieFy, entao Ny, := |Zy(Fyn)| =q" — 1. Se i € F,, entdoi € Fp e assim

n 1 2 .
N, = L 2,
g —1, 2In.

Entao se 1 € Iy,

Z(Zy[Fy,T) = exp <Z(C]n - 1)%) = exp (Z (o

=1 =1

3

Z%) (1-T)(1—qT)~"

1

3

eset & F,,

Z(Zf/an T) = exp (szm w + 22|n (qn,nl)Tn)
- 1+T)(1—qD)"

Definicao 6.3.2 Sejam F € F [X,Y, Z] homogéneo e N,, := |Xp(Fpn)|. A fungdo-zeta

de Xr(F,) sobre F, é a série de poténcias

Z(Xp/F,,T) = exp <Z N,;LT"> :
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Exemplo 6.3.3 Sejam L, F' € F,[X,Y,Z] homogéneos, L linear e F' de grau dois tais

que XF(Fq) ¢ uma curva nao singular. Pela classificagdo de conicas, F = X* —Y 7 e
assim para todon € N, X1 (Fpn) & Xp(Fyn) = PY(F,). Logo,

zvawTy:wp<§:ﬁﬁ%;ﬁf>:41—qTrw1—Ty?

n=1

Seja Xp(F,) uma curva nao singular. Lembre-se que grau do ponto P € Xp(F,) é igual
ao comprimento da 6rbita de P sobre Gal(F,|F,), veja 5.8.2. Se v é um érbita de X5 (F,)
sobre a acdo de Gal(F,|F,), definimos o grau da érbita v, deg(v), como sendo seu ntimero
de pontos. Seja by o nimero das 6rbitas de grau d da agao de Gal(F,|F,) em Xp(F,). O
lema 5.5.2 afirma que N,, = Zd‘n db,. Entao

ZOXH/FuT) = oxp (S5 o) = TLyul1 %)
— H (1 - Tdeg(v))fl

vEXF(Fq)/Gal(Fy|Fy)

A relagao entre a funcao-zeta de uma curva projetiva e a funcao-zeta da curva afim

associada é descrita abaixo:

Lema 6.3.1 Sejam F € Fy[zo, x1,x2] absolutamente irredutivel, homogéneo e f(x,y) =
F(x,y,1). Sejam vy, ..., v, as drbitas dos pontos no infinito de Z;(F,) sobre a agdo de
Gal(F,|F,). Entdo

r

Z(Xp[F,, T) = Z(Z;)F,, T) - [ [ (1 = T)) 2,
=1

Seja F' € F,[xg, 1, 29] homogeéneo definindo uma curva projetiva plana Xp(F,) nio

singular. A funcao-zeta desta curva foi definida como
o Tn
Z(Xp/F,,T) := exp Zl No—

onde N,, = |Xp(F,n)|. Dado um inteiro e > 0, considere F' como um polindémio em
F e [0, 71, 72). A funcio-zeta da curva Xz (F,), quando F é pensando como um polinémio

com coeficientes em Fe é

N A
Z(Xp/Fpe, T) := exp <Z Nn7> :
n=1
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onde N, = |Xp(Fpen)] = N, A relagio entre as fungdes-zeta Z(Xp/F,,T) e
Z(Xp/F.,T) é explicitada no resultado abaixo.

Lema 6.3.2 Seja & um raiz e—ésima primitiva da unidade. Entao
Z(Xp[Fpe,T%) = || 2(Xr/F,, &T).
i=1

Demonstragao: Observe que Y ., e(§)™ = e seelm e € zero, caso contrdrio. Portanto,

log (ITizy Z2(Xp/Fg, &T)) = 320y O pmey Nn(€)™T™ /m)

= 22:1 Nm (Zze:l(gé)m) %
= Y NeaTom  yoo Ny (T9)"

n=1 n n=1 n

—  log(Z(X#/Fy, T?)).
[ |

Observacao 6.3.1 Seque da definicao, que a funcdao-zeta de wma curva projetiva
pertence a Q[[T]]. No exemplo 6.3.3, expressamos Z(P'/F,, T) como uma funcao racional

com coeficientes em 7. Nosso primeiro objetivo no estudo das funcgoes-zeta de curvas, €

mostrar que se Xp(F,) € nao singular de grau d, entao

Z(Xe/F0nT) = 7= q{}ﬂ 7 (6.3)

onde f(T) € Z|T),deg(f) = (d —1)(d — 2). O inteiro

(d—1)(d-2)

9:=9(Xr) = 5

¢ chamado do género da curva Xp(F,). Seque da racionalidade da fungdo-zeta (que

provaremos em 0.4) que a sequéncia infinita {N,}n,en € totalmente determinada por 2g

inteiros ¢y, Ca, . .., Coq tais que f(T) :=14+c/T+ -+ CQgTQ‘g. Para escrever a sequéncia
{N,}nen em termo dos 2g inteiros, escreva f(T) = [[2,(1 — wT) € Q[T]. Como
h(s) == s f(2) € Z[s] é monico de grau 2g e h(w;) = 0, os elementos wy, ... ,wa, SG0

inteiros algébricos. Entao, usando 6.3

log(Z(T)) = Y27, log(l —w,T) —log(1 — qT) —log(1 —T)
= > (= S Wl g+ 1)

Assim,

2g
No=q"+1=) wl (6.4)
=1
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Observacao 6.3.2 Como foi mencionado anteriormente, um de nossos objetivos
principais € obter explicitamente estimativas para os inteiros N,,. Estas estimativas podem
ser deduzidas a partir da hipotese de Riemann para curvas . FEsta hipdtese para as
fungoes—( de Riemann ((s) afirma que, se 0 < Re(s) <1 e ((s) =0, entdao Re(s) = 1/2.
Relembre que a fungao-zeta € dada em funcdao de s, onde T = q~*. Seja s € C, e considere
a afirmacao:

Se 0 < Re(s) <1 e Z(qg®) =0, entao Re(s) = 1/2. (6.5)

Como Z(T) € Q[T], os nimeros algébricos 1/wy, ..., 1/wy, sio os unicos zeros de Z(T).
Se 1/w; = ¢°, entio |wilc = ¢™¢®). Note que se log(q) > 2w, entdo todo w € C* pode
ser escrito como w = q~* para algum s € C com 0 < Re(s) < 1. A afirmagao 6.5, se
verdadeira, implicaria que |w;|c = q%. Assim, a hipotese se Riemann para curvas sobre

corpos finitos, provada por Weil em 1940, afirma que
lwilc =g, Vi=1,...,2¢. (6.6)
Portanto, seque de 6.4 e da hipotese de Riemann para curvas 6.6 que

[No = (¢" + 1) < 29V/q" (6.7)
Veremos em 8.5 que a estimativa 6.7 é essencialmente equivalente a 6.6.

Exemplo 6.3.4 Seja F(xg, 71, 72) = 23+ 21 + 25 € F3[wg, 21, 22). A curva Xp(F3) € ndo
singular e g = 3. E fécil verificar que Xp(Fs) ={(1:1:1),(2:1:1),(1:1:2),(1:2:
1)}. O grupo F§ € ciclico de ordem 8 e, portanto, contém exatamente 4 elementos cujas

poténcias quartas sao —1. Entao
Xp(Fo) ={(a:b:1)|a,beFy,a* =b*=1}U{(a:1:0),(1:a:0),(0:1:a)|la € Fy,a*=—1}.

Em particular, Ny = 28. A estimativa para N, dada pela hipotese e Riemann € alcancada
neste caso: No = p? + 1+ 2g/p? =324+ 1+ 18 = 28.

Os resultados aqui apresentados para funcgoes-zeta de uma curva projetiva plana nao
singular também valem para as fungdes-zeta de uma curva completa nao singular X/F,

cuja funcao-zeta é definida a seguir.

Definigao 6.3.3 A funcao-zeta de uma curva completa nao singular X/F, € a série de
poténcias
Z(X/F,,T) = [ (1 - T%=")!

pPeX
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Sejam by := #{P € X | |Op/Mp| = ¢?} e N,, = |X(F,)|. A proposicdo 5.8.2 mostra

que N, = > dn db,. Portanto, como em 6.1 e 6.2, concluimos que

= N, T"
Z(X/F,,T) = exp <Zl - >
Sejam e,p € Z, p primo e (e,p) = 1. Dada a curva completa nao singular X/F,,

associamos por extensdo de escalares a curva completa nao singular Xg . /F,e (associada

aFue(X)|[Fg). As fungoes-zeta destas curvas sao relacionadas do seguinte modo:

Lema 6.3.3 Z(Xg,. /Fp,T¢) = [[;_ Z(X/F,, ET).
Demonstragdo: A prova deste lema é andloga ao do lema 6.3.2. Seja N, := | Xg, . (Fqe)].
O fato que N,/l = N, seque do lema 5.8.4. [ |

6.4 A Racionalidade da Funcao-Zeta

Defini¢ao 6.4.1 Dada X/k uma curva completa ndo singular, seja Eff*(X/k) o conjunto
dos dos divisores efetivos de Div(X/k) de grau d.

Podemos escrever

Z(X/F,T) = T] (1 - 7oy

pPeX

— Z Tdeg(D)

DEEf(X/F,) (6.8)

_ Z Z Tdeg(D)

LEPic(X/Fy),deg(£)>0 \ DEER(X/F,),cl(D)=L

Sejam L € Pic(X/F,) e
E;:={D e Eff(X/F,) | (D) = L}.

O teorema de Riemann-Roch (veja 7.2.3), mostra a existéncia de um inteiro g > 0,

chamado género de X/IF,, tal que, se deg(L) > 2¢g — 1, entao

qdeg(£)+1—g -1

|Ec| = |

(6.9)

A racionalidade da funcao-zeta Z(X/F,, T') segue imediatamente da formula 6.9.
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Teorema 6.4.1 (Racionalidade da funcao-zeta) Seja X/F, uma curva completa ndo

singular de género g. Entao

/(1)
2D = gy

onde f € Z|T) e deg f < 2g. A funcgdo-zeta tem um polo simples em T =1 e

lim (T — 1) 2(X/F,, T) = —"—

T—1 q— 1’
onde h := |Pic’(X/F,)| é o mimero de classe.
Demonstragdao: No caso em que g = 0, usando 6.9, |E;| = qdcg(qi# se deg(L) > 0,
concluimos .

Z(X/F,T) = .

! (1-T)(1—qT)
Suponha g > 1. Seque de 6.8 que
Z()(/]Fq7 T) = Z ‘Eﬁ'Tdeg(C) + Z ‘Eﬁdeeg(C).
LePic(X/Fq),0<deg(L)<2g—2 LEPic(X/Fq),deg(L)>2g—1

O teorema 5.9.2 afirma que a aplicagdo deg : Pic(X/F,) — Z tem micleo Pic’(X/F,)
finito de ordem h. Portanto, para todo d € N, o conjunto

Pic’(X/F,) = {£ € Pic(X/F,) | deg(L) = d}
€ vazio ou tem ordem h. Seja e € N o unico inteiro tal que deg(Pic(X/F,)) = eZ. Entao

3 |Eo|o™% € Z[a]

LePic(X/Fy),deg(L)<29—2

e seu grau € no mdximo 2g — 2. Por 6.9,

2 [Be| T4 = 37

LEPic(X/Fq),deg(L)>2g—1 d,de>2g—1

qdeJrlfg _ 1Tde.
qg—1

Seja dy o menor inteiro tal que dope > 2g — 1. Entao

h ed+1—g ed o U(Te)
ﬁ( 2, W )‘h' ierary Y

ed>2g—1
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onde u € Z[z] de grau no mdximo 2g. Assim

§(r)
=TT

Z(X/F,,T) = (6.11)

onde f € Z[x] tem grau no mdximo 2g. Além disso, seque de 6.10 que

lim (T — 1) Z(X/F,, T) = T

Portanto, este teorema seque imediatamente da proxima proposicao, cuja demostra¢ao

pode ser vista em [6], pdgina 286. [ |

Proposigao 6.4.1 Seja X/F, uma curva completa nao singular. Entdo a aplicagdo
deg : Pic(X/F,) — Z

¢ sobrejetiva, isto é, na demonstracao do teorema anterior e = 1.

Uma vez que Z(X/F,,0) = 1, segue f(0) = 1. Podemos portanto fatorar f(7) em Q[T

como

29
A1) =] = w).
i=1
Notamos em 6.3.1 que os elementos wy, . .., wy, sao inteiros algébricos. Veremos em 6.5.1

que deg(f) = 2g, ou seja, w; # 0,1 =1,...,2g.
Corolario 6.4.1 |Pic®(X/F,)| = h = f(1) = [[2%,(1 — w;).
Observagao 6.4.1 A hipdtese de Riemann para curvas sobre corpos finitos, cuja

veracidade garante que |w;| = \/q, para todoi =1,...,2g, fornece cotas inferior e superior

para h. De fato, seque da hipdtese de Riemann que

29
1=V <h=|]J(1—w)l <1+ v)™.
i=1
Em particular, h > 1 se q > 4.
Se F € F,[xg,z1,22] é homogéneo de grau dois, vimos em 6.0.2 que Xp(F,) # 0. J4 na

observagao 6.0.4, vimos um exemplo onde deg(F) > 2 e Xp(F,) = 0. O préximo coroldrio

mostra a existéncia de algumas curvas tais que Xp(F,n) # 0.
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Corolério 6.4.2 Sejam F € F,[zg,x1,72] e Xp(F,) uma curva ndo singular. Entdo

eviste {P,...,P.} C Xp(F,) tal que [F,(P;) : F,],i =1,...,r, sdo relativamente primos.

Demonstracao: Seja X/F, a curva completa nio singular associada ao corpo de fungoes

F,(Xp)|F,. A proposi¢io 6.4.1 afirma que a aplicagao deg : Pic(X/F,) — Z € sobrejetiva.
Portanto, existe D = >"'_ a,Q; € Div(X/F,) tal que deg(D) = > ._, a;deg(Q;) = 1.
Identifique X com Xp(F,)/Gal(F,|F,). Sejam Pi,..., P, € Xp(F,) tais que a érbita de
P, na agio de Gal(F,|F,) corresponde a Q; € X. Entio [F,(P,) : F,] = deg(Q;). De

" _a;deg(Q;) = 1, concluimos que [F,(F;) : F,] = deg(Q;) sdo relativamente primos B
Dic1 & q q g

6.5 A Equacao Funcional

Na se¢ao 6.1, estabelecemos uma relacao entre ((s) e ((s—1) para a fun¢ao-¢ de Riemann.
Nesta se¢ao vamos estabelecer uma rela¢ao semelhante para a funcao-zeta Z(7T') de uma
curva nao singular. Podemos considerar Z(7") como uma funcao de s, basta observar que
T = ¢~°. Considere a mudanca de varidvel ¢~! — ¢~=%), ou, equivalentemente 7" — qiT.

Pela observacgao 6.3.1 e pelo teorema 6.4.1,

H::1(1 —wiT)
- qI)(1-T)

Z(T) =
onde w; # 0 para todo 7 =1,...,c. Assim

1 1 c Wi
Z(7) = 01?1 — 5)
c c —c2—c =1 (1=qT/wi
= (D) ([T, wi) - (gt=e7?) - Timlallen),

A equacao funcional satisfeita pela funcao-zeta de uma curva nao singular é obtida a

partir as duas condigoes equivalentes abaixo.

Teorema 6.5.1 (Equacao funcional da fungao-zeta) Sejam X/F, uma curva
completa ndo singular de género g e Z(T) == Z(X/F,,T) = %. Entao deg(f) =
2g e sao equivalentes:

1. Z(1/qT) = (¢T*)" Z(T).

2 . ~ . ’
2. 12, wi = ¢ e a aplicacdo w; — w% do conjunto {wr, . ..,ws,} nele mesmo, estd bem

definida e ¢ uma bijecao.

A prova da equagao funcional usa fortemente o teorema de Riemann-Roch 7.2.3 que
veremos mais adiante, por isso daremos aqui apenas uma ideia da demonstracao. O
teorema de Riemann-Roch mostra a existéncia de um inteiro g e para cada L € Pic(X/F,),

um inteiro nao negativo h°(L) tais que
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w0y _q

(Z) |EC| =1 —1
(i) se deg(L) = 2g — 1, entao h°(L) = deg(L) + 1 — g.

Além disso, o teorema de Riemann-Roch garante também a existéncia de um elemento
K € Pic® ?(X/F,), chamado da classe canénica, tal que para todo L € Pic(X/F,),

(iii) h°(L) = deg(L)+1— g+ h°(K - L).
Entao de (i), (ii) e principalmente (iii), seque a demonstracio de 1 e 2. De 1, seque que

deg(f) = 2g.

Observacao 6.5.1 O item 2 do teorema 6.5.1, nos permite, com uma mudanga de indices

de necessdrio, escrever o conjunto {wi,...,wa} como {wy,..., wy, q/wi,...,q/w,}.

Corolario 6.5.1 (Funcdo-zeta de uma cubica) Sejam F € F,[xg, x1,x2] homogéneo

de grau 3 e Xp(IF,) nao singular. Entdo

(1-=T)(1—qT)

Z(X /¥, T) =

A fungao-zeta satisfaz a equagao funcional Z(T) = Z(1/qT). A hipdtese de Riemann vale
para cibicas ndo singulares se, e somente se, 0s zeros do polinomio 1+ (Ny—q—1)T+qT?
sao conjugados complezos ou se \/q € Z e w1 = wy = +,/q.

Demonstracao: Provaremos em 7.3 que o género g de uma curva plana projetiva nao
singular de grau d é w, disto seque que o género de uma cubica nao singular € 1. Do
teorema 6.5.1, podemos escrever f(T) = (1—wT)(1—wyT'). Por 6.4, N1 = q+1—(w1+ws),

de modo que f(T) =1+ (Ny—q—1)T +wiwyT?. Pela equagao funcional 6.5.1, wiws = q

e portanto
(1=T)(1—qT)

Z(X /¥, T) =

Uma vez que f € Z[T], se w; € C\ R, entdo wy = W1 = qu, logo |wi| = |wa| = /7.
Assim, a hipdtese de Riemann vale neste caso. Se a hipotese de Riemann € verdadeira e
wi € R, entdo |w;| = \/q e w; = £,/q,i =1,2. Em particular, f(T) = (1+/qT)* neste
caso. Como f € Z[T), logo \/q € Z. |

Corolério 6.5.2 Sejam F € F, [z, z1,29] homogéneo de grau 3 e Xp(F,) ndo singular.
Entao Xp(F,) # 0.
Demonstracdo: Basta observar que | Xp(F,)| = Ny = f(1) = |Pic”(Xp/F,)| # 0. [




6.5 A Equagao Funcional 156

Observagao 6.5.2 Nas mesmas condigoes do coroldrio anterior, se Xp(F,) € uma curva

singular, pode-se mostrar que
q < [ Xp(Fg)| < g +2.

Em particular | Xp(F,)| > 0 neste caso também. Além disso, a curva completa ndo
singular associada ao corpo de funcoes de XF(FQ) tem género zero e contém q + 1
Fy,—pontos racionais.

Observacao 6.5.3 Seja XF(FQ) uma cubica nao singular. Quando wy + wy = 0, isto €,
Ny = g+ 1, seque que wy = +/—q. Assim, quando Ny = q+ 1, Ny = ¢* + 1 — (wi +
w3) = (q+1)2 Isto € a cota superior dada para Ny pela hipdtese de Riemann é atingida.

Analogamente, a cota inferior dada pela hipdtese de Riemann € atingida para Ny.

Um exemplo de cubica nao singular onde Ny = q + 1, para q = p foi dada no exemplo
6.0.1. Outro exemplo onde N1 = p+1 € a cibica nao singular definida por F(xo, x1,x2) =

3,3 .3
xy + 2] + 5 € Folxg, x1, 2]

Em geral, se X/F, é uma curva completa nao singular de género g cujo numerador da

funcao-zeta é da forma
FT) = 14T,

entdao N, = ¢"+1paratodon =1,...2¢—1, Nay = ¢*9+1+2g¢? e Ny, = ¢*9+1—2gq*.
Além disso, a hipotese de Riemann vale para esta funcao-zeta e as cotas siperior e inferior

dadas pela hipétese de Riemann sao atingidas para Ny, e [Ny, respectivamente.



CAPITULO

7

Os Teoremas de Riemann

Sejam k um corpo e X/k uma curva completa nao singular cujo corpo de fungoes é
k(X)|k. Dado P € X, seja vp a valorizagao associada e Op o dominio local principal
associado a valorizacao vp. Este dominio é interpretado como o conjunto das funcoes f
em X definidas em P, equivalentemente vp(f) > 0 ou f = 0. Seja Mp < Op o ideal

maximal das fungdes que se anulam em P, isto é vp(f) > 0ou f =0.

Seja {Pi, ..., P;} C X. Uma pergunta natural é se existe uma fungao nao constante em
k(X) cujo conjunto dos polos e/ou zeros esteja contido em { P, ..., P;}7 Neste capitulo
estudaremos esta questao. Note que estudar a existéncia de uma funcao com zero em P é
equivalente a existéncia de uma fungao com polo em P, de fato se existe a € k(X) tal que
a(P) =0, entdo - € k(X) possui polo em P. Mais precisamente estudaremos o seguinte
problema: dados {P,..., P} € X e ay,...,as € N*, podemos encontrar uma func¢ao em
k(X) que tem apenas polos (ou zeros) em P; de ordem a; para cada i = 1,...,s? Em
geral, a reposta desta questao é negativa, no proximo exemplo veremos um caso onde a
resposta ¢ positiva. Daremos condi¢oes no decorrer do capitulo quando a resposta sera
positiva. Vale observar que este problema ¢é a generalizacao de existéncia de um polinomio
cujas raizes e suas respectivas multiplicidades sao dadas, que claramente existe e é tinica

a menos de uma constante (seu coeficiente lider).

Exemplo 7.0.1 Seja P'/k a reta projetiva. Seu corpo de fracées é k(x). Identificamos
P! com Al'(k) U {oo} de tal forma que k[z] é o anel das funcées em A(k). Sejam
ai,. .., B €k distintos e a, . ..,as,b € N. A funcdo
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tem polos somente em ayq,...,as cujas ordens sao a,...,as respectivamente. Suponha
que b > > a;. A fungao
b
€T — _
(z—B) -
(l‘ — a1>al . e (Z’ — as)as
tem polos em ay,...,as de ordem aq,...,as respectivamente e um polo em oo de ordem

b— > a;. Portanto, a resposta da questao anterior é positiva neste caso.

Seja X/k uma curva completa nao singular. Relembre que D = )7  a;P; € Div(X) ¢
efetivo ou positivo se a; > 0 para todo i = 1,...,s. Denote por O o elemento neutro de

Div(X). Considere a seguinte relagao de ordem parcial em Div(X) \ {O} :
D' >D <« D' — D éum divisor efetivo.

Em particular, D é um divisor efetivo se D > O. Para cada fungao a € k(X)* associamos
um divisor div(e) := > wvp(a)P € Div(X). Por convencao, div(0) > D para todo
D € Div(X). Assim podemos estender a ordem parcial > para Div(X). Para estudar
a existéncia de func¢oes com zeros e polos pré-determinados, sera 1til considerarmos o

seguinte conjunto:
H(D) := {a € k(X) | div(a) + D > 0}.

Facilmente podemos verificar que H°(D) é um k—espago vetorial. Veremos como estudar

a resposta da pergunta feita anteriormente é relacionado ao calculo de dim HY(D).

Exemplo 7.0.2 Sejam k um corpo algebricamente fechado e D = "7  a;P; > 0. Entdo
H°(D) € o conjunto das funcoes em k(X) com possiveis polos somente em P; e de ordem

no mdrimo a;, parai=1,...,s. Em particular, k C H°(D).

Observagao 7.0.4 Se D = 0, entao H°(D) = k. De fato, o teorema 5.6.2 mostra que
as unicas fungoes em k(X) que nao possuem polos sao as constantes. Analogamente, se
a € k(X)*, entio H(div(a)) = o™ 'k.

Em dois casos é muito fdcil calcular h°(D). Se deg(D) < 0, entao H°(D) = {0}. Isto
seque do fato que deg(div(a) + D) = deg(div(a)) + deg(D) = deg(D), pois pelo teorema
5.9.1, deg(div(a)) = 0 para todo o € k(X)*. Se deg(D) = 0, entdo dim H°(D) < 1.
De fato, se dim H°(D) > 0, entdo existe uma funcdo nao nula o € H°(D). Assim
div(a) + D > 0, uma vez que deg(div(a) + D) = 0, D = —div(«), entao H*(D) = ak,
ou, dim H°(D) = 1.

Dado D" € Div(X), considere o conjunto M(D') := {8 € k(X) | div(8) = —D'}.
Claramente,

H'(D) = | J M(D")| J{o}.

D>D’
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Seja h(D) := dimy,(H°(D)). Mostraremos que h'(D) < oo, mais precisamente, h(D) <
deg(D)+1. O resultado principal a ser provado é o teorema de Riemann-Roch, que afirma

a existéncia de um divisor C' e um inteiro g tais que deg(D)+1—g+h°(C — D) = h°(D).

Concluimos esta introdugao relembrando a motivagao aritmética para o estudo de

divisores e da aplicagao classe,

Div(X) — Pic(X) := Div(X)/div(k(X)*)
D — cl(D).

Dado £ € Pic(X), seja
Ep:={DeDiv(X)|D>0 e cl(D)=L}).

E facil ver que By = 0 se deg(£) < 0, uma vez que o grau de um divisor efetivo
¢ sempre nao negativo. No capitulo anterior, provamos a racionalidade e a equacao
funcional da funcdo-zeta associada a uma curva completa nao singular X/F,, usando
essencialmente boas estimativas para #F; quando deg(L) > 0. Suponha E; # 0 e
D € E;. A cardinalidade de E, estd relacionada com h°(D) = dimg, H%(D), dada por:

¢’ — 1

By =
#EL p—

Esta férmula é provada usando a seguinte descricao do conjunto E,, valida mesmo até

quando k nao é um corpo finito.

Lema 7.0.1 Sejam k um corpo, X/k uma curva completa nao singular e L € Pic(X).
Suponha E; #0 e D € Ep. A aplicagao:

Yp: HY(D)\ {0} — E.
a — div(a) + D.

¢ sobrejetora. Além disso, o grupo k* age em H°(D)\ {0} por

K x HY(D)\ {0} — H°(D)\{0}
(¢, @) — co

e E¢ pode ser identificado com o quociente de H°(D)\{0} pela agdo de k*. Em particular,
E; estd em bijecio com PM(P)=1().

Demonstracao: A sobrejetividade seque pela defini¢io. Sejam Dy € Ep e a € 5! (Dy).
Resta mostrar que ¥,' (Dy) = {cale € k*}. Claramente ca € ¥5'(Dy) para todo ¢ € k*.
Seja B € ¥p'(Dy), entdo Dy = div(B) + D = div(a) + D. Logo, div(B/a) = 0. Pelo
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teorema 5.6.2, 5/a € k*, ou, = ca para algum c € k*. [ |

Definigao 7.0.1 Sejam X/k uma curva completa nao singular e D =" apP. Definimos

a ordem de P no divisor D por ordp(D) := ap.

7.1 Teorema de Riemann

Sejam k um corpo, X/k uma curva completa nao singular e D € Div(X). Relembre que
H°(D) :={a € k(X) | div(a) > —D}. Para cada ponto P € X, defina

L(D)p:={a € k(X) | ordp(a)) = —ordp(D)}.

Considere a seguinte aplicagao de k—espagos vetoriais

oo k(X)) —  @K(X)/L(D)p)

pPeX

f — EP(f mod L(D)p).

PeX

Por definigdo, ker(¢p) = H°(D). Seja H'(D) := coker(pp). Mostraremos nesta segao que

H°(D) e H'(D) sdo ambos k-espagos vetoriais de dimensao finita.

Observacao 7.1.1 Observe que se dois divisores sao linearmente equivalentes, entao 0s
espacos vetoriais H° e H' associados sio isomorfos. De fato, sejam D € Div(X) e
D' = D + div(a) para algum o € k(X)*. O isomorfismo my : k(X) — k(X) dado pela
multiplicagao por a induz o sequinte diagrama comutativo de espacos vetoriais, onde as

aplicagoes verticais sao isomorfismos:

0 — HY(D) — k(X) 2 @ kX)/LD)p — HY(D) — 0

1 1 1 1
0 — H'D) — kX)) 2 @,kX)/LD)p — HY D) — 0

Suponha que H°(D) e HY(D) tém dimensio finita e denote suas dimensoes
respectivamente por h°(D) e h'(D). Quando L € Pic(X/k), seja h'(L) := h'(D), onde
D ¢é um divisor tal que cl(D)L. A observagio acima mostra que h'(L) ndo depende da

escolha de D. Relembre que h°(O) =1 (7.0.4).

Definigao 7.1.1 Seja X/k uma curva completa ndo singular. O inteiro h*(O) é chamado

do género de X e é denotado por g = g(X).
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No restante desta se¢io mostraremos que h°(D) — h!(D) — deg(D) é uma constante que
nao depende de D. Se isto for verdade, tomando D = div(«), a € k(X)*, segue da

observacao 7.1.1 que
h*(D) — h'(D) — deg(D) = h°(0) = 1'(0) — deg(0) = 1 — g,

isto é,
h°(D) = deg(D) + 1 — g + h'(D), (7.1)

para todo D € Div(X). Uma vez que h'(D) é a dimensdo de uma espago vetorial e,

portanto, um inteiro nao negativo,
h°(D) > deg(D) + 1 — g, (7.2)
para todo D € Div(X). A inequagao anterior é chamada teorema de Riemann.

Observagao 7.1.2 Seja D € Div(X). O teorema de Riemann implica que, se deg(D) >
g, entdo h°(D) > 0. Em particular, se d > g, entdo a aplicagio

cl?: EfY(X/k) — Pic*(X/k)
introduzida em 5.9.2 é sobrejetiva.

Provaremos agora que h’(D) < oco. Sejam D e E dois divisores tais que D > FE. Segue

imediatamente das definigoes que HY(F) C H°(D) e L(E)p C L(D)p, para todo P € X.

Denote por 7p o gerador do ideal maximal de Op C k(X). Entao £(D)p = ﬂ}ordP(D)Op.

Fato 7.1.1 Se s < t, entio 760p C 750p e dimy o8 = (t — 5) deg(P).

;
m0p

ﬁ(D)P>
L(E)p/
Demonstragao: O fato 7.1.1 garante dimy, L(D)p/L(E)p = (ordp(D)—ordp(F)) deg(P).

Como ordp(D) = ordp(E) =0, a menos de uma quantidade finita de pontos em X,

Fato 7.1.2 Se D > E, entdo deg(D) — deg(F) = dimy, (@
P

dim, (@ EEIE) ;i) _ ;(ordp(D) — ordp(E)) deg(P) = deg(P) — des(E).

Observagao 7.1.3 Sejam D > E dois divisores e ¢, : H'(E) — HY(E) a aplicagdo
inclusao. Seja

s D RX)/LE)p — EDRX)/LID)p
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a aplicagao sobrejetiva obtida a partir da soma direta das aplicagoes sobrejetivas: ps p :
k(X)/L(E)p — k(X)/L(D)p induzidas pelas inclusoes L(E)p — L(D)p. Considere o

diagrama

0 — HYE) — KkKX) 25 @pk(X)/L(E)p — HYE) —0

¥ | + )
0 — HYD) — k(X)) & @ kX)/LD)p — H(D) —0

onde ppp € a aplicagao natural induzida por ps entre os co-nicleos de g e pp. Por
7.1.2, dimy ker p3 = deg(D) — deg(FE). Entdo

H°(D)

dimy, ker(¢p p) = deg(D) — deg(E) — dimy, HY(E)

(7.3)

Lema 7.1.1 Seja D € Div(X), deg(D) > 0. Entao h°(D) < deg(D) + 1. Em particular,
para todo D € Div(X), h°(D) < occ.
Demonstragao: Por 7.0.4, se deg(D) < 0, entio h°(D) = 0 e se deg(D) = 0, entdo

h(D) < 1, logo nestes dois casos se verifica o resultado. Para deg(D) > 0, faremos a

prova por indugdo sobre deg(D). Dado n € N, suponha o lema vdlido para todo divisor
E tal que deg(F) < n. Seja D uma divisor tal que deg(D) = n + 1. Entao existe P € X
tal que D > P. De 7.1.1 seque que

H(D)

0 < deg(D) — deg(D — P) — dimy, HO(D — P)’

Pela hipdtese de indugio h°(D—P) < oo, logo h°(D) < oo e h®(D) < deg(P)+h°(D—P).
Novamente pela hipdtese de inducao, h°(D— P) < deg(D— P)+1 = deg(D) —deg(P)+1,

portanto

h°(D) < deg(P) + h°(D — P) < deg(P) + deg(D) — deg(P) + 1 = deg(D) + 1.

Suponha agora h!'(D), h'(E) < co. Pela sobrejetividade de ¢g p, podemos escrever
dimy, ker(pp p) = h' (E) — h*(D). (7.4)
De 7.3 e7.4,se D > FE, entao

deg(D) — hO(D) + h'(D) = deg(E) — h°(E) + h'(E). (7.5)
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Sejam F, D, M divisores tais que M > D e M > E. Aplicando (7.5) para M > D e
M > E,

deg(D) — h°(D) + h'(D) = deg(M) — h®(M) + h' (M) = deg(E) — h°(E) + h'(E),
concluindo que (7.5) vale para quaisquer dois divisores.

Teorema 7.1.1 Sejam k um corpo e X/k uma curva completa nao singular. Entdo para
todo D € Div(X), h'(D) < oo. Além disso, h°(D) = deg(D) + 1 — g + h*(D).
Demonstracao: Vimos acima que 7.5 vale para qualquer par de divisores. Tome E = O.
Concluimos h°(D) = deg(D) + 1 — g + h*(D). Portanto temos de mostrar h*(D) < co.

Sejam D > E divisores. O primeiro passo € mostrar que dimy ker(¢g p) € limitada por
uma constante que independe de D e E. Mostraremos primeiro este fato no caso especial
em que E =0 e D é miltiplo de (), o € k(X)*. Relembre que div(a) = (a)p — () co-
Por 5.9.2, (a)ao € um divisor efetivo e deg((a)oo) :=n = [k(X) : k(a)]. Seja {b1, ..., Ln}
uma base para k(X)|k(«) contida no fecho integral de k[x] em k(X). Uma vez que B;
¢ integral sobre k[a], um polo P de B; também é um polo de a: de fato, se a € Op,
entao Op contém o fecho integral de k[a| em k(X), assim ; € Op. Entao, existe um
inteiro positivo m tal que B, ..., B, € H'(m(a)s). Tome s € N e considere o conjunto
de n(s + 1) fungoes
S:={a'B;]0<i<s,1<j<n}

Como fy,. .., B, sdo independentes sobre k[al, as fungoes em S sdo independentes sobre

k. Uma vez que S C H((m + s)(a)s), para todo p > m,
O (p(a)oo) = (i —m + 1), (7.6)
Sejam D := p(a)w € E = 0. Seque de 7.3 e 7.6 que

deg(D) —0—Rh%(D)+1
pun —n(p—m+1)+1 (7.7)

nm—mn—+ 1.

dimy ker(¢g.p)

N

Assim, enquanto ¢p p depende de p(a)s a dimensdo de ker(pgp) € limitada por uma

constante ¢ :=mn —n + 1 que nao depende de p. Também seque de 7.7 que

deg(p(@)oe) — R (p(a)o0) < c. (7.8)
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Para o caso geral, dado D € Div(X), tome

Dy = > ordp(D)P
{Plordp((@)o0)>0}
e consider Dy := D — Dy. Se P € X € tal que ordp(Dy) # 0, entdo P nao é um polo
de a. Seja gp € k[z] o minimal sobre k da imagem de o em Op/Mp (se Op/Mp =k,
entao a imagem de € a(P) e gp(x) = x — «(P)). A funcao gp(a) € k(X) pertence a
Mp por definicao. Seja a € N*, a fungao

24 = H gp(a)?

{Plordp(D2)7#0}

¢ uma funcio em k(X) com um zero de multiplicidade pelo menos a em cada ponto
P, ordp(Ds) # 0 e seus possiveis polos sao os polos de o. Tome inteiros positivos a
e w suficientemente grandes tais que D < p(a)o + div(z,). Em 7.1.1 mostramos que
h'(D —div(z,)) = h*(D),i = 1,2. Logo por 7.3,

0 < deg(p(a)e) = h°(n(a)o) — (deg(D) — h*(D)). (7.9)
E seque de 7.8 € 7.9, para todo D € Div(X)

deg(D) — h*(D) < c. (7.10)

Dados D,E € Div(X), D > E e ygp : H(F) — H'(D), a igualdade 7.3 e a
desigualdade 7.10 implicam que

dimy ker(¢g p) < 2c. (7.11)

Agora mostraremos h'(E) < oo. Caso contrdrio, existe uma sequéncia {e;}ien de
elementos linearmente independentes de H*(E). Afirmamos que existe uma cadeia infinita
de divisores D > Dy > --- > D,, > --- tal que pgp,(e;) =0 para todoi =1,...,n. A

existéncia dessa cadeia tmplica que
dimy ker(¢g p,) = n, ¥n € N,

mas isso contradiz 7.11. A existéncia da cadeia de divisores descrita acima € feita
por indugdo. Para todo i € N, seja f; € @pk(X)/L(E)p tal que sua imagem em
HY(E) € e;. Represente f; como um vetor (..., fip,...), onde fip € k(X)/L(E)p. Sejam

Py, ..., P os pontos onde a coordenada f;p € diferente de zero. Seja Dy um divisor tal
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que D1 > D > E e para todo j = 1,...,s, o elemento f;p, pertence ao nicleo da aplica¢ao
natural k(X)/L(E)p, — k(X)/L(D1)p,. Assim, com essa escolha de D1, g p,(e1) = 0.
Repetindo o argumento anterior encontramos Do e assim sucessivamente até D,,, onde

vp.p,(€e;) =0 para todo i =1,...,n. |

7.2 Teorema de Riemann-Roch

Sejam k um corpo, X/k uma curva completa nao singular e D € Div(X). Vimos na se¢ao
anterior que h°(D) — deg(D) — 1+ g = h'(D). O objetivo principal desta segao é provar
o teorema de Riemann-Roch: exsite um divisor K tal que H'(D) = H°(K — D).

Dado H um k—espago vetorial, denotaremos seu dual por H" := Homy(H, K). Sejam
D=3 pcxapP,E =3, bpP € Div(X). Defina,

inf(D, E) Z min(ap,bp)P e sup(D, FE) Z max(ap, bp)P.

pPeX pPeX

Para provar o teorema de Riemann-Roch, construiremos um k(X )—espaco vetorial
denotado por J, chamado do espago de diferenciais em X. Considere o conjunto de
todos os espagos vetoriais H'(D), D € Div(X) e o conjunto das aplicagoes entre esses

espagos da seguinte forma:

e Se D > F, considere ¢p p : H'(E) — H'(D) como em 7.1.3.

e Se a € k(X)* e D € Div(X), considere ¢, : H(D + div(a)) = H'(D) como em
7.1.1.

Seja A € HY(D)V. Se D > E e a € k(X)*, entao A define dois novos homomorfismos:

e \oypp: HY(E) — ke
e \oy,: HY(D +div(a)) — k.

Com as consideragoes acima, definimos o k(X )—espago vetorial J como segue:
J= U 7w/~
DeDiv(X)

onde ~ denota a seguinte relacao de equivaléncia: sejam \; € H'(D1)" e Ay € H'(D3)Y,
entao A; ~ Ay se, e somente se, existe C' € Div(X) tal que Dy > C, Dy > C e \jope,p, =

Ag 0 $PC,Dy-
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Para dar estrutura de grupo a J, observe que dados 71,72 € J, existem um divisor D
e dois homomorfismos A\, \y € H 1(D)v tal que 7, e jJo sao as classes de equivaléncia
de A; e Ay respectivamente. De fato, basta se Ay € HY(D;)Y e \y € H'(D,)", basta
tomar D := inf(Dq, Dy). Dados ji,jo € J, sejam D € Div(X) e A, N2 € HY(D)Y
os representantes das classes de j; e jp respectivamente. Entao j; + jo é a classe de
equivaléncia de A\; + Xy : HY(D) — k. Assim, (J, +) é um grupo e O é o elemento neutro,

associado ao homomorfismo nulo.

A a multiplica¢ao de um elemento de J por um elemento de k(X) é definida por: 0-5 = 0;
para todo j € J, e para a € k(X)*, represente j por A € H'(D)V e aj pela classe de
equivaléncia de \ o ¢, : HY(D + div(a)) — k.

Teorema 7.2.1 dimyx)J = 1.
Demonstragao: Sejam j,j' € J\ {0}, D € Div(X) e A\, N € H'(D)" os representantes

de j, j' respectivamente. Seja E um divisor com grau suficientemente grande (veja 7.1) tal
que h°(E) > 0 e tome {ay, ..., a,} uma base para HY(E). Entdo para todoi =1,...,n,
D + div(ey) > D — E. Assim, para todo i = 1,...,n, os elementos o;j e o;j sdo

representados pelas transformacaoes lineares
QA := X0 Pqa, © PD_E Drdiv(ay) : H'(D - E) —k,

N =N 0@, 0 Yp_g Dydiv(as) - HY(D—-E) — k.

Suponha j e j' linearmente independentes sobre k(X) (isto €, h'(D) > 2). Entdo

S = {a .o\ aq N, N} € um conjunto de homomorfismos linearmente
independentes sobre k. De fato, sejam cy,...,c, edy,...,d, em k tal que

D amd+ Y dioN =0,

i=1 i=1
entao

(Z Ciai) J+ (Z diai) j' =0y
i=1 i=1
Como j e j' sao linearmente independentes,
Zciai:() e Zdiaizo em k(X).
i=1 i=1

Uma vez que {ay,...,a,} é uma base para H*(E), ¢; = d; = 0 para todo i = 1,...,n.
Assim, os elementos de S sdo linearmente independentes e h'(D — E) > 2h°(E). O
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teorema de Riemann (7.1) implica que

h(D — E) —deg(D) —1+g deg(E)+ h'(D - E)
—deg(E) + 2h°(E)
= deg(F)+2—2g+ 2h'(E)

deg(E) +2—2¢g

WV

(7.12)

WV

Como h°(E) # 0, podemos tomar uma cadeia infinita D > Ey > Ey > -+ de modo que
hY(E;) > 0 e deg(E;) < deg(E;y1), para todo i > 1.De D > E;, seque h°(D — E;) = 0.
Assim, de 7.12 aplicada a cada E;

—deg(D) — 3+ 3¢ > deg(E;), Vi € N. (7.13)

FEsta dltima desigualdade contradiz o fato de que a sequéncia {deg(E;)}ien tende ao

infinito. Portanto, j e j' sao linearmente dependentes e assim dimg(X)J = 1. |

Teorema 7.2.2 Sejam k um corpo, X/k uma curva completa nao singular e j € J\ {0}.

Entao eziste um divisor K(j) € Div(X) tal que

e j pode ser representado pelo homomorfismo X : HY(K(j)) — k, e

e K(j) é mazimal com respeito a sequinte propriedade: se E > K(j) € um divisor tal

que j pode ser representado por N : HY(E) — k, entio E = K(j).

Além disso, para todo a € k(X)*, K(aj) = K(j) + div(a). Em particular, a classe de
K(j) em Pic(X) € independente de j € J\ {O;} e € chamada da classe canonica de X.
Demonstragao: Seja \ : H'(D) — k o representante de j. Afirmamos que deg(D) <
2g + 1. De fato, deg(D) < h%(D) + g — 1. Basta mostrar h°(D) < g. Se h°(D) > 0, seja
{ay,...,a,} uma base para H°(D) sobre k. Como D +div(c;) > 0, o elemento a;\ € J €

representado pela aplicacao o\ : H'(O) — k. Suponha que existem cy, ..., c, € k tais que
Yo ciagh = 0. Entao Ny cia; =0y, ou, Yo ;o = 0. Uma vez que oy, ..., ap G0

linearmente independentes sobre k, ¢; = 0,i =1,...,n e portanto dim H'(O)¥ > h°(D).

Agora seja D um divisor cujo grau é mdximo entre os divisores E tais que j pode ser
representando por um homomorfismo H'(E) — k. Afirmamos que D > E, para todo
E € Div(X) tal que j pode ser representado por um homomorfismo H'(E) — k. De fato,
seja A : H' (D) — k e N : H'(E) — k dois representantes da classe de j. Considere o

diagrama
H'(inf(D,E)) % HY(E)
Y ¢
\J \J
HY(D) = H'(sup(D, E)),
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, onde ) = QYingp,E),0; ¥V = intp,E)E € P, definidas analogamente. Como X\ e N
representam j, podemos tomar F € Div(X),F < D, E tal que Ao ppp = N o ppp. E
fdcil ver que Xo = N o) e que existe uma tnica aplicagio N : H'(sup(D, E)) — k
tal que A =N o e N =N oy'. Una vez que deg(D) € maximal por hipdtese, seque que
deg(sup(D, F)) < deg(D), o que implica E < sup(D, E) = D.

E fdcil ver que para todo a € k(X)*, K(j) + div(a) = K(aj). Pelo teorema 7.2.1, para
todos j,5' € J\{0,}, as classes de K(j) e K(j') sdo iguais em Pic(X). |

Neste momento temos os resultados necessarios para provar o teorema de Riemann-Roch

para curvas.

Teorema 7.2.3 (Riemann-Roch) Sejam k um corpo e X/k uma curva completa nao
singular. Entao existe K € Div(X) tal que para todo D € Div(X), os k—espagos vetoriais
HY (D)"Y e H(K — D) sao isomorfos. Em particular h*(D) = h°(K — D) e

h%(D) = deg(D) +1 — g+ h°(K — D).

Demonstragao: Sejam D € Div(X), j € J\ {0,} ¢ K = K(j). Mostraremos

mictalmente que a aplicacao

§: H (D) — Homy(H'(K — D), HY(K))
o = Qo © PK_D K+div(a), S 7F 0;
0 — o homomorfismo nulo

¢ um isomorfismo. Primeiro note que se 0 # o € H(D), entdo div(a) > —D e, assim,
K +div(a) > K — D. Portanto, as aplicagoes

PK—D,K+div(a)
—

HY(K — D) HY (K + div(a)) 2 HY(K)
estao bem definidas. E’fdcz'l ver que 6 € um homomorfismo de k—espacos vetoriais. Seja
A\ : HY(K) — k um representante da classe de j. Mostremos que § € injetiva: se 6(a) = 0,

entao

A0 Yo © P K+div(a) = 0.

Assim, a classe aj de X\ o @, em J € a classe do 0y, logo o« = 0. Para mostrar a
sobrejetetividade, seja 1 € Homy(H' (K — D), H'(K)) \ {0}. Entao Aoy € H'(K — D)
e assim a classe de N o em J € igual a a) para algum o € k*(X). Uma vez que
K + div(a) € um divisor maximal entre os divisores E com a propriedade que aX pode

ser representada por um homomorfismo H'(E) — k, seque que K — D < K + div(«), de
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modo que o € H°(D) e
Aot = A0 Y, 0 PK_D Kidiv(a)-

Ou seja, ¥ = ().

Em particular, se D = O, entao H°(D) = Hom(H' (K — O), H'(K)). Como h°(0) =1,
concluimos que h*(K) = 1. Tome X : HY(K) — k a base para H'(K). Este homomorfismo
identifica Homy(HY (K —D), H'(K)) com H'(K—D)". Tomando E := K—D, concluimos
que H'(E)Y =2 HY(K — E) para todo divisor E € Div(X). |

Tomando D = O e D = K no teorema de Riemann-Roch, concluimos: h°(K) = g e
deg(K) = 2g — 2. A classe do divisor K em Pic(X/k) é chamada de classe candnica e

um divisor na classe canonica é chamado de um diwvisor canonico.

Coroléario 7.2.1 Sejam k um corpo, X/k uma curva completa nao singular e L €
Pic(X/k). Se deg(L) = 2g — 1, entdo h°(L) = deg(L) +1 — g.

Demonstragao: Seja D € Div(X) cuja classe em Pic(X/k) € L. Pela hipdtese deg(D) >
deg(K), logo deg(K — D) < 0. Entao h°(K — D) = 0 e o resultado seque do teorema

anterior. [ |

Corolario 7.2.2 Se g — 1 < deg(D) < 2g — 2, entao h°(D) < g.
Demonstragao: Pela hipotese 0 < deg(K — D) < g — 1. Pelo lema 7.1.1

h’(K — D) < deg(K — D) + 1.
Logo, pelo teorema de Riemann-Roch
h°(D) = deg(D)+1—g+h’(K—D) < deg(D)+1—g+deg(K—D)+1 = 1—g+2g—2+1 = g.

Corolario 7.2.3 Seja k um corpo. A reta projetiva P'/k tem género zero.

Demonstragao: Em 5.3.5 identificamo k(P') com k(x). Seja oo o ponto correspondente

a k[1/2] /ey E fdcil ver que {1,z,...,2"} ¢ uma base para H°(noo), entio h°(noo) =
n+ 1. Pelo coroldrio 7.2.1, quando n > 0, h°(noo) = n + 1 — g. Portanto, g = 0. [ |

Observagao 7.2.1 Sejam k um corpo perfeito e X/k uma curva completa nao singular.
Considere k(X) o fecho algébrico de k(X) e k o fecho algébrico de k em k(X). Seja X /k
a curva completa ndo singular associada ao corpo de funcées k(X)/k. O género de X,

9(X), € definido por ser h*(O) onde O € o divisor nulo em Div(X/k), analogamente temos
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o género de X, g(X). Afirmamos que g(X) = g(X). De fato, se G = Gal(k|k), pode se
mostrar que Div(X) = Div(X)% := {D € Div(X)|o(D) = D}. Assim, dado D € Div(X)
e seu correspondente D € Div(X)%, deg(D) = deg(D) e h°(D) = h°(D). Pelo teorema
7.1.1,

g(X) = deg(D) +1 - h°(D) + h'(D)

g(X) = deg(D) + 1 — h"(D) + h'(D)

Tomando D tal que deg(D) > 0, h*(D) = h*(D) = 0. Portanto g(X) = g(X).

Discutiremos brevemente o teorema de Riemann-Roch para corpos de ntimeros. Seja L
um corpo de nuimeros. Claramente, podemos considerar o problema de Riemann-Roch
para L, isto é, podemos perguntar sobre a existéncia de fun¢oes em L com zeros e polos
pré-estabelecidos. Sejam P,..., P, € Max(Op) e ay,...,as € N, podemos perguntar se

existe um elemento o € L tal que

ordp () = —a;, Yi=1,...,s,e
ordp(a) > 0, se P£P,Vi=1,...,s.
Seja D := >, a;v,, € Div(L). Andlogo ao caso de corpo de fungdes, considere o

conjunto

H°(D) := {a € L|div (a) > —D}.

E facil ver que H(D) := {o € L|aP® --- P% C Op}. Como D ¢é efetivo, O C H(D),
em particular H°(D) é um grupo abeliano infinito. A priori, H°(D) nao tem estrutura
de Q—espaco vetorial, ao contrario do caso de corpos de funcoes. Porém, com certas
condigoes no infinito podemos tomar um conjunto analogo ao H°(D) (ainda denotado

por H°(D)) que seja finito. Considere o grupo

Div,(L) := Div(L) & & R,

o € V(L) arquimediano

Sejam P € Max(Op) e (p) = P NZ. Por definigdo do valor absoluto | - |p, a inequagao
vp(a) > —a vale se, e somente se, [a|p < p?/°P/®). Seja ny/o = 1 ou 2, dependendo se o é
real ou complexo, respectivamente. Relembre a férmula do produto HwEV( I lov wwlv 1

(4.3.2). Tomando o logaritmo nesta férmula,

Z N /v 10g |ty = 0.
weV (L)
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A seguir, dado «, definiremos div.(a) e seu grau de modo que a férmula deg(div.(a)) =0

continue valendo no caso de corpos de nimeros. Se a € L, entao

dive(a) = <Z UpP) @ (Z N /oo 10g |a|(,m(,> )

Se P € Max(Qp), seja deg(P) := log|O/P|. Se D = (>_apP) ® (> A\ozs) € Div.(L),
entdo deg(D) := > apdeg(P) + > \,. Com estas defini¢oes, o logaritmo na férmula do
produto mostra que deg(div.(a)) = 0. Seja

H(D) := {a e L |div.(a) > =D}
= {a€L|l|alp <p?/ri® VP e |a|, < e, Vo).

Com esta nova defini¢do, #H(D) < oco. O teorema de Riemann-Roch para curvas
explicita uma relagao entre deg(D) e h%(D). Se h*(D) = 0, podemos escrever o teorema

. 0 _
de Riemann-Roch para curvas como e (P) = ede(D) . gl—g,

Seja D =Y apP + > Aoz, € Div.(L). Considere |H*(D)| e | D| :=Ip | PllF - TI, e
como os andlogos para corpos de nimeros dos nimeros e'’(P) ¢ ed°8(P) regpectivamente.

O teorema andalogo ao teorema de Riemann-Roch é enunciado da seguinte forma:

Teorema 7.2.4 Seja L um corpo de numeros de discriminante dy,. Entdao para todo € > 0,

existe uma constante a = a(e) tal que para todo D € Div (L), ||D|| > a,
#HO(D) =277 (27) " | DIV[d]| < e
A prova pode ser encontrada em [2], capitulo 5.

7.3 Genero de um Curva Plana Nao Singular

Seja I € k[wg,x1,75] homogéneo e irredutivel de grau d. Sejam k(Xr)|k o corpo de
funcdes de Xp(k) e X/k a curva completa ndo singular associada a k(Xp)|k. Definimos

o género geométrico p,(Xp(k)) de Xp(k) como sendo o género de X/k.

Quando Xp(k) é nao singular, identificaremos X com Xg(k) e chamaremos o género

geométrico de Xp(k) simplesmente por género de Xpg(k), e denotaremos por g. Nosso

objetivo nesta secao é calcular g em termo de d.

Teorema 7.3.1 Seja I € k[xg, 21, 2] homogéneo e irredutivel de grau d. Suponha X (k)
nao singular. Entao g = (d — 1)(d —2)/2.

Demonstragao: Seja D € Div(Xp(k)). Se deg(D) > 2g — 1, pelo coroldrio 7.2.1

g =deg(D) +1—h"(D). (7.14)
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Vamos exibir um divisor D de Xp(k) de grau suficientemente grande e calcular h°(D),

consequentemente determinar g a partir da equagao 7.14.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que a reta no infinito, X,,(k) intercepta
Xp(k) em d pontos distintos Py,...,P;. Sejam m € N e D,, := m(P, + --- + Py).
Claramente deg(D,,) = md. Sejam n € N e V, o espaco vetorial dos polinémios

homogéneos de graun em k[xg, x1, x| junto com o polindmio nulo. Considere a aplica¢ao

0: Vi, —  H°D,,)
G — classe de G

classe de x* *

Vejamos que ¢ estd bem definida. Claramente a fungdo G/xy' estd definida em Xp(k) \
X, (k). Mostremos que a ordem do polo P := (cy : 1:0) € Xp(k)NX,, (k) de G/25 é no
mdzimo m. Em P2(k)\ X,,(k), a curva Xp(k)\ X, (k) corresponde a curva afim Z, (k)
onde fi(z,z) = F(x,1,2). O ponto P := (cy : 1:0) corresponde ao ponto (cy,0.) O anel
Op € isomorfo a localizacio klx, 2]/{f1) em (x — ¢c,,2). Seja vp a valoriza¢do associada.

Entao
vp(G(z,1,2)/2™) = vp(G(z,1,z2)) = mup(z)

> —mup(z).

Uma vez que a reta X,,(k) intercepta Xp(k) em d pontos distintos, concluimos que
vp(z) = 1. Assim, G(z,1,z)/z™ € definida em P ou tem em P um polo de ordem no
mdzimo m.

Afirmamos que @ € sobrejetora. Seja o € H°(D,,) representado por % € k(Xr).

Precisamos mostrar que existe A € k[xo, 21, 29] homogéneo de grau m tal que

classe de G B classe de A  —

€ k(Xr). (7.15)

classe de H — classe de o'
Neste caso p(A) =a € a € H(D,,) e

classe de GG ﬂ

—_— €
classe de H a _
PEX g (k)\Xay ()

Op.

Seja fo(z,y) == F(x,y,1). Lembre-se que identificamos k(Z;,) com k(Xr) (veja 5.1.1) e

com essa identificacado,

classe de G(x,y, 1) _

C r—a,y—>b)-
classe de H(x,y,1) ﬂ 7( f2)a—ay—b)
(a’b)GZfQ(k)
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Pela proposi¢ao 0.1.2,
m <6f2>($—a,y—b> - 6f2'

(a,b)€Zy, (k)

Assim, eziste a(z,y) € k[z,y] tal que, em C},,

classe de G(x,y,1)
classe de H(z,y,1)

= classe de a(x,y).

Seja A(xg, x1,2) = x3'a(52, 7). Entao 7.15 vale para a classe de A e assim ¢ €

sobrejetora.

Considere agora o homomorfismo de k—espacos vetoriais

w:Vm,d — Vm
H — FH.

E facil ver que ¢ € injetiva. Além disso, Imiy) = ker(p), uma vez que % =0 em
k(XF) se, e 6 se, F|G. Entdo a sequéncia
0— Vypoyg —> Vyy — H°(D,,) — 0
¢ exata. Portanto
Ou,
= md+ 1 — W.
Portanto,
d—1)(d—2
()2—() = deg(D,,) + 1 — dimz H°(D,,).
Tomando m > 0 tal que deg(D,,) > 2g — 1, usando 7.14, concluimos
d—1)(d—-2
g =deg(D,,) +1—h"(D,,) = %#
|

Em geral a relagao entre g e d é dada por uma desigualdade:

Proposicao 7.3.1 Sejam XF(E) uma curva projetiva plana e X/E a curva completa nao
singular associada. FEntdao g(X) < W, ocorrendo a igualdade se Xp(k) € ndo

singular.

Para a demonstracao, veja [6] pdgina 330.
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7.4 A Féormula de Riemann-Hurwitz

Na proposicao 7.3.1, vimos que quando X (k) é singular, entao o género da curva completa
nao singular associada é no maximo (d — 1)(d — 2)/2. A igualdade no entanto, ocorre

se Xr(k) é nao singular. Em geral, o género de X pode ser calculado para qualquer F’

analisando as singularidades de Xz (k). Nesta segdo mencionaremos (sem provar) algumas

férmulas para género.

Proposigao 7.4.1 Sejam f(z,y) = y" — c[[;_, (v — a))", Tl (@i —a;) # 0, c € E
irredutivel e X/k a curva completa ndo singular associada ao corpo de fun¢oes de Zs(k).
Fazendo uma mudanca de varidveis se necessdrio, podemos assumir que n|»;_, r;. Sejam
p = char(k) e (p,n) = 1. Entio 2g(X) = (s—2)(n—1)=>_7_,((ri;,n) —1). Em particular,
no caso de curvas hipereliticas, ou seja, n = 2, se s = 29 + €, onde € = 1 ou 2, entao o
género de X € g.

Observacao 7.4.1 Suponha que char(k) # 2. A proposicio 7.4.1 mostra que, para
todo inteiro g > 0, existe uma curva completa ndo singular X/k de género g. Como

0 género de uma curva plana projetiva nao singular dada por um polinomio de grau n

(n—1)(n—2)
2

tem o corpo de fungoes isomorfo ao corpo de funcgoes de uma curva projetiva plana nao

€ 1gual g = , concluimos que nem todas as curvas completas nao singulares

singular. Em outras palavras, nem todas as curvas completas nao singulares sao curvas

("_1)2& nao tem

planas projetivas nao singulares. Em particular, como a equacao 2 =
solugao inteira, nenhuma curva completa nao singular de género 2 € uma curva plana

nao singular.

A formula para o género da proposicao 7.4.1 é consequéncia imediata da formula de

Riemann-Hurwitz.

Teorema 7.4.1 (Férmula de Riemann-Hurwitz) Sejam 7 : X — Y um morfismo de

curvas completas nao singulares sobre k e n := deg(n). Suponha (n,char(k)) = 1. Entdo

29(X) —2=n(29(Y) = 2)+ > (ep — 1),

pPeX

onde ep € o indice de ramifica¢io de P (i.¢, MpyOp = MY ).



CAPITULO

8

Morfismos de Frobenius e a Hipdtese de

Riemann

Nas quatro primeiras segoes deste capitulo introduziremos e discutiremos alguns conceitos
tais como morfismo e endomorfismo de Frobenius que serao uteis na ultima secao, onde
usaremos além destes conceitos, o teorema de Riemann-Roch para provar a hipotese
de Riemann para curvas completas nao singulares sobre corpos finitos. A hipdtese de
Riemann dard cotas superior e inferior para o nimeros de F,—pontos racionais de uma

curva sobre um corpo finito (lembre-se 6.3.2).

8.1 Extensoes Inseparaveis

Seja k um corpo de char(k) = p > 0. Nesta segao discutiremos o teorema 1.3.1 para o caso
em que a extensao corpo de funcao é inseparavel. Neste sentido, nosso primeiro objetivo

¢é descrever as extensoes puramente inseparaveis de um corpo K, onde K ¢ uma extensao

finita de k(x).

Definicao 8.1.1 Seja R um anel de caracteristica p > 0. A aplicacao Frobgr : R — R,

r+— 1P, é um homomorfismo de anéis chamado do morfismo de Frobenius absoluto de R.

Seja k um corpo de caracteristica p > 0. O homomorfismo Frob, : £ — k é a identidade
se, e somente se, k = F,. De fato, se Frob; = id, entao a? — a = 0, para todo o € k.
Como 4P — y € k[y] tem p raizes distintas em k, concluimos que 2 < |k| < p. Por outro

lado, char(k) = p, entdo |k| > p, portanto |k| = p.

175
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Seja k um corpo contido em um anel R e considere R como uma k—algebra. Entao Frobg
¢ um morfismo de k—algebras, se, e somente se k = I,. Seja R? = ImFrobg. O conjunto
RP é um subanel de R, mas nao é, em geral, uma k—subalgebra de R (isto é, podem
existir &« € k e r € RP tais que ar € RP). Relembre que um corpo k é perfeito se a
aplicacao Frobg é sobrejetora e assim, um isomorfismo de corpos. Assim, quando k é

perfeito, RP é uma k—4algebra.

A proxima proposicao é o primeiro resultado para conhcer as extensoes puramente
insepardveis e finitas de k(x).

Proposigao 8.1.1 Sejam k um corpo perfeito, k(x) o fecho algébrico de k(x) e L C k(x)
uma extensdo puramente insepardvel de k(x) de grau p. Denote x'/P a 1inica raiz do
polinémio y? — x em L. Entdo L = k(z'/?) e k(x) = LP.

Demonstragao: Como [L : k(z)] = p, o corpo L contém uma raiz de um polinémio da
Z?:O U,’LCL”L
ST
k tem wma tnica raiz p—ésima em k que denotaremos por a'/’?. Em k(x)(x'/P) = k(2'/P),

forma y* —g(x) € k(z)[y]. Escreva g(z) = Por k ser perfeito, todo elemento a €

Zn al/p(xl/p)i

h(z) = =207 :

Smoby ()
Entdo h? = g. Como [L : k(z)] = [k(z'?) : k(z)] = p, e ambos contém uma raiz
do polinémio irredutivel y» — g(x), concluimos que L = k(z'/P). Por k ser perfeito,
Frobk(xup)(k:(xl/”)) = k(x), portanto LP = k(). [

Seja K um corpo com caracteristica p > 0. Se o« € K, entdo denotaremos por a'/? a

tnica raiz de y? — a em K. Equivalentemente, o!'/? = Frob, 1(04). Definimos por inducao
al/p" = (al/pn_l)l/p‘

Proposicao 8.1.2 Sejam k wum corpo perfeito, K|k(z) finita e L|K puramente
insepardvel de grau p". Entdo K = LP". Em particular, L = k'?" := {a}/?"|a € K}.

Demonstragdo: A extensao puramente insepardvel L|K € obtida adicionando a K as

raizes de uma quantidade finita de polinomios da forma yP"* —q; € K[y|. Seja m = maxn,.

Como [L : K] = p", concluimos que m < n. Efcicil ver que LP" C K. Afirmamos que

L : L] = p™. De fato, as aplicagies (Froby)™, (Frobg)™ e (Frobyu))™ sao
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1somorfismos de corpos:

o Mt oprc g
T T T
QL U N < ¢
T T T
bw) T R S k)

Assim, [LP" : k(z)P"] = [L : k(z)]. Portanto, [L : LP"| = [k(x) : k(z)P"]. Por k ser
perfeito, k(x)P" = k(zP™). Entdo, p™ = [k(x) : k(zP™)] = [L: LF"].

Como [L : K| < [L: "], seque da afirmagao anteriorn < m. Assim, m =n e L'" = K.
|

Observagao 8.1.1 Sejam L = k(z,y) e K = k(z,y?). Entao LIK ¢ algébrica e [L :
K] =p. E fécil ver que 2Y? & L e LP = k(zP,y?) G K G L. Este exemplo mostra que a
hipdtese de K|k(k) ser finita ndo pode ser retirada da proposicio anterior (ou de 8.1.2).

Proposicao 8.1.3 Sejam k wum corpo perfeito, K|k(z) finita e L|K puramente
inseparavel de grau p". Sejam A um dominio de Dedekind contendo k cujo corpo de
fracoes € K e B o fecho integral de A em L. Entao

1. B é um dominio de Dedekind e A = BP";

2. A aplicagao 7 : Max(B) — Max(A), M — M N A € uma bijegao,

3. Cl(A) = CI(B). isomortfos.

Demonstragdo: 1- Observe que se ¢ : L — L' é um isomorfismo de corpos, entao p(B)

€ o fecho integral de (A) em L'. Seja ¢ := (Frobp)". Pela proposi¢io 8.1.2, p(L) =
LP" = K. Entio o(B) = B"" ¢ o fecho integral de p(A) = A?" em K. E claro que todo
elemento de A € integral sobre AP". Assim, A C BP". Como A é um dominio de Dedekind,
¢ integralmente fechado, portanto A = BP" e BP" é um dominio de Dedekind. Uma vez
que o(B) é uma dominio de Dedekind e v um isomorfismo, concluimos que B também €

um dominio de Dedekind.

2- Mostramos que 7 : Max(B) — Max(BP"),M +~ M N B"" é uma bije¢do. Pela
observagdo 1.5.1, @ estd bem definida. Como B € o fecho integral de A = BP", o lema
2.2.1 mostra que a sobrejetividade de 7. Resta mostrar a injetividade. Sejam My, My €
Max(B), se My N BP" = MyN BP", entdo para todo o € My,a”" € My N BP" C M,. Como
My € um ideal primo, o € Ms. Entao My C Ms. Analogamente, My C My, portanto

My, = My e assim 7 € injetora.
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3- Um isomorfismo de anéis ¥ : R — R', induz um isomorfismo de grupos vc : CI(R) —
CI(R'), dado por classe de I — classe de ¥(I). Uma vez que Frobg : B — A é um

isomorfismo, concluimos a prova da parte 3. [ |

A proposicao anterior mostra que B é Noetheriano, mas nao mostra que B é um
A—médulo finitamente gerado. Quando L|K é separavel, o teorema 1.3.1 garante que B
é um A—mddulo finitamente gerado. Mostraremos agora que essa afirmagao vale sempre

que L|k(zx) for finita e A = k[x].

Teorema 8.1.1 Sejam k um corpo, L|k(x) finita e B o fecho integral de klx] em L.

Entao B é um k[x]—mddulo finitamente gerado.

Demonstragdao: Assuma primeiro L|k(x) puramente insepardvel. — Entao L =
k(a:)(h}/pnl,...,h;/pns). Sejam n = max{n,,...,ns}, L o fecho algébrico de L e k' o
subcorpo de L obtido por k , das raizes p"—ésimas e os coeficientes de h;,i = 1,...,s.

Tome L' = k'(x'/?") e B’ o fecho integral de k[z] em L'. Por construgdo, L C L'. Se
B’ é um klx]|—mddulo finitamente gerado, entio seu klx]|—submddulo B também é um
k[x]—mddulo finitamente gerado, pois kx| é Noetheriano (veja 1.3.1). Mostraremos que
B’ ¢ um k[z]—mddulo finitamente gerado. E fécil ver que K'[x] € o fecho integral de k[z]
em k'(x), assim k'[x] é um k[z]—modulo finitamente gerado. Também k'[x*/P"] € o fecho
integral de K'[x] em L', entio k'[x'/P"] é um k'[x]—mddulo finitamente gerado. Uma vez

que B' = k'[x'/?"], concluimos que B’ é um k|x]—mddulo finitamente gerado.

Para o caso geral, sejam M|L a menor extensio de L em L tal que M|k(x) é normal e C o
fecho integral de k[x] em M. Se C' € um k|x]—mddulo finitamente gerado entdo B também
é. Mostremos que C é um klx]—mddulo finitamente gerado. Sejam N a maior extensao
puramente insepardvel de k(z) em M e A o fecho integral de k[x] em N. Como N|k(z)
¢ puramente insepardvel, por nossa discussao anterior, A € um k|x]—mddulo finitamente
gerado. Como C' € o fecho integral de A em M, o teorema 1.3.1 implica que C' é um

A—mddulo finitamente gerado. Portanto, C' é um k[x]—mddulo finitamente gerado. M

O teorema anterior admite generalizacao trocando k[x] por uma k—algebra finitamente

gerada cujo corpo de fragoes é K.

Corolario 8.1.1 Sejam k um corpo, chark = p > 0, K|k(x) finita e L|K puramente
insepardvel de grau p". Sejam A, B o fecho integral de k[z] em K e L, respectivamente.
Se P € Max(A), entio PB = MP" | para algum M € Max(B). Além disso, a aplica¢io
norma Npja : Ip — 14 estd bem definida e, para todo o € B, Ng/a(aB) = Normy /k(a)A.
Demonstragdo: Seja P € Max(A). Pela proposicio 8.1.3, existe um inico M €
Max(B) tal que M N A = P. Como B é um dominio de Dedekind, PB = M?¢, para
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algum inteiro e. Uma vez que B é um A—mddulo finitamente gerado, o teorema 2.2.1
B . A
M P
k € perfeito, toda extensio do corpo residual de k[x] € perfeito. Como cada extensio do

mostra que e|p". Afirmamos que e = p"™ ou, equivalentemente | | = 1. De fato, como

corpo residual de A € uma extensao finita do corpo residual de klx|, concluimos que todas

as extensoes do corpo residual e A sio perfeitas. Uma vez que A = BP", a extensdo %|%
A

¢ trivial ou puramente insepardvel. Como A/P é um corpo perfeito, entdo % = 5.
Como B ¢ um A—modulo finitamente gerado, a aplicagao norma Np,a estd bem definida
e, para todo M € Max(B), Ng/a(M) = MNA. Seja v € B\{0}, escreva aB = [[,_, M;".
Seja m € N* tal que " € A. Pelo lema 3.1.1, Normy, i (o) = (o™ )P"™" = ",

Resta mostrar que o" A = T]i_,(M; N A)%. Pela injetividade de igja : Ia — Ip (veja
8.4.1), € suficiente mostrar que of" B = [[;_, (M;NA)% B. Uma vez que (M;NA)B = an,

nossa afirmacdao seque. [

Proposicao 8.1.4 Sejam k um corpo perfeito e L|k(x) finita. Entao existe y € L tal
que L = k(z)(y).
Demonstragao: O numero de subcorpos K com k(x) C K C L € finito se, e somente

se, existe y € L com L = k(x)(y), veja [1], teorema V.4.6. Mostraremos entdo que existe
uma quantidade finita destes subcorpos K. Suponha por absurdo que existem infinitos
K;, 1 € N distintos com tal propriedade. Denote por Ly a extensao mazimal de k(zx) em L
separdvel e por K, a extensao mazimal de k(x) em K; separdvel. Como Ly|k(x) € finita
e separdvel e K; o C Ly, para todo i € N, o conjunto {K,|i € N} contém uma quantidade
finita de corpos distintos. Assim, existe um indice i e infinitos subcorpos K;s de L tais
que K; N Ly = K;o. Uma vez que [L : K, o] < 0o, podemos tomar dois indices ji e jo tal
que [Kj, : K; | = [Kj, : K;,]. Logo, pela proposicao 8.1.2, K;, = Kj,, absurdo! [ |
Corolario 8.1.2 Sejam k um corpo perfeito e L|k(x) finita e nao separdvel. Entdo existe

y € L tal que

1. k(y) é isomorfo ao corpo de fungdes racionais em uma varidvel e
2. L="Fk(z)(y) e LIk(y) € separdvel.

Demonstragdo: A proposicao 8.1.4 mostra a existéncia de y € L tal que L = k(z)(y).

Sem perda de generalidade, podemos assumir que y € integral sobre k[x]. Seja f(x,Y) €
klx,Y] o minimal (irredutivel e monico em Y ) de y sobre k[x]. Considere agora o

polinémio f(X,Y) como um polindmio em X e seja a(Y) seu coeficiente lider. Entao

% = mingy,)(z). O elemento y nao € algébrico sobre k. Caso contrario k(y)|k seria

algébrica o que implicaria k(z,y)|k algébrica, absurdo. Portanto, o corpo k(y) € isomorfo

ao corpo de fungoes racionais em uma varidvel.
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Mostremos agora que L|k(y) € separdvel. Como L|k(x) ndo é separdvel, f(X,Y) =
g(X,YP), para algum g € k[X,Y]. Se L|k(y) ndo for separdvel, entio f(X,Y)

h(XP,Y?) para algum h € k[X,Y]. Logo, como k é perfeito, f(X,Y) = h(X,Y)? e,

assim, f nao seria irredutivel, contradi¢ao. Portanto L|k(y) é separdvel. [ |

8.2  Morfismos de Frobenius

Nesta secao sempre k sera um corpo perfeito de caracteristica p > 0.

Sejam f(x1, ..., Tm) =D Loy <4 Qiyog T i € klay, . ag] e

(") LlyewoyTy) = (07! pnl’il"',Tim.
f ) 1---tm 1 m

t1+im<d

Observe que se k nao é perfeito, f® pode ser redutivel mesmo que f seja irredutivel.
Mas, se k é perfeito entdo f irredutivel < f® irredutivel. Isto vale basicamente pelo fato

que neste caso para todo a € k, a'/? := Frob,*(a) € k.

Definigdo 8.2.1 Sejam k uma corpo perfeito, f € klx,y] irredutivel e n € N. Sejam
Cy = klz,y]/{f) e Com) = k[z,y]/(f*)). A aplicagio

(¢n): Cpom  — Cy
classe de g(x,y) +—— classe de g(z"", yP")

¢ wm homomorfismo de k—dlgebras. Esse homomorfismo de anéis de funcgoes induz um
morfismo de curvas afins
oL Zf(E) — Zf<pn)(E)
(a,b) —s (aP", b")

chamado de n—ésimo morfismo de Frobenius.

Seja F' € k[xg, 71, 23] homogéneo e irredutivel. A aplicacdo
QO% : XF(E> — XF(pn)(E>
(Co 1Cp CQ) — (Cg

estd bem definida. Apesar de nao definirmos explicitamente o conceito de morfismo de

curvas projetivas planas, chamaremos @7 de n—ésimo morfismo de Frobenius de X r(k).

Pois serd um morfismo no sentido de curva completa nao singular associada a Xp(k).

Quando n = 1 denotaremos ¢} simplesmente por ¢r. Sejam f(z,y) = F(z,y,1) e i :
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A2%(k) — P%(k), dada por (a,b) — (a:b:1). O seguinte diagrama é comutativo:

— 2 —
Zf(k) — Zf(pé)(k’)
{ {

o

Xp(k) — Xpom (k).

A préxima proposicao (8.2.1) motiva a definicdo do morfismo de Frobenius para curvas
completas nao singulares. Mas antes, introduziremos as seguintes notacoes. Seja f €

k[x,y] irredutivel e considere a aplicagao

(") Cromy  —> Cy
classe de g(x,y) +—— classe de g(z?",y*").

Uma vez que f®) (2P, y?") = (f(z,y))*", a aplicacio (¢")* estd bem definida. Além

disso, (¢™)* é injetiva e portanto induz um homomorfismo de corpos
(") k(Zpom) — k(Zy).
Assuma que f(z,y) = F(z,y,1). Relembre o isomorfismo de corpos

’L'F’f : k(XF) — k(Zf)
—

G(x0,$1,272) G(x,y,l)
H($0,$1,$2) H(xzyal)'

Denote também por (¢")* a aplicagao

(") k(Xpom) —  k(Xp)
G(z0,21,22) G(rSn,x’fn,rSn)
H(wo,21,72) H(mgn,mfn,mgn ’

O seguinte diagrama é comutativo

(pm) pom)
-5

Cromy —> Kk(Zpom) E(Xpom)
(™) (™) (™)
8. (ir )"
f — k(Zf) — k(XF)

Proposicao 8.2.1 Sejam k um corpo perfeito, F' € k[xq,x1,z3] homogéneo e irredutivel
e f(x,y) = F(x,y,1). Entao

n

1. ((,Dn)*(cf(pn)) = C? €
2. (") (K(Xpom)) = k(Xp)".
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Demonstragao: Uma vez que k(Z;)P" € o corpo de fragies de CJ’?" e k(Z;)P" = k(Xp)P",

o item 2 seque de 1. Para provar 1, observe que Vg € k[, y], (g7 (z,y))*" = g(a?", y*").

*

Portanto, toda p"—ésima poténcia em Cy € a imagem de (¢™)* e, vice-versa. [ |

Definiremos agora o morfismo de Frobenius associada a uma curva completa nao singular.

Sejam k um corpo de caracteristica p e K|k(z) finita. Considere o diagrama

I S N T ¢
) ) )
robg ()" n
k) T k@t C k)

Quando k é perfeito, k*" = k e k(x)P" = k(2”"). Uma vez que (Frobg)™ é um isomorfismo
e [k(z) : k(zP")] = p", segue que [K : KP"] = p™. Além disso, se k é perfeito, KP" contém

k e a inclusao K?" C K é um morfismo de k—4lgebras.

Definigao 8.2.2 Sejam k um corpo perfeito e k(X)|k o corpo de fungoes da curva
completa nao singular X/k. Entao k(X)P"|k € o corpo de funcoes da curva completa ndo
singular X" /k. A inclusdo k(X)P" C k(X) define um morfismo de curvas completas

sobre k de grau p”,
e X — x@"

chamado de n—ésimo morfismo de Frobenius sobre k.

Para mostrar que k(X)P"|k é um corpo de fungoes, note primeiramente que k(X)?" é uma
extensao finita do corpo e fungoes racionais k(y), onde y = 2P". Se a € k(X)?" é algébrico
sobre k, entdo a € k, pois k(X)P" C k(X) e k(X)|k é um corpo de funcoes. Assim, k é

algebricamente fechado em k(X)P".

Proposicao 8.2.2 Seja pn : X — Y um morfismo de curvas completas nao singulares
sobre o corpo perfeito k. Entao existe um unico n € N e um morfismo separdvel ¢ :
X®") Y tais que pn= 1) o o™

Demonstragao: Seja k(X)|k(Y) a extensao de corpos de fungées definida pelo morfismo
w. Seja k(Y) C Ly C k(X) a maior extensao separdvel de k(Y') em k(X). Entao Lo|k é um
corpo de fungoes. Como k(X)|Lg é puramente insepardvel, a proposi¢ao 8.1.2 mostra que
Lo = k(X)?" para um tinico n > 0. Portanto, Ly = k(X®")). A estensdo k(X®"))|k(Y)

corresponde ao morfismo separdvel 1 : X)) =Y. |

Diremos que um morfismo de curvas afins p : Z;(k) — Z,(k) é separdvel se p* : C, — C;
)

é injetiva e a extensdo de corpos associada u* : k(Z,) — k(Z;) é separdvel.
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Proposicao 8.2.3 Sejam Z¢(k) um curva ndo singular e p @ Zg(k) — Zy(k) um

morfismo nao constante de curvas afins. Se p nao € separdvel, entao existem n € N

e um morfismo separdvel ¥ : Zsom) (k) — Zy(k) tais que pp =1 o 7.
Demonstracdo: Sejam L = k(Z;) e K = k(Z,). Denote por Ly a maior extensdo de

K em L separdvel. Entao L|Ly € puramente insepardvel de grau p", par algum n € N.
Identifique K com um subcorpo de L pela injecao p*. A aplicacao p* também nos permite
identificar o anel C, com um subanel de C;. Afirmamos que C, C (C;)*". De fato,
a proposicdao 8.1.2 mostra que Ly = LP". Assim, todo elemento a € 69 tem uma raiz
p"—ésima em L. Seja 8 € L tal que " = . Como C € integralmente fechado (pois Z (k)

é ndo singular) e 3 € integral sobre C,,, concluimos que 3 € Cy. Assim, 7" = a € (Cy)P".
A aplicagao ()" 653’") — (C4)P", dada por classe de h(z,y) — classe de h(z?",y?")
estabelece uma isomorfismo de k—dlgebras entre 653)") e (Cy)P" (8.2.1). A aplicagio

— — o ()™
(A Cg — (Cf)p L Cf(p")

é um homomorfismo de k— dlgebras e induz um morfismo de curvas ¥ : Zom (k) = Zg(k).
Uma vez que (C;)P" C Lo e Lo|K € separdvel, concluimos que o morfismo ¢ é um

morfismo separdvel de curvas planas. Por construgao ¢ o o = p. [

Exemplo 8.2.1 Sejam p > 2 um primo e f(z,y) = y* + 2P — z. A curva Zs(k) ¢ ndo
singular. Considere a projecio p, : Z;(k) — AX(k), (a,b) — a. Sejam L = k(Z;) e
K = k(x). A extensio L|K ndo € separdvel. De fato, a maior extensio separdvel Ly de
K em L é isomorfa a k(x)[2]/ (2% + 2P —x). Além do mais, L = Lo(3/z) e [L : Lo) = p. A
aplicagdo p, se fatora como p, = VY owy, onde ) : Z ) (k) — AY(k), aplica (c,d) — d*>+c.

8.3 Endomorfismo de Frobenius

Sejam p um primo e ¢ = p". Nesta se¢do sempre k sed o corpo finito F,. Seja X/k uma
curva completa nao singular sobre k. Pode ser que, para algum n € N, a curva X®") /k
seja isomorfa a curva X /k, dada pelo isomorfismo 1 : X®") — X. Neste caso, ¢ o ") é
um endomorfismo de X. Veremos nesta segao que, quando k = F,, a curva X (@) & sempre
isomorfa a X através de um isomorfismo natural ¢b. O endomorfismo de Frobenius definido
nesta segao ¢ entao a composicao ¢ o ¢(,. Comegaremos definindo o endomorfismo de

Frobenius para curvas projetivas planas.

Definicao 8.3.1 Sejam k = F, e H € k[xg, x1,xs] homogéneo e irredutivel. Assim,
H®") = H. O n—ésimo endomorfismo de Frobenius ¢ definido por " = Fr : Xg(k) —
Xu(k), (co:cr:cy) s (cd:cl:cd).
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O préximo lema determina o conjunto dos pontos fixados de F'r.

Lema 8.3.1 Seja H € F [xg, 71, 7,). Entdo Xy(F,) = {P € Xy(F,)|Fr(P) = P}.

Demonstracdo: Seja P = (¢ : ¢1 : ca) € Xy(F,). Entdo existe \ € F,, tal que \¢; € F,,
logo, (A¢;)? = A¢;, para todo i = 0,1,2, ou, Fr(P) = P. Reciprocamente, se Fr(P) = P,
entdo existe i € B, tal que uc! = ¢;. Se cic; # 0, entdo (%)q_1 =1, e & € F,. Portanto,
F,(P) = F,. J J n

Seja X/k uma curva completa nao singular. Quando k£ = F,, o isomorfismo de corpos
(Frobyx))™ : k(X) — k(X)P" é uma isomorfismo como k—4&lgebras também, uma vez que
(Froby X))ﬁ- = idy. Segue que (Froby(x))" induz um isomorfismo de curvas nao singulares
sobre k entre XP*) e X. Sua composicdo com Fr é endomorfismo da curva completa nao

singular X, chamado de endomorfismo de Frobenius.

Definigao 8.3.2 Sejam k = F, e X/k uma curva completa nao singular. O k—dlgebra
homomorfismo Fr* : k(X) — k(X), a — a4 induz um endomorfismo Fr : X — X de grau

q, chamado de endomorfismo de Frobenius de X sobre k.

O morfismo Fr* pode ser estendido a k(X):

Fri k(X)) —  k(X)

Sl aiy > aod,
onde a; € k e oy € k(X), para todo i = 1,...,s. A aplicacio Fr' induz o morfismo
F?" : XE — XE

O homomorfismo F : k — k, dado por z — 2% é chamado de automorfismo de Frobenius
de k sobre k. Como F|;, = idy, F € Gal(k|k) = Gal(k(X)|k(X)), entdao F corresponde a
uma aplicacdo k(X) — k(X) novamente denotada por F, dada por

Z a;o — Z alo;.

i=1 i=1
A acdo Gal(k|k)| Xz ¢ dada pela regra O,(p) := 0(Op). Em particular, Op(p) := F(Op).
Lema 8.3.2 Seja X/F, uma curva completa nao singular. Entdo para todo P € XFq,

Fr(P) = F(P).

Demonstracao: Seja Op o anel de valorizagio associado a P. O ponto Fr(P)

corresponde ao anel de valorizacio (Fr')~'(Op), enquanto F(P) corresponde ao anel de
valoriza¢io F(Op). Seja > 7, ala; € F(Op),a; € F, ea; € Fy(X), para todoi =1,...,s.

1=1"1
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Entio Y0, aa; € Op e (320, alay)? € Op. Assim, Y5, ala; € (Fr')~"(Op). Suponha
agora que >.i_ b3 € (Fr*)"1(Op), com b; € F, e B; € Fq(X), para todo i = 1,...,7.
Entdo Y i b7 € Op. Seja ¢; € F, tal que b; = ¢!, assim (3.;_, c;i3:)? € Op. Seque que
Yoi_ycifi € Op, portanto y ., b;B; € F(Op). |

Observacao 8.3.1 Se Q € X, entio Fr(Q) = Q. De fato, relembre que Opyq) =
(Fr*)~1(Og). Seja a € (Fr*)"H(Ogq), entio a? € Og. Uma vez que Og € integralmente
fechado, a € Ogq. Seque que Opyqy € Og. Agora seja f € Oq, entio 31 € Og. Assim,
B = (Fr*)~1(p9) € (Fr*)"1(Oq). Entao Opyqy = Oq. Portanto Fr : X — X € a identidade

sobre os pontos de X, mas Fr* ndo ¢ a identidade sobre as fun¢oes em X.

Por outro lado, o morfismo Fr : Xz — X3 ndo € a identidade em Xz. Por exemplo, seja
X/F, a curva completa ndo singular associada a curva projetiva nio singular Xp(F,)
dada por H € Fy|xg,x1,x2). Entdo Fr: XFq — XFQ corresponde a aplicacao que aplica
(co:c1:ca) € Xp(F,) em (cf:cf:ch).

O préximo lema é analogo ao Lema 8.3.1.

Lema 8.3.3 Seja X/F, uma curva completa ndo singular. Um ponto P € Xﬁq pertence
a X(F,) se, e somente se, Fr(P) = P.

Demonstragao: Seja k =F,. Por definicio P € X (k) se, e so se, k(P) =k
—Stab(P)

—Stab(P) -k

=k se, e so se, F € Stab(P). Equivalentemente,

Pela correspondéncia de Galois, k

P € X(k) se, e s6 se, F(P) = P. Pelo lema 8.3.2, F(P) = P se, e s6 se, Fr(P)=P. R

Seja X/F, uma curva completa ndo singular. O morfismo Fr induz uma aplicacio
natural Fr' : Div(Xg, JF,) — Div(Xg, /F,), chamado de pull-back. Relembre que a agio
Gal(Fq|Fq)|XFq induz uma acéo natural em Div(Xg, /F,). Em particular, o automorfismo
de Frobenius F € Gal(F,|F,) e sua inversa F~ agem sobre Div(Xg, /F,).

Lema 8.3.4 Sejam X/F, uma curva completa ndo singular. Entdo para todo Q) € XE,

Fr*(Q) = qF Q) em DiV(XFq/Fq>.
Demonstracao: Por definicao,

Fr*(Q) = Z eP/Q - P.

{P|Fr(P)=Q}

Pelo lema 8.3.2, Fr(P) = F(P), para todo P € Xz, Como ¥ induz uma bijecio em X, ,
concluimos que {P|Fr(P) = Q} = F~YQ). Considere a aplicacio norma induzida por
Fr:

Normy,y : Div(Xz/k) — Div(Xz/k).
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Uma vez que Normy,x oFr €éa multiplica¢ao por q (veja 5.9.2), concluimos que

Normy, x OFT*(Q) = €p-1 Q)/QfF @/Q" Q=q-Q.

Como ]F ¢ algebricamente fechado, fr-1(0)/q = 1. Portanto, er-1(g)/0 = q- [

Demonstragcao: Seque de 5.9.1 que le(Fr( ) Fr (dlv(f)). Pelo lema 8.3.4,
Fr' (div(/)) = gF(div(/)) C

Corolério 8.3.1 Seja f € F,(X)*. Entdo div(Fr' (f)) = ¢F ! (div(f)).
) =

Exemplo 8.3.1 Seja P'/F, a reta projetiva associada ao corpo de fungoes F,(x)|F,.
Identificamos P%q com F, U {co}. O automorfismo de Frobenius F € Gal(F,|F,) age sobre
P%q levando um elemento de F, a poténcia q e firando co. Seja f = ax —b € Fy(x). Entdo
div(f) = (b/a) — (c0) € DiV(]P%q/Fq). Uma vez que Fr' (az —b) = ax? —b, concluimos que

div(Fr'(f)) = a(/b/a — o).

Por construgdo, o divisor </b/a =F1(b/a) e (00) = F~1(00). Portanto,

div(Fr'(f)) = gF *(div(f)).

8.4 Elemento de Frobenius

Nesta secao, k denotard um corpo perfeito salvo mencao contraria.

Definicao 8.4.1 Sejam: X — Y um morfismo de curvas completas nao singulares sobre

um corpo k. Se k(X)|k(Y') for de Galois, diremos que m € uma cobertura de Galois.

Observagao 8.4.1 Considere m : X — Y wum morfismo de curvas completas nao
singulares sobre um corpo k, associado & extensio k(X)|k(Y). Dado k(Y) o fecho algébrico
de k(Y), suponha k(X) C k(Y). Seja LIk(Y) a menor extensio de Galois de k(Y) em
k(Y) que contenha k(X). A estensio L|k(Y) é chamada o fecho de Galois de k(X) em
k(Y). Seja k' o fecho algébrico de k em L. Entdo L|k' é um corpo de fungées. Seja Z/k'
a curca completa nao singular associada a LK. As inclusées k'(Y) C K'(X) C k'(Z)

induzem duas aplicacoes de curvas sobre k'

Tyt

Z—}Xk/ —>Yk/

As aplicagoes § e 0§ sao ambas coberturas de Galois sobre k.
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Exemplo 8.4.1 Sejam f(z,y) = y" — g(x) € k[z,y] absolutamente irredutivel e X/k a
curva completa associada ao corpo de fragoes k(X) de klx,y]/{f). Vamos supor que k ndo
contenha as n—ésimas raizes da unidade. Entao a extensdo k(X)|k(x) nao é de Galois e

o morfismo associado 7 : X — P! nao é uma cobertura de Galois. Denote por &, um raiz

n—ésima primitiva da unidade em k(X). Seja k' := k(&,). O fecho de Galois de k(X) €

o corpo K'(X) e o morfismo mp : Xpo — Py, € uma cobertura de Galois sobre k'

Observagao 8.4.2 Seja X/k uma curva completa ndao singular. Observaremos agora
que o quociente de uma curva completa nao singular pela ag¢ao de um subgrupo finito de
Aut(X/k) € ainda um curva completa nao singular. Sejam w: X — Y uma cobertura de
Galois de curvas completas nao singulares sobre o corpo k e G = Gal(k(X)|k(Y)). Vamos

identificar G como um subgrupo de Aut(X/k) :

e Para todoo € G e P € X, seja o(P) o ponto de X correspondente a pré-imagem de
Op pela aplicagio o' : k(X) — k(X). Em particular, Oypy = 0(Op). O morfismo

1

de curvas associado a o~ serd denotado por o : X — X. Com essa notagado,

*

o* = o' (relembre 5.7.1). Deste modo, a acio G induz um homomorfismo de
grupos G — Aut(X/k). Além disso, a agao G| X induz uma ac¢ao de G em k(X).

e Para todo 0 € G e f € k(X), seja f7 := o Y(f). Como em 2.7, se f € fungdo em

X e o um automorfismo de X, entdo f° deve ser pensada como a func¢ao f o o.

Observe que Y pode ser identificada com o conjunto das orbitas X/G. Uma vez que cada
elemento o € Aut(X/k) pode ser estendido a um elemento & € Aut(X:/k), o grupo G
pode também ser considerado um subgrupo de Aut(XE/E). Assim, Y7 pode ser identificada

com o conjunto das orbitas X3 /G.
Um caso particular da observagao acima é o seguinte teoremas:

Teorema 8.4.1 Sejam X/k uma curva completa nao singular e G um subgrupo de
Aut(X/k). Seja k(Y) o corpo invariante pela acdo de G|k(X) (i.é, k(Y) = k(X)%).
Entao k(Y)|k € um corpo de fungées. Além disso, se Y/k € a curva completa nao singular
associada a k(Y)|k, o morfismo m : X — Y induzido por k(Y) C k(X) € uma cobertura
de Galois e Y/k pode ser identificado como o quociente de X pela a¢ao de G.

Vamos assumir que de agora em diante k = F,. Sejam 7 : X — Y uma cobertura de
Galois de curvas completas nao singulares sobre k e G o subgrupo associado de Aut(X/k).

Tome P € X e 0 € G. O morfismo ¢ : X — X induz uma aplicacao ¢* do conjunto das
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fungoes definidas em o(P), O,(p), a0 conjunto das fungoes definidas em P, Op, dada por:

o*=0"1:0(0p) = Op. O morfismo ¢ também induz a aplicacao residual

~k

) U(Op) N Op
.U(Mp) MP.

Sejam D(P) := {0 € Glo(P)=P},Q:=7n(P)eG = Gal(ﬁ—ﬂﬁ—%). Note que a aplicacao
D(P) — G, dada por ¢ — ¢*, ndo é um homomorfismo de grupos, uma vez que (o7)* =
T7*0*. Como k = F, o grupo G tem um gerador canonico: o automorfismo de Frobenius de
ﬁ—’; sobre /(\QTZ dado por  + 279°8(@) Se P nao for ramificado sobre @, entdo D(P) = G,
veja 2.6.1.

Definigao 8.4.2 Com as consideragoes acima, todo o € D(P) € chamado de elemento
de Frobenius em P da cobertura de Galois w, e sua imagem ¢*, de automorfismo de
Frobenius de Op/Mp sobre Og/ M.

Sejam B o fecho integral de Og em k(X) e M := MpNB. A decomposigao do grupo Dy,
definida em 2.6.1, é igual a D(P). O homomorfismo de grupos D(M) — G definido em
2.6.1 é igual a aplicagdo D(P) — G, definida anteriormente, composta com a aplicagao
inv : G = G, que aplica 7 — 77 !. Portanto, a substituicao de Frobenius, definida em

2.6.1, é a inversa do elemento de Frobenius em P.

Sejam X /k uma curva completa nao singular, Fr : X — X o endomorfismo de Frobenius
e P € X. Relembre que Fr(P) = P e que Fr* : Op — Op induz no corpo residual /(\94—1;, )

automorfismo de Frobenius, que leva um elemento a poténcia q.

Agora seja m : X — Y uma cobertura de Galois com grupo G de curvas completas nao
singulares sobre k. Sejam P € X e w(P) = Q. Suponha P nao ramificado sobre @ e

o € D(P) o elemento de Frobenius em P. Por defini¢ao, o(P) = P e ¢* induz, no corpo

. (@) . O OQ . , . ~
residual Moo © automorfismo de Frobenius de v sobre My isto é, a aplicacao que
Op aneia | 90 9 _ 5 — —
leva um elemento de 7= a poténcia |M—Q| Se My = k, entdo o(P) = Fr(P) = P, e os

automorfismos do corpo residual /\OT}; induzidos por ¢ e Fr sao iguais.

Definicao 8.4.3 Estenda cada automorfismo o € G para um automorfismo @ de Xz,
Sejam P € XFq e P sua tmagem em X sobre a aplicacao quociente pela acao de
Gal(F,|F,). O elemento de Frobenius em P pela cobertura de Galois © é o automorfismo

T tal que o € o elemento de Frobenius em P.

Observe que o(P) = Fr(P). O seguinte lema ser4 1til na prova da hipétese de Riemann

para curvas. Sejam o € G e defina o conjunto N1(X/Y, o) por

{P e X5 | @(P)€Y(F,), P nao é ramificado sobre 7(P) e 7 ¢é o elemento de Frobenius em P} .
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Como as fibras de 7 e Y (F,») sdo conjuntos finitos, concluimos que N, (X/Y, o) é finito.
Denote por N1(X/Y, o) a ordem de NV(X/Y,0).

Sejan € N e denote por TFn XFqn — Yqun o morfismo estendido. Podemos considerar o
conjunto ./\fl(XFqn /Yr,.,0). Note que o endomorfismo de Frobenius de X, /Fgn € igual

a n—ésima poténcia do endomorfismo de Frobenius de X/F, estendido a X, ,,.

Lema 8.4.1 Sejam: X — Y uma cobertura de Galois com grupo G de curvas completas

nao singulares sobre k. Entao existe uma constante C' tal que, para todo n € N,

Y Ni(Xep /Yy o) = [GIY (F)|| < C.

oceG

Demonstracao: Uma vez que o elemento de Frobenius de um ponto ndao ramificado é

unico, os conjuntos Nl(XFqn/Yqun,o),a € G, sao dois a dois disjuntos. Cada conjunto

N1(Xg,. /Y, ,0) contém somente pontos ndio ramificados da cobertura y,- Portanto,

> Ni(Xep /Yo, 0) = |GI|U.],

oeG

onde U,, denota o subconjunto dos Fyn—pontos racionais no complementar do lugar dos

ramos de gy em Y (F,). Como o morfismo mp € separdvel, seu lugar dos ramos é um
q q

conjunto finito, de cardinalidade m independente de n. Basta tomar C' = m|G|. [ |

8.5 Hipdteses de Riemann

Retornaremos nesta secao ao problema de contar os F,—pontos racionais de uma curva

sobre corpos finitos e provaremos o analogo da hipdétese de Riemann.

Sejam X /IF, uma curva completa nao singular e N,, := | X (F;»)|. Mostramos em 6.4.1 que

Z(X/F, T):=exp <i Nn%> _ (Hfgﬂl —wT)

1-T)1—qT)’
onde wy, . .., wy, sdo inteiros algébricos tais que woy; = L. Assumiremos, sem perda de
generalidade que |wi|c < - -+ < |wag|c. Explicamos em 6.3.2 a relagdo entre a hipétese de

Riemann para curvas cobre corpos finitos e a afirmacao:

wile = V@, Vi=1,...,2g. (8.1)
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Pela férmula N, = ¢" 4+ 1 — fi L wit, concluimos que 8.1 implica que
2g
N, = (" + D] =) wr| <29V (8.2)
i=1
Lema 8.5.1 Seja A\1,...,\s € C tais que |\| = --- = |\s| = 1. Entdo para todo € > 0,

existem inteiros n > 0 tais que A} + -+ A!| = s — €.

Em outras palavras, A7, ..., Al estao muito perto do ntimero 1.

Lema 8.5.2 Sejam wy,...,ws € C, |wy| < -+ < |ws|. Entao para todo € > 0, existem
inteiros n > 0 tais que |wi + - -+ w| = (1 — 2€)|w,|™.

Demonstragao: Seja { < s tal que |wy| < |wes1| = -+ - = |ws|. Pelo lema 8.5.1, existem

inteiros n > 0 tais que

R I o M By PR

=
> (s = €= ) — Cluwl”
> (1= ) — |wel"(s — 1).

Sen >0, entao |wy|"(s — 1) < €|ws|", 0 que termina a demontragao. |

Como veremos agora, a hipétese de Riemann segue de uma afirmacao aparentemente mais

fraca que 8.2.

Lema 8.5.3 Se existem constantes Cy, C7 e um inteiro d > 1 tais que para todo n € N,

29
[Naw = (g™ + 1) = > wi™ < Co+ Crv/gm, (8.3)
=1

entao vale a hipdtese de Riemann 8.1.
Demonstracao: Claramente C; > 0. Uma vez que Cy + Cir/q¥ < (|Co| + C1)v/q™,
podemos assumir que existe uma constante C tal que |Ng, — (¢ + 1)] < C+/q". Pelo

lema 8.5.2, para inteiros n > 0,

CV @™ = |wgi + -+ + wi'| = (1 - 2€)|w ™.

5l

o = < |&W”. Por outro lado, limn_>oo|%|1/” = 1, entdo |wy| < /q. Como

Ou,
q

wy = w1 | < |wagl, concluimos |w;| = \/q, para todo i =1,...,2g. |

A seguir provaremos que as hipdteses do lema 8.5.3 sao sempre verificadas. Primeiro

obtermos uma cota superior para N; quando q > g.
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Teorema 8.5.1 Seja X/F, uma curva completa nao singular com género g. Se ¢ = p®,
o par e q > (g+ 1) entao Ny < ¢+ 1+ (29 +1)/q.
Demonstracao: Seja QQ € X(Fq) um F,—ponto racional. A orbita de Q da acdo de

Gal(F,|F,) é somente o ponto Q. O ponto Q) corresponde ao ponto Q € X, com /\OTZ =F,.
No que seque, sempre identificaremos um F,—ponto racional () de X com seu ponto
correspondente () € X. Tome P € X com /a—f; =TF,. Observe que se tal ponto nao existe,
entdo o teorema jd € vdlido. Nosso objetivo € construir uma fungao f em F, (X) com um
tnico polo em P e com zeros em todos os outros F,—pontos racionais de X. Tal funcao f
tem portanto um numero de zeros limitado inferiormente por uma expressao em termos

de N1 — 1. Isto €,
uma expressao em termos de (N; — 1) < # polos de f.

Uma escolha cuidadosa de f fornecerd uma cota para o nimero de polos de f de tal modo
que a desigualdade acima seja satisfeita. Seja H,, = {f € F (X)|div(f) > —mP} =
H°(mP). Como mP ¢é efetivo, H,, # {0}. Seja H?, = {f"|f € H,,}. Se A e B sado
subconjuntos de H,, e H, respectivamente, denote por AB o subespa¢o de H,,,, gerado
pelos elementos fh, com f € A e h € B. E fdcil ver que Hf“Hg1 C Hypigmg- Entao o
niimero dos polos de f € HY HI\{0}, € no mdzimo (p'+mq. Considere f = 31_ w;s! €
Hf“Hﬂn, w; € Hf“ es; € Hy,, para todo v =1,...,r. Suponha que exista f # 0 tal que

S(f) = iwisi = 0.
i=1

Entao f se anula em todos os F,—pontos racionais de X exceto em P. De fato, seja
Q # P um F,—ponto racional. Entdo por defini¢ao |/€I—QQ| = q, como w;s; € O, para todo

1=1,...,r entdao
,

r
Zwisg = Zwisi =0 mod./\/lQ
=1

i=1
Segue que f € Mg para todo F,—ponto racional Q € X \ {P}. Suponha p" < q, de
modo que toda func¢do em Hf“HgI ¢ uma pt—ésima poténcia. Entao [ tem pelo menos
p*(Ny — 1) zeros. Assim, uma vez que f tem o maximo {p* 4+ mgq polos, concluimos que

p*(Ny — 1) < Ipt 4+ mq ou, equivalentemente,

m
No<o+ 2, (8.4)

p#
Mostraremos agora que existem {,m e p tais que exista uma fung¢ao nao nula f com
d(f) = 0. Provado este fato, escolheremos cuidadosamente os inteiros ¢, m e p de modo

que a desigualdade Ny < g+ 1+ (29 + 1),/q siga imediatamente de 8.4. O grau do ponto
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P €1, assim
dim]Fq (Herl) g dim]Fq (Hm) + 1.

Entdao podemos tomar uma base {sy,...,s,} para o F,—espago vetorial H, tal que
ordp(s;) = ordp(s;—1) +1,Vi=2,... 7

(considere a base associada as inclusoes Hy C Hy C --- H,, e inverta a numera¢ao).
. , 4 ope 2 .
Como p* < q, HP, é um F,—espaco vetorial. E fdcil ver que {s} ,... s*"} é uma base
para HP'. Considere a aplicagdo
. 17P" 179 pH
0:H;, Hl, — H, H,

= Llwisi :zlwisi-
f=> P S

Para mostrar que § estd bem definida € suficiente mostrar que existe uma unica maneira

de escrever f € HY HY, como uma soma i w;ist comw; € HY | para todoi=1,...,7.
Provaremos este fato supondo que Ip" < q. Assuma que p € {1,...,r} tal que w, # 0 e
> i, wis{ = 0. Entdo
ordp(w,sl) = ordp(=> . w;s])
> minfordp(uis!))

P _gpu + qordP<Sp+1)7
Pois w; € Hfu e ordp(s,1) <ordp(s;) sei > p+ 1. Assim,

ordp(wy) > —Lp"+qlordp(sys1) — ordp(s,)]
> —lpt +q > 0.

Entao w, tem um zero e um polo em P e w, = 0, contradizendo nossa afirmagao. Assim
a aplicagao 6 estd bem definida. E facil ver que 0 é um homomorfismo de IF,—espacos
vetoriais. Note que o fato de qualquer f € Hf”Hﬁn poder ser escrito unicamente da forma

f=>"_ ws! para alguns w; € Hfu (quando fp* < q) mostra que
dimg, (HY HY) = dimg, (HY) - dimg, (HZ,).
De Hf“Hgl C Hypusm, concluimos que
dim ker(8) > dim H?" - dim H?, — dim Hypu .- (8.5)

Pelo teorema de Riemann-Roch dim Hf# = dim Hy, > max(1,¢ + 1 — g). Analogamente,

dim H?, > max(l,m + 1 —g). Se {,m > g, entdo {p" +m = 2g — 1 e pelo teorema de
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Riemann-Roch dim Hepp iy, = €p* +m + 1 — g. Neste caso, pela desigualdade 8.5,
dimker(d) > ({+1—g)(m+1—g)— (lp'+m+1—g). (8.6)

Tome p = 5 e m = ,/q + 2g, claramente m > g. Com essas escolhas para p e m, 8.6
mostra que ker(0) # {0} se £ > g+ g\/q/(g +1). Com tal £, a desigualdade { > g
¢ satisfeita. Uma vez que também queremos {p' < q, ou, equivalentemente, { < \/q,
precisamos encontrar um inteiro £ com

N

94
+ Y- <i< .
I va

Tal inteiro { existe se, e sO se, g+ % +1 < \/q, ou, equivalente, se (g+ 1)? < V4. Pelas
hipdteses, esta desigualdade € satisfeita. Tome ¢ € N tal que g + % <l < ,/q. Entao

de 8.4, concluimos que
N <£+%+1 <Vi+(Wa+29)a+1=qg+1+/q(29+1).

Daremos agora uma cota inferior para o inteiro N, associado a curva X/k, onde
k= F,. Seja m : X — Y uma cobertura de Galois sobre k. Considere o grupo
G = Gal(k(X)|k(Y)) como o grupo dos automorfismo de X sobre k. Dado ¢ € G,
relembre de N1(X/Y, o) definido em 8.4.3). Denote por N1(X/Y, o) a ordem do conjunto
M (X/Y,0). O passo importante para prova da cota inferior do nimero de F,—pontos

racionais de uma curva é a seguinte variacao do teorema 8.5.1.

Teorema 8.5.2 Sejam 7 : X — Y uma cobertura de Galois sobre F, e G o subgrupo de
Aut(X/k) associado. Tome o € G e denote por g o género de X. Suponha q = p®, a par
eq> (g+1)* Entio N1(X/Y,0) <q+1+ (29+1),/1.

Demonstracao: A prova deste teorema € igual a prova do teorema 8.5.1. Por isso

apenas indicaremos as mudancas necessdrias. Seja P € Xt NN(X/Y,0). Se tal ponto
ndo eziste, entdo o resultado jd é vdlido. Por definicdo, o(P) = Fr(P). Considere o
endomorfismo 1 := o=t o Fr de X. Claramente N1(X/Y, 0) estd contido no conjunto dos

elementos de X3 fizados por ).
Considere os sequintes espacos de fungoes em Xz/k, H,, := H(mP) e HE' .= {f"|f €
H,,}. Por construcao, qualquer fun¢ao ndao constante em E*(Hm) tem um polo em P. O

coroldrio 8.3.1 mostra que, de fato, E*(Hm) C Hgyp,, de modo que um fungao nao constante
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—%

em " (H,,) tem um polo somente em P. Sejam f = 31w (s;) € HY' 9" (H,,) e

0o (f) := Zwisi € H;’”Hm.
i=1

Se eziste f € Hf“@*(Hm) \ {0} tal que 0,(f) = 0, entdo f se anula em todos os pontos
Q € M(X/Y,0)\{P}. De fato, w;, ¥ (s;) € Og. para todo Q € N1(X/Y, o)\ {P} e todo
i =1,...,r. Pela definicao do elemento de Frobenius, E*(sz) = simod Mg.

Como deg P = 1, H,, possui uma base {s1,...,s,} tal que
01“dﬁ<8i) 2 ordﬁ(si_l) + 1,V7, = 2, Lo, T

Uma vez que ¥ € uma bijecio de k—dlgebras, € facil ver que {@*(51), o ,E*(sr)} ¢ uma

base para E*(Hm). Procedendo como na prova do teorema 8.5.1 podemos mostrar:

—%k

by« HY'Y' (H,,) — HY H,,
estd bem definida e é um homomorfismo de k—espacos vetoriais. E ainda, que existem

inteiros £, m, p tais que ker(d,) # {0}. E isso conclui a prova do teorema. |

Usaremos agora o teorema 8.5.2 para provar a existéncia de cota inferior para N; =
| X(F,)|. Seja X/F, uma curva. Escolha um morfismo separdvel X — P! (como no
corolario 8.1.2). E claro que para provar a afirmacao 8.3 X/F,, é suficiente basta prova-lo
para Xp . /Fg para algum e > 1. Tendo em vista esta observagao, podemos assumir,
depois de tomar uma extensao do corpo de base se necessario, que existem uma cobertura
de Galois m : Z — X de curvas completas nao singulares sobre [F, e um morfismo separdvel
v : X — P! sobre F,, tais que v o m é uma cobertura de Galois de P! e F,(Z) é o
fecho de Galois de F,(X) em F,(P!) (como em 8.4.1). Sejam G := Gal(F,(Z)|F,(P")) e
H := Gal(F,(Z)|F,(X)). Podemos assumir também, depois de mais uma possivel extensao

de corpos, que ¢ é um quadrado e ¢ > (g + 1)*.

Aplicando o lema 8.4.1 para a cobertura de Galois Z — P!, obtemos

S Ni(Z/P' o) — |GIIP' ()| < C(2/PY. (8.7)

oceG
Aplicando o teorema 8.5.2 para a cobertura de Galois Z — P!,

Ni(ZJP' o) < g+ 1+ (29(2) +1)/q. (8.8)
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Segue de 8.7 que

Ni(Z[P' o) = (¢+ 1) + Y _[NiI(Z/P',7) = (q +1)] = ~C(Z/P"). (8.9)
4o

Concluimos de 8.8 e 8.9 que

INi(Z/P!,o) = (¢+ 1) = =C(Z/P) - (|G| - 1)(29(2) +1)/q

(8.10)
Cy + Con/3,

onde C e (5 sao constantes que nao dependem do corpo de base. Aplicado a cobertura

de Galois Z — X, o lema 8.4.1 mostra que
> Ni(Z/X,0) — [H||X(F,)|| < C(Z/X). (8.11)
ceH

Lema 8.5.4 Seja o € H. Entio N1(Z/P',0) CN1(Z/X,0).
Demonstracao: Sejam P € Ni(Z/P*,a) e P o correspondente em Z. Por definigdo,

P ¢ nao ramificado sobre P! e assim, ndo ramificado sobre X. O automorfismo o € o
elemento de Frobenius em P para o morfismo Com : Z — P! de modo que, o grupo de
decomposi¢ao D(P) do morfismo = o7 € gerado por o. Uma vez que D(P) C H, € fdcil
ver que D(P) é também o grupo de decomposi¢ao em P para a cobertura de Galois Z]X.

Por construcao,

k(PY) C k(2)" = k(X) C k(2)PP) C k(2).

Sejam Q = (Com)(P) e Q = m(P). Como k(X) Ck(Z)PP), far10=1=eq o (2.6.2).
Uma vez que @ € um Fy—ponto racional (isto é, Og/Mqg =TF,) e fo,0 =1, concluimos

que Q' € um [F,—ponto racional de X. [ |

Segue do lema 8.5.4, 8.10 e 8.11 que

[X(F)| = =C(Z/X)/|H|+ )Y Ni(Z/X.0)/|H| > (q+1) + Cs + C1/q.

oceH

Assim, uma vez que as constantes C5 e Cy sao independentes do corpo de definicao de

75 , concluimos, para todo n € N,
q

Ny —(q"+1) = C3+ Ca/q™ (8.12)

Finalmente, o teorema 8.5.1 combinado com 8.12, implicam que as hipdteses do lema

8.5.3 sdo sempre validas. Portanto, a hipdtese de Riemann (8.1) vale.
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Forma de Torgao, 128 O n—ésimo Morfismo de Frobenius, 180, 182
Forma do Traco, 80 O Grupo de Classe Ideal, 91
Funcao-(deumaCurvaA fim, 147
Funcao-Zeta, 142

Fungao-Zeta de um Curva Completa, 150

Polinémio Absolutamente Irredutivel, 115
Ponto de Ramificagao, 60, 62
Ponto Nao Ramificado, 126

Funcao-Zeta de um Curva Projetiva, 147
Ponto Nao-Singular, 107

Género de um Curva, 149 Ponto Ramificado, 126

Género de uma Cuva Completa, 160 Ponto Singular, 20

Género Geométrico, 171 Pontos Racionais de um Curva, 131

Grau de um Orbita , 148 Primos Ramificados e Nao-Ramificados, 59
Grau de um Divisor, 135 Produto de Euler, 145

Grau de um Morfismo, 124 Propriedade Universal de Anéis de Fragoes, 38

Grau de um Ponto, 131
Grau Residual, 53, 126
Grupo de Decomposicao, 67 Reta Critica, 143

Quocientes Finitos, 92

Grupo de Divisores, 133 reta tangente, 20

Grupo de Inércia, 67
Sequéncia Exata, 17

Hipotese de Riemann para Curvas, 150 Sequéncia Exata Curta, 17

bstitui¢ao Frobenius, 69
Ideais Coprimos, 30 Substitui¢ao Frobenius,

Ideal Discriminante , 83 Teorema de Riemann, 161

Ideal Inerte, 68 Torcao de uma Curva, 128
Ideal Totalmente Ramificado, 68

Inteiro Algébrico, 22 Valo Absoluto Arquimediano, 99

Valor Absoluto, 96

Lema de Gauss, 15 Valorizacao, 96
Lugar de Ramificacao, 60, 62 Valorizacao Discreta, 96
Lugar dos Ramos, 60, 62, 126 Valorizacao Trivial, 112

Moédulo Noetheriano, 17

Monomorfismo Complexo, 95
Monomorfismo Real, 95

Morfismo de Curvas Completas, 124
Morfismo de Curvas Planas Afins, 20, 70
Multiplicidade de Intersecao, 135

Numero da Classe, 137

Numero de Classe, 95



