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Resumo

Neste trabalho, estudamos o Teorema clássico de Borsuk - Ulam e também

outros Teoremas do tipo Borsuk - Ulam. Para isto, consideramos aplicações cont́ınuas

f : (Cn+1 − {0}) → Cn. Uma ráız primitiva k - ésima da unidade ξ nos fornece uma

Zk-ação livre sobre Cn. Um teorema nos diz que a equação
k−1∑
i=0

ξif(ξix) = 0 sempre tem

uma solução x ∈ (Cn+1 − {0}). Este resultado produz várias aplicações. Por exemplo,

se p é um número primo, f : Sn → Rr uma aplicação cont́ınua, com n > r(p− 1), então

alguma órbita da Zp-ação deve ser aplicada em um ponto.

Palavras chave: Número de Lefschetz, Teorema de Borsuk-Ulam.



Abstract

In this work, we study the Classical Borsuk-Ulam Theorem and also other Borsuk-

Ulam Theorems. For that, we consider continuous maps f : (Cn+1 − {0}) → Cn. A

primitive k-root of unity ξ gives rise to a free Zk-action on Cn. A result states that the

equation
k−1∑
i=0

ξif(ξix) = 0 always has a solution x ∈ (Cn+1 − {0}). This result provides

several aplications. For example, if p is a prime number, f : Sn → Rr a continuous map

and n > r(p− 1), then some orbit of the Zp-action must be mapped into a point.

Key words: Lefschetz Number, Borsuk-Ulam’s Theorem.
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3.1 O Índice de Pontos Fixos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2 O Resultado Principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4 Alguns Teoremas do Tipo Borsuk-Ulam 42

4.1 Ações basicamente livres e transformações li-

neares equivariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.2 Teoremas do tipo Borsuk-Ulam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Bibliografia 56

8



Introdução

O Teorema de Borsuk-Ulam é uma das ferramentas mais usadas da topologia algébrica

e tem sido muito útil em diferentes áreas.

Uma razão importante é que existem várias versões do teorema e muitas de-

monstrações conhecidas de cada versão. As técnicas de demonstração são variadas:

métodos geométricos elementares, técnicas algébricas, topologia algébrica e muitas outras

ferramentas.

O artigo original de Borsuk ([1]) dá três variantes do teorema. Borsuk menciona que

o teorema foi primeiro conjecturado por St. Ulam. O artigo de Borsuk apareceu em

1933. A partir dáı, numerosos resultados têm sido publicados sobre versões diferentes do

teorema, várias demonstrações, generalizações e aplicações.

Agora, neste trabalho, estudamos o Teorema clássico de Borsuk-Ulam e também outros

Teoremas do tipo Borsuk-Ulam. Este trabalho aborda os teoremas clássicos de Bor-

suk-Ulam que tratam da existência de pontos de Z2 - coincidência de uma aplicação

f : Sn → Rk (n ≥ k) e teoremas do tipo Borsuk-Ulam que tratam da existência de pontos

de Zp - coincidência de uma aplicação f : S2k−1 → Rr, (2k − 1 > r(p− 1)).

Resultados do tipo aqui apresentados aparecem em outros trabalhos da literatura, tais

como [18] e [14]. As técnicas são diferentes, usam diretamente as maquinarias da topologia

algébrica, tais como o Z2-́ındice, sequências espectrais, sequências de Gysin e entre outras.

Tais resultados garantem mais do que a existência de pontos de

G - coincidência (G = Z2 ou G = Zp). Eles também estimam a dimensão do conjunto de

tais pontos.

Existem outros trabalhos que substituem a esfera Sn por espaços topológicos mais

gerais e obtém o mesmo resultado em termos destas estimativas.
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O trabalho está dividido da seguinte forma. O caṕıtulo 1 apresenta alguns pré-

requisitos que são fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho, como por exem-

plo, ações de grupos, CW - complexos, espaços de recobrimento, o número de Lesfschetz

e grau de uma aplicação.

O caṕıtulo 2 apresenta o teorema devido a Borsuk e Ulam. Vemos a sua demonstração

para o caso particular de aplicações cont́ınuas f : Sn → Sn−1, onde n = 1 ou n = 2.

Em seguida damos uma idéia da demonstração deste teorema para o caso geral e vemos

algumas consequências interessantes do mesmo. Para este caṕıtulo utilizamos fortemente

as referências [12] e [15].

Os caṕıtulos 3 e 4 foram elaborados a partir do estudo do artigo de D.H. Gottilieb

([8]). No caṕıtulo 3 vemos um teorema que fornece uma relação interessante entre ações

livres de grupos finitos em variedades fechadas e o número de Lefschetz. Este teorema nos

diz que, se M é uma variedade fechada, que também é um CW - complexo finito, G um

grupo finito atuando livremente em M e f : M → M uma aplicação equivariante, então

o(G) divide Λf (número de Lefschetz da aplicação f). Para estudarmos este teorema, que

é de grande importância no caṕıtulo 4, foi necessário recordarmos alguns resultados da

Teoria de Pontos Fixos.

No caṕıtulo 4 vemos alguns teoremas do tipo Borsuk-Ulam. Mas antes disto, sob

certas hipóteses, estudamos a relação entre ações basicamente livres de grupos finitos

no Rn e o determinante da matriz de uma transformação linear T : Rn → Rn. Como

consequência desta relação, vemos um resultado que nos diz que, se ξ é uma ráız k -

ésima primitiva da unidade e f : (Cn+1 − {0}) → Cn é uma aplicação cont́ınua, então

existe x ∈ (Cn+1 − {0}) tal que
k∑

i=1

ξif(ξix) = 0. Com esta equação estudaremos certos

teoremas do tipo Borsuk-Ulam. O principal resultado estudado é o seguinte: Seja p um

número primo e f : Sn → Rr uma aplicação cont́ınua. Se n > r(p − 1), então alguma

órbita da Zp - ação deve ser aplicada em um ponto.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo recordaremos alguns conceitos e resultados que serão importantes para o

desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Ações de Grupos

Definição 1.1.1. Sejam (G, ∗) um grupo e X um espaço topológico. Dizemos que G

atua à esquerda em X ou que existe uma ação de G em X se existir uma aplicação,

denominada de G-ação,

φ : G×X −→ X

(g, x) 7−→ φ(g, x)

tal que:

(1) φ(1, x) = x, para todo x ∈ X.

(2) Para todo x ∈ X e quaisquer g1, g2 ∈ G, tem-se φ(g1 ∗ g2, x) = φ(g1, φ(g2, x)).

Denotemos φ(g, x) por g·x. O espaço topológico X, munido de uma G-ação, é chamado

de G-espaço.

Definição 1.1.2. Seja X um G espaço. Dizemos que G atua livremente em X se,

para quaisquer dois elementos g, h ∈ G e para qualquer x ∈ X, tem-se que g.x 6= h.x, ou

equivalentemente, se dado g ∈ G e qualquer x ∈ X, com g.x = x, tem-se g = 1.
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Definição 1.1.3. Seja X um G-espaço. Dizemos que G atua fielmente ou efetiva-

mente em X se, para quaisquer dois elementos g, h ∈ G, existe x ∈ X tal que g.x 6= h.x.

Equivalentemente, se g 6= 1, g ∈ G, então existe x ∈ X tal que g.x 6= x.

Observação 1.1.1. Claramente ação livre implica ação fiel.

Definição 1.1.4. Seja X um G-espaço. Dizemos que a ação de G em X é propria-

mente descont́ınua se, para qualquer x ∈ X, existe uma vizinhança U de x tal que

g ·U ∩U = ∅, para qualquer g ∈ G, com g 6= 1 e onde g ·U = {g · u | u ∈ U}. Neste caso

dizemos que X é propriamente descont́ınuo.

Observação 1.1.2. Se G atua propriamente descontinuamente em X, então a ação de

G em X é livre.

Definição 1.1.5. Seja ϕ : X → Y uma aplicação cont́ınua, onde X e Y são G-espaços.

Dizemos que ϕ é uma G-aplicação (ou aplicação equivariante) se ϕ(g.x) = g.ϕ(x),

para qualquer x ∈ X e g ∈ G.

Seja X um G-espaço. Dois elementos x, y ∈ X são chamados G-equivalentes se, existe

g ∈ G tal que g · x = y. Esta relação é uma relação de equivalência e o conjunto de todos

os g ·x, com g ∈ G, denotado por G ·x, é a classe de equivalência determinada por x ∈ X.

Este conjunto G · x é chamado de órbita de x.

Definição 1.1.6. O conjunto
X

G
é constitúıdo por todos os G · x, onde x ∈ X. Este

conjunto é munido da topologia quociente, ou seja, a maior topologia tal que a projeção

π : X → X

G
seja cont́ınua. Esta projeção é definida da seguinte forma, π(x) = G · x.

Teorema 1.1.1. Se X é um G-espaço, com G compacto, então:

1)
X

G
é um espaço de Hausdorff.

2) π : X → X

G
é uma aplicação fechada.

3) X é compacto se, e somente se,
X

G
é compacto.

Demonstração: Ver [2], página 38, teorema 3.1. ¤

Proposição 1.1.1. Seja X um G-espaço. A aplicação x → g.x, com g ∈ G fixado, é um

homeomorfismo e a projeção π : X → X

G
é uma aplicação aberta.

Demonstração: Ver [10], página 40, proposição 1.4. ¤
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1.2 CW-complexos

Definição 1.2.1. Sejam X e Y espaços topológicos e, considere A um subespaço de Y .

Dada uma função cont́ınua f : A −→ X, defina o espaço Z := X ∪f Y como sendo o

espaço quociente X
∐

Y/ ∼, onde o śımbolo
∐

significa união disjunta e a relação de

equivalência ∼ é dada por

y ∼ f(y), para todo y ∈ A.

Z é chamado uma adjunção de Y em X através da aplicação f (ou através de A, se a

aplicação f estiver impĺıcita). Esta construção tem o efeito de colar o subespaço A de Y

na sua imagem em X através da f .

Definição 1.2.2. Sejam X um espaço topológico, Y a adjunção Y := X∪ϕDk, onde Dk é

um k-disco fechado, e ϕ : Sk−1 −→ X é uma aplicação cont́ınua, com Sk−1 a (k-1)-esfera,

fronteira de Dk. Então dizemos que Y é obtido de X colando uma k-célula, através da

aplicação ϕ. A imagem σk de Dk em Y é chamada de k-célula fechada, e a imagem

int(σk) de int(Dk) := Dk\Sk−1 é a correspondente k-célula aberta.

Observação 1.2.1. Se k = 0, então a definição anterior reduz-se a afirmação de que Y

é a união disjunta de X com um espaço unitário.

Mais geralmente, dizemos que Y é obtido de X colando células se Y é homeomorfo

a uma adjunção X ∪{ϕi} DKi, onde as aplicações {ϕi} de X são definidas no bordo de

esferas de discos fechados {Dki}.

Definição 1.2.3. Um espaço topológico Hausdorff X é dito um CW-complexo se

satisfaz as seguintes condições:

1. Existe uma relação de inclusão dos subespaços

X(0) ⊆ X(1) ⊆ X(2) ⊆ ...

com X =
⋃
n≥0

X(n).

2. X(0) é um espaço discreto e, para n ≥ 1, X(n) é obtido de X(n−1) colando uma

coleção {σn
i : i ∈ In} de n-células.
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3. Toda célula fechada está contida numa união finita de células abertas.

4. X tem a topologia fraca com relação à coleção de todas as células. Isto é, A ⊂ X

é fechado em X se, e somente se, a interseção de A com toda célula fechada σ é

fechada em σ com relação ao subespaço topológico.

O subespaço X(n) é chamado n-esqueleto de X. Os pontos de X0 são chamados de

vértices ou 0-células . Uma escolha particular de esqueleto e aplicações de colagem

para as células é chamada uma estrutura CW no espaço. Um CW-complexo é dito finito

ou infinito se o número de células é finito ou infinito, respectivamente. Se X = Xn, para

algum n, o CW-complexo é dito de dimensão finita e quando isto ocorrer, diremos que

a dimensão de X é n.

Observação 1.2.2. Intuitivamente, X é um CW-complexo se este pode ser constrúıdo,

começando de um espaço discreto, primeiramente colando 1-células, depois 2-células e

assim sucessivamente. Note que a definição acima não permite colar k-células antes de

h-células, se k > h.

Exemplo 1.2.1. Dado X = R, podemos considerar em R uma estrutura natural de

CW-complexo, tomando as 0-células e 1-células como sendo, respectivamente, σ0
n = {n}

e σ1
n = [n, n + 1], n ∈ Z.

r r r rσ1
−1 σ1

0 σ1
1

σ0
−1 σ0

0 σ0
1 σ0

2

Exemplo 1.2.2. Seja X = Sn. Temos uma estrutura de CW-complexo sobre Sn dada

por uma 0-célula e uma n-célula, ou seja, Sn = σ0 ∪ σn.

σ

σ

Exemplo 1.2.3. Seja X a figura oito. Uma estrutura de CW-complexo 1-dimensional

para X é dada tomando-se uma única 0-célula e duas 1-células (X = σ0 ∪ σ1
1 ∪ σ1

2).
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σ

σ

σ

Exemplo 1.2.4. Seja X =
∨
s∈S

S1
s o bouquet de ćırculos indexado por um conjunto S.

Podemos dar a X uma estrutura de CW-complexo 1-dimensional, com uma única 0-célula

e uma 1-célula para cada elemento de S

(
X = σ0

⋃ (⋃
s∈S

σ1
s

))
.

σ

σ

σ σ

Exemplo 1.2.5. O toro (T 2) admite uma estrutura de CW-complexo 2-dimensional, com

uma 0-célula, duas 1-células e uma 2-célula (T 2 = σ0 ∪ σ1
1 ∪ σ1

2 ∪ σ2).

σ

σ

σ

σ

Exemplo 1.2.6. Consideremos X = T2# · · ·#T2 a soma conexa de n toros. Podemos

dar a X uma estrutura de CW-complexo do seguinte modo: uma 0-célula, 2n 1-células e

1 2-células, isto é, X = σ0 ∪ σ1
1 ∪ σ1

2 ∪ . . . ∪ σ1
2n−1 ∪ σ1

2n ∪ σ2.

Exemplo 1.2.7. Seja X = P 2# . . . #P 2 a soma conexa de n-planos projetivos. Então

X é um CW-complexo 2-dimensional contendo uma 0-célula, n 1-células e uma 2-célula:
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X = σ0 ∪ σ1
1 ∪ . . . ∪ σ1

n ∪ σ2

1.2.1 Alguns resultados sobre CW-complexos

(I.1) Se X e Y são CW-complexos finitos, então X × Y é um CW-complexo.

De fato, se (σq
j ) e (γp

i ) são decomposições celulares de X e Y , respectivamente, então

(σq
j × γp

i ) é uma decomposição celular de X × Y .

(I.2) Um CW-complexo é paracompacto e dáı é normal.

(I.3) Um CW-complexo é localmente contrátil, isto é, todo ponto possui uma famı́lia

básica de vizinhanças contráteis.

(I.4) Um subconjunto compacto de um CW-complexo intercepta somente um número

finito de células. Um CW-complexo é compacto se, e somente se, é finito.

(I.5) Uma função f definida sobre um CW-complexo é cont́ınua se, e somente se, a restrição

de f a cada célula σq é cont́ınua.

Definição 1.2.4. Uma aplicação cont́ınua f : X −→ Y , onde X e Y são CW-complexos,

é chamada celular se f(Xn) ⊂ Y n, para n = 0, 1, 2, ... (Xn e Y n são os n-esqueletos de

X e Y , respectivamente).

J.H.C Whitehead provou que toda aplicação cont́ınua f : X −→ Y é homotópica a

uma aplicação celular.

1.2.2 A Homologia de um CW-complexo

Teorema 1.2.1. Seja X um CW-complexo e {Xn |n = 0, 1, ...} a estrutura de

CW-complexo de X. Então Hq(X
n, Xn−1) = 0, se q 6= n, e Hn(Xn, Xn−1) é o grupo

abeliano livre com uma base em correspondência 1− 1 com as n-células de X.

Demonstração: Ver [13], página 84. ¤

Lema 1.2.2. Hq(X
n) = 0, para todo q > n.
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Demonstração: Faremos a prova por indução sobre n.

Para n = 0 o Lema é trivial.

Agora, para n > 0 suponhamos, por hipótese de indução, que Hq(X
n−1) = 0 para

q > n−1. Suponha agora q > n. Usando a seqüência exata para o par (Xn, Xn−1), temos

0 −→ Hq+1(X
n)

j∗−→ Hq+1(X
n, Xn−1)

∂∗−→ Hq(X
n−1)

i∗−→ Hq(X
n) −→ 0.

Considerando apenas parte da seqüência, temos que

...
∂∗−→ Hq(X

n−1)
i∗−→ Hq(X

n) −→ 0

e, sabendo por hipótese de indução que Hq(X
n−1) = 0, para q > n− 1, obtemos

0
i∗−→ Hq(X

n) −→ 0.

Logo Hq(X
n) = 0, para todo q > n. ¤

Observação 1.2.3. Segue do lema anterior que, se X é um CW-complexo de dimensão

finita n, então Hq(X) = 0, para q > n.

Vamos associar agora a um CW-complexo X um complexo de cadeias CCW
∗ (X).

Seja CCW
n (X) = Hn(Xn, Xn−1).

Pelo Teorema 1.2.1, temos que CCW
n (X) é o grupo abeliano livre gerado pelas

n-células de X. Um elemento de CCW
n (X) é escrito na forma

k∑
i=1

niσ
n
i , com ni ∈ Z e σn

i n-célula em X.

Vamos definir um operador bordo

dn : CCW
n (X) −→ CCW

n−1(X).

Considere a composição

Hn(Xn, Xn−1)
∆n−→ Hn−1(X

n−1)
jn−1∗−→ Hn−1(X

n−1, Xn−2),

onde ∆n é o homomorfismo conexão da seqüência exata do par (Xn, Xn−1) e jn−1∗ é

induzida da aplicação inclusão

jn−1 : (Xn−1, ∅) −→ (Xn−1, Xn−2).
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Definimos dn := jn−1∗ ◦∆n.

Temos que dn ◦ dn+1 = 0 e assim (CCW
∗ (X), dn) é um complexo de cadeia, chamado de

complexo de cadeia celular do CW-complexo X.

Sejam ZCW
n (X) = Ker dn e BCW

n (X) = Im dn+1.

Definição 1.2.5. O n-ésimo grupo de homologia celular de X é definido por:

HCW
n (X) =

ZCW
n (X)

BCW
n (X)

.

Veremos agora a relação entre a homologia celular de um CW-complexo X e a ho-

mologia singular de X.

Teorema 1.2.3. Seja X um CW-complexo e seja H∗(X) o grupo de homologia singular

de X. Então

HCW
n (X) ' Hn(X) , ∀n ≥ 0.

Demonstração: Ver [13], página 85, teorema 4.2. ¤

Observação 1.2.4. Por simplicidade, denotaremos HCW
n (X) simplesmente por Hn(X).

Observação 1.2.5. Segue dos resultados anteriores que se X é um CW - complexo com

um número finito de células de dimensão n, então Hn(X) é finitamente gerado. Se X

não tem células de dimensão n, então Hn(X) = 0.

1.3 Espaços de Recobrimento

Definição 1.3.1. Seja X um espaço topológico. Um espaço de recobrimento de X é

um par (X̃, p), onde X̃ é um espaço topológico conexo por caminhos, e p : X̃ → X é uma

aplicação cont́ınua tal que a seguinte condição é satisfeita:

Cada ponto x ∈ X tem uma vizinhança U aberta e conexa por caminhos tal que cada

componente conexa por caminhos de p−1(U) é aplicada homeomorficamente sobre U .

A vizinhança U é chamada vizinhança elementar ou vizinhança admisśıvel e

a aplicação p é chamada projeção de recobrimento. O espaço X é chamado espaço

base.
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Definição 1.3.2. Sejam (X̃, p) um espaço de recobrimento de X e x̃ ∈ p−1(x), com

x ∈ X. Se p#(π1(X̃, x̃)) é normal em π1(X, x), onde p# : π1(X̃, x̃) → π1(X, x) é o

homomorfismo induzido, dizemos que (X̃, p) é um recobrimento regular de X.

Definição 1.3.3. Uma aplicação cont́ınua p : E → B tem a propriedade de

levantamento de homotopia com respeito a um espaço X se, dadas as aplicações

cont́ınuas f ′ : X → E e F : X × I → B, onde F (x, 0) = (p ◦ f ′)(x), para todo x ∈ X,

existe uma aplicação cont́ınua F ′ : X × I → E tal que F ′(x, 0) = f ′(x), para todo x ∈ X,

e (p ◦ F ′) = F .

Dáı segue o diagrama comutativo

X
f ′ //

i
²²

E

p

²²
X × I

F ′
;;xxxxxxxxx

F
// B

onde i : X → X × I aplica o ponto x em (x, 0).

Lema 1.3.1. Sejam (X̃, p) um espaço de recobrimento de X, x̃0 ∈ X̃ e x0 = p(x̃0).

Então para cada caminho f : [0, 1] → X com ponto inicial x0, existe um único caminho

g : [0, 1] → X̃ com ponto inicial x̃0 tal que (p ◦ g) = f .

Demonstração: Ver [12], página 151, lema 3.1. ¤

Lema 1.3.2. Seja (X̃, p) um espaço de recobrimento de X e sejam g0, g1 : [0, 1] → X̃

caminhos em X̃ os quais têm o mesmo ponto inicial. Se (p ◦ g0) ∼ (p ◦ g1), então g0 ∼ g1;

em particular, g0 e g1 têm o mesmo ponto final.

Demonstração: Ver [12], página 152, lema 3.3. ¤

Lema 1.3.3. Se (X̃, p) é um espaço de recobrimento de X, então os conjuntos p−1(x),

para todo x ∈ X, têm a mesma cardinalidade (número de elementos).

Demonstração: Ver [12], página 153, lema 3.4. ¤

Este número cardinal comum dos conjuntos p−1(x), com x ∈ X, é chamado número

de folhas do espaço de recobrimento (X̃, p). Por exemplo, dizemos um espaço de reco-

brimento de n folhas ou um espaço de recobrimento de infinitas folhas.
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Definição 1.3.4. Sejam (X̃1, p1) e (X̃2, p2) espaços de recobrimento de X. Um homomor-

fismo de (X̃1, p1) em (X̃2, p2) é uma aplicação cont́ınua ϕ : X̃1 → X̃2 tal que o seguinte

diagrama é comutativo:

X̃1

ϕ //

p1
ÃÃB

BB
BB

BB
B X̃2

p2

²²
X

Ou seja, (p2 ◦ ϕ) = p1.

Observação 1.3.1. Note que a composição de dois homomorfismos é novamente um

homomorfismo, e que se (X̃, p) é um espaço de recobrimento, então a aplicação identidade

id : X̃ → X̃ é um homomorfismo.

Definição 1.3.5. Um homomorfismo ϕ : X̃1 → X̃2 é chamado um isomorfismo se

existe um homomorfismo ψ : X̃2 → X̃1 tal que ambas as composições (ψ ◦ϕ) e (ϕ◦ψ) são

aplicações identidade. Dois espaços de recobrimento são chamados isomorfos se existe

um isomorfismo de um espaço ao outro. Um automorfismo é um isomorfismo de um

espaço de recobrimento nele mesmo; este pode ser ou não a aplicação identidade.

Automorfismos de espaços de recobrimento são geralmente chamados de

transformações de recobrimento. Observe que um homomorfismo de espaços de re-

cobrimento é um isomorfismo se, e somente se, é um homeomorfismo no senso usual. O

conjunto de todos os automorfismos de um espaço de recobrimento (X̃, p) de X é ob-

viamente um grupo, munido da operação composição. Usemos a notação A(X̃, p) para

denotar este grupo.

Proposição 1.3.1. Seja G um grupo de homeomorfismos operando livremente no espaço

X. As seguintes afirmações são equivalentes:

1) X é propriamente descont́ınuo.

2) A projeção canônica p : X → X

G
é uma projeção de recobrimento.

Demonstração: Ver [11], página 127, proposição 5. ¤

Definição 1.3.6. Uma aplicação cont́ınua p : E → B é chamada uma fibração se p

tem a propriedade de levantamento de homotopia com respeito a qualquer espaço. E é

chamado o espaço total e B o espaço base da fibração. Para b ∈ B, p−1(b) é chamado

de fibra em b.



21

Teorema 1.3.4. Uma projeção de recobrimento é uma fibração.

Demonstração: Ver [16], página 67, teorema 3. ¤

Proposição 1.3.2. Sejam Y um espaço topológico conexo e localmente conexo por

caminhos, G um grupo de homeomorfismos de Y , Y sendo propriamente descont́ınuo

e p : Y → Y/G a projeção natural de Y em seu espaço quociente. Então (Y, p) é um

recobrimento regular de Y/G e G = A(Y, p).

Demonstração: Ver [12], página 165, proposição 8.2. ¤

1.4 O número de Lefschetz

Sejam X um espaço topológico e f : X → X uma aplicação cont́ınua. Então, para

cada k, existe o homomorfismo induzido na homologia de X com coeficientes racionais,

f∗k : Hk(X,Q) → Hk(X,Q).

Como Q é um corpo, temos que Hk(X,Q) pode ser visto como um Q - espaço vetorial.

Se, para cada k ∈ IN , Hk(X,Q) é finitamente gerado, temos que Hk(X,Q) possui uma

base finita.

Desta forma, para cada k, podemos escolher uma base para o espaço vetorial racional

Hk(X,Q) e associar à f∗k uma matriz relacionada à sua base.

Denotaremos por tr(f∗k) o traço desta matriz.

Definição 1.4.1. Seja X um CW - complexo finito de dimensão n. Para uma aplicação

f : X → X cont́ınua, o número de Lefschetz Λf é definido como

n∑

k=0

(−1)ktr(f∗k),

onde, para cada k ≥ 0, f∗k : Hk(X,Q) → Hk(X,Q) é o homomorfismo induzido na

homologia de X com coeficientes racionais.

Observação 1.4.1. É evidente que Λf depende somente da classe de homotopia de f ,

pois se f e g são aplicações homotópicas, temos que as aplicações induzidas f∗ e g∗ são

iguais. Logo seus respectivos números de Lefschetz são iguais, ou seja, Λf = Λg.
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Definição 1.4.2. Para um CW - complexo finito X, a caracteŕıstica de Euler χ(X)

é definida como sendo
∑

n

(−1)ncn, onde cn é o número de n - células de X.

O seguinte resultado mostra que χ(X) pode ser definida puramente em termos de

homologia e dáı depende somente do tipo de homotopia de X. Em particular, χ(X) é

independente da escolha da estrutura de CW em X.

Teorema 1.4.1. Seja X um CW - complexo finito. Então

χ(X) =
∑

n

(−1)ndimHn(X,Q) = Λid,

onde id : X → X é a aplicação identidade.

Demonstração: Ver [9], página 146, teorema 2.44. ¤

Se M é uma variedade fechada (compacta e sem bordo), então Hk(M,Q) é finitamente

gerado, para todo k ≥ 0. Assim podemos também definir o número de Lefschetz para

aplicações cont́ınuas f : M → M e a caracteŕıstica de Euler de M .

Definição 1.4.3. Sejam M uma variedade fechada de dimensão n e f : M → M uma

aplicação cont́ınua. Para cada k ≥ 0, seja f∗k : Hk(M,Q) → Hk(M,Q) o homomorfismo

induzido em homologia com coeficientes racionais.

a) O número de Lefschetz de f é definido por

Λf =
n∑

k=0

(−1)ktr(f∗k).

b) Se f = id : M → M , então a caracteŕıstica de Euler de M é definida por

χ(M) = Λid =
n∑

k=0

(−1)kdimHk(M,Q).

Observação 1.4.2. Podemos também computar o número de Lefschetz usando homologia

com coeficientes inteiros. Se f : X → X é uma aplicação cont́ınua, onde X é um

CW - complexo finito ou uma variedade compacta, então Hk(X) é isomorfo a F ⊕ T ,

onde F é um grupo abeliano livre de rank finito e T é a parte de torção. Considerando

f∗k : Hk(X) → Hk(X), temos induzido um homomorfismo f ∗k : Hk(X)/T → Hk(X)/T

de grupos abelianos livres e podemos associar a f ∗k uma matriz com entradas inteiras. O

número de Lefschetz de f é dado por Λf =
∑

k

(−1)ktr(f ∗k), onde tr(f ∗k) denota o traço

da matriz de f ∗k.
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1.5 Grau de uma aplicação

Definição 1.5.1. Sejam n ≥ 1 e f : Sn → Sn uma aplicação cont́ınua. Escolha um

gerador α de Hn(Sn) ' Z. Seja f∗n : Hn(Sn) → Hn(Sn) o homomorfismo induzido.

Temos que f∗n(α) = m.α, onde m ∈ Z. O número real m é o grau de f e é denotado

por deg(f).

Este número real é independente da escolha do gerador, pois

f∗n(−α) = −f∗n(α) = −m.α = m.(−α).

Citaremos abaixo algumas propriedades do grau de uma aplicação:

(1) deg(id) = 1, onde id é a aplicação identidade;

(2) Se f, g : Sn → Sn são aplicações cont́ınuas, então deg(f ◦ g) = deg(f) . deg(g);

(3) deg(c) = 0, onde c denota a aplicação constante;

(4) f e g são aplicações homotópicas ⇔ deg(f) = deg(g);

(5) Se f é uma equivalência de homotopia, então deg(f) = ±1.

Proposição 1.5.1. Seja n > 0 e defina f : Sn → Sn por f(x1, ..., xn+1) = (−x1, x2, ..., xn+1).

Então deg(f) = (−1).

Demonstração: Ver [17], página 26, proposição 1.19. ¤



Caṕıtulo 2

O Teorema Clássico de Borsuk-Ulam

Neste caṕıtulo veremos um teorema muito importante, demonstrado por K-Borsuk e

S-Ulam. Na primeira seção, veremos a demonstração deste teorema para o caso par-

ticular de aplicações cont́ınuas f : Sn → Sn−1, onde n = 1 ou n = 2.

Na segunda seção, daremos uma idéia da demonstração deste teorema para o caso

geral e veremos algumas consequências interessantes do mesmo.

2.1 O caso particular

Definição 2.1.1. Seja Sn a esfera n-dimensional. Para quaisquer inteiros positivos m

e n, seja f : Sm → Sn uma aplicação. Dizemos que esta aplicação preserva pontos

antipodais se f(−x) = −f(x), para qualquer x ∈ Sm.

Teorema 2.1.1. Não existe aplicação cont́ınua f : Sn → Sn−1 que preserve pontos

antipodais para n = 1 ou n = 2.

Demonstração: Para o caso n = 1. Suponha que exista aplicação cont́ınua f : S1 → S0

que preserve pontos antipodais. Temos que S1 é conexo e

S0 = {x ∈ R | |x| = 1} = {−1, 1}.

Observe que f é sobrejetora, pois se x ∈ S1 e supondo f(x) = 1, temos

f(−x) = −f(x) = −1.
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Analogamente, se f(x) = −1, temos f(−x) = 1.

Como f é cont́ınua e S1 é conexo, segue que S0 é conexo. Mas isto é um absurdo, pois

S0 não é conexo.

Portanto não existe tal aplicação cont́ınua para n = 1.

Agora veremos a demonstração para o caso n = 2. Suponha que exista uma aplicação

cont́ınua f : S2 → S1 que preserve pontos antipodais. Considere agora os espaços quo-

cientes de S2 e S1 obtidos pela identificação de pontos antipodais. Estes espaços são,

respectivamente, o plano projetivo real P 2 (S2/ ∼) e o espaço projetivo P 1, o qual é

homeomorfo a S1.

Denotemos por p2 : S2 → P 2 e p1 : S1 → P 1 as aplicações naturais de cada espaço em

seu espaço quociente. Logo p2(x) = x = {x,−x}, com x ∈ S2 e

p1(x
′) = x′ = {x′,−x′}, com x′ ∈ S1.

Seja G = {id, α}, onde id : Sn → Sn é a aplicação identidade e α : Sn → Sn é

a aplicação tal que α(x) = −x, com n ≤ 2. Temos que id e α são homeomorfismos.

Observe que G é um grupo de homeomorfismos e ainda G ' Z2, pois (α ◦ α) = id.

Definimos agora uma ação de G em Sn da seguinte forma:

G× Sn −→ Sn

(id, x) 7−→ id · x = id(x) = x

(α, x) 7−→ α · x = α(x) = −x

Dado x ∈ Sn. Observe que a órbita G · x = {g · x | g ∈ G} = {x,−x} e portanto

(Sn/G) = (Sn/ ∼) ∼= P n, n ≤ 2.

Mostremos que a ação de G em Sn é propriamente descont́ınua, n = 1, 2. Dado x ∈ Sn,

temos α · x = α(x) = −x. Como x e −x são pontos antipodais em Sn, claramente existe

uma vizinhança U de x tal que α · U ∩ U = ∅, pois α · U = {−y | y ∈ U}.
Portanto a ação de G em S1 e S2 é propriamente descont́ınua.

Assim, usando a Proposição 1.3.2, segue que (S1, p1) e (S2, p2) são espaços de reco-

brimento regular. Observe ainda que estes espaços de recobrimento são de duas folhas

(pontos antipodais pertencem à mesma classe).



26

Seja g : P 2 → P 1 tal que g(x) = f(x). Mostremos que g está bem definida.

De fato, dados x, y ∈ P 2. Se x = y, então {x,−x} = {y,−y}. Logo x = y ou x = −y.

Assim f(x) = f(y) ou f(x) = f(−y) = −f(y). Ou seja,

f(x) = {f(x),−f(x)} = {f(y),−f(y)} = f(y).

Portanto g está bem definida. Considere o seguinte diagrama:

S2
f //

p2

²²

S1

p1

²²
P 2

g
// P 1

Mostremos que este diagrama é comutativo. Dado x ∈ S2, temos

(p1 ◦ f)(x) = p1(f(x)) = f(x) e

(g ◦ p2)(x) = g(p2(x)) = g(x) = f(x).

Assim (p1 ◦ f) = (g ◦ p2).

Agora temos que g é uma aplicação cont́ınua. De fato, seja U um subconjunto aberto

em P 1. Como p1 é cont́ınua, segue que p−1
1 (U) é um subconjunto aberto em S1. Como

f é uma aplicação cont́ınua, temos que f−1(p−1
1 (U)) = (p1 ◦ f)−1(U) é um subconjunto

aberto em S2.

Pela comutatividade do diagrama, (g ◦ p2)
−1(U) = (p1 ◦ f)−1(U). Portanto

f−1(p−1
1 (U)) = (p1 ◦ f)−1(U) = (g ◦ p2)

−1(U) = p−1
2 (g−1(U)).

Dáı, segue que p−1
2 (g−1(U)) é um subconjunto aberto em S2. Logo, como p2 é aplicação

quociente, g−1(U) é um subconjunto aberto em P 2. Portanto g é uma aplicação cont́ınua.

Considere então o homomorfismo induzido no grupo fundamental,

g∗ : π1(P
2) → π1(S

1).

Sabemos que π1(P
2) ' Z2 é ćıclico de ordem 2 e π1(S

1) ' Z é ćıclico infinito. Assim

o homomorfismo g∗ deve ser o homomorfismo trivial. De fato, seja g∗ : Z2 → Z o

homomorfismo. Temos que Z2 é gerado por um t tal que t2 = 1 e g∗(1) = 1. Suponhamos

agora que g∗(t) = sk, tal que k 6= 0. Assim

g∗(1) = g∗(t · t) = g∗(t) · g∗(t) = sk · sk = s2k 6= 1, pois k 6= 0,
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o que é um absurdo.

Por outro lado, seja [α] uma classe de equivalência de caminhos em S2 tal que os pontos

extremos destes caminhos sejam x0 e −x0. Sem perda de generalidade, suponhamos que

α(0) = x0 e α(1) = −x0.

Temos, por hipótese, que f(−x0) = −f(x0). Logo os pontos extremos dos caminhos

da classe [(f ◦ α)] = f∗([α]) são f(x0) e −f(x0), que são pontos antipodais em S1.

Seja novamente o seguinte diagrama:

S2
f //

p2

²²

S1

p1

²²
P 2

g
// P 1

Definamos p2∗([α]) e p1∗(f∗([α])) como sendo [(p2 ◦α)] e [p1 ◦ (f ◦α)] respectivamente.

Temos que (p2 ◦ α)(0) = p2(x0) = x0 = {x0,−x0} e

(p2 ◦ α)(1) = p2(−x0) = −x0 = {x0,−x0}.

Portanto p2∗([α]) = [(p2 ◦ α)] é uma classe de laços com ponto base x0 em P 2.

Temos também (p1 ◦ (f ◦ α))(0) = p1(f(x0)) = f(x0) e

(p1 ◦ (f ◦ α))(1) = p1(f(−x0)) = p1(−f(x0)) = f(x0).

Portanto p1∗(f∗([α])) = [p1 ◦ (f ◦ α)] é uma classe de laços com ponto base f(x0) em

S1. Logo p2∗([α]) e p1∗(f∗([α])) pertencem, respectivamente, aos grupos fundamentais

π1(P
2, x0) e π1(S

1, f(x0)).

Afirmamos que p2∗([α]) 6= 1 e p1∗(f∗([α])) 6= 1. De fato, suponhamos que

p2∗([α]) = 1. Logo [(p2◦α)] = [cx0 ], onde cx0 é o caminho constante no ponto x0 em P 2. Dáı

(p2 ◦ α) ∼ cx0 .

Considere agora cx0 o caminho constante no ponto x0 ∈ S2. Temos

p2∗([cx0 ]) = [(p2 ◦ cx0)] = [cx0 ].

Logo (p2◦cx0) ∼ cx0 . Como (p2◦α) ∼ cx0 e (p2◦cx0) ∼ cx0 , temos que (p2◦α) ∼ (p2◦cx0).

Como o ponto inicial de α e cx0 são iguais, segue pelo Lema 1.3.2 que α ∼ cx0 e seus

respectivos pontos finais são iguais. Mas isto é um absurdo, pois −x0 6= x0. Assim temos

que p2∗([α]) 6= 1.
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Suponhamos agora que p1∗(f∗([α])) = 1. Logo [p1 ◦ (f ◦ α)] = [cy0 ], onde y0 = f(x0).

Assim p1 ◦ (f ◦α) ∼ cy0 . Observe que (f ◦α) é um caminho em S1 com ponto inicial f(x0)

e ponto final −f(x0) = f(−x0).

Dado cf(x0) o caminho constante no ponto f(x0) ∈ S1, temos [(p1 ◦ cf(x0))] = [cy0 ].

Logo (p1 ◦ cf(x0)) ∼ cy0 .

Como p1 ◦ (f ◦α) ∼ cy0 e (p1 ◦ cf(x0)) ∼ cy0 , temos que p1 ◦ (f ◦α) ∼ (p1 ◦ cf(x0)). Como

o ponto inicial de (f ◦ α) e cf(x0) são iguais, segue pelo Lema 1.3.2 que (f ◦ α) ∼ cf(x0)

e seus respectivos pontos finais são iguais. Mas isto é um absurdo, pois −f(x0) 6= f(x0).

Assim temos que p1∗(f∗([α])) 6= 1.

Segue pela comutatividade do diagrama que g∗(p2∗([α])) = p1∗(f∗([α])), onde

g∗ : π1(P
2, x0) → π1(P

1, f(x0)).

Assim g∗ leva p2∗([α]) 6= 1 em p1∗(f∗([α])) 6= 1. Mas isto contradiz o fato de g∗ ser

trivial. Portanto não existe uma aplicação cont́ınua f : S2 → S1 que preserve pontos

antipodais. ¤

2.2 O caso geral

Nesta secção veremos uma idéia da demonstração do Teorema 2.1.1 no caso geral.

Teorema 2.2.1. Se f : Sn → Sm é cont́ınua e preserva pontos antipodais, então

n ≤ m. Em particular, não existe aplicação cont́ınua f : Sn → Sn−1 que preserva

pontos antipodais.

Idéia da demonstração: Dividiremos a idéia da demonstração em três passos.

Passo 1: Sejam an = (1, 0, 0, ..., 0) ∈ Sn o ponto base de Sn e Z2 o corpo com 2 elementos.

Seja pn : Sn → P n a projeção quociente, que é uma aplicação de recobrimento.

Provaremos primeiramente que, se α : I → Sn é qualquer caminho ligando an ao seu

antipodal −an, então (pn ◦ α) representa o elemento não nulo de H1(P
n,Z2) ' Z2.

Se α é o caminho usual β(t) = (cos πt, sin πt, 0, ..., 0), com t ∈ [0, 1] = I, então β

define um homeomorfismo β
′
: (I, ∂I) → (E1

+, S0), onde E1
+ denota o hemisfério superior

fechado de S1.
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A projeção quociente p1 : S1 → P 1 aplica (E1
+, S0) sobre (P 1, P 0), transformando S0

em um único ponto.

Por resultados de homologia singular e de CW - complexos, pode-se mostrar que

p1∗ : H1(E
1
+, S0,Z2) → H1(P

1, P 0,Z2) leva um gerador de H1(E
1
+, S0,Z2) em um ciclo

fundamental para a 1-célula de P n. Além disso, a aplicação identidade, considerada como

um 1-simplexo singular i : ∆1 → I, gera H1(I, ∂I,Z2) e, portanto, o 1-simplexo singular

(p1 ◦ β ◦ i) = (p1 ◦ β) gera H1(P
n,Z2) ' Z2.

Assim (pn ◦ β) representa o elemento não nulo de H1(P
n,Z2).

Considere agora um caminho qualquer α de an a −an e também a 1-cadeia singular

(α− β), onde β : I → Sn tal que β(t) = (cos πt, sin πt, 0, ..., 0).

Como ∂(α−β) = 0, temos que (α−β) é 1-ciclo singular de Sn. No caso n > 1, temos

H1(S
n) = 0, e dáı existe d uma 2-cadeia singular tal que (α − β) = ∂(d). Temos então

pn#(α − β) = (pn ◦ α) − (pn ◦ β) = pn#(∂(d)) = ∂(pn#(d)) = ∂(pn ◦ d), de modo que

(pn ◦ α) e (pn ◦ β) representam o mesmo elemento em H1(P
n,Z2) ' Z2, ou seja, (pn ◦ α)

gera H1(P
n,Z2).

Agora, se n = 1, usamos o fato de que a aplicação p1 : S1 → P 1 tem grau 2. Como

(α − β) é um ciclo singular de S1, temos que o ciclo (pn ◦ α) − (pn ◦ β) representa um

múltiplo par do gerador de H1(P
1,Z2). Ou seja, (pn ◦α) e (pn ◦ β) representam o mesmo

elemento em H1(P
1,Z2).

Temos então que (pn ◦ α) gera H1(P
1,Z2).

Passo 2: Seja f : Sn → Sm uma aplicação cont́ınua que preserva pontos antipodais.

Considere ρ : Sm → Sm a rotação que leva o ponto f(an) no ponto base am de Sm. Temos

que g = (ρ ◦ f) é cont́ınua. Além disso,

g(−x) = (ρ ◦ f)(−x) = ρ(−f(x)) = −(ρ ◦ f)(x) = −g(x).

Assim g preserva pontos antipodais e temos também que g(an) = am.

Considere a aplicação h : P n → Pm, induzida por g, como mostra o seguinte diagrama

comutativo:

Sn
g //

pn

²²

Sm

pm

²²
P n

h
// Pm
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Temos h(pn(x)) = pm(g(x)). Mostremos que h∗ : H1(P
n,Z2) → H1(P

m,Z2) é não

trivial. Para isto, seja α um caminho em Sn de an a −an. Desde que g preserva pontos

antipodais, temos g(−an) = −g(an) = −am. Assim (g ◦ α) é um caminho em Sm, com

(g ◦ α)(0) = g(an) = am e (g ◦ α)(1) = g(−an) = −am.

Considere a aplicação em ńıvel de cadeia, h# : C1(P
n,Z2) → C1(P

m,Z2).

Temos que h#((pn ◦ α)) = (pm ◦ g ◦ α). Assim, pelo passo 1, h∗ leva o gerador de

H1(P
n,Z2) no gerador de H1(P

m,Z2).

Passo 3: Seja k = m ou k = n. Por [15], Corolário 53.6, temos que existe um isomorfismo

natural

k∗ : H1(P k,Z2) → HomZ2(H1(P
k,Z2),Z2).

Temos então o diagrama comutativo,

H1(Pm,Z2)
h∗ //

k∗
²²

H1(P n,Z2)

k∗
²²

HomZ2(H1(P
m,Z2),Z2) ϕ

// HomZ2(H1(P
n,Z2),Z2)

onde ϕ(l) = (l ◦ h∗), para todo homomorfismo l : H1(P
m,Z2) → Z2.

Como h∗ é não trivial (pelo passo 2), temos que h∗ : H1(Pm,Z2) → H1(P n,Z2) é

também não trivial.

Seja então u ∈ H1(Pm,Z2), com u 6= 0. Então h∗(u) 6= 0. Como h∗ é um homomor-

fismo de anéis, temos que h∗(un) = (h∗(u))n.

Por [15], Teorema 68.3, temos que (h∗(u))n 6= 0. Assim un ∈ H1(Pm,Z2) é não trivial.

Segue do mesmo teorema que m ≥ n, pois caso contrário teŕıamos un = 0. ¤

Corolário 2.2.2. Seja f : Sn → Rn uma aplicação cont́ınua tal que f(−x) = −f(x),

para qualquer x ∈ Sn. Então existe um ponto x ∈ Sn tal que f(x) = 0.

Demonstração: Suponha o contrário. Ou seja, f(x) 6= 0, para todo x ∈ Sn. Seja

x ∈ Sn. Logo podemos definir uma aplicação g : Sn → Sn−1, onde

g(x) =
f(x)

|f(x)| .

Temos que g é uma aplicação cont́ınua, pois f o é. Mostremos que g é uma aplicação

que preserva pontos antipodais. De fato, seja x ∈ Sn,

g(−x) =
f(−x)

|f(−x)| =
−f(x)

| − f(x)| =
−f(x)

|f(x)| = − f(x)

|f(x)| = −g(x).
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Assim, pelo Teorema 2.2.1, temos um absurdo. Logo existe um ponto x ∈ Sn tal que

f(x) = 0. ¤

O corolário seguinte é conhecido como Teorema Clássico de Borsuk-Ulam.

Corolário 2.2.3. Seja f : Sn → Rn uma aplicação cont́ınua. Então existe um ponto

x ∈ Sn tal que f(x) = f(−x). Em particular, f não é injetora.

Demonstração: Vamos supor que, para cada ponto x ∈ Sn, f(x) 6= f(−x). Definamos

uma aplicação g : Sn → Rn, onde g(x) = f(x)− f(−x). Então

g(−x) = f(−x)− f(x) = −g(x) e g(x) 6= 0,

para todo x ∈ Sn. Além disso g é cont́ınua, pois f o é.

Mas o fato de g(x) 6= 0, para todo x ∈ Sn, contradiz o Corolário 2.2.2. Portanto existe

um ponto x ∈ Sn tal que f(x) = f(−x). ¤

Corolário 2.2.4. Nenhum subconjunto do Rn é homeomorfo a Sn.

Demonstração: Suponha que exista um subconjunto A do espaço Rn tal que A seja

homeomorfo a Sn. Logo existe uma aplicação cont́ınua e bijetora f : Sn → A. Sejam

i : A → Rn a aplicação inclusão e (i ◦ f) : Sn → Rn. Claramente (i ◦ f) é injetora e

cont́ınua, pois f é cont́ınua, injetora e i é cont́ınua.

Mas, pelo Corolário 2.2.3, temos que (i ◦ f) não pode ser injetora. Logo temos uma

contradição.

Portanto A não pode ser homeomorfo a Sn. ¤



Caṕıtulo 3

Ações Livres e o Número de

Lefschetz

Neste caṕıtulo veremos um teorema que fornece uma relação interessante entre ações livres

de grupos finitos em variedades fechadas e o número de Lefschetz.

Antes de estudarmos este teorema, que será de grande importância no próximo caṕıtulo,

necessitamos recordar alguns resultados da Teoria de Pontos Fixos. A referência principal

deste caṕıtulo é o artigo [8], de D.H. Gottilieb.

3.1 O Índice de Pontos Fixos

Primeiramente definiremos o ı́ndice de ponto fixo de aplicações g : V ⊂ Rn → Rn, onde

V é aberto.

Definição 3.1.1. Seja V ⊂ Rn um subconjunto aberto e g : V → Rn uma aplicação

cont́ınua. Dizemos que (Rn, g, V ) é uma terna admisśıvel se o conjunto,

Fix(g) = {x ∈ V | g(x) = x},

dos pontos fixos de g é compacto.

Observe que se i : V → Rn denota a aplicação inclusão, então

(i− g)−1(0) = {x ∈ V | (i− g)(x) = 0} = {x ∈ V | g(x) = x} = Fix(g).

32
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Dada a terna admisśıvel (Rn, g, V ), denotaremos por K o conjunto compacto Fix(g).

Seja D uma bola fechada em torno da origem contendo K, isto é, K ⊂ D. Considere a

composta

Hn(Rn,Rn − {0})
(I)∼= Hn(Rn,Rn −D)

j∗−→ Hn(Rn,Rn −K)
(II)∼= Hn(V, V −K)

Hn(V, V −K)
(i−g)∗−→ Hn(Rn,Rn − {0}),

com (I) sendo isomorfismo, pois Rn − {0} tem o mesmo tipo de homotopia de Rn − D,

j∗ a induzida da inclusão (Rn,Rn − D) → (Rn,Rn − K) e o isomorfismo (II) dado por

excisão (ver [17], página 45, teorema 2.11).

Como Hn(Rn,Rn − {0}) ∼= Z, segue que a composta acima é, na verdade, um endo-

morfismo de Z. Logo este endomorfismo é da forma

x 7−→ I(Rn, g, V ).x,

onde I(Rn, g, V ) é o único inteiro que determina o endomorfismo dado pela composta.

Definição 3.1.2. Chamamos de ı́ndice dos pontos fixos de g o inteiro I(Rn, g, V ),

denotado, quando não houver perigo de confusão, simplesmente por I(g).

Proposição 3.1.1. Sejam U ⊂ Rn, U ′ ⊂ Rn′ dois subconjuntos abertos e f : U → Rn′,

g : U ′ → Rn aplicações cont́ınuas. Considere as aplicações compostas

(g ◦ f) : V = f−1(U ′) → Rn e

(f ◦ g) : V ′ = g−1(U) → Rn′

Então Fix(g ◦ f) é homeomorfo a Fix(f ◦ g). Além disso, se estes conjuntos forem

compactos, temos também que I(f ◦ g) = I(g ◦ f).

Demonstração: Ver [7], página 34, proposição 4.10. ¤

Veremos agora a definição de Índice de Pontos Fixos para aplicações definidas em

espaços mais gerais.

Definição 3.1.3. Um espaço X ⊂ Y é dito um retrato de vizinhança (em Y ) se

existem um aberto U ⊂ Y tal que X ⊂ U ⊂ Y e uma função r : U → X, chamada de

retração, tal que (r ◦ i) = idX , onde i é a aplicação inclusão, i : X → U , e idX é a

aplicação identidade em X.
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Definição 3.1.4. Um espaço X é dito um retrato de vizinhança euclidiana (abre-

viadamente ENR) se X é homeomorfo a um retrato de vizinhança Y ⊂ Rn, para algum

n.

Os espaços ENR são muito importantes para uma generalização da definição do ı́ndice.

As variedades compactas são exemplos de espaços ENR.

Definição 3.1.5. Uma terna (X, f, U) é dita admisśıvel se U ⊂ X é um aberto,

f : U → X é uma aplicação cont́ınua e Fix(f) é um subconjunto compacto.

Proposição 3.1.2. Sejam Y um espaço topológico, U ⊂ Y um aberto ENR e h : U → Y

uma aplicação cont́ınua. Então

1) existe um aberto V ⊂ Rn (n conveniente) tal que

h = (β ◦ α) : U
α−→ V

β−→ Y.

2) se Fix(h) é compacto, o ı́ndice de

(α ◦ β) : β−1(U) −→ V ⊂ Rn

está definido e é independente da fatoração de h, isto é, da escolha de α e β.

Demonstração: Ver [7], página 44, proposição 5.9. ¤

Definição 3.1.6. Sejam (Y, h, U) uma terna admisśıvel, Y um espaço topológico, U ⊂ Y

um aberto ENR e h : U → Y uma aplicação cont́ınua. Assim temos que

I(Y, h, U) = I(Rn, (α ◦ β), β−1(U)).

Observação 3.1.1. Se Y = Rn, podemos escolher o aberto V = U (que é obviamente

ENR) e tomarmos α = id, β = h. Logo é visto que a definição acima coincide com a

Definição 3.1.2. Portanto a definição dada realmente estende a anterior.

Proposição 3.1.3. Sejam (Y, h, U) uma terna admisśıvel, Y um espaço topológico,

U ⊂ Y um aberto ENR e h : U → Y uma aplicação cont́ınua.

(1) Se U =
n⋃

i=1

Ui, com Ui aberto, para todo i, e Ui ∩ Uj ∩ Fix(h) = ∅, se i 6= j, então

I(h) =
n∑

i=1

I(h|Ui
).
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(2) Se ht : U → Y é uma homotopia, com 0 ≤ t ≤ 1, (Y, ht, U) é admisśıvel, para todo t,

e
⋃
t

Fix(ht) é compacto, então I(h0) = I(h1).

Demonstração: Ver [3], página 80, § C. ¤

Observação 3.1.2. Nas hipóteses da proposição acima, ı́tem (1), se xi é um ponto fixo

de h, com xi ∈ Ui, denotaremos I(h|Ui
) por I(h, xi).

A Proposição 3.1.1 é uma propriedade do ı́ndice, chamada de comutatividade, o item

(1), da Proposição 3.1.3, é uma outra propriedade do ı́ndice, chamada de aditividade e

o item (2), da Proposição 3.1.3, é a propriedade chamada de invariância homotópica.

Teorema 3.1.1. (Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz) Se X é um CW -complexo

finito e f : X → X é uma aplicação tal que Λf 6= 0, então f tem pelo menos um ponto

fixo.

Demonstração: A demonstração deste teorema pode ser encontrado em [4]. ¤

Teorema 3.1.2. (Lefschetz-Hopf) Sejam X um espaço ENR compacto e f : X → X

uma aplicação cont́ınua. Então I(f) = Λf .

Demonstração: Ver [5]. ¤

3.2 O Resultado Principal

O nosso objetivo, nesta secção, é demonstrar o resultado principal do caṕıtulo que, sob

certas hipóteses, relaciona a ordem de um grupo G que atua livremente em uma variedade

fechada M com o número de Lefschetz de uma aplicação equivariante f : M → M .

Antes disto, veremos algumas definições e resultados que serão utilizados na

demonstração do teorema.

Sejam M uma variedade fechada (compacta e sem bordo), que tem a estrutura de um

CW - complexo finito, e G um grupo finito atuando livremente em M . Seja f : M → M

uma aplicação cont́ınua e equivariante.

Considere o espaço de órbitas
M

G
e a aplicação f :

M

G
→ M

G
definida por

f(G.x) = G.f(x). Temos que f está bem definida, pois se G.x = G.y, com x, y ∈ M , logo

f(G.x) = f(G.y).
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Como f é uma aplicação equivariante, segue facilmente que G.f(x) = G.f(y) e pela

definição de f , temos que f(G.x) = f(G.y).

Considere agora o seguinte diagrama,

M
f //

π
²²

M

π
²²

M

G f

// M

G

onde π : M → M

G
, definido por π(x) = G.x, é a projeção quociente.

O diagrama acima é comutativo, pois

(π ◦ f)(x) = π(f(x)) = G.f(x) = f(G.x) = f(π(x)) = (f ◦ π)(x).

Como G é um grupo finito, temos que o grupo formado pelos homeomorfismos

g : M → M , onde g(x) = g.x (g atuando em x), com x ∈ M , é também finito. Como G

atua livremente em M , segue que M é propriamente descont́ınuo.

Portanto, através da Proposição 1.3.1, conclúımos que π : M → M

G
, onde π(x) = G.x,

com x ∈ M , é uma projeção de recobrimento. Logo, pelo Teorema 1.3.4, temos que π é

uma fibração.

Dáı
M

G
tem estrutura de CW - complexo finito e por [7], página 64, teorema 8.10,

segue que existe h :
M

G
→ M

G
, tal que h ∼ f e Fix(h) é um conjunto finito.

Partindo destas considerações, demonstraremos alguns lemas:

Lema 3.2.1. A aplicação h :
M

G
→ M

G
se levanta a uma aplicação h̃ : M → M equivari-

ante tal que h̃ ∼ f .

Demonstração: Veremos dois modos de demonstração deste lema, um mais detalhado

e a outro mais sucinto.

Primeiro modo: Seja H uma homotopia entre f e h. Logo H :
M

G
× [0, 1] → M

G
é uma

aplicação cont́ınua, H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = h(x).

Considere o diagrama comutativo:

M
f //

π
²²

M

π
²²

M

G f

// M

G
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Como π é fibração, para qualquer homotopia H ′ : M×[0, 1] → M

G
começando em (π◦f)

(isto é, H ′(x, 0) = (π◦f)(x), para todo x ∈ M), existe uma homotopia H̃ : M×[0, 1] → M

começando em f (isto é, H̃(x, 0) = f(x), para todo x ∈ M) tal que π ◦ H̃ = H ′.

Seja a composta,

M × [0, 1]
(π,id)−→ M

G
× [0, 1]

H−→ M

G

(x, t) 7−→ (π(x), t) 7−→ H(π(x), t)

e tome H ′ = H ◦ (π, id). Observe que

H ◦ (π, id)(x, 0) = H(π(x), 0) = f(π(x)) = (f ◦ π)(x) = (π ◦ f)(x).

Assim existe uma homotopia H̃ : M × [0, 1] → M começando em f tal que

(π ◦ H̃) = H ◦ (π, id). Dáı temos o seguinte diagrama comutativo:

M × [0, 1] H̃ //

(π,id)
²²

M

π
²²

M

G
× [0, 1]

H
// M

G

Como H̃ começa em f , temos que H̃(x, 0) = f(x), para todo x ∈ M .

Tomemos h̃(x) = H̃(x, 1), com x ∈ M (h̃ : M → M).

Observe que H̃ : M × I → M é uma homotopia tal que H̃(x, 0) = f(x), para todo

x ∈ M , e H̃(x, 1) = h̃(x), para todo x ∈ M . Logo conclúımos que f ∼ h̃.

Seja agora o seguinte diagrama:

M
h̃ //

π
²²

M

π
²²

M

G h
// M

G

Mostremos que h se levanta a h̃, ou seja, que o diagrama acima é comutativo. Para

todo x ∈ M temos

(π ◦ H̃)(x, 1) = π(H̃(x, 1)) = π(h̃(x)) = (π ◦ h̃)(x),

(H ◦ (π, id))(x, 1) = H(π(x), 1) = h(π(x)) = (h ◦ π)(x).
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Portanto segue que (π ◦ h̃)(x) = (h ◦ π)(x), para todo x ∈ M .

Sendo M um G-espaço, f : M → M uma aplicação equivariante, f :
M

G
→ M

G
,

com f(G.x) = G.f(x), e H :
M

G
× [0, 1] → M

G
, com H(x, 0) = f(x), para todo

x ∈ M

G
, segue por [2], página 97, Teorema 7.3, que h̃ é equivariante.

Segundo modo: Seja H :
M

G
× I → M

G
uma homotopia entre f e h. Logo

H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = h(x),

para qualquer x ∈ M
G

.

Do fato de M ser variedade compacta, G um grupo finito, f uma aplicação cont́ınua

equivariante e a ação de G em M ser livre, temos que as hipóteses do Teorema 7.3 de [2]

são satisfeitas. Logo, por este teorema, existe uma homotopia equivariante

H̃ : M × I → M

com H̃(x, 0) = f(x), para todo x ∈ X, tal que o seguinte diagrama

M × [0, 1] H̃ //

(π,id)
²²

M

π
²²

M

G
× [0, 1]

H
// M

G

é comutativo.

Considere h̃ : M → M dada por h̃(x) = H̃(x, 1), para cada x ∈ M . Temos que h̃ é

equivariante, pois H̃ é homotopia equivariante, e

(π ◦ h̃)(x) = (π ◦ H̃)(x, 1) = (H ◦ (π, id))(x, 1) = H(π(x), 1) = h(π(x)) = (h ◦ π)(x).

Ou seja, existe h̃ : M → M equivariante tal que h̃ ∼ f e o seguinte diagrama

M
h̃ //

π
²²

M

π
²²

M

G h
// M

G

é comutativo. ¤



39

Observação 3.2.1. Como h̃ ∼ f , conclúımos pelo item (2), da Proposição 3.1.3, que

I(h̃) = I(f).

Lema 3.2.2. Se x = G.x é fixo por h, ou seja, h(x) = x, e x = {x, x1, ..., x|G|−1} é a

órbita de x, então x = {x, x1, ..., x|G|−1} é invariante por h̃.

Demonstração: Seja xi pertencente à órbita de x. Logo existe g ∈ G tal que xi = g.x.

Dáı h̃(xi) = h̃(g.x). Agora

h̃(xi) = (π ◦ h̃)(xi) = π(h̃(xi)) = π(h̃(g.x)) =

= h(π(g.x)) = h(G.(g.x)) = h(G.x) = h(x) = x.

Assim segue que h̃(xi) ∈ x e portanto x = {x, x1, ..., x|G|−1} é invariante por h̃. ¤

Lema 3.2.3. A aplicação cont́ınua h̃ restrita à órbita de x, ou deixa todos os pontos fixos

ou não deixa pontos fixos, isto é, h̃|x = id ou h̃(xi) 6= xi, para qualquer xi ∈ x.

Demonstração: Suponha que exista xk ∈ x tal que h̃(xk) 6= xk. Temos que existe gk ∈ G

tal que xk = gk.x. Assim h̃(xk) = h̃(gk.x) = gk.h̃(x) 6= gk.x e temos então h̃(x) 6= x.

Seja xi ∈ x. Logo existe gi ∈ G tal que xi = gi.x. Assim

h̃(xi) = h̃(gi.x) = gi.h̃(x) 6= gi.x = xi.

Portanto h̃(xi) 6= xi, para qualquer xi ∈ x. ¤

Vamos agora ver o resultado principal do caṕıtulo.

Teorema 3.2.4. Sejam M uma variedade fechada, que também é um CW - complexo

finito, e G um grupo finito atuando livremente em M . Considere f : M → M uma

aplicação equivariante. Então |G| divide Λf .

Demonstração: Nas hipóteses do teorema, de acordo com as considerações anteriores,

temos h :
M

G
→ M

G
, que pelo Lema 3.2.1, se levanta a h̃ : M → M equivariante, com

h̃ ∼ f .

Se h̃ não tem pontos fixos, isto é, h̃(x) 6= x, para todo x ∈ M , então I(h̃) = 0 (pelo

Teorema 3.1.1 e Teorema 3.1.2). Assim, como h̃ ∼ f , temos pelo item (2), da Proposição
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3.1.3, que I(h̃) = I(f) = 0. Dáı, como I(f) = Λf (ver Teorema 3.1.2), temos que |G|
divide Λf .

Agora vamos supor que h̃ tenha pontos fixos. Observe que, se x é ponto fixo de h̃,

então como (π ◦ h̃) = (h ◦ π), temos

h(x) = h(π(x)) = π(h̃(x)) = π(x) = x.

Assim h também possui pontos fixos.

Pelo Lema 3.2.3, podemos considerar x1, x2, ..., xn os pontos fixos de h, de forma que

cada elemento de cada órbita xi, com i = 1, ..., n, seja fixado por h̃.

Seja xi = G.xi = {x1
i , x

2
i , ..., x

|G|
i } uma destas órbitas.

Dados xi1
i e xi2

i elementos pertencentes a xi. Temos h̃(xi1
i ) = xi1

i , h̃(xi2
i ) = xi2

i e

I(h̃, xi1
i ) = I(h̃, xi2

i ), pois o ı́ndice em cada ponto de uma órbita é o mesmo.

Assim seja ki o ı́ndice de h̃ em cada elemento da órbita xi, com i = 1, ..., n. Segue que

I(h̃|xi
) =

|G|∑
j=1

I(h̃, xj
i ) = ki + ... + ki = |G|ki.

Agora I(h̃) =
n∑

i=1

I(h̃|xi
) = |G|k1 + ... + |G|kn = |G|(k1 + ... + kn). Dáı temos que |G|

divide I(h̃).

Mas I(h̃) = I(f) e pelo Teorema 3.1.2, temos que I(f) = Λf . Logo I(h̃) = Λf .

Assim temos que |G| divide Λf . ¤

Corolário 3.2.5. Se M é uma variedade compacta, também um CW - complexo finito, e

G é um grupo finito atuando livremente em M , então |G| divide χ(M), a caracteŕıstica

de Euler de M .

Demonstração: Seja id : M → M a aplicação identidade. Pelo item b), da definição

1.4.3, segue que Λid = χ(M) (M é uma variedade compacta).

Sejam g ∈ G e x ∈ M , então id(g.x) = g.x = g.id(x). Portanto id é uma aplicação

equivariante cont́ınua.

Logo, pelo Teorema 3.2.4, |G| divide Λid = χ(M). ¤

Corolário 3.2.6. Sejam M é uma variedade compacta, que também é um CW - complexo

finito, e G um grupo finito não trivial atuando livremente em M . Considere f : M → M
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uma aplicação cont́ınua e equivariante. Então f não pode ser homotópica a uma aplicação

constante.

Demonstração: Suponhamos que f seja homotópica à aplicação constante. Temos que,

se c é a aplicação constante, então I(c) = 1 (ver [7], página 64, exemplo 8.9, item (b)).

Pelo Teorema 3.1.2, Λf = I(f), e como f ∼ c, segue que I(f) = I(c) = 1. Portanto

Λf = 1. Mas, pelo Teorema 3.2.4, |G| divide Λf = 1.

Dáı segue um absurdo, pois G não é trivial. ¤

Corolário 3.2.7. Se G é um grupo finito, não trivial e atua livremente em S2n, então

|G| = 2.

Demonstração: Como S2n é um CW - complexo finito, temos

χ(X) =
∑

n

(−1)ndimHn(X,Q) = Λid.

Assim χ(S2n) = 2. Pelo Corolário 3.2.5, |G| divide χ(S2n) = 2. Mas como G é não

trivial, temos que |G| = 2. ¤



Caṕıtulo 4

Alguns Teoremas do Tipo

Borsuk-Ulam

Neste caṕıtulo veremos alguns teoremas do tipo Borsuk-Ulam. Antes disso, na seção 1,

vamos estudar, sob certas hipóteses, a relação entre ações basicamente livres de grupos

finitos no Rn e o determinante da matriz de uma transformação linear T : Rn → Rn.

Como consequência desta relação, veremos, na seção 2, um teorema que será impor-

tante na demonstração de alguns teoremas do tipo Borsuk-Ulam. A referência principal

deste caṕıtulo é o artigo [8], de D.H. Gottilieb.

4.1 Ações basicamente livres e transformações li-

neares equivariantes

Definição 4.1.1. Dizemos que um grupo finito G atua basicamente livre em Rn se

ele atua fielmente em Rn e livremente em (Rn − {0}).

Definição 4.1.2. Seja G um grupo atuando à esquerda no Rn. Dizemos que uma trans-

formação linear T : Rn → Rn comuta com a ação de G se T (g · x) = g · T (x), para todo

x ∈ Rn (ou seja, T é equivariante).

Lema 4.1.1. Dada qualquer transformação T : Rn → Rn, denote por [T ] a matriz de T

42
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em relação à base canônica do Rn. Considere os conjuntos

GL(R, n)+ = {T : Rn → Rn | T é linear e det[T ] > 0} e

GL(R, n)− = {T : Rn → Rn | T é linear e det[T ] < 0}.

Então GL(R, n)+ e GL(R, n)− são duas componentes conexas por caminhos de

GL(R, n) = {T : Rn → Rn | T é linear e det[T ] 6= 0}.

Demonstração: Considere a função determinante

det : IMn(R) −→ R

M 7−→ detM

onde IMn(R) denota o conjunto das matrizes n× n com coeficientes reais.

Temos que (R− {0}) possui duas componentes conexas, (0, +∞) e (−∞, 0). Observe

que

det−1 (R− {0}) = IMn(R)− {M ∈ IMn(R) | detM = 0},

det−1 ((0, +∞)) = {M ∈ IMn(R) | detM > 0} ' GL(R, n)+ e

det−1 ((−∞, 0)) = {M ∈ IMn(R) | detM < 0} ' GL(R, n)−.

Como a função determinante é cont́ınua, segue que GL(R, n)+ e GL(R, n)− são con-

juntos abertos em IMn(R), pois (0, +∞) e (−∞, 0) são abertos em R. Identifiquemos uma

matriz M com uma transformação linear TM : Rn → Rn, tal que [TM ] = M .

Mostremos que GL(R, n)+ é conexo por caminhos. Ou seja, mostremos que para

qualquer TM ∈ GL(R, n)+, existe um caminho ligando TM à transformação identidade,

denotada por I.

Como detM > 0, segue que TM é inverśıvel.

Agora sejam id : Rn → Rn a transformação identidade e [id] = I.

Seja x = (x1, ..., xn) ∈ Rn. Como Rn é convexo, segue que o segmento ligando x a

TM(x) ∈ Rn, denotado por [x, TM(x)], está contido em Rn.

Assim, para cada x = (x1, ..., xn) fixo, defina γ : [0, 1] → GL(R, n)+ por

γ(t)(x) = t.TM(x) + (1− t).x.
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Claramente γ é cont́ınua, para cada t ∈ [0, 1], pois qualquer transformação linear o é.

Observe que γ(0)(x) = x, para qualquer x = (x1, ..., xn) ∈ Rn. Logo γ(0) = id e

γ(1)(x) = TM(x), para qualquer x = (x1, ..., xn) ∈ Rn. Portanto γ(1) = TM .

Denotemos por [γ(0)] e [γ(1)] as respectivas matrizes das transformações γ(0) = id e

γ(1) = TM . Assim det[γ(0)] = detI > 0 e det[γ(1)] = detM > 0.

Mostremos agora que det[γ(t)] > 0, para qualquer t ∈ (0, 1).

Observe que γ(t)(x) = t.TM(x) + (1− t).x, com x = (x1, ..., xn) ∈ Rn. Assim

[γ(t)] = α.M + β.I,

com t ∈ (0, 1), 0 < α, β < 1 e α + β = 1.

Agora temos que det[γ(t)] = (αn)detM +(βn)detI = (αn)detM +βn. Como detM > 0,

(αn) > 0 e (βn) > 0, segue que det[γ(t)] > 0. Portanto det[γ(t)] > 0, para todo t ∈ (0, 1).

Logo γ é um caminho ligando TM à transformação identidade. Assim GL(R, n)+ é conexo

por caminhos.

Observe agora que

µ : GL(R, n)+ −→ GL(R, n)−


a11 . . . a1n

...
. . .

...

an1 . . . ann


 7−→




−a11 . . . −a1n

...
. . .

...

an1 . . . ann




é claramente um isomorfismo (GL(R, n)+ ' GL(R, n)−) e portanto temos que GL(R, n)−

é também conexo por caminhos. ¤

Seja agora T : Rn → Rn uma transformação linear. Como T (0) = 0, considere a

restrição T : (Rn − {0}) → (Rn − {0}). Do fato de Rn − {0} ser homotopicamente

equivalente a Sn−1, podemos considerar T̃ : Sn−1 → Sn−1 de forma que o diagrama

abaixo comute,

Rn − {0} T //

f

²²

Rn − {0}
f

²²
Sn−1

T̃

// Sn−1

onde f é uma equivalência de homotopia.

Definimos então o grau de T como sendo deg(T ) = deg(T̃ ), como na definição 1.5.1.
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Lema 4.1.2. Sejam T : Rn → Rn uma transformação linear e [T ] a matriz de T em

relação à base canônica. Então

deg(T ) =
det[T ]

|det[T ]| = ±1.

Demonstração: Consideremos primeiramente o caso em que

(1) det[T ] > 0:

Temos, pelo lema 4.1.1, que GL(R, n)+ e GL(R, n)− são duas componentes conexas

por caminhos. Logo existe um caminho ligando T à id, onde id é a aplicação identidade.

Seja δ : [0, 1] → GL(R, n)+ tal que δ(0) = id e δ(1) = T . Considere agora

T, id : Rn − {0} → Rn − {0}.
Temos que T é homotópica à id. De fato, seja

δ̃ : (Rn − {0})× [0, 1] → (Rn − {0}),

onde δ̃(x, t) = δ(t)(x). Assim segue que δ̃(x, 0) = id(x) = x e δ̃(x, 1) = T (x), para

qualquer x ∈ (Rn − {0}).
Dáı, pela definição 1.5.1, item (4), deg(T ) = deg(id) = 1 =

det[T ]

|det[T ]| , pois det[T ] > 0.

(2) Considere agora det[T ] < 0:

Seja

r : Rn −→ Rn

(x1, ..., xn) 7−→ (−x1, x2, ..., xn)

uma reflexão.

Temos que det[r] = (−1). Portanto r ∈ GL(R, n)−. Pelo Lema 4.1.1, GL(R, n)− é

conexo por caminhos. Logo existe um caminho ligando T e r.

Seja η : [0, 1] → GL(R, n)− tal que η(0) = r e η(1) = T . Considere agora

T, r : (Rn − {0}) → (Rn − {0}).

Temos que T é homotópica à r. De fato, seja

η̃ : (Rn − {0})× [0, 1] → (Rn − {0}),

onde η̃(x, t) = η(t)(x). Assim segue que η̃(x, 0) = r(x) e η̃(x, 1) = T (x), para qualquer

x ∈ (Rn − {0}).
Como T é homotópica à r, temos por 1.5.1, que
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deg(T ) = deg (r) = (−1) =
det[T ]

|det[T ]| ,

pois det[T ] < 0. ¤

Finalmente provaremos um resultado que é uma aplicação do Teorema 3.2.4.

Teorema 4.1.3. Se G é um grupo que atua basicamente livre em Rn e se T : Rn → Rn é

uma transformação linear que comuta com a ação de G, então det[T ] ≥ 0 ou |G| = 1 ou

2, onde [T ] indica a matriz de T em relação à base canônica do Rn.

Demonstração: Vamos supor que |G| > 2. Temos que mostrar que det[T ] ≥ 0. Supo-

nhamos então que det[T ] 6= 0. Então T é um isomorfismo (existe a matriz inversa de [T ]).

Logo T : (Rn − {0}) → (Rn − {0}) é um homeomorfismo equivariante.

Como (Rn − {0}) tem o mesmo tipo de homotopia que Sn−1, segue que o número de

Lefschetz de T é dado por ΛT =

(n−1)∑

k=0

(−1)ktr(T∗k), onde T∗k : Hk(S
n−1) → Hk(S

n−1) (ver

Observação 1.4.2).

Como H0(S
n−1) = Hn−1(S

n−1) = Z e Hk(S
n−1) = 0, para k /∈ {0, (n − 1)}, temos

que ΛT = tr(T∗0) + (−1)n−1tr(T∗(n−1)) . Do fato de T∗k ser um isomorfismo, segue que

ΛT = 1 + (−1)n−1degT = 1 + (−1)n−1 det[T ]

|det[T ]| .
Agora se |G| > 2, então n tem que ser par. De fato, se n for ı́mpar, temos

χ(Sn−1) = (−1)0.1 + (−1)n−1.1 = 2.

Pelo Corolário 3.2.5, segue que |G| divide χ(Sn−1) = 2. Mas isto é um absurdo, pois

|G| > 2. Portanto n deve ser par.

Temos então ΛT = 1 − det[T ]

|det[T ]| e assim Λ(T ) = 0 ou Λ(T ) = 2. Mas como |G| > 2,

temos que ΛT só pode ser igual a zero, pois |G| divide ΛT (pelo Teorema 3.2.4). Agora

como ΛT = 0, segue que
det[T ]

|det[T ]| = 1. Portanto det[T ] > 0. ¤

Teorema 4.1.4. Seja G um grupo finito atuando basicamente livre em um espaço vetorial

V e seja W um subespaço próprio invariante. Então qualquer aplicação equivariante

f : (V − {0}) → W

deve conter 0 na sua imagem.
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Demonstração: Seja f : (V − {0}) → W uma aplicação equivariante. Suponhamos que

0 /∈ Imf . Logo não existe v ∈ (V − {0}) tal que f(v) = 0. Seja

(i ◦ f) : (V − {0}) → (V − {0})

a composição, onde i : (W − {0}) → (V − {0}) é a aplicação inclusão.

Para todo g ∈ G, temos (i ◦ f)(g.v) = g.(i ◦ f)(v). Portanto (i ◦ f) é uma aplicação

equivariante.

Considere dimV = n. Como W é subespaço próprio de V , segue que dimW < n.

Assim suponha dimW = m < n. Temos que (V − {0}) ' (Rn − {0}), que tem o mesmo

tipo de homotopia que Sn−1, e (W − {0}) ' (Rm − {0}), que tem o mesmo tipo de

homotopia que Sm−1. Portanto f : (V − {0}) → (W − {0}) pode ser vista como uma

aplicação f : Sn−1 → Sm−1.

Agora seja f∗(n−1) : Hn−1(S
n−1) = R→ Hn−1(S

m−1) = {0}. Como

(i ◦ f)(v) = i(f(v)) = f(v), para qualquer v ∈ (V − {0}),

temos que (i ◦ f)∗(n−1) = f∗(n−1). Agora como

(i ◦ f)∗(n−1) : Hn−1(S
n−1) → Hn−1(S

n−1),

com (i ◦ f)∗(n−1)(α) = k.α, onde α é um gerador de Hn−1(S
n−1), segue que k = 0. Assim

deg(i◦f) = 0 = deg(cte), onde cte denota a aplicação constante. Temos então que (i◦f) é

homotópica à aplicação constante. Mas isto é um absurdo, pelo Corolário 3.2.6. Portanto

existe v ∈ (V − {0}) tal que f(v) = 0. ¤

4.2 Teoremas do tipo Borsuk-Ulam

Seja Z2 = {1, t} o grupo ćıclico de ordem 2. Considere em (Rn+1−{0}) a Z2-ação definida

por 1.x = x e t.x = −x, para x ∈ (Rn+1−{0}). A órbita de x ∈ (Rn+1−{0}) é o conjunto

Z2.x = {1.x, t.x} = {x,−x}. Como (Rn+1 − {0}) tem o mesmo tipo de homotopia que

Sn, podemos enunciar o Teorema Clássico de Borsuk - Ulam da seguinte forma: “Se

f : (Rn+1 − {0}) → Rn é uma aplicação cont́ınua, então alguma órbita da Z2-ação em

(Rn+1 − {0}) é aplicada em um único ponto de Rn”.
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Seja ξ uma ráız k-ésima primitiva da unidade e considere o grupo {1, ξ, ξ2, ξ3, ..., ξk−1},
que é isomorfo ao grupo ćıclico finito Zk. Em C definimos uma Zk-ação pela multiplicação

complexa ξjx, para j = 1, 2, . . . , k e x ∈ C. Podemos também definir uma Zk-ação em

Cn. Para cada (z1, ..., zn) ∈ Cn, definimos ξi.(z1, ..., zn) = (ξi.z1, ..., ξ
i.zn) (a multiplicação

usual entre números complexos em cada coordenada).

Nesta secção estudamos a situação de uma aplicação cont́ınua f : (Cn+1−{0}) → Cn e

em que condições uma órbita da Zk-ação em (Cn+1−{0}) é aplicada em um único ponto.

Teorema 4.2.1. Seja ξ uma ráız k - ésima primitiva da unidade. Seja

f : (Cn+1 − {0}) → Cn

uma aplicação cont́ınua. Então existe x ∈ (Cn+1 − {0}) tal que
k∑

i=1

ξif(ξix) = 0.

Demonstração: Seja ξ uma ráız k - ésima primitiva da unidade. Logo {1, ξ, ξ2, ..., ξk−1}
é isomorfo a Zk (grupo ćıclico de ordem k).

Temos que (Cn+1 − {0}) é isomorfo a (R2n+2 − {0}). Mostremos que Zk atua basica-

mente livre em Cn+1.

Seja u ∈ (Cn+1−{0}). Logo u = (w1, ..., wn+1), com wi ∈ C, para todo i = 1, ..., (n+1).

Se g.u = u, com g ∈ {1, ξ, ξ2, ..., ξk−1}, pela definição usual de multiplicação entre os

números complexos, claramente segue que g pode ter somente o valor 1. Logo Zk atua

livremente em (Cn+1 − {0}).
Agora sejam v ∈ (Cn+1−{0}) e g ∈ {1, ξ, ξ2, ..., ξk−1} tal que g 6= 1. Como g 6= 1, temos

claramente g.v 6= v. Portanto Zk atua fielmente em Cn+1. Assim Zk atua basicamente

livre em Cn+1.

Agora Cn pode ser visto como um subespaço próprio invariante de Cn+1, pois se w ∈ Cn

e g ∈ {1, ξ, ξ2, ..., ξk−1}, então g.w ∈ Cn.

Considere a aplicação

F : (Cn+1 − {0}) −→ Cn

x 7−→
k∑

i=1

ξ̄if(ξix)

Vamos mostrar que F é uma aplicação equivariante. Seja ξr ∈ Zk. Então

F (ξrx) =
k∑

i=1

ξ̄if(ξiξrx) =
k∑

i=1

ξ̄if(ξ(i+r)x)
(i+r)=l

=

(k+r)∑

l=(1+r)

ξ̄(l−r)f(ξlx) =
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=

(k+r)∑

l=(1+r)

ξ(r−l)f(ξlx) = ξr(

(k+r)∑

l=(1+r)

ξ(−l)f(ξlx)) = ξr(
k∑

l=(1+r)

ξ(−l)f(ξlx)+

(k+r)∑

l=(k+1)

ξ(−l)f(ξlx)) =

= ξr(
k∑

l=(1+r)

ξ(−l)f(ξlx) +
r∑

l=1

ξ(−l)f(ξlx)) = ξr(
k∑

l=1

ξ(−l)f(ξlx)) = ξrF (x).

Portanto F é uma aplicação equivariante e pelo Teorema 4.1.4, segue que existe

x ∈ (Cn+1−{0}) tal que F (x) = 0, ou seja, existe x ∈ (Cn+1−{0}) tal que
k∑

i=1

ξ̄if(ξix) = 0.

¤

Observação 4.2.1. Temos que (Cn+1 − {0}) ∼= (R2n+2 − {0}) e (R2n+2 − {0}) tem o

mesmo tipo de homotopia que S2n+1. Assim, pelo Teorema 4.2.1, segue que

k∑
i=1

ξif(ξix) = 0,

para algum x ∈ S2n+1, e f : S2n+1 → Cn aplicação cont́ınua.

O conjunto {x, ξx, ξ2x, ..., ξk−1x}, onde x ∈ Cn+1, será denominado uma k - órbita

em S2n+1.

Corolário 4.2.2. Dado k ≥ 2 e f : S2n+1 → Cn uma aplicação cont́ınua, existe uma

k-órbita cuja imagem por f pertence a um hiperplano complexo de dimensão (k − 2).

Demonstração: Pela Observação 4.2.1, existe x ∈ S2n+1 tal que
k∑

i=1

ξ̄if(ξix) = 0. Seja

xi = f(ξix) ∈ Cn. Considere o conjunto constitúıdo de (k − 1) vetores

{(x1 − xk), ..., (xk−1 − xk)}.

Este conjunto é linearmente dependente, pois

k∑
i=1

ξ̄i(f(ξix)− f(ξkx)) =
k∑

i=1

ξ̄if(ξix)−
k∑

i=1

ξ̄if(x) = −
k∑

i=1

ξ̄if(x) =

= −(ξ̄ + ξ̄2 + ... + ξ̄k−1 + 1)f(x) = − 1(1− ξ̄k)

1− ξ̄
f(x) = 0.

Como o conjunto {(x1 − xk), ..., (xk−1 − xk)} é linearmente dependente, estes vetores

pertencem a um subespaço vetorial de dimensão (k − 2). Logo a translação por xk deste

subespaço é um hiperplano de dimensão (k − 2) que contém os pontos x1, ..., xk−1, xk. ¤
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Corolário 4.2.3. Dado k ≥ 3 e f : S2n+1 → Rn uma aplicação cont́ınua, existe uma

k-órbita cuja imagem por f pertence a um hiperplano real de dimensão (k − 3).

Demonstração: Seja f : S2n+1 → Rn ↪→ Cn. Logo existe x ∈ S2n+1 tal que

k∑
j=1

ξ̄jf(ξjx) = 0.

Sejam ξ̄j = (aj + ibj) e f(ξjx) = xj, com j = 1, ..., k. Segue que

k∑
j=1

ξ̄jf(ξjx) =
k∑

j=1

ajxj + i

k∑
j=1

bjxj = 0 + i0.

Portanto temos duas equações:
k∑

j=1

ajxj = 0 e
k∑

j=1

bjxj = 0.

Usando o mesmo racioćınio do Corolário 4.2.2, vemos que os pontos xj = f(ξjx),

j = 1, . . . , k, pertencem à interseccção de dois hiperplanos reais, cada um com dimensão

(k − 2). A intersecção destes dois hiperplanos nos dá um hiperplano real de dimensão

(k − 3). ¤

Corolário 4.2.4. Uma aplicação cont́ınua f : S2n+1 → Rn leva uma 3 - órbita em um

ponto. ¤

Corolário 4.2.5. Uma aplicação cont́ınua f : S2n+1 → Rn leva alguma 4-órbita em um

ou dois pontos, de modo que dois pares de pontos antipodais são cada um levados em um

ponto.

Demonstração: Considere o conjunto {i = ξ,−1 = ξ2,−i = ξ3, 1 = ξ4} constitúıdo por

todas as ráızes do polinômio x4− 1. Logo
4∑

i=1

ξ̄if(ξix) = −ix1 +1x2 + ix3− 1x4 = 0, para

algum x ∈ (Cn+1−{0}), onde xi = f(ξix), com i = 1, ..., 4. Assim (x2−x4)+i(x3−x1) = 0

e portanto segue que x2 = x4 e x1 = x3.

Como xi = f(ξix), com i = 1, ..., 4, temos que f(ξ2x) = f(ξ4x) e f(ξ1x) = f(ξ3x).

Logo f(−x) = f(x) e f(ix) = f(−ix).

Agora se f(x) 6= f(ix), então f leva a 4-órbita {ix,−1x,−ix, 1x} em dois pontos

distintos. Mas se f(x) = f(ix), então f leva a 4 - órbita {ix,−1x,−ix, 1x} em um único

ponto. ¤
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Teorema 4.2.6. Sejam p um número primo e f : Sn → Rr uma aplicação cont́ınua. Se

n ≥ r(p− 1), então existe uma p-órbita cuja imagem é um único ponto.

Demonstração: Sabemos que uma p-órbita é o conjunto {x, ξx, ξ2x, ..., ξp−1x}, onde

x ∈ Sn. Este conjunto é isomorfo a Zp.

Se p = 2, então n ≥ r. Se n = r, temos o Teorema Clássico de Borsuk-Ulam.

Se n > r, então n = r + l, com l ≥ 1. Tome i : Rr → Rr+l como sendo a aplicação

inclusão.

Seja g = (i ◦ f) : Sr+l → Rr+l. Como g é cont́ınua, segue que existe x ∈ Sr+l tal

que g(x) = g(−x). Portanto i(f(x)) = i(f(−x)), ou seja, f(x) = f(−x). Logo vale o

Teorema Clássico de Borsuk-Ulam para n > r, ou seja, existe uma 2-órbita cuja imagem

é um único ponto.

Suponhamos agora p > 2. Temos que n deve ser ı́mpar. De fato, como p > 2 e p é

primo, temos que p é um número ı́mpar. Como Zp atua livremente em Sn, pelo Corolá-

rio 3.2.7, temos que n deve ser ı́mpar.

Como r(p− 1) é par e n é ı́mpar, temos que n > r(p− 1).

Seja então n = 2k − 1, com k ∈ Z. Logo f : S2k−1 → Rr.

Observe que Ck ' R2k. Logo (Ck − {0}) ∼= (R2k − {0}) e (R2k − {0}) tem o mesmo

tipo de homotopia que S2k−1.

Defina agora g : (Ck −{0}) → Rr, onde g(z) = ‖z‖.f(
z

‖z‖). Claramente g é cont́ınua,

pois f o é.

Agora dobremos as dimensões do domı́nio e contra-domı́nio de g e definamos a seguinte

aplicação

G : (C2k − {0}) −→ Cr(Cr ' R2r)

(z1, z2) 7−→ g(z1) + ig(z2)

onde (z1, z2) ∈ Ck ⊕ Ck ' C2k.

Pelo fato de g ser uma aplicação cont́ınua, temos que G também é uma aplicação

cont́ınua.

Definiremos agora uma outra aplicação. Seja F : (C2k − {0}) → Cr(p−1) tal que

F (z) = (G(z), G(z)2, ..., G(z)p−1), onde vj = (vj
1, ..., v

j
r), com v = (v1, ..., vr) e vi ∈ C,

para todo i = 1, ..., r.
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Temos que 2k − 1 > r(p− 1). Logo 2k > r(p− 1). Seja ξ uma ráız p-ésima primitiva

da unidade. Como podemos ver Cr(p−1) ⊂ Cn, pelo Teorema 4.2.1, segue que existe

x ∈ (C2k − {0}) tal que

p∑
i=1

ξ
i
F (ξix) = 0.

Portanto

p∑
i=1

ξ
i
F (ξix) = (ξG(ξx), ξG(ξx)2, ξG(ξx)3, ..., ξG(ξx)p−1)+

+(ξ
2
G(ξ2x), ξ

2
G(ξ2x)2, ξ

2
G(ξ2x)3, ..., ξ

2
G(ξ2x)p−1) + ...+

+(ξ
p−1

G(ξp−1x), ξ
p−1

G(ξp−1x)2, ξ
p−1

G(ξp−1x)3, ..., ξ
p−1

G(ξp−1x)p−1)+

(G(x), G(x)2, G(x)3, ..., G(x)p−1) = (0, 0, 0, ..., 0) (r(p− 1) coordenadas).

Assim segue as seguintes equações,

p∑
i=1

ξ
i
G(ξix) = 0

p∑
i=1

ξ
i
G(ξix)2 = 0

p∑
i=1

ξ
i
G(ξix)3 = 0

...
p∑

i=1

ξ
i
G(ξix)p−1 = 0

Ou seja, colocando xi = G(ξix) e xk
i = G(ξix)k, k = 2, ..., p− 1, temos

p∑
i=1

ξ
i
xi = 0

p∑
i=1

ξ
i
x2

i = 0
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p∑
i=1

ξ
i
x3

i = 0

...
p∑

i=1

ξ
i
xp−1

i = 0

Desde que xi e xk
i , com k = 2, ..., p− 1, são vetores. Temos que as equações acima são

equações vetoriais.

Denotemos agora por x
′
i a primeira coordenada do vetor xi = G(ξix) ∈ Cr, com

i = 1, ..., p. Logo (x
′
i)

k é a primeira coordenada do vetor xk
i = G(ξix)k ∈ Cr, com

k = 2, ..., p− 1 e i = 1, ..., p.

Portanto, pelas equações anteriores, temos agora as seguintes equações,

ξx
′
1 + ξ

2
x
′
2 + ξ

3
x
′
3 + ... + ξ

p−1
x
′
p−1 + x

′
p = 0

ξ(x
′
1)

2 + ξ
2
(x

′
2)

2 + ξ
3
(x

′
3)

2 + ... + ξ
p−1

(x
′
p−1)

2 + (x
′
p)

2 = 0

...

ξ(x
′
1)

p−1 + ξ
2
(x

′
2)

p−1 + ξ
3
(x

′
3)

p−1 + ... + ξ
p−1

(x
′
p−1)

p−1 + (x
′
p)

p−1 = 0

Desta forma, podemos escrever as equações acima em forma de matriz:




x
′
1 x

′
2 . . . x

′
p−1 x

′
p

(x
′
1)

2 (x
′
2)

2 . . . (x
′
p−1)

2 (x
′
p)

2

...
...

...
...

...

(x
′
1)

p−1 (x
′
2)

p−1 . . . (x
′
p−1)

p−1 (x
′
p)

p−1




.




ξ

ξ
2

...

ξ
p−1

1




=




0

0
...

0




Como 1 + ξ + ξ
2
+ ... + ξ

p−1
= 0, segue que




1 1 1 1 1

x
′
1 x

′
2 . . . x

′
p−1 x

′
p

(x
′
1)

2 (x
′
2)

2 . . . (x
′
p−1)

2 (x
′
p)

2

...
...

...
...

...

(x
′
1)

p−1 (x
′
2)

p−1 . . . (x
′
p−1)

p−1 (x
′
p)

p−1




.




ξ

ξ
2

...

ξ
p−1

1




=




0

0

0
...

0



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Denotemos por A a matriz




1 1 1 1 1

x
′
1 x

′
2 . . . x

′
p−1 x

′
p

(x
′
1)

2 (x
′
2)

2 . . . (x
′
p−1)

2 (x
′
p)

2

...
...

...
...

...

(x
′
1)

p−1 (x
′
2)

p−1 . . . (x
′
p−1)

p−1 (x
′
p)

p−1




Observe que a matriz A acima é uma matriz de Vandermonde. Portanto o determi-

nante desta matriz é dado por
∏
i>j

(x
′
i − x

′
j).

Podemos perceber, através de escalonamento e argumento de indução, que a forma

escalonada de uma matriz de Vandermonde consiste de colunas e linhas compostas de

entradas com valores iguais a 1 ou 0.

Sabemos que ξ é uma ráız p-ésima primitiva da unidade, assim os elementos do con-

junto {1, ξ, ξ2, ..., ξp−1} são ráızes do polinômio xp − 1.

Temos que φp(x) =
xp − 1

x− 1
= xp−1 + xp−2 + ... + x + 1. Assim

φp(ξ) =
ξp − 1

ξ − 1
= ξp−1 + ξp−2 + ... + ξ + 1.

Mas φp(x) =
xp − 1

x− 1
= xp−1 + xp−2 + ... + x + 1 é irredut́ıvel sobre Q, para qualquer

p primo. Portanto a única soma com as ráızes 1, ξ, ξ2, ..., ξp−1 a qual se iguala a zero, é a

soma de todas elas (1 + ξ + ξ2 + ... + ξp−1 = 0).

Dáı, como a forma escalonada de uma matriz de Vandermonde consiste de colunas e

linhas compostas de entradas com valores iguais a 1 ou 0, segue que a forma escalonada

da matriz deve ser 


1 1 1 1 1

0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 0




Mas isto acontece se, e somente se, x
′
1 = x

′
2 = ... = x

′
p−1 = x

′
p.

Portanto segue que as primeiras coordenadas dos vetores x1, x2, ..., xp coincidem. Ana-

logamente obtemos o mesmo resultado para as j-ésimas coordenadas dos vetores xi e xk
i ,
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com i = 1, ..., p e k = 2, ..., p− 1. Logo conclúımos que x1 = x2 = ... = xp. Ou seja,

G(x) = G(ξx) = G(ξ2x) = ... = G(ξp−1x) (∗),

para algum x ∈ C2k − {0}.
Como x ∈ (C2k − {0}), temos que x = (z1, z2) ∈ Ck ⊕ Ck e x = (z1, z2) 6= (0, 0).

Observe que

G(x) = g(z1) + ig(z2),

G(ξx) = g(ξz1) + ig(ξz2), ..., G(ξp−1x) = g(ξp−1z1) + ig(ξp−1z2).

Por (∗) e pelo fato de z1 6= 0 ou z2 6= 0, segue que

g(z) = g(ξz) = g(ξ2z) = ... = g(ξp−1z) (∗∗),

para algum z ∈ (Ck − {0}).
Temos, por definição, que

g(z) = ‖z‖f(
z

‖z‖), g(ξz) = ‖ξz‖f(
ξz

‖ξz‖), ..., g(ξp−1z) = ‖ξp−1z‖f(
ξp−1z

‖ξp−1z‖).

Ou seja,

g(z) = ‖z‖f(
z

‖z‖), g(ξz) = ‖z‖f(ξ
z

‖z‖), ..., g(ξp−1z) = ‖z‖f(ξp−1 z

‖z‖).

Agora, por (∗∗), conclúımos que

f(
z

‖z‖) = f(ξ
z

‖z‖) = f(ξ2 z

‖z‖) = ... = f(ξp−1 z

‖z‖),

onde
z

‖z‖ ∈ S2k−1.

Portanto temos que f aplica uma p-órbita em um único ponto. ¤
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