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Resumo

Neste trabalho, estudamos o Teorema classico de Borsuk - Ulam e também
outros Teoremas do tipo Borsuk - Ulam. Para isto, consideramos aplicacoes continuas

f:(C" —{0}) — C". Uma raiz primitiva k - ésima da unidade & nos fornece uma
k-1

Zi-acao livre sobre C". Um teorema nos diz que a equagao Z{’ f(&'z) = 0 sempre tem
i=0

uma solugao x € (C"' — {0}). Este resultado produz vdrias aplicagoes. Por exemplo,

se p é um numero primo, f : S — R” uma aplicagdo continua, com n > r(p — 1), entao

alguma orbita da Z,-acao deve ser aplicada em um ponto.

Palavras chave: Numero de Lefschetz, Teorema de Borsuk-Ulam.



Abstract

In this work, we study the Classical Borsuk-Ulam Theorem and also other Borsuk-
Ulam Theorems. For that, we consider continuous maps f : (C"*' — {0}) — C™. A

primitive k-root of unity & gives rise to a free Zg-action on C". A result states that the
k-1

equation Zg@f (¢'x) = 0 always has a solution o € (C"*! — {0}). This result provides
i=0

several aplications. For example, if p is a prime number, f : S — R" a continuous map

and n > r(p — 1), then some orbit of the Z,-action must be mapped into a point.

Key words: Lefschetz Number, Borsuk-Ulam’s Theorem.
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Introducao

O Teorema de Borsuk-Ulam ¢é uma das ferramentas mais usadas da topologia algébrica
e tem sido muito 1til em diferentes areas.

Uma razao importante é que existem vérias versoes do teorema e muitas de-
monstracoes conhecidas de cada versao. As técnicas de demonstracao sao variadas:
métodos geométricos elementares, técnicas algébricas, topologia algébrica e muitas outras
ferramentas.

O artigo original de Borsuk ([1]) d& trés variantes do teorema. Borsuk menciona que
o teorema foi primeiro conjecturado por St. Ulam. O artigo de Borsuk apareceu em
1933. A partir dai, numerosos resultados tém sido publicados sobre versoes diferentes do
teorema, varias demonstragoes, generalizacoes e aplicacoes.

Agora, neste trabalho, estudamos o Teorema classico de Borsuk-Ulam e também outros
Teoremas do tipo Borsuk-Ulam. Este trabalho aborda os teoremas classicos de Bor-
suk-Ulam que tratam da existéncia de pontos de Zs - coincidéncia de uma aplicagao
f:8" — RF (n > k) e teoremas do tipo Borsuk-Ulam que tratam da existéncia de pontos
de Z, - coincidéncia de uma aplicagao f: S?* ! = R" (2k —1 > r(p—1)).

Resultados do tipo aqui apresentados aparecem em outros trabalhos da literatura, tais
como [18] e [14]. As técnicas sao diferentes, usam diretamente as maquinarias da topologia
algébrica, tais como o Zs-indice, sequéncias espectrais, sequéncias de Gysin e entre outras.
Tais resultados garantem mais do que a existéncia de pontos de
G - coincidéncia (G = Z ou G = Z,,). Eles também estimam a dimensao do conjunto de
tais pontos.

Existem outros trabalhos que substituem a esfera S™ por espacos topoldgicos mais

gerais e obtém o mesmo resultado em termos destas estimativas.
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O trabalho estda dividido da seguinte forma. O capitulo 1 apresenta alguns pré-
requisitos que sao fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho, como por exem-
plo, acoes de grupos, C'W - complexos, espacos de recobrimento, o nimero de Lesfschetz
e grau de uma aplicagao.

O capitulo 2 apresenta o teorema devido a Borsuk e Ulam. Vemos a sua demonstragao
para o caso particular de aplicacoes continuas f : S* — S" ! onden =1 oun = 2.
Em seguida damos uma idéia da demonstragao deste teorema para o caso geral e vemos
algumas consequéncias interessantes do mesmo. Para este capitulo utilizamos fortemente
as referéncias [12] e [15].

Os capitulos 3 e 4 foram elaborados a partir do estudo do artigo de D.H. Gottilieb
([8]). No capitulo 3 vemos um teorema que fornece uma relagao interessante entre agoes
livres de grupos finitos em variedades fechadas e o nimero de Lefschetz. Este teorema nos
diz que, se M é uma variedade fechada, que também é um C'W - complexo finito, G um
grupo finito atuando livremente em M e f : M — M uma aplicacao equivariante, entao
o(@) divide Ay (ntmero de Lefschetz da aplicacao f). Para estudarmos este teorema, que
¢é de grande importancia no capitulo 4, foi necessario recordarmos alguns resultados da
Teoria de Pontos Fixos.

No capitulo 4 vemos alguns teoremas do tipo Borsuk-Ulam. Mas antes disto, sob
certas hipdteses, estudamos a relacao entre acoes basicamente livres de grupos finitos
no R” e o determinante da matriz de uma transformacgao linear 7' : R® — R". Como
consequéncia desta relagao, vemos um resultado que nos diz que, se £ é uma raiz k -

ésima primitiva da unidade e f : (C"*' — {0}) — C" é uma aplicacdo continua, entao
k

existe x € (C"*! — {0}) tal que ng(ﬁ’x) = 0. Com esta equagao estudaremos certos
i=1

teoremas do tipo Borsuk-Ulam. O principal resultado estudado é o seguinte: Seja p um

nimero primo e f : S™ — R" uma aplicagao continua. Se n > r(p — 1), entdao alguma

orbita da Z,, - agao deve ser aplicada em um ponto.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo recordaremos alguns conceitos e resultados que serao importantes para o

desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Acoes de Grupos

Definigao 1.1.1. Sejam (G, *) um grupo e X um espaco topoldgico. Dizemos que G
atua @ esquerda em X ou que existe uma agao de G em X se existir uma aplicacao,

denominada de G-agao,

p: GxX — X
(9,2) +— ¢(g,)
tal que:

(1) ¢o(1,2) =z, para todo x € X.
(2) Para todo x € X e quaisquer g1, 9> € G, tem-se ¢(g1 * g2, ) = d(g1, ¢(ge, T)).

Denotemos ¢(g, x) por g-x. O espago topoldgico X, munido de uma G-agao, é chamado

de G-espaco.

Definicao 1.1.2. Seja X um G espaco. Dizemos que G atua livremente em X se,
para quaisquer dois elementos g, h € G e para qualquer x € X, tem-se que g.x # h.x, ou

equivalentemente, se dado g € G e qualquer x € X, com g.x = x, tem-se g = 1.

11



12

Definicao 1.1.3. Seja X um G-espagco. Dizemos que G atua fielmente ou efetiva-
mente em X se, para quaisquer dois elementos g,h € G, existe x € X tal que g.x # h.x.

Equivalentemente, se g # 1, g € G, entao existe v € X tal que g.x # x.
Observacao 1.1.1. Claramente agao livre implica agao fiel.

Definicao 1.1.4. Seja X um G-espago. Dizemos que a ag¢ao de G em X ¢ propria-
mente descontinua se, para qualquer v € X, existe uma vizinhanca U de x tal que
g-UNU =0, para qualquer g € G, com g#1 e onde g-U ={g-u | u € U}. Neste caso

dizemos que X ¢ propriamente descontinuo.

Observacao 1.1.2. Se G atua propriamente descontinuamente em X, entdo a acao de

G em X ¢€ livre.

Definicao 1.1.5. Seja ¢ : X — Y uma aplicagcao continua, onde X e Y sao G-espagos.
Dizemos que ¢ é uma G-aplicagdo (ou aplicagdo equivariante) se ¢(g.x) = g.p(x),

para qualquer v € X e g € G.

Seja X um G-espaco. Dois elementos x,y € X sao chamados G-equivalentes se, existe
g € G tal que g-x = y. Esta relacao é uma relagao de equivaléncia e o conjunto de todos
os g-x, com g € G, denotado por G -z, é a classe de equivaléncia determinada por z € X.

Este conjunto G - x é chamado de érbita de x.

~ : X Lo
Definicao 1.1.6. O conjunto rel € constituido por todos os G - x, onde v € X. FEste
conjunto € munido da topologia quociente, ou seja, a maior topologia tal que a projecao

X
m: X — — seja continua. Esta projecdo é definida da seguinte forma, w(z) = G - .

G

Teorema 1.1.1. Se X ¢é um G-espaco, com G compacto, entao:

X
1) rel ¢ um espaco de Hausdorff.
X
2)n: X — rel ¢ uma aplicacao fechada.
, X
3) X € compacto se, e somente se, rel € compacto.

Demonstragao: Ver [2], pdgina 38, teorema 3.1. O

Proposicao 1.1.1. Seja X um G-espaco. A aplicagao v — g.x, com g € G fixado, € um

X
homeomorfismo e a projecao ™ : X — rel € uma aplicacao aberta.

Demonstragao: Ver [10], pagina 40, proposigao 1.4. O
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1.2 CW-complexos

Definicao 1.2.1. Sejam X e Y espacos topoldgicos e, considere A um subespaco de Y .
Dada uma fungao continua f : A — X, defina o espago Z := X Uy Y como sendo o
espaco quociente X [[Y/ ~, onde o simbolo || significa uniao disjunta e a relagio de
equivaléncia ~ € dada por

y ~ f(y), para todo y € A.

Z é chamado uma adjungdo de'Y em X através da aplica¢ao f (ou através de A, se a
aplicagdo f estiver implicita). Esta construcao tem o efeito de colar o subespago A de Y

na sua tmagem em X através da f.

Definigao 1.2.2. Sejam X um espago topoldgico, Y a adjungaoY := X U, D*, onde D* é
um k-disco fechado, e ¢ : S¥~1 — X € uma aplicacio continua, com S*~1 a (k-1)-esfera,
fronteira de D*. Entdo dizemos que Y € obtido de X colando uma k-célula, através da
aplicacdo ¢. A imagem o* de D* em Y €é chamada de k-célula fechada, e a imagem

int(c®) de int(DF) := D¥\S*=! € a correspondente k-célula aberta.

Observacao 1.2.1. Se k =0, entao a definicao anterior reduz-se a afirmacgao de que Y
€ a uniao disjunta de X com um espaco unitdrio.

Mais geralmente, dizemos que Y € obtido de X colando células se Y é homeomorfo
a uma adjun¢ao X Ug,y D%i onde as aplicagoes {p;} de X sdo definidas no bordo de
esferas de discos fechados {D"}.

Definicao 1.2.3. Um espaco topologico Hausdorff X ¢é dito um CW-complexo se

satisfaz as sequintes condicoes:
1. Eziste uma relacao de inclusao dos subespacos
x (0 C x C X2 C ..

com X = U xX™,
n>0

2. XO ¢ um espaco discreto e, para n > 1, X™ ¢ obtido de XV colando uma

colecao {o? :i € I} de n-células.
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3. Toda célula fechada estd contida numa uniao finita de células abertas.

4. X tem a topologia fraca com relagao a colecao de todas as células. Isto ¢, A C X
€ fechado em X se, e somente se, a intersecio de A com toda célula fechada o é

fechada em o com relagao ao subespacgo topolégico.

O subespaco X™ ¢ chamado n-esqueleto de X. Os pontos de X° sio chamados de
vértices ou 0-células . Uma escolha particular de esqueleto e aplicacoes de colagem
para as células é chamada uma estrutura CW no espaco. Um CW-complexo é dito finito
ou infinito se o numero de células é finito ou infinito, respectivamente. Se X = X", para
algum n, o CW-complexo € dito de dimensao finita e quando isto ocorrer, diremos que

a dimensao de X € n.

Observacao 1.2.2. Intuitivamente, X é um CW-complexo se este pode ser construido,
comec¢ando de um espaco discreto, primeiramente colando 1-células, depois 2-células e
assim sucessivamente. Note que a defini¢ao acima nao permite colar k-células antes de

h-células, se k > h.

Exemplo 1.2.1. Dado X = R, podemos considerar em R uma estrutura natural de
C'W-complexo, tomando as 0-células e 1-células como sendo, respectivamente, o0 = {n}

eoy =[n,n+1], n€Z.

Exemplo 1.2.2. Seja X = S™. Temos uma estrutura de C'W-complexo sobre S™ dada
por uma 0-célula e uma n-célula, ou seja, S™ = o® U o™,

(o)

Exemplo 1.2.3. Seja X a figura oito. Uma estrutura de C'W-complexo 1-dimensional

para X é dada tomando-se uma tnica 0-célula e duas 1-células (X = o Uoi Ual).
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Exemplo 1.2.4. Seja X = \/ Sl o bouquet de circulos indexado por um conjunto S.

seS
Podemos dar a X uma estrutura de CW-complexo 1-dimensional, com uma unica 0-célula

e uma 1-célula para cada elemento de S <X =0’ U (U ai)).

SES

o

Exemplo 1.2.5. O toro (T?) admite uma estrutura de CW-complexo 2-dimensional, com

uma 0-célula, duas 1-células e uma 2-célula (T? = o U o] U ol U d?).

Exemplo 1.2.6. Consideremos X = To# ---#1T5 a soma conexa de n toros. Podemos
dar a X uma estrutura de CW-complexo do sequinte modo: uma 0-célula, 2n 1-células e

1 2-células, isto é, X =" UojUoyU...Uos, | Uags, Ud?.

Exemplo 1.2.7. Seja X = P?*#...#P? a soma conexa de n-planos projetivos. Entao

X é um CW-complexo 2-dimensional contendo uma 0-célula, n 1-células e uma 2-célula:
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X=0"UojU...UclUo?

1.2.1 Alguns resultados sobre CW-complexos

(L.1) Se X e Y sao CW-complexos finitos, entdo X x Y é um CW-complexo.
De fato, se (07) e (7) sdo decomposigdes celulares de X e Y, respectivamente, entao

(0§ x 7{) é uma decomposicao celular de X x Y.
(I.2) Um CW-complexo é paracompacto e dai é normal.

(I.3) Um CW-complexo é localmente contrétil, isto é, todo ponto possui uma familia

bésica de vizinhancas contrateis.

(I.4) Um subconjunto compacto de um CW-complexo intercepta somente um ntimero

finito de células. Um CW-complexo é compacto se, e somente se, é finito.

(I.5) Uma fungao f definida sobre um CW-complexo é continua se, e somente se, a restrigao

de f a cada célula o, é continua.

Definicao 1.2.4. Uma aplicacao continua f : X — Y, onde X e Y sao CW-complexos,
¢ chamada celular se f(X™) C Y™, paran =0,1,2,... (X" e Y™ sdo os n-esqueletos de

X eY, respectivamente).

J.H.C Whitehead provou que toda aplicagao continua f : X — Y é homotopica a

uma aplicacao celular.

1.2.2 A Homologia de um CW-complexo

Teorema 1.2.1. Seja X um CW-complexo e {X"|n = 0,1,..} a estrutura de
CW-complexo de X. Entio Hy (X", X" ') =0, se ¢ # n, e H, (X", X") € o grupo
abeliano livre com uma base em correspondéncia 1 — 1 com as n-células de X.

Demonstragao: Ver [13], pagina 84. O

Lema 1.2.2. H,(X") =0, para todo ¢ > n.
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Demonstracao: Faremos a prova por inducao sobre n.
Para n = 0 o Lema é trivial.
Agora, para n > 0 suponhamos, por hipdtese de indugao, que H,(X"') = 0 para

q > n—1. Suponha agora ¢ > n. Usando a seqiiéncia exata para o par (X™, X" 1) temos
0 — Hyar (X™) 25 Hyy (X7, X" 25 Hy (X" 25 Hy(X™) — 0.

Considerando apenas parte da seqiiéncia, temos que

L H (XY S H (XY — 0

e, sabendo por hipétese de indugao que H, (X" ') = 0, para ¢ > n — 1, obtemos
0 - Hy(X") — 0.
Logo H,(X"™) = 0, para todo ¢ > n. O

Observagao 1.2.3. Seque do lema anterior que, se X é um CW-complexo de dimensao

finita n, entao Hy(X) =0, para ¢ > n.

Vamos associar agora a um CW-complexo X um complexo de cadeias CEW (X).

Seja CSW(X) = H,(X™, X"71).

Pelo Teorema 1.2.1, temos que CYY(X) é o grupo abeliano livre gerado pelas
n-células de X. Um elemento de CS" (X)) é escrito na forma

k
g n;o;, com n; € Z e o n-célula em X.
i=1

Vamos definir um operador bordo
d, : CSV(X) — CM(X).
Considere a composigao
Ap

Hn(Xnan—1> Bn, n_l(Xn—l) j";l;‘ Hn_l(Xn_l,Xn_2),

onde A, é o homomorfismo conexao da seqiiéncia exata do par (X", X" ') e j, 1. é

induzida da aplicacao inclusao

j'n,—l . (Xn_17®) _ (Xn_l,Xn_2).
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Definimos d,, := j,_1. 0 A,,.
Temos que d,, 0 d,;1 = 0 e assim (CEY(X),d,) é um complexo de cadeia, chamado de
complexo de cadeia celular do CW-complexo X.

Sejam ZSW(X) = Ker d,, e BSW(X) = Im d, 1.
Definigao 1.2.5. O n-ésimo grupo de homologia celular de X ¢ definido por:
Y (x) = 2o\

Veremos agora a relagdo entre a homologia celular de um CW-complexo X e a ho-

mologia singular de X.

Teorema 1.2.3. Seja X um CW-complezo e seja H.(X) o grupo de homologia singular
de X. Entao
HY(X) ~ H,(X),Vn > 0.

Demonstracao: Ver [13], pagina 85, teorema 4.2. OJ
Observagao 1.2.4. Por simplicidade, denotaremos HSW (X) simplesmente por H,(X).

Observacao 1.2.5. Segue dos resultados anteriores que se X é um CW - complexo com
um numero finito de células de dimensdo n, entio H,(X) € finitamente gerado. Se X

nao tem células de dimensao n, entio H,(X) = 0.

1.3 Espacos de Recobrimento

Definicao 1.3.1. Seja X um espaco topologico. Um espago de recobrimento de X é
um par (X',p), onde X € um espaco topoldgico conexo por caminhos, e p: X — X € uma
aplicacao continua tal que a sequinte condig¢ao € satisfeita:

Cada ponto x € X tem uma vizinhanca U aberta e conexa por caminhos tal que cada
componente conexa por caminhos de p~(U) € aplicada homeomorficamente sobre U.

A wvizinhanga U € chamada vizinhang¢a elementar ou vizinhang¢a admissivel e
a aplicagao p é chamada projecao de recobrimento. O espaco X é chamado espago

base.
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Definicdo 1.3.2. Sejam (X,p) wm espaco de recobrimento de X e & € p~(x), com
v € X. Se pu(m(X,7)) € normal em m (X, z), onde py : m(X,%) — m(X,z) € o

homomorfismo induzido, dizemos que (X',p) ¢ um recobrimento regular de X.

Definicao 1.3.3. Uma aplicagao continua p : E — B tem a propriedade de
levantamento de homotopia com respeito a um espaco X se, dadas as aplicacies
continuas f' : X — E e F: X x I — B, onde F(x,0) = (po f')(x), para todo x € X,
existe uma aplicagao continua F': X x [ — E tal que F'(x,0) = f'(x), para todo z € X,
e(poF')=F.

Dai seque o diagrama comutativo

x—r.p
| 27
[ p
X xT—B

onde i : X — X x I aplica o ponto x em (x,0).

Lema 1.3.1. Sejam (X,p) um espago de recobrimento de X, &y € X e xg = p(Zo).
Entao para cada caminho [ : [0,1] — X com ponto inicial xo, existe um inico caminho

g:10,1] = X com ponto inicial &y tal que (pog) = f.
Demonstragao: Ver [12], pdgina 151, lema 3.1. O

Lema 1.3.2. Seja (X,p) um espago de recobrimento de X e sejam go, gy : [0,1] — X
caminhos em X o0s quais tém o mesmo ponto inicial. Se (pogo) ~ (pogr), entdo gy ~ g1;

em particular, go e g1 tém o mesmo ponto final.
Demonstragao: Ver [12], pdgina 152, lema 3.3. O

Lema 1.3.3. Se (X,p) ¢ um espago de recobrimento de X, entdo os conjuntos p~'(x),

para todo x € X, tém a mesma cardinalidade (nimero de elementos).
Demonstragao: Ver [12], pdgina 153, lema 3.4. O

Este nimero cardinal comum dos conjuntos p~!(z), com z € X, é chamado ntimero
de folhas do espaco de recobrimento (f( ,p). Por exemplo, dizemos um espago de reco-

brimento de n folhas ou um espaco de recobrimento de infinitas folhas.
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Definigao 1.3.4. Sejam (X1, p1) e (X5, p2) espacos de recobrimento de X. Um homomor-
fismo de (X1,p1) em (Xg,pg) ¢ uma aplicagio continua ¢ : X, — X, tal que o sequinte

diagrama € comutativo:

Ou seja, (p2 0 ) = p;.

Observacao 1.3.1. Note que a composi¢cao de dois homomorfismos € novamente um
homomorfismo, e que se (X,p) € um espaco de recobrimento, entdao a aplicacao identidade

id : X — X € um homomorfismo.

Definicio 1.3.5. Um homomorfismo ¢ : X1 — X, é chamado uwm isomorfismo se
existe um homomorfismo ¥ : Xo — X tal que ambas as composicies (o p) e (@o1)) sio
aplicacoes identidade. Dois espacos de recobrimento sao chamados tsomorfos se existe
um isomorfismo de um espaco ao outro. Um automorfismo é um isomorfismo de um

espacgo de recobrimento nele mesmo; este pode ser ou nao a aplicagao identidade.

Automorfismos de espagos de recobrimento sao geralmente chamados de
transformacoes de recobrimento. Observe que um homomorfismo de espagos de re-
cobrimento é um isomorfismo se, e somente se, ¢ um homeomorfismo no senso usual. O
conjunto de todos os automorfismos de um espago de recobrimento (X’ ,p) de X é ob-
viamente um grupo, munido da operagao composicao. Usemos a notagao A(f( ,p) para

denotar este grupo.

Proposicao 1.3.1. Seja G um grupo de homeomorfismos operando livremente no espaco
X. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1) X ¢é propriamente descontinuo.

X
2) A projecao canénica p: X — rel ¢ uma projecao de recobrimento.
Demonstragao: Ver [11], pagina 127, proposigao 5. O
Definicao 1.3.6. Uma aplicacao continua p : E — B € chamada uma fibrag¢ao se p
tem a propriedade de levantamento de homotopia com respeito a qualquer espaco. E €

chamado o espaco total ¢ B o espaco base da fibragio. Parab € B, p~'(b) é chamado
de fibra em b.
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Teorema 1.3.4. Uma projecao de recobrimento € uma fibragao.
Demonstragao: Ver [16], pdgina 67, teorema 3. O

Proposicao 1.3.2. Sejam Y um espaco topolégico conexo e localmente conexo por
caminhos, G um grupo de homeomorfismos de Y, Y sendo propriamente descontinuo
ep:Y — Y/G a projecio natural de Y em seu espago quociente. Entdo (Y,p) € um

recobrimento reqular de Y/G e G = A(Y,p).

Demonstracao: Ver [12], pagina 165, proposigao 8.2. O

1.4 O numero de Lefschetz

Sejam X um espago topolégico e f : X — X uma aplicacao continua. Entao, para
cada k, existe o homomorfismo induzido na homologia de X com coeficientes racionais,
far s He(X, Q) — Hi(X, Q).

Como Q é um corpo, temos que Hy(X, Q) pode ser visto como um Q - espago vetorial.

Se, para cada k € IN, Hi(X, Q) é finitamente gerado, temos que Hy(X, Q) possui uma
base finita.

Desta forma, para cada k, podemos escolher uma base para o espaco vetorial racional
Hi(X,Q) e associar a f,, uma matriz relacionada a sua base.

Denotaremos por tr(f.,) o trago desta matriz.

Definicao 1.4.1. Seja X um CW - complexo finito de dimensao n. Para uma aplica¢ao
f X — X continua, o nimero de Lefschetz A; ¢ definido como

n

> =Dkt ),

k=0
onde, para cada k > 0, fo. @ Hi(X,Q) — Hi(X,Q) € o homomorfismo induzido na

homologia de X com coeficientes racionais.

Observacao 1.4.1. E evidente que Ay depende somente da classe de homotopia de f,
pois se f e g sao aplicacoes homotopicas, temos que as aplicacoes induzidas f, e g, sao

iguais. Logo seus respectivos numeros de Lefschetz sao iguats, ou seja, Ay = A,.
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Definicao 1.4.2. Para um CW - complezo finito X, a caracteristica de Euler x(X)

é definida como sendo E (—1)"cp, onde ¢, € o niumero de n - células de X.

O sequinte resultado mostra que x(X) pode ser definida puramente em termos de
homologia e dai depende somente do tipo de homotopia de X. Em particular, x(X) é
independente da escolha da estrutura de CW em X.

Teorema 1.4.1. Seja X um CW - complexo finito. Entao

X(X) = (=1)"dimH, (X, Q) = A,

n

onde id : X — X € a aplicagao identidade.

Demonstracao: Ver [9], pdgina 146, teorema 2.44. O

Se M é uma variedade fechada (compacta e sem bordo), entao Hy (M, Q) é finitamente
gerado, para todo £ > 0. Assim podemos também definir o nimero de Lefschetz para

aplicagoes continuas f : M — M e a caracteristica de Euler de M.

Definicao 1.4.3. Sejam M uma variedade fechada de dimensao n e f : M — M uma
aplicag¢io continua. Para cada k > 0, seja fu, : H(M,Q) — Hi(M,Q) o homomorfismo
induzido em homologia com coeficientes racionais.

a) O ntmero de Lefschetz de [ ¢ definido por

n

Ap =) (=) r(fup)-

k=0
b) Se f =id: M — M, entao a caracteristica de Euler de M é definida por

n

X(M) = Aig =Y (~1)¥dimH(M, Q).
k=0

Observacao 1.4.2. Podemos também computar o nimero de Lefschetz usando homologia
com coeficientes inteiros. Se f : X — X é uma aplicacio continua, onde X é um
CW - complexo finito ou uma variedade compacta, entio Hy(X) € isomorfo a F & T,
onde F € um grupo abeliano livre de rank finito e T' € a parte de tor¢ao. Considerando
fur + He(X) — Hy(X), temos induzido um homomorfismo f,, : Hy(X)/T — Hy(X)/T
de grupos abelianos livres e podemos associar a ?* x uma matriz com entradas inteiras. O

numero de Lefschetz de f € dado por Ay = Z(—l)ktr(ﬁk), onde tr(f,,) denota o trago

k
da matriz de ﬂk
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1.5 Grau de uma aplicacao

Definicao 1.5.1. Sejam n > 1 e f : S — S™ uma aplicacdo continua. Escolha um
gerador o de H,(S™) ~ Z. Seja f., : Hy(S™) — H,(S™) o homomorfismo induzido.
Temos que fy,(a) = m.a,, onde m € Z. O niumero real m € o grau de f e é denotado

por deg(f).

Este niimero real é independente da escolha do gerador, pois

fin(—a) = = fi, (@) = —m.a = m.(—a).

Citaremos abaixo algumas propriedades do grau de uma aplicagao:
(1) deg(id) = 1, onde id é a aplicagao identidade;
(2) Se f,g:S™ — S™ sao aplicagoes continuas, entao deg(f o g) = deg(f) . deg(g);
(3) deg(c) = 0, onde ¢ denota a aplicagao constante;
(4) f e g sao aplicagoes homotdpicas < deg(f) = deg(g);
(5) Se f é uma equivaléncia de homotopia, entao deg(f) = +1.

Proposicao 1.5.1. Sejan > 0 e defina f : S™ — S™ por f(x1, ..., Tns1) = (=21, T2, ooy Tng1).
Entao deg(f) = (—1).

Demonstragao: Ver [17], pagina 26, proposigao 1.19. O



Capitulo 2

O Teorema Classico de Borsuk-Ulam

Neste capitulo veremos um teorema muito importante, demonstrado por K-Borsuk e
S-Ulam. Na primeira secao, veremos a demonstragao deste teorema para o caso par-
ticular de aplicacoes continuas f : S™ — S" ! onde n =1oun = 2.

Na segunda secao, daremos uma idéia da demonstracao deste teorema para o caso

geral e veremos algumas consequéncias interessantes do mesmo.

2.1 O caso particular

Definicao 2.1.1. Seja S™ a esfera n-dimensional. Para quaisquer inteiros positivos m
en, seja f: 8™ — S™ uma aplicacdo. Dizemos que esta aplicacao preserva pontos

antipodais se f(—x) = —f(x), para qualquer x € S™.

Teorema 2.1.1. Nao existe aplicacao continua f : S™ — S™ ! que preserve pontos

antipodais paran =1 oun = 2.

Demonstracao: Para o caso n = 1. Suponha que exista aplicaciao continua f : S* — S°

que preserve pontos antipodais. Temos que S! é conexo e
SP={reR]||z|=1}={-1,1}.

Observe que f ¢ sobrejetora, pois se x € S* e supondo f(x) = 1, temos
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Analogamente, se f(x) = —1, temos f(—z) = 1.

Como f é continua e S! é conexo, segue que S° é conexo. Mas isto é um absurdo, pois
S% nao é conexo.

Portanto nao existe tal aplicacao continua para n = 1.

Agora veremos a demonstracao para o caso n = 2. Suponha que exista uma aplicacao
continua f : S? — S que preserve pontos antipodais. Considere agora os espacos quo-
cientes de S% e S! obtidos pela identificacao de pontos antipodais. Estes espacos sao,
respectivamente, o plano projetivo real P? (S?/ ~) e o espago projetivo P!, o qual é
homeomorfo a S*.

Denotemos por py : S? — P2 e p; : S' — P! as aplicacoes naturais de cada espaco em

seu espago quociente. Logo py(z) =7 = {x, —z}, com z € §% e
pi(2)) =2 = {2/, —2'}, com 2’ € S*.

Seja G = {id,a}, onde id : S* — S™ é a aplicagao identidade e a : S — S™ é
a aplicagao tal que a(z) = —z, com n < 2. Temos que id e a sdo homeomorfismos.
Observe que G é um grupo de homeomorfismos e ainda G ~ Z,, pois (a o a) = id.

Definimos agora uma acao de G em S™ da seguinte forma:

GxS" — Sn
(id,x) +— id-x=1d(z)==x

(,z) — a-z=ar)=—x

Dado x € S™. Observe que a 6rbita G-z = {g-z | g € G} = {x, —x} e portanto
(S"/G) = (S") ~) = P",n<2.

Mostremos que a acao de G em S™ é propriamente descontinua, n = 1,2. Dado z € S",
temos « - x = a(x) = —z. Como x e —x s@o pontos antipodais em S™, claramente existe
uma vizinhanca U de z tal que a-UNU =0, poisa-U ={—y |y e U}.

Portanto a acdo de G em S' e S? ¢é propriamente descontinua.

Assim, usando a Proposi¢ao 1.3.2, segue que (S*,p;) e (S?,ps) sao espagos de reco-
brimento regular. Observe ainda que estes espagos de recobrimento sao de duas folhas

(pontos antipodais pertencem a mesma classe).
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Seja g : P? — P! tal que ¢(7) = f(z). Mostremos que g estd bem definida.
De fato, dados 7,7 € P%. Se T =7, entao {x, —z} = {y, —y}. Logo x =y ou z = —y.
Assim f(z) = f(y) ou f(z) = f(—y) = —f(y). Ou scja,

Portanto g estd bem definida. Considere o seguinte diagrama:

SQ*f>Sl

3 2

PQ?PI

Mostremos que este diagrama é comutativo. Dado = € S?, temos

(1o f)(@) =pi(f(2) = flz) e

(gop2)(x) = g(pa2(z)) = 9(T) = f(2).

Assim (p1 o f) = (g o pa).

Agora temos que g é uma aplicagao continua. De fato, seja U um subconjunto aberto
em P'. Como p; é continua, segue que p;'(U) é um subconjunto aberto em S'. Como
f é uma aplicacdo continua, temos que f~*(p;*(U)) = (p1 o f)~*(U) é um subconjunto
aberto em S

Pela comutatividade do diagrama, (g o py) 1 (U) = (p1 o f)~}(U). Portanto

FH ' (U) = (pro /)TN U) = (gop2) ' (U) = p3 ' (97 (V).

Dai, segue que p, ' (g~ (U)) é um subconjunto aberto em S%. Logo, como p, é aplicacdo
quociente, g~'(U) é um subconjunto aberto em P?. Portanto g é uma aplicacao continua.

Considere entao o homomorfismo induzido no grupo fundamental,
g : T (P?) — m(Sh).

Sabemos que 71 (P?) ~ Zy é ciclico de ordem 2 e m;(S') ~ Z é ciclico infinito. Assim
o homomorfismo g, deve ser o homomorfismo trivial. De fato, seja g, : Zo — Z o
homomorfismo. Temos que Zs é gerado por um ¢ tal que t* = 1 e g.(1) = 1. Suponhamos

agora que g.(t) = s*, tal que k # 0. Assim

9:(1) = gt - 1) = g:(1) - gi(t) = sost = s # 1, pois k # 0,
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o que é um absurdo.

Por outro lado, seja [a] uma classe de equivaléncia de caminhos em S? tal que os pontos
extremos destes caminhos sejam xg e —xp. Sem perda de generalidade, suponhamos que
a(0) =x¢ e a(l) = —xy.

Temos, por hipdtese, que f(—z9) = —f(xy). Logo os pontos extremos dos caminhos
da classe [(f o @)] = f.([a]) sao f(xo) e —f(z0), que sao pontos antipodais em S*.

Seja novamente o seguinte diagrama:

S2*f>51

| 2

pP?——p!
Definamos po, ([@]) e p1.(f<([@])) como sendo [(pz o @)] e [p1 o (f o )] respectivamente.
Temos que (py 0 @)(0) = pa(xg) = To = {x0, —x0} €
(p2 0 a)(1) = pa(—10) = —To = {0, —0}-

Portanto pa,([a]) = [(p2 © )] é uma classe de lagos com ponto base T, em P2

Temos também (py o (f o a))(0) = p1(f(x0)) = f(z0) €

(pro(foa))(l)=pi(f(=20)) = pi(—f(x0)) = f(x0).

Portanto p1,(f.([e])) = [p1 o (f o )] é uma classe de lacos com ponto base f(zg) em
St Logo pa.([a]) e p1.(f«([a])) pertencem, respectivamente, aos grupos fundamentais
T (P2, o) e m (ST, f(x0)).

Afirmamos que po,([a]) # 1 e p1,.(fi([a])) # 1. De fato, suponhamos que
p2.([a]) = 1. Logo [(p2oa)] = [cz,], onde ¢z, é 0 caminho constante no ponto Ty em P2, Daf
(p2 0 @) ~ g

Considere agora c,, o caminho constante no ponto xg € S%. Temos

pg*([chD = [(pZ © Cwo)] = [CEO]'

Logo (p20cs,) ~ ¢z,- Como (paoar) ~ ¢z, € (p20Cy,) ~ Czy, temos que (pao) ~ (P20cy, ).
Como o ponto inicial de a e ¢,, sao iguais, segue pelo Lema 1.3.2 que a ~ ¢,, € seus

respectivos pontos finais sao iguais. Mas isto é um absurdo, pois —xzy # xg. Assim temos

que po,([a]) # 1.
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Suponhamos agora que pi, (f.([a])) = 1. Logo [p1 o (f o )] = [cy], onde yo = f(x).
Assim py o (foa) ~ ¢,,. Observe que (foa) é um caminho em S* com ponto inicial f(z)
e ponto final —f(zo) = f(—xo).

Dado ¢f(4,) 0 caminho constante no ponto f(zg) € S', temos [(p1 © Cf(z0))] = [Cyol-
Logo (p1 © Cf(zg)) ~ Cyo-

Como pro(foa) ~ ¢y, € (P10Cs(my)) ~ Cyy, temos que py o (foa) ~ (p10cszy)). Como
o ponto inicial de (f o a) e cf(,) sdo iguais, segue pelo Lema 1.3.2 que (f o o) ~ cfay)
e seus respectivos pontos finais sdo iguais. Mas isto é um absurdo, pois — f(zq) # f(xo).
Assim temos que p1,(f.([a])) # 1.

Segue pela comutatividade do diagrama que g.(p2,([a])) = p1.(f«([@])), onde

g T (P%,T) — Wl(PI,M).

Assim g, leva po,([a]) # 1 em py,(fo([e])) # 1. Mas isto contradiz o fato de g, ser
trivial. Portanto ndo existe uma aplicacao continua f : S? — S que preserve pontos

antipodais. O

2.2 O caso geral

Nesta seccao veremos uma idéia da demonstracao do Teorema 2.1.1 no caso geral.

Teorema 2.2.1. Se f : S — S™ ¢é continua e preserva pontos antipodais, entao
n < m. Em particular, nao existe aplicagio continua f : S™ — S™ 1 que preserva

pontos antipodais.

Idéia da demonstracao: Dividiremos a idéia da demonstracao em trés passos.

Passo 1: Sejam a,, = (1,0,0,...,0) € S™ o ponto base de S™ e Z3 0 corpo com 2 elementos.
Seja p, : S™ — P™ a projecao quociente, que é uma aplicacao de recobrimento.
Provaremos primeiramente que, se o : I — S™ é qualquer caminho ligando a,, ao seu

antipodal —a,,, entao (p, o a) representa o elemento nao nulo de Hy(P",Zsy) ~ Zs.

Se a é o caminho usual ((t) = (cos7t,sin7t,0,...,0), com ¢t € [0,1] = I, entao 3
define um homeomorfismo 3 : (I,01) — (E,S%), onde E denota o hemisfério superior

fechado de S™.
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A projegao quociente py : S' — P! aplica (£}, S%) sobre (P!, P?), transformando S°
em um unico ponto.

Por resultados de homologia singular e de CW - complexos, pode-se mostrar que
p1, o Hi(EL, 8% Zy) — Hy(P', P° Zy) leva um gerador de Hy(E%,S° Zs) em um ciclo
fundamental para a 1-célula de P™. Além disso, a aplicacao identidade, considerada como
um 1-simplexo singular ¢ : Ay — I, gera Hy(I,0I,7Z5) e, portanto, o 1-simplexo singular
(profoi)=(p1of) gera Hi(P", ZLs) =~ Zs.

Assim (p,, o 3) representa o elemento nao nulo de Hy(P"™,Zs).

Considere agora um caminho qualquer « de a,, a —a, e também a 1-cadeia singular
(= (), onde 3 : [ — S™ tal que §(t) = (coswt,sinmt,0,...,0).

Como d(av — 3) = 0, temos que (o — 3) é 1-ciclo singular de S™. No caso n > 1, temos
H,(S™) = 0, e dai existe d uma 2-cadeia singular tal que (o« — ) = 9(d). Temos entao
Prs@ = B) = (u©@) = (B 0 B) = Pup(9(d)) = Dpug(d) = Ay o d), de modo que
(pn 0 @) € (pp o ) representam o mesmo elemento em Hi(P",Zsy) ~ Zs, ou seja, (p, o «)
gera H{(P",Zs).

Agora, se n = 1, usamos o fato de que a aplicacao p; : S' — P! tem grau 2. Como
(a — ) é um ciclo singular de S*, temos que o ciclo (p, o @) — (p, o 3) representa um
miltiplo par do gerador de Hy(P',Z,). Ou seja, (p, o) e (p, o 3) representam o mesmo
elemento em Hy(P',Z,).

Temos entao que (p, o a) gera Hi (P, Z,).

Passo 2: Seja f : " — S™ uma aplicacao continua que preserva pontos antipodais.
Considere p : S™ — S™ a rotagao que leva o ponto f(a,) no ponto base a,, de S™. Temos

que g = (po f) é continua. Além disso,

g(=z) = (po f)(=z) = p(—f(z)) = =(po f)(z) = —g().

Assim ¢ preserva pontos antipodais e temos também que g(a,) = a,.
Considere a aplicagao h : P* — P™, induzida por g, como mostra o seguinte diagrama
comutativo:

§n—2 gm

pni ipm

P ——P™



30

Temos h(p,(x)) = pm(g(x)). Mostremos que h, : H{(P",Zs) — Hi(P™,Zs) é nao
trivial. Para isto, seja & um caminho em S™ de a, a —a,. Desde que g preserva pontos
antipodais, temos g(—a,) = —g(a,) = —a,,. Assim (g o @) é um caminho em S™, com
(90 a)(0) = g(an) = am e (goa)(1) = g(—an) = —an.

Considere a aplicacao em nivel de cadeia, hy : Cy(P", Zy) — C1(P™, Zy).

Temos que hy((p, o @) = (pm © g 0 ). Assim, pelo passo 1, h, leva o gerador de
H,(P",Zs) no gerador de Hy(P™,Zs).

Passo 3: Seja k = m ou k = n. Por [15], Corolério 53.6, temos que existe um isomorfismo

natural

k* . HY(P* Zy) — Homg,(H\(P*,Zy), Z5).
Temos entao o diagrama comutativo,

HY(P™,Z,) L HY(P", Z,)

HOmZQ<H1(Pm, Zg), Zg) T> fIOﬂ’LZ2 (Hl(Pn, Zg), Zg)

onde (1) = (I o hy), para todo homomorfismo [ : Hy(P™,Zs) — Zs.

Como h, é nao trivial (pelo passo 2), temos que h* : H'(P™,Zy) — H'(P",Z,) é
também nao trivial.

Seja entao u € H'(P™, Zy), com u # 0. Entao h*(u) # 0. Como h* é um homomor-
fismo de anéis, temos que h*(u™) = (h*(u))".

Por [15], Teorema 68.3, temos que (h*(u))™ # 0. Assim u" € H'(P™, Zy) é nao trivial.

Segue do mesmo teorema que m > n, pois caso contrario terfamos u"™ = 0. O

Corolario 2.2.2. Seja f : S™ — R" uma aplicagio continua tal que f(—z) = —f(x),

para qualquer x € S™. Entdo existe um ponto x € S™ tal que f(x) = 0.

Demonstragao: Suponha o contrario. Ou seja, f(z) # 0, para todo x € S™. Seja

x € S™. Logo podemos definir uma aplicacdo g : S™ — S™"~1, onde

_ f=)
9@ = 1F@l

Temos que g é uma aplicacao continua, pois f o é. Mostremos que g é uma aplicacao

que preserva pontos antipodais. De fato, seja x € S,

flz)  —f@)  —fl@)  flx) _

A T T I R A
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Assim, pelo Teorema 2.2.1, temos um absurdo. Logo existe um ponto z € S™ tal que

f(z)=0. O
O corolario seguinte é conhecido como Teorema Classico de Borsuk-Ulam.

Corolario 2.2.3. Seja f : S™ — R™ uma aplicagcao continua. Entao existe um ponto

x € S™ tal que f(x) = f(—x). Em particular, f ndao € injetora.

Demonstragao: Vamos supor que, para cada ponto x € S™, f(z) # f(—z). Definamos

uma aplicagao g : 8" — R", onde g(x) = f(x) — f(—x). Entao

g9(=) = f(=x) = f(x) = —g(z) e g(x) #0,

para todo x € S™. Além disso g é continua, pois f o é.
Mas o fato de g(x) # 0, para todo x € S™, contradiz o Corolério 2.2.2. Portanto existe
um ponto x € S™ tal que f(z) = f(—=). O

Corolario 2.2.4. Nenhum subconjunto do R™ é homeomorfo a S™.

Demonstracao: Suponha que exista um subconjunto A do espago R™ tal que A seja
homeomorfo a S™. Logo existe uma aplicagdo continua e bijetora f : S™ — A. Sejam
i A — R™ a aplicacdo inclusdo e (i o f) : S — R™. Claramente (i o f) é injetora e
continua, pois f é continua, injetora e ¢ é continua.

Mas, pelo Corolario 2.2.3, temos que (i o f) nao pode ser injetora. Logo temos uma
contradicao.

Portanto A nao pode ser homeomorfo a S™. O



Capitulo 3

Acoes Livres e o Numero de

Lefschetz

Neste capitulo veremos um teorema que fornece uma relagao interessante entre acoes livres
de grupos finitos em variedades fechadas e o nimero de Lefschetz.

Antes de estudarmos este teorema, que serd de grande importancia no préximo capitulo,
necessitamos recordar alguns resultados da Teoria de Pontos Fixos. A referéncia principal

deste capitulo é o artigo [8], de D.H. Gottilieb.

3.1 O Indice de Pontos Fixos

Primeiramente definiremos o indice de ponto fixo de aplicagoes g : V' C R™ — R", onde

V é aberto.

Definicao 3.1.1. Seja V. C R™ um subconjunto aberto e g : V. — R™ uma aplicagao

continua. Dizemos que (R™, g, V) € uma terna admissivel se o conjunto,
Fiz(g) ={z eV | g(x) = z},
dos pontos fixos de g € compacto.

Observe que se i : V' — R™ denota a aplicacao inclusao, entao
(i—9) 7 (0)={z eV |(i-g)(z) =0} ={z € V| g(z) = 2} = Fiz(g).

32
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Dada a terna admissivel (R", g, V'), denotaremos por K o conjunto compacto Fiz(g).
Seja D uma bola fechada em torno da origem contendo K, isto é, K C D. Considere a
composta

(1)

H,(R",R" — {0}) (é) o,(R"R"— D) 2% H,(R"R"—K) =~ H,(V,V — K)

H,(V,V - K) =% H,(R"R" - {0}),
com (I) sendo isomorfismo, pois R” — {0} tem o mesmo tipo de homotopia de R" — D,
J« a induzida da inclusdo (R",R" — D) — (R",R" — K) e o isomorfismo (II) dado por
excisao (ver [17], pagina 45, teorema 2.11).

Como H,(R™ R™ — {0}) = Z, segue que a composta acima é, na verdade, um endo-

morfismo de Z. Logo este endomorfismo ¢ da forma
xr— I(R" g, V).x,
onde I(R™, g, V) é o tinico inteiro que determina o endomorfismo dado pela composta.

Defini¢ao 3.1.2. Chamamos de indice dos pontos fixos de g o inteiro I(R™, g, V),

denotado, quando ndo houver perigo de confusdo, simplesmente por I(g).

Proposicao 3.1.1. Sejam U C R*, U’ C R dois subconjuntos abertos e f : U — R",

g : U — R"™ aplicagoes continuas. Considere as aplicagoes compostas
(gof):V=f(U)—R"¢
(fog): V' =g (U) = R"

Entao Fix(go f) € homeomorfo a Fix(f og). Além disso, se estes conjuntos forem

compactos, temos também que I(f og) =1I(go f).

Demonstragao: Ver [7], pdgina 34, proposigao 4.10. O

Veremos agora a definicao de Indice de Pontos Fixos para aplicagoes definidas em

espagos mais gerais.

Definigao 3.1.3. Um espaco X C Y € dito um retrato de vizinhanga (em Y ) se
existem um aberto U C'Y tal que X C U C Y e uma funcao r : U — X, chamada de
retracao, tal que (r oi) = idx, onde i € a aplicagcdo inclusio, i : X — U, eidx € a

aplicacao identidade em X.
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Definicao 3.1.4. Um espago X € dito um retrato de vizinhanc¢a euclidiana (abre-
viadamente ENR) se X é homeomorfo a um retrato de vizinhanga Y C R", para algum

n.

Os espacos EN R sao muito importantes para uma generalizacao da defini¢ao do indice.

As variedades compactas sao exemplos de espacos ENR.

Definigao 3.1.5. Uma terna (X, f,U) ¢ dita admissivel se U C X ¢é um aberto,

f:U— X é uma aplicagao continua e Fix(f) € um subconjunto compacto.

Proposicao 3.1.2. Sejam Y um espago topologico, U CY um aberto ENR eh:U —Y
uma aplicacao continua. Entao

1) existe um aberto V.C R™ (n conveniente) tal que

h=(3oa): U - v L v

2) se Fix(h) é compacto, o indice de

(a0 B): B (U) — V CR"
esta definido e € independente da fatoragao de h, isto €, da escolha de o e (3.
Demonstragao: Ver [7], pdgina 44, proposi¢ao 5.9. O

Definig¢ao 3.1.6. Sejam (Y, h,U) uma terna admissivel, Y um espago topolégico, U C'Y

um aberto ENR e h : U — Y uma aplicagao continua. Assim temos que
I(Y,h,U) = I(R", (a0 3), 37 1(U)).

Observagao 3.1.1. Se Y = R", podemos escolher o aberto V.= U (que é obviamente
ENR) e tomarmos a = id, = h. Logo € visto que a defini¢io acima coincide com a

Definicao 3.1.2. Portanto a definicao dada realmente estende a anterior.

Proposicao 3.1.3. Sejam (Y,h,U) uma terna admissivel, Y um espago topoldgico,

UCY um aberto ENR e h: U —Y uma aplicacao continua.
(1) Se U = U Ui, com U; aberto, para todo i, e U;NU; N Fiz(h) =0, se i # j, entdo

=1

1) = 3" 1),
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(2) Se hy : U — Y ¢é uma homotopia, com 0 <t <1, (Y, hy,U) € admissivel, para todo t,
e U Fiz(hy) é compacto, entdo 1(ho) = I(hy).

t

Demonstragao: Ver [3], pagina 80, § C. OJ

Observacao 3.1.2. Nas hipdteses da proposicdo acima, item (1), se x; € um ponto fixo

de h, com z; € U;, denotaremos I(hy,) por I(h,x;).

A Proposicao 3.1.1 é uma propriedade do indice, chamada de comutatividade, o item
(1), da Proposigao 3.1.3, é uma outra propriedade do indice, chamada de aditividade e

o item (2), da Proposigao 3.1.3, é a propriedade chamada de invariancia homotépica.

Teorema 3.1.1. (Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz) Se X é um CW -complezo

finito e f: X — X € uma aplicagao tal que Ay # 0, entao f tem pelo menos um ponto

fixo.

Demonstragao: A demonstracao deste teorema pode ser encontrado em [4]. 0J

Teorema 3.1.2. (Lefschetz-Hopf) Sejam X um espagco ENR compacto e f: X — X

uma aplicagao continua. Entio I(f) = Ay.

Demonstracao: Ver [5]. O

3.2 O Resultado Principal

O nosso objetivo, nesta seccao, é demonstrar o resultado principal do capitulo que, sob
certas hipdteses, relaciona a ordem de um grupo G que atua livremente em uma variedade
fechada M com o ntumero de Lefschetz de uma aplicacao equivariante f : M — M.

Antes disto, veremos algumas definicoes e resultados que serao utilizados na
demonstracao do teorema.

Sejam M uma variedade fechada (compacta e sem bordo), que tem a estrutura de um
CW - complexo finito, e G um grupo finito atuando livremente em M. Seja f: M — M
uma aplicagao continua e equivariante.

Considere o espaco de 6rbitas % e a aplicacdo f : % — % definida por

f(G.x) = G.f(x). Temos que f estd bem definida, pois se G.z = G.y, com z,y € M, logo
f(G.x) = f(G.y).



36

Como f é uma aplicacdo equivariante, segue facilmente que G.f(z) = G.f(y) e pela
definicdo de f, temos que f(G.z) = f(G.y).

Considere agora o seguinte diagrama,

Mt
M M
G 7 G

M
onde m: M — Yelk definido por 7(x) = G.x, é a projegao quociente.

O diagrama acima é comutativo, pois

(mo f)(x) =7(f(x)) =G.f(x) = f(Gx) = f(xn(x)) = (fom)(x).
Como G é um grupo finito, temos que o grupo formado pelos homeomorfismos
g: M — M, onde g(z) = g.x (g atuando em x), com z € M, é também finito. Como G
atua livremente em M, segue que M é propriamente descontinuo.
Portanto, através da Proposicao 1.3.1, concluimos que 7 : M — %, onde 7(z) = G.z,
com x € M, é uma projecao de recobrimento. Logo, pelo Teorema 1.3.4, temos que 7 é

uma fibracao.

M
Dai — tem estrutura de CW - complexo finito e por [7], pdgina 64, teorema 8.10,

G

segue que existe h : reRmerel tal que h ~ f e Fiz(h) é um conjunto finito.

Partindo destas consideragoes, demonstraremos alguns lemas:

Lema 3.2.1. A aplicagao h : relndrel se levanta a uma aplicacio h: M — M equivari-

ante tal que h ~ f.

Demonstragao: Veremos dois modos de demonstracao deste lema, um mais detalhado
e a outro mais sucinto.

— M
Primeiro modo: Seja H uma homotopia entre f e h. Logo H : — x [0,1] — — é uma

G G

aplicacdo continua, H(Z,0) = f(Z) e H(Z,1) = h(T).

Considere o diagrama comutativo:

ML
M M
G 7 G
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Como 7 é fibragao, para qualquer homotopia H' : M x[0,1] — % comecando em (7o f)
(isto é, H'(x,0) = (mo f)(z), para todo = € M), existe uma homotopia H : M x[0,1] — M
comecando em f (isto é, H(z,0) = f(z), para todo = € M) tal que 7 o H = H'.

Seja a composta,

s M M
Mx[0,1] =2 il =

5X[0’1] —
(z,t)  +—  (7(2),t) — H(x(z),t)

e tome H' = H o (m,id). Observe que

H o (m,id)(2,0) = H(n(z),0) = f(r(z)) = (fom)(x) = (7o f)(x).

Assim existe uma homotopia H : M X [0,1] — M comecando em f tal que

(mo H) = H o (m,id). Dai temos o seguinte diagrama comutativo:

M x[0,1] % )
(ﬂ,id)l l?‘(

x [0,1] 77— M
ER e

Como H comeca em f, temos que H(z,0) = f(z), para todo = € M.
Tomemos h(x) = H(x,1), com z € M (h: M — M).
Observe que H : M x I — M é uma homotopia tal que H(z,0) = f(x), para todo

z€M,e H(z,1) = B(x), para todo x € M. Logo concluimos que f ~ h.

Seja agora o seguinte diagrama:

Ml 0y
M M
G " G

Mostremos que h se levanta a h, ou seja, que o diagrama acima é comutativo. Para

todo z € M temos
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Portanto segue que (7 o h)(z) = (h o 7)(x), para todo = € M.

Sendo M um G-espago, f : M — M uma aplicagdo equivariante, f : —

Ql=

M

G )
_ M M _ <

com f(G.x) = G.f(x), e H : Velke 0,1] — o com H(z,0) = f(T), para todo
M ~

T € —, segue por [2], pagina 97, Teorema 7.3, que h é equivariante.

G

M M —
Segundo modo: Seja H : rel X I — el uma homotopia entre f e h. Logo
H(z,0) = 7(®) ¢ H(E. 1) = h(@),

para qualquer T € %
Do fato de M ser variedade compacta, G um grupo finito, f uma aplicacao continua
equivariante e a agao de G em M ser livre, temos que as hipdteses do Teorema 7.3 de [2]

sao satisfeitas. Logo, por este teorema, existe uma homotopia equivariante
H:MxI—M

com H(x,0) = f(z), para todo = € X, tal que o seguinte diagrama

-

M % [0,1] 7~
(w,id)l ™

X [0,1] 77— M
G TH G

é comutativo.
Considere h : M — M dada por ;L(x) = H(x,1), para cada z € M. Temos que hé

equivariante, pois H é homotopia equivariante, e

(moh)(z)=(mo ]:I)(x, 1) =(Ho (m,id))(z,1) = H(n(z),1) = h(n(x)) = (hom)(z).

Ou seja, existe h : M — M equivariante tal que i ~ f e o seguinte diagrama

My
M M
G " G

é comutativo. O
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Observacdo 3.2.1. Como h ~ f, concluimos pelo item (2), da Proposicio 3.1.3, que

I(h) = I(f).

Lema 3.2.2. Se T = G.x € fizo por h, ou seja, h(T) =T, e T = {z,21,...,T)¢-1} € a

orbita de x, entio T = {x,x1,...,2|g-1} € invariante por h.

Demonstracgao: Seja z; pertencente a érbita de x. Logo existe g € G tal que z; = g.x.

Dai h(z;) = h(g.z). Agora

h(z;) = (m o h)(z:) = m(h(z;)) = w(h(g.x)) =
= h(n(g.z)) = h(G.(g9.x)) = h(G.x) = h(T) = =.
Assim segue que h(z;) € T e portanto T = {z, z1, ..., T|c|-1} € invariante por h. O

Lema 3.2.3. A aplicacdo continua h restrita & drbita de x, ou deiza todos os pontos fixos

ou nao deira pontos fixos, isto €, B|§ =1id ou iz(xl) #+ x;, para qualquer x; € T.

Demonstragao: Suponha que exista x;, € T tal que iz(xk) # x1. Temos que existe g, € G
tal que xp = gp.x. Assim h(zy) = h(gp-z) = gp.h(z) # gr.x € temos entio h(x) # .

Seja x; € T. Logo existe g; € G tal que z; = g;.x. Assim

hz;) = h(g;.x) = gi.h(z) # g = ;.
Portanto ﬁ(ml) # x;, para qualquer x; € T. O
Vamos agora ver o resultado principal do capitulo.

Teorema 3.2.4. Sejam M wuma variedade fechada, que também é um CW - complexo
finito, e G um grupo finito atuando livremente em M. Considere f : M — M uma

aplicagao equivariante. Entao |G| divide Ay.

Demonstragao: Nas hipoteses do teorema, de acordo com as consideracoes anteriores,
temos h : rel — Yelk que pelo Lema 3.2.1, se levanta a h:M— M equivariante, com
h~ f.

Se h ndo tem pontos fixos, isto é, iL(.T) = x, para todo x € M, entao I(ﬁ) =0 (pelo

Teorema 3.1.1 e Teorema 3.1.2). Assim, como h ~ f, temos pelo item (2), da Proposicao
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3.1.3, que I(h) = I(f) = 0. Dai, como I(f) = Ay (ver Teorema 3.1.2), temos que |G|
divide Ay.
Agora vamos supor que h tenha pontos fixos. Observe que, se = é ponto fixo de h,

entdao como (o h) = (h o), temos
h(z) = h(n(2)) = n(h(x)) = n(x) = T.

Assim A também possui pontos fixos.
Pelo Lema 3.2.3, podemos considerar =i, To, ..., T, 0s pontos fixos de h, de forma que

cada elemento de cada orbita T;, com ¢ = 1, ..., n, seja fixado por h.

N G A
Seja T; = G.x; = {z}, 27, ,xl '} uma destas érbitas,

i2
i

2

Dados z}' e x;* elementos pertencentes a Z;. Temos h(z}') = zi', h(z}?) = x* e

I(fNL, Tt = I(ﬁ, z!?), pois o indice em cada ponto de uma érbita é o mesmo.
Assim seja k; o indice de h em cada elemento da 6rbita 7;, com i = 1,..., n. Segue que

G
w) =Y I(hal)=ki+..+k =|Glk.

J=1

I(h

n

Agora I(h) = Z I(h

=1

z,) = |Glk1 + ... + |G|k, = |G|(k1 + ... + k). Dai temos que |G|

divide I(h).

Mas I(h) = I(f) e pelo Teorema 3.1.2, temos que I(f) = Ay. Logo I(h) = Ay.
Assim temos que |G| divide Ay. O

Corolario 3.2.5. Se M é uma variedade compacta, também um CW - complexo finito, e

G € um grupo finito atuando livremente em M, entao |G| divide x(M), a caracteristica

de Fuler de M.

Demonstracao: Seja id : M — M a aplicagao identidade. Pelo item b), da definigdo
1.4.3, segue que A;q = x(M) (M é uma variedade compacta).

Sejam g € G e x € M, entdo id(g.x) = g.x = g.id(x). Portanto id é uma aplicagao
equivariante continua.

Logo, pelo Teorema 3.2.4, |G| divide A;q = x(M). O

Corolario 3.2.6. Sejam M é uma variedade compacta, que também é um CW - complexo

finito, e G um grupo finito nao trivial atuando livremente em M. Considere f : M — M
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uma aplicacao continua e equivariante. Entao f nao pode ser homotopica a uma aplicacao

constante.

Demonstracao: Suponhamos que f seja homotdpica a aplicacao constante. Temos que,
se ¢ é a aplicacdo constante, entdo I(c) = 1 (ver [7], pagina 64, exemplo 8.9, item (b)).

Pelo Teorema 3.1.2, Ay = I(f), e como f ~ ¢, segue que I(f) = I(c) = 1. Portanto
Ay = 1. Mas, pelo Teorema 3.2.4, |G| divide Ay = 1.

Dai segue um absurdo, pois G' nao ¢é trivial. O

Corolério 3.2.7. Se G € um grupo finito, ndo trivial e atua livremente em S**, entao

|G| = 2.
Demonstragao: Como 52" é um CW - complexo finito, temos

X(X) =) (=1)"dimH,(X,Q) = Aia.

n

Assim x(S*") = 2. Pelo Corolario 3.2.5, |G| divide x(S**) = 2. Mas como G ¢ nao

trivial, temos que |G| = 2. O



Capitulo 4

Alguns Teoremas do Tipo

Borsuk-Ulam

Neste capitulo veremos alguns teoremas do tipo Borsuk-Ulam. Antes disso, na secao 1,
vamos estudar, sob certas hipdteses, a relagao entre acoes basicamente livres de grupos
finitos no R™ e o determinante da matriz de uma transformacao linear 7" : R® — R™.
Como consequéncia desta relacao, veremos, na secao 2, um teorema que sera impor-
tante na demonstragao de alguns teoremas do tipo Borsuk-Ulam. A referéncia principal

deste capitulo é o artigo [8], de D.H. Gottilieb.

4.1 Acoes basicamente livres e transformacoes li-
neares equivariantes

Definicao 4.1.1. Dizemos que um grupo finito G atua basicamente livre em R" se

ele atua fielmente em R™ e livremente em (R™ — {0}).

Definicao 4.1.2. Seja G um grupo atuando a esquerda no R™. Dizemos que uma trans-
formagao linear T : R — R™ comuta com a ac¢ao de G se T(g-x) = g-T(x), para todo

x € R" (ou seja, T é equivariante).

Lema 4.1.1. Dada qualquer transformagao T : R"™ — R", denote por [T| a matriz de T

42
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em relagao a base canonica do R™. Considere os conjuntos
GL(R,n)" ={T:R* - R" | T é linear e det[T] > 0} e

GL(R,n)” ={T:R" = R" | T € linear e det[T] < 0}.

Entao GL(R,n)* e GL(R,n)~ sdo duas componentes conexas por caminhos de
GLR,n) ={T:R" — R" | T € linear e det[T] # 0}.
Demonstracao: Considere a fungao determinante

det: IM,(R) — R
M —  detM

onde M ,(R) denota o conjunto das matrizes n X n com coeficientes reais.
Temos que (R — {0}) possui duas componentes conexas, (0, +00) e (—00,0). Observe
que

det™* (R —{0}) = M,(R) — {M € M,(R) | detM = 0},
det™ ((0,4+00)) = {M € M,(R) | detM > 0} ~ GL(R,n)" e
det™ ((—=00,0)) = {M € M,(R) | detM < 0} ~ GL(R,n)".

Como a fungao determinante é continua, segue que GL(R,n)* e GL(R,n)~ sao con-
juntos abertos em M ,(R), pois (0,400) e (—00, 0) sdo abertos em R. Identifiquemos uma
matriz M com uma transformacao linear T, : R” — R”, tal que [T)] = M.

Mostremos que GL(R,n)* é conexo por caminhos. Ou seja, mostremos que para
qualquer Ty, € GL(R,n)", existe um caminho ligando T); & transformacao identidade,
denotada por 1.

Como detM > 0, segue que Ty € inversivel.

Agora sejam id : R — R" a transformacao identidade e [id] = I.

Seja © = (z1,...,x,) € R". Como R™ é convexo, segue que o segmento ligando = a
Ty (x) € R™, denotado por [z, Ty ()], estd contido em R™.

Assim, para cada x = (x4, ..., z,) fixo, defina v : [0,1] — GL(R,n)" por

v(#)(x) = t. Ty (z) + (1 — t).z.
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Claramente v é continua, para cada t € [0, 1], pois qualquer transformagao linear o é.

Observe que v(0)(z) = z, para qualquer z = (z1,...,2,) € R". Logo v(0) = id e
v(1)(z) = Ty (), para qualquer x = (x1, ..., z,) € R™. Portanto v(1) = Ty,.

Denotemos por [y(0)] e [y(1)] as respectivas matrizes das transformagoes v(0) = id e
v(1) = Thy. Assim det[y(0)] = detl > 0 e det|y(1)] = detM > 0.

Mostremos agora que det[y(t)] > 0, para qualquer ¢ € (0, 1).

Observe que (t)(z) = t.Ty(z) + (1 — t).x, com = = (x4, ...,x,) € R". Assim

(0] = .M + .1,

comte (0,1),0<a,f<lea+p=1.

Agora temos que det[y(t)] = (a)detM +(5")det] = (a*)detM + ™. Como detM > 0,
(a™) > 0e (8") > 0, segue que det[y(t)] > 0. Portanto det[y(t)] > 0, para todo t € (0,1).
Logo 7 é um caminho ligando T); & transformacao identidade. Assim GL(R,n)* é conexo
por caminhos.

Observe agora que

[ GLR,n)* — GL(R,n)~
a1 ... Qip —air ... —Q1p
>
Ap1 .. Qpp QAn1 e Apn

é claramente um isomorfismo (GL(R,n)" ~ GL(R,n)”) e portanto temos que GL(R,n)~

¢ também conexo por caminhos. O

Seja agora T' : R" — R™ uma transformagao linear. Como T'(0) = 0, considere a
restricao T' : (R" — {0}) — (R™ — {0}). Do fato de R™ — {0} ser homotopicamente
equivalente a S""!, podemos considerar T : S®! — S ! de forma que o diagrama
abaixo comute,

R" — {0} —/=R" — {0}

fi if

Snfl Snfl

T
onde f é uma equivaléncia de homotopia.

Definimos entao o grau de 7" como sendo deg(7T") = deg(T'), como na definigao 1.5.1.
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Lema 4.1.2. Sejam T : R" — R™ uma transformagao linear e [T) a matriz de T em
relacdo a base canonica. Entdo

det|T]

= — +1.
|det[T1]

deg(T)

Demonstragao: Consideremos primeiramente o caso em que
(1) det[T] > 0:
Temos, pelo lema 4.1.1, que GL(R,n)* e GL(R,n)~ sdo duas componentes conexas
por caminhos. Logo existe um caminho ligando T" a id, onde id ¢é a aplicacao identidade.
Seja 0 : [0,1] — GL(R,n)* tal que 6(0) = id e 6(1) = T. Considere agora
T,id:R"—{0} - R" —{0}.

Temos que T é homotopica a id. De fato, seja

0 (R™ —{0}) x [0,1] — (R" — {0}),

onde §(z,t) = 6(t)(x). Assim segue que §(z,0) = id(z) = z e é(z,1) = T(x), para
qualquer z € (R™ — {0}).

Dal, pela definigao 1.5.1, item (4), deg(T") = deg(id) =1 = %, pois det[T] > 0.
(2) Considere agora det[T] < 0:

Seja

T R" — R"
(1, ey Tp) — (=21, %2, ..., Ty)

uma reflexao.

Temos que det[r] = (—1). Portanto r € GL(R,n)~. Pelo Lema 4.1.1, GL(R,n)~ é
conexo por caminhos. Logo existe um caminho ligando 7" e r.

Seja i : [0,1] — GL(R,n)~ tal que n(0) =r e n(1) = T. Considere agora
T,r: (R"—{0}) — (R" —{0}).
Temos que T' é homotopica a r. De fato, seja
i (R*={0}) x [0,1] — (R" = {0}),

onde 7j(z,t) = n(t)(z). Assim segue que 7j(z,0) = r(x) e f(x,1) = T'(x), para qualquer
xz € (R" —{0}).

Como T é homotépica a r, temos por 1.5.1, que
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det[T]

deg(T) = deg (r) = (-1) = REIGI

pois det[T] < 0. O

Finalmente provaremos um resultado que ¢ uma aplicacao do Teorema 3.2.4.

Teorema 4.1.3. Se G ¢ um grupo que atua basicamente livre em R™ e se T : R® — R" ¢é
uma transformacgao linear que comuta com a agdo de G, entdao det[T] > 0 ou |G| =1 ou

2, onde [T indica a matriz de T em relacao a base candnica do R™.

Demonstracao: Vamos supor que |G| > 2. Temos que mostrar que det[T] > 0. Supo-
nhamos entao que det[T] # 0. Entao 7' é um isomorfismo (existe a matriz inversa de [17).
Logo T': (R* — {0}) — (R™ — {0}) é um homeomorfismo equivariante.

Como (R™ — {0}) tem o mesmo tipo de homotopia que S™~! segue que o nimero de
(n—1)
Lefschetz de T é dado por Ar = Z (=1)*tr(T,,,), onde T,y, : Hi(S™1) — Hp(S™1) (ver
k=0
Observagao 1.4.2).
Como Hy(S"™') = H, 1(S"™) = Z e Hp(S"1) = 0, para k ¢ {0,(n — 1)}, temos
que Ay = tr(Tyo) + (—1)" "tr(Ti(n—1)) - Do fato de Ty, ser um isomorfismo, segue que
det[T]
Ar=1 —1)"tdegT =1 —1)nt .
T + ( ) €g + ( ) |d€t[T]|
Agora se |G| > 2, entdo n tem que ser par. De fato, se n for impar, temos

x(S" ) = (=114 (=) 1 =2.

Pelo Corolario 3.2.5, segue que |G| divide x(S™1) = 2. Mas isto é um absurdo, pois

|G| > 2. Portanto n deve ser par.

det[T
Temos entao Ap = 1 — ]det{TL e assim A(T) = 0 ou A(T) = 2. Mas como |G| > 2,
e
temos que A s6 pode ser igual a zero, pois |G| divide Ar (pelo Teorema 3.2.4). Agora
det[T
como Ar = 0, segue que |dZt{T}| = 1. Portanto det[T] > 0. O

Teorema 4.1.4. Seja G um grupo finito atuando basicamente livre em um espago vetorial

V e seja W um subespaco proprio invariante. Entao qualquer aplicacao equivariante
fo(V={0}) - W

deve conter 0 na sua imagem.
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Demonstragao: Seja f: (V — {0}) — W uma aplica¢ao equivariante. Suponhamos que

0 ¢ Imf. Logo nao existe v € (V — {0}) tal que f(v) = 0. Seja

(iof): (V={0}) = (V—{0})

a composigao, onde i : (W — {0}) — (V — {0}) é a aplicagao inclusao.

Para todo g € G, temos (i o f)(g.v) = g.(i o f)(v). Portanto (i o f) é uma aplicagao
equivariante.

Considere dimV = n. Como W é subespaco proprio de V', segue que dimW < n.
Assim suponha dimW = m < n. Temos que (V — {0}) ~ (R™ — {0}), que tem o mesmo
tipo de homotopia que S™! e (W — {0}) ~ (R™ — {0}), que tem o mesmo tipo de
homotopia que S™~!. Portanto f : (V — {0}) — (W — {0}) pode ser vista como uma
aplicacao f: S" ! — Sm 1

Agora seja fu, 1y 0 Hy1(S"™') =R — H,_1(S™") = {0}. Como

(i o f)(v) =i(f(v)) = f(v), para qualquer v € (V' —{0}),

temos que (20 f)v(,_1) = fi(u_1). Agora como
(i o f)*(n—l) : Hn—l(Sn_l) - n—l(Sn_l)a

com (i o f)., (@) = k., onde o é um gerador de H,1(S""), segue que k = 0. Assim
deg(io f) = 0 = deg(cte), onde cte denota a aplicagdo constante. Temos entao que (io f) é
homotdpica a aplicagao constante. Mas isto é um absurdo, pelo Corolério 3.2.6. Portanto

existe v € (V — {0}) tal que f(v) = 0. O

4.2 Teoremas do tipo Borsuk-Ulam

Seja Zy = {1,t} o grupo ciclico de ordem 2. Considere em (R"™! —{0}) a Zy-acao definida
por L.z =z et.x = —z, parax € (R"™ —{0}). A 6rbitade z € (R""'—{0}) é o conjunto
Zox = {l.z,t.x} = {x,—z}. Como (R""' — {0}) tem o mesmo tipo de homotopia que
S™, podemos enunciar o Teorema Classico de Borsuk - Ulam da seguinte forma: “Se
[ (R™™ —{0}) — R" é uma aplicagdo continua, entdo alguma drbita da Zs-agao em

(R™*1 — {0}) ¢ aplicada em um tinico ponto de R™”.
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Seja & uma rafz k-ésima primitiva da unidade e considere o grupo {1,,£2, &3, ..., €81},
que é isomorfo ao grupo ciclico finito Z;,. Em C definimos uma Zg-acao pela multiplicagao
complexa &z, para j = 1,2,...,k e v € C. Podemos também definir uma Zj-acio em
C". Para cada (z1, ..., 2,) € C", definimos £°.(z1, ..., 2,) = (£".21, ..., £".2,) (a multiplicagao
usual entre nimeros complexos em cada coordenada).

Nesta secgao estudamos a situagao de uma aplicacao continua f : (C"™' —{0}) — C" e

em que condigoes uma érbita da Zj-acao em (C"* —{0}) é aplicada em um tinico ponto.
Teorema 4.2.1. Seja & uma raiz k - ésima primitiva da unidade. Seja

fr(Ct—{o0}) —C"
k
uma aplicagdo continua. Entdo existe v € (C"™ — {0}) tal que ng(flm) =0.
i=1

Demonstragao: Seja & uma rafz k - ésima primitiva da unidade. Logo {1,¢,&2, ..., &1}
é isomorfo a Zj (grupo ciclico de ordem k).

Temos que (C"™ — {0}) é isomorfo a (R**2 — {0}). Mostremos que Z; atua basica-
mente livre em C"*1L,

Sejau € (C""1—{0}). Logo u = (wy, ..., wn11), com w; € C, paratodoi = 1,..., (n+1).

Se g.u = u, com g € {1,&,€2,....£571} pela definicao usual de multiplicacio entre os
numeros complexos, claramente segue que g pode ter somente o valor 1. Logo Z; atua
livremente em (C™™ — {0}).

Agorasejamv € (C"™1—{0})eg € {1,£,€2, ..., talque g # 1. Como g # 1, temos
claramente g.v # v. Portanto Z; atua fielmente em C"*!. Assim Z; atua basicamente
livre em C"*!.

Agora C" pode ser visto como um subespaco préprio invariante de C**!, pois se w € C*
ege {1, ..., &1 entdo g.w € C™.

Considere a aplicagao

F. @©*-{0}) — C
T — Zé:if(fiff)

Vamos mostrar que F' é uma aplicagao equivariante. Seja £ € Z;. Entao
koo ko ()= (k4r)

F(gr) =) €f(€€a) =) &) =" Y 07 f(gr) =

i=1 i=1 )

I=(1+4r
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(k+r) (k+r) k (k+r)
= > e =€ Z ¢ =) & Z -
I=(1+r) =(1+r) I=(1+4r) =(k+1)
k r k
=&Y )+ €N fE) =DV f(E) = EF ().
I=(1+r) =1 =1

Portanto F' é uma aplicacao equivariante e pelo Teorema 4.1.4, segue que existe
k

z € (C"™1—{0}) tal que F(x) = 0, ou seja, existe x € (C"™'—{0}) tal que Zé’f(é":z:) = 0.
i=1

OJ

Observagao 4.2.1. Temos que (C"™1 — {0}) = (R*"*2 — {0}) e (R**2 — {0}) tem o

mesmo tipo de homotopia que S*"*1. Assim, pelo Teorema 4.2.1, seque que

k
> &f(¢'r) =0,
i=1

para algum x € S*"H e f: Sl — C" aplicacdo continua.
O conjunto {z,&x, &, ..., 5 Yo}, onde x € C*L, serd denominado uma k - érbita

em S+l

Corolario 4.2.2. Dado k > 2 e f : S** — C" wma aplicacdo continua, existe uma
k-orbita cuja imagem por f pertence a um hiperplano complexo de dimensdio (k —2).

k
Demonstragao: Pela Observacao 4.2.1, existe z € S?"*1 tal que Z@f(gzx) = 0. Seja
i—1
= f(&'z) € C". Considere o conjunto constituido de (k — 1) vetores

{(z1 — ), .o, (Tpo1 — Tk) }-

Este conjunto é linearmente dependente, pois

k k k k
DS (En) = (€)= D€ f(0) = ) _€fe) == &f(x) =
11— €Y
-6

Como o conjunto {(z1 — x), ..., (xx—1 — xx)} ¢ linearmente dependente, estes vetores

(484 4+ D) f(x) = — f(z) =0.

pertencem a um subespaco vetorial de dimensao (k — 2). Logo a translagao por xj deste

subespago é um hiperplano de dimensao (k — 2) que contém os pontos xy, ..., Tx_1, Tg. O
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Corolério 4.2.3. Dado k > 3 e f : 8™ — R™ wma aplicacdo continua, existe uma

k-orbita cuja imagem por f pertence a um hiperplano real de dimensao (k — 3).

Demonstracao: Seja f : 5" — R" — C". Logo existe z € S*"*! tal que
k —
> G f(Er)=0.
=1
Sejam & = (a; +1ib;) e f(&x) = x;, com j = 1,..., k. Segue que

k k k
j=1 j=1 J=1

k k
Portanto temos duas equagoes: g a;jr; =0e g bjx; = 0.

Jj=1 Jj=1
Usando o mesmo raciocinio do Coroldrio 4.2.2, vemos que os pontos z; = f({x),

g =1,... k, pertencem a intersecc¢ao de dois hiperplanos reais, cada um com dimensao
(k —2). A intersecgao destes dois hiperplanos nos d4 um hiperplano real de dimensao

(k —3). O

Corolario 4.2.4. Uma aplicacao continua f : S**' — R" leva uma 3 - 6rbita em um

ponto. ]

Corolério 4.2.5. Uma aplicacao continua f : S*"*' — R™ leva alguma 4-6rbita em um
ou dois pontos, de modo que dois pares de pontos antipodais sao cada um levados em um

ponto.

Demonstragao: Considere o conjunto {i = &, —1 = ¢, —i = £3,1 = £*} constituido por
4

todas as raizes do polinomio z* — 1. Logo Z Eif(€lx) = —izy + lzg +ixs — 1oy = 0, para
algum z € (C"™—{0}), onde z; = f(&'x), Z:T)lmz =1,...,4. Assim (xo—x4)+i(z3—21) =0
e portanto segue que x9 = 14 € T1 = T3.

Como z; = f(&x), com i = 1,...,4, temos que f(&2x) = f(&*z) e f(&'x) = f(&3n).
Logo f(—2) = f(z) e f(ix) = f(~iz).

Agora se f(x) # f(ix), entdo f leva a 4-6rbita {ix, —1z, —iz, 1z} em dois pontos
distintos. Mas se f(x) = f(iz), entdao f leva a 4 - érbita {ix, —1z, —iz, 1z} em um dnico

ponto. ]
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Teorema 4.2.6. Sejam p um numero primo e f : S™ — R" uma aplicagao continua. Se

n > r(p — 1), entdo existe uma p-drbita cuja imagem é um unico ponto.

Demonstragao: Sabemos que uma p-6rbita é o conjunto {x,&x, &%z, ..., 1z}, onde
x € S™. Este conjunto ¢ isomorfo a Z,.

Se p =2, entao n > r. Se n = r, temos o Teorema Cléassico de Borsuk-Ulam.

Sen >r,entdon =r+1, com ! > 1. Tome i : R” — R™ como sendo a aplicacao
inclusao.

Seja g = (io f) : S — R, Como g é continua, segue que existe r € S tal
que g(z) = g(—z). Portanto i(f(x)) = i(f(—x)), ou seja, f(z) = f(—z). Logo vale o
Teorema Classico de Borsuk-Ulam para n > r, ou seja, existe uma 2-6rbita cuja imagem
¢ um unico ponto.

Suponhamos agora p > 2. Temos que n deve ser impar. De fato, como p > 2 e p é
primo, temos que p ¢ um numero impar. Como Z, atua livremente em S™, pelo Corolé-
rio 3.2.7, temos que n deve ser impar.

Como r(p — 1) é par e n é impar, temos que n > r(p — 1).

Seja entdo n = 2k — 1, com k € Z. Logo f : S?**~1 — R",

Observe que C* ~ R*. Logo (C* — {0}) = (R?** — {0}) e (R* — {0}) tem o mesmo
tipo de homotopia que S?~1.

Defina agora g : (C* — {0}) — R", onde g(z) = Hsz(ﬁ) Claramente g é continua,
pois f o é.

Agora dobremos as dimensoes do dominio e contra-dominio de g e definamos a seguinte
aplicacao

G: (C*-{0}) — Cr(Cr~R%¥)
(21,22) = g(z1) +ig(z2)
onde (21, z) € CF @ C*F ~ C?*.

Pelo fato de g ser uma aplicacao continua, temos que G também é uma aplicagao
continua.

Definiremos agora uma outra aplicacdo. Seja F' : (C* — {0}) — C"®V tal que
F(2) = (G(2),G(2)%,...,G(2)P™"), onde v/ = (v],...,v]), com v = (vy,...,v,) e v; € C,

para todo ¢ =1, ...,7.
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Temos que 2k — 1 > r(p — 1). Logo 2k > r(p — 1). Seja & uma raiz p-ésima primitiva

da unidade. Como podemos ver C'»~1) < C», pelo Teorema 4.2.1, segue que existe

€ (C* —{0}) tal que Y _ € F(€iz) = 0.

i=1
Portanto

Z?’F@x) = (EG(x),EG(Ex)%, EG (Ex)?, ..., EG(Ex)P )+

2

+HE'G(Er), € G(E22)%, EC(), . EGE)P ) + ot

HETGE ), &G ) E T G ) € Qe ) )+

(G(z),G(z)?,G(x)?, ..., G(x)""1) = (0,0,0,...,0) (r(p — 1) coordenadas).

Assim segue as seguintes equacoes,

P
> EG(Er) =0
=1
N E€G(E)? =0
=1

S EG(E)? =0
1=1

>odaEay =0
=1

Ou seja, colocando z; = G(&'z) e 2% = G(&x)*, k= 2,...,p — 1, temos
p

i=1

zp: EZ:EZQ =0
i=1
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k

i

Desde que z; e

equacoes vetoriais.

Denotemos agora por x; a primeira coordenada do vetor z; = G(¢'z) € C7,

i = 1,..,p. Logo (z})F

k=2 ..p—1lei=1,..p.

Portanto, pelas equacoes anteriores, temos agora as seguintes equacoes,

= =2 =3 —p—1 1 /

@) +E @)’ + @) + . + & («

p—1)2 + (xp)2 =0

!

) HE P HE @) e+ ) ) =0

Desta forma, podemos escrever as equagoes acima em forma de matriz:

7y 2 Ty 7 ;2 0
(@) (@) (@) (@)’ _ |0

Epfl
R N A A T N R B

Como 1 —1—3—1—52 + ... —1—?)71 = 0, segue que

1 11 1 o] fe ] [of
x’l x; :U;_l x; EQ 0
(21)° () (2p-1)®  (x3)7 =10

Ep—1
R A A A T B I B K

é a primeira coordenada do vetor zf = G(¢'z)F € Cr,
p i

,com k = 2,...,p— 1, sao vetores. Temos que as equacoes acima sao

Cco1m

com
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Denotemos por A a matriz

1 1 1 1 1

4 £ 4

(@) (ah)? (€,)  (a)?
@ @ L (@t @)t ]

Observe que a matriz A acima é uma matriz de Vandermonde. Portanto o determi-

!

. , !/
nante desta matriz é dado por H(a:l — ;).
i>j
Podemos perceber, através de escalonamento e argumento de inducao, que a forma
escalonada de uma matriz de Vandermonde consiste de colunas e linhas compostas de
entradas com valores iguais a 1 ou 0.

Sabemos que £ é uma raiz p-ésima primitiva da unidade, assim os elementos do con-

junto {1,&, &2, ..., €771} sdo raizes do polindomio z? — 1.

P_1
Temos que ¢,(x) = ’ T = Pt 2P 2+ 4+ x4+ 1. Assim
x —_—
é‘p —1 p—1 p—2
(&) = 1 =T+ L+ L
,I‘p — 1 -1 =) ;. ,
Mas ¢p(z) = T = 7+ 2P+ ...+ x4+ 1 é irredutivel sobre QQ, para qualquer
'T JR—

p primo. Portanto a tinica soma com as raizes 1,&,£2, ..., P71 a qual se iguala a zero, é a
soma de todas elas (1 + &+ &2+ ... + P71 =0).

Dai, como a forma escalonada de uma matriz de Vandermonde consiste de colunas e
linhas compostas de entradas com valores iguais a 1 ou 0, segue que a forma escalonada

da matriz deve ser

11 1 11
00 ... 00
00 ... 00
00 ... 00
Mas isto acontece se, e somente se, 2, = Ty = ... = as;_l = x;.

Portanto segue que as primeiras coordenadas dos vetores x4, x9, ..., £, coincidem. Ana-

logamente obtemos o mesmo resultado para as j-ésimas coordenadas dos vetores x; e =¥,
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comi=1,...,pek=2,..,p—1 Logo concluimos que z; = z3 = ... = z,,. Ou seja,

G(z) = G(§x) = G(&x) = ... = G(&"'x) (%),

para algum z € C** — {0}.

Como z € (C** —{0}), temos que = = (21,22) € C* D CF e x = (21, 22) # (0,0).

Observe que

G(x) = g(21) +ig(z2),
G(&x) = g(€z1) +ig(€2), ..., G(EPa) = g(€ ' 21) 4+ ig(€7 ' 29).

Por (k) e pelo fato de z; # 0 ou z3 # 0, segue que

9(2) = g(€z) = g(&%2) = ... = g(€"12) (%),

para algum z € (C* — {0}).

Temos, por definicao, que

¢tz

"), g€ ) = e 1lef(ng o

9(=) = 2 (), 9(E2) = Nzl (- )-

Il 1€l

Ou seja,

9(z) == Hf( ) 9(&2) = [I[[ /( ) g(&'2) = |zl f(e )

Agora, por (x%), concluimos que

flo) = FE=

El Il

)= = f(& ),

)= (2 E

(&l

onde = e S,
2]

Portanto temos que f aplica uma p-érbita em um nico ponto.
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