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Resumo

O foco deste trabalho estd nos ntimeros primos, sobre os quais apresentamos algumas
propriedades, primos especiais, avancos recentes e alguns testes de primalidade que

detectam se um nimero é primo ou composto.

Palavras-chave: Teoria dos Nimeros, Niimeros Primos, Pequeno Teorema de Fermat,
Testes de Primalidade.



Abstract

Prime numbers have been studied for millennia and still hide many mysteries. The
focus of this work is on prime numbers. We present some properties, special primes,

recent advances and some primality tests that detect if a number is prime or composite.

Keywords: Number Theory, Prime Numbers, Fermat’s Little Theorem, Primality
Tests.
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Introducao

Desde a antiguidade o homem vem se utilizando da matematica para resolver pro-
blemas. Sejam eles de natureza pratica, como o célculo de areas para a agricultura e
transacoes comerciais, ou de natureza teoérica, como é o caso da busca pela resposta
do que é conhecido como o ultimo teorema de Pierre Fermat: "Nao existem inteiros
positivos z,y, z,n, onde n > 2, de modo que z" + y" = z"" [6].

Os primeiros a enxergar a matematica como algo maior do que uma ferramenta
para contagem e calculos simples foram os filésofos e matematicos gregos. Sendo os
principais nomes, que surgem como os grandes idealizadores da sistematizacao e abs-
tracao da matematica, Tales de Mileto e Pitagoras. Tamanha foi a importancia de
Tales e Pitagoras para o desenvolvimento da ciéncia, que até hoje suas descobertas sao
ensinadas aos jovens nas escolas.

A partir dos trabalhos dos pensadores gregos surgiu a Teoria dos Nimeros, o ramo
da matematica que se dedica ao estudo das propriedades dos nimeros inteiros, e que
serd estudada nesta dissertacao. O foco em especifico estara sobre os ntimeros primos,
base da Teoria dos Numeros, e que vem ganhando grande importancia na &area da
computacao, especialmente para a protecao a informacao.

Este trabalho foi dividido em quatro partes, um capitulo inicial sobre Teoria dos
Nimeros, onde veremos as propriedades basicas dos conjuntos dos nimeros naturais e
inteiros, e a definicao de nimeros primos e algumas de suas propriedades. No segundo
capitulo estudaremos alguns niimeros especiais, como é o caso dos primos gémeos, pri-
mos de Mersenne e os pseudoprimos, e também alguns dos testes que nos permitem
verificar se um determinado ntimero ¢ primo ou nao. Ja o terceiro capitulo é dedicado
a exposicao de avancos que ocorreram recentemente, inclusive com relacao a problemas
que permaneceram por algumas centenas de anos sem solucao. E, por fim, o capi-
tulo quatro é dedicado a atividades que envolvem ntimeros primos, e que ficam como

sugestao para serem utilizadas em sala de aula.



1 Teoria dos Numeros

Para que possamos compreender como funcionam os testes de primalidade que
serao apresentados no Capitulo 2, devemos primeiro estar familiarizados com a base da
Teoria dos Numeros. Neste capitulo serao apresentados topicos que sao imprescindiveis
para o estudo dos ntimeros primos, caso da divisibilidade, do mdzrimo divisor comum

e, principalmente, das congruéncias.

1.1 Numeros Naturais

Nesta secao apresentamos alguns resultados sobre os niimeros naturais, como suas
operacoes, axioma de inducgao e principio da boa ordem, divisibilidade, maximo divisor
comum e minimo multiplo comum.

Os ntmeros naturais podem ser desenvolvidos admitindo somente algumas de suas
propriedades mais simples. Estas simples propriedades conhecidas como Axiomas de
Peano, em homenagem ao matemaético italiano que, em 1899, inaugurou este processo,
podem ser anunciadas como segue.

Axiomas de Peano:

P)0eN
P,) Para qualquer n € N existe um tnico nx € N denominado o sucessor de n.
P3) para cada n € N temos nx # 0.
P,) Se m,n € N e mx = nx, entdo m = n.
P5) Qualquer subconjunto K C N que satisfaca (a) e (b) é igual a N.

(a) 1e K

(b) kx € K sempre que k € K

O axioma P5 é chamado de axioma de inducao, e é utilizado quando queremos

demonstrar que uma propriedade é valida para todos os ntmeros Naturais.

Teorema 1.1 (Principio da Boa Ordem). [16/

Todo subconjunto nao vazio de N possui um elemento minimo.
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1.1.1 Operacoes em N

Assumimos familiaridade com os conjuntos N = {0,1,2,3,4,--- } e N* = {1,2,3,4,--- }.
Abordaremos as propriedades das operacoes nos nimeros Naturais, que sao mais rele-
vantes para o estudo dos nimeros primos.

O conjunto N conta com duas operagoes basicas, a adicao(+) e a multiplicagao(-),

as quais tem as seguintes propriedades:

i) Ambas as operagoes sao bem definidas.

Vm,n,m' ' neN,sem=m'en=n',entaom+n=m'+n"em-n=m'-n'.
ii) Ambas as operagoes sao associativas.

Vm,n,s €N, temos (m+n)+s=m+(n+s)e(m-n)-s=m-(n-s).
iii) Ambas as opera¢oes sao comutativas.

Vm,neN temosm+n=n+mem-m=n-m.

iv) Ambas as operagées contam com um elemento neutro.
VmeN valemm+0=mem-1=m.

v) A multiplicagdo é distributiva em relacao a adigao.
Vm,n,s €N, temos m-(n+s)=m-n-+m-s.

vi) N é um dominio de integridade, ou seja, nao tem divisores de 0.

Vm,neN,sem-n=0entao m =0 oun=>0.

vii) Vale a tricotomia, ou seja, dados m,n € N vale uma, e apenas uma, das afirmagoes

abaixo:

em=n
e dse N n=m++s, ouseja, m & menor do que n e denotamos m < n.

e dseN*sm=n-++s, ouseja, m é mator do que n e denotamos m > n.

Definigao 1.1. [7/
Uma relagao R sobre um conjunto A ndo vazio € dita uma relacdo de equivaléncia
sobre A se, e somente se, R satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

Ou seja, valem
i) se x € A, entio x R x;
ii) sex,y € Aex Ry, entaoy R x;

iii) sex,y,z€ Aex Ryey R z, entao x R z.
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Definicao 1.2. [7]
Uma relagao R sobre um conjunto A nao vazio € dita uma relagao de ordem sobre
A se, e somente se, R satisfaz as propriedades reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Ou seja, valem

i) se x € A, entio x R x;
ii) sex,y€ Aex Ry, entdo x =y;
iii) sex,y,z€ Aex Ryey R z, entao x R z.

Uma vez conhecidas as propriedades de N, podemos demonstrar as seguintes pro-
posi¢oes, conforme [7]:

Proposicao 1.1. Vm € N, temos que m -0 = 0.

Demonstragao. Utilizando a propriedade v), temos:

m-0=m-(0+0)=m-0+m-0.

Caso tivéssemos m -0 =n > 0, terfamos m-0=m-0+n=m-0>m-0, o que é
absurdo.
]

Proposicao 1.2. A adi¢do preserva a relacao de igualdade e nela vale a lei do cance-

lamento. Ou seja, V m,n,s EN, m=n<=m+s=n+s.

Demonstracao. Como a adi¢ao é bem definida, a implicacado m =n=m+s=n-+s
j& esta comprovada.
Supondo entao que vale a igualdade m + s = n + s, nos baseamos na tricotomia e

devemos analisar cada uma das possiveis relacoes entre m e n.

i) Se m < n, temos n = m + r para algum r € N*. Assim sendo, temos m + s =
n+s=(m+r)+s=(m+s)+r, que é absurdo.

ii) Se m > n, temos m = n + r para algum r € N*. Assim sendo, temos n + s =
m+s=(n+r)+s=(n+s)+r, que é absurdo.

iii) m = n deve ser verdadeira, ja que as outras duas possibilidades da tricotomia se

mostraram falsas.

[]

Proposicao 1.3. A relagao menor do que (<) € transitiva. Ou seja, para todo m,n, s €

N, sem <n en <s, entao m < s.
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Demonstra¢ao. Sejam m,n,s € N, com m < n e n < s, pela propriedade vii) temos
n=m+res=n+s,comr,s € N. Logos=n+s=(m+r)+s=m+(r+s)=
m < 0.

m

Proposicao 1.4. A adicdo preserva a relacao menor do que e nela vale a lei do can-

celamento. Ou seja, ¥V m,n,s e N, m <n<=m+s<n-+s.

Demonstracao. Primeiramente, vamos supor que m < n. Neste caso, deve existir r €
N*, tal que n = m+r. Segue que n+s = s+n = s+(m+r) = (s + m)+r = (m + s)+r,
ou seja, m+ s <n+s.

Supondo agora que m—+s < n—+ s, vamos novamente analisar cada um dos possiveis

casos da tricotomia:
i) Se m = n, pela Proposi¢ao 1.2, teriamos m + o = n + o, o que é absurdo.
ii) Se n < m, terfamos n + s < m + s, como acabamos de demonstrar.

iii) Como as outras duas possibilidades se mostraram falsas, m < n deve ser verda-

deiro.

]

Proposicao 1.5. A multiplicacdo preserva a relacao de menor do que e nela vale a lei

do cancelamento. Ou seja, V mn eNeVse N m<n<m-s<n-s.

Demonstracao. Primeiramente vamos supor que m < n. Neste caso, deve existir r €
N*, tal que n = m+7r. Seguequen-s=s-n=s-(m+r)=s-m+s-r=m-s+s-r,
ouseja, m-s<n-s.

Supondo agora que m - s < n - s, vamos novamente analisar cada um dos possiveis

casos da tricotomia:
i) Se m = n, pela Proposi¢do 2.2, teriamos m - s = n - s, o que é absurdo.
ii) Se n < m, terfamos n - s < m - s, como acabamos de demonstrar.

iii) Como as outras duas possibilidades se mostraram falsas, m < n deve ser verda-

deiro.
O

Proposicao 1.6. A multiplicacdo preserva a relagao de igualdade e nela vale a lei do

cancelamento. Ou seja, V m,n € N, Vs e N*, m=n<= m-s=mn-s.

Demonstracao. Como a multiplicacao é bem definida, a implicaggo m =n = m-s =
n - s ja estd comprovada.
Supondo entao que vale a igualdade m - s = n - s, vamos novamente analisar cada

um dos possiveis casos da tricotomia:
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i) Se m < n, pela Proposicao anterior teriamos m - s < n - s, que é absurdo.
ii) Se n < m, teriamos um caso analogo ao m < n, outro absurdo.

iii) Como as outras duas possibilidades se mostraram falsas, m = n deve ser verda-

deiro.

]

Além das relagoes menor do que e maior do que, ha ainda as relacoes menor ou
tqual e mator ou igual, que sao denotadas, respectivamente, por < e >.

Podemos notar que a relacao < nao é uma relacao de ordem, pois ela nao ¢ reflexiva.
Mas a partir dela podemos criar uma outra relacao que é reflexiva, como definido a
seguir.

Dizemos que m é menor ou igual a n, ou n ¢ maior ou igual a m se m < n ou
m = n, e denotamos por m < n.

De maneira anédloga a relacao <, temos que m < n se, e somente se, existir » € N tal
que n = m+r. E podemos verificar se < satisfaz as trés propriedades que caracterizam

uma relacao de ordem.
i) ¥V m, m <m. (Reflexiva)
ii) Vm,n, m <nen<m = a=>b. (Anti-simétrica)
iii) Vm,n,s, m <nen <s=m<s. (Transitiva)

Com os elementos do conjunto dos nimeros Naturais é possivel realizar uma terceira
operagao, a subtracao, mas ao contrario da adicao e da multiplicacao nem sempre
o resultado de uma subtracao pertence aos Naturais . Sendo assim, dizemos que o
conjunto N ¢é fechado apenas para a adicao e a multiplicagao, mas nao para a subtracao.

Podemos definir a subtracao da seguinte maneira:

Definig¢ao 1.3. [7] Dados m,n,r € N com n = m+r, definimos a subtra¢io n menos
m como

n—m=r<—m-+r=mn

Podemos notar que a definicao exige que a igualdade n = m + r seja satisfeita, mas

essa ¢ a definicao de m < n, logo nao existe a subtracao m — n caso m > n.

Proposicao 1.7. [7] Dados m,n,s € N com m < n, vale a propriedade distributiva:

s-(n—m)=s-n—s-m.
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Demonstracao. Sabemos que se n > m, entao vale s-n > s-m, ou seja, s:n—s-m € N.

Partimos de n = m + r, com r € N, que é verdade pois m < n. Se multiplicarmos
ambos os lados por s, obtemos s-n=s-(m+7r)=s-n=s-m+s-r, que pode ser
reescrito como s-r =s-n — s - Mm.

Mas se substituirmos r por n — m, temos:

s-(n—m)=s-n—s-m.

1.1.2 Divisibilidade

Definigao 1.4. [7/

Sejam m,n € N, dizemos que m divide n, e denota-se m | n, quando houver ¢ € N
tal que n = m - q. Chamaremos m e q de divisores ou fatores de n e diremos que n €
maultiplo de m e q.

Caso nao exista q tal que n = m-q, diremos que m ndao divide n e denotaremos por

Proposicao 1.8. [7]V m,n € N* e 0 € N, sdo verdadeiras as afirmagoes a sequir:
i) m|m,1|mem]|O.
ii) Sem | n en| o, seque que m | o.

Demonstracao.

i) Como visto anteriormente, m =m -1,V m € N, logom | me 1| m.

Da mesma forma m -0 =0,V m € N, logo m | 0.

ii) Sem |nen|o, temosn=m-qgeo=n-r,comq,r € N. Se substituirmos n por

m - ¢ na segunda igualdade, teremos o = (m - q)-r =m- (q- ), portanto m | o.
]

Proposigao 1.9. [7/

Dados l,m,n,0 € N, com [l #0 en #0, temos quel |men|o=1-n|m-o.

Demonstra¢ao. Se | | m e n | o, entdo devem existir ¢, € N tais que m =1-q e
o=n-r. Temos entaom-o=(l-q)-(n-r)=(-n)-(q-r), ouseja, l-n|m-o.
O

Um caso particular especialmente importante dessa Proposicao ocorre quando o =

n. Assim temos [ |m =1-n|m-n,VneN*
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Proposigao 1.10. /7]

Dados m,n,o € N, com m # 0, que satisfacam m | (n+0). Entaom | n <= m | o.

Demonstra¢ao. m | (n + o) implica na existéncia de um ¢ tal que n +0 = m - ¢, da
mesma forma m | n implica na existéncia de um r tal que n = m - r. Se substituirmos
n na primeira igualdade, temos m-r+o0=m-q = m-r < m-q, o que implica em
r < q. Podemos concluir que o =m-q—m-r=m-(q—r), o que equivale a m | o.
A demonstracao da volta é anédloga, logo nao serd mostrada aqui.
m

Proposicao 1.11. /7] Dados m,n,0 € N, com m # 0 en > o, tais que m | (n — o).

temos que m | n <= m | o.

Demonstra¢ao. m | (n — o) implica na existéncia de um ¢ tal que n — o = m - ¢, da
mesma forma m | n implica na existéncia de um r tal que n = m - r. Se substituirmos
n na primeira igualdade, temos m-r—o=m-q=m-r=m-q+o=m-q<m-r,
o que implica em ¢ < r. Podemos concluir que o =m-r—m-q=m- (r —q), o que
equivale a m | o.
A demonstracao da volta é anédloga, logo nao serd mostrada aqui.
O

Proposicao 1.12. [7] Dados m,n,o0,a,b € N, com m # 0, tais que m | n e m | o,

entao m | (an + bo). E caso tenhamos an > bo, entdo m | (an — bo).

Demonstra¢ao. m | n e m | o implica na existéncia de ¢, € N tais que n = m-q e
o=m-r. Temos entdo a-m=+b-o=a-(m-q)+b-(m-r)=m-(a-q=+b-r), portanto
m|(a-qxb-r).

]

Proposigao 1.13. [7] Sejam m,n € N*, se m | n entao m < n.

Demonstra¢ao. m | n implica na existéncia de ¢ € N*, tal que n =m - ¢. Como g > 1,
temos m < m-q =n.

]

Divisao Euclidiana

No livro VII da sua obra "Os elementos" Euclides enuncia o que conhecemos como
"algoritmo de divisao Euclidiana", sem no entanto demonstré-lo. Veremos a seguir

uma possivel demonstracao.

Teorema 1.2. [7]
Sejam m,n € N, com 0 < m < n. FEzxistem, e sao tnicos, q,v € N tais que

n=m-q-+r, comr <m.
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Demonstracao. Tomemos m, n satisfazendo as condicoes do teorema, e criemos o con-
junto A = {n,n —m,n —2m,n —3m,--- }.

Pelo Principio da Boa Ordem, existe um menor elemento no conjunto A, digamos
que seja n —m - q = r. Precisamos provar que r < m.

Caso m | n, entdao r = 0 < m. Caso contrario, entdo r # m, e ai bastaria provar
que 7 nao pode ser maior do que m.

Se r > m fosse verdadeiro, terfamos r = m + a para algum a € N*, mas como
r=n—q-m,resultaquer=m+a=n—qg-m=a=n—(¢g+1)-meAea<r, o
que contradiz o fato de r ser o menor elemento de A.

Temos, pela tricotomia, que r < m, e temos n =m-q+r, com r < m.

Para provar a unicidade, supomos que exista um segundo par ' e ¢ € N, que
satisfacga n =m - ¢ + 7', com " <m e r <r’. Como 1’ € A, temos que ' > r+m =
r’ > m, o que é absurdo, logo devemos ter r = r’.

Por fim, temosn—m-g=n—-m-¢d =m-q=m-¢ = qg=1¢.

Corolario 1.1. [7/
Dados m,n € N, com 1 <m <n, existe a € N tal quem-a<n<m-(a+1).

Demonstracao. Pelo algoritmo da divisao Euclidiana, devem existir ¢, € N tais que

n=m-q+r, comr < m. Basta tomarmos entao, a = ¢, assim teremos m - a < n,

uma vez que r > 0, e como m > r, teremos m- (a+1)=m-a+m>m-a+r=n.
O]

1.1.3 Maximo Divisor Comum

Dados dois ntimeros naturais m e n, chamamos de divisor comum qualquer a € N
tal que a | m e a | n. Dentre os divisores comuns de um par qualquer de nimeros,

existe um que apresenta algumas caracteristicas especiais.

Definicao 1.5. Sejam m,n,d € N, com m e n nao simultaneamente nulos, tais que

as sequintes condigoes sao satisfeitas:
i) d é divisor comum de m e n.
i) todo divisor comum de m e n divide d.

Damos a d o nome de mdximo diwvisor comum de m e n ou, simplesmente, mdc e

denotamos por d = mdec(m,n).

E a partir do conceito de mdc podemos definir um outro conceito muito importante,

e que serd utilizado na demonstracao de algumas propriedades do mdec.

Definicao 1.6. Dizemos que dois numeros m,n € N sao primos entre si quando

mdc(m,n) = 1.
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Exemplo 1.1. mde(21,143) = 1, logo 21 e 143 sao primos entre si, mesmo sendo eles,

isoladamente, nimeros nao primos, como veremos na secao 1.3.
As seguintes propriedades, com m,n € N, sao faceis de serem verificadas:
i) mde(m,n) = mde(n, m)
ii) mdc(0,m) =m
iii) mde(1l,m) =1
iv) mde(m,m) =m

Uma outra propriedade muito mais importante do mdc ja era conhecida por Eucli-
des.

Lema 1.1. /7] Dados m,n,a € N, com m < m-a < n, mde(m,n) = mde(m,n—m-a).

Demonstracao. Seja d = mde(m,n—m-a), temos qued |m=d|m-aed|n—m-a,
em particular, d | (n —m -a+m-a) = n, portanto d é um divisor de n também.

Se supormos que exista um nimero ¢ que seja divisor comum de a e b, temos que
¢|n—m-a,ecomod=mde(m,n—m-a), temos que ¢ | d, portanto d = mdc(m,n).

O

Esse lema foi utilizado por Euclides para criar o que conhecemos como algoritmo

de Fuclides para encontrar o mdc de dois niimeros quaisquer, que veremos a seguir.

Algoritmo de Euclides

Dados m,n € N, supomos, sem perda de generalidade, que m < n. Se m =1
ou m = n, ou ainda m | n, sabemos que mdc(m,n) = m. Suponhamos, entdo, que
1 <m < nequemtn. Pela divisao Euclidiana temos n = m - ¢; + r1, com r; < m.

Disso, temos dois possiveis resultados:

i) r1 | m, e pelo lema 1.3 r; = mdc(m,r)) = mdc(a,n — q - m) = mdc(m,n) e

encerra-se o algoritmo.

ii) r1 1 m, e entao efetuamos a divisao de m por r1, donde temos m = ry - go + 73,
com 1o < T1.
De onde podemos ter novamente dois resultados diferentes:

i") 1 | ro, e, novamente pelo lema 1.3, ro = mdc(r1,79) = mde(ry,m — qg - 11) =

mdc(ry,m) = mdce(n — ¢ - m,m) = mdc(n,m) = mdc(m,n), e encerra-se o

algoritmo.
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ii’) ro f 11, e efetuamos a divisao de r; por ro, donde temos 1 = ry - g3 + r3, com

ry3 < Tg.

Pelo principio da boa ordem sabemos que a sequéncia a > r; > ry > --- deve ter

um menor elemento, portanto teremos r; | 7,_1, o que implica que mde(m,n) = ;.

O algoritmo pode ser realizado de uma maneira pratica se, apos efetuarmos a divisao

n =m-q + ry, completarmos o diagrama a seguir.

qQ1
n|m
1
Em seguida efetuamos a divisao m = r; - ¢ + r2 e anotamos no diagrama os
resultados:
q1 | 92
n|lmj|nr
| T2

Esse procedimento se repete até encontrarmos o mdc(m,n).

qi | 42 |~ | di—1 q qi+1
ni|m|ry |- | r_a| r_1 | r=mde(m,n)
| T2 | T3 | T

Exemplo 1.2. Utilizemos o algoritmo de Euclides para encontrar mdc(724, 168).
724 =168 -4+ 52, r; =52
168 = 52 -3 + 12, 15 = 12
52 =12-4+4, 15 =4
Como 4 | 12, temos que mdc(724,168) = 4.

Exemplo 1.3. Calculemos agora mdc(935, 182).
935 =182-5+25, 1 = 25
182 =25-T+7, =7
20=T7-3+2,r3=2
7T=2-3+1
Como chegamos a um resto 1, concluimos que mdc(935,182) = 1.

Propriedades do MDC

Para demonstrar algumas propriedades do mdc utilizaremos o conjunto auxiliar J

definido a seguir.
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Definicao 1.7. Sejam m,n € N*, temos:

Jim,n) ={x e N"|Ja,beNz=am—bn}.
E facil notar que J(n,m) = {y € N* |3 a,b € N,y = bn — am}.
Lema 1.2. [7] J(m,n) = J(n,m) # 0.

Demonstra¢ao. Se tomarmos um ¢ € J(m,n) , teremos ¢ = a - m — b - n para algum
par a,b € N. Pela Propriedade Arquimediana, existem d,e¢ € N tais que  -m > b e

€-n > a. Sendo 0 = max{d, e}, temos 0 -m >be o-n > a, o que resulta em
c=a-m—b-n=a-m—b-n+(c-m-n)—(oc-m-n)

=n-(c-m—>b)—m-(oc-n—a)€ J(n,m).

A demonstracao da volta é completamente andloga, e portanto serd omitida.

Uma vez provado que J(m,n) = J(n,m), basta provarmos que J(m,n) # (). Para
isso basta tomarmos a = n+1 e b = m, assim teremos a-m—>b-n = (n+1)-m—m-n =
m-n+m-—m-n=m=m e J(a,b) = J(a,b) #0.

m

O proximo teorema mostra a existéncia do maximo divisor comum para todo m,n €

N

Teorema 1.3. [7] Dados m,n € N* e d o menor elemento de J(m,n), temos que:
i) d = mdc(m,n).
ii) J(m,n) é composto pelos miltiplos de d.

Demonstracao. i) Tomemos s divisor comum qualquer de m e n. Como s | m e
s | n, temos que s | am — bn, ou seja, s divide qualquer elemento de J(m,n) e ,

em particular, s | d.

Falta provar que d é divisor comum de todos os elementos de J(m,n). Suponha-
mos o contrario, existe ¢ € J(m,n), tal que d{ c. Neste caso, teriamos ¢ = dg+7r
para algum par ¢, € Ne com 1 <r < d.
Como ¢ € J(m,n), temos ¢ = am — bn e d = xm — yn para alguns a,b, x,y € N,
0 que resulta em

(am —bn) = (xm —yn)q +r

r = (am —bn) — (xm — yn)q

r=m(a—xq) —n(b—yq)

O que significa que r € J(m,n), mas isso é absurdo, pois r < d e d é o menor

elemento de J(m,n).
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i) E facil notar que V s € N, sd € J(m,n), pois sd = s(zm—yn) = (sz)m— (sy)n €
J(m,n). Ou seja, temos {sd : s € N} C J(m,n).
Por outro lado, como d divide todos os elementos de J(m, n), temos que J(m,n) C
{sd : s € N}.
]

Corolario 1.2. [7] Para todo m,n,l € N*, temos que mdc(lm,In) =1 - mdc(m,n).

Demonstra¢ao. Como (Im)a — (In)b = l(am — bn), temos J(Im,In) =1-J(m,n), e, em
particular, min J(Im,In) = min [ - J(m,n). Entao, pelo teorema anterior, concluimos

que mdc(lm,in) =1 - mde(m, n).

[
Corolario 1.3. [7] Dad € N, t d m " 1
.3. ados m, n emos mdc =1
’ ’ mdc(m,n)’ mde(m,n)
Demonstracao. Pelo Corolario anterior, temos
m n
d -md
mde(m, n) - mde (mdc(m,n)’ mdc(m,n))
= mdc (mdc(m, n)mdc(m, mE mde(m, n) mdc(m, n)) = mdc(m,n).
m n
Portant d =1.
ortanto mde (mdc(m, n)’ mdc(m,n))
[

Proposicao 1.14. [7] Dados m,n € N, a e b sdo primos entre si se, e somente se,

existirem z,y € N tais que xm —yn = 1.

Demonstra¢ao. Como m e n sdo primos entre si, temos mdec(m,n) = 1. E pelo teorema
anterior existem a,b € N tais que am — bn = mdc(m,n) = 1.
Por outro lado, se existirem a, b tais que am — bn = 1, e d = mdc(m,n), teremos
qued | (am—bn)=d|1=d=1.
]

Conhecendo o conceito de nimeros primos entre si e a Proposicao anterior, podemos

enunciar um lema muito util demonstrado por Euclides.

Lema 1.3 (Lema de Euclides). Sejam a,b, c € N, tais que a | bc e mdc(a,b) = 1, entao
a|c.

Demonstracao. Sejam d,x,y € N tais que ad = bc e ax — by = 1. Temos
c=c-1=claxr —by) = cax — cby = cax — ady = a(cx — dy).

Isso implica que a | c.
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E a partir do lema 1.3 podemos provar o seguinte Coroléario e a proxima Proposicao:

Corolario 1.4. [7/ Dados m € N, e n,o € N*, temos que n | m e o | m <

(toa) 1™

Demonstra¢ao. Se n | m e o | m, devemos ter a,b € N tais que m = an = bo, e,

consequentemente, a = .
q mdc(n, o) mdc(n, o)

Mas como md n 0 1, temos que n | e implica
mo mdc = mos que ——— | a, que impli
mdc(n,0)” mdc(n, o) ’ k mdc(n,o0) ' k P
ue o———— |om = ——— | m.
. mde(n, o) | mde(n, o) |

]

Proposigao 1.15. [1] Seja a € N. Entdao ¥ m,n € N temos que a | mn = a | m ou

a|n.

Demonstra¢ao. Vamos supor que a | mn e a{ m. Como a{ m, temos que mdec(m,a) =
1, e pelo lema 1.3 a | n.
]

1.1.4 Minimo Miltiplo Comum

Dados dois nimeros naturais m e n, chamamos de multiplo comum qualquer a € N
tal que m | @ e n | a. Cada par de ntimeros naturais apresenta infinitos multiplos

comuns, mas um deles em particular possui algumas caracteristicas especiais.

Definicao 1.8. Chamamos o menor niumero natural que € divisivel tanto por m quanto

por n de minimo mailtiplo comum entre m e n , e denotamos por mmc(m,n).

Proposicao 1.16. [7/
Dados m,n € N, existe mmc(m,n) e mde(m,n) - mme(m,n) = mn.

mn . n m
, entao temosa =m-———=n

D t ~ ) S . _ . e
emonstragao. Seja a mdc(m,n) mdc(m,n)’

mde(m, n)
ou seja, m |aen | a.

Seja ¢ um maultiplo comum de m e n, teremos ¢ = kym = kon, com ky, ks € N.
Podemos entao dividir ambos os lados da igualdade anterior por mdc(m, n), chegando

em
m n

L L YA CR—

Y mde(m, n) > mde(m,n)

m n

Sabemos, pelo Corolario 1.3, que mdc( ) =1, e pelo lema

mdc(m,n)’ mde(m,n)
1.3 temos que | k2, 0 que implica que a | ken = ¢, e portanto a | c.
mde(m,n)
]
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Temos entao uma forma simples de encontrar o mmec de dois nimeros, bastando
conhecer o seu mdc e o resultado da multiplicacao dos dois niimeros dos quais se deseja

encontrar o mmec.
Corolario 1.5. [7] Sejam m,n € N, primos entre si, temos que mmc(m,n) = mn.

Demonstracao. Pela Proposigdo anterior, temos que mdc(m,n) - mme(m,n) = mn.
Mas m,n primos entre si implica que mdec(m,n) = 1, logo mmc(m,n) = mn.
]

1.2 Congruéncias

O conceito de congruéncia e aritmética modular foi introduzido pela primeira vez
por Carl Friedrich Gauss, mateméatico alemao, em seu trabalho Disquisitiones Arihme-
ticae de 1801. A ideia de Gauss foi de trabalhar aritmética com os restos da divisao
Euclidiana por um numero previamente fixado. Esse tipo de abordagem foi impor-
tante para o desenvolvimento da Teoria dos Niimeros, e até mesmo a notacao original
de Gauss acabou persistindo até a matematica atual.

Para definir as congruéncias devemos primeiro conhecer o conjunto dos ntimeros
inteiros, que é definido usando a nocao de relacao de equivaléncia, e a relacao ~, como
veremos a seguir.

Dados dois pares (a,b) e ¢, d quaisquer em N x N, definimos ~ como
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c.

Verifiquemos entao se satisfaz as propriedades necessarias para ser uma relagao

de equivaléncia.
oV (a,b)eNxN a+b=b+a= (a,b)~ (a,b). (Reflexiva)
e (a,b)~(c,d)=a+d=b+c=c+b=d+a= (c,d) ~ (a,b). (Simétrica)

e Se (a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~ (e, f), temos a+d=b+cec+ f =d+ e, donde
obtemos a+d+ f=b+c+fec+f+b=e+d+0, resultando em a+d+ f =
et+d+b=a+ f=e+b= (a,b) ~ (e f). (Transitiva)

Sendo ~ uma relacdo de equivaléncia, podemos criar as classes de equivaléncia

(a,b) = {(z,y) e NxN: (z,y) ~ (a,b)}. E definimos o conjunto dos ntimeros inteiros
Z como

Z=NxN/~ ={(a,b) : (a,b € NxN).
Sejam m,n € Z. Definimos o conjunto
I(m,n) ={em+yn;x,y € Z}.

Note que m e n nao sao simultaneamente nulos, logo I(m,n) NN # (). De fato,

temos que m* +n* =m-m+mn-n € I(m,n) NN.
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Teorema 1.4. Sejam m,n € Z nao ambos nulos. Se d = min I(m,n) NN, entao
i) d é 0o mdc dea eb;
ii) I(m,n) =dZ ={ld;l € Z}.

Definigao 1.9. [16] Dizemos que dois niimeros inteiros a e b sao congruentes mddulo
m, com m > 0, quando m | (a —b), e denotamos a = b (mod m). Caso m 1 (a —b),

dizemos que a e b sdo incongruentes, e denotamos a %= b (mod m).
Exemplo 1.4. 5| (17 —2), logo 17 = 2 (mod 5).
Exemplo 1.5. 131 (172 — 27), logo 172 # 27 (mod 13).

Proposicao 1.17. [16] Para a,b € Z, vale a = b (mod n) se, e somente se, existir
l € Z tal que a = b+ Im.

Demonstragao. a = b (mod m) = m | (a — b), logo deve existir [ tal que (a — b) =
Im=a=0+1Im.
Por outro lado, se existe [ tal que a = b+ Im, temos Im =a —b= m | (a — b), ou
seja, a = b (mod m).
[

Proposicao 1.18. [16] Sejam a,b,c,m € Z, com m > 0, valem as seguintes proprie-
dades:

i) (Refleziva) a = a (mod m)
i) (Simétrica) a = b (mod m) = b= a (mod m).
iii) (Transitiva) Se a =b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod m).
Demonstragao. i) ¥V m € N*, temos que m | 0 = (a — a), logo a = a (mod m).

ii) a =b (mod m) = a — b = lm, para algum [ € Z. Multiplicando esta igualdade

por —1, temos b — a = (—I)m, portanto b = a (nod m).

iii) @ =b (mod m) = a = b+lym, paraalgum ly € Z, e b = ¢ (mod m) = b = c+lym,
para algum [, € Z. Entao

a+b=b+1lim+c+lom
=a+b—b—c=lim+1lm
=a—c=(lhly)m
= a=c+ (Lhis)m

= a = ¢ (mod n).
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Concluimos portanto que a relagao de congruéncia é uma relacao de equivaléncia.
Teorema 1.5. [16] Sejam a,b,c,m € Z, satisfazendo a = b (mod n), valem:
i) a+c=b+c (mod m).
i) a—c=b—c (modm).
i4i) ac = be (mod m).

Demonstracao. i) a = b (mod m) = a —b = Im, para algum [ € Z, mas como
a—b=a—-b+0=a—-b+(c—c)=a—-b+c—c=a+c—b—c=(a+c)—(b+c),
temos que (a+c¢) — (b+¢) =lm = a+c=0b+c (mod m).

ii) A demonstragao ¢ aniloga a do item 1i).

iii) Por hipotese temos que a — b = Im, para algum [ € Z. Entdo c(a — b) = clm =
ca — cb = (cl)m = ac = bc (mod m).
O

Teorema 1.6. [16] Sejam a,b,c,m € Z, satisfazendo a = b (mod m) e c = d (mod m),

valem:
i) a+c=b+d (modm).
ii) a—c=b—d (mod m).
iii) ac = bd (mod m).

Demonstracao. 1) a=b (mod m) =a—b=kmec=d (modm)=c—d=Im
para algum par k,l € Z, logo (a —b) 4+ (c—d) =km+Im = (a+c¢) — (b+d) =
(k+0D)m=a+c=b+d (modm)

ii) A demonstragao é andloga a do item 1i).

iii) Por hipotese temos que a —b = km e ¢ —d = Im para algum par k,l € Z. Temos
entdao que c(a —b) = ckm = ac — bec = ckm ¢ b(c — d) = blm = bc — bd = blm, e

(ac — bc) + (be — bd) = ckm + blm
= ac — bc + bc — bd = ckm + blm
= ac — bd = m(ck + bl)

= ac = bd (mod m).

Teorema 1.7. [16] Sejam a,b,c,m € Z, com ac = be (mod m), temos que a =
b (mod m/d), sendo d =mdc(| c|,| m |).
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Demonstra¢ao. ac = be (mod m) = ac — bc = ¢(a — b) = Im para algum [ € Z, e se
dividirmos cada lado da igualdade por d, temos g(a —b) = l% = % g(a —b), mas
como mdc (%, g) = 1, segue que % | (a—b) = a=0b(modm/d)

]

Proposicao 1.19. [16] Sejam a,b,m,n € Z, comn > 0 e a = b (mod m), temos

a” =b" (mod m).

Demonstragao. De a = b (mod m), segue que m | (a — b), e temos a identidade
a® —b" = (a—b)(a" P+ a2+ -+ ab"* + "), de onde podemos concluir que
m|a® —b" = a" =b" (mod m).

]

1.3 Numeros Primos

O ntmero p > 1 é um niimero primo se seus Unicos divisores sao =1 e £p. Qualquer
numero n > 1 tem pelo menos um divisor primo. Se n é primo, entao esse divisor primo
¢ o proprio n. De fato, se n nao é primo, seja a > 1 seu menor divisor, n = ab, onde
1 < a < b Se anao fosse primo, entdo a = ajay com 1 < a1 < ay < a e ai|n

contradizendo a minimalidade de a.
Exemplo 1.6. Os menores niimeros primos sao 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29...

Um niimero n > 1 que nao é primo ¢ chamado composto. Se n ¢ um nimero
composto, entdao ele tem um divisor primo menor que /n. De fato, como acima,
n=ab,onde 1 < a <beaéo menordivisor de n. Logo n > a?, e portanto a < \/n.

Essa ideia pertence ao matematico da Grécia Antiga Eratostenes (250a.C.).
Exemplo 1.7. Os menores niimeros compostos sao: 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18...

Teorema 1.8 (Teorema Fundamental da Aritmética). [1/
i) Para todon > 2, com n € N, temos que n pode ser escrito como
n=pi-pP2-P3: - Pk
onde os p;, 1 <1 < k, sao todos primos.

i) Sen=mp1-prPsc DE=q - ¢ 3 Gm, comp;, 1<i<kegq;,1<j<m
primos, e sepr < pp <p3 < . <preq <@ < q3< ... < gm, entao k =m e

P1=4q1, P2 =42, --- ; Pk = qk-

Demonstracao.
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i) Se n = p é um nimero primo, a afirmagao é claramente verdadeira. Suponhamos
entao que n seja composto, e que a afirmacao seja verdadeira para todo m,
1<m<n.

Tomando D = {d € N: 1 < d | n}, temos D # (0, pois n | n, logo n € D. Pelo
principio da boa ordem existe p; € D minimal. Temos que p; deve ser primo,
pois caso contrario teriamos p; = a - b, e como p; | n, seguiria que a | pe b | p, e

a|mneb|n,oque contraria a minimalidade de p;.

Sendo entao p; o menor divisor de n, temos n = p;-m, com 1 < m < n. Mas como
a afirmacao é verdadeira para todo m nessas condicoes, temos m = ps-p3-pa-... P-

Por fim, chegamos a
n=pr-m=p1-pP2-pP3-pPa-...* Pk

ii) Suponha pi - ps ps - pa- o Pr = G G2 3 G4 . Gs COM P1, P2, D3, Pty e
Pry 41592, 43, 44, -+, ¢s Primos e p; < pp < ... < p,,, bem como ¢; < g2 < ... < g
Como p; | n, temos p1 | ¢1-G2-q3-qs - ... - qs, € se aplicarmos a Proposi¢ao anterior
varias vezes, concluimos que p; deve dividir algum dos fatores de q1-q2-q3-q4- ... qs.
Ou seja, existe m, com 1 < m < s tal que p; | ¢,,. Como p; e g, sao primos.
temos p; = ¢, > ¢i1- Da mesma forma, ¢; | p; para algum [, 1 < [ < r e
q1 = pr > p1. Podemos renomear os primos de forma a obter p; = ¢, e assim

teremos

P2:-P3 i PDr=0Qq2°G3 " ... " (s.

Por inducao, podemos concluir que r —1=s—1—=r=sep;=¢;, V1 <i<r,

o que confirma a afirmacao.

1.3.1 Distribuicao dos Niimeros Primos

Uma vez definidos o que eram os nimeros primos, surgiu uma importante questao
acerca deles. Os gregos viam os ntimeros primos como "tijolos", a partir dos quais
seria possivel construir todos os outros ntimeros, mas até determinado momento nao
se sabia se havia uma quantidade limitada desses "tijolos", ou se eles eram infinitos.

Tal questao foi esclarecida por Euclides, com a demonstragao da Proposicao 20 do
livro IX dos "Elementos". Além de Euclides, varios outros matematicos propuseram
demonstragoes para esse problema, incluindo-se nessa lista grandes nomes, como Euler
e Goldbach.

A seguir veremos a Proposicao de Euclides e sua demonstracao traduzida do livro
"Os Elementos" de Euclides por Bicudo, I. [5]. Apresentaremos também uma demons-

tragao alternativa da infinitude dos primos.
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Proposicao 1.20. [5] Os nimeros primos sao mais numerosos do que toda quantidade

que tenha sido proposta de niimeros primos.

Demonstracdo. Sejam os ntmeros primos que tenham sido propostos A, B, C; digo que

0s numeros primos sao mais numerosos do que os A, B, C.

®
o

[ ]
Q

Fique, pois, tomado o menor medido pelos A, B, C e seja o DE, e fique acrescida a
unidade DF ao DE. Entao, o EF ou é primo ou nao. Primeiramente, suponha que EF
seja primo; portanto, os nimeros primos A, B, C, EF achados sao mais numerosos do
que os A, B, C.

Mas, entao, caso nao seja primo o EF; portanto, ¢ medido por algum ntimero primo.
Seja medido pelo primo G; digo que o G nao é o mesmo que algum dos A, B, C. Pois,
se possivel, seja. Mas os A, B, C medem o DE; portanto, o G também medird o DE.
E também mede o EF; e o G, sendo um numero, medird a unidade DF restante; o
que é absurdo. Portanto, o G ndao é o mesmo que algum dos A, B, C. E foi suposto
primo. Portanto, os nimeros primos achados A, B, C, G sao mais numerosos do que a

quantidade qua tenha sido proposta dos A, B, C; o que era preciso provar.
m

A demonstracao de Euclides se baseia mais em elementos geométricos, do que na

algebra, mas pode ser reescrita da seguinte maneira:

Demonstracao. Suponhamos que haja uma quantidade n finita de niimeros primos,
chamados p1, ps, p3, ..., Pn, € tomemos o nimero P = p;-ps-ps-...- p, + 1. Pelo teorema
fundamental da aritmética, P deve ser divisivel por algum p; € {p1, p2, p3, ..., Pn}, Mmas
comop | a+b=-p|aep|b, temosquep; | P =pi-paps-....pnt1=p; | p1-p2ps...pn
e p; | 1, 0 que é um absurdo, pois p; é primo.

Sendo assim, ou P é primo, ou existe algum outro nimero primo, além dos n

inicialmente conhecidos, e que divide P.
m

Uma outra demonstracao completamente nova foi dada por Leonhart Euler, nessa

demonstracdo ele relaciona os nimeros primos com a func¢ao ((s), s € C, criada por
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ele, mas que posteriormente viria a ser conhecida como a func¢ao zeta de Riemann:

1
¢)=11 =
p

Uma vez respondida essa questao, as novas perguntas que surgiram foram sobre a
frequéncia, organizacao e distribui¢ao dos primos. A ideia inicial para descobrir como
eles se organizavam foi de criar tabelas com todos os nimeros primos até um certo
valor e tentar encontrar alguma logica.

De posse das tabelas de primos, as primeiras tentativas foram no sentido de se
estudar as progressoes aritméticas e descobrir se era possivel utiliza-las como uma
forma facil de encontrar primos. Sendo que algumas progressoes bem triviais contém
uma quantidade infinita de primos, como é o caso em que temos o termo inicial a; = 1
earazaor = 2, {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21...}, onde os niumeros primos estao
em negrito.

E facil notar que a progressao descrita acima é composta por todos os nimeros
naturais fmpares, o que claramente nos daria todos os primos, a excecao do nimero
2. Além desta, é possivel provar, utilizando residuos quadraticos, que as seguintes

progressoes também nos fornecerao infinitos primos:
e a;=1ler=3:{1,4,7,10,13,16,19,22,25,28,31, ...}
e a;=1ler=4:{1,59,13,17,21,25,29,33,37,41, ...}
ea;=1ler=6:{1,7,13,19,25,31,37,43,49,55,61, ...}
e a;=350uT7er=8:{3,11,19,27,35,43,51,59,67,75,83, ...}
e a;=5T7ouller=12: {5,17,29,41,53,65,77,89,101,113,125, ...}

Assim como é possivel encontrar progressoes que contenham infinitos primos, exis-
tem progressoes que sao compostas exclusivamente por nimeros compostos. Como ¢é o
caso das progressoes com a; = 4 e r = 2, que é composta por todos o nimeros naturais
pares maiores do que 2. Da mesma forma, se tomarmos a; composto e 7 nao primo
com relacao a ap, teremos outras progressoes formadas apenas por nimeros compostos.

O fato de a; e r serem primos entre si esta diretamente ligado & existéncia ou nao
de nimeros primos na progressao. Isso foi comprovado pelo matemético belga Johann

Dirichlet em 1837, no seguinte teorema:

Teorema 1.9. [15] Ser > 2 e a; # 0 sao inteiros primos entre si, entao a progressao
aritmética

ay, a1 +1r,a1 + 2r,aq + 3r, ...

contém uma infinidade de nimeros primos.
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A demonstracao do teorema de Dirichlet para nimeros primos em progressoes arit-
méticas pode ser encontrada em Landau [10].

Infelizmente o teorema de Dirichlet sobre progressoes aritméticas nao da pistas
sobre quais termos da progressao serao primos ou nao. Porém é possivel provar que

podemos ter um intervalo entre dois niimeros primos tao grande quanto se queira.

Proposicao 1.21. [1/V n € N eziste k, € N tal que
kn+ 1, ky 4+ 2,k + 3,k + 1
500 compostos.

Demonstracao. Dadon € N, basta tomarmos k,, = (n+1)!+1. Desta forma garantimos

que k, é divisivel por 2, 3, 4, ... , n, ou seja
2| (n+ D) +2=Fk,+1,

3l(n+ 1) +3=k,+2,

n|(n+)+n==~k +(n-1),
(n+1) | (n+ )+ n+1) =k, +n,

e todos estes niimeros sao compostos.

O

Exemplo 1.8. Suponha que se queira criar um intervalo com pelo menos 1000 ntimeros
compostos consecutivos. Para tanto basta tomarmos o nimero 1001!, que é claramente
composto, e a partir dele montamos a sequéncia 1001!+2, 1001!4-3, 1001!+4, ..., 1001!+
1001. E facil notar que 1001! 4 2 é divisivel por 2, 1001! 4 3 & divisivel por 3, e assim
sucessivamente até 1001! + 1001, que é divisivel por 1001, totalizando 1000 ntmeros

consecutivos que sao compostos.

Essa forma de encontrar um nimero arbitrario de naturais compostos consecutivos
é simples, mas geralmente nos leva a ntimeros cuja ordem de grandeza ¢é bastante alta,
e nada garante que nao haja uma outra sequéncia de ntimeros compostos que seja tao

extensa quanto essa e mais proxima do 0.

Proposicao 1.22. [1] Para todo n € N, vale que
pa <227

onde p, representa o n-€simo NUMEro primo.
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Demonstracao. Provemos a Proposicao por indugao em n.

Paran =1, temos 2 = p; < 22 ' = 2! = 2, que é claramente verdadeira.
Vamos supor agora que as seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

pr < 2%

pa < 2%

ps < 2%

pa <2
Seq=mp1-py-...-pp + 1 & primo, entao ¢ > p,. Em todo caso, p,+1 <gq.
Temos entao
Dot S P1-Pa- s P+ 1 < 2UFHFZ A2 9201 4 o2l 927
O

1.3.2 A Funcao m dos Nimeros Primos

Outra forma de se trabalhar com primos foi utilizando a fungao 7(z), que é definida

da seguinte maneira:

Definigao 1.10. Seja © um nimero real, definimos m(x) como sendo a quantidade de

numeros primos p tais que 0 < p < x.

Exemplo 1.9. 7(0) =7(1) =0, n(2) =1, 7(3) = 7(4) = 2.
De forma geral, se organizarmos os primos de forma crescente, p; = 2, py = 3,

p3 =17, ..., teremos que 7(x) =nse p, < T < Ppi1.

A funcdo w(x) foi estudada por varios matematicos famosos antes que uma apro-
ximacao razoavel para ela fosse encontrada e devidamente demonstrada. Um dos pri-
meiros matematicos a se dedicar ao estudo de 7(z) foi o matemético sui¢co Leonhard
Euler, que demonstrou que os primos sao menos frequentes do que os quadrados de

nimeros inteiros, como podemos ver na demonstracao da Proposicao que segue.

Proposicao 1.23. [15] A soma dos inversos dos nimeros primos € divergente, isto é,
>, (1/p) = oo.

Demonstracao. Seja N € N arbitrario, todo ntimero n € Z, n < N é o produto, que se
obtém de modo tnico, de poténcias de primos p < n, com p < n. Para cada primo p,

temos
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Entao v
1 =1 1
S <TI0 p-T1—
n p
n=1 p<N k=0 p<N 1— -
p
Mas,
1
p<N1— — p<N
p

p m=1 pm p h=0 p
1 1 1 N 1
p op _1 p pp-1)
p
- 1 n 1
p (p—1)?
Entao
al 1 1
my <[ —5<> -+>] ;
- " <N1-—= P <N(p_1)
n b= P> P>
p
1 1
< -+ —.
P n=1
Uma vez que a série harmoénica f: l é divergente, a série i i é convergente, e
q n g ) 712 g )

n=1 n=1

R S . 1
como N ¢é arbitrario, temos que In ) _, — é divergente, portanto a série E — com p
—n

p
primo é divergente.

]

Como os reciprocos dos ntmeros primos produz uma série divergente, isto é

Lol
2 3 5
Segue que o conjunto dos niimeros primos é grande. Além disso, como a série ) 3
é convergente, os quadrados sao mais frequentes que os primos.
Outro famoso matematico que estudou a fun¢ao mw(z) foi o francés Adrien-Marie
Legendre que propos em 1808 a aproximagao

m(z) ~ Inx— A(x)

sendo que a notacdo f(x) ~ g(x) significa que f(x) é assintoticamente igual a g(x) e
limg—00A(x) = —1,08366.
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Mas antes de Legendre, outros dois grandes mateméticos haviam encontrado uma
mesma aproximagao para m(z). O suico Leonhard Euler e Gauss propuseram, em 1762
e 1791, respectivamente, que m(x) ~ o

Futuramente, o matematico russo Pafnuty Chebyshev (grafia de Martinez [11] e
Landau[10]), também escrito Tschebycheft (grafia de Ribenboim [15]), conseguiu de-

monstrar que tanto a aproximacao dos alemaes, quanto a aproximacao de Legendre

nao poderiam chegar a um erro de ordem menor do que e
n?x
Anos mais tarde, Gauss iria encontrar uma nova aproximagao. Ele propos que 7(x)

era assintoticamente igual a Li(z) = [ l(vj_tt’ mas como Li(x) ~ % bastava provar
a sua aproximagao anterior.

A demonstracao, no entanto, seria conhecida apenas um século depois. Em 1896
os matematicos franceses Charles-Jean de La Vallée Poussin e Jacques Hadamard a
encontraram de maneira independente, mas o mérito da descoberta nao pode ser atri-
buido somente a eles, Riemann trouxe novas ideias e ferramentas entre as descobertas
de Gauss e as demonstragoes dos matemaéticos franceses, sem as quais a demonstra-
¢ao nao teria sido possivel. Para maiores detalhes sobre essa demonstracao e a de
Chebyshev, consultar o livro de W. Narkiewicz [12].

Apobs a demonstracao o resultado passou a ser conhecido como Teorema dos Nuime-
ros Primos.
m(x)

O que o teorema nos diz é que, quanto maior for z, a quantidade de primos menores

Teorema 1.10 (Teorema dos Numeros Primos). lim, o =1.

do que x estara 2 vezes mais proxima do valor de n e
nx

1.3.3 Polindémios e Primos

Uma pergunta que é pertinente no estudo dos primos ¢ se existe alguma funcao
polinomial, com dominio em N, e cuja imagem seja composta apenas por nimeros
primos. A resposta para esta pergunta é nao, e isso pode ser comprovado pela seguinte

Proposicao.

Proposicao 1.24. [1] Seja f(n) = agn? + ag_187"' + ... + a1n + ag uma expressao
polinomial com coeficientes ag,ai,...,ay, € Z e ag > 0,9 > 1. Entao a sequéncia

(f(n))nen assume infinitos valores naturais compostos.

Demonstragao. Como a, > 0, teremos f(n) > 0 para todo n > ng, para algum nimero
ng. Caso f(n) seja formada apenas por niimeros compostos, esta provada a afirmagao.
Caso contrario, podemos assumir que existe n; tal que f(ny) = p é primo, e f(n) >
0,V n>n;.

Para todo r € N, temos f(n; + rp) = ag(n1 + rp)? + ... + a1(ny + rp) + ay =
agny + ... + ainy + ag + ¢.p = p(1 + ¢,), onde ¢, € N é a constante apropriada.
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Sendo assim, provamos que f(n;+rp) = p(1+c¢,) é composto, e como ¢, = a,pIri+...
assume infinitos valores naturais distintos, f(n) também assumiréd infinitos valores

compostos.
O

Exemplo 1.10. Uma funcao que a principio parece ser formada apenas por primos é
a f(r) = 2%+ z +41. Isso se deve ao fato de que ela fornece somente niimeros primos
para todo 1 < z < 39, mas tem f(40) = 1681 = 41% e f(41) = 1763 = 41 - 43.

t [f@ ]« [J@) ]« [f@) ] [ @)
1 |43 11 | 173 | 21 | 503 | 31 | 1033
2 |47 12 | 197 | 22 | b47 | 32 | 1097
3 | 53 131223 |23 |593 | 33| 1163
4 |61 14 | 251 24 | 641 34 | 1231
5 | 71 151281 | 251691 | 35| 1301
6 | 83 16 | 313 | 26 | 743 | 36 | 1373
7197 17 | 347 | 27 | 797 | 37 | 1447
8 | 113 |18 | 383 | 28 | 853 | 38 | 1523
9 | 131 19 | 421 29 | 911 39 | 1601
10 | 151 20 | 461 30 | 971

1.4 Pequeno Teorema de Fermat

Os numeros primos possuem muitas propriedades. Uma delas foi encontrada por
Pierre de Fermat, chamada de Pequeno Teorema de Fermat.
Antes de enunciarmos e demonstrarmos este teorema, apresentamos primeiramente

um lema, necessario para a sua demonstracao.
Lema 1.4. /3] Seja p um nimero primo e a e b inteiros. Entao,
(a4 b)" = a? + 0P (modp).

Demonstracao. O lema é demonstrado utilizando a notagao do binémio de Newton, no

caso X
.
p i
b = + P p-if
(a+b)f =al + —i—izl(i)a

Para provar a veracidade do lema, basta mostrar que

5 (e v =otmann

i=1
Ao expandirmos o numero binomial, temos

(p) _plp=Dp=2)---(p—it+1)

i .

7
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Como nao sabemos se a e b sao multiplos de p, nos resta tentar concluir que (f) 0
seja, e isso pode ser feito ao lembrarmos que (f) é inteiro.

O fato de que (f) é inteiro implica no fato de que todos os fatores de ¢! sao cancelados
com fatores do numerador da fracao. Mas como 1 <i < p—1 e p é primo, concluimos
que nenhum dos fatores do denominador da fracao cancela o fator p. Portanto (’Z’) é
multiplo de p.

]

Demonstrado o lema, podemos demonstrar o teorema por inducao em n para os

casos em que n é natural e depois estendermos a validade para todos os inteiros.

Teorema 1.11 (Pequeno teorema de Fermat). [3] Seja p um nidmero primo e a um
niumero inteiro, entao

a’ = a (modp).

Demonstracao. Inicialmente suponha que n? = n (modp).
Para n = 1, temos 17 = 1 (mod p), que é obviamente verdadeira.
Assumimos entdo que n?” = n (modp) é verdadeira, e utilizando o lema que acaba-

mos de demonstrar, temos
(n+1)P=nP+1° =n+1(modp).
Caso tomemos n negativo, temos —n positivo, logo vale
(—n)? = —n (mod p).

Aqui devemos considerar os dois casos possiveis de paridade de p. Ou p é par,

especificamente o niimero 2, pois é o tnico primo par, ou p é impar.

Quando tivermos p = 2, teremos (—n)? = —n (mod?2), ou seja,
n? = —n (mod?2).
Se estivermos tomando um n par, teremos n? = 0 (mod2) e —n = 0 (mod2), logo
n? = —n (mod?2). E caso tenhamos escolhido n fmpar, teremos n* = 1(mod2) e —n =
1 (mod 2), satisfazendo também n? = —n (mod 2).

J& no caso em que p é impar, teremos
(—n)? = —n? = —n (mod p).

Mas como estamos trabalhando com congruéncias, podemos multiplicar ambos os

lados da nossa congruéncia por (—1), obtendo n? = n (modp).
[

O pequeno teorema de Fermat tem uma forma alternativa de ser enunciado, como

podemos ver a seguir.
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Teorema 1.12. [3] Seja p primo e a um inteiro ndo divisivel por p. Entdo a’~' =
1 (modp).

Muitos algoritmos e testes de primalidade se basearam neste teorema para aumentar

sua eficiéncia.



2 Nuimeros Especiais e Testes de

Primalidade

O grande objetivo das pesquisas envolvendo ntimeros primos atualmente é encontrar
algum algoritmo que seja ao mesmo tempo deterministico, ou seja, que consiga dizer
com certeza se o numero testado é primo ou nao, e tenha um tempo de execucao
razoavel mesmo quando o nimero ¢ extremamente grande, da ordem de mais de uma
dezena de milhoes de digitos.

Mesmo com a ajuda de computadores de alto desempenho, o tempo necessario para
realizar os calculos envolvidos nos testes deterministicos que conhecemos é absurda-
mente alto. Os maiores nimeros primos confirmados por esse tipo de teste levaram
alguns anos para serem testados, e isso utilizando simultaneamente varios computado-
res capazes de realizar bilhoes de operacoes por segundos.

Neste capitulo abordaremos alguns testes de primalidade. Eles possuem uma grande
importancia na Teoria dos Niimeros e também muitas aplicagoes, associadas principal-

mente & criptografia.

2.1 Numeros Especiais

2.1.1 Primos Gémeos

Damos o nome de primos gémeos ao par de nimeros primos que diferem de
apenas 2 unidades. Devido a grande quantidade de pares de primos gémeos conhecidos,
conjectura-se que eles sejam infinitos, mas a demonstracao para isso ainda nao foi
alcancada, apesar de alguns avancos terem sido feitos recentemente, como veremos
mais & frente, no Capitulo 3.

A seguir temos um tabela com os 30 menores pares de primos gémeos conhecidos.

O maior par de niimeros primos gémeos conhecido é o par 3756801695685 - 2066669 11

2].

36
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Primos gémeos | Primos gémeos

3 5 227 229
3 7 239 241
11 13 269 271
17 19 281 283
29 31 311 313
41 43 347 349
29 61 419 421
71 73 431 433

101 103 461 463
107 109 921 923
137 139 969 o971
149 151 299 601
179 181 617 619
191 193 641 643
197 199 659 661

Tabela 2.1: Primos Gémeos

2.1.2 Pseudoprimos

Pelo que vimos no pequeno teorema de Fermat, caso tomemos um ntimero n primo,
a congruéncia a" = a(modn) deve ser verdadeira para todo inteiro a, com 1 < a < n—1.
Mas nada ¢ dito no teorema sobre a primalidade de n caso a congruéncia seja verdadeira
para um ou alguns inteiros a e falsa para outros. O matematico alemao Gottfried
Leibniz acreditava que bastava a congruéncia ser verdadeira para um elemento a para

provar que n é primo, mas o mesmo pode ser desmentido com o exemplo abaixo.
Exemplo 2.1. Tomando a = 2 e n = 341, temos 23!! = 2 (mod 341), mas 341 = 11-31.

Devido a crenca de Leibniz, os inteiros n que satisfazem a™ = a(mod n) para apenas
alguns valores de a sao chamados de pseudoprimos. E apesar de nao acertar sempre,
o teste de Leibniz tem sua utilidade se o usarmos com bases menores e mais faceis de

serem trabalhadas, sendo conclusivo nos casos em que a congruéncia se mostra falsa.

2.1.3 Numeros de Carmichael

Sabemos pelo pequeno teorema de Fermat que a congruéncia a™ = a(modn) deve
ser verdadeira para todo inteiro a, com 1 < a < n — 1, caso n seja primo, mas nada é
dito sobre a possibilidade de termos um ntmero composto que também satisfaca essas

condigoes.
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O primeiro matematico a se dedicar ao estudo de tais nimeros foi o americano
Robert D. Carmichael, que teve seu artigo "On composite numbers P which satisfy the

P=1 = 1(mod P)" publicado em 1912, e nele d4 alguns exemplos

Fermat congruence a
desses niimeros. Por esse motivo os niimeros compostos que satisfazem a congruéncia
acima sao chamados de nimeros de Carmichael.

Antes mesmo de Carmichael publicar seu artigo, o alemao Arwin Korselt ja havia
descoberto que todo ntimero que viria a se chamar de Carmichael deveria obedecer a

duas condigoes, o que ficou conhecido como o teorema de Korselt.

Teorema 2.1 (Teorema de Korselt). /3] Um nimero inteiro positivo impar n € um

numero de Carmichael se, e somente se, cada fator primo p de n satisfaz as condicoes:
1. p? nao divide n;
2. (p—1) divide (n —1).

Demonstracao. Para comecgar, vamos supor que temos um inteiro positivo composto
impar n que satisfaz as condigoes do teorema. Seja p um fator primo de n, mostremos

que, para qualquer b € Z, temos
b" = b(modp).

Se b for divisivel por p, a congruéncia é evidentemente verdadeira, pois ambos os
lados seriam congruentes a 0. Caso contréario, podemos usar o Teorema 1.10, que diz
que b*~1 = 1(mod p), bastando fazer uma pequena substitui¢cdo na congruéncia acima.

Pela condigdo 2, temos que (p — 1) divide (n — 1), ou seja, (n — 1) = (p— 1) - ¢ para

algum ¢ inteiro positivo. Sendo assim, temos n = (n—1)+1=(p—1) ¢+ 1. Entao
b= (0PN b = b(modp).

Dessa forma, concluimos que se p é um fator primo de n, entao b" = b(mod p) para
qualquer inteiro b.

Tomando agora a condicao 1, temos n =p; - ps - p3 - ... - P, cOM P < Po < ... < pi
primos distintos. Vimos com Teorema 1.10 que 0" — b é divisivel por cada um desses
pi, 1 <1 < k, o que implica em b" — b ser divisivel por p; - p2 - p3 « ... - pp = n, ou
seja, b" = b(modn). Mas como isso vale para todo b, temos que n é um ntmero de
Carmichael.

Facamos agora o caminho inverso, suponhamos que n seja um ntimero de Carmi-
cheal, e provemos que as condicoes 1 e 2 sao validas. Para isso provaremos primeiro a
contrapositiva da condicao 1, ou seja, que se houver um primo p divisor de n, tal que
p? divide n, entdo n nao pode ser um ntimero de Carmichael.

Suponhamos entdao que tanto o primo p quanto p? dividam n. Para que n nao seja
de Carmichael ¢ suficiente mostrar um inteiro b tal que b™ = b(modn) seja falsa. Para

tanto, tomamos b = p, e temos entao

pt—p=pp" " —1).
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Como p nao divide p"~! — 1, temos que p? nao divide p"* — p. Mas como p? divide
n, resulta que n nao pode dividir p™ — p, ou seja, n nao é nimero de Carmichael.

A demonstragao de que se n é nimero de Carmichael entao a condicao 2 é verdadeira
depende de alguns resultados que nao serao aqui demonstrados, para maiores detalhes
consultar [3].

m

Exemplo 2.2. Vamos mostrar que o nimero n = 561 ¢ um nimero de Carmichael.
Para isso deveriamos testar a congruéncia a’®! = a (mod 561) para todo 1 < a < n—1,
mas é facil calcular que 561 = 3-11-17, portanto basta mostrarmos que %' —b é divisivel
por 3, 11 e 17, o que é equivalente e mostrar aqui 561 | (b°°' —b) <= bv°%! = b (mod 561).

Para os casos em que tomamos b miltiplo de 3, 11 ou 17 nao ha o que provar,
mostremos entao o que acontece quando b nao for miltiplo de cada um dos fatores de
561.

Caso 31 b, teremos b*> = 1 (mod 3) = v°%! = (b?)®°. b= b (mod 3).

Se 11 { b, podemos utilizar o Teorema 1.10 para chegar a congruéncia b'° =
1 (mod 11), que nos leva a b°5! = (b'9)56 . b = b (mod 11).

E por fim, caso 17t b, temos, novamente utilizando o pequeno teorema de Fermat,

b0 =1 (modlT7), que resulta em b°! = (b19)35 . b = b (mod 17).

A seguir temos uma tabela com os vinte menores ntimeros de Carmichael, com seus

respectivos fatores.

2.1.4 Primos de Mersenne

Marin Mersenne foi um padre e filosofo francés que viveu do final do século XVI até
meados do século XVII. Mersenne tinha grande interesse pelas ciéncias, em particular
pela matematica, tanto que se comunicava por correspondéncias com muitos cientistas
contemporaneos, dentre eles grandes mentes como Pierre de Fermat, René Descartes,
Blaise Pascal, Evangelista Torricelli e Galileu Galilei.

Mersenne servia como uma espécie de difusor de informacoes em sua época, cru-
zando informacoes sobre as descobertas de seus correspondentes e espalhando-as.

Uma das descobertas atribuidas a Mersenne é a de que se um numero da forma
2P — 1 for primo, entao p é primo. Devido a essa descoberta, todo nimero M, = 2" —1
com n primo é chamado de ntmero de Mersenne. Mas a reciproca da descoberta
de Mersenne, no entanto, nao se mostra verdadeira. Se tomarmos n = 11, temos
21 1 = 2047 = 23 - 89.

No ano de 1644, Mersenne publicou um trabalho chamado Cogitata physico-
mathematica, em que ele afirma que os niimeros M; sao primos para i = 2,3,5,7,13,17,
19,31,67,127 e 257. Posteriormente comprovou-se que ele se enganara com relagao aos

nimeros Mg; € Moz, € ainda nao incluiu em sua lista os primos Mgy, Mgg € M.
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Niimeros Especiais
N° de Carmichael Fatoracao
561 3-11-17
1105 5-13-17
1729 7-13-19
2465 5-17-29
2821 7-13-31
6601 7-23-41
8911 7-19-67
10585 5-29-73
15841 7-31-73
29341 13-37-61
41041 7-11-13-41
46657 13-37-97
52633 7-73-103
62745 3-5-47-89
63973 7-13-19-37
75361 11-17-31
101101 7-11-13-101
115921 13-37-241
126217 7-13-19-73
162401 17-41-233

Tabela 2.2: Nameros de Carmichael e suas fatoragoes

Até o presente momento, o maior primo de Mersenne encontrado é o 257885161 _ 1

48° primo de Mersenne, descoberto em janeiro de 2013, que possui 17.425.170 digitos
no sistema decimal, e atualmente o maior ntimero primo conhecido. O resultado foi
publicado no site do grupo conhecido como GIMPS (Great Internet Mersenne Prime
Search), responsavel também pela descoberta, no ano de 2009, do 47° primo de Mer-

243112609 _ 1 " que possui no sistema decimal 12.978.189 digitos.

senne,
Pela descoberta do 47° primo de Mersenne, o GIMPS recebeu um prémio de 100 mil
dolares, que havia sido oferecido pela Electronic Frontier Foundation aos descobridores
do primeiro niimero primo com mais de 10 milhoes de digitos.
A seguir temos uma tabela contendo os primos p menores que 1 milhao e que geram

os 33 primeiros primos de Mersenne.
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N°do Primo | p | N®do Primo | »p N¢ do Primo P

de Mersenne de Mersenne de Mersenne
1° 2 12° 127 23° 11213
2° 3 13° 521 24° 19937
3° 5 14° 607 25° 21701
4° 7 15° 1279 26° 23209
5° 13 16° 2203 27° 44497
6° 17 17° 2281 28° 86243
7° 19 18° 3217 29° 110503
8° 31 19° 4253 30° 132049
9° 61 20° 4423 31° 216097
10° 89 21° 9689 32¢ 756839
11° 107 22° 9941 33¢ 859433

Tabela 2.3: Primos de Mersenne

2.1.5 Numeros de Fermat

Em uma de suas cartas a Mersenne, Fermat disse que acreditava que todos os

4 n . ~
ntmeros da forma F, = 22" + 1 eram primos. A afirmacio de Fermat se baseava

no fato de que F, é primo para n = 1,2,3 e 4. O que Fermat ignorou, ou muito

provavelmente nao teve condicoes de checar, é que o proximo nimero dessa forma nao

é primo.

Fy = 4294967297 = 641 - 6700417

A fatoracao de Fj, no entanto, so foi realizada quando Euler provou que os fatores

dos nimeros F;, que nao sao primos sao da forma

Atualmente os tinicos numeros de Fermat primos conhecidos sao:

k2" 41,

Fy
F
Fy
F
Fy

3

17
257
65537

Tabela 2.4: Primos de Fermat

Sabe-se que os outros numeros de Fermat até o Fyy sao compostos, sendo que os
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numeros de Fx a Fi; foram completamente fatorados, e do restante conhecemos apenas

alguns fatores, ou nenhum, como é o caso do Fy e do Fyy.

Vemos na tabela abaixo alguns dos fatores conhecidos dos nimeros de Fermat até

0 Fhs:
N° de Fermat Fatores conhecidos

Fy 641,6700417

Fs 274177,67280421310721

Fr 59649589127497217, 5704689200685129054721

Fy 1238926361552897

Iy 2424833, 7455602825647884208337395736200454918783366342657

Fio 45592577, 6487031809,

4659775785220018543264560743076778192897
iy 319489, 974849, 167988556341760475137,
3560841906445833920513

Fio 114689, 26017793, 63766529, 190274191361, 1256132134125569,
568630647535356955169033410940867804839360742060818433

Fis 2710954639361, 2663848877152141313, 3603109844542291969,

319546020820551643220672513
Fuy 116928085873074369829035993834596371340386703423373313
Fis 1214251009, 2327042503868417,
168768817029516972383024127016961

Fig 825753601, 188981757975021318420037633

Fi7 31065037602817

Fig 13631489, 81274690703860512587777

Fig 70525124609, 646730219521,

37590055514133754286524446080499713

Fy 4485296422913

Fyo 64658705994591851009055774868504577

Fys 167772161

Tabela 2.5: Nameros de Fermat compostos e fatores conhecidos

2.1.6 Primos de Sophie Germain

Sophie Germain foi uma matemaética francesa, nascida em 1776, que publicou seus

trabalhos sob o pseudonimo masculino de M. Leblanc, pois acreditava que o trabalho

de uma mulher nao seria levado a sério pela, predominantemente masculina, sociedade

matematica. Mesmo tendo seu acesso & Ecole Polytechnique negado por ser mulher,
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ela estudou matemaética utilizando notas de aula de professores e chegou a ganhar um
prémio da Academia de Ciéncia da Franca em 1816, por um trabalho sobre elasticidade.
Em seus estudos sobre Teoria dos Numeros, Germain deu atencao especial a alguns
primos que satisfaziam uma determinada condicao, a esses ntimeros foi dado o nome

de primo de Sophie Germain, como vemos a seguir.

Defini¢ao 2.1. [15] p € um primo de Sophie Germain se 2p + 1 € também nimero

Primo.

A grande contribuicao de Germain para a Teoria dos Nimeros foi a demonstracao

do teorema a seguir:

Teorema 2.2. [15] Se p é um primo de Sophie Germain, enltdo nao eristem inteiros

x, y ez, diferentes de zero e nao multiplos de p, tais que xP + yP = 2P.

O Teorema 2.2 trata de casos particulares do Teorema de Fermat, citado na intro-
ducao deste trabalho.

Além da demonstracao desse teorema, ela também provou que a equacao de Fermat
é falsa para todos os nimeros primos menores que 100.

A seguir veremos uma tabela com os 20 primeiros primos de Sophie Germain.

n° do Primo de Germain | Primo de Sophie Germain
2 113
3 131
5 173
11 179
23 191
29 233
41 239
53 251
83 281
89 293

Tabela 2.6: Primos de Sophie Germain

2.2 Crivo de Eratostenes

O algoritmo mais antigo para encontrar niimeros primos foi criado pelo curador da

biblioteca de Alexandria, Eratostenes, que nasceu por volta de 276 a.C..
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O crivo de Eratostenes consiste em se escolher um ntimero n e montar uma lista com
todos os ntimeros impares m, tais que 1 < m < n. Os ntimeros pares nao sao listados
pois sabemos que seriam todos miltiplos de 2, logo compostos. Em seguida devemos
tomar o menor valor da lista e riscar todos os seus miltiplos maiores do que ele mesmo.
Feito isso, tomamos o préoximo numero que nao foi riscado e riscamos todos os seus
miltiplos maiores do que este. E assim sucessivamente, até que tenhamos utilizado
todos os valores menores ou iguais a y/n. Os nimeros que nao foram riscados antes
disso sao todos os primos p com 2 < p < n.

O ponto de parada em +/n se deve ao fato de que se o nimero m < n for composto,
entdo ele terd fatores primos menores do que y/m, mas como m < n, temos \/m < \/n.
Logo, ao eliminarmos os mtltiplos dos niimeros menores do que /n, certamente teremos
eliminado todos os nimeros compostos entre /n e n, sobrando apenas os nimeros
primos.

Este teste é bastante ttil se buscamos todos os primos até um determinado valor,

mas se torna muito complicado de realizar quando o valor n ¢ muito grande.

Exemplo 2.3. Vamos utilizar o crivo de Eratostenes para encontrar todos os primos
até 100.

Listando os impares de 3 a 99, temos:
3 5 7 9

11 13 15 17 19
21 23 25 27 29
31 33 35 37 39
41 43 45 47 49
51 53 55 57 39
61 63 65 67 69
173 75 7779
81 83 8 &7 &9
91 93 95 97 99

Ao eliminarmos os multiplos de 3, ficamos com:

3 5 7 9
11 13 4+ 17 19
2t 23 25 27 29
31 33 35 37 39
41 43 45 47 49
5t 53 55 S57 99
61 63 65 67 69
173 B 7779
& 83 85 8&F &9
91 93 95 97 99

E assim fazemos com os multiplos de 5 e 7 resultando em:



Método das Divisées Sucessivas

45

3 5 7T 9
11 13 % 17 19
2t 23 25 27 29
31 33 35 37 39
41 43 45 47 49
5t 53 5 S¢ 39
61 63 65 67 69
173 B 79
& 83 & 87 89
9 93 95 97 99

Como o préximo primo seria 11, que é maior que v/100 = 10, encerramos o processo
aqui e podemos afirmar que todos os primos até 100 sao 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 e 97.

2.3 Meétodo das Divisoes Sucessivas

Utilizando-nos da ideia de que se um numero n for composto, ele deve ter fatores
primos menores ou iguais a \/n, podemos tentar provar a primalidade de n pela forga
bruta, ou seja, tentando dividir n por todos os primos menores ou iguais a y/n. Caso n
nao seja divisivel por nenhum desses primos, entao ele é certamente um ntmero primo.

Este método ¢ chamado de método das divisoes sucessivas, e ele se aproveita da
habilidade do crivo de Eratostenes de localizar todos os primos menores do que um
determinado ntimero para sabermos por quais primos devemos dividir o nosso candidato
a numero primo.

Mas diferentemente do crivo de Eratostenes, o método das divisoes sucessivas nos
responde apenas se 0 ntimero n escolhido é ou nao um primo, nada dizendo sobre os
nimeros menores do que n.

Este teste é bastante 1til caso n tenha algum fator primo relativamente pequeno
e o proprio n nao seja demasiadamente grande. Caso contrario, a busca pelos fatores

primos de n se torna muito trabalhosa, como podemos ver pelo exemplo abaixo.
Exemplo 2.4. Verificar se os nimeros 10658417 e 5963 sao primos.

Rapidamente podemos verificar que o ntimero 10658417 nao é divisivel por 2, 3 e
5. Devemos entao tentar dividi-lo pelo préoximo nimero primo, que seria o 7.

Realizando essa divisao encontramos o resultado 1522631, ou seja, 10658417 é um
niimero composto.

J& o ntimero 5963, apesar de ser muito menor do que 10658417 se mostra bastante
dificil de ser testado por esse método, uma vez que teriamos que dividi-lo pelos primos
menores do que v/5963 ~ 77,22. E como 5963 = 67 - 89, encontrariamos resultados
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negativos até o 61. Ou seja, teriamos que dividir 5963 por 19 ntimeros primos distintos

para chegarmos a conclusao de que 5963 é um nimero composto.

Um aspecto interessante deste teste é que ele é facilmente programével como um
algoritmo a ser processado por um computador, o que nos permite trabalhar com
numeros ainda maiores. Se tomarmos um nimero n > 1 arbitrario, podemos utilizar o

seguinte algoritmo:

1. Seja d = 2.

[\]

. Se d > \/n, entao n & primo. Caso contrario, realizar o passo 3.
3. Se d divide n, entao n é composto. Caso contrario, realizar o passo 4.

4. Incrementar d em uma unidade e retornar ao passo 2.

Claramente esse algoritmo nao esti otimizado, pois caso tomemos n primo, ele
realizard a divisao de n por todo d, 2 < d < y/n, para entao chegar a conclusao de que
n é primo, o que resultaria em aproximadamente /n divisdes. Mas destas y/n divisoes
aproximadamente metade seria realizada desnecessariamente, que seriam todos os casos
em que d é par e d # 2

Para termos uma ideia do tempo desperdicado vejamos os exemplos abaixo.

Exemplo 2.5. Suponhamos que o tamanho do nosso n seja da ordem de 10'°° digitos.
Neste caso, o algoritmo acima realizaria até /n = 10°° divisdes. Mas se pensarmos
que um computador realiza menos de 10'° operacoes por segundo, e que um ano tem
aproximadamente 3 - 107 segundos, teriamos menos de 10 operacdes por anos, o que
resultaria em um tempo de espera maior que 1032 anos para chegar & resposta caso n

seja primo.

Exemplo 2.6. Caso utilizassemos um algoritmo otimizado, que apenas realizasse as

e~ . 1050
divisoes nos casos em que d fosse primo, teriamos até 7(y/n) = 7(10°0) ~ ——— >
i In 1050
10*" operagoes. Ou seja, mesmo com o novo algoritmo ainda seriam necessarios mais

de 10%° anos para executa-lo, caso n fosse primo.

Como podemos ver, o teste pode ser muito simples ou muito complicado para
encontrar os nimeros compostos. Quando testamos um nimero primo a situacao se
complica ainda mais, pois neste caso certamente teremos que testar todos os primos
menores ou iguais a /n, 0 que torna este teste impraticivel para encontrar primos

muito grandes.
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2.4 Fatoracao de Fermat

Fermat criou um algoritmo que nos permite encontrar fatores de um ntmero, prin-

cipalmente se tivermos n = ab, com a e b sao relativamente préximos e n fmpar.

Proposicao 2.1. [1] Seja n € N impar. Eziste uma correspondéncia biunivoca entre

os pares (z,y), com 0 <y<z<n=z*—y% e(r,s), com1<s<r<n=rs.

Demonstracao. Sendo n = 22 — y?, podemos tomar r =z +y e s = x — y, de forma
quen=z>—y*=(z+y) (x—y)=rs.

Por outro lado, como n é impar, e n = rs, tanto r quanto s devem ser impares tam-
rts r+s r—s

bém, o que implica que ¢ inteiro. Se tomarmos r = ey =  teremos
2 2 2 2 2 2
rts r—s r?+2rs+8%) — (r* = 2rs+s
0<y<z<n,ex’—y?= _ :( ) —( ):
2 2 4
4rs
— =rs=n.
4
O

Da Proposicao anterior decorrem duas consequéncias que sao importantes para a
proxima técnica de fatoragao:

Seja n € N fmpar.

i) Para cada decomposi¢ao distinta de n, n = rs, existe uma decomposicao como

diferenca de quadrados, n = 2% — 3%

. o n+1\2 (n—l
ii) n é primo <= n = -

2 2
como diferenca de quadrados.

2
) ¢ a tinica decomposicao possivel de n

Exemplo 2.7. Sejan = 35 = 35-1 = 7-5, n pode ser escrito como n = 62 — 12 =
182 — 172

Exemplo 2.8. Seja n = 47 = 47 - 1, n pode ser escrito como n = 242 — 232,

Exemplo 2.9. Sejan =25 =25-1=5-5, n pode ser escrito como n = 132 — 122 =
52 — 02,

O algoritmo consiste em supormos que n = x? — y2, o que pode ser feito pois n
¢ fmpar e todo nimero impar pode ser escrito como a diferenca de dois quadrados.
Como z? —y* = (x + y)(z — y), temos a = (x —y) e b = (x + y).

Devemos entdo procurar [y/n], a parte inteira de v/n. Caso y/n seja inteiro, sabemos
que ele é um dos fatores de n. Caso contrario, acrescentamos uma unidade a [y/n] e
dizemos que [\/n] + 1 = z é um candidato a fator de n.

Para sabermos se esse = é mesmo um fator de n, temos que calcular y = V22 — n,

caso y seja inteiro, calculamos a e b a partir desses x e y. Caso contrario, devemos
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acrescentar outra unidade ao nosso candidato a fator de n e repetir o processo até que

. n+1
encontremos y inteiro ou r = .

2
Se o processo se estender até termos x =

n—+1

, entao sabemos que n é primo.
Exemplo 2.10. Tentemos achar fatores para o ntimero 1242699.

V1242699 ~ 1114, 76, logo devemos testar candidatos maiores do que 1114.

Organizando os resultados em uma tabela, temos:

candidato a x )
1115 22,93
1116 52,50
1117 70,63
1118 85

Temos entdo © = 1118 e y = 85, logo a = (x — y) = (1118 — 85) = 1033 e
b= (x+y) = (1118 + 85) = 1203. Portanto 1242699 = 1033 - 1203.

2.5 Teste de Primalidade de Fermat

O Pequeno Teorema de Fermat, que originou o Teste de primalidade de Fermat,

oferece um teste simples e eficiente para ignorar niimeros nao primos.

Teste de primalidade de Fermat: O teste consiste em tomarmos um nimero a

"=1 (mod n), onde n é o nimero cuja primalidade desejamos

qualquer e calcularmos a
atestar.

Feito o calculo, temos dois possiveis resultados:

i) Caso a"' =1 (mod n), dizemos que n provavelmente é primo, podendo o teste
ser repetido para valores diferentes de a, afim de obter uma probabilidade melhor

de que n seja primo.
ii) Caso a" ! # 1 (mod n), confirmamos que n é composto, e encerramos o teste.

O Teste de Primalidade de Fermat se mostra bastante eficiente para n grande,
mas possui uma limitagao. Existem nimeros que independentemente do valor de a
que for escolhido, irdo sempre retornar primos, apesar dos niimeros serem compostos.
Estes niimeros sao os nimeros de Carmichael, apresentados anteriormente, e eles sao
suficientes para que o teste de primalidade de Fermat nao seja tao utilizado quanto o

teste de Miller- Rabin, que apresentaremos mais adiante.
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2.6 Teste de Primalidade de Euler

Seja m um primo fmpar, todo ntimero inteiro pode ter, no maximo, duas raizes
quadradas mod n. E em particular, as raizes quadradas de 1 mod n sao +1 .

Se a # 0 (mod n), a™Y/2 ¢ uma raiz quadrada de "V = 1 (mod n), entdo
a" /2 = £1 (mod n).

Se a"1/2 £ 41 (mod n) para algum a, com a # 0 (mod n), entdo n é composto.

Teste de primalidade de Euler: Escolhido um a qualquer, com a # 0 (mod n),

calculamos a"~1/2 (mod n). Temos entdo os possiveis resultados:

i) Caso a"V/2 = 41 (mod n), dizemos que n provavelmente é primo, podendo o
teste ser repetido para valores diferentes de a. Se n for suficientemente grande, e

escolhido ao acaso, a probabilidade de que ele seja primo é muito préoxima de 1.

ii) Caso a2 £ 41 (mod n), confirmamos que n é composto, e encerramos o
teste.

O teste de Euler é mais confiavel do que o teste de Fermat, pois nos casos em que n
for um inteiro composto impar, mas nao poténcia de um primo, teremos quatro raizes
quadradas para 1 mod n.

n=1/2 = m (mod n), onde m # +1 ¢ uma raiz quadrada

Sendo assim, podemos ter af
de 1. Entao "' = 1 (mod n). Neste caso, o teste de Fermat retornaria que n
provavelmente é primo, enquanto que o teste de Euler retornaria a resposta correta,
que n é composto.

Mesmo sendo mais preciso do que o teste de primalidade de Fermat, o teste de Euler
ainda nao é completamente confidvel, pois existem nimeros que sao pseudoprimos para

alguma base no teste de Euler, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.11. Tomemos os nimeros 341 = 11 - 31 e 561 = 3 - 187, e facamos o teste
de Fermat para as bases 2 e 5, respectivamente.

2399 =1 (mod 341) e 5°° = 1 (mod 561).

O teste de Fermat retornaria primo para ambos os ntimeros.

J& utilizando o teste de Euler, temos:

2170 =1 (mod 341) e 50 = 67 (mod 561).

J& o teste de Euler acertaria a resposta para o ntimero 341, dizendo que o mesmo

¢ composto, mas erraria ao concluir que 561 é primo.

Apesar da existéncia de pseudoprimos de Euler, o teste ainda se mostra muito mais
eficiente do que o teste de Fermat, pois a quantidade de pseudoprimos de Euler seria
aproximadamente a metade do nimero de pseudoprimos de Fermat.

Se tomarmos os numeros de Carmichael menores do que 10000, veremos que o teste
de Euler retorna a resposta correta em cinco dos sete casos, como veremos na tabela a

seguir.
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n | ¢(n) | qtde. de a tais que | qtde. de a tais que
a" ' =1(mod n) | a™ Y2 =41 (mod n)
561 | 320 320 160
1105 | 768 768 384
1729 | 1296 1296 1296
2465 | 1792 1792 1792
2881 | 2160 2160 1080
6601 | 5280 5280 2640
8911 | 7128 7128 1782

Onde p(n) = #{x € N| 2 <nemdc(x,n) =1} e é conhecida como funcao totiente
ou funcao de Euler.

O teste de Euler falha para os nameros 1729 e 2465, resultando em o 1/2 =
+1 (mod n) para todo a tal que mdc(a,n) = 1. O nimeros que apresentam tal
caracteristica sao chamamos de pseudoprimos absolutos de Euler, em analogia aos
numeros de Carmichael, que sao também conhecidos como pseudoprimos absolutos de
Fermat.

Esses ntimeros nao podem ser comprovados compostos utilizando o teste de Euler,
a menos que se tenha mdc(a,n) # 1 para algum a escolhido, o que pode ser dificil de

acontecer caso n nao tenha fatores primos pequenos.

2.7 Teste de Primalidade de Miller-Rabin

O teste de Miller-Rabin, assim como os dois testes anteriores, é baseado numa con-
gruéncia. Neste caso, partimos da congruéncia utilizada no teste de Fermat, a1 =
+1 (mod n), mas substitui-se (n — 1) por 2° - m, com m impar e s > 1.

O primeiro passo do teste consiste em calcularmos @™ (mod n). Caso encontremos
a™ = 41 (mod n), dizemos que n provavelmente é primo e encerramos o teste.

Caso contrario, verificamos se s # 1. Se isso for verdade calculamos a*™ (mod n),

que pode ter trés possiveis resultados:

i) Se a*™ =1 (mod n), confirmamos que n é composto e encerramos o teste.

ii) Se a®™ = —1 (mod n), dizemos que n provavelmente ¢ primo e encerramos o

teste.

iii) Se a*™ #£ +1 (mod n), verificamos se s # 2, e se isso for verdade calculamos

a®™ (mod n).

O teste continuara dessa forma até que uma dessas duas situacoes aconteca:
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e Algum dos resultados das congruéncias posteriores é igual a +1, sendo n composto

se igual a —1 e provavelmente primo se igual a 1.

25 1m

e O teste se estende até a , sem chegar a conclusao alguma, o encerramos e

declaramos n como sendo composto.

Exemplo 2.12. Vamos aplicar o teste de Miller-Rabin no pseudoprimo absoluto de

Euler 1729, e usaremos a = 671.
Como 1729 — 1 = 1728 = 26. 27, temos s = 6 e m = 27.
Como 671%" = 1084 (mod 1729), continuamos o teste calculando 671227 = 1065 (mod 1729).
Por fim calculamos 671227 = 1 (mod 1729), o que nos faz concluir que 1729 é um

niimero composto.

Exemplo 2.13. Testemos agora n = 972133929835994161, um outro nimero de Car-

michael, mas bem mais extenso do que o anterior, utilizando a = 2.
972133929835994161—1 = 2*.60758370614749635, logo s = 4 e m = 60758370614749635.

9B07ES3T0614749635 — 3389148()2923303483 (mod n)

92 60T5E3T06LATA9635 = 339176174063516118 (mod n)
92*607588T0614749635 — 779803551049098051 (mod n)
223-60758370614749635 =1 (TTLOd n)

Concluimos, portanto, que 972133929835994161 é composto.

Exemplo 2.14. Vamos utilizar o teste de Miller-Rabin com um nimero composto,
mas nao de Carmichael, n = 2857191047211793, e a = 1003.

2857191047211793 — 1 = 2* - 178574440450737, logo s = 4 e m = 178574440450737.

1003178574440450737 — 1135781085623492 (1nod n)
10032 178574440450737 — 84313648747407 (mod n)
10032*178574440450737 = 9391(94267189023 (mod n)
10032 178574440450737 — 978857874792606 (mod n)

s—1 , .
Como chegamos a a®> - m, concluimos que n é composto.

Exemplo 2.15. Testemos entao um nimero primo, n = 104513, e a = 3.
n—1=2%.1633, logo s = 4 e m = 1066

31066 = 88958 (mod n)

321066 = 10430 (mod n)
321066 = 91380 (mod n)
3271066 = 29939 (mod n)
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3211066 = 9781 (mod n)

3271066 = _1 (mod n)

O teste nos indica que n provavelmente é primo, havendo ainda a possibilidade
de repetirmos o teste para outros valores de a afim de aumentar a confiabilidade do

resultado.

Assim como os teste anteriores, o teste de Miller-Rabin nao é infalivel, havendo
casos em que um nimero composto é declarado provavelmente primo.

Quando isso acontece chamamos o niimero n testado de pseudoprimo forte, e ha,
comparativamente, menos pseudoprimos fortes do que pseudoprimos de Euler e nime-
ros de Carmichael. Diferentemente do que acontece com esses testes, nao ha pseudo-
primos absolutos para o teste de Miller-Rabin.

Se tomarmos um namero composto impar n qualquer, existem no maximo ¢(n)/4
inteiros a, com mdc(a,n) =1e 1 < a < n, tais que o teste de Miller-Rabin afirma que
n é primo, mas na pratica a quantidade de pseudoprimos fortes é muito menor do que
©(n)/4 para valores grandes de n.

Dentre os diversos testes de primalidade existentes, o teste de Miller-Rabin é um

dos mais utilizados.

2.8 Teste de Primalidade de Lucas-Lehmer

Este teste foi criado por Fancois Edouard Lucas e aperfeicoado por Derrick Henry
Lehmer, e apesar de ser deterministico e nao depender de conjecturas sua utilizacao
acaba sendo limitada a casos especificos, pois para se testar um numero n devemos
conhecer os fatores do niimero n — 1. Por esse motivo acaba se mostrando mais eficaz
para testar nimeros como os de Mersenne.

A sequéncia Sy, Sy, 9y, -+, onde Sy =4 e S, = 5% —2, ¢ de extrema importancia
para o teste de Lucas-Lehmer, pois ele afirma que um niimero de Mersenne M (p) sera

primo se, e somente se, S,_o =0 (mod M (p)).

Exemplo 2.16. Utilizemos o teste de Lucas-Lehmer para testar a primalidade de
M(7)=2"—-1=121.

Sabemos que M (7) serd primo se S5 = 0 (mod 127) for verdadeiro, entdo nos apro-
veitamos da forma como foi definida a sequéncia S, e das propriedades das congruéncias
para efetuar esse calculo.

S =4% -2 =14 = 14 (mod 127)

Sy =8 —2 = Sy =14% — 2 =67 (mod 127)

Sy =57 —2= 53 =67*—2=42 (mod 127)

Sy =52—-2=8,=42* -2 =111 (mod 127)

S5 =92 —2= 55 =1112 -2 =0 (mod 127)

Concluimos entdo que o nimero de Mersenne M (7) é primo.



Teste de Primalidade AKS

53

Exemplo 2.17. Testemos agora a primalidade de M (11) = 2" — 1 = 2047.
Sabemos que M (11) sera primo se Sy = 0 (mod 2047) for verdadeiro, entdo temos:
S =4% — 2 =14 = 14 (mod 2047)

Sy =52 —2= 8, =142 — 2 = 194 (mod 2047)
Sy =52 — 2= S = 194> — 2 = 788 (mod 2047)
Sy =57 —-2= 8, =788 —2="701 (mod 2047)
S5 =82 —2 = S5 =701% — 2 = 119 (mod 2047)
Se = S7 —2 = S5 =119 — 2 = 1877 (mod 2047)
S; =82 — 2= S = 1877% — 2 = 240 (mod 2047)
Sg=S? — 2= S5 = 240> — 2 = 282 (mod 2047)
So =52 — 2= Sy = 2822 — 2= 1736 (mod 2047)

Concluimos entdo que o nimero de Mersenne M (11) é composto.

2.9 Teste de Primalidade AKS

O teste criado pelos indianos Manindra Agrawal, Neeraj Kayal e Nitin Saxena no
ano de 2002, no artigo chamado "PRIMES is in P" fol um marco na historia dos testes
de primalidade, pois se tratava do primeiro teste que conseguia ser, simultaneamente,
deterministico, ter um tempo de execucao polinomial e nao depender de conjectura. O

teste se baseia em uma variacao do pequeno teorema de Fermat:

(x —a)" = (2" — a) (mod n).

Mas ao invés de testar a primalidade de n utilizando a equivaléncia acima, que tem

um tempo de execucao exponencial, o teste AKS se utiliza da equivaléncia
(x —a)" = (2" —a) (mod (z" — 1,n)),

onde (mod (z" — 1,n)) simboliza que devemos efetuar a congruéncia (mod z" — 1) e,
em seguida, tomar o resultado e efetuar uma nova congruéncia (mod n). A resolugao
dessa equivaléncia tem tempo de execucao polinomial.

O teste em si consiste no seguinte algoritmo:

1. Se n = a’ para qualquer a inteiro e b > 1, entdo retorne COMPOSTO.
2. Encontre o menor r no qual o.(n) > log? n.

3. Se 1 < mdec(a,n) < n para algum a < r, entao retorne COMPOSTO.
4. Se n < r, entao retorne PRIMO.

5. Paraa =1 até L\/@(r)log nJ faca: se (r—a)" #Z (2™ —a) (mod (2" —1,n)) entdo
retorne COMPOSTO.
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6. Retorne PRIMO.

Exemplo 2.18. Vamos utilizar o teste de primalidade AKS com o nimeron =7, e
tomaremos a =2 e r = 3.

Substituindo esses valores em (x — a)” = (2" — a) (mod (2" — 1,n)), temos:
(x—2)" = (2" —2) (mod (z* — 1,7)).

Calculamos primeiro (z7 — 2) (mod * — 1), o que resulta em = — 2, e em seguida
calculamos (z — 2) (mod 7), que resulta em  + 5.

Resta entdo verificar o outro lado da congruéncia: (z7 — 2) (mod z*7') ¢ igual a
—588z% + 169z + 418, e —588x2 + 169z + 418(mod 7) resulta em = + 5 também.

Como (z — 2)" = (2" — 2) (mod (z* — 1,7)) se mostrou verdadeira, e temos um r
primo e que nao divide n, temos n® =1 (mod r) = 7> = 1 (mod 3), que é verdadeira,

portanto 7 é primo.

Exemplo 2.19. Utilizemos entao o teste AKS para testar o niimero n = 4, e tomemos
a = 2 e r = 3 novamente.

Assim como no exemplo anterior substituimos n, a e r na congruéncia (z — a)" =
(z™ — a) (mod (z" — 1,n)), chegando a (z — 2)* = (2* — 2) (mod (23 — 1,4)).

Calculamos entdo (z —2)* (mod 2% — 1), que resulta em = — 2, e x — 2 (mod 4) que
é igual a © — 2.

Em seguida calculamos (z* — 1) (mod x* — 1) que é igual a 2422 — 31x + 16, e
24z% — 31z + 16 (mod 4) que é igual a —3x.

Como (z — 2)* # (z* — 2) (mod (23 — 1,4)), concluimos que 4 ¢ composto.

2.10 Outros Testes

Além dos teste ja citados nas se¢oes anteriores deste capitulo ha mais alguns dignos
de nota, mas cuja fundamentacio teorica foge do escopo deste texto. E o caso dos
testes APR e com curvas elipticas.

Teste APR][15] - Em 1983, o teste APR foi publicado no artigo " On Distinguishing
Prime Numbers from Composite Numbers.”, e seu nome vem das iniciais dos sobreno-
mes dos autores do artigo: Leonard M. Adleman, Carl Pomerance e Robert S. Rumely.

O teste tem como vantagem o fato de nao ser necessario conhecer a fatoracao do
antecessor ou sucessor do niimero n a ser testado, e o seu tempo de execucao é quase
polinomial. Além disso, o teste foi aperfeicoado algumas vezes: por Henri Cohen e
Hendrik W. Lenstra em 1984 e 1987, e também por Wieb Bosma e Marc-Paul van der
Hulst em 1990.

Teste com curvas elipticas[15] - Arthur O. L. Atkin foi o homem responsével
pela criacao do algoritmo de teste de primalidade com curvas elipticas no ano de 1986,

baseado nas ideias de Shafi Goldwasser e Joe Kilian. Ao longo do teste h& alguns
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resultados que podem ser verificados individualmente para comprovarmos se o teste foi
feito corretamente, tornando desnecessaria a repeticao de todos os calculos.
Em 1993 Atkin e Frangois Morain publicaram um trabalho chamado " Elliptic Cur-
ves and Primality Proving", em que eles aperfeicoam o método original de Atkin.
Além da criacao dos primeiros algoritmos utilizando curvas elipticas, Atkin também
foi co-autor, justamente com Daniel J. Bernstein, do chamado Crivo de Atkin, uma

versao melhorada do crivo de Eratostenes.

Primalidade de Nimeros Grandes

A Teoria dos Numeros foi, por muito tempo, descrita pelos seus estudiosos como a
mais pura das ciéncias, pelo simples fato de que ela nao apresentava usos praticos ime-
diatos, seu estudo apenas levava ao conhecimento mais profundo de como os niimeros
se comportam.

Com a evolugao da tecnologia, no entanto, um dos ramos da Teoria dos Numeros
passou a ser o centro das atencoes de muitos mateméticos. A crescente necessidade
de se proteger dados sigilosos, trocar informacoes confidenciais, ou mesmo preservar a
privacidade das pessoas, nos levou a criacao de novos métodos de criptografia. Sendo
que estes devem ser cada vez mais elaborados, pois, junto com a necessidade de proteger
dados, evoluem também os computadores, que tornam métodos menos rebuscados de
criptografia obsoletos devido a sua capacidade computacional elevada.

Atualmente, os melhores métodos de criptografia dependem da utilizacao de um par
de nimeros primos extremamente grandes, que garantiriam que o c6digo é praticamente

inquebravel, a menos que se saiba quais foram os primos utilizados.



3 Avancos Recentes e uma Questao a

ser Resolvida

Neste Capitulo apresentaremos trés avancos recentes e os esforcos em busca de uma

funcao que consiga contar a quantidade de ntmeros primos até um determinado valor.

3.1 Avancos Recentes

No ano de 2013 foram anunciadas trés descobertas de suma importancia para a
Teoria dos Numeros, duas delas envolvendo grandes avancos em diregao a resposta
de duas das maiores questoes nao resolvidas até hoje, a conjectura de Goldbach e a
conjectura dos primos gémeos, e a terceira foi a descoberta de um primo com mais de

17 milhoes de digitos em sua representagao decimal.

3.1.1 Conjectura dos Nimeros Primos Gémeos

O avanco com relacdo a conjectura dos ntimeros primos gémeos veio de uma fonte
totalmente inesperada. Um matematico sino-americano, professor da Universidade
de New Hampshire, mas desconhecido entre os especialistas no ramo da Teoria dos
Nimeros, submeteu um artigo a revista Annals of Mathematics no dia 17 de janeiro
de 2013, alegando ter dado um importante passo em dire¢ao a solugao da conjectura.

Ao contrario do que acontece com a maioria dos trabalhos em que se alega ter sido
encontrada a solucao de problemas famosos, o trabalho de Yitang Zhang parecia ser
impecavel, mostrando completo dominio sobre o assunto. Sendo assim, o artigo de
Zhang foi analisado e aprovado para publicacao em apenas trés semanas, e ele logo foi
convidado a fazer uma apresentacao do seu trabalho na Universidade de Harvard, que
foi marcada para o dia 13 de maio.

Diante de um auditoério lotado, Zhang mostrou seu trabalho, ele nao havia chegado
a demonstrar a conjectura dos nlimeros primos gémeos, mas conseguira provar que
existe uma quantidade infinita de primos que diferem de, no maximo, 70 milhoes.

O mais surpreendente de tudo ¢ que ele nao havia desenvolvido um método total-

mente novo para chegar a tal resultado, e sim insistido em métodos que ja haviam sido
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testados, mas com mais persisténcia do que seus predecessores.

3.1.2 Conjectura de Goldbach

"Parece... que todo nimero maior do que 2 é a soma de trés nimeros primos."

Esta foi a afirmacao que o matematico prussiano Christin Goldbach fez em uma
carta destinada a Euler, e datada de 7 de junho de 1742 e & qual Euler respondeu:

"... todo inteiro par a € uma soma de dois primos. Fu tenho isso como certamente
um teorema, embora nao possa provd-lo."

Assim surgiu um dos maiores mistérios da Teoria dos Numeros, a conjectura de
Goldbach, que ja foi testada e verificada verdadeira para todo n < 4-10'%, mas para a

qual ainda nao existe solucao definitiva.

Exemplo 3.1. 6 = 3+3,8=3+5,10=3+712=5+7 14 =7+7, 16 =
5+11,--,200 =3+ 197 = 7+ 193 = 19 + 181 = 37 + 163 = 43 + 157 = 61 + 139 =
734127 = 97 + 103, 202 = 5+ 197, 204 = 5 + 199 = 7 + 197, 206 = 7 + 199, ...

Para Goldbach o niimero 1 era considerado primo, logo nao haveria problemas para
provar sua afirmacao para os ntimeros 3, 4 e 5. A exclusao do niimero 1 como niimero
primo acabou fazendo com que a conjectura passasse a ser conhecida em duas versoes,
uma forte e uma fraca.

A versao fraca diz: Todo inteiro impar maior do que 5 pode ser escrito como a soma
de 3 primos. Enquanto que a versao forte diz: Todo nimero par maior do que 2 pode
ser escrito como a soma de dois primos.

Essa diferenciacao acontece pois uma vez provada a versao forte, a fraca resultaria
como um corolario, enquanto que o contrario nao é verdade.

A partir do ano de 2006, o matematico peruano Harald Andrés Helgoff, que atual-
mente trabalha na Ecole Normale Supérieure, em Paris, passou a se dedicar ao estudo
da versao fraca da conjectura. O foco de Helgoff foi em tentar reduzir o ntimero C,
limite para o qual todo niimero n tal que n > C satisfaz a conjectura.

Desde a década de 1930 ja sabia que o nimero C era da ordem de 10%%461% sendo
que até 2002 esse ntimero ja havia sido melhorado para 1036, Mas Helgoff foi além,
conseguindo chegar & marca de 10%°, ponto em que os computadores seriam capazes de
fazer o resto do trabalho e testar os niimeros que ainda faltavam.

O trabalho final do peruano, Major Arcs for Goldbach’s theorem, composto por 133
paginas, foi postado no servidor Arziv, no mesmo dia em que Yitang Zhang fazia sua
apresentacao em Harvard, e apesar de ainda nao ter sido completamente analisado, os
especialistas em Teoria dos Nimeros estavam otimistas. Posteriormente o trabalho foi
revisado, e passou a ter apenas 79 paginas [8], e que serviu de base para um outro

trabalho, The ternary Goldbach conjecture is true [9].
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3.1.3 Descoberta do 48° Primo de Mersenne

Como mencionado na Subsecao 2.1.4, em 2013, mais especificamente no més de
janeiro, foi descoberto o 48° primo de Mersenne. O ntmero 25785161 _ 1 ngo s6 é o
maior primo conhecido, como também supera o antigo detentor deste recorde em quase
quatro milhdes e meio de digitos no sistema decimal.

O grupo que mantém o site GIMPS foi responséavel pela descoberta dos 10 maiores
nimeros primos conhecidos, isso se deve em grande parte ao fato de que existem testes
de primalidade que foram criados especificamente para testar se nimeros de Mersenne

Sa0 primos.

3.2 A Misica dos Numeros Primos

A maior promessa de avanco em direcao ao aperfeicoamento da funcao que supos-
tamente consegue contar a quantidade de ntimeros primos até um determinado valor
se baseia em uma conjectura que resiste as tentativas de solucao por mais de 150 anos.

Para entendermos essa conjectura precisamos primeiro retomar uma funcao que ja
foi citada na subsecao (1.3.1) deste trabalho, a zeta de Riemann. Euler ja sabia que

sua funcao zeta poderia ser reescrita como

I N N
C(s)_<+§+E+...)(+§+§+...)...(+E+W+...)...

onde p seriam todos os nimeros primos, mas a grande ideia de Riemann foi a de testar
a funcao zeta com os nimeros complexos, criados recentemente por Gauss.

A conjectura proposta por Riemann diz que todos os zeros nao triviais da funcao

zeta tém parte real igual a 2 e é hoje conhecida como hipdtese de Riemann. A principio
essa afirmacao parece nao ter relagao alguma com os nimeros primos, mas uma outra
descoberta de Riemann foi de uma fungao R(x), que estima a quantidade de primos
menores que x, sendo ainda melhor que a integral logaritmica de Gauss, e que poderia
ser melhorada até a perfeicdo caso conhecéssemos todos os zeros da funcao zeta.
Riemann descobriu que, quando calculada em seus zeros, a funcao zeta gera ondas
senoidais semelhantes a notas musicais, e que a sua fungio R(z) se torna cada vez mais
proxima de 7(z) conforme somamos mais e mais as senoides geradas pelos zeros.
Uma vez que se prove a hipotese de Riemann, a tarefa de encontrar todos os zeros
da funcao zeta se torna um pouco mais facil, gerando assim um avanco significativo

em direcao a funcao m(x).



4 Propostas de Abordagens em Sala
de Aula

Os numeros primos, pela diversidade de propriedades e problemas nos quais apare-
cem, constituem um rico tema a ser explorado no Ensino de Matemética.

Neste Capitulo apresentamos algumas propostas de atividades para ensinar e ex-
plorar as propriedades dos niimeros primos no Ensino de Mateméatica. Salienta-se que

sao apenas sugestoes e cabe ao professor de Matemaética fazer as devidas adaptacoes.

4.1 Atividade: Caca aos Primos

Para essa atividade devemos dividir os alunos em dois ou trés grupos, que deverao,
alternadamente, escolher nimeros dentre os presentes num quadro, como o mostrado

abaixo:

1112 1314|1516 | 17|18 | 19 | 10
21 122 (2312425 (2627|2829 30
311323334 |35|36 373813940
41 |42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

Apos cada escolha, o nimero é riscado e nao pode ser escolhido novamente. O
grupo que escolheu o ntimero deve calcular seus divisores, soméa-los e o resultado sera o
ntimero de pontos feito pelo time naquela rodada, devendo ser anotado em uma folha.
Quando todos os niimeros do quadro ja tiverem sido escolhidos, os grupos calculam a
soma de seus pontos e o time vencedor sera aquele que obtiver menos pontos.

Ao término do jogo iniciamos uma discussao com os alunos, buscando saber quais
estratégias eles adotaram para as escolhas durante o jogo. Espera-se que eles notem

que as escolhas mais vantajosas sao os nimeros primos, € que é possivel facilitar a
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busca pelos primos se eles eliminaram as colunas pares e a que contém os nimeros
terminados em 5.

O objetivo da atividade é de despertar a curiosidade dos alunos, apresentando
ntumeros com diferentes quantidades de divisores, e fazendo-os refletir sobre o motivo

para que isso ocorra.

4.2 Atividade: Calculo Mental

Para essa atividade devemos providenciar trés dados comuns de seis faces, além de

um quadro, como o mostrado abaixo:

270128129 | 30 | 31 | 32|33
26154 55 | 60 | 64 | 66 | 34
25 |50 [ 120 | 125 | 144 | 72 | 35 | 10
24 | 48 | 108 | 180 | 150 | 75 | 36 | 11
23 145|100 | 96 | 90 |80 | 37 | 12
22 441 42 | 41 | 40 | 39|38 |13
21120 19 | 18 | 17 |16 |15 | 14

Um representante de cada grupo devera tirar par ou impar para decidir quem co-
mecara lancando os dados. Feito isso, o grupo vencedor devera lancar os trés dados, e
em seguida montar uma expressao matematica utilizando os resultados dos trés dados
e quaisquer operacoes basicas que eles quiserem.

Por exemplo, se os nimeros sorteados nos dados forem 1, 2 e 5, poderia ser formada
a expressao (5+2) -1, ou entdo 2-5— 1.

Uma vez montada a expressao, calcula-se seu resultado e a casa correspondente a
ele é riscada do quadro. O grupo receberd tantos pontos quanto for o ntimero de casas
previamente riscadas e que forem adjacentes ao nimero recém formado, seja horizontal
ou verticalmente.

Uma vez que um determinado nimero for riscado do quadro, ele nao poderé ser
formado novamente, mesmo que seja usada uma expressao diferente da que fora usada
anteriormente. F caso nao seja possivel chegar a algum resultado véalido, a equipe devera
rolar os dados novamente. Quando todas as casas do quadro tiverem sido preenchidas
0 jogo acaba.

O objetivo desta atividade é estimular o raciocinio dos alunos, fazendo com que
eles pensem em diferentes expressoes para formar os nimeros que ainda nao foram

preenchidos no quadro. E espera-se que os alunos notem que o uso da multiplicagao é
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imprescindivel para que se complete o quadro, colocando-os em uma situacao em que
eles vao, intuitivamente, recorrer a divisao, mais especificamente a busca pelos divisores

dos nlimeros restantes, a fim de conseguir encontrar as expressoes corretas.

4.3 Atividade: Video

O video realizado pela BBC Open University, Gra-Bretanha, 2007, conta a historia
dos ntmeros primos e uma proposta é exibi-lo em sala de aula. Este video pode ser

encontrado no youtube, no link:

http://www.youtube.com/watch?v=f_ybfr0zz-4

E interessante que, antes da exibicdo do video, o professor pergunte aos alunos onde
encontramos os nimeros. Podemos encontra-los em nosso cotidiano e na natureza?
Qual a importancia de conhecermos a historia dos niimeros, as principais descobertas
que os envolvem e a sua utilidade?

Toda a historia dos nimeros primos pode ser constatada no video, que sera o
ponto de partida para a introducao do tema e servird para ilustrar as aulas e suscitar
questionamentos. O professor deve exibir os videos em partes, combinando-os com o
planejamento das aulas, os interesses dos alunos, a utilizacao de jogos e situagoes reais.

Para maiores detalhes consultar o endereco:

http://portal.mec.gov.br/seed/arquivos/pdf/tvescola/grades/destaques_out_nov_08.pdf



Referéncias

[1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

[12]

BURTON, D. M. Elementary number theory. Revised Printing. Boston: Allyn and
Bacon, Inc., 1980.

CALDWELL, C. K. The largest known primes: A summary, 1994. Disponivel em:
<http://primes.utm.edu/largest.html>. Acesso em: 7 jan. 2014.

COUTINHO, S. C. Numeros inteiros e criptografia RSA. 2 ed. Rio de Janeiro:
IMPA, 2005. (Colegao Matemética e Aplicagdes).

DOMINGUES, Hygino H. Fundamentos de aritmética. Sao Paulo: Atual Editora,
1991.

EUCLIDES Os elementos: tradugao e introducao de Irineu Bicudo. Sao Paulo:
Editora UNESP, 2009.

EVES, H. Introducao a historia da matemdtica. 1 ed. Campinas: Editora Unicamp,
2004.

HEFEZ, A. Elementos de aritmética. 2 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2011. (Colegao

Textos Universitéarios).

HELFGOTT, H. A. Major arcs for Goldbach’s theorem, 2013. Disponivel em:
<http://arxiv.org/abs/1305.2897>. Acesso em 9 jan. 2014.

HELFGOTT, H. A. The ternary Goldbach conjecture is true, 2013. Disponivel em:
<http://arxiv.org/abs/1312.7748>. Acesso em 9 jan. 2014.

LANDAU, E. Elementary number theory. Nova lorque: Chelsea Publishing Com-
pany, 1958.

MARTINEZ, F. B.; Moreira, C. G.; Saldanha, N. e Tengan, E. Teoria dos nimeros:
Um passeio com primos e outros nimeros familiares pelo mundo inteiro. 2 ed. Rio
de Janeiro: IMPA, 2011.

NARKIEWICZ, W. The development of prime number theory: From Euclid to
Hardy and Littlewood. Berlim: Springer-Verlag, 2000.

62



Referéncias

63

[13] OGILVY, C. S. and Anderson, J. T. Ezcursions in number theory. Nova lorque:
Dover, 1988.

[14] POLYMATH: Bounded gaps between primes, 2013. Disponivel em:
<http://michaelnielsen.org/polymathl/index.php?title=Bounded_gaps_between_

primes>. Acesso em: 7 jan. 2014.

[15] RIBENBOIM, P. Numeros primos: Velhos mistérios e novos recordes. Rio de
Janeiro: IMPA, 2012.

[16] SANTOS, J. P. O. Introdugdo & teoria dos nimeros. 3 ed. Rio de Janeiro: IMPA,

2012. (Colecao Matematica Universitaria).

[17] SAUTOY, M. A masica dos nimeros primos: A histéria de um problema nao
resolvido na matemética. Tradugao: Diego Alfaro. Rio de Janeiro: Zahar, 2008.

[18] WOLTMAN, G. Great internet Mersenne prime search, 1996. Disponivel em:
<http://www.mersenne.org>. Acesso em: 7 jan. 2014.



