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RESUMO

Os sistemas de comunicação com Múltiplas Entradas e Múltiplas Saídas (MIMO), são

sistemas constituídos por estruturas que utilizam várias antenas, tanto no transmissor

como no receptor. Por serem transmitidos via antenas, naturalmente surgem proble-

mas de ruídos e de multipercursos, que impõe um desa�o para o desenvolvimento dos

sistemas de comunicação MIMO. Por esses motivos, muitos estudos focam em certas

propriedades dos sinais enviados a �m de minimizar os efeitos sofridos na informação

durante a transmissão. Existem muitos tipos diferentes de Códigos de Bloco Espaço-

Temporais (STBC) disponíveis para duas antenas transmissoras, dentre eles, o código

de bloco espaço-temporal ciclotômico, Código de Ouro e Código de Prata. Neste tra-

balho apresentamos uma construção de STBC cujos os sinais utilizados na transmissão

são identi�cados por elementos de anéis de inteiros de corpos de números totalmente

imaginários, Q(
√
d), com d < 0, e apresentamos os melhores STBC em termos do cri-

tério que denominamos como critério produto, considerando extensões de Q(
√
d) com

d = −1, −2, −3, −7, −11.

Palavras-chave: Determinante mínimo, Corpos quadráticos, Códigos de bloco.





ABSTRACT

The communication systems of Multiple Input and Multiple Output (MIMO), are sys-

tems consisting of structures that use multiple antennas, both on the transmitter and the

receiver. For being transmitted via antennas, noise and path problems naturally arise,

which poses a challenge for the development and optimization of MIMO systems. For

these reasons, many studies focus on certain properties of the signals sent in order to

minimize the e�ects su�ered on the information during transmission. There are many

di�erent types of Space-Time Block Codes (STBC) available for two transmitting an-

tennas, such as the cyclotomic space-time block code, Golden Code, and Silver Code.

In this work, we present a STBC construct via totally imaginary quadratic �elds, Q,

with d < 0 and present the best STBC in terms of the criterion that we call product

criteria, considering extensions of Q(
√
d) with d = −1, −2, −3, −7, −11.

Keywords: Minimum determinant, Quadratic �elds, Block codes.





Sumário

1 Introdução 15

2 Preliminares 19
2.1 Módulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2 Extensões de corpos e elemento algébrico . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3 Norma e traço . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.4 Corpos quadráticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.5 Base integral e discriminante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.6 Álgebra dos quatérnios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3 Reticulados 45
3.1 De�nições e propriedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.2 Empacotamento esférico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.3 Reticulado complexo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.4 Reticulados algébricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4 Números p-ádicos e Anel de Valorização 59
4.1 Valorização p-ádica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.2 Lema de Hensel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5 Códigos de Bloco Espaço-Temporais via Corpos Quadráticos Imagi-
nários 67
5.1 O modelo do sistema MIMO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.2 Critérios para modelar códigos espaço-temporais . . . . . . . . . . . . . 68
5.3 Códigos de bloco espaço-temporais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.4 Novas contribuições de códigos espaço-temporais . . . . . . . . . . . . . 81

Conclusão Final 85

Referências 87

Índice Remissivo 89





Capítulo 1

Introdução

Transmitir dados pelo meio atmosférico envolve muitos problemas inerentes a esse
meio, como diferença de temperatura entre camadas da atmosfera, fenômenos meteo-
rológicos, bloqueios causados por construções, pessoas, animais e outros objetos que
estejam no caminho de propagação do sinal e fazem com que o sinal se enfraqueça,
além da perda natural de energia que ocorre durante a propagação da onda.

Para obter um bom resultado, uma opção é utilizar uma faixa de frequência grande,
mas como as faixas de frequências são escassas e caras, essa opção não é viável. Um tipo
de sistema que tem sido bastante utilizada e visto como muito promissor é o Multiple
Input Multiple Output (MIMO), que consiste no uso de múltiplas antenas para envio
e recebimento de sinal. Os sistemas de comunicação MIMO estão sendo amplamente
explorados principalmente por fornecer ganhos na transmissão de sinal.

Os problemas que envolvem a transmissão de um sinal sem �o aparecem indepen-
dentemente do sistema utilizado, pois são próprios do meio. Os efeitos nocivos do
ambiente são referentes a desvanecimentos de larga escala e pequena escala. Desva-
necimentos de larga escala estão associados à perda da qualidade de sinal devido à
perda de potência do sinal conforme esse se propaga e à obstáculos que esse sinal pode
enfrentar ao longo do percurso como edifícios, árvores, outras antenas, etc, ou seja,
atuam na ordem de vários comprimentos de onda do sinal. Os desvanecimentos de
pequena escala são os que atuam na ordem de um comprimento de onda do sinal e se
dão pelo fato de que o mesmo sinal pode chegar ao receptor por percursos diferentes,
com fases diferentes e amplitudes diferentes. A sobreposição desses sinais é chamada
de componente de multipercuso. Os multipercursos geram variações rápidas na ampli-
tude do sinal recebido, uma vez que os sinais que chegam simultaneamente ao receptor
combinam-se construtivamente e/ou destrutivamente. Uma maneira de aumentar a
con�abilidade do sinal é enviar o mesmo sinal através de múltiplas antenas, ou seja,
usar a redundância como forma de aumentar a probabilidade de que pelo menos um
dos sinais enviados chegue ao receptor sem desvanecimento ou interferência.

Se considerarmos que existem nt antenas transmissoras e nr antenas receptoras,
haveriam nt · nr ligações entre o transmissor e o receptor. Esse ganho obtido é cha-
mado de ganho de diversidade e, neste caso, diz-se que há uma proteção de ordem
nt · nr contra desvanecimentos do sinal, ou seja, as chances de pelo menos um sinal
transmitido chegar a um receptor com qualidade é aumentada. A ordem do ganho de
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16 Introdução

diversidade é de�nida como sendo o número de ligações independentes entre receptores
e transmissores, sendo que são consideradas ligações independentes aquelas que não
são redundantes, ou seja, não transmitem o mesmo sinal. Esse método, apesar de
garantir tal aumento da qualidade do sinal, não otimiza a velocidade de transmissão
da informação pois várias antenas enviam o mesmo sinal ao mesmo tempo, isto é, a
informação demora mais para ser transmitida por completo do que demoraria se cada
ligação transmitisse um sinal diferente.

Por outro lado, se a informação for dividida em pequenos blocos e cada antena do
sistema transmitir um desses blocos, todas as ligações entre transmissores e receptores
tornam-se independentes e a velocidade de transmissão de dados aumenta muito, mas
a probabilidade de que alguns sinais sejam perdidos ou incorretamente interpretados
por um receptor devido à vários fatores presentes no meio de propagação é alta. Esse
ganho obtido na velocidade de transmissão devido a independência das ligações é cha-
mado de ganho de multiplexagem. O ganho de multiplexagem depende diretamente
do número de antenas transmissoras do sistema já que quanto mais antenas, em mais
blocos independentes a informação pode ser dividida e consequentemente mais rápido
a informação será transmitida.

Para maximizar os ganhos tanto de diversidade quanto de multiplexação foi in-
troduzido o uso dos códigos espaço-temporais. Dessa forma, as antenas transmitem
a mesma informação com uma pequena diferença de tempo entre as transmissões, de
forma que haja redundância, garantindo a qualidade de sinal, mas que as ligações
sejam independentes, aumentando a velocidade de transmissão. Dentre os tipos de co-
di�cação espaço-temporal destacam-se os Códigos de Bloco Espaço-Temporais (STBC)
por sua facilidade de codi�cação/decodi�cação. Nesse contexto, as álgebras de divisão
desempenham um importante papel, pois produzem naturalmente famílias de códigos
com diversidade máxima, permitindo assim melhorar a con�abilidade da transmissão
de sinais.

Vamos considerar, neste trabalho, códigos STBC com nt = 2 antenas transmissoras
e nr = 2 antenas receptoras. Existem muitos tipos diferentes de códigos disponíveis
para duas antenas transmissoras, como o código de bloco espaço-temporal ciclotômico
[23], o código de ouro (Golden Code) [5] e o código de prata (Silver Code) [10]. Di-
versidade máxima (isto é, maior con�abilidade do sinal) e maior determinante mínimo
(isto é, menor probabilidade de erro ponto a ponto) são os dois mais importantes cri-
térios para construir bons STBC, [3]. Neste trabalho, apresentamos uma construção
de STBC, com diversidade máxima, via corpos quadráticos totalmente imaginários,
Q(
√
d), com d < 0. Nestes corpos é possível mostrar que o determinante mínimo

possui o valor constante igual a 1, conforme veremos no decorrer do trabalho.
A pergunta que surge então é: como avaliar tais códigos? A �m de responder

esta questão, apresentamos um critério dado em [23] e que aqui chamamos de critério
produto. Seguindo as ideias de [24], em que os autores apresentam os melhores STBC's
em termos do critério produto considerando somente as extensões de Q(

√
d) com d =

−1, −3 sobre os racionais, apresentamos os melhores STBC's considerando extensões
de Q(

√
d) com d = −2, −7, −11. Dentre todas as extensões consideradas, analisamos

o STBC ótimo segundo o critério mencionado. Além disso, reformulamos algumas
demonstrações apresentadas em [24].

Dessa forma, o restante da dissertação está delineada na sequência que segue.

No Capítulo 2, apresentamos alguns resultados da teoria dos números algébricos,



17

corpos quadráticos e álgebras de divisão. O conceito de norma apresentado neste capí-
tulo é fundamental para o desenvolvimento do trabalho. Os resultados sobre a teoria de
corpos quadráticos são importantes, pois este será o corpo base para a construção dos
STBC's. Para tal construção precisamos caracterizar os anéis de inteiros algébricos dos

corpos quadráticos e os elementos dos ideais (1+i)Z[i] e
√
−3Z

[
1−
√
−3

2

]
. Através desta

caracterização provamos, no Capítulo 5, que certos elementos do anel de inteiros algé-
bricos de Q(

√
d) não são normas algébricas de uma extensão de Q(

√
d). Além disso,

de�nimos álgebra dos quatérnios e álgebras de divisão, que produzem naturalmente
famílias de STBC's lineares.

No Capítulo 3, abordamos resultados e de�nições sobre reticulados, empacotamento
esférico e apresentamos uma construção algébrica de reticulados via corpos quadráticos.
A teoria da Seção 3.3 é necessária para compreender o critério de comparação que é
apresentado no Capítulo 5.

No Capítulo 4, apresentamos a teoria de números p-ádicos e o Lema de Hensel,
que possui importantes aplicações aos STBC's, por exemplo, nas construções do Gol-
den Code e do Silver Code. Este lema fornece ferramentas para mostrar que certos
elementos do anel de inteiros algébricos de Q(

√
d) não são normas algébricas de uma

extensão de Q(
√
d). Neste trabalho, uma de nossas contribuições inéditas é mostrar

que, se d ≡ 1 (mod 3), então −1 não é norma algébrica de Q(
√
d,
√
−3) sobre Q(

√
d),

e se d ≡ 1 (mod 8), então −1 não é norma algébrica de Q(
√
d,
√
i) sobre Q(

√
d).

No Capítulo 5, introduzimos o modelo do canal MIMO, apresentamos critérios para
modelar códigos espaço-temporais, de�nimos o determinante mínimo de um código, o
ganho de codi�cação e avaliamos a probabilidade de erro. Ainda neste capítulo, apre-
sentamos uma construção de códigos de bloco espaço-temporais via corpos quadráticos,
considerando extensões quadráticas de um corpo de números. Além disso, apresenta-
mos os melhores códigos nos corpos bases Q(

√
d), com d = −1, −2, −3, −7, −11,

segundo o critério produto. Os melhores códigos sobre Q(
√
d), com d = −2,−7 e −11

são contribuições originais de nosso trabalho.





Capítulo 2

Preliminares

Nosso objetivo, neste capítulo, é introduzir resultados e de�nições de teoria dos
números algébricos e álgebras dos quatérnios que utilizamos como ferramentas no de-
correr dos próximos capítulos. Deste modo, apresentamos resultados sobre extensões
de corpos, elemento algébrico, homomor�smo, norma e traço, corpos quadráticos, base
integral, discriminante e álgebra dos quatérnios. Para o desenvolvimento deste capítulo
as principais referências utilizadas foram [16], [19], [13], [14], [3], [4], [10] e [22]. Alguns
resultados seguem sem demonstrações por se tratarem de resultados elementares ou
por utilizar resultados que não estão dentro dos objetivos desse trabalho.

2.1 Módulos

Abordamos aqui as de�nições de módulos e submódulos que serão necessárias no
contexto de reticulados, tema que será apresentado no Capítulo 3. No que segue,
consideremos A sendo um anel comutativo com unidade.

De�nição 2.1.1. Um A-módulo M é um grupo abeliano aditivo M equipado com
uma aplicação A ×M → M de�nida por (a,m) 7→ am tal que para todo a, a′ ∈ A e
todo m,m′ ∈M tem-se que

• (aa′)m = a(a′m),

• (a+ a′)m = am+ a′m,

• a(m+m′) = am+ am′,

• 1m = m.

De�nição 2.1.2. Seja M um A-módulo. Um subconjunto N ⊂ M não vazio é um
A-submódulo de M se, com as operações herdadas de M , também é um A-módulo.

De�nição 2.1.3. Um A-módulo M é dito �nitamente gerado se existir
x1, . . . , xr ∈ M tal que M = Ax1 + . . . + Axr e, neste caso, dizemos que {x1, . . . , xr}
forma um sistema de geradores deM . Se {x1, . . . , xr} for linearmente independente so-
bre A, dizemos que {x1, . . . , xr} forma um base deM sobre A. E caso exista uma base,
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20 Preliminares

diremos que M é um A-módulo livre, e o número de elementos da base é chamado
de posto de M .

Observação 2.1.4. Nem sempre um A-submódulo N de um A-módulo livreM é livre.
Para isso, basta tomarmos M = A = Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Temos que Z6 é um Z6-
módulo livre com base {1}, mas o Z6-submódulo N = {0, 2, 4} não é livre, visto que
qualquer sistemas de geradores que tomarmos para N não é linearmente independente.

Observação 2.1.5. Nem todo módulo �nitamente gerado possui uma base. Por exem-
plo, o anel Z6 é um Z-módulo �nitamente gerado, mas não é livre, pois qualquer sistema
de geradores de Z6 não é linearmente independente.

2.2 Extensões de corpos e elemento algébrico

Nesta seção, apresentamos os conceitos de extensões de corpos e elemento algébrico.
Além disso, apresentamos alguns resultados envolvendo estes conceitos.

De�nição 2.2.1. Sejam F e K corpos. Dizemos que K é uma extensão de F se F ⊂ K.
Notação: K/F.

Observação 2.2.2. Seja F ⊂ K uma extensão de corpos. Pode-se veri�car que K é
um F-espaço vetorial, assim, existe uma base de K sobre F.

De�nição 2.2.3. Seja F ⊂ K uma extensão de corpos.

(i) A dimensão do F-espaço vetorial L é o número de elementos da base de K sobre
F, chamada de grau da extensão de K sobre F e denotada por [K : F].

(ii) Dizemos que K é uma extensão �nita de F se [K : F] é �nito, caso contrário, K é
uma extensão in�nita.

De�nição 2.2.4. Um corpo de números F é uma extensão �nita de Q.

Observação 2.2.5. Os corpos de números Q (i) = {a+ bi | a, b ∈ Q}, onde i =
√
−1

e Q (j) = {a+ bj | a, b ∈ Q} , onde j é a raiz terceira primitiva da unidade , isto é,
j3 = 1 e jn 6= 1, 1 ≤ n ≤ 2) são de particular interesse. De fato, restringindo a e b em
Z, obtemos o conjunto dos inteiros Gaussianos Z [i] = {a+ bi | a, b ∈ Z} e o conjunto
dos inteiros de Eiseinstein Z [j] = {a+ bj | a, b ∈ Z}.

De�nição 2.2.6. Seja F um corpo. Chamamos de polinômio sobre F em uma inde-
terminada x a uma expressão formal p(x) = a0 + a1x + . . . + anx

n onde ai ∈ F para
todo i = 1, . . . , n. Se an 6= 0, então o grau de p(x) é de�nido como n.

Denotamos por F[x] o conjunto de todos os polinômios sobre F, em uma inde-
terminada x.

Observe que não está de�nido o grau do polinômio nulo e considere ∂ como uma
função de�nida por

∂ : F[x]− {0} → N
p(x) 7→ ∂p(x) = grau de p(x)
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De�nição 2.2.7. Seja f(x) ∈ F[x] tal que ∂f(x) ≥ 1. Dizemos que f(x) é um
polinômio irredutível sobre F se toda vez que f(x) = g(x)h(x) onde g(x), h(x) ∈
F[x]. implica que g(x) = a constante em F ou h(x) = b constante em F. Se f(x) não
for irredutível sobre F, dizemos que f(x) é redutível sobre F.

De�nição 2.2.8. Sejam F ⊂ K corpos. Um elemento α ∈ K é chamado de algébrico
sobre F se existe f(x) ∈ F[x]/{0} tal que f(α) = 0.

Proposição 2.2.9. Sejam F ⊂ K corpos. Se α ∈ K é algébrico sobre F, então existe
um único polinômio irredutível e mônico de menor grau f(x) ∈ F[x] tal que f(α) = 0.

Demonstração. Se α ∈ K é algébrico sobre F, então existe um polinômio g(x) =
a0 + · · · + anx

n ∈ F[x]/{0} tal que g(α) = 0. Tomando f(x) = a−1
n g(x) ∈ F[x], temos

que f(x) ∈ F[x] é um polinômio mônico tal que f(α) = 0. Suponhamos que existam
f(x), g(x) ∈ F[x] irredutíveis e mônicos de menor grau tal que f(α) = g(α) = 0,
com f(x) 6= g(x). Como f(x) e g(x) são os polinômio de menor grau tal que f(α) =
g(α) = 0, com ∂f(x) = ∂g(x) = n, segue que 0 ≤ ∂(f(x) − g(x)) ≤ n − 1, com
f(α) − g(α) = 0, o que é um absurdo, pois f(x) e g(x) são os polinômios de menor
grau tal que f(α) = g(α) = 0. Portanto, provamos o resultado.

De�nição 2.2.10. Sejam F ⊂ K corpos e α ∈ K. O polinômio irredutível e mônico
de menor grau f(x) tal que f(α) = 0 é chamado de polinômio minimal de α sobre
F e é denotado por minFα.

Lema 2.2.11. Sejam F ⊂ K corpos e α ∈ K é algébrico sobre F, então o polinômio
minimal de α divide todo polinômio h(x) ∈ F[x]− {0} tal que h(α) = 0.

Demonstração. Sejam f(x) o polinômio minimal de α e h(x) ∈ F[x] tal que h(α) = 0.
Usando o algoritmo da divisão de polinômios, podemos escrever que h(x) = q(x)f(x)+
r(x), onde 0 ≤ ∂r(x) < ∂f(x). Assim,

r(α) = h(α)− q(α)f(α) = 0,

ou seja, α é raiz de r(x). Contudo, como f(x) é o polinômio minimal de menor grau
que tem α como raiz, segue que r(x) = 0. Logo, f(x) divide h(x).

De�nição 2.2.12. Uma extensão K sobre F é algébrica se todo α ∈ K é algébrico
sobre F.

Exemplo 2.2.13. Vamos veri�car que a extensão Q(
√

2) sobre Q é algébrica. De fato,
se α ∈ Q(

√
2), então α = a + b

√
2, com a, b ∈ Q. Assim, (α − a)2 = 2b2, ou seja,

α2 − 2aα + a2 − 2b2 = 0. Logo, α é raiz de f(x) = x2 − 2ax + a2 − 2b2 ∈ Q[x] e dessa
forma, α é algébrico sobre Q. Portanto, a extensão Q(

√
2)/Q é algébrica.

De�nição 2.2.14. Dizemos que α ∈ C é inteiro algébrico se existe f(x) ∈ Z[x]\{0},
mônico, tal que f(α) = 0. Seja F um corpo tal que Q ⊂ F, o conjunto OF = {α ∈ F |
α é inteiro algébrico} é um anel chamado de anel dos inteiros algébricos de F.

Exemplo 2.2.15. O elemento α =
√

2+
√

5 é inteiro algébrico, pois é raiz do polinômio
x4 − 14x2 + 9 ∈ Z[x].

Observação 2.2.16. Se F = Q, então OF = Z. Contudo, há elementos de R que não
pertencem a Z, mas ainda são inteiros algébricos. Por exemplo,
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α =
1 +
√

5

2

é um inteiro algébrico, pois é raiz do polinômio x2 − x− 1.

Teorema 2.2.17. (Teorema da multiplicatividade dos graus) Se F, K e L são corpos
tais que F ⊆ K ⊆ L e [L : F] é �nita, então [L : F] = [L : K] [K : F].

Demonstração. Suponha que [L : K] = m e [K : F] = n. Se B1 = {α1, . . . , αm} é uma
base de L sobre K e B2 = {β1, . . . , βn} é uma base de K sobre F, então B = {αiβj, i =
1, . . . ,m e j = 1, . . . , n} é uma base de L/F, uma vez que

1. O conjunto gerado porB, [B], é L. De fato, se α ∈ L, então existem a1, a2, · · · , am ∈

K tais que α =
m∑
i=1

aiαi. Por outro lado, se ai ∈ K, então existem bi1, bi2, · · · , bin ∈

F tais que ai =
n∑
j=1

bijβj. Logo, α =
m∑
i=1

n∑
j=1

bijαiβj, e assim L ⊂ [B]. Como

[B] ⊂ L, segue que [B] = L.

2. B é linearmente independente sobre F. De fato, suponha que
m∑
i=1

n∑
j=1

bijαiβj = 0,

então
m∑
i=1

(
n∑
j=1

bijβj

)
αi = 0. Como B1 é linearmente independente sobre K,

segue que
n∑
j=1

bijβj = 0, e como B2 é linearmente independente sobre F, segue

que bij = 0, para todo i, j.

Portanto, B é uma base de L/F com mn elementos. Assim, [L : F] = mn = [L : K][K :
F].

Exemplo 2.2.18. Vejamos como encontrar
[
Q
(√

2,
√

3
)

: Q
]
.

A�rmação I : {1,
√

2} é uma base de Q(
√

2) sobre Q. De fato,

1. {1,
√

2} gera Q(
√

2) sobre Q. Da Teoria de Corpos, segue que Q(
√

2) = {α +
β
√

2 : α, β ∈ Q}. Assim, se x ∈ Q(
√

2) então x = α1 + β
√

2, com α, β ∈ Q, ou
seja, x é combinação linear de {1,

√
2}.

2. {1,
√

2} é linearmente independente sobre Q. Suponha que α1 + β
√

2 = 0, com

α, β,∈ Q. Se β 6= 0, então
√

2 =
−α
β

, o que é um absurdo pois
√

2 é irracional.

Portanto, β = 0, e assim, α1 + 0
√

2 = 0, ou seja, α = 0. Dessa forma, {1,
√

2} é
uma base de Q(

√
2) sobre Q. Logo, [Q(

√
2) : Q] = 2.

A�rmação II : {1,
√

3} é uma base de Q(
√

2,
√

3) sobre Q(
√

2). De fato,

1. {1,
√

3} geraQ(
√

2,
√

3) sobreQ(
√

2). Da Teoria de Corpos, segue queQ(
√

3,
√

2) =
{α + β

√
3 : α, β ∈ Q(

√
2)}. Assim, se x ∈ Q(

√
3,
√

2) então x = α1 + β
√

3, com
α, β ∈ Q(

√
2), ou seja, x é combinação linear de {1,

√
3}.
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2. {1,
√

3} é linearmente independente sobre Q(
√

2). Suponha que α1 + β
√

3 = 0,
com α, β,∈ Q(

√
2). Assim, podemos reescrever a igualdade como (p + q

√
2) +

(r + s
√

2)
√

3 = 0, com p, q, r e s ∈ Q. Se β = (r + s
√

2) 6= 0, então

√
3 =

−(p+ q
√

2)

r + s
√

2
=
−(p+ q

√
2)

r + s
√

2
· r − s

√
2

r − s
√

2

=
−(pr − ps

√
2 + qr

√
2− 2qs)

r2 − 2s2
=
−pr + 2qs+ (ps− qr)

√
2

r2 − 2s2

=
−pr + 2qs

r2 − 2s2
+

(ps− qr)
√

2

r2 − 2s2
= a+ b

√
2, a, b ∈ Q.

Assim, (
√

3)2 = (a+ b
√

2)2, ou seja, 3 = a2 + 2ab
√

2 + 2b2. Logo 3− a2 − 2b2 =

2ab
√

2, isto é,
3− a2 − 2b2

2ab
=
√

2,

o que é absurdo pois
√

2 é irracional. Portanto, r + s
√

2 = β = 0, e assim, p+ q
√

2 +
0
√

3 = 0, ou seja p + q
√

2 = α = 0. Dessa forma, {1,
√

3} é uma base de Q(
√

2,
√

3)
sobre Q(

√
2). Logo [Q(

√
2,
√

3) : Q(
√

2)] = 2.
Pelo Teorema da multiplicatividade dos graus 2.2.17, segue que

[Q(
√

2,
√

3) : Q] = [Q(
√

2,
√

3) : Q(
√

2)][Q(
√

2) : Q] = 2.2 = 4

e {1,
√

2,
√

3,
√

6} é uma base de Q(
√

2,
√

3) sobre Q.
Teorema 2.2.19. [19] Se Q ⊂ F ⊂ K, com [K : F] < ∞, então existe θ ∈ K tal que
K = F(θ). O elemento θ é chamado elemento primitivo.

Proposição 2.2.20. [19] Se F é um corpo de números tal que F = Q(θ), então [F :
Q] = ∂(minQθ).

Exemplo 2.2.21. Se F = Q(
√

7), então [F : Q] = 2, pois minQ(
√

7) = x2 − 7.

Observação 2.2.22. Se K = F(θ) e ∂(minFθ) = n, então F(θ) = {a0 + a1θ + . . . +
an−1θ

n−1; ai ∈ F, para qualquer i = 0, 1, · · · , n− 1}.
De�nição 2.2.23. Seja F ⊂ K uma extensão de corpos. Se σ é um monomor�smo de
K tal que σ(α) = α para todo α ∈ F, então σ é chamado de F-monomor�smo de
K. Se σ é um F-isomor�smo de K = F(α) então σ(α) é chamado de conjugado de α
sobre F.
Teorema 2.2.24. [14] Se F = Q(θ) é uma extensão de Q de grau n, então existem
exatamente n monomor�smos distintos {σ1, ..., σn} de F em C que �xam Q. Tais
monomor�smos são dados por σi(θ) = θi, em que {θ1, ..., θn} são as raízes de minQθ
em C.
Exemplo 2.2.25. Considere o corpo Q( 3

√
7). O polinômio minimal de 3

√
7 sobre Q

é f(x) = x3 − 7. As raízes de f(x) são { 3
√

7, ω 3
√

7, ω2 3
√

7}, em que ω = cos
(

2π
7

)
+

isen
(

2π
7

)
. Assim, existem três monomor�smos:

σ1 : Q( 3
√

7) → C
3
√

7 7→ 3
√

7

σ2 : Q( 3
√

7) → C
3
√

7 7→ ω 3
√

7

σ3 : Q( 3
√

7) → C
3
√

7 7→ ω2 3
√

7.
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De�nição 2.2.26. Sejam F um corpo de números de grau n e {σ1, ..., σn} os n Q-
monomor�smos distintos de F em C. Dizemos que o monomor�smo σi é real se σi(F) ⊂
R, caso contrário, dizemos que σi é imaginário. Além disso, se todos os σ

′
is, para

i = 1, ..., n, são reais, dizemos que o corpo F é totalmente real e, se todos os σ
′
is,

para i = 1, ..., n, são imaginários, dizemos que F é totalmente imaginário.

2.3 Norma e traço

Nesta seção, apresentamos os conceitos de norma e traço e algumas de suas pro-
priedades. A teoria apresentada aqui será essencial para o desenvolvimento da teoria
de base integral e discriminante, que será abordada na Seção 2.5, e também para a
obtenção dos resultados do Capítulo 5.

Sejam A um anel e B um A-módulo livre de posto n. Em particular, podemos
tomar A e B corpos tal que B é uma extensão de grau n sobre A. Sejam ψα : B → B
um endomor�smo de anéis de�nido por ψα(x) = αx, onde α ∈ B e {e1, . . . , en} é uma
base de B sobre A. Assim,

ψα(e1) = a11e1 + . . .+ a1nen
...

...
ψα(en) = an1e1 + . . .+ annen

,

com aij ∈ A, para todo i, j = 1, . . . , n. Assim, ψα(e1)
...

ψα(en)

 =

 a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann


 e1

...
en

 .

De�nição 2.3.1. O traço de α é de�nido por TrB/A(α) =
n∑
i=1

aii, a norma de α é

de�nida por NB/A(α) = det(aij) e o polinômio característico de α é de�nido por
g(x) = det(xI − aij) = det(xδij − aij), onde δij = 1 se i = j e 0, caso contrário.

Usamos a notação TrB/A(α), NB/A(α), ou simplesmente, Tr(α), N(α) quando não
houver dúvidas.

Proposição 2.3.2. [16] Sejam F um corpo de característica zero ou um corpo �nito,
K uma extensão algébrica de F de grau n, e α um elemento de K. Se α1, . . . , αn são as
raízes do polinômio minimal de α sobre F, então

TrK/F(α) = α1 + . . .+ αn, NK/F(α) = α1 . . . αn e g(x) = (x− α1) . . . (x− αn).

Demonstração. Consideremos, primeiramente, o caso em que α é um elemento pri-
mitivo de K sobre F. Se f(x) é o polinômio minimal de α sobre F, então K é F-
isomorfo ao anel quociente F[x]

<f(x)>
e {1, . . . , αn−1} é uma base de K sobre F. Tomando

f(x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0, com ai ∈ F, segue que a matriz do endomor�smo ψα

com respeito a esta base é dada por
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M =


0 0 · · · 0 −a0

1 0 · · · 0 −a1

0 1 · · · 0 −a2
...

...
0 0 · · · 1 −an−1

, onde


ψ(e1) = a11e1 + . . .+ a1nen

...
...

ψ(en) = an1e1 + . . .+ annen

Assim, det(xI − ψα) é o determinante da matriz

xIn −M =


x 0 · · · 0 a0

−1 x · · · 0 a1

0 −1 · · · 0 a2
...

...
0 0 · · · −1 x+ an−1

.

Expandindo esse determinante como um polinômio em x, obtemos o polinômio carac-
terístico g(x) de α, que é igual a f(x), assim, Tr(α) = −an−1 e N(α) = (−1)na0.
Como α é primitivo, segue que f(x) = (x− α1) . . . (x− αn) e igualando os coe�cientes
segue que Tr(α) = α1 + . . .+αn e N(α) = α1 . . . αn. Consideramos, agora, o caso geral.
Se r = [K : F(α)], é su�ciente mostrarmos que o polinômio característico g(x) de α,
com relação a K sobre F é igual a r-ésima potência do polinômio minimal de α sobre
F. Se {yi}i=1,...,q é uma base de F(α) sobre F e se {zj}j=1,...,r é uma base de K sobre
F(α), então {yizj} é uma base de K sobre F com n = qr. Se M = (aih) é a matriz de

multiplicação por α em F(α) com relação a base {yi}, então αyi =
∑
h

aihyh. Assim,

α(yizj) =

(∑
h

aihyh

)
zj =

∑
h

aih(yhzj). Logo,
αy1z1 = a11y1z1 + a12y1z1 + . . .+ a1qyqz1

αy2z1 = a21y1z1 + a22y1z1 + . . .+ a2qyqz1
...

...
αyqz1 = aq1y1z1 + aq2y1z1 + . . .+ aqqyqz1

.

Assim, a matriz do endomor�smo de α em L com relação a base {yizj}, ordenada
lexicogra�camente, é dada por

M1 =


M 0 . . . 0
0 M . . . 0
...

. . .
...

0 0 . . . M

,

isto é,M aparece r-vezes na diagonal como blocos na matrizM1. Daí, a matriz xI−M1

consiste de r blocos diagonais, cada um tem a forma xIq −M , e consequentemente,
det(xIn − M1) = det(xIq − M1)r. Assim g(x) = det(xIq − M) e det(xIq − M) é o
polinômio característico de α sobre F, de acordo com a primeira parte da demonstração.

Exemplo 2.3.3. Considere um polinômio irredutível

f(x) = ax2 + bx+ c ∈ Q[x],
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onde a 6= 0. As raízes de f(x) são dadas por

α =
−b+

√
∆

2a
e α

′
=
−b−

√
∆

2a
,

onde ∆ = b2 − 4ac é o discriminante do corpo quadrático Q(α) = Q(
√

∆). Portanto,

TrF/Q(α) = α + α
′
=
−b+

√
∆

2a
+
−b−

√
∆

2a
= − b

a

e

NF/Q(α) = αα
′
=

(
−b+

√
∆

2a

)(
−b−

√
∆

2a

)
=
b2 −∆

4a2
=
c

a
.

Assim, o polinômio minimal de α sobre Q é minQα = x2 − TrF/Q(α)x+NF/Q(α).

Se F ⊂ K é uma extensão �nita de corpos de números, então valem as seguintes
propriedades:

1. TrK/F(α + α′) = TrK/F(α) + TrK/F(α
′),

2. TrK/F(aα) = aTrK/F(α),

3. TrK/F(a) = [K : F]a,

4. NK/F(αα
′) = NK/F(α)NK/F(α

′),

5. NK/F(a) = a[K:F],

6. NK/F(aα) = a[K:F]NK/F(α).

com α, α
′ ∈ K e a ∈ F.

De�nição 2.3.4. Sejam A ⊂ B anéis. Dizemos que um elemento α ∈ B é inteiro sobre
A, se existem a0, . . . , an−1 ∈ A, não todos nulos, tal que

αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a1α + a0 = 0.

Proposição 2.3.5. [16] Sejam A um domínio, F seu corpo de frações com característica
zero, e K uma extensão de F. Se α um elemento de K inteiro sobre A, então os
coe�cientes do polinômio característico, g(x), de α são inteiros sobre A. Em particular,
TrK/F(α) e NK/F(α), são inteiros sobre A.

Demonstração. Como g(x) = (x − α1) . . . (x − αn) e como os coe�cientes de g(x) a
menos de sinal, são somas de produtos dos α

′
is, é su�ciente mostrarmos que cada αi

é inteiro sobre A. Mas, cada αi é um conjugado de α sobre F, ou seja, existe um
F-isomor�smo σi : F(α)→ F(αi) tal que σi(α) = αi. Como α é inteiro sobre A, segue
que

αn + an−1α
n−1 + . . .+ a1α + a0 = 0,

com ai ∈ A não todos nulos, para i = 1, . . . , n. Aplicando σi, obtemos

σi(α)n + an−1σi(α)n−1 + . . .+ a1σi(α) + a0 = 0,

ou seja, σi(α) = αi é inteiro sobre A, e portanto, TrK/F(α) e NK/F(α), são inteiros sobre
A.
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Corolário 2.3.6. [16] Nas condições da Proposição 2.3.5, se A = OF, então os co-
e�cientes do polinômio característico de α, em particular, TrK/F(α) e NK/F(α), são
elementos de A.

Demonstração. Por de�nição, esses coe�cientes são elementos de F. Pela Proposição
2.3.5 são inteiros sobre A. Logo, são elementos de A, pois A = OF.

Observação 2.3.7. Pela Proposição 2.3.5, segue que TrK/F(α) =
n∑
i=1

σi(α), NK/F(α) =

n∏
i=1

σi(α) com σi, i = 1, . . . , n os F-monomor�smo de K em C.

Exemplo 2.3.8. Sejam F = Q(
√

13), α = 1 +
√

13 e β = (3 +
√

13)/2. Os monomor-
�smos de F em C são de�nidos por

σ1 :
√

13 7→
√

13 e σ2 :
√

13 7→ −
√

13,

onde os elementos de Q �cam �xos. Assim,

NF/Q(α) = σ1(α)σ2(α) = (1 +
√

13)(1−
√

13) = −12,

NF/Q(β) = σ1(β)σ2(β) =

(
3 +
√

13

2

)(
3−
√

13

2

)
= −1,

T rF/Q(α) = σ1(α) + σ2(α) = (1 +
√

13) + (1−
√

13) = 2, e

TrF/Q(β) = σ1(β) + σ2(β) =
3 +
√

13

2
+

3−
√

13

2
= 3.

Além disso,

NF/Q(αβ) = NF/Q

(
(1 +

√
13)

(
3 +
√

13

2

))
= NF/Q(8+2

√
13) = σ1(8+2

√
13)σ2(8+2

√
13) =

(8 + 2
√

13)(8− 2
√

13) = 82 − 4.13 = 12 = (−12)(−1) = NF/Q(α)NF/Q(β),

e

TrF/Q(α + β) = TrF/Q

(
(1 +

√
13) +

(
3 +
√

13

2

))
= TrF/Q

(
5 + 3

√
13

2

)
=

= σ1

(
5 + 3

√
13

2

)
+ σ2

(
5 + 3

√
13

2

)
= 5 = 2 + 3 = TrF/Q(α) + TrF/Q(β).

Exemplo 2.3.9. Sejam K = Q(
√
−1,
√

3) e F = Q(
√

3). Os monomor�smos de K em
C que �xam F são dados por

σ1 : K → C e σ2 : K → C√
−1 7→

√
−1

√
−1 7→ −

√
−1

.

Se α = 5 +
√
−1 ∈ K, então

NK/F(α) = σ1(α)σ2(α) = (5 +
√
−1)(5−

√
−1) = 26, e

TrK/F(α) = σ1(α) + σ2(α) = (5 +
√
−1) + (5−

√
−1) = 10.

De�nição 2.3.10. Sejam F ⊂ K uma extensão �nita de corpos. Dizemos que a ∈ F
não é norma de K sobre F se não existe elemento α ∈ K tal que NK/F(α) = a.
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2.4 Corpos quadráticos

Nesta seção, vamos apresentar os corpos quadráticos e algumas de suas proprieda-
des. Esta seção será de extrema importância para o desenvolvimento do trabalho, pois
construiremos códigos de bloco espaço-temporais via corpos quadráticos. Para estudar
quais os melhores códigos precisaremos dos resultados apresentados neste capítulo. As
principais referências utilizadas são [13], [14] e [19].

De�nição 2.4.1. Uma extensão de corpos de grau 2 sobre o corpo Q é chamado de
corpo quadrático.

Exemplo 2.4.2. O corpo F = Q(
√

17) é um corpo quadrático, pois θ =
√

17 é uma
raíz do polinômio irredutível f(x) = x2 − 17 ∈ Q[x].

Proposição 2.4.3. Todo corpo quadrático é da forma Q(
√
d), sendo d um inteiro livre

de quadrados.

Demonstração. Sejam F = Q(θ) um corpo quadrático, ou seja, um corpo de números
de grau 2, e f(x) = x2 + ax + b, com a, b ∈ Q, o polinômio minimal de θ ∈ F.

Resolvendo a equação quadrática θ2 + aθ + b = 0, segue que θ =
−a±

√
a2 − 4b

2
são

as raízes de f(x). Como 2θ − a = ±
√
a2 − 4b, segue que Q(θ) = Q(

√
a2 − 4b). Por

outro lado, a2− 4b é um número racional que pode ser escrito como a2− 4b =
u

v
=
uv

v2
,

com u, v ∈ Z, mdc(u, v) = 1, e de forma que u e v não sejam quadrados perfeitos,

pois caso contrário, teremos Q(θ) = Q. Assim, Q(θ) = Q(
√
a2 − 4b) = Q

(√
u

v

)
=

Q
(√

uv

v2

)
= Q(

√
uv). Se que uv = k2d, com k, d ∈ Z, e d um inteiro livre de

quadrados, então, Q(θ) = Q(
√
uv) = Q(

√
k2d) = Q(

√
d).

Observação 2.4.4. Se d > 0, então a extensão Q(
√
d) é totalmente real e se d < 0,

então a extensão Q(
√
d) é totalmente imaginária.

Teorema 2.4.5. Se α ∈ Q é tal que existe um polinômio g(x) ∈ Z[x] mônico, satisfa-
zendo g(α) = 0, então α ∈ Z.

Demonstração. Sejam g(x) = xn + a1x
n−1 + . . .+ an, com a1, . . . , an ∈ Z e α = a

b
∈ Q

com b ≥ 1 e a, b primos entre si. Assim,

0 = bng(α) = an + b(a1a
n−1 + ba2a

n−2 + . . .+ bn−1an),

e portanto b divide an. Como a e b são primos entre si, segue que é uma unidade, ou
seja, b = ±1. Logo, α ∈ Z.

Teorema 2.4.6. [19] Se F = Q(
√
d) é um corpo quadrático com d ∈ Z um inteiro livre

de quadrados, então o anel dos inteiros algébricos OF de Q(
√
d) é dado por:

a) OF = Z[
√
d] se d ≡ 2 ou d ≡ 3(mod 4) e uma Z-base de OF é dado por {1,

√
d}.

b) OF = Z

[
1 +
√
d

2

]
se d ≡ 1(mod 4) e uma Z-base de OF é dado por

{
1,

1 +
√
d

2

}
.
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Demonstração. Seja α = a + b
√
d ∈ Q(

√
d), com a, b ∈ Q, um inteiro algébrico sobre

Z. Se b = 0, então o polinômio minimal de α sobre Q é dado por m(x) = x− a. Como
α é um inteiro algébrico sobre Z, segue que a ∈ Z. Se b 6= 0, então o polinômio minimal
m(x) de α sobre Q tem grau 2 e é obtido do seguinte modo:

α = a+ b
√
d⇒ α− a = b

√
d⇒ (α− a)2 = b2d⇒ α2 − 2aα + a2 = b2d =⇒

α2 − 2aα + (a2 − b2d) = 0.

Logom(x) = x2−2ax+a2−db2, e desse modo 2a, a2−db2 ∈ Z. Assim, (2a)2−d(2b)2 ∈ Z
e daí d(2b)2 ∈ Z, pois 2a ∈ Z. Ainda, 2b ∈ Z, pois, caso contrário, no seu denominador
existiria um fator primo p que apareceria na forma p2 no denominador de (2b)2 e como
d é um inteiro livre de quadrados teríamos que d(2b)2 6∈ Z, o que é um absurdo. Logo,
2b ∈ Z. Assim, podemos escrever,

a =
u

2
, b =

v

2
, comu, v ∈ Z. (2.1)

Além disso, temos que
(2a)2 − d(2b)2 ∈ 4Z. (2.2)

Substituindo a por
u

2
e b por

v

2
, segue que u2 − dv2 ∈ 4Z.

a) Se d ≡ 2 ou 3(mod 4), então u e v são pares, pois se v fosse ímpar teríamos v2 ≡
1(mod 4). Assim, como u2 − dv2 ∈ 4Z, segue que u2 ≡ dv2 ≡ d(mod 4), ou seja,
d ≡ 0(mod 4) ou d ≡ 1(mod 4), o que é um absurdo. Portanto, concluímos que v é
par, isto é, v2 ≡ 0(mod 4), e assim, u2 ≡ dv2 ≡ 0(mod 4) o que implica que u é par.
Logo, se α = a + b

√
d ∈ OF, então α ∈ Z[

√
d] e assim, OF ⊂ Z[

√
d]. Por outro lado,

tomando α ∈ Z[
√
d], segue que α é raiz do polinômio x2 − 2ax+ a2 − db2 ∈ Z[x], pois

2a, a2 − db2 ∈ Z. Logo, Z[
√
d] ⊂ OF. Portanto, OF = Z[

√
d].

b) Se d ≡ 1(mod 4), então u2−dv2 ∈ 4Z, e que u e v são de mesma paridade, isto é, são
ambos pares ou ímpares. Se u e v são pares, então a, b ∈ Z. Logo, α = a+b

√
d ∈ Z[

√
d].

Se u e v são ímpares, então α = a+ b
√
d = u/2+v/2

√
d = (u−v)/2+v((1+

√
d)/2) ∈

Z
[

1+
√
d

2

]
. Portanto, α ∈ Z

[
1+
√
d

2

]
, ou seja, OF ⊂ Z

[
1+
√
d

2

]
. Por outro lado, se α =

a + b
(

1+
√
d

2

)
∈ Z

[
1+
√
d

2

]
, com a, b ∈ Z, então 2a + b ∈ Z e (a + b/2)2 − d(b/2)2 =

a2 +ab+ (1−d)b2/4 ∈ Z, pois d ≡ 1(mod 4). Logo, Z
[

1+
√
d

2

]
⊂ OF, pois os coe�cientes

do polinômio minimal de α, m(x) = x2− (2a+ b)x+ a2 + ab+ (1− d)b2/4 estão em Z.
Portanto, Z

[
1+
√
d

2

]
= OF.

Exemplo 2.4.7. Seja F o corpo quadrático Q(
√
−1). O anel dos inteiros algébricos de

F é dado por OF = Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z}, onde i =
√
−1, pois d = −1 ≡ 3(mod 4).

O anel dos inteiros algébricos do corpo quadrático Q(
√
−3) é Z

[
1+
√
−3

2

]
, pois d =

−3 ≡ 1(mod 4).

Os resultados que seguem serão de fundamental importância para nos auxiliar nas
demonstrações dos resultados do Capítulo 5.

Teorema 2.4.8. Se d é um inteiro negativo e livre de quadrados, então |α| ≥ 1, para
todo α ∈ OQ(

√
d) não nulo.

Demonstração. Temos dois casos a analisar: d ≡ 1 (mod 4) e d ≡ 2 ou 3 (mod 4).
Caso 1: Se d ≡ 2 ou 3 (mod 4), então OQ(

√
d) = Z[

√
d]. Logo, α ∈ Z[

√
d] é da forma

α = a+ b
√
d, com a, b ∈ Z. Assim,
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|α| =
√
a2 + |d|b2 ≥

√
a2 + b2.

Como a2 + b2 ≥ 1⇔ a 6= 0 e/ou b 6= 0, e como 1 ∈ Z[
√
d], segue que |α| ≥ 1 se α 6= 0.

Caso 2: Se d ≡ 1 (mod 4), então OQ(
√
d) = Z

[
1+
√
d

2

]
. Logo, se α ∈ Z

[
1+
√
d

2

]
, então

α = a+ b
(

1+
√
d

2

)
, com a, b ∈ Z. Assim,

|α| =
√(

a+ b
2

)2
+ |d|

(
b
2

)2 ≥
√(

a+ b
2

)2
+ 3

(
b
2

)2
,

pois |−3| ≤ |d| para qualquer d ∈ Z, d < 0 e d ≡ 1 (mod 4). Assim,
(
a+ b

2

)2
+3
(
b
2

)2 ≥
1⇔ a 6= 0 e b = 0, e como 1 ∈ Z[

√
d], segue que |α| ≥ 1, se α 6= 0.

Logo, dos casos 1 e 2, concluímos o resultado.

Os resultados, a seguir, caracterizam os elementos de certos ideais do anel de inteiros
Z[i] e Z[1−

√
−3

2
].

Observação 2.4.9. Se a ∈ Z, então existe um inteiro l1 ≥ 0, tal que a =

l1∑
k=0

ak2
k,

com ak ∈ {0, 1,−1}.

Este resultado é bem conhecido na teoria dos números e servirá de ferramenta para
a proposição que segue.

Proposição 2.4.10. Se α ∈ (1 + i)Z[i], então existe um inteiro l0 ≥ 0 tal que

α =

l0∑
k=0

yk(1 + i)k,

com yk ∈ {0, 1,−1, i,−i}.

Demonstração. Temos que qualquer número inteiro pode ser escrito como a soma de
potência de dois, ou seja, se a ∈ Z, então existe um inteiro l1 ≥ 0 tal que

a =

l1∑
k=0

ak2
k,

com ak ∈ {0, 1,−1}. Se α ∈ (1 + i)Z[i], então α = (a+ bi)(1 + i) = (a− b) + i(a+ b),
com a, b ∈ Z. Assim,

a =

l1∑
k=0

ak2
k e b =

l2∑
k=0

bk2
k,

com ak, bk ∈ {0, 1,−1}. Se l3 = max{l1, l2}, então

a− b =

l3∑
k=0

2k(ak − bk) e (a+ b)i =

l3∑
k=0

2ki(ak + bk).

Como α = (a− b) + i(a+ b), segue que

α =

l3∑
k=0

2k(ak − bk + iak + ibk),
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com ak − bk + iak + ibk ∈ S = {0, 1 + i,−1 − i,−1 + i, 1 − i, 2i, 2,−2,−2i}, pois
ak, bk ∈ {0, 1,−1}. Observemos que S pode ser escrito na forma:

S = {(i+ 1)skxk | sk ∈ {1, 2}, xk ∈ {0, 1,−1, i,−i}}.

Como o número 2k pode ser escrito como (1 + i)2k(−i)k, segue que

α =

l3∑
k=0

2k(ak−bk+ iak+ ibk) =

l3∑
k=0

(1+ i)2k(−i)k(1+ i)skxk =

l3∑
k=0

(1+ i)2k+skxk. (2.3)

Mostramos, por indução sobre l, que

l∑
k=0

(1 + i)2k+skxk =
2l+2∑
k=0

(1 + i)kyk, (2.4)

com yk ∈ {0, 1,−1, i,−i}. Se l = 0, então
0∑

k=0

(1 + i)2k+skxk = (1 + i)s0x0 =
2∑

k=0

(1 + i)kyk,

com yk = x0, se k = s0, e 0 caso contrário. Suponhamos que vale para l = n, e
provemos que vale para l = n+ 1. Assim, por hipótese de indução,

n+1∑
k=0

(1 + i)2k+skxk = (1 + i)2n+2+sn+1xn+1 +
n∑
k=0

(1 + i)2k+skxk

= (1 + i)2n+2+sn+1xn+1 +
2n+2∑
k=0

(1 + i)kyk

.

Para p ∈ {2n+ 3, 2n+ 4}, de�nimos

yk =

{
xn+1, se k = 2n+ 2 + sn+1

0, caso contrário

Assim,
n+1∑
k=0

(1 + i)2k+skxk =
2n+4∑
k=0

(1 + i)kyk.

Portanto, das Equações (2.3) e (2.4), tomando l0 = 2l3 +2, segue que α =

l0∑
k=0

(1+i)kyk,

como queríamos.

Lema 2.4.11. Se a ∈ Z, então

a =
m∑
k=0

ak3
k,

com ak ∈ {0, 1,−1} e m o menor natural tal que |a| ≤ 3m.
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Demonstração. Provemos, por indução, que o resultado vale para qualquer inteiro
maior que 0. Para números naturais menores que 3n com n = 0 e 1, segue que

0 = 0 · 30, 1 = 30, 2 = −30 + 31.

Suponhamos que o resultado vale para qualquer natural menor ou igual a 3n, e provemos

que vale para qualquer natural a, com 3n < a ≤ 3n+1. Se a ≤
n∑
k=0

3k, então a − 3n ≤

n−1∑
k=0

3k < 3n. Logo,

a− 3n =
n∑
k=0

ak3
k,

com ak ∈ {0, 1,−1}. Como 2 · 3n = 3n+1 − 3n, segue que

a = 3n +
n∑
k=0

ak3
k =

n+1∑
k=0

ak3
k.

Se
n∑
k=0

3k < a ≤ 2 · 3n, então

n∑
k=0

3k − 3n < a− 3n ≤ 3n, ou seja,
n−1∑
k=0

3k < a− 3n ≤ 3n.

Como a− 3n ≤ 3n, segue que

a− 3n =
n∑
k=0

ak3
k.

Logo
n−1∑
k=0

3k < a− 3n =
n∑
k=0

ak3
k, e portanto, an = 1. Assim,

a− 3n =
n∑
k=0

ak3
k = 3n +

n∑
k=0

ak3
k ⇒

a = 2 · 3n +
n−1∑
k=0

ak3
k = 3n+1 − 3n +

n−1∑
k=0

ak3
k ⇒

a =
n+1∑
k=0

ak3
k,

com an = −1 e an+1 = 1. Se 2 · 3n ≤ a ≤ 3n+1, então 3n+1 − a ≤ 3n. Assim,

3n+1 − a =
n∑
k=0

ak3
k.

Portanto,

a = 3n+1 −
n∑
k=0

ak3
k ⇒ a =

n+1∑
k=0

bk3
k,
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com bk = −ak e bn = 1. Logo concluímos o resultado.

Proposição 2.4.12. Se x ∈
√
−3Z[1−

√
−3

2
], então existe um inteiro l0 ≥ 0 tal que

x =

l0∑
k=0

(
√
−3)kxk,

com xk ∈
{

0, 1,−1, 1+
√
−3

2
, −1+

√
−3

2
, −1−

√
−3

2
, 1−

√
−3

2

}
.

Demonstração. Pelo Lema 2.4.11, segue que qualquer número inteiro a pode ser escrito

como
n∑
k=0

ak3
k, com ak ∈ {0, 1,−1}. Se x ∈

√
−3Z[1−

√
−3

2
], então que x =

√
−3(a +

b(1−
√
−3

2
)), com a, b ∈ Z. Podemos escrever a e b como

a =

l1∑
k=0

ak3
k e b =

l2∑
k=0

bk3
k,

com ak, bk ∈ {0, 1,−1}. Observemos que

3k = (−(−3))k = (−1)k(−3)k = (−1)k(
√
−3)2k.

Seja l3 = max{l1, l2}. Como x =
√
−3(a+ b(1−

√
−3

2
)), segue que

x =

l3∑
k=0

√
−3

(
3kak + 3kbk

(
1−
√
−3

2

))

=

l3∑
k=0

(
√
−3)2k+1(−1)k

(
ak + bk

(
1−
√
−3

2

))
. (2.5)

Agora, ak + bk(
1−
√
−3

2
) ∈ S =

{
0, 1,−1, 1+

√
−3

2
, −1+

√
−3

2
, −1−

√
−3

2
, 1−

√
−3

2
, 3+

√
−3

2
,

−3−
√
−3

2

}
para ak, bk ∈ {0, 1,−1}, e assim, (−1)k(ak + bk(

1−
√
−3

2
)) ∈ S. Seja

S1 =

{
0, 1,−1,

1 +
√
−3

2
,
−1 +

√
−3

2
,
−1−

√
−3

2
,
1−
√
−3

2

}
.

Observamos que todo elemento s ∈ S pode ser escrito como (
√
−3)skxk, com xk ∈ S1

e sk ∈ {0, 1}. Portanto, pela Equação (2.5), segue que

x =

l3∑
k=0

(
√
−3)2k+1(−1)k

(
ak + bk

(
1−
√
−3

2

))
=

l3∑
k=0

(
√
−3)2k+1(

√
−3)skxk

=

l3∑
k=0

(
√
−3)2k+1+skxk. (2.6)

Mostremos, por indução, que

l∑
k=0

(
√
−3)2k+1+skxk =

2l+2∑
k=0

(
√
−3)kyk, (2.7)
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com xk, yk ∈ S1. Se l = 0, então

0∑
k=0

(
√
−3)1+skxk =

2∑
k=0

(
√
−3)kyk,

com yk = x0 se k = 1 + s0, e yk = 0, caso contrário. Suponhamos que vale para l = n
e provemos que vale para l = n+ 1. Assim,

n+1∑
k=0

(
√
−3)2k+1+skxk = (

√
−3)2n+3+sn+1xn+1 +

n∑
k=0

(
√
−3)2n+1+skxk

= (
√
−3)2n+3+sn+1xn+1 +

2l+2∑
k=0

(
√
−3)kyk.

Lembramos que sk ∈ {0, 1}. Para k ∈ {2n + 3, 2n + 4}, de�nimos

yk =

{
xn+1, se k = 2n+ 3 + sn

0, caso contrário
. Assim,

n+1∑
k=0

(
√
−3)2k+1+skxk =

2l+4∑
k=0

(
√
−3)kyk.

Portanto, das Equações (2.6) e (2.7), tomando l0 = 2l3 +2, segue que α =

l0∑
k=0

√
−3

k
xk,

como queríamos.

2.5 Base integral e discriminante

Nesta seção, apresentamos os conceitos de base integral, discriminante e alguns
resultados, como o determinante de Vandermonde, que serão de muita importância
para a construção de reticulados no Capítulo 3. A principal referência utilizada é [14].

De�nição 2.5.1. Seja OF o anel de inteiros algébricos de um corpo de números F.
Uma base de OF sobre Z, ou simplesmente, uma Z-base para OF, é chamada de uma
base integral para OF.

Observação 2.5.2. [19] Todo corpo de números F possui uma base integral.

Observação 2.5.3. Como consequência do Teorema 2.4.6, {1,
√
d} é uma Z-base de

Z[
√
d] se d ≡ 2 ou d ≡ 3(mod 4), e

{
1, 1+

√
d

2

}
é uma Z-base de Z

[
1+
√
d

2

]
se d ≡

1(mod 4).

Exemplo 2.5.4. Se F = Q(
√

13), então

OF = Z

[
1 +
√

13

2

]
=

{
a+ b

(
1 +
√

13

2

)
; a, b ∈ Z

}
6= Z[
√

13] = {a+b
√

13; a, b ∈ Z}.

Veja que α = (1 +
√

13)/2 é uma raiz de minQα(x) = x2 − x − 3, enquanto que
β =

√
13 é uma raiz de x2 − 13. Apesar de {1, β} ser uma base para F contendo

inteiros algébricos, ela não é uma base integral para F.
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De�nição 2.5.5. Sejam F = Q(α) um corpo de números com [F : Q] = n,

B = {α1, α2, ..., αn}

uma Q-base para F e σi para i = 1, . . . , n os monomor�smos de F em C. O discrimi-
nante da base B é de�nido por

D(B) = (det(σj(αi)))
2,

onde det é o determinante da matriz com entradas σj(αi) na i-ésima linha e j-ésima
coluna. Em particular, se

B = {1, α, ..., αn−1},
então o determinante da matriz (σj(α

i−1)) é chamado de determinante de Vander-
monde e seu valor é dada por

det(σj(α
i−1)) =

∏
1≤i<j≤n

(αj − αi), (2.8)

onde αk = σk(α) é um k-ésimo conjugado de α, para k = 1, 2, ..., n.

Exemplo 2.5.6. Se F = Q(
√

2), então OF = Z[
√

2] = {a + b
√

2; a, b ∈ Z} e B =
{1,
√

2} é uma base integral de F. Os Q-monomor�smos de F em C são dados por:

σ1 :
√

2 7→
√

2 e σ2 :
√

2 7→ −
√

2.

Portanto,

D(B) = (det(σj(α
i−1)))2 =

(
det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1(
√

2) σ2(
√

2)

))2

=

=

(
det

(
1 1√
2 −

√
2

))2

= (−2
√

2)2 = 8.

Proposição 2.5.7. Sejam F um corpo, K = F(α) uma extensão �nita de F de grau n.
Se f(x) é o polinômio minimal de α sobre F, então,

DK/F(1, α, ..., α
n−1) = (−1)

1
2
n(n−1)NK/F(f

′(α)),

onde f ′(α) é a derivada de f(x) em α.

Demonstração. Sejam α1, ..., αn as raízes de f(x) em alguma extensão de F e σi,
para i = 1, ..., n os monomor�smos de K em C. Da de�nição, DK/F(1, α, ..., α

n−1) =

(det(σi(α
j)))2 = det(αji )

2, com i = 1, ..., n e j = 0, ..., n − 1. Como det(αji ) é um
determinante de Vandermonde, segue que

(det(αji ))
2 =

[ ∏
1≤k<i≤n

(αi − αk)

]2

=
∏

1≤k<i≤n

[(αi − αk)(αi − αk)]

= (−1)
1
2
n(n−1)

∏
1≤k<i≤n,i 6=k

(αi − αk)

= (−1)
1
2
n(n−1)

n∏
i=1

[
n∏

k=1,k 6=1

(αi − αk)

]
= (−1)

1
2
n(n−1)

n∏
i=1

f
′
(αi)

= (−1)
1
2
n(n−1)N(f

′
(α)),

o que prova a proposição.
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Exemplo 2.5.8. Se F = Q, K = Q(
√

3) e f(x) = x2− 3 é o polinômio minimal de
√

3
sobre Q, então

DK/F(1,
√

3) = (−1)
2·1
2 NK/F(f

′
(
√

3)) = −NK/F(2
√

3)

= −22NK/F(
√

3) = −4(
√

3)(−
√

3) = 12.

Teorema 2.5.9. [14] Se B1 = {α1, α2, ..., αn} e B2 = {β1, β2, ..., βn} são duas Q-bases
para um corpo de números F, então

D(B2) = d2D(B1),

onde d = det(qk,i) ∈ Q, com d 6= 0, e qk,i ∈ Q é determinado por

βk =
n∑
i=1

qk,iαi, onde qk,i ∈ Q.

Além disso, d ∈ Z desde que B1 seja uma base integral e B2 ⊂ OF.

Demonstração. Seja σj, para i = 1, . . . , n os n-monomor�smos de F em C. A repre-

sentação βk =
n∑
i=1

qk,iαi, implica que

σj(βk) =
n∑
i=1

qk,iσj(αi),

para cada k = 1, 2, ..., n. Assim,
σ1(β1) σ2(β1) . . . σn(β1)
σ1(β2) σ2(β2) . . . σn(β2)

...
...

...
σ1(βn) σ2(βn) . . . σn(βn)

 =


q1,1 q1,2 . . . q1,n

q2,1 q2,2 . . . q2,n
...

...
...

...
qn,1 qn,2 . . . qn,n




σ1(α1) σ2(α1) . . . σn(α1)
σ1(α2) σ2(α2) . . . σn(α2)

...
...

...
...

σ1(αn) σ2(αn) . . . σn(αn)

 .

Tomando os determinantes e elevando ao quadrado, segue que:

D(B2) = d2D(B1),

com d = det(M), onde

M =


q1,1 q1,2 . . . q1,n

q2,1 q2,2 . . . q2,n
...

...
...

qn,1 qn,2 . . . qn,n

 .
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Exemplo 2.5.10. Sejam F = Q(
√

13), α = (1 +
√

13)/2 e β =
√

13. Pelo Exemplo
2.5.4, segue que B1 = {1, α} e B2 = {1, β} são bases para F, sendo a primeira integral,
e a última não integral (mas uma base sobre Q). Como

σ1 :
√

13 7→
√

13 e σ2 :
√

13 7→ −
√

13

são os Q-monomor�smos de F em C, segue que

D(B2) = (det(σj(β
i)))2 =

(
det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1(
√

13) σ2(
√

13)

))2

=

(
det

(
1 1√
13 −

√
13

))2

= (−2
√

13)2 = 52,

e

D(B1) = (det(σj(α
i)))2 =

(
det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1

(
1+
√

13
2

)
σ2

(
1+
√

13
2

) ))2

=

(
det

(
1 1

1+
√

13
2

1−
√

13
2

))2

= (−
√

13)2 = 13.

Assim,
D(B2) = d2D(B1) = 22D(B1).

Portanto,

d = det

(
1 0
−1 2

)
= 2,

pois

β1 = 1 = q1,1α1 + q1,2α2 = 1.1 + 0.
1 +
√

13

2
,

e

β2 =
√

13 = q2,1α1 + q2,2α2 = −1.1 + 2.
1 +
√

13

2
.

Teorema 2.5.11. [14] Se B = {α1, α2, ..., αd} é uma Q-base para um corpo de números
F = Q(α), então

D(B) = det(TrF/Q(αiαj)) ∈ Q,
e D(B) 6= 0. Além disso, se F é um corpo totalmente real, então D(B) > 0.

Demonstração. Como D(B) = det(σj(αi))
2, segue pelas propriedades de determinante

que

(det(σj(αi)))
2 = det

(
d∑

k=1

σk(αiαj)

)
= det(TrF/Q(αiαj)).

Logo D(B) = det(TrF/Q(αiαj)), e portanto, D(B) ∈ Q. Resta mostrar que D(β)
é diferente de zero e também positiva quando F é totalmente real. Para isso, seja
B1 = B. Pelo Teorema 2.2.19,

B2 = {1, α, α2, ..., αn−1}

é uma base para F sobre Q. Assim, pelo Teorema 2.5.9, segue que D(B2) = d2D(B1),
onde d é dado no Teorema 2.5.9. No entanto, pelo valor do determinante de Vander-
monde (2.8), segue que

D(B2) =
∏

1≤i<j≤n

(αj − αi)2,
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e os αi são distintos de forma que D(B2) 6= 0. Assim, D(B1) 6= 0. Sendo B2 é uma base
para F sobre Q, segue pelo Teorema 2.5.9, que

D(B1) = d2
1D(B2).

Portanto, D(B2) é um inteiro ao quadrado. Como D(B1) 6= 0 e se F é totalmente real,
todos os αj são reais e portanto D(B1) > 0.

Corolário 2.5.12. Se B é uma base de F sobre Q com B ⊆ OF, então D(B) ∈ Z.

Demonstração. Como D(B) = det(TrF/Q(αiαj)) onde B = {α1, ..., αd} é uma base de
F sobre Q segue que D(B) ∈ Z.

Exemplo 2.5.13. Do Exemplo 2.5.10 segue que o corpo totalmente real F = Q(
√

13)
possui base integral

B1 = {1, (1 +
√

13)/2} = {1, α} = {α1, α2}

e uma Q -base não integral

B2 = {1,
√

13} = {1, β} = {β1, β2}.

Além disso,

(TrF/Q(αiαj)) =

(
TrF/Q(1) TrF/Q(α)
TrF/Q(α) TrF/Q(α2)

)
=

(
2 1
1 7

)
,

e deste modo,

D(B1) = det(TrF/Q(αiαj)) = det

(
2 1
1 7

)
= 13 ∈ Z.

Mas, como

(TrF/Q(βiβj)) =

(
TrF/Q(1) TrF/Q(β)
TrF/Q(β) TrF/Q(β2)

)
=

(
2 0
0 26

)
,

segue que
D(B2) = 52 = det(TrF/Q(βiβj)) ∈ Z.

O próximo teorema fornece um critério para sabermos quando uma base é integral.

Teorema 2.5.14. [14] Se B ⊆ OF é uma Q-base para F e D(B) é livre de quadrados,
isto é, D(B) não tem divisor que é o quadrado de um número primo, então B é uma
base integral para F.

Exemplo 2.5.15. O Exemplo 2.5.4 fornece um discriminante livre de quadrados de
uma base integral. No entanto, B = {1,

√
2} é uma base integral para Q(

√
2) mas

D(B) = 8. Portanto, a recíproca do Teorema 2.5.14 não é verdadeira.

Observação 2.5.16. [14] O discriminante associado a uma base integral de um corpo
de números é um invariante algébrico, isto é, seu valor independe das bases tomadas
para o corpo.

A próxima proposição caracteriza o discriminante de um corpo quadrático.
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Proposição 2.5.17. Seja d um inteiro livre de quadrados, o discriminante de F =
Q(
√
d) sobre Q é dado por:

(1) DF/Q = d, se d ≡ 1(mod 4);
(2) DF/Q = 4d, se d ≡ 2(mod 4) ou d ≡ 3(mod 4).

Demonstração. Como os Q-monomor�smos de F = Q(
√
d) em C, com d ∈ Z um in-

teiro livre de quadrados, são σ1 e σ2, onde σ1(
√
d) =

√
d e σ2(

√
d) = −

√
d, segue que

o discriminante de um corpo quadrático é obtido do seguinte modo:
i) se d ≡ 1(mod 4), então

DF/Q = DF/Q

(
1,

1 +
√
d

2

)
=

det

 σ1(1) σ2(1)

σ1

(
1 +
√
d

2

)
σ2

(
1 +
√
d

2

) 


2

=

=

det

 1 1

1 +
√
d

2

1−
√
d

2

2

= d.

ii) se d ≡ 2(mod 4) ou d ≡ 3(mod 4), então

DF/Q = DF/Q

(
1,
√
d
)

=

(
det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1(
√
d) σ2(

√
d)

))2

=

(
det

(
1 1√
d −

√
d

))2

= 4d.

Exemplo 2.5.18. Dado F = Q(
√

5), tem-se OF = Z

[
1 +
√

5

2

]
, isto é,

{
1,

1 +
√

5

2

}
é uma base integral de OF e o discriminante de F é

DF/Q =

(
det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1

(
1+
√

5
2

)
σ2

(
1+
√

5
2

) ))2

=

(
det

(
1 1

1+
√

5
2

1−
√

5
2

))2

= 5.

Os Q-monomor�smos de F em C são σ1(a+ b
√

5) = a+ b
√

5 e σ2(a+ b
√

5) = a− b
√

5.
Logo,

TrF/Q(a+ b
√

5) =
2∑
i=1

σi(a+ b
√

5) = 2a e

NF/Q(a+ b
√

5) =
2∏
i=1

σi(a+ b
√

5) = a2 − 5b2.

2.6 Álgebra dos quatérnios

A álgebra dos quatérnios teve origem com os números complexos, quando William
Rowan Hamilton (1805-1865) apresentou o primeiro conceito moderno dos números
complexos como pares ordenados de números reais e tentou generalizar esta ideia para
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o espaço tridimensional. Após inúmeras tentativas veri�cou-se que não era possível a
existência de um número complexo tridimensional. Com isso, Hamilton descobriu os
quatérnios, que é uma álgebra de dimensão quatro sobre um corpo de números e que
possui todas as propriedades aritméticas de um corpo, a menos da comutatividade. A
álgebra dos quatérnios foi à primeira álgebra não comutativa. Veremos que quando
uma álgebra A é uma álgebra de divisão, a condição det(X) 6= 0, com X ∈ A, é sa-
tisfeita. Para o desenvolvimento desta seção as principais referências utilizadas foram
[3], [4], [10] e [22].

Combinando os conceitos de espaço-vetorial e anel obtêm-se o conceito de álgebra.

De�nição 2.6.1. Uma álgebra A é um conjunto sobre um corpo K com operações
de adição , multiplicação, e multiplicação por escalares de K satisfazendo as seguintes
propriedades:
1) A é um espaço vetorial com respeito a adição e a multiplicação de elementos do
corpo,
2) A é um anel com unidade com respeito a adição e a multiplicação,
3) (λa)b = a(λb) = λ(ab), para todo λ ∈ K e para todo a, b ∈ A.

Exemplo 2.6.2. O conjuntoMn(R) de matrizes n×n com entradas em R é um álgebra
sobre R.

De�nição 2.6.3. Um homomor�smo de álgebras sobre um corpo F é um homomor-
�smo de anéis restrito a identidade de F.

De�nição 2.6.4. Uma álgebra A é um álgebra de divisão se todo elemento não nulo
de A tem inverso multiplicativo.

Exemplo 2.6.5. Seja {1, i, j, k} uma base para um espaço vetorial de dimensão 4 sobre
R, com i, j, k satisfazendo i2 = −1, j2 = −1, k2 = −1 e k = ij = −ji. A álgebra

H = {x+ yi+ zj + wk | x, y, z, w ∈ R}

tem uma estrutura de anel com a adição e multiplicação bem de�nidas. Todo elemento
não nulo de H tem inverso, pois se x+ yi+ zj + wk = q ∈ H é não nulo, basta tomar
o conjugado de q que é de�nido como

q = x− yi− zj − wk,

e então

qq = x2 + y2 + z2 + w2 > 0,

pois q é não nulo. Assim, o elemento inverso de q é dado por

q−1 =
q

qq
.

De�nição 2.6.6. Seja F um corpo de números. O conjunto A = (β, γ)F é uma álge-
bra, chamada de álgebra dos quatérnios sobre F de dimensão 4 e base {1, i, j, k}
satisfazendo a condição i2 = β, j2 = γ, k = ij = −ji, onde β, γ ∈ F/{0}.
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Representamos uma álgebra dos quatérnios e as extensões de corpos envolvidas, no
diagrama abaixo.

A = (β, γ)F

2

F(
√
β)

2

F
n

Q

Exemplo 2.6.7. A álgebra H = (−1,−1)R de�nida no Exemplo 2.6.5 é chamada de
álgebra dos quatérnios de Hamilton.

Exemplo 2.6.8. O anelM(2,F) das matrizes 2×2 com coe�cientes em F é uma álgebra
dos quatérnios sobre F. De fato, tem-se que o isomor�smo ϕ : (1, 1)F →M(2,F) é dado
por

ϕ(i) =

(
1 0
0 −1

)
e ϕ(j) =

(
0 1
1 0

)
.

Em geral, uma álgebra dos quatérnios A = (β, γ)F sobre um corpo de núme-
ros F pode ser vista como uma sub-álgebra do conjunto das matrizes 2 × 2. Para
isso, sejam A = (β, γ)F e M0,M1,M2,M3 matrizes linearmente independentes de
M(2,F(

√
β)) dadas por

M0 =

(
1 0
0 1

)
, M1 =

( √
β 0

0 −
√
β

)
,

M2 =

(
0 1
γ 0

)
, M3 =

(
0

√
β

−γ
√
β 0

)
.

Consideremos a aplicação ϕ : A →M(2,F(
√
β)) de�nida por

ϕ(x0 + x1i+ x2j + x3k) = x0M0 + x1M1 + x2M2 + x3M3.

Das seguintes relações

ϕ(i2) = βI2, ϕ(j2) = γI2 e ϕ(ij) = ϕ(i)ϕ(j) = −ϕ(j)ϕ(i),

onde I2 é a matriz identidade de ordem 2, veri�ca-se que ϕ é um isomor�smo de
A = (β, γ)F em uma sub-álgebra de M(2,F(

√
β)). Dessa forma, cada elemento de A é

identi�cado com

x 7→ ϕ(x) =

(
x0 + x1

√
β x2 + x3

√
β

γ(x2 − x3

√
β) x0 − x1

√
β

)
. (2.9)

De�nimos no Exemplo 2.6.5 o conjugado de um elemento na álgebra. A partir deste
conceito é possível caracterizar o traço reduzido e a norma reduzida da forma como
são apresentados na próxima de�nição.
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De�nição 2.6.9. Seja A = (β, γ)F uma álgebra dos quatérnios. De�nimos o traço
reduzido e a norma reduzida de um elemento x ∈ A por

Trred(x) = x+ x e Nred(x) = xx.

Exemplo 2.6.10. Seja H = (−1,−1)R. Se x = x0 + x1i+ x2j + x3k ∈ H, então

Trred(x) = x+ x = 2x0 e Nred(x) = x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3.

As álgebras de divisão produzem códigos com diversidade máxima, permitindo as-
sim projetar STBC con�áveis [3]. Deste modo, apresentamos resultados que fornecem
condições quando uma álgebra dos quatérnios é uma álgebra de divisão.

Proposição 2.6.11. Seja A = (β, γ)F uma álgebra dos quatérnios. Assim, A é uma
álgebra de divisão se, e somente se, Nred(x) 6= 0, para todo x ∈ A.

Demonstração. Suponhamos que existe x ∈ A tal que Nred(x) = 0, isto é, xx = 0. Se
A é álgebra de divisão, então x e x tem inversos multiplicativos. Seja x′ o inverso de
x e x′ o inverso de x. Daí

0 = 0x′x′ = xxx′x′ = x1x′ = 1xx′ = 1,

o que é um absurdo. Logo Nred(x) 6= 0, para todo x ∈ A. Reciprocamente, se x+ yi+
zj + wk = α ∈ (β, γ)F, com α 6= 0, então

αα = (x+ yi+ zj + wk)(x− yi− zj − wk) = x2 − β2y − γ2c+ βγd2 6= 0.

Se α−1 é dado por

α−1 =
α

αα
,

então αα−1 = 1. Logo, todo elemento não nulo tem inverso multiplicativo, ou seja, A
é uma álgebra de divisão.

Proposição 2.6.12. Seja A = (β, γ)F uma álgebra dos quatérnios. Assim, A é uma
álgebra de divisão se, e somente se, γ 6= NF(

√
β)/F(x) para todo x ∈ F(

√
β).

Demonstração. Suponhamos que exista um x ∈ F(
√
β) tal que NF(

√
β)/F(x) = γ. Como

x ∈ F(
√
β), segue que x = a+ b

√
β. Assim,

NF(
√
β)/F(x) = (a+ b

√
β)(a− b

√
β) = a2 − βb2 = γ.

Se α = a+ bi+ 1j + 0k ∈ A, então

αα = a2 − βb2 − γ(1− β0) = a2 − βb2 − γ = γ − γ = 0,

o que é um absurdo, pela Proposição 2.6.11. Reciprocamente, suponha que exista
α = a+ bi+ cj + dk ∈ A tal que αα = 0. Assim,

0 = a2 − βb2 − γ(c2 − βd2)⇒ a2 − βb2 = γ(c2 − βd2)⇒
NF(
√
β)/F(x)(a+ b

√
β) = γNF(

√
β)/F(x)(c+ d

√
β)⇒

NF(
√
β)/F(x)

(
a+ b

√
β

c+ d
√
β

)
= γ,
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o que é um absurdo, pois
a+ b

√
β

c+ d
√
β
∈ F(

√
β), e por hipótese, γ 6= NF(

√
β)/F(x), para

todo x ∈ F(
√
β).

Neste capítulo vimos resultados que nos fornecem uma base teórica para o desen-
volvimento do trabalho.

No capítulo subsequente abordamos a teoria de reticulados, pois os códigos de
bloco espaço-temporais apresentados no Capítulo 5 estão relacionados com essa teoria.
Recentemente, as álgebras de divisão estão sendo utilizadas para construir reticulados
com boa densidade de empacotamento, [1].





Capítulo 3

Reticulados

O conceito de reticulado surgiu a partir do problema de como cobrir o espaço Rn

com esferas de mesmo raio, de forma que quaisquer duas esferas se toquem no máximo
em um ponto e ocupem a maior parte do espaço possível.

Apesar de problemas relacionados aos reticulados serem estudados pelo menos desde
o século XVII, a formalização da teoria da maneira como a conhecemos é relativamente
recente, devido aos trabalhos de matemáticos como Fejes Tóth e Rogers, de meados do
século XX, [12]. Antes disso, a maioria das referências no tema trata de construções
para problemas especí�cos e não é raro encontrar resultados relevantes acerca de reticu-
lados enunciados em outros contextos como: equações diofantinas, formas quadráticas
e teoria dos números. Para o desenvolvimento, deste capítulo, as principais referências
utilizadas foram [23], [14], [16], [17] e [19].

3.1 De�nições e propriedades

Intuitivamente, entende-se por um reticulado como sendo um subconjunto discreto
do Rn que tem estrutura de um Z-módulo (que é equivalente a ser um grupo abeliano
aditivo) de posto �nito m. Nesta seção, apresentamos a de�nição de reticulados e
outras de�nições importantes como região fundamental, matriz de Gram e volume da
região fundamental.

De�nição 3.1.1. Sejam {v1, v2, ..., vm} vetores linearmente independentes do Rn. O
conjunto de pontos

Λ =

{
x =

m∑
i=1

zivi, zi ∈ Z

}
,

é chamado reticulado de dimensão m e {v1, v2, ..., vm} é chamado de base do reticu-
lado.

Observe na De�nição 3.1.1, que necessariamente m ≤ n.

De�nição 3.1.2. O paralelepípedo formado pelos pontos

θ1v1 + · · ·+ θmvm, com 0 ≤ θi < 1,

é chamado um paralelepípedo fundamental ou região fundamental do reticulado.

45
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Exemplo 3.1.3. Λ = Z2 é um reticulado gerado pelos vetores e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1),
e com região fundamental descrita na �gura a seguir.

e1

 e2

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

Figura 3.1: Reticulado Z2

Uma importante característica de um reticulado é que a base não é única. A
proposição seguinte dá uma condição necessária e su�ciente para que um conjunto de
vetores linearmente independentes seja uma base de um dado reticulado.

Proposição 3.1.4. Seja Λ um reticulado com base {v1, . . . , vm} e {e1, . . . ,

em} um conjunto de vetores de Λ linearmente independentes tal que ei =
m∑
j=1

aijvj,

com aij ∈ Z. Assim, que {e1, . . . , en} é uma base de Λ se, e somente se, det(A) = ±1,
onde A = (aij)i,j=1,...,n.

Demonstração. Como e1
...
en

 =

 a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann


 v1

...
vn

,

segue que, {e1 . . . , en} é uma base de Λ se, e somente se, A = (aij)i,j=1,...,n é a matriz
mudança de base, o que é equivalente a det(A) = ±1.

De�nição 3.1.5. Seja {v1, . . . , vm} uma base do reticulado Λ. Se vi = (vi1, . . . , vin),
para i = 1, · · · ,m, a matriz

M =


v11 v12 . . . v1n

v21 v22 . . . v2n
...

...
. . .

...
vm1 vm2 . . . vmn


é chamada uma matriz geradora para o reticulado. A matriz G = MM t é chamada
uma matriz de Gram para o reticulado, onde t denota a transposição e o volume
de Λ é dado por vol(Λ) = |det(M)|.
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Observação 3.1.6. Existem mais de uma base que determinam o mesmo reticulado
Λ, e assim, mais de uma matriz geradora pode determina-lo. No entanto, o módulo
do determinante de qualquer matriz geradora de Λ é sempre o mesmo. De fato, sejam
{f1, . . . , fn} e {v1, . . . , vn} duas bases do reticulado Λ tal que fi = (fi1, . . . , fin) e

vi = (vi1, . . . , vin), para todo i. Se fi =
n∑
j=2

aijvj, com aij ∈ Z, então

|det(fij)i,j=1,...,n| = |det(aij)i,j=1,...,n||det(vij)i,j=1,...,n| = |det(vij)i,j=1,...,n|,

pois |det(aij)| = 1.

Desse modo o volume da região fundamental está bem de�nido.

Observação 3.1.7. Os pontos do reticulado n-dimensional Λ = Λn(M) são formados
por

Λn(M) =


 x1

...
xn


t

=

 z1
...
zn


t

M | zi ∈ Z para 1 ≤ i ≤ n

,

onde M é uma matriz geradora do reticulado Λn(M).

De�nição 3.1.8. O determinante do reticulado Λ é de�nido como sendo o deter-
minante da matriz G, isto é,

det(Λ) = det(G).

Observemos que, se M é uma matriz quadrada, então

det(G) = det(MM t) = det(M)2.

Observação 3.1.9. Sejam Λ ⊂ Rn um reticulado e M,N duas matrizes geradoras de
Λ. Sejam G1 = MM t e G2 = NN t matrizes de Gram de Λ. Assim, pela Proposição
3.1.4 existe uma matriz inversível A tal que M = AN . Logo, G1 = ANN tAt. Desta
forma, det(G1) = det(ANN tAt) = (det(A))2det(NN t) = (det(A))2det(G2). Como
A é inversível, segue que det(A) = ±1. Assim, det(G1) = det(G2). Portanto, o
determinante da matriz de Gram independe da matriz geradora utilizada.

Exemplo 3.1.10. Seja Λ um reticulado gerado por β = {(3,−2, 4), (1, 0, 2),
(0, 0,−1)}. Uma matriz geradora de Λ é dada por

M =

 3 −2 4
1 0 2
0 0 −1

,

e sua matriz de Gram é dada por

G = MM t =

 3 −2 4
1 0 2
0 0 −1

 3 1 0
−2 0 0
4 2 −1

 =

 29 11 −4
11 5 −2
−4 −2 1

.

Assim, det(Λ) = det(G) = 4 e det(M) = 2.

De�nição 3.1.11. Dado dois vetores x, y ∈ Rn, de�nimos a diversidade, ou a dis-
tância de Hamming, de x e y como
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div(x, y) = #{i, xi 6= yi, i = 1, . . . , n},

onde # representa a cardinalidade do conjunto.

De�nição 3.1.12. Dado um subconjunto S ⊂ Rn, a diversidade de S, ou a distância
mínima de Hammimg de S, é de�nida por

div(S) = min{div(x, y)/x 6= y, x, y ∈ S}.

Como todo reticulado Λ é um subconjunto do Rn, segue que podemos estender as
De�nições 3.1.11 e 3.1.12 para reticulados. Como reticulados têm estrutura de grupo
(com respeito a soma de vetores), podemos reformular a de�nição de distância de
Hamming entre dois vetores da seguinte forma.

De�nição 3.1.13. Sejam Λ ⊂ Rn um reticulado e x = (x1, . . . , xn) ∈ Λ.

• A diversidade de x é de�nida como o número de xi's não nulos.

• A diversidade de Λ é de�nida como div(Λ) = min{div(x);x ∈ Λ, x 6= 0}.

Exemplo 3.1.14. Consideremos o reticulado Λ = {λM ;λ ∈ Z4}, onde

M =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1
2

1
2

1
2

1
2

,

ou seja, Λ = {a1(1, 0, 0, 0) + a2(0, 1, 0, 0) + a3(0, 0, 1, 0) + a4(1
2
, 1

2
, 1

2
, 1

2
); ai ∈ Z}. Assim,

div(Λ) = min{div(x), x ∈ Λ, x 6= 0} = 1. Este reticulado é conhecido como D4.

3.2 Empacotamento esférico

Nesta seção, veremos algumas de�nições e propriedades como: empacotamento esfé-
rico, empacotamento reticulado, norma mínima, densidade de empacotamento e densi-
dade de centro. A densidade de empacotamento é um dos principais tópicos estudados
envolvendo reticulados. Dado uma métrica d em Rn, a densidade de empacotamento
fornece uma medida de quanto do espaço pode ser coberto por esferas de mesmo raio
na métrica d de forma que estas esferas ou não se interceptam, ou se interceptam ape-
nas no bordo. Em cada dimensão busca-se pelo reticulado com a maior densidade de
empacotamento possível e são poucas as dimensões em que tais reticulados são conhe-
cidos. A densidade é amplamente estudada para a métrica euclidiana e existem poucas
referências de seu estudo na métrica da soma.

De�nição 3.2.1. 1. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empa-
cotamento no Rn, é uma distribuição de esferas de mesmo raio em Rn de forma
que a interseção de quaisquer duas esferas se interceptem no máximo em um
ponto. Um reticulado pode ser descrito indicando apenas o conjunto dos centros
das esferas e o raio.

2. Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos
centros das esferas formam um reticulado Λ no Rn.
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Observação 3.2.2. Estudar empacotamentos reticulados equivale ao estudo de reti-
culados, onde é de interesse empacotamentos associados a um reticulado Λ em que
as esferas tenham raio máximo. Para a determinação deste raio, observe que �xado
k > 0, a interseção do conjunto compacto {x ∈ Rn; |x| ≤ k} com o reticulado Λ é
um conjunto �nito, visto que Λ é um conjunto discreto. Assim, segue que o número
Λmin = min{|λ|;λ ∈ Λ, λ 6= 0} está bem de�nido.

De�nição 3.2.3. Sejam Λ um reticulado e Λmin = min{|λ| , λ ∈ Λ, λ 6= 0}. O número
(Λmin)2 é chamado de norma mínima do reticulado.

Observação 3.2.4. O número ρ = Λmin
2

é o maior raio para o qual é possível distribuir
esferas centradas nos pontos de Λ e obter um empacotamento.

De�nição 3.2.5. Seja B(ρ) a esfera com centro na origem e raio ρ. A densidade de
empacotamento de um reticulado Λ é de�nida por

∆(Λ) =
volume da região coberta por uma esfera

volume da região fundamental
=
V ol(B(ρ)

V ol(Λ)
=
V ol(B(1))ρn

V ol(Λ)
.

De�nição 3.2.6. De�nimos a densidade de centro de um reticulado Λ por

γ(Λ) =
ρn

V ol(Λ)
=

ρn

|det(M)|
,

onde M é uma matriz geradora do reticulado Λ.

Exemplo 3.2.7. Sejam β = {(1, 0, 0), (0, 2, 0), (1, 0, 3)} e Λ o reticulado gerado por β.
Além disso,

Λ = {a(1, 0, 0) + b(0, 2, 0) + c(1, 0, 3); a, b, c ∈ Z} = {(a+ c, 2b, 3c); a, b, c ∈ Z}.

Assim, Λmin = min{|λ|, λ ∈ Λ, λ 6= 0} = 1, o que implica que ρ =
Λmin

2
=

1

2
é o maior

raio para o qual é possível obter um empacotamento. Temos também,

V ol(PΛ) =

∣∣∣∣∣∣det
 1 0 0

0 2 0
1 0 3

∣∣∣∣∣∣ = 6,

∆(Λ) =
V ol(B(1))ρ3

V ol(Λ)
=

(4
3
)π( 1

23
)

6
=

π

36
≈ 0, 0873 e

γ(Λ) =
( 1

23
)

6
=

1

48
≈ 0, 020833.

Exemplo 3.2.8. Considere o reticulado hexagonal com base {(1, 0), (1/2,
√

3/2)} dado
pela Figura 3.2. A sua densidade de centro nas métricas euclidiana e da soma são dadas
por

∆eucl(Λ) =
1/4π√

3/2
≈ 0, 9096 e ∆soma(Λ) =

1/4√
3/2
≈ 0, 5773.

Este é o empacotamento mais denso em R2 com a distância euclidiana, até mesmo se
comparado com um empacotamento não reticulado.

Observação 3.2.9. Para a métrica euclidiana já foram demonstrados quais são os
empacotamentos reticulados mais densos nas dimensões de 1 a 8 [7] e na dimensão 24
[6]. Em algumas outras dimensões são conhecidos empacotamentos reticulados densos,
mas nada foi provado.
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Figura 3.2: Empacotamento de esferas

3.3 Reticulado complexo

A �m de compreender alguns parâmetros dos códigos de bloco que serão apresen-
tados no Capítulo 5, apresentamos a de�nição de reticulado complexo. A Proposição
3.3.2 é de fundamental importância no cálculo do determinante de reticulados comple-
xos quando transformados em reticulados reais.

De�nição 3.3.1. Um reticulado complexo n-dimensional Γn(L) sobre um reticulado
real 2-dimensional Λ2(M) é um subconjunto de Cn de�nido por

Γn(L) =


 y1

...
yn


t

=

 x1
...
xn


t

L | xi ∈ Λ2(M) para 1 ≤ i ≤ n

,

onde L é uma matriz complexa n×n de posto máximo e M é uma matriz geradora do
reticulado Λ2(M).

Seja L uma matriz complexa n× n, dada por

L =


g1,1 g1,2 . . . g1,n

g2,1 g2,2 . . . g2,n
...

...
. . .

...
gn,1 gn,2 . . . gn,n

,

com |det(L)| > 0. De�nimos L por

L =


Re(g1,1) −Im(g1,1) . . . Re(g1,n) −Im(g1,n)
Im(g1,1) Re(g1,1) . . . Im(g1,n) Re(g1,n)

...
...

. . .
...

...
Re(gn,1) −Im(gn,1) . . . Re(gn,n) −Im(gn,n)
Im(gn,1) Re(gn,1) . . . Im(gn,n) Re(gn,n)

 , (3.1)
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onde Re(z) e Im(z) signi�cam a parte real e a imaginária do elemento z, respectiva-
mente.

Nas mesmas condições das De�nição 3.3.1 observamos que, se (y1, . . . , yn) ∈ Γn(L),
então existem x1, . . . , xn ∈ Λ2(M) tal que y1

...
yn


t

=

 x1
...
xn


t

L.

Como xk ∈ Λ2(M) para i = 1, . . . , n, segue que xk = (xk1, xk2). Assim, podemos
identi�cá-lo como um número complexo da forma xk = xk1 + ixk2. De forma análoga,
podemos escrever yk como yk = yk1 + iyk2, com yk1, yk2 ∈ R. Pela De�nição 3.1.5, segue
que (

xk1

xk2

)t
=

(
zk1

zk2

)t
M, com zk1, zk2 ∈ Z.

Portanto, escrevendo Γn(L) como um reticulado real, se (Re(y1), Im(y1), . . . ,
Re(yn), Im(yn)) ∈ Γn(L), então

Re(y1)
Im(y1)

...
Re(yn)
Im(yn)


t

=


z11

z12
...
zn1

zn2


t

M
M

. . .
M

L,

onde zk1, zk2 ∈ Z. Se LM = diag{M, . . . ,M}L, então para LM ser uma matriz geradora
do reticulado real Γn(L), basta mostrar que seus vetores são linearmente independentes,
isto é, mostrar que LM tem posto máximo, o que equivale a mostrar que |det(LM)| > 0,
o que segue da seguinte proposição.

Proposição 3.3.2. Seja L uma matriz n × n complexa com |det(L)| > 0. Se L é a
matriz 2n × 2n de�nida a partir de L como em (3.1), então temos que |det(L)|2 =
|det(L)|.

Demonstração. Sejam L uma matriz complexa n× n dado por

L =


g11 g12 . . . g1n

g21 g22 . . . g2n
...

...
. . .

...
gn1 gn2 . . . gnn


com |det(L)| > 0, e L dado por

L =


Re(g11) −Im(g11) . . . Re(g1n) −Im(g1n)
Im(g11) Re(g11) . . . Im(g1n) Re(g1n)

...
...

. . .
...

...
Re(gn1) −Im(gn1) . . . Re(gnn) −Im(gnn)
Im(gn1) Re(gn1) . . . Im(gnn) Re(gnn)

 , (3.2)
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onde Re(z) e Im(z) signi�cam a parte real e a imaginária do elemento z, respectiva-
mente. Denotamos por ci e li a i-ésima coluna e a i-ésima linha, respectivamente, e
denotamos a permutação da coluna (ou linha) ci com a coluna (ou linha) cj por ci ↔ cj.
Olhando somente a primeira linha de L, segue que

(Re(g11),−Im(g11), . . . , Re(g1n),−Im(g1n)).

De�nimos a matriz Lc1 como sendo a matriz L com a mudança das colunas

c2 ↔ c3, c4 ↔ c5, . . . , c2i ↔ c2i+1, . . . , c2n−2 ↔ c2n−1.

Assim, a primeira linha de Lc1 é dado por

(Re(g11), Re(g12),−Im(g11), Re(g13), . . . ,−Im(g1i), Re(g1(i+2)),−Im(g1(i+1)),
Re(g1(i+3)), . . . , Re(g1n),−Im(g1(n−1)),−Im(g1n)).

De�nimos a matriz Lc2 como sendo a matriz Lc1 com a mudança das colunas

c3 ↔ c4, c5 ↔ c6, . . . , c2i+1 ↔ c2i+2, . . . , c2n−3 ↔ c2n−2.

Assim, a primeira linha de Lc2 é dada por

(Re(g11), Re(g12), Re(g13), , . . . ,−Im(g1i), Re(g1(i+3)),−Im(g1(i+1)),
Re(g1(i+4)), . . . , Re(g1n),−Im(g1(n−2)),−Im(g1(n−1)),−Im(g1n)).

Repetindo esse processo, segue que a matriz Lc(n−1) tem a primeira linha dada por

(Re(g11), Re(g12), . . . , Re(g1n),−Im(g11), . . . ,−Im(g1(n−1)),−Im(g1n)).

Como o número de colunas permutadas é 2n−2
2

no primeiro passo, e 2n−4
2

no segundo
passo, e 2n−2j

2
no j-ésimo passo, segue que o número de permutações é dado por

n−1∑
j=1

2n− 2j

2
=

n−1∑
j=1

n− j =
(n− 1)n

2
.

Repetindo, o mesmo processo, nas linhas da matriz Lc(n−1), chegamos a uma matriz
Lcl que tem como a primeira coluna dada por

(Re(g11), Re(g21), . . . , Re(gn1),−Im(g11), . . . ,−Im(g(n−1)1),−Im(gn1)).

Como o número de permutações também é (n−1)n
2

, segue que o número de permutações
de linha e coluna da matriz L para Lcl é (n− 1)n que é par. Logo,

det(L) = (−1)(n−1)ndet(Lcl) = det(Lcl).

Observamos que dado uma elemento grs = Re(grs) + iIm(grs) da matriz L, o termo
Re(grs) aparece na matriz L nas entradas (2r − 1)(2s − 1) e (2r)(2s), e ao realizar a
mudança de L para Lcl, segue que o termo da entrada (2r − 1)(2s − 1) aparece na
entrada (r)(s), e o termo da entrada (2r)(2s) aparece na entrada (r + n)(s+ n). Já o
termo Im(grs) da matriz L aparece na matriz L nas entradas (2r−1)(2s) e (2r)(2s−1),
sendo que na entrada (2r − 1)(2s) seu sinal está trocado. Ao realizar a mudança de L
para Lcl, segue que o termo da entrada (2r− 1)(2s) aparece na entrada (r)(s+ n), e o
termo da entrada (2r)(2s−1) aparece na entrada (r+n)(s). Assim, dado um elemento
grs em L, segue que
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L =


g11 . . . g1s . . . g1n
...

. . .
...

. . .
...

gr1 . . . grs . . . g1n
...

. . .
...

. . .
...

gn1 . . . gns . . . gnn

,

L =


Re(g11) −Im(g11) . . . Re(g1n) −Im(g1n)
Im(g11) Re(g11) . . . Im(g1n) Re(g1n)

...
...

. . .
...

...
Re(gn1) −Im(gn1) . . . Re(gnn) −Im(gnn)
Im(gn1) Re(gn1) . . . Im(gnn) Re(gnn)

,

Lcl =



Re(g11) . . . Re(g1s) . . . Re(g1n) −Im(g11) . . . −Im(g1s) . . . −Im(g1n)
...

...
...

...

Re(gr1) . . . Re(grs) . . . . . . −Im(grs) . . .
...

...
...

...

Re(gn1) . . . . . . Re(gnn) −Im(gn1) . . . . . . −Im(gnn)
Im(g11) . . . . . . Im(g1n) Re(g11) . . . . . . Re(g1n)

...
...

...
...

Im(gr1) . . . Im(grs) . . . . . . Re(grs) . . .
...

...
...

...

Im(gn1) . . . . . . Im(gnn) Re(gn1) . . . . . . Re(gnn)


.

Portanto, escrevendo L = A+ iB, com A e B matrizes reais, segue que

Lcl =

(
A −B
B A

)
.

Portanto,

det(Lcl) = det

(
A −B
B A

)
= det

(
A+ iB −B + iA
B A

)
= det

(
A+ iB 0
B A− iB

)
= det(A+ iB)det(A− iB) = |det(L)|2.

Como det(L) = det(Lcl), segue que |det(L)|2 = det(L) como queríamos.

Observação 3.3.3. A Proposição 3.3.2 garante que LM é a matriz geradora do reti-
culado real Γn(L) e que o módulo do determinante de LM é dado por

|det(LM)| = |det(L)||det(M)|n = |det(L)|2|det(M)|n.

A �m de maximizar a densidade de centro de um reticulado podemos analizar como
minimizar |det(LM)|.

Exemplo 3.3.4. Seja Λ2(M) um reticulado real 2-dimensional, com

M =

(
1 0
0 1

)
.

Logo, Λ2(M) é da seguinte forma,
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Λ2(M) =

{(
r1

r2

)t
=

(
z1

z2

)t
M | z1, z2 ∈ Z

}

=

{(
r1

r2

)t
=

(
z1

z2

)t(
1 0
0 1

)
| z1, z2 ∈ Z

}

=

{(
z1

z2

)t
| z1, z2 ∈ Z

}
.

Seja Γ2(L) o reticulado complexo 2-dimensional, com

L =

(
1 i
−i −1

)
.

Assim, Γ2(L) é da seguinte forma:

Γ2(L) =

{(
y1

y2

)t
=

(
x1

x2

)t
L | x1, x2 ∈ Λ2(M)

}

=

{(
y1

y2

)t
=

(
x1

x2

)t(
1 i
−i −1

)
| x1, x2 ∈ Λ2(M)

}

=

{(
x1 − ix2

ix1 − x2

)t
| x1, x2 ∈ Λ2(M)

}
.

Como x1 = (z11, z12) e x2 = (z21, z22), segue que podemos representa-los da forma
x1 = z11 + iz12 e x2 = z21 + iz22. Assim,

Γ2(L) =

{(
z11 + iz12 − i(z21 + iz22)
i(z11 + iz12)− (z21 + iz22)

)t
| z11, z12, z21, z22 ∈ Z

}

=

{(
z11 + z22 + i(z12 − z21)
−z12 − z21 + i(z11 + z22)

)t
| z11, z12, z21, z22 ∈ Z

}
.

Para ver Γ2(L) como um reticulado real, tomamos

L =


1 0 0 1
0 1 −1 0
0 −1 −1 0
1 0 0 −1

.

Logo,

Γ2(L) =


 Re(y1)

Im(y1)
Re(y2)
Im(y2)


t

=

 z11
z12
z21
z22


t 1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 1 0 0 1

0 1 −1 0
0 −1 −1 0
1 0 0 −1

 | z11, z12, z21, z22 ∈ Z


=




Re(y1)
Im(y1)
Re(y2)
Im(y2)


t

=


z11 + z22

z12 − z21

−z12 − z21

z11 + z22


t

| z11, z12, z21, z22 ∈ Z

.
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Seja LM = diag{M,M}L. Assim, o determinante do reticulado real Γ2(L) é dado por

|det(Γ2(L))| = |det(LM)|2 = |det(M)2det(L)2|2 = |det(M)|4|det(L)|4

=

∣∣∣∣det( 1 0
0 1

)∣∣∣∣4 ∣∣∣∣det( 1 i
−i −1

)∣∣∣∣4
= 14| − 2|4 = 16.

3.4 Reticulados algébricos

Seja F um corpo de números de grau n. Nesta seção, apresentamos um método
para gerar reticulados no Rn a partir de F. O método consiste em aplicar determinados
homomor�smos a certos Z-módulos livres de posto n contidos em F. Os reticulados
gerados por este método são conhecidos como reticulados algébricos.

De�nição 3.4.1. Sejam σ1, · · · , σn os n Q-monomor�smos de um corpo de números
F de grau n, e ordenando os σ,is de modo que, para todo x ∈ F, σi(x) ∈ R, com
1 ≤ i ≤ r1, e σj+r2(x) é o conjugado complexo de σj(x) para r1 + 1 ≤ j ≤ r1 + r2. Note
que r1 + 2r2 = n. Chamamos de monomor�smo canônico σ : F −→ Rr1+2r2 de�nido
por

σ(x) = (σ1(x), · · · , σr1(x), Re(σr1+1(x)), Im(σr1+1(x)), . . . , Re(σr1+r2(x)), Im(σr1+r2(x))),

onde Re(z) e Im(z) denotam as partes real e imaginária do número complexo z, res-
pectivamente.

Exemplo 3.4.2. Sejam o corpo quadrático F = Q(i), onde i =
√
−1, e {σ1, σ2} o grupo

dos Q-monomor�smos de F em C, onde σ1 é a aplicação identidade e σ2(a+bi) = a−bi,
com a, b ∈ Q. Neste caso, r1 = 0 e r2 = 1. Para x = a + bi ∈ F, com a, b ∈ Q, segue
que σ(x) = (Re(σ1(x)), Im(σ1(x))) = (a, b).

Uma das aplicações deste monomor�smo é a geração de reticulados em Rn, onde os
principais parâmetros podem ser obtidos via teoria dos números algébricos, através de
propriedades herdadas de F. Isto pode ser visto de maneira formal no resultado que
segue.

Teorema 3.4.3. [16] Se {w1, · · · , wn} é uma base integral de F e σ : F → C o
monomor�smo canônico, então os n vetores vi = σ(wi) ∈ Rn, para i = 1, · · · , n são
linearmente independentes e de�nem um reticulado em Rn, denominado reticulado
algébrico.

A proposição que segue é consequência do Teorema 3.4.3.

Proposição 3.4.4. [16] Seja F um corpo de números de grau n e A um Z-submódulo
livre de F de posto n. Se (xi)1≤i≤n é uma Z-base de F, então σ(A) é um reticulado em
Rn.

Como OF e seus ideais são Z-módulos livres de posto n, podemos mergulhá-los em
Rn para obter um reticulado algébrico.
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Se {w1, · · · , wn} é uma Z-base de A ⊂ F, então a matriz geradora do reticulado

σF(A) =

{
n∑
i=1

ziσF(wi), zi ∈ Z

}
é dada por

 σ1(w1) · · · σr1(w1) Re(σr1+1(w1)) · · · Im(σr1+r2(w1))
...

. . .
...

...
. . .

...
σ1(wn) · · · σr1(wn) Re(σr1+1(wn)) · · · Im(σr1+r2(wn))

 .

Como consequência da Proposição 3.4.4, temos a seguinte Proposição.

Proposição 3.4.5. [16] Se F é um corpo de números de grau n, DF/Q o discriminante
de F, OF o anel dos inteiros algébricos de F, I um ideal não nulo de OF e r2 a metade
no número de monomor�smos imaginários, então σF(OK) e σF(I) são reticulados, com
respectivos volumes,

V ol(σF(OF)) = 2−r2|DF|
1
2 ,

V ol(σF(I)) = V ol(σF(OF))N(I).

A seguir, apresentamos exemplos de reticulados obtidos através de corpos quadrá-
ticos.

Figura 3.3: Reticulado algébrico construído a partir do corpo Q(
√

5)

Exemplo 3.4.6. Seja F = Q(
√

5). A base integral de F é {1, 1+
√

5
2
} e OF = Z

[
1+
√

5
2

]
.

Pelo Teorema 3.4.3, segue que Λ = σ(OF) é um reticulado em R2. Os dois monomor-
�smos são σ1(

√
5) =

√
5, σ2(

√
5) = −

√
5. Neste caso, r1 = 2 e r2 = 0, assim a matriz

geradora do reticulado é

M =

(
σ1(1) σ2(1)

σ1

(
1+
√

5
2

)
σ2

(
1+
√

5
2

) )
=

(
1 1

1+
√

5
2

1−
√

5
2

)
.
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e volume dado por

V ol(σF(OF)) = 2−0

∣∣∣∣∣∣
det

 σ1(1) σ1

(
1+
√

5
2

)
σ2(1) σ2

(
1+
√

5
2

) 2∣∣∣∣∣∣
1
2

=

∣∣∣∣∣det
(

1 1+
√

5
2

1 1−
√

5
2

)∣∣∣∣∣ =
√

5.

Na Figura 3.3, representamos geometricamente o reticulado Λ = σF(OF).

Exemplo 3.4.7. Seja F = Q(
√
−3). A base integral de F é {1, 1+

√
−3

2
} e OF =

Z
[

1+
√
−3

2

]
. Pelo Teorema 3.4.3, segue que Λ = σ(OF) é um reticulado em R2. Os

dois monomor�smos são σ1(
√
−3) =

√
−3 e σ2(

√
−3) = −

√
−3. Neste caso, r1 = 0 e

r2 = 1. Assim, a matriz geradora do reticulado é dada por

M =

(
Re(σ1(1)) Im(σ1(1))

Re
(
σ1

(
1+
√
−3

2

))
Im
(
σ1

(
1+
√
−3

2

)) )
=

(
1 0
1
2

√
3

2

)
,

e volume dado por

V ol(σF(OF)) = 2−1

∣∣∣∣∣∣
det

 σ1(1) σ1

(
1+
√
−3

2

)
σ2(1) σ2

(
1+
√
−3

2

) 2∣∣∣∣∣∣
1
2

=
1

2

∣∣∣∣∣det
(

1 1+
√
−3

2

1 1−
√
−3

2

)∣∣∣∣∣
=

1

2
| − i
√

3| = 1

2

√
3.

Na Figura 3.4, representamos geometricamente o reticulado Λ = σF(OF).

Figura 3.4: Reticulado algébrico construído a partir do corpo Q(
√
−3)

É possível veri�car que σF(OF) é isomorfo ao reticulado A2, que é o reticulado de
maior densidade de centro na dimensão 2. Para maiores detalhes consultar [17].

Exemplo 3.4.8. Seja F = Q(
√

15). A base integral de F é {1,
√

15} e OF = Z[
√

15] o
seu anel de inteiros. Pelo Teorema 3.4.3, segue que Λ = σ(OF) é um reticulado em R2.
Os dois monomor�smos são σ1(

√
15) =

√
15 e σ2(

√
15) = −

√
15. Neste caso, r1 = 2 e

r2 = 0. Assim a matriz geradora do reticulado é dada por
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M =

(
σ1(1) σ2(1)

σ1(15) σ2(
√

15)

)(
1 1√
15 −

√
15

)
,

e o volume é dado por

V ol(σF(OF)) =

∣∣∣∣det( 1 1√
15 −

√
15

)∣∣∣∣ = 2
√

15.

Neste capítulo apresentamos o conceito de reticulado, empacotamento esférico, re-
ticulado complexo e um método para gerar reticulados no Rn. Reticulados com boa
densidade de empacotamento podem ser construídos via álgebra dos quatérnios, por
exemplo, em [1] o reticulado de dimensão 8, E8, é construído através da álgebra dos
quatérnios (5, i)Q(

√
−1), (−3,−1)Q(

√
−2), (−7,−1)Q(

√
−3) e (−1,−1)Q(

√
−7).

No próximo capítulo abordamos a teoria de números p-ádicos e anel de valorização.
Apresentamos o Lema de Hensel e mostramos que certos elementos do anel de inteiros
algébricos de Q(

√
d) não são normas algébricas de uma extensão de Q(

√
d). Estes

resultados são de fundamental importância para construir códigos de blocos no Capítulo
5 .



Capítulo 4

Números p-ádicos e Anel de
Valorização

Os números p-ádicos e a análise p-ádica são aspectos extremamente importantes da
teoria dos números moderna. Quando se escolhe o valor absoluto clássico e se toma o
completamento de Q em relação a métrica induzida, o resultado é o corpo dos números
reais. Quando se faz o mesmo com um outros valores absolutos possíveis, pode se obter
um dos corpos p-ádicos Qp.

Neste capítulo, apresentamos os números p-ádicos, o Lema de Hensel e algumas de
suas propriedades. O Lema de Hensel é uma importante ferramenta para mostrar que
alguns elementos não são normas algébricas de certas extensões. Para o desenvolvi-
mento deste capítulo a principal referência utilizada é [8]. Os Corolário 4.2.4 e 4.2.5
são algumas de nossas contribuições originais deste trabalho.

4.1 Valorização p-ádica

Nesta seção, apresentamos o conceito de valor absoluto não arquimediano e de
valorização p-ádica, que servem como base para o Lema de Hensel. No que segue,
consideremos p um número primo.

De�nição 4.1.1. Seja F um corpo. O valor absoluto em F é uma função | | : F→ R+

satisfazendo as seguinte condições:
i) |x| = 0⇔ x = 0,
ii) |xy| = |x||y|, ∀x, y ∈ F,
iii) |x+ y| ≤ |x|+ |y|,∀x, y ∈ F.
Um valor absoluto se diz não arquimediano se satisfaz a condição adicional:
iv) |x+ y| ≤ max{|x|, |y|},∀x, y ∈ F,
caso contrário, o valor absoluto se diz arquimediano.

Exemplo 4.1.2. Um exemplo de valor absoluto não arquimediano é dado por |x| = 0
se x = 0 e |x| = 1 se x 6= 0.

Teorema 4.1.3. Sejam K um corpo e | | um valor absoluto não arquimediano em F.
Se x, y ∈ K e |x| 6= |y|, então

59
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|x+ y| = max{|x|, |y|}.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir |x| > |y|. Por de�nição,
|x+ y| ≤ max{|x|, |y|} = |x|. Por outro lado, x = (x+ y)− y, e assim,

|x| ≤ max{|x+ y|, |y|}.

Como |x| > |y|, segue que |x| ≤ max{|x+ y|, |y|} = |x+ y|. Assim, |x| = |x+ y|.

Observemos que este teorema fornece uma importante relação entre valores abso-
lutos não arquimedianos, que diz que dentre os valores |x|, |y| e |x + y| tem dois deles
que são iguais, e denominamos isto por propriedade não arquimedianidade.

De�nição 4.1.4. Seja x ∈ Z, com x 6= 0, A valorização p-ádica de x é de�nida como
sendo o maior inteiro não-negativo m, tal que pm|x, ou seja

x = pmb com (p, b) = 1,

onde ( , ) indica o máximo divisor comum entre dois números. Denotamos o valor
p-ádico de x por vp(x). Se x = a

b
∈ Q∗, de�nimos a valorização p-ádica de x por

vp(x) = vp(a)− vp(b).

E por último, de�nimos vp(0) = +∞.

Lema 4.1.5. Se x, y ∈ Q, então
i) vp(xy) = vp(x) + vp(y),
ii) vp(x+ y) ≥ min{vp(x), vp(y)}.

Demonstração. Basta usar a De�nição 4.1.4.

De�nição 4.1.6. Para qualquer x ∈ Q, de�nimos o valor absoluto p-ádico de x por

|x|p = p−vp(x),

convencionando que |0|p = 0.

De�nição 4.1.7. Seja | | = | |p um valor absoluto não arquimediano em Q. De�nimos

C = {(xn), xn ∈ Q ∀n, (xn) é uma sequência de Cauchy em relação a | |p},

e

N = {(xn), xn ∈ Q ∀n, xn → 0 com relação a | |p}.

De�nindo as operações de adição e multiplicação em C da seguinte forma

(xn) + (yn) = (xn + yn) e
(xn)(yn) = (xnyn),

é possível mostrar que essas operações C é anel comutativo com unidade e que N é um
ideal de C.

Proposição 4.1.8. O ideal N é maximal em C.
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Demonstração. Seja (xn) ∈ C − N , e I o ideal gerado por (xn) e por N . Queremos
provar que I = C. Como (xn) ∈ C − N , é possível exibir um número c > 0 e um
inteiro n0 tal que |xn|p ≥ c > 0, sempre que n ≥ n0. Considere, então, a sequência (yn)
de�nida por yn = 0 se n < n0 e yn = 1

xn
se n ≥ n0. Em primeiro lugar, para n ≥ n0,

temos

|yn+1 − yn|p =

∣∣∣∣ 1

xn+1

− 1

xn

∣∣∣∣
p

=
|xn+1 − xn|p
|xnxn+1|p

≤ |xn+1 − xn|
c2

→ 0,

de modo que (yn) ∈ C. Observemos que

xnyn =

{
0, se n < n0

1, se n ≥ n0
.

Seja (zn) um sequência, onde zn = 1, se n < n0 e zn = 0, se n ≥ n0. Temos que
zn → 0, e portanto (zn) ∈ N ⊂ I. Como I é um ideal, segue que (xn)(yn) ∈ I, e assim
(xn)(yn) + (zn) = (1) ∈ I. Logo I = C, como queríamos.

O fato de N ser um ideal maximal de C garante que
C

N
possui uma estrutura de

corpo.

De�nição 4.1.9. O corpo de números p-ádicos é o corpo quociente

Qp =
C

N
.

Podemos de�nir uma função de Q em Qp, onde cada elemento de Q é levado na
sequência constante, e assim, essas sequências são as inclusões de Q em Qp.

Lema 4.1.10. Se (xi) ∈ C −N , então a sequência de números reais |xi|p se estabiliza,
isto é, existe n0 tal que

se n,m ≥ n0, então |xn|p = |xm|p.

Demonstração. Seja (xi) ∈ C − N . Como (xi) não tende a zero, segue que existem
c ∈ R e n1 ∈ Z tal que

se n ≥ n1, então |xn|p ≥ c > 0.

Por outro lado, como a sequência é de Cauchy, segue que existe n2 tal que

se n,m ≥ N2, então |xn − xm|p < c.

Logo, se n0 = max{n1, n2}, então

|xn − xm|p < c ≤ max{|xn|p, |xm|p}, para todo n,m ≥ n0,

o que implica |xn|p = |xm|p pela propriedade da não arquimedianidade.

De�nição 4.1.11. Sejam α ∈ Qp e (xn) um representante da classe α. De�nimos
|α| = lim

n→∞
|xn|p.

Usando o Lema 4.1.10, é fácil de mostrar que Qp é um corpo completo.
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4.2 Lema de Hensel

Nesta seção, apresentamos o Lema de Hensel e algumas de suas consequências. Este
lema é uma importante ferramenta para mostrar que alguns elementos não são normas
algébricas de certas extensões de corpos de números.

De�nição 4.2.1. O anel dos inteiros p-ádicos é Zp = {α ∈ Qp, |α|p ≤ 1}. Um elemento
α ∈ Zp é chamado de unidade se |α|p = 1.

Lema 4.2.2. (Lema de Hensel) [18] Seja f(x) ∈ Zp[x]. Se existe a0 ∈ Zp que satisfaz

|f(a0)|p < |f ′(a0)|2p,

onde f ′(x) é a derivada formal, então existe a ∈ Zp tal que f(a) = 0.

Demonstração. Sejam f1(x) ∈ Zp[x] e f2(x, y) ∈ Zp[x, y], j = 1, 2, de�nidas pela iden-
tidade

f(x+ y) = f(x) + f1(x)y + f2(x, y)y2. (4.1)

Assim,

f ′(x) = lim
y→0

f(x+ y)− f(x)

y
= lim

y→0

f1(x)y − f2(x)y2

y
= f1(x).

Se b0 =
−f(a0)

f1(a0)
, então b0 ∈ Zp, pois como f1(x) ∈ Zp e por hipótese, temos

|b0|p =

∣∣∣∣ f(a0)

f1(a0)

∣∣∣∣
p

<
|f ′(a0)|2p
|f1(a0)|p

< |f1(a0)|p ≤ 1,

onde a primeira desigualdade vem da hipótese e a segunda de f1(x) ∈ Zp[x] e a0 ∈ Zp.

Assim, f(a0) + b0f1(a0) = f(a0) +
−f(a0)

f1(a0)
f1(a0) = 0. Como f2(x, y) ∈ Zp[x, y] e

a,b0 ∈ Zp, pela Equação (4.1), segue que

|f(a0 + b0)|p = |f(a0) + f1(a0)b0 + f2(a0, b0)b2
0|p = |f2(a0, b0)b2

0|p ≤ |b2
0|p =

|f(a0)|2p
|f1(a0)|2p

<

|f(a0)|p
|f1(a0)|2p

|f(a0)|p < |f(a0)|p.

Novamente, pela Equação (4.1), segue que

f(a0 + b0) = f(a0) + f1(a0)b0 + f2(a0, b0)b2
0

e

f(a0) = f(a0 + b0 − b0) = f(a0 + b0) + f1(a0 + b0)(−b0) + f2(a0 + b0,−b0)b2
0.

Somando as duas equações acima, segue que

f1(a0 + b0)− f1(a0) = b0(f2(a0, b0) + f2(a0 + b0,−b0)).

Logo,

|f1(a0 + b0)− f1(a0)|p ≤ |b0| < |f1(a0)|p,
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e assim, |f1(a0 + b0)|p = |f1(a0)|p pela propriedade da não arquimedianidade, pois a
propriedade garante que dentre os 3 valores | − f1(a0)|p, |f1(a0 + b0)|p e |f1(a0 + b0)−
f1(a0)|p, tem-se que 2 deles são iguais. Se a1 = a0 + b0, então |f(a1)|p < |f(a0)|p e
|f ′(a1)|p = |f ′(a0)|p. Logo, |f(a1)|p < |f ′(a0)|2p, e por hipótese, que a1 ∈ Zp. Repetindo

o processo, construímos uma sequência an+1 = an + bn, com bn =
−f(an)

f ′(an)
tal que

|f(an+1)|p < |f(an)|p, |f ′(an)|p = |f ′(a0)|p e |f(an+1)|p ≤ |bn|2p =

∣∣∣∣ f(an)

f ′(an)

∣∣∣∣2
p

.

Seja t =

∣∣∣∣ f(a)

f ′(a)2

∣∣∣∣
p

< 1. Queremos mostrar que |f(an)|p ≤ |f ′(an)|2pt2
n−1

. Por indução

temos que, para n = 1, segue que

|f(a1)|p = |f ′(a1)|2p
|f(a1)|p
|f ′(a1)|2p

= |f ′(a1)|2pt = |f ′(a1)|2pt2
0

.

Suponha que a desigualdade seja válida para n. Assim,

|f(an+1)|p ≤

∣∣∣∣∣ f(an)

f ′(an)

2
∣∣∣∣∣
p

=
|f(an)|2p
|f ′(a1)|2p

≤
(|f ′(a1)|2pt2

n−1)2

|f ′(a1)|2p
=
|f ′(a1)|4pt2

n

|f ′(a1)|2p
=

|f(a1)|2pt2
(n+1)−1

.

Portanto, com n → ∞ tem-se que |f ′(an)|2n−1

p → 0, o que implica que |f(an)|p → 0.
Além disso,

|an+1 − an|p = |bn|p =
|f(an)|p
|f1(an)|p

= |f1(an)|pt2
n−1

.

Portanto (an) é uma sequência de Cauchy e, pela completude segue que, converge para
algum a. Se mostrarmos que f(an) −→ f(a), pela unicidade do limite, segue que
f(a) = 0. Se f(x) = c0 + c1x+ . . .+ cdc

d, então

|f(an)− f(a)|p = |c1(an − a) + . . .+ cr(a
d
n − ad)|p

≤ max
1≤k≤d

{|ck|p|akn − ak|p}

≤ max
k
{|akn − ak|p}

= |an − a|p max
k
{1, |ak−1

n + ak−2
n a+ . . .+ ana

k−2 + ak−1|p}
≤ |an − a|p.

.

Como (an) → a, segue que f(an) → f(a). Portanto f(a) = 0, logo concluímos o
resultado.

Este Lema possui varias aplicações interessantes, como por exemplo:

Exemplo 4.2.3. Seja b ∈ Z com b ≡ 1 (mod 8). Tomando f(x) = x2 − b, segue que
|f(1)|2 ≤ 2−3 e |f ′(1)|2 = 2−1. Assim, existe a ∈ Z2 tal que a2 = b, ou seja, b tem raiz
em Z2.

Corolário 4.2.4. Seja d ∈ Z. Se d ≡ 1 (mod 3), então o número inteiro −1 não é
norma algébrica da extensão Q(

√
d,
√
−3) sobre Q(

√
d).
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Demonstração. Provamos que não existe x ∈ Q(
√
d,
√
−3) tal que

NQ(
√
d,
√
−3)/Q(

√
d)(x) = −1. Para isso vamos trabalhar nas extensões do corpo 3-ádico

Q3. Como d ∈ Z, segue que v3(d) ≥ 0, e assim d ∈ Z3. Tomando f(x) = x2 − d, segue
que f(x) ∈ Z3[x]. Como d ≡ 1 (mod 3), segue que f(1) = 1 − d ≡ 0 (mod 3), assim
v3(1 − d) ≥ 1. além disso f ′(x) = 2x, assim f ′(1) = 2, e desse modo v3(f ′(1)) = 0.
Logo, se v3(f(1)) ≥ 1, então |f(1)|3 ≤ 3−1, e v3(f ′(1)) = 0, então |f ′(1)|3 = 1. Por-
tanto, |f(1)|3 < |f ′(1)|3. Assim, pelo Lema de Hensel 4.2.2, segue que ∃γ ∈ Z3 tal
que f(γ) = 0, ou seja γ2 − d = 0. Logo,

√
d ∈ Z3 ⊂ Q3, ou seja, Q(

√
d) pode

ser visto como um subcorpo de Q3. Similarmente, Q(
√
d,
√
−3) pode ser visto como

um subcorpo de Q3(
√
−3). Além disso, podemos de�nir a aplicação NQ(

√
d,
√
−3)|Q(

√
d) :

Q(
√
d,
√
−3) → Q(

√
d) como sendo a restrição da norma N : Q3(

√
−3) → Q3, onde

N(r + s(1+
√
−3

2
)) = (r + s

2
)2 + 3( s

2
)2,∀r, s ∈ Q3. Fazendo uma mudança de variável da

forma a = r + s
2
e b = s

2
, assim N(r + s(1+

√
−3

2
)) = (r + s

2
)2 + 3( r

2
)2 = a2 + 3b2. Para

mostrar o resultado, basta provar que −1 não é imagem de N . Para isso, suponhamos
que existam a e b números 3-ádicos tal que a2 + 3b2 = −1. Mostramos primeiro que a
e b estão em Z3, isto é |a|3 ≤ 1 e |b|3 ≤ 1. Para isso, suponhamos que pelo menos um
deles tem um valorização 3-ádica negativa.

• Se v3(a) < 0, então v3(a2) = 2v3(a) < 0 e |a2|3 > 1. Como |a2 +3b2|3 = |−1|3 = 1
e pela propriedade da não arquimedianidade, segue que v3(a2) = v3(3b2).

• Se v3(b) < 0, então 2v3(b) < 0. Como v3(3b2) = v3(3) + v3(b2) = 1 + 2v3(b) e
v3(n) ∈ Z, ∀n ∈ Q, segue que

v3(b) < 0⇒ v3(b) ≤ −1⇒ 2v3(b) ≤ −2⇒ 2v3(b) + 1 ≤ −1.

Logo |3b2| = 3−(2v3(b)+1) > 3−(−1) = 3 > 1 = | − 1| = |a2 + 3b2|. Portanto, pela
propriedade da não arquimedianidade, segue que v3(a2) = v3(3b2).

Portanto, 2v3(a) = v3(a2) = v3(3b2) = 1 + 2v(b). Assim, existe t ∈ Z, com t < 0, tal
que a = 3ta′ e b = 3t−1/2b′, onde a′ e b′ são unidades (|a′|3 = |b′|3 = 1), o que implica
que a2 + 3b2 = 32ta′2 + 32tb′ = 32t(a′2 + b′2). Como a′ e b′ são unidades, segue que
v3(a′) = v3(b′) = 0, assim,

a′, b′ ≡ 1 ou 2 (mod 3)⇒ a′2, b′2 ≡ 1 (mod 3)⇒ a′2 + b′2 ≡ 2 (mod 3).

Logo, v3(a2 + b2) = 2t é um número negativo, pois t < 0. Logo, 0 > v3(a2 + 3b2) =
v3(−1) = 0, o que é um absurdo. Portanto v3(a) ≥ 0 e v3(b) ≥ 0, e assim, a e b estão
em Z3.

Neste caso o resultado decorre de que o quadrado de um número inteiro é sempre
congruente a 0 ou 1 módulo 3. Como 3b2 ≡ 0 (mod 3) temos que a2 não pode ser
congruente a 2 módulo 3. Em particular, a soma a2 + 3b2 não pode ser igual a −1, pois
−1 ≡ 2 (mod 3). Deste modo, −1 não é imagem da aplicação N . Como a norma de
Q(
√
d,
√
−3) sobre Q(

√
d) é uma restrição de N , temos que −1 não é norma algébrica

desta extensão.

Corolário 4.2.5. Seja d ∈ Z com d ≡ 1 (mod 8), então o número inteiro −1 não é
norma algébrica da extensão Q(

√
d, i) sobre Q(

√
d).

Demonstração. Vamos provar que não existe x ∈ Q(
√
d, i) tal que NQ(

√
d,i)/Q(

√
d)(x) =

−1. Para isso, vamos trabalhar nas extensões do corpo 2-ádico Q2. Como
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d ≡ 1 (mod 8)⇒ 8|d− 1⇒ 2|d− 1⇒ 2 não divide d⇒ |d| = 1,

segue que d ∈ Z2. Tomando b = d no Exemplo 4.2.3 concluímos pelo Lema de Hensel
4.2.2, que

√
d ∈ Z2 ⊂ Q2. Assim Q(

√
d) pode ser visto como um subcorpo de Q2.

Similarmente, Q(
√
d, i) pode ser visto como um subcorpo de Q2(i). Além disso, pode-

mos de�nir a aplicação NQ(
√
d,i)|Q(

√
d) : Q(

√
d, i) → Q(

√
d) como sendo a restrição da

norma N : Q2(i) → Q2, onde N(a + bi) = a2 + b2, para todo a, b ∈ Q2. Para mostrar
o resultado, basta provar que −1 não é imagem de N . Suponhamos que existam a
e b números 2-ádico tal que a2 + b2 = −1. Mostramos, primeiro, que a, b ∈ Z2, isto
é |a| ≤ 1 e |b| ≤ 1. Assumimos que pelo menos um deles tem valorização 2-ádica
negativa, isto é, v2(a) < 0 ou v2(b) < 0. Como v2(a2 + b2) = v2(−1) = 0, segue que
| − 1| = 2−v2(−1) = 1, e sem perda de generalidade, segue que

v2(a) < 0⇒ v2(a2) = 2v2(a) < 0⇒ |a2| = 2−v2(a) > 1.

A propriedade da não-arquimediana implica que 2v2(a) = v2(a2) = v2(b2) = 2v2(b),
e portanto, v2(a) = v2(b). Assim, existe um número inteiro t < 0 tal que a = 2ta′ e
b = 2tb′, com a′, b′ unidades 2-ádicas, isto é, |a′| = |b′| = 1. Logo

a2 + b2 = a2ta′2 + b2tb′2 = 22t(a′2 + b2).

Como a′ e b′ são unidades 2-ádicas, segue que

v2(a′) = v2(b′) = 0⇒ a′ ≡ b′ ≡ 1 (mod 2)⇒ a′2 ≡ b′2 ≡ 1 (mod 2)⇒ a′2 ≡ b′2 ≡
1 (mod 4).

Logo, 2|a′2 +b′2 e 4 não divide a′2 +b′2. Portanto, a′2 +b′2 = 2k, com k ímpar. Portanto,

a2 + b2 = 22t(a′2 + b′2) = 22t2k = 22t+1k, com mdc(2, k) = 1.

Assim, v2(a2 + b2) = 2t+1 é um número inteiro ímpar, e portanto, a2 + b2 não pode ser
uma unidade 2-ádica, o que é uma contradição. Logo, v2(a) ≥ 0 e v2(b) ≥ 0, assim, a e
b são inteiros. Neste caso, o resultado decorre de que o quadrado de um número inteiro
é sempre congruente a 0, 1 ou 4 módulo 8. Assim, a soma de dois quadrados não pode
ser congruente a 7 módulo 8. Em particular, a soma a2 + b2 não pode ser igual a −1,
pois −1 ≡ 7 (mod 8). Deste modo, −1 não é imagem da aplicação N . Como a norma
de Q(

√
d, i) sobre Q(

√
d) é uma restrição de N , temos que −1 não é norma algébrica

desta extensão.

Neste capítulo apresentamos a teoria de números p-ádicos e o Lema de Hensel, que
possui importantes aplicações aos STBC's, por exemplo, nas construções do Golden
Code e do Silver Code, e também é uma ferramenta para a construção dos códigos do
capítulo seguinte.

O próximo capítulo é dedicado aos principais resultados deste trabalho, em que
abordamos os códigos de bloco espaço-temporais quadráticos baseados em extensões
quadráticas imaginária dos racionais. Para isso, apresentamos o modelo do sistema
MIMO e os critérios para modelas códigos espaços-temporais.





Capítulo 5

Códigos de Bloco Espaço-Temporais
via Corpos Quadráticos Imaginários

Neste capítulo, apresentamos as contribuições inéditas deste trabalho. Veremos, na
Seção 5.2, que as duas principais exigências para se construir bons STBC's é construí-
los com diversidade máxima e maior determinante mínimo. A partir da estrutura de
álgebra apresentamos uma construção de STBC via Q(

√
d), com d < 0 e d inteiro livre

de quadrados. Assim, os códigos construídos possuem diversidade máxima.
Veremos, no Lema 5.3.5, que o determinante mínimo desses códigos possuem valor

constante igual a 1. Portanto, como avaliar tais códigos? A �m de responder esta
questão, apresentamos um critério dado em [23] que aqui chamamos de critério produto.

Seguindo as ideias de [24], em que os autores apresentam os melhores STBC's
em termos do critério produto considerando somente as extensões de Q(

√
d) com

d = −1, −3 sobre os racionais, neste trabalho, além de reformular algumas demons-
trações apresentadas em [24], apresentamos os melhores STBC considerando extensões
de Q(

√
d) com d = −2, −7, −11. Dentre todas as extensões consideradas, analisamos

o STBC ótimo segundo o critério mencionado.
Iniciamos o capítulo apresentando um modelo do sistema MIMO e descrevemos

critérios para que a probabilidade de erro seja minimizada. Para o desenvolvimento
deste capítulo, as principais referências utilizadas foram [5], [3], [15], [4], [10], [22], [23]
e [24].

5.1 O modelo do sistema MIMO

De modo a descrever o modelo do canal no caso geral, consideremos primeiramente,
como um exemplo, o caso em que temos duas antenas transmissoras e duas antenas
receptoras, que é o caso que abordamos neste trabalho (ver Figura 5.1).

Os símbolos x1, x2, x3 e x4 são transmitidos. A primeira (respectivamente, a se-
gunda) antena envia os símbolos x1 e x2 (respectivamente x3 e x4). Primeiro, os dois
símbolos x1 e x3 são enviados sobre o canal, e são recebidos por duas antenas, que
produzem os símbolos recebidos y1 e y3, onde cada yi é uma combinação de x1 e x3,
enfraquecidos por coe�cientes de desvanecimento hij. Em seguida, os dois outros sím-
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Figura 5.1: Modelo de Sistema MIMO 2× 2

bolos x2 e x4 são enviados, e analogamente, serão recebidos dois símbolos y2 e y4. Em
seguida, a palavra código transmitida pode ser escrita como uma matriz X contendo
quatro símbolos x1, x2, x3, x4 e a palavra código recebida é uma matriz Y que é da
forma

Y = HX + Z, (5.1)

onde H é a matriz do canal e Z é uma matriz ruído.
Isto pode ser generalizado para qualquer número de antenas (o número de antenas

transmissoras e receptoras não precisa ser o mesmo). Ou seja, sejam nt o número de
antenas transmissoras e nr o número de antenas receptoras. Se y(t) ∈ Cnr é o vetor
(coluna) recebido no tempo t, escrevemos

y(t) = H(t)x(t) + Z(t),

onde a matriz H(t) ∈ Cnr×nt representa o canal, o vetor coluna x(t) ∈ Cnt é o vetor de
entrada no canal e Z(t) ∈ Cnr é o vetor ruído Gaussiano com média zero, independente
e identicamente distribuído. Aqui, assumimos um modelo de canal com desvanecimento
do tipo Rayleigh plano, isto é, os elementos de H(t) são independentes e identicamente
distribuído com média zero e distribuição Gaussiana complexa de variância unitária.
O canal é assumido ser um bloco de tempo invariante, isto é, H(t) é independente de
t através de uma transmissão de um bloco de m símbolos, digamos H(t) = H (embora
H(t) possa variar de bloco em bloco).

Olhando para um único bloco de comprimento m e assumindo que o canal tenha
tempo invariante, podemos escrever

Y = [y(1), . . . , y(m)]

= H[x(1), . . . , x(m)] + [z(1), . . . , z(m)]

= HX + Z, (5.2)

que é uma generalização da Equação (5.1).
A palavra código transmitida X pertence a um código, chamado de Código Espaço-

Temporal (STC) C. Os símbolos de informações são tomados de uma constelação de
sinais (ou um alfabeto) S, que são codi�cados em uma palavra código X. A ter-
minologia código espaço-temporal para múltiplas antenas vem do fato de que estamos
codi�cando sobre o espaço (pois temos várias antenas) e "tempo". Um conjunto in�nito
de matrizes complexas é um Código de Bloco Espaço-Temporal (STBC).

5.2 Critérios para modelar códigos espaço-temporais



Critérios para modelar códigos espaço-temporais 69

O critério para modelar códigos espaço-temporais depende do tipo de receptor que é
considerado. Duas principais classes de receptores tem sido consideradas na literatura:
coerente e não-coerente. No primeiro caso, que é o caso considerado neste trabalho, o
receptor recupera a informação exata sobre o estado do canal (isto também é conhecido
como perfeito estado de informação do canal (CSI)). Na prática isto pode ser obtido
introduzindo algum símbolo guia que permite uma estimativa precisa do canal. Assim,
podemos assumir que a matriz do canal H é conhecida no receptor. O caso não-
coerente, foi tratado nas referências [2] e [9].

Para o caso coerente, a decodi�cação por máxima verossimilhança (ML) corres-
ponde a escolher uma palavra código X que minimiza:

min
X∈C
||Y −HX||2.

Uma estimativa da probabilidade de erro pode ser obtida usando a união limitada, ou
seja,

P (e) ≤ 1

|C|
∑
x∈C

∑
X̂ 6=X

P (X −→ X̂), (5.3)

onde P (X −→ X̂) é a probabilidade de erro ponto a ponto, isto é, a probabilidade que,
quando uma palavra código X é transmitida, o receptor ML decide erroneamente em
favor de outra palavra código X̂, assumindo que somente X e X̂ estão no código.

No caso de desvanecimento Rayleigh independente (hij ∼ Nc(0, 1)), segue que

P (X −→ X̂) ≤ det

[
Int +

(X − X̂)(X − X̂)†

4N0

]−nr
, (5.4)

onde † denota a matriz transposta conjugada, e N0 a densidade espectral da potência
de ruído.

Seja r o posto da matriz diferença X − X̂ da palavra código. Se r = nt para todos
os pares (X, X̂), dizemos que o código tem posto máximo. Se denotarmos por λj, para
j = 1, · · · r, os autovalores não nulos da matriz distância da palavra código A, isto é,

A = (X − X̂)(X − X̂)† (5.5)

podemos reescrever a Equação (5.5) como

P (X −→ X̂) ≤
r∏
j=1

(
1 +

λj
4N0

)−nr
. (5.6)

Para alta relação sinal-ruído, ou seja, N0 pequeno, segue que

P (X −→ X̂) ≤ δ−nr
(

1

4N0

)−rnr
, (5.7)

onde δ =
r∏
j=1

λj. Assim,

P (X −→ X̂) ≤
(
δ1/r

4N0

)−rnr
. (5.8)
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No caso de códigos de posto máximo (r = nt), segue que δ = det(A) =
nt∏
j=1

λj 6= 0 para

todo A, e nesse caso, dizemos que o código tem diversidade máxima. Desse modo a
Equação (5.8) pode ser reescrita como

P (X −→ X̂) ≤

(
(4N0)nt

det((X − X̂)(X − X̂)†)

)nr

. (5.9)

No caso de códigos com diversidade máxima, o termo dominante da união limitada
(Equação (5.3)) é dado por

detmin(C) = min
X 6=X̂

det((X − X̂)(X − X̂)†), (5.10)

chamado determinante mínimo do código C. O termo (detmin(C))1/nt é conhecido como
ganho de codi�cação [20].

Consequentemente, para minimizar a probabilidade de erro descrita acima é neces-
sário considerar:

1. Diversidade máxima: para atingir diversidade máxima ntnr, a matriz (X−X̂)
deve ter posto total para qualquer par de palavras código X e X̂, isto é,

det(X − X̂) 6= 0. (5.11)

Códigos que atingem a diversidade máxima são chamados de totalmente diversos.

2. Determinante mínimo: se a diversidade ntnr é atingida, então o determinante
mínimo da Equação (5.10) deve ser maximizado.

No caso de códigos proveniente de uma álgebra, a soma ou a diferença de quaisquer
duas palavras código é uma palavra código, isto é, X − X̂ = X . Portanto, a união
limitada reduz a

P (e) ≤ 1

|C|
∑
X 6=0

P (0 −→ X), (5.12)

e da Equação (5.9), segue que

P (X −→ X̂) ≤
(

(4N0)rt

|det(X )|2

)nr
. (5.13)

Se o código C é procedente de um reticulado Λ então vale a desigualdade da Equação
(5.13) e o determinante mínimo detmin(Λ) do reticulado Λ é dado por

dmin(Λ) = min
06=X∈Λ

|det(X)|. (5.14)

No caso de duas antenas transmissoras (nt = 2), segue que o ganho de codi�cação
coincide com detmin(Λ). Como o determinante mínimo determina a probabilidade de
erro assintótica ponto a ponto, segue que o mesmo da origem a medidas numéricas
para avaliar a qualidade de um reticulado.
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De [11] o determinante mínimo normalizado de Λ é de�nido como

δ(Λ) =
dmin(Λ)

vol(Λ)−2nt
=

dmin(Λ)

| det(M)|−2nt
, (5.15)

ondeM é uma matriz geradora do reticulado Λ, e o ganho de codi�cação de Λ é de�nido
como δ(Λ)2. Quando dmin(Λ) = 1, podemos avaliar a qualidade do código em termos
do ganho de codi�cação do reticulado Λ. Com isso,

menor det(M) =⇒ maior δ(Λ)2.

Além disso, de acordo com a De�nição 3.2.6, segue que

menor det(M) =⇒ maior γ(Λ) (densidade de centro).

Isto signi�ca que podemos empacotar mais palavras códigos dentro de um mesmo
espaço e com isso as chances de decodi�carmos corretamente serão maiores.

Vamos tratar deste assunto nas próximas seções em que um dos objetivos será obter
menor det(M).

Devido a linearidade de álgebras, códigos de�nidos a partir de álgebras satisfazem

det(Xi −Xj) = det(X), comXi 6= Xj, X ∈ C.

A �m de obter diversidade máxima em códigos de�nidos a partir de álgebras, na
próxima seção veremos quando det(X) 6= 0, para todo X 6= 0.

5.3 Códigos de bloco espaço-temporais

Nesta seção apresentaremos e estudaremos um critério de comparação baseado na
Seção 3.3. Apresentamos, também, os melhores códigos de bloco espaço-temporais
quadráticos considerando extensões de Q(

√
d), com d = −1 e −3.

Primeiramente, vamos de�nir um STBC considerando duas antenas transmissoras
e duas antenas receptoras.

De�nição 5.3.1. Seja K = Q(
√
d,
√
β) uma extensão quadrática de F = Q(

√
d), com

d < 0 e d um inteiro livre de quadrados. O STBC C é de�nido como sendo o conjunto
de matrizes da forma

C =

{
X =

(
x0 + x1

√
β x2 + x3

√
β

γ(x2 − x3

√
β) x0 − x1

√
β

)
| x0, x1, x2, x3 ∈ OF

}
.

onde γ ∈ OF é um número escolhido de forma que γ 6= NK/F(x), para todo x ∈ K.

Vimos, na Seção 2.6, que cada elemento de uma álgebra dos quatérnios A = (β, γ)F
pode ser identi�cada com uma matriz 2× 2. Comparando a matriz (2.9) com o código
C, vemos que as matrizes são as mesmas, a menos do elemento γ que aqui é escolhido
de modo conveniente.

De acordo com a Proposição 2.6.11, se A = (β, γ)F é uma álgebra de divisão e
γ ∈ OF, então a exigência sobre γ na De�nição 5.3.1 é satisfeita, e portanto podemos
de�nir o código de bloco C considerando a álgebra de divisão A = (β, γ)F, F = Q(

√
d),
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com d < 0 e d um inteiro livre de quadrados. Dentre os códigos construídos a partir de
álgebra dos quatérnios podemos citar como exemplo, o código de ouro (Golden Code)
e o código de prata (Silver Code) que são construídos usando as álgebras A = (5, i)Q(i)

e A = (−1,−1)Q(
√
−7), respectivamente. Estas construções podem ser encontradas nas

referências [5] e [10].
No artigo [24], os autores propõem uma outra estrutura de STBC, chamada de

Código de Bloco Espaço-Temporal Quadrático e que apresentamos a seguir.
Sejam F um corpo de números, x2 + px+ q um polinômio irredutível sobre F, com

p, q ∈ OF, o anel de inteiro de F. O polinômio x2 + px+ q tem duas raízes, a saber;

α1 =
−p+

√
p2 − 4q

2
/∈ F e α2 =

−p−
√
p2 − 4q

2
/∈ F.

Se K = F(α1), então [K : F] = 2 e {1, α1} é uma base de K sobre F. Sejam σ1 e σ2, os
dois mergulhos de K em C que �xam F e σ1(α1) = α1, σ2(α1) = α2.

De�nição 5.3.2. Um código de bloco espaço-temporal quadrático (QSTBC)
C(F, α1, α2, γ) baseado em um polinômio quadrático irredutível x2 + px + q ∈ OF[x]
sobre F, onde F é um corpo de números, é de�nido por

C(F, α1, α2, γ) =

{
X =

(
x1(1) + x1(2)α1 x2(1) + x2(2)α1

γ(x2(1) + x2(2)α2) x1(1) + x1(2)α2

)
| xk(1), xk(2) ∈ OF, k = 1, 2

}
,

onde γ ∈ OF é um número escolhido de forma que γ 6= NF(α1)/F(x), para todo x ∈ F(α1).

Observação 5.3.3. Para �ns de notação, podemos considerar

X =

(
y1(1) y2(1)
γy2(2) y1(2)

)
, onde

(
yk(1)
yk(2)

)
=

(
1 α1

1 α2

)(
xk(1)
xk(2)

)
,

com γ, xk(1), xk(2) ∈ OF para k = 1, 2, α1, α2 duas raízes do polinômio irredutível, e γ
não é norma algébrica de F(α1) sobre F.

Podemos associar o código da De�nição 5.3.2 com a álgebra de divisão
A = (p2 − 4q, γ)F, onde essa associação é dada no diagrama abaixo.

K = F

−p+
√
p2 − 4q

2︸ ︷︷ ︸
α1


2

F
n

Q

(p2 − 4q, γ)F

2

' F(
√
p2 − 4q)

2

F
n

Q

Um STBC é um reticulado sobre OF×OF, com uma matriz geradora do reticulado
complexo dada por
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L =


1 1 0 0
α1 α2 0 0
0 0 1 γ
0 0 α1 γα2

.

Portanto, o valor absoluto do determinante da matriz geradora L é dado por

|det(L)| = |γ||α1 − α2|2 = |γ||
√
p2 − 4q|2 = |γ||p2 − 4q|. (5.16)

Observação 5.3.4. A partir da De�nição 5.3.2, se X ∈ C(F, α1, α2, γ), então

det(X) = y1(1)y1(2)− γy2(1)y2(2)

= (x1(1) + α1x1(2))(x1(1) + α2x1(2))− γ(x2(1) + α1x2(2))(x2(1) + α2x2(2)),

e assim, tomando x1 = x1(1) + α1x1(2) e x2 = x2(1) + α1x2(2), temos que

det(X) = NF(α1)/F(x1)− γNF(α1)/F(x2).

Portanto, como γ não é norma algébrica de F(α1) sobre F, segue que se X 6= 0, então
det(X) 6= 0. Além disso, como γ ∈ OF e pela Proposição 2.3.5, NF(α1)/F(x1), NF(α1)/F(x2) ∈
OF, segue que det(X) ∈ OF.

O próximo Lema nos diz que quando consideramos corpos quadráticos totalmente
imaginários, o determinante mínimo do QSTBC é igual a 1.

Lema 5.3.5. Se F = Q(
√
d), com d < 0 e d um inteiro livre de quadrados, então

qualquer C(F, α1, α2, γ) possui dmin(C(F, α1, α2, γ)) = 1.

Demonstração. Se C ∈ X(F, α1, α2, γ), pela Observação 5.3.4, segue que

det(X) = NF(α1)/F(x1)− γNF(α1)/F(x2),

onde x1 = x1(1) + α1x1(2) e x2 = x2(1) + α1x2(2). Além disso, se X 6= 0, então
det(X) 6= 0 e det(X) ∈ OF. Logo, dmin(C(F, α1, α2, γ)) ≥ 1. Agora, tomando X da
forma x1(1) = 1, x1(2) = x2(1) = x2(2) = 0, segue que y1(1) = y1(2) = 1, y2(1) =
y2(2) = 0, e assim, det(X) = 1. Portanto, dmin(C(F, α1, α2, γ)) = 1, o que completa a
prova.

Com base no Lema 5.3.5, os códigos que construiremos possuem diversidade má-
xima (Observação 5.3.4). Assim, para avaliar a e�ciência de um QSTBC adotamos um
critério que denominamos por critério produto.

Sejam C(F, α1, α2, γ) um reticulado complexo sobre OF × OF com matriz geradora
L, M uma matriz geradora do reticulado obtido via OF e LM a matriz geradora do
reticulado real. Vimos, na Seção 3.3, que

|det(LM)| = |det(L)|2|det(M)|4.

Denotamos
√
|det(LM)| por gprod(C(F, α1, α2, γ)), isto é,

gprod(C(F, α1, α2, γ)) = |det(L)||det(M)|2.
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De�nição 5.3.6. (Critério Produto) Sejam C(F, α1, α2, γ1) e C(K, β1, β2, γ2), com
dmin(C(F, α1, α2, γ1)) = dmin(C(K, β1, β2, γ2)). Dizemos que C(F, α1, α2, γ1) é melhor,
ou seja, possui maior ganho de codi�cação que C(K, β1, β2, γ2) se

gprod(C(F, α1, α2, γ1)) ≤ gprod(C(K, β1, β2, γ2)).

Nas condições da De�nição 5.3.6 e da Equação (5.16) segue que se C(F, α1, α2, γ1) e
C(K, β1, β2, γ2) são reticulados sobre OF × OF e OK × OK, respectivamente, com M1

uma matriz geradora do reticulado ΛOF e M2 uma matriz geradora do reticulado
ΛOK , e dmin(C(F, α1, α2, γ1)) = dmin(C(K, β1, β2, γ2)), então C(F, α1, α2, γ1) é melhor
que C(K, β1, β2, γ2) se

|γ1||α1 − α2|2|det(M1)|2 ≤ |γ2||β1 − β2|2|det(M2)|2. (5.17)

O cálculo do valor do gprod(C) de um código C representa o valor do módulo do
determinante da matriz geradora de um código C proveniente de um reticulado, e
pela Seção 5.2, possuir o menor valor do módulo do determinante da matriz geradora
representa ter maior ganho de codi�cação e maior densidade de centro, isto signi�ca
que podemos empacotar mais palavra códigos dentro de um mesmo espaço, e assim, as
chances de decodi�carmos corretamente serão maiores.

De�nição 5.3.7. Seja S um conjunto de QSTBC, onde dminC = dminC para todo
C, C ∈ S. Dizemos que C é um QSTBC ótimo em S, se

gprod(C) ≤ gprod(C),

para todo C ∈ S.

Observamos que códigos associados a uma mesma álgebra, podem terem gprod(·)
diferentes, conforme o seguinte exemplo.

Exemplo 5.3.8. Sejam os códigos C1 = C(Q(
√
−2),

√
−3,−

√
−3, γ),

C2 = C(Q(
√
−2), 1+

√
−3

2
, 1−

√
−3

2
, γ) e M uma matriz geradora do reticulado ΛZ(

√
−2).

Observamos que C1 e C2 estão associados a álgebra (−3, γ)Q(
√
−2). Usando a Equação

(5.17), segue que

gprod(C1) = |γ||
√
−3− (−

√
−3)|2|detM |2 = |γ||2

√
−3|2|detM2| = 12|γ||detM |2

e

gprod(C2) = |γ|
∣∣∣∣1 +

√
−3

2
− 1−

√
−3

2

∣∣∣∣2 |detM |2 = |γ||
√
−3|2|detM |2 = 3|γ||detM |2.

Logo, gprod(C1) > gprod(C2).

Teorema 5.3.9. Se C(F, α1, α2, γ), onde F = Q(
√
d) e com d < 0 um inteiro livre de

quadrados, então

gprod(C(F, α1 + p0, α2 + p0, γ)) = gprod(C(F, α1, α2, γ)),

para qualquer p0 ∈ OF.
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Demonstração. Pelo Lema 5.3.5 segue que dmin(C(F, α1, α2, γ)) = 1 = dmin(C(F, α1 +
p0, α2 + p0, γ)). Se α1 e α2 são as duas raízes do polinômio irredutível x2 + px+ q sobre
F, então α1 + p0 e α2 + p0 são raízes do polinômio

(x− α1 − p0)(x− α2 − p0) = x2 + (p− 2p0)x+ (q − p0p+ p2
0),

com p − 2p0, q − p0p + p2
0 ∈ OF e α1 + p0, α2 + p0 /∈ F. Assim, o polinômio (x − α1 −

p0)(x − α2 − p0) é irredutível sobre F. Como α1 ∈ F(α1 + p0) e α1 + p0 ∈ F(α1),
segue que F(α1 + p0) = F(α1). Além disso, as matrizes geradoras de C(F, α1, α2, γ) e
C(F, α1 + p0, α2 + p0, γ) são diag(L1, L2) e diag(L3, L4), respectivamente, com

L1 =

(
1 1
α1 α2

)
, L2 =

(
1 γ
α1 γα2

)
, L3 =

(
1 1

α1 + p0 α2 + p0

)
e

L4 =

(
1 γ

α1 + p0 γ(α2 + p0)

)
.

Portanto, det(L1) = det(L3) e det(L2) = det(L4). Pelo critério produto, segue que
gprod(C(F, α1 + p0, α2 + p0, γ)) = gprod(C(F, α1, α2, γ)).

A próxima observação é uma ferramenta muito importante quando formos calcular
os melhores QSTBC's.

Observação 5.3.10. Nas condições do Teorema 5.3.9, segue que se

gprod(C(F, α1, α2, γ)) = gprod(C(F, α1 + p0, α2 + p0, γ)) então
|det(M)|2|α1 − α2|2|γ| = |det(M)|2|(α1 − p0)− (α2 − p0)|2|γ|.

Além disso, o polinômio irredutível de α1 sobre F é (x− α1)(x− α2) = x2 + px+ q e o
polinômio irredutível de α1 − p0 sobre F é

(x− α1 − p0)(x− α2 − p0) = x2 + (p− 2p0)x+ (q − p0p+ p2
0) = x2 + p′x+ q′.

Assim, dado C(F, α1, α2, γ), podemos tomar p0 de modo a minimizar p′. Como p, p0 ∈
OF, segue que

• se d ≡ 2 ou 3 (mod 4), então p = a+ b
√
d, com a, b ∈ Z. Se p0 = r + s

√
d, com

r =

{
a
2
, se a é par

a−1
2
, se a é ímpar

e s =

{
b
2
, se b é par

b−1
2
, se b é ímpar

,

então

� a par, b par ⇒ |p− 2p0| = |a+ b
√
d− 2(a

2
+ b

2

√
d)| = 0,

� a par, b ímpar ⇒ |p− 2p0| = |a+ b
√
d− 2(a

2
+ b−1

2

√
d)| = |

√
d|,

� a ímpar, b par ⇒ |p− 2p0| = |a+ b
√
d− 2(a−1

2
+ b

2

√
d)| = 1,

� a ímpar, b ímpar ⇒ |p− 2p0| = |a+ b
√
d− 2(a−1

2
+ b−1

2

√
d)| = |1 +

√
d| .

Logo, dado p ∈ OF, existe p0 ∈ OF tal que |p− 2p0| ≤ |1 +
√
d| =

√
1− d.

• se d ≡ 1 (mod 4), então p = a+ b(1+
√
d

2
) com a, b ∈ Z, tomemos p0 = r+ s(1+

√
d

2
)

da seguinte forma:
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r =

{
a
2
, se a é par

a+1
2
, se a é ímpar

s =

{
b
2
, se b é par

b−1
2
, se b é ímpar

.

Então

� a par, b par ⇒ |p− 2p0| = |a+ b(1+
√
d

2
)− 2(a

2
+ b

2
(1+
√
d

2
))| = 0,

� a par, b ímpar ⇒ |p− 2p0| = |a+ b(1+
√
d

2
)− 2(a

2
+ b−1

2
(1+
√
d

2
))| = |(1+

√
d

2
)|,

� a ímpar, b par ⇒ |p− 2p0| = |a+ b(1+
√
d

2
)− 2(a+1

2
+ b

2

√
d)| = 1,

� a ímpar, b ímpar ⇒ |p − 2p0| = |a + b(1+
√
d

2
) − 2(a+1

2
+ b−1

2
(1+
√
d

2
))| =

| − 1 + (1+
√
d

2
)| = |−1+

√
d

2
|.

Logo, dado p ∈ OF, existe p0 ∈ OF tal que |p− 2p0| ≤ |1+
√
d

2
| =

√
1−d

4
.

Assim, para encontrar os melhores QSTBC's considerando o corpo base Q(
√
d),

com d = −1,−2,−3,−7 e −11, precisamos exibir convenientes α1, α2 e γ, em que γ
não é norma algébrica de Q(

√
d, α1) sobre Q(

√
d). Em cada corpo base, antes de encon-

trar quais são os códigos ótimos, mostramos que γ não é norma algébrica de Q(
√
d, α1)

sobre Q(
√
d), para que a De�nição de QSTBC (5.3.2) seja satisfeita.

Recordemos do cálculo de uma variável complexa que o número complexo ζn é

de�nido por ζn = e
2πi
n = cos

(
2π

n

)
+ i sen

(
2π

n

)
. Observe que

√
−1 = ζ4 e −1+

√
−3

2
=

ζ3. Além disso, dizemos que ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se ζnn = 1 e
ζmn 6= 1 para 1 < m < n. Um corpo ciclotômico F é a menor extensão de Q contendo
ζn, ou seja, F = Q(ζn), e seu anel de inteiro é OF = Z[ζn].

Proposição 5.3.11. [24] O número complexo 1 + i não é uma norma algébrica de
Q(ζ4,

i+
√

3
2

) sobre Q(ζ4).

Demonstração. Seja α1 = i+
√

3
2

e suponhamos que existam x = x1 + x2α1, y = y1 +
y2α1 ∈ Z[ζ4, α1] tal que

NQ(ζ4,α1)/Q(ζ4)(x) = (1 + i)NQ(ζ4,α1)/Q(ζ4)(y). (5.18)

Observemos que ζ12 = e2πi/12 = cos(π
6
) + isen(π

6
) =

√
3

2
+ i1

2
, ou seja, α1 = ζ12 e assim,

Q(ζ4, α1) = Q(ζ12). Logo , x pode ser escrito como x = x1 + x2ζ12 e NQ(ζ12)/Q(ζ4)(x) =
σ1(x)σ2(x), onde σ1(ζ12) = ζ12, σ2(ζ12) = ζ5

12 e ambos �xam Q(ζ4). Portanto,

NQ(ζ12)/Q(ζ4)(x) = σ1(x)σ2(x) = (x1 + x2ζ12)(x1 + x2ζ
5
12)

= x2
1 + x1x2(ζ12 + ζ5

12) + x2
2ζ

6
12 = x2

1 + x1x2i− x2
2. (5.19)

Analogamente se y ∈ Z[ζ12], com y = y1 + y2ζ12 e y1, y2 ∈ Z[i] então

NQ(ζ12)/Q(ζ4)(y) = y2
1 − y2

2 + iy1y2. (5.20)

Pela Proposição 2.4.10, segue que existe um inteiro l0 tal que

xk =

l0∑
l=1

pl−1xk,l e yk =

l0∑
l=1

pl−1yk,l, (5.21)
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para k = 1, 2, onde p = 1 + i e xk,l, yk,l ∈ {0, e
2πij
4 }j=1,...,4. Combinando as Equações

(5.18), (5.19) e (5.20) com (5.21), segue que

x2
1,1 − x2

2,1 + ix1,1x2,1 = p(y2
1 − y2

2 + iy1y2)− p(px2
1,1 − px2

2,1 + ipx1,1x2,1)

−2p(x1,1x1,1 − x2,1x2,1)− ip(x1,1x2,1 + x2,1x1,1), (5.22)

onde xk,1 =

l0∑
l=2

pl−2xk,l ∈ Z[ζ4] para k = 1, 2. Como o termo da direita na igualdade

(5.22) pertence a pZ[ζ4], temos que o termo da esquerda também pertence, isto é,

x2
1,1 − x2

2,1 + ix1,1x2,1 ∈ ρZ[ζ4]. (5.23)

A Equação (5.23), com x1,1, x2,1 ∈ {0, e
2πij
4 }j=1,...,4 é válida somente quando x1,1 =

x2,1 = 0. Neste caso, pela Equação (5.22), segue que

y2
1 − y2

2 + iy1y2 − p(x2
1,1 − x2

2,1 + ix1,1x2,1) = 0, (5.24)

isto é,

y2
1,1 − y2

2,1 + iy1,1y2,1 = p(x2
1,1 − x2

2,1 + ix1,1x2,1)− p(p(y2
1,1 − y2

2,1) + ipx1,1x2,1)

−2p(y1,1y1,1 − y2,1y2,1 + iy2,1y1,1)

onde yk,1 =

l0∑
l=2

pl−2yk,l ∈ Z[ζ4] com k = 1, 2. De modo análogo a prova de x1,1 e

x2,1, da Equação (5.23) segue que y1,1 = y2,1 = 0. Continuando esse processo até
x1,l0 = x2,l0 = 0 e y1,l0 = y2,l0 = 0, segue que x = y = 0, e isto completa a prova.

Teorema 5.3.12. [24] O código C(Q(ζ4), −i−
√

3
2

, −i+
√

3
2

, 1 + i) é um QSTBC ótimo
dentre todos os QSTBC sobre Q(ζ4) com determinante mínimo 1.

Demonstração. Pela Proposição 5.3.11 e pelo Lema 5.3.5, segue que C(Q(ζ4), −i−
√

3
2

,
−i+
√

3
2

, 1 + i) é um QSTBC com determinante mínimo 1. Se M é uma matriz geradora

de ΛOQ(ζ4)
então gprod(C(Q(ζ4), −i−

√
3

2
, −i+

√
3

2
, 1 + i)) é dado por

|i+ 1|

∣∣∣∣∣−i−
√

3

2
− −i+

√
3

2

∣∣∣∣∣
2

|det(M)|2 = 3
√

2.

Para mostrarmos que C(Q(ζ4), −i−
√

3
2

, −i+
√

3
2

, 1+ i) é um QSTBC ótimo temos que mos-
trar que qualquer C = C(Q(ζ4), β1, β2, γ) tem gprod(C) ≥ 3

√
2. Pela Observação 3.1.9, o

módulo do determinante da matriz geradora de ΛOQ(ζ4)
é sempre o mesmo e assim, este

parâmetro será invariante no cálculo do gprod(C), e portanto podemos desconsiderá-lo

em nossa análise. Portanto, devemos mostrar que |γ||β1 − β2|2 ≥
√

3
2√|1 + i|2, ou

seja, |det(L)γ| ≥
√

3
√
|1 + i|, onde

L =

(
1 1
β1 β2

)
.
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Consideremos o polinômio irredutível x2 + px + q sobre F com p, q ∈ Z[ζ4]. Pelo
Teorema 5.3.9 podemos assumir, sem perda de generalidade, que |p| ≤

√
2, isto é,

p ∈ {0,±1,±i,±1 ± i}. Suponhamos que existe um QSTBC baseado em x2 + px + q
tal que

|det(L)γ| <
√

3
√
|1 + i|. (5.25)

Como det(G) = β2 − β1, segue que

|β1 − β2|2|γ| = |p2 − 4q||γ| < 3|1 + i| = 3
√

2.

Analisamos os seguintes casos:
1o caso: |p2−4q| < 3. Como p ∈ {0,±1,±i,±1±i}, segue que p2 ∈ {0, 1,−1,±2i}.

Se q = a+ bi, com a, b ∈ Z, então temos os seguinte casos:

• p2 = 0 ⇒ 3 > |p2 − 4q| = |0 − 4a − 4bi| =
√

(4a)2 + (4b)2 ⇒ a = 0, b = 0 ⇒
x2 + px+ q = x2 que é redutível sobre Q(i).

• p2 = 1⇒ 3 > |p2 − 4q| = |1− 4a− 4bi| =
√

(1− 4a)2 + (4b)2 ⇒ a = 0, b = 0⇒
x2 + px+ q = x2 ± x que é redutível sobre Q(i).

• p2 = −1⇒ 3 > |p2− 4q| = | − 1− 4a− abi| =
√

(−1− 4a)2 + (4b)2 ⇒ a = 0, b =
0⇒ x2 + px+ q = x2 ± xi que é redutível sobre Q(i).

• p2 = 2i⇒ 3 > |p2 − 4q| = |2i− 4a− abi| =
√

(4a)2 + (2− 4b)2 ⇒

⇒


a = 0, b = 0⇒ x2 + px+ q = x2 ± (1 + i)x que é redutível sobre Q(i).
a = 0, b = 1⇒ x2 + px+ q = x2 ± (1 + i)x+ i que tem como raiz∓ 1
e portanto é redutível sobre Q(i).

• p2 = −2i⇒ 3 > |p2 − 4q| = | − 2i− 4a− abi| =
√

(4a)2 + (−2− 4b)2 ⇒

⇒


a = 0, b = 0⇒ x2 + px+ q = x2 ± (1− i)x que é redutível sobre Q(i).
a = 0, b = −1⇒ x2 + px+ q = x2 ± (1− i)x+ i que tem como raiz∓ 1
e portanto é redutível sobre Q(i).

Logo, se |p2 − 4q| < 3, então x2 + px+ q é redutível sobre Q(i).

2o caso: |p2 − 4a| ≥ 3. Como p2 − 4q, γ ∈ Z[ζ4] segue que para |p2 − 4q||γ| < 3
√

2
só restam as seguintes possibilidades:

(|p2 − 4q|, |γ|) ∈ {(3, 1), (4, 1)}.

Analisamos ambos os casos:

• |p2 − 4q| = 3 e |γ| = 1. Como |γ| = 1 e γ ∈ Z[ζ4], segue que γ ∈ {±1,±i}. Além
disso, de acordo com as possibilidades para p, se p = ±1 ± i então p2 = ±2i.
Logo, 3

√
2 > |p2 − 4q| = | ± 2i − 4a − 4b| ⇒ a = 0 e b = 1. Portanto,

x2 + px + q = x2 ± (1 ± i)x + i que é redutível sobre Q(i). Se p = 0, então
3
√

2 > |4q| ⇒ q = 0. Assim, x2 + px + q = x2 que é redutível sobre Q(i). Logo,
sobraram os casos

(p, q) ∈ {(±1, 1), (±i,−1)},

e portanto,

(p,
√
p2 − 4q) ∈ {(±1,

√
3i), (±i,

√
3)}.
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Assim, Q(ζ4, β1) = Q
(
ζ4,
−p±
√
p2−4q

2

)
= Q

(
ζ4,

1±
√

3i
2

)
, ou Q(ζ4, β1) =

Q
(
ζ4,

i±
√

3
2

)
. Porém, em ambos os casos, observe que γ é norma algébrica:

N
Q(ζ4,

1±
√
3i

2
)/Q(ζ4)

(x) = γ N
Q(ζ4,

i±
√
3

2
)/Q(ζ4)

(x) = γ

γ2 = 1 x = 1 x = 1
γ2 = −1 x = i x = i

γ2 = i x = i+ 1+
√

3i
2

x = i+ i+
√

3
2

γ2 = −i x = i(i+ 1+
√

3i
2

) x = i(i+ i+
√

3
2

)

O que é um absurdo, pois pela De�nição (5.3.2), γ não pode ser norma algébrica.

• |p2−4q| = 4 e |γ| = 1. Neste caso, como |p| < 2, segue que p = 0 e q ∈ {±1,±i}.
Se q = ±1, então x2 +px+q = x2±1 que é redutível sobre Q(i). Se q = ±i, então
x2 + px+ q = x2± i que tem como raiz β1 =

√
±i. Logo, Q(ζ4, β1) = Q(ζ4,

√
±i).

Assim, NQ(ζ4,β1)/Q(ζ4)(
√
−i) = i e NQ(ζ4,β1)/Q(ζ4)(

√
i) = −i. Portanto, para todo

∀γ ∈ {±1,±i}, γ é norma algébrica. O que é um absurdo, pois como mencionado,
γ não pode ser norma algébrica.

Desse modo, concluímos que não existem valores para p, q, γ ∈ Z[ζ4] que satisfaçam a
Equação (5.25) e isto completa a prova.

Exemplo 5.3.13. O código de ouro de�nido como C = C(Q(ζ4), 1+
√

5
2
, 1−

√
5

2
, i) possui

gprod(C) = 5, que é maior que gprod(C(Q(ζ4), −i−
√

3
2

, −i+
√

3
2

, 1 + i)) = 3
√

2 ≈ 4, 24.
Portanto, sob este critério, este QSTBC possui melhor desempenho em relação ao
código de ouro.

Proposição 5.3.14. [24] O número complexo ζ6 não é norma algébrica de Q(ζ3, α1)

sobre Q(ζ3), onde α1 =
−p±
√
p2−4q

2
, com p = −1− ζ6 e q =

√
3i.

Demonstração. Suponhamos que exista x = x1+x2α1 e y = y1+y2α1, com x1, x2, y1, y2 ∈
Z[ζ3], tal que

NQ(ζ3,α1)/Q(ζ3)(x) = ζ6NQ(ζ3,α1)/Q(ζ3)(y). (5.26)

Assim,

NQ(ζ3,α1)/Q(ζ3)(x) = (x1+x2α1)(x1+x2α2) = x2
1−px1x2+qx2

2 = x2
1+(1+ζ6)x1x2+

√
3ix2

2

(5.27)
e

NQ(ζ3,α1)/Q(ζ3)(y) = (y1 +y2α1)(y1 +y2α2) = x2
1−py1x2 +qy2

2 = y2
1 +(1+ζ6)y1y2 +

√
3iy2

2.
(5.28)

Substituindo as Equações (5.27) e (5.28) em (5.26), segue que

x2
1 + (1 + ζ6)x1x2 − ζ6(y2

1 + (1 + ζ6)y1y2) =
√

3i(ζ6y
2
2 − x2

2). (5.29)

Pela Proposição 2.4.12, segue que existe l0 ∈ N tal que os elementos xk, yk ∈ Z[ζ6]
podem ser escritos como

xk =

l0∑
l=1

(
√

3i)l−1xk,l e yk =

l0∑
l=1

(
√

3i)l−1yk,l, (5.30)
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com xk,l, yk,l ∈ S = {0, e 2πim
6 }m=1,...,6. Combinando as Equações (5.29) e (5.30), segue

que

x2
1,1 + (1 + ζ6)x1,1x2,1 − ζ6(y2

1,1 + (1 + ζ6)y1,1y2,1) =
√

3i(ζ6y
2
2 − x2

2)

−
√

3i(2x1,1x1,1 + (1 + ζ6)(x1,1x2,1 + x1,1x2,1) +
√

3ix2
1,1)

+
√

3iζ6(2y1,1y1,1 + (1 + ζ6)(y1,1y2 + y1,1y2,1) +
√

3iy2
1,1), (5.31)

onde xk,1 =

l0∑
l=2

(
√

3i)l−2xk,l e yk,1 =

l0∑
l=2

(
√

3i)l−2yk,l. Como o termo da direita na

Equação (5.31) pertence a
√

3iZ[ζ6], segue que o termo da esquerda também pertence,
isto é,

x2
1,1 + (1 + ζ6)x1,1x2,1 − ζ6(y2

1,1 + (1 + ζ6)y1,1y2,1) ∈
√

3iZ[ζ6]. (5.32)

A Equação (5.32) somente é valida quando x1,1 = y1,1 = 0. Assim, a Equação (5.31)
�ca

x2
2,1 + (1 + ζ6)x2,1x1,2 − ζ6(y2

2,1 + (1 + ζ6)y1,2y2,1) =
√

3i(ζ6y
2
1,1 − x2

1,1)

−
√

3i(2x2,1x2,1 + (1 + ζ6)(x2,1x1,1 + x2,1x1,2) +
√

3ix2
2,1)

+
√

3i(2y2,1y2,1 + (1 + ζ6)(y2,1y1,1 + y2,1y1,2) +
√

3iy2
2,1), (5.33)

isto é,

x2
2,1 + (1 + ζ6)x2,1x1,2 − ζ6(y2

2,1 + (1 + ζ6)y2,1y1,2) ∈ Z[ζ6],

onde xk,2 =

l0∑
l=2

(
√

3i)l−3xk,l e yk,2 =

l0∑
l=2

(
√

3i)l−3yk,l. Analogamente, concluímos que

x2,1 = y2,1 = 0. Continuando o processo, segue que x = y = 0.

Teorema 5.3.15. [24] O código C(Q(ζ3),
−p+
√
p2−4q

2
,
−p−
√
p2−4q

2
, ζ6) é um QSTBC ótimo

dentre todos os QSTBC sobre Q(ζ3) com determinante mínimo 1, onde p = −1− ζ6 e
q =
√

3i.

Demonstração. Pela Proposição 5.3.14 e pelo Lema 5.3.5, segue que C(Q(ζ3),
−p+
√
p2−4q

2
,
−p−
√
p2−4q

2
, ζ6), onde p = −1−ζ6 e q =

√
3i, é um QSTBC com determinante

mínimo 1. Se M é uma matriz geradora de ΛOQ(ζ3)
então

gprod(C(Q(ζ3),
−p+
√
p2−4q

2
,
−p−
√
p2−4q

2
, ζ6)) =

|ζ6|

∣∣∣∣∣−p+
√
p2 − 4q

2
− −p−

√
p2 − 4q

2

∣∣∣∣∣
2

|det(M)|2 =
3

4

√
21.

Assim, como no Teorema 5.3.12, para mostrarmos que C(Q(ζ3),
−p+
√
p2−4q

2
,
−p−
√
p2−4q

2
,

ζ6) é um QSTBC ótimo, devemos mostrar que qualquer C = C(Q(ζ4), β1, β2, γ) possui
gprod(C) ≥ 3

4

√
21. Pela Observação 3.1.9, o módulo do determinante da matriz geradora

de ΛOQ(ζ3)
é sempre o mesmo e assim, este parâmetro será invariante no cálculo do

gprod(C), e portanto podemos desconsiderá-lo em nossa análise. Portanto, devemos
mostrar que |γ||β1− β2|2 ≥

√
21. Para isso, vamos provar que para todo x2 + px+ q ∈

Z[ζ3][x], com |p| ≤ 1 tal que
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|p2 − 4q| < |(1 + ζ6)2 − 4
√

3i| =
√

21,

é redutível sobre Q(ζ3). Como |p| = |a+ b1+
√
−3

2
| ≤ 1, segue que

(a, b) ∈ {(1,−1), (−1, 1), (±1, 0), (0,±1), (0, 0)}.

Suponhamos que exista q = α + β 1+
√
−3

2
tal que |p2 − 4q| <

√
21. De modo análogo

a demonstração do Teorema 5.3.12, concluímos que em todos os casos o polinômio
x2 + px+ q é redutível sobre Q(ζ3), e isto completa a prova.

5.4 Novas contribuições de códigos espaço-temporais

Após termos apresentado e reformulado resultados contidos em [24], a partir de
agora, apresentamos as contribuições originais de nosso trabalho, além dos Corolários
4.2.4 e 4.2.5 e das demonstrações das Proposições já existentes 2.4.10, 2.4.12 e 3.3.2.

Proposição 5.4.1. O número inteiro −1 não é norma algébrica da extensão
Q(
√
−2,
√
−3) sobre Q(

√
−2).

Demonstração. Como −2 ∈ Z e −2 ≡ 1 (mod 3), o resultado segue do Corolário 4.2.4.

Teorema 5.4.2. O código C(Q(
√
−2), 1+

√
−3

2
, 1−

√
−3

2
,−1) é um QSTBC ótimo dentre

todos os QSTBC sobre Q(
√
−2) com determinante mínimo 1.

Demonstração. Pela Proposição 5.4.1 e do Lema 5.3.5, segue que
C(Q(

√
−2), 1+

√
−3

2
, 1−

√
−3

2
,−1) é um QSTBC com determinante mínimo 1. Se M uma

matriz geradora de ΛOQ(
√
−2)

, então gprod(C(Q(
√
−2), 1+

√
−3

2
, 1−

√
−3

2
,−1)) é dado por

| − 1|
∣∣∣∣1 +

√
−3

2
− 1−

√
−3

2

∣∣∣∣2 |det(M)|2 = 6.

Assim, como no Teorema 5.3.12, para mostrarmos que C(Q(
√
−2), 1+

√
−3

2
, 1−

√
−3

2
,−1)

é um QSTBC ótimo devemos mostrar que todo C = C(Q(
√
−2), β1, β2, γ) possui

gprod(C) ≥ 6. Pela Observação 3.1.9, o módulo do determinante da matriz geradora
de ΛOQ(

√
−2)

é sempre o mesmo e assim, este parâmetro será invariante no cálculo do
gprod(C), e portanto podemos desconsiderá-lo em nossa análise. Portanto, devemos
mostrar que |γ||β1 − β2|2 ≥ 3. Para isso, vamos provar que qualquer x2 + px + q ∈
Z[
√
−2][x], com |p| ≤

√
3 tal que

|p2 − 4q| < |
√
−3| = 3,

é redutível sobre Q(
√
−2). Como |p| = |a+ b

√
−2| ≤

√
3, segue que

(a, b) ∈ {(0, 0), (0,±1), (±1, 0)}.

Suponhamos que exista q = α + β
√
−2 tal que |p2 − 4q| < 3. De modo análogo a

demonstração feita no Teorema 5.3.12, concluímos que em alguns os casos o polinômio
x2 + px+ q é redutível sobre Q(

√
−2), exceto quando (a, b) ∈ {(0,±1)} e q = −1. No

caso (a, b) = (0, 1) o polinômio x2+px+q não é redutível sobreQ(
√
−2) quando q = −1,

e portanto, x2 +px+q = x2 +
√
−2x−1. Para gprod(C(Q(

√
−2), −

√
−2+

√
2

2
, −
√
−2−

√
2

2
, γ))

ser menor que 6, devemos ter que |γ| < 3/2, ou seja, γ ∈ {0,±1,±
√
−2}. Porém, sejam

K = Q(
√
−2,
√
−3) e F = Q(

√
−2), então
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NK/F(0) = 0, NK/F(1) = 1, NK/F

(
−
(
−
√
−2+

√
2

2

)
−
√
−2− 1

)
=
√
−2,

NK/F

(
−
√
−2+

√
2

2

)
= −1 NK/F

((
−
√
−2+

√
2

2

) (√
−2 + 1

)
− 1
)

= −
√
−2.

Portanto, não existe um QSTBC C sobre F = Q(
√
−2) tal que gprod(C) < 6. De modo

análogo, segue para (a, b) = (0,−1) e q = −1, o que conclui a demonstração.

Proposição 5.4.3. O número inteiro −1 não é norma algébrica da extensão
Q(
√
−7, i) sobre Q(

√
−7).

Demonstração. Como −7 ∈ Z e −7 ≡ 1 (mod 8), o resultado segue do Corolário
4.2.5.

Teorema 5.4.4. O código C(Q(
√
−7), i,−i,−1) é um QSTBC ótimo dentre todos os

QSTBC sobre Q(
√
−7) com determinante mínimo 1.

Demonstração. Pela Proposição 5.4.3, segue que −1 não é norma algébrica da exten-
são Q(

√
−7, i) sobre Q(

√
−7) e do Lema 5.3.5 segue que C(Q(

√
−7), i,−i,−1) é um

QSTBC com determinante mínimo 1. Se M uma matriz geradora de ΛOQ(
√
−7)

então

gprod(C(Q(
√
−7), i,−i,−1)) é dado por

| − 1||i− (−i)|2|det(M)|2 = 7.

Assim, como no Teorema 5.3.12, para mostrarmos que C(Q(
√
−7), i,−i,−1) é um

QSTBC ótimo, devemos mostrar que qualquer C = C(Q(
√
−7), β1, β2, γ) possui

gprod(C) ≥ 7. Pela Observação 3.1.9, o módulo do determinante da matriz gera-
dora de ΛOQ(

√
−7)

é sempre o mesmo e assim, este parâmetro será invariante no cál-
culo do gprod(C), e portanto podemos desconsiderá-lo em nossa análise. Portanto,
devemos mostrar que |γ||β1 − β2|2 ≥ 4. Para isso, vamos provar que para todo
x2 + px+ q ∈ Z[1−

√
−7

2
][x], com |p| ≤

√
2 tal que

|p2 − 4q| < |2i|2 = 4,

é redutível sobre Q(
√
−7). Como |p| = |a+ b(1+

√
−7

2
)| ≤
√

2, segue que

(a, b) ∈ {(0, 0), (±1, 0)}.

Suponhamos que exista q = α+ β(1+
√
−7

2
) tal que |p2 − 4q| < 4. Se p = 0 então q = 0.

Logo, x2 + px+ q = x2 que é redutível sobre Q(
√
−7) . Se p = ±1, então p2 = 1, o que

implica que q = 0 ou 1. Se q = 0, então x2 + px + q = x2 + px que é redutível sobre
Q(
√
−7), e se q = 1, então

p = 1, q = 1⇒ x2 + px+ q tem como raiz r0 =
−1±

√
−3

2
,

p = −1, q = 1⇒ x2 + px+ q tem como raiz r1 =
1±
√
−3

2
.

Assim, Q(
√
−7, r0) = Q(

√
−7, r1). Assim, em ambos os casos, para que

gprod(C(Q(
√
−7), rj, rj, γ)) com j = 0, 1, seja menor que 7 = gprod(X(Q(

√
−7), i,−i, i)),

o valor absoluto de γ tem que ser menor que 4
3
, isto é, |γ| < 4

3
. Se |γ| < 4

3
então γ = ±1.

Como NQ(
√
−7,i)/Q(

√
−7)(1) = 1 e NQ(

√
−7,i)/Q(

√
−7)((

1+
√
−7

2
− 1)(1+

√
−3

2
) − 1+

√
−7

2
) = −1,

segue que não existe um QSTBC C sobre Q(
√
−7) com gprod(C) < 7.
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Proposição 5.4.5. O número inteiro −1 não é norma algébrica da extensão
Q(
√
−11,

√
−3) sobre Q(

√
−11).

Demonstração. Como −11 ∈ Z e −11 ≡ 1 (mod 3), o resultado segue do Corolário
4.2.4.

Teorema 5.4.6. O código C(Q(
√
−11), 1+

√
−3

2
, 1−

√
−3

2
,−1) é um QSTBC ótimo dentre

os QSTBC sobre Q(
√
−11) com determinante mínimo 1.

Demonstração. Pela Proposição 5.4.5, segue que −1 não é norma algébrica da extensão
Q(
√
−11, 1+

√
−3

2
) sobre Q(

√
−11) e do Lema 5.3.5, segue que

C(Q(
√
−11), 1+

√
−3

2
, 1−

√
−3

2
,−1) é um QSTBC com determinante mínimo 1. Se M é

uma matriz geradora de ΛOQ(
√
−11)

, então gprodC(Q(
√
−11), 1+

√
−3

2
, 1−

√
−3

2
,−1)) é dado

por

| − 1|
∣∣∣∣1 +

√
−3

2
− 1−

√
−3

2

∣∣∣∣2 |det(M)|2 =
33

4
.

Assim, como no Teorema 5.3.12, para mostrarmos que C(Q(
√
−11), 1+

√
−3

2
, 1−

√
−3

2
,−1)

é um QSTBC ótimo, devemos mostrar que todo C = C(Q(
√
−11), β1, β2, γ) possui

gprod(C) ≥ 33
4
. Pela Observação 3.1.9, o módulo do determinante da matriz geradora

de ΛOQ(
√
−11)

é sempre o mesmo e assim, este parâmetro será invariante no cálculo do
gprod(C), e portanto podemos desconsiderá-lo em nossa análise. Portanto, devemos
mostrar que |γ||β1 − β2|2 ≥ 3. Para isso, vamos provar que todo x2 + px + q ∈
Z[1−

√
−11

2
][x], com |p| ≤

√
3 tal que

|p2 − 4q| < |
√
−3|2 = 3,

é redutível sobre Q(
√
−11). Como |p| = |a+ b(1−

√
−11

2
)| ≤
√

3, segue que

(a, b) ∈ {(0, 0), (±1, 0)}.

Suponhamos que exista q = α + β 1−
√
−11

2
tal que |p2 − 4q| < 3. De modo análogo ao

Teorema 5.3.12, concluímos que em todos os casos o polinômio x2 + px+ q é redutível
sobre Q(

√
−11), e isto completa a prova.

Observação 5.4.7. Seja F é uma extensão quadrática imaginária de Q, isto é, F =
Q(
√
d), com d < 0 inteiro livre de quadrados. O polinômio minimal de Q(

√
d) é da

forma
x2 − d, se d ≡ 2 (mod 4) ou d ≡ 3 (mod 4)
x2 − x+ 1−d

4
, se d ≡ 1 (mod 4)

Seja Md a matriz geradora de ΛF. Analisando |det(Md)|, temos os seguintes casos,
onde assumimos que d < 0 e σ1, σ2 os são os dois mergulhos de Q(

√
d) em C que �xam

Q, onde σ1 = id:

• se d ≡ 1 (mod 4), então |det(Md)|2 =

∣∣∣∣∣ Re(σ1(1)) Im(σ1(1))

Re
(
σ1

(
1+
√
d

2

))
Im
(
σ1

(
1+
√
d

2

)) ∣∣∣∣∣
2

=∣∣∣∣ 1 0
1
2

√
d

2

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣
√
d

2

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣d4
∣∣∣∣.
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• se d ≡ 2 (mod 4) ou d ≡ 3 (mod 4), então |det(Md)|2 =∣∣∣∣ Re(σ1(1)) Im(σ1(1))

Re(σ1(
√
d)) Im(σ1(

√
d))

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣ 1 0

0
√
d

∣∣∣∣2 =
∣∣∣√d∣∣∣2 = |d|.

Pelo Lema 5.3.5, segue que se F/Q é uma extensão quadrática imaginária, então
dmin(X(F, α1, α2, γ)) = 1. Assim, queremos encontrar o melhor QSTBC dentre todos
os corpos quadráticos imaginários.

Teorema 5.4.8. O código C(Q(ζ3),
−p+
√
p2−4q

2
,
−p−
√
p2−4q

2
, ζ6) é um QSTBC ótimo den-

tre os QSTBC sobre Q(
√
d), com d < 0 um inteiro livre de quadrados, onde p = −1−ζ6

e q =
√

3i.

Demonstração. Suponhamos que exista um QSTBC C(Q(
√
d), α1, α2, γ), com d < 0

inteiro livre de quadrados, tal que

|det(M)|2|α1 − α2|2|γ| = gprod(C(Q(
√
d), α1, α2, γ)) <

gprod(C(Q(ζ3),
−p+
√
p2−4q

2
,
−p−
√
p2−4q

2
, ζ12)) ≈ 3, 44,

onde M é uma matriz geradora de ΛOF . Assim,

|det(M)|2|α1 − α2|2|γ| < 3, 44.

Analisamos |det(M)|2:

• se d < 0, d ≡ 1 (mod 4), então |det(M)|2 = |d|
4

e d ∈ {−3,−7,−11,−15, . . .}.
Logo d ∈ {−3,−7,−11} são os únicos d que satisfazem |det(M)|2 < 3, 44.

• se d < 0, d ≡ 2 (mod 4) ou d ≡ 3 (mod 4) então |det(M)|2 = |d| e d ∈ {−1,−2,
−5,−6, · · · }. Logo, d ∈ {−1,−2} são os únicos d que satisfazem |det(M)|2 <
3, 44.

Assim, precisamos analisar os casos onde d ∈ {−1,−2,−3,−7,−11}. Mas, para estes
casos já conhecemos os melhores códigos. Denotando por g

ótimo Q(
√
d) o gprod do melhor

QSTBC sobre o corpo base Q(
√
d), segue que

gótimo Q(
√
−11) = 33

4
> gótimo Q(

√
−7) = 7 > gótimo Q(

√
−2) = 6 > gótimo Q(

√
−1) = 3

√
2 >

gótimo Q(
√
−3) = 3

4

√
21 ≈ 3, 44,

o que conclui o resultado.

Neste capítulo apresentamos o calculo da probabilidade de erro em um sistema
MIMO, e a partir dessa probabilidade de erro, de�nimos alguns parâmetros para cons-
truir STBC. Apresentamos os melhores QSTBC sobre Q(

√
d), com d = −1,−2,−3,−7

e −11, segundo o critério produto, e provamos que o melhor QSTBC sobre Q(
√
−3) é

também, o melhor QSTBC dentre todos os QSTBC baseados em extensões quadráticas
imaginárias dos racionais. Para o desenvolvimento deste capítulo utilizamos todas as
ferramentas abordadas neste trabalho.



Conclusão Final

Este trabalho foi dedicado a construção de códigos de bloco espaço-temporais qua-
dráticos baseados em extensões quadráticas imaginárias dos racionais. Para isso, ini-
cialmente �zemos um estudo sobre alguns tópicos de teoria dos números algébricos e
álgebras dos quatérnios. O conceito de norma serviu de base para a construção dos
códigos do Capítulo 5. O fato de nossos códigos serem associados a uma álgebra de
divisão dos quatérnios, garante a linearidade dos códigos e satisfazem det(X) 6= 0,
para todo X ∈ C. Com isso, segue que os códigos possuem diversidade máxima e
consequentemente, maior con�abilidade na transmissão do sinal.

Em seguida, apresentamos um estudo sobre reticulados e densidade de empacota-
mento. Ao estudar a densidade de empacotamento um dos principais problemas é a
obtenção de reticulados com maior densidade de empacotamento. Reticulados com
boa densidade de empacotamento podem ser construídos via álgebras dos quatérnios e
existem na literatura várias construções de reticulados com boa densidade de empaco-
tamento via ferramentas algébricas.

Dando continuidade ao trabalho, estudamos o Lema de Hensel, que possibilitou
mostrar que certos elementos do anel de inteiros algébricos de Q(

√
d) não é uma norma

algébrica de certas extensões dos racionais.
Por �m, apresentamos uma estrutura de códigos de bloco espaço-temporais

C(F, α1, α2, γ) baseado no artigo [24], que possui diversidade máxima e determinante
mínimo igual a 1, quando de�nido sobre uma extensão quadrática imaginária dos ra-
cionais. Um dos critérios utilizados para avaliar esses códigos, proposto em [23], é o
módulo do determinante da matriz geradora do código quando visto como um reticu-
lado real. Quanto menor o módulo do determinante da matriz geradora, maior será o
ganho de codi�cação e maior será a densidade de centro do código, isto signi�ca que
podemos empacotar mais palavras códigos dentro de um mesmo espaço e com isso as
chances de decodi�carmos corretamente serão maiores.

Para construir um código de bloco espaço-temporal quadrático sobre um corpo de
números F, precisamos tomar elementos α1, α2, e γ de modo que α1 e α2 sejam raízes
de um polinômio x2 + px + q ∈ OF[x] irredutível em F, e γ ∈ OF, com γ não sendo
norma algébrica de F(α1) sobre F. Para provar que γ não é norma algébrica de F(α1)
sobre F usamos duas ferramentas: a caracterização dos elementos de (1 + i)Z[i] e de
√
−3Z

[
1−
√
−3

2

]
; e os corolários do Lema de Hensel, que estuda a norma mergulhada

em Qp(α1). Apresentamos os melhores códigos baseados nos corpos bases Q(
√
d), com

d = −1,−2,−3,−7 e −11, e a partir do monomor�smo canônico, provamos que o

código C(Q(ζ3),
−p+
√
p2−4q

2
,
−p−
√
p2−4q

2
, ζ6), com p = −1 − ζ6 e q =

√
3i, é o melhor

código dentre todos os códigos de bloco espaço-temporais quadráticos baseados em
extensões quadráticas imaginárias dos racionais.
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Os códigos de bloco espaço-temporais estão sendo estudados para transmitir infor-
mações utilizando antenas. Quando |γ| 6= 1 há um desbalanceamento de energia entre
as antenas, no entanto, pela Referência [21], a transformação(

a+ b
√
β

√
γ(c+ d

√
β)√

γ(c− d
√
β) a− b

√
β

)
↔
(

a+ b
√
β c+ d

√
β

γ(c− d
√
β) a− b

√
β

)
,

ajusta o desbalanceamento de energia entre as antenas.
Neste contexto, ainda existem muitas questões em aberto, como por exemplo, mudar

o grau da extensão de F sobre os racionais, mudar o grau do polinômio irredutível,
estudar outros critérios para avaliar a e�ciência de um código, construir reticulados via
as álgebras associadas aos códigos apresentados.

Os STBC's vem sendo amplamente explorados, com isso o uso de ferramentas algé-
bricas torna-se cada vez mais necessário para resolver problemas de transmissão sem
�o.
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