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RESUMO

Os sistemas de comunicagao com Multiplas Entradas e Multiplas Saidas (MIMO), sdo
sistemas constituidos por estruturas que utilizam varias antenas, tanto no transmissor
como no receptor. Por serem transmitidos via antenas, naturalmente surgem proble-
mas de ruidos e de multipercursos, que impoe um desafio para o desenvolvimento dos
sistemas de comunicacao MIMO. Por esses motivos, muitos estudos focam em certas
propriedades dos sinais enviados a fim de minimizar os efeitos sofridos na informacao
durante a transmissao. Existem muitos tipos diferentes de Cédigos de Bloco Espaco-
Temporais (STBC) disponiveis para duas antenas transmissoras, dentre eles, o codigo
de bloco espaco-temporal ciclotomico, Codigo de Ouro e Codigo de Prata. Neste tra-
balho apresentamos uma construcao de STBC cujos os sinais utilizados na transmissao
sao identificados por elementos de anéis de inteiros de corpos de ntimeros totalmente
imaginarios, @(\/E), com d < 0, e apresentamos os melhores STBC em termos do cri-
tério que denominamos como critério produto, considerando extensoes de @(\/3) com

d=—1, -2, -3, —7, —11.

Palavras-chave: Determinante minimo, Corpos quadraticos, Codigos de bloco.






ABSTRACT

The communication systems of Multiple Input and Multiple Output (MIMO), are sys-
tems consisting of structures that use multiple antennas, both on the transmitter and the
recewer. For being transmitted via antennas, noise and path problems naturally arise,
which poses a challenge for the development and optimization of MIMQO systems. For
these reasons, many studies focus on certain properties of the signals sent in order to
minimize the effects suffered on the information during transmaission. There are many
different types of Space-Time Block Codes (STBC) available for two transmitting an-
tennas, such as the cyclotomic space-time block code, Golden Code, and Silver Code.
In this work, we present a STBC construct via totally imaginary quadratic fields, Q,
with d < 0 and present the best STBC in terms of the criterion that we call product
criteria, considering extensions of Q(v/d) with d = —1, =2, =3, =7, —11.

Keywords: Minimum determinant, Quadratic fields, Block codes.
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Capitulo 1

Introducao

Transmitir dados pelo meio atmosférico envolve muitos problemas inerentes a esse
meio, como diferenca de temperatura entre camadas da atmosfera, fendomenos meteo-
rolégicos, bloqueios causados por construcoes, pessoas, animais e outros objetos que
estejam no caminho de propagacao do sinal e fazem com que o sinal se enfraqueca,
além da perda natural de energia que ocorre durante a propagacao da onda.

Para obter um bom resultado, uma opcao é utilizar uma faixa de frequéncia grande,
mas como as faixas de frequéncias sao escassas e caras, essa opcao nao € viavel. Um tipo
de sistema que tem sido bastante utilizada e visto como muito promissor é o Multiple
Input Multiple Output (MIMO), que consiste no uso de multiplas antenas para envio
e recebimento de sinal. Os sistemas de comunicacao MIMO estao sendo amplamente
explorados principalmente por fornecer ganhos na transmissao de sinal.

Os problemas que envolvem a transmissao de um sinal sem fio aparecem indepen-
dentemente do sistema utilizado, pois sao proprios do meio. Os efeitos nocivos do
ambiente sao referentes a desvanecimentos de larga escala e pequena escala. Desva-
necimentos de larga escala estao associados a perda da qualidade de sinal devido a
perda de poténcia do sinal conforme esse se propaga e a obstaculos que esse sinal pode
enfrentar ao longo do percurso como edificios, arvores, outras antenas, etc, ou seja,
atuam na ordem de varios comprimentos de onda do sinal. Os desvanecimentos de
pequena escala sao os que atuam na ordem de um comprimento de onda do sinal e se
dao pelo fato de que o mesmo sinal pode chegar ao receptor por percursos diferentes,
com fases diferentes e amplitudes diferentes. A sobreposicao desses sinais é chamada
de componente de multipercuso. Os multipercursos geram variacoes rapidas na ampli-
tude do sinal recebido, uma vez que os sinais que chegam simultaneamente ao receptor
combinam-se construtivamente e/ou destrutivamente. Uma maneira de aumentar a
confiabilidade do sinal é enviar o mesmo sinal através de multiplas antenas, ou seja,
usar a redundancia como forma de aumentar a probabilidade de que pelo menos um
dos sinais enviados chegue ao receptor sem desvanecimento ou interferéncia.

Se considerarmos que existem n; antenas transmissoras e n, antenas receptoras,
haveriam n; - n, ligacoes entre o transmissor e o receptor. FEsse ganho obtido ¢ cha-
mado de ganho de diversidade e, neste caso, diz-se que ha uma protecao de ordem
n; - n, contra desvanecimentos do sinal, ou seja, as chances de pelo menos um sinal
transmitido chegar a um receptor com qualidade é aumentada. A ordem do ganho de

15



16 Introducao

diversidade ¢ definida como sendo o nimero de ligacoes independentes entre receptores
e transmissores, sendo que sao consideradas ligacoes independentes aquelas que nao
sao redundantes, ou seja, nao transmitem o mesmo sinal. Esse método, apesar de
garantir tal aumento da qualidade do sinal, nao otimiza a velocidade de transmissao
da informagao pois varias antenas enviam o mesmo sinal ao mesmo tempo, isto é, a
informacao demora mais para ser transmitida por completo do que demoraria se cada
ligacao transmitisse um sinal diferente.

Por outro lado, se a informacao for dividida em pequenos blocos e cada antena do
sistema transmitir um desses blocos, todas as ligacoes entre transmissores e receptores
tornam-se independentes e a velocidade de transmissao de dados aumenta muito, mas
a probabilidade de que alguns sinais sejam perdidos ou incorretamente interpretados
por um receptor devido a varios fatores presentes no meio de propagacao é alta. Esse
ganho obtido na velocidade de transmissao devido a independéncia das ligacoes é cha-
mado de ganho de multiplezagem. O ganho de multiplexagem depende diretamente
do ntimero de antenas transmissoras do sistema ja que quanto mais antenas, em mais
blocos independentes a informacao pode ser dividida e consequentemente mais rapido
a informacao serd transmitida.

Para maximizar os ganhos tanto de diversidade quanto de multiplexacao foi in-
troduzido o uso dos cddigos espago-temporais. Dessa forma, as antenas transmitem
a mesma informacao com uma pequena diferenca de tempo entre as transmissoes, de
forma que haja redundancia, garantindo a qualidade de sinal, mas que as ligagoes
sejam independentes, aumentando a velocidade de transmissao. Dentre os tipos de co-
dificagao espago-temporal destacam-se os Cddigos de Bloco Espago-Temporais (STBC)
por sua facilidade de codificagido/decodificagdo. Nesse contexto, as dlgebras de divisao
desempenham um importante papel, pois produzem naturalmente familias de codigos
com diversidade méxima, permitindo assim melhorar a confiabilidade da transmissao
de sinais.

Vamos considerar, neste trabalho, c6digos STBC com n; = 2 antenas transmissoras
e n, = 2 antenas receptoras. Existem muitos tipos diferentes de codigos disponiveis
para duas antenas transmissoras, como o c6digo de bloco espago-temporal ciclotomico
[23], o codigo de ouro (Golden Code) [5] e o codigo de prata (Silver Code) [10]. Di-
versidade méaxima (isto é, maior confiabilidade do sinal) e maior determinante minimo
(isto é, menor probabilidade de erro ponto a ponto) sao os dois mais importantes cri-
térios para construir bons STBC, [3]. Neste trabalho, apresentamos uma construgao
de STBC, com diversidade maxima, via corpos quadraticos totalmente imaginérios,
@(\/8), com d < 0. Nestes corpos é possivel mostrar que o determinante minimo
possui o valor constante igual a 1, conforme veremos no decorrer do trabalho.

A pergunta que surge entdo é: como avaliar tais codigos? A fim de responder
esta questao, apresentamos um critério dado em [23] e que aqui chamamos de critério
produto. Seguindo as ideias de [24], em que os autores apresentam os melhores STBC’s
em termos do critério produto considerando somente as extensdes de Q(v/d) com d =
—1, —3 sobre os racionais, apresentamos os melhores STBC’s considerando extensoes
de @(\/c_l) com d = —2, —7, —11. Dentre todas as extensoes consideradas, analisamos
o STBC 6timo segundo o critério mencionado. Além disso, reformulamos algumas
demonstracgoes apresentadas em [24].

Dessa forma, o restante da dissertacao esta delineada na sequéncia que segue.

No Capitulo 2, apresentamos alguns resultados da teoria dos ntmeros algébricos,
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corpos quadraticos e dlgebras de divisao. O conceito de norma apresentado neste capi-
tulo é fundamental para o desenvolvimento do trabalho. Os resultados sobre a teoria de
corpos quadraticos sao importantes, pois este serd o corpo base para a construcao dos
STBC’s. Para tal construcao precisamos caracterizar os anéis de inteiros algébricos dos

corpos quadréticos e os elementos dos ideais (1+1)Z[i| e /—37Z [%j?’} . Através desta

caracterizacao provamos, no Capitulo 5, que certos elementos do anel de inteiros algé-
bricos de Q(v/d) ndo sdo normas algébricas de uma extensio de Q(v/d). Além disso,
definimos algebra dos quatérnios e algebras de divisao, que produzem naturalmente
familias de STBC’s lineares.

No Capitulo 3, abordamos resultados e defini¢oes sobre reticulados, empacotamento
esférico e apresentamos uma construcao algébrica de reticulados via corpos quadraticos.
A teoria da Secao é necessaria para compreender o critério de comparacao que é
apresentado no Capitulo

No Capitulo 4, apresentamos a teoria de numeros p-adicos e o Lema de Hensel,
que possui importantes aplicagoes aos STBC’s, por exemplo, nas construcoes do Gol-
den Code e do Silver Code. Este lema fornece ferramentas para mostrar que certos
elementos do anel de inteiros algébricos de Q(v/d) nio sdo normas algébricas de uma
extensdo de Q(v/d). Neste trabalho, uma de nossas contribuicoes inéditas é mostrar
que, se d = 1 (mod 3), entdo —1 néo é norma algébrica de Q(v/d, v/—3) sobre Q(v/d),
ese d=1 (mod 8), entdo —1 ndo é norma algébrica de Q(v/d, /i) sobre Q(v/d).

No Capitulo 5, introduzimos o modelo do canal MIMO, apresentamos critérios para
modelar cédigos espaco-temporais, definimos o determinante minimo de um cédigo, o
ganho de codificacdo e avaliamos a probabilidade de erro. Ainda neste capitulo, apre-
sentamos uma construcao de coédigos de bloco espago-temporais via corpos quadraticos,
considerando extensoes quadraticas de um corpo de ntimeros. Além disso, apresenta-
mos os melhores codigos nos corpos bases Q(\/c_i), com d = —1, =2, =3, =7, —11,
segundo o critério produto. Os melhores codigos sobre @(\/E), comd=—2,—7Te —11
sao contribuigoes originais de nosso trabalho.






Capitulo 2

Preliminares

Nosso objetivo, neste capitulo, é introduzir resultados e definicoes de teoria dos
ntmeros algébricos e algebras dos quatérnios que utilizamos como ferramentas no de-
correr dos proximos capitulos. Deste modo, apresentamos resultados sobre extensoes
de corpos, elemento algébrico, homomorfismo, norma e trago, corpos quadraticos, base
integral, discriminante e algebra dos quatérnios. Para o desenvolvimento deste capitulo
as principais referéncias utilizadas foram [16], [19], [13], [14], [3], [4], [10] e [22]. Alguns
resultados seguem sem demonstracoes por se tratarem de resultados elementares ou
por utilizar resultados que nao estao dentro dos objetivos desse trabalho.

2.1 Mobdulos

Abordamos aqui as definicoes de modulos e submodulos que serao necessarias no
contexto de reticulados, tema que serd apresentado no Capitulo No que segue,
consideremos A sendo um anel comutativo com unidade.

Definicao 2.1.1. Um A-médulo M é um grupo abeliano aditivo M equipado com
uma aplicagdo A x M — M definida por (a,m) — am tal que para todo a,a’ € A e
todo m,m’ € M tem-se que

e (ad")ym = a(a’m),

e (a+d)m=am+ dam,
o a(m+m') =am+ am’,
o Ilm=m.

Definicao 2.1.2. Seja M um A-modulo. Um subconjunto N C M nao vazio é um
A-submédulo de M se, com as operagoes herdadas de M, também é um A-moédulo.

Definicao 2.1.3. Um A-médulo M ¢é dito finitamente gerado se existir
x1,..., 2. € M tal que M = Axy + ...+ Ax, e, neste caso, dizemos que {z1,...,z,.}
forma um sistema de geradores de M. Se {x1,...,z,.} for linearmente independente so-
bre A, dizemos que {z1,...,z,} forma um base de M sobre A. E caso exista uma base,
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20 Preliminares

diremos que M é um A-moédulo livre, e o nimero de elementos da base é chamado
de posto de M.

Observacao 2.1.4. Nem sempre um A-submoédulo N de um A-moédulo livre M é livre.
modulo livre com base {1}, mas o Zg-submodulo N = {0,2,4} nao é livre, visto que
qualquer sistemas de geradores que tomarmos para N nao ¢ linearmente independente.

Observacao 2.1.5. Nem todo médulo finitamente gerado possui uma base. Por exem-
plo, 0 anel Zg é¢ um Z-moédulo finitamente gerado, mas nao é livre, pois qualquer sistema
de geradores de Zg nao é linearmente independente.

2.2 Extensoes de corpos e elemento algébrico

Nesta secao, apresentamos os conceitos de extensoes de corpos e elemento algébrico.
Além disso, apresentamos alguns resultados envolvendo estes conceitos.

Definicao 2.2.1. Sejam F e K corpos. Dizemos que K é uma extensao de F se F C K.
Notacao: K/F.

Observacao 2.2.2. Seja F C K uma extensao de corpos. Pode-se verificar que K é
um [F-espaco vetorial, assim, existe uma base de K sobre [F.

Definicao 2.2.3. Seja F C K uma extensao de corpos.

(i) A dimensao do F-espaco vetorial L ¢ o nimero de elementos da base de K sobre
F, chamada de grau da extensao de K sobre I e denotada por [K : F].

(ii) Dizemos que K é uma extensao finita de IF se [K : [F] é finito, caso contrario, K é
uma extensao infinita.

Definicao 2.2.4. Um corpo de niimeros F é uma extensao finita de Q.

Observagao 2.2.5. Os corpos de ntimeros Q (i) = {a + bi | a,b € Q}, onde i = /—1
e Q(j) ={a+bj|abeQ}, onde j é a raiz terceira primitiva da unidade , isto &,
72=1ej"#1,1 <n <2)sdo de particular interesse. De fato, restringindo a e b em
Z, obtemos o conjunto dos inteiros Gaussianos Z [i] = {a + bi | a,b € Z} e o conjunto
dos inteiros de Eiseinstein Z [j] = {a + bj | a,b € Z}.

Definicao 2.2.6. Seja F um corpo. Chamamos de polinémio sobre [F em uma inde-
terminada = a uma expressao formal p(z) = ag + ez + ... + a,2" onde a; € F para
todoi=1,...,n. Se a, # 0, entdo o grau de p(z) é definido como n.

Denotamos por Flz] o conjunto de todos os polindmios sobre F, em uma inde-
terminada x.

Observe que nao esta definido o grau do polinémio nulo e considere 0 como uma
funcao definida por

0:Flz] —{0} — N
p(z) — 9Op(z) = grau de p(z)
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Definicao 2.2.7. Seja f(z) € Flz] tal que 0f(z) > 1. Dizemos que f(z) é um
polinémio irredutivel sobre F se toda vez que f(r) = g(x)h(z) onde g(x),h(x) €
F|x]. implica que g(z) = a constante em F ou h(x) = b constante em F. Se f(x) ndo
for irredutivel sobre F, dizemos que f(x) é redutivel sobre F.

Definicao 2.2.8. Sejam F C K corpos. Um elemento a € K é chamado de algébrico
sobre F se existe f(x) € F[z]/{0} tal que f(a) =

Proposicao 2.2.9. Sejam F C K corpos. Se a € K é algébrico sobre F, entao existe
um unico polinoémio irredutivel e ménico de menor grau f(z) € F[z] tal que f(a) =

Demonstmgdo. Se a € K & algébrico sobre F, entdo existe um polinémio g(z) =
ag + -+ + az" € Flz]/{0} tal que g(a) = 0. Tomando f(x) = a,'g(x) € Flx], temos
que f(.iE) F[x] é um polinémio ménico tal que f(a) = 0. Suponhamos que existam

f(z),g9(x) € F[z] irredutiveis e monicos de menor grau tal que f(a) = g(a) = 0,
com f(x) # g(x). Como f(z) e g(x) sdo os polinomio de menor grau tal que f(a) =
g(a) = 0, com Of(x) = dg(x) = n, segue que 0 < I(f(z) — g(x)) < n —1, com
f(a) — g(a) = 0, o que é um absurdo, pois f(x) e g(z) sd@o os polinomios de menor
grau tal que f(a) = g(a) = 0. Portanto, provamos o resultado. O]

Definicao 2.2.10. Sejam F C K corpos e a € K. O polinémio irredutivel e monico
de menor grau f(z) tal que f(a) = 0 é chamado de polindmio minimal de « sobre
[F e é denotado por minga.

Lema 2.2.11. Sejam F C K corpos e a € K é algébrico sobre F, entao o polindmio
minimal de « divide todo polinémio h(x) € F[z] — {0} tal que h(a) =

Demonstragao. Sejam f(z) o polindmio minimal de « e h(z) € F[z] tal que h(a) = 0.
Usando o algoritmo da divisao de polinémios, podemos escrever que h(x) = q(x) f(z)+
r(z), onde 0 < Jr(x) < f(x). Assim,

r(a) = h(a) —q(a) f(a) =0,
ou seja, « é raiz de r(x). Contudo, como f(x) é o polindmio minimal de menor grau
que tem « como raiz, segue que r(x) = 0. Logo, f(x) divide h(z). O

Definicao 2.2.12. Uma extensao K sobre I é algébrica se todo o € K é algébrico
sobre F.

Exemplo 2.2.13. Vamos verificar que a extensio Q(v/2) sobre Q é algébrica. De fato,
se a € Q(v2), entdo o = a + by/2, com a,b € Q. Assim, (a — a)? = 2b%, ou seja,
a? — 2aa + a® — 2% = 0. Logo, « é raiz de f(r) = 2% — 2ax + a® — 2b* € Q] e dessa
forma, o ¢ algébrico sobre Q. Portanto, a extensao Q(v/2)/Q é algébrica.

Definigao 2.2.14. Dizemos que a € C é inteiro algébrico se existe f(x) € Z[x]\{0},
monico, tal que f(a) = 0. Seja F um corpo tal que Q C F, o conjunto Op = {a € I |
aé inteiro algébrico} é um anel chamado de anel dos inteiros algébricos de F.

Exemplo 2.2.15. O elemento o = v/2++/5 é inteiro algébrico, pois é raiz do polinomio
t —142% + 9 € Z[z].

Observacao 2.2.16. Se F = Q, entao Op = Z. Contudo, ha elementos de R que nao
pertencem a Z, mas ainda sao inteiros algébricos. Por exemplo,
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145
2

«

¢ um inteiro algébrico, pois é raiz do polinomio z? — x — 1.

Teorema 2.2.17. (Teorema da multiplicatividade dos graus) Se F, K e LL sao corpos
tais que F C K C L e [L : F] é finita, entao [L : F] = [L: K] [K : F].

Demonstragao. Suponha que [L:K]=me [K:F|] =n. Se By = {a,...,a,} ¢ uma
base de L sobre K e By = {f31,...,0,} ¢ uma base de K sobre F, entdo B = {;/3;,i =
L,...,mej=1,...,n} ¢ uma base de L/F, uma vez que

1. O conjunto gerado por B, [B], é L. De fato, se « € L, entao existem ay, as, - , a,, €
m

K tais que a = Z a;c;. Por outro lado, se a; € K, entao existem b;1, b, - -+ , by, €
i=1

F tais que a; = Zbijﬁj. Logo, o = ZZbijaiﬁj, e assim L C [B]. Como
j=1

i=1 j=1

[B] C L, segue que [B] = L.

2. B é linearmente independente sobre F. De fato, suponha que Z Z bijou 5 =0,
i=1 j=1

m n
entao Z (Z bi]ﬂj) a; = 0. Como B; é linearmente independente sobre K,

i=1 \j=1

n

segue que Zbijﬂj = 0, e como B, ¢ linearmente independente sobre [F, segue
j=1

que b;; = 0, para todo 1, j.

Portanto, B ¢ uma base de L/F com mn elementos. Assim, [L: F] =mn = [L : K|[K:
. O

Exemplo 2.2.18. Vejamos como encontrar [Q (\/5, \/§) : Q}.
Afirmacao I : {1,v/2} é uma base de Q(v/2) sobre Q. De fato,

1. {1,v/2} gera Q(v/2) sobre Q. Da Teoria de Corpos, segue que Q(v/2) = {a +
BV2:a,B € Q}. Assim, se x € Q(v/2) entdo z = al + Bv2, com o, 3 € Q, ou
seja, z ¢ combinacio linear de {1,v/2}.

2. {1,/2} é linearmente independente sobre Q. Suponha que al 4 $v/2 = 0, com
o,B,€ Q. Se B #0, entdo V2 = _7@, o que é um absurdo pois v/2 ¢ irracional.

Portanto, 3 = 0, e assim, al + 0v/2 = 0, ou seja, & = 0. Dessa forma, {1,v/2} é
uma base de Q(v/2) sobre Q. Logo, [Q(v/?2) : Q] = 2.

Afirmagao 1T : {1, \/§} é uma base de Q(\/ﬁ, \/5) sobre Q(ﬂ) De fato,

1. {1,v/3} gera Q(v/2,v/3) sobre Q(v/2). Da Teoria de Corpos, segue que Q(v/3, v2) =
{a+BV3:a,p€Q(+/2)}. Assim, se 2 € Q(v/3,v2) entdo z = al + /3, com
a, B € Q(v/2), ou seja, x é combinacio linear de {1,+/3}.
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2. {1,/3} é linearmente independente sobre Q(v/2). Suponha que al + 8v/3 = 0,
com «, 3, € Q(v/2). Assim, podemos reescrever a igualdade como (p + ¢v/2) +
(r +5v2)V/3=0, com p,q,res € Q. Se B = (r + 5v/2) # 0, entao
Vi oo —erav)  —(pt+av2) r-sv2

T+ sv2 r+svV2  r—sy2
—(pr —psV2+qrv2 —2gs) _ —pr+2qs + (ps — qr)V2

r?2 — 252 r2 — 252
—pr+2qs  (ps— qr)\/§
= i ga T ap —etWV2 abeQ

Assim, (v/3)? = (a + bv/2)?, ou seja, 3 = a® + 2aby/2 + 2b%. Logo 3 — a® — 2b* =
2ab\/2, isto é, M =2,
2ab
o que é absurdo pois v/2 é irracional. Portanto, r + sv/2 = 5 = 0, e assim, p + ¢v2 +
0v/3 = 0, ou seja p + gv/2 = a = 0. Dessa forma, {1,v/3} & uma base de Q(v/2,v/3)
sobre Q(v2). Logo [Q(v2,V3) : Q(v2)] = 2.
Pelo Teorema da multiplicatividade dos graus [2.2.17], segue que

[Q(v2,v3) : Q] = [Q(V2,V3) : Q(V2)][Q(V2) : Q] =2.2 = 4
e {1,v/2,/3,v/6} é uma base de Q(v/2,v/3) sobre Q.
Teorema 2.2.19. [19] Se Q C F C K, com [K : F] < oo, entdo existe € K tal que
K =F(#). O elemento 6 é chamado elemento primitivo.
Proposigao 2.2.20. [19] Se F é um corpo de nameros tal que F = Q(0), entao [F :
Q] = d(mingh).
Exemplo 2.2.21. Se F = Q(\/7), entdo [F : Q] = 2, pois ming(v/7) = 2> — 7.
Observacao 2.2.22. Se K = F(0) e d(mingf) = n, entdo F(0) = {ag + a10 + ... +
an_10"1;a; € F, para qualquer i =0,1,--- ,n — 1}.
Definicao 2.2.23. Seja F C K uma extensao de corpos. Se o é um monomorfismo de
K tal que o(a) = « para todo a € F, entdo o ¢ chamado de F-monomorfismo de

K. Se ¢ & um F-isomorfismo de K = F(«) entdo o(«) é chamado de conjugado de «
sobre .

Teorema 2.2.24. [14] Se F = Q(A) ¢ uma extensao de Q de grau n, entao existem
exatamente n monomorfismos distintos {oy,...,0,} de F em C que fixam Q. Tais
monomorfismos sdo dados por o;(0) = 6;, em que {601, ...,0,} sdo as raizes de mingt
em C.

Exemplo 2.2.25. Considere o corpo Q(\‘?’/?) O polinémio minimal de /7 sobre Q
é f(z) = 2® — 7. As raizes de f(z) sdo {V/7,wV/7,w?V7}, em que w = cos (&) +

7
15en (2—”) . Assim, existem trés monomorfismos:

01 Q(\Bﬁ)

a %a

%
14 14 14
€
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Defini¢ao 2.2.26. Sejam F um corpo de nimeros de grau n e {o1,...,0,} os n Q-
monomorfismos distintos de F em C. Dizemos que o monomorfismo o; é real se 0;(F) C
R, caso contrario, dizemos que ¢; é imaginario. Além disso, se todos os o;s, para
1 = 1,...,n, sao reais, dizemos que o corpo [F é totalmente real e, se todos os a;s,
para i = 1,...,n, sao imaginarios, dizemos que F é totalmente imaginério.

2.3 Norma e trago

Nesta secao, apresentamos os conceitos de norma e trago e algumas de suas pro-
priedades. A teoria apresentada aqui serd essencial para o desenvolvimento da teoria
de base integral e discriminante, que serd abordada na Secao [2.5] e também para a
obtencao dos resultados do Capitulo

Sejam A um anel e B um A-modulo livre de posto n. Em particular, podemos
tomar A e B corpos tal que B ¢ uma extensao de grau n sobre A. Sejam ¢, : B — B
um endomorfismo de anéis definido por ¢, (z) = ax, onde « € B e {ey,...,e,} é uma
base de B sobre A. Assim,

wa(el) = ai1161 + ...+ A1n€n

,lvz)oc(en) = Api1e1 + ...+ anppéy

com a;; € A, para todo 7,5 =1,...,n. Assim,
@ba(@l) aix ... Qin €1
wa<€n) Ap1 .. Qpp €n

Definicao 2.3.1. O trago de « ¢ definido por Trp/a(a) = Zam‘; a norma de o é
i=1

definida por Np/a(a) = det(a;j) e o polindmio caracteristico de a é definido por

g(x) = det(xl — a;;) = det(xd;; — a;;), onde 6;; = 1 se i = j e 0, caso contrario.

Usamos a notacao Trp/a(a), Npsa(a), ou simplesmente, Tr(a), N(a) quando nao
houver duvidas.

Proposigao 2.3.2. [16] Sejam F um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito,
K uma extensao algébrica de F de grau n, e  um elemento de K. Se aq,...,«a, sao as
raizes do polindmio minimal de « sobre F, entao

Trim(a) =0+ ...+ o, Ngpla) =ar...on e g(r) = (x —a1) ... (2 — ap).

Demonstracao. Consideremos, primeiramente, o caso em que « ¢ um elemento pri-
mitivo de K sobre F. Se f(z) é o polinémio minimal de « sobre I, entdo K é F-

<;f([§])> e {1,...,a" 1} é uma base de K sobre F. Tomando

f(z) =a" + a,_12™ 1 + ... + agp, com a; € F, segue que a matriz do endomorfismo 1,
com respeito a esta base é dada por

isomorfo ao anel quociente
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00 - 0 —ag
1 0 0 —Qaq 77/)(61) =ape + ...+ ae,
M=]01:-- 0 -—a , onde : :
: ' w(en) = amer + ...+ apnen
00 -+ 1 —ap
Assim, det(xl — 1),) é o determinante da matriz
T 0 0 ao
-1 =z 0 a
l’[n - M = 0 -1 0 as
o 0 - =1 xz4+a,

Expandindo esse determinante como um polinémio em x, obtemos o polinémio carac-
teristico g(x) de «, que é igual a f(x), assim, Tr(a) = —a,—1 ¢ N(a) = (—1)"ap.
Como « é primitivo, segue que f(z) = (r — a1)...(r — ay,) e igualando os coeficientes
segue que Tr(a) = a;+...+a, e N(a) = ay ... a,. Consideramos, agora, o caso geral.
Se r = [K : F(«)], é suficiente mostrarmos que o polinémio caracteristico g(z) de a,
com relacao a K sobre [ é igual a r-ésima poténcia do polinémio minimal de « sobre
F. Se {y:}i=1,.4 ¢ uma base de F(a) sobre F e se {z;},;—1 ., é¢ uma base de K sobre
F(a), entdo {y;z;} ¢ uma base de K sobre F com n = gr. Se M = (a;,) é a matriz de

multiplicacdo por a em F(a) com relagdo a base {y;}, entdao ay; = Z aipyn. Assim,
h

a<yizj) = <Z aihyh> Rj = Zaih(yhzj)- Logo,
h

h
ayiz1 = 01Y121 + a1y + ...+ a14Y421
QY221 = G21Y121 + A22Y121 + ... + A2¢Yq21
QYe21 = QY121 + QY121 + ... + GgqYg21

Assim, a matriz do endomorfismo de a em L com relacdo a base {y;z;}, ordenada
lexicograficamente, é dada por

M 0 ... 0

0 M ... 0
My =1 . R

0 0 ... M

isto é, M aparece r-vezes na diagonal como blocos na matriz M;. Dai, a matriz 1 — M,
consiste de r blocos diagonais, cada um tem a forma zI, — M, e consequentemente,
det(xl, — My) = det(xl, — My)". Assim g(x) = det(zl, — M) e det(xl, — M) & o
polinémio caracteristico de « sobre [F, de acordo com a primeira parte da demonstracgao.

m

Exemplo 2.3.3. Considere um polinémio irredutivel

f(z) = az® + bz + c € Q[z],
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onde a # 0. As raizes de f(z) sao dadas por

b+VA . —b—VA
a=— € aq0 = ———,
2a 2a

onde A = b? — 4ac é o discriminante do corpo quadratico Q(a)) = Q(v/A). Portanto,

,_—b+\/Z+—b—\/Z__b

Tryjg(a) = o+«

2a 2a a

, (—b+\/Z> <—b—\/Z> _P-A e

NF/Q(Q) —ae = 2a 2a

402  a’
Assim, o polindmio minimal de a sobre Q é minga = 2* — Trg/g(a)z + Nejg(e).

Se F C K é uma extensao finita de corpos de niimeros, entao valem as seguintes
propriedades:

L Tryp(a+ o) = Trip(a) + Trye(),
2. Tryp(ac) = alrgp(a),
3. Tresp(a) = [K: Fla,
4. Nigjp(o') = Ngp(a) Nise(a),
5. Nge(a) = al®F]
6. N/r(aa) = aFI Ny e (a).
coma,a €KeackF.

Definigao 2.3.4. Sejam A C B anéis. Dizemos que um elemento o € B é inteiro sobre
A, se existem aq, ..., a,_1 € A, nao todos nulos, tal que

Q" + @ aa+ag = 0.

Proposigao 2.3.5. [16] Sejam A um dominio, IF seu corpo de fragdes com caracteristica
zero, e K uma extensao de F. Se a um elemento de K inteiro sobre A, entao os
coeficientes do polindmio caracteristico, g(x), de a sdo inteiros sobre A. Em particular,
Tresr(a) e Ngsr(av), sdo inteiros sobre A.

Demonstra¢ao. Como ¢g(z) = (x — aq)...(x — ay,) e como os coeficientes de g(z) a
menos de sinal, sao somas de produtos dos a;s, é suficiente mostrarmos que cada «;
é inteiro sobre A. Mas, cada a; é um conjugado de « sobre FF, ou seja, existe um
F-isomorfismo o; : F(a) — F(ay) tal que o;(a) = ;. Como « é inteiro sobre A, segue
que

ap + ap10™ P+ Faja+ag =0,
com a; € A nao todos nulos, para i = 1,...,n. Aplicando o;, obtemos
oi(@)" + ap_10;()" P+ ...+ ayoi(a) + ag = 0,

ou seja, 0;(a) = a; € inteiro sobre A, e portanto, Tri/x(cr) e Ng/r(r), 5o inteiros sobre
A. O
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Corolario 2.3.6. [16] Nas condigoes da Proposi¢ao se A = Op, entao os co-
eficientes do polinomio caracteristico de «, em particular, Trg/s(a) e Nygp(a), sao
elementos de A.

Demonstracao. Por definicao, esses coeficientes sao elementos de F. Pela Proposicao
2.3.5| sao inteiros sobre A. Logo, sao elementos de A, pois A = Ok. O]

n

Observacao 2.3.7. Pela Proposi¢ao [2.3.5] segue que Tr/x(cr) = Z oi(a), Ngse(ar) =

=1

Hai(a) com oy, 1 =1,...,n os F-monomorfismo de K em C.

Exemplo 2.3.8. Sejam F = Q(v/13), a = 1 + V13 e 3 = (3 ++/13)/2. Os monomor-
fismos de F em C sao definidos por

o1:V13— V13 e 09 : V13— —V13,

onde os elementos de Q ficam fixos. Assim,

Nejola) = o1 (@)os(a) = (1 + VIB)(1 - VI3) = —12,
Neyo(8) = o1(B)oa(8) = (3 * “_) <3 - m) "

2 2

Trajg(a) = o1(a) + 0s(a) = (14 VI3) + <—¢E>=2,e

3+\/_ 13

Treo(B) = 01(B) + 02(B) = 5 5 3.

Além disso,
Nejo(af) = Nyjg ((1 +1/13) (3 i ‘/_)> = Niso(842V13) = 04(8+2v/13)05(8+2V/13) =

(8 +2V13)(8 — 2v/13) = 8 — 4.13 = 12 = (—12)(—1) = Nyjg(a)Ns/o(5),

Trejqla+ ) =Trepg ((1 ++/13) + (%)) =Tre/g (@) -

5+ 313 5+ 313
A S Il R —

) =5=2+43="Trsg(e) + Try/(B).

Exemplo 2.3.9. Sejam K = Q(v/—1,v/3) e F = Q(+/3). Os monomorfismos de K em
C que fixam F sao dados por

oo: K — C e oy: K — C
V-1 = =1 —1 = —/-1"
Se a =5+ +/—1 € K, entao
Nijs(@) = or(@)oz(a) = (5+ V=1)(5 - vV=1) = 26, e
Tree(e) = o1(a) + o2(a) = (5+vV=1) + (5 — vV/—1) = 10.

Definicao 2.3.10. Sejam F C K uma extensao finita de corpos. Dizemos que a € F
nao é norma de K sobre I se nao existe elemento o € K tal que Ny /r(ar) = a.
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2.4 Corpos quadraticos

Nesta segao, vamos apresentar os corpos quadraticos e algumas de suas proprieda-
des. Esta secao serd de extrema importancia para o desenvolvimento do trabalho, pois
construiremos codigos de bloco espaco-temporais via corpos quadraticos. Para estudar
quais os melhores codigos precisaremos dos resultados apresentados neste capitulo. As
principais referéncias utilizadas sao [13], [14] e [19].

Definicao 2.4.1. Uma extensao de corpos de grau 2 sobre o corpo Q ¢ chamado de
corpo quadratico.

Exemplo 2.4.2. O corpo F = Q(v/17) é um corpo quadratico, pois # = /17 ¢ uma
raiz do polinomio irredutivel f(z) = 2? — 17 € Q[z].

Proposicao 2.4.3. Todo corpo quadratico é da forma (@(\/3), sendo d um inteiro livre
de quadrados.

Demonstra¢ao. Sejam F = Q(#) um corpo quadratico, ou seja, um corpo de ntumeros
de grau 2, e f(x) = 2> + ar + b, com a, b € Q, o polindmio minimal de # € F.

—a+ Va2 —4b _
5 Sa0

as raizes de f(z). Como 20 — a = +va? — 4b, segue que Q(0) = Q(v/a? — 4b). Por
outro lado, a® — 4b é um ntmero racional que pode ser escrito como a® — 4b = L %,
v

com u, v € Z, mde(u, v) = 1, e de forma que u e v ndo sejam quadrados perfeitos,
pois caso contrario, teremos Q(f) = Q. Assim, Q(0) = Q(Va? —4b) = Q (\/g) =
Q (,/%) = Q(y/uv). Se que uv = k?d, com k,d € 7Z, e d um inteiro livre de
quadrados, entdo, Q(8) = Q(v/uv) = Q(Vk2d) = Q(V/d). O

Observagio 2.4.4. Se d > 0, entdo a extensio Q(v/d) ¢ totalmente real e se d < 0,
entdo a extensio Q(v/d) é totalmente imaginaria.

Resolvendo a equacao quadratica 02 + af + b = 0, segue que 0 =

Teorema 2.4.5. Se o € Q ¢ tal que existe um polindémio g(z) € Z[x] mdnico, satisfa-
zendo g(a) =0, entao a € Z.

Demonstra¢ao. Sejam g(x) = 2" + axz" '+ ... +a,,comay,...,a, €L ea= % €eQ
com b > 1 e a,b primos entre si. Assim,

0=10"g(a) = a™ + blaja™ ! + baga" > + ... + 0" ta,),
e portanto b divide a”. Como a e b sao primos entre si, segue que ¢ uma unidade, ou

seja, b = £1. Logo, a € Z. O

Teorema 2.4.6. [19] Se F = Q(v/d) ¢ um corpo quadratico com d € Z um inteiro livre

de quadrados, entdao o anel dos inteiros algébricos Oy de Q(v/d) é dado por:

a) Op = Z[Vd] se d = 2 ou d = 3(mod4) e uma Z-base de Oy é dado por {1,v/d}.

1+ Vd L+ Vd }
2 2

b) OF:Z

se d = 1(mod4) e uma Z-base de Oy é dado por {17
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Demonstracio. Seja o = a4+ bV/d € Q(\/E), com a, b € QQ, um inteiro algébrico sobre
Z. Se b =0, entao o polindmio minimal de « sobre Q é dado por m(z) = x — a. Como
a é um inteiro algébrico sobre Z, segue que a € Z. Se b # 0, entao o polinémio minimal
m(z) de o sobre Q tem grau 2 e é obtido do seguinte modo:

a=a+bWd=a—-a=b/d=> (a—a)?=0d=a®—2a+ a® = b*d =
o? = 2aa + (a? — b*d) = 0.

Logo m(z) = 2?—2ax+a*—db?, e desse modo 2a, a®>—db? € Z. Assim, (2a)?—d(2b)? € Z
e dai d(2b)? € Z, pois 2a € Z. Ainda, 2b € Z, pois, caso contrario, no seu denominador
existiria um fator primo p que apareceria na forma p* no denominador de (2b)? e como
d & um inteiro livre de quadrados teriamos que d(2b)? € Z, o que ¢ um absurdo. Logo,
2b € 7. Assim, podemos escrever,

a:g, b:g, comu, v € Z. (2.1)
Além disso, temos que
(2a)? — d(2b)* € 4Z. (2.2)

- u v
Substituindo a por 5 e b por 37 segue que u? — dv? € 4Z.

a) Se d = 2 ou 3(mod4), entdo u e v sdo pares, pois se v fosse impar teriamos v? =

1(mod4). Assim, como u® — dv? € 4Z, segue que u?> = dv? = d(mod4), ou seja,
d = 0(mod4) ou d = 1(mod4), o que é um absurdo. Portanto, concluimos que v é
par, isto &, v? = 0(mod4), e assim, u? = dv? = 0(mod4) o que implica que u é par.
Logo, se a = a + bv/d € O, entdo a € Z[Vd] e assim, Oy C Z[v/d]. Por outro lado,
tomando a € Z[V/d], segue que a é raiz do polinémio 2% — 2ax + a®> — db? € Z[x], pois
2a, a*> — db* € 7. Logo, Z[v/d] C Og. Portanto, Op = Z[/d].

b) Se d = 1(mod4), entao u? —dv? € 4Z, e que u e v sao de mesma paridade, isto ¢, sao
ambos pares ou impares. Se u e v sao pares, entao a, b € Z. Logo, a = a+bVd e Z[\/a}
Se u e v sdo impares, entdo a = a+bvVd = u/2+v/2Vd = (u—v)/2+v((1+d)/2) €

Z [%ﬂ . Portanto, a € Z [1+2\/3} , ou seja, Op C Z [%ﬁ] . Por outro lado, se a =

a+b<%3> € Z[%ﬂ ,com a,b € Z, entdo 2a +b € Z e (a+ b/2)* — d(b/2)* =
a’?+ab+ (1 —d)b*/4 € Z, pois d = 1(mod 4). Logo, Z [#] C Op, pois os coeficientes
do polindmio minimal de o, m(x) = 2* — (2a + b)x + a* + ab + (1 — d)b? /4 estao em Z.
Portanto, Z [%ﬂ = O. O

Exemplo 2.4.7. Seja F o corpo quadratico Q(y/—1). O anel dos inteiros algébricos de
F & dado por Op = Z[i] = {a+bi : a,b € Z}, onde i = v/—1, pois d = —1 = 3(mod4).
O anel dos inteiros algébricos do corpo quadratico Q(/—3) é Z [%‘73}, pois d =
—3 = 1(mod4).

Os resultados que seguem serao de fundamental importancia para nos auxiliar nas
demonstragoes dos resultados do Capitulo

Teorema 2.4.8. Se d é um inteiro negativo e livre de quadrados, entao |a| > 1, para
todo a € OQ(\/E) nao nulo.

Demonstra¢ao. Temos dois casos a analisar: d = 1 (mod 4) e d = 2 ou 3 (mod 4).
Caso 1: Se d =2 ou 3 (mod 4), entdao Oy /5 = Z[\Vd]. Logo, a € Z[\/d] é da forma

a=a+b/d, com a,beZ. Assim,
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la| = \/a? + [d|b? > Va2 + b2
Como a®> +10*> 1< a#0e/oub#0,ecomo 1 € Z[\d], segue que |a| > 1 se a # 0.
Caso 2: Se d =1 (mod 4), entao Oy g = Z [”ﬂ}. Logo, se o € Z [%ﬂ, entao

2
a=a+b <1+2‘/8>, com a,b € Z. Assim,

ol = y/(a+ )" +1a1(8)" 2 /(a4 )" +3(3)"
pois | —3| < |d| para qualquer d € Z, d < 0 e d = 1 (mod 4). Assim, (a + %)2—1—3 (%)2 >

lea#0eb=0,ecomo 1€ Z[\d], segue que | > 1, se a # 0.
Logo, dos casos 1 e 2, concluimos o resultado. O

Os resultados, a seguir, caracterizam os elementos de certos ideais do anel de inteiros
Zli] e Z[*=47).

lh
Observacao 2.4.9. Se a € Z, entao existe um inteiro [y > 0, tal que a = Zaka,

k=0
com ay € {0,1,—1}.

Este resultado é bem conhecido na teoria dos niimeros e serviré de ferramenta para
a proposicao que segue.

Proposicao 2.4.10. Se a € (1 + ¢)Z]i], entdo existe um inteiro Iy > 0 tal que
lo
k=0

com y;, € {0,1,—1,4,—i}.

Demonstracao. Temos que qualquer nimero inteiro pode ser escrito como a soma de
poténcia de dois, ou seja, se a € Z, entao existe um inteiro [; > 0 tal que

5t
a= E aka,
k=0

com ay € {0,1,—1}. Se a € (1 +4)Z[i], entdo a« = (a+ bi)(1 +1i) = (a — b) +i(a + b),
com a,b € Z. Assim,

com ag, by, € {0,1,—1}. Se I3 = maz{ly, 1>}, entdo

I3 3
a—b=3 2, —b)e(atb)i=Y 2i(ay+by).
k=0

k=0
Como v = (a — b) +i(a +b), segue que

I3

o= 22’“(% — by +iay + ibg),
k=0
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com aj, — by + day + b, € S = {0,1 +4,—1 —i,—1 + 14,1 —4,2i,2, —2, —2i}, pois
ag, b, € {0,1, —1}. Observemos que S pode ser escrito na forma:

S={(+1)%xy | sp € {1,2}, 2, € {0,1,—1,4,—i}}.
Como o ntimero 2* pode ser escrito como (1 + i)%*(—i)¥, segue que

I3 I3 I3

a=>Y P(ap—bptiag+iby) =Y (14+i)F (=) (L+i)%a, =Y (1+i)* . (2.3)

k=0 k=0 k=0

Mostramos, por inducao sobre [, que

l 2042
Do) = (14 i)y, (2.4)
k=0 k=0

com yi € {0,1,—1,4,—i}. Se [ = 0, entdo
2

0
D (i) gy = (14 i)%zg = > _(1+1)Fys,
k=0

k=0
com Yy = T, se k = Sg, e 0 caso contrario. Suponhamos que vale para [ = n, e
provemos que vale para [ = n + 1. Assim, por hipotese de inducao,

n+1 n
Z(l + i)2k+skxk _ (1 + Z’)2n+2+8n+1xn+1 + Z(l + Z->2k+skxk
k=0 k=0
2n+2
= (L4a)yt2 g, + Z (1 +1)ky,
k=0

Para p € {2n + 3,2n + 4}, definimos

] wpg, sek=2n4+2+ 5,11
Yk 0, caso contrario

Assim,
n+1 2nt4

(1 4 4) 2Ry = Z (1 +4)Fyy.

Portanto, das Equacoes ([2.3) e , tomando [y = 2l35+2, segue que o = Z(1+z)kyk,
= O

como querlamos

Lema 2.4.11. Se a € 7Z, entao

m
a = E a,3",
k=0

com a; € {0,1,—1} e m o menor natural tal que |a| < 3™.
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Demonstracao. Provemos, por inducao, que o resultado vale para qualquer inteiro
maior que 0. Para nimeros naturais menores que 3" com n = 0 e 1, segue que

0=0-3"1=3%2=-3"43"
Suponhamos que o resultado vale para qualquer natural menor ou igual a 3", e provemos
n

que vale para qualquer natural a, com 3" < a < 3", Se a < Z 3%, entdo a — 3" <

k=0
n—1
23’“ < 3". Logo,
k=0
a—3" = Z ai3",
k=0
com ay, € {0,1,—1}. Como 23" = 3" — 3" segue que
n n+1
a=3"+ ZakSk = Zaki’)k.
k=0 k=0
Se Y 3" <a<2-3" entdo
k=0
n n—1
D 3k 3" <a—3"<3" ouseja, » 3" <a—3"<3"
k=0 k=0
Como a — 3" < 3", segue que
a—3" = Z a3
k=0
n—1 n
Logo 23’“ <a—3"= Z ar3”, e portanto, a, = 1. Assim,
k=0 k=0
a—3"=) a3"=3"+> a3 =
k=0 k=0
n—1 n—1
a=2-3"+> q3*=3""-3"+> g3 =
k=0 k=0
n+1
a= Z ai3”,
k=0
com a, =—1eay,; =1. Se2-3"<a<3" entdo 3" —a < 3" Assim,
3n+1 —a = Z ak3k.
k=0
Portanto,
n n+1

a= 3" — Zak?)k =a= Zbk?)k,

k=0 k=0
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com by = —ay e b, = 1. Logo concluimos o resultado. O

Proposicao 2.4.12. Se x € \/—BZ[P‘Q/:)’], entdo existe um inteiro Iy > 0 tal que

lo

T = Z(\/—_?))kxk,

k=0

1+v/=3 —1+v/=3 —1-/=3 1-v/=3
comxke{(),l,—l, Ty }

Demonstracao. Pelo Lema[2.4.11] segue que qualquer niimero inteiro a pode ser escrito

como Zak?)k, com a € {0,1,—1}. Se z € \/—3Z[%?3], entao que r = v/—3(a +
k=0

b(%??’)), com a,b € Z. Podemos escrever a e b como

com ay, by, € {0,1,—1}. Observemos que
3" = (=(=3))" = (=D)"(=3)" = (-1)"(V=3)*".

Seja I3 = max{ly,l3}. Como z = /—3(a + b(lf‘Q/j?’)), segue que

= ;ZO\/—_?) (Skak+3kbk <%__3)>

- lzg(\/__?))%“(—m’“ (ak + by, (ﬂw : (2.5)

2
k=0

Agora’ . + bk(%jg) € 5 = {0717_1, 1+\2/j3a 71+2\/j37 7172\/7737 17\2/773,?”“2/?37

_3_2\/?3} para ay, by € {0,1, —1}, e assim, (—1)*(ay + bk(%?s)) € S. Seja

5 {01 V3 14 V3 —1-V3 1—\/—_3}
1= y Ly Ty ) 9 ’ .

2 2 2 2

Observamos que todo elemento s € S pode ser escrito como (v/—3)**x, com zp € S
e si € {0,1}. Portanto, pela Equagao (2.5)), segue que

T = zl::(\/—_?))%“(—l)k (ak + by, (1_—2\/__3)) = zl::(\/—_3)2k+1(\/—_3)skxk
ls

_ Z(\/__3)2k+1+8kxk‘ (2.6)

k=0
Mostremos, por induc¢ao, que

20+2

Z(\/__3)2k+1+8kxk — Z(\/__B)kyka (27)

k=0 k=0
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com Ty, yp € S1. Se | =0, entao

2

Z 1+Skl’ _Z(\/__g)kyk’

k=0 k=0

com yr = xg se k =1+ sg, e yp = 0, caso contrario. Suponhamos que vale para [ = n
e provemos que vale para [ = n + 1. Assim,

n+1
Z( /__3)2k+1+5kxk _ (\/_3>2n+3+sn+1x ot Z 2n+1+sk$k
k=0 k=0

20+2

_ (\/—_3)2”+3+S”“33n+1+2(\/—_3)kyk
k=0

Lembramos que s, € {0,1}. Para k& € {2n + 3,2n + 4}, definimos

] xpq, sek=2n+3+s, .
Yk = { 0, caso contrario - Assim,
n+1 20+4
Z( /—3)2k+1+sk$k _ Z( /_3)kyk-

k=0

0
Portanto, das Equacoes ([2.6) e , tomando [y = 2l3+2, segue que o = Z V —3k:ck,
k=0
m

como querlamos
2.5 Base integral e discriminante

Nesta secao, apresentamos os conceitos de base integral, discriminante e alguns
resultados, como o determinante de Vandermonde, que serao de muita importancia
para a constru¢ao de reticulados no Capitulo 3] A principal referéncia utilizada ¢ [14].

Definicao 2.5.1. Seja O o anel de inteiros algébricos de um corpo de nimeros F.
Uma base de Op sobre Z, ou simplesmente, uma Z-base para Op, é chamada de uma
base integral para Or.

Observacao 2.5.2. [19] Todo corpo de nimeros F possui uma base integral.

Observacao 2.5.3. Como consequéncia do Teorema {1,V/d} ¢ uma Z-base de
Z[Vd] se d = 2 ou d = 3(mod4), e {1, 1+2\/&} é uma Z-base de Z [%ﬂ se d =
1(mod4).

Exemplo 2.5.4. Se F = Q(v/13), entdo
1++13
2

Or =27

= {a+b<1+T\/ﬁ> ;a,bEZ} # Z[V13] = {a+bV13;a,b € Z}.

Veja que a = (1 + /13)/2 é uma raiz de minga(r) = x? — xr — 3, enquanto que
B = V13 é uma raiz de x? — 13. Apesar de {1,3} ser uma base para F contendo
inteiros algébricos, ela nao ¢ uma base integral para F.
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Defini¢ao 2.5.5. Sejam F = Q(«) um corpo de nimeros com [F : Q] = n,
B={a,as,....a,}

uma Q-base para I e g; para ¢ = 1,...,n os monomorfismos de F em C. O discrimi-
nante da base B é definido por

D(B) = (det(o;(a)))*,

onde det é o determinante da matriz com entradas o;(a;) na i-ésima linha e j-ésima
coluna. Em particular, se

B={l,a,..a" '},

entdo o determinante da matriz (o;(a’~')) é chamado de determinante de Vander-
monde e seu valor é dada por

det(o;(a) = ] (05— ), (2.8)

1<i<j<n
onde ay = og() é um k-ésimo conjugado de «, para k = 1,2, ..., n.

Exemplo 2.5.6. Se F = Q(v/2), entdo Op = Z[v2] = {a + bv/2;a,b € Z} ¢ B =
{1,4/2} é uma base integral de F. Os Q-monomorfismos de F em C sio dados por:

0'13\/5'—>\/§€0'22\/§'—>—\/§-

Portanto,

D(B) = (det(o;(a’)))? = (det( a?%) J‘Z% ))2 _

“(ar( Jg _Lg)) =tavar=s

Proposicao 2.5.7. Sejam F um corpo, K = F(«) uma extensao finita de F de grau n.
Se f(z) é o polindmio minimal de « sobre F, entao,

Dyse(1,a, ;0™ 1) = (=1)2" D Ny o (f/ (),
onde f'(«) é a derivada de f(z) em «.

Demonstra¢ao. Sejam «q, ..., as raizes de f(z) em alguma extensdo de F e oy,
para i = 1,...,n os monomorfismos de K em C. Da defini¢ao, Dy/s(1,a,...,a" ") =
(det(os(a?)))? = det(al)?, com i = 1,..ne j = 0,...,n — 1. Como det(al) é um
determinante de Vandermonde, segue que

(det(a]))* = [ 11 (%—%)] = JI [ —aw)(ai—aw)]

1<k<i<n 1<k<i<n

= (=1)z(n-D) H (o — ag)

1<k<i<n,itk

0 que prova a pProposicao. ]
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Exemplo 2.5.8. Se F = Q, K = Q(v/3) e f(x) = 2> — 3 é o polinémio minimal de /3
sobre QQ, entao

Dije(1,v3) = (~1)% Negel f'(v/3)) = —Niso(2v/3)
= —2Nys(v3) = ~4(V3)(~V3) = 12

Teorema 2.5.9. [14] Se By = {1, a9, ..., } € Bo = {b1, Ba, ..., Bn} sdo duas Q-bases
para um corpo de ntimeros [, entao

D(By) = d*D(B,),

onde d = det(qx;) € Q, com d # 0, e qx; € Q é determinado por

n
Br =Y grici, onde gy; € Q.
i=1

Além disso, d € Z desde que B; seja uma base integral e By C Op.

Demonstragao. Seja o;, para ¢ = 1,...,n os n-monomorfismos de F em C. A repre-
n

sentacao [, = Z ki, implica que

i=1

o;(Bk) = ZQk,in(ai>7
i=1
para cada k = 1,2,...,n. Assim,

o1(B1) oa(B1) ... on(Br)
01(52) 02(52) Un(ﬁz)

1(B) 02(Ba) .. oul(B)

dGi1 q12 --- Qin 01(041) 02(a1) ce Un(al)
d21 q22 --- (2n 01(042) 02(042) ce Un(OéQ)
QTL,I Qn,Z o Qn,n Ul(an> 02(an) cee Un(an)

Tomando os determinantes e elevando ao quadrado, segue que:
D(By) = &*D(By),

com d = det(M), onde

i1 4912 .- Qin
M= CI2.,1 CI2.,2 ce Q2.,n
Gn,1 Gn2 --- Qnn
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Exemplo 2.5.10. Sejam F = Q(+v/13), o = (1 + V13)/2 ¢ = +/13. Pelo Exemplo
segue que By = {1, a} e By = {1, 8} sdo bases para F, sendo a primeira integral,
e a tltima nao integral (mas uma base sobre Q). Como

o1 : V13 V13 e oy : V13 —V13

sao os Q-monomorfismos de F em C, segue que

D) = ettoy) = (et (T T ))
= (et i _51—3)):(—2@)2:52,

e
o1(1) os(1) i
D(B)) = (det(oj(c det o 1+\/ﬁ> <1+\/ﬁ)
1 5 ) 2
1
= (det(uls 1\/ﬁ) (—V13)* =13
2 2
Assim,
(Bs) = d*D(B.) = 2°D(By)
Portanto,
1 0
d = det ( 1 9 ) 2,
pois
14++/13
Pr=1=q 100 +q200 =11+ 0-77
e

1++v13
/82 =V 13 = g2,101 + g220i0 = —1.1 + QT

Teorema 2.5.11. [14] Se B = {aq, ag, ..., ag} é uma Q-base para um corpo de niimeros
F = Q(«a), entdo
D(B) = det(Trs/q(a;cj)) € Q,

e D(B) # 0. Além disso, se F é um corpo totalmente real, entao D(B) > 0.

Demonstragio. Como D(B) = det(o;(c;))?, segue pelas propriedades de determinante
que

(det(oj(;)))? = det (Z Uk-(@i@j)) = det(Trs/g(0s0;)).

Logo D(B) = det(Trrjg(cucy;)), e portanto, D(B) € Q. Resta mostrar que D(f)
é diferente de zero e também positiva quando F é totalmente real. Para isso, seja
Bi = B. Pelo Teorema, [2.2.19,

By ={1,a,0? ...,a" '}

¢ uma base para F sobre Q. Assim, pelo Teorema [2.5.9] segue que D(Bs) = d*D(B;),
onde d é dado no Teorema No entanto, pelo valor do determinante de Vander-

monde ([2.8)), segue que
D(B,) = H (aj — Oéz‘)z,

1<i<j<n
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e 0s o sao distintos de forma que D(Bs) # 0. Assim, D(B;) # 0. Sendo B é uma base
para [F sobre Q, segue pelo Teorema [2.5.9, que

D(B1) = diD(B).

Portanto, D(Bs) é um inteiro ao quadrado. Como D(B;) # 0 e se F é totalmente real,
todos os o sdo reais e portanto D(B;) > 0. ]

Corolario 2.5.12. Se B é uma base de [ sobre Q com B C Op, entdo D(B) € Z.

Demonstracao. Como D(B) = det(Trg/g(cvicyj)) onde B = {oy, ...,aq} é uma base de
[F sobre Q segue que D(B) € Z. O

Exemplo 2.5.13. Do Exemplo [2.5.10| segue que o corpo totalmente real F = Q(1/13)
possui base integral

By = {1,(1+V13)/2} = {1,a} = {a1, a5}
e uma Q -base nao integral
By ={1.V13} = {15} = {f1, B}

Além disso,
e i TTF/Q(].) TT]F/Q(O[) . 2 ]_
(TT]F/Q(O‘ZO‘])) - ( TTF/Q(O./) TT]F/Q(OZ2) - 1 7 )

e deste modo,

D(By) = det(Trsjo(aza;)) = det ( L ) —13¢Z
Mas, como
o TT‘H:/ (1) TT‘H:/ (/8) - 2 0
et = (1) R ) = (5 ).
segue que

D(BQ) = 52 = det(TrF/@(ﬁzﬁj)) € Z
O préximo teorema fornece um critério para sabermos quando uma base é integral.

Teorema 2.5.14. [14] Se B C O ¢ uma Q-base para F e D(B) ¢ livre de quadrados,
isto é, D(B) nao tem divisor que é o quadrado de um ntimero primo, entdo B é uma
base integral para [F.

Exemplo 2.5.15. O Exemplo fornece um discriminante livre de quadrados de
uma base integral. No entanto, B = {1,1/2} é uma base integral para Q(v/2) mas
D(B) = 8. Portanto, a reciproca do Teorema [2.5.14] ndo ¢ verdadeira.

Observacgao 2.5.16. [14] O discriminante associado a uma base integral de um corpo
de niimeros é um invariante algébrico, isto é, seu valor independe das bases tomadas
para o corpo.

A préxima proposicao caracteriza o discriminante de um corpo quadratico.
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Proposicao 2.5.17. Seja d um inteiro livre de quadrados, o discriminante de F =
Q(+/d) sobre Q é dado por:

(1) Drjg = d, se d = 1(mod 4);

(2) Drjg = 4d, se d = 2(mod 4) ou d = 3(mod 4).

Demonstragio. Como os Q-monomorfismos de F = Q(v/d) em C, com d € Z um in-
teiro livre de quadrados, sio oy e 03, onde oy(vVd) = Vd e 04(v/d) = —V/d, segue que
o discriminante de um corpo quadratico é obtido do seguinte modo:

i) se d = 1(mod4), entao

2

01(1) 0'2(]_)
Driq = Drjo (1, 1—{—\/3) = | det 1+\/C_i> oy 1—0—\/3) =

1 1
=|det|{ 1++vd 1-+4d =d.
2 2

ii) se d = 2(mod4) ou d = 3(mod4), entao

i = Do (138) = (s (20 0 NY = (L 1))
= 4d.

Exemplo 2.5.18. Dado F = Q(\/5), tem-se Op = Z

é uma base integral de O e o discriminante de [ é

o= (o (o (58) o () )) = (o (ks )=

Os Q-monomorfismos de F em C sdo oy(a+bv5) = a+bv5 e oa(a+bV/5) = a — bV/5.
Logo,

2
Treo a+b\/_ :Z@ a+b\/_ =2ae
=1

2
NF/Q<CL + b\/g) = Hai(a + b\/g) = Cl2 — 5b2
i=1

2.6 Algebra dos quatérnios

A algebra dos quatérnios teve origem com os nimeros complexos, quando William
Rowan Hamilton (1805-1865) apresentou o primeiro conceito moderno dos nimeros
complexos como pares ordenados de niimeros reais e tentou generalizar esta ideia para
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o espaco tridimensional. Apods intimeras tentativas verificou-se que nao era possivel a
existéncia de um nimero complexo tridimensional. Com isso, Hamilton descobriu os
quatérnios, que ¢ uma algebra de dimensao quatro sobre um corpo de nimeros e que
possui todas as propriedades aritméticas de um corpo, a menos da comutatividade. A
algebra dos quatérnios foi & primeira &lgebra nao comutativa. Veremos que quando
uma algebra A é uma algebra de divisao, a condigao det(X) # 0, com X € A, é sa-
tisfeita. Para o desenvolvimento desta secao as principais referéncias utilizadas foram
31, A1, [0] e [22].

Combinando os conceitos de espaco-vetorial e anel obtém-se o conceito de algebra.

Defini¢ao 2.6.1. Uma algebra A é um conjunto sobre um corpo K com operagoes
de adicao , multiplicagao, e multiplicagdo por escalares de K satisfazendo as seguintes
propriedades:

1) A é um espago vetorial com respeito a adi¢do e a multiplicagdo de elementos do
corpo,

2) A é um anel com unidade com respeito a adi¢do e a multiplicacao,

3) (Aa)b = a(A\b) = A(ab), para todo A € K e para todo a,b € A.

Exemplo 2.6.2. O conjunto M, (R) de matrizes n xn com entradas em R é um algebra
sobre R.

Definicao 2.6.3. Um homomorfismo de algebras sobre um corpo F é um homomor-
fismo de anéis restrito a identidade de F.

Definigao 2.6.4. Uma algebra A4 ¢ um algebra de divisao se todo elemento nao nulo
de A tem inverso multiplicativo.

Exemplo 2.6.5. Seja {1, i, 7, k} uma base para um espago vetorial de dimensao 4 sobre
R, com 14, j, k satisfazendo i = —1,j%> = —1,k* = —1 e k = ij = —ji. A &lgebra

H={r+yi+zj+twk|zyzweR}

tem uma estrutura de anel com a adicao e multiplicacao bem definidas. Todo elemento
nao nulo de H tem inverso, pois se x + yi + zj + wk = q¢ € ‘H é nao nulo, basta tomar
o conjugado de ¢ que é definido como

q=x—yi— zj —wk,
e entao
qq=2*+y*+ 22 +w* >0,
pois ¢ é nao nulo. Assim, o elemento inverso de ¢ é dado por
1 z
qq
Definicao 2.6.6. Seja F um corpo de nimeros. O conjunto A = (f,7)r é uma alge-

bra, chamada de algebra dos quatérnios sobre ' de dimensao 4 e base {1,1, j, k}
satisfazendo a condigao i* = 3, j? = v, k = ij = —ji, onde 3,7 € F/{0}.
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Representamos uma algebra dos quatérnios e as extensoes de corpos envolvidas, no
diagrama abaixo.

“’4: (577)IF

Q

Exemplo 2.6.7. A &lgebra H = (—1,—1)z definida no Exemplo é chamada de
algebra dos quatérnios de Hamilton.

Exemplo 2.6.8. O anel M (2, F) das matrizes 2x 2 com coeficientes em [ é uma algebra
dos quatérnios sobre F. De fato, tem-se que o isomorfismo ¢ : (1, 1)z — M(2,F) é dado

por
. 1 0 . 0 1
=g % )een=(14)
Em geral, uma é&lgebra dos quatérnios A = (f,7)r sobre um corpo de nime-

ros F pode ser vista como uma sub-algebra do conjunto das matrizes 2 x 2. Para
isso, sejam A = (B,7)r ¢ My, My, My, M3 matrizes linearmente independentes de

M (2,F(v/B)) dadas por

w-(3 ) (8 )
(232 7)
Consideremos a aplicagao ¢ : A — M (2,F(y/3)) definida por
o(xo + z11 + 227 + x3k) = oMy + 21 M7 + 22 Mo + 23 Ms3.
Das seguintes relacoes
p(i%) = B, (5%) = 712 € @(ij) = @(i)p(j) = —p(7)p(i),

onde [, é a matriz identidade de ordem 2, verifica-se que ¢ é um isomorfismo de
A = (8,7)r em uma sub-algebra de M (2,F(y/B3)). Dessa forma, cada elemento de A é
identificado com

( xo+x/B w+as/B
v el) = ( V(T2 — 363\/3) xo — 11V > . (2:9)

Definimos no Exemplo [2.6.5] o conjugado de um elemento na éalgebra. A partir deste
conceito é possivel caracterizar o traco reduzido e a norma reduzida da forma como
sao apresentados na proxima definicao.
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Definicao 2.6.9. Seja A = (f,~)r uma algebra dos quatérnios. Definimos o trago
reduzido e a norma reduzida de um elemento = € A por

Trred(x> =xr+7Te Nred(x) = IT.
Exemplo 2.6.10. Seja H = (—1,—1)g. Se x = xo + 11 + x2j + x3k € H, entdo
Trrea(t) = 2+ T = 239 € Npeg(z) = 23 + 27 + 25 + 23.

As algebras de divisao produzem codigos com diversidade méxima, permitindo as-
sim projetar STBC confiaveis [3]. Deste modo, apresentamos resultados que fornecem
condicoes quando uma algebra dos quatérnios é uma algebra de divisao.

Proposicao 2.6.11. Seja A = (3,7)r uma algebra dos quatérnios. Assim, .4 é uma
algebra de divisao se, e somente se, N,.q(z) # 0, para todo = € A.

Demonstra¢ao. Suponhamos que existe x € A tal que N,q(z) = 0, isto é, 2T = 0. Se
A & algebra de divisao, entdo x e T tem inversos multiplicativos. Seja =’ o inverso de
x e T' o inverso de T. Dai

0 =072 = 277’2’ = 212’ = lza’ = 1,

o que é um absurdo. Logo N,.q(x) # 0, para todo = € A. Reciprocamente, se x + yi +
zj +wk =« € (B,7)r, com a # 0, entao

ad = (x +yi+ 2j +wk)(z — yi — 2§ — wk) = 2* — %y — y2c + Byd* # 0.

Se a1 & dado por

@

(04 ]
o

entdo aa~! = 1. Logo, todo elemento nao nulo tem inverso multiplicativo, ou seja, A
¢ uma algebra de divisao. O]

Proposicao 2.6.12. Seja A = (3,7)r uma élgebra dos quatérnios. Assim, .4 é uma
algebra de divisao se, e somente se, v # Ng(,/5),(2) para todo z € F(y/B).

Demonstragdo. Suponhamos que exista um = € F(/) tal que Ny z)/x(z) = . Como
x € F(\/B), segue que = = a + b\/B. Assim,

Nyvaye(@) = (a+bv/B)(a — by/B) = a® — fb* = 7.
Se a =a+bi+1j+ 0k € A, entao
o = a? — fb? —y(1 = f0) = a® = Bb* —y =y -7 =0,
o que ¢ um absurdo, pela Proposi¢ao [2.6.11] Reciprocamente, suponha que exista
a=a+bi+cj+dk € A tal que aa = 0. Assim,

0=a%— pb> — (- Bd?) = a® — Bbv* = vy(c* — Bd?) =
Ny e()(a + by/B) = YNy e(2)(c + dV/B) =

Ne(vp)/s (@) (%)

Y
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b
o que é um absurdo, pois % € F(\/B)7 e por hipétese, v # Ny /p)(2), para
c

todo = € F(+/B). O

Neste capitulo vimos resultados que nos fornecem uma base teoérica para o desen-
volvimento do trabalho.

No capitulo subsequente abordamos a teoria de reticulados, pois os codigos de
bloco espaco-temporais apresentados no Capitulo [5| estao relacionados com essa teoria.
Recentemente, as algebras de divisao estao sendo utilizadas para construir reticulados
com boa densidade de empacotamento, [I].






Capitulo 3

Reticulados

O conceito de reticulado surgiu a partir do problema de como cobrir o espaco R™
com esferas de mesmo raio, de forma que quaisquer duas esferas se toquem no maximo
em um ponto e ocupem a maior parte do espago possivel.

Apesar de problemas relacionados aos reticulados serem estudados pelo menos desde
o século XVII, a formalizacao da teoria da maneira como a conhecemos é relativamente
recente, devido aos trabalhos de matematicos como Fejes Toth e Rogers, de meados do
século XX, [12]. Antes disso, a maioria das referéncias no tema trata de construgoes
para problemas especificos e nao é raro encontrar resultados relevantes acerca de reticu-
lados enunciados em outros contextos como: equacoes diofantinas, formas quadraticas
e teoria dos numeros. Para o desenvolvimento, deste capitulo, as principais referéncias
utilizadas foram [23], [14], [16], [17] e [19].

3.1 Definicoes e propriedades

Intuitivamente, entende-se por um reticulado como sendo um subconjunto discreto
do R™ que tem estrutura de um Z-mo6dulo (que é equivalente a ser um grupo abeliano
aditivo) de posto finito m. Nesta se¢ao, apresentamos a definicao de reticulados e
outras definicoes importantes como regiao fundamental, matriz de Gram e volume da
regiao fundamental.

Defini¢ao 3.1.1. Sejam {vy,vs, ..., v, } vetores linearmente independentes do R™. O

conjunto de pontos
m
A= {X: Zzivi,zi S Z} s
i=1

é chamado reticulado de dimensao m e {vy,vs, ..., v, } € chamado de base do reticu-
lado.

Observe na Defini¢ao |3.1.1] que necessariamente m < n.
Definicao 3.1.2. O paralelepipedo formado pelos pontos
Orv1+ -+ 0,0, com 0<46; <1,

é chamado um paralelepipedo fundamental ou regiao fundamental do reticulado.

45
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Exemplo 3.1.3. A = Z? ¢ um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0) e e; = (0, 1),
e com regiao fundamental descrita na figura a seguir.

- - - - - - - -
44 ° ° ° ° ® ° ° ° ° 4
b ° ° ° ° ® ° ° ° ° q
2p ° ° ° ° ® ° ° ° ° 4
b ° ° ° ° ° ° ° q
Q -
0 ° ° ® ® e e e
el
b ° ° ° ° ® ° ° ° ° q
-2p ° ° ° ° ® ° ° ° ° 4
b ° ° ° ° ® ° ° ° ° q
4% ° ° ° ° ® ° ° ° ° 4
L rs L - L rs L - L L - L rs L - L &~ L
-4 -2 0 2 4

Figura 3.1: Reticulado Z?

Uma importante caracteristica de um reticulado é que a base nao é tnica. A
proposicao seguinte d4 uma condicao necessaria e suficiente para que um conjunto de
vetores linearmente independentes seja uma base de um dado reticulado.
Proposi¢ao 3.1.4. Seja A um reticulado com base {vi,...,v,} e {e,...

Y

m
em} um conjunto de vetores de A linearmente independentes tal que e; = Zaijvj7
j=1

com a;; € Z. Assim, que {ey,...,e,} ¢ uma base de A se, e somente se, det(A) = %1,
onde A = (aij)ij=1,..n-

Demonstracao. Como

€1 aj; a2 ... Qin U1
- ?
€n Ap1 Ap2 ... QApp Un,
segue que, {e1...,e,} é uma base de A se, e somente se, A = (aij)i,jzl,m,n é a matriz
mudanca de base, o que é equivalente a det(A) = £1. ]
Defini¢ao 3.1.5. Seja {vy,...,v,,} uma base do reticulado A. Se v; = (vi1, ..., Vin),
para ¢t =1, ---,m, a matriz
V11 V12 e Vin
V21 V22 ... U2p
M =
Umi Um2 ... Umn

¢ chamada uma matriz geradora para o reticulado. A matriz G = M M?* é chamada
uma matriz de Gram para o reticulado, onde ¢t denota a transposicao e o volume

de A & dado por vol(A) = |det(M)|.
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Observacao 3.1.6. Existem mais de uma base que determinam o mesmo reticulado
A, e assim, mais de uma matriz geradora pode determina-lo. No entanto, o modulo
do determinante de qualquer matriz geradora de A é sempre o mesmo. De fato, sejam
{fi,--, fn} e {v1,...,v,} duas bases do reticulado A tal que f; = (fi1,..., fin) €

n
v; = (i1, ..., Vi), para todo i. Se f; = E a;;vj, com a;; € Z, entao
Jj=2

|det(fij)ij=1,..n| = |det(aij)ij=1, nlldet(vij)ij=1, nl = |det(vij)ij=1, nl,
pois |det(a;;)| = 1.
Desse modo o volume da regidao fundamental estd bem definido.

Observagao 3.1.7. Os pontos do reticulado n-dimensional A = A, (M) sao formados
por

t t
x Z1

A (M) = : = : M|z €Zparal <i<np,

Tn Zn
onde M é uma matriz geradora do reticulado A, (M).

Definicao 3.1.8. O determinante do reticulado A ¢ definido como sendo o deter-
minante da matriz G, isto é,

det(A) = det(G).
Observemos que, se M ¢ uma matriz quadrada, entao
det(G) = det(MM?") = det(M)?>.

Observagao 3.1.9. Sejam A C R” um reticulado e M, N duas matrizes geradoras de
A. Sejam G = MM e G5 = NN' matrizes de Gram de A. Assim, pela Proposicao
3.1.4| existe uma matriz inversivel A tal que M = AN. Logo, G; = ANN!A!. Desta
forma, det(Gy) = det(ANN'A?) = (det(A))*det(NN') = (det(A))*det(Gy). Como
A ¢ inversivel, segue que det(A) = £1. Assim, det(G,) = det(Gy). Portanto, o
determinante da matriz de Gram independe da matriz geradora utilizada.

Exemplo 3.1.10. Seja A um reticulado gerado por g = {(3,-2,4),(1,0,2),
(0,0,—1)}. Uma matriz geradora de A é dada por
3 =2 4
M=11 0 2 |,
0 0 -1
e sua matriz de Gram ¢ dada por
3 =2 4 3 1 0 29 11 -4
G=MM'= 1 0 2 -2 0 0 = 11 5 =2
0 0 -1 4 2 -1 —4 -2 1

Assim, det(A) = det(G) =4 e det(M) = 2.

Definicao 3.1.11. Dado dois vetores z,y € R", definimos a diversidade, ou a dis-
tancia de Hamming, de = e y como
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div(z,y) = #{i,x; # yi,i=1,...,n},
onde # representa a cardinalidade do conjunto.

Definicao 3.1.12. Dado um subconjunto S C R", a diversidade de S, ou a distancia
minima de Hammimg de S, é definida por

div(S) = min{div(x,y)/x # y,x,y € S}.

Como todo reticulado A é um subconjunto do R", segue que podemos estender as
Definigoes [3.1.11] e [3.1.12] para reticulados. Como reticulados tém estrutura de grupo
(com respeito a soma de vetores), podemos reformular a definicdo de distancia de
Hamming entre dois vetores da seguinte forma.

Defini¢ao 3.1.13. Sejam A C R™ um reticulado e x = (z1,...,x,) € A.
e A diversidade de z é definida como o niimero de z;’s nao nulos.
e A diversidade de A ¢ definida como div(A) = min{div(z);z € A,z # 0}.

Exemplo 3.1.14. Consideremos o reticulado A = {\M; X € Z*}, onde

1 000
01 00
M_()OlO’
11 1 1
2 2 2 2

ou seja, A = {a;(1,0,0,0) 4+ az(0,1,0,0) +a3(0,0,1,0) + as(3, %, 1 1):a; € Z}. Assim,

2727272
div(A) = min{div(z),z € A,z # 0} = 1. Este reticulado é conhecido como Djy.

3.2 Empacotamento esférico

Nesta se¢ao, veremos algumas definicoes e propriedades como: empacotamento esfé-
rico, empacotamento reticulado, norma minima, densidade de empacotamento e densi-
dade de centro. A densidade de empacotamento é um dos principais topicos estudados
envolvendo reticulados. Dado uma métrica d em R", a densidade de empacotamento
fornece uma medida de quanto do espaco pode ser coberto por esferas de mesmo raio
na métrica d de forma que estas esferas ou nao se interceptam, ou se interceptam ape-
nas no bordo. Em cada dimensao busca-se pelo reticulado com a maior densidade de
empacotamento possivel e sao poucas as dimensoes em que tais reticulados sao conhe-
cidos. A densidade é amplamente estudada para a métrica euclidiana e existem poucas
referéncias de seu estudo na métrica da soma.

Definicao 3.2.1. 1. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empa-
cotamento no R", é uma distribuicao de esferas de mesmo raio em R" de forma
que a intersecao de quaisquer duas esferas se interceptem no méximo em um
ponto. Um reticulado pode ser descrito indicando apenas o conjunto dos centros
das esferas e o raio.

2. Um empacotamento reticulado ¢ um empacotamento em que o conjunto dos
centros das esferas formam um reticulado A no R".
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Observacao 3.2.2. Estudar empacotamentos reticulados equivale ao estudo de reti-
culados, onde é de interesse empacotamentos associados a um reticulado A em que
as esferas tenham raio maximo. Para a determinacao deste raio, observe que fixado
k > 0, a intersecao do conjunto compacto {z € R™;|z| < k} com o reticulado A é
um conjunto finito, visto que A é um conjunto discreto. Assim, segue que o nimero
Apin = min{|A[; A € A, A # 0} esta bem definido.

Definig¢ao 3.2.3. Sejam A um reticulado e A,;, = min{|A| ;A € A, X # 0}. O nimero
(Amm)2 ¢ chamado de norma minima do reticulado.

Observacao 3.2.4. O nimero p = A’g—" ¢ 0 maior raio para o qual é possivel distribuir

esferas centradas nos pontos de A e obter um empacotamento.

Definicao 3.2.5. Seja B(p) a esfera com centro na origem e raio p. A densidade de
empacotamento de um reticulado A é definida por

A(A) = volume da regido coberta por uma esfera  Vol(B(p)  Vol(B(1))p"
B volume da regiao fundamental  Vol(A)  Vol(A)

Definicao 3.2.6. Definimos a densidade de centro de um reticulado A por

p p
YN =) T ean)

onde M é uma matriz geradora do reticulado A.
Exemplo 3.2.7. Sejam 5 = {(1,0,0),(0,2,0),(1,0,3)} e A o reticulado gerado por /.
Além disso,

A ={a(1,0,0) +6(0,2,0) + ¢(1,0,3);a,b,c € Z} = {(a + ¢,2b,3¢);a,b,c € Z}.

Amin 1 . .
= 5 € 0 Mmalor

T T

Assim, Ay = min{|A\[, A € A, A # 0} = 1, o que implica que p =

raio para o qual é possivel obter um empacotamento. Temos também,

1 00
Vol(Ppy)=|det| 0 2 0 ||=6,
1 0 3
Vol(B(1))p*  (3)m(s5) «
() _ 1
Y(A) = 22—~ 0020833,

6 48

Exemplo 3.2.8. Considere o reticulado hexagonal com base {(1,0), (1/2,v/3/2)} dado
pela Figura[3.2] A sua densidade de centro nas métricas euclidiana e da soma sao dadas
por
1/4 1/4
_ AT 0,0096 ¢ Agoma(A) = Lo 577,

V3/2 V3/2
Este é o empacotamento mais denso em R? com a distancia euclidiana, até mesmo se
comparado com um empacotamento nao reticulado.

Aeucl (A)

Observacao 3.2.9. Para a métrica euclidiana ja foram demonstrados quais sao os
empacotamentos reticulados mais densos nas dimensoes de 1 a 8 [7] e na dimensao 24
[6]. Em algumas outras dimensoes sao conhecidos empacotamentos reticulados densos,
mas nada foi provado.
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. . [ - I ] . L] [}
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(a) Métrica enclidiana (b) Métrica da soma

Figura 3.2: Empacotamento de esferas

3.3 Reticulado complexo

A fim de compreender alguns parametros dos c6digos de bloco que serao apresen-
tados no Capitulo [5 apresentamos a definigao de reticulado complexo. A Proposigao
é de fundamental importancia no célculo do determinante de reticulados comple-
xo0s quando transformados em reticulados reais.

Definicao 3.3.1. Um reticulado complexo n-dimensional I';,(L) sobre um reticulado
real 2-dimensional Ay(M) é um subconjunto de C" definido por

t t
U1 x1

(L) = : = : Lz, € Ng(M) paral <i<np,

Yn Tn

onde L é uma matriz complexa n X n de posto maximo e M é uma matriz geradora do
reticulado Ag(M).

Seja L uma matriz complexa n x n, dada por

a1 912 --- YGin

g21 G922 .- Q2n
L= . . . :

gn,l gn,2 - Gnn

com |det(L)| > 0. Definimos L por

Re(g11) —Im(g11) ... Re(gin) —Im(gin)
Im(g11) Re(gr1) ... Im(g1n) Re(gin)

L= : : : : : (3.1)
Re(gn1) —Im(gna) ... Re(gnn) —Im(gnn)

Im(gn1) Re(gn1) .. Im(gnn) Re(gnn)
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onde Re(z) e I'm(z) significam a parte real e a imaginaria do elemento z, respectiva-
mente.

Nas mesmas condicoes das Definicao observamos que, se (y1,...,y,) € (L),

entao existem xy,...,x, € Ay(M) tal que
t t
n T
S - L.
Yn Tn
Como zy, € Ay(M) para i = 1,...,n, segue que xx = (Tr1,Tr2). Assim, podemos

identificd-lo como um ntmero complexo da forma xp = xp; + txg. De forma analoga,
podemos escrever yg COMO Y = Y1 +1Yk2, COM Yi1, Ypo € R. Pela Defini¢ao [3.1.5] segue

que
x ! z !
K = K M, com zy1, 2o € Z.
T2 k2

Portanto, escrevendo I',(L) como um reticulado real, se (Re(y1),Im(y1),...,
Re(yn), Im(yn)) € I'n(L), entao

t t

ffe((?ﬁ) 211 M
m yl) 212 M B
: = : . L,
Re(yn) an . M
Im(y,) Zn2
onde 21, 2k € Z. Se Ly = diag{M, ..., M}L, entdo para L), ser uma matriz geradora

do reticulado real I',,(L), basta mostrar que seus vetores sdo linearmente independentes,
isto &, mostrar que L), tem posto maximo, o que equivale a mostrar que |det(Ly)| > 0,
o que segue da seguinte proposicao.

Proposicio 3.3.2. Seja L uma matriz n x n complexa com |det(L)| > 0. Se L ¢é a
matriz 2n x 2n definida a partir de L como em (3.1)), entao temos que |det(L)|* =
|det(L)|.

Demonstracao. Sejam L uma matriz complexa n X n dado por

g1 12 --- Gin
I — 9?1 9?2 . g?n
gn1 Ggn2 --- Gnn
com |det(L)| > 0, e L dado por
Re(gn) —Im(gn) ... Re(gin) —Im(gin)
Im(gi1) Re(gn) ... Im(gin) Re(gin)
= : : 5 : , (3:2)
Re(gn1) —Im(gn1) .. Re(gnn) —Im(gnn)

Im(gn1) Re(gn1) .- Im(gnn) Re(gnn)
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onde Re(z) e Im(z) significam a parte real e a imaginaria do elemento z, respectiva-
mente. Denotamos por ¢; e [; a i-ésima coluna e a i-ésima linha, respectivamente, e
denotamos a permutacao da coluna (ou linha) ¢; com a coluna (ou linha) ¢; por ¢; < ¢;.
Olhando somente a primeira linha de L, segue que

<R€<gll>7 _[m(gll)a R Re(gln>7 _[m(gln))

Definimos a matriz L.; como sendo a matriz L com a mudanca das colunas
C2 <7 C3,C4 <7 C5, ..., C25 7 C2i41, ..., Con—2 <7 Cop_1.

Assim, a primeira linha de L, é dado por
(Re(g11), Re(g12), Im(gn) Re(g13), ..., —Im(gu), 36(91(i+2))> —fm(g1(z'+1))7
Re(Ql(H—S )y Re(gin), Im(Ql(n—l))y —Im(gin))-

Definimos a matriz L., como sendo a matriz L., com a mudanca das colunas
C3 £ C4,C5 <7 Cgy - -+ 5 C2i41 7 C2i42, - .+, Con—3 <7 Cop—2.

Assim, a primeira linha de L., é dada por
(Re(g11), 36(912) Re(g13), s - - s —Im(gui), Re(gii+3)), —Im(g1(i+1)),
Re(gl i+4) ) Re(gln) Im(gl(nf2))a _Im(gl(nfl))y _[m(gln))-
Repetindo esse processo, segue que a matriz Zc(n—l) tem a primeira linha dada por

(Re(gu), Re(g12), - - -, Re(gin), —Im(gu1), - - -, —Im(gin-1)), —Im(gin))-

2n—2 : : 2n—4
5 no primeiro passo, € D)

no j-ésimo passo, segue que o numero de permutacoes ¢ dado por

Como o nimero de colunas permutadas é no segundo

passo, e 2” n—2j

)_l

n—1

2n—2j . (n—1
D

n—

1

.
Il

Repetindo, o mesmo processo, nas linhas da matriz L.—1), chegamos a uma matriz
L. que tem como a primeira coluna dada por

(R€(911)7 Re(gm), cee 7R6(9n1)a _Im(911> ceey _Im(g(n—1)1>7 _Im(gnl))-
(n— 1)

Como o numero de permutacoes também é , segue que o numero de permutagoes
de linha e coluna da matriz L para Ly é (n — 1)n que é par. Logo,

det(L) = (=1)Dndet(Ly) = det(Ly).

Observamos que dado uma elemento g¢,s = Re(g,s) + 1Im(g,s) da matriz L, o termo
Re(g,s) aparece na matriz L nas entradas (2r — 1)(2s — 1) e (2r)(2s), e ao realizar a
mudanca de L para L, segue que o termo da entrada (2r — 1)(2s — 1) aparece na
entrada (7)(s), e o termo da entrada (2r)(2s) aparece na entrada (r +n)(s +n). Ja o
termo I'm(g,,) da matriz L aparece na matriz L nas entradas (2r—1)(2s) e (2r)(2s—1),
sendo que na entrada (2r — 1)(2s) seu sinal esta trocado. Ao realizar a mudanca de L
para L, segue que o termo da entrada (27 — 1)(2s) aparece na entrada (r)(s +n), e o
termo da entrada (2r)(2s— 1) aparece na entrada (r+n)(s). Assim, dado um elemento
grs €m L, segue que
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gin - Gis .-+ Jin
L= 91 -+ Grs - Jin )
Il - Gns -+ Gnn
Re(gll) —[m(gn) ce Re(gln> —Im(gln)
Im(g1)  Re(gi1) Im(g1n) Re(gin)
L= : : - : : :
Re(gnl) _Im(gnl) o Re(gnn) _Im(grm)
Im(gn)  Re(gn1) - Im(gnn) Re(gnn)
Re(g11) ... Re(qis) ... Re(gin) —Im(g11) ... —Im(gis) ... —Im(gin)
Re(gn) ... Relgrs) ... ' . —Im(ges)
I _ Re(g) ... . Re(gm) —Imlgni) ... . —Im(gan)
cl Im(g11) .. oo Im(g1n)  Re(g11) ... ... Re(g1n)
Im(.g,nl) oo Im(grs) ... ' . ... Re(grs)
Im(gn) ... . Im(gwn) Re(gnm) ... . Re(gnn)

Portanto, escrevendo L = A 4 iB, com A e B matrizes reais, segue que

— A —-B
Lcl:(B A)

Portanto,
B A A+iB —B+iA
i (3 ) -an( 57 )
o A o . . . 2
= ( A—iB ) = det(A + iB)det(A — iB) = |det(L)|*.
Como det(L) = det(Lg), segue que |det(L)|? = det(L) como queriamos. O

Observacao 3.3.3. A Proposicao m garante que fy é a matriz geradora do reti-
culado real ', (L) e que o médulo do determinante de Ly, é dado por

(det(Iag)| = |det(D)||det(M)|" = |det(L)|?|det(M)|".

A fim de maximizar a densidade de centro de um reticulado podemos analizar como
minimizar |det(Lyy)|.

Exemplo 3.3.4. Seja Ay(M) um reticulado real 2-dimensional, com

M:((1)(1)>

Logo, A2(M) ¢é da seguinte forma,



5% Reticulados

t t
Ay(M) = (:1) :(j) M|z1,zQ€Z}
2 2
¢ ¢
. T . 21 10
A) =) (G ) rmnes
t
= (Zl) |2’1,22€Z}.
zZ2

Seja I'9(L) o reticulado complexo 2-dimensional, com

= (1,4

Assim, I'y(L) é da seguinte forma:
Y t x
(L) = 1 —
2(L) < Y2 ) ( T2
' 1o
G- () ()i

. t
. 1 — 1Ty
= (igjl—[le) \xl,xQGAQ(M)}.

t
! ) L ’ T1,T9 €A2(M>}

8 8

Como x1 = (211, 212) € T2 = (291, 222), segue que podemos representa-los da forma
r, = z11 + iZlg € Ty = 291 + iZQQ. ASSiITl7
(L . 211 + iZlg — i(Zgl + 7:222) ! 7,
o(L) = . . . | 211, 212, 221, 222 €
i(211 +i212) — (201 + i292)

. ¢
211 + 299 + #(212 — 291

= ( ) | 211, 212, 221, 222 € 7L § .
—z12 — 291 + i(211 + 292)

Para ver I'y(L) como um reticulado real, tomamos

1 0 0 1
- 0 1 -1 0
L= 0 -1 -1 0
1 0 0 -1
Logo,
[o(L) =
Re(y) \' a N\ /100 0 1 0 0 1
Im(y1) | _ | 22 0100 0 1 -1 0
Re(y2) I S 00 1 0 0 -1 -1 0 | 211, 212, 221, 222 € Z
Im(yz2) %22 0 0 01 1 0 0 -1
t t
Re(y1) Z11 + 222
]m(y1> 212 — %21
= = z ,Z ,Z 72, GZ
Re(yg) — 219 — 291 | 115 212, 221, 222
]m(yQ) 211 + 2929
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Seja Ly = diag{M, M}L. Assim, o determinante do reticulado real I'y(L) é dado por

\det(To(L))| = |det(Lag)|? = |det(M)3det(L)?|? = |det( V|| det(L)[*

ey )]

=14 - 2]

3.4 Reticulados algébricos

Seja F um corpo de ntimeros de grau n. Nesta secao, apresentamos um método
para gerar reticulados no R™ a partir de F. O método consiste em aplicar determinados
homomorfismos a certos Z-modulos livres de posto n contidos em F. Os reticulados
gerados por este método sao conhecidos como reticulados algébricos.

Definicao 3.4.1. Sejam oy, --- , 0, 0os n Q-monomorfismos de um corpo de ntimeros
F de grau n, e ordenando os ;s de modo que, para todo z € F, 0;(z) € R, com
1 <i<7ry,e0j4,(x)éo conjugado complexo de o;(x) para r; +1 < j <7 +75. Note
que 71 + 279 = n. Chamamos de monomorfismo canénico o : F — R 1272 definido
por

J('r) = (0’1(1‘), 0y (1‘), Re(UTlJrl ('r))7 Im(UT1+1($>)7 s 3R6(0T1+T2 (33)), Im(UT1+T2 (17))),

onde Re(z) e Im(z) denotam as partes real e imaginaria do niimero complexo z, res-
pectivamente.

Exemplo 3.4.2. Sejam o corpo quadratico F = Q(i), onde i = \/—1, e {01, 02} 0 grupo
dos Q-monomorfismos de F em C, onde oy é a aplicacdo identidade e oy(a+bi) = a—bi,
com a,b € Q. Neste caso, ry =0ery =1. Parax =a+ b € F, com a,b € Q, segue

que o(z) = (Re(oy(x)), Im(o1(x))) = (a,b).

Uma das aplicagoes deste monomorfismo é a geracao de reticulados em R”, onde os
principais parametros podem ser obtidos via teoria dos ntimeros algébricos, através de
propriedades herdadas de F. Isto pode ser visto de maneira formal no resultado que
segue.

Teorema 3.4.3. [I6] Se {wi,---,w,} ¢ uma base integral de F e o : F — C o
monomorfismo canonico, entdo os n vetores v; = o(w;) € R" parai = 1,---,n sao
linearmente independentes e definem um reticulado em R”, denominado reticulado
algébrico.

A proposicao que segue é consequéncia do Teorema [3.4.3

Proposicao 3.4.4. [16] Seja F um corpo de niimeros de grau n e A um Z-submodulo
livre de IF de posto n. Se (x;)1<i<n ¢ uma Z-base de I, entao o(A) é um reticulado em
R™.

Como O e seus ideais sao Z-modulos livres de posto n, podemos mergulhé-los em
R"™ para obter um reticulado algébrico.
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Se {wy, -+ ,w,} é uma Z-base de A C F, entdo a matriz geradora do reticulado
or(A) = {Z ziop(w;), z; € Z} ¢ dada por
i=1
o(w) -+ op(wi) Re(opga(wr)) -+ Im(oppr(wi))
or(wn) -+ o (wn) Re(opyi(wn)) oo Im(0r (W)

Como consequéncia da Proposicao temos a seguinte Proposicao.

Proposicao 3.4.5. [I6] Se F é um corpo de ntimeros de grau n, Dy/q o discriminante
de F, Of o anel dos inteiros algébricos de I, I um ideal nao nulo de O e r, a metade
no nimero de monomorfismos imaginarios, entao or(Ok) e or(I) sao reticulados, com
respectivos volumes,

Vol(os(Og)) = 27| Dyl 2,
Vol(os(I)) = Vol(op(Or))N(I).

A seguir, apresentamos exemplos de reticulados obtidos através de corpos quadra-
ticos.

()
T
[ ]

Figura 3.3: Reticulado algébrico construido a partir do corpo Q(v/5)

2
Pelo Teorema [3.4.3, segue que A = o(Op) é um reticulado em R? Os dois monomor-
fismos sdo 1(v/5) = V5, 02(v/5) = —v/5. Neste caso, 11 = 2 e r, = 0, assim a matriz
geradora do reticulado é

v (o) wl) - (o )

Exemplo 3.4.6. Scja F = Q(v/5). A base integral de F ¢ {1,223} ¢ O = Z [%5] :

S
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+
det ( ! 2
L=

Na Figura representamos geometricamente o reticulado A = oy(Of).
Exemplo 3.4.7. Seja F = Q(v/—3). A base integral de F & {1,%‘73} e Op =
Z [%‘7‘3] . Pelo Teorema [3.4.3] segue que A = o(Op) ¢ um reticulado em R?. Os

dois monomorfismos sao a;(v/—3) = /=3 e 02(v/=3) = —v/—3. Neste caso, r, = 0 e
ro = 1. Assim, a matriz geradora do reticulado é dada por

B Re(o1(1)) Im(o1(1)) _
= (i (o () o () ) =

e volume dado por

e volume dado por

2

[y

o1(l) o -
Vol(o(Og)) = 20 | | det ) e —
0'2(1) (o) +2

S

S

S I

—
I
>

Nl =
S5
N———

51
oo = 1| [ (O N 1] (1 =
Vol(o = 27 et = — |det
F\UF 0_2(1) o 1+\2/T3 9 1—\2/T3

1 , 1
= §|—@\/§| —5\/5

Na Figura representamos geometricamente o reticulado A = op(Op).

()
T

L L L L L L L L L L L L L L L L L L
-4 -2 0 2 4

Figura 3.4: Reticulado algébrico construido a partir do corpo Q(v/—3)

E possivel verificar que oz(0g) é isomorfo ao reticulado Ay, que é o reticulado de
maior densidade de centro na dimensao 2. Para maiores detalhes consultar [17].

Exemplo 3.4.8. Seja F = Q(1/15). A base integral de F & {1,1/15} e Op = Z[/15] o
seu anel de inteiros. Pelo Teorema segue que A = 0(Of) é um reticulado em R?.
Os dois monomorfismos sao o1(v/15) = V15 e 02(\/ﬁ) — —/15. Neste caso, r; =2 e
ro = 0. Assim a matriz geradora do reticulado é dada por
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= (75 oiie ) (VB vE )

e o volume é dado por

ot

Vol(op(OF)) =

det(\/11—5 _\iﬁ)‘:m/ﬁ.

Neste capitulo apresentamos o conceito de reticulado, empacotamento esférico, re-
ticulado complexo e um método para gerar reticulados no R". Reticulados com boa
densidade de empacotamento podem ser construidos via algebra dos quatérnios, por
exemplo, em [I] o reticulado de dimensao 8, Fg, é construido através da algebra dos

quatérnios (5,@)@(\/_*1), (_3a _1)Q(¢j2)7 (_77 _1)(@(\/—73) € (_17 _1)Q(J?7)

No proximo capitulo abordamos a teoria de ntimeros p-adicos e anel de valorizacao.
Apresentamos o Lema de Hensel e mostramos que certos elementos do anel de inteiros
algébricos de Q(v/d) nio sdao normas algébricas de uma extensido de Q(v/d). Estes
resultados sao de fundamental importancia para construir cédigos de blocos no Capitulo
.



Capitulo 4

Ntimeros p-adicos e Anel de
Valorizacao

Os ntmeros p-adicos e a analise p-ddica sao aspectos extremamente importantes da
teoria dos nimeros moderna. Quando se escolhe o valor absoluto classico e se toma o
completamento de Q em relacao a métrica induzida, o resultado é o corpo dos ntimeros
reais. Quando se faz o mesmo com um outros valores absolutos possiveis, pode se obter
um dos corpos p-adicos @),.

Neste capitulo, apresentamos os nimeros p-adicos, o Lema de Hensel e algumas de
suas propriedades. O Lema de Hensel é uma importante ferramenta para mostrar que
alguns elementos nao sao normas algébricas de certas extensdes. Para o desenvolvi-
mento deste capitulo a principal referéncia utilizada ¢ [8]. Os Corolario e
sao algumas de nossas contribuicoes originais deste trabalho.

4.1 Valorizacao p-adica

Nesta secao, apresentamos o conceito de valor absoluto nao arquimediano e de
valorizagao p-adica, que servem como base para o Lema de Hensel. No que segue,
consideremos p um nimero primo.

Definic¢ao 4.1.1. Seja F um corpo. O valor absoluto em F é uma fungao | | : F — R,
satisfazendo as seguinte condicoes:

i) |z =02 =0,

it) |zy| = |zlly[,Vz,y € F,

1) | +y| < |z| + |y|,Vo,y € F.

Um valor absoluto se diz nao arquimediano se satisfaz a condi¢ao adicional:

w) |z +y| < maxf|zl, |y[}, Ve, y €F,

caso contrario, o valor absoluto se diz arquimediano.

Exemplo 4.1.2. Um exemplo de valor absoluto nao arquimediano é dado por |z| =0
sex=0e|z|]=1sex#0.

Teorema 4.1.3. Sejam K um corpo e | | um valor absoluto nao arquimediano em F.
Se x,y € K e |z| # |y|, entdo

59
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|z +y| = max{|z], [y[}.

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade, podemos assumir |z| > |y|. Por defini¢do,
|z + y| < max{|z|, |y|} = |z|. Por outro lado, x = (z + y) — y, e assim,

|z < maz{|z +yl, [y[}.
Como |z| > |y|, segue que |z| < maz{|z +y|, |y|} = | +y|. Assim, |z|=|z+y|. O

Observemos que este teorema fornece uma importante relacao entre valores abso-
lutos nao arquimedianos, que diz que dentre os valores |z|, |y| e |x 4+ y| tem dois deles
que sao iguais, e denominamos isto por propriedade nao arquimedianidade.

Definicao 4.1.4. Seja x € Z, com x # 0, A valorizacao p-addica de = é definida como
sendo o maior inteiro nao-negativo m, tal que p™|z, ou seja

x = p™b com (p,b) =1,

onde (, ) indica o méaximo divisor comum entre dois nimeros. Denotamos o valor
p-adico de x por v,(z). Se x = ¢ € QF, definimos a valorizagdo p-ddica de z por

vp(2) = vp(a) — vp(b).
E por tltimo, definimos v,(0) = +o0.

Lema 4.1.5. Se z,y € Q, entao
i) vp(2y) = vy(x) + vy(y),
ii) vp(x +y) > min{v,(z),v,(y)}.

Demonstracao. Basta usar a Definicao [4.1.4] O]

Definicao 4.1.6. Para qualquer z € QQ, definimos o valor absoluto p-adico de x por
|z, = p~r),

convencionando que |0], = 0.

Definicao 4.1.7. Seja | | = | |, um valor absoluto ndo arquimediano em Q. Definimos

C =A{(zn),r, € Q Vn,(z,) é¢ uma sequéncia de Cauchy em relacao a | |,},

N ={(zy,),z, € Q Vn, x, — 0 com relacdo a | |,}.
Definindo as operagoes de adicao e multiplicacao em C' da seguinte forma

(xn) + (yn) = (In + yn) €
(xn)(yn) = (wnyn)a

é possivel mostrar que essas operacoes C' é anel comutativo com unidade e que N é um

ideal de C.

Proposicao 4.1.8. O ideal N é maximal em C.
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Demonstracao. Seja (r,) € C'— N, e I o ideal gerado por (z,) e por N. Queremos
provar que I = C. Como (z,) € C' — N, é possivel exibir um nimero ¢ > 0 e um
inteiro ng tal que |z,|, > ¢ > 0, sempre que n > ny. Considere, entdo, a sequéncia (yy)
definida por y, = 0sen < ng ey, = é se n > ng. Em primeiro lugar, para n > ny,

temos
1 1

Tni1 Tn

Tt — Talp < |[Tpt1 — T
= =

|yn+1 - yn’p - — 07

p |xnxn+1|p

de modo que (y,) € C. Observemos que

. 0, sen<mng
nfn = 1, sen>ng

Seja (z,) um sequéncia, onde z, = 1, se n < ng e z, = 0, se n > ny. Temos que
zn — 0, e portanto (z,) € N C I. Como I é um ideal, segue que (z,)(y,) € I, e assim
(2n)(yn) + (2,) = (1) € I. Logo I = C, como queriamos. O

O fato de N ser um ideal maximal de C garante que N possui uma estrutura de
corpo.

Definicao 4.1.9. O corpo de ntimeros p-adicos é o corpo quociente

Qp:N-

Podemos definir uma funcao de Q em (),, onde cada elemento de Q é levado na
sequéncia constante, e assim, essas sequéncias sao as inclusoes de Q em @),,.

Lema 4.1.10. Se (z;) € C' — N, entdo a sequéncia de nimeros reais |z;|, se estabiliza,
isto é, existe ng tal que

se n,m > ng, entao |T,|, = |Tml,-
Demonstracao. Seja (z;) € C — N. Como (z;) nao tende a zero, segue que existem
ceReny €Ztal que
se n > ny, entao |z,|, > ¢ > 0.
Por outro lado, como a sequéncia é de Cauchy, segue que existe ny tal que
se n,m > Ny, entao |z, — Ty, < c.
Logo, se ng = max{ni,ny}, entao
|2, — T |p < ¢ < max{|Tylp, |Tmlp}, para todo n,m > ny,

o que implica |z,|, = |z, pela propriedade da nao arquimedianidade. ]

Definicao 4.1.11. Sejam a € @, e (z,) um representante da classe . Definimos
la| = lHm |z,,,.
n—o0

Usando o Lema [4.1.10] é facil de mostrar que (), é um corpo completo.
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4.2 Lema de Hensel

Nesta secao, apresentamos o Lema de Hensel e algumas de suas consequéncias. Este
lema ¢ uma importante ferramenta para mostrar que alguns elementos nao sao normas
algébricas de certas extensoes de corpos de numeros.

Definicao 4.2.1. O anel dos inteiros p-adicos ¢ Z, = {a € @, |a], < 1}. Um elemento
a € Z, é chamado de unidade se ||, = 1.

Lema 4.2.2. (Lema de Hensel) [18] Seja f(z) € Z,[z]. Se existe ay € Z, que satisfaz
[/ (ao)lp < [f'(a0)
onde f'(x) é a derivada formal, entdo existe a € Z, tal que f(a) = 0.

Demonstragao. Sejam fi(x) € Zy[z]| e fo(x,y) € Zy[z,y],7 = 1,2, definidas pela iden-
tidade

fl@+y) = flx)+ [@)y + folz,y)y. (4.1)
Assim,
1) = f I g RPN — )

J— a . .
Se by = M7 entao by € Z,, pois como fi(x) € Z, e por hipétese, temos

fi(ao)
‘ f(ao) | (ao)l;
filao)|, ~ |fi(ao)lp

onde a primeira desigualdade vem da hipotese e a segunda de fi(z) € Z,[z] e ag € Z,.

‘bolp = < < |f1<a0)‘p < 17

Assim, f(ag) + bofi(ag) = f(ao) + }lf((cio))fl(ag) = 0. Como fo(x,y) € Z,[x,y] e
aby € Z,, pela Equagao 7 segue que
2
an =+ bl = 1 a0) + ol + Foao bty = oo, bl < 1, = (2% <
|f(a0)|p 8
|f1(a0)|§ |f<a0)|17 < ’f(a0)|l>'

Novamente, pela Equagao (4.1]), segue que
flag +bo) = f(ao) + fi(ao)bo + fa(ao, bo)by

f((lo) = f(&o + bo — bo) = f(a(] -+ bo) + f1<a0 -+ bo)(—bo) + fz(ao + bo, —bo)b%

Somando as duas equagoes acima, segue que

filao +bo) — fi(ao) = bo(f2(ao, bo) + fa(ao + bo, —bo)).
Logo,

| f1(ao + bo) — fi(ao)l, < |bo| < |fi(ao)lp,
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e assim, |fi(ao + bo)l, = |fi(ao)|, pela propriedade da nao arquimedianidade, pois a
propriedade garante que dentre os 3 valores | — fi(ao)|p, | fi(ao + bo)l|, € | f1(ao + bo) —
fi(ao)lp, tem-se que 2 deles sdo iguais. Se a1 = ag + by, entdo |f(a1)|, < [f(ao)l, €

| f(a1)]p = | f'(ao)|p- Logo, |f(a1)], < |f'(ao)[;, e por hipotese, que a; € Z,. Repetindo
—flan)
f'(a

0 processo, construimos uma sequéncia a,1 = a, + b,, com b, = tal que

n)
f(an

[f(ans)lp < [fan)lps 11" (an)lp = 1" (a0)lp € [f(@ni1)lp < [bnly =

f (a’”> p
: _ f(a) / 2,9n—1 . ~
Seja t = Fla? < 1. Queremos mostrar que |f(a,)|, < [f'(a,)[;t* . Por indugio
a
temos que, para 72 =1, segue que
fla
Flan)ly = 17 (@B — a2 = | a2
|f (a1)|p

Suponha que a desigualdade seja valida para n. Assim,

@B (f @B el
[fla)ly = [ f(ad) [} |f"(a1)[3
[Flanpe™

Portanto, com n — oo tem-se que \f’(an)\}%nfl — 0, o que implica que |f(a,)|, — 0.
Além disso,

anst = auly = [baly = ||J{1<(an>)|£ [falan) >

Portanto (a,) é uma sequéncia de Cauchy e, pela completude segue que, converge para
algum a. Se mostrarmos que f(a,) — f(a), pela unicidade do limite, segue que
fla)=0. Se f(z) =co+ 1+ ...+ cqc?, entdo

[f(an) = fla)l, = lealan —a) + ...+ er(a — a?),

IA

k
max {leilal — o)
< max{laf — a*],}

|an - (l|p IHI?JX{]_7 ’aﬁ_l + CL];L_QCL 4+ 4+ anak—Q + ak_1|p}

IN
=
3

|
2
bS]

Como (a,) — a, segue que f(a,) — f(a). Portanto f(a) = 0, logo concluimos o
resultado. O

Este Lema possui varias aplicagoes interessantes, como por exemplo:

Exemplo 4.2.3. Seja b € Z com b = 1 (mod 8). Tomando f(x) = z* — b, segue que
If(D)]2 <273 e |f/(1)|]a =27". Assim, existe a € Z, tal que a* = b, ou seja, b tem raiz
e Zg.

Corolario 4.2.4. Seja d € Z.

Se d =
norma algébrica da extensio Q(v/d,

(mod 3), entdao o namero inteiro —1 nao é

1
—3) sobre Q(v/d).
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Demonstracao. Provamos que nao existe z € Q(\/E, \/—_3) tal que
Nowidv=s)/e(va(®) = —1. Para isso vamos trabalhar nas extensoes do corpo 3-adico
Q3. Como d € Z, segue que v3(d) > 0, e assim d € Z3. Tomando f(z) = 2% — d, segue
que f(z) € Zs[z]. Como d = 1(mod3), segue que f(1) =1 —d = 0(mod3), assim
v3(1 —d) > 1. além disso f'(x) = 2z, assim f'(1) = 2, e desse modo v3(f'(1)) = 0.
Logo, se v3(f(1)) > 1, entdo |f(1)|z < 37", e v3(f'(1)) = 0, entdo |f'(1)]3 = 1. Por-
tanto, |f(1)]3 < |f’(1)|3- Assim, pelo Lema de Hensel segue que 3y € Z3 tal
que f(y) = 0, ou seja 42> —d = 0. Logo, Vd € Z3 C Qs, ou seja, Q(v/d) pode
ser visto como um subcorpo de (3. Similarmente, Q(\/E, v/—3) pode ser visto como
um subcorpo de Q3(v/—3). Além disso, podemos definir a aplicagio N@(\/&,\/?s)\@(\/a) .

@(\/8, V=3) = Q(\/a) como sendo a restri¢io da norma N : Q3(v/—3) — @3, onde
N(r+ S(%jg)) = (r+%)*+3(%)%Vr,s € Q3. Fazendo uma mudanca de variavel da
forma a =745 e b= 3, assim N(r + 8(%‘73)) = (r+%)°+3(%)* =a*+ 3V Para
mostrar o resultado, basta provar que —1 nao ¢ imagem de N. Para isso, suponhamos
que existam a e b niimeros 3-adicos tal que a? + 3b*> = —1. Mostramos primeiro que a
e b estdo em Z3, isto é |als < 1 e |b|3 < 1. Para isso, suponhamos que pelo menos um
deles tem um valorizagao 3-adica negativa.

e Sewvz(a) <0, entao vs(a?) = 2vz(a) < 0e |a?|z > 1. Como |a*+3b%|3 = |—1|3=1
e pela propriedade da nao arquimedianidade, segue que vs(a?) = v3(3b?).

e Se v3(b) < 0, entdao 2v3(b) < 0. Como v3(30?) = v3(3) + v3(b?) = 1 + 2u3(D) e
vs(n) € Z, ¥n € Q, segue que

v3(b) < 0= v3(b) < —1=2v3(b) < —2 = 2uv3(b) +1 < —1.

Logo [30%] = 3=(@»s®+D) » 3-(-D =3 > 1 = | — 1| = |a® + 3b?|. Portanto, pela
propriedade da nao arquimedianidade, segue que v3(a?) = v3(3b?).

Portanto, 2vs(a) = vs3(a®) = v3(3b%) = 1 + 2v(b). Assim, existe t € Z, com t < 0, tal
que a = 3'a’ e b = 3120 onde a’ e ¥ sdo unidades (|a’|3 = |V'|3 = 1), o que implica
que a® + 3b* = 3%a? + 3%V = 3*(a’? + ). Como d’ e V' sdo unidades, segue que
v3(a') = v3(b') = 0, assim,

a, V' =1ou2(mod3) = a? b?*=1(mod3) = a*+ b? = 2(mod 3).

Logo, vz(a® 4+ b?) = 2t é um ntimero negativo, pois t < 0. Logo, 0 > v3(a® + 3b*) =
v3(—1) = 0, o que ¢ um absurdo. Portanto vs(a) > 0 e v3(b) > 0, e assim, a e b estao
em Zg.

Neste caso o resultado decorre de que o quadrado de um ntmero inteiro é sempre
congruente a 0 ou 1 médulo 3. Como 3b* = 0(mod3) temos que a? nao pode ser
congruente a 2 médulo 3. Em particular, a soma a? 4 3b? nao pode ser igual a —1, pois
—1 = 2(mod3). Deste modo, —1 nao ¢ imagem da aplicagao N. Como a norma de
Q(v/d, /=3) sobre Q(v/d) é uma restricao de N, temos que —1 néo é norma algébrica
desta extensao. ]

Corolario 4.2.5. Seja d € Z com d = 1 (mod 8), entdo o numero inteiro —1 nao é
norma algébrica da extensio Q(v/d, i) sobre Q(V/d).

Demonstracio. Vamos provar que nio existe z € Q(v/d, ) tal que Nowa i)/@(\/a)(‘f) =
—1. Para isso, vamos trabalhar nas extensoes do corpo 2-adico ). Como
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d=1 (mod 8) = 8|d—1=2|d—1=2ndao divide d = |d| =1,

segue que d € Zs. Tomando b = d no Exemplo {4.2.3| concluimos pelo Lema de Hensel
que Vd € Zy C @Q,. Assim Q(v/d) pode ser visto como um subcorpo de Q.
Similarmente, Q(v/d, i) pode ser visto como um subcorpo de Q5 (7). Além disso, pode-
mos definir a aplicagdo Ny /go(va) : Q(vd, i) — Q(+/d) como sendo a restricio da
norma N : Q(i) — Q2, onde N(a + bi) = a® + b?, para todo a,b € Q3. Para mostrar
o resultado, basta provar que —1 nao é imagem de N. Suponhamos que existam a
e b nimeros 2-adico tal que a® + b*> = —1. Mostramos, primeiro, que a, b € Z,, isto
¢ la] < 1e |b] < 1. Assumimos que pelo menos um deles tem valorizagao 2-adica
negativa, isto &, va(a) < 0 ou v3(b) < 0. Como vy(a® + b?) = va(—1) = 0, segue que
| — 1] =27"2(-1) =1, e sem perda de generalidade, segue que

vy(a) < 0 = vy(a?) = 2vy(a) < 0= |a?| = 2772 > 1.

A propriedade da nao-arquimediana implica que 2vy(a) = vo(a?) = vo(b?) = 2vy(D),
e portanto, va(a) = vy(b). Assim, existe um numero inteiro ¢t < 0 tal que a = 2'a’ e
b =2, com a', b unidades 2-adicas, isto &, |a'| = |V/| = 1. Logo

a2 + b2 = a®a + b2 = 22 (a” + b?).
Como d’ e V' sd@o unidades 2-adicas, segue que

va(ad) =ve(0) =0=d =V =1(mod2) = a? =V? =1 (mod2) = a? = b*?
1 (mod 4).

Logo, 2|a”+b"? e 4 nao divide a4+ V. Portanto, a’?+? = 2k, com k impar. Portanto,

a® +b? = 2% (a? + V?) = 2212k = 2%k, com mdc(2, k) = 1.

Assim, vy(a®+b%) = 2t +1 é um nimero inteiro impar, e portanto, a®+b* nao pode ser
uma unidade 2-adica, o que é uma contradi¢ao. Logo, ve(a) > 0 e vy(b) > 0, assim, a e
b sao inteiros. Neste caso, o resultado decorre de que o quadrado de um ntimero inteiro
é sempre congruente a 0,1 ou 4 moédulo 8. Assim, a soma de dois quadrados nao pode
ser congruente a 7 moédulo 8. Em particular, a soma a? + b? nao pode ser igual a —1,
pois —1 = 7(mod8). Deste modo, —1 nado é imagem da aplicacdo N. Como a norma
de Q(v/d, i) sobre Q(v/d) é uma restricio de N, temos que —1 nio é norma algébrica
desta extensao. ]

Neste capitulo apresentamos a teoria de ntimeros p-adicos e o Lema de Hensel, que
possui importantes aplicacoes aos STBC’s, por exemplo, nas construcoes do Golden
Code e do Silver Code, e também é uma ferramenta para a construcao dos cédigos do
capitulo seguinte.

O préximo capitulo é dedicado aos principais resultados deste trabalho, em que
abordamos os codigos de bloco espago-temporais quadraticos baseados em extensoes
quadraticas imaginaria dos racionais. Para isso, apresentamos o modelo do sistema
MIMO e os critérios para modelas codigos espacos-temporais.






Capitulo 5

Codigos de Bloco Espaco-Temporais
via Corpos Quadraticos Imaginarios

Neste capitulo, apresentamos as contribuicoes inéditas deste trabalho. Veremos, na
Secao que as duas principais exigéncias para se construir bons STBC’s é construi-
los com diversidade maxima e maior determinante minimo. A partir da estrutura de
algebra apresentamos uma construcio de STBC via Q(v/d), com d < 0 e d inteiro livre
de quadrados. Assim, os codigos construidos possuem diversidade méxima.

Veremos, no Lema que o determinante minimo desses co6digos possuem valor
constante igual a 1. Portanto, como avaliar tais cédigos? A fim de responder esta
questao, apresentamos um critério dado em [23] que aqui chamamos de critério produto.

Seguindo as ideias de [24], em que os autores apresentam os melhores STBC’s
em termos do critério produto considerando somente as extensoes de Q(v/d) com
d = —1, —3 sobre os racionais, neste trabalho, além de reformular algumas demons-
tragoes apresentadas em [24], apresentamos os melhores STBC considerando extensoes
de @(\/c_i) com d = —2, —7, —11. Dentre todas as extensoes consideradas, analisamos
o STBC 6timo segundo o critério mencionado.

Iniciamos o capitulo apresentando um modelo do sistema MIMO e descrevemos
critérios para que a probabilidade de erro seja minimizada. Para o desenvolvimento
deste capitulo, as principais referéncias utilizadas foram [5], [3], [15], [4], [10], [22], [23]
e [24].

5.1 O modelo do sistema MIMO

De modo a descrever o modelo do canal no caso geral, consideremos primeiramente,
como um exemplo, o caso em que temos duas antenas transmissoras e duas antenas
receptoras, que é o caso que abordamos neste trabalho (ver Figura .

Os simbolos 1, x9,z3 € x4 sdo transmitidos. A primeira (respectivamente, a se-
gunda) antena envia os simbolos z; e xy (respectivamente z3 e x4). Primeiro, os dois
simbolos x; e x3 sao enviados sobre o canal, e sao recebidos por duas antenas, que
produzem os simbolos recebidos y; e y3, onde cada y; é uma combinacao de z; e x3,
enfraquecidos por coeficientes de desvanecimento h;;. Em seguida, os dois outros sim-
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X X hl] » | N b2
h h
—T ) 12 ' T— , §

X X, h,z

Figura 5.1: Modelo de Sistema MIMO 2 x 2

bolos x5 € x4 sao enviados, e analogamente, serao recebidos dois simbolos y5 e y4. Em
seguida, a palavra codigo transmitida pode ser escrita como uma matriz X contendo
quatro simbolos z1, xo, x3, 24 € a palavra codigo recebida ¢ uma matriz Y que é da
forma

Y=HX+Z, (5.1)

onde H é a matriz do canal e Z é uma matriz ruido.

Isto pode ser generalizado para qualquer nimero de antenas (o ntimero de antenas
transmissoras e receptoras nao precisa ser o mesmo). Ou seja, sejam n; o nimero de
antenas transmissoras e n, o numero de antenas receptoras. Se y(t) € C" é o vetor
(coluna) recebido no tempo ¢, escrevemos

y(t) = H(t)x(t) + Z(1),

onde a matriz H(t) € C"*™ representa o canal, o vetor coluna z(t) € C™ ¢é o vetor de
entrada no canal e Z(t) € C™ é o vetor ruido Gaussiano com média zero, independente
e identicamente distribuido. Aqui, assumimos um modelo de canal com desvanecimento
do tipo Rayleigh plano, isto é, os elementos de H (t) sdo independentes e identicamente
distribuido com média zero e distribuicao Gaussiana complexa de variancia unitaria.
O canal é assumido ser um bloco de tempo invariante, isto é, H(t) é independente de
t através de uma transmissao de um bloco de m simbolos, digamos H(t) = H (embora
H(t) possa variar de bloco em bloco).

Olhando para um tnico bloco de comprimento m e assumindo que o canal tenha
tempo invariante, podemos escrever

Vo= [y(1),...,y(m)]
= Hz(1),...,x(m)] + [2(1),...,2(m)]
HX + Z, (5.2)

que ¢ uma generaliza¢do da Equagao (5.1)).

A palavra codigo transmitida X pertence a um codigo, chamado de Codigo Espago-
Temporal (STC) C. Os simbolos de informagoes sdo tomados de uma constelacao de
sinais (ou um alfabeto) S, que sdo codificados em uma palavra codigo X. A ter-
minologia co6digo espaco-temporal para multiplas antenas vem do fato de que estamos
codificando sobre 0 espago (pois temos varias antenas) e "tempo". Um conjunto infinito
de matrizes complexas ¢ um Cddigo de Bloco Espago-Temporal (STBC).

5.2 Critérios para modelar cédigos espago-temporais
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O critério para modelar codigos espago-temporais depende do tipo de receptor que é
considerado. Duas principais classes de receptores tem sido consideradas na literatura:
coerente e nao-coerente. No primeiro caso, que é o caso considerado neste trabalho, o
receptor recupera a informagao exata sobre o estado do canal (isto também é conhecido
como perfeito estado de informagao do canal (CSI)). Na prética isto pode ser obtido
introduzindo algum simbolo guia que permite uma estimativa precisa do canal. Assim,
podemos assumir que a matriz do canal H ¢ conhecida no receptor. O caso nao-
coerente, foi tratado nas referéncias [2] e [9].

Para o caso coerente, a decodificacdo por mdzrima verossimilhan¢a (ML) corres-
ponde a escolher uma palavra cédigo X que minimiza:

min ||Y — HX]|[*.
XeC

Uma estimativa da probabilidade de erro pode ser obtida usando a uniao limitada, ou
seja,

Ple) < !CLI Y Px — %), (5.3)

zeC X+£X

onde P(X — X) é a probabilidade de erro ponto a ponto, isto é, a probabilidade que,
quando uma palavra codigo X é transmitida, o receptor ML decide erroneamente em
favor de outra palavra codigo X, assumindo que somente X e X estao no codigo.

No caso de desvanecimento Rayleigh independente (h;; ~ N.(0,1)), segue que
(X -X)x-X)t] "

P(X X) < I
(X — X) <det |I,, + N, ,

(5.4)

onde T denota a matriz transposta conjugada, e Ny a densidade espectral da poténcia
de ruido.

Seja r o posto da matriz diferenca X — X da palavra co6digo. Se r = n; para todos
os pares (X, X), dizemos que o codigo tem posto mdzimo. Se denotarmos por \;, para
j=1,---r, os autovalores nao nulos da matriz distincia da palavra codigo A, isto é,

A= (X - X)(X - X)f (5.5)

podemos reescrever a Equacgao (5.5) como

P(X — X) < ]Hl <1 " 4/\_]\Jf0> o (5.6)

Para alta relacao sinal-ruido, ou seja, Ny pequeno, segue que

. 1 —TNy
<5 [ — ,
P(X — X) <9 <4N0) , (5.7)

onde § = H Aj. Assim,

J=1

. 51/7” TNy
P(X X) < . .
x—9< () 58)
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ne

No caso de codigos de posto maximo (r = ny), segue que 6 = det(A) = H A; # 0 para
j=1

todo A, e nesse caso, dizemos que o codigo tem diversidade mdzrima. Desse modo a

Equagao (5.8)) pode ser reescrita como

P(X — X) < ( (4No)™ ) T . (5.9)
det((X — X)(X — X))

No caso de codigos com diversidade maxima, o termo dominante da uniao limitada
(Equagao ((5.3))) é dado por

det in(C) = min det((X — X)(X — X)), (5.10)

X4X

chamado determinante minimo do codigo C. O termo (det in(C))/™ & conhecido como
ganho de codificagao [20].

Consequentemente, para minimizar a probabilidade de erro descrita acima é neces-
sario considerar:

A

1. Diversidade maxima: para atingir diversidade maxima n;n,, a matriz (X — X)
deve ter posto total para qualquer par de palavras codigo X e X, isto é,

det(X — X)) # 0. (5.11)
Codigos que atingem a diversidade maxima sao chamados de totalmente diversos.

2. Determinante minimo: se a diversidade n;n, é atingida, entao o determinante
minimo da Equagao (5.10) deve ser maximizado.

No caso de codigos proveniente de uma algebra, a soma ou a diferenca de quaisquer
duas palavras codigo é uma palavra codigo, isto é, X — X = X. Portanto, a uniao

limitada reduz a ]

Ple) < i > P(0— X), (5.12)
Cl &
e da Equacao (5.9), segue que
N (4No)™ \™"
P(X X)) < | ——=— . 1
X =20 < (e >:15)

Se o codigo C é procedente de um reticulado A entao vale a desigualdade da Equacao
(5.13) e o determinante minimo det,,;,(A) do reticulado A é dado por

Aimin(A) = Og}rel/\ |det(X)]. (5.14)
No caso de duas antenas transmissoras (n; = 2), segue que o ganho de codificagao
coincide com det,,i,(A). Como o determinante minimo determina a probabilidade de
erro assintotica ponto a ponto, segue que o mesmo da origem a medidas numeéricas
para avaliar a qualidade de um reticulado.
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De [11] o determinante minimo normalizado de A é definido como

oA) = vol(A)=2nt | det(M)|~2nt’

(5.15)

onde M é uma matriz geradora do reticulado A, e o ganho de codificacao de A é definido
como §(A)%. Quando d,,;,(A) = 1, podemos avaliar a qualidade do codigo em termos
do ganho de codificagdo do reticulado A. Com isso,

menor det(M) = maior §(A)>.
Além disso, de acordo com a Definigao [3.2.6] segue que
menordet(M) = maiory(A) (densidade de centro).

[sto significa que podemos empacotar mais palavras codigos dentro de um mesmo
espaco e com isso as chances de decodificarmos corretamente serao maiores.

Vamos tratar deste assunto nas proximas secoes em que um dos objetivos sera obter
menor det(M).

Devido a linearidade de algebras, codigos definidos a partir de algebras satisfazem
det(XZ — X]) = det(X), COHIXZ‘ 7é Xj, X eC.

A fim de obter diversidade maxima em coédigos definidos a partir de algebras, na
proxima segao veremos quando det(X) # 0, para todo X # 0.

5.3 Cobdigos de bloco espaco-temporais

Nesta secao apresentaremos e estudaremos um critério de comparacao baseado na
Secao Apresentamos, também, os melhores cédigos de bloco espaco-temporais
quadraticos considerando extensdes de Q(v/d), com d = —1 e —3.

Primeiramente, vamos definir um STBC considerando duas antenas transmissoras
e duas antenas receptoras.

Definicdo 5.3.1. Seja K = Q(v/d, v/F) uma extensio quadratica de F = Q(+/d), com
d < 0 e d um inteiro livre de quadrados. O STBC C ¢é definido como sendo o conjunto
de matrizes da forma

B B v+ 1B T8+ 13/
o= (= (Gl BT )1mmmnco)

onde v € O é um ntmero escolhido de forma que v # Ny #(z), para todo z € K.

Vimos, na Secao que cada elemento de uma algebra dos quatérnios A = (53, 7)r
pode ser identificada com uma matriz 2 x 2. Comparando a matriz com o codigo
C, vemos que as matrizes sao as mesmas, a menos do elemento 7y que aqui é escolhido
de modo conveniente.

De acordo com a Proposicao 2.6.11] se A = (8,7)r ¢ uma algebra de divisdo e
~v € OF, entao a exigéncia sobre v na Defini¢ao é satisfeita, e portanto podemos
definir o codigo de bloco C considerando a algebra de divisao A = (5,7)r, F = Q(\/a),
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com d < 0 e d um inteiro livre de quadrados. Dentre os codigos construidos a partir de
algebra dos quatérnios podemos citar como exemplo, o codigo de ouro (Golden Code)
e o codigo de prata (Silver Code) que sao construidos usando as algebras A = (5,1)q()
e A= (-1, —1)Q(ﬁ), respectivamente. Estas construgoes podem ser encontradas nas
referéncias [5] e [10].

No artigo [24], os autores propéem uma outra estrutura de STBC, chamada de
Codigo de Bloco Espaco-Temporal Quadratico e que apresentamos a seguir.

Sejam F um corpo de ntimeros, 22 + px + ¢ um polinoémio irredutivel sobre I, com
p,q € O, o anel de inteiro de F. O polinémio x? + px + ¢ tem duas raizes, a saber;

_—p+\/p2—4q¢]Fea _—p—\/p2—4q¢F
B 2 2T 2 '

Se K =F(ay), entdo [K:F] =2e {1,a;} é¢ uma base de K sobre F. Sejam o, e 04, 0s
dois mergulhos de K em C que fixam F e 0y(a;) = ay, 02() = as.

aq

Defini¢ao 5.3.2. Um c6digo de bloco espago-temporal quadratico (QSTBC)
C(F, a1, as,7) baseado em um polindmio quadrético irredutivel 22 + pxr + ¢ € Og|z]
sobre F, onde F é um corpo de ntimeros, é definido por

Ay mO)+22ar (1) +22(2)a _
C(Fvalaa%’y) - {X - ( ’Y($2(1) +x2(2)al2) Z‘?(l) +$i(2)(¥; > | xk(l)vmk(Q) € O]ka - 1a2}7

onde v € O é um ntimero escolhido de forma que v # Nr(q,)/r(2), para todo z € F(ay).

Observacao 5.3.3. Para fins de notacao, podemos considerar

yi(1)  ya(1) yr(1) 1 o k(1)
X = , ond = :
( 12(2) 3i(2) )77 (@) 1 oay )\ 2(2)
com 7, xx(1), 2x(2) € O para k = 1,2, aq, ay duas raizes do polindémio irredutivel, e
nao é norma algébrica de F(ay) sobre F.

Podemos associar o coédigo da Definicao [5.3.2] com a 4&lgebra de divisao
A = (p* — 4q,7)r, onde essa associagao ¢ dada no diagrama abaixo.

(p* — 4¢,7)r
2

2

Q

Um STBC é um reticulado sobre O x O, com uma matriz geradora do reticulado
complexo dada por



Cédigos de bloco espaco-temporais 73

1 1 0 0
o a1 Qo 0 0
L= 0 0 1 ~

0 0 a1 7vao

Portanto, o valor absoluto do determinante da matriz geradora L ¢ dado por
|det(L)] = [7[lar — aof* = W[[V/p? — 4q]* = |7][p* — 4q]. (5.16)
Observacgao 5.3.4. A partir da Definicao se X € C(F, a1, as,7), entdo

det(X) = yi(1)y1(2) —yy2(1)y2(2)
= (21(1) + a121(2))(21(1) + agz1(2)) — y(22(1) + a122(2)) (22(1) + 222(2)),

e assim, tomando x; = z1(1) + a121(2) e x9 = 22(1) + ay22(2), temos que

det(X) = Naay)/r(21) = ¥Ne(ar)/x(22)-

Portanto, como v nao é norma algébrica de F(aq) sobre I, segue que se X # 0, entao

det(X) # 0. Além disso, como v € Op e pela Proposicao|2.3.5, Ny(a,)/r(21), Ne(a,)/r(22) €
Or, segue que det(X) € Op.

O proximo Lema nos diz que quando consideramos corpos quadréticos totalmente
imaginarios, o determinante minimo do QSTBC é igual a 1.

Lema 5.3.5. Se F = @(\/3), com d < 0 e d um inteiro livre de quadrados, entao
qualquer C(F, o, ag, ) possui dpin (C(F, a1, ag,7)) = 1.

Demonstragao. Se C € X(F, oy, as, ), pela Observagao segue que
det(X) = No(an)/e(21) = 7No(an) e(22),

onde 1 = z1(1) + aqz1(2) e 29 = x2(1) + ay22(2). Além disso, se X # 0, entao
det(X) # 0 e det(X) € Op. Logo, dpmin(C(F, 1, a0,7)) > 1. Agora, tomando X da
forma z1(1) = 1,21(2) = z2(1) = 22(2) = 0, segue que y1(1) = 11(2) = L,y2(1) =
y2(2) = 0, e assim, det(X) = 1. Portanto, d,;,(C(F, a1, as,7)) = 1, o que completa a
prova. O

Com base no Lema [5.3.5 os codigos que construiremos possuem diversidade mé-
xima (Observacao [5.3.4). Assim, para avaliar a eficiéncia de um QSTBC adotamos um
critério que denominamos por critério produto.

Sejam C(IF, a1, g, ) um reticulado complexo sobre Op x Op com matriz geradora

L, M uma matriz geradora do reticulado obtido via O e Lj; a matriz geradora do
reticulado real. Vimos, na Secao que

| det(Lag)| = |det(L)[*|det (M)]*.

Denotamos y/|det(Lar)| por gproa(C(F, a1, az, 7)), isto é,

gprod(C(Fy aq, Oy, 7)) = |d€t(L)||d6t(M)|2
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Defini¢ao 5.3.6. (Critério Produto) Sejam C(F, oy, az,71) e C(K, By, B2,72), com
Amin(C(F, a1, a2, 71)) = dimin(C(K, B1, B2,72)). Dizemos que C(F, a1, az,71) é melhor,
ou seja, possui maior ganho de codificagao que C(K, 31, B2, 72) se

gprad(C(Fa aq, g, 71)) S gprod(C(K7 617 627 72))

Nas condi¢oes da Definicao e da Equacdo (5.16) segue que se C(F, oy, a0, 71) €
C(K, 31, Ba,72) sao reticulados sobre Op x Op e Og x O, respectivamente, com M

uma matriz geradora do reticulado Ap, e M, uma matriz geradora do reticulado
AOKa e dmin(C(Fva/laa%’}/l)) = dmzn(C<K7 51752772))7 entao C<1Fa a17a27’71) ¢ melhor
que C(Ka 51752772) se

mllen — aof*|det(My)[* < |7 |81 — Baf*|det(M2)]*. (5.17)

O céalculo do valor do ¢,.04(C) de um codigo C representa o valor do modulo do
determinante da matriz geradora de um coédigo C proveniente de um reticulado, e
pela Secao possuir o menor valor do médulo do determinante da matriz geradora
representa ter maior ganho de codificacao e maior densidade de centro, isto significa
que podemos empacotar mais palavra codigos dentro de um mesmo espaco, e assim, as
chances de decodificarmos corretamente serao maiores.

De_ﬁnigéio 5.3.7. Seja S um conjunto de QSTBC, onde dpinC = d,ninC para todo
C,C € 5. Dizemos que C ¢ um QSTBC 6timo em S, se

gprod<c) S gprod(a)7
para todo C € S.

Observamos que coédigos associados a uma mesma algebra, podem terem g¢poq(-)
diferentes, conforme o seguinte exemplo.

Exemplo 5.3.8. Sejam os codigos € = C(Q(W-2),vV—3,—vV—3,7),

Cy = C(Q(v—-2), %‘73,%?3,7) e M uma matriz geradora do reticulado Ay /=)

Observamos que C; e Cy estao associados a algebra (—3,7)(@(\/?2). Usando a Equacao

(5.17), segue que
9prod(C1) = IIV=3 = (=v=3)]*|detM|* = |y]|2V/—=3|"|det M?| = 12|||det M |*

1+v=3 1-v=3|°
2 2

Gprod(Ca) = || det M |* = |y||v/=3|?|det M |* = 3|y||det M|?.

LOgO, gprod(cl) > gprod(CQ)~

Teorema 5.3.9. Se C(F, ay, a,7), onde F = Q(v/d) e com d < 0 um inteiro livre de
quadrados, entao

gpr‘od(c(Fa aq + Do, Q2 + Do, 7)) = gprod(C(IFa aq, Qo, 7))7

para qualquer pg € Ok.
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Demonstracao. Pelo Lema segue que dpin(C(F, aq,a0,7)) = 1 = dpin(C(F, aq +
Po, Q2 +Po,Y)). Se ay e ay sao as duas raizes do polinémio irredutivel 2 + px + ¢ sobre
F, entao ay + po € as + po sao raizes do polinémio

(x — a1 — po)(@ — aa — po) = 2° + (p — 2po)x + (¢ — pop + Py,

com p — 2po,q — pop + pi € O € a1 + po,az + po & F. Assim, o polinomio (z — oy —
Po)(x — aa — po) € irredutivel sobre F. Como «a; € F(ay; + pg) e a1 + po € Fay),
segue que F(ay + po) = F(ay). Além disso, as matrizes geradoras de C(F, oy, as,7) e
C(F, ay + po, g + po,7y) sdo diag(Ly, L2) e diag(Ls, Ly), respectivamente, com

L = 1 1 Ly = 1 ¥ Li— 1 1 o
Q) Qo o1 Yo a1+ po Qo+ Po

1 gl
L, =
a1 +po v(a2 +po)
Portanto, det(L,) = det(L3) e det(Ls) = det(Ly4). Pelo critério produto, segue que
gprod(c(]F7 a1 + pos a2 + o, Y)) = Gproa(C(F, ar, az, 7). [

A préxima observacao é uma ferramenta muito importante quando formos calcular
os melhores QSTBC’s.

Observacao 5.3.10. Nas condicoes do Teorema [5.3.9] segue que se

Gprod(C(F, a1, 2,7)) = Gproa(C(F, a1 + po, a2 + po,y)) entao
|det(M)[*|an — aol?|y| = [det(M)[*|(c1 = po) — (2 — po) [*|7]-

Além disso, o polinomio irredutivel de a; sobre F é (z —ay)(z —as) =2 +pr+qeo
polinémio irredutivel de a; — pg sobre I é

(x — a1 —po)(x — g — po) = 2° + (p — 2po)z + (¢ — pop + p3) = 2° + Pz + ¢

Assim, dado C(F, oy, e, 7y), podemos tomar py de modo a minimizar p’. Como p,py €
OF, segue que

e se d =2 ou 3 (mod 4), entio p = a + bv/d, com a,b € Z. Se py = + sv/d, com

a 2. ,
- 5, sea ¢ par 05— se b é par
a—1 47
, se a é impar

b
2
, se bé impar

)
b—1 s

M|

— a par, bimpar:>]p—2p01:‘a+b\/a 2(%_,_%\/&
— a impar, bpar:>|p—2p0|—|a+b\/_ 2(“2—1+g\/c_l)|:
~1

|
s
5
o
g
S
5
o]
g
U
=
x
CJ_
I
=
_l’_
(wpl
QI
,1\3
M|H
+
w|°
2
—~ =
I
—
_l’_
S

Logo, dado p € O, existe py € Op tal que |p — 2po| < |1 +Vd| = V1 —d.

e sed=1 (mod4), entdo p = a+b(%a) com a,b € Z, tomemos py = 1 + (1Y)
da seguinte forma:
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se b é par

5, sea épar ,
r = atl L S = b1 bhéi .
5 Se€ a € 1mpar 5 s se 0 ¢ lmpar

b
2

Entao
— apar, bpar = |p — 2pg| = |a + b(15) — 2(4 + L(154)) =0,
~ a par, b impar = |p — 2p| = |a + b(15) — 2(2 + L (1HA))| = |(154)],
— a impar, b par = |p — 2po| = |a + b(1+2‘/3) — 2(71 + %\/E)\ =1,
~ a fmpar, b fmpar = [p — 2po| = |a + b(F5) — 2(2L + b (LVD))| =
| — 1+ (5)] = |21,

1+Vd
2

Logo, dado p € Or, existe py € O tal que |p — 2py| < %l.

Assim, para encontrar os melhores QSTBC’s considerando o corpo base @(\/E),
com d = —1,—2,—3,—7 e —11, precisamos exibir convenientes ay,ay € v, em que 7y
nao é norma algébrica de Q(v/d, a;) sobre Q(v/d). Em cada corpo base, antes de encon-
trar quais sao os codigos 6timos, mostramos que y nao é norma algébrica de Q(\/E, ay)
sobre Q(v/d), para que a Definicio de QSTBC seja satisfeita.

Recordemos do calculo de uma variavel complexa que o niimero complexo (, é
s’ 27T 27T
definido por ¢, = e*s' = cos (—) + isen (—) Observe que v/—1 = ¢, e ~HV=5 —

n n
(3. Além disso, dizemos que (,, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se (! =1 e
(" # 1paral <m <n. Um corpo ciclotomico F é a menor extensao de Q contendo
Cn, ou seja, F = Q(¢,), e seu anel de inteiro ¢ Or = Z[(,].

Proposigao 5.3.11. [24] O namero complexo 1 + ¢ ndo ¢ uma norma algébrica de

Q(4, %g) sobre Q((y).

i+v3
2

Demonstracao. Seja ap = e suponhamos que existam x = x1 + To1,y = Y1 +

Yoo € Z[(y, on] tal que
No(esan)/a) (@) = (1 4+ 4) Nogey,an) /e (¥)- (5.18)

Observemos que (12 = €>™/12 = cos(T) + isen(T) = L + il ou seja, a1 = (1 e assim,
Q(C4, 1) = Q(Ci2). Logo , x pode ser escrito como & = 21 + 22C12 € No(cya)/0(cy) (%) =
o1(x)oy(x), onde a1(Cr2) = (2, 02(C12) = (75 € ambos fixam Q(¢). Portanto,

Nocoyyaen (@) = o1(@)oz(x) = (21 + 22C12) (21 + 2207
= 27+ 2129(Cro + ) + 13¢5, = 22 4+ w397 — 23 (5.19)

Analogamente se y € Z[(12], com y = y1 + y2(12 € Y1, Y2 € Z]i] entdo

No(can)/aen (¥) = Y — ¥3 + i1y (5.20)
Pela Proposicao [2.4.10, segue que existe um inteiro [y tal que

lO lo
T = Zplfll'k,z €Yk = Zplflyk,l, (5.21)
I=1 =1
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para k = 1,2, onde p = 1+ e x5, Yk € {0, i }j=1...4. Combinando as Equacoes
(5.18)), (5.19) e (5.20) com (5.21)), segue que

33%,1 - f%,l +iziazay = p(yi — 5 + iyays) — p(Pf%,l —Pfg,l + ipT11T21)
—2p(211T11 — 221T21) — ip(211T21 + T21T11), (5.22)

0
onde Ty, = Zpl’Zxk,l € Z[(4] para k = 1,2. Como o termo da direita na igualdade
1=2
(5.22) pertence a pZ[(4], temos que o termo da esquerda também pertence, isto €,

21 — x5y +iraan € pZ[G). (5.23)

N 2mij .
A Equacao (5.23), com x11,221 € {0,e7 1 };—1,. 4 é valida somente quando z;; =

w91 = 0. Neste caso, pela Equacao (5.22), segue que

Yt — vs +iys — p(f%,l - 53,1 +i%1,1%9,1) = 0, (5.24)
isto é,

yil - yg,l + WY1 = P(f%; - fg,l +i211T91) — p(P@%J - @g,l) + ipT1,1Ta,1)
—2p(Y1,1711 — Y21Y91 + Y2171 1)

lo
onde 7, = Zpl”yk,l € Z[§) com k = 1,2. De modo analogo a prova de z1; e
1=2
za1, da Equagao (5.23) segue que y11 = yo1 = 0. Continuando esse processo até
T1gy = Tagy = 0 € Y15, = Y24, = 0, segue que z = y = 0, e isto completa a prova. ]

Teorema 5.3.12. [24] O codigo C(Q((y), =52, ’”‘[ ;1 4+1) ¢ um QSTBC 6timo
dentre todos os QSTBC sobre Q((4) com determlnante minimo 1.

Demonstracdo. Pela Proposicio [5.3.11] e pelo Lema [5.3.5 segue que C(Q({4), =5 ‘[

—‘ig“ﬁ, 141) é um QSTBC com determinante minimo 1. Se M é uma matriz geradora
de AOQ<<4> entao gproa(C(Q(C4), #g’ #g, 1+ 1)) ¢ dado por

it 1) ‘“2\/5— Z;f (det(M)]? = 3v/3.

Para mostrarmos que C(Q((y), =5¥2, _”‘[ ,1414) é um QSTBC 6timo temos que mos-

trar que qualquer C = C(@(Q), Bl, BQ, ) tem gpr0a(C) > 3v/2. Pela Observacao , 0

modulo do determinante da matriz geradora de A@Q< i é sempre o mesmo e assim, este
parametro serd invariante no céalculo do g,.,4(C), e portanto podemos desconsidera-lo

em nossa analise. Portanto, devemos mostrar que 7|81 — Ba]? > \/52\/\1 + z'|2, ou

seja, |det(L)y| > v/34/]1 + i|, onde

— 1 1
LZ(& Bz)'



78 Cédigos de Bloco Espaco-Temporais via Corpos Quadraticos Imaginarios

Consideremos o polinémio irredutivel x? + px + ¢ sobre F com p,q € Z[(4]. Pelo
Teorema m podemos assumir, sem perda de generalidade, que |p| < /2, isto é,
p € {0,£1,+i,+1 +4}. Suponhamos que existe um QSTBC baseado em x? + pz + ¢

tal que B
\det(L)y] < V3v/]1 + ). (5.25)
Como det(G) = By — B1, segue que
|81 — Bo|y| = [p* — 4q|ly| < 3|1 +i| = 3V2.

Analisamos os seguintes casos:
1° caso: [p?—4q| < 3. Como p € {0, +1, 44, +144}, segue que p* € {0,1, -1, +2i}.
Se ¢ = a + bi, com a,b € Z, entao temos os seguinte casos:

e P =0= 3> [p?—4q| = |0 —4a — 4bi| = \/(4a)? + (40)2 = a = 0,0 = 0 =
22 + pr + q = 2% que é redutivel sobre Q(7).

pP=1=3>|p>—4q| = |1 —da —4bi| = \/(1 —4a)? + (4b)2 = a=0,b=0 =
22 + pr + q = 2 + = que é redutivel sobre Q(7).

pPP=-1=3>p?—4q|=|—1—4da—abi| = /(-1 —4a)>+ (4b)2 = a=0,b =
0 = 22 + pr + q = 2% & 21 que é redutivel sobre Q(i).

p* =2i= 3> |p? —4q| = |2i — 4a — abi| = \/(4a)? + (2 — 4b)? =
a=0,b=0= 22+ pr+q=212>=%(1+i)x que & redutivel sobre Q().

=< a=0b=1=22+pr+q=2*+(1+1)z +i que tem como raiz F 1
e portanto é redutivel sobre Q(1).

o p’=-2i=3>p? —4q| =|—2i — da — abi| = \/(4a)? + (-2 — 4b)? =
a=0,b=0= 2>+ pr+q=12*=+ (1 —1i)z que & redutivel sobre Q(7).
=< a=0,b=—-1=2>+pr+q=22>+(1—1i)z+ 1 que tem como raiz F 1
e portanto ¢ redutivel sobre Q(7).

Logo, se |p? — 4q| < 3, entao x* + px + q é redutivel sobre Q(7).

2° caso: |p? — 4a| > 3. Como p? — 4q,y € Z[(4] segue que para |p?> — 4q||y| < 3v/2
sO restam as seguintes possibilidades:

Analisamos ambos os casos:

o [p? —4q=3e|y|=1. Como |y| =1e v € Z[(4], segue que v € {£1,£i}. Além
disso, de acordo com as possibilidades para p, se p = +1 4+ ¢ entdo p?> = +2i.
Logo, 3v2 > |p?> —4q| = | £2i —4a —4b| = a = 0 e b = 1. Portanto,
2>+ pr+q =2+ (1 +i)x + i que é redutivel sobre Q(i). Se p = 0, entdo
3v2 > |4¢| = ¢ = 0. Assim, 2?4+ pz + ¢ = 2% que é redutivel sobre Q(i). Logo,
sobraram os casos

(p,q) € {(£1,1), (%, —1)},

e portanto,

(p> V p2 - 4q) € {(ila \/gl), (:i:Z> \/3)}
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Assim, Q((4,51) = Q(%M) = Q(C@%ﬁi), ou Q((4,B1) =

Q (Q, 112\/5 ) Porém, em ambos os casos, observe que v é norma algébrica:

Not 1263 /0c0 ) =7 | Noe, 48 1ac0®) =7
=1 z=1 |
1 =-1 T =1 T =1
V=i r =i+ By x =i
7= v =i+ H) x—z(z+’+f)

O que é um absurdo, pois pela Defini¢do (5.3.2)), v ndo pode ser norma algébrica.

o [p®—4q| =4 e|y| = 1. Neste caso, como |p| < 2, segue que p =0e q € {&1,+i}.
Se ¢ = &1, entao 22 +pr+q = 2>£1 que é redutivel sobre Q(). Se ¢ = +i, entao
2% +pr+q = 2? £ i que tem como raiz B, = v/+i. Logo, Q((4, 1) = Q({y, VEi).

Assim, No(c,.81)/00c)(V—t) =i e NQ(@,&)/@(Q)(\/_) = —i. Portanto, para todo
Vv € {£1, £i}, v é norma algébrica. O que é um absurdo, pois como mencionado,

~ nao pode ser norma algébrica.

Desse modo, concluimos que nao existem valores para p, g,y € Z[(4] que satisfacam a
Equagao (5.25)) e isto completa a prova. O

Exemplo 5.3.13. O codigo de ouro definido como C = C(Q({y), ‘/5, 1’2‘/5, i) possui

Gprod(C) = 5, que é maior que ¢proa(C(Q((4), = V3, _“”f 1 +14) = 3vV2 = 4,24
Portanto, sob este critério, este QSTBC possui melhor desempenho em relacao ao
codigo de ouro.

Proposigao 5.3.14. [24] O namero complexo (3 nao ¢ norma algébrica de Q((3, aq)

sobre Q((3), onde oy = A Vo | sz_4q, comp=—1—Cseq=3i.

2

Demonstracao. Suponhamos que exista r = x1+x20q € Yy = y1+yoQry, COM X1, Lo, Y1, Yo €
Z’[CS]? tal que
No(es,an)/aies) (@) = C6Na(cs,an)/aies) (¥)- (5.26)

Assim,

No(cs,an) /o) (@) = (@1 +2200) (21 +2002) = 1:1 pxlxg—i—qu = xl (1+C6)x1x2+\/_2x2
(5.27)
e

Nosan)/ac)(¥) = (U1 +y200) (1 +1200) = 22 —py1za+qya = yi+ (1+Co)yiye + V3iys.

(5.28)
Substituindo as Equagoes (5.27) e (5.28) em ([5.26)), segue que
T (L Go)anas — Golyi + (1+ Go)yryn) = V3i(Goys — a3). (5.29)

Pela Proposicao [2.4.12] segue que existe [y € N tal que os elementos zy, yp € Z|[(g]
podem ser escritos como

T = Z()(\/g’i)ll.ibk’l € Y = i(ﬁi)llykl, (530)

=1 =1
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Com T, Y1 € S = {O,e%gm }m=1.. 6. Combinando as Equagoes 1) e 1) segue
que
211+ (L4 ) mraman — Gyt + (1 + Co)yrayaa) = V3i(Goys — a3)
—\/§i(2$1,1f1,1 + (14 o) (T1,1T21 + 211T21) + \/ngfl)
+\/§ig6(23/1,1y1,1 + (14 C6)(W11Y2 + Y1,1021) + \/5@%,1% (5.31)

lo
onde Ty, = Z(\/—Z) Ty € Ypy = Z(\/gi)lﬂyk’l. Como o termo da direita na
=2 =2
Equacao 1} pertence a ﬁiZ[Cﬁ}, segue que o termo da esquerda também pertence,
isto é,
oty + (14 Co)mraman — Go(yi s + (1+ Go)yriyza) € V3iZ[G). (5.32)
A Equagao (5.32)) somente ¢ valida quando z1; = y1; = 0. Assim, a Equacao (5.31)
fica
2 1 _ 2 1 \/_
wy1 + (14 Co)r21m12 — CG6(ya1 + (14 Co)yr,2y0,1) = Z(C6?J1 1 $1 1)
—V/3i(2221To1 + (14 (o) (ToaTi1 + T21T12) + \/_ZIQJ)
+\/§i(2y27@271 + (1 + Cﬁ)(yZlgl,l + ?J2,1@1,2) + \/giyg,l)v (5-33)
isto é,

x5, + (1+ Co) 21212 — C6(y31 + (14 C6)y2191.2) € Z[Ce),

0

onde Ty = Z(\/_Z) Thy € Yo = Z(\/gi)l_?’yk,l. Analogamente, concluimos que
=2 =2

Z21 = Y2, = 0. Continuando o processo, segue que z =y = 0. O

Teorema 5.3.15. [24] O codigo C(Q((s), =25 % L — " _4q, () ¢ um QSTBC 6timo
dentre todos os QSTBC sobre Q((3) com determlnante mlmmo 1,onde p=—-1—_(ge

q = /3.

Demonstragao. Pela Proposi¢io [.3.14] e pelo Lema [5.3.5 segue que C(Q((3),
an? p2_4q, 2 % i ,Cg), onde p = —1—(g e ¢ = v/3i, ¢ um QSTBC com determinante

2
minimo 1. Se M é& wuma matriz geradora de AOQ(C) entao

gprod<C(Q(C3)7 Rl 2172_4‘1’ - 2172_4‘1’ CG)) =

—p+Vp’—4q¢ —p—p*—4q 3
|Go] 5 — 5 !dt< )? = Zm.

Assim, como no Teorema [5.3.12 para mostrarmos que C(Q((3), Pt V2p2_4q, P V2p2_4q,
C6) € um QSTBC 6timo, devemos mostrar que qualquer C = C(Q((4), 81, B2,7y) possui
9proa(C) > 34/21. Pela Observagao o modulo do determinante da matriz geradora

de A0Q< . ¢ sempre o mesmo e assim, este parametro serd invariante no calculo do

9prod(C), € portanto podemos desconsidera-lo em nossa andlise. Portanto, devemos
mostrar que |y||f1 — B2|*> > V/21. Para isso, vamos provar que para todo 2%+ pxr +q €
Z{Gsl[a], com [p| < 1 tal que
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[p* = dgl < |(1+ G6)* — 4v/3i] = V2L,
é redutivel sobre Q((3). Como |p| = |a + b%j?ﬂ < 1, segue que
(a,b) € {(1,-1),(—1,1),(£1,0),(0,£1),(0,0)}.

Suponhamos que exista ¢ = o + 5%773 tal que |[p* — 4q| < v/21. De modo analogo
a demonstracao do Teorema [5.3.12) concluimos que em todos os casos o polinémio
2?2 + pr + q é redutivel sobre Q((3), e isto completa a prova. ]

5.4 Novas contribuicoes de codigos espago-temporais

Apos termos apresentado e reformulado resultados contidos em [24], a partir de
agora, apresentamos as contribuicoes originais de nosso trabalho, além dos Corolérios
e e das demonstragoes das Proposicoes ja existentes [2.4.10] [2.4.12] e |3.3.2]

Proposicao 5.4.1. O numero inteiro —1 nao é norma algébrica da extensao

Q(V=2,v/=3) sobre Q(v-2).

Demonstragao. Como —2 € Z e —2 = 1(mod 3), o resultado segue do Corolario [4.2.4]
O

Teorema 5.4.2. O codigo C(Q(+v/—2), 1+\2ﬁ - F ,—1) ¢ um QSTBC 6timo dentre

todos os QSTBC sobre Q(v/—2) com determmante minimo 1.

Demonstracao. Pela  Proposicao [p.4.1] e do Lema [5.3.5), segue que
C(Q(v-2), %j’, %TB, —1) é um QSTBC com determinante minimo 1. Se M uma

matriz geradora de Aoy . entao groa(C(Q(vV—-2), %?3, %‘73, —1)) é dado por

1+v/=-3 1-+-3

2
R

|det(M)]? = 6.

Assim, como no Teorema para mostrarmos que C(Q(y/—2), %?3, %?3, —1)
¢ um QSTBC 6timo devemos mostrar que todo C = C(Q(v/=2), 31, B2,7y) possui
Gprod(C) > 6. Pela Observagao o modulo do determinante da matriz geradora
de A@Q< = é sempre o mesmo e assim, este pardmetro serd invariante no calculo do
9prod(C), € portanto podemos desconsidera-lo em nossa andlise. Portanto, devemos
mostrar que |v||3; — B2|? > 3. Para isso, vamos provar que qualquer z? + pxr + q €

Z[/=2][x], com |p| < /3 tal que
p* —4q| < [v/=3] =3,
¢ redutivel sobre Q(v/—2). Como [p| = |a + byv/—2| < V/3, segue que
(a,b) € {(0,0), (0, £1), (£1,0)}.
Suponhamos que exista ¢ = a + 8v/—2 tal que [p? — 4¢q| < 3. De modo analogo a
demonstragao feita no Teorema [5.3.12] concluimos que em alguns os casos o polindmio

z? 4+ px + q é redutivel sobre Q(\/_) exceto quando (a,b) € {(0,£1)} e ¢ = —1. No
caso (a,b) = (0 1) o polinémio z%+px+q nio é redutivel sobre Q(v/—2) quando ¢ = —1,
e portanto, 22 +pr+q = r?+ /=2 — 1. Para g,,4(C(Q(v/—-2), F+‘/§ _F ‘[,7))
ser menor que 6, devemos ter que |y| < 3/2, ou seja, v € {0, £1 j:\/_} Porem sejam

K =Q(v-2,v/-3) e F = Q(v/—2), entao
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N]K/]F(O) =0, NK/]F(l) =1, N]K/]F <— (@) - \/—_2— 1) = \/—_Za
Nepr (FEE2) = =1 N ((FFF2) (V2 41) = 1) = —V=2.

Portanto, nao existe um QSTBC C sobre F = Q(1/—2) tal que ¢pr0q(C) < 6. De modo
anélogo, segue para (a,b) = (0,—1) e ¢ = —1, o0 que conclui a demonstragao. ]

Proposicao 5.4.3. O numero inteiro —1 nao é norma algébrica da extensao

Q(v/—7,1) sobre Q(v/—T).

Demonstra¢ao. Como —7 € Z e —7 = 1(mod 8), o resultado segue do Corolario
O

Teorema 5.4.4. O codigo C(Q(v/—7),4, —i, —1) é um QSTBC 6timo dentre todos os
QSTBC sobre Q(+/—7) com determinante minimo 1.

Demonstracao. Pela Proposicao [5.4.3] segue que —1 nao é norma algébrica da exten-
sao Q(+/—7,1) sobre Q(v/—7) e do Lema [5.3.5 segue que C(Q(+/—7),4, —i,—1) é um

QSTBC com determinante minimo 1. Se M uma matriz geradora de AO@(ﬁ) entao

9prod(C(Q(v/=T), i, —i,—1)) é dado por
| = 1}i = (=0)]?|det(M)|* = 7.

Assim, como no Teorema [5.3.12, para mostrarmos que C(Q(v/—7),i, —i,—1) é um
QSTBC 6timo, devemos mostrar que qualquer C = C(Q(v/—=7), 51, B2,y) possui
Gproa(C) > 7. Pela Observacdo o modulo do determinante da matriz gera-
dora de A@Q( /= é sempre 0 mesmo e assim, este parametro serd invariante no cal-
culo do gprea(C), e portanto podemos desconsidera-lo em nossa andlise. Portanto,
devemos mostrar que |y||f1 — B2]* > 4. Para isso, vamos provar que para todo

2>+ pr+q€ Z[I_Tﬁ][x], com [p| < /2 tal que
p* — dq| < [2i]> =4,
é redutivel sobre Q(v/—7). Como [p| = |a + b(HTﬁH < /2, segue que
(a,b) € {(0,0), (£1,0)}.
Suponhamos que exista ¢ = o + B(HT‘E) tal que |p* —4q| < 4. Se p =0 entao g = 0.
Logo, 22 + px + q = 2% que é redutivel sobre Q(v/=7) . Se p = £1, entdo p?> = 1, o que
implica que ¢ = 0 ou 1. Se ¢ = 0, entdo 2> + px + ¢ = 22 + pr que é redutivel sobre

Q(v=T7), e se ¢ =1, entao
—1++/-3

2
1+£+v—-3
5
Assim, Q(v/—T7,r0) = Q(V-7,11). Assim, em ambos os casos, para que

gprod<C(Q( V _7)a rjvr_j7 ’7)) COHlj = 07 17 Seja menor que 7 = gp?"od(X(Q( \% _7)7 ia _Z.a Z))a
o valor absoluto de v tem que ser menor que %, isto é, || < %. Se |v| < % entdao v = +1.

Como Ny(y=7.5 /(v (1) = 1 & Ny /0rvn (P — 1)(H=2) — BT — -1,

segue que ndo existe um QSTBC C sobre Q(v/—7) com ¢,.04(C) < 7. m

p=1,q¢=1= 22+ pr+ q tem como raiz ry =

p=—1,¢=1= 22+ pr + ¢ tem como raiz r; =
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Proposicao 5.4.5. O numero inteiro —1 nao é norma algébrica da extensao

Q(v/—11,+/=3) sobre Q(/—11).

Demonstra¢ao. Como —11 € Z e —11 = 1 (mod 3), o resultado segue do Corolario

424 O

Teorema 5.4.6. O codigo C(Q(v/—11), %‘73, %‘73, —1) ¢ um QSTBC 6timo dentre
os QSTBC sobre Q(v/—11) com determinante minimo 1.

Demonstracao. Pela Proposicao[5.4.5] segue que —1 nao é norma algébrica da extensao

Q(v—11,3)  sobre  Q(v/—11) e do Lema [5.3.5, segue que

C(Q(v—11), HF - ‘Qﬁ —1) ¢ um QSTBC com determinante minimo 1. Se M &

uma matriz geradora de Aoy, €ntao gproaC(Q(v—11), %‘73, %?3, —1)) é dado

por
2
1 \/ -3 1—+v-3 33
- | - det(M)[? = .
2 4
Assim, como no Teorema |5.3.12} para mostrarmos que C(Q(v/—11), %‘73, %‘73, —-1)

¢ um QSTBC 6timo, devemos mostrar que todo C = C(Q(v/—11), 1, B2,7) possui
Gprod(C) > %. Pela Observacao o modulo do determinante da matriz geradora
de A@Q< P é sempre o mesmo e assim, este parametro serd invariante no calculo do
Gproa(C), € portanto podemos desconsidera-lo em nossa andlise. Portanto, devemos
mostrar que |y||8; — B2|> > 3. Para isso, vamos provar que todo x? + px + q €

/e ﬁ][ ], com |p| < /3 tal que
p* —4q| < [V=3> =3,
é redutivel sobre Q(y/—11). Como |p| = |a + b(@)] < /3, segue que
(a,b) € {(0,0),(£1,0)}.
Suponhamos que exista ¢ = a + 5# tal que |p? — 4¢| < 3. De modo analogo ao

Teorema [5.3.12 concluimos que em todos os casos o polinémio 22 4 px + g é redutivel
sobre Q(v/—11), e isto completa a prova. O

Observacao 5.4.7. Seja F é uma extensao quadratica imaginaria de Q, isto é, F =
Q(v/d), com d < 0 inteiro livre de quadrados. O polinémio minimal de Q(v/d) é da
forma

2% —d, sed =2 (mod 4) ou d=3 (mod 4)

? —z+ 152, sed=1 (mod 4)

Seja M, a matriz geradora de Ap. Analisando |det(M,)|, temos os seguintes casos,
onde assumimos que d < 0 e o, 03 0s sio os dois mergulhos de Q(v/d) em C que fixam
Q, onde oy = id:

Re(oq(1

Re (o1 (2

) Im(o1(1

) (o

)

)

e se d =1 (mod 4), entao |det(My)|* =

2
vd| |d
2 | 4]

2

—_
v e

N =



84 Cédigos de Bloco Espaco-Temporais via Corpos Quadraticos Imaginarios

ese d = 2 (mod 4) ou d = 3 (mod 4) entdao |det(My)|? =
[0

Re(al(l)) Im(o1(1))
Re(or(vVd) Im(or(v/d)) - V[ -

Pelo Lema [5.3.5] segue que se F/Q é uma extensao quadratica imaginéria, entao
pmin (X (F, a1, aa,7)) = 1. Assim, queremos encontrar o melhor QSTBC dentre todos
os corpos quadraticos imaginarios.

Teorema 5.4.8. O codigo C(Q((3), s ”2p2_4q, i ”2p2_4q, () ¢ um QSTBC 6timo den-
tre os QSTBC sobre Q(v/d), com d < 0 um inteiro livre de quadrados, onde p = —1—(;

eq:\/gi.

Demonstracio. Suponhamos que exista um QSTBC C(Q(vd), oy, az,7), com d < 0
inteiro livre de quadrados, tal que

’d€t<M)|2|Q1 - a2‘2h/’ = gprod(c((@<\/a)a aq, Qg ’7)) <
gprod(c((@(<3)a i 2p _4‘1’ e 2p _4q; <12)) ~ 37447
onde M & uma matriz geradora de Ap,. Assim,

|det(M)|?|a; — as]?|y| < 3, 44.

Analisamos |det(M)|?:

e sed < 0,d=1 (mod 4), entio |det(M)]> = 4 e d € {~3,-7,-11,-15,...}.
Logo d € {—3,—7,—11} sao os tnicos d que satisfazem |det(M)|* < 3, 44.

e sed<0,d=2(mod4)oud=3 (mod4) entao |det(M)]* = |d| e d € {-1,-2,
—5,—6,---}. Logo, d € {—1,—2} sdo os tnicos d que satisfazem |det(M )|2
3,44.

Assim, precisamos analisar os casos onde d € {—1,—2,—3,—7, —11}. Mas, para estes
casos ja conhecemos os melhores codigos. Denotando por g, ., o) © Iprod do melhor

QSTBC sobre o corpo base (@(\/c_l), segue que

Jstimo Q(v—11) = % > Gotimo a(v=7) = 1 > stimo o(v=2) = 0 > Jstimo a(v=T) = 3v2 >
stimo 0(v=3) = SV21 =~ 3,44,

o que conclui o resultado. O

Neste capitulo apresentamos o calculo da probabilidade de erro em um sistema
MIMO, e a partir dessa probabilidade de erro, definimos alguns parametros para cons-
truir STBC. Apresentamos os melhores QSTBC sobre Q(v/d), com d = —1, -2, =3, =7
e —11, segundo o critério produto, e provamos que o melhor QSTBC sobre Q(v/—3) &
também, o melhor QSTBC dentre todos os QSTBC baseados em extensoes quadraticas
imaginarias dos racionais. Para o desenvolvimento deste capitulo utilizamos todas as
ferramentas abordadas neste trabalho.



Conclusao Final

Este trabalho foi dedicado a construcao de c6digos de bloco espaco-temporais qua-
dréaticos baseados em extensoes quadraticas imaginarias dos racionais. Para isso, ini-
cialmente fizemos um estudo sobre alguns topicos de teoria dos nimeros algébricos e
algebras dos quatérnios. O conceito de norma serviu de base para a construcao dos
cddigos do Capitulo O fato de nossos codigos serem associados a uma algebra de
divisdo dos quatérnios, garante a linearidade dos codigos e satisfazem det(X) # 0,
para todo X € C. Com isso, segue que os codigos possuem diversidade méxima e
consequentemente, maior confiabilidade na transmissao do sinal.

Em seguida, apresentamos um estudo sobre reticulados e densidade de empacota-
mento. Ao estudar a densidade de empacotamento um dos principais problemas é a
obtencao de reticulados com maior densidade de empacotamento. Reticulados com
boa densidade de empacotamento podem ser construidos via algebras dos quatérnios e
existem na literatura varias construcoes de reticulados com boa densidade de empaco-
tamento via ferramentas algébricas.

Dando continuidade ao trabalho, estudamos o Lema de Hensel, que possibilitou
mostrar que certos elementos do anel de inteiros algébricos de Q(v/d) ndo é uma norma
algébrica de certas extensoes dos racionais.

Por fim, apresentamos uma estrutura de codigos de bloco espago-temporais
C(F, aq, ag,y) baseado no artigo [24], que possui diversidade maxima e determinante
minimo igual a 1, quando definido sobre uma extensao quadratica imaginaria dos ra-
cionais. Um dos critérios utilizados para avaliar esses codigos, proposto em [23]; é o
modulo do determinante da matriz geradora do codigo quando visto como um reticu-
lado real. Quanto menor o médulo do determinante da matriz geradora, maior serd o
ganho de codificacao e maior serd a densidade de centro do cédigo, isto significa que
podemos empacotar mais palavras codigos dentro de um mesmo espaco e com isso as
chances de decodificarmos corretamente serao maiores.

Para construir um codigo de bloco espago-temporal quadratico sobre um corpo de
ntimeros [F, precisamos tomar elementos oy, as, e 7 de modo que a; e as sejam raizes
de um polinémio 2% + pz + ¢ € Ox[z] irredutivel em F, e v € O, com 7 nao sendo
norma algébrica de F(«aq) sobre F. Para provar que - nao ¢ norma algébrica de F(ay)
sobre F usamos duas ferramentas: a caracterizagao dos elementos de (1 + i)Z[i] e de

v —37Z [%‘7‘3], e os corolarios do Lema de Hensel, que estuda a norma mergulhada

em Q,(a1). Apresentamos os melhores codigos baseados nos corpos bases Q(+/d), com
d = —1,-2,-3,—7 e —11, e a partir do monomorfismo candnico, provamos que o

— A/p2— —p—a /D2 _
codigo C(Q((3), lax - a p 2p 4q,C6), comp = —1—2C(s e ¢ = 3i, ¢ 0 melhor
codigo dentre todos os codigos de bloco espago-temporais quadraticos baseados em
extensoes quadraticas imaginarias dos racionais.
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Os codigos de bloco espaco-temporais estao sendo estudados para transmitir infor-
macoes utilizando antenas. Quando |y| # 1 ha um desbalanceamento de energia entre
as antenas, no entanto, pela Referéncia |21], a transformagao

( a+bJ/B \/i(c+d\/ﬁ))H( a+by/B c+d\/3>
Vile—=dvB)  a—b/B Ye—dvB) a—b/B )’

ajusta o desbalanceamento de energia entre as antenas.

Neste contexto, ainda existem muitas questoes em aberto, como por exemplo, mudar
o grau da extensao de I sobre os racionais, mudar o grau do polindémio irredutivel,
estudar outros critérios para avaliar a eficiéncia de um codigo, construir reticulados via
as algebras associadas aos cédigos apresentados.

Os STBC’s vem sendo amplamente explorados, com isso o uso de ferramentas algé-
bricas torna-se cada vez mais necessario para resolver problemas de transmissao sem

fio.
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