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Resumo

Estudamos a evolução temporal de parâmetros de ordem conservados e não

conservados empregando o formalismo das equações cinéticas semi-fenomenológicas

de Ginzburg-Landau-Langevin da teoria clássica das transições de fase dinâmicas.

Apresentamos uma aplicação do formalismo ao problema do desconfinamento de

quarks e glúons na QCD, em que o parâmetro de ordem conservado é a densidade

bariônica e o parâmetro de ordem não conservado é o loop de Polyakov. As equações

cinéticas são resolvidas numericamente empregando um esquema semi-impĺıcito no

tempo e um método de diferenças finitas com transformada de Fourier rápida para as

coordenadas espaciais. Resultados de simulações numéricas são apresentados para

valores médios dos parâmetros de ordem e para as funções de estrutura.

Palavras Chaves: Fenômenos Cŕıticos; Transições de Fase Dinâmicas; Cromo-

dinâmica Quântica; Desconfinamento de Quarks e Glúons; Simulações Numéricas

Áreas do conhecimento: F́ısica das Part́ıculas Elementares e Campos; Simulações

Numéricas
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Abstract

We study the time evolution of conserved and nonconserved order parameters

employing the formalism of the semiphenomenological Ginzburg-Landau-Langevin

kinetic equations of the classical theory of dynamical phase transitions. We present

an application of the formalism to the deconfinement problem of quarks and gluons

in QCD, where the conserved order parameter is the baryon density and the non-

conserved order parameter is the Polyakov loop. The kinetic equations are solved

numerically employing a semi-implicit scheme for the time variable and a finite-

difference method with fast Fourier transform for the space coordinates. Results of

the numerical simulations are presented for the average values and structure func-

tions of the order parameters.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A cromodinâmica quântica (QCD) [1] é a teoria fundamental das interações fortes,

e faz parte do Modelo Padrão das Part́ıculas Elementares e Interações. Esta é uma

teoria de gauge local não abeliana SU(3) na qual os graus de liberdade básicos

são quarks de spin 1/2 e glúons de spin 1. Os quarks aparecem na representação

3-dimensional (fundamental) do grupo de gauge com cargas (ou cores) vermelho,

verde e azul, e os glúons na representação 8-dimensional (adjunta) do grupo de

gauge. Como uma teoria fundamental, a QCD deve ser capaz de descrever todos

os aspectos da estrutura e das interações hadrônicas. Particularmente, espera-se

que a partir da QCD seja posśıvel descrever as propriedades da matéria hadrônica

em condições extremas de temperatura e densidade. Este tipo de matéria estava

presente nos primeiros instantes do universo, e atualmente é encontrada no interior

de objetos estelares superdensos, e pode ser reproduzida em laboratório através de

experimentos com colisões de ı́ons pesados a altas energias. De particular interesse

atual, tanto sob o ponto de vista do entendimento dos próprios sistemas f́ısicos em

estudo, como também para um melhor entendimento da QCD, são as mudanças

de fase que podem ocorrer num sistema sob condições extremas de temperatura e

densidade.

Para o estudo de sistemas hadrônicos a temperaturas muito maiores que a escala

t́ıpica da QCD, ΛQCD ∼ 200 MeV, é posśıvel empregar os tradicionais e sistemáticos

métodos da teoria de perturbação da teoria quântica de campos, baseados numa

expansão na constante de acoplamento. Já para o estudo da estrutura e interações

hadrônicas a baixas energias, como também de transições de fase, não podemos

utilizar esses métodos perturbativos. Sistemas em que a densidade bariônica ρB é

muito maior que a densidade normal da matéria estavél no universo, ρ0 = 0.17 fm−3,

também podem ser tratados com métodos perturbativos, no entanto, os sistemas com

ρB ' ρ0 não são tratáveis com esses métodos. O que permite empregar a teoria de

perturbação a altas temperaturas e densidades é a propriedade de liberdade assin-
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tótica da QCD, a qual prediz que a interação entre quarks e glúons diminui a altas

energias ou a curtas distâncias [2], situações essas presentes em sistemas hadrônicos

a altas energias de excitação.

A única maneira conhecida para lidar com fenômenos não perturbativos da QCD

a partir de primeiros prinćıpios, de maneira sistemática e controlável, é o método

da QCD na rede [3]. A formulação tradicional da QCD na rede é desenvolvida em

termos de um formalismo Lagrangiano, através de integrais funcionais continuadas

analiticamente para o espaço-tempo Euclidiano. A continuação anaĺıtica para o

espaço Euclidiano torna a função geratriz da teoria quântica de campos uma quan-

tidade análoga à função de partição da Mecânica Estat́ıstica clássica, com uma

ação positivo-definida. As integrais funcionais são então discretizadas numa rede

de espaço-tempo Euclidiana, tornando a QCD uma teoria com um número finito

de graus de liberdade. Com isso, obtém-se uma teoria com um número finito de

graus de liberdade, similar em muitos aspectos a um problema de spins clássicos,

para a qual pode-se empregar os métodos tradicionais de Monte Carlo da Mecânica

Estat́ıtica [4].

Em certos limites não f́ısicos a QCD apresenta transições de fase bem estabele-

cidas [5]. No limite em que a massa dos quarks é infinitamente grande, a transição

de desconfinamento pode ser descrita como sendo uma transição de fase com um

parâmetro de ordem bem definido. Já para o limite de massas nulas, a transição

quiral também pode ser caracterizada por um parâmtero de ordem. Para valores

f́ısicos das massas dos quarks, da ordem de 10 MeV para os quarks u e d e 150 MeV

para o quark s, as simulações de QCD na rede sugerem que nem a transição de

desconfinamento nem a quiral ocorrem no sentido de apresentarem singularidades

termodinâmicas – a Ref. [6] apresenta uma revisão relativamente recente sobre o

assunto. O estudo das transições de fase a temperatura finita na QCD através de

simulações de QCD na rede tem se limitado, na grande maioria dos casos, às pro-

priedades de equiĺıbrio do sistema. Entretanto, em sistemas reais como nas colisões

de ı́ons pesados, estas transições são na verdade governadas por uma dinâmica, ou

seja, posśıveis estados de equiĺıbrio são alcançados ao longo de uma evolução tem-

poral através de processos fora do equiĺıbrio. Agora, mesmo que uma transição de

fase propriamente dita não possa ser caracterizada, no sentido de que um estado

de equiĺıbrio nunca seja alcançado, permanece a questão se podemos esperar conse-

qüências observacionais remanescentes de uma conversão de fase devido a efeitos

fora do equiĺıbrio. Os efeitos dinâmicos provavelmente não são importantes no uni-

verso primitivo, já que o processo de resfriamento, determinado pela constante de

Hubble, é muito lento em comparação à escala de tempo t́ıpica das interações fortes,

10−23 segundos. No entanto, em experimentos com colisões de ı́ons pesados rela-
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tiv́ısticos ocorre um rápido aquecimento do sistema, onde os hádrons dos núcleos

perdem sua individualidade com a ocorrência de uma posśıvel conversão para uma

fase de quarks e glúons desconfinados, seguindo-se então de um resfriamento do

sistema. Essa conversão de fase provavelmente se dá através de processos fora do

equiĺıbrio, e assim, podemos esperar alguma influência desses processos nas obser-

vações experimentais.

Uma alternativa [7, 8] às simulações de QCD na rede é uma descrição através

de equações semi-fenomenológicas do tipo Ginzburg-Landau-Langevin, amplamente

empregadas em problemas da F́ısica da Matéria Condensada [9]. O uso de modelos

baseados nessas equações semi-fenomenológicas se apoia na impossibilidade prática

de se obter uma descrição microscópica detalhada do processo da conversão de fases

numa colisão de ı́ons pesados através do emprego dos graus de liberdade de quarks

e glúons ao ńıvel da Lagrangiana da QCD. Assim, o foco passa a ser um conjunto

pequeno de variáveis semi-macroscópicas, denominados parâmetros de ordem, que,

em prinćıpio, podem ser obtidos a partir de técnicas de coarse-graining, em que graus

de liberdade microscópicos da teoria fundamental são integrados em favor dessas

variáveis cuja dinâmica é “lenta” em comparação aos graus de liberdade micros-

cópicos remanescentes. As equações de movimento para os parâmetros de ordem

são descritas por modelos estocásticos em que os efeitos das variáveis microscópicas

remanescentes são efetivamente levados em conta através de forças randômicas. Em

geral, um parâmetro de ordem pode ser conservado ou não conservado durante a

sua evolução no tempo. Tradicionalmente, em problemas da F́ısica da Matéria Con-

densada [9], a evolução temporal de um parâmetro de ordem conservado é descrita

pela equação de Cahn-Hilliard, enquanto que para um parâmetro de ordem não

conservado a equação dinâmica é a de Ginzburg-Landau.

A presente dissertação tem como objetivo estudar o problema da evolução tem-

poral de parâmetros de ordem conservados e não conservados associados à transição

de desconfinamento na QCD. O parâmetro de ordem para o caso da equação de

Ginzburg-Landau estará associado ao traço do loop de Polyakov, enquanto que para

a equação de Cahn-Hilliard este estará associado a densidade bariônica. Um proble-

ma interessante neste contexto é a descrição da dinâmica quando há acoplamento

entre esses parâmetros de ordem [10]. Particular interessante na QCD é a influência

de uma carga estritamente conservada, como a carga bariônica (integral da densi-

dade bariônica) na dinâmica do parâmetro não conservado, de maneira similar ao

acoplamento da densidade barônica com o parâmetro de ordem associado à transição

quiral [11].

O acoplamento dos parâmetros de ordem relacionados ao loop de Polyakov e a

densidade bariônica é de particular interesse no contexto dos esforços experimen-
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tais que visam detetar sinais sobre a transição de fase da QCD. Tanto argumen-

tos teóricos como simulações de QCD na rede sugerem a existência de um ponto

cŕıtico no diagrama de fases da QCD. A uma temperatura e densidade apropriadas,

a matéria pode formar uma fase mista em que gotas de plasma (matéria descon-

finada) se encontram em equiĺırio com um flúıdo hadrônico (matéria confinada).

Numa eventual possibilidade de que uma fase mista dessa natureza seja formada

em colisões de ı́ons pesados a altas energias, essa fase deve produzir flutuações em

observáveis. Através do estudo dessas flutuações como função de parâmetros de

controle, como a energia de colisão, é posśıvel obter informações sobre o diagrama

de fases da QCD [12, 13]. Em particular, à medida que o sistema se hadroniza a

fase mista pode produzir flutuações extraordinárias de número bariônico [14, 15, 16].

Flutuações de quantidades conservadas, como da carga elétrica, número bariônico

e estranheza totais são observáveis ideais devido ao fato de que leis de conservação

limitam a dissipação que essas cargas sofrem no processo de hadronização.

Nesse ponto é importante chamar à atenção o escopo limitado do presente estudo.

Apesar de mencionarmos em vários momentos nessa dissertação que o nosso estudo

aqui seja possivelmente útil para o entendimento da transição de descofinamento no

contexto das colisões de ı́ons pesados, notamos que a situação experimental é muito

mais complexa do que os modelos empregados aqui sugerem. Inicialmente, notamos

que uma eventual mudança de fase deve ocorrer numa colisão dessas sobre uma região

finita do espaço. Também, para colisões centrais, a mudança de fases provavelmente

ocorre na região central desse volume finito, região onde as mais altas densidades de

energia são depositadas na colisão. Ainda mais, numa situação realista, o sistema

se expande e há escoamento da matéria, isto é, equações hidrodinâmicas, além das

equações de Ginzburg-Landau, devem ser consideradas. Em uma situação realista

como a descrita, muito provavelmente outros métodos numéricos, que não empregam

condições de contorno periódicas e transformadas de Fourier, devem ser considera-

dos. Recentemente, em um estudo exploratório, empregamos [17] o método dos

elementos finitos [18] para a equação de Ginzburg-Landau para descrever uma con-

versão de fase num volume finito. Na presente dissertação não vamos considerar

esse método, nem vamos investigar transições de fase em volumes finitos. Por outro

lado, mesmo em vista dessas limitações, o presente estudo serve os propósitos de

obter um melhor entendimento da dinâmica do acoplamento de parâmetros de or-

dem conservado e não conservado no contexto da transição de desconfinamento da

QCD.

Essa dissertação está organizada da seguinte forma. No Caṕıtulo 2 apresentamos

uma breve revisão sobre fenômenos cŕıticos, dando ênfase aos aspectos dinâmicos

desses fenômenos. Discutimos alguns dos modelos dinâmicos fenômenológicos per-
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tencentes ao esquema de classificação de Hohenberg e Halperin. Discutimos também

os processos de nucleação e decomposição espinodal. A seguir, no Caṕıtulo 3, apre-

sentamos uma breve revisão sobre a transição de desconfinamento na QCD, sua

relação com o plasma de quarks e glúons, e sua posśıvel produção em experimentos

com colisões de ı́ons pesados a altas energias. Também apresentamos uma discussão

sobre os parâmetros de ordem que podem ser empregados no estudo da transição

de fase de desconfinamento na QCD, e apresentamos os modelos que serão em-

pregados nessa dissertação para discutir a transição de desconfinamento na QCD.

No Caṕıtulo 4 apresentamos uma discussão sobre os métodos numéricos emprega-

dos para resolver as equações de Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard acopladas, e

apresentamos os resultados das simulações efetuadas. Finalmente, no Caṕıtulo 5,

apresentamos as Conclusões e Perspectivas Futuras. A dissertação conta também

com dois Apêndices. No apêndice A, discutiremos uma técnica de coarse-graining

usualmente empregada na construção de modelos fenomenológicos para o estudo de

transições de fase. No Apêndice B apresentamos um método para incluir efeitos de

memória nas equações de Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard.



Caṕıtulo 2

Fenômenos Cŕıticos, Nucleação e Decomposição

Espinodal

Neste caṕıtulo vamos apresentar uma breve revisão sobre fenômenos cŕıticos, dando

ênfase aos aspectos dinâmicos desses fenômenos. Vamos discutir alguns dos modelos

dinâmicos fenômenológicos pertencentes ao esquema de classificação de Hohenberg

e Halperin [10]. Vamos discutir os processos de nucleação e decomposição espinodal,

importantes no estudo do processo de restabelecimento do equiĺıbrio termodinâmico

de um sistema após a variação muito rápida de uma variável termodinâmica externa

ao sistema, como a temperatura – quando há um decréssimo acentuado e muito

rápido da temperatura do sistema, diz-se que houve um quench de temperatura.

Vamos também apresentar uma breve revisão sobre os processos de espalhamento de

raios-X e de nêutrons, a partir dos quais é posśıvel extrair informações experimentais

sobre a dinâmica de uma transição de fase em sistemas de matéria condensada. Uma

das quantidades que podem ser medidas experimentalmente através desses processos

é a função de estrutura, que é a transformada de Fourier da função de correlação.

Nestas discussões tomamos como referências principais as Refs. [9, 10].

2.1 Fenômenos cŕıticos

Vamos iniciar a discussão considerando o diagrama de fases (muito simplificado)

da água no plano pressão-temperatura (P -T ), Figura 2.1. Nesse diagrama temos

as três fases mais conhecidas da água separadas por linhas conhecidas como linhas

de coexistência de fases. As linhas de coexistência indicam os valores de pressão e

temperatura para o qual as fases coexistem. Note que, em um único ponto, ocorre

o cruzamento entre essas linhas. Esse cruzamento determina o ponto triplo, ou seja,

o único ponto onde as três fases do sistema coexistem. A linha de coexistência en-

tre as fases ĺıquida e gasosa apresenta um final bem determinado, a partir do qual,

não se pode mais distinguir entre as duas fases. Esse ponto final é conhecido como

6
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Figura 2.1: Diagrama de fases da água.

ponto cŕıtico. Nas proximidades de um ponto cŕıtico, as propriedades dinâmicas e

estáticas de um sistema apresentam uma série de anomalias, que são o foco de es-

tudo dos fenômenos cŕıticos. Podemos classificar os fenômenos cŕıticos em estáticos

e dinâmicos. Os fenômenos estáticos estão relacionados às propriedades de equiĺıbrio

do sistema. Portanto, seu estudo se baseia nas conseqüências sobre a distribuição

de probabilidade de equiĺıbrio térmico e das configurações que caracterizam o es-

tado do sistema. Desta maneira, ao estudarmos fenômenos cŕıticos estáticos nos

deparamos com um problema estat́ıstico, ou seja, devemos contar as configurações

do sistema. Já para os fenômenos dinâmicos, estamos interessados em processos de-

pendentes do tempo e necessitamos conhecer a evolução temporal das configurações

do sistema. Para isso, precisamos saber como as quantidades f́ısicas mudam na

presença de perturbações externas dependentes do tempo e como a distribuição de

equiĺıbrio é alcançada. Assim, ao estudarmos fenômenos cŕıticos dinâmicos, estamos

principalmente interessados nas variações temporais das flutuações do parâmetro de

ordem em grandes escalas, distâncias maiores que o comprimento de correlação do

material, e de outras quantidades f́ısicas que possuem uma dinâmica “lenta”.

Para entender melhor essa dinâmica “lenta”, vamos considerar um sistema de

spins a uma temperatura muito alta T À Tc e magnetização nula. Nessas condições

o sistema se encontra na fase desordenada, na qual os spins estão desalinhados.

Imaginemos agora que, repentinamente, a temperatura do sistema seja baixada para
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T ¿ Tc. Através desse processo de resfriamento rápido, conhecido como quench

de temperatura, a dinâmica do sistema descreverá um processo de reordenamento

do estado inicial, ou seja, os spins iniciam um processo de alinhamento buscando

minimizar a energia do sistema. Esse processo de reordenamento é conhecido como

dinâmica de ordenamento. A dinâmica de ordenamento desse sistema de spins se

dá através da formação e do crescimento de domı́nios, regiões de spins alinhados

com magnetização não nula. Como o estado inicial do sistema é desordenado, os

domı́nios se encontram imersos num mar de magnetização nula. A presença deste

mar faz com que a dinâmica de crescimento dos domı́nios seja lenta, resultando

numa dinâmica lenta para a magnetização.

A dinâmica de um sistema macroscópico é conseqüência de sua dinâmica micros-

cópica. No entanto, somente em situações muito raras é posśıvel obter uma equação

de movimento para o parâmetro de ordem a partir de um modelo envolvendo os graus

de liberdade microscópicos. Em geral, é necessário empregar equações de movimento

estocásticas contendo termos de dissipação e flutuação. Essas equações estocásticas

têm origem puramente fenomenológica, mas em alguns casos (raros) elas podem ser

obtidas a partir da dinâmica microscópica utilizando técnicas de coarse-graining -

no Apêndice A será feita uma discussão dessa técnica para o caso de um parâmetro

de ordem escalar.

Para entendermos melhor a origem de uma dinâmica estocástica para o parâ-

metro de ordem, vamos considerar um sistema formado por muitas part́ıculas no

contexto das equações da mecânica clássica formuladas em termos de parênteses de

Poisson. Consideremos inicialmente, para motivar a forma das equações de movi-

mento, uma part́ıcula de massa m sujeita a um potencial V (x). O Hamiltoniano

clássico desse sistema será dado por

H =
p2

2m
+ V (x). (2.1)

Definindo a notação, q1 = x e q2 = p, podemos reescrever este Hamiltoniano e obter

as seguintes velocidades

v1 =
dq1

dt
=

∂H
∂q2

=
q2

m

v2 =
dq2

dt
= −∂H

∂q1

= −V ′(q1). (2.2)

Podemos compactar essas equações de velocidades da seguinte forma

dqµ

dt
=

∑
ν

Wµν
∂H
∂qν

, (2.3)
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onde µ e ν podem assumir os valores 1 e 2. Os Wµν são os parênteses de Poisson

das coordenadas qµ dados por W12 = −W21 = 1 e W11 = W22 = 0. Lembremos que

os parênteses de Poisson de duas quantidades quaisquer são definidos como

{f, g} =
∂f

∂q1

∂g

∂q2

− ∂f

∂q2

∂g

∂q1

. (2.4)

Generalizando, vamos considerar agora um sistema f́ısico com muitos graus de liber-

dade cujo estado em qualquer instante de tempo é descrito por um conjunto completo

de variáveis clássicas Q̃µ. A evolução temporal de cada uma destas variáveis é dada

através da seguinte equação determińıstica

dQ̃µ

dt
= Φµ

[
Q̃, h̃

]
. (2.5)

Nessa equação Φµ é uma função do conjunto de variáveis Q̃ ≡ {Q̃µ} no tempo t, e

eventualmente, pode depender do conjunto de campos externos aplicados ao sistema

h̃ ≡ {h̃µ}. Se considerarmos que o Hamiltoniano do sistema é da forma

H[Q̃, h̃] = H0[Q̃]−∑
µ

h̃µQ̃µ (2.6)

e a Eq. (2.3) para as velocidades, temos que

Φµ =
∑
ν

Wµν
∂H
∂Q̃ν

. (2.7)

Quando o estudo de um sistema com muitos graus de liberdade torna-se complicado

demais, é conveniente nos restringirmos a um subconjunto de variáveis Q ≡ {Qµ} do

conjunto completo Q̃, e tomar médias sobre as variáveis restantes. Desta maneira,

as variáveis Q̃ são “microscópicas” e as variáveis Q “macroscópicas”. Tirando uma

média sobre as Eqs. (2.5) obtemos equações estocásticas, pois o valor de uma coor-

denada Qµ(t) para t > 0 não fica completamente determinado pelos valores de Q no

instante inicial t = 0. Assim, precisamos conhecer, em todos os instantes de tempo, a

probabilidade relativa de que uma particular evolução Q(t) ocorra. Podemos então,

por exemplo, definir valores esperados 〈Q(t)〉, funções de correlação 〈Q(t)Q(t′)〉 para

todos os instantes de tempo, e tomar médias sobre todas as posśıveis evoluções tem-

porais se levarmos em conta suas respectivas probabilidades de ocorrência. Geral-

mente quando tratamos de fenômenos cŕıticos dinâmicos, as variáveis Q de interesse

são os parâmetros de ordem. Nos casos onde as funções de correlação 〈Q(t)Q(t′)〉,
e a distribuição de probabilidades P [Q, t] são derivadas de um Hamiltoniano, uma

série de propriedades importantes pode ser provada de maneira bastante geral [19].

Entretanto, ao consideramos modelos estocásticos essas propriedades não podem ser
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derivadas. Uma solução para esse problema é fazer com que as funções de correlação

e a distribuição de probabilidades desses modelos satisfaçam essas propriedades. As

condições mais importantes para isso são (vamos seguir aqui a discussão do artigo

clássico de Hohemberg e Halperin [10]):

• Equiĺıbrio térmico – Para campos externos hµ independentes do tempo, a

distribuição de probabilidade de equiĺıbrio também é independente do tempo

e possui a forma de uma distribuição de Boltzmann

P [Q] = Peq[Q] =
1

Z
exp

[
−β

(
F [Q]−∑

i

µiQ̄i

)]
, (2.8)

onde β = 1/kBT , e

exp (−βF [Q]) = Tr exp
(
−βH[Q̃]

) ∣∣∣∣
Q
, (2.9)

Z = Tr exp

[
−β

(
F [Q]−∑

i

µiQ̄i

)]
. (2.10)

O traço na equação (2.9) é tomado sobre as variáveis microscópicas Q̃, tomando

o cuidado de manter fixas as variáveis macroscópicas Q. Nas equações acima as

quantidades Q̄i são eventuais constantes de movimento do sistema, que formam

um subconjunto das variáveis {Qµ}. As constantes µi são multiplicadores de

Lagrange conjugados às variáveis Q̄i e F [Q] é a energia livre de Helmholtz.

• Relaxação ao equiĺıbrio – Quando os campos externos {hµ} se tornam indepen-

dentes do tempo após um determinado tempo t0, a distribuição de proba-

bilidade P [Q, t] deve relaxar, para tempos longos, para uma distribuição de

equiĺıbrio Peq[Q], determinada pelos valores das constantes de movimento no

tempo t0;

• Causalidade – Na presença de um campo externo dependente do tempo h(t′), o

valor esperado de uma quantidade f́ısica macroscópica 〈Qµ(t)〉 depende somen-

te dos valores do campo externo h(t′) quando t > t′;

• Teorema da flutuação e dissipação – Esse teorema apresenta uma relação entre

a função de correlação de equiĺıbrio e a função de resposta linear, que deve

ser válido em todos os sistemas definidos por um Hamiltoniano. Nos modelos

estocásticos exigimos que os parâmetros relacionados à dissipação e às flutua-

ções que aparecem nas equações de movimento sejam tais que esta relação

seja satisfeita no equiĺıbrio. Vamos desenvolver esse teorema para um sis-

tema descrito por variáveis de campo. Suponhamos que as variáveis Qµ(t)
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sejam densidades no espaço de campos e que as correspondentes densidades

das variáveis conjugadas hµ(t) sejam fontes. Então, se denotarmos os campos

por φ(x, t) e as fontes por J(x, t) podemos definir as seguintes transformadas

de Fourier

 φ̃(k, ω)

J̃(k, ω)


 =

∫
ddx

∫ ∞

−∞
dt exp[−i(k · x− ωt)]


 φ(x, t)

J(x, t)


 . (2.11)

Assim, se considerarmos uma fonte J ifinitesimal, podemos definir a função de

resposta linear χφ(k, ω) da seguinte maneira

〈φ̃(k, ω)〉J = χφ(k, ω)J̃(k, ω), (2.12)

onde se supõe que o sistema está em equiĺıbrio quando t = −∞, e que o

valor médio é determinado a partir da distribuição de probabilidade P [φ, t] na

presença da fonte J(x, t). Podemos também definir a função de correlação

Cφ(x, t) = 〈φ(x, t)φ(0, 0)〉J=0 − 〈φ(x, t)〉J=0〈φ(0, 0)〉J=0. (2.13)

A função de correlação a tempos iguais C̃φ(k) é a transformada de Fourier de

Cφ(x, t = 0),

C̃φ(k) =
∫ ∞

−∞
dω

2π
C̃φ(k, ω). (2.14)

A partir dessas definições podemos apresentar o teorema da flutuação e dissipa-

ção, para sistemas clássicos, como

C̃φ(k, ω) =
2kBT

ω
Imχφ(k, ω). (2.15)

Quando um sistema, similar aos discutidos até aqui, é submetido a um quench,

por exemplo de temperatura ou pressão, esse sistema inicialmente em equiĺıbrio,

passa a se encontrar num estado de não equiĺıbrio. O restabelecimento do equiĺıbrio

termodinâmico do sistema se dá através de processos de não equiĺıbrio muito com-

plexos, os mais conhecidos sendo nucleação e decomposição espinodal. A seguir,

vamos apresentar os modelos estocásticos importantes ao nosso estudo e discutir

melhor como funcionam cada um desses processos de restabelecimento do equiĺıbrio.

2.2 Modelos estocásticos

2.2.1 Modelo A: Sistema sem leis de conservação

O modelo A, às vezes chamado de modelo de Glauber ou modelo de Ginzburg-

Landau dependente do tempo, é considerado o mais simples dentre os modelos de



Caṕıtulo 2. Fenômenos Cŕıticos, Nucleação e Decomposição Espinodal 12

dinâmica estocástica. Utilizamos esse modelo na descrição da dinâmica de um campo

escalar φ(x, t) não conservado em presença de um banho térmico de temperatura

constante. Uma aplicação bem sucedida desse modelo se encontra no estudo de uma

rede de spins de Ising acoplados a fônons de alta condutividade térmica em relação

aos spins isolados. Nesse sistema a energia dos spins é rapidamente transferida

para a rede, sendo assim uma quantidade não conservada. Desta maneira, a única

variável “lenta” será o parâmetro de ordem φ(x, t) – que se refere a uma média

sobre um conjunto de spins, e não somente a um único spin num dado śıtio. Assim,

o modelo A descreve a dinâmica “lenta” de uma variável não conservada através da

seguinte equação de movimento

∂φ

∂t
= −Γ

δHT

δφ
+ ζ (x, t)

= −Γ
δH
δφ

+ Γh (x, t) + ζ (x, t) , (2.16)

onde HT é o Hamiltoniano total do sistema, H um Hamiltoniano fenomenológico

e h(x, t) um campo externo conjugado a φ. A função ζ(x, t) é uma fonte de rúıdo

representando as forças aleatórias produzidas pelos graus de liberdade microscópicos

do sistema que não são levados em conta no processo de coarse-graining – i.e. na

definição da variável φ. Na maioria das aplicações f́ısicas essa fonte de rúıdo é

considerada uma variável randômica com as seguintes propriedades [9]

〈ζ (x, t)〉 = 0

〈ζ (x, t) ζ (x′, t′)〉 = 2TΓδ (x− x′) δ (t− t′) , (2.17)

que refletem o teorema da flutuação e dissipação, onde T é a temperatura de

equiĺıbrio.

A equação tradicional de Ginzburg-Landau é dada pela equação de movimento

estocástica (2.16), onde Γ é um parâmtro que caracteriza a velocidade de trans-

formação de fase (coeficiente de Onsager) e o Hamiltoniano H é o de Ginzburg-

Landau

H =
∫

ddx
[
α

2
(∇φ)2 + f(φ)

]
. (2.18)

Nesse Hamiltoniano a função f(φ) representa uma densidade de energia livre. Defi-

nindo a densidade de energia livre como sendo f(φ) = rφ2/2 (um modelo Gaussiano)

e as seguintes transformadas de Fourier




φ(x, t)

h(x, t)

ζ(x, t)


 =

∫ ddk

(2π)d

∫ dω

2π
exp[i(k · x− ωt)]




φ̃(k, ω)

h̃(k, ω)

ζ̃(k, ω)


 , (2.19)
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podemos encontrar a seguinte solução para a equação de Ginzburg-Landau

φ̃(k, ω) = G(k, ω)
[
Γh̃(k, ω) + ζ̃(k, ω)

]
, (2.20)

onde G(k, ω) = [Γ(r + αk2) − iω]−1. A partir dessa solução podemos calcular as

funções de correlação e de resposta considerando φ como um funcional de ζ e em

seguida tomando a média sobre todos os valores de ζ. Essas funções são dadas por

χφ(k, ω) = ΓG(k, ω) =
[
χ−1(k)− i

ω

Γ

]−1

(2.21)

C̃φ(k, ω) =
2T

Γ
|χ(k, ω)|2 =

2T

ω
Imχφ(k, ω), (2.22)

onde χ(k) = (r + ak2)−1 é a função de resposta estática, mais conhecida como

susceptibilidade estática. Note que a relação entre as funções de correlação e de

resposta presentes na equação (2.22) está de acordo com o teorema da flutuação

e dissipação. Claramente, isso se deve às propriedades da fonte de rúıdo ζ(x, t),

descritas nas Eqs. (2.17), as quais foram especificadas de maneira que o teorema

seja satisfeito.

2.2.2 Modelo B: Sistema com leis de conservação

O modelo B, também conhecido como modelo de Cahn-Hilliard, é muito semelhante

ao modelo A mas, ao contrário deste, nesse modelo descrevemos a dinâmica de um

campo conservado. Uma aplicação do modelo B se encontra no estudo do processo

de separação de fases de uma liga binária composta pelas espécies atômicas A e B.

Após sofrer um quench, esse sistema inicia um processo de separação de fases. Este

processo dá origem a duas fases distintas, uma formada pela espécie A e a outra

pela espécie B. Como a espécie A não pode ser transformada na espécie B, a integral

sobre a densidade local das espécies deve ser conservada, representando assim, um

parâmetro de ordem conservado que pode ter sua dinâmica descrita pelo modelo B.

Neste ponto, é importante ressaltar que um parâmetro de ordem conservado é um

parâmetro associado à uma densidade conservada, e portanto, satisfaz a equação da

continuidade.

A equação de movimento que descreve o modelo B pode ser obtida da equação

de movimento do modelo A fazendo a seguinte substituição

Γ → −Λ∇2∗, (2.23)

∗Esta substituição foi escolhida de maneira que a equação de movimento para o modelo B satis-
fizesse uma lei de conservação. Observe, mais adiante, que a equação de movimento do modelo B
pode ser escrita na forma de uma equação de continuidade.
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na equação (2.16), de maneira que

∂φ

∂t
= Λ∇2 δHT

δφ
+ ζ (x, t)

= Λ∇2 δH
δφ

− Λ∇2h (x, t) + ζ (x, t) , (2.24)

onde, novamente, HT é o Hamiltoniano total do sistema, H um Hamiltoniano

fenomenológico e h(x, t) um campo externo conjugado a φ. A função ζ (x, t) repre-

senta uma fonte de rúıdo estocástico com as seguintes propriedades,

〈ζ (x, t)〉 = 0

〈ζ (x, t) ζ (x′, t′)〉 = −2TΛ∇2δ (x− x′) δ (t− t′) . (2.25)

A parte determista da equação de Cahn-Hilliard pode ser colocada na forma de uma

equação da continuidade, i.e. definindo a corrente

J(x, t) = −∇Λ
δHT

δφ
, (2.26)

podemos escrever
∂φ

∂t
+∇ · J(x, t) = 0. (2.27)

A média sobre o rúıdo da Eq. (2.24) também satisfaz uma equação da continuidade,

na forma
∂〈φ〉
∂t

+∇ · 〈J(x, t)〉 = 0. (2.28)

Podemos calcular as funções de correlação e de resposta para esse modelo seguin-

do os mesmos passos utilizados para o modelo A. Considerando o Hamiltoniano de

Ginzburg-Landau da Eq. (2.18), com uma densidade de energia Gaussiana f(φ) =

rφ2/2, e as transformadas de Fourier definidas como na Eq. (2.19), percebemos que

as funções de correlação e de resposta são muito semelhantes entre os modelos, basta

realizarmos a substituição Γ → Λk2 nas equações (2.21) e (2.22). Assim, as funções

de correlação e de resposta para o modelo B são dadas por

χφ(k, ω) =
[
χ−1(k)− i

ω

Λk2

]−1

(2.29)

C̃φ(k, ω) =
2T

Λk2

[
χ(k)−2 − ω2

Λk2

]−1

=
2T

ω
Imχφ(k, ω), (2.30)

onde χ(k) é a susceptibilidade estática. Como para o modelo A, a função de cor-

relação, equação (2.30), satisfaz o teorema da flutuação e dissipação.
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2.2.3 Modelo C: Acoplamento entre parâmetros de ordem conservado e

não conservado

Um parâmeto de ordem não conservado pode estar acoplado a uma densidade con-

servada (possivelmente não cŕıtica), o que caracteriza a classe de universalidade

dinâmica do modelo C na classificação de Hohemberg e Halperin [10]. Um exemplo

pode ser o antiferromagneto anisotrópico, onde a densidade de magnetização é uma

quantidade (não cŕıtica) conservada. Nesses casos, o Hamiltoniano geralmente será

um funcional do campo não conservado φ e da nova densidade conservada m. No

caso da QCD, a densidade bariônica é um exemplo de parâmetro de ordem conser-

vado.

As equações de movimento, garantindo a conservação de m, são

∂φ

∂t
= −Γ

δHT

δφ
+ ζ(x, t),

∂m

∂t
= Λm∇2 δHT

δm
+ ζm(x, t), (2.31)

onde as fontes de rúıdo ζ e ζm apresentam as seguintes propriedades

〈ζ (x, t)〉 = 0, 〈ζm (x, t)〉 = 0, 〈ζ (x, t) ζm (x′, t′)〉 = 0,

〈ζ (x, t) ζ (x′, t′)〉 = 2TΓδ (x− x′) δ (t− t′) ,

〈ζm (x, t) ζm (x′, t′)〉 = −2TΛm∇2δ (x− x′) δ (t− t′) . (2.32)

Em problemas de Matéria Condensada o acoplamento dos campos é da forma φ2 m,

de maneira que o Hamiltoniano total HT é da forma

HT = Hφ +Hm +
∫

ddxK φ2m−
∫

ddx(hφ(x, t)φ + hm(x, t)m). (2.33)

Os campos hφ(x, t) e hm(x, t) são eventuais campos externos aplicados ao sistema.

O cálculo de funções de correlação e a verificação do teorema de flutuação e dis-

sipação prosseguem de maneira simples (para modelos Gaussianos) como nos casos

anteriores.

2.3 Nucleação

Para explicar o processo de nucleação vamos considerar o modelo de Ising ferro-

magnético. Nesse modelo, a magnetização do sistema é um parâmetro de ordem não

conservado, portanto, sua dinâmica pode ser descrita pelo Modelo A. Na Figura 2.2

apresentamos um diagrama de fases no plano campo externo-temperatura (h-T ) para

esse modelo. A linha de h = 0 para valores de temperatura menores que Tc repre-

senta uma linha de coexistência de fases, onde as duas fases de spin-up e spin-down
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Figura 2.2: Representação esquemática da transição repentina, devido uma mudança

no sinal do campo h, do modelo de Ising ferromagnético de um lado da região

meta-estável para o outro. As curvas dentro desse diagrama indicam a forma da

densidade de energia livre f dentro de cada uma das regiões.

coexistem. Nessa linha de coexistência, a densidade de energia livre coarse-grained f

do sistema apresenta dois mińımos equivalentes, indicando que as duas direções da

magnetização são energeticamente iguais. Contudo, se nos aproximarmos da linha

de coexistência tomando o limite h → 0, uma dada direção da magnetização será

favorecida. Nesse diagrama, as linhas pontilhadas são conhecidas como limites de

meta-estabilidade do modelo. Na região interna a essas linhas, definida como região

de meta-estabilidade, a densidade de energia livre possui dois mińımos distintos,

onde o de maior energia corresponde a estados meta-estáveis e o de menor energia

a estados de equiĺıbrio. Nas regiões externas aos limites de meta-estabilidade a den-

sidade de energia livre apresenta um único mińımo global, representando estados

estáveis do sistema.

Vamos considerar agora um sistema dentro da região de meta-estabilidade com

h < 0. Inicialmente o sistema se encontra em equiĺıbrio com parâmetro de ordem φ0.

Se mudamos o sinal do campo h, obtemos uma mudança na curva da densidade de

energia livre, de maneira que teremos um mińımo local em φA e um mińımo global

em φB(> φA). Agora, se essa inversão do campo for suficientemente rápida, o

valor do parâmetro de ordem logo após a mudança manterá seu valor inicial φ0.
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O valor do parâmetro de ordem meta-estável φA é muito próximo do valor de φ0,

mas nunca é precisamente igual a φ0. Assim, como a curva de f(φ) apresenta uma

derivada primeira não nula em φ = φ0, em pouco tempo, o valor do parâmetro de

ordem relaxa para φA seguindo a dinâmica do Modelo A. Se não houver nenhuma

perturbação externa ou flutuação no sistema este permanecerá na fase meta-estável,

caso contrário, após longos peŕıodos de tempo o sistema acaba evoluindo para um

estado de equiĺıbrio onde φ = φB. Por exemplo, se sujeitarmos o sistema a flutuações

térmicas, essas irão favorecer a formação de pequenas regiões com fases de equiĺıbrio

de baixa densidade de energia, se comparadas à energia da fase meta-estável onde

φ = φB. Essas regiões, conhecidas como domı́nios ou núcleos, apresentam um

máximo de energia para um dado valor cŕıtico do seu raio Rc. Desta maneira,

quando o raio do domı́nio é ligeiramente menor que Rc o sistema irá diminuir o

tamanho do domı́nio para manter seu estado de equiĺıbrio, já quando o raio do

domı́no é ligeiramente maior o sistema reduz sua energia através de um aumento

no tamanho do domı́nio. Portanto, se tivermos um domı́nio com raio ligeiramente

maior que Rc, este irá crescer espontaneamente criando regiões de equiĺıbrio, cada

vez maiores, favorecendo a fase de equiĺıbrio do sistema. Esse processo é conhecido

como nucleação. A mudança no campo h também pode levar o sistema para fora

da região meta-estável. Quando isso ocorre, a energia livre passa a apresentar um

único mińımo global e o parâmetro de ordem decai de maneira rápida e homegênea

para esse novo estado de equiĺıbrio e, assim, não haverá processo de nucleação.

Consideramos aqui um exemplo onde o parâmetro de ordem do sistema é não

conservado. Nos casos onde o parâmetro de ordem é conservado, uma mudança nos

campos externos deve manter essa conservação, ou seja, o sistema está limitado a

ocupar apenas algumas regiões do diagrama de fases. Contudo, ainda é posśıvel

o acesso a regiões meta-estáveis, quando isso acontece o processo de nucleação é

descrito da mesma forma que para um parâmetro de ordem não conservado. Con-

cluindo, uma nucleação ocorre sempre que uma mudança repentina nos parâmetros

externos (quench) tira o sistema de um dos lados da fase meta-estável e leva para a

outra região metaestável.

2.4 Decomposição Espinodal

Quando temos um quench em um sistema no qual o parâmetro de ordem é conser-

vado, por exemplo fluidos de um ou dois componentes, o problema se torna um pouco

mais complexo, pois a integral do parâmetro de ordem sobre o volume deve ser con-

stante no tempo. Essa restrição faz com que quenches para a região de coexistência

tenham um comportamento muito interessante e complicado. Para explorarmos
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Figura 2.3: Diagrama de fase esquemático para um quench dentro da curva de

coexistência.

melhor esse problema vamos considerar um quench de temperatura, com parâmetro

de ordem constante φ = φ0, de uma região com T = T0 > Tc para uma outra com

T < Tc. Na Figura 2.3 apresentamos um diagrama de fase esquematizando esse tipo

de quench. A linha soĺıda representa a curva de coexistência Tco, sob a qual todos os

estados de equiĺıbrio coexistem. A linha tracejada representa a curva espinodal Tsp,

que delimita a região de instabilidade. A área entre as duas curvas representa a

região meta-estável. Para tempos longos, após o quench, o sistema se separa em

duas regiões na qual φ toma os valores φA ou φB, por exemplo, para o caso de

um fluido de dois componentes. Na presença do campo gravitacional, a parte mais

densa, componente B, irá se depositar no fundo do recipiente deixando a menos

densa A na parte de cima. Quando o quench é realizado para a região com T = T1

o sistema se encontra em uma fase meta-estável e vai para o equiĺıbrio através da

nucleação. Já quando o quench é realizado para a região com T = T2, o sistema

se encontra globalmente instável e o parâmetro de ordem cresce continuamente do

zero.

Para entendermos melhor como funciona um quench dentro da curva espinodal

T = T2, vamos primeiro encontrar os estados que minimizam a densidade de energia

livre f e que satisfazem a restrição
∫

ddx (φ− φ0) = 0. (2.34)
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Para isso, considerando um Hamiltoniano do tipo Ginzburg-Landau, equação (2.18),

vamos introduzir um multiplicador de Lagrange λ na equação de Euler-Lagrange

para φ

α∇2φ =
∂f

∂φ
− λ. (2.35)

Considerando a restrição imposta sobre o valor de φ, equação (2.34), conclúımos que

o lado esquerdo da equação (2.35) deve ser nulo, então

λ =
∂f

∂φ

∣∣∣∣∣
φ0

. (2.36)

O multiplicador de Lagrange λ definido nessa equação reflete os parâmetros exter-

nos que são responsáveis pela conservação do campo φ, por exemplo, em sistemas

uniformes ele representa o potêncial qúımico. Desta maneira, podemos definir uma

densidade de energia livre modificada f̃ = f − λφ. Devido à conservação do campo

φ, podemos substituir f por f̃ no Hamiltoniano do sistema

H =
∫

ddx
[
α

2
(∇φ)2 + f̃

]
. (2.37)

Na teoria φ4, por exemplo, essa densidade de energia livre modificada é da forma

f̃ =
r

2

(
φ2 − 2φφ0

)
+ uφ

(
φ3 − 4φ3

0

)
, (2.38)

onde r = b(T − Tc). Na Figura 2.4 apresentamos um esboço das curvas dessa

densidade de energia para diferentes valores de T . Notamos que, para diferentes

valores de temperatura, a função f̃ sempre apresenta um extremo em φ = φ0. Para

T = T0 temos um mińımo global representando um estado de equiĺıbrio homogêneo,

quando T = T1 temos um mińımo local em φ0 e o sistema se encontra numa fase

meta-estável, mas se T = T2 esse extremo passa a ser um max́ımo local indicando

que não existe nenhuma força para manter o valor de φ constante, então qualquer

perturbação afetará bruscamente o sistema indicando que este se encontra numa fase

de equiĺıbrio instável. Portanto, vemos que o sistema passa de uma fase meta-estável

para uma instável em φ = φ0 quando

∂2f̃

∂φ2

∣∣∣∣∣
φ0

=
∂2f

∂φ2

∣∣∣∣∣
φ0

= 0. (2.39)

Assim, podemos definir para a teoria φ4 as curvas espinodal e de coexistência como

Tsp (φ) = Tc − 12u

b
φ2

Tco (φ) = Tc − 4u

b
φ2. (2.40)
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Figura 2.4: Densidade de energia livre f̃ para a teoria φ4 para diferentes valores de

temperatura.

Vamos olhar agora para dentro da curva espinodal. Como sabemos, logo após o

quench o valor de φ ainda se encontra muito próximo de seu valor incial, então

δφ = φ− φ0 = A cos [k · (x− x0)] , (2.41)

onde o vetor número de onda k é não nulo. Note que essa variação não viola a

restrição imposta sobre o valor de φ, equação (2.34). Assim, podemos expandir f̃

em torno de φ = φ0 da seguinte maneira

f̃ (φ) = f̃ (φ0) +
1

2

∂2f

∂φ2

∣∣∣∣∣
φ0

(φ− φ0)
2 + ... (2.42)

O termo linear em (φ−φ0) é nulo pois escolhemos λ de maneira que f̃ tenha sempre

um extremo em φ0. Substituindo a variação dada na equação (2.41) no Hamiltoniano

e integrando sobre todo o espaço, encontramos que a diferença de energia relativa

ao estado inicial será

∆E =
V A2

4

(
∂2f

∂φ2
+ αk2

)
(2.43)

onde V é o volume do sistema. Se a curvatura de f for positiva, ∆E será positivo

para todos os valores de k, mas se a curvatura for negativa, ∆E será negativo
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somente quando k for menor que o valor cŕıtico

kc =


 1

α

∣∣∣∣∣

(
∂2f

∂φ2

)

φ0

∣∣∣∣∣




1/2

, (2.44)

portanto, flutuações com k < kc irão diminuir a energia livre do sistema. Essas con-

clusões indicam que logo após um quench para T < Tc, o sistema deverá apresentar

modos com número de onda k ≤ kc. Sistemas que apresentam esses tipos de modos

tem sua dinâmica descrita pelas equações fenomenológicas estocásticas apresentadas

na seção anterior, no caso em estudo o melhor modelo pra descrever essa dinâmica

é o Modelo B, pois o parâmetro de ordem é conservado. Então, desconsiderando o

termo de rúıdo, temos que

∂φ

∂t
= Λ∇2 δH

δφ
. (2.45)

Agora, se considerarmos o Hamiltoniano definido na equação (2.37) e uma aproxi-

mação linear da densidade de energia livre definida na equação (2.42) obtemos a

seguinte equação de movimento para o parâmetro de ordem φ:

∂φ

∂t
= Λ


∂2f

∂φ2

∣∣∣∣∣
φ0

∇2φ− α∇4φ


 . (2.46)

As soluções dessa equação irão apresentar modos com freqüência

ω (k) ≡ iθ (k) = −iΛ


∂2f

∂φ2

∣∣∣∣∣
φ0

k2 + αk4


 . (2.47)

Assim, se a curvatura de f for positiva, quenches fora da curva espinodal, os mo-

dos são exponencialmente amortecidos. Mas se a curvatura for negativa, quenches

dentro da curva espinodal, existem valores de k para o qual a função θ(k) é posi-

tiva, ou seja, a amplitude da flutuação do parâmetro de ordem com esses modos

cresce exponencialmente com θ(k)t, originando assim o que conhecemos como de-

composição espinodal. A aproximação linear só é válida para pequenos valores do

parâmetro de ordem φ, portanto, esse comportamento para a solução de φ é espera-

do nos primeiros instantes de tempo após o quench. Esse rápido crescimento inicial

do valor de φ é conhecido como explosão da decomposição espinodal. O processo

de decomposição espinodal para um parâmetro de ordem não conservado ocorre da

mesma maneira que para um parâmetro de ordem conservado, a única diferença é

que o valor do parâmetro de ordem está livre de qualquer restrição. Concluindo,

a decomposição espinodal é um crescimento exponencial dos modos com grandes

comprimentos de onda (pequenos números de onda) que levam a um crescimento

muito rápido no valor do parâmetro de ordem nos primeiros instantes de tempo após

o quench.
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2.5 A função de estrutura e o relaxamento ao equiĺıbrio

Uma quantidade f́ısica de extrema importância no estudo das transições de fase

dinâmicas é a função de estrutura. Além de poder ser medida diretamente em ex-

perimentos de espalhamento da matéria condensada, essa função contém informações

fundamentais sobre as propriedades de não equiĺıbrio de um sistema. No apêndi-

ce B discutimos em detalhes a relação entre a função de estrutura e processos de

espalhamento definindo as funções de estrutura estática e dinâmica. Neste nos res-

tringimos apenas à apresentação de resultados para a densidade de part́ıculas de

um sistema, entretanto, uma generalização para outras densidades e campos de-

pendentes do tempo pode ser feita. Assim, podemos definir a função de estrutura

conjugada a uma densidade ou um campo φ(x, t) como

S̃φ(q, t) ≡
∫

ddreiq·rCφ(x,x′, t) =
〈
φ̃(q, t)φ̃(−q, t)

〉
, (2.48)

onde Cφ é a função de correlação de dois pontos conjugada ao campo φ,

Cφ(x,x′, t) = 〈φ(x, t)φ(x′, t)〉 . (2.49)

Uma caracteŕıstica da função de estrutura fundamental ao estudo da dinâmica de

transições de fase é que esta pode fornecer informações importantes sobre a dinâmica

de relaxamento para o equiĺıbrio de um parâmetro de ordem. Para entendermos

melhor como se dá essa relação entre a função de estrutura e a dinâmica de um

parâmetro de ordem vamos obter a equação de movimento para S̃φ(q, t) a partir da

definição da Eq. (2.48) e da dinâmica de um parâmetro de ordem conservado – aqui

vamos seguir a apresentação da Ref. [20]. Derivando a Eq. (2.48) com respeito ao

tempo, chegamos que

∂S̃φ(q, t)

∂t
=

∂

∂t

〈
φ̃(q, t)φ̃(−q, t)

〉

=

〈
∂φ̃(q, t)

∂t
φ̃(−q, t)

〉
+

〈
φ̃(q, t)

∂φ̃(−q, t)

∂t

〉
. (2.50)

Agora, se considerarmos que o campo φ é um parâmetro de ordem conservado no

tempo, sabemos que sua dinâmica pode ser descrita pela Eq. (2.46), ou seja,

∂φ(x, t)

∂t
= Λ


∂2f

∂φ2

∣∣∣∣∣
φ0

∇2φ(x, t)− α∇4φ(x, t)


 . (2.51)

Utilizando a transformada de Fourier para as coordenadas espaciais definida na

Eq. (2.20) podemos reescrever essa equação de movimento da seguinte maneira,

∂φ̃(q, t)

∂t
= θ(q)φ̃(q, t), (2.52)
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onde θ(q) é dado pela Eq. (2.47). Substituindo essa equação de movimento para φ

na Eq. (2.50), obtemos a seguinte equação de movimento para a função de estrutura

de um parâmetro de ordem conservado no tempo

∂S̃φ(q, t)

∂t
=

〈
θ(q)φ̃(q, t)φ̃(−q, t)

〉
+

〈
φ̃(q, t)θ(−q)φ̃(−q, t)

〉

= 2θ(q)S̃φ(q, t). (2.53)

A partir dessa equação, podemos concluir que a dinâmica da função de estru-

tura apresenta as mesmas propriedades que a dinâmica do parâmetro de ordem e,

conseqüentemente, suas soluções apresentam caracteŕısticas muito semelhantes. Se

a curvatura da densidade de energia livre f for positiva, quenches para fora da curva

espinodal, a solução de S̃φ é exponencialmente amortecida. Já se a curvatura for

negativa, quenches para dentro da curva espinodal, existirão valores de q para o

qual a função θ(q) é positiva e, assim, a solução de S̃φ apresentará um crescimento

exponencial. Esse crescimento exponencial está intimamente ligado ao processo de

decomposição espinodal responsável pelo restabelecimento do equiĺıbrio de um sis-

tema após um quench.

Nessa análise, consideramos uma aproximação em primeira ordem na densidade

de energia livre, Eq. (2.42), portanto esse comportamento é válido somente nos

primeiros instantes de tempo após o quench. Estudos numéricos da função de estru-

tura indicam que para quenches para dentro da curva espinodal a função de estru-

tura apresenta um rápido crescimento exponencial seguido de um decaimento muito

rápido conforme o sistema entra em equiĺıbrio, formando um pico bem definido.

Assim, podemos saber se a dinâmica de restabelecimento do equiĺıbrio se dá através

do processo de decomposição espinodal somente observando a formação de um pico

na função de estrutura.

Apesar de não empreendermos nenhum estudo nessa direção, é importante ressal-

tar que a função de estrutura também pode fornecer informações sobre os expoentes

dinâmicos de um sistema. Após um quench sabe-se que a função de estrutura

exibe um comportamento de escala muito familiar com o da teoria de escalonamento

dinâmico dos fenômenos cŕıticos (dynamical scaling). Esta teoria prevê que após um

quench o sistema apresenta um comprimento de escala caracteŕıstico L(t) associado

ao tamanho t́ıpico de um domı́nio [21]. Geralmente, esse comprimento de escala

segue uma lei de potência do tipo

L(t) ∼ t1/z, (2.54)

onde z é conhecido como expoente de escala dinâmico. A existência de um com-

primento de escala caracteŕıstico implica nas seguintes relações de escala para as
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funções de correlação e de estrutura

C(x, t) = F (x/L),

S̃(q, t) = LdG(qL). (2.55)

Nessas equações, a função F (x/L) representa uma função de escala e a função G(qL)

sua transformada de Fourier. Essas relações de escala para a função de estrutura

são válidas somente para longos intervalos de tempo após um quench. Assim, como

pode ser visto nas Refs. [22], seu estudo numérico exige longos tempos de simulação.



Caṕıtulo 3

Transições de Fase na QCD

Neste caṕıtulo vamos apresentar uma breve discussão sobre o diagrama de fases

da QCD. Iremos discutir, através de argumentos qualitativos obtidos a partir de

cálculos com modelos, dados experimentais e simulações numéricas, como se chegou

até a forma atual desse diagrama. Discutiremos a transição de desconfinamento

na QCD apresentando sua relação com o plasma de quarks e glúons, o qual pode

ser formado durante experimentos com colisões de ı́ons pesados relativ́ıstivos. Por

fim, apresentamos uma discussão sobre os parâmetros de ordem que podem ser

empregados no estudo da transição de fase de desconfinamento na QCD. Nestas

discussões tomamos como referências principais as Refs. [23, 24, 25, 26].

3.1 Diagrama de fases da QCD

A maneira mais conveniente de expressar as propriedades termodinâmicas de um

sistema se dá através de um diagrama de fases no espaço dos parâmetros ter-

modinâmicos. Cada ponto de um diagrama corresponde a um estado de equiĺıbrio

termodinâmico do sistema, caracterizado por várias funções termodinâmicas, como

pressão, potencial qúımico, densidade, etc. O diagrama de fases da QCD é definido

convenientemente no plano temperatura versus potencial qúımico bariônico (T -

µB). Esse diagrama caracteriza os estados de equiĺıbrio termodinâmico da matéria

hadrônica, a qual é naturalmente encontrada nos núcleos atômicos e no interior de

objetos estelares superdensos, como também pode ser produzida em experimentos

de colisões de ı́ons pesados relativ́ısticos. O conhecimento atual desse diagrama

de fases se deve à união de um conjunto de resultados obtidos através de cálculos

com modelos, experimentos de f́ısica nuclear, simulações de QCD na rede e cálculos

perturbativos no regime assintótico da QCD. Vamos descrever aqui, apresentando

argumentos qualitativos, como foi realizado o processo de construção desse diagrama

de fases da QCD.

25
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Figura 3.1: Um primeiro esboço do diagrama de fases da QCD para dois quarks sem

massa determinado a partir de argumentos de simetrial quiral. Figura adaptada da

Ref. [23].

Na Figura 3.1 apresentamos um primeiro esboço do diagrama de fases da QCD,

obtido através de argumentos baseados na simetria quiral dos sistemas hadrônicos.

No limite em que a massa dos quaks u e d é nula, a Lagrangeana da QCD apresenta

simetria quiral SU(2) × SU(2) para grandes valores de temperatura T À ΛQCD e

pequenos valores de µB. Nessas escalas de energia, devido à propriedade de liberdade

assintótica, podemos estudar as propriedades do gás de quarks e glúons (plasma de

quarks e glúons − QGP) através de teorias perturbativas. Contudo, para baixos

valores de T e µB, a simetria quiral é quebrada e a f́ısica dos sistemas hadrônicos é

governada por fenômenos não-perturbativos. Desta maneira, esperamos encontrar,

para uma dada temperatura T ∼ ΛQCD, a transição de um estado com simetria

quiral quebrada para um estado de equiĺıbrio onde a simetria quiral é restaurada,

ou seja, o diagrama de fases deve apresentar uma linha separando essas fases. A

partir desses argumentos, definimos a transição de fase quiral. Entretanto, nada

pode ser dito sobre a ordem dessa transição.

Pisarski e Wilczek [27], empregando argumentos de universalidade, concluem

que que a transição de fase para três quarks de massa nula não pode ser de segunda

ordem, mas sim de primeira ordem. Por outro lado, para dois quarks sem massa,

a transição pode ser tanto de segunda quanto de primeira ordem. Resultados de
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Figura 3.2: Um segundo esboço do diagrama de fases da QCD para dois quarks

sem massa e um quark massivo. A linha tracejada representa a transição de se-

gunda ordem e a linha sólida a transição de primeira ordem. Na região de baixas

temperaturas a simetria quiral é quebrada na matéria nuclear. Informações sobre a

estrutura da matéria para grandes valores de µB foram omitidos. Figura adaptada

da Ref. [23].

simulações de QCD na rede e cálculos empregando modelos indicam ambas possi-

bilidades, dependendo do valor da massa do terceiro quark (quark estranho) e/ou

do potencial qúımico bariônico. O ponto sobre a linha da transição quiral em que a

ordem da transição muda é chamado de ponto tricŕıtico, como mostrado na Fig. 3.2.

A localização exata desse ponto é uma das grandes incógnitas da QCD com dois

quarks de massa nula – nem mesmo a ordem da transição em µB = 0 está definida,

estudos mais antigos e outros recentes sugerem que ela é de segunda ordem, mas

esses continuam sendo questionados [28]. Também, nada confiável pode ser dito se

a transição começar como sendo de segunda ordem em µB = 0 ela realmente muda

para uma de primeira ordem. Por outro, uma grande variedade cálculos empre-

gando modelos indicam que esse é o cenário e simulações de QCD na rede também

dão suporte a um cenário desses. Avanços recentes no entendimento da QCD a

baixas temperaturas e altos valores de µB também apontam para uma transição de

primeira ordem, na região compreendida entre a matéria nuclear e matéria de quarks

superdensa, possivelmente supercondutora de cor [29].
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Agora, se forem considerados os valores f́ısicos das massas dos quarks leves u

e d, a situação é um pouco diferente, a transição de fase de segunda ordem, linha

tracejada na Fig. 3.2, é substitúıda por um crossover ∗. Ou seja, com uma massa

finita para os quarks, não há uma simetria quiral exata e a transição entre as fases da

QCD de baixa e alta temperaturas não precisa ocorrer com a existência de singula-

ridades termodinâmicas. Simulações de QCD na rede para µB = 0 dão suporte a esse

fato. A linha da transição de primeira ordem agora termina num ponto, conhecido

como o ponto cŕıtico da QCD†, como mostrado na Fig. 3.3.

A situação da QCD é muito similar ao ponto cŕıtico da água, discutido no

Caṕıtulo 2.1. O diagrama de fases (simplificado) da água está mostrado na Fig. 2.1,

onde está indicado que a transição ĺıquido-vapor termina num ponto com pressão

CFL
Vácuo

Gás de hádrons

QGP

Matéria

0.1

0

T 
(G

eV
)

µ
B
(GeV)

Matéria de

ponto crítico

1

nuclear  quarks

cr
os

so
ve

r

Figura 3.3: Esboço do diagrama de fases atual da QCD, definido para quarks de

massa finita. Figura adaptada da Ref. [23].

∗Qualquer transição de fase de segunda ordem é instável sob a variação de certos parâmetros ex-
ternos ao sistema. Em alguns casos, uma variação infinitesimal no valor de algum desses parâmetros
pode destruir a transição de segunda ordem. Quando isso ocorre, o sistema ainda apresenta dis-
tinção entre as duas fases, mas a transição entre elas se dá sem a presença de singularidades
termodinâmicas. Esse fenômeno é conhecido como crossover.

†O ponto cŕıtico da QCD deve ser distinguido do ponto cŕıtico nuclear, que separa as fases
ĺıquida e gasoza da matéria nuclear – esse ponto cŕıtico nuclear está mostrado nas Figs. 3.2 e 3.3,
localizado no ponto com µB ' 1 GeV e T ' 10 MeV. Quando é necessário distinguir esses pontos
cŕıticos, o primeiro é chamado de ponto cŕıtico quiral.
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de P = 2.2 × 108 Pa e temperatura T = 647 K. Como dito lá, não há distinção

qualitativa entre o vapor e o ĺıquido além desse ponto. Na QCD, as fases coex-

istentes são um gás de hádrons (temperatura mais baixa) e um plasma de quarks

e glúons (temperatura mais alta). Como no caso do ponto cŕıtico da água, no

ponto cŕıtico e além dele não há distinção qualitativa entre a fase hadrônica e a de

quarks e glúons. Em prinćıpio poderia-se empregar alguma quantidade relacionada

à transição de desconfinamento que poderia distinguir as duas fases. Uma dessas

quantidades, apesar de não ser uma quantidade mensurável experimentalmente, é

o loop de Polyakov, que tem sido empregado como um parâmetro de ordem para a

transição de desconfinamento na teoria de gauge pura, i.e. na ausência de quarks.

Logo a seguir, na Seção 3.3.1, vamos discutir esse assunto com algum detalhe mas

para o momento, basta dizer que na presença de quarks essa quantidade não pode

ser considerada, estritamente, como sendo uma parâmetro de ordem, nem mesmo

no vácuo. No entanto, como veremos, ainda é posśıvel empregar essa quantidade em

conjunção com uma densidade conservada, a densidade bariônica, para investigar as

propriedades da matéria hadrônica próxima ao ponto cŕıtico.

Para concluir a presente discussão, mencionamos que outros estudos sobre a

matéria hadrônica indicam a presença de uma transição de fase entre a matéria de

quarks supercondutora de cor e a matéria conhecia como color-flavour-locked (CFL).

Existem também, especulações sobre a existência de um crossover entre a matéria

de quarks supercondutores e o QGP. Essas especulações aparecem indicadas na

Fig. 3.3. Nesse ponto é importante reconhecer o diagrama de fases como o indicado

nessa figura está longe de estar estabelecido. Em particular, como já dito, a locali-

zação precisa, ou mesmo a existência, do ponto cŕıtico ainda é desconhecida. Sob

o ponto de vista teórico, encontrar as coordenadas (T, µB) desse ponto consiste em

calcular a função de partição da QCD e encontrar as singularidades correspondentes

ao final da linha de transição quiral. No entanto, essa tarefa não é assim tão simples

como pode parecer. Uma das razões, como citado anteriormente, é a natureza não

perturbativa dos fenômenos que determinam a termodinâmica da QCD. Simulações

de QCD na rede, presentemente, são a única maneira de tratar esses problemas

diretamente a partir da QCD. No entanto, progressos nesse campo são lentos e

o emprego de modelos efetivos é uma alternativa prática para fazer contato com

experimentos de colisões de ı́ons pesados a altas energias que, em última análise,

têm o objetivo maior de explorar alguns aspectos do diagrama de fases da QCD. A

seguir, por completeza, vamos fazer uma pequena revisão sobre esses experimentos

e sua conexão com o que foi exposto até o momento.
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3.2 Colisões de ı́ons pesados relativ́ısticos

Figura 3.4: Diagrama espaço-tempo representando a evolução hidrodinâmica de

um sistema formado durante uma t́ıpica colisão de ı́ons pesados relativ́ısticos com

formação de QGP. Figura adaptada da Ref. [30].

Pesquisas experimentais sobre colisões de ı́ons pesados relativ́ısticos vêm sendo

realizadas nos colisores Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC) do BNL e em breve

serão também realizadas no Large Hadron Collider (LHC) do CERN. A principal

caracteŕıstica dos experimentos com colisões de ı́ons pesados é a grande quantidade

de energia que pode ser armazenada durante o processo, possibilitando a criação

de matéria hadrônica sob condições de altas temperaturas e grandes energias de

excitação. Portanto, espera-se que esses experimentos favoreçam o estudo do com-

portamento da matéria hadrônica nas proximidades do posśıvel ponto cŕıtico da

QCD. Se durante uma colisão desse tipo quantidade suficiente de energia cinética

for transformada, em temperatura o quark gluon plasma (QGP) será formado. O

QGP é um estado da matéria hadrônica onde os quarks e glúons encontram-se de-

sconfinados, formando um sistema (possivelmente) em equiĺıbrio termodinâmico,

onde os graus de liberdade de cor começam a se manifestar sobre os nucleares.

Uma colisão de ı́ons pesados relativ́ısticos ocorre quando os núcleos presentes
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em um feixe de ı́ons se chocam com os núcleos de outro feixe. Durante esse pro-

cesso os núcleos interagem entre si, e devido a essa interação, grande quantidade de

energia é acumulada na região central de interação entre os feixes, conhecida como

fireball. Nessa região de altas energias ocorre a criação de novas part́ıculas e even-

tualmente a formação do QGP. Na Figura 3.4, apresentamos um diagrama espaço-

tempo representando a evolução hidrodinâmica de um sistema formado durante uma

t́ıpica colisão de ı́ons pesados relativ́ısticos com formação de QGP. Inicialmente, os

feixes caminham em sentidos opostos ao longo do eixo z até interagirem no ponto

de colisão. A partir dáı, o sistema passa por uma rápida fase de pré-equiĺıbrio e

ocorre a formação de QGP, fase de equiĺıbrio. Este, por sua vez, inicia um processo

de resfriamento, através de uma expansão hidrodinâmica do sistema, até atingir a

temperatura cŕıtica Tc. Nesse estágio, ocorre uma transição da fase QGP para a fase

de gás de hádrons. O sistema continua se expandindo até atingir a temperatura de

freeze-out qúımico Tfq, onde as interações inelásticas entre as componetes hadrônicas

do sistema são cessadas. Em seqüência, ocorre um freeze-out cinético em Tfc, onde

as part́ıculas criadas não trocam mais momento e evoluem até os detectores.

Assumindo então que o sistema evolui de acordo com esse diagrama espaço-

tempo as fases da reação nuclear desde a colisão até a produção das part́ıculas que

serão detectadas podem ser representadas de maneira pictórica como na Figura 3.5.

A reação se inicia com os dois núcleos viajando com velocidades relativ́ısticas (pan-

quecas de Lorentz). Nessa fase inicial há apenas os quarks e glúons confinados no

interior dos núcleos. Após a colisão, os núcleos começam a interagir entre si e uma

grande quantidade de energia é armazenada no centro do sistema formando a fireball.

Inicia-se, então, o processo de criação de vários quarks e glúons devido às colisões

inelásticas entre os quarks dos núcleos. Esses novos quarks e glúons passam a inte-

Figura 3.5: Esquema de uma colisão entre dois núcleos com velocidades relativ́ısticas

e as fases pós-colisão. Figura adaptada da Ref. [31].
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ragir entre si, dando origem a fase de pré-equiĺıbrio do sistema. As interações entre

part́ıculas persistem até a fireball atingir um ponto de equiĺıbrio termodinâmico com

a formação do QGP. O sistema criado começa a se expandir e, conseqüentemente, vai

se resfriando até atingir o ponto onde ocorre uma transição de fase e o sistema inicia

o processo de hadronização até que ocorra o freeze-out cinético, formação do gás de

hádrons. A conversão da fase de pré-equiĺıbrio para a fase de QGP provavelmente

se dá através de processos fora do equiĺıbrio.

A descrição detalhada de cada uma dessas etapas de uma colisão de ı́ons pesados

envolve intrincados modelos cuja conexão com a QCD, muitas vezes, não é muito

clara. Na presente dissertação estamos interessados na fase em que o sistema evolui

a partir da formação do ponto cŕıtico em direção ao resfriamento, passando por uma

fase mista em que tanto matéria desconfinada quanto a matéria hadrônica estão

presentes no sistema. Em nosso estudo vamos nos concentrar na separação dessas

fases, fazendo uso de equações cinéticas que descrevem a evolução da densidade

bariônica (parâmetro de ordem conservado) e o loop de Polyakov que, como dito

acima, na teoria de gauge pura pode ser considerado como sendo parâmtro de ordem

da transição de desconfinamento. Na próxima seção, vamos motivar o uso dessa

quantidade como parâmtro de ordem e, a seguir, vamos considerar um modelo efetivo

para a energia livre associada a esse parâmetro de ordem.

3.3 Transição de desconfinamento na QCD: Parâmetros de

ordem

No caṕıtulo anterior, apresentamos alguns modelos estocásticos usualmente empre-

gados no estudo das transições de fase dinâmicas. Vimos que as transições são

caracterizadas por parâmetros de ordem que distinguem as fases que o sistema pode

apresentar. Vamos apresentar agora, como aplicar esses modelos à transição de fase

de desconfinamento na QCD e apresentar os parâmetros de ordem que caracterizam

essa transição de fase.

As equações de Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard apresentadas no caṕıtulo an-

terior são equações puramente difusivas e, como a maioria das equações desse tipo,

violam a causalidade. Assim, em sistemas reais onde as escalas t́ıpicas de tempo

microscópico são grandes se comparadas com as demais escalas de tempo, a causa-

lidade deve ser respeitada. Por exemplo, na análise hidrodinâmica do freeze-out de

temperatura em colisões centrais de Au-Au a 130 A GeV, o tempo t́ıpico de reação

está em torno de 10-20 fm/c. Contudo, a escala t́ıpica de tempo microscópico é

da ordem de 1 fm/c, indicando que a causalidade deve ser respeitada nesse tipo
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de colisão [32]. Como dito anteriormente, as colisões de ı́ons pesados relativ́ısticos

podem fornecer informações importantes sobre o ponto cŕıtico da QCD e, como tal,

é importante incorporar efeitos de memória numa descrição fenomenológica através

de equações do tipo Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard, equações (2.16) e (2.24).

As Refs [32, 33] apresentam uma maneira de incluir efeitos de memória nessas

equações – no Apêndice B, apresentamos uma revisão sobre esses procedimentos

e discutimos rapidamente a importância dos efeitos de memória à essas equações

difusivas. As Eqs. (2.16) e (2.24) são modificadas de maneira que ficam sendo

τ
∂2φ

∂t2
+

∂φ

∂t
= −Γ

δHT

δφ
+ ζ, (3.1)

γ
∂2ρ

∂t2
+

∂ρ

∂t
= Λ∇2 δHT

δρ
+ ξ, (3.2)

onde φ é o parâmetro de ordem não conservado e ρ o parâmetro de ordem conservado.

O acoplamento entre essas equações, Modelo C, segue a mesma forma das equações

sem efeitos de memória. Deste ponto em diante, ao nos referirmos às equações de

Ginzburg-Landau e de Cahn-Hilliard estaremos nos referindo às Eqs. (3.1) e (3.2)

acima.

3.3.1 Loop de Polyakov

Como dito anteriormente, o desconfinamento na QCD pode ser descrito como uma

transição de fase com um parâmetro de ordem bem definido no limite de quarks in-

finitamente pesados. Nesse limite, a QCD se torna uma teoria de gauge pura. Para

explicar de maneira mais transparente o significado do loop de Polyakov, vamos con-

siderar a função de partição da QED na presença de cargas externas – vamos seguir

de perto a Ref. [25]. Consideremos uma distribuição de cargas externas positivas e

negativas, puntiformes e estáticas, cuja densidade pode ser escrita como

ρ(x) =
∑
n

δ(x− xn)− δ(x− ym), (3.3)

onde xn representa a posição da n-ésima carga positiva e ym a posição da m-ésima

carga negativa. A função de partição a uma temperatura T = 1/β para esse sistema

pode ser escrita em termos de uma integral funcional sobre os campos de gauge Aµ

como

Z[ρ] =
∫
DAµ exp(−SE) exp

(
i
∫

dxdt ρA0

)
, (3.4)

onde os campos Aµ são periódicos em 0 ≤ t ≤ β e SE é a ação Euclidiana

SE =
1

4

∫ β

0
dt

∫
dxFµνFµν , (3.5)
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com Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Para a distribuição de cargas acima, a função de partição

pode ser reescrita como

Z[ρ] =
∫
DAµ exp(−SE)

∏
n

exp

[
i
∫ β

0
dtA0(xn, t)

] ∏
m

exp

[
−i

∫ β

0
dtA0(ym, t)

]
. (3.6)

Definindo a quantidade

L(x) = exp

[
i
∫ β

0
dtA0(x, t)

]
, (3.7)

podemos expessar a função de partição em termos de L(x) como

Z[ρ] = Z[ρ = 0]

〈∏
n

L(xn)
∏
m

L†(ym)

〉
. (3.8)

O valor esperado presente na equação acima é definido como

〈O〉 = Z−1[ρ = 0]
∫
DAµ exp(−SE)O[Aµ]. (3.9)

Ou seja, a função de partição para uma distribuição de cargas elétricas estáticas na

teoria de gauge pura pode ser escrita como uma função de correlação das quantidades

L(xn) e L†(yn). A quantidade L(xn) é conhecida como loop de Polyakov, também

conhecida como linha de Wilson.

A partir da função de partição definida na equação (3.8), podemos encontrar

uma relação entre o loop de Polyakov e a energia livre F . Para o estado de vácuo,

ausência de cargas (ρ = 0), a energia livre F0 não depende de L,

F0 = − 1

β
ln Z[ρ = 0]. (3.10)

No caso de uma única carga obtemos

〈L(x)〉 = e−β(Fq−F0). (3.11)

Já para um par de cargas (uma positiva e outra negativa) estáticas qq̄ separados por

uma distância r, é fácil mostrar que

〈L(x)L†(x + r)〉 = e−β(Fqq̄(r)−F0). (3.12)

Para uma transformação de gauge genérica,

Aµ → Aµ + ∂µΛ, (3.13)

onde Λ é uma função arbitrária, o loop de Polyakov L se transforma como

L(x) → exp [i (Λ(x, β)− Λ(x, 0))] L(x). (3.14)
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Por outro lado, para uma transformações de gauge periódica

Λ(x, β) = Λ(x, 0), (3.15)

temos que o loop de Polyakov L é invariante para esse tipo particular de trans-

formação de gauge.

Agora, podemos generalizar a derivação acima para uma teoria de gauge não

Abeliana contendo graus de liberdade de cor SU(N). Considerando agora que ρ é

um operador de quarks com graus de liberdade de cor, podemos definir o loop de

Polyakov não Abeliano como sendo

L(x) =
1

N
Tr Ω(x), (3.16)

onde

Ω(x) = T exp

[
i
∫ β

0
Aa

0(x, t)tadt

]
, (3.17)

onde T significa ordenamento no tempo, ta são os geradores da álgebra de Lie e

a representa os graus de liberdade de cor. Como para o caso Abeliano podemos

estabelecer relações entre o loop de Polyakov e a energia livre. Para os casos de vácuo

e de apenas um quark as equações (3.10) e (3.11) valem, ou seja, 〈L(x)〉 = 0 implica

em confinamento e 〈L(x)〉 6= 0 implica desconfinamento. Funções de correlação

de loops de Polyakov na teoria não Abeliana diferem da Eq. (3.12), envolvendo

energias livres referentes a diferentes representações do grupo de gauge. No entanto,

a interpretação é a mesma, de que essas funções de correlação medem a energia livre

como função da separação entre as cargas de cor estáticas.

Sob uma transformação de gauge não Abeliana arbitrária U , i.e.

Aµ → UAµU
−1 + iU∂µU

−1, (3.18)

onde U ∈ SU(N) e Aµ ≡ Aa
µt

a, temos que L se transforma como

L(x) → 1

N
Tr U(x, 0)Ω(x)U †(x, β). (3.19)

Portanto, analogamente ao caso Abeliano, L é invariante quando U é periódico.

Agora, existe uma simetria na teoria que implica que 〈L(x)〉 = 0. Para ver isso,

vamos fazer uma transformação de gauge U(x, t) sobre os campos de gauge Aµ que

não seja periódica, mas satisfaça a condição

U(x, 0) = z U(x, β), z = e2πin/NI, (3.20)

com n = 0, 1, 2, · · · , n− 1. Sob uma transformação tal, a condição de periodicidade

dos campos Aµ claramente é mantida e a ação é invariante, mas L não é invariante,
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pois

L → 1

N
Tr U(x, 0)Ω(x)U †(x, β) =

1

N
Tr z U(x, β)Ω(x)U †(x, β)

= z
1

N
Tr U(x, β)Ω(x)U †(x, β) = z

1

N
Tr Ω(x) = z L. (3.21)

Deste resultado, segue-se da definição de 〈L(x)〉 que

〈L(x)〉 = z 〈L(x)〉. (3.22)

Portanto, esse resultado implica que

〈L(x)〉 = 0, (3.23)

e, em vista da identificação com a energia livre de um quark, Eq. (3.11), segue que

a teoria confina. Agora, se a simetria é quebrada espontaneamente, i.e. a ação é

simétrica sob a transformação de calibre mas os estados não refletem essa simetria,

〈L(x)〉 6= 0 para alguma temperatura. Também, pode-se mostrar [25] que na fase

confinada, a função de correlação decai exponencialmente com a distância entre o

quark e antiquark,

Γ(r) ≡ 〈L(0)L†(r)〉 ∼ e−σ|r|/T . (3.24)

Isso leva à interpretação da formação de um tubo de fluxo (flux tube ou string) entre

o quark e o antiquark, como se fosse um “potencial” que cresce linearmente com a

distância de separação, com σ = σ(T ) sendo a tensão na corda (string tension). Por

outro lado, na fase de altas temperaturas, quando 〈L(x)〉 6= 0, a função de correlação

se comporta como

Γ(r) ≡ 〈L(0)L†(r)〉 ∼ 1 +
C

T

e−mD|r|

|r| , (3.25)

com mD sendo a massa de Debye (para a teoria de gauge pura), e C uma cons-

tante que depende da constante de acoplamento. Ou seja, na fase desconfinada, o

“potencial” passa a ser de curto alcance, do tipo de Yukawa.

Tecnicamente, z = e2πin/NI é um elemento do grupo Z(N), o centro do grupo‡

SU(N). Note que o que está sendo quebrado espontaneamente é uma simetria

global, pois Z(N) é um grupo Abeliano, a simetria local, não Abeliana, permanece

intacta, o que está de acordo com o teorema de Elitzur [34], que estabelece que uma

simetria de gauge local não pode ser quebrada espontaneamente.

Simulações de QCD pura (i.e. sem quarks) mostram exatamente isso, que para

uma temperatura T maior que uma temperatura cŕıtica Tc, 〈L(x)〉 6= 0 – um dos

‡O centro de um grupo G, denotado em geral por Z(G), é o conjunto de elementos que comuta
com cada elemento de G. Isto é Z(G) = {z ∈ G|zg = gz para cada g ∈ G}.
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primeiros trabalhos a mostrar isso na teoria de gauge SU(2) foi o trabalho de McLer-

ran e Svetitsky [35]. Como conclusão, temos então que podemos usar o valor médio

do loop de Polyakov como um parâmetro de ordem da transição de desconfinamento

da QCD pura.

Quando quarks dinâmicos (i.e. não estáticos) são acoplados a férmions a temper-

atura finita, não há simetria Z(N). Como vimos, transformações como na Eq. (3.20)

não mudam as condições de contorno periódicas dos campos de gauge Aµ, mas elas

não preservam as condições de contorno antiperiódicas dos campos de férmions dos

quarks ψ(x, t). Isto é, se ψ(x, 0) = −ψ(x, β), então sob transformações como na

Eq. (3.20) temos que

ψ(x, 0) → ψ′(x, 0) = U(x, 0)ψ(x, 0)

ψ(x, β) → ψ′(x, β) = U(x, β)ψ(x, β) = zU(x, 0)ψ(x, β)

= −zU(x, 0)ψ(x, 0), (3.26)

ou seja, se ψ(x, 0) = −ψ(x, β), sob a transofrmação de gauge que satisfaz a Eq. (3.20)

temos que ψ′(x, 0) 6= −ψ′(x, β). Como não existe simetria Z(N), espera-se então

que 〈L(x)〉 6= 0. Ainda mais, em prinćıpio, poderia-se esperar que o valor de 〈L(x)〉
seja sempre não nulo e grande para qualquer temperatura. No entanto, não é isto

que simulações recentes de QCD na rede [36] com quarks dinâmicos mostram: na

verdade, os resultados mostram que não há diferenças qualitativas muito grandes

entre a situação com quarks e sem quarks. Os resultados da Ref. [36] mostram que

o valor médio do loop de Polyakov cresce de zero a um à medida que a temperatura

cresce, sendo que esse crescimento é muito rápido para T ' 200 MeV.

Qualitativamente é muito simples compreender o que se passa com a presença de

quarks dinâmicos na teoria [25]. Informações sobre o confinamento estão contidas

nas funções de correlação de loops de Polyakov, as quais revelam o que acontece

quando a separação entre as cargas de cor aumenta. No limite de temperatura

baixa, um par qq̄ (méson) é criado a partir do vácuo e vai “encobrir” a cor dos

quarks estáticos. Isto é, à medida que a distância entre os quarks estáticos é aumen-

tada, o tubo de fluxo eventualmente vai quebrar com a criação de um par quark-

antiquark do vácuo formando novos tubos de fluxo e, assim, todos os quarks ficam

permanentemente confinados. No limite de temperatura alta, o “potencial” qq̄ é

“blindado” pelos quarks, antiquarks e glúons que estão presentes no sistema a altas

temperatudas. Ou seja, o tubo de fluxo deixa de existir pela blindagem. A f́ısica

qualitativa nos dois regimes é a mesma, enquanto que a baixas temperaturas a lin-

guagem hadrônica é mais adequada para descrever o fenômeno, no limite de altas

temperaturas a linguagem mais adequada é em termos de quarks e glúons.
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Em vista da discussão acima, o emprego de modelos efetivos para o loop de

Polyakov mesmo na presença de quarks para investigar propriedades dinâmicas do

ponto cŕıtico da QCD parece ser justificado. Conforme já mencionado, o emprego de

modelos é importante para o estudo da dinâmica de desconfinamento da QCD em

vista das limitações intŕınsecas da QCD na rede para estudos dessa natureza. Na

próxima Seção, vamos discutir um desses modelos fenomenológicos para o potencial

efetivo (energia livre) para loops de Polyakov a temperatura finita, o qual pode

ser empregado numa equação de Ginzburg-Landau para descrever a dinâmica da

transição de desconfinamento. Logo a seguir, na Seção 3.3.3, vamos discutir um

modelo para a dinâmica da densidade bariônica próximo ao ponto cŕıtico. Por fim,

na Seção 3.3.4 vamos discutir o acoplamento do loop de Polyakov com a densidade

bariônica, o que leva ao acoplamento das equações de Ginzburg-Landau e Cahn-

Hilliard.

3.3.2 Um modelo para a energia livre de loops de Polyakov

Aqui vamos discutir um modelo particular para o potencial efetivo de loops de

Polyakov para descrever a transição de desconfinamento. Vários modelos dessa

natureza têm sido desenvolvidos recentemente [37]-[47], alguns desses direcionados

ao problema do desconfinamento somente e outros considerando conjuntamente o

problema da restauração da simetria quiral. Aqui nessa dissertação vamos nos re-

stringir à classe de modelos desenvolvido nas Refs. [37, 38, 39]. Ainda mais, vamos

nos restringir, por simplicidade, para o caso de uma teoria de gauge SU(2) – o caso

de uma teoria SU(3) será comentado a seguir.

No modelo das Refs. [37, 38, 39], o potencial efetivo é constrúıdo para os auto-

valores do loop de Polyakov. Especificamente, em qualquer ponto do espaço-tempo,

o loop de Polyakov pode ser diagonalizado e escrito da seguinte maneira

L =


 eiπq

e−iπq


 , (3.27)

onde 0 ≤ q ≤ 1. Como vimos acima, o parâmetro de ordem é a média termodinâmica

do traço do loop de Polyakov L na representação fundamental do grupo

LF =
1

2
TrL = cos(πq) = cos [π (1− φ) /2] , (3.28)

onde foi introduzida a quantidade φ, relacionada a q por q = (1−φ)/2, onde, então,

−1 ≤ φ ≤ +1. A energia livre para φ pode ser calculada empregando teoria de

perturbação [48, 49]. Para φ independente da posição, o resultado para a densidade
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de energia livre a uma temperatura T pode ser escrito como

fpert(φ) = −π2T 4

15
+

π2T 4

12

(
1− φ2

)2
. (3.29)

O primeiro termo acima é a contribuição de corpo negro. Agora, para estudar a

dinâmica de φ, é necessário incluir a sua dependência na posição para descrever

a separação de fases e a formação de posśıveis interfaces. A derivação para esse

caso foi feita nas Refs. [50, 51]. O resultado acima se mantém, com adição de uma

contribuição na forma de um gradiente e a Eq. (3.29) torna=se

f(φ) =
π2T 2

2g2
(∇φ)2 + fpert

= −π2T 4

15
+

π2T 2

2g2
(∇φ)2 +

π2T 4

12

(
1− φ2

)2
, (3.30)

onde g é a constante de acoplamento da QCD. A altas temperaturas, essa conribuição

perturbativa não pode descrever uma transição de fase, pois f(φ) não possui mı́nimos

na região −1 < φ < +1, como pode ser facilmente verificado.

No modelo das Refs. [37, 38, 39], a possibilidade de uma transição de fase pode ser

incorporada fenomenologicamente através de uma descrição de quase-part́ıculas em

que uma massa M é atribúıda para os glúons, a qual vai determinar uma temperatura

cŕıtica Td para o desconfinamento. O cálculo da contribuição de glúons massivos no

limite de altas temperaturas introduz um termo extra, que chamamos de fgl−mass(φ),

cuja forma é dada por [38]

fgl−mass = −M2T 2

4

(
1− φ2

)
. (3.31)

Com isso, temos então que a densidade de anergia livre do modelo, fPolyakov, é dada

por

fPolyakov = −π2T 4

15
+

π2T 2

2g2
(∇φ)2 +

π2T 4

12

(
1− φ2

)2 − M2T 2

4

(
1− φ2

)
. (3.32)

Para deixar evidente a existência de uma transição de fase, reescrevemos a expressão

acima na forma

fPolyakov =
π2T 4

60
− T 2M2

4
+

π2T 2

2g2
(∇φ)2− π2T 4

6

(
1− 3M2

2π2T 2

)2

φ2 +
π2T 4

12
φ4. (3.33)

Nessa forma, fica expĺıcito que para uma temperatura T < Td, onde

T 2
d =

3

2π2
M2, (3.34)
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o termo proporcional a φ2 troca de sinal, deixando a densidade de energia livre com

um único mı́nimo em φ = 0. Para T > Td, a densidade de energia livre possui dois

mı́nimos para φ± = ±(1− T 2
d /T 2)1/2, e um máximo em φ = 0. Para T < Td, temos

que o loop de Polyakov é LF = 0, e para T À Td, LF → 1, sendo igual a um no

limite de T →∞.

Ao considerarmos a presença de quarks, a simetria Z(N) é explicitamente que-

brada e o valor médio do loop de Polyakov passa a ser finito na fase confinada. Con-

tudo, as fases confinada e desconfinada ainda apresentam valores diferentes para LF

e uma transição pode ser caracterizada, apesar de não ser uma transição de fase no

sentido estrito do termo. A contribuição de Nf quarks sem massa para a densidade

de energia livre, fquarks, é dada por [48]

fquarks =
Nfπ

2T 4

96
(7 + 2φ− φ2)(1− φ)2. (3.35)

Notamos que essa transição de fase do modelo é de segunda ordem. No caso

de SU(3), um modelo similar ao descrito acima, leva a uma transição (fraca) de

primeira ordem. Ela é fraca no sentido que a descontinuidade na densidade de

energia livre na temperatura cŕıtica não é muito acentuada. Simulações da equação

de Ginzburg-Landau para o modelo SU(3) mostram [8] que nada qualitativamente

diferente acontece em relação ao modelo SU(2), no que se refere à termalização do

sistema após um aumento rápido da temperatura, em que o sistema passa da fase

confinada para a desconfinada. Por essa razão, nos limitamos na presente dissertação

ao modelo SU(2).

Por fim, temos então que a energia livre HGL do modelo é dada por (deixando de

lado termos independentes de φ, que não contribuem para a equação de Ginzburg-

Landau)

HGL =
∫

d3x

[
π2T 2

2g2
(∇φ)2 − π2T 4

6

(
1− T 2

d

T 2

)
φ2 +

π2T 4

12
φ4

+
Nfπ

2T 4

96
(7 + 2φ− φ2)(1− φ)2

]

=
π2T 4

3

∫
d3x

[
1

2
ξ2
φ (∇φ)2 − 1

2

(
1− T 2

d

T 2

)
φ2 +

1

4
φ4

+
Nf

32
(7 + 2φ− φ2)(1− φ)2

]
, (3.36)

onde definimos um comprimento de correlação ξ2
φ = 6/g2T 2. Com isso, temos então

que a equação para φ pode ser escrita como

τ
∂2φ

∂t2
+

∂φ

∂t
= −Γφ

δHφ

δφ
+ ζφ, (3.37)
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onde

Hφ =
∫

d3x

[
1

2
ξ2
φ (∇φ)2 − 1

2

(
1− T 2

d

T 2

)
φ +

1

4
φ4 +

Nf

32
(7 + 2φ− φ2)(1− φ)2

]
,

(3.38)

e

Γφ =
π2T 4

3
Γ. (3.39)

3.3.3 Dinâmica da densidade bariônica próxima ao ponto cŕıtico

Na presente Seção vamos discutir a dinâmica da separação de fases próximo ao ponto

cŕıtico. Conforme discutido acima, tanto argumentos teóricos como simulações de

QCD na rede sugerem a existência de um ponto cŕıtico. A uma temperatura e

densidade apropriadas, a matéria pode formar uma fase mista consistindo de gotas

de plasma (matéria desconfinada) em equiĺıbrio com um flúıdo hadrônico (matéria

confinada). Isso significa que a densidade bariônica pode ser empregada como um

parâmetro de ordem. Caso seja posśıvel formar uma fase mista dessa natureza

em colisões de ı́ons pesados a altas energias, essa fase deve produzir flutuações

em observáveis dessas colisões no estágio de hadronização – ver Fig. 3.5. O estudo

dessas flutuações como função de parâmetros de controle, como a energia de colisão, é

posśıvel obter informações sobre o diagrama de fases da QCD [12, 13]. Em particular,

a fase mista pode produzir flutuações extraordinárias de número bariônico à medida

que o sistema se hadroniza [14, 15, 16]. Flutuações de quantidades conservadas,

como da carga elétrica, número bariônico e estranheza totais são observáveis ideais

devido ao fato de que leis de conservação limitam a dissipação que essas cargas sofrem

no processo de hadronização. A dissipação ocorre por difusão e a necessidade do

emprego de equações que levem em conta de alguma forma efeitos de causalidade é

importante nesse contexto, como já comentado no ińıcio da presente Seção.

Na Fig. 3.6(a) apresentamos um diagrama de fases esquemático da QCD no plano

(T -ρ). Após um quench para a região de metaestabilidade a partir do ponto cŕıtico

com densidade ρc, um sistema uniforme evolúı para o equiĺıbrio através do processo

de nucleação, como visto no Caṕıtulo anterior. Nesse processo o sistema se separa

em gotas a uma densidade bariônica alta ρq rodeadas por matéria a uma densidade

ρh – os sub́ındices q e h indicam fases de quarks e de hádrons, respectivamente. Esse

estado formado por regiões de densidade ρh e regiões de densidade ρq é o estado de

fase mista. A descrição de um estado desse tipo pode ser feita considerando-se o

Hamiltoniano de Ginzburg-Landau [26]

HCH =
∫

d3x
[
κ

2
(∇ρ)2 + f0

]
, (3.40)
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Figura 3.6: (a) Diagrama de fases esquemático no plano temperatura versus densi-

dade bariônica; (b) Esboço da densidade de energia livre f0.

onde f0 é uma densidade de energia livre do tipo

f0 = −m2

2
(ρ− ρc)

2 +
λ

4
(ρ− ρc)

4. (3.41)

A constante κ representa a tensão superficial de cada domı́nio, λ é uma constante

positiva e m2 = m2
0(1− T/Td). A quantidade

ξ =
√

κ/m2 (3.42)

é o comprimento de correlação do sistema. Os valores ρh e ρq apresentados na

figura 3.6(b) correspondem às densidades de equiĺıbrio para T < Td, onde ρh =

ρc −∆ρ e ρq = ρc + ∆ρ com ∆ρ =
√

m2/λ.

Uma descrição puramente difusiva do processo de separação de fases de maneira

que o número bariônico seja conservado é obtida com uma equação de Cahn-Hilliard

da forma
∂ρ

∂t
= Λ∇2

(
−κ∇2ρ +

∂f0

∂ρ

)
. (3.43)

Para ilustrar a f́ısica difusiva descrita por essa equação, vamos considerar pequenas

flutuações com comprimentos de onda λ ∼ 1/k e de amplitude δρk sobre uma

configuração de matéria hadrônica a uma densidade ρh,

ρ(x) = ρh + δρk e−ik·x, (3.44)
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com δρk ¿ ρh. Nessas condições, o sistema encontra-se próximo ao mı́nimo de f0 e,

portanto,

f ′(ρ) ' f ′(ρh) + (ρ− ρh)f
′′(ρh) ≈ f ′′(ρh)δρk = 2m2δρk, (3.45)

já que f ′(ρh) = 0. Portanto, para flutuações suaves (comprimentos de onda grandes),

temos que
∂δρk

∂t
= 2m2Λ∇2δρk, (3.46)

que é a equação da difusão, em que identificamos a constante de difusão bariônica em

ρh como sendo D = 2m2Λ. Portanto, difusão força o sistema para a homogeneidade

toda vez que f ′′(ρ) > 0.

Agora, se consideramos um quench para a região de instabilidade da Fig. 3.6(a),

a separação de fases se dá através do fenômeno da decomposição espinodal. Nesse

processo existe uma escala de tempo τR caracterizando os modos mais rápidos.

Consideremos agora uma pequena flutuação em torno de ρc, ou seja,

ρ = ρc + δρke
−ik·x. (3.47)

Para t ≈ 0, podemos fazer uma aproximação linear na energia livre, desprezando o

termo quártico em f0(ρ), e obtemos a seguinte expressão

∂δρk

∂τ
= Λm2k2

(
1− κ

m2
k2

)
δρk ≡ δρk

τR

. (3.48)

Para modos com k2 ≤ m2/κ as flutuações crescem exponencialmente no tempo.

Esse crescimento exponencial caracteriza o processo da decomposição espinodal,

como discutido no Caṕıtulo anterior. O modo mais rápido apresenta kR =
√

m2/2κ,

e é caracterizado pela escala de tempo τR = 8ξ2/D, onde ξ é o comprimento de

correlação, Eq. (3.42).

A descrição acima através da equação de Cahn-Hilliard da Eq. (3.43) é pura-

mente difusiva e, como discutido acima, viola a causalidade. Por outro lado, a

Eq. (3.1) inclui efeitos de memória e, como tal, conforme discutido na Ref. [32],

repeita a causalidade para os parâmetros caracteŕıticos do problema discutido aqui.

No Apêndice B, apresentamos a inclusão de efeitos de memória segundo a Ref. [32].

Para a energia livre dada na Eq. (3.41), essa equação é dada por

τρ
∂2ρ

∂t2
+

∂ρ

∂t
= Λ∇2

[
−κ∇2ρ−m2 (ρ− ρc)

2 + λ (ρ− ρc)
3
]
+ ζρ. (3.49)

A escala de tempo τρ aparece no termo de memória pois é esta escala de tempo que

caracteriza o processo da decomposição espinodal.

Definindo a quantidade

ψ =
ρ− ρc

∆ρ
, (3.50)
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podemos reescrever a Eq. (3.49) em função das constantes f́ısicas τρ, D e ξ como

τψ
∂2ψ

∂t2
+

∂ψ

∂t
= Γψ ∇2 δHψ

δψ
+ ζψ, (3.51)

onde τψ = τρ e

Hψ =
∫

d3x
[
1

2
ξ2
ψ (∇ψ)2 − 1

2

(
1− T

Td

)
ψ2 +

1

4
ψ4

]
, (3.52)

e

Γψ =
D

2
, ξ2

ψ =
κ

m2
0

. (3.53)

Portanto, para T < Td, os estados de equiĺıbrio são dados por ψ = ±1. O estado de

equiĺıbrio ψ = −1 corresponde à densidade ρh e ψ = +1 corresponde à densidade

ρq.

3.3.4 Acoplamento entre loop de Polyakov e a densidade bariônica

Um dos objetivos centrais dessa dissertação é o estudo da evolução temporal da

fase mista formada no processo de resfriamento da matéria hadrônica no ponto

cŕıtico. O processo de resfriamento dessa matéria hadrônica leva à separação das

fases hadrônica, em que quarks e glúons estão confinados, e de quarks e glúons

desconfinados. Conforme visto acima, o loop de Polyakov, apesar de não ser no

sentido estrito um parâmetro de ordem na presença de quarks, este carateriza muito

bem os estados confinados e não confinados da QCD. A questão interessante que

se coloca é a interrelação das dinâmicas dos parâmetros de ordem relacionados à

densidade bariônica (ψ) e ao confinamento (φ).

Em problemas da F́ısica da Matéria Condensada, uma situação tal, de acopla-

mento de parâmetros de ordem conservados e não conservados, é descrita pelo mo-

delo C [9]. Nos casos mais comuns, o acoplamento é governado por uma energia

livre que contém um termo de acoplamento entre os parâmetros de ordem que é da

forma densidade-densidade, dada por

Hφψ = K
∫

d3xφ2 ψ, (3.54)

onde K é uma constante que, em prinćıpio pode depender da temperatura. Apesar

de um acoplamento dessa natureza ter sua justificativa nos problemas da F́ısica da

Matéria Condensada, no problema da QCD esse acoplamento pode ser muito mais

geral. Numa abordagem de uma teoria de campos efetiva (teoria de Landau), a

energia livre pode ser escrita como uma série de potências dos parâmetros de ordem

e suas derivadas espaciais, respeitadas as simetrias do problema. A cada termo de

uma expansão tal vem associado uma constante dependente de parâmetros como a



Caṕıtulo 3. Transições de Fase na QCD 45

temperatura, potenciais qúımicos de cargas conservadas, etc. que caracterizam a

miscroscopia do sistema. As constantes m, λ, τ , etc que aparecem na equação de

Cahn-Hilliard acima são um exemplo desses parâmetros. Portanto, em prinćıpio, a

energia livre de interação entre os parâmetros de ordem dessa expansão pode conter

outros posśıveis termos além daquele mostrado na Eq. (3.54). As Refs. [11, 47],

que investigam respectivamente os acoplamentos entre a densidade bariônica e o

condensado quiral de quarks, e do loop de Polyakov e condensado quiral de quarks,

apresentam energias livres em que uma variedade de termos aparecem. Em alguns

casos, os diferentes parâmetros de acoplamento podem ser determinados explicita-

mente, ou estimados de alguma forma.

Na presente dissertação, como estamos interessados nos aspectos qualitativos

desse acoplamento de parâmetros de ordem, não vamos fazer nenhum esforço em

trilhar essa direção de investigar as diferentes possibilidades de acoplamento. Va-

mos simplesmente tomar o acoplamento acima da EQ. (3.54) e investigar as con-

sequências desse na evolução da fase mista. Como veremos, esse termo por si só, já

traz resultados interessantes. Isso leva às seguintes equações acopladas

τφ
∂2φ

∂t2
+

∂φ

∂t
= −Γφ

δH
δφ

+ ζφ (3.55)

τψ
∂2ψ

∂t2
+

∂ψ

∂t
= Γψ ∇2 δH

δψ
+ ζψ, (3.56)

com

H = Hφ +Hψ +Hφψ. (3.57)

As propriedades das fontes de rúıdo s ao dadas por

〈ζφ (x, t)〉 = 0, 〈ζψ (x, t)〉 = 0, 〈ζφ (x, t) ζψ (x′, t′)〉 = 0,

〈ζφ (x, t) ζφ (x′, t′)〉 = 2 T Γφ δ (x− x′) δ (t− t′) ,

〈ζψ (x, t) ζψ (x′, t′)〉 = −2 T Γψ ∇2δ (x− x′) δ (t− t′) . (3.58)
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Análise Numérica e Resultados de Simulações

Neste caṕıtulo vamos discutir métodos numéricos para resolver as equações de

Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard. Primeiramente, considerando um esquema semi-

impĺıcito no tempo e uma expansão em série de Fourier nas coordenadas espaci-

ais, aplicaremos o método das diferenças finitas à essas equações. Em seguida,

apresentaremos resultados para a transição de desconfinamento na QCD e para o

processo de conversão de fases que ocorre durante o resfriamento de um sistema

hadrônico inicialmente em um banho térmico com T = Td.

4.1 Método das diferenças finitas

O método das diferenças finitas é uma técnica de discretização amplamente aplicada

na resolução de equações diferenciais. Este método consiste numa aproximação,

obtida através de expansões em séries de Taylor, das derivadas por diferenças fini-

tas. Uma formulação geral desta aproximação pode ser obtida considerando-se a

discretização de uma variável qualquer ε pertencente ao intervalo [a, b]. Inicialmente

particionarmos o intervalo [a, b] em N pedaços de tamanho ∆ε, tal que ε = n∆ε

com n = 0, 1, 2, · · · , N − 1. A partir dessa discretização, podemos definir a forma

não-simetrizada da derivada primeira de uma função qualquer G(ε) como

∂G(ε)

∂ε
→ G′(ε) =

G(ε + ∆ε)−G(ε)

∆ε
. (4.1)

A derivada segunda com relação a ε é definida na forma simetrizada

∂2G(ε)

∂ε2
→ G′′(ε) =

G′
+(ε)−G′

−(ε)

∆ε
, (4.2)

onde G′
+ é a derivada à direita do ponto e G′

− à esquerda do ponto, ou seja,

G′
+(ε) =

G(ε + ∆ε)−G(ε)

∆ε
e G′

−(ε) =
G(ε)−G(ε−∆ε)

∆ε
. (4.3)

46
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A discretização das coordenadas espaciais e temporal das equações de Ginzburg-

Landau e Cahn-Hilliard é feita de maneira similar à discretização da variável ε.

Particionando o intervalo temporal em pedaços de tamanho ∆t e discretizando as

coordenadas espaciais x, y e z numa rede cúbica de espaçamento h, chegamos que

t = n∆t, x = ih, y = jh e z = kh (4.4)

onde n = 0, 1, 2, · · · e i, j, k = 0, 1, 2, · · · , N − 1, com N representando o número

de pontos em cada uma das direções da rede cúbica. Definida essa discretização,

podemos denotar os parâmetros de ordem cont́ınuos φ(x, t) e ρ(x, t) como φn
ijk e

ρn
ijk, obtendo assim, uma forma discretizada para as equações de Ginzburg-Landau

e Cahn-Hilliard.

A seguir, vamos aplicar o método das diferenças finitas às equações discretizadas

de Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard seguindo a referência [33]. Assim, além de

considerar as aproximações para as derivadas definidas nas equações (4.1), (4.2) e

(4.3) vamos adotar também um esquema semi-impĺıcito no tempo e uma expansão

em série de Fourier nas coordenadas espaciais.

4.1.1 Equação de Ginzburg-Landau

O Hamiltoniano contendo o acoplamento entre os parâmetros de ordem conservado

e não conservado, Eq. (3.57), pode ser reescrito da seguinte forma

H =
∫

d3x

[
ξ2
φ

2
(∇φ)2 +

ξ2
ψ

2
(∇ψ)2 + f(φ, ψ)

]
, (4.5)

onde a função f(φ, ψ) é definida como

f(φ, ψ) = −1

2

(
1− T 2

d

T 2

)
φ2 +

1

4
φ4 +

Nf

32
(7 + 2φ− φ2)(1− φ)2

−1

2

(
1− T

Td

)
ψ2 +

1

4
ψ4 + Kφ2ψ. (4.6)

Assim, podemos reescrever a equação de Ginzburg-Landau para o loop de Polyakov,

Eq. (3.56), como

τφ
∂2φ

∂t2
+

∂φ

∂t
− Γφξ

2
φ∇2φ + Γφ

∂f(φ, ψ)

∂φ
− ζφ = 0. (4.7)

Adotando a discretização das coordenadas espaciais e temporal, Eq. (4.4), e definindo

as formas discretizadas de ∂f/∂φ e ζφ como (f ′φ)
n
ijk e (ζφ)

n
ijk, obtemos a seguinte

equação discretizada

τφ

∂2φn
ijk

∂t2
+

∂φn
ijk

∂t
− Γφξ

2
φ∇2φn

ijk + Γφ(f
′
φ)

n
ijk − (ζφ)

n
ijk = 0. (4.8)
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A partir dessa equação discretizada podemos aplicar o método das diferenças finitas

definido nas Eqs. (4.1), (4.2) e (4.3). Assim, as formas discretizadas para as derivadas

temporais e para o termo referente ao Laplaciano de φ podem ser escritos como

∂φn
ijk

∂t
=

φn+1
ijk − φn

ijk

∆t
, (4.9)

∂2φn
ijk

∂t2
=

φn+1
ijk − 2φn

ijk + φn−1
ijk

(∆t)2
, (4.10)

∇2φn
ijk =

∂2φn
ijk

∂x2
+

∂2φn
ijk

∂y2
+

∂2φn
ijk

∂z2

=
1

h2

[
φn

i+1jk+φn
i−1jk+φn

ij+1k+φn
ij−1k+φn

ijk+1+φn
ijk−1−6φn

ijk

]
. (4.11)

Agora, considerando uma expansão em série de Fourier nas coordenadas espaciais

podemos expandir o parâmetro de ordem φn
ijk, a derivada da densidade de energia

livre (f ′φ)
n
ijk e a fonte de rúıdo (ζφ)

n
ijk da seguinte maneira

φn
ijk =

N−1∑

rsp=0

an
rspErsp(ijk), (4.12)

(f ′φ)
n
ijk =

N−1∑

rsp=0

(fφ)
n
rspErsp(ijk), (4.13)

(ζφ)
n
ijk =

N−1∑

rsp=0

ςn
rspErsp(ijk), (4.14)

onde Ersp(ijk) é dado por

Ersp(ijk) = exp

[
i
2π

Nh
xr + i

2π

Nh
ys + i

2π

Nh
zp

]
. (4.15)

Como as expansões para (f ′φ)
n
ijk e (ζφ)

n
ijk são semelhantes podemos juntar os dois

termos e definir a seguinte expansão em série de Fourier

V n
ijk = Γφ(f

′
φ)

n
ijk − (ζφ)

n
ijk =

N−1∑

rsp=0

vn
rspErsp(ijk). (4.16)

Substituindo a expansão para o parâmetro de ordem φn
ijk nas Eqs. (4.9) e (4.10)

podemos reescrever as derivadas temporais como

∂φn
ijk

∂t
=

N−1∑

rsp=0

1

∆t

(
an+1

rsp − an
rsp

)
Ersp(ijk), (4.17)

∂2φn
ijk

∂t2
=

N−1∑

rsp=0

1

(∆t)2

(
an+1

rsp − 2an
rsp + an−1

rsp

)
Ersp(ijk). (4.18)
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O Laplaciano de φn
ijk definido na Eq. (4.11), é constitúıdo por termos contendo os

ı́ndices i + 1, i− 1, j + 1, j − 1, k + 1 e k − 1. Assim, para reescrevê-lo em função

da expansão de φn
ijk, vamos trabalhar com cada um desses termos separadamente.

Os termos com i + 1 e i− 1 assumem a seguinte forma

φn
i+1jk =

N−1∑

rsp=0

an
rsp exp

(
i
2π

N
r
)

Ersp(ijk),

φn
i−1jk =

N−1∑

rsp=0

an
rsp exp

(
−i

2π

N
r
)

Ersp(ijk). (4.19)

Então,

φn
i+1jk + φn

i−1jk =
N−1∑

rsp=0

an
rsp

[
exp

(
i
2π

N
r
)

+ exp
(
−i

2π

N
r
)]

Ersp(ijk)

=
N−1∑

rsp=0

an
rsp

[
2 cos

(
2π

N
r
)]

Ersp(ijk). (4.20)

Generalizando para os demais termos obtemos que

φn
ij+1k + φn

ij−1k =
N−1∑

rsp=0

an
rsp

[
2 cos

(
2π

N
s
)]

Ersp(ijk),

φn
ijk+1 + φn

ijk−1 =
N−1∑

rsp=0

an
rsp

[
2 cos

(
2π

N
p
)]

Ersp(ijk). (4.21)

Portanto, o Laplaciano de φn
ijk pode ser escrito como

∇2φn
ijk =

N−1∑

rsp=0

an
rspλrspErsp(ijk), (4.22)

onde

λrsp =
1

h2

[
2 cos

(
2π

N
r
)

+ 2 cos
(

2π

N
s
)

+ 2 cos
(

2π

N
p
)
− 6

]
. (4.23)

Desta maneira, a equação de Ginzburg-Landau discretizada pode ser escrita da

seguinte forma

τφ

(∆t)2

N−1∑

rsp=0

(
an+1

rsp −2an
rsp + an−1

rsp

)
Ersp(ijk) +

1

∆t

N−1∑

rsp=0

(
an+1

rsp − an
rsp

)
Ersp(ijk)

−Γφξ
2
φ

N−1∑

rsp=0

an
rspλrspErsp(ijk) +

N−1∑

rsp=0

vn
rspErsp(ijk) = 0. (4.24)

Agrupando os termos chegamos a

N−1∑

rsp=0

{(
τφ

(∆t)2
+

1

∆t

)
an+1

rsp −
(

2τφ

(∆t)2
+

1

∆t
+ Γφξ

2
φλrsp

)
an

rsp

+
τφ

(∆t)2
an−1

rsp + vn
rsp

}
Ersp(ijk)=0, (4.25)
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ou seja,

(τφ + ∆t) an+1
rsp −

(
2τφ + ∆t + (∆t)2Γφξ

2
φλrsp

)
an

rsp + τφa
n−1
rsp + (∆t)2vn

rsp = 0.(4.26)

Essa equação fornece um esquema de iteração expĺıcito no tempo. Contudo, é bem

conhecido que um esquema semi-impĺıcito no tempo apresenta estabilidade superior

ao esquema expĺıcito. Um esquema semi-impĺıcito no tempo pode ser obtido a partir

da Eq. (4.26), se agruparmos o termo referente ao Laplaciano de φn
ijk ao termo an+1

rsp .

Assim,

(
τφ + ∆t− (∆t)2Γφξ

2
φλrsp

)
an+1

rsp − (2τφ + ∆t) an
rsp + τφa

n−1
rsp + (∆t)2vn

rsp = 0.(4.27)

Simplificando, temos que

an+1
rsp =

(2τφ + ∆t) an
rsp − τφa

n−1
rsp − (∆t)2vn

rsp

τφ + ∆t
(
1−∆tΓφξ2

φλrsp

) . (4.28)

A equação acima fornece um esquema de iteração semi-impĺıcito no tempo para a

solução da equação de Ginzburg-Landau. Ou seja, dadas as condições iniciais para

φ e sua derivada primeira no tempo basta iterarmos a Eq. (4.28) para obtermos a

solução φ(x, t).

4.1.2 Equação de Cahn-Hilliard

Considerando a forma para o Hamiltoniano definido na Eq. (3.57) e a Eq. (3.56)

podemos reescrever a equação de Cahn-Hilliard para a densidade bariônica da seguinte

maneira

τψ
∂2ψ

∂t2
+

∂ψ

∂t
+ Γψξ2

ψ∇4ψ − Γψ∇2∂f(φ, ψ)

∂ψ
− ζψ = 0, (4.29)

Adotando a discretização das coordenadas espaciais e temporal, equação (4.4), e

definindo as formas discretizadas de ∂f/∂ψ e ζψ como sendo (f ′ψ)n
ijk e (ζψ)n

ijk obtemos

a seguinte equação de Cahn-Hilliard discretizada

τψ

∂2ψn
ijk

∂t2
+

∂ψn
ijk

∂t
+ Γψξ2

ψ∇4ψn
ijk − Γψ∇2(f ′ψ)n

ijk − (ζψ)n
ijk = 0. (4.30)

O desenvolvimento do método das diferenças finitas para a equação de Cahn-

Hilliard é muito similar ao apresentado para a equação de Ginzburg-Landau. Desta

maneira, a fim de evitar repetições, vamos nos restringir apenas as diferenças entre

as duas equações. Considerando uma expansão em série de Fourier nas coordenadas
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espaciais, podemos expandir o parâmetro de ordem ψn
ijk, o Laplaciano de (f ′ψ)n

ijk e

a fonte de rúıdo (ζψ)n
ijk da seguinte maneira

ψn
ijk =

N−1∑

rsp=0

un
rspErsp(ijk), (4.31)

∇2(f ′ψ)n
ijk =

N−1∑

rsp=0

wn
rspλrspErsp(ijk), (4.32)

(ζψ)n
ijk =

N−1∑

rsp=0

εn
rspErsp(ijk), (4.33)

onde Ersp(ijk) e λrsp estão definidos nas equações (4.15) e (4.23). A expansão do

Laplaciano de (f ′ψ)n
ijk foi definida a partir da expressão para o Laplaciano de φn

ijk,

equação (4.22). A presença do Laplaciano de (f ′ψ)n
ijk na equação de Cahn-Hilliard

não permite que juntemos o termo de rúıdo com o termo da derivada da densidade

de energia livre, portanto, diferentemente da equação de Ginzburg-Landau, devemos

trabalhar com cada um dos termos separadamente.

A partir da equação (4.22), podemos escrever o termo ∇4ψn
ijk, presente na equa-

ção (4.30), como

∇4ψn
ijk = ∇2(∇2ψn

ijk) =
N−1∑

rsp=0

un
rspλ

2
rspErsp(ijk). (4.34)

Desta maneira, considerando as equações (4.17), (4.18), (4.30), (4.32), (4.33) e

(4.34), a equação de Cahn-Hilliard discretizada pode ser escrita da seguinte forma

τψ

(∆t)2

N−1∑

rsp=0

(
un+1

rsp − 2un
rsp + un−1

rsp

)
Ersp(ijk) +

1

∆t

N−1∑

rsp=0

(
un+1

rsp − un
rsp

)
Ersp(ijk)

+Γψξ2
ψ

N−1∑

rsp=0

un
rspλ

2
rspErsp(ijk)−Γψ

N−1∑

rsp=0

wn
rspλrspErsp(ijk)−

N−1∑

rsp=0

εn
rspErsp(ijk)=0.

(4.35)

Agrupando e simplificando os termos dessa equação, chegamos ao seguinte esquema

de iteração expĺıcito no tempo

(τψ + ∆t) un+1
rsp −

(
2τψ + ∆t− (∆t)2Γψξ2

ψλ2
rsp

)
un

rsp

+τψun−1
rsp − (∆t)2Γψλrspw

n
rsp − (∆t)2εn

rsp = 0. (4.36)

Como comentado anteriormente, um esquema semi-impĺıcito no tempo apresenta

melhor estabilidade. Portanto, vamos agrupar o termo referente à ∇4ψ ao termo

un+1
rsp . Assim,

un+1
rsp =

(2τψ + ∆t) un
rsp − τψun−1

rsp + (∆t)2Γψλrspw
n
rsp + (∆t)2εn

rsp

τψ + ∆t
(
1 + ∆tΓψξ2

ψλ2
rsp

) . (4.37)
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A equação acima fornece um esquema de iteração semi-impĺıcito no tempo para

a solução da equação de Cahn-Hilliard. Ou seja, dadas as condições iniciais do

problema, basta iterarmos essa equação para obtermos a solução ψ(x, t).

Descrevemos aqui a aplicação do método das diferenças finitas às equações de

Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard com efeitos de memória, a partir da qual defini-

mos esquemas de iterações semi-impĺıcitos no tempo, equações (4.28) e (4.37). As

soluções para as equações sem efeitos de memória são simplesmente obtidas definindo

τφ = τψ = 0 nesses esquemas iterativos.

4.2 Resultados das simulações numéricas

Vamos agora apresentar resultados de simulações numéricas para as equações de

Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard obtidos a partir dos esquemas iterativos definidos

na seção anterior. Aplicaremos a equação de Ginzburg-Landau no estudo da dinâ-

mica do loop de Polyakov durante a transição de desconfinamento na QCD. Já a

equação de Cahn-Hilliard será aplicada no estudo do processo de conversão de fases

que ocorre durante o resfriamento de um sistema hadrônico inicialmente em um

banho térmico com T = Td. Neste caso, o parâmetro de ordem apropriado é a

densidade bariônica. A discussão dos resultados será dividida da seguinte maneira.

Inicialmente apresentaremos resultados para o loop de Polyakov, discutindo os efeitos

da adição de quarks ao sistema durante a transição de desconfinamento. Logo

após, apresentaremos resultados para a densidade bariônica discutindo o processo de

conversão de fases. Finalizaremos com um estudo sobre o processo de conversão de

fases empregando o acoplamento entre a densidade bariônica e o loop de Polyakov.

Em nossas simulações calculamos a média espacial dos parâmetros de ordem φ

e ψ e suas respectivas funções de estrutura. Como visto no caṕıtulo anterior, o

parâmetro de ordem φ está relacionado com o loop de Polyakov e o parâmetro ψ

representa a densidade bariônica. A média do parâmetro de ordem não conservado φ

é definida como

〈φ(x, t)〉 =
1

N3

∑

ijk

φ(i, j, k), (4.38)

onde N é o número de pontos em cada uma das direções da rede cúbica e a função

φ(i, j, k) foi definida na Eq. (4.12). Para o parâmetro de ordem conservado ψ a

situação é bem diferente. A conservação da densidade bariônica exige que o valor

médio de ψ calculado sobre todos os pontos da rede cúbica seja constante durante

toda a evolução temporal do sistema. Portanto, uma média dessa natureza não
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fornecerá informação alguma sobre o processo de conversão de fases. Desta maneira,

uma quantidade útil a ser calculada é a média do parâmetro de ordem ψ para cada

uma das fases separadamente. Para um sistema formado por uma mistura de fases

A e B, podemos definir a média do parâmetro ψA e ψB da seguinte maneira

〈ψA(x, t)〉 =
1

NA

∑

ijk

ψA(i, j, k) (4.39)

〈ψB(x, t)〉 =
1

NB

∑

ijk

ψB(i, j, k), (4.40)

onde NA e NB representam o números de pontos da rede cúbica para os quais

ψ = ψA e ψ = ψB respectivamente. Essa distinção entre fases A e B pode ser feira

de maneira simples para o caso que vamos investigar nessa dissertação, pois para

a fase hadrônica ψ < 0, e para a fase de quarks ψ > 0. Nas Eqs. (4.38), (4.39) e

(4.40), o śımbolo 〈· · ·〉 representa uma média sobre pontos da rede. Contudo, quando

considerarmos as fontes de rúıdo ζφ e ζψ devemos adicionar a este uma média sobre

realizações randômicas de rúıdo.

No cálculo da função de estrutura S̃(q, t) associada aos parâmetros de ordem φ

e ψ empregamos uma média esférica do tipo [52]

S̃(q, t) =
1

n(q, ∆q)

∑

q−≤q≤q+

S̃(q, t), (4.41)

onde

n(q, ∆q) =
∑

q−≤q≤q+

1. (4.42)

A quantidade n(q, ∆q) representa o número de pontos da rede cúbica contidos numa

região esférica centrada em q com raio ∆q = 2π/L, onde L é a dimensão de cada uma

das direções da rede cúbica. Nessas equações q representa o módulo do vetor número

de onda q, q± = q ± (∆q/2) e a função de estrutura S̃ está definida na Eq. (2.48).

A média do parâmetro de ordem e a função de estrutura são de grande importância

no estudo de qualquer transição de fase, pois fornecem informações fundamentais

sobre a dinâmica de relaxamento para o equiĺıbrio do sistema e indicam quais os

fenômenos envolvidos no processo de reestabelecimento do equiĺıbrio.

Em todas as simulações consideramos que as derivadas primeiras no tempo dos

parâmetros de ordem φ e ψ são nulas em t = 0 e a seguinte condição incial

φ0(i, j, k) = ψ0(i, j, k) = 0.01 + 0.005(2 ∗ rand− 1), (4.43)

onde a variável rand representa um número aleatório entre 0 e 1, ou seja, iniciaremos

o processo dinâmico com o sistema totalmente desconfinado.
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4.2.1 Resultados para a dinâmica do Loop de Polyakov

Simulações para o loop de Polyakov foram realizadas empregando o esquema itera-

tivo no tempo para a equação de Ginzburg-Landau discretizada, Eq. (4.28). Nessas

simulações, além de considerar a condição inicial definida na Eq. (4.43), consider-

amos também os seguintes parâmetros: ∆t = 0.005 fm/c, L = 16 fm, N = 64 e

h = 0.25 fm.

Vimos no Caṕıtulo anterior que o estudo dinâmico da transição de desconfina-

mento na QCD pode ser realizado através do estudo da dinâmica do parâmetro de

ordem φ associado ao valor médio do loop de Polyakov. Inicialmente, vamos com-

parar resultados para as situações com e sem quarks para a energia livre, e para dois

valores de temperaturas de desconfinamento.

Na Fig. 4.1 apresentamos uma comparação entre a evolução temporal do valor

médio do parâmetro de ordem φ para um sistema com Nf = 0 e com Nf = 2,

em que não foi considerada a fonte de rúıdo nas simulações. Os resultados foram

obtidos para valores de T , g, Td e Γ fixados na Ref. [53]. Explicitamente, seus

valores são: Td ≈ 302 MeV, T = 6.6Td e 0.0001 fm−3. O valor da constante de
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 Nf = 2

Figura 4.1: Comparação entre os valores médios do parâmetro de ordem φ para

Nf = 0 e Nf = 2. Em ambos casos, consideramos que a temperatura de desconfi-

namento é Td ≈ 302 MeV e T = 6.6Td. Não foi considerada a fonte de rúıdo nas

simulações.



Caṕıtulo 4. Análise Numérica e Resultados de Simulações 55

acoplamento da QCD, g ≈ 2.34, foi retirado da Ref. [7]. Os valores para Td, g e Γ

foram extráıdos de simulações de QCD – a Ref. [53] deve ser consultada para uma

discussão detalhada sobre essas simulações. Uma primeira constatação a respeito dos

resultados apreentados na Fig. 4.1 é a exitência de um rápido crescimento do valor

médio de φ para tempos curtos. Esse crescimento rápido evidencia a ocorrência do

processo da decomposição espinodal. Uma segunda constatação é que para a curva

com quarks esse crescimento é bem mais acentuado. Isso é devido à forma da energia

livre para Nf = 2, a qual contém uma curvatura muito mais acentuda na região

0 ≤ φ ≤ 1 do que a energia livre para Nf = 0, como pode ser visto na Fig. 4.2.

Os resultados apresentados na Fig 4.1 foram obtidos para uma temperatura de

desconfinamento Td extráıda de simulações de QCD na rede para uma teoria de gauge

pura. No entanto, essas simulações mostram que a correspondente temperatura

quando quarks dinâmicos são inclúıdos é um tanto menor. Para averiguar o efeito

de um valor menor para Td, na Fig. 4.3 mostramos resultados para Td = 200 MeV,

mantendo todos os outros parâmetros fixos – em prinćıpio, os parâmetros g e Γ

deveriam ser mudados também, no entanto seus valores, principalmente para Γ, não

são conhecidos. Conforme pode ser visto na Fig. 4.3, não há mudanças qualitativas

em relação ao caso anterior.

-2 -1 0 1 2

0

1

2
 
 

V( )
(T 4 2/3)

Figura 4.2: Energia livre da Eq. (3.36) (sem o termo de gradiente) para Nf = 0

(linha cont́ınua) e Nf = 2 (linha tracejada) e T = 2Td.
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Figura 4.3: Mesmo que para a Fig. 4.1, mas para Td = 200 MeV.

Todos os resultados que serão apresentados a seguir, e até o final dessa disserta-

ção, para o loop de Polyakov referem-se a Nf = 2 e Td = 200 MeV. Na Fig. 4.4,

apresentamos resultados para a função de estrutura de φ calculadas para difer-

entes valores de q (módulo do vetor número de onda dos modos de Fourier). Como

discutido na Seção 2.6, a presença de picos nessa função é a marca registrada da

decomposição espinodal na transição de fase. Como esperado, para modos com

pequenos valores de q, as curvas para Sφ(x, t) apresentam um crescimento expo-

nencial seguido de uma queda conforme o valor médio do loop de Polyakov atinge

seu valor de equiĺıbrio, em aproximadamente t = 2 fm, i.e. o sistema relaxa para o

equĺıbrio através do crescimento exponencial dos modos com grandes comprimentos

de onda (pequenos números de onda). As curvas para modos com grandes valores de

q foram omitidas pois, por não apresentarem um crescimento exponencial relaxam

para o equiĺıbrio sem a formação de picos, o que explica a diminuição da altura dos

picos conforme o valor de q aumenta.

Uma análise mais completa do problema requer a inclusão da fonte de rúıdo ζφ.

Conforme discutido no Caṕıtulo 2, a fonte de rúıdo representa os graus de liber-

dade microscópicos do sistema que não são levados em conta no processo de coarse-

graining. Esse processo de coarse-graining significa que a descrição do sistema em

termos de campos clássicos deve ser entendida como uma descrição efetiva para
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Figura 4.4: Curvas para a função de estrutura de φ para diferentes valores de q.

Não foi considerada a fonte de rúıdo nas simulações.

comprimentos de onda da ordem ou maiores que o comprimento de correlação do

sistema. Por outro lado, na solução numérica das equações estocásticas para os cam-

pos a discretização dessas leva à introdução de um novo parâmetro dimensional no

problema, o espaçamento da rede. Por outro lado, a solução numérica de equações

clássicas de campos via discretização apresenta sensibilidade ao espaçamento da

rede quando esse é inadadequadamente tomado muito menor que o comprimento

de correlação do problema – um estudo detalhado sobre o assunto foi realizado na

Ref. [33]. Essa sensibilidade ao espaçamento da rede é reflexo da divergência ul-

travioleta Rayleigh-Jeans das teorias clássicas de campos [54]. Para o cálculo de

quantidades de equiĺıbrio, essas divergências podem ser eliminadas pela adição de

contratermos que renormalizam a energia livre [55]. Para problemas dinâmicos, o

problema ainda não foi resolvido adequadamente. No entanto, para o cálculo de va-

lores médios de parâmetros de ordem e funções de estrutura a partir de simulações

de equações estocásticas do tipo Ginzburg-Landau, a adição de contratermos leva

a resultados que, no limite de tempo infinito (i.e. no equiĺıbrio), são insenśıveis ao

espaçamento da rede. A adição de contratermos na energia livre para o modelo de

loop de Polyakov considerado nessa dissertação (para Nf = 0) foi feita na Ref. [53].

Agora, se soluções estáveis e que convergem ao equiĺıbrio são obtidas para espa-
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Figura 4.5: Evolução temporal do valor médio do parâmetro de ordem φ com e sem

a inclusão da fonte de rúıdo ζφ. Curvas calculadas para L = 64 fm e N = 64.

çamentos de rede da ordem ou maiores que o comprimento de correlação do sistema,

a adição de rúıdo não introduz sensibilidade ao espaçamento de rede. Ou seja, em

geral, são introduzidas flutuações espúrias via rúıdo quando espaçamentos de rede

menores que o comprimento de correlação do sistema são empregados. Em proble-

mas de F́ısica da Matéria Condensada essa questão da sensibilidade ao espaçamento

da rede quase nunca aparece precisamente pela razão apontada, de que soluções

estáveis de equiĺıbrio podem ser obtidas com espaçamentos de rede maiores que o

comprimento de correlação dos sistemas materiais empregados.

Considerando o esquema iterativo dado pela Eq. (4.28), definimos o rúıdo na

rede no espaço das coordenadas como

ζφ =
√

2ΓT
1√
∆t

1

h3/2
ς, (4.44)

onde ς é um rúıdo Gaussiano, ou seja,

〈ς〉 = 0 e 〈ς2〉 = 1. (4.45)

Na Fig 4.5, apresentamos as curvas para o valor médio de φ sem o termo de rúıdo,

ζφ = 0, e com o termo de termo de rúıdo, ζφ 6= 0, para a equação de Ginzburg-Landau

para o loop de Polyakov. No cálculo da curva com o termo de rúıdo consideramos
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L = 64 fm e N = 64, o que implica num espaçamento de rede h = 1 fm, que é

relativamente grande se comparado com o comprimento de correlação do sistema,

que é da ordem de 0.2 fm. Fica evidente nessa figura que a solução com rúıdo con-

verge corretamente para o equiĺıbrio. Ainda mais, a média sobre várias realizações

de rúıdo leva a uma solução que é praticamente indistingúıvel da solução da equação

determinista.

4.2.2 Resultados para a dinâmica da densidade bariônica

Nessa seção, apresentaremos resultados de simulações numéricas para o processo

de conversão de fases que ocorre durante o resfriamento da matéria hadrônica a

partir da temperatura cŕıtica T = Td. Realizamos a iteração da Eq. (4.37), com

a condição inicial definida na Eq. (4.43) e os seguintes parâmetros de simulação:

∆t = 0.005 fm/c, L = 64 fm e N = 64. Os valores dos demais parâmetros que

aparecem na Eq. (4.37) foram tomados das estimativas da Ref. [26], que são dados

por: τR = 1 fm, D = 8 fm e ξ = 1 fm.

Como discutido no Caṕıtulo anterior, durante o processo de resfriamento de um

sistema hadrônico inicialmente em uma fase mista em que ψ = 0 (ρ = ρc) apre-

senta uma separação entre as fases confinada com ψh (ρ = ρh) e desconfinada com

ψq (ρ = ρq). Resultados são apresentados na Fig. 4.6. Inicialmente podemos ver
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Figura 4.6: Evolução do valor médio da densidade bariônica. Não há fonte de rúıdo.
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Figura 4.7: Função de estrutura para a densidade bariônica calculada para diferentes

valores de q.

que as soluções para ψh e ψq têm igual módulo e são de sinais opostos, reafirmando

a conservação do valor médio da densidade bariônica durante todo o processo de

conversão de fases. As curvas apresentam um rápido crescimento exponencial no

ińıcio da evolução temporal do sistema, indicando a presença do fenômeno da de-

composição espinodal. Outro fato importante a ser notado é que durante o intervalo

de tempo adotado em nossa simulação o parâmetro de ordem 〈ψq〉 não converge para

seu valor de equiĺıbrio, mas apresenta um lento e constante crescimento, indicando

a dinâmica muito mais lenta do processo de separação de fases, caracteŕıtica de uma

lei de conservação.

Como o comportamento das curvas 〈ψq〉 e 〈ψh〉 é qualitativamente idêntico, o

mesmo acontece com as funções de estrutura associadas a ψh e ψq. Sendo assim,

vamos apresentar resultados de simulações somente para a função de estrutura de

ψq. As curvas para a função de estrutura calculadas para diferentes valores de q

estão apresentadas na Fig 4.7. Observe que igualmente ao loop de Polyakov existe a

formação de picos confirmando a ocorrência do fenômeno da decomposição espinodal.

No entanto, é importante notar que os picos presentes nessas curvas são largos e

suaves, e que em alguns casos, como para q = 0.4, mal podemos ver a formação de

um pico no intervado de tempo adotado em nossa simulação. Esse fato indica que
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para t = 50 fm/c o sistema hadrônico ainda não entrou em equiĺıbrio térmico e,

portanto, não está completamente separado.

Uma imagem espacial do processo de conversão de fases se desenvolvendo no

tempo pode ser obtida se fizermos um gráfico density plot para ψ(x, y, z, t) para um

dado valor de z. Um gráfico desses vai mostrar regiões em diferentes tons de cinza.

Um gráfico desses está mostrado na Fig. 4.8, onde os tons mais claros indicam a fase

desconfinada. Cada quadro representa um instantes de tempo, o primeiro representa

a condição inicial randômica, indicando um sistema com densidade relativamente

Figura 4.8: Evolução do valor médio da densidade bariônica ψ(x, y, z, t) no plano

z = 0 para diferentes instantes de tempo (o primeiro quadro representa a condição

inicial). A regiões com tons mais claros são as com matéria desconfinada.
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uniforme.

Para finalizar, vamos discutir a inclusão do termo de rúıdo na equação de Cahn-

Hilliard. O procedimento para a inclusão da fonte de rúıdo é similar ao descrito para

o loop de Polyakov. Vamos considerar o esquema iterativo definido na Eq. (4.37),

com o rúıdo, desta vez, definido no espaço dos momentos [56]. A razão para consi-

derar o rúıdo no espaço dos momentos é o aparecimento do Laplaciano na correlação

de rúıdo, Eq. (3.58). No espaço dos momentos, temos então que ζψ a ser empregado

na Eq. (4.37) é dado por

ζψ =
√

DTq2
1√
∆t

ς, (4.46)

onde, novamente, ς é um rúıdo Gaussiano. Na Fig 4.9 comparamos os resultados

para o parâmetro de ordem ψq com e sem o termo de rúıdo. Em ambas as curvas

todos os parâmetros são os mesmos. O comprimento de correlação do sistema é da

ordem de 1 fm e o espaçamento de rede também é de 1 fm. A análise da figura releva

que a inclusão do termo de rúıdo não altera de maneira significativa a evolução do

processo de conversão de fases, estando, portanto, de acordo com a a discussão acima

de que não são introduzidos modos espúrios ao se incluir flutuações de rúıdo quando

se emprega um espaçamento de rede da ordem do comprimento de correlação.
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Figura 4.9: Evolução do valor médio da densidade bariônica na ausência e na pre-

sença de rúıdo.
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4.2.3 Dinâmica acoplada do loop de Polyakov e da densidade bariônica

Na presente Seção vamos apresentar resultados para a dinâmica acoplada do loop

de Polyakov e da densidade bariônica. Para a interação de acoplamento entre os

campos ψ e φ empregamos a forma densidade-densidade dada na Eq. (3.54), onde

K é um parâmetro livre. O ponto principal aqui é investigar o comportamento

da dinâmica do loop de Polyakov frente ao processo de separação de fases. Como

vimos anteriormente, a dinâmica de um parâmetro de ordem não conservado é, em

geral, muito mais rápida do que a de um parâmetro de ordem sujeito a uma lei de

conservação.

Para fixar o valor de K, vamos empregar o prinćıpio de ele tenha um valor “na-

tural”, i.e. seu valor não deve ser muito diferente do valor dos outros parâmetros

que aparecem no problema. O sinal de K é tomado de maneira que nas regiões

onde ψ > 0, o valor de φ seja tal que φ ' 1, i.e. nas regiões do espaço em que a

matéria se encontre na fase de quarks e glúons, o loop de Polyakov deve estar na

fase desconfinada. Para tal, tomamos K = −0.5.

Os resultados a seguir consideram a situação inicial em que o sistema se en-

contra numa temperatura igual ou superior à temperatura cŕıtica, de maneira que a

condição inicial para ψ é a mesma que nas simulações da Seção anterior e para φ ela é

uma distribuição uniforme com φ = 1. Iteramos então as equações acopladas dadas

nas Eqs. (4.28) e (4.37) a partir dessas condições iniciais para uma temperatura

T = 0.5Td.

Na Fig. 4.10 apresentamos os resultados para os valores médios de ψ (gráfico

superior) e e de φ (gráfico inferior). Uma primeira análise dessa figura mostra

que a lei de conservação é satisfeita na simulação, pois as curvas para ψh e ψq são

perfeitamente simétricas. Uma outra observação é que o valor médio do campo φ não

se comporta como no caso desacoplado. Para a presente situação de resfriamento

do sistema e tempo de simulação, 〈φ〉 já teria ido para o mı́nimo da energia livre

que, para a presente situação (com Nf = 2) e sem acoplamento, é para φ ≈ 0.26.

Portanto, nota-se que a dinâmica do campo foi travada pelo acoplamento com a

densidade bariônica. Isto é, como a dinâmica da separação de fases é muito mais

lenta devido à lei de conservação, as regioes de matéria desconfinada mudam de

tamanho lentamente, e a energia livre de acoplamento desfavorece a mudança do

valor de φ em direção a zero, como seria o caso para a situação com K = 0. Portanto,

ao se fazer uma média sobre φ, são somados números que são próximos de zero nas

regiões confinadas, e próximos de um, nas regiões desconfinadas. A média sobre as

regiões desconfinadas leva a um valor diferente de zero para φ. Nota-se também que

mesmo para um tempo longo de simulação, a separação de fases não se completa.
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Figura 4.10: Valores médios para ψ e φ quando há acoplamento entre essas quanti-

dades.

Na Fig. 4.11 está mostrado um gráfico density plot para ψ(x, y, z, t) e φ(x, y, x, t)

para z = 0. Os gráficos da esquerda são para ψ e os da direita para φ. Novamente,

os tons mais claros indicam a fase desconfinada em cada caso. Nota-se nitidamente

a correlação entre os valores de ψ e φ, as regiões claras correspondem a ψ > 0 e

φ ∼ 1.

Como conclusão, os resultados mostram que a consideração da densidade bariôni-

ca conjuntamente com o loop de Polyakov fornece uma imagem clara do processo de

separação de fases no resfriamento da matéria hadrônica a partir do ponto cŕıtico.

Há de se chamar à atenção que no caso real da matéria produzida numa colisão de

ı́ons pesados, eventualmente a matéria desconfinada terá que hadronizar, i.e. ela

vai se tonar matéria confinada. A descrição desse processo final obviamente não
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pode ser dentro do contexto de separação de fases. Também, conforme mencionado

anteriormente, uma descrição completa do resfriamento da matéria a partir do ponto

cŕıtico deve incluir a dinâmica do condensado quiral [47, 59], como também devem

ser inclúıdos os efeitos da expansão e do escoamento da matéria, bem como efeitos

de tamanho finito do sistema.
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Figura 4.11: Evolução do valor médio da densidade bariônica ψ(x, y, z, t) (esquerda)

e do loop de Polyakov φ(x, y, x, t) no plano z = 0 para diferentes instantes de tempo.

As regiões com tons mais claros são as com matéria desconfinada.



Caṕıtulo 5

Conclusões e Perspectivas

Nessa dissertação estudamos o problema acoplado das equação de Ginzburg-Landau

e de Cahn-Hilliard, com uma aplicação para o caso da transição de fase de descon-

finamento na QCD. O objetivo principal era obter um entendimento qualitativo

sobre a interferência de uma densidade conservada, como a densidade bariônica, na

dinâmica da transição de desconfinamento representada pelo Loop de Polyakov.

No Caṕıtulo 2 apresentamos uma breve revisão sobre fenômenos cŕıticos. Dis-

cutimos alguns conceitos importantes relacionados às transições de fase dinâmicas,

dando ênfase a sistemas de Matéria Condensada. Em seguida, apresentamos os

modelos fenonomenológicos A, B e C. Discutimos também, os fenômenos de nu-

cleação e decomposição espinodal, importantes no estudo do processo de restabeleci-

mento do equiĺıbrio termodinâmico de um sistema após um quench. Apresentamos,

também, uma breve discussão sobre as funções de estrutura estática e dinâmica.

Nesta, mostramos que a função de estrutura é a transformada de Fourier da função

de correlação densidade-densidade, e apresentamos algumas de suas propriedades

importantes no estudo das transições de fase dinâmicas.

Uma breve revisão sobre o diagrama de fases da QCD foi apresentada no Caṕıtulo

3. Discutimos, através de argumentos qualitativos, obtidos de cálculos com mode-

los, experimentos com matéria hadrônica e simulações numéricas, como se chegou ao

conhecimento desse diagrama de fases. Discutimos a transição de desconfinamento

no contexto da QCD e fizemos contato com os experimentos de colisões de ı́ons pesa-

dos a altas energias. Discutimos de maneira sucinta os processos envolvidos durante

uma colisão desse tipo apresentando um esquema de colisão entre dois núcleos com

velocidades relativ́ısticas, dando ênfase às diferentes fases da colisão e a posśıvel

formação e evolução do plasma de quarks e glúons na colisão. Por fim, discutimos

a aplicação dos modelos A e B no estudo da transição de fase de desconfinamento

na QCD. Revisamos os argumentos que levam à interpretação de que o Loop de

Polyakov pode ser considerado como sendo um parâmetro de ordem da transição de

67
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desconfinamento na QCD no limite de quarks infinitamente pesados, o qual satisfaz

a dinâmica do modelo A. Também revisamos argumentos para o emprego da den-

sidade bariônica como um parâmetro de ordem conservado na transição de descon-

finamento, satisfazendo a dinâmica do modelo B. Posteriormente, consideramos o

acoplamento do Loop de Polyakov com a densidade bariônica no contexto do mod-

elo C. Por fim, discutimos a necessidade de incluir efeitos de memória nas equações

de Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard, de maneira que estas passem a respeitar a

causalidade.

No caṕıtulo 4, apresentamos o método numérico das diferenças finitas utilizado

na discretização das equações de Ginzburg-Landau e de Cahn-Hilliard. Definimos

um esquema iterativo no tempo a partir do qual podemos estudar o problema de-

sacoplado e acoplado para as equações com e sem efeitos de memória. Por fim,

no Caṕıtulo 5, apresentamos os resultados numéricos obtidos a partir do esquema

iterativo no tempo definido no Caṕıtulo 4. Em todos os casos discutidos calculamos

o valor médio do Loop de Polyakov φ e da densidade bariônica ρ e as funções de

estrutura conjugada a estes.

Inicialmente, apresentamos resultados qualitativos a fim de verificar as mudanças

causadas pelos termos de acoplamento e pela inclusão de efeitos de memória. A dis-

cussão dos resultados qualitativos foi dividida em duas partes, uma sem os termos

de rúıdo e outra com os termos de rúıdo. A primeira análise feita foi sobre as con-

seqüências da inclusão de efeitos de memória às equações de Ginzburg-Landau e de

Cahn-Hilliard. Essa análise foi feita observando a influência do termo de derivada

segunda no tempo que surge devido à inclusão de memória nessas equações. A con-

clusão mais importante que pode ser tirada dessa analise é que a inclusão de efeitos

de memória causa um atraso na explosão que caracteriza o crescimento exponencial

de um parâmetro de ordem nos estágios iniciais da sua evolução. Outra mudança

a ser notada é que a inclusão de um termo de derivada segunda no tempo adiciona

um caráter ondulatório às equações de Ginzburg-Landau e de Cahn-Hilliard que,

na sua ausência, são puramente difusivas. Para a equação de Ginzburg-Landau as

ondulações surgem para qualquer valor de τ , aumentando conforme o valor de τ au-

menta. Já para a equação de Cahn-Hilliard, as oscilações só aparecem para grandes

valores de γ. Essa é uma conseqüência da lei de conservação imposta ao valor do

parâmetro de ordem dessa equação.

Em seguida, apresentamos resultados comparativos para as equações desacopladas

e acopladas. No caso desacoplado, conclúımos que a dinâmica de relaxamento para

o equiĺıbrio do Loop de Polyakov e da densidade bariônica são totalmente indepen-

dentes. Através da análise dos valores médios conclúımos que a dinâmica do Loop

de Polyakov é muito mais rápida que a dinâmica da densidade bariônica. O que foi
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comprovado quando analisamos a função de estrura de cada uma dessas quantidades.

Para ambas quantidades as funções de estrutura apresentam picos evidenciando a

ocorrência do processo de decomposição espinodal. As curvas para a função de estru-

tura do loop de Polyakov apresentam picos bem definidos indicando que a dinâmica

para o equiĺıbrio é muito rápida. Já para a densidade bariônica os picos são bem

mais suaves e, em alguns casos, para pequenos números de onda, mal conseguimos

visualizar a formação de um pico no intervalo de tempo adotado nas simulações.

Essa diferença entre a velocidade das duas dinâmicas é conseqüência direta da lei de

conservação imposta sobre a densidade bariônica do sistema, que restringe o número

de estados que o sistema pode acessar durante o processo de restabelecimento do

equiĺıbrio. Como tanto o Loop de Polyakov quando a densidade bariônica podem

ser considerados como parâmetros de ordem no estudo da transição de desconfina-

mento na QCD, espera-se que o acoplamento entre essas duas quantidades forneça

uma descrição mais precisa sobre essa transição de fase. Assim, estudamos também

o acoplamento entre essas duas quantidades. Nos primeiros instantes de tempo a

dinâmica do loop de Polyakov e da densidade bariônica não apresentam grandes

mudanças, estas evoluem como se não houvesse acoplamento. Após um transiente

de tempo o acoplamento começa a se manifestar e a dinâmica do sistema muda.

A dinâmica do loop de Polyakov passa a ser mais lenta e a dinâmica da densidade

bariônica mais rápida se comparado com o caso desacoplado. As curvas para a função

de estrutura do loop de Polyakov passam a apresentar picos muito mais suaves e

em alguns casos não há formação de um pico propriamente dito, evidenciando uma

redução de velocidade na dinâmica. Diferentemente do loop de Polyakov, a mu-

dança nas curvas da densidade bariônica não são tão grandes, estas apresentam

uma dinâmica um pouco mais rápida e, em alguns casos, para pequenos números de

onda, já conseguimos indêntificar a formação de um pico. Assim, conclúımos que o

restabelecimento do equiĺıbrio do sistema acoplado também se dá através do pro-

cesso de decomposição espinodal, existe a formação de picos nas curvas da função

de estrutura. Outro ponto a ser ressaltado é que após um determinado transiente

de tempo as velocidades das dinâmicas se igualam e o sistema evolúı como um todo

para o equĺıbrio. Nessa situação, a lei de conservação imposta à densidade bariônica

passa a atuar de maneira indireta sobre o Loop de Polyakov.

Para concluir, salientamos novamente o escopo limitado do presente estudo,

no que se refere a comparações com dados experimentais. Para tal, como dito

anteriormente, é necessário incluir vários outros efeitos, como também, empregar

uma geometria que traduza de maneira mais realista a situação experimental. Um

dos efeitos mais importantes a ser considerado é o do escoamento hidrodinâmico.

Também, a expansão do sistema não pode ser desconsiderada. A inclusão desses
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efeitos muda a classe de universalidade dinâmica em que se insere o problema,

provavelmente sendo a caracterizada pelo modelo H. Também, para a caraterização

completa das transições de fase da QCD, é necessário incluir a transição quiral no

problema. Essa, por sua vez, é caracterizada pelo condensado quiral que, no limte

quiral, seria o parâmetro de ordem apropriado. A dinâmica do condensado quiral,

por sua vez, é caracterizada pelo modelo A. Portanto, para caracterizar a evolução

da matéria hadrônica altamente excitada produzida numa colisão de ı́ons pesados

a altas energias teŕıamos que empregar as dinâmicas do Loop de Polyakov, do con-

densado de quarks, da densidade bariônica, e dos modos hidrodinâmicos associados

ao tensor energia-momento. Uma tarefa gigantesca e certamente dif́ıcil, mas even-

tualmente necessária para o entendimento de um dos mais fascinantes problemas da

F́ısica contemporânea, o confinamento dos quarks e glúons. Esperamos que o pe-

queno passo dado no presente trabalho seja de alguma valia nesse empreendimento.



Apêndice A

Coarse-graining

As técnicas de coarse-graining são utilizadas com a finalidade de se obter uma

formulação da função de partição que enfatize as propriedades do parâmetro de

ordem. Em outras palavras, uma função de partição que possa ser empregada no

estudo tanto das transições de fase estáticas quanto dinâmicas. Seguindo a Ref. [9],

vamos discutir resumidamente como obter essa função de partição e construir o

Hamiltoniano coarse-grained.

Para obter uma função de partição que reflita as propriedades do parâmetro de

ordem vamos dividir o sistema em estudo em muitas células idênticas. O tamanho

dessas células deve ser muito maior que qualquer comprimento microscópico a do

sistema, por exemplo, deve ser maior que o espaçamento entre as part́ıculas ou maior

que o alcance do potencial de interação entre estas. Vamos assumir que a média

do parâmetro de ordem φ(x) sobre todas as part́ıculas de uma célula centrada em

x seja representada por φ̄(x). Assumindo que cada célula seja formada por muitas

part́ıculas, a variável φ̄(x) pode ser tratada como uma variável cont́ınua que pode

variar de célula para célula. Esse processo de tomar médias sobre muitas part́ıculas

em um volume finito é conhecido como coarse-graining. Agora, se considerarmos

que a energia do sistema está relacionada com uma certa configuração local do

parâmetro de ordem φ, os estados do sistema podem ser especificados pelo valor de

φ̄ e ter energia efetiva H̄. Assim, a função de partição passa a ser um funcional

integral sobre todos os posśıveis valores de φ̄ em todas as posições x, ou seja,

Z =
∫
Dφ̄ exp

[
−β

(
H̄ −

∫
ddxh(x)φ̄(x)

)]
, (A.1)

onde β = 1/kBT . Em sistemas puramente clássicos, essa função de partição pode

ser obtida da seguinte maneira. Introduzimos a função δ[φ − φ̄] na expressão da

função de partição clássica e tomamos φ = φ̄

Z =
∫
Dφ̄Tr

∏
x

δ[φ− φ̄] exp
[
−β

(
H−

∫
ddxh(x)φ̄(x)

)]
, (A.2)
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considerando que

e−βH̄ = Tr
∏
x

δ[φ− φ̄]e−βH. (A.3)

No estudo das transições de fase a diferença entre φ e φ̄ não é importante, por-

tanto vamos utilizar a notação φ em todas as equações. A energia efetiva H̄ é

comumente chamada de Hamiltoniano na mecânica estat́ıstica e na literatura dos

fenômenos cŕıticos, apesar de não ser função de variáveis canônicas. Esta energia

efetiva também pode ser associada à ação presente na teoria quântica de campos

e, portanto, ser chamada de ação em algumas literaturas. Uma vez que não esta-

mos interessados na diferença entre H̄ e H vamos utilizar a notação H em todas as

equações.

Uma forma fenomenológica para o Hamiltoniano H pode ser obtida a partir das

seguintes considerações. Inicialmente, vamos considerar que nas proximidades do

ponto cŕıtico o valor do parâmetro de ordem φ é pequeno e uniforme, e se T > Tc o

valor médio de φ é nulo. Nessas condições, a termodinâmica de equiĺıbrio é comple-

tamente determinada pelo Hamiltoniano do sistema. Assim, o Hamiltoniano deve

ser um funcional de φ e invariante sob as transformações do grupo de simetria da

fase desordenada do sistema. A partir dessas considerações, o Hamiltoniano deve

ser da seguinte forma

H =
∫

ddx
{

c

2
(∇φ)2 + f(φ, T )

}
, (A.4)

onde f(φ, T ) é uma densidade de energia livre coarse-grained. Considerando que o

valor de φ é pequeno podemos expandir f em potências de φ

f(φ, T ) = sφ + rφ2 + wφ3 + uφ4 + · · · (A.5)

Nessa densidade de energia os coeficientes s,r,w e u podem depender da temper-

atura do sistema. Geralmente, os termos ı́mpares dessa série são desprezados por

não serem invariantes sob as transformações do grupo de simetria da fase desorde-

nada do sistema. Ao truncarmos a densidade de energia livre f devemos escolher

os coeficientes de maneira que existam valores de equiĺıbrio para φ. Note que na

definição de H desconsideramos termos de ordem superiores em ∇φ. Essa aproxi-

mação só é válida quando as variações espaciais de φ são lentas no comprimento de

escala microscópico a do sistema, ou seja, quando o número de onda k das flutuações

do sistema é menor que o cutoff Λ ∼ 2π/a. Podemos concluir então, que qualquer

modelo fenomenológico carrega consigo um cutoff superior.



Apêndice B

Função de Estrutura: Estática e Dinâmica

Neste apêndice definiremos as funções de estrutura estática e dinâmica a partir de

processos de espalhamento simples presentes na matéria condensada. A exposição

a seguir está baseada na Ref. [9]. Vamos iniciar nossa discussão considerando o

tipo mais simples de espalhamento, ou seja, o espalhamento de uma onda por um

material formado por planos paralelos e igualmente espaçados. Por exemplo, o

espalhamento de ondas de raio-X por um cristal, comumente conhecido como espa-

lhamento de Bragg. Nesse, a onda incidente sofrerá difração pelo conjunto de planos,

e a intensidade de espalhamento será modulada por interferências construtivas e

destrutivas. Uma descrição detalhada de um espalhamento desse tipo pode ser

obtida adotando-se uma descrição quântica.

Considere o espalhamento de um feixe de part́ıculas por um sistema composto

por muitos corpos (átomos, part́ıculas, etc). Sabemos que a seção de choque pode

ser determinada através do cálculo da taxa de transição entre os estados de onda

plana inicial e final das part́ıculas espalhadas. Os estados de onda plana inicial e

final podem ser denotados por |k〉 e |k′〉, e possuem os respectivos momentos h̄k e

h̄k′. Supondo que a interação entre as part́ıculas seja fraca, aproximação de Born,

então a taxa de transição entre os estados inicial e final é proporcional módulo ao

quadrado do elemento de matriz [57]

Mkk′ = 〈k |U |k′〉 =
∫

ddxe−ikxU(x)eik′x, (B.1)

onde U(x) é o potencial de interação entre as part́ıculas. Consideramos nessa

equação a função de onda não normalizada 〈x | k〉 para as part́ıculas espalhadas.

Assim, a seção de choque diferencial para o vetor de onda final |k′〉 é dado por

d2σ

dΩ
∼ |Mkk′|2. (B.2)

Em sistemas formados por muitos corpos, por exemplo átomos, o potencial

de espalhamento é simplesmente a soma dos termos provenientes de cada um dos
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átomos do sistema, ou seja,

U(x) =
∑
α

Uα(x− xα), (B.3)

onde xα representa a prosição do átomo α. Desta maneira, o elemento de matriz

Mkk′ , equação (B.1), pode ser escrito da seguinte forma

Mkk′ =
∑
α

∫
ddxe−ikxUα(x− xα)eik′x. (B.4)

Definindo a distância relativa Rα = x − xα e o vetor de onda de espalhamento

q ≡ k− k′, podemos reescrever esse elemento de matriz como

Mkk′ =
∑
α

∫
ddRαe−ik(Rα+xα)Uα(Rα)eik′(Rα+xα)

=
∑
α

[∫
ddRαe−ikRαUα(Rα)eik′Rα

]
e−i(k−k′)xα

=
∑
α

Uα(q)e−iqxα . (B.5)

Nessa equação Uα(q), conhecido como fator de forma atômico, corresponde à magni-

tude e a direção do espalhamento de cada átomo α do sistema. Assim, a seção de

choque, equação (B.2), será dada por

d2σ

dΩ
∼ ∑

α,α′
Uα(q)U∗

α′(q)e−iq(xα−xα′ ). (B.6)

A equação acima representa a seção de choque para uma particular configuração

do sistema, especificada pelas posições xα dos átomos. Se as posições dos átomos

forem fixas, como deve ser em sistemas clássicos à temperatura nula, a configuração

do sistema é única e essa seção de choque fornece uma boa descrição do proble-

ma. Contudo, sistemas reais podem apresentar várias configurações de átomos, pois

estes podem se mover seguindo as leis da mecânica estat́ıstica [58]. Assim, para

obter a seção de choque de sistemas reais devemos realizar médias sobre todas as

posśıveis configurações do sistema, ou seja, tomar uma média sobre ensembles da

equação (B.6). Representando a média sobre ensembles por 〈· · ·〉, temos que

d2σ

dΩ
∼

〈∑

α,α′
Uα(q)U∗

α′(q)e−iq(xα−xα′ )
〉

. (B.7)

Agora, se todos os átomos do sistema forem iguais, o fator de forma atômico é

idêntico para todos os átomos e, portanto, obtemos a seguinde seção de choque para

o espalhamento de um sistema estat́ıstico

d2σ

dΩ
∼ |U(q)|2S̃(q), (B.8)
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onde |U(q)|2 = Uα(q)U∗
α(q) e S̃(q) é a função de estrutura definida como

S̃(q) =

〈∑

α,α′
e−iq(xα−xα′ )

〉
. (B.9)

A equação (B.8) fornece a relação entre a função de estrutura e a seção de choque.

Desta maneira, conhecendo o fator de forma atômico do sistema, podemos realizar

medidas experimentais da função de estrutura em experimentos com espalhamento

de part́ıculas. O conhecimento da função de estrutura de um sistema leva ao conhe-

cimento de sua estrutura interna, como pode ser visto na equação (B.9), esta fornece

informações sobre a média das posições relativas dos átomos ou part́ıculas de um

sistema.

Ao realizarmos estudos teóricos ou numéricos dos processos de espalhamento

encontramos algumas dificuldades na determinação da função de estrutura a partir

das equações (B.8) e (B.9). Portanto, é útil relacionar essa função com outras

quantidades f́ısicas mais simples de serem calculadas. É bem conhecido na literatura

dos fenômenos cŕıticos que a função de estrutura é simplesmente a transformada de

Fourier da função de correlação [9, 21]. Sendo assim, vamos verificar que a função

definida na equação (B.9) é a transformada de Fourier da função de correlação para

a densidade part́ıculas de um sistema. A densidade de part́ıculas por unidade de

volume de um sistema na posição x do espaço é definida da seguinte maneira

n(x) =
∑
α

δ (x− xα) . (B.10)

Funções de correlação para essa densidade podem ser definidas como sendo a média

sobre ensembles do valor de n(x) em diferentes pontos do espaço, a mais importante

de todas é a correlação de dois pontos

Cnn(x,x′) = 〈n(x)n(x′)〉 =

〈∑

αα′
δ (x− xα) δ (x′ − xα′)

〉
. (B.11)

Reescrevendo a equação (B.9) podemos facilmente mostrar que S̃(q) é a trans-

formada de Fourier de Cnn(x,x′). Primeiramente, separamos as somatórias dessa

equação

S̃(q) =

〈∑

α,α′
e−iq(xα−xα′ )

〉
=

〈∑
α

e−iqxα
∑

α′
e−i(−q)xα′

〉
. (B.12)

Em seguida, considerando as propriedades da função δ(x) podemos definir as expo-

nenciais presentes na equação acima como

e−iqx =
∫

ddx′δ(x′ − x)e−iqx′ , (B.13)
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e, conseqüentemente, obter

S̃(q) =

〈∫
ddx

(∑
α

δ(x− xα)

)
e−iqx

∫
ddx′

(∑

α′
δ(x′ − xα′)

)
e−i(−q)x′

〉

=
〈∫

ddxn(x)e−iqx
∫

ddx′n(x′)e−i(−q)x′
〉

= 〈n(q)n(−q)〉
=

〈
|n(q)|2

〉
. (B.14)

Na última equação, n(q) representa a transformada de Fourier de n(x). Portanto,

mostramos que a função de estrutura é a transformada de Fourier da função de

correlação. Contudo, devemos notar que Cnn(x,x′) só pode ser obtida através da

transformada inversa de S̃(q) se Cnn(x,x′) for uma função da distância relativa

r = |x− x′|.
A discussão apresentada até aqui se restringiu a processos de espalhamentos

estáticos, no caso espalhamento por raio-X. Em experimentos com espalhamentos

desse tipo a energia das part́ıculas espalhadas não é monitorada e, portanto, pode-

mos medir a função de estrutura estática. Em experimentos com espalhamentos

inelásticos a mudança na energia das part́ıculas espalhadas é importante e deve ser

monitorada. Assim, podemos medir a função de estrutura dependente do tempo.

A fim de definir a relação entre a seção de choque e a função de estrutura vamos

considerar o caso particular do espalhamento inelástico de um feixe de nêutrons com

spin 1/2 e massa mn por um sistema formado por muitos corpos. Inicialmente, o

sistema se encontra num estado |λ〉 com energia Eλ e o feixe incidente num estado

de onda plana |ks〉 = |k〉|s〉 com momento p = h̄k e spin s. Na ausência de um

campo magnético externo a energia do feixe de nêutrons no estado |ks〉 é dada por

E = h̄2k2/2mn. Vamos supor que cada nêutron do feixe incidente está confinado

numa caixa de volume V e se encontra no estado de função de onda normalizado

〈x|k〉 =
e−ikx

√
V

. (B.15)

Considerando a regra de ouro de Fermi [57], a taxa de transição entre o estado misto

inicial |ksλ〉 = |ks〉|λ〉 e o estado misto final |k′s′λ′〉 é dada por

Wksλ→k′s′λ′ =
2π

h̄

∣∣∣〈ksλ|U |k′s′λ′〉
∣∣∣
2
δ (E + Eλ − E ′ − Eλ′) , (B.16)

onde U é o potêncial de interação entre os nêutrons do feixe e os constituintes do

sistema. Como não estamos interessados nos estados |λ〉 e |λ′〉 do sistema vamos

realizar uma soma sobre todos os posśıveis estados considerando a probabilidade de

ocorrência pλ, assim,

Wks→k′s′ =
2π

h̄

∑

λ,λ′
pλWksλ→k′s′λ′ . (B.17)
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Se o sistema estiver em equiĺıbrio térmico pλ = Z−1 exp(−βEλ) para o ensemble

canônico ou pλ = Ξ−1 exp[−β(Eλ − µNλ)] para o ensemble grande canônico, onde

Nλ é o número de constituintes do sistema no estado λ. Se existirem N nêutrons no

estado |ks〉 então, o número de nêutrons espalhados por segundo com estado final

|ks〉 é NWks→k′s′ . O número total de nêutrons espalhados com todos os posśıveis

estados finais com spin s′ é igual ao fluxo incidente de nêutrons Φ vezes a seção de

choque total

Φσtot = N
∑

k′
Wks→k′s′ = NV

∫ d3k′

(2π)3
Wks→k′s′ . (B.18)

Como o fluxo de nêutrons é dado pelo número de nêutrons incidentes por volume

vezes a velocidade dos nêutrons chegamos que a velocidade dos nêutrons incidentes

é ΦV/N . A integral em k presente na equação (B.18) pode ser transformada em

uma integral sobre E ′ e sobre o ângulo sólido Ω se considerarmos que

d3k′ = k′2dk′dΩ =
mn

h̄2 k′dE ′dΩ. (B.19)

Assim, a seção de choque diferencial será dada por

d2σ

dΩdE ′

)

s→s′
=

m2
nk

′

h̄3k

V 2

(2π)3
Wks→k′s′ . (B.20)

Observe que a equação (B.16) contem o produto entre quatro funções de onda nor-

malizadas, portanto, esta é proporcional a V −2. Desta maneira, a seção de choque

é independentende do volume de normalização e pode ser reescrita como

d2σ

dΩdE ′

)

s→s′
=

k′

k

m2
n

(2πh̄2)2

∑

λλ′
pλ

∣∣∣〈ksλ|U |k′s′λ′〉
∣∣∣
2
δ (Eλ − Eλ′ + h̄ω) , (B.21)

onde, agora, 〈x|k〉 = exp(−ikx) e h̄ω = E − E ′ é a energia transferida de cada

nêutron para o sistema. Nos casos onde os graus de liberdade de spins não são

importantes, podemos somar sobre todos os estados de spin considerando a proba-

bilidade de ocorrência ps

d2σ

dΩdE ′ =
k′

k

m2
n

(2πh̄2)2

∑

λλ′ss′
pλps

∣∣∣〈ksλ|U |k′s′λ′〉
∣∣∣
2
δ (Eλ − Eλ′ + h̄ω) . (B.22)

Vamos supor agora, que o sistema em questão é constitúıdo por átomos. O

potencial de interação entre um átomo α do sistema na posição xα e os nêutrons do

feixe incidente é dado por

Uα(x− xα) =
2πh̄

mn

bαδ(x− xα) ≡ aαδ(x− xα), (B.23)
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onde bα é o comprimento de espalhamento do átomo α. Assim, o potencial de

interação do sistema com o feixe de nêutrons é

U =
∑
α

Uα(x− xα) =
∑
α

aαδ(x− xα). (B.24)

Para esse potencial de interação, os elementos de matriz 〈ksλ|U |k′s′λ′〉 que aparecem

na seção de choque diferencial definida na equação (B.22) são dados por

〈ksλ|U |k′s′λ′〉 = δss′
∑
α

〈λ|aαe−iqxα|λ′〉, (B.25)

onde q = k− k′. Considerando as seguintes identidades

δ (Eλ − Eλ′ + h̄ω) =
∫ ∞

−∞
d(t− t′)

2πh̄
e(i/h̄)(Eλ−Eλ′+h̄ω)(t−t′) (B.26)

〈λ|f(xα(t))|λ′〉 = 〈λ|f(xα)|λ′〉e(i/h̄)(Eλ−Eλ′ )t, (B.27)

a seção de choque pode ser reescrita como

d2σ

dΩdE ′ =
k′

2πh̄k

∑

λ,λ′

∫
d(t− t′)eiω(t−t′) (B.28)

×

pλ

∑

α,α′
〈λ|bαe−iqxα(t)|λ′〉〈λ′|bα′e

−iqxα′ (t
′)|λ〉


 . (B.29)

Os estados |λ′〉 formam um conjunto completo no espaço dos estados do sistema, ou

seja, ∑

λ′
|λ′〉〈λ′| = 1. (B.30)

Além disso, o valor esperado de equiĺıbrio de qualquer operador O do sistema é dado

por

〈O〉 =
∑

λ′
pλ′〈λ′|O|λ′〉. (B.31)

Com isso, podemos escrever a seção de choque (B.29) como sendo

d2σ

dΩdE ′ =
k′

2πh̄k

∫
d(t− t′)eiω(t−t′)〈∑

α,α′
bαbα′e

−iqxα(t)e−iqxα′ (t
′)〉. (B.32)

O grau de liberdade que determina o tipo do isótopo do átomo α pertencente ao

sistema é dinamicamente desacoplado dos outros graus de liberdade, como por exem-

plo a posição. Assim, a média presente na Eq. (B.32) pode ser escrita como a soma

da média sobre bαbα′ vezes a média 〈e−iqxα(t)e−iqxα′ (t
′)〉, então

F =
∑

αα′
bαbα′〈e−iqxα(t)e−iqxα′ (t

′)〉, (B.33)
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onde F = 〈∑α,α′ bαbα′e
−iqxα(t)e−iqxα′ (t

′)〉. Se o sistema possui N1 átomos do isótopo

1 e N2 átomos do isótopo 2, a probabilidade de um átomo em xα ser do isótopo i é

Ni/N onde o ind́ıce i pode assumir os valores 1 e 2 e N = N1 +N2. Observe que esta

probabilidade não depende do átomo α, portanto, a constante bα é estatisticamente

independente de bα′ para α 6= α′. Logo,

bαbα′ = b2δαα′ + |b|2(1− δαα′), (B.34)

e a média F assume a seguinte forma

F = |b|2〈e−iqxα(t)e−iqxα′ (t
′)〉+ [b2 − |b|2]〈e−iqxα(t)e−iqxα(t′)〉. (B.35)

Podemos agora, decompor a equação (B.32) em dois termos, um é a seção de choque

coerente e o outro a seção de choque incoerente

d2σ

dΩdE ′

)

coe

=
σcoe

4π

k′

2πh̄k

∫ ∑

αα′
d(t− t′)eiω(t−t′)〈e−iqxα(t)e−iqxα′ (t

′)〉, (B.36)

d2σ

dΩdE ′

)

inc

=
σinc

4π

k′

2πh̄k

∫ ∑
α

d(t− t′)eiω(t−t′)〈e−iqxα(t)e−iqxα(t′)〉, (B.37)

onde σcoe = 4π|b|2 e σinc = 4π[b2 − |b|2]. De maneira análoga ao caso estático,

podemos definir a função de correlação dependente do tempo como

Cnn(x,x′, t, t′) = 〈n(x, t)n(x′, t′)〉. (B.38)

Como estamos interressados apenas em Hamiltonianos independentes do tempo,

todas as médias termodinâmicas são invariantes por translações temporais, logo

〈n(x, t)〉 = 〈n(x)〉 e Cnn(x,x′, t, t′) depende somente da diferença t− t′. Assim, se

Cnn(x,x′, ω) =
∫ ∞

−∞
d(t− t′)eiω(t−t′)Cnn(x,x′, t, t′), (B.39)

temos que

〈n(x, ω)n(x′, ω′)〉 = Cnn(x,x′, ω′)2πδ(ω + ω′). (B.40)

Podemos agora reescrever a seção de choque coerente como

d2σ

dΩdE ′

)

coe

=
σcoe

4π

k′

2πh̄k

V

2πh̄
Cnn(q, ω), (B.41)

onde

Cnn(q, ω) =
∫

d(t− t′)eiω(t−t′)S̃nn(q, t, t′)

=
1

V

∫
d3xd3x′

∫
d(t− t′)e−iq(x−x′)eiω(t−t′)Cnn(x,x′, t, t′)

=
1

V

∑

αα′
〈e−iqxα(t)e−iqxα′ (t

′)〉. (B.42)
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Nessa equação S̃nn é a função de estrutura dinâmica. Para escrever a seção de

choque incoerente de maneira análoga a que foi para a seção de choque coerente,

vamos definir a função de auto correlação

C(x,x′, t, t′) =
∑
α

〈δ(x− xα(t))δ(x′ − xα(t′))〉. (B.43)

Então a seção de choque incoerente fica

d2σ

dΩdE ′

)

inc

=
σinc

4π

k′

2πh̄k
C(q, ω), (B.44)

onde a função de auto correlação C(q, ω) é a transformada de Fourier de (B.43), e

pode ser escrita em termos da função de estrutura dinâmica como

C(q, ω) =
∫

d(t− t′)eiω(t−t′)S̃nn(q, t, t′). (B.45)

Neste nos restringimos apenas à apresentação de resultados para a densidade de

part́ıculas de um sistema, entretanto, uma generalização para outras densidades e

campos dependentes do tempo pode ser feita. Assim, podemos definir a função de

estrutura conjugada a uma densidade ou um campo φ(x, t) como

S̃φ(q, t) ≡
∫

ddreiq·rCφ(x,x′, t) =
〈
φ̃(q, t)φ̃(−q, t)

〉
, (B.46)

onde Cφ é a função de correlação de dois pontos conjugada ao campo φ,

Cφ(x,x′, t) = 〈φ(x, t)φ(x′, t)〉 . (B.47)



Apêndice C

Efeitos de Memória

Equações como as de Ginzburg-Landau e de Cahn-Hilliard descrevem processos di-

fusivos caracterizados por eventos de espalhamento microscópico. A equação de

difusão, em particular, descreve a situação limite onde o tempo entre sucessivos

eventos de espalhamento é infinitesimalmente pequeno. Assim, essas equações não

respeitam a causalidade. Em sistemas reais, eventos de espalhamento ocorrem em

intervalos de tempo finitos. Desta maneira, equações difusivas apresentam sérios

problemas ao descrever situações f́ısicas reais. Para solucionar esse problema, incor-

poramos efeitos de memória às equações difusivas. Neste Apêndice, vamos incluir

efeitos de memória às equações de Ginzburg-Landau e de Cahn-Hilliard através de

funções de memória [33, 32, 59].

C.1 Equação de Ginzburg-Landau

A equação de Ginzburg-Landau, equação (2.16) sem o termo de rúıdo, é dada por

∂φ

∂t
= −Γ

δH
δφ

, (C.1)

ondeH é o Hamiltoniano de Ginzburg-Landau definido na equação (2.18). Efeitos de

memória podem ser introduzidos nessa equação através de uma função de memória

W (t− t′) como
∂φ

∂t
= −Γ

∫ t

0
dt′W (t− t′)

δH
δφ

. (C.2)

A função de memória W (t− t′) deve ser caracterizada por um tempo de decaimento

finito τ , de maneira que no limite de τ → 0 devemos obter a equação de Ginzburg-

Landau sem efeitos de memória. Assim, por simplicidade, podemos considerar a

seguinte função

W (t− t′) =
1

τ
exp

[
−(t− t′)

τ

]
. (C.3)
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Apêndice C. Efeitos de Memória 82

Substituindo essa função na equação (C.2), derivando ambos os lados em relação ao

tempo e considerando a seguinte regra de Leibniz

∂

∂β

∫ h(β)

g(β)
f(x, β) =

∫ h(β)

g(β)

∂

∂β
f(x, β)dx + f [h(β), β]

dh(β)

dβ
− f [g(β), β]

dg(β)

dβ
, (C.4)

chegamos à seguinte expressão para a equação de Ginzburg-Landau com efeitos de

memória

τ
∂2φ

∂t2
+

∂φ

∂t
= −Γ

δH
δφ

. (C.5)

Como no caso da equação sem efeitos de memória, podemos adicionar à essa equação

uma fonte de rúıdo representando as forças aleatórias produzidas pelos graus de

liberdade microscópicos do sistema.

C.2 Equação de Cahn-Hilliard

A equação de Cahn-Hilliard, equação (2.24) sem termo de rúıdo, é uma equação

difusiva que descreve a evolução temporal de um parâmetro de ordem conservado.

Portanto, essa equação pode ser reescrita na forma de uma equação de continuidade

∂ρ

∂t
+∇ · J = 0, (C.6)

onde J é uma corrente irreverśıvel do tipo

J = −Λ∇δH
δρ

. (C.7)

Novamente, H é o Hamiltoniano do sistema. A fim de incluir efeitos de memória

nesta equação, vamos redefinir a corrente J como sendo

J = −
∫ t

0
dt′

∫
ddx′M(x− x′, t− t′)∇x′

δH
δρ

, (C.8)

onde M é uma função de memória. Esta função é caracterizada por um tempo

de decaimento γ, de maneira que no limite de γ → 0 devemos obter a equação

de Cahn-Hilliard sem efeitos de memória. Por simplicidade, vamos considerar a

seguinte função de memória

M(x− x′, t− t′) =
Λ

γ
exp

[
−(t− t′)

γ

]
δ(d)(x− x′). (C.9)

Substituindo essa função de memória na corrente J e derivando em relação ao tempo

chegamos à seguinte equação

γ
∂J

∂t
= −J− Λ∇δH

δρ
. (C.10)
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Agora, considerando a equação de continuidade e a equação (C.10) para a cor-

rente J, chegamos à seguinte expressão para a equação de Cahn-Hilliard com efeitos

de memória

γ
∂2ρ

∂t2
+

∂ρ

∂t
= Λ∇2 δH

δρ
. (C.11)

Analogamente à equação de Ginzburg-Landau com efeitos de memória, podemos

adicionar à essa equação uma fonte de rúıdo representando as forças aleatórias pre-

sentes no sistema.

Estudos feitos sobre a inclusão de efeitos de memória nas equações de Ginzburg-

Landau e de Cahn-Hilliard podem ser encontrados nas seguintes referências [32, 59].

Estes estudos indicam que a inclusão de efeitos de memória à essas equações causa

um atraso na explosão da decomposição espinodal. Por exemplo, na referência [59]

foi mostrado que a inclusão de efeitos de memória pode apresentar conseqüências

dramáticas no problema da restauração da simetria quiral em colisões de ı́ons pesa-

dos, pois o atraso pode ser tão grande que não haverá tempo suficiente para tal exp-

losão ser observada numa colisão como essa. Conseqüências ainda mais dramáticas

foram apresentadas na referência [32]. Nesta foi mostrado que para uma colisão de

ı́ons pesados relativ́ısticos onde o parâmetro de ordem é conservado os efeitos de

memória podem causar um atraso substancial no processo de conversão de fases.
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