Instituto de Fisica Teorica
IFT Universidade Estadual Paulista

DISSERTACAO DE MESTRADO IFT-D.005/2009

Transicoes de fase dindmicas, parametros de ordem conservados e nao

conservados e a transicao de desconfinamento na QCD

Aline Olimpio Pereira

Orientador

Prof. Dr. Gastao Indcio Krein

Abril de 2009



Agradecimentos

Primeiramente gostaria de agradecer ao meu orientador, Prof. Gastao Krein por

todos esses anos de orientacao e amizade.

Agradeco também aos meus familiares e amigos, que cada um a sua maneira con-

tribuiu diretamente para a realizacao de mais essa conquista.

Por fim, agradeco a FAPESP pelo suporte financeiro.



i

Resumo

Estudamos a evolugao temporal de parametros de ordem conservados e nao
conservados empregando o formalismo das equagoes cinéticas semi-fenomenologicas
de Ginzburg-Landau-Langevin da teoria cldssica das transicoes de fase dinamicas.
Apresentamos uma aplicacao do formalismo ao problema do desconfinamento de
quarks e glions na QCD, em que o parametro de ordem conservado é a densidade
barionica e o parametro de ordem nao conservado é o loop de Polyakov. As equacoes
cinéticas sao resolvidas numericamente empregando um esquema semi-implicito no
tempo e um método de diferencas finitas com transformada de Fourier rapida para as
coordenadas espaciais. Resultados de simulacoes numéricas sao apresentados para

valores médios dos parametros de ordem e para as fungoes de estrutura.
Palavras Chaves: Fenomenos Criticos; Transicoes de Fase Dinamicas; Cromo-
dinamica Quantica; Desconfinamento de Quarks e Glions; Simula¢oes Numéricas

Areas do conhecimento: Fisica das Particulas Elementares e Campos; Simulagoes

Numéricas
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Abstract

We study the time evolution of conserved and nonconserved order parameters
employing the formalism of the semiphenomenological Ginzburg-Landau-Langevin
kinetic equations of the classical theory of dynamical phase transitions. We present
an application of the formalism to the deconfinement problem of quarks and gluons
in QCD, where the conserved order parameter is the baryon density and the non-
conserved order parameter is the Polyakov loop. The kinetic equations are solved
numerically employing a semi-implicit scheme for the time variable and a finite-
difference method with fast Fourier transform for the space coordinates. Results of
the numerical simulations are presented for the average values and structure func-

tions of the order parameters.
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Capitulo 1

Introducao

A cromodinamica quantica (QCD) [1] é a teoria fundamental das interagoes fortes,
e faz parte do Modelo Padrao das Particulas Elementares e Interacoes. Esta é uma
teoria de gauge local nao abeliana SU(3) na qual os graus de liberdade bdsicos
sao quarks de spin 1/2 e glions de spin 1. Os quarks aparecem na representagao
3-dimensional (fundamental) do grupo de gauge com cargas (ou cores) vermelho,
verde e azul, e os glions na representacao 8-dimensional (adjunta) do grupo de
gauge. Como uma teoria fundamental, a QCD deve ser capaz de descrever todos
os aspectos da estrutura e das interagoes hadronicas. Particularmente, espera-se
que a partir da QCD seja possivel descrever as propriedades da matéria hadronica
em condicoes extremas de temperatura e densidade. Este tipo de matéria estava
presente nos primeiros instantes do universo, e atualmente é encontrada no interior
de objetos estelares superdensos, e pode ser reproduzida em laboratorio através de
experimentos com colisoes de fons pesados a altas energias. De particular interesse
atual, tanto sob o ponto de vista do entendimento dos préprios sistemas fisicos em
estudo, como também para um melhor entendimento da QCD, sdao as mudancas

de fase que podem ocorrer num sistema sob condigoes extremas de temperatura e

densidade.

Para o estudo de sistemas hadronicos a temperaturas muito maiores que a escala
tipica da QCD, Aqcp ~ 200 MeV, é possivel empregar os tradicionais e sisteméticos
métodos da teoria de perturbacao da teoria quantica de campos, baseados numa
expansao na constante de acoplamento. Ja para o estudo da estrutura e interacoes
hadronicas a baixas energias, como também de transicoes de fase, nao podemos
utilizar esses métodos perturbativos. Sistemas em que a densidade barionica pg é
muito maior que a densidade normal da matéria estavél no universo, py = 0.17 fm™2,
também podem ser tratados com métodos perturbativos, no entanto, os sistemas com
pPB = po nao sao trataveis com esses métodos. O que permite empregar a teoria de

perturbacgao a altas temperaturas e densidades é a propriedade de liberdade assin-
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totica da QCD, a qual prediz que a interacao entre quarks e glions diminui a altas
energias ou a curtas distancias [2], situagoes essas presentes em sistemas hadronicos
a altas energias de excitacao.

A tnica maneira conhecida para lidar com fené6menos nao perturbativos da QCD
a partir de primeiros principios, de maneira sistematica e controlavel, é o método
da QCD na rede [3]. A formulagao tradicional da QCD na rede é desenvolvida em
termos de um formalismo Lagrangiano, através de integrais funcionais continuadas
analiticamente para o espaco-tempo Euclidiano. A continuacao analitica para o
espaco Euclidiano torna a funcao geratriz da teoria quantica de campos uma quan-
tidade andloga a funcao de particao da Mecanica Estatistica classica, com uma
acao positivo-definida. As integrais funcionais sao entao discretizadas numa rede
de espaco-tempo Euclidiana, tornando a QCD uma teoria com um numero finito
de graus de liberdade. Com isso, obtém-se uma teoria com um ntimero finito de
graus de liberdade, similar em muitos aspectos a um problema de spins clédssicos,
para a qual pode-se empregar os métodos tradicionais de Monte Carlo da Mecanica
Estatitica [4].

Em certos limites nao fisicos a QCD apresenta transicoes de fase bem estabele-
cidas [5]. No limite em que a massa dos quarks é infinitamente grande, a transigao
de desconfinamento pode ser descrita como sendo uma transicao de fase com um
parametro de ordem bem definido. Ja para o limite de massas nulas, a transicao
quiral também pode ser caracterizada por um paramtero de ordem. Para valores
fisicos das massas dos quarks, da ordem de 10 MeV para os quarks u e d e 150 MeV
para o quark s, as simulacoes de QQCD na rede sugerem que nem a transicao de
desconfinamento nem a quiral ocorrem no sentido de apresentarem singularidades
termodinamicas — a Ref. [6] apresenta uma revisao relativamente recente sobre o
assunto. O estudo das transicoes de fase a temperatura finita na QCD através de
simulagoes de QCD na rede tem se limitado, na grande maioria dos casos, as pro-
priedades de equilibrio do sistema. Entretanto, em sistemas reais como nas colisoes
de ions pesados, estas transi¢oes sao na verdade governadas por uma dinamica, ou
seja, possiveis estados de equilibrio sao alcancados ao longo de uma evolugao tem-
poral através de processos fora do equilibrio. Agora, mesmo que uma transicao de
fase propriamente dita nao possa ser caracterizada, no sentido de que um estado
de equilibrio nunca seja alcangado, permanece a questao se podemos esperar conse-
quiéncias observacionais remanescentes de uma conversao de fase devido a efeitos
fora do equilibrio. Os efeitos dinamicos provavelmente nao sao importantes no uni-
verso primitivo, ja que o processo de resfriamento, determinado pela constante de
Hubble, é muito lento em comparacao a escala de tempo tipica das interacoes fortes,

10~2 segundos. No entanto, em experimentos com colisdes de fons pesados rela-
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tivisticos ocorre um rapido aquecimento do sistema, onde os hadrons dos ntcleos
perdem sua individualidade com a ocorréncia de uma possivel conversao para uma
fase de quarks e glions desconfinados, seguindo-se entao de um resfriamento do
sistema. Essa conversao de fase provavelmente se da através de processos fora do
equilibrio, e assim, podemos esperar alguma influéncia desses processos nas obser-
vagoes experimentais.

Uma alternativa [7, 8] as simula¢ées de QCD na rede é uma descrigao através
de equagodes semi-fenomenoldgicas do tipo Ginzburg-Landau-Langevin, amplamente
empregadas em problemas da Fisica da Matéria Condensada [9]. O uso de modelos
baseados nessas equagoes semi-fenomenoldgicas se apoia na impossibilidade pratica
de se obter uma descricao microscopica detalhada do processo da conversao de fases
numa colisao de ions pesados através do emprego dos graus de liberdade de quarks
e glions ao nivel da Lagrangiana da QCD. Assim, o foco passa a ser um conjunto
pequeno de variaveis semi-macroscopicas, denominados parametros de ordem, que,
em principio, podem ser obtidos a partir de técnicas de coarse-graining, em que graus
de liberdade microscopicos da teoria fundamental sao integrados em favor dessas
variaveis cuja dinamica é “lenta” em comparagao aos graus de liberdade micros-
cHpicos remanescentes. As equagoes de movimento para os parametros de ordem
sao descritas por modelos estocasticos em que os efeitos das varidveis microscépicas
remanescentes sao efetivamente levados em conta através de forgas randomicas. Em
geral, um parametro de ordem pode ser conservado ou nao conservado durante a
sua evolucao no tempo. Tradicionalmente, em problemas da Fisica da Matéria Con-
densada [9], a evolugao temporal de um parametro de ordem conservado é descrita
pela equacao de Cahn-Hilliard, enquanto que para um parametro de ordem nao
conservado a equacgao dinamica é a de Ginzburg-Landau.

A presente dissertacao tem como objetivo estudar o problema da evolucao tem-
poral de parametros de ordem conservados e nao conservados associados a transicao
de desconfinamento na QCD. O parametro de ordem para o caso da equacgao de
Ginzburg-Landau estara associado ao trago do loop de Polyakov, enquanto que para
a equacao de Cahn-Hilliard este estara associado a densidade barionica. Um proble-
ma interessante neste contexto é a descricao da dinamica quando ha acoplamento
entre esses parametros de ordem [10]. Particular interessante na QCD é a influéncia
de uma carga estritamente conservada, como a carga barionica (integral da densi-
dade baridnica) na dinamica do parametro nao conservado, de maneira similar ao
acoplamento da densidade baronica com o parametro de ordem associado a transi¢cao
quiral [11].

O acoplamento dos parametros de ordem relacionados ao loop de Polyakov e a

densidade barionica é de particular interesse no contexto dos esforgos experimen-
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tais que visam detetar sinais sobre a transicao de fase da QCD. Tanto argumen-
tos tedricos como simulagoes de QCD na rede sugerem a existéncia de um ponto
critico no diagrama de fases da QCD. A uma temperatura e densidade apropriadas,
a matéria pode formar uma fase mista em que gotas de plasma (matéria descon-
finada) se encontram em equilirio com um fluido hadronico (matéria confinada).
Numa eventual possibilidade de que uma fase mista dessa natureza seja formada
em colisoes de ions pesados a altas energias, essa fase deve produzir flutuagoes em
observaveis. Através do estudo dessas flutuacées como funcao de parametros de
controle, como a energia de colisao, é possivel obter informagoes sobre o diagrama
de fases da QCD [12, 13]. Em particular, & medida que o sistema se hadroniza a
fase mista pode produzir flutuagoes extraordinarias de niimero barionico [14, 15, 16].
Flutuacgoes de quantidades conservadas, como da carga elétrica, nimero barionico
e estranheza totais sao observaveis ideais devido ao fato de que leis de conservacao
limitam a dissipacao que essas cargas sofrem no processo de hadronizacao.

Nesse ponto é importante chamar a atengao o escopo limitado do presente estudo.
Apesar de mencionarmos em varios momentos nessa dissertacao que o nosso estudo
aqui seja possivelmente 1util para o entendimento da transicao de descofinamento no
contexto das colisoes de fons pesados, notamos que a situacao experimental é muito
mais complexa do que os modelos empregados aqui sugerem. Inicialmente, notamos
que uma eventual mudanca de fase deve ocorrer numa colisao dessas sobre uma regiao
finita do espaco. Também, para colisoes centrais, a mudanca de fases provavelmente
ocorre na regiao central desse volume finito, regiao onde as mais altas densidades de
energia sao depositadas na colisdao. Ainda mais, numa situacao realista, o sistema
se expande e ha escoamento da matéria, isto é, equacoes hidrodinamicas, além das
equagoes de Ginzburg-Landau, devem ser consideradas. Em uma situacao realista
como a descrita, muito provavelmente outros métodos numéricos, que nao empregam
condicoes de contorno periddicas e transformadas de Fourier, devem ser considera-
dos. Recentemente, em um estudo exploratério, empregamos [17] o método dos
elementos finitos [18] para a equagao de Ginzburg-Landau para descrever uma con-
versao de fase num volume finito. Na presente dissertacao ndo vamos considerar
esse método, nem vamos investigar transicoes de fase em volumes finitos. Por outro
lado, mesmo em vista dessas limitagoes, o presente estudo serve os propositos de
obter um melhor entendimento da dinamica do acoplamento de parametros de or-
dem conservado e nao conservado no contexto da transicao de desconfinamento da
QCD.

Essa dissertacao esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 2 apresentamos
uma breve revisao sobre fenomenos criticos, dando énfase aos aspectos dinamicos

desses fenomenos. Discutimos alguns dos modelos dinamicos fenomenolégicos per-
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tencentes ao esquema de classificagao de Hohenberg e Halperin. Discutimos também
os processos de nucleacao e decomposicao espinodal. A seguir, no Capitulo 3, apre-
sentamos uma breve revisao sobre a transicao de desconfinamento na QCD, sua
relacao com o plasma de quarks e glions, e sua possivel producao em experimentos
com colisoes de ions pesados a altas energias. Também apresentamos uma discussao
sobre os parametros de ordem que podem ser empregados no estudo da transicao
de fase de desconfinamento na QCD, e apresentamos os modelos que serao em-
pregados nessa dissertacao para discutir a transicao de desconfinamento na QCD.
No Capitulo 4 apresentamos uma discussao sobre os métodos numéricos emprega-
dos para resolver as equacoes de Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard acopladas, e
apresentamos os resultados das simulacoes efetuadas. Finalmente, no Capitulo 5,
apresentamos as Conclusoes e Perspectivas Futuras. A dissertacao conta também
com dois Apéndices. No apéndice A, discutiremos uma técnica de coarse-graining
usualmente empregada na construgao de modelos fenomenolégicos para o estudo de
transicoes de fase. No Apéndice B apresentamos um método para incluir efeitos de

memoria nas equagoes de Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard.



Capitulo 2

Fenémenos Criticos, Nucleagcao e Decomposicao

Espinodal

Neste capitulo vamos apresentar uma breve revisao sobre fenomenos criticos, dando
énfase aos aspectos dinamicos desses fenomenos. Vamos discutir alguns dos modelos
dinamicos fendmenolégicos pertencentes ao esquema de classificacao de Hohenberg
e Halperin [10]. Vamos discutir os processos de nucleacao e decomposigao espinodal,
importantes no estudo do processo de restabelecimento do equilibrio termodinamico
de um sistema apds a variagao muito rapida de uma variavel termodinamica externa
ao sistema, como a temperatura — quando ha um decréssimo acentuado e muito
rapido da temperatura do sistema, diz-se que houve um quench de temperatura.
Vamos também apresentar uma breve revisao sobre os processos de espalhamento de
raios-X e de néutrons, a partir dos quais é possivel extrair informagoes experimentais
sobre a dinamica de uma transicao de fase em sistemas de matéria condensada. Uma
das quantidades que podem ser medidas experimentalmente através desses processos
¢ a funcao de estrutura, que ¢é a transformada de Fourier da funcao de correlagao.

Nestas discussoes tomamos como referéncias principais as Refs. [9, 10].

2.1 Fenomenos criticos

Vamos iniciar a discussdo considerando o diagrama de fases (muito simplificado)
da dgua no plano pressao-temperatura (P-T'), Figura 2.1. Nesse diagrama temos
as trés fases mais conhecidas da agua separadas por linhas conhecidas como linhas
de coexisténcia de fases. As linhas de coexisténcia indicam os valores de pressao e
temperatura para o qual as fases coexistem. Note que, em um tnico ponto, ocorre
o cruzamento entre essas linhas. Esse cruzamento determina o ponto triplo, ou seja,
o Unico ponto onde as trés fases do sistema coexistem. A linha de coexisténcia en-
tre as fases liquida e gasosa apresenta um final bem determinado, a partir do qual,

nao se pode mais distinguir entre as duas fases. Esse ponto final é conhecido como
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Liquido
/4

Ponto critico
T=647K
P =2,2x10° Pa

Solido

Pressao

Ponto triplo
T=273K
P =6,0x10° Pa

Temperatura

Figura 2.1: Diagrama de fases da agua.

ponto critico. Nas proximidades de um ponto critico, as propriedades dinamicas e
estaticas de um sistema apresentam uma série de anomalias, que sao o foco de es-
tudo dos fendmenos criticos. Podemos classificar os fendmenos criticos em estdticos
e dinamicos. Os fendmenos estaticos estao relacionados as propriedades de equilibrio
do sistema. Portanto, seu estudo se baseia nas conseqiiéncias sobre a distribuicao
de probabilidade de equilibrio térmico e das configuragoes que caracterizam o es-
tado do sistema. Desta maneira, ao estudarmos fenomenos criticos estaticos nos
deparamos com um problema estatistico, ou seja, devemos contar as configuragoes
do sistema. Ja para os fendomenos dinamicos, estamos interessados em processos de-
pendentes do tempo e necessitamos conhecer a evolugao temporal das configuracgoes
do sistema. Para isso, precisamos saber como as quantidades fisicas mudam na
presenca de perturbacgoes externas dependentes do tempo e como a distribuicao de
equilibrio é alcancada. Assim, ao estudarmos fenomenos criticos dinamicos, estamos
principalmente interessados nas variagoes temporais das flutuacgoes do parametro de
ordem em grandes escalas, distancias maiores que o comprimento de correlagao do
material, e de outras quantidades fisicas que possuem uma dinamica “lenta”.

Para entender melhor essa dinamica “lenta”, vamos considerar um sistema de
spins a uma temperatura muito alta 7' > T, e magnetizacao nula. Nessas condi¢oes
o sistema se encontra na fase desordenada, na qual os spins estao desalinhados.

Imaginemos agora que, repentinamente, a temperatura do sistema seja baixada para
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T <« T.. Através desse processo de resfriamento rapido, conhecido como quench
de temperatura, a dinamica do sistema descrevera um processo de reordenamento
do estado inicial, ou seja, os spins iniciam um processo de alinhamento buscando
minimizar a energia do sistema. Esse processo de reordenamento é conhecido como
dindmica de ordenamento. A dinamica de ordenamento desse sistema de spins se
da através da formacao e do crescimento de dominios, regioes de spins alinhados
com magnetizacao nao nula. Como o estado inicial do sistema é desordenado, os
dominios se encontram imersos num mar de magnetizacao nula. A presenca deste
mar faz com que a dinamica de crescimento dos dominios seja lenta, resultando
numa dinamica lenta para a magnetizacao.

A dinamica de um sistema macroscépico € conseqiiéncia de sua dinamica micros-
cépica. No entanto, somente em situagoes muito raras € possivel obter uma equagao
de movimento para o parametro de ordem a partir de um modelo envolvendo os graus
de liberdade microscopicos. Em geral, é necessario empregar equacoes de movimento
estocasticas contendo termos de dissipacao e flutuacao. Essas equacoes estocésticas
tém origem puramente fenomenolédgica, mas em alguns casos (raros) elas podem ser
obtidas a partir da dinamica microscéopica utilizando técnicas de coarse-graining -
no Apéndice A sera feita uma discussao dessa técnica para o caso de um parametro
de ordem escalar.

Para entendermos melhor a origem de uma dinamica estocastica para o para-
metro de ordem, vamos considerar um sistema formado por muitas particulas no
contexto das equagoes da mecanica classica formuladas em termos de parénteses de
Poisson. Consideremos inicialmente, para motivar a forma das equacoes de movi-
mento, uma particula de massa m sujeita a um potencial V(x). O Hamiltoniano

classico desse sistema serd dado por

H ﬁ + V(x). (2.1)

:2m

Definindo a notacao, ¢; = x e ¢o = p, podemos reescrever este Hamiltoniano e obter

as seguintes velocidades

! dt  OJg m
o dqs o OH _ /
Vg = E == 8q1 =-V (QI) (22)

Podemos compactar essas equacoes de velocidades da seguinte forma

dgy _ oH
dt 2 W“”c‘?qu’ (23)

v
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onde p e v podem assumir os valores 1 e 2. Os W, sao os parénteses de Poisson
das coordenadas ¢, dados por Wiy = —Ws =1 e Wy = Wy, = 0. Lembremos que

os parénteses de Poisson de duas quantidades quaisquer sao definidos como

9f 99 9f 9y

, = — = 24
{f g} 0q1 0ga 0q2 Oqu ( )

Generalizando, vamos considerar agora um sistema fisico com muitos graus de liber-
dade cujo estado em qualquer instante de tempo é descrito por um conjunto completo
de varidveis cléssicas @),,. A evolugao temporal de cada uma destas varidveis ¢ dada

através da seguinte equacao deterministica

Qu _ g,

. . [Q, B} . (2.5)

Nessa equagao @, ¢ uma fungao do conjunto de varidveis @) = {Q,} no tempo ¢, e
eventualmente, pode depender do conjunto de campos externos aplicados ao sistema

h= {ilu} Se considerarmos que o Hamiltoniano do sistema é da forma
H[Q. h] = HolQ Zh”Q# (2.6)
e a Eq. (2.3) para as velocidades, temos que

ZWW@Q (2.7)

Quando o estudo de um sistema com muitos graus de liberdade torna-se complicado
demais, é conveniente nos restringirmos a um subconjunto de variaveis @ = {Q,,} do
conjunto completo Q, e tomar médias sobre as varidveis restantes. Desta maneira,
as variaveis Q sao “microscdpicas’ e as varidveis Q “macroscopicas’. Tirando uma
média sobre as Eqgs. (2.5) obtemos equagoes estocasticas, pois o valor de uma coor-
denada @), (t) para t > 0 nao fica completamente determinado pelos valores de () no
instante inicial £ = 0. Assim, precisamos conhecer, em todos os instantes de tempo, a
probabilidade relativa de que uma particular evolugao Q(t) ocorra. Podemos entao,
por exemplo, definir valores esperados (Q(t)), funcoes de correlacao (Q(t)Q(t')) para
todos os instantes de tempo, e tomar médias sobre todas as possiveis evolugoes tem-
porais se levarmos em conta suas respectivas probabilidades de ocorréncia. Geral-
mente quando tratamos de fenomenos criticos dinamicos, as variaveis () de interesse
sao os parametros de ordem. Nos casos onde as fungoes de correlagao (Q(t)Q(t)),
e a distribuigao de probabilidades P[Q), t] sdo derivadas de um Hamiltoniano, uma
série de propriedades importantes pode ser provada de maneira bastante geral [19].

Entretanto, ao consideramos modelos estocasticos essas propriedades nao podem ser
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derivadas. Uma solugao para esse problema ¢é fazer com que as fungoes de correlagao
e a distribuicao de probabilidades desses modelos satisfacam essas propriedades. As
condic¢oes mais importantes para isso sao (vamos seguir aqui a discussao do artigo

classico de Hohemberg e Halperin [10]):

e Fquilibrio térmico — Para campos externos h, independentes do tempo, a
distribuicao de probabilidade de equilibrio também é independente do tempo

e possui a forma de uma distribuicao de Boltzmann

PR =R = pew -0 (Fa- S @)

onde 8 = 1/kgT, ¢
exp (~BFIQ]) = Trexp (~4H(Q)) | (2.9)
z=Trew |5 (FlQl - T )| (2.10)

O trago na equagao (2.9) é tomado sobre as varidveis microscopicas @, tomando
o cuidado de manter fixas as variaveis macroscépicas (). Nas equagoes acima as
quantidades Q; sdo eventuais constantes de movimento do sistema, que formam
um subconjunto das variaveis {Q,}. As constantes p,; sao multiplicadores de

Lagrange conjugados as varidveis Q; e F[Q] é a energia livre de Helmholtz.

e Relazagao ao equilibrio — Quando os campos externos {h,} se tornam indepen-
dentes do tempo apdés um determinado tempo %y, a distribuicao de proba-
bilidade P[Q,t] deve relaxar, para tempos longos, para uma distribui¢ao de
equilibrio Poy[@], determinada pelos valores das constantes de movimento no

tempo ty;

e (Causalidade — Na presenga de um campo externo dependente do tempo h(t'), o
valor esperado de uma quantidade fisica macroscépica (@), (t)) depende somen-

te dos valores do campo externo h(t') quando t > t';

e Teorema da flutuacao e dissipacao — Esse teorema apresenta uma relacao entre
a funcao de correlacao de equilibrio e a funcao de resposta linear, que deve
ser valido em todos os sistemas definidos por um Hamiltoniano. Nos modelos
estocasticos exigimos que os parametros relacionados a dissipagao e as flutua-
¢oes que aparecem nas equacgoes de movimento sejam tais que esta relacao
seja satisfeita no equilibrio. Vamos desenvolver esse teorema para um sis-

tema descrito por varidveis de campo. Suponhamos que as varidveis @, (t)
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sejam densidades no espago de campos e que as correspondentes densidades
das variaveis conjugadas h,(t) sejam fontes. Entao, se denotarmos os campos
por ¢(x,t) e as fontes por J(x,t) podemos definir as seguintes transformadas

de Fourier

H(k o0 t
Qé( w) = /ddm/ dt exp[—i(k - x — wt)] o, 1) : (2.11)
J(k,w) —o00 J(x,1)

Assim, se considerarmos uma fonte J ifinitesimal, podemos definir a funcao de

resposta linear y4(k,w) da seguinte maneira

<qg(k7w)>J = X¢(kaw)j(kaw)a (212)
onde se supoe que o sistema estd em equilibrio quando ¢ = —o0, e que o
valor médio é determinado a partir da distribuigao de probabilidade P[¢,t] na

presenga da fonte J(x,t). Podemos também definir a fungao de correlagao

C¢<X7 t) = <¢(X7 t)¢(07 0))-]:0 - <¢(X’ t))-]:0<¢(0’ 0)>J:0' (213)
A fungao de correlacao a tempos iguais C’¢(k) é a transformada de Fourier de
C¢(X,t = O),

© dw ~

(k) = / oCall,w) (2.14)

A partir dessas defini¢bes podemos apresentar o teorema da flutuacao e dissipa-

¢ao, para sistemas classicos, como

. U, T
Cylk,w) = =2

Imy,(k,w). (2.15)

Quando um sistema, similar aos discutidos até aqui, é submetido a um gquench,
por exemplo de temperatura ou pressao, esse sistema inicialmente em equilibrio,
passa a se encontrar num estado de nao equilibrio. O restabelecimento do equilibrio
termodinamico do sistema se da através de processos de nao equilibrio muito com-
plexos, os mais conhecidos sendo nucleacao e decomposicao espinodal. A seguir,
vamos apresentar os modelos estocasticos importantes ao nosso estudo e discutir

melhor como funcionam cada um desses processos de restabelecimento do equilibrio.

2.2 Modelos estocasticos

2.2.1 Modelo A: Sistema sem leis de conservagao

O modelo A, as vezes chamado de modelo de Glauber ou modelo de Ginzburg-

Landau dependente do tempo, é considerado o mais simples dentre os modelos de
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dinamica estocastica. Utilizamos esse modelo na descri¢ao da dinamica de um campo
escalar ¢(x,t) nao conservado em presenga de um banho térmico de temperatura
constante. Uma aplicacao bem sucedida desse modelo se encontra no estudo de uma
rede de spins de Ising acoplados a fonons de alta condutividade térmica em relacao
aos spins isolados. Nesse sistema a energia dos spins é rapidamente transferida
para a rede, sendo assim uma quantidade nao conservada. Desta maneira, a tnica
variavel “lenta” serd o parametro de ordem ¢(x,t) — que se refere a uma média
sobre um conjunto de spins, e nao somente a um Unico spin num dado sitio. Assim,
o modelo A descreve a dinamica “lenta” de uma variavel nao conservada através da

seguinte equacao de movimento

do OHr
_ _r?; TR (x,8) + ¢ (x,8), (2.16)

onde Hr é o Hamiltoniano total do sistema, H um Hamiltoniano fenomenolégico
e h(x,t) um campo externo conjugado a ¢. A funcao ((x,t) é uma fonte de ruido
representando as forcas aleatorias produzidas pelos graus de liberdade microscépicos
do sistema que nao sao levados em conta no processo de coarse-graining — i.e. na
definicao da variavel ¢. Na maioria das aplicagoes fisicas essa fonte de ruido é

considerada uma varidvel randomica com as seguintes propriedades [9]

(C(x,1)) =0
(C(x,8) ¢ (X, #)) = 2776 (x — ) 5 (t — '), (2.17)

que refletem o teorema da flutuacao e dissipacao, onde T é a temperatura de
equilibrio.

A equacao tradicional de Ginzburg-Landau é dada pela equacao de movimento
estocdstica (2.16), onde I' é um paramtro que caracteriza a velocidade de trans-
formacao de fase (coeficiente de Onsager) e o Hamiltoniano H é o de Ginzburg-

Landau
H= /ddx B (Vo) + f(o)] . (2.18)

Nesse Hamiltoniano a fungao f(¢) representa uma densidade de energia livre. Defi-
nindo a densidade de energia livre como sendo f(¢) = r¢?/2 (um modelo Gaussiano)

e as seguintes transformadas de Fourier

ox, 1 Ok, )

hix,t) | = / (;lﬂl;d ;l‘;expwk-x—wt)] hk,w) | (2.19)
X,t C k7w)
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podemos encontrar a seguinte solucao para a equacao de Ginzburg-Landau
ok, w) = G(k,w) [Th(k,w) + ¢(k,w)] (2.20)

onde G(k,w) = [['(r + ak?) — iw]™'. A partir dessa solu¢io podemos calcular as
funcoes de correlacao e de resposta considerando ¢ como um funcional de ¢ e em

seguida tomando a média sobre todos os valores de (. Essas funcoes sao dadas por

-1
wolkw) = TG(w) =[x -] (2.21)
~ 2T 2T
Colkw) = 2Tk = iy ), (2.22)

onde x(k) = (r + ak®)™' é a funcdo de resposta estdtica, mais conhecida como

susceptibilidade estdtica. Note que a relacao entre as fungoes de correlacao e de
resposta presentes na equacao (2.22) estd de acordo com o teorema da flutuagao
e dissipacao. Claramente, isso se deve as propriedades da fonte de ruido ((x,t),
descritas nas Eqs. (2.17), as quais foram especificadas de maneira que o teorema

seja satisfeito.

2.2.2 Modelo B: Sistema com leis de conservacao

O modelo B, também conhecido como modelo de Cahn-Hilliard, ¢ muito semelhante
ao modelo A mas, ao contrario deste, nesse modelo descrevemos a dinamica de um
campo conservado. Uma aplicagao do modelo B se encontra no estudo do processo
de separacao de fases de uma liga binaria composta pelas espécies atomicas A e B.
Apos sofrer um quench, esse sistema inicia um processo de separacao de fases. Este
processo da origem a duas fases distintas, uma formada pela espécie A e a outra
pela espécie B. Como a espécie A nao pode ser transformada na espécie B, a integral
sobre a densidade local das espécies deve ser conservada, representando assim, um
parametro de ordem conservado que pode ter sua dinamica descrita pelo modelo B.
Neste ponto, é importante ressaltar que um parametro de ordem conservado é um
parametro associado a uma densidade conservada, e portanto, satisfaz a equacao da
continuidade.

A equacao de movimento que descreve o modelo B pode ser obtida da equacao

de movimento do modelo A fazendo a seguinte substituicao

I - —AV?, (2.23)

*Esta substituicao foi escolhida de maneira que a equacao de movimento para o modelo B satis-
fizesse uma lei de conservagao. Observe, mais adiante, que a equagao de movimento do modelo B

pode ser escrita na forma de uma equacao de continuidade.
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na equagao (2.16), de maneira que

06 _ gt
— AVQ(?; — AV?h (x,1) + C (x,1), (2.24)

onde, novamente, Hp é o Hamiltoniano total do sistema, H um Hamiltoniano
fenomenoldgico e h(x,t) um campo externo conjugado a ¢. A fungao ( (x,t) repre-

senta uma fonte de ruido estocastico com as seguintes propriedades,

(C(x,1)) =0
(C(x,t) ¢ (X, 1)) = —2TAV*6 (x —x) 5 (t — ). (2.25)

A parte determista da equacao de Cahn-Hilliard pode ser colocada na forma de uma

equacao da continuidade, i.e. definindo a corrente

OHr

J(x,t) = -VA—— 2.2
podemos escrever
O¢
— +V-J(x,t)=0. (2.27)
ot
A média sobre o ruido da Eq. (2.24) também satisfaz uma equacao da continuidade,
na forma
0
g?) + V- ({J(x,t)) =0. (2.28)

Podemos calcular as funcoes de correlagao e de resposta para esse modelo seguin-
do os mesmos passos utilizados para o modelo A. Considerando o Hamiltoniano de
Ginzburg-Landau da Eq. (2.18), com uma densidade de energia Gaussiana f(¢) =
r¢?/2, e as transformadas de Fourier definidas como na Eq. (2.19), percebemos que
as funcgoes de correlacao e de resposta sao muito semelhantes entre os modelos, basta
realizarmos a substituigao I' — Ak? nas equagoes (2.21) e (2.22). Assim, as funcoes

de correlacao e de resposta para o modelo B sao dadas por

Xo(k,w) = [Xl(k)—i/\i;}_l (2.29)
Colicw) = s [0 = 5| = Tkw) (230)

onde (k) é a susceptibilidade estatica. Como para o modelo A, a fungao de cor-

relagdo, equacgao (2.30), satisfaz o teorema da flutuagao e dissipacao.



Capitulo 2. Fenomenos Criticos, Nucleagao e Decomposi¢ao Espinodal 15

2.2.3 Modelo C: Acoplamento entre parametros de ordem conservado e

nao conservado

Um parameto de ordem nao conservado pode estar acoplado a uma densidade con-
servada (possivelmente nao critica), o que caracteriza a classe de universalidade
dindmica do modelo C na classificagdo de Hohemberg e Halperin [10]. Um exemplo
pode ser o antiferromagneto anisotropico, onde a densidade de magnetizagao é uma
quantidade (nao critica) conservada. Nesses casos, o Hamiltoniano geralmente serd
um funcional do campo nao conservado ¢ e da nova densidade conservada m. No
caso da QCD, a densidade barionica é um exemplo de parametro de ordem conser-
vado.

As equagoes de movimento, garantindo a conservacao de m, sao

dg OHr
9 —PW +((x, 1),
8m . 25HT

onde as fontes de ruido ( e (,, apresentam as seguintes propriedades

<C (X’ t)> =0, <Cm (X’t» =0, << (Xv t) Gm (X/’t/» =0,
(C(x,t) ¢ (X, 1) =2TTd (x —x")o (t — 1),
(G (%,1) Con (X, 1)) = —2TA V25 (x — x) 6 ( — 1) (2.32)

Em problemas de Matéria Condensada o acoplamento dos campos é da forma ¢?m,

de maneira que o Hamiltoniano total Hy é da forma
Hr = Hy+ Ho+ [ dla I 6Pm— [ da(hy (00 + h(x, ). (2.33)

Os campos hy(x,t) e hy,(X,t) sdo eventuais campos externos aplicados ao sistema.
O célculo de fungoes de correlacao e a verificagao do teorema de flutuacao e dis-
sipagao prosseguem de maneira simples (para modelos Gaussianos) como nos casos

anteriores.

2.3 Nucleacgao

Para explicar o processo de nucleagao vamos considerar o modelo de Ising ferro-
magnético. Nesse modelo, a magnetizacao do sistema é um parametro de ordem nao
conservado, portanto, sua dinamica pode ser descrita pelo Modelo A. Na Figura 2.2
apresentamos um diagrama de fases no plano campo externo-temperatura (h-T") para
esse modelo. A linha de h = 0 para valores de temperatura menores que 7T, repre-

senta uma linha de coexisténcia de fases, onde as duas fases de spin-up e spin-down
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Figura 2.2: Representacao esquematica da transicao repentina, devido uma mudanca
no sinal do campo h, do modelo de Ising ferromagnético de um lado da regiao
meta-estavel para o outro. As curvas dentro desse diagrama indicam a forma da

densidade de energia livre f dentro de cada uma das regioes.

coexistem. Nessa linha de coexisténcia, a densidade de energia livre coarse-grained f
do sistema apresenta dois minimos equivalentes, indicando que as duas direcoes da
magnetizacao sao energeticamente iguais. Contudo, se nos aproximarmos da linha
de coexisténcia tomando o limite h — 0, uma dada direcao da magnetizagao serd
favorecida. Nesse diagrama, as linhas pontilhadas sao conhecidas como limites de
meta-estabilidade do modelo. Na regiao interna a essas linhas, definida como regiao
de meta-estabilidade, a densidade de energia livre possui dois minimos distintos,
onde o de maior energia corresponde a estados meta-estaveis e o de menor energia
a estados de equilibrio. Nas regioes externas aos limites de meta-estabilidade a den-
sidade de energia livre apresenta um unico minimo global, representando estados
estaveis do sistema.

Vamos considerar agora um sistema dentro da regiao de meta-estabilidade com
h < 0. Inicialmente o sistema se encontra em equilibrio com parametro de ordem ¢y.
Se mudamos o sinal do campo h, obtemos uma mudanga na curva da densidade de
energia livre, de maneira que teremos um minimo local em ¢4 e um minimo global
em ¢p(> ¢a). Agora, se essa inversao do campo for suficientemente répida, o

valor do parametro de ordem logo apés a mudanca manterd seu valor inicial ¢y.
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O valor do parametro de ordem meta-estavel ¢4 é muito préoximo do valor de ¢,
mas nunca é precisamente igual a ¢g. Assim, como a curva de f(¢) apresenta uma
derivada primeira nao nula em ¢ = ¢y, em pouco tempo, o valor do parametro de
ordem relaxa para ¢4 seguindo a dinamica do Modelo A. Se nao houver nenhuma
perturbacao externa ou flutuacao no sistema este permanecerd na fase meta-estavel,
caso contrario, apds longos periodos de tempo o sistema acaba evoluindo para um
estado de equilibrio onde ¢ = ¢g. Por exemplo, se sujeitarmos o sistema a flutuacoes
térmicas, essas irao favorecer a formacao de pequenas regioes com fases de equilibrio
de baixa densidade de energia, se comparadas a energia da fase meta-estavel onde
¢ = ¢p. Essas regides, conhecidas como dominios ou nucleos, apresentam um
maximo de energia para um dado valor critico do seu raio R.. Desta maneira,
quando o raio do dominio é ligeiramente menor que R. o sistema ird diminuir o
tamanho do dominio para manter seu estado de equilibrio, ja& quando o raio do
domino ¢ ligeiramente maior o sistema reduz sua energia através de um aumento
no tamanho do dominio. Portanto, se tivermos um dominio com raio ligeiramente
maior que R., este ird crescer espontaneamente criando regioes de equilibrio, cada
vez maiores, favorecendo a fase de equilibrio do sistema. Esse processo é conhecido
como nucleacao. A mudanca no campo h também pode levar o sistema para fora
da regiao meta-estavel. Quando isso ocorre, a energia livre passa a apresentar um
unico minimo global e o parametro de ordem decai de maneira rapida e homegénea
para esse novo estado de equilibrio e, assim, nao havera processo de nucleacao.
Consideramos aqui um exemplo onde o parametro de ordem do sistema é nao
conservado. Nos casos onde o parametro de ordem é conservado, uma mudanga nos
campos externos deve manter essa conservagao, ou seja, o sistema esta limitado a
ocupar apenas algumas regioes do diagrama de fases. Contudo, ainda é possivel
0 acesso a regioes meta-estaveis, quando isso acontece o processo de nucleagao é
descrito da mesma forma que para um parametro de ordem nao conservado. Con-
cluindo, uma nucleacao ocorre sempre que uma mudanca repentina nos parametros
externos (quench) tira o sistema de um dos lados da fase meta-estével e leva para a

outra regiao metaestavel.

2.4 Decomposicao Espinodal

Quando temos um quench em um sistema no qual o parametro de ordem é conser-
vado, por exemplo fluidos de um ou dois componentes, o problema se torna um pouco
mais complexo, pois a integral do parametro de ordem sobre o volume deve ser con-
stante no tempo. Essa restricao faz com que quenches para a regiao de coexisténcia

tenham um comportamento muito interessante e complicado. Para explorarmos
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Figura 2.3: Diagrama de fase esquematico para um quench dentro da curva de

coexisténcia.

melhor esse problema vamos considerar um quench de temperatura, com parametro
de ordem constante ¢ = ¢y, de uma regiao com 7' = Ty > T, para uma outra com
T < T.. Na Figura 2.3 apresentamos um diagrama de fase esquematizando esse tipo
de quench. A linha solida representa a curva de coexisténcia T, sob a qual todos os
estados de equilibrio coexistem. A linha tracejada representa a curva espinodal Ty,
que delimita a regiao de instabilidade. A area entre as duas curvas representa a
regiao meta-estavel. Para tempos longos, apds o quench, o sistema se separa em
duas regioes na qual ¢ toma os valores ¢4 ou ¢pg, por exemplo, para o caso de
um fluido de dois componentes. Na presenca do campo gravitacional, a parte mais
densa, componente B, ird se depositar no fundo do recipiente deixando a menos
densa A na parte de cima. Quando o quench é realizado para a regiao com T = T}
o sistema se encontra em uma fase meta-estavel e vai para o equilibrio através da
nucleacao. Ja quando o quench é realizado para a regiao com 17" = 75, o sistema
se encontra globalmente instavel e o parametro de ordem cresce continuamente do
ZEro.

Para entendermos melhor como funciona um quench dentro da curva espinodal
T =T,, vamos primeiro encontrar os estados que minimizam a densidade de energia

livre f e que satisfazem a restrigao

/dd:c (6 — d) = 0. (2.34)
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Para isso, considerando um Hamiltoniano do tipo Ginzburg-Landau, equagao (2.18),

vamos introduzir um multiplicador de Lagrange A na equacgao de Euler-Lagrange

para ¢ of
20 ZJ _
aVoip = 96 A (2.35)

Considerando a restrigdo imposta sobre o valor de ¢, equagao (2.34), concluimos que

o lado esquerdo da equacao (2.35) deve ser nulo, entao

_9f

A== .
8¢¢0

(2.36)
O multiplicador de Lagrange A definido nessa equagao reflete os parametros exter-
nos que sao responsaveis pela conservagao do campo ¢, por exemplo, em sistemas
uniformes ele representa o poténcial quimico. Desta maneira, podemos definir uma
densidade de energia livre modificada f = f — A\¢. Devido a conservacao do campo
¢, podemos substituir f por f no Hamiltoniano do sistema

M= / e [3‘ (Vo) + f] (2.37)

Na teoria ¢*, por exemplo, essa densidade de energia livre modificada é da forma

f =5 (#* = 2060) +ug (¢ — 46} (2.38)

onde r = b(T — T,.). Na Figura 2.4 apresentamos um esboco das curvas dessa
densidade de energia para diferentes valores de T. Notamos que, para diferentes
valores de temperatura, a funcao f sempre apresenta um extremo em ¢ = ¢y. Para
T =T, temos um minimo global representando um estado de equilibrio homogéneo,
quando T = T} temos um minimo local em ¢y e o sistema se encontra numa fase
meta-estavel, mas se T" = T, esse extremo passa a ser um maximo local indicando
que nao existe nenhuma for¢a para manter o valor de ¢ constante, entao qualquer
perturbacao afetard bruscamente o sistema indicando que este se encontra numa fase
de equilibrio instavel. Portanto, vemos que o sistema passa de uma fase meta-estavel

para uma instavel em ¢ = ¢g quando

o
D2

_ o/

Nt 0. (2.39)

%0

Assim, podemos definir para a teoria ¢* as curvas espinodal e de coexisténcia como

Tsp<¢> = Tc_liu(ﬁz
T (0) = TC—4—“¢2. (2.40)
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Figura 2.4: Densidade de energia livre f para a teoria ¢* para diferentes valores de

temperatura.

Vamos olhar agora para dentro da curva espinodal. Como sabemos, logo apds o

quench o valor de ¢ ainda se encontra muito proximo de seu valor incial, entao
d0p=¢ — o= Acos k- (x —xo)], (2.41)

onde o vetor numero de onda k é nao nulo. Note que essa variagao nao viola a
restricdo imposta sobre o valor de ¢, equagao (2.34). Assim, podemos expandir f

em torno de ¢ = ¢y da seguinte maneira

102f

F (o) = F(¢o) + 2042 (6 — ¢o)” + ... (2.42)

o)

O termo linear em (¢ — ¢g) é nulo pois escolhemos A de maneira que f tenha sempre
um extremo em ¢q. Substituindo a variagdo dada na equacao (2.41) no Hamiltoniano

e integrando sobre todo o espaco, encontramos que a diferenca de energia relativa

B VA% (02f 9

onde V' é o volume do sistema. Se a curvatura de f for positiva, AE sera positivo

ao estado inicial serd

para todos os valores de k, mas se a curvatura for negativa, AF serd negativo
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somente quando k for menor que o valor critico

92 f
@ $o

portanto, flutuagdes com k < k. irao diminuir a energia livre do sistema. Essas con-

1/2

! , (2.44)

(%

ko =

clusoes indicam que logo apds um quench para T' < T,, o sistema deverd apresentar
modos com nimero de onda k < k.. Sistemas que apresentam esses tipos de modos
tem sua dinamica descrita pelas equagoes fenomenoldgicas estocasticas apresentadas
na se¢ao anterior, no caso em estudo o melhor modelo pra descrever essa dinamica
é o Modelo B, pois o parametro de ordem é conservado. Entao, desconsiderando o

termo de ruido, temos que

OH

99 o
at_AV<M'

Agora, se considerarmos o Hamiltoniano definido na equagao (2.37) e uma aproxi-

(2.45)

magcao linear da densidade de energia livre definida na equagao (2.42) obtemos a

seguinte equacao de movimento para o parametro de ordem ¢:

0¢ 0% f
— =M\ V¢—aVig|. 2.46
As solugbes dessa equagao irao apresentar modos com freqiiéncia
_ NS 4
w(k) =10 (k) = —iA kE*+ak®| . (2.47)
8¢2 $o

Assim, se a curvatura de f for positiva, quenches fora da curva espinodal, os mo-
dos sao exponencialmente amortecidos. Mas se a curvatura for negativa, quenches
dentro da curva espinodal, existem valores de k para o qual a fungao 6(k) é posi-
tiva, ou seja, a amplitude da flutuacao do parametro de ordem com esses modos
cresce exponencialmente com 0(k)t, originando assim o que conhecemos como de-
composicao espinodal. A aproximacao linear s6 é vélida para pequenos valores do
parametro de ordem ¢, portanto, esse comportamento para a solucao de ¢ é espera-
do nos primeiros instantes de tempo apds o quench. Esse rapido crescimento inicial
do valor de ¢ é conhecido como explosao da decomposi¢ao espinodal. O processo
de decomposicao espinodal para um parametro de ordem nao conservado ocorre da
mesma maneira que para um parametro de ordem conservado, a unica diferenca é
que o valor do parametro de ordem esta livre de qualquer restricao. Concluindo,
a decomposicao espinodal é um crescimento exponencial dos modos com grandes
comprimentos de onda (pequenos numeros de onda) que levam a um crescimento
muito rapido no valor do parametro de ordem nos primeiros instantes de tempo apds

o quench.
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2.5 A funcao de estrutura e o relaxamento ao equilibrio

Uma quantidade fisica de extrema importancia no estudo das transicoes de fase
dinamicas é a funcdao de estrutura. Além de poder ser medida diretamente em ex-
perimentos de espalhamento da matéria condensada, essa funcao contém informacoes
fundamentais sobre as propriedades de nao equilibrio de um sistema. No apéndi-
ce B discutimos em detalhes a relagao entre a funcao de estrutura e processos de
espalhamento definindo as funcoes de estrutura estatica e dinamica. Neste nos res-
tringimos apenas a apresentagao de resultados para a densidade de particulas de
um sistema, entretanto, uma generalizagao para outras densidades e campos de-
pendentes do tempo pode ser feita. Assim, podemos definir a funcao de estrutura

conjugada a uma densidade ou um campo ¢(x,t) como

Solat) = [dréanCy(x ¥, 1) = (3(a, 03(~a,1)) (2.48)
onde Uy ¢é a funcao de correlagao de dois pontos conjugada ao campo ¢,
Co(x,X', 1) = (p(x, 1)p(x', 1)) . (2.49)

Uma caracteristica da funcao de estrutura fundamental ao estudo da dinamica de
transicoes de fase é que esta pode fornecer informacoes importantes sobre a dinamica
de relaxamento para o equilibrio de um parametro de ordem. Para entendermos
melhor como se da essa relagao entre a funcao de estrutura e a dinamica de um
parametro de ordem vamos obter a equacao de movimento para §¢(q, t) a partir da
defini¢do da Eq. (2.48) e da dinamica de um parametro de ordem conservado — aqui
vamos seguir a apresentacao da Ref. [20]. Derivando a Eq. (2.48) com respeito ao

tempo, chegamos que

9S,(q, t) 0

o 57 (9la.)o(—a.1)

(P80 5q.0) + (300?080

Agora, se considerarmos que o campo ¢ é um parametro de ordem conservado no

tempo, sabemos que sua dindmica pode ser descrita pela Eq. (2.46), ou seja,

0o (x,1)
ot

02 f
52

=A

V3p(x,t) — aVig(x, t)] : (2.51)
$o
Utilizando a transformada de Fourier para as coordenadas espaciais definida na

Eq. (2.20) podemos reescrever essa equagao de movimento da seguinte maneira,

90 _ ptg)ita, ) (252
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onde 0(q) é dado pela Eq. (2.47). Substituindo essa equac¢ao de movimento para ¢
na Eq. (2.50), obtemos a seguinte equagao de movimento para a funcao de estrutura

de um parametro de ordem conservado no tempo

05090 — (p(g)da,1)d(~a.1) + (da. DO(-0)d(-a. 1))

ot ’
— 20(q)Ss(a. 1), (2.53)

A partir dessa equacgao, podemos concluir que a dinamica da funcao de estru-
tura apresenta as mesmas propriedades que a dinamica do parametro de ordem e,
conseqiientemente, suas solugoes apresentam caracteristicas muito semelhantes. Se
a curvatura da densidade de energia livre f for positiva, quenches para fora da curva
espinodal, a solucao de §¢ é exponencialmente amortecida. Ja se a curvatura for
negativa, quenches para dentro da curva espinodal, existirao valores de ¢ para o
qual a funcdo 6(q) é positiva e, assim, a solugao de §¢ apresentara um crescimento
exponencial. Esse crescimento exponencial esta intimamente ligado ao processo de
decomposi¢ao espinodal responsavel pelo restabelecimento do equilibrio de um sis-
tema apds um quench.

Nessa analise, consideramos uma aproximagao em primeira ordem na densidade
de energia livre, Eq. (2.42), portanto esse comportamento é valido somente nos
primeiros instantes de tempo apds o quench. Estudos numéricos da fungao de estru-
tura indicam que para quenches para dentro da curva espinodal a funcao de estru-
tura apresenta um rapido crescimento exponencial seguido de um decaimento muito
rapido conforme o sistema entra em equilibrio, formando um pico bem definido.
Assim, podemos saber se a dinamica de restabelecimento do equilibrio se da através
do processo de decomposicao espinodal somente observando a formacao de um pico
na funcao de estrutura.

Apesar de nao empreendermos nenhum estudo nessa direcao, é importante ressal-
tar que a funcao de estrutura também pode fornecer informacoes sobre os expoentes
dinamicos de um sistema. Apds um quench sabe-se que a funcao de estrutura
exibe um comportamento de escala muito familiar com o da teoria de escalonamento
dindmico dos fendmenos criticos (dynamical scaling). Esta teoria prevé que apds um
quench o sistema apresenta um comprimento de escala caracteristico L(t) associado
ao tamanho tipico de um dominio [21]. Geralmente, esse comprimento de escala

segue uma lei de poténcia do tipo
L(t) ~ Y7, (2.54)

onde z é conhecido como expoente de escala dinamico. A existéncia de um com-

primento de escala caracteristico implica nas seguintes relagoes de escala para as
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fungoes de correlacao e de estrutura

C(x,t) = F(z/L),
S(q,t) = LG(qL). (2.55)

Nessas equagoes, a fungao F'(z/L) representa uma fungao de escala e a funcao G(¢L)
sua transformada de Fourier. Essas relacoes de escala para a fungao de estrutura
sao validas somente para longos intervalos de tempo apds um quench. Assim, como

pode ser visto nas Refs. [22], seu estudo numérico exige longos tempos de simulagao.



Capitulo 3

Transicoes de Fase na QCD

Neste capitulo vamos apresentar uma breve discussao sobre o diagrama de fases
da QCD. Iremos discutir, através de argumentos qualitativos obtidos a partir de
calculos com modelos, dados experimentais e simulagoes numéricas, como se chegou
até a forma atual desse diagrama. Discutiremos a transicao de desconfinamento
na QCD apresentando sua relacao com o plasma de quarks e glions, o qual pode
ser formado durante experimentos com colisoes de ions pesados relativistivos. Por
fim, apresentamos uma discussao sobre os parametros de ordem que podem ser
empregados no estudo da transicao de fase de desconfinamento na QCD. Nestas

discussoes tomamos como referéncias principais as Refs. [23, 24, 25, 26].

3.1 Diagrama de fases da QCD

A maneira mais conveniente de expressar as propriedades termodinamicas de um
sistema se da através de um diagrama de fases no espaco dos parametros ter-
modinamicos. Cada ponto de um diagrama corresponde a um estado de equilibrio
termodinamico do sistema, caracterizado por varias fungoes termodinamicas, como
pressao, potencial quimico, densidade, etc. O diagrama de fases da QCD ¢ definido
convenientemente no plano temperatura versus potencial quimico bariénico (7-
up). Esse diagrama caracteriza os estados de equilibrio termodinamico da matéria
hadronica, a qual é naturalmente encontrada nos nicleos atomicos e no interior de
objetos estelares superdensos, como também pode ser produzida em experimentos
de colisoes de fons pesados relativisticos. O conhecimento atual desse diagrama
de fases se deve a uniao de um conjunto de resultados obtidos através de céalculos
com modelos, experimentos de fisica nuclear, simulacoes de QCD na rede e calculos
perturbativos no regime assintético da QCD. Vamos descrever aqui, apresentando

argumentos qualitativos, como foi realizado o processo de construgao desse diagrama
de fases da QCD.

25
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Figura 3.1: Um primeiro esboco do diagrama de fases da QCD para dois quarks sem
massa determinado a partir de argumentos de simetrial quiral. Figura adaptada da

Ref. [23].

Na Figura 3.1 apresentamos um primeiro esboco do diagrama de fases da QCD,
obtido através de argumentos baseados na simetria quiral dos sistemas hadronicos.
No limite em que a massa dos quaks u e d é nula, a Lagrangeana da QQCD apresenta
simetria quiral SU(2) x SU(2) para grandes valores de temperatura 7' > Aqcp e
pequenos valores de pp. Nessas escalas de energia, devido a propriedade de liberdade
assintotica, podemos estudar as propriedades do gas de quarks e glions (plasma de
quarks e glions — QGP) através de teorias perturbativas. Contudo, para baixos
valores de T" e up, a simetria quiral é quebrada e a fisica dos sistemas hadronicos é
governada por fendmenos nao-perturbativos. Desta maneira, esperamos encontrar,
para uma dada temperatura 7' ~ Aqcp, a transicao de um estado com simetria
quiral quebrada para um estado de equilibrio onde a simetria quiral é restaurada,
ou seja, o diagrama de fases deve apresentar uma linha separando essas fases. A
partir desses argumentos, definimos a transicao de fase quiral. Entretanto, nada
pode ser dito sobre a ordem dessa transicao.

Pisarski e Wilczek [27], empregando argumentos de universalidade, concluem
que que a transicao de fase para trés quarks de massa nula nao pode ser de segunda
ordem, mas sim de primeira ordem. Por outro lado, para dois quarks sem massa,

a transicao pode ser tanto de segunda quanto de primeira ordem. Resultados de
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7 (GeV)

ponto tri-critico
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primeira ordem
(modelos)

Transi¢do de
0.1+ segunda ordem
(QCD na rede)

Matéria
nuclear
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Figura 3.2: Um segundo esbogo do diagrama de fases da QCD para dois quarks
sem massa e um quark massivo. A linha tracejada representa a transicao de se-
gunda ordem e a linha sélida a transicao de primeira ordem. Na regiao de baixas
temperaturas a simetria quiral é quebrada na matéria nuclear. Informacoes sobre a

estrutura da matéria para grandes valores de upg foram omitidos. Figura adaptada
da Ref. [23].

simulagoes de QCD na rede e cédlculos empregando modelos indicam ambas possi-
bilidades, dependendo do valor da massa do terceiro quark (quark estranho) e/ou
do potencial quimico barionico. O ponto sobre a linha da transicao quiral em que a
ordem da transicao muda é chamado de ponto tricritico, como mostrado na Fig. 3.2.
A localizacao exata desse ponto é uma das grandes incognitas da QCD com dois
quarks de massa nula — nem mesmo a ordem da transicao em up = 0 esté definida,
estudos mais antigos e outros recentes sugerem que ela é de segunda ordem, mas
esses continuam sendo questionados [28]. Também, nada confidvel pode ser dito se
a transicao comegar como sendo de segunda ordem em pp = 0 ela realmente muda
para uma de primeira ordem. Por outro, uma grande variedade calculos empre-
gando modelos indicam que esse é o cendrio e simulagoes de QCD na rede também
dao suporte a um cendrio desses. Avancos recentes no entendimento da QCD a
baixas temperaturas e altos valores de pup também apontam para uma transicao de
primeira ordem, na regiao compreendida entre a matéria nuclear e matéria de quarks

superdensa, possivelmente supercondutora de cor [29].
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Agora, se forem considerados os valores fisicos das massas dos quarks leves u
e d, a situacao é um pouco diferente, a transicao de fase de segunda ordem, linha
tracejada na Fig. 3.2, é substituida por um crossover®. Ou seja, com uma massa
finita para os quarks, nao ha uma simetria quiral exata e a transigao entre as fases da
QCD de baixa e alta temperaturas nao precisa ocorrer com a existéncia de singula-
ridades termodinamicas. Simulagoes de QCD na rede para pup = 0 dao suporte a esse
fato. A linha da transicdo de primeira ordem agora termina num ponto, conhecido
como o ponto critico da QCD', como mostrado na Fig. 3.3.

A situacao da QCD é muito similar ao ponto critico da dgua, discutido no
Capitulo 2.1. O diagrama de fases (simplificado) da dgua estd mostrado na Fig. 2.1,

onde esta indicado que a transicao liquido-vapor termina num ponto com pressao

3 QGp
=
1
)
3
2 ponto critico
N
Q
0.1+
Gas de hadrons
Matéria \ Matéria de CFL
Vicuo \ nuclear quarks
O : H,(GeV)

Figura 3.3: Esbogo do diagrama de fases atual da QCD, definido para quarks de
massa finita. Figura adaptada da Ref. [23].

*Qualquer transicao de fase de segunda ordem é instdvel sob a variacao de certos parametros ex-
ternos ao sistema. Em alguns casos, uma variacao infinitesimal no valor de algum desses parametros
pode destruir a transicao de segunda ordem. Quando isso ocorre, o sistema ainda apresenta dis-
tincao entre as duas fases, mas a transicao entre elas se dd sem a presenca de singularidades

termodinamicas. Esse fenomeno é conhecido como crossover.
fO ponto critico da QCD deve ser distinguido do ponto critico nuclear, que separa as fases

liquida e gasoza da matéria nuclear — esse ponto critico nuclear estd mostrado nas Figs. 3.2 e 3.3,
localizado no ponto com pupg ~1 GeV e T =~ 10 MeV. Quando é necessério distinguir esses pontos

criticos, o primeiro é chamado de ponto critico quiral.
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de P = 2.2 x 10% Pa e temperatura T = 647 K. Como dito 14, nao hé distincao
qualitativa entre o vapor e o liquido além desse ponto. Na QCD, as fases coex-
istentes sdo um gas de hadrons (temperatura mais baixa) e um plasma de quarks
e glions (temperatura mais alta). Como no caso do ponto critico da agua, no
ponto critico e além dele nao ha distincao qualitativa entre a fase hadronica e a de
quarks e glions. Em principio poderia-se empregar alguma quantidade relacionada
a transicao de desconfinamento que poderia distinguir as duas fases. Uma dessas
quantidades, apesar de nao ser uma quantidade mensuravel experimentalmente, é
o loop de Polyakov, que tem sido empregado como um parametro de ordem para a
transicao de desconfinamento na teoria de gauge pura, i.e. na auséncia de quarks.
Logo a seguir, na Secao 3.3.1, vamos discutir esse assunto com algum detalhe mas
para o momento, basta dizer que na presenca de quarks essa quantidade nao pode
ser considerada, estritamente, como sendo uma parametro de ordem, nem mesmo
no vacuo. No entanto, como veremos, ainda é possivel empregar essa quantidade em
conjunc¢ao com uma densidade conservada, a densidade barionica, para investigar as

propriedades da matéria hadronica proxima ao ponto critico.

Para concluir a presente discussao, mencionamos que outros estudos sobre a
matéria hadronica indicam a presenca de uma transicao de fase entre a matéria de
quarks supercondutora de cor e a matéria conhecia como color-flavour-locked (CFL).
Existem também, especulagoes sobre a existéncia de um crossover entre a matéria
de quarks supercondutores e o QGP. Essas especulagoes aparecem indicadas na
Fig. 3.3. Nesse ponto é importante reconhecer o diagrama de fases como o indicado
nessa figura esta longe de estar estabelecido. Em particular, como ja dito, a locali-
zagao precisa, ou mesmo a existéncia, do ponto critico ainda é desconhecida. Sob
o ponto de vista tedrico, encontrar as coordenadas (7', ug) desse ponto consiste em
calcular a funcao de particao da QCD e encontrar as singularidades correspondentes
ao final da linha de transicao quiral. No entanto, essa tarefa nao é assim tao simples
como pode parecer. Uma das razoes, como citado anteriormente, é a natureza nao
perturbativa dos fendmenos que determinam a termodinamica da QCD. Simulacoes
de QCD na rede, presentemente, sao a unica maneira de tratar esses problemas
diretamente a partir da QCD. No entanto, progressos nesse campo sao lentos e
o emprego de modelos efetivos é uma alternativa pratica para fazer contato com
experimentos de colisoes de ions pesados a altas energias que, em ultima andlise,
tém o objetivo maior de explorar alguns aspectos do diagrama de fases da QCD. A
seguir, por completeza, vamos fazer uma pequena revisao sobre esses experimentos

e sua conexao com o que foi exposto até o momento.
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3.2 Colisoes de ions pesados relativisticos

A Freeze-Out
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Figura 3.4: Diagrama espaco-tempo representando a evolugao hidrodinamica de
um sistema formado durante uma tipica colisao de ions pesados relativisticos com
formagao de QGP. Figura adaptada da Ref. [30].

Pesquisas experimentais sobre colisoes de ions pesados relativisticos vem sendo
realizadas nos colisores Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC) do BNL e em breve
serdo também realizadas no Large Hadron Collider (LHC) do CERN. A principal
caracteristica dos experimentos com colisoes de fons pesados é a grande quantidade
de energia que pode ser armazenada durante o processo, possibilitando a criagao
de matéria hadronica sob condicoes de altas temperaturas e grandes energias de
excitacao. Portanto, espera-se que esses experimentos favoregcam o estudo do com-
portamento da matéria hadronica nas proximidades do possivel ponto critico da
QCD. Se durante uma colisao desse tipo quantidade suficiente de energia cinética
for transformada, em temperatura o quark gluon plasma (QGP) serd formado. O
QGP ¢é um estado da matéria hadronica onde os quarks e glions encontram-se de-
sconfinados, formando um sistema (possivelmente) em equilibrio termodinamico,
onde os graus de liberdade de cor comecam a se manifestar sobre os nucleares.

Uma colisao de ions pesados relativisticos ocorre quando os nicleos presentes
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em um feixe de fons se chocam com os nicleos de outro feixe. Durante esse pro-
cesso os nucleos interagem entre si, e devido a essa interacao, grande quantidade de
energia ¢ acumulada na regiao central de interagao entre os feixes, conhecida como
fireball. Nessa regiao de altas energias ocorre a criagao de novas particulas e even-
tualmente a formagao do QGP. Na Figura 3.4, apresentamos um diagrama espago-
tempo representando a evolugao hidrodinamica de um sistema formado durante uma
tipica colisao de fons pesados relativisticos com formacao de QGP. Inicialmente, os
feixes caminham em sentidos opostos ao longo do eixo z até interagirem no ponto
de colisao. A partir dai, o sistema passa por uma rapida fase de pré-equilibrio e
ocorre a formagao de QGP, fase de equilibrio. Este, por sua vez, inicia um processo
de resfriamento, através de uma expansao hidrodinamica do sistema, até atingir a
temperatura critica T,. Nesse estagio, ocorre uma transicao da fase QGP para a fase
de gas de hadrons. O sistema continua se expandindo até atingir a temperatura de
freeze-out quimico Ti,, onde as interagoes ineldsticas entre as componetes hadronicas
do sistema sao cessadas. Em seqiiéncia, ocorre um freeze-out cinético em T, onde
as particulas criadas nao trocam mais momento e evoluem até os detectores.
Assumindo entao que o sistema evolui de acordo com esse diagrama espacgo-
tempo as fases da reacao nuclear desde a colisao até a producao das particulas que
serao detectadas podem ser representadas de maneira pictérica como na Figura 3.5.
A reac@o se inicia com os dois nicleos viajando com velocidades relativisticas (pan-
quecas de Lorentz). Nessa fase inicial hd apenas os quarks e glions confinados no
interior dos nicleos. Apds a colisao, os nicleos comecam a interagir entre si e uma
grande quantidade de energia é armazenada no centro do sistema formando a fireball.
Inicia-se, entao, o processo de criacao de varios quarks e glions devido as colisoes

inelasticas entre os quarks dos nicleos. Esses novos quarks e glions passam a inte-

QGP e expansao Fase hadrdnica e freeze-out
Estado inicial hidredindmica

Pré-equilibrio

Figura 3.5: Esquema de uma colisao entre dois nicleos com velocidades relativisticas

e as fases pds-colisdo. Figura adaptada da Ref. [31].
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ragir entre si, dando origem a fase de pré-equilibrio do sistema. As interagoes entre
particulas persistem até a fireball atingir um ponto de equilibrio termodinamico com
a formacao do QGP. O sistema criado comeca a se expandir e, conseqiientemente, vai
se resfriando até atingir o ponto onde ocorre uma transicao de fase e o sistema inicia
o processo de hadronizacao até que ocorra o freeze-out cinético, formacao do gas de
hadrons. A conversao da fase de pré-equilibrio para a fase de QGP provavelmente
se dé& através de processos fora do equilibrio.

A descricao detalhada de cada uma dessas etapas de uma colisdo de fons pesados
envolve intrincados modelos cuja conexao com a QCD, muitas vezes, nao é muito
clara. Na presente dissertacao estamos interessados na fase em que o sistema evolui
a partir da formacao do ponto critico em dire¢ao ao resfriamento, passando por uma
fase mista em que tanto matéria desconfinada quanto a matéria hadronica estao
presentes no sistema. FEm nosso estudo vamos nos concentrar na separagao dessas
fases, fazendo uso de equacoes cinéticas que descrevem a evolucao da densidade
barionica (parametro de ordem conservado) e o loop de Polyakov que, como dito
acima, na teoria de gauge pura pode ser considerado como sendo paramtro de ordem
da transicao de desconfinamento. Na préxima secao, vamos motivar o uso dessa
quantidade como paramtro de ordem e, a seguir, vamos considerar um modelo efetivo

para a energia livre associada a esse parametro de ordem.

3.3 Transicao de desconfinamento na QCD: Parametros de

ordem

No capitulo anterior, apresentamos alguns modelos estocédsticos usualmente empre-
gados no estudo das transicoes de fase dinamicas. Vimos que as transi¢oes sao
caracterizadas por parametros de ordem que distinguem as fases que o sistema pode
apresentar. Vamos apresentar agora, como aplicar esses modelos a transicao de fase
de desconfinamento na QCD e apresentar os parametros de ordem que caracterizam
essa transicao de fase.

As equagoes de Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard apresentadas no capitulo an-
terior sao equacoes puramente difusivas e, como a maioria das equagoes desse tipo,
violam a causalidade. Assim, em sistemas reais onde as escalas tipicas de tempo
microscopico sao grandes se comparadas com as demais escalas de tempo, a causa-
lidade deve ser respeitada. Por exemplo, na analise hidrodinamica do freeze-out de
temperatura em colisoes centrais de Au-Au a 130 A GeV, o tempo tipico de reacao
estd em torno de 10-20 fm/c. Contudo, a escala tipica de tempo microscépico é

da ordem de 1 fm/c, indicando que a causalidade deve ser respeitada nesse tipo
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de colisao [32]. Como dito anteriormente, as colisdes de fons pesados relativisticos
podem fornecer informagoes importantes sobre o ponto critico da QCD e, como tal,
¢ importante incorporar efeitos de meméria numa descricao fenomenolégica através
de equagoes do tipo Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard, equagoes (2.16) e (2.24).
As Refs [32, 33] apresentam uma maneira de incluir efeitos de memoria nessas
equagoes — no Apéndice B, apresentamos uma revisao sobre esses procedimentos
e discutimos rapidamente a importancia dos efeitos de memoéria a essas equagoes

difusivas. As Egs. (2.16) e (2.24) s@o modificadas de maneira que ficam sendo

Po 06 oMy

%p  Op o 0Hr
’Y@*‘E—AV Tp‘i‘f, (3.2)

onde ¢ é o parametro de ordem nao conservado e p o parametro de ordem conservado.
O acoplamento entre essas equagoes, Modelo C, segue a mesma forma das equagoes
sem efeitos de memoria. Deste ponto em diante, ao nos referirmos as equacoes de
Ginzburg-Landau e de Cahn-Hilliard estaremos nos referindo as Egs. (3.1) e (3.2)

acima.

3.3.1 Loop de Polyakov

Como dito anteriormente, o desconfinamento na QCD pode ser descrito como uma
transicao de fase com um parametro de ordem bem definido no limite de quarks in-
finitamente pesados. Nesse limite, a QCD se torna uma teoria de gauge pura. Para
explicar de maneira mais transparente o significado do loop de Polyakov, vamos con-
siderar a funcao de particao da QED na presenca de cargas externas — vamos seguir
de perto a Ref. [25]. Consideremos uma distribuigao de cargas externas positivas e

negativas, puntiformes e estaticas, cuja densidade pode ser escrita como
p(X) = Z 5<X - Xn) - 5<X - ym)a (33)

onde x,, representa a posi¢ao da n-ésima carga positiva e y,, a posicao da m-ésima
carga negativa. A funcao de particao a uma temperatura T' = 1/[3 para esse sistema
pode ser escrita em termos de uma integral funcional sobre os campos de gauge A,

o Zlp| = /DA# exp(—Sg) exp (i/dmdtpAo) : (3.4)

onde os campos A, sao peridédicos em 0 <t < B e Sg € a agao Euclidiana

1 (8
S5 =7 /0 dt / d2F 0 Fo, (3.5)
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com F,, = 0,A, — 0,A,. Para a distribuicao de cargas acima, a fungao de particao

pode ser reescrita como

Zlp| = /DAM exp(—SE)Hexp lz /OﬁthO(Xn,t)] Hexp [—i /Oﬂtho(ym,t)] . (3.6)

Definindo a quantidade

L(x) = exp lz /OB thO(X,t)] ) (3.7)

podemos expessar a fungao de particdo em termos de L(x) como

2l = 2l =0 (T ) [T £/ ) 3.5)
O valor esperado presente na equagao acima ¢ definido como
()= Z " p=0] /DAu exp(—Sg)O[A,]. (3.9)

Ou seja, a funcao de particao para uma distribuicao de cargas elétricas estaticas na
teoria de gauge pura pode ser escrita como uma funcao de correlacao das quantidades
L(x,) e L'(y,). A quantidade L(x,) é conhecida como loop de Polyakov, também
conhecida como linha de Wilson.

A partir da funcao de particao definida na equagao (3.8), podemos encontrar
uma relacao entre o loop de Polyakov e a energia livre F'. Para o estado de vécuo,

auséncia de cargas (p = 0), a energia livre Fj nao depende de L,

Fo = —;an[p:O]. (3.10)

No caso de uma tunica carga obtemos
(L(x)) = e PFa=F0), (3.11)

Ja para um par de cargas (uma positiva e outra negativa) estaticas qq separados por

uma distancia r, é facil mostrar que
(L(x)LY(x 4 1)) = e PFua®)=Fo), (3.12)
Para uma transformacao de gauge genérica,
A, — A, + O, (3.13)
onde A é uma fungao arbitraria, o loop de Polyakov L se transforma como

L(x) — exp i (A(x, B) — A(x,0))] L(x). (3.14)
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Por outro lado, para uma transformacoes de gauge periddica
Afx, B) = A(x,0), (3.15)

temos que o loop de Polyakov L é invariante para esse tipo particular de trans-
formacao de gauge.

Agora, podemos generalizar a derivagao acima para uma teoria de gauge nao
Abeliana contendo graus de liberdade de cor SU(N). Considerando agora que p é
um operador de quarks com graus de liberdade de cor, podemos definir o loop de

Polyakov nao Abeliano como sendo

L(x) = ;[TrQ(x), (3.16)
onde 5
Q(x) = T exp lz /O A8(x, t)tadt] , (3.17)

onde T significa ordenamento no tempo, t* sao os geradores da algebra de Lie e
a representa os graus de liberdade de cor. Como para o caso Abeliano podemos
estabelecer relagoes entre o loop de Polyakov e a energia livre. Para os casos de vacuo
e de apenas um quark as equagoes (3.10) e (3.11) valem, ou seja, (L(x)) = 0 implica
em confinamento e (L(x)) # 0 implica desconfinamento. Fungoes de correlacao
de loops de Polyakov na teoria nao Abeliana diferem da Eq. (3.12), envolvendo
energias livres referentes a diferentes representagoes do grupo de gauge. No entanto,
a interpretacao é a mesma, de que essas funcoes de correlagao medem a energia livre
como funcao da separagao entre as cargas de cor estaticas.

Sob uma transformacao de gauge nao Abeliana arbitraria U, i.e.
A, - UA U +iUd, U, (3.18)

onde U € SU(N) e A, = Aft?, temos que L se transforma como

L(x) — ]i[Tr U(x,0)Q(x)UT(x, B). (3.19)

Portanto, analogamente ao caso Abeliano, L é invariante quando U é periddico.
Agora, existe uma simetria na teoria que implica que (L(x)) = 0. Para ver isso,
vamos fazer uma transformacao de gauge U(x,t) sobre os campos de gauge A, que

nao seja periédica, mas satisfaca a condicao
U(x,0) =zU(x, ), z =2 /N, (3.20)

comn=0,1,2,---,n— 1. Sob uma transformagao tal, a condicao de periodicidade

dos campos A,, claramente ¢ mantida e a acao é invariante, mas L ndo ¢é invariante,
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pois
L — i TrU(x,0)Qx)U"(x,0) = N TrzU(x, 5)Qx)U'(x, B)
1 1
= ZNTI U(x, B)Qx)UT(x, 8) = ZNTrQ(x) =z L. (3.21)
Deste resultado, segue-se da definigdo de (L(x)) que
(L(x)) = 2 (L(x)). (3.22)
Portanto, esse resultado implica que

(L(x)) = 0, (3.23)

e, em vista da identificacdo com a energia livre de um quark, Eq. (3.11), segue que
a teoria confina. Agora, se a simetria é quebrada espontaneamente, i.e. a acao é
simétrica sob a transformacao de calibre mas os estados nao refletem essa simetria,
(L(x)) # 0 para alguma temperatura. Também, pode-se mostrar [25] que na fase
confinada, a funcao de correlagao decai exponencialmente com a distancia entre o

quark e antiquark,
I'(r) = (L(0)Li(r)) ~ e oIl/T, (3.24)

Isso leva & interpretacao da formagao de um tubo de fluxo (fluz tube ou string) entre
o quark e o antiquark, como se fosse um “potencial” que cresce linearmente com a
distancia de separacao, com o = o(7T") sendo a tensao na corda (string tension). Por
outro lado, na fase de altas temperaturas, quando (L(x)) # 0, a funcao de correlagao

se comporta CcOo1mo

, (3.25)

com mp sendo a massa de Debye (para a teoria de gauge pura), e C' uma cons-
tante que depende da constante de acoplamento. Ou seja, na fase desconfinada, o
“potencial” passa a ser de curto alcance, do tipo de Yukawa.

Tecnicamente, z = 2™/N] é um elemento do grupo Z(N), o centro do grupot
SU(N). Note que o que estd sendo quebrado espontaneamente é uma simetria
global, pois Z(N) é um grupo Abeliano, a simetria local, ndo Abeliana, permanece
intacta, o que esta de acordo com o teorema de Elitzur [34], que estabelece que uma
simetria de gauge local nao pode ser quebrada espontaneamente.

Simulagoes de QCD pura (i.e. sem quarks) mostram exatamente isso, que para

uma temperatura 7 maior que uma temperatura critica T, (L(x)) # 0 — um dos

O centro de um grupo G, denotado em geral por Z(G), é o conjunto de elementos que comuta
com cada elemento de G. Isto é Z(G) = {z € G|zg = gz para cada g € G}.
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primeiros trabalhos a mostrar isso na teoria de gauge SU(2) foi o trabalho de McLer-
ran e Svetitsky [35]. Como conclusdo, temos entao que podemos usar o valor médio
do loop de Polyakov como um parametro de ordem da transicao de desconfinamento
da QCD pura.

Quando quarks dinamicos (i.e. nao estéticos) sdo acoplados a férmions a temper-
atura finita, ndo hé simetria Z(N). Como vimos, transformagdes como na Eq. (3.20)
nao mudam as condicoes de contorno periédicas dos campos de gauge A,,, mas elas
nao preservam as condicoes de contorno antiperiédicas dos campos de férmions dos
quarks ¥(x,t). Isto é, se 1(x,0) = —(x, ), entdo sob transformagdes como na
Eq. (3.20) temos que

w(x> 0) - ¢,(X7 0) = U(Xv O)¢(X’ O)
b(x,8) — ¥(x,8) =Ux, v, 6) =2U(x,0)¢(x,5)
= —zU(x,0)¢(x,0), (3.26)

ou seja, se P(x,0) = —(x, ), sob a transofrmagao de gauge que satisfaz a Eq. (3.20)
temos que ¢'(x,0) # —¢'(x,3). Como nao existe simetria Z(N), espera-se entao
que (L(x)) # 0. Ainda mais, em principio, poderia-se esperar que o valor de (L(x))
seja sempre nao nulo e grande para qualquer temperatura. No entanto, nao ¢ isto
que simulagoes recentes de QCD na rede [36] com quarks dindmicos mostram: na
verdade, os resultados mostram que nao hé diferengas qualitativas muito grandes
entre a situagdo com quarks e sem quarks. Os resultados da Ref. [36] mostram que
o valor médio do loop de Polyakov cresce de zero a um a medida que a temperatura
cresce, sendo que esse crescimento € muito rapido para 1T ~ 200 MeV.
Qualitativamente é muito simples compreender o que se passa com a presenca de
quarks dinamicos na teoria [25]. Informagdes sobre o confinamento estdo contidas
nas funcoes de correlacao de loops de Polyakov, as quais revelam o que acontece
quando a separacao entre as cargas de cor aumenta. No limite de temperatura
baixa, um par ¢¢ (méson) é criado a partir do vicuo e vai “encobrir” a cor dos
quarks estaticos. Isto é, a medida que a distancia entre os quarks estaticos é aumen-
tada, o tubo de fluxo eventualmente vai quebrar com a criacao de um par quark-
antiquark do vacuo formando novos tubos de fluxo e, assim, todos os quarks ficam
permanentemente confinados. No limite de temperatura alta, o “potencial” ¢qq é
“blindado” pelos quarks, antiquarks e glions que estao presentes no sistema a altas
temperatudas. Ou seja, o tubo de fluxo deixa de existir pela blindagem. A fisica
qualitativa nos dois regimes é a mesma, enquanto que a baixas temperaturas a lin-
guagem hadronica é mais adequada para descrever o fenomeno, no limite de altas

temperaturas a linguagem mais adequada é em termos de quarks e gltions.
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Em vista da discussao acima, o emprego de modelos efetivos para o loop de
Polyakov mesmo na presenca de quarks para investigar propriedades dinamicas do
ponto critico da QCD parece ser justificado. Conforme ja mencionado, o emprego de
modelos é importante para o estudo da dinamica de desconfinamento da QCD em
vista das limitagoes intrinsecas da QCD na rede para estudos dessa natureza. Na
préxima Se¢ao, vamos discutir um desses modelos fenomenoldgicos para o potencial
efetivo (energia livre) para loops de Polyakov a temperatura finita, o qual pode
ser empregado numa equacao de Ginzburg-Landau para descrever a dinamica da
transicao de desconfinamento. Logo a seguir, na Secao 3.3.3, vamos discutir um
modelo para a dinamica da densidade barionica proximo ao ponto critico. Por fim,
na Secao 3.3.4 vamos discutir o acoplamento do loop de Polyakov com a densidade
barionica, o que leva ao acoplamento das equagoes de Ginzburg-Landau e Cahn-
Hilliard.

3.3.2 Um modelo para a energia livre de loops de Polyakov

Aqui vamos discutir um modelo particular para o potencial efetivo de loops de
Polyakov para descrever a transicao de desconfinamento. Varios modelos dessa
natureza tém sido desenvolvidos recentemente [37]-[47], alguns desses direcionados
ao problema do desconfinamento somente e outros considerando conjuntamente o
problema da restauracao da simetria quiral. Aqui nessa dissertacao vamos nos re-
stringir a classe de modelos desenvolvido nas Refs. [37, 38, 39]. Ainda mais, vamos
nos restringir, por simplicidade, para o caso de uma teoria de gauge SU(2) — o caso
de uma teoria SU(3) serd comentado a seguir.

No modelo das Refs. [37, 38, 39], o potencial efetivo é construido para os auto-
valores do loop de Polyakov. Especificamente, em qualquer ponto do espago-tempo,

o loop de Polyakov pode ser diagonalizado e escrito da seguinte maneira

eiﬂ'q
L= i | (3.27)

onde 0 < ¢ < 1. Como vimos acima, o parametro de ordem ¢é a média termodinamica

do traco do loop de Polyakov L na representacao fundamental do grupo
1
Ly = §TrL = cos(mq) = cos [m (1 — ¢) /2], (3.28)

onde foi introduzida a quantidade ¢, relacionada a ¢ por ¢ = (1 — ¢)/2, onde, entao,
—1 < ¢ < +1. A energia livre para ¢ pode ser calculada empregando teoria de

perturbagao [48, 49]. Para ¢ independente da posigao, o resultado para a densidade
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de energia livre a uma temperatura 1" pode ser escrito como

2Tt rT (1 B ¢2)2 '

Foert(9) = ==+ 5 (3.29)

O primeiro termo acima é a contribuicao de corpo negro. Agora, para estudar a
dinamica de ¢, é necessario incluir a sua dependéncia na posicao para descrever
a separacao de fases e a formacao de possiveis interfaces. A derivacao para esse
caso foi feita nas Refs. [50, 51]. O resultado acima se mantém, com adi¢do de uma

contribuigdo na forma de um gradiente e a Eq. (3.29) torna=se

2T2
10) = S (VO + fyen
2T4 2T2 2T4
_ _”15 + 71'292 (V) + - (1- )’ (3.30)

onde g é a constante de acoplamento da QCD. A altas temperaturas, essa conribuicao
perturbativa nao pode descrever uma transigao de fase, pois f(¢) nao possui minimos
na regiao —1 < ¢ < +1, como pode ser facilmente verificado.

No modelo das Refs. [37, 38, 39], a possibilidade de uma transicao de fase pode ser
incorporada fenomenologicamente através de uma descricao de quase-particulas em
que uma massa M ¢ atribuida para os glions, a qual vai determinar uma temperatura
critica Ty para o desconfinamento. O cédlculo da contribuicao de glions massivos no
limite de altas temperaturas introduz um termo extra, que chamamos de fy_mass(¢),

cuja forma é dada por [38]

fgl—mass = _M2T2 (1 - sz) . (331)

Com isso, temos entao que a densidade de anergia livre do modelo, fpolyakov, ¢ dada
por
w27 n?T?

24 22
. 2 =T 9 2 M=T 9
fPolyakov - _T + Tg2 (V¢) + 12 (1 — (b ) — 4 (1 — ¢ ) . (332)

Para deixar evidente a existéncia de uma transicao de fase, reescrevemos a expressao

acima na forma

22T

24 T2 )2 272 24 3M?2 2 274
1 o (VO (1— >¢2 i

4
. (3.33
60 4 29 ¢ ( )

f Polyakov —

Nessa forma, fica explicito que para uma temperatura 7' < T,, onde

3
T;= 277r2M2’ (3.34)
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o termo proporcional a ¢? troca de sinal, deixando a densidade de energia livre com
um unico minimo em ¢ = 0. Para 7' > T, a densidade de energia livre possui dois
minimos para ¢+ = +(1 — T2/T?)'/2, e um méximo em ¢ = 0. Para T < T}, temos
que o loop de Polyakov é Lp = 0, e para T > Ty, Lr — 1, sendo igual a um no
limite de T" — oo.

Ao considerarmos a presenca de quarks, a simetria Z(N) é explicitamente que-
brada e o valor médio do loop de Polyakov passa a ser finito na fase confinada. Con-
tudo, as fases confinada e desconfinada ainda apresentam valores diferentes para Lp
e uma transicao pode ser caracterizada, apesar de nao ser uma transicao de fase no
sentido estrito do termo. A contribuicao de Ny quarks sem massa para a densidade
de energia livre, fquarks, ¢ dada por [48]

274
i = LI (T 20— 6)(1 — 0 (3.35)

Notamos que essa transicao de fase do modelo é de segunda ordem. No caso
de SU(3), um modelo similar ao descrito acima, leva a uma transi¢ao (fraca) de
primeira ordem. Ela é fraca no sentido que a descontinuidade na densidade de
energia livre na temperatura critica nao é muito acentuada. Simulacoes da equagao
de Ginzburg-Landau para o modelo SU(3) mostram [8] que nada qualitativamente
diferente acontece em rela¢ao ao modelo SU(2), no que se refere a termaliza¢ao do
sistema apds um aumento rapido da temperatura, em que o sistema passa da fase
confinada para a desconfinada. Por essa razao, nos limitamos na presente dissertagao
ao modelo SU(2).

Por fim, temos entao que a energia livre H¢gy, do modelo é dada por (deixando de
lado termos independentes de ¢, que nao contribuem para a equacgao de Ginzburg-
Landau)

22 24 24
HGLz/d?’[TV@ 6T<1—>¢2 e

24
+ N’”Qf(ﬂ%—ﬁ)(l—ab)ﬂ
24 2
v arw-0 M, (3.36)

onde definimos um comprimento de correlacao 535 = 6/¢*T?. Com isso, temos entao

que a equagao para ¢ pode ser escrita como

o 96 M,

8152 + o ¢W+C¢, (3.37)
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onde
Hy= [ [ & (Vo) - (1—T>¢>+ 6+ (1420 - )1 - 07|
(3.38)

2T
3

T, = T. (3.39)

3.3.3 Dinamica da densidade barionica préxima ao ponto critico

Na presente Secao vamos discutir a dinamica da separacao de fases préximo ao ponto
critico. Conforme discutido acima, tanto argumentos tedricos como simulagoes de
QCD na rede sugerem a existéncia de um ponto critico. A uma temperatura e
densidade apropriadas, a matéria pode formar uma fase mista consistindo de gotas
de plasma (matéria desconfinada) em equilibrio com um fluido hadrénico (matéria
confinada). Isso significa que a densidade barionica pode ser empregada como um
parametro de ordem. Caso seja possivel formar uma fase mista dessa natureza
em colisoes de fons pesados a altas energias, essa fase deve produzir flutuacoes
em observaveis dessas colisoes no estdgio de hadronizacao — ver Fig. 3.5. O estudo
dessas flutuagoes como funcao de parametros de controle, como a energia de colisao, é
possivel obter informagoes sobre o diagrama de fases da QCD [12, 13]. Em particular,
a fase mista pode produzir flutuagoes extraordinarias de niimero barionico a medida
que o sistema se hadroniza [14, 15, 16]. Flutuagdes de quantidades conservadas,
como da carga elétrica, nimero barionico e estranheza totais sao observaveis ideais
devido ao fato de que leis de conservacao limitam a dissipacao que essas cargas sofrem
no processo de hadronizacao. A dissipacao ocorre por difusdo e a necessidade do
emprego de equagoes que levem em conta de alguma forma efeitos de causalidade é
importante nesse contexto, como ja comentado no inicio da presente Secao.

Na Fig. 3.6(a) apresentamos um diagrama de fases esquematico da QCD no plano
(T-p). Ap6s um quench para a regiao de metaestabilidade a partir do ponto critico
com densidade p., um sistema uniforme evolui para o equilibrio através do processo
de nucleacao, como visto no Capitulo anterior. Nesse processo o sistema se separa
em gotas a uma densidade barionica alta p, rodeadas por matéria a uma densidade
pr, — os subindices ¢ e h indicam fases de quarks e de hadrons, respectivamente. Esse
estado formado por regioes de densidade pj, e regioes de densidade p, ¢ o estado de
fase mista. A descricao de um estado desse tipo pode ser feita considerando-se o
Hamiltoniano de Ginzburg-Landau [26]

Heon = / d*x [Z(Vp)2 + fo} : (3.40)
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£(P)

Figura 3.6: (a) Diagrama de fases esquemadtico no plano temperatura versus densi-

dade barionica; (b) Esbogo da densidade de energia livre fj.

onde fy é uma densidade de energia livre do tipo

m? A
Jo= —7@ —pe)? + Z(P — pe)t. (3.41)
A constante k representa a tensao superficial de cada dominio, A\ é uma constante

positiva e m? = m2(1 — T/T;). A quantidade

£ =\/k/m? (3.42)

¢ o comprimento de correlagao do sistema. Os valores p, e p, apresentados na
figura 3.6(b) correspondem as densidades de equilibrio para T < Ty, onde p, =
pe—Ap e p,=pe+ Ap com Ap = /m?/\.

Uma descricao puramente difusiva do processo de separacao de fases de maneira
que o numero barionico seja conservado é obtida com uma equagao de Cahn-Hilliard
da forma

gj = AV? (—/ﬁVQp + ?;f) : (3.43)
Para ilustrar a fisica difusiva descrita por essa equacao, vamos considerar pequenas
flutuagoes com comprimentos de onda A ~ 1/k e de amplitude dp; sobre uma

configuragao de matéria hadronica a uma densidade py,,

p(x) = pn + Opr e, (3.44)
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com dpg < pp. Nessas condigoes, o sistema encontra-se proximo ao minimo de fj e,

portanto,

f'(p) = f'(pn) + (p = o) " (pn) = f"(pr)dpr = 2m*Spy,, (3.45)
ja que f'(pn) = 0. Portanto, para flutuagoes suaves (comprimentos de onda grandes),
temos que

agf’“ = 2m*AV?0py, (3.46)

que é a equacao da difusao, em que identificamos a constante de difusao barionica em
pn como sendo D = 2m?A. Portanto, difusao forca o sistema para a homogeneidade
toda vez que f”(p) > 0.

Agora, se consideramos um quench para a regiao de instabilidade da Fig. 3.6(a),
a separacao de fases se da através do fenomeno da decomposicao espinodal. Nesse
processo existe uma escala de tempo 7 caracterizando os modos mais rapidos.

Consideremos agora uma pequena flutuacao em torno de p., ou seja,
0 = pe+ Oppe T, (3.47)

Para t ~ 0, podemos fazer uma aproximacao linear na energia livre, desprezando o
termo quartico em fy(p), e obtemos a seguinte expressao

9o pk
or

— AmR? (1 _ :ﬁk2> 5 = 2Pk (3.48)

TR

Para modos com k? < m?/k as flutuagoes crescem exponencialmente no tempo.
Esse crescimento exponencial caracteriza o processo da decomposicao espinodal,
como discutido no Capitulo anterior. O modo mais rapido apresenta kg = \/m?/2k,
e ¢ caracterizado pela escala de tempo 7p = 8¢2/D, onde £ é o comprimento de
correlacao, Eq. (3.42).

A descricao acima através da equacao de Cahn-Hilliard da Eq. (3.43) é pura-
mente difusiva e, como discutido acima, viola a causalidade. Por outro lado, a
Eq. (3.1) inclui efeitos de memoria e, como tal, conforme discutido na Ref. [32],
repeita a causalidade para os parametros caracteriticos do problema discutido aqui.
No Apéndice B, apresentamos a inclusao de efeitos de meméria segundo a Ref. [32].
Para a energia livre dada na Eq. (3.41), essa equagao é dada por

2
Tpg;;) + gf = AV? [=6V%p = m? (p = po)* + A (p = po)*] + . (3.49)
A escala de tempo 7, aparece no termo de memdria pois ¢ esta escala de tempo que
caracteriza o processo da decomposi¢ao espinodal.
Definindo a quantidade
Y (3.50)
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podemos reescrever a Eq. (3.49) em fungao das constantes fisicas 7,, D e { como

82¢ 8¢ 2 5H¢
Ty s o2 + = N =I'yV 50 + Cys (3.51)
onde 7y =17, €
Hw—/d?’ { & (V) — (1—)¢ + - 1/}] (3.52)
(6]
D
Ly =3, &= n’j% (3.53)

Portanto, para T' < T}y, os estados de equilibrio sao dados por ©» = £1. O estado de

equilibrio ¢ = —1 corresponde a densidade p, e ¥ = 41 corresponde a densidade

Pq-

3.3.4 Acoplamento entre loop de Polyakov e a densidade baridonica

Um dos objetivos centrais dessa dissertacao é o estudo da evolugao temporal da
fase mista formada no processo de resfriamento da matéria hadronica no ponto
critico. O processo de resfriamento dessa matéria hadronica leva a separacao das
fases hadronica, em que quarks e glions estao confinados, e de quarks e glions
desconfinados. Conforme visto acima, o loop de Polyakov, apesar de nao ser no
sentido estrito um parametro de ordem na presenca de quarks, este carateriza muito
bem os estados confinados e nao confinados da QCD. A questao interessante que
se coloca é a interrelacao das dinamicas dos parametros de ordem relacionados a
densidade bariénica () e ao confinamento (o).

Em problemas da Fisica da Matéria Condensada, uma situagao tal, de acopla-
mento de parametros de ordem conservados e nao conservados, é descrita pelo mo-
delo C [9]. Nos casos mais comuns, o acoplamento é governado por uma energia
livre que contém um termo de acoplamento entre os parametros de ordem que é da

forma densidade-densidade, dada por
v = K/d3w ¢* 1, (3.54)

onde K é uma constante que, em principio pode depender da temperatura. Apesar
de um acoplamento dessa natureza ter sua justificativa nos problemas da Fisica da
Matéria Condensada, no problema da QCD esse acoplamento pode ser muito mais
geral. Numa abordagem de uma teoria de campos efetiva (teoria de Landau), a
energia livre pode ser escrita como uma série de poténcias dos parametros de ordem
e suas derivadas espaciais, respeitadas as simetrias do problema. A cada termo de

uma expansao tal vem associado uma constante dependente de parametros como a
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temperatura, potenciais quimicos de cargas conservadas, etc. que caracterizam a
miscroscopia do sistema. As constantes m, A, 7, etc que aparecem na equacao de
Cahn-Hilliard acima sao um exemplo desses parametros. Portanto, em principio, a
energia livre de interacao entre os parametros de ordem dessa expansao pode conter
outros possiveis termos além daquele mostrado na Eq. (3.54). As Refs. [11, 47],
que investigam respectivamente os acoplamentos entre a densidade barionica e o
condensado quiral de quarks, e do loop de Polyakov e condensado quiral de quarks,
apresentam energias livres em que uma variedade de termos aparecem. Em alguns
casos, os diferentes parametros de acoplamento podem ser determinados explicita-
mente, ou estimados de alguma forma.

Na presente dissertacao, como estamos interessados nos aspectos qualitativos
desse acoplamento de parametros de ordem, nao vamos fazer nenhum esforco em
trilhar essa direcao de investigar as diferentes possibilidades de acoplamento. Va-
mos simplesmente tomar o acoplamento acima da EQ. (3.54) e investigar as con-
sequéncias desse na evolucao da fase mista. Como veremos, esse termo por si s0, ja

traz resultados interessantes. Isso leva as seguintes equacoes acopladas

o 09 OH
T¢ﬁ+g——r¢%+g¢ (355)
P oY , OH
Twﬁ—i‘a—rd,v @—Fgﬁ,, (356)
com
H = Hg+Hy+ Hop. (3.57)

As propriedades das fontes de ruido s ao dadas por
(Co(x,0)) =0, (Gu(x,1)) =0, (Cs(x,1)Cp(x,1)) =0,
X

) Gy (X)) = 2T Ty 6 (x —x) 5 (t — 1),
(Co (x,8) Co (X', 1)) = —2T Ty V25 (x — x) 6 (t — 1) . (3.58)



Capitulo 4

Analise Numérica e Resultados de Simulacoes

Neste capitulo vamos discutir métodos numéricos para resolver as equacoes de
Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard. Primeiramente, considerando um esquema semi-
implicito no tempo e uma expansao em série de Fourier nas coordenadas espaci-
ais, aplicaremos o método das diferencas finitas a essas equagoes. Em seguida,
apresentaremos resultados para a transicao de desconfinamento na QCD e para o
processo de conversao de fases que ocorre durante o resfriamento de um sistema

hadroénico inicialmente em um banho térmico com T = Tj.

4.1 Método das diferencas finitas

O método das diferencgas finitas é uma técnica de discretizagao amplamente aplicada
na resolucao de equacoes diferenciais. Este método consiste numa aproximacao,
obtida através de expansoes em séries de Taylor, das derivadas por diferencas fini-
tas. Uma formulacao geral desta aproximagao pode ser obtida considerando-se a
discretizagao de uma variavel qualquer e pertencente ao intervalo [a, b]. Inicialmente
particionarmos o intervalo [a,b] em N pedagos de tamanho Ae, tal que ¢ = nAe
comn =0,1,2,---, N — 1. A partir dessa discretizacao, podemos definir a forma

nao-simetrizada da derivada primeira de uma fungao qualquer G(¢) como

0G(e) , G(e + Ae) — G(e)
— = . 4.1
5. G A- (4.1)
A derivada segunda com relacao a € é definida na forma simetrizada
9*G(e) G' (e) — G (¢)
G'(e) = —= 4.2
) e (42)
onde G, é a derivada a direita do ponto e G’ a esquerda do ponto, ou seja,
;o Ge+As) —Gle) ;o Gl(e) —G(e — Ae)
G (e) = Ae e G (e) = Ao : (4.3)

46
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A discretizacao das coordenadas espaciais e temporal das equagoes de Ginzburg-
Landau e Cahn-Hilliard é feita de maneira similar a discretizacao da variavel e.
Particionando o intervalo temporal em pedacos de tamanho At e discretizando as

coordenadas espaciais z, y e z numa rede cibica de espacamento h, chegamos que
t=nAt, x=1ih, y=jh e z=kh (4.4)

onde n = 0,1,2,--- e 4,5,k = 0,1,2,---,N — 1, com N representando o nimero
de pontos em cada uma das direcoes da rede cubica. Definida essa discretizagao,
podemos denotar os parametros de ordem continuos ¢(x,t) e p(x,t) como ¢y e
Pisk, obtendo assim, uma forma discretizada para as equagoes de Ginzburg-Landau
e Cahn-Hilliard.

A seguir, vamos aplicar o método das diferencas finitas as equagoes discretizadas
de Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard seguindo a referéncia [33]. Assim, além de
considerar as aproximagoes para as derivadas definidas nas equagoes (4.1), (4.2) e
(4.3) vamos adotar também um esquema semi-implicito no tempo e uma expansao

em série de Fourier nas coordenadas espaciais.

4.1.1 Equacgao de Ginzburg-Landau

O Hamiltoniano contendo o acoplamento entre os parametros de ordem conservado

e nao conservado, Eq. (3.57), pode ser reescrito da seguinte forma

e

L (VO + £(6,0)| (15)

52

_ [ 3. |Se 2
H—/dw[z(V(b) +
onde a funcao f(¢,1) é definida como

2
F6.0) = - (1= 2] &+ 10"+ 0T+ 20— )1 - o

) 4
1 T 1
-3 (1 _ Td) VP4 Ut K, (4.6)

Assim, podemos reescrever a equagcao de Ginzburg-Landau para o loop de Polyakov,
Eq. (3.56), como

0?2 0
¢ + %9 _ L&V + Ty,

% 0f(6,)
oz " ot

——— —(,=0. 4.7
96 Co (4.7)
Adotando a discretizagao das coordenadas espaciais e temporal, Eq. (4.4), e definindo
as formas discretizadas de df/0¢ e (4 como (f)7). e (Cg)7y, obtemos a seguinte
equacao discretizada

POl 00

o or T o

¢fq2>v2 e T Lol fo)iie — (Co)ize = 0. (4.8)
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A partir dessa equacao discretizada podemos aplicar o método das diferencas finitas
definido nas Eqs. (4.1), (4.2) e (4.3). Assim, as formas discretizadas para as derivadas

temporais e para o termo referente ao Laplaciano de ¢ podem ser escritos como

agbz]k qb?j—"l;l - Zk
ot At
92 ntl _ 9hn
qbz]k _ ¢’ij‘ ¢7«]k + stk (4 10)
o2 (At)? ’ |
o2 D2 0o
2 _ ijk ijk ijk
\4 ij - o2 ayQ + 022

1 n n n n T T n
T [ ik TPk T Ok T Pkt Pkt +¢z‘jk—1_6¢ijk}' (4.11)

Agora, considerando uma expansao em série de Fourier nas coordenadas espaciais
podemos expandir o parametro de ordem ¢}, a derivada da densidade de energia

livre (f;)7), e a fonte de ruido ((y)7s; da seguinte maneira

ijk
N-1
¢Zk - Z a?spErsp(ijk% (412)
sp=0
N—-1
rsp=0
N—-1
rsp=0
onde E,4,(ijk) é dado por
27 2 2
E,sp(ijk) = exp zmxr + ZN—ZyS + zN—Zzp (4.15)

Como as expansoes para (fy)7). e (Cg)is sao semelhantes podemos juntar os dois

termos e definir a seguinte expansao em série de Fourier

N-1

i = To(f3)is — (o = D Vg Ersp(igik). (4.16)

rsp=0

Substituindo a expansdo para o parametro de ordem @7, nas Egs. (4.9) e (4.10)

podemos reescrever as derivadas temporais como

6@? = 1 n n .
8th = A7 (ar;l — amp) E, o (igk), (4.17)
rsp=0
82¢2 L = 1 n+1 n—1 ;g
T = T g (e 2 ) Bl (@19
rsp=
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O Laplaciano de ¢!, definido na Eq. (4.11), é constituido por termos contendo os

ijk
indicesi+1,7—1,j+1,j—1, k+1ek —1. Assim, para reescrevé-lo em funcao

da expansao de ¢, , vamos trabalhar com cada um desses termos separadamente.

ijk»
Os termos com ¢ + 1 e © — 1 assumem a seguinte forma
" 27 .
AT Z Qs XD ( r) E, o (igk),
rsp=0 N
= 27 .
e = Z Qs XD <—ZNT‘) E,sp(igk). (4.19)
rsp=0
Entao,
N-1
n n n 2w 2 .
¢i+1jk + ¢i71jk = Z Qpgp {GXP <2N7’> + exp (_ZNTH Ersp(ljk)
rsp=0
N-1
n 2T .
= rep {2 cos (NT> E.p(1jk). (4.20)
rsp=0
Generalizando para os demais termos obtemos que
N—-1 27T N
qb;’lj—l-lk + gb?j—lk = Z Tsp |:2 COs <NS>:| Ersp(zjk)a
rsp=0
N—-1 27T -
qb?jk-i—l + gb?jk—l = Z rsp |:2 cos <Np>] ETSP(ZJIC)' (421)
rsp=0

Portanto, o Laplaciano de ¢j;, pode ser escrito como

N-1
VQ Uk - Z a?sp)‘T‘SPETsp@jk)a (422)
rsp=0
onde
1 2 2 2
Arsp = 72 [2 cos (]z[rr) + 2 cos (]\7;5) + 2cos (]z;p) — 6] . (4.23)

Desta maneira, a equacao de Ginzburg-Landau discretizada pode ser escrita da
seguinte forma

1 N-1

2 ( ?;1 rsp + a:bspl) TSP(ij) At Z (CL?T"L;;_)1 - a?sp) ET’SP(ij)
rsp=0 rsp=0
N-1 N-1
L&l > al A Ergp(ik) + D vl Ergp(ijh) = 0. (4.24)
rsp=0 rsp=0
Agrupando os termos chegamos a
N-1
T¢ 1 n+1 27’¢ 1
AL - F rs
=, { ((A 0 At) ((At>2 AR
To_gn-lygn \p (k) =0,  (4.25
+ (At)2 arsp + Ursp rsp (Z] )— ) ( ' )
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ou seja,

rsp

(o + At) ard! = (276 + At + (AT sy ) ally, + Toals, + (A1)%0],, = 0.(4.26)

Essa equacao fornece um esquema de iteragao ezplicito no tempo. Contudo, é bem
conhecido que um esquema semi-implicito no tempo apresenta estabilidade superior
ao esquema explicito. Um esquema semi-implicito no tempo pode ser obtido a partir
da Eq. (4.26), se agruparmos o termo referente ao Laplaciano de b a0 termo af;];l.

Assim,

(7 + At — (A Ty&3N) ! — (274 + At) all, + Tl + (A0

TSP

= 0.(4.27)

rsp
Simplificando, temos que

n n—1 2,n
n+l _ (2T¢ + At) Argp = Toplrgy — (At) Ursp ‘ (428)

" 7o+ A (1= ATE2 N, )

A equagao acima fornece um esquema de iteracao semi-implicito no tempo para a
solucao da equacao de Ginzburg-Landau. Ou seja, dadas as condigoes iniciais para
¢ e sua derivada primeira no tempo basta iterarmos a Eq. (4.28) para obtermos a

solucao ¢(x,1t).

4.1.2 Equacgao de Cahn-Hilliard

Considerando a forma para o Hamiltoniano definido na Eq. (3.57) e a Eq. (3.56)
podemos reescrever a equacao de Cahn-Hilliard para a densidade barionica da seguinte
maneira

Oy O

+ = + Ty Vi — Ty V2

v 01(6,v)
Yoz T ot

O

Adotando a discretizagao das coordenadas espaciais e temporal, equacao (4.4), e

— (=0, (4.29)

definindo as formas discretizadas de 0 f/9¢ e ¢, como sendo (fy,)7;. e (Cp)7s, obtemos

a seguinte equacao de Cahn-Hilliard discretizada

T at;k + 8th +Ty&g Vi — Ty VA(f) )i — (Go)ije = 0. (4.30)

O desenvolvimento do método das diferencas finitas para a equacao de Cahn-
Hilliard é muito similar ao apresentado para a equacao de Ginzburg-Landau. Desta
maneira, a fim de evitar repeticoes, vamos nos restringir apenas as diferencas entre

as duas equacoes. Considerando uma expansao em série de Fourier nas coordenadas
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espaciais, podemos expandir o parametro de ordem 7.

Tk 0 Laplaciano de (fy,)7; e

a fonte de ruido ((y)7y, da seguinte maneira

N—-1
Vi = > 'y, Ersp(igk), (4.31)

rsp=0
N-1

v2(f;)g;k = > Wi A Ergp(igk), (4.32)
rsp=0
N—-1

Colije = D €ubraplijh), (4.33)

rsp=0
onde E,,(ijk) e A5, estao definidos nas equagoes (4.15) e (4.23). A expansao do

foi definida a partir da expressao para o Laplaciano de ¢7

Laplaciano de (fy,)7; ik

ijk
equagao (4.22). A Ij)resen(;a do Laplaciano de (f;,)i%; na equagao de Cahn-Hilliard
nao permite que juntemos o termo de ruido com o termo da derivada da densidade
de energia livre, portanto, diferentemente da equacao de Ginzburg-Landau, devemos
trabalhar com cada um dos termos separadamente.

A partir da equagao (4.22), podemos escrever o termo V4!

iik» Dresente na equa-

¢ao (4.30), como
Vil = V¥

ijk

zgk Z U’Tsp rsp T’Sp(zjk) (434)

rsp=0

Desta maneira, considerando as equagoes (4.17), (4.18), (4.30), (4.32), (4.33) e

(4.34), a equa(;éo de Cahn-Hilliard discretizada pode ser escrita da seguinte forma

2 ( :“Ls—;l rsp + u:}spl) ETSP(Z]k) + Alt Z (u:};]_’l uTsp) ETSP(Z.]k)

rsp=0 rsp=0
N-1 N—-1
+F7/J£1ZJ Z ursp rspETSp (lj k _Flﬁ Z Wrsp)‘TSPETSP lj k Z E'rsp rsp (Zj k) O
rsp=0 rsp=0 rsp=0

(4.35)

Agrupando e simplificando os termos dessa equacao, chegamos ao seguinte esquema

de iteragao explicito no tempo

(75 + At)upt! = (27 + At — (A8)TyE2N2, ) u!

rsp

— (At)%e", = 0. (4.36)

T’Sp

+T¢ursp (At) CyArspwy.

TSP

Como comentado anteriormente, um esquema semi-implicito no tempo apresenta
melhor estabilidade. Portanto, vamos agrupar o termo referente a V4 ao termo

n+1 :
Uy Assim,

(27’¢ + At) — Twuﬁspl + (At) Fw)\rspW
Ty + At (1+ A2, )

(At)Z n

= “rop (4.37)

rsp

TSp
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A equagao acima fornece um esquema de iteragao semi-implicito no tempo para
a solugao da equacao de Cahn-Hilliard. Ou seja, dadas as condigoes iniciais do

problema, basta iterarmos essa equagao para obtermos a solucao ¥(x,t).

Descrevemos aqui a aplicacdo do método das diferencas finitas as equacoes de
Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard com efeitos de memoéria, a partir da qual defini-
mos esquemas de iteragdes semi-implicitos no tempo, equagoes (4.28) e (4.37). As
solugoes para as equagoes sem efeitos de memoéria sao simplesmente obtidas definindo

T4 = Ty = 0 nesses esquemas iterativos.

4.2 Resultados das simulacoes numéricas

Vamos agora apresentar resultados de simulagoes numéricas para as equacoes de
Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard obtidos a partir dos esquemas iterativos definidos
na se¢ao anterior. Aplicaremos a equacao de Ginzburg-Landau no estudo da dina-
mica do loop de Polyakov durante a transicao de desconfinamento na QCD. Ja a
equacao de Cahn-Hilliard serd aplicada no estudo do processo de conversao de fases
que ocorre durante o resfriamento de um sistema hadronico inicialmente em um
banho térmico com T" = T,;. Neste caso, o parametro de ordem apropriado é a
densidade barionica. A discussao dos resultados sera dividida da seguinte maneira.
Inicialmente apresentaremos resultados para o loop de Polyakov, discutindo os efeitos
da adicao de quarks ao sistema durante a transicao de desconfinamento. Logo
apés, apresentaremos resultados para a densidade barionica discutindo o processo de
conversao de fases. Finalizaremos com um estudo sobre o processo de conversao de
fases empregando o acoplamento entre a densidade barionica e o loop de Polyakov.

Em nossas simulagoes calculamos a média espacial dos parametros de ordem ¢
e 1 e suas respectivas fungoes de estrutura. Como visto no capitulo anterior, o
parametro de ordem ¢ esta relacionado com o loop de Polyakov e o parametro
representa a densidade barionica. A média do parametro de ordem nao conservado ¢

¢ definida como

1 o
<¢(X7 t)> = ﬁz]g¢(z>]a k)? (438)
ij
onde N ¢é o nimero de pontos em cada uma das dire¢oes da rede ctibica e a fungao
¢(i,7,k) foi definida na Eq. (4.12). Para o parametro de ordem conservado ¢ a
situagao é bem diferente. A conservagao da densidade barionica exige que o valor
médio de v calculado sobre todos os pontos da rede ctibica seja constante durante

toda a evolucao temporal do sistema. Portanto, uma média dessa natureza nao



Capitulo 4. Analise Numérica e Resultados de Simulagoes 53

fornecera informacao alguma sobre o processo de conversao de fases. Desta maneira,
uma quantidade 1til a ser calculada é a média do parametro de ordem v para cada
uma das fases separadamente. Para um sistema formado por uma mistura de fases

A e B, podemos definir a média do parametro ¥4 e ¥p da seguinte maneira

(Ya(x,1)) 721@; i, 5,k (4.39)
’ij

<,¢}B X, t 7Z¢B [ .]7 7 (440)
mk

onde Ny e Np representam o numeros de pontos da rede cubica para os quais
1 =1, e ) =g respectivamente. Essa distincao entre fases A e B pode ser feira
de maneira simples para o caso que vamos investigar nessa dissertagao, pois para
a fase hadronica 1) < 0, e para a fase de quarks ¢» > 0. Nas Eqs. (4.38), (4.39) e
(4.40), o stmbolo (- - -) representa uma média sobre pontos da rede. Contudo, quando
considerarmos as fontes de ruido ¢, e ¢, devemos adicionar a este uma média sobre
realizacoes randomicas de ruido.

No céleulo da funcio de estrutura S (q,t) associada aos parametros de ordem ¢

e ¢ empregamos uma média esférica do tipo [52]

- 1 -
S(q,t) = @ 50) q;ﬁ% S(q,t), (4.41)

onde
n(g,Aq) = > 1. (4.42)

q-<q<q+

A quantidade n(gq, Aq) representa o niimero de pontos da rede ciibica contidos numa
regiao esférica centrada em ¢ com raio Aq = 27/L, onde L é a dimensao de cada uma
das direcoes da rede cibica. Nessas equacoes ¢ representa o médulo do vetor niimero
de onda q, ¢z = ¢ + (Aq/2) e a funcio de estrutura S estd definida na Eq. (2.48).
A média do parametro de ordem e a funcao de estrutura sao de grande importancia
no estudo de qualquer transicao de fase, pois fornecem informacoes fundamentais
sobre a dinamica de relaxamento para o equilibrio do sistema e indicam quais os
fenomenos envolvidos no processo de reestabelecimento do equilibrio.

Em todas as simulagoes consideramos que as derivadas primeiras no tempo dos

parametros de ordem ¢ e 1) sao nulas em ¢t = 0 e a seguinte condicao incial
®o(i, J, k) = 1o(i,j, k) = 0.01 + 0.005(2 * rand — 1), (4.43)

onde a variavel rand representa um numero aleatério entre 0 e 1, ou seja, iniciaremos

o processo dinamico com o sistema totalmente desconfinado.
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4.2.1 Resultados para a dinadmica do Loop de Polyakov

Simulacoes para o loop de Polyakov foram realizadas empregando o esquema itera-
tivo no tempo para a equagao de Ginzburg-Landau discretizada, Eq. (4.28). Nessas
simulagoes, além de considerar a condigao inicial definida na Eq. (4.43), consider-
amos também os seguintes parametros: At = 0.005 fm/c, L = 16 fm, N = 64 e
h =0.25 fm.

Vimos no Capitulo anterior que o estudo dinamico da transi¢ao de desconfina-
mento na QCD pode ser realizado através do estudo da dinamica do parametro de
ordem ¢ associado ao valor médio do loop de Polyakov. Inicialmente, vamos com-
parar resultados para as situagoes com e sem quarks para a energia livre, e para dois
valores de temperaturas de desconfinamento.

Na Fig. 4.1 apresentamos uma comparacgao entre a evolugao temporal do valor
médio do parametro de ordem ¢ para um sistema com Ny = 0 e com Ny = 2,
em que nao foi considerada a fonte de ruido nas simulagoes. Os resultados foram
obtidos para valores de T, g, Ty e ' fixados na Ref. [53]. Explicitamente, seus
valores sao: Ty ~ 302 MeV, T = 6.6, e 0.0001 fm~3. O valor da constante de

A —N/:O T
I N-2
=
\Y u
1 1 1
4 6 8 10
t (fm/c)

Figura 4.1: Comparacao entre os valores médios do parametro de ordem ¢ para
Ny =0e Ny = 2. Em ambos casos, consideramos que a temperatura de desconfi-
namento é Ty ~ 302 MeV e T = 6.61,;. Nao foi considerada a fonte de ruido nas

simulagoes.
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acoplamento da QCD, g ~ 2.34, foi retirado da Ref. [7]. Os valores para Ty, g e I’
foram extraidos de simulag¢oes de QCD — a Ref. [53] deve ser consultada para uma
discussao detalhada sobre essas simulagoes. Uma primeira constatagao a respeito dos
resultados apreentados na Fig. 4.1 é a exiténcia de um rapido crescimento do valor
médio de ¢ para tempos curtos. Esse crescimento rapido evidencia a ocorréncia do
processo da decomposicao espinodal. Uma segunda constatagao é que para a curva
com quarks esse crescimento ¢ bem mais acentuado. Isso é devido a forma da energia
livre para Ny = 2, a qual contém uma curvatura muito mais acentuda na regiao
0 < ¢ <1 do que a energia livre para Ny = 0, como pode ser visto na Fig. 4.2.

Os resultados apresentados na Fig 4.1 foram obtidos para uma temperatura de
desconfinamento 7 extraida de simulacoes de QCD na rede para uma teoria de gauge
pura. No entanto, essas simulacoes mostram que a correspondente temperatura
quando quarks dinamicos sao incluidos é um tanto menor. Para averiguar o efeito
de um valor menor para Ty, na Fig. 4.3 mostramos resultados para T; = 200 MeV,
mantendo todos os outros parametros fixos — em principio, os parametros g e I'
deveriam ser mudados também, no entanto seus valores, principalmente para I', nao
sao conhecidos. Conforme pode ser visto na Fig. 4.3, nao ha mudangas qualitativas

em relacao ao caso anterior.

e |
(T*7/3)

Figura 4.2: Energia livre da Eq. (3.36) (sem o termo de gradiente) para Ny = 0
(linha continua) e Ny = 2 (linha tracejada) e T' = 27}.
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<o(x, 0>

t (fm/c)

Figura 4.3: Mesmo que para a Fig. 4.1, mas para T; = 200 MeV.

Todos os resultados que serao apresentados a seguir, e até o final dessa disserta-
cao, para o loop de Polyakov referem-se a Ny = 2 e Ty = 200 MeV. Na Fig. 4.4,
apresentamos resultados para a funcao de estrutura de ¢ calculadas para difer-
entes valores de ¢ (médulo do vetor nimero de onda dos modos de Fourier). Como
discutido na Secao 2.6, a presenca de picos nessa fungao é a marca registrada da
decomposicao espinodal na transicao de fase. Como esperado, para modos com
pequenos valores de ¢, as curvas para S,(x,?) apresentam um crescimento expo-
nencial seguido de uma queda conforme o valor médio do loop de Polyakov atinge
seu valor de equilibrio, em aproximadamente ¢t = 2 fm, i.e. o sistema relaxa para o
equlibrio através do crescimento exponencial dos modos com grandes comprimentos
de onda (pequenos nimeros de onda). As curvas para modos com grandes valores de
g foram omitidas pois, por nao apresentarem um crescimento exponencial relaxam
para o equilibrio sem a formacao de picos, o que explica a diminuicao da altura dos

picos conforme o valor de ¢ aumenta.

Uma andlise mais completa do problema requer a inclusao da fonte de ruido (4.
Conforme discutido no Capitulo 2, a fonte de ruido representa os graus de liber-
dade microscopicos do sistema que nao sao levados em conta no processo de coarse-
graining. FEsse processo de coarse-graining significa que a descricao do sistema em

termos de campos cldssicos deve ser entendida como uma descrigao efetiva para
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Figura 4.4: Curvas para a funcao de estrutura de ¢ para diferentes valores de q.

Nao foi considerada a fonte de ruido nas simulacoes.

comprimentos de onda da ordem ou maiores que o comprimento de correlagao do
sistema. Por outro lado, na solugao numérica das equagoes estocasticas para os cam-
pos a discretizagao dessas leva a introducao de um novo parametro dimensional no
problema, o espacamento da rede. Por outro lado, a solucao numérica de equacoes
classicas de campos via discretizagao apresenta sensibilidade ao espacamento da
rede quando esse é inadadequadamente tomado muito menor que o comprimento
de correlacao do problema — um estudo detalhado sobre o assunto foi realizado na
Ref. [33]. Essa sensibilidade ao espagamento da rede é reflexo da divergéncia ul-
travioleta Rayleigh-Jeans das teorias cldssicas de campos [54]. Para o célculo de
quantidades de equilibrio, essas divergéncias podem ser eliminadas pela adicao de
contratermos que renormalizam a energia livre [55]. Para problemas dinamicos, o
problema ainda nao foi resolvido adequadamente. No entanto, para o calculo de va-
lores médios de parametros de ordem e funcoes de estrutura a partir de simulagoes
de equagoes estocasticas do tipo Ginzburg-Landau, a adigao de contratermos leva
a resultados que, no limite de tempo infinito (i.e. no equilibrio), sdo insensiveis ao
espacamento da rede. A adicao de contratermos na energia livre para o modelo de
loop de Polyakov considerado nessa dissertacao (para Ny = 0) foi feita na Ref. [53].

Agora, se solugoes estaveis e que convergem ao equilibrio sao obtidas para espa-
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Figura 4.5: Evolugao temporal do valor médio do parametro de ordem ¢ com e sem

a inclusao da fonte de ruido (4. Curvas calculadas para L = 64 fm e N = 64.

camentos de rede da ordem ou maiores que o comprimento de correlacao do sistema,
a adicao de ruido nao introduz sensibilidade ao espacamento de rede. Ou seja, em
geral, sao introduzidas flutuagoes esptrias via ruido quando espagamentos de rede
menores que o comprimento de correlacao do sistema sao empregados. Em proble-
mas de Fisica da Matéria Condensada essa questao da sensibilidade ao espacamento
da rede quase nunca aparece precisamente pela razao apontada, de que solugoes
estaveis de equilibrio podem ser obtidas com espacamentos de rede maiores que o
comprimento de correlagao dos sistemas materiais empregados.

Considerando o esquema iterativo dado pela Eq. (4.28), definimos o ruido na

rede no espaco das coordenadas como

1 1
C¢ =V QFTEWC, (444)

onde ¢ é um ruido Gaussiano, ou seja,
)=0 e (=1 (4.45)

Na Fig 4.5, apresentamos as curvas para o valor médio de ¢ sem o termo de ruido,
G = 0, e com o termo de termo de ruido, ¢, # 0, para a equagao de Ginzburg-Landau

para o loop de Polyakov. No célculo da curva com o termo de ruido consideramos
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L =64 fm e N = 64, o que implica num espacamento de rede h = 1 fm, que é
relativamente grande se comparado com o comprimento de correlagao do sistema,
que é da ordem de 0.2 fm. Fica evidente nessa figura que a solugao com ruido con-
verge corretamente para o equilibrio. Ainda mais, a média sobre varias realizagoes
de ruido leva a uma solugao que é praticamente indistinguivel da solugao da equagao

determinista.

4.2.2 Resultados para a dindmica da densidade baridénica

Nessa secao, apresentaremos resultados de simulacoes numéricas para o processo
de conversao de fases que ocorre durante o resfriamento da matéria hadronica a
partir da temperatura critica T = Ty. Realizamos a iteracao da Eq. (4.37), com
a condigao inicial definida na Eq. (4.43) e os seguintes parametros de simulagao:
At = 0.005 fm/c, L = 64 fm e N = 64. Os valores dos demais parametros que
aparecem na Eq. (4.37) foram tomados das estimativas da Ref. [26], que sdo dados
por: TR =1fm, D=8fme & =1 fm.

Como discutido no Capitulo anterior, durante o processo de resfriamento de um
sistema hadronico inicialmente em uma fase mista em que v = 0 (p = p.) apre-
senta uma separagao entre as fases confinada com ¢, (p = pp,) e desconfinada com

Y, (p = pg). Resultados sao apresentados na Fig. 4.6. Inicialmente podemos ver
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| | , 1 s
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Figura 4.6: Evolucao do valor médio da densidade barionica. Nao ha fonte de ruido.
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Figura 4.7: Fungao de estrutura para a densidade barionica calculada para diferentes

valores de ¢.

que as solugoes para 1y, e 1, tém igual médulo e sao de sinais opostos, reafirmando
a conservagao do valor médio da densidade barionica durante todo o processo de
conversao de fases. As curvas apresentam um rapido crescimento exponencial no
inicio da evolugao temporal do sistema, indicando a presenca do fenomeno da de-
composicao espinodal. Outro fato importante a ser notado é que durante o intervalo
de tempo adotado em nossa simulagao o parametro de ordem (1),) nao converge para
seu valor de equilibrio, mas apresenta um lento e constante crescimento, indicando
a dinamica muito mais lenta do processo de separacao de fases, caracteritica de uma

lei de conservacao.

Como o comportamento das curvas (1,) e () é qualitativamente idéntico, o
mesmo acontece com as funcoes de estrutura associadas a i, e ¥,. Sendo assim,
vamos apresentar resultados de simulagoes somente para a funcao de estrutura de
1,. As curvas para a funcao de estrutura calculadas para diferentes valores de g
estao apresentadas na Fig 4.7. Observe que igualmente ao loop de Polyakov existe a
formagao de picos confirmando a ocorréncia do fendmeno da decomposicao espinodal.
No entanto, é importante notar que os picos presentes nessas curvas sao largos e
suaves, e que em alguns casos, como para ¢ = 0.4, mal podemos ver a formacao de

um pico no intervado de tempo adotado em nossa simulacao. Esse fato indica que
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para t = 50 fm/c o sistema hadrdnico ainda nao entrou em equilibrio térmico e,
portanto, nao esta completamente separado.

Uma imagem espacial do processo de conversao de fases se desenvolvendo no
tempo pode ser obtida se fizermos um grafico density plot para i (z,y, z,t) para um
dado valor de z. Um grafico desses vai mostrar regioes em diferentes tons de cinza.
Um gréfico desses estda mostrado na Fig. 4.8, onde os tons mais claros indicam a fase
desconfinada. Cada quadro representa um instantes de tempo, o primeiro representa

a condicao inicial randomica, indicando um sistema com densidade relativamente

Figura 4.8: Evolugao do valor médio da densidade barionica ¢ (z,y, z,t) no plano
z = 0 para diferentes instantes de tempo (o primeiro quadro representa a condigao

inicial). A regides com tons mais claros sdo as com matéria desconfinada.
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uniforme.

Para finalizar, vamos discutir a inclusao do termo de ruido na equagao de Cahn-
Hilliard. O procedimento para a inclusao da fonte de ruido é similar ao descrito para
o loop de Polyakov. Vamos considerar o esquema iterativo definido na Eq. (4.37),
com o ruido, desta vez, definido no espago dos momentos [56]. A razdo para consi-
derar o ruido no espago dos momentos é o aparecimento do Laplaciano na correlagao
de ruido, Eq. (3.58). No espago dos momentos, temos entao que ¢, a ser empregado
na Eq. (4.37) é dado por

1
Cp =/ DTqQEg (4.46)

onde, novamente, ¢ é um ruido Gaussiano. Na Fig 4.9 comparamos os resultados
para o parametro de ordem v, com e sem o termo de ruido. Em ambas as curvas
todos os parametros sao os mesmos. O comprimento de correlacao do sistema é da
ordem de 1 fm e o espacamento de rede também é de 1 fm. A andlise da figura releva
que a inclusao do termo de ruido nao altera de maneira significativa a evolucao do
processo de conversao de fases, estando, portanto, de acordo com a a discussao acima
de que nao sao introduzidos modos espirios ao se incluir flutuagoes de ruido quando

se emprega um espagamento de rede da ordem do comprimento de correlacao.

t (fm/c)

Figura 4.9: Evolugao do valor médio da densidade barionica na auséncia e na pre-
senca de ruido.



Capitulo 4. Analise Numérica e Resultados de Simulagoes 63

4.2.3 Dinamica acoplada do loop de Polyakov e da densidade barionica

Na presente Secao vamos apresentar resultados para a dinamica acoplada do loop
de Polyakov e da densidade barionica. Para a interagao de acoplamento entre os
campos ¢ e ¢ empregamos a forma densidade-densidade dada na Eq. (3.54), onde
K é um parametro livre. O ponto principal aqui é investigar o comportamento
da dinamica do loop de Polyakov frente ao processo de separacao de fases. Como
vimos anteriormente, a dinamica de um parametro de ordem nao conservado €, em
geral, muito mais rapida do que a de um parametro de ordem sujeito a uma lei de
CONSErvacao.

Para fixar o valor de K, vamos empregar o principio de ele tenha um valor “na-
tural”, i.e. seu valor nao deve ser muito diferente do valor dos outros parametros
que aparecem no problema. O sinal de K é tomado de maneira que nas regioes
onde 1 > 0, o valor de ¢ seja tal que ¢ ~ 1, i.e. nas regides do espaco em que a
matéria se encontre na fase de quarks e glions, o loop de Polyakov deve estar na

fase desconfinada. Para tal, tomamos K = —0.5.

Os resultados a seguir consideram a situacgao inicial em que o sistema se en-
contra numa temperatura igual ou superior a temperatura critica, de maneira que a
condigao inicial para 1) é a mesma que nas simulacoes da Secao anterior e para ¢ ela é
uma distribuicao uniforme com ¢ = 1. Iteramos entao as equagoes acopladas dadas
nas Eqs. (4.28) e (4.37) a partir dessas condigoes iniciais para uma temperatura
T = 0.5Ty.

Na Fig. 4.10 apresentamos os resultados para os valores médios de 1) (grafico
superior) e e de ¢ (gréfico inferior). Uma primeira andlise dessa figura mostra
que a lei de conservacao é satisfeita na simulacao, pois as curvas para vy, e ¥, sao
perfeitamente simétricas. Uma outra observagao é que o valor médio do campo ¢ nao
se comporta como no caso desacoplado. Para a presente situacao de resfriamento
do sistema e tempo de simulacdo, (¢) jé teria ido para o minimo da energia livre
que, para a presente situacao (com Ny = 2) e sem acoplamento, é para ¢ ~ 0.26.
Portanto, nota-se que a dinamica do campo foi travada pelo acoplamento com a
densidade barionica. Isto é, como a dinamica da separacao de fases é muito mais
lenta devido a lei de conservacao, as regioes de matéria desconfinada mudam de
tamanho lentamente, e a energia livre de acoplamento desfavorece a mudanca do
valor de ¢ em direcao a zero, como seria o caso para a situacao com K = (. Portanto,
ao se fazer uma média sobre ¢, sao somados nimeros que sao proximos de zero nas
regioes confinadas, e préximos de um, nas regides desconfinadas. A média sobre as
regioes desconfinadas leva a um valor diferente de zero para ¢. Nota-se também que

mesmo para um tempo longo de simulacao, a separacao de fases nao se completa.
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Figura 4.10: Valores médios para ¢ e ¢ quando ha acoplamento entre essas quanti-
dades.

Na Fig. 4.11 estd mostrado um gréfico density plot para ¢ (x,y, z,t) e ¢(x,y, x, t)
para z = 0. Os graficos da esquerda sao para 1 e os da direita para ¢. Novamente,
os tons mais claros indicam a fase desconfinada em cada caso. Nota-se nitidamente
a correlacao entre os valores de 1 e ¢, as regides claras correspondem a ¢ > 0 e
¢~ 1.

Como conclusao, os resultados mostram que a consideracao da densidade barioni-
ca conjuntamente com o loop de Polyakov fornece uma imagem clara do processo de
separacao de fases no resfriamento da matéria hadronica a partir do ponto critico.
H& de se chamar a atencao que no caso real da matéria produzida numa colisao de
ions pesados, eventualmente a matéria desconfinada terd que hadronizar, i.e. ela

vai se tonar matéria confinada. A descricao desse processo final obviamente nao
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pode ser dentro do contexto de separacao de fases. Também, conforme mencionado
anteriormente, uma descri¢ao completa do resfriamento da matéria a partir do ponto
critico deve incluir a dinamica do condensado quiral [47, 59], como também devem
ser incluidos os efeitos da expansao e do escoamento da matéria, bem como efeitos

de tamanho finito do sistema.
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Figura 4.11: Evolugao do valor médio da densidade barionica v (z, y, z,t) (esquerda)
e do loop de Polyakov ¢(x,y, x,t) no plano z = 0 para diferentes instantes de tempo.

As regides com tons mais claros sdo as com matéria desconfinada.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Nessa dissertagao estudamos o problema acoplado das equacao de Ginzburg-Landau
e de Cahn-Hilliard, com uma aplicacao para o caso da transicao de fase de descon-
finamento na QCD. O objetivo principal era obter um entendimento qualitativo
sobre a interferéncia de uma densidade conservada, como a densidade baridnica, na

dinamica da transicao de desconfinamento representada pelo Loop de Polyakov.

No Capitulo 2 apresentamos uma breve revisao sobre fenomenos criticos. Dis-
cutimos alguns conceitos importantes relacionados as transicoes de fase dinamicas,
dando enfase a sistemas de Matéria Condensada. Em seguida, apresentamos os
modelos fenonomenolégicos A, B e C. Discutimos também, os fendmenos de nu-
cleacao e decomposigao espinodal, importantes no estudo do processo de restabeleci-
mento do equilibrio termodinamico de um sistema apdés um quench. Apresentamos,
também, uma breve discussao sobre as funcoes de estrutura estatica e dinamica.
Nesta, mostramos que a fungao de estrutura é a transformada de Fourier da funcao
de correlagao densidade-densidade, e apresentamos algumas de suas propriedades

importantes no estudo das transicoes de fase dinamicas.

Uma breve revisao sobre o diagrama de fases da QCD foi apresentada no Capitulo
3. Discutimos, através de argumentos qualitativos, obtidos de calculos com mode-
los, experimentos com matéria hadronica e simulagoes numéricas, como se chegou ao
conhecimento desse diagrama de fases. Discutimos a transicao de desconfinamento
no contexto da QCD e fizemos contato com os experimentos de colisoes de fons pesa-
dos a altas energias. Discutimos de maneira sucinta os processos envolvidos durante
uma colisao desse tipo apresentando um esquema de colisao entre dois nicleos com
velocidades relativisticas, dando énfase as diferentes fases da colisao e a possivel
formagao e evolugao do plasma de quarks e glions na colisao. Por fim, discutimos
a aplicacao dos modelos A e B no estudo da transicao de fase de desconfinamento
na QCD. Revisamos os argumentos que levam a interpretagao de que o Loop de

Polyakov pode ser considerado como sendo um parametro de ordem da transicao de

67
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desconfinamento na QCD no limite de quarks infinitamente pesados, o qual satisfaz
a dinamica do modelo A. Também revisamos argumentos para o emprego da den-
sidade barionica como um parametro de ordem conservado na transicao de descon-
finamento, satisfazendo a dinamica do modelo B. Posteriormente, consideramos o
acoplamento do Loop de Polyakov com a densidade barionica no contexto do mod-
elo C. Por fim, discutimos a necessidade de incluir efeitos de memoéria nas equagoes
de Ginzburg-Landau e Cahn-Hilliard, de maneira que estas passem a respeitar a
causalidade.

No capitulo 4, apresentamos o método numérico das diferencas finitas utilizado
na discretizacao das equagoes de Ginzburg-Landau e de Cahn-Hilliard. Definimos
um esquema iterativo no tempo a partir do qual podemos estudar o problema de-
sacoplado e acoplado para as equagoes com e sem efeitos de memoria. Por fim,
no Capitulo 5, apresentamos os resultados numéricos obtidos a partir do esquema
iterativo no tempo definido no Capitulo 4. Em todos os casos discutidos calculamos
o valor médio do Loop de Polyakov ¢ e da densidade barionica p e as funcoes de
estrutura conjugada a estes.

Inicialmente, apresentamos resultados qualitativos a fim de verificar as mudancas
causadas pelos termos de acoplamento e pela inclusao de efeitos de memoéria. A dis-
cussao dos resultados qualitativos foi dividida em duas partes, uma sem os termos
de ruido e outra com os termos de ruido. A primeira analise feita foi sobre as con-
seqiiéncias da inclusao de efeitos de memoria as equacoes de Ginzburg-Landau e de
Cahn-Hilliard. Essa andlise foi feita observando a influéncia do termo de derivada
segunda no tempo que surge devido a inclusao de memoria nessas equagoes. A con-
clusao mais importante que pode ser tirada dessa analise é que a inclusao de efeitos
de memoria causa um atraso na explosao que caracteriza o crescimento exponencial
de um parametro de ordem nos estagios iniciais da sua evolucao. Outra mudanca
a ser notada é que a inclusao de um termo de derivada segunda no tempo adiciona
um carater ondulatério as equagoes de Ginzburg-Landau e de Cahn-Hilliard que,
na sua auséncia, sao puramente difusivas. Para a equacao de Ginzburg-Landau as
ondulacoes surgem para qualquer valor de 7, aumentando conforme o valor de 7 au-
menta. Ja para a equacao de Cahn-Hilliard, as oscilagoes s6 aparecem para grandes
valores de 7. Essa é uma conseqiiéncia da lei de conservacao imposta ao valor do
parametro de ordem dessa equagao.

Em seguida, apresentamos resultados comparativos para as equagoes desacopladas
e acopladas. No caso desacoplado, concluimos que a dinamica de relaxamento para
o equilibrio do Loop de Polyakov e da densidade barionica sao totalmente indepen-
dentes. Através da andlise dos valores médios concluimos que a dinamica do Loop

de Polyakov é muito mais rapida que a dinamica da densidade barionica. O que foi
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comprovado quando analisamos a funcao de estrura de cada uma dessas quantidades.
Para ambas quantidades as fungoes de estrutura apresentam picos evidenciando a
ocorréncia do processo de decomposicao espinodal. As curvas para a funcao de estru-
tura do loop de Polyakov apresentam picos bem definidos indicando que a dinamica
para o equilibrio é muito rapida. J& para a densidade barionica os picos sao bem
mais suaves e, em alguns casos, para pequenos numeros de onda, mal conseguimos
visualizar a formacao de um pico no intervalo de tempo adotado nas simulagoes.
Essa diferenca entre a velocidade das duas dinamicas é conseqiiéncia direta da lei de
conservacao imposta sobre a densidade barionica do sistema, que restringe o niimero
de estados que o sistema pode acessar durante o processo de restabelecimento do
equilibrio. Como tanto o Loop de Polyakov quando a densidade barionica podem
ser considerados como parametros de ordem no estudo da transi¢ao de desconfina-
mento na QCD, espera-se que o acoplamento entre essas duas quantidades forneca
uma descrigao mais precisa sobre essa transicao de fase. Assim, estudamos também
o acoplamento entre essas duas quantidades. Nos primeiros instantes de tempo a
dinamica do loop de Polyakov e da densidade barionica nao apresentam grandes
mudancas, estas evoluem como se nao houvesse acoplamento. Apds um transiente
de tempo o acoplamento comeca a se manifestar e a dinamica do sistema muda.
A dinamica do loop de Polyakov passa a ser mais lenta e a dinamica da densidade
barionica mais rapida se comparado com o caso desacoplado. As curvas para a funcao
de estrutura do loop de Polyakov passam a apresentar picos muito mais suaves e
em alguns casos nao héa formacao de um pico propriamente dito, evidenciando uma
reducao de velocidade na dinamica. Diferentemente do loop de Polyakov, a mu-
danca nas curvas da densidade barionica nao sao tao grandes, estas apresentam
uma dinamica um pouco mais rapida e, em alguns casos, para pequenos ntmeros de
onda, ja conseguimos indéntificar a formacao de um pico. Assim, concluimos que o
restabelecimento do equilibrio do sistema acoplado também se da através do pro-
cesso de decomposicao espinodal, existe a formacao de picos nas curvas da funcao
de estrutura. Outro ponto a ser ressaltado é que apdés um determinado transiente
de tempo as velocidades das dinamicas se igualam e o sistema evolui como um todo
para o equlibrio. Nessa situacao, a lei de conservacao imposta a densidade barionica
passa a atuar de maneira indireta sobre o Loop de Polyakov.

Para concluir, salientamos novamente o escopo limitado do presente estudo,
no que se refere a comparagoes com dados experimentais. Para tal, como dito
anteriormente, é necessario incluir varios outros efeitos, como também, empregar
uma geometria que traduza de maneira mais realista a situacao experimental. Um
dos efeitos mais importantes a ser considerado é o do escoamento hidrodinamico.

Também, a expansao do sistema nao pode ser desconsiderada. A inclusao desses
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efeitos muda a classe de universalidade dinamica em que se insere o problema,
provavelmente sendo a caracterizada pelo modelo H. Também, para a caraterizagao
completa das transicoes de fase da QCD, é necessério incluir a transi¢ao quiral no
problema. Essa, por sua vez, é caracterizada pelo condensado quiral que, no limte
quiral, seria o parametro de ordem apropriado. A dinamica do condensado quiral,
por sua vez, é caracterizada pelo modelo A. Portanto, para caracterizar a evolugao
da matéria hadronica altamente excitada produzida numa colisao de fons pesados
a altas energias terfamos que empregar as dinamicas do Loop de Polyakov, do con-
densado de quarks, da densidade barionica, e dos modos hidrodinamicos associados
ao tensor energia-momento. Uma tarefa gigantesca e certamente dificil, mas even-
tualmente necessaria para o entendimento de um dos mais fascinantes problemas da
Fisica contemporanea, o confinamento dos quarks e glions. Esperamos que o pe-

queno passo dado no presente trabalho seja de alguma valia nesse empreendimento.



Apéndice A

Coarse-graining

As técnicas de coarse-graining sao utilizadas com a finalidade de se obter uma
formulacao da funcao de particao que enfatize as propriedades do parametro de
ordem. Em outras palavras, uma funcao de particao que possa ser empregada no
estudo tanto das transigoes de fase estaticas quanto dinamicas. Seguindo a Ref. [9],
vamos discutir resumidamente como obter essa funcao de particdo e construir o
Hamiltoniano coarse-grained.

Para obter uma funcao de particao que reflita as propriedades do parametro de
ordem vamos dividir o sistema em estudo em muitas células idénticas. O tamanho
dessas células deve ser muito maior que qualquer comprimento microscépico a do
sistema, por exemplo, deve ser maior que o espacamento entre as particulas ou maior
que o alcance do potencial de interacao entre estas. Vamos assumir que a média
do parametro de ordem ¢(x) sobre todas as particulas de uma célula centrada em
X seja representada por ¢(x). Assumindo que cada célula seja formada por muitas
particulas, a varidvel ¢(x) pode ser tratada como uma varidvel continua que pode
variar de célula para célula. Esse processo de tomar médias sobre muitas particulas
em um volume finito é conhecido como coarse-graining. Agora, se considerarmos
que a energia do sistema estd relacionada com uma certa configuragao local do
parametro de ordem ¢, os estados do sistema podem ser especificados pelo valor de
¢ e ter energia efetiva H. Assim, a funcdo de particdo passa a ser um funcional

integral sobre todos os possiveis valores de ¢ em todas as posicoes X, ou seja,
7 = /D&exp {—ﬁ (7:( - /ddxh(xw(x)ﬂ , (A.1)

onde 8 = 1/kgT. Em sistemas puramente classicos, essa funcao de particao pode
ser obtida da seguinte maneira. Introduzimos a fungio ¢ — ¢] na expressio da

funcéo de partico cldssica e tomamos ¢ = ¢

7= DT T ol6 - o] exp [—6 (H -/ ddxh(x)q_ﬁ(x)ﬂ , (A.2)
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considerando que

M =Tr [[6p — ple ™. (A.3)

No estudo das transicoes de fase a diferenca entre ¢ e ¢ nao é importante, por-
tanto vamos utilizar a notacdo ¢ em todas as equacoes. A energia efetiva H é
comumente chamada de Hamiltoniano na mecanica estatistica e na literatura dos
fenomenos criticos, apesar de nao ser funcao de variaveis canonicas. Esta energia
efetiva também pode ser associada a acao presente na teoria quantica de campos
e, portanto, ser chamada de acao em algumas literaturas. Uma vez que nao esta-
mos interessados na diferenca entre H e H vamos utilizar a notacdo H em todas as
equagoes.

Uma forma fenomenoldgica para o Hamiltoniano H pode ser obtida a partir das
seguintes consideragoes. Inicialmente, vamos considerar que nas proximidades do
ponto critico o valor do parametro de ordem ¢ é pequeno e uniforme, e se T' > T, o
valor médio de ¢ ¢ nulo. Nessas condicoes, a termodinamica de equilibrio é comple-
tamente determinada pelo Hamiltoniano do sistema. Assim, o Hamiltoniano deve
ser um funcional de ¢ e invariante sob as transformacoes do grupo de simetria da
fase desordenada do sistema. A partir dessas consideracoes, o Hamiltoniano deve

ser da seguinte forma
M= [da{5(Vo)? + fo. 1)}, (A4)

onde f(¢,T) é uma densidade de energia livre coarse-grained. Considerando que o

valor de ¢ é pequeno podemos expandir f em poténcias de ¢
f(6.T) =56 +1¢" + wd® +ug’ +--- (A.5)

Nessa densidade de energia os coeficientes s,r;,w e u podem depender da temper-
atura do sistema. Geralmente, os termos impares dessa série sao desprezados por
nao serem invariantes sob as transformagcoes do grupo de simetria da fase desorde-
nada do sistema. Ao truncarmos a densidade de energia livre f devemos escolher
os coeficientes de maneira que existam valores de equilibrio para ¢. Note que na
definicao de H desconsideramos termos de ordem superiores em V¢. Essa aproxi-
magcao sé é valida quando as variacoes espaciais de ¢ sao lentas no comprimento de
escala microscépico a do sistema, ou seja, quando o nimero de onda k das flutuacoes
do sistema é menor que o cutoff A ~ 2r/a. Podemos concluir entao, que qualquer

modelo fenomenolégico carrega consigo um cutoff superior.



Apéndice B

Funcao de Estrutura: Estatica e Dinamica

Neste apéndice definiremos as fungoes de estrutura estatica e dinamica a partir de
processos de espalhamento simples presentes na matéria condensada. A exposicao
a seguir estd baseada na Ref. [9]. Vamos iniciar nossa discussdo considerando o
tipo mais simples de espalhamento, ou seja, o espalhamento de uma onda por um
material formado por planos paralelos e igualmente espacgados. Por exemplo, o
espalhamento de ondas de raio-X por um cristal, comumente conhecido como espa-
lhamento de Bragg. Nesse, a onda incidente sofrera difracao pelo conjunto de planos,
e a intensidade de espalhamento sera modulada por interferéncias construtivas e
destrutivas. Uma descricao detalhada de um espalhamento desse tipo pode ser
obtida adotando-se uma descrigao quantica.

Considere o espalhamento de um feixe de particulas por um sistema composto
por muitos corpos (dtomos, particulas, etc). Sabemos que a secao de choque pode
ser determinada através do cédlculo da taxa de transicao entre os estados de onda
plana inicial e final das particulas espalhadas. Os estados de onda plana inicial e
final podem ser denotados por |k) e |k’), e possuem os respectivos momentos fik e
hk’. Supondo que a interacao entre as particulas seja fraca, aproximacao de Born,
entao a taxa de transicao entre os estados inicial e final é proporcional médulo ao

quadrado do elemento de matriz [57]
Mo = (k|U|K) = / dze =M< (x)ex, (B.1)

onde U(x) é o potencial de interagdo entre as particulas. Consideramos nessa
equagao a fun¢do de onda ndo normalizada (x | k) para as particulas espalhadas.

Assim, a se¢ao de choque diferencial para o vetor de onda final |k’) é dado por
C | Mo (B.2)

Em sistemas formados por muitos corpos, por exemplo atomos, o potencial

de espalhamento é simplesmente a soma dos termos provenientes de cada um dos
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atomos do sistema, ou seja,

Ux) => Udn(x—xXa), (B.3)

«

onde x, representa a prosicao do atomo «. Desta maneira, o elemento de matriz

My, equacao (B.1), pode ser escrito da seguinte forma
Mg = / dlze U, (x — xq)e™. (B.4)

Definindo a distancia relativa R, = x — x, e o vetor de onda de espalhamento

q = k — K/, podemos reescrever esse elemento de matriz como

Mo = 3. / A Rye” K Ratxa) 7 (R, )oK Ratxa)
= Z { / d*Roe R/ (R,) ok Ra | —i(k—Xk)xq

= Y Ua(g)e . (B.5)

Nessa equagao U, (q), conhecido como fator de forma atémico, corresponde a magni-
tude e a direcao do espalhamento de cada atomo « do sistema. Assim, a secao de

choque, equagao (B.2), serd dada por
d? .
27~ X UalaU(a)e a0, (B.6)

A equacao acima representa a secao de choque para uma particular configuracao
do sistema, especificada pelas posicoes x, dos atomos. Se as posi¢oes dos atomos
forem fixas, como deve ser em sistemas cldssicos a temperatura nula, a configuragao
do sistema é tnica e essa secao de choque fornece uma boa descricao do proble-
ma. Contudo, sistemas reais podem apresentar varias configuracoes de atomos, pois
estes podem se mover seguindo as leis da mecanica estatistica [58]. Assim, para
obter a secao de choque de sistemas reais devemos realizar médias sobre todas as
possiveis configuracoes do sistema, ou seja, tomar uma média sobre ensembles da

equagao (B.6). Representando a média sobre ensembles por (- - ), temos que

Cfig ~ <Z Ua(q)Ué(q)e_iQ(x“x“’)> : (B.7)

a,a!

Agora, se todos os atomos do sistema forem iguais, o fator de forma atomico é
idéntico para todos os atomos e, portanto, obtemos a seguinde secao de choque para
o espalhamento de um sistema estatistico

d*o

o~ U@PS(). (B3)
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onde |U(q)|? = Us(Q)U*(q) e S(q) é a funcio de estrutura definida como

S(q) = <Z e""q("a"‘a’)> . (B.9)
o
A equagao (B.8) fornece a relagao entre a fungao de estrutura e a se¢ao de choque.
Desta maneira, conhecendo o fator de forma atomico do sistema, podemos realizar
medidas experimentais da funcao de estrutura em experimentos com espalhamento
de particulas. O conhecimento da fungao de estrutura de um sistema leva ao conhe-
cimento de sua estrutura interna, como pode ser visto na equagao (B.9), esta fornece
informagoes sobre a média das posicoes relativas dos atomos ou particulas de um
sistema.

Ao realizarmos estudos tedricos ou numeéricos dos processos de espalhamento
encontramos algumas dificuldades na determinacao da funcao de estrutura a partir
das equagoes (B.8) e (B.9). Portanto, é 1til relacionar essa fungdo com outras
quantidades fisicas mais simples de serem calculadas. E bem conhecido na literatura
dos fenomenos criticos que a funcao de estrutura ¢é simplesmente a transformada de
Fourier da funcao de correlagao [9, 21]. Sendo assim, vamos verificar que a fungao
definida na equagao (B.9) é a transformada de Fourier da fungao de correlagao para
a densidade particulas de um sistema. A densidade de particulas por unidade de

volume de um sistema na posi¢ao x do espaco ¢é definida da seguinte maneira
n(x)=> 6(x—x,). (B.10)

Funcgoes de correlacao para essa densidade podem ser definidas como sendo a média
sobre ensembles do valor de n(x) em diferentes pontos do espago, a mais importante

de todas é a correlacao de dois pontos
Crn(x,X') = (n(x)n(x")) = <Z d(x—x4)0 (X' — xa/)> . (B.11)

Reescrevendo a equagao (B.9) podemos facilmente mostrar que S(q) é a trans-
formada de Fourier de C,,(x,x’). Primeiramente, separamos as somatoérias dessa

equacao
g(q) = <Z e_iq(x“_xa’)> = <Z e aXa Z e_i(_q)xa’> : (B.12)

Em seguida, considerando as propriedades da func¢ao d(x) podemos definir as expo-

nenciais presentes na equacao acima como

elax — /ddx’é(x’ — x)e i (B.13)
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e, conseqilentemente, obter

S(q) B </ d'x (za: o(x — Xa)) e_iqx/d%' (%: o(x' — Xa/)> e—i(—q)X’>
= </ dd:pn(x)e_iqx/ddx’n(x’)e—i(—q)X’>
= (n(@)n(-q))
(In(a)[?). (B.10

Na ultima equagao, n(q) representa a transformada de Fourier de n(x). Portanto,

mostramos que a funcao de estrutura é a transformada de Fourier da funcao de
correlagao. Contudo, devemos notar que C,,(x,x’) s6 pode ser obtida através da
transformada inversa de S(q) se Ch,(x,x') for uma funcio da disténcia relativa
r=|x—x|

A discussao apresentada até aqui se restringiu a processos de espalhamentos
estaticos, no caso espalhamento por raio-X. Em experimentos com espalhamentos
desse tipo a energia das particulas espalhadas nao é monitorada e, portanto, pode-
mos medir a funcao de estrutura estatica. Em experimentos com espalhamentos
inelasticos a mudanga na energia das particulas espalhadas é importante e deve ser
monitorada. Assim, podemos medir a funcao de estrutura dependente do tempo.
A fim de definir a relacao entre a secao de choque e a funcao de estrutura vamos
considerar o caso particular do espalhamento inelastico de um feixe de néutrons com
spin 1/2 e massa m,, por um sistema formado por muitos corpos. Inicialmente, o
sistema se encontra num estado |A) com energia F) e o feixe incidente num estado
de onda plana |ks) = |k)|s) com momento p = hk e spin s. Na auséncia de um
campo magnético externo a energia do feixe de néutrons no estado |ks) é dada por
E = h*k?/2m,,. Vamos supor que cada néutron do feixe incidente est4 confinado
numa caixa de volume V' e se encontra no estado de funcao de onda normalizado

e—ikx

VY
Considerando a regra de ouro de Fermi [57], a taxa de transigao entre o estado misto
inicial |ks\) = |ks)|\) e o estado misto final |k’s’\) é dada por

21
Wisa—kis'x = I ’

(x|k) = (B.15)

(ksA|UIK's N)|'6 (B + Ex — E' — Ey), (B.16)

onde U é o poténcial de interacao entre os néutrons do feixe e os constituintes do
sistema. Como nao estamos interessados nos estados |A) e |\') do sistema vamos
realizar uma soma sobre todos os possiveis estados considerando a probabilidade de

ocorréncia py, assim,
2

Wks—>k’s’ - A

D Wk wen- (B.17)
AN
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Se o sistema estiver em equilibrio térmico py = Z 'exp(—3E)) para o ensemble
canonico ou py = =L exp[—B(E\ — puNy)] para o ensemble grande canénico, onde
Ny é o nimero de constituintes do sistema no estado A. Se existirem N néutrons no
estado |ks) entdo, o nimero de néutrons espalhados por segundo com estado final
|ks) é NWys_we. O ntmero total de néutrons espalhados com todos os possiveis
estados finais com spin s’ é igual ao fluxo incidente de néutrons ® vezes a secao de
choque total
A3k
OOy = NS Wioiow = NV / O s (B.18)
- (2m)3
Como o fluxo de néutrons é dado pelo niimero de néutrons incidentes por volume
vezes a velocidade dos néutrons chegamos que a velocidade dos néutrons incidentes
é ®V/N. A integral em k presente na equagao (B.18) pode ser transformada em

uma integral sobre E’ e sobre o angulo sélido €2 se considerarmos que
B = K2dk dQ) = %k/dE’dQ. (B.19)

Assim, a secao de choque diferencial sera dada por

d*c m2k' V2
— = ———— Wiy B.20
deE’)H , ok (B.20)
Observe que a equagao (B.16) contem o produto entre quatro fung¢oes de onda nor-
malizadas, portanto, esta ¢ proporcional a V=2, Desta maneira, a secao de choque

¢ independentende do volume de normalizacao e pode ser reescrita como

S(Ey— Ey+ho),  (B21)

d*o K m?
=——"— ksA|U|K's' N
deE’)s_,S, k (2nh?)? ;pw Ulkes'X)
onde, agora, (x|k) = exp(—ikx) e hw = E — E’ é a energia transferida de cada
néutron para o sistema. Nos casos onde os graus de liberdade de spins nao sao
importantes, podemos somar sobre todos os estados de spin considerando a proba-

bilidade de ocorréncia p,

d*c E m?

dQdE' ~ k (2nh?)? MZ PP

S(Ex— By +hw).  (B.22)

(ksA|U|K's'X)

Vamos supor agora, que o sistema em questao é constituido por atomos. O
potencial de interacao entre um atomo « do sistema na posicao X, e os neéutrons do

feixe incidente é dado por

U (% — %) = 27 6(% — %) = 000 (X — X4, (B.23)

My
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onde b, é o comprimento de espalhamento do atomo «. Assim, o potencial de

interacao do sistema com o feixe de néutrons é
U=> Us(x—Xs) =D a,0(x —Xq,). (B.24)

Para esse potencial de interagao, os elementos de matriz (ksA|U|k’s’\') que aparecem

na secao de choque diferencial definida na equagao (B.22) sao dados por

(ksAUIK'S'N) = 85 Y (Aage ™" P |N), (B.25)

onde q = k — k’. Considerando as seguintes identidades

5 (Ex— Ey + hw) — / * d(t =) (i/n)(Ea-Eyho)(t-t) (B.26)
A A —00 2mh .
ALF(xa(®))IX) = (A[f(xa)|N)e/MEA=ENL (B.27)

a secao de choque pode ser reescrita como

d20' Z/d zw(t t') (B 28)
dQdE' 27rhk WY '
x [p,\ZO\]baeiqxa(t)\)x’)()\’\ba/eiqxa’(tl)|)\> . (B.29)

Os estados |\') formam um conjunto completo no espago dos estados do sistema, ou
seja,

; NN = 1. (B.30)

Além disso, o valor esperado de equilibrio de qualquer operador O do sistema é dado

por
)\/
Com isso, podemos escrever a segao de choque (B.29) como sendo
d20 ; ’
_ d zw (t—t') b ba’ —iqx,, (t) ,—igx/ (t') ] B.32
dQdE" 27rhk: / g{; ¢ ¢ ) (B:32)

O grau de liberdade que determina o tipo do is6topo do atomo « pertencente ao
sistema ¢ dinamicamente desacoplado dos outros graus de liberdade, como por exem-
plo a posi¢ao. Assim, a média presente na Eq. (B.32) pode ser escrita como a soma

O 7 1 4 4 / ~
da média sobre byby vezes a média (e "%atle=i9%a (1)) "entdo

F= be Tiaxa(teriaxa (), (B.33)
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onde F' = (3, » babyeaemiaxa ()} Se o sistema possui N; dtomos do isétopo
1 e Ny atomos do isétopo 2, a probabilidade de um atomo em x,, ser do isétopo i é
N;/N onde o indice i pode assumir os valores 1 e 2 e N = N;+ N,. Observe que esta
probabilidade nao depende do atomo «, portanto, a constante b, é estatisticamente

independente de b, para o # o'. Logo,
BB = P + B2 = bua), (B.34)
e a média F' assume a seguinte forma
F= |E|2(e_iqxa(t)e_iqxa’(t,)> + [b2 — |5|2](e_iqxa(t)e_iqxa(t/)). (B.35)

Podemos agora, decompor a equagao (B.32) em dois termos, um ¢é a se¢ao de choque

coerente e o outro a secao de choque incoerente

2
d*o > _ Ocoe /Zd zw(t t)<e—iqxa(t)e—iqxa/(t’)>’ (B36)

dQdE' 4 27rhk:
d’o o; . . ,
_ inc d zw(t t') [ a—iax, (t) s—iax, () B.37
deE’)m in 27rhk/ 2. d(t e ) (B.37)

onde Gp = 4m|b)? € 0ipe = 47[b? — |b|?]. De maneira andloga ao caso estdtico,

podemos definir a funcao de correlagao dependente do tempo como
Con(x, %X, t,t") = (n(x,t)n(x',t)). (B.38)

Como estamos interressados apenas em Hamiltonianos independentes do tempo,
todas as médias termodinamicas sao invariantes por translacoes temporais, logo

(n(x,t)) = (n(x)) e Cpn(x,x',t,t') depende somente da diferenca t — ¢’. Assim, se

Cron(x, %, ) = / T At — e O (x, X 1), (B.39)
temos que
(n(x,w)n(x,w)) = Cpn(x,x', W )276 (W + ). (B.40)

Podemos agora reescrever a secao de choque coerente como

2 /
dgdgE’> - 27]:hk; QZHCMW% (B-41)
onde
Con(qyw) = / d(t — 1“3, (q,t,1)
= /d3xd3 ’/d et (x Xt 1)

_ Z —iqx,, qua/( )> (B42)
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Nessa equagao S,, ¢ a fungao de estrutura dinamica. Para escrever a segao de
choque incoerente de maneira analoga a que foi para a secao de choque coerente,

vamos definir a funcao de auto correlagao

C(x, %, 1,1) = S(5(x — Xa(£))5(X — Xa(t))). (B.43)

«

Entao a secao de choque incoerente fica

d’o > _ Oine K
mnc

i0db )~ am oepiC (@@, (B.44)

onde a funcdo de auto correlagao C(q,w) é a transformada de Fourier de (B.43), e

pode ser escrita em termos da funcao de estrutura dinamica como
Olqw) = / d(t — )G, (q,t,1). (B.45)

Neste nos restringimos apenas a apresentagao de resultados para a densidade de
particulas de um sistema, entretanto, uma generalizagao para outras densidades e
campos dependentes do tempo pode ser feita. Assim, podemos definir a funcao de

estrutura conjugada a uma densidade ou um campo ¢(x,t) como

Solat) = [ dre s Cy(x, ¥, 1) = (dla, )d(—a.1)) (B.46)

onde Cy ¢ a fungao de correlagao de dois pontos conjugada ao campo ¢,

Cylx, %) = (B, )6(x', 1)) (B.47)



Apéndice C

Efeitos de Memoria

Equagoes como as de Ginzburg-Landau e de Cahn-Hilliard descrevem processos di-
fusivos caracterizados por eventos de espalhamento microscépico. A equagao de
difusao, em particular, descreve a situacao limite onde o tempo entre sucessivos
eventos de espalhamento € infinitesimalmente pequeno. Assim, essas equacoes nao
respeitam a causalidade. Em sistemas reais, eventos de espalhamento ocorrem em
intervalos de tempo finitos. Desta maneira, equacoes difusivas apresentam sérios
problemas ao descrever situagoes fisicas reais. Para solucionar esse problema, incor-
poramos efeitos de memoria as equacoes difusivas. Neste Apéndice, vamos incluir
efeitos de memoria as equacoes de Ginzburg-Landau e de Cahn-Hilliard através de

fungdes de memoria [33, 32, 59].

C.1 Equacgao de Ginzburg-Landau

A equagao de Ginzburg-Landau, equagao (2.16) sem o termo de ruido, é dada por

o9 oM

onde H é o Hamiltoniano de Ginzburg-Landau definido na equagao (2.18). Efeitos de
memoria podem ser introduzidos nessa equacgao através de uma funcao de memoria
W(t —t") como

9o _ H

r [ ar /
> /O (=) g

A funcao de meméria W (t —t') deve ser caracterizada por um tempo de decaimento

(C.2)

finito 7, de maneira que no limite de 7 — 0 devemos obter a equacao de Ginzburg-
Landau sem efeitos de memoria. Assim, por simplicidade, podemos considerar a

seguinte funcao

T

W(t—¢) = 71_eXp [— (t= t/)] | (C.3)
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Substituindo essa funcao na equagao (C.2), derivando ambos os lados em relagao ao

tempo e considerando a seguinte regra de Leibniz

ﬁ r(B) B h(ﬁ)g M_ dg(9)
55 Loy H@ B = st A+ fnE). A — 1la(®). A%, (©a)

chegamos a seguinte expressao para a equacao de Ginzburg-Landau com efeitos de

dg(3)

memoria
0% 09 oH
7T—+ L =-T

o ot 6o

Como no caso da equagao sem efeitos de memoéria, podemos adicionar a essa equagao

(C.5)

uma fonte de ruido representando as forcas aleatérias produzidas pelos graus de

liberdade microscépicos do sistema.

C.2 Equagao de Cahn-Hilliard

A equagao de Cahn-Hilliard, equagao (2.24) sem termo de ruido, é uma equagao
difusiva que descreve a evolugao temporal de um parametro de ordem conservado.

Portanto, essa equacao pode ser reescrita na forma de uma equacgao de continuidade

dp
— -J=0 C.6
onde J é uma corrente irreversivel do tipo
oH
J=-AV—. C.7
v 5 (C.7)

Novamente, H é o Hamiltoniano do sistema. A fim de incluir efeitos de meméria

nesta equacao, vamos redefinir a corrente J como sendo

t / d, ./ / / 6H
J:—/dt/dx/\/l(x—x,t—t)vx/—, (C.8)

0 op
onde M é uma funcao de memoéria. Esta funcao é caracterizada por um tempo
de decaimento v, de maneira que no limite de v — 0 devemos obter a equagao
de Cahn-Hilliard sem efeitos de memoéria. Por simplicidade, vamos considerar a

seguinte funcao de memoria

A t—t

M(x—xt—1t)=—exp [—()] 6D (x —x). (C.9)
8 g

Substituindo essa funcao de meméria na corrente J e derivando em relagao ao tempo

chegamos a seguinte equacao

0J OH
Py oavdt 1
Y5 J Vép (C.10)
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Agora, considerando a equagao de continuidade e a equacao (C.10) para a cor-
rente J, chegamos a seguinte expressao para a equacao de Cahn-Hilliard com efeitos
de memoria o op 5

Yo T B¢ :Av2$. (C.11)
Analogamente a equacao de Ginzburg-Landau com efeitos de meméria, podemos
adicionar a essa equacao uma fonte de ruido representando as forcas aleatérias pre-

sentes no sistema.

Estudos feitos sobre a inclusao de efeitos de meméria nas equagoes de Ginzburg-
Landau e de Cahn-Hilliard podem ser encontrados nas seguintes referéncias [32, 59.
Estes estudos indicam que a inclusao de efeitos de memoria a essas equagoes causa
um atraso na explosdo da decomposi¢ao espinodal. Por exemplo, na referéncia [59]
foi mostrado que a inclusao de efeitos de memoria pode apresentar conseqiiéncias
dramaticas no problema da restauragao da simetria quiral em colisoes de fons pesa-
dos, pois o atraso pode ser tao grande que nao haverd tempo suficiente para tal exp-
losao ser observada numa colisdo como essa. Conseqiiéncias ainda mais dramaticas
foram apresentadas na referéncia [32]. Nesta foi mostrado que para uma colisao de
ions pesados relativisticos onde o parametro de ordem é conservado os efeitos de

memoria podem causar um atraso substancial no processo de conversao de fases.



Referéncias

[1] T. Muta, Foundations of quantum chromodynamics (World Scientific, 1987).

[2] D.J. Gross e F. Wilczek, Phys. Rev. Lett. 30, 1343 (1973); H.D. Politzer,
Phys. Rev. Lett. 30, 1346 (1973).

[3] I. Montvay e G. Miinster, Quantum fields on a lattice (Cambridge University
Press, 1994).

[4] M.E.J Newman e G.T. Barkema, Monte Carlo Methods in Statistical Physics
(Oxford University Press, 1999); D.P. Landau e K. Binder, A Guide to Monte
Carlo Simulation in Statistical Physics (Cambridge University Press, 2000).

[5] F. Karsch, Lect. Notes Phys. 583, 209 (2002).

[6] M. Stephanov, Pos (LAT2006) 024.

[7] T. R. Miller ¢ M.C. Ogilvie, Phys. Lett. B 488, 313 (2002).

[8] E.S. Fraga, G. Krein e A.J. Mizher, Phys. Rev. D 76, 034501 (2007).

[9] P. M. Chaikin e T. C. Lubensky, Principles of Condensed Matter Physics
(Cambridge University Press, 1995).

[10] P. C. Hohenberg e B. I. Halperin, Rev. Mod. Phys. 49, 435 (1977).

[11] B. Berdnikov e K. Rajagopal, Phys. Rev. D 61, 105017 (2000), D. T. Son e
M. A. Stephanov, Phys. Rev. D 70, 056001 (2004).

[12] M. A. Stephanov, K. Rajagopal and E. V. Shuryak, Phys. Rev. Lett. 81, 4816
(1998) [arXiv:hep-ph/9806219].

[13] M. A. Stephanov, K. Rajagopal and E. V. Shuryak, Phys. Rev. D 60, 114028
(1999) [arXiv:hep-ph/9903292].

[14] S. Gavin, arXiv:nucl-th/9908070.

84



REFERENCIAS 85

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

Y. Hatta and M. A. Stephanov, Phys. Rev. Lett. 91, 102003 (2003) [Erratum-
ibid. 91, 129901 (2003)] [arXiv:hep-ph/0302002].

C. Sasaki, B. Friman and K. Redlich, Phys. Rev. Lett. 99, 232301 (2007)
[arXiv:hep-ph/0702254].

G. Krein, J.M. Machado e A.O. Pereira, Comp. Phys. Comm. 180, 564 (2009).

H.R. Schwarz, Finite Element Methods ( Academic Press, 1988); P.P. Silvester
e R.L. Ferrari, Finite Elements for Electrical Engineers (Cambridge University
Press, 1990).

R. Kubo, M. Toda e N. Hashitsume, Statistical Physics II: Nonequilibrium
Statistical Mechanics (Springer Series in Solid-State Sciences, vol 31, Springer
Verlag, 2003).

B. A. Berg, H. Meyer-Ortmanns e A. Velytsky, Phys. Rev. D 70, 054505
(2004).

A. J. Bray, Adv. Phys. 43, 357 (1994).

J. Zhu, L. Chen, J. Shen and V. Tikare, Phys. Rev. E 60, 4 (1999); A.
Chakrabarti, R. Toral e J.D. Gunton, Phys. Rev. E 47, 5 (1993).

M. Stephanov, Pos (LAT2006) 024; Nucl. Phys. A 642 90 (1998); Prog. Theor.
Phys. Suppl. 153, 139 (2004); Int. J. Mod. Phys. A 20, 4387 (2005).

Rafael Derradi de Souza, Producgado térmica de particulas em colisoes nucleares
relativisticas, Dissertacao de Mestrado, UNICAMP, Julho de 2008; Geraldo
M. S. Vasconcelos, Produgao de estranheza em colisoes de ions pesados rela-
tivisticos, Dissertacao de Mestrado, UNICAMP, Maio de 2008.

B. Svestitsky, Phys. Rep. 132, 1 (1986).

D. Bower e S. Gavin, Phys. Rev. C 64, 051902 (2001).

R. D. Pisarski e F. Wilczek, Phys. Rev. D 29, 338 (1984).
U. Heller, PoS (LAT2006) 011.

M. Alford, PoS (LAT2006) 001.

B. I. B. Abelev, Multi-strange baryon correlations at RHIC, Tese de Doutora-
mento, Yale University, Maio de 2007.



REFERENCIAS 86

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]
[44]

[45]

[46]

R. Sahoo, Transverse energy measurements and fluctuation studies in ultra-

relativistic heavy ion collisions, Tese de Doutoramento, Utkal University, Abril
de 2007.

T. Koide, G. Krein e Rudnei O. Ramos, Phys. Lett. B 636, 96 (2006).

Nadiane C. Cassol-Seewald, Um estudo sobre transi¢oes de fase dinamicas e
equagoes estocasticas de Ginzburg-Landau-Langevin, Dissertacao de Mestrado,
IFT, Marco de 2006.

S. Elitzur, Phys. Rev. D 12, 3978 (1975).
L. McLerran e B. Svetitsky, Phys. Rev. D 24, 450 (1981).

M. Cheng, N. H. Christ, S. Datta, J. van der Heide, C. Jung, F. Karsch, O.
Kaczmarek, E. Laermann, R. D. Mawhinney, C. Miao, P. Petreczky, K. Petrov,
C. Schmidt, W. Soeldner e T. Umeda, Phys. Rev. D 77, 014511 (2008).

T. R. Miller and M. C. Ogilvie, Phys. Lett. B 488, 313 (2000) [arXiv:hep-
lat /0004004].

P. N. Meisinger, T. R. Miller and M. C. Ogilvie, Phys. Rev. D 65, 034009
(2002) [arXiv:hep-ph/0108009].

P. N. Meisinger, M. C. Ogilvie and T. R. Miller, Phys. Lett. B 585, 149 (2004)
[arXiv:hep-ph/0312272].

E. Megias, E. Ruiz Arriola and L. L. Salcedo, Phys. Rev. D 74, 065005 (2006)
[arXiv:hep-ph/0412308].

A. Dumitru, J. Lenaghan and R. D. Pisarski, Phys. Rev. D 71, 074004 (2005)
[arXiv:hep-ph/0410294].

D. Diakonov and M. Oswald, Phys. Rev. D 70, 105016 (2004) [arXiv:hep-
ph/0403108].

R. D. Pisarski, Phys. Rev. D 74, 121703 (2006) [arXiv:hep-ph/0608242].
K. Fukushima, Phys. Lett. B 591, 277 (2004) [arXiv:hep-ph/0310121].

C. Ratti, M. A. Thaler and W. Weise, Phys. Rev. D 73, 014019 (2006)
[arXiv:hep-ph/0506234].

B. J. Schaefer, J. M. Pawlowski and J. Wambach, Phys. Rev. D 76, 074023
(2007) [arXiv:hep-ph/0704.3234].



REFERENCIAS 87

[47] E. Fraga and A. Mocsy, Braz. J. Phys. 37, 281 (2007) [arXiv:hep-ph/0701102].
[48] N. Weiss, Phys. Rev. D 24, 475 (1981).
[49] N. Weiss, Phys. Rev. D 25, 2667 (1982).

[50] T. Bhattacharya, A. Gocksch, C. Korthals Altes and R. D. Pisarski, Phys.
Rev. Lett. 66, 998 (1991).

[51] T. Bhattacharya, A. Gocksch, C. Korthals Altes and R. D. Pisarski, Nucl.
Phys. B 383, 497 (1992) [arXiv:hep-ph/9205231].

[52] J. D. Gunton, R. Toral e A. Chakrabarti, Phys. Scr. T33, 12 (1990).
[53] E. S. Fraga, G. Krein e A. J. Mizher, Phys. Rev. D 76, 034501 (2007).
[54] G. Parisi, Statistical Field Theory (Addison-Wesley, 1988).

[55] J. Borrill e M. Gleiser, Nucl. Phys. B 483, 416 (1997); L. M. A. Bettencourt, S.
Habib e G. Lythe, Phys. Rev. D 60, 105039 (1999); C. J. Gagne e M. Gleiser,
Phys. Rev. E 61, 3483 (2000); L. M. A. Bettencourt, K. Rajagopal, e J. V.
Steele, Nucl. Phys. A 693, 825 (2001).

[56] E. Reister, M. Miiller e K. Binder, Phys. Rev. E 64, 041804 (2001).
[57] A. F. R. Piza, Notas de Mecanica Quantica(EDUSP, 2003)
[58] S. Salinas, Introdu¢do a Fisica Estatistica(EDUSP, 2005)

[59] E. S. Fraga e G. Krein, Phys. Lett. B 614, 181 (2005).



