ﬁ‘*js UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA @
unesp“ Julio de Mesquita Filho FES

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECANICA

Dinamica de infeccoes por HTLV-I
considerando taxas de lise, morte,

proliferacao e transmissibilidade da
resposta CTL

Najla Varalta

Bauru

2018



Najla Varalta

Dinamica de infeccoes por HTLV-I considerando
taxas de lise, morte, proliferacao e transmissibilidade

da resposta CTL

Tese apresentada a Faculdade de
Engenharia de Bauru, programa de
Po6s-Graduagao em Engenharia Me-
canica, como parte dos requisitos
necessarios a obtencao do titulo de

Doutora em Engenharia Mecanica.

Orientador: Prof. Dr. Marcos Sil-

veira

Bauru

2018



Varalta, Najla.

Dindmica de infec¢des por HTLV-I considerando
taxas de lise, morte, proliferacédo e
transmissibilidade da resposta CTL / Najla
Varalta, 2018

206 f£. : il.

Orientador: Marcos Silveira

Tese (Doutorado)-Universidade Estadual
Paulista. Faculdade de Engenharia, Bauru, 2018

1. Dinédmica n&o-linear. 2. Modelagem
Matemdtica. 3. Biomatematica. 4. Progressdo de
infecgdes. I. Universidade Estadual Paulista.
Faculdade de Engenharia. II. Titulo.




A».  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

unesp ™

ATA DA DEFESA PUBLICA DA TESE DE DOUTORADO DE NAJLA VARALTA, DISCENTE DO
PROGRAMA DE PpS-GRADUAQAO EM ENGENHARIA MECANICA, DA FACULDADE DE
ENGENHARIA - CAMPUS DE BAURU.

Aos 27 dias do més de julho do ano de 2018, as 09:00 horas, no(a) Anfiteatro da Pés-graduacéo -

Campus de Bauru FER

uuuuuuuuuuu

FEB, reuniu-se a Comissdo Examinadora da Defesa Publica, composta pelos seguintes membros:
Prof. Dr. MARCOS SILVEIRA - Orientador(a) do(a) Departamento de Engenharia Mecéanica /
Faculdade de Engenharia de Bauru , Prof. Dr. FABRICIO CESAR LOBATO DE ALMEIDA do(a)
Departamento de Engenharia de Biossistemas / Faculdade de Ciéncias e Engenharia de Tupa, Prof.
Dr. FERNANDO LUIZ PIO DOS SANTOS do(a) Departamento de Bioestatistica / Instituto de
Biociéncias de Botucatu - UNESP, Prof2. Dr2. FLAVIA MARIA RAVAGNANI NEVES CINTRA do(a)
Hospital de Reabilitacdo de Anomalias Craniofaciais / Universidade de Sao Paulo, Prof. Dr. RUBENS
DE FIGUEIREDO CAMARGO do(a) Departamento de Matematica / Faculdade de Ciéncias de Bauru -
UNESP, sob a presidéncia do primeiro, a fim de proceder a argui¢cdo publica da TESE DE
DOUTORADO de NAJLA VARALTA, intitulada DINAMICA DE INFECGOES POR HTLV-I
CONSIDERANDO TAXAS DE LISE, MORTE, PROLIFERAGCAO E TRANSMISSIBILIDADE DA
RESPOSTA CTL. Apos a exposicéo, a discente foi arguida oralmente pelos membros da Comisséo
Examinadora, tendo recebido o conceito final:_ A}EO V,ﬂb/\\ . Nada mais havendo, foi

lavrada a presente ata, que apés lida e aprovada, foi assinada pelos membros da Comissao

Examinadora.

Faculdade de Engenharia - Campus de Bauru -
Avenida Engenheiro Luiz Edmundo Carrijo Coube, 14-01, 17033360, Bauru - Sao Paulo
http://www feb.unesp.br/posgrad_mec/index.phpCNPJ: 48.031.918/0030-69.



“A tarefa ndo € tanto ver o que ninguém viu, mas pensar o que ainda NINGUEM PENSou
sobre aquilo que todo mundo vé.”

- Arthur Schopenhauer



Resumo

Os avancos no entendimento da dindmica do sistema imunologico humano utilizando
modelos mateméaticos baseados na teoria de sistemas dinamicos estao crescendo conti-
nuamente. Modelos nao-lineares advindos das classicas equagoes de Lotka-Volterra tém
sido utilizados para estudo da resposta imunoldgica na ocasiao de infecgoes.

Com isso em mente, uma vez que a compreensao do sistema imunolégico humano
tem grande destaque, o foco especifico desta tese é a analise da resposta imunoldgica
frente a infecgoes pelo virus HTLV-I (do inglés “Human T cell lymphotropic virus type
I7), utilizando trés modelos matemaéticos representativos que contemplam esta infeccao.

Especificamente, estudou-se o uso da fungao sigmoidal com o parametro n genérico
e sua implicagao nos equilibrios existentes e estabilidade de cada ponto para descrever
a proliferacao CTL.

Posteriormente, foi proposto um modelo que descreve a interacao entre KIR e HLA.
Neste modelo, foi possivel descrever os equilibrios e sua respectiva estabilidade em fun¢ao
da taxa de transmissibilidade infecciosa relativa ao desenvolvimento de duas doencas
associadas ao HTLV-I: HAM /TSP e ATL.

Finalmente, o terceiro modelo, adicionou-se a taxa de producao de células T CD8"
e, com isto, o sistema apresentou apenas dois equilibrios. O segundo ponto de equilibrio
é escrito em termos de um polinémio de segundo grau, concavo para cima e com isto,
foi definido a regiao de existéncia deste ponto bem como critérios para sua estabilidade.

Cada modelo matematico apresentado possui trés EDOs de segunda ordem acopla-
das. Utilizou-se métodos analiticos aplicaveis a sistemas nao-lineares, bem como méto-
dos numéricos para andlise de bifurcagoes essenciais para um entendimento substancial
dos fenémenos envolvidos.

Palavras-chave: Dinamica nao-linear, Modelagem Matematica, Bioma-

tematica, Progressao de Infeccoes



Abstract

Advances in understanding the dynamics of the human immune system using mathe-
matical models based on the theory of dynamic systems are growing continuously. Non-
linear models derived from the classical Lotka-Volterra equations have been used to
study the immune response at the time of infection.

With this in mind, since the understanding of the human immune system is promi-
nent, the specific focus of this thesis is the analysis of the immune response to infections
by the HTLV-I virus (Human T cell lymphotropic virus type I), using three representa-
tive mathematical models that contemplate this infection.

Specifically, the use of the sigmoidal function with the generic parameter n and
its implication in the existing equilibrium and stability of each point to describe CTL
proliferation was studied.

Subsequently, a model was proposed that describes the interaction between KIR and
HLA. In this model, it was possible to describe the equilibriums and their respective
stability as a function of the infectious transmissibility rate related to the development
of two HTLV-I associated diseases: HAM /TSP and ATL.

Finally, in the third model, the CD8% T-cell production rate was added and, with
this, the system presented only two equilibriums. The second equilibrium point is writ-
ten in terms of a second-degree polynomial, concave up and with this, the region of
existence of this point was defined as well as criteria for its stability.

Each mathematical model has three coupled second-order ODEs. Analytical methods
were applied to nonlinear systems, as well as numerical methods for analysis of bifurca-
tions essential for a substantial understanding of the involved phenomena.

Keywords: Nonlinear Dynamics, Mathematical Modeling, Bio-

mathematics, Infection Progression
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de dinamica de sistemas nao-lineares é um dos problemas cientificos mais an-
tigos, mas por muito tempo nao foi foco de muito interesse, talvez em parte por causa
da falta de métodos matematicos viaveis, e também porque os problemas praticos geral-
mente apresentaram solugoes satisfatorias envolvendo aproximacoes lineares em torno
de pontos de operacao. Desde os primeiros estudos, uma das caracteristicas primordiais
de sistemas dinamicos nao-lineares ficou conhecida, a possibilidade de diferentes tipos
de comportamento do sistema dependendo das condigoes iniciais impostas a ele.

Outra caracteristica importante é que, quando mais de um comportamento é possi-
vel, a trajetoria transiente pode hesitar entre essas possibilidades antes que um regime
permanente possa ser observado. Com o estabelecimento da definicao matematica de
comportamento cadtico de sistemas dindmicos deterministicos, a area de dinamica nao-
linear se desenvolveu rapidamente. Atualmente, diversos métodos matematicos anali-
ticos e numéricos, como também experimentais, estao disponiveis para a modelagem e
analise do mais diversos tipos de problemas envolvendo dindmica nao-linear. Muitas das
aplicacoes destes modelos nao-lineares encontram-se na area de Engenharia Mecénica e
Elétrica, de forma que muitas técnicas e ferramentas foram desenvolvidas dentro deste
contexto. Porém, o conhecimento destes sistemas pode ser aplicado diretamente as areas

Quimica e Biomédica.
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1.1 Sistema Imunolégico

O sistema imunolégico é o responsavel pelo reconhecimento e pela resposta contra anti-
genos potencialmente patogénicos. Mantém a homeostasia, ou seja, especialmente nos
seres vivos, ¢ a propriedade de um sistema aberto de regular o seu ambiente interno,
com o intuito de manter uma condicao estavel mediante multiplos ajustes de equilibrio
dinamico, controlados por mecanismos de regulagao inter-relacionados juntamente com
os sistemas nervoso e endécrino (Nowak and May 2000).

Dessa forma, reage a particulas por meio das rea¢ées imunes, as quais seriam, por-
tanto, definidas como reacoes a substancias estranhas e a pequenas substancias quimicas.
E essa resposta imune que determina a aquisicdo ou ndo de uma determinada doenca,
e a duracao da mesma. O mecanismo de defesa humano vai desde pele e mucosas, até
linf6citos B e T e anticorpos (Nowak and Bangham 1996).

Em meio disto, pode-se considerar componentes celulares do sistema imunolégico

tais quais:

Linfocitos B: Expressam receptores de antigenos, fazendo a imunovigilancia do
corpo. Linfécitos B sdo células apresentadoras de antigeno (APC, do inglés “Anti-
gen Presenting Cells”: testam antigenos endégenos e exdgenos, respectivamente).
Sao produzidos na medula 6ssea vermelha e tem capacidade de reconhecer anti-
genos livres (extracelulares) e se diferenciar em plasmécito (célula produtora de

anticorpos). Expressa respectivamente MHC T e II.

Linfocitos T: Sao células de imunidade celular que reconhecem antigenos intra-
celulares, destruindo-os ou destruindo as células infectadas. Nao produzem anti-
corpos. Além disso, s6 sao capazes de reconhecer antigenos que ja estao ligados a

uma proteina MHC, e estao, consequentemente, na superficie celular.

Linfocitos T Helper: Secreta citocinas capazes de ativar outras células do sis-

tema imune e desencadear uma resposta inflamatoéria. Expressam receptores CD4

17



(linfécitos T CD4™).

. Linfocitos T Citotozico/Citolitico (CTL): tem a funcao de reconhecer antigenos
presentes em células do hospedeiro e destroem esses antigenos por meio da lise de
sua membrana plasmatica. Advém dos linfécitos que expressam receptores CDS8

(T CD8"), e assim, se proliferam e se diferenciam uma das outras.

. Linfocitos NK: reconhecem as células infectadas e as destroem. Possuem uma
limitagao na variedade de receptores em sua membrana e pertencem a resposta

imune inata.

. Células Dendriticas: tem a funcao de capturar os antigenos do meio externo,

transportando-os para os 6rgaos linféides, mais especificamente aos linfocitos T.

. Complexo de histocompatibilidade principal (MHC): é um locus génico que codi-
fica proteinas especializadas na funcao de apresentacao de antigenos associados a
células para linfécitos T, possibilitando uma resposta imune adequada aos tecidos
que nao pertencem ao ser em questao. Existem dois tipos principais de produtos
dos genes de MHC, as moléculas classe I, expressas por todas as células nucleadas
do corpo, e as classe II, expressas pelas APCs. MHC I apresenta antigenos aos
linf6citos T CD8' (CTLs), enquanto MHC 1T apresentam “as T-Helpers CD4"”.
Linfécitos interagem com as moléculas MHC por meio de receptores TCR (re-
ceptores de células T) associados a moléculas CD4 ou CD8, de forma que nao

reconhecem antigenos livres.
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1.2 Virus linfotrépico de células T humana do tipo

I

Virus linfotrépico de células T humana do tipo I (HTLV-I, do inglés “Human T cell
lymphotropic virus type 1”) foi o primeiro retrovirus isolado no ser humano. As pri-
meiras descrigoes desse virus ocorreram em 1979 a partir de um paciente com uma
malignidade nas células T, nos Estados Unidos e publicado em 1980 (Verdonck et al.
2007). Esta descrigao foi rapidamente seguida por relatérios adicionais no inicio de
1981 que descrevem a caracterizagao de algumas das proteinas do HTLV-I, testes so-
rolégicos para deteccao de anticorpos especificos indicativos da infeccao por HTLV-I e
as evidéncias para o provirus integrado no écido desoxirribonucléico (DNA, do inglés
“deoxyribonucleic acid”) em células infectadas.

Os primeiros trabalhos nao foram dependentes ou influenciaram a subclassificacao
de algumas malignidades de células T como leucemia/linfoma de células T do adulto
(ATL, do inglés “Adult T-cell leukemia/lymphoma”) (Sibon et al. 2015). Em vez disso,
foi estimulado pelo trabalho prévio de muitos pesquisadores nos Estados Unidos e Europa
sobre um retrovirus que causou leucemia em animais e algumas das descobertas foram
possiveis gragas a abordagens técnicas desenvolvidas na década de 1970 que envolveram
ensaios com um marcador substituto para um retrovirus e a possibilidade de cultura as
células T humana. Com o virus isolado, foi possivel fornecer evidéncias de que o HTLV-I
é um precursor do ATL, uma subclassificacdo de malignidades de células T reconhecida
pela primeira vez no Japao (Gallo 2005). A descri¢ao inicial do Virus linfotrépico de
células T humanas do tipo II (HTLV-II) aconteceu em 1982, em paciente com leucemia
de células pilosas (Nobre et al. 2005). Desde entao, novos conhecimentos acerca destas
infecgOes por esses agentes surgiram.

O HTLV-I é um virus tipo C que pertence a familia retroviridae, subfamilia oncovi-
rinae e classificada no género de Deltaretrovirus. Possui uma forma arredondada, tendo

o invélucro de aproximadamente 100 nm de didmetro. O virion (DNA ou RNA cercado
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pelo capsideo) é cercado por um envelope proteilipidico bilamelar de origem da mem-
brana da célula hospedeira, que possui proteinas transmembranas e periféricas externas.
A parte interna do envelope esta voltada para a matriz, que ajuda na organizacdo dos
componentes virais na membrana da célula hospedeira. O capsideo, de formato ico-
saédrico, protege o acido ribonucleico (RNA, do inglés “ribonucleic acid”) viral e as
enzimas transcriptase reversa e integrase, que se organizam, junto ao nucleocapsideo,
num complexo ribonucleoprotéico. O genoma do HTLV-I é positivo, composto de um
unico RNA. Durante o ciclo de vida do virus, este RNA de cadeia simples é convertido
em DNA de cadeia dupla e inserido no DNA de uma célula hospedeira humana. Esta
forma inserida de um retrovirus é referida como provirus. Como outros retrovirus hu-
manos, HTLV-I causa uma infeccdo ao longo da vida. O virus infecta preferencialmente
células T CD4*1, mas as células T CD8 sdo também um reservatério importante para
o virus (Foley et al. 2014; Al Basatena et al. 2013).

Em contraste com o HIV, HTLV-I existe predominantemente como um provirus as-
sociado a célula e é transmitido como tal. Naturalmente, as células infectadas T quase
nao produzem qualquer virus e a carga viral do plasma é, portanto, nao detectavel.
No entanto, quando associado a particulas do RNA viral pode infectar novas células
através de uma sinapse viral. Presume-se que no inicio da infec¢ao, a maioria das novas
células infectadas pelo HTLV-I sao produzidas por propagacao de célula-para-célula,
resultando assim, uma infec¢ao policlonal das células T CD41 e CD8". Em fases poste-
riores, quando o equilibrio entre a replicacao viral e a resposta imune ¢ atingido, HTLV-I
multiplica-se principalmente por expansao clonal dependente de mitose de células hos-
pedeiras.

A sua transmissao ocorre predominantemente por via vertical durante a amamenta-
¢ao. Em varios relatos de populagoes endémicas, a taxa global de transmissao vertical
variou entre 15% e 25%, e em subgrupos de criancas que receberam aleitamento materno
prolongado, essas taxas foram ainda maiores. Outras formas de contaminagao é a trans-

missao horizontal através da transfusao de sangue e de hemoderivados contaminados
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com o virus (compartilhamento de seringas e agulhas contaminadas) e a relacdo sexual
(sobretudo do homem para a mulher).

O HTLV-I é um virus cosmopolita, apresentando ampla distribuicio mundial. Entre
as regioes de maior endemicidade destacam-se o Japao, a Melanésia, o Caribe, a América
do Sul e a Africa. A maior parte dos estudos de prevaléncia realizados considerou
doadores de sangue ou outros grupos com risco elevado para adquirir a infec¢do, como
usuarios de drogas injetaveis e mulheres profissionais do sexo. S&o escassos, portanto, os
estudos de base populacional. O Brasil apresenta prevaléncia moderadamente elevada
para o HTLV-I, observa-se aumento da prevaléncia quando se caminha a partir dos
estados do sul para os da regido norte do pais (Castro et al. 2011). Considerando-se a sua
populagao e a infeccao dada através de drogas injetaveis, acredita-se que o Brasil abrigue
o maior nimero absoluto de individuos infectados pelo HTLV-I no mundo seguido por
Japao, enquanto HTLV-II é mais prevalente em individuos europeus e norte-americanos
(Verdonck et al. 2007).

Uma caracteristica imunologica dos individuos infectados pelo HTLV-I é a prolife-
racao espontanea de células mononucleares de sangue periférico, in wvitro, isto é, sem os
antigenos, exdgenos ou estimulantes, mas impulsionado pela proteina codificada Tax do
HTLV-I . Esta estratégia de sobrevivéncia dependente da mitose do HTLV-I e contribui
para a sua estabilidade gendémica, pois ele depende da polimerase celular do DNA, que
por contraste com transcriptase reversa viral, exibe uma leitura de prova eficiente. O
estilo de vida predominantemente proviral do HTLV-I é um argumento indireto para
uma resposta imune relativamente eficaz. As células T CD8*' de classe I controla a
carga viral através de lise de células T infectadas que expressam peptideos virais, como
consequéncia da transcricao viral. O equilibrio entre a eficiéncia do controle do CTL da
resposta puramente litica no controle de linfécitos T, reflete na producao de perforina
e granzima, contra a tendéncia para a producao de citocinas inflamatoérias, tais como o
Interferon-vy e fator de necrose tumoral (TNF) a (Abbas et al. 2012).

O HTLV-I pode infectar células do sistema nervoso central como astrécitos e micro-
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glia e também células do sistema imune pois possui tropismo por linfécitos T, isto é,
infectam principalmente células T CD4" e também, células T CD8", células dendriti-
cas, macrofagos, mondcitos e células-tronco hematopoiéticas na medula 6ssea (Hanon
et al. 2000). As células da medula éssea infectadas podem servir como um reservatorio
viral durante a infecgdo pela expansao clonal das células com o provirus (Banerjee et al.
2008).

O diagnéstico da infecgao pelo HTLV-I é feito geralmente por meio de exames sorolé-
gicos, com destaque para as técnicas de ELISA (triagem) e Western blot (confirmatério).
O Western blot permite distinguir a infeccao pelo HTLV-I do HTLV-II. A reacao em
cadeia da polimerase (PCR) no sangue, liquor ou em outros materiais (i.e., pele, linfono-
dos) pode ser 1til, particularmente nos casos em que a sorologia mostra-se indeterminada
(Younger 2015).

De acordo com Gessain and Cassar (2012), a Africa é o tinico continente onde todos
os diferentes virus linfotrépicos de células T de primatas (PTLV, do inglés “primate T-
lymphotropic viruses”) foram encontrados: HTLV dos tipos de 1 a 4 e os seus homdlogos
de simio, simian T-lymphotropic viruses (STLV) de 1 a 3. Portanto, assume-se que o
antepassado comum de todos PTLV foi originado na Africa e estima-se que mais de
1% da populacao em geral deste continente estd infectada, constituindo a drea com a
maior prevaléncia de HTLV-I do mundo. STLV-1 infecta diversas espécies de primatas
nao humanos que vao desde os chimpanzés, orangotangos e gorilas, bem como varias
espécies de pequenos macacos africanos e uma vasta gama de outros macacos asiaticos.
Curiosamente, a infeccao STLV-1 também foi associada ao desenvolvimento de ATL em
alguns primatas.

Em 1982 a 1984, obras importantes demonstraram claramente que o Japao era uma
area altamente endémica para o HTLV-I (Gessain and Cassar 2012), em destaque, o sul
do Japao, com mais de 10% da populacdo infectada. A infeccdo é rara no resto da Asia,
porém em Taiwan, Ird e em Fujian (provincia chinesa perto de Taiwan), hé regides com

uma seroprevaléncia de 0.1% a 1%. Na Oceania, o virus é endémico em Papua Nova
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Guiné, Ilhas Salomao e Vanuatu: mais do que 1% da populacao indigena estd infectada
com HTLV-I subtipo C. No continente Americano, na Jamaica, Martinica, Guiana,
Guiana Francesa, Colombia e norte do Brasil, o virus é particularmente frequente entre
os descendentes de escravos africanos, enquanto que em outras areas, como o Peru e
o norte da Argentina, sdo os povos indigenas que apresentam as maiores prevaléncias.
Nas regioes Norte e Nordeste do Brasil, nota-se alta prevaléncia dos virus HTLV- I e 11
nos estados do Pernambuco, Bahia, Maranhao, Parda e Amapé, com indices de até 10
infectados para cada 1000 habitantes. Ja em Rondonia e Santa Catarina, apresentam
prevaléncia abaixo de 1 infectado por 1000 habitantes (Catalan-Soares et al. 2005).
HTLV-I é raro no resto da América Central e do Norte. Na maioria dos paises da Europa
Ocidental, HTLV-I ainda é raro na populagdo em geral, estima-se a prevaléncia de 0%
a 6% entre os doadores de sangue na Roménia e ha varios relatos de casos de pacientes
romenos com ATL. Nao esta claro o motivo que mesmo depois do virus ter se espalhado
por todo o mundo, HTLV-I tornou-se e permaneceu altamente prevalente em algumas
populagoes e nao em outras. Além disso, embora HTLV-I e HIV-I tem modos similares
de transmissao, os virus nao sao transmitidos necessariamente da mesma maneira. Em
algumas areas, a prevaléncia de HTLV-I tende a diminuir ao longo do tempo enquanto
HIV-I pode estar a aumentar na mesma populagao (Verdonck et al. 2007).

Na Figura 1.1, é apresentado um mapa dos diferentes subtipos moleculares do HTLV-
I e locais de possiveis transmissoes de macacos infectados por STLV-1 para os seres
humanos. Até agora, nao ha evidéncia solida de que uma mutacao particular ou um
gendétipo especifico esteja associado com o desenvolvimento de um HAM/TSP ou um

ATL em um portador assintomético (Gessain and Cassar 2012).
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Figura 1.1: Mapa da distribui¢ao geografica dos subtipos (A-G) do HTLV-I, e os prin-
cipais modos de disseminacao viral por movimentos de populagoes infectadas, adaptado
de Gessain and Cassar 2012.

Pequenas setas indicam a transmissdo muito provavel entre espécies de STLV-1 (S) a
partir de primatas (P) para seres humanos (H) na origem de alguns subtipos do HTLV-1.
Estes diferentes subtipos compreendem o Subtipo A Cosmopolita com seus diferentes
subgrupos: TC (Transcontinental: sendo o mais frequente e generalizado), sendo Aoa
(Oeste Africano), Ana (Norte Africano), Ajp (Japonés). O Subtipo B ou Central Afri-
cano, que ¢ considerado o mais frequente nesta grande area endémica. E tem-se também
o subtipo C ou Australomelanésia, o subtipo D também da Africa Central e presente
especialmente em certos grupos de pigmeus e, por ultimo, os subtipos E, F, G, todos na
Africa Central, com relatos ainda baixos.

No inicio da década de 90, Kuwabara et al. 1993 correlacionaram o HTLV-I a um
eczema grave da infancia, descrito na Jamaica em 1966 e conhecido como dermatite
infecciosa (DI). Ainda hoje, essa constitui a unica dermatopatia especifica da infecgao

pelo HTLV-I. A maioria dos pacientes assintomaticos da infecgao por HTLV-I tem evi-
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déncia da progressao da doenca na forma de diminui¢do das concentragoes de linfocitos
T CD4". No entanto, em alguns casos, nao apenas sao assintomaticos mas também
mantem niveis estdveis de linfécitos T CD4" na gama normal ou quase normal (Mo-
rimoto et al. 2005). Estudar pessoas com nao-progressao da infeccao em longo prazo
permite compreender os mecanismos pelos quais o HTLV-I pode ser controlado. Fa-
tores virais, fatores do hospedeiro, ou ambos podem ser responsaveis pela auséncia de
progressao, pelo menos em algumas pessoas. Os fatores do hospedeiro pode incluir a
susceptibilidade inerente de células de uma pessoa para a replicagao do HTLV-I ou uma
determinada capacidade para montar uma resposta imunoldgica adequada.

O desenvolvimento de uma doenca advindo de outra ainda é um tema estudado.
Desde a descricao do HTLV-I, acreditava-se em sua associacao com outras doencas
humanas e podem estar relacionados com a via de transmissao do paciente. As patologias
em detrimento ao HTLV-I podem ocorrer apds 20 a 30 anos de laténcia viral, estes grupos
apresentam um risco para a saude publica pois como esses pacientes sao assintoméaticos,
desconhecem sua condigdo, gerando assim maior disseminacao do HTLV-I no mundo.

Além disso, a incidéncia de doencas associada ao HTLV-I nao é uniforme em to-
das as areas geograficas. O papel etiologico para doencas associadas ao HTLV-I em
ATL, a mielopatia associada ao HTLV-I ou paraparesia espastica tropical (HAM /TSP,
do inglés “HTLV-I-Associated Myelopathy/Tropical Spastic Paraparesis”), e uveite, foi
confirmado com a demonstracao da integragdo monoclonal do DNA proviral ao genoma
das células neoplasicas. A primeira condicao associada ao virus foi a ATL, que tem risco
de desenvolvimento de 1% a 5%. Em seguida, definiu-se o papel etiolégico do HTLV-I
em um tipo de mielopatia espastica, hoje conhecida como HAM/TSP que tem risco
de desenvolvimento de 0.3% a 4%. Finalmente, em 1992, Mochizuki e colaboradores
demonstraram associagao causal do HTLV-I a uma forma de uveite predominantemente
intermedidria, a uveite associada ao HTLV-I (HAU) (Mochizuki et al. 1992). Dessa
forma, doencas associadas em geral, incluindo ATL, a HAM /TSP, uveite, polimiosite e

artropatia, o risco pode estar perto de 10% (Proietti et al. 2005). Além disso, o HTLV-I
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tem sido associado com uma variedade de outras manifestagoes inflamatérias que afetam
diversos 6rgaos, particularmente os olhos, pulmoées e tiredide e com o aumento da suscep-
tibilidade a um certo niimero de infecgoes, mais notavelmente a sindrome Strongyloides
stercoralis (Taylor 2015).

Diversos relatos apontam para a presenca de lesoes dermatolégicas em pacientes in-
fectados pelo virus, em especial, os portadores de ATL e de HAM/TSP. Assim como héa
relatos da associagdo com dermatite infecciosa, sindrome de Sjogren, tireoidite, artro-
patia, polimiosite, polineuropatia, alveolite de linfécitos T |, linfoma cutaneo de células
T, e certos tipos de infecgdes, tais como estrongiloidiase, sarna, lepra, e tuberculose.
Constatou-se que as lesdoes ocorrem também em individuos infectados e considerados
assintomaticos. Para algumas destas doencas, a associacao com HTLV-I é baseado em
dados epidemiolégicos, enquanto em outros ha também argumentos biologicos. O es-
tudo dessas dermatopatias merece destaque, uma vez que, a pele permite a realizagao

de procedimentos diagnosticos de doencas que acometem os 6rgaos internos.

1.2.1 Mielopatia associada ao HTLV-I/Paraparesis espastica
tropical

O HTLV-I foi inicialmente encontrado em um paciente com linfoma cutaneo. Posteri-
ormente, o virus também foi associado com uma antiga condi¢ao neurolégica chamada
paraparesia espdstica tropical (TSP), que foi predominante na América Central. No
Japao, uma doenca semelhante foi descrita e relacionada com o virus e foi denotada
por mielopatia associada ao HTLV-I (HAM). Apés estas duas descrigoes neuroldgicas,
designou-se HAM /TSP (do inglés “HTLV-I-Associated Myelopathy/Tropical Spastic Pa-
raparesis”) para descrever esta entidade pois abordava ambas condigbes. A associacao
com HTLV-I foi reconhecido de forma independente no Caribe e no Japao em 1985-1986.

A principal caracteristica patoldgica de HAM/TSP é uma inflamagao cronica da

matéria branca e cinzenta da medula espinhal (Niederer et al. 2014). O dano ocorre
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principalmente na matéria branca da medula espinhal toracica inferior, o que é consis-
tente com a paraparesia espastica nos membros inferiores. Pode ser observada em até
5% dos individuos infectados. Apesar da baixa prevaléncia, muitos dos pacientes infec-
tados por HTLV-I, que nao preenchem critérios para HAM /TSP, apresentam queixas
neurologicas relacionadas a manifestagoes sensoriais, motoras, urinarias, ou até mesmo
autondmicas, por outro lado, podem apresentar também sintomas neurologicos ou clini-
cos relacionadas com o virus mesmo sem alteragoes motoras significativas (paraparesia),
ou seja, sintomas ou sinais sensoriais podem nao estar presente, mas, quando presente,
eles sao sutis. Manifestagoes urinarias sao muito comuns na infeccao por HTLV-I sem
HAM/TSP, com uma prevaléncia que varia de 15% a 17%. HAM /TSP é em suma, uma
paraparesia espastica progressiva onde seus sintomas transitoriamente reduzem sua in-
tensidade para que possa ser percebida pelo paciente. Como a doenca clinica classica
ocorre principalmente apds a sexta década, o tempo de incubagao foi considerado para
estar na gama de 20 a 40 anos (Tanajura et al. 2015).

HTLV-I tem alta prevaléncia no Japao, as ilhas do Caribe, América Central e Amé-
rica do Sul e do Norte e Africa Ocidental, estima-se que cerca de 3% a 5% dos individuos
infectados desenvolvem a mielopatia, mas a incidéncia anual de HAM /TSP entre os in-

dividuos infectados pelo HTLV-I nao estd bem estabelecida.

1.2.2 Leucemia/linfoma de células T do adulto

Dentre as pessoas infectadas por HTLV-I em todo o mundo, cerca de 1% a 5% de-
senvolveram Leucemia/linfoma de células T do adulto (ATL, do inglés “Adult T-cell
leukemia/lymphoma™) ao longo de sua vida, apés um periodo de laténcia prolongado
(20 a 60 anos). Na década de 1970, os clinicos no Japao sentiram que as doengas ma-
lignas hematologicas que eram observadas nao se encaixavam no padrao descrito na
literatura da época. Eles diagnosticaram, por exemplo, de um lado alguns casos de

leucemia linfocitica cronica por outro, doengas muito agudas e agressivas de células T,
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particularmente entre pacientes do sudoeste do Japao. A percepcao desta patologia
levou a descrigao de uma entidade clinica: leucemia/linfoma de células T do adulto. O
primeiro caso desta infecgao foi descrito pela primeira vez em 1977 (Gallo 2011).

ATL é uma doenca maligna de células T CD4" pds timo em que o prévirus HTLV-I
estd integrado (Hashikura et al. 2016). Existem varios tipos de ATL acarretadas pelo
HTLV-I: aguda, linfomatosa, cronica e latente. A quinta categoria, a ATL tumoral
cutdnea primaria, tem sido proposta recentemente. Os resultados de varios estudos
mostraram que a maioria dos casos de ATL desenvolveram-se em individuos que foram
infectados pelo HTLV-I quando criancas através do leite materno de suas maes. Os
casos mais raros deste retrovirus humano oncogénico sao observados apos a transfusao
ou a transmissao sexual, porém, estes casos ainda estao sendo debatidos. Dado o seu
longo periodo de laténcia, no inicio da vida a infec¢do é considerada o principal fator
de risco para ATL, apesar de alguns co-fatores, como por exemplo, a co-infeccao por
Strongyloides stercoralis ou um estado imunodeprimido, também podem estar envolvidos
(Tanaka et al. 2016). A doenga produz tipicamente lesdes cutdneas de tipos variaveis,
hipercalcemia com lesoes liticas de ossos, linfadenopatia, morfologia de diagnostico de
células leucémicas com ntcleos lobulados e um curso clinico extremamente agressivo.

Assim, ao contrario do que é observado em HAM /TSP, ATL parece desenvolver-se
s6 depois da transmissao de mae para filho, e a ocorréncia do ATL apds a transmissao
sexual ou sanguinea continua a ser altamente controversa. Estudos moleculares epi-
demiolégicos do HTLV-I demonstraram que, apesar de ser um retrovirus, este agente
oncogénico possui estabilidade genética. Essa propriedade estd muito provavelmente
ligada a replicagao através da expansao clonal de células infectadas, em vez de utilizar

a transcriptase reversa propenso a erros (Sibon et al. 2015).
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1.2.3 Modelo de HTLV-I com iKirs

O impacto dos receptores semelhantes a imunoglobulina de células assassinas (KIR, do
inglés “Killer cell Immunoglobulin-Like Receptors”) na resposta das células T é mal
compreendida, uma vez que ha evidéncias que inibidores KIR (iKIRs) melhoram tanto
as associacoes HLA de classe I de protecao quanto dentrimental nas infecgbes virais
persistentes. Tem-se como a hipdtese de que as iKIRs intensificam as associacoes HLA
de classe I, aumentando a sobrevivéncia de células T CDS8™.

O que distingue os ACs daqueles que desenvolvem a doencga é desconhecida, embora
a carga proviral (pvl, do inglés proviral load) seja vista como um forte preditor para
HAM/TSP (Olindo et al. 2005; Al Basatena et al. 2013). Certos alelos HLA também
tém sido associados com a pvl e o resultado da doenca. Em particular, a posse de HLA-
A*02 e HLA-C*08 est4 associada com a reducao da pvl e na diminuicao da probabilidade
de HAM/TSP, ao passo que o HLA-B*54 tem sido associado com o aumento da pvl e
no acréscimo da probabilidade de HAM /TSP (Jeffery et al. 1999).

KIRs sao uma familia de células protéicas superficiais encontradas em células assas-
sinas (NK, do inglés Natural Killer) e em subconjuntos de células-T. Eles reconhecem
diferentes moléculas de alelos de HLA-A, -B e -C. Sao classificadas pelo nimero de do-
minios extracelulares de imunoglobulina (2D ou 3D) e pelo seu comprimento longo (L)
ou curto (S) em rela¢do ao dominio citoplasmético. KIR com um dominio citoplasmé-
tico longo tem componentes de sinalizagao com ITIMs em suas caudas citoplasmaéticas,
e estes mandam sinais inibidores. KIR com caudas citoplasmaticas curtas nao contém
ITIMs, mas quando associado com polipeptideos contendo ITAM funcionam como re-
ceptores de ativagdao. Os individuos variam tanto no seu contetido de gene KIR, bem
como aos alelos destes genes polimorficos que eles carregam.

Embora expresso principalmente pelas células NK, KIRs também sao expressos por
um subconjunto de células T CD8". Cerca de 10% das células T CD8", ou 30% de me-
moria de células T CD8™, principalmente EM/EMRA (CCR7~ CD45RO"~ CD45RA ™)
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expressam KIR, com expressao aumentando com a idade (Mingari et al. 1998; Anfossi
et al. 2001). Demonstrou-se que, tanto em ratos e em células humanas in vitro, o tempo
de vida de células T CD8*' ¢ aumentada na presenca de iKIRs, seja por um mecanismo
direto em que iKIRs sio expressos pelas células T CD8*, ou através de um mecanismo
indireto nos quais iKIRs sdo expressos pelas células NK (Al Basatena et al. 2011; Ele-
mans et al. 2012).

Na figura abaixo, foi proposto por Cook et al. (2013) um mecanismo para ilustrar
o aprimoramento inibitério KIR das associacoes do HLA de classe I. Atribui-se as as-
sociagoes KIR-HLA a acao direta NK em células infectadas por virus (a). E morte de

células infectadas por virus mediada por T CD8% (b) e (c).

KIR2DL2 TCR
HIA-CT  HLA

(a)

Figura 1.2: Imagem reproduzida de Elemans et al. 2012.

Recentes investigagdes imunogenéticas tém mostrado evidéncias de associacoes de
HLA de classe I, transporte de KIR2DL2 e evolugao da infeccao viral. No contexto da
infecgdo por HTLV-I, KIR2DL2 melhora o efeito protetor de HLA-C*08, mas também
aumenta o efeito prejudicial de HLA-B*54. Especificamente, quando um grupo de indi-
viduos infectados por HTLV-1 foi estratificado por iKIR (isto ¢, dividido em individuos
com o gene codificado KIR2DL2 e individuos sem este gene), verificou-se que o efeito
protetor de C*08 e o efeito prejudicial de B*¥54 em ambos os estdgios de pvl e da doenca
foram melhoradas em individuos KIR2DL2% (Al Basatena et al. 2011; Boelen et al.

2018).
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1.3 Modelos Dinamicos do Sistema Imunolégico

Com a possibilidade de investigagoes cientificas e o uso da matematica na descri¢ao e até
mesmo na predi¢ao de um dado processo fisico pode-se entender de forma satisfatoria
alguns fendmenos biolégicos (Varalta 2014; Kuroda et al. 2017). De acordo com Cohen
(2004), “Mathematics is biology’s next microscope, only better; biology is mathematics’
next physics, only better” (“A matemadtica é o proximo microscopio da biologia, s6 que
melhor; a biologia é a préxima fisica da matemaética, s6 que melhor”). Neste contexto,
modelos matematicos sdo extremamente vantajosos em descrever processos biologicos
uma vez que tem-se a possibilidade de abstracao. Em outras palavras, a solugao para a
equagao diferencial #(t) = ra(t) é uma equagdo exponencial em termos de x em algum
tempo ¢t com uma constante arbitraria r, sem mencionar sua interpretagdo, ou seja,
independe se x(t) descreve um crescimento tumoral, crescimento de uma populagao de
peixes ou até mesmo o aumento de individuos infectados (De Vries et al. 2006; Rao and
Rao 2009; Varalta et al. 2014; Kuroda et al. 2017).

Diversas abordagens podem ser utilizadas para se obter modelos matematicos da res-
posta imunologica. Estes modelos matematicos podem ser muito tteis no entendimento
da evolugao de infecgoes e as relagoes entre os muitos agentes do sistema imunologico.
Os modelos geralmente apresentam resultados qualitativos muito relevantes, e em ca-
sos especificos também apresentam resultados quantitativos consistentes com resultados
obtidos in vitro e in vivo. Alguns modelos sao baseados em sistemas de equagoes diferen-
ciais com atraso (delay differential equations - DDE), um tipo de equag¢oes comumente
utilizado para estudo de sistemas dinamicos cuja solu¢ao em um determinado instante
depende do estado do sistema em um determinado instante anterior (Marchuk 1997;
Forys 2001; Beauchemin et al. 2005; Baccam et al. 2006; Bodnar and Fory$ 2009; Va-
ralta et al. 2014; Wang et al. 2015). Nestes casos, o atraso nas equagOes representa
0 tempo necessario para o sistema imunoldgico iniciar uma resposta efetiva apds um

agente externo entrar no organismo.
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A abordagem mais comum atualmente ¢é a utilizacao de um sistema de equagoes di-
ferenciais ordinarias nao-lineares acopladas, seguindo o modelo base de Lotka-Volterra
(Murray 2002; Brauer and Chavez 2010; Varalta 2014), que foi desenvolvido original-
mente no comeco do século 19 para estudar a dinamica populacional entre duas espécies
com relagao presa—predador (naquele caso, peixes e tubardes). Esta abordagem gerou
modelos, como os desenvolvidos por Nowak and May 2000, capazes de descrever muitos
aspectos do sistema imunolégico, pois ¢é relativamente simples adaptar estes modelos de
acordo com os tipos de células, particulas virais, citocinas relevantes como interferon
(IFN) « e (3, outras particulas biol6gicas e também drogas medicinais de interesse. As
espécies sao vistas como os diferentes tipos de células e particulas interagindo em um
dado organismo. Os modelos podem ter varios niveis de complexidade, dependendo da
influéncia conhecida que cada espécie exerce sobre as outras.

Este tipo de abordagem tem sido usado amplamente para descrever o comportamento
do sistema imunologico na presenca de diversas infecgoes virais, como as causadas por
HTLV-I (Lund and Mosekilde 1993; Nowak and Bangham 1996; Nowak and May 2000;
Wodarz and Nowak 2002; Chang and Young 2007; Hancioglu et al. 2007; Song and
Neumann 2007; Li and Shu 2011; Lang and Li 2012). Modelos similares também sao
utilizados para anélise de controle biol6gico (Tang et al. 2010; Rafikov et al. 2008; Tang
and Cheke 2008; Xiao and Tang 2008; Tusset and Rafikov 2004). J4 foi visto que diver-
sos atratores, respostas em regime permanente como pontos de equilibrio e ciclos-limite,
sao possiveis em sistemas biolégicos, e alguns co-existem dentro de uma faixa de para-
metros (Lund and Mosekilde 1993; Nowak and May 2000; Baccam et al. 2006; Gao et al.
2011; Lang and Li 2012). Estes diversos atratores podem estar relacionados a diferentes
progressoes de uma infeccao, como eliminacao total de células infectadas pelo sistema
imunolégico, ou diferentes manifestagoes de uma doencga como resultado da infeccao.
Estas manifestagoes podem ocorrer de acordo com caracteristicas do hospedeiro no mo-
mento da exposicao, incluindo deficiéncias do sistema imunolégico, presenca de outras

infecgoes, ou carga viral inicial a qual ele é exposto.
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Advindas das cléssicas equagoes Lotka-Volterra (Volterra 1927; Lotka 1956), a estru-
tura bésica para a dindmica da infecgdo por HTLV-I (Perelson et al. 1993; Nowak and
Bangham 1996; Nowak and May 2000; Lang and Li 2012; Lim and Maini 2014) pode
ser determinada por um conjunto de trés equacgoes diferenciais ordinarias acopladas que
descrevem a concentracao de células T CD4" nao infectadas, células T CD4™ infectadas
e células T CD8" (Lim and Maini 2014). A concentragao viral ndao é considerada, pois
HTLV-I nao esté presente no plasma sanguineo na forma de particulas virais livres.

O sistema base Lotka-Volterra (1925) descreve duas espécies com relagdo presa-
predador entre elas, e seu comportamento dindmico foi estudado amplamente (Nowak
and May 2000; Thompson and Stewart 2002). O modelo descreve o niimero de indivi-
duos, ou tamanho, das populagoes de presas x e predadores y, e suas respectivas taxas
de mudanca ao longo do tempo. As equagdes possuem termos que levam em conta a
taxa de reproducao da populacao de presas r, taxa de mortalidade de presas causada

por predadores (3, taxa de reprodugao o e taxa de mortalidade de predadores ps.

T =rx— Pxy,

Y = oBry — pay. (1.1)

No contexto de sistemas imunolégicos, as presas sao as células infectadas ou particu-
las virais, e os predadores sao as células especificas do sistema imunolégico responsaveis
por eliminar as presas. Claramente, o sistema imunolégico é muito mais complexo do
que um sistema de duas espécies, haja visto a imensidao de agentes nocivos, e os diversos
tipos de células responsaveis por acoes especificas na cadeia de eventos que se desenrola
quando o organismo luta contra uma infeccao. A relativa facilidade de incluir outras
espécies nas equacoes Lotka-Volterra resultou nos diversos modelos derivados destas.

Os pacientes com HAM /TSP apresentam maiores cargas provirais em linfécitos do

sangue do que os portadores assintomaticos. Além disso, exibem um numero elevado de
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CTLs no sangue. Enquanto os CTLs tem um papel protetor matando as células infec-
tadas e diminuindo a carga proviral, acredita-se que um alto nivel de CTLs e sua cito-
toxicidade sejam a principal causa do desenvolvimento de HAM /TSP (G6émez-Acevedo
et al. 2010). Em meio disso, Gémez-Acevedo et al. (2010) estudaram um modelo de
resposta das células T CD8' que pode se estabilizar com infeccao viral persistente mas
sem resposta CTL ou a uma infeccao viral persistente com resposta CTL. Com essas

consideragoes, o modelo ¢ dado por

T = )\1 —5353/_,“1%
Y = opxy — asyz — [ay,

S (1.2)
z. .
2+« H3

z=cy

Lang e Li (2012) propuseram uma generalizagdo para o coeficiente de proliferagao

(;Z;) do modelo estudado por Gémez-Acevedo et al. (2010) onde este possui um pa-
rametro n referente a um ajuste da curva sigmoidal e neste trabalho sera assumido um
nimero inteiro positivo. Este modelo descreve a relacao entre células T CD4*1 nao in-
fectadas (z), células T CD4" infectadas (y) e linfécitos T citotéxicos (CTL) (z). O
modelo nao leva em consideracao a populagao de virus, pois o HTLV-I nao é presente no
sangue como particulas virais livres. Neste modelo, mostrou-se as conseqiiéncias de uma

resposta CTL e os diversos tipos de equilibrios. O sistema com trés equagoes diferenciais

ordinarias é dado por,

T = )\1 - 6:Cy — U1,
Y = opxy — asyz — [ay,

Z=cyf(z) — psz. (1.3)
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no qual a fungado resposta CTL, f(z), é dada por

f(z) =~ (1.4)

2" 4o

No caso do HTLV-I, as células T CD4" nao infectadas x sao produzidas com uma
taxa A;, morrem em uma taxa jp; que pode incluir a perda devido a morte natural e
a ativagdo por um antigeno nao HTLV-I e tem taxa de transmissibilidade infeccionsa
B. As células T CD4* infectadas y, que sao produzidas com uma taxa o denotada por
coeficiente de transmissibilidade, normalmente tem uma taxa ps, de mortalidade que
pode incluir a perda devido a causas naturais e resposta imune mediada por células
e p é a taxa de lise pela a acdo dos CTL, usualmente denotada como a eficacia do
CTL. Finalmente, os linf6citos T citotdxicos (CTL) z, sdo produzidos e possuem uma
capacidade de resposta citotoxica com taxa ¢ e morrem em uma taxa b, cujo parametro
b denota as células T CD8" especificas do HTLV-I e o coeficiente de proliferagao é dado
por cyf(z). A capacidade de resposta do CTL depende da frequéncia de contato e a
efetividade de ligacao entre receptores de células T e as moléculas MHC-1. Este modelo
descreve a interagao dindmica entre as células T CD4" nao infectadas z, as células T
CD4" infectadas y e também os linfécitos T citotéxicos (CTL) z. Este modelo, bem
como suas analises serao discutido com mais detalhes no préximo capitulo.

A transmissao do HTLV-I pode ser horizontal através do contato célula a célula ou
vertical através da divisao mitética de células T CD4" infectadas. Gémez-Acevedo e Li
(2005) observaram que a infec¢ao por HTLV-I possui baixa taxa de variacao genética
proviral mas com uma alta carga proviral, sugerindo assim, que a transmissao vertical
através da divisao mitética de células infectadas pode ser de suma importancia. O mo-
delo matemaético para infeccao por HTLV-I de células T CD4" que incorpora transmissao

horizontal e vertical é expresso por
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$:A1+V1x<1—xz_:y> — Bry — i,
. T+
y = oBry + vay (1 - ky> — M2y (1.5)

Neste modelo, Gémez-Acevedo e Li (2005) dividiram as concentragoes de células
em dois grupos: a concentragao de células T CD4T nao infectadas = e infectadas y.
Consideraram a proliferacdo de células T devido a divisao mitética com crescimento
logistico. A proliferagao mitotica de células nao infectadas é descrita por vz ( — L:y),
onde v; é a constante de proliferacao e k é a capacidade suporte. A proliferacio das
células infectadas é considerada semelhante a das células nao infectadas e é descrita por
oy (1 — ”Ty), com constante de proliferacao v5. As células T CD4™" recém infectadas
enfrentam uma forte resposta imune humoral (Bangham 2000)e, com isto, apenas uma
fracao o de células recém-infectadas por contato direto escapa ao ataque do sistema
imunologico e é capaz de infectar outras células T.

Wodarz e Bangham (2000), constataram que, de acordo com os dados experimentais,
o HTLV-I estimula significativamente a ativagao celular que é necessaria para a replica-
cao bem-sucedida em células T CD4". Constatou-se que a taxa evolutiva do HTLV-I é
restrita pela disponibilidade de células T nao infectadas ativadas tanto em cargas provi-
rais altas quanto baixas, limitanto assim a diversidade viral dentro do hospedeiro e isso
pode explicar a taxa lenta de evolu¢ao do virus na populacao. Estudaram também mo-
delos matematicos para descrever a dindmica in vivo da infeccao por HTLV-I incluindo
a transmissao mitética. As células T contendo provirus sao proliferadas por HTLV-I a

uma taxa dependente da concentragdo sy[l — (z + y)/k]. Com isso, as equagoes que

descrevem essa dinamica sao
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T+

b= ) (1= 7YY

Y = Bry — pyz — p2y,

Z=cy— bz (1.6)

De acordo com Wodarz e Bangham (2000), este modelo descreve a relagao de células
T CD47" nao infectadas x, células T CD47 infectadas y e resposta CTL z. A ativacdo e
proliferacao de células T auxiliares dependem da concentracio, isto é, a taxa de ativagao
e a divisdao celular diminuem a medida que o nimero total de células T CD4* atingem
uma certa capacidade suporte k. A maioria das células T ativadas serdao estimuladas
em resposta a infeccdo viral. Assumiu-se que isso ocorre na taxa de dependencia de
concentragao rzy[l — (z + y)/k]. Além disso, assumiu-se também que as células T se
ativam e proliferam independentemente da infeccdo em questdo (ou seja, por outros
antigenos) a uma taxa n[l — (z + y)/k]. Isso pode ocorrer devido a presenca de outros
agentes patogénicos no hospedeiro. As células hospedeiras morrem a uma taxa p; e sao
infectadas pelo virus a uma taxa 5. As células infectadas morrem a uma taxa ps. A
populagdo de CTL cresce em resposta ao antigeno a uma taxa ¢, diminui a uma taxa b
e mata as células infectadas com uma taxa de p.

Com isto, o modelo 1.6 sugere que a falta de células suscetiveis do hospedeiro limita a
taxa de propagacao infecciosa do HTLV-I in vivo. Alta resposta imunologica tém poucas
células ativadas porque a carga viral é baixa, enquanto que em pacientes com baixa
resposta imune, a maioria das células T ativadas ja estao infectadas. Como resultado,
o virus evolui lentamente, tanto nos individuos como na populacao.

Por fim, Lim e Maini (2014) apresentaram um sistema nao linear com quatro equa-
¢oes diferenciais ordinarias que descrevem as interagoes dinamicas entre a expressao

viral, a ativacao de células infectadas e a resposta CTL especifica para HTLV-I. Este
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modelo é dado por

= \—Pry — iz,
U= Bry +ry — (7 + p2)u,
Yy =Tu =YYz — U3y,

Z=vy — sz (1.7)

As células T CD4*" nao infectadas x sdao produzidas com uma taxa )\, morrem em
uma taxa p; e tornam-se infectadas por virus com taxa 3. As células T CD4* infectadas
latentes u, tem uma transmissao miética com uma taxa r, tem uma taxa po de morta-
lidade e sdao ativadas com uma taxa 7. As células T CD47" infectadas ativadas y, sdo
ativadas espontaneamente com uma taxa 7, tem uma taxa 7 de lise mediada por CTL e
morrem com taxa de pu3. Finalmente, a concentracao de células T CD8™ especificas ao
HTLV-I z, sao produzidos com taxa v e morrem em uma taxa ji4.

Ao aumentar a eficiéncia da resposta CTL especifica ao HTLV-I pode ser inadequado
para reduzir a proporcao ativada de células provirais abaixo do nivel-limite proposto
para a doenca, apesar de ser efetivo na reducao da carga proviral. Sugeriu-se entao, um
mecanismo plausivel para a manifestacao da doenca: a taxa de ativagao viral espontanea
aumenta ao longo do tempo, por exemplo através da ativacao induzida por caminhos
de sinalizagao prostimulatéria, aumentando gradualmente a proporcao de células alvo
infectadas que sao ativados e, eventualmente, cruzam o limiar proposto para a doenca.

Os modelos apresentaram respostas significativas, de maneira geral, quanto mais pré-
ximos estamos de descrever perfeitamente um fené6meno, mais complexas sao as equagoes
relativas a ele. Nas palavras de Albert Einstein “Toda nossa ciéncia, medida contra a
realidade, é primitiva e infantil e ainda assim a coisa mais preciosa que temos”. A impor-
tancia das equacoes diferenciais é que mesmo as equagdes mais simples correspondem a
modelos fisicos 1teis, a construcao, bem como a compreensao, de um processo complexo

¢ alcangada, em geral, através da compreensao de modelos mais elementares. Desta

38



forma, o conhecimento profundo e detalhado destes modelos mais basicos é o primeiro,
e fundamental passo, para se estudar problemas mais complexos e detalhistas. Sera
apresentado nas proximas se¢oes, um modelo mais sofisticado baseado nos classicos mo-
delos de infecgao por HTLV-I, onde descreve as concentracoes de células T CD4" nao

infectadas e infectadas, bem como os dois tipos de concentragoes de células de T CD8™.

1.3.1 Modelo para infeccao por HTLV-I considerando HLA e
iKIR

Como foi visto na secao 1.2.3, as associagoes de HLA classe I e iKIRs podem ter um
impacto grande no desenvolvimento da infeccdo. Com isso, foi proposto por Boelen
et al. (2018) um modelo matemético que consiste em 4 EDOs acopladas para descre-
ver a infeccao HTLV-I, este modelo é capaz de representar diferentes niveis de HLA de
protecao ou detrimental, e também através do aumento dos iKIR. Os resultados mos-
tram que a expressao iKIR melhora os efeitos prejudiciais e de protecao do HLA como
resultado do mesmo mecanismo. Sao observados fortes interagoes de pardametros, par-
ticularmente com transmissibilidade infecciosa, lise mediada de células T CD8™ e taxas

de proliferacdo. As quatro EDOs acopladas sdo escritas como:

:1'::)\1—{—31:76(1— :C—i—y) — Bry — i,
1
. T+y
y=s1y (1 i > + Bry — asyz1 — asyze — a2y,
1

, 21+ 2

21 = agyz (1 — 1/€ 2) — H321, (1.8)
3

. 21+ 29

22 = Q13YZ22 1-— L — H4Z2.
3

no qual, x, y, 21 e 2o sao as concentracoes de células T CD4*" nao infectadas, células
T CD4" infectadas e ambos os tipos de células T CD8T, respectivamente; \;, s; e ky

sdo as taxas de producao, taxa maxima de proliferacao e capacidade suporte das células
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T CD4%; 8 é a transmissibilidade infecciosa; i1 é a taxa de morte de células T CD4"
nao infectadas; a4 e a5 sdo as taxas de lise média por células T CD8" relacionadas com
21 € 2zg; jlg é a taxa de morte de células T CD4" infectadas; ag e a3 sdo as taxas de
proliferacao de células T CD8™; e 3, g sdo as taxas de mortalidade de células T CD8™*.

As duas populagoes de células T CD8' podem ser vistas como predadores coexisten-
tes de células T CD4% infectadas, um cendrio semelhante a outros modelos de ecologia
(Freedman and Waltman 1984; Cushing 1984; Dubey and Upadhyay 2004; Alebraheem
and Abu-Hasan 2012). Este modelo mostra a coexisténcia de dois tipos de células T
CD8™, e um tipo de célula T CD8" que pode predominar sobre a outra por ter diferentes
taxas de proliferacdo (as, a13) ou as taxas de mortalidade (g, pq). Como as células T
CD8™ sao restritas em moléculas médias, de protecao ou detrimental de HLA de classe I
entao sao codificadas por suas taxas de lise a4 € as; i.e. a restricdo por HLA protetora ou
detrimental se traduz por uma taxa de lise aumentada ou diminuida, respectivamente,
em comparacao com a média. A acao de iKIR ¢ codificada por um aumento da taxa de
sobrevivéncia de células T CD8T (isto é, diminui¢ao das taxas de mortalidade de us3 e
tq) (Elemans et al. 2012; Al Basatena et al. 2013).

Baseado em dados experimentais e de outros estudos teéricos (Gomez-Acevedo and
Li 2005; De Boer 2007; Althaus and De Boer 2008; Gomez-Acevedo et al. 2010; Li and
Shu 2011; Lim and Maini 2014), a faixa dos valores dos parametros na equagao (1.8)

estao descritos na tabela 1.1 como segue,

Tabela 1.1: Faixa dos Parametros

Parametro Limite Inferior Limite Superior Unidades
A 10 25 células/mm? /dia
B 5x1074 3x1073 mm?® /células/dia
1, oy (3, fd, 0.01 0.03 1/dia
ay, as (2x1073)*z (3x1072)*z  mm?/células/dia
as, a3 2.5x107° 1x1073 mm? /células/dia
51 0.1 0.1 1/dia
k1 1100 1100 células/mm?
ks 200 200 células/mm?
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1.3.2 Representacao dos alelos HLA protetor e detrimental

HLA-A*02 e HLA-C*08 sao protetores no contexto da infecgago HTLV-I, e também, sdo
associados tanto com risco reduzido de HAM /TSP quanto na diminuigao na pvl (Jeffery
et al. 1999). Por outro lado, HLA-B*54 é detrimental, associado com o acréscimo do
risco de HAM /TSP e o aumento do pvl. A taxa de lise mediada por células T CD8*
(ay) € utilizado aqui para representar o efeito protetor ou detrimental destas moléculas
HLA (Cook et al. 2013). Os valores atribuidos na carga proviral sdo usados para estimar

os valores da taxa de lise.

1.3.3 Representacao do papel agravador de iKIR

Se os resultados do efeito protetor sao estratificados por iKIR, o efeito protetor de C*08
é reforcado em individuos KIR2DL2". Por outro lado, o efeito prejudicial de B*54 é
reforgada em individuos KIR2DL2" (Al Basatena et al. 2013). Tem sido demonstrado
que iKIRTCDS8' reduziram a apoptose apds a estimulacdo, e sobrevivem mais tempo
do que as células iKIR~CD8™ (Ugolini et al. 2001; Young et al. 2001; Gati et al. 2003).
Com isso em vista, a taxa de mortalidade CD8" (u3) serd usado para representar a

expressao de iKIR. Expressao de iKIR pode aumentar a longevidade celular até 100%.

1.4 Justificativa

Cerca de 20 a 40 milhoes de pessoas estao infectadas pelo HTLV-I em todo o mundo,
sendo que o Brasil e Japao sao areas altamente endémicas, cerca de 10% da popula-
¢ao esta infectada, mas o conhecimento sobre estas infec¢oes e suas patogéneses estao
emergindo recentemente (Willems et al. 2017). Embora a maior parte dos portadores de
HTLV-I permanece assintomaticos, o virus também esta associado com doencas graves
que podem ser subdivididas em trés categorias: sindromes inflamatoérias (mielopatia as-

sociada ao HTLV-I/espéstica tropical paraparesia e uveite, e a associagao da HAM /TSP
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com outras doengas inflamatorias incluindo sindrome de Sjogren, artrite e alveolite), as
doengas neopléasicas (adulto de células T de leucemia/linfoma), e infec¢bes oportunistas
(incluindo hiperinfecgao Strongyloides Stercoralis dentre outros). Com isto, HTLV-I é o
agente etiologico da HAM /TSP e ATL (Lairmore et al. 2012; Araujo et al. 2015; Sibon
et al. 2015).

A maioria dos pacientes infectados por HTLV-I, permanece portadores assintomati-
cos ao longo da vida, e cerca de 0,25% a 3,8% dos individuos infectados desenvolvem
HAM/TSP e outros 2% a 3% desenvolvem ATL (Kannagi et al. 2004). No sangue perifé-
rico, HTLV-I tem como alvo principal as células T CD4" auxiliares (Jacobson 2002). A
infeccao por HTLV-I in vivo é obtida através de contato célula-a-célula entre as células
T CD4" sauddveis e células T CD4" infectadas, e materiais virais sao passados entre
células através de sinapses virologicas (Bangham 2000, 2003). A infec¢ao pelo HTLV-I
provoca uma forte resposta citotoxica de linfocitos T (CTL) (Bollinger et al. 2009). Por
um lado, CTL tem um papel protetor através da regulagao da carga proviral, e, por
outro, a evidéncia sugere que a citotoxicidade da CTL é, em tultima analise, responsavel
pela desmielinizagdo do sistema nervoso central (SNC), o que resulta na HAM /TSP
(Asquith and Bangham 2008).

Um quarto de século depois de sua primeira descricao, HTLV-I ainda é uma infeccao
pouco reconhecida. Muitos dos infectados permanecem assintomaticos, contribuindo
assim, para a transmissao silenciosa do virus. Uma vez que mesmo os individuos nao in-
fectados possam obter varias doencas associadas, a possibilidade de infeccao por HTLV-1
muitas vezes passa despercebido (Verdonck et al. 2007).

Por outro lado, sistemas de equagoes diferenciais nao-lineares sao usados para com-
preender o processo fisico que acredita ser inerente as equacoes estudadas. Estudar de
forma detalhada esses sitemas, possibilita o desenvolvimento e a compreensao de proces-
sos complexos e detalhados, uma vez que as equagoes recorrentes a um dado fenémeno
sdo mais complexas quanto mais proximo se estd de sua descrigao (Varalta et al. 2014).

Neste contexto, a descricgago do HTLV-I em termos mateméticos é um modelo de

42



dificil modelagem tanto pelas varidveis envolvidas quanto a dados estatisticos, uma vez
que o estado de laténcia pode durar décadas. Em meio disso, os modelos matematicos
que descrevem a resposta imunolégica é de grande valia, pois apresentam resultados
pertinentes ao conhecido na literatura e também pela importancia e relevancia deste
estudo envolvendo aspectos de sistemas dinamicos que segue a intensa busca de solugoes

viaveis, praticas e permanentes para a populagao afetada.

1.5 Objetivos

O objetivo desta tese é a caracterizacdo da resposta do sistema imunologico frente a
infecgoes virais por HTLV-I utilizando modelos matematicos nao-lineares, derivados das
classicas equagoes de Lotka-Volterra, e ferramentas de analise usuais em dinamica nao-
linear.

Sao utilizados trés modelos representativos de infeccao por HTLV-I. O primeiro é ba-
seado no modelo proposto por Lang and Li (2012) com algumas alteragdes relacionadas
a funcao resposta CTL e ao termo relativo a infeccao de células nao infectadas, funda-
mentadas em publicagoes recentes. Este modelo serd utilizado para entender a influéncia
dos parametros relacionados a resposta CTL, inclusive a fun¢ao resposta CTL.

E proposto entdo, um modelo de infeccdo por HTLV-I que é estudado e descrito no
Capitulo 3. Este segundo modelo estudado, dado pelo sistema (3.1), é uma simplificagao
do modelo descrito na se¢ao 1.3.1, que inclue as informagoes sobre as interacoes entre
HLA e iKIR. Este modelo sera utilizado para estudar a influéncia da taxa de lise e taxa
de mortalidade na resposta do sistema imunolégico, sendo estes os parametros usados
para representar as caracteristicas de HLA (parametro a4) e iKIR (pardmetro ps), com
apenas um tipo de células T CD8*'. Finalmente, o Gltimo modelo apresentado, dado
pelo sistema (3.31), refere-se a adi¢ado do pardmetro (A3) relativo a produgao de células
T CD8" ao modelo simplificado.

Com isto, serdao aplicadas técnicas de analise de sistemas dindmicos nao-lineares,

43



como analise de resposta no tempo e em espaco de estados, construcao de diagramas de
bifurcacao, computacgao e visualizacao de bacias de atragao, e determinacao de mapas de
estabilidade, essenciais para um entendimento substancial dos fenomenos presentes no
sistema. Utilizando o conceito de integridade dindmica (McDonald et al. 1985; Soliman
and Thompson 1989; Rega and Lenci 2005; Lenci et al. 2013), originalmente sugerido
para sistemas mecanicos, a sensibilidade da resposta imunoldgica a variacoes das con-
di¢oes do individuo (como a presenca de outras infecgbes, ou de outra doenga) e do
ambiente sera estabelecida.

Em relagao a trabalhos futuros, a partir das técnicas desenvolvidas e resultados ob-
tidos nesta tese, sera possivel definir um procedimento para caracterizar se a progressao
da infeccao levard ao desenvolvimento da doenca, ou se o sistema imunolégico sera ca-
paz de eliminar a infeccdo. Este procedimento tera o propodsito de ser um mecanismo

auxiliar para realizar diagnosticos mais rapidos e precisos para diversas patologias.

1.6 Estrutura da Tese

Nesta tese, estuda-se a modelagem matematica por meio de equacoes diferenciais ordi-
narias aplicada a dinamica de infec¢oes por HTLV-I. Esta tese esta dividida da seguinte
forma:

No Capitulo 1, tem-se uma breve introdugao relativa a esta pesquisa e também os
principais modelos de equagoes diferenciais ordindrias pertinentes ao HTLV-I e suas
peculiaridades.

No Capitulo 2, é apresentado um modelo de HTLV-I proposto por Lang and Li
(2012), com algumas alteragoes na fungao resposta CTL. Por conta disto, a anélise de
histerese e variagao paramétrica demonstrou a presenca de diversos tipos de equilibrio e
também, as expressoes para os pontos de equilibrio e critérios de estabilidade sao dados
como fung¢ao da taxa de mortalidade CTL, taxa de lise mediada por CTL e o parametro

n da funcao sigmoidal da resposta CTL.
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No Capitulo 3, é discutido dois modelos que abordam as interagoes entre HLA e
iKIR, e também, parametros para representar suas caracteristicas. Estes modelos nao
levam em consideragao os termos de saturagao e consideram apenas uma populagao de
células T CD8". A principal diferenca entre eles é que foi atribuido um pardmetro
relativo a concentracao de células T CD8* e por conta disso, observa-se uma mudanca
em seus pontos de equilibrio e analise de estabilidade.

O Capitulo 4 é apresentado as conclusoes. E, o Capitulo 5, lista as produgoes
cientificas referentes a este trabalho.

Por fim, o Capitulo A é o Apéndice.
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Capitulo 2

Modelo de infeccao por HTLV-I

Neste capitulo, é apresentado um modelo simples proposto por Lang and Li (2012),

analise da influéncia paramétrica, verificacdo de histerese, funcao resposta CTL para

n = 1,2 e 3 e analise de sua estabilidade.

Lang and Li (2012) estudaram a presenca de diversos tipos de equilibrio em um

modelo de HTLV-I, a dindmica da resposta CTL in vivo e patogénese do HAM /TSP.

O modelo descreve a relagao entre células T CD4" nao infectadas (), células T CD4*

infectadas (y) e linfécitos T citotoxicos (CTL) (2) e também, possui um pardmetro

n referente a um ajuste da curva sigmoidal e neste trabalho serd assumido um niimero

inteiro positivo. O modelo nao leva em consideragao a populacao de virus, pois o HTLV-I

nao é presente no sangue como particulas virais livres. O modelo é expresso por

T =\ — fry — mz,
Y = oBry — ayyz — p2y,

Z=cyf(z) — psz.

no qual a fungado resposta CTL, f(z), é dada por




No caso do HTLV-I, as células T CD4" néo infectadas x sdo produzidas com uma taxa
A1, morrem em uma taxa p; e tem taxa de transmissibilidade infecciosa 3. As células
T CD4" infectadas y, que sdo produzidas com uma taxa o denotada por coeficiente
de transmissibilidade, normalmente tem uma taxa py de mortalidade e a4 é a taxa de
lise pela a acao dos CTL, usualmente denotada como a “eficacia” CTL. Finalmente, os
linf6citos T citotéxicos (CTL) z, sdo produzidos e possuem uma capacidade de resposta
citotéxica com taxa ¢ e morrem em uma taxa psz, cujo parametro ps denota as células
T CD8T especificas do HTLV-I e o coeficiente de proliferagao é dado por cyf(z). A
capacidade de resposta CTL depende da frequéncia de contato e a efetividade de ligagao
entre receptores de células T e as moléculas MHC-I.

De acordo com as premissas anteriores o diagrama de transferéncia para o sistema

de equagoes diferenciais é dado por:

X Y H3Z

b Yy ot

(1-0)Bxy asyz

Figura 2.1: Diagrama de transferéncia.

O CTL é um tipo de célula imunolégica responsavel por eliminar as células infectadas
do organismo, o que por sua vez, serve como um hospedeiro para as particulas virais.
Assim, existem intmeros pares de presa-predador no mesmo sistema. Por exemplo, o
numero de células nao infectadas diminui a medida que elas sdo atacadas por particulas
virais livres e tornam-se assim células infectadas (representadas pelo termo fzy), e o
numero de células infectadas diminuem a medida que elas sao eliminadas pelos CTL
(representadas pelo termo auyz).

Como demonstrado por Lang and Li (2012), este sistema possui trés tipos de equi-

librio. O primeiro é relacionado a um organismo sem infeccao, o segundo é relacionado
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a um estado chamado hospedeiro assintomatico, e o terceiro é relacionado ao desen-
volvimento de HAM/TSP. Assim, mostra-se a influéncia dos pardmetros relacionados
com a taxa de produgao das células T CD4" nao infectadas (A1) e a taxa de produgao
de CTL (¢). No contexto de modelos biolégicos, as condigoes iniciais representam o
numero de células nao infectadas, nimero de células infectadas, particulas virais e CTL

no momento da exposi¢do (Nowak and May 2000).

2.1 Pontos de Equilibrio

No ambito biolégico, um ponto de equilibrio pode ser interpretado como o estado em
que o paciente nao apresenta infecgao, ou tem uma infecgdo continua (Nowak and May
(2000)). Matematicamente, um ponto de equilibrio é definido por:

Seja F: © € R™ — R™ da classe C' e considere § = F(y).

Defini¢ao: Um ponto yo € €2 é um ponto de equilibrio de y = F(y) se a fungao
constante ¢(t) = yo, Vt € R é solugdo desta equagao.

Proposigao: yo € €2 é um ponto de equilibrio de § = F(y) se e somente se F'(yg) = 0.

Assim, dado o sistema estudado:

T =M — Pry —
Uy = ofry — ayz — oy

i=cyf(z) — psz (2.3)

no qual a fungao de resposta CTL, f(z), é dada por

f(z) = (2.4)
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Para encontrar os pontos de equilibrio, o sistema deve satisfazer

At — Bry — a =0
ofxy — asyz — poy =0

Zn
— =0 2.5
“ L” + a] Haz (2:5)

Em suma, o sistema possui trés equilibrios que serao discutidos com mais detalhes
posteriormente e podem ser reescritos na forma : P, = (%,O, 0), P, = (z,4,0) e Py =

(7,9,2).

2.1.1 Regiao Pertinente

De acordo com Gémez-Acevedo et al. (2010), o sistema apresentado em (2.1) ¢é invariante
positivamente em R? , uma vez que a populacdo celular tem quantidades néo negativas
e com isto, serd restringida as andlises deste modelo em R? (Li and Shu 2011).

A partir da primeira equagao do sistema (2.1): & < A\ — pyx isto implica que

AL

x(t) < % para todo t > 0 se z(0) < % e assim, limsup, ,, # < 1.

Adicionando a primeira com a segunda equacao, tem-se
(x+y) =M —pz—Bry+ofry — poy —pyz = (x+y) =\ — e — (1 —0)fry —

K2y — pY=.

AL
e

Entdo, (z+y) = A\ —pu(z+y), onde = min {y, po}. Assim, limsup, . (z+y) <
A partir desta relagdo, conclui-se que para uma solucao (z,y, z) de (2.1) com z(0) +
y(0) < %, segue a seguinte inequacao diferencial: 2 < cy — pugz < c% — U3z, e assim,
: cA
lim sup,_,, z < e
Dessa forma, o sistema dindmico (2.1) pode ser analisado de acordo com a regiao
positivamente invariante viavel (I') descrito por Gémez-Acevedo et al. (2010) como:
= {(:v,y,z) eER3 1z < %,x—i—y < %,z < Z’;—L}

Neste modelo, a reproducao basica com relacao a infeccao viral e ao CTL é dada

por Ry e R; respectivamente. Esta relagdo descreve a nimero médio de células recém
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infectadas, geradas a partir de uma célula infectada no inicio do processo de infeccao.
Ou seja, no momento da infecgdo, todas as células sao nao infectadas (em termos de
epidemiologia, todas as células sdo suscetiveis a infec¢ao), e dessa forma, ainda nao teve
a resposta CTL (z(t) = 0). De fato, além do equilibrio P;, o sistema tem dois equilibrios
relacionados as infecgoes cronicas, sendo Py, = (z,9,0) e Py = (2%, y*, 2*) na regido T,
sendo T, g, (x*, y*, z*) todos estritamente positivos. O equilibrio P, esté relacionado a um
estado chamado hospedeiro assintomatico, ou seja, a infeccao nao apresenta nenhuma
resposta do CTL, enquanto que Pj estd associado ao desenvolvimento do HAM /TSP,
cuja infeccao possui uma resposta CTL persistente. Assim, quando um dos trés estados
permanentes do sistema eventualmente se instala, determina-se uma combinagao de dois
parametros limiares!, Ry = % e Ry = m onde R, ¢ essencialmente denotada
pelos ecologistas como “taxa de reproducao basica”, sendo uma relagao adimensional,
nao uma taxa. No caso de infec¢ao viral, Ry é o nimero médio de células infectadas
que derivam de alguma célula infectada no comeco da infecgao. Se cada célula produz
em média menos que uma nova célula infectada, entdo Ry < 1, dessa forma, a infecgao
nao ira se alastrar e o indculo inicial viral desaparecerd. Se cada célula infectada produz
mais que uma nova célula infectada, entdao Ry > 1, com isso a infeccao ird se propagar
(Gémez-Acevedo et al. (2010); Nowak and May (2000)).

Também de acordo com Gémez-Acevedo et al. (2010), Ry < Ry sempre se mantém

e é possivel trés resultados a seguir:

e Se Ry <1, o equilibrio P; é globalmente estavel na regiao I', e nenhuma infeccao

cronica pelo HTLV-I é possivel;

e Se R <1 < Ry, entao P; é instavel e P, é estavel, assim, todas as solugoes no
interior de I' convergem para P,. Neste caso, a infeccdo com HTLV-I sempre se

torna cronica, mas nenhuma resposta de CTL pode ser estabelecida. O sistema se

No sistema, § = ofBxy — pyz — 2y = 0 = y(oBx — o) =0 = o = 5—2 Assim, com y = 0, tem-se

Al_ﬂlxzoi)\l_ﬂl(%)zoi(7”02_’151):)\1:R0:>R0:72521

50



comporta como o de um portador assintomatico;

e Se 1 < Ry, tanto P, quanto P, sdo instaveis. A HAM /TSP relacionado ao equi-
librio P3 no interior de I' é estével. Sistema (2.5) é uniformemente persistente
e todas as solugoes persistentes convergem para P3. Neste caso, tanto a infec-
¢ao com HTLV-I cronica quanto uma resposta de CTL positiva a longo prazo sao

estabelecidas.

2.1.2 Pontos de equilibrio para funcao resposta CTL paran =1

O modelo (3.1) possui trés pontos de equilibrio onde as expressdes serao discutidas
posteriormente. Os valores para as variaveis no equilibrio serdo denotadas por z, y, 2.
Sera considerado primeiramente a funcdo do CTL quando n = 1. Assim, os pontos de

equilibrio satisfazem

A — Bry — =0
ofBry — asyz — poy =0

il ]—%2:0 (2.6)

Y [z+a

Primeiro ponto de equilibrio — P;

Relevando a primeira equacao do sistema (2.6),

_ A
By + (2.7)

A partir da segunda expressao, a condi¢ao para o equilibrio é dada por:

y=0Vopr—asz— =0 (2.8)
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Considerando a primeira possibilidade (y = 0) na equagao (2.7), entdo £ = A1/ e,
a partir da terceira expressao, z = 0.

Dessa forma, o primeiro ponto de equilibrio sempre existe e é dado por
A
P = (1;0; 0) . (2.9)
H

Este ponto de equilibrio representa uma condicdo sem células infectadas e, conse-

quentemente, sem uma resposta CTL.

Segundo ponto de equilibrio — P,

Considerando a segunda possibilidade na equagao (2.8), e usando a equagao (2.7), as

expressoes para T € sao

A oA — pi(asz + o)

r=——- Y= -
BY + (a4Z + p2)B

(2.10)

A partir da terceira equagao (2.8), a terceira condi¢ao para o equilibrio é dada por

cy

N
I
o

— i3 = 0. (2.11)

Considerando a primeira possibilidade (z = 0) e em termos de Ry na equagao (2.10),

o segundo ponto de equilibrio é dado por

[ M2 BoA — Hifo
P, = (50’ —”25 ,0) . (2.12)

Este ponto de equilibrio representa uma infeccao assintomatica, isto é, uma condigao
com um numero constante de células infectadas mas sem uma resposta CTL. Este ponto

sempre existe se Ry > 1.
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Terceiro ponto de equilibrio — P;

A partir da terceira equacdo, se z # 0, as expressoes para T € i sao

g o M2t aaz %(z+a)

of y=

Atribuindo estes valores na primeira equacao do sistema 2.6, tem-se

Mofe  pa(me+ Busa)  _fas(pc + Busa) + Buops |y faaPhs | _ 0
ofc ofc ofc ofc |

ofBAic

w2 (p1ctBusa —__gpac
p2(pic+Busa)

Considerando, ¢ = e ) ¢ lembrando que Ry = , segue

B | L 2 as B3
olz)=¢ {Rl e le " (M16+ﬁli30é)] ’ [Mz(/hCﬂLﬁM:sOé)]}

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Observe que g(0) = ((R; — 1), ¢(0) < 0 e o grafico de g é concavo para baixo.

Essas observagoes implicam que g possui uma tinica raiz positiva se Ry > 1. Este ponto

de equilibrio estd associado ao desenvolvimento de uma doencga associada ao HTLV-I,

HAM/TSP, cuja infecgdo possui uma resposta CTL persistente.
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2.1.3 Pontos de equilibrio para funcao resposta CTL no caso

generalizado

Nesta secao, o sistema estudado passa a ter a fungdo CTL em relagdo ao parametro n.

Assim, os pontos de equilibrio satisfazem

At — Bry — x =0
ofry — asyz — poy =0

Zn
— =0 2.16
Y L” + a] Haz ( )

Atribuindo estes valores na primeira equacao do sistema 2.16, tem-se

Ao — 1
78kt {Busaiz® + (mase + Buops)2' + Busaasz>" + Buapizaz' ™"} = 0
of ofc

(2.17)

Dessa forma, os pontos de equilibrio satisfazem?

Mo —pps 1

{Busasz® + (pase + Buaps)z' + Busaasz® " + Buspzaz' "} =0

of ofc
@zl_”(z" +a)=y
c
(2.18)
Mo + agz

ofs

Para n = 1, tem-se

__ M2tasz
T = o8

srthoBe — po(me + Buza) — zlas(pic + Buser) + Buspi] — 2*lasBus]} = 0

ey =(z+a). Em relacdo a variavel z,

Note que o caso geral possui como caso particular n = 1, visto anteriormente.

2Note que a funcdo em relacdo a varidvel z também pode ser escrita por
wf# — = {[(masc + Buaps)z' + Busasz?] + [Buopszt + Busasz’+] 2} =0
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2.2 Analise de Estabilidade

Nesta secao, a estabilidade de cada ponto de equilibrio sera estudada de acordo com o

Jacobiano associado ao sistema (2.6), ou seja,

=By — i1 —Bz 0
S 219
cz cy(zta—=z)

0 e e M

Serao considerados I'1, I'y e I's autovalores (Boyce and DiPrima 2006).

2.2.1 Funcao de Resposta CTL com n=1

Tomando a funcao de resposta para n=1, como foi visto anteriormente para o sistema
apresentado em (2.6), possuimos 3 pontos de equilibrio, desta forma, serd verificado

cada um destes casos.

Ponto P,

Aplicando o Jacobiano em P;, o respectivo polindmio caracteristico é dado por

oBA
(e —T) ( L r) (s —T) (2.20)
M1
com raizes
oBA
1=~ Iy = 5 - = 2 T3 = —pi3 (2.21)
1

Como pus(Ry — 1) > 0, uma das raizes possui a parte real positiva entdo este ponto
de equilibrio é instavel. Por outro lado, caso 5 < pips/Mo, este ponto de equilibrio

torna-se estavel. Em termos numéricos, ¢é estavel para 5 < 0, 5.
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Ponto P,

Aplicando o Jacobiano no segundo ponto de equilibrio, o polinémio caracteristico é dado

por,

(Lapsf + abBiy — Beo + cppin) (LB Mo + BAipiao + T2 1y — 9% p11)

— 2.22
p2?a ( )
com raizes
1
[y = —— [—peausf + fehio — paciu]
2B
1 [ —BMio £1/82030% — 43N0 + 4y
Tys = - (2.23)
2 M2
(2.24)

Em relacao ao autovalor I'y, para ser estével, a taxa de mortalidade (u3) deve satis-

Beio

fazer M2 > m

Para I'y 3, serem estaveis, a taxa de mortalidade (u2) deve satisfazer py < ﬁl’\t—i"

Ponto P;

Observe que, o terceiro ponto de equilibrio, a variavel z é dada através de uma funcao,
ou seja, para cada valor de z tem-se um x e um y associado.

Ou seja, dada a fungao:

9(2) = sAMoBe = pa(pie + Busar) — 2*as(pie + Busar) + Buops] — (2%)?[asfps},

note que, g(0) = ((R, — 1), ¢'(0) < 0 e o grafico de g é concavo para baixo.

Essas observagoes implicam que g possui uma unica raiz positiva se Ry > 1. Entao,
para os nossos calculos, sejam z; e 2o, as raizes da fungao polinomial de segundo grau
g(t), é valido atribuir valores que satisfagam : 23 < g(t) < 2.

Assim, serd aplicado o Jacobiano primeiramente em z; e sera feito a andlise para

que posteriormente, aplicar em zy, que sao os extremos de interesse. A partir dai, sera
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verificado a partir de qual valor de z satisfaz nosso problema.

Considerando
B = o?ps® B2 as® —2psaps® B2 as+ 20 Bopn as® +4ps 52 e aso + o pis® 82— 2o pis Sep ag+¢* py *ay®
as raizes de g(z) sdo:

1
219 —augfay — Busps — cyay = \/E} (2.25)

_li[
T 2a4Bus

Numericamente,
21 =0.32 +£3.247; —1.04 29 = —0.18 £ 0.687; —0.98 (2.26)

As expressoes no equilibrio para T e y, podem ser reescritas da forma

Mo + aqz = AOB — pijty — p1a42
o3 Blpz + asz)

T= (2.27)

E, substituindo na terceira expressao do sistema (2.6), a fungdo sigmoidal pode ser

reescrita,

_ M3 z
f(z) = c [haﬁ—umz—mawl (2.28)
B(p2+asz)

Assim, serd mostrado que z é uma solugao posivel da equagao f(z) = h(z), onde

_ 1P poz + asz? _
h(z) c [)\105 — Hip2 — M1G4Z] o f(z) <2'29)

Note que h(z) é concava para cima com raizes (—£2,0).
Graficamente, uma solucdao de z corresponde a uma interseccao do primeiro qua-
drante dos gréficos de f(z) e h(z).

Para 0 < 2z < Z—E(Ro —1), h(z) > 0 é concava para cima, enquanto f(z) pode mudar
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a sua concavidade quando n > 2. Dessa forma, pode nao ter exatamente uma ou duas
intersegoes. Assim, com Ry > 1, pode haver nenhum, somente um, ou dois pontos de

equilibrio.

2.3 Influéncia Paramétrica

Dado um sistema para ser analisado, seu comportamento esté intrinsecamente ligado aos
parametros utilizados. E muitas vezes é possivel observar mudangas no comportamento
do sistema apenas variando alguns parametros e observando o deslocamento do sistema.
A seguir, serd mostrada a influéncia paramétrica do sistema apresentado em 2.1 e para
isso, serd mostrado o histérico no tempo e a variacao de cada parametro. Em relagao
aos exemplos numéricos apresentados nesta tese, foram utilizados o solver Runge-Kutta
de quarta ordem por ser o mais usado na solu¢do numérica de problemas com equagoes
diferenciais ordindrias. No caso da variacao paramérica, para cada valor atribuido ao
parametro, fez-se uma integracao e plotou-se o valor maximo encontrado. As seguintes
simulagoes consideram o conjunto basico de parametros apresentados em Lang and Li
(2012), y =2, =1, =1, 0=1,p=1,up=1,¢c=385b=05 a=045e
em relagdo a funcdo de resposta CTL, n = 2. Vale ressaltar que foram consideradas as
seguintes condigdes iniciais (2, 0.25,0.5) e para cada variacao dos parametros, os demais
foram considerados fixos e variando tanto para maiores valores do pardmetro, quanto
posteriormente, para valores menores para verificagdo de pontos de equilibrio.

Em meio disso, quando estuda-se o comportamento de um dado parametro, é ttil
fazer a variacdo do mesmo tanto do menor para o maior valor quanto do maior para o
menor valor deste parametro para verificar possiveis casos de histerese. Desta forma,
o padrao utilizado para apresentar as figuras é que a curva em rosa é do maior para o
menor valor e utilizando como condigao inicial o tltimo valor obtido antes de atualizar o
parametro, em contraponto, a curva em preto denota os valores do menor para o maior

valor do parametro.
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E utilizada a funcio resposta CTL, f(z), que é dada por

f(z) = - (2.30)

2" 4o

Com o intuito de conhecer a influéncia exercida por esta fun¢ao no conjunto de equa-
¢oes diferenciais propostas por Lang and Li 2012, além do termo quadréatico da funcao
estudada primeiramente, serd atribuido graun =1, n = 3 e n = 5 para a mesma. Essas
curvas serao apresentadas no Apéndice.

Em suma, a taxa de mortalidade do CTL, parametro b, apresenta sensibilidade
com pelo menos 2 tipos de evolucao. Nesta secao, serd verificado a sensibilidade de
cada parametro do sistema proposto utilizando tanto a variacdo paramétrica quanto
verificagdo de histerese e também, a variagdo do grau da fungido de resposta do CTL
para que se tenha uma analise mais ampla de cada influéncia.

No caso da verificacao de histerese, isto é, quando as curvas possuem comportamento
diferente para entrada crescente em relacao a entrada decrescente, sera discutido para
cada parametro, e, nos casos em que as duas curvas coincidem na totalidade, significa
que s6 existe um equilibrio. Esse equilibrio pode ser estatico ou ciclo-limite.

Nos casos em que pelo menos um trecho das curvas nao coincidem, significa que neste
trecho existem pelo menos dois equilibrios coexistentes. O sistema vai para um ou outro
dependendo das condigoes inicias. Nas simulagoes, as condic¢des iniciais variam de forma
crescente e posteriormente decrescente, por isso os dois equilibrios sao encontrados.

Serao apresentados os historicos no tempo de cada parametro em relagao as células
T CD4" néao infectadas (z), células T CD4% infectadas (y) e linfécitos T citotéxicos
(CTL) (z), verificacao de histerese de cada pardmetro e também a influéncia da funcao
resposta CTL paran =1,3 e 5.

Essas consideragoes serao discutidas com mais detalhes nas préximas subsecoes.
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2.3.1 Taxa de infecgao de células T CD4" nao infectadas ()

Em relacdo a taxa de infeccao de células T CD4" nao infectadas, serd mostrado o
histérico no tempo em termos de 3 pelas células T CD4* nao infectadas (z), células T
CD47" infectadas (y) e linfécitos T citotoxicos (CTL) (z) como segue nas figuras 2.2 e

2.3, bem como sua variacao paramétrica em relagdo as condigoes iniciais.

25 2
2 — vy 15 —y
1.5 z z
1
1
0.5
0.5
0 0
—0.5 . . . . —0.5 . . . ,
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tempo [s] Tempo [s]
(a) B=0.1 (b) B=05

Figura 2.2: Historico do Parametro 8 para 8 = 0.1 e 0.5.

Na figura 2.2-(a) tem um decaimento para os valores de y e z enquanto que x é
constante. No equilibrio, para § < 0.5, como y = 0 e z = 0, este histérico no tempo

representa P;.

2 25
15 )@v r 2
z z
15
1
1
0.5
| 05
I~ 2
0 - - - g 0 - - - g
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tempo [s] Tempo [s]
(c) B=15 (@) p=2

Figura 2.3: Histérico do Parametro [ para § = 1.5 e 2.

Incialmente, na figura 2.3 as curvas tem uma pequena oscilagao e depois se estabi-

lizam para t > 25. Ao considerar o conjunto basico de parametros, no equilibrio, para
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£ > 0.5, P; é instavel e como todas as variaveis sao diferente de zero, este historico no
tempo representa Ps.

Para a variacao paramétrica, variou-se 3 em relacao as células T CD4™ nao infectadas
(x), células T CD4* infectadas (y) e linfécitos T citotéxicos (CTL) (z) da seguinte
forma, variou-se entre o maior e o menor valor atribuido nas figuras 2.2 e 2.3, ou seja,

foi considerado uma faixa de 0.001 < § < 2.

25

|
|
2
|
15}
|

|
|
05} |
|
|

Linfécitos
=

Células sadias
Células infectadas

0 0.5 1 15

Figura 2.4: Variacao do Parametro /.

As curvas apresentadas na figura 2.4, crescem ao longo do tempo com excessao no
intervalo 0.5 < 8 < 1. Neste intervalo, as curvas tem um pico, demonstrando assim,

uma inversao no crescimento e também, aonde ha mudancga dos pontos de equilibrio.
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Verificacao de histerese para [

Sera mostrado o comportamento do sistema quando as condi¢des iniciais variam tanto
do menor para o maior valor quanto do maior para o menor valor para a verificagado de
possiveis casos de histerese, isto é, serd apresentado variacdo paramétrica e o histérico

no tempo. Para verificar o comportamento em relagao a variacdo paramétrica, tem-se

257, | | | i | | | 2r, | | |
[ [ [ [ \ \ \ \ \ \ \ \
20 [ [ | i 08y | | | 15} 1 | | |
8 \ \ \ 2 \ \ \ \ \ \ \ \
g 151 \ \ \ © 0.67 \ \ \ \ \ \ \
() -

2 | | | | k= | | | o5 1 | | |
3 1 [ [ I g 04f [ [ [ [ [ [ [
o I I I I S I I I I osl I I I
05! | | | | 0.2} 1 | | | 20 | | |
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
oL \ \ | oll I ‘ I J oLl I ‘ I J
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

a) B b) B c) B

Figura 2.5: Variagao das condigoes iniciais do menor para o maior valor em relacao ao
parametro (.

Nota-se que na figura 2.5 as duas curvas se coincidem em sua totalidade, demons-
trando assim que existe apenas um equilibrio, P;. Quando as condic¢oes iniciais variam

do menor para o maior valor, o histérico no tempo é

25
X
2 vy
z
1.5
1
0.5
0 . . . ,
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura 2.6: Histérico do parametro 5 do menor para o maior valor das condig¢des iniciais.

Na figura 2.6, as curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor, a variagao paramétrica

do maior para o menor valor é dada por

2.5 1 2
| | | | | | | | | | |
[ [ | [ \ \ \ \ \ \
2 » 038
" [ [ 8 | | | | 15} 1 |
3 | | ‘\ | | 2 | | | | | | |
g 151 | | I | © 0.67 o/ | | | |
%] | 2 / =
A | | | I € | Y | Lo 1 I
3 1t [ [ Ity 04 a [ [ [ [
O \ \ \ \ 8 \ v \ [ o5l \
05! | \ \ \ 0.2l 1 [ Gy 20 \
\ \ \ \ \ Y \ \ \ \
ol \ \ | oLl y ! | oLl I
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2 0 0.5
a) B b) B c)

Figura 2.7: Variagao das condigoes iniciais do maior para o menor valor em relacao ao
parametro (.

Note que, diferentemente da figura 2.5, onde as curvas se sobrepoem, a figura 2.7
apresenta pelo menos um trecho em que as curvas nao coincidem, significando assim,
que neste trecho existe pelo menos dois equilibrios coexistentes. O histérico no tempo é

dado por

25
X
2 yr
z
15
1
0.5
0 . . . )
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura 2.8: Histérico do parametro [ do maior para o menor valor das condig¢oes iniciais.

Em suma, as figuras 2.5 e 2.7 é possivel identificar os intervalos de existéncia de pelo
menos dois pontos de equilibrio. Primeiramente, na figura 2.7-(a) para 0 < 5 < 0.5,
a curva magenta e preta se sobrepoe em x # 0 enquanto que para 2.7-(b) e 2.7-(c)
tem-se que y = z = 0. Para § > 0.5, tanto em 2.7-(b) quanto 2.7-(c) a curva preta é
constante em zero. Com estas consideragoes, conclue-se que a curva em preto representa

P, enquanto que a magenta Ps.
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2.3.2 Taxa de mortalidade de células T CD4" nao infectadas

(1)

Em relagao a taxa de mortalidade de células T CD4* nao infectadas (1), serd mostrado
o histérico no tempo em termos de u; pelas células T CD4 nao infectadas (x), células
T CD4* infectadas (y) e linf6citos T citotoxicos (CTL) (z) como segue nas figuras 2.9 e

2.10, bem como sua variacao paramétrica em relacao as condig¢oes iniciais. Dessa forma,

5 3
4 —yL 25 o
z 2 4
3
1.5(\/\/V\-l‘A“~‘g\~
2
1
1 0.5
|f 1N
0 0
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tempo [s] Tempo [s]
(a) p1 = 0.1 (b) 1 = 0.5

Figura 2.9: Histérico do Parametro p; para p; = 0.1 e 0.5.

Na figura 2.9, inicialmente, as curvas apresentam uma oscilacao e se estabilizam para
t > 25. E, em termos numéricos, para u; < 1,5, P e P, sdo instaveis e por isso, tende

ao Ps.

2 2
15 y 15
\,\ z z
1 1
0.5 0.5
/
0 0
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tempo [s] Tempo [s]
(c) pp =15 (d) p =2

Figura 2.10: Historico do Parametro p; para p; = 1.5 e 2.

Na figura 2.10, inicialmente, as curvas apresentam uma oscilagao e se estabilizam
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para t > 25. E, para u; = 1.5 é apresentado o P, enquanto que para p; > 2, é dado o
P, que satisfaz sua condicao de estabilidade.

Para a variacdo paramétrica, variou-se i1 em relacao as células T CD4" nao infecta-
das (z), células T CD4™ infectadas (y) e linfécitos T citotéxicos (CTL) (z) da seguinte
forma, variou-se entre o menor e o maior valor atribuido nas figuras 2.9 e 2.10, ou seja,

foi considerado uma faixa de 0.1 < py < 2.

Células sadias
Células infectadas
Linfécitos

0 0.5 1 15 2

Figura 2.11: Variacao do Parametro ;.

As curvas apresentadas na figura 2.11, decaem inicialmente, tendo um pico no inter-
valo 1 < p; < 1.5, significando uma inversao em seu decaimento e também, aonde ha

mudanca dos pontos de equilibrio.
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Verificagao de histerese para

Sera mostrado o comportamento do sistema quando as condi¢des iniciais variam tanto
do menor para o maior valor quanto do maior para o menor valor de entrada para a
verificacao de possiveis casos de histerese, isto €, serd apresentado variagao paramétrica

e o histérico no tempo. Desta forma, tem-se

2
| | |
\ \ \ \
[%]
s 1.5 3 | | |
3 K [ [ | |
° °
o4 o | | \
2 ,‘g:f 1 5 2 | [ [
= +
a Y [ | \
© 8 05 1l | | |
: | | | |
\ \ \ \
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 oLl ! ‘ I J
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2
a) d b) c) d

Figura 2.12: Variacao das condigbes iniciais do menor para o maior valor em relagdo ao
parametro ;.

Note que, na figura 2.12, as curvas possuem pelo menos um trecho em que nao
coincidem, siginificando asim, a existéncia de pelo menos dois equilibrios coexistentes
neste trecho. A curva em preto é referente ao P; uma vez que é diferente de zero em
todas as curvas da figura 2.12, enquanto que, a magenta refere-se ao P, pois apresenta

z=0.

25
X
2 vy
z
15
1
0.5
0
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura 2.13: Historico do parametro p; do menor para o maior valor das condigoes
iniciais.

As curvas apresentadas na figura 2.13 sao referentes ao P, e ndo apresentam oscilagoes

ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor, a variagao paramétrica

,
é dada por
5 2 4
| | | | | | | |
| | | | | | | |
ar I I I @15 3t I I I
1%}
© | | | | g | | | |
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<
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O I I I I 8 I I I I
10+ | I | 0.5 1 | | | |
| | | | | | | |
0 . 0 okt | . | ]
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
a) d b) c) d

Figura 2.14: Variacao das condigoes iniciais do maior para o menor valor em relagao ao
parametro .

Note que na figura 2.14 (b), as curvas nao coincidem em sua totalidade, significando
assim a coexisténcia de pelo menos dois equilibrios neste trecho. Neste caso, a curva em
preto ¢é referente ao P; pois y = z = 0, enquanto que a magenta ¢é relativa ao P, pois

= 0.

O hitérico no tempo, do maior para o menor valor, ¢ dado por

X
0.8 —y
z
0.6
0.4
0.2
0
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura 2.15: Historico do pardmetro p; do maior para o menor valor das condigoes
iniciais.

As curvas na figura 2.15 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo e também

descrevem Ps.
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2.3.3 Coeficiente de transmissibilidade (o)

Para entender o comportamento da taxa de producao de células T CD4" infectadas, ou
também denotado por coeficiente de transmissibilidade (o), serd mostrado o histérico
no tempo em termos de o em relagdo as células T CD4" néo infectadas (), células T
CD47" infectadas (y) e linfocitos T citotéxicos (CTL) (z) como segue nas figuras 2.16 e

2.17 para 0.1 < o < 2,

25 2

15

0.5
0.5

-0.5 -0.5
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tempo [s] Tempo [s]

(a) 0 =0.1 (b) 0 =0.5
Figura 2.16: Historico do Parametro o para ¢ = 0.1 e 0.5.

Na figura 2.16, células T CD4% nao infectadas possem um pequeno crescimento
inicialmente, e se estabilizam logo depois. Nota-se também que, as células T CD4"
infectadas e resposta CTL tem um pequeno decaimento e se estabilizam. Em termos
numéricos, para a faixa basica de parametros, as curvas apresentadas na figura 2.16
representam P; o que condiz com a condi¢ao de estabilidade para o < 0.5.

Inicialmente, na figura 2.17, as curvas possuem uma pequena oscilagao e posterior-
mente se estabilizam para t > 25. Essas curvas apresentadas, representam P3, uma vez

que todas as variaveis sao diferente de zero.
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2 3
X 25 X
15 vl ) y
z 2 zZ[r
1 15
1
0.5
P 0.5
0 0
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tempo [s] Tempo [s]
(¢c)o=15 (d) o =2

Figura 2.17: Histérico do Parametro o para 0 = 1.5 e 2.

Em termos da variacdo paramétrica deste pardmetro em relacao as células T CD4*
nao infectadas (), células T CD4" infectadas (y) e linfécitos T citotéxicos (CTL) (2)

como segue na figura 2.18
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0 0.5 1 15 2 0 0 0.5 1 15 2

o o o

Figura 2.18: Variagdo do Parametro o.

As curvas apresentadas na figura 2.18 crescem em sua totalidade em excessao para
o intervalo 0.4 < ¢ < 1. Neste intervalo, as curvas apresentam um pico, demonstrando

uma inversao em seu crescimento e também, aonde ha mudanga dos pontos de equilibrio.
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Verificacao de histerese para o

Sera mostrado o comportamento do sistema quando as condi¢des iniciais variam tanto
do menor para o maior valor quanto do maior para o menor valor para a verificagado de
possiveis casos de histerese. Isto é, para este parametro, serd apresentado a variagao

paramétrica e seu respectivo histérico no tempo. Desta forma tem-se
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a) [} b) o c) o

Figura 2.19: Variacao das condigoes iniciais do menor para o maior valor em relagdo ao
parametro o.

Nota-se que na figura 2.19, as duas curvas coincidem em sua totalidade, isto é, existe
apenas um equilibrio neste trecho.

Cujo historico no tempo é dado por

25
X
2 yI
z
1.5
1
0.5
0 . . . ,
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura 2.20: Historico do pardmetro o do menor para o maior valor das condigoes
iniciais.

As curvas na figura 2.20, ndo apresentam oscilagbes ao decorrer do tempo.
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Em contraponto, a variagao do maior para o menor valor, é dada por
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Figura 2.21: Variacao das condigbes iniciais do maior para o menor valor em relagdo ao
parametro o.

Note que, diferentemente da figura 2.19, onde as curvas se sobrepdem, a figura 2.21
apresenta pelo menos um trecho em que as curvas nao coincidem, com isto, neste trecho
existe pelo menos dois equilibrios coexistentes. A curva magenta representa P; enquanto
que a preta P;.

Com o historico dado por
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z
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1
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0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura 2.22: Histérico do parametro ¢ do maior para o menor valor das condigoes
iniciais.

As curvas na figura 2.22, nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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2.3.4 Eficacia da agdo CTL (ay)

Para entender o comportamento da eficicia CTL (a4) ao decorrer do tempo, tem-se a
varia¢ao paramétrica deste pardmetro em relagao as células T CD4™ néo infectadas (z),
células T CD4™" infectadas (y) e linfécitos T citotéxicos (CTL) (2) como segue na figura

2.23. Neste caso, foi atribuido uma faixa de 0.1 < a4 < 1.99.

15

Células sadias
Células infectadas
Linfécitos

Figura 2.23: Variagdo do Parametro ay

A curva em 2.23 a) apresenta um crescimento no intervalo 0.1 < a4y < 1.5, um
decaimento em 1.5 < ay < 1.7, e depois disso, apresenta um crescimento de 1.7 < a4 <
1.99. Em 2.23 b), nota-se que a curva apresenta um decaimento em 0.1 < a4y < 1.5 e
um crescimento para 1.5 < ay < 1.99. Para 2.23 ¢), a curva apresenta um decaimento

em sua totalidade.

3 15

1 0.5

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tempo [s] Tempo [s]

(a) ag = 0.1 (b) ay = 0.5 (c) ag = 1.5

Figura 2.24: Histérico do Parametro a4 para ay = 0.1, 0.5 e 1.5

Nota-se que em 2.24, as curvas apresentam oscilagoes nos instantes iniciais, ficando

mais nitido para valores maiores do parametro ay.
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VANANAANAAAA A

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 100 200 300 400 500

Tempo [s] Tempo [s] Tempo [s]
(d) ag = 1.7 (e) ag = 1.99 (f) ay = 1.99 com maior faixa

Figura 2.25: Histérico do Parametro a4 para ay = 1.7 ¢ 1.99

De acordo com 2.24 e 2.25, quanto mais se aproxima de valores para as = 1.99, fica
mais claro as oscilagdes. Dessa forma, para ay = 1.99 apresenta um ciclo limite uma vez

que correspondem a movimentos oscilatérios.
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Verificagao de histerese para a,

Sera mostrado o comportamento do sistema quando as condi¢des iniciais variam tanto
do menor para o maior valor quanto do maior para o menor valor para a verificagado de
possiveis casos de histerese. Isto é, para este parametro, serd apresentado a variagao

paramétrica e seu respectivo histérico no tempo.
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Figura 2.26: Variacao das condigoes iniciais do menor para o maior valor em relagdo ao
parametro ay

Para melhor visualizagao discretizou-se os valores para a4 proximos a 1.99. Desta

forma
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Figura 2.27: Variacao das condigoes iniciais do menor para o maior valor em relacao ao
pardmetro a4 com zoom
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As curvas nas figuras 2.26, 2.27 nao coincidem em sua totalidade para valores que se

aproximam de a4 = 1.99, indicando assim pelo menos dois equilibrios coexistentes neste

trecho.

Cujo histoérico no tempo é dado por

y

0 50 100 150 200
d) Tempo [s]
Figura 2.28: Historico do pardmetro a, do menor para o maior valor das condigoes

iniciais
As curvas em 2.28 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo e representam

Ps.

Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,

CD4" sadias
= = =
N (2] [o2]

I
N

a)
Figura 2.29: Variacao das condigoes iniciais do maior para o menor valor em relacao ao
parametro ay
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Fazendo novamente a discretizacao para valores proximos de 1.99, tem-se
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Figura 2.30: Variacao das condigbes iniciais do maior para o menor valor em relagdo ao
parametro ay com maior refinamento

As curvas nas figuras 2.29, 2.30 nao coincidem em sua totalidade para valores que se

aproximam de a4 = 1.99, indicando assim pelo menos dois equilibrios coexistentes neste

trecho.

Com o historico no tempo dado por
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Figura 2.31: Histérico do parametro a, do maior para o menor valor das condigoes

iniciais

As curvas apresentam movimentos oscilatérios em 2.31 indicando um ciclo limite.
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Analise dos pontos de bifurcagao

Nesta secao, analisou-se numericamente a histerese dos parametros 3, pi, o e a4, 0s
demais serao ilustrados no Apéndice. Com isto, mostrou-se quais eram as regides onde
existem pelo menos dois pontos de equilibrio coexistentes.

Em meio disso, em termos analiticos, quando aplicamos o jacobiano em cada ponto
de equilibrio, resulta em um polindomio caracteristico, cuja solugao sao os autovalores
relacionados ao sistema estudado.

Se, no polinémio caracteristico, deixar o mesmo em func¢ao de um dos parametros e
atribuir os valores apresentados em Lang and Li (2012) para os demais, isto é, A} = 2,
=1L m=1Lo=1p=1 u =1, c=3.85 b= 0.5, « = 0.45 e seu respectivo valor
em relagdo a fungao de resposta CTL (n), resultard em autovalores dependentes deste
parametro.

Sabendo que a estabilidade muda quando os autovalores assumem valores positivos
ou negativos, ¢ plausivel analisar quando acontece essa mudanca na estabilidade e, para
isso, basta verificar quando os autovalores sao iguais a zero. Isso mostra quando o
parametro de interesse muda sua estabilidade e assim, quando seu respectivo ponto de
equilibrio comega a existir.

Como por exemplo, na figura A.50, com n = 3, nota-se que no intervalo entre
0 < o < 0.5, s6 existe a curva preta e ela apresenta valores apenas para a concentracao
de células T CD4' nao infectadas (x), ou seja, é relacionada ao primeiro ponto de
equilibrio. A partir de ¢ > 0.5, a curva magenta aparece, mostrando a coexisténcia de
um segundo ponto de equilibrio.

Quando calcula-se os autovalores dependentes apenas do parametro o, resulta em
o = 0.5, isto mostra o valor para sigma onde o segundo ponto de equilibrio comeca a
existir que é exatamente o valor apresentado na figura A.50. Para os outros intervalos,

a analise ¢ analoga.
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Capitulo 3

Modelo de HTLV-I com iKIRs

No capitulo 1, foi apresentado o modelo (1.8) que descreve o comportamento das células
T CD47 néo infectadas (z), células T CD4" infectadas (y) e ambos os tipos de células T
CD8T (21 e z9) restringidas por diferentes moléculas HLA com competigao entre espécies
com o estimulo do HTLV-I. Neste Capitulo, sera apresentado um modelo mais simples,
onde serd estudado o comportamento das células T CD4™ nao infectadas (z), células T

CD4" infectadas (y) e serd considerado apenas um tipo de célula T CD8% (z;)

3.1 Sistema simplificado

Para melhor entender o comportamento do sistema descrito em (1.8), serd considerado
um modelo mais simples, onde terd apenas uma concentracao de células T CD8™, des-
crita pela varidavel z;, e nao sera considerado os termos de saturagdo. Assim, pode-se

reescrever o sistema apresentado no Capitulo 1 como,

&=\ — Bry — mx
Y = Pry — agyz1 — [y (3.1)

21 = agyzy — H321
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Baseado em dados experimentais e de outros estudos teéricos (Gomez-Acevedo and
Li 2005; De Boer 2007; Althaus and De Boer 2008; Gomez-Acevedo et al. 2010; Li and
Shu 2011; Lim and Maini 2014), a faixa dos valores dos parametros na equagao (3.1)

estao descritos na tabela 3.1

Tabela 3.1: Faixa dos Parametros para o sistema 3.1

Parametro Limite Inferior Limite Superior Unidades
A1 10 25 células/mm? /dia
54 51074 3x1073 mm?/células/dia
1, f2, 3 0.01 0.03 1/dia
ay (2x1073)*z (3x107%)*z  mm?/células/dia
ag 2.5x107° 1x1073 mm? /células/dia

Para os demais parametros descritos na tabela 1.1 o valor é nulo pois neste sistema,

nao apresentamos o uso dos demais.

3.1.1 Pontos de Equilibrio

O modelo dado pelo sistema (3.1) tem trés pontos de equilibrio, onde as expressoes sao

dadas como segue. Os valores para as variaveis no equilibrio sera denotado por z, y, Zz.

Primeiro ponto de equilibrio — P,

A partir da primeira equagao do sistema (3.1), a condigao para equilibrio é dada por

A
T=—" (3.2)
By +
Pela segunda equagao, tem-se que a condi¢ao para equilibrio é
@ =0 V 6.% - a421 — M2 = 0. (33)

Considerando a primeira possibilidade (y = 0) no sistema (3.3), entdo * = A1 /u1, e,

a partir da terceira equacao, z = 0.
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Dessa forma, o primeiro ponto de equilibrio sempre existe e é dado por
A
P = (1;0; 0) . (3.4)
1

Este ponto de equilibrio representa uma condi¢ao sem células infectadas e, consequen-
temente, sem resposta CTL.
Segundo ponto de equilibrio — P,

Se a segunda equagao no sistema (3.3) for considerada, e usando a equagao (3.2), as

expressoes para T e y sao dadas por

ayz1 + o 7= BAL — p(agzr + pz2)
3 Blaszr + pa)

€T =

(3.5)

A partir da terceira equacdo no sistema (3.1), a condi¢do para o equilibrio é dada

por
51 =0 V CLgZ_/ — U3 = 0. (36)

Considerando a primeira possibilidade (z = 0) na expressao (3.3), o segundo ponto

de equilibrio é

_ [ M2, BAL — Mo
P = (5 ’75/@ ,O) . (3.7)

Este ponto representa uma condigdo com um numero constante de celulas infectadas,

mas sem uma resposta CTL, e pode representar uma infec¢ao assintomatica.

Terceiro ponto de equilibrio — P;

Se a segunda implicacao na expressao (3.6) for considerada, e, sabendo que z e y sdo

dados pela equagao (3.2), as expressoes para T e y sao dados pela equagao (3.5), assim,
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pode-se escrever o terceiro ponto de equilibrio como segue

_ ( Arag M3 agBA1 — agfiipla — 5#2#3)
agpiy + B’ as’ (agpr + Buz)aq

3.1.2 Analise de Estabilidade

Nesta se¢ao, a estabilidade de cada ponto de equilibrio sera estudada usando o Jacobiano

associado ao sistema (3.1), que é dado por

—By — —Bx 0
J = By e —aszr —po —aay (3.9)
0 agzy agy — U3

Ponto P,

Aplicando o Jacobiano em P;, o respectivo polindmio caracteristico é dado por

A
(ﬂl . r) (~ = T)(~ts — T (3.10)
M1
com raizes
A
Fl = ﬁlul — U2 Fg = — M1 F3 = —U3. (311)
1

Note que as taxas de mortalidade j; e s sdo positivas, a condigao para P; ser estavel

g < Mtz (3.12)
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Ponto P,

Aplicando o Jacobiano (3.9) em Ps, o polinémio caracteristico é dado por

(TBus — a1 + aspapia + Bpaps)(T2us + LB + BAips — papi2?)

_ 3.13
po? B ( )
com raizes
b BN VA — 4BAupe? + A’
1,2 2
A\ — _
Iy — agBA1 — agpiifio BMQM?). (3.14)
Bz
Para ser estavel, I'; o < 0, assim, a condi¢ao de estabilidade deve satisfazer
g > Kt (3.15)
At
Em relagao a I's, a condicao de estabilidade deve satisfazer
BlagAi — papiz) < agpu pro (3.16)

De acordo com o sinal do termo entre parénteses, a condicao de estabilidade deve

satisfazer a equacao 3.17, para sinal negativo ou positivo, respectivamente,

6> (Mxm) (as _aguim,) B < (”;’f) <a8 _GSW> (3.17)

A1

Note que, se ag < (u2u3)/(A) a equagdo 3.18 implica que § ~ 0. Isso é uma

contradigao pois [ satisfaz a equacao 3.15. Assim,

H1f2 as
5>( A )(ag—’”“?’> (3.18)

A1
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Ponto P;

Quando aplica-se o Jacobiano no terceiro ponto de equilibrio, a solugao é muito extensa e
de dificil entendimento em seu comportamento. Dessa forma, serda necessario um estudo
mais detalhado de seu comportamento tanto no ambito biolégico quanto matematico.
Em meio disso, serao atribuidos valores descritos na tabela 3.1 para alguns parametros,
deixando assim, em funcdo dos parametros de interesse a4, ag € [ para analisar a in-
fluéncia de cada um. A fim de simplificar a solucao quando se é aplicado o Jacobiano
no terceiro ponto de equilibrio Ps, atribuiu-se os valores dos limites superior e inferior

dos parametros deixando a resposta também em funcao de ay4, ag e 5, como segue:

Limite Inferior em P;

Primeiramente, aplicando os parametros convenientes ao sistema relacionado com o

limite inferior, segue-se que:

& =10—-5x 10"*2y — 0.0l
g =5 x 1072y — 0.04yz — 0.01y (3.19)

71 = 2.5 x 107°yz — 0.01z

com autovalores

I, = —0.010 Iy =—0.184 s = —0.016 (3.20)

Note que todos esses autovalores sao reais negativos entao, este ponto de equilibrio

é um noé estavel.
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Limite Superior de P;

Agora, aplicando o limite superior dos parametros, segue que o sistema é reescrito da

forma

& =25—-3x10"3zy — 0.03z
=3 x 102y — 0.6yz; — 0.03y (3.21)

Z =1x10"yz — 0.03%

com autovalores

'y = —0.030 ['y3 = —0.045 £ 0.2637 (3.22)

Note que os autovalores I'; e I'3 sao complexos conjugados com parte real negativa.
Para os parametros utilizados, este ponto de equilibrio é um espiral e, como a parte real
dos autovalores é negativa, esse ponto é estavel.

Ainda nao se sabe para quais valores dos parametros de interesse acontece essa
mudanca no tipo de ponto critico, entao, outra tentativa para melhorar a solugao, é

reescrever o sistema em funcao dos pardmetros 3, a4 e ag. Assim,

T =20— fxy — 0.02z
y = Bry — asyz — 0.02y (3.23)

21 = asyzy — 0.0221

Assim, o terceiro ponto de equilibrio pode ser reescrito

20 0.02 20agf — 0.0004ag — 0.0004
Py = ( as 002 20asp as P ) (3.24)

0.02as +0.023" as =~ a4(0.02ag + 0.023)
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Com autovalores

0.01
Fl = —0.02 F273 = — (-ﬁ + \/—2 X 10561825 + 4@82 + 4@85 + 52> (325)
as

Para ser estavel, I'y 3 < 0. Assim, a condigao para ser estdvel deve satisfazer
dag < B (2 x 10°a5 — 4) (3.26)

Essas condic¢oes implicam que I'y, I'y e I'3 sao estaveis.
Para diferenciar se o ponto de equilibrio é do tipo n6 (real) ou espiral (imaginario),
deve-se saber qual o limite do ponto para essa implicacao, isto é, verificar se o valor na

raiz é positivo ou negativo. Assim, se
das? < B (2 x 10°a — 4ag — ) (3.27)

os autovalores sao complexos conjugados com parte real negativa e, portanto, ¢ uma
espiral, i.e., estavel.

Nota: Quando se insere o parametro ps3, a solucao para os autovalores do sistema
torna-se muito extensa.

No caso do terceiro ponto de equilibrio P, tem-se um polindémio de grau sete para
os parametros a4, ag e . Entdo, na resposta, obteve-se um polinémio cuja a ordem
do parametro era no maximo sete. Com o intuito de facilitar a compreensao da solu-
¢ao, baixou-se gradualmente a ordem dos pardmetros em comum até um polindémio de
segunda ordem.

Considerando:

,l
4 |a52%\/0.02a5 + 0.025]° 5 _ 1(0.02a5 +0.025) . (3.28)
as(0.02ag + 0.0253) 3 as ’ '
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0.68(2asf — 0.8 x 10~ %ag — 0.4 x 107*3)

C T
(08262(0.020@ + 0026)2)3

(3.29)

os autovalores em relagao ao terceiro ponto de equilibrio podem ser reescritos,

V3

I'y =0.0034 — B —42.57C" T'y3 = —0.001A — B +21.29C + 7(0.00314 +42.57C)i

(3.30)

Dessa forma, o terceiro ponto de equilibrio é estavel pois os autovalores sao complexos

conjugados com parte real negativa e, portanto, é uma espiral.
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3.1.3 Exemplos Numéricos

O sistema 3.1 foi resolvido numericamente para diferentes valores de A\; com os valores
descritos na tabela (3.1), enquanto era mantido os demais parametros com os respectivos
valores de referéncia e 3 = 10~°, de modo a ilustrar os trés comportamentos apresentados
em secoes anteriores.

A figura 3.1-(a) mostra a resposta com A\; = 10. Neste caso, a condigdo dada pela
equacao 3.12 é satisfeita, portanto, o sistema vai para P;, como pode ser observado
por y e z; indo para zero no equilibrio enquanto z vai para aproximadamente 1000
[células/mm?].

Na figura 3.1-(b), Ay = 3, que satisfaz as condi¢oes dadas pelas equagoes 3.15 e 3.16.
Neste caso, y > 0 e x vai para aproximadamente 150 [células/mm?3].

Finalmente, a figura 3.1-(c), nenhuma das condi¢oes para P; e P, sdo satisfeitas,
o que significa que o sistema vai para P, como visto por x > 0, y > 0 e 2; > 0 no
equilibrio. Observe também que os valores dos pardmetros estdo dentro dos limites

inferior e superior fornecidos na se¢ao anterior.

1200 1200 1200
& X & X & X
£ 1000 E——— £ 1000 -y £ 1000 -y
& 800 1 & 800 1 g 800y, 1
= =] E ‘
3 600 3 600 8 600/
° ° ° !
& 400 & 400 & 400 "
2 e 2 200l
g 200 g 200 g 200 ‘\‘
Knmme —
0 0 Ol e e
0 500 1000 0 500 1000 0 500
Tempo [dias] Tempo [dias] Tempo [dias]
-5 -5
(a) B =10 (b) My =3ep=10 (c)

Figura 3.1: Critérios de estabilidade para o sistema 3.1

3.1.4 Histérico no Tempo do modelo 3.1

Para o sistema 3.1, atribuiu-se o valor do limite inferior e posteriormente o limite superior

dada pela tabela 3.1. Fazendo com que os demais parametros sejam dados como na
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tabela 3.2:

Tabela 3.2: Valores para o Equilibrio Sistema Simples - referéncia

Paradmetros valores minimos  referéncia maximos
A1 10 20 25
15} 5x 1074 1x1073 3x1073
M1, Wa, U3 0.01 0.02 0.03
[b4 0 0 0
as e as (2x1073) %27 (2x107%)%2;  (3x1072)x2
)\3 € )\4 0 0 0
as 2.5x107° 4.5%x1074 1x1073
a3 0 0 0
aip € ais 0 0 0
$1 0 0 0
k1 0 0 0
l{3 € k’4 0 0 0

De forma geral, observa-se que as concentragoes de células T CD4" sauddveis (x),

células T CD4™ infectadas (y), e células T CD8* (z;) oscilam um pouco nos primeiros 250

dias e atingem o regime permanente por volta dos 300 dias, com excec¢ao do parametro

ag que atinge o regime permanente passados 600 dias quando se atribui o valor maximo

do parametro ag e 1800 dias quando atribui o valor minimo do pardmetro ag.
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Figura 3.2: Historico no tempo no equilibrio para o sistema 3.1 para os valores de
referéncia dos parametros dados pela tabela 3.2

Nota-se que na figura 3.2, o sistema apresenta tempo de assentamento das trés curvas
em 300 dias, depois disso, atinge o regime permanente. O valor final da concentracao de
células T CD4™ ndo infectadas (x) é de 310,9 [células/mm?], células T CD4" infectadas
(y) é de 44,36 [células/mm?]e para as células T CD8" (z) é de 14,5 [células/mm?].

Nota-se também que a amplitude maxima dé-se a concentracao de células T CD4"

nao infectadas ()
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Figura 3.3: Histérico no tempo no equilibrio para o sistema 3.1 para o valor minimo
(esquerda) e méaximo (direita) do pardmetro A; dado pela tabela 3.2

O tempo de assentamento tanto do valor minimo quanto do valor maximo do para-
metro A\; é dado em 300 dias, como mostrado na figura 3.3. Para o valor minimo do
parametro (esquerda),o valor final da concentragao de células T CD4*1 nao infectadas
(x) é de 156 [células/mm?], células T CD4" infectadas (y) é de 44, 54 [células/mm?] e
para as células T CD8™ (z;) ¢ de 6,76 [células/mm?] equanto que para o valor maximo
(direita), a concentracio de células T CD4™ nao infectadas (z) é de 387, 8 [células/mm?],
células T CD4" infectadas (y) é de 44, 47 [células/mm?]e para as células T CD8" (z) é
de 18,38 [células/mm?]. Com isto, mostrou-se um aumento nas concentracoes de (z) e

(z1) pertinente ao aumento do pardmetro relativo a taxa de podugao de células T CD4*

(A1)
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Figura 3.4: Histérico no tempo no equilibrio para o sistema 3.1 para o valor minimo
(esquerda) e méaximo (direita) do pardmetro 5 dado pela tabela 3.2

Quando se atribui o valor minimo ao parametro 3, as curvas possuem tempo de
assentamento de 500 dias enquanto que o aumento do valor do parametro 3 acarreta
em um tempo de assentamento menor, dado em 150 dias, como mostrado na figura 3.4.
Para o valor minimo (esquerda), a concentragao de células T CD4" nao infectadas ()
é de 472,9 [células/mm?], células T CD4T infectadas (y) é de 44,56 [células/mm?] e
para as células T CD8T (z;) é de 10, 86 [células/mm?| equanto que para o valor méximo
(direita), a concentracio de células T CD4* nao infectadas (z) é de 129, 9 [células/mm?],
células T CD4™T infectadas (y) é de 44, 64 [células/mm?] e para as células T CD8™ (21) é
de 18,48 [células/mm?]. Com isto, mostrou-se uma diminui¢do na concentragao de (z)

pertinente ao aumento do pardmetro relativo a transmissibilidade infecciosa ().
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Figura 3.5: Histérico no tempo no equilibrio para o sistema 3.1 para o valor minimo
(esquerda) e méaximo (direita) do pardmetro p; = ps dado pela tabela 3.2

O tempo de assentamento do valor minimo do pardmetro pu; = ps é de 350 dias
enquanto que o aumento do mesmo diminui o tempo de assentamento em 250 dias, como
mostrado na figura 3.5. Para o valor minimo (esquerda), a concentracao de células T
CD4" néo infectadas (z) é de 367,6 [células/mm?], células T CD4" infectadas (y) é de
44,13 [células/mm?] e para as células T CD8" (z;) é de 17,86 [células/mm?] equanto
que para o valor maximo (direita), a concentracao de células T CD4* nao infectadas ()
é de 267, 7 [células/mm?], células T CD4" infectadas (y) ¢ de 44, 8 [células/mm?] e para
as células T CD8 (21) é de 11,93 [células/mm?]. Com isto, mostrou-se uma diminuigao
nas concentragoes de (x) e (z1) pertinente ao aumento do pardmetro relativo a taxa de

mortalidade de células T CD4" nao infectadas (i) e infectadas (us).
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Figura 3.6: Histérico no tempo no equilibrio para o sistema 3.1 para o valor minimo
(esquerda) e méaximo (direita) do pardmetro ps dado pela tabela 3.2

O tempo de assentamento do valor minimo do parametro us é de 400 dias enquanto
que o aumento do mesmo atinge o regime permanente em 250 dias, como mostrado
na figura 3.6. Para o valor minimo (esquerda), a concentragdo de células T CD4"
nao infectadas (x) é de 472, 5 [células/mm?], células T CD4" infectadas (y) é de 22,64
[células/mm?|e para as células T CD8T (z1) é de 22,64 [células/mm?| equanto que para
o valor maximo (direita), a concentragdo de células T CD4" nao infectadas (x) é de
230, 6 [células/mm?], células T CD4" infectadas (y) ¢ de 66,85 [células/mm?| e para as
células T CD8T (z;) é de 10,54 [células/mm?]. Com isto mostrou-se um aumento na

concentragao de (y) pertinente ao aumento do parametro relativo a taxa de mortalidade

de células T CD8" (u3).
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Figura 3.7: Histérico no tempo no equilibrio para o sistema 3.1 para o valor minimo
(esquerda) e méximo (direita) do pardmetro a4 dado pela tabela 3.2

O tempo de assentamento tanto do valor minimo quanto do valor maximo do para-
metro a4 é de 300 dias, como mostrado na figura 3.7. Para o valor minimo (esquerda),
a concentracio de células T CD4" nao infectadas (z) é de 310,9 [células/mm?], célu-
las T CD4" infectadas (y) é de 44,36 [células/mm?]e para as células T CD8' (z;) é
de 145, 1 [células/mm?] equanto que para o valor méximo (direita), a concentragao de
células T CD4™ nao infectadas (x) é de 310,9 [células/mm?], células T CD4" infectadas
(y) é de 44,36 [células/mm?®] e para as células T CD8" (z1) é de 9,67 [células/mm?].
Com isto mostrou-se uma diminui¢ao na concentracao de (z;) pertinente ao aumento do

parametro relativo a taxa de lise média por células T CD8™ (ay).
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Figura 3.8: Histérico no tempo no equilibrio para o sistema 3.1 para o valor minimo
(esquerda) e méximo (direita) do pardmetro ag dado pela tabela 3.2

O tempo de assentamento do valor minimo do parametro ag é de 1800 dias enquanto
que o aumento do mesmo faz com que o regime permanente seja atingido em 600 dias,
como mostrado na figura 3.8. Para o valor minimo (esquerda), a concentragao de células
T CD4" néo infectadas (z) é de 24,36 [células/mm?], células T CD4" infectadas (y) é
de 800, 8 [células/mm?] e para as células T CD8" (z;) ¢ de 0,22 [células/mm?] equanto
que para o valor maximo (direita), a concentracdo de células T CD4" nao infectadas
(x) é de 500,5 [células/mm?], células T CD4" infectadas (y) é de 19,98 [células/mm?]
e para as células T CD8" (21) é de 23,97 [células/mm?]. Com isto mostrou-se uma
diminuigao na concentracao de (y)e um aumento na concentragdo de () pertinente ao
aumento do parametro relativo a taxa de proliferacao de células T CD8* (ag).

Nota-se também que as curvas apresentam maiores oscilagoes ao aumentar o valor

do parametro ag.
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3.2 Sistema com taxa de producao de células T CDS8"

Nesta se¢do, serd adicionada a taxa de produgao de células T CD8" (A3) no sistema
3.1 para estudar as implicagdes tanto nos pontos de equilibrio quanto nos critérios de

estabilidade. Portanto, o sistema modificado é dado por,

&=\ — Bry — mx
Y = Bry — agyz, — pay (3.31)

21 = A3+ agyz — [z

Para determinar os pontos de equilibrio, sera de forma analoga ao sistema 3.1. O
sistema apresenta dois pontos de equilibrio, o primeiro com y = 0 e o segundo para

y > 0. Estes pontos de equilibrio sdo dados por

P = <>\1,07 AS) Py = ( M Y s ) (3.32)

M1 3 By +p1 7 agy — s

Note que P; é um caso particular para o caso P».

Em relagao a P, os respectivos autovalores sao

B aggfty — BA1s + piflaps
H1p3

Fl = — M1 FQ = —U3 P3 == (333)

Como trata-se de um modelo biolégico, 1y > 0 e ug > 0, consequentemente, I'y < 0

e I's; < 0. Em relaciao a I's, a condicao de estabilidade deve satisfazer

A
8 < ”1<“2ij/; a4)3) (3.34)

Contudo, para todos os valores da tabela 3.3, I's > 0. Com isto, este ponto de equilibrio
é sempre instavel.

Finalmente, em relacao a P, substituindo o valor de equilibrio de z da equacgao 3.32
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na equacao 3.31, é possivel reescrever

_ At B — piaaz + p2) =3
2 — ) ) (335)
By + 1 B(agzy + p2) agy — K3
De fato, a condicao de existéncia pode ser expressada por
y< B (3.36)
as

Substituindo o valor de equilibrio de z; na equagao 3.31, obtém-se o seguinte polind-

mio quadratico em funcao de y

Busagy® — [B(asds + pops + Aag) — pipaas] y + BAips — piashs — papops =0 (3.37)

Para ilustrar onde estdo as regides positivas e negativas da equacao 3.37, foram
usados os valores de referéncia apresentados na tabela 3.3 para plotar a parabola f(y)
como mostra a figura 3.9 (a). Existem dois zeros, um em y = 32.2 [células/mm?] e o
outro em y = 1214.5 [células/mm?]. Note que f(y) > 0 para y < 32.2 [células/mm?] e
y > 1214.5 [células/mm?|, caso contrario f(y) < 0.

Pela equacao 3.35, lembrando que z > 0 e y > 0 para modelos bioldgicos, é possivel
escrever

A1 —A3

>0 — >0 3.38
By + agy — 3 (3:38)

Usando os valores de referéncia, essas condigdes implicam que y > —20 [células/mm?]
e y < 44,44 [células/mm?3]. Com consequéncia, a raiz y = 1214,5 [células/mm?] nao
satisfaz a condicdo de existéncia. Com estas consideragoes, o equilibrio é y = 32,2
’]

[células/mm?|. A resposta para o sistema é apresentado na figura 3.9 (b) com condigoes

iniciais (z, y, z1) = (900, 0.001, 0.02), indicando que P; é estével.
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Figura 3.9: (a) Curva que denota os possiveis valores para o segundo ponto de equilibrio
Py, tomando A3 = 0.1. Em (b), o histérico no tempo da infec¢ao por HTLV-I de acordo
com o modelo (3.31) com condigoes iniciais (x, y, z1) = (900, 0.001, 0.02). Note que, no
equilibrio, tem-se que (z, y, z1) = (383.1, 32.2, 18.16)

Ainda em relagao a figura 3.9 (b), verificou-se que, mesmo alterando o valor das con-
dicoes iniciais, o sistema apresenta o mesmo comportamento no equilibrio, e portanto,
o sistema nao é sensivel a mudancgas nas condigoes iniciais pois o equilibrio permanece

em (z, y, 1) = (383.1, 32.2, 18.16).

3.3 Histérico no Tempo do sistema 3.1 em relacao

ao 1.8

Nesta secao, com o intuito de verificar possiveis diferengas entre o comportamento do
sistema para infeccao por HTLV-I considerando HLA e iKIR descritos em 1.8 e o sis-
tema mais simples 3.1, serd apresentada o historico no tempo relativo ao sistema mais
complexo 1.8 e algumas consideragoes em relagdo ao modelo mais simples da seguinte
forma: para o sistema 1.8, atribuiu-se o valor do limite inferior e posteriormente o limite

superior dada pela tabela 1.1. Fazendo com que os outros parametros sejam:
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Tabela 3.3: Valores para o Equilibrio - referéncia

Parametros valores minimos  referéncia maximos
A1 10 20 25
15} 5x 1074 1x1073 3x1073
M1, U2, U3 0.01 0.02 0.03
[b4 0 0 0
as e as (2x1073) %27 (2x107%)%2;  (3x1072)x2
)\3 € )\4 0 0 0
ag € a3 2.5x107° 4.5%x1074 1x1073
ajo € ais 0
S1 0.1
k1 1100
kg € k‘4 200

Para os valores na tabela 3.3, tem-se
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Figura 3.10: Histérico no tempo no equilibrio para o sistema 1.8 dado pela tabela 3.3

Na figura 3.10, nota-se que no equilibrio, as concentracoes de células T CD41 nao
infectadas dobraram sua concentragao em comparagao com a figura 3.2. As duas concen-
tracoes de células T CD8" z; e 2y se sobrepoem como mostra esta figura. Em ambos os
casos, tanto na figura 3.10 quanto 3.2, as curvas atingem o regime permanente passados

300 dias, sem muita diferenga no regime transiente, onde as curvas tem pouca oscilagao.
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Figura 3.11: Historico no tempo no equilibrio para o sistema 1.8 para o valor minimo
(esquerda) e valor méximo (direita) do pardmetro A\; dado pela tabela 3.3

Na figura 3.11, nota-se que as concentracoes de células T CD4" nao infectadas tri-
plicaram sua concentracdo em comparacao com a figura 3.3. As duas concentragdes de
células T CD8" z; e 2o se sobrepoem como mostra esta figura. Em ambos os casos,
tanto na figura 3.11 quanto 3.3, as curvas atingem o regime permanente passados 300

dias, sem muita diferenca no regime transiente, onde as curvas tem pouca oscilacao.
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Figura 3.12: Historico no tempo no equilibrio para o sistema 1.8 para o valor minimo
(esquerda) e valor maximo (direita) do pardmetro § dado pela tabela 3.3

Na figura 3.12, nota-se que as concentracoes de células T CD4™" nao infectadas do-
braram sua concentragdo em comparac¢ao com a figura 3.4. As duas concentragoes de
células T CD8" z; e 2o se sobrepoem como mostra esta figura. Em ambos os casos,
tanto na figura 3.12 quanto 3.4, as curvas atingem o regime permanente passados 300

dias, sem muita diferenca no regime transiente, onde as curvas tem pouca oscilacao.
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Figura 3.13: Historico no tempo no equilibrio para o sistema 1.8 para o valor minimo
(esquerda) e valor méximo (direita) do pardmetro p; = o dado pela tabela 3.3

Na figura 3.13, nota-se que as concentracoes de células T CD4" nao infectadas do-

braram sua concentragdo em comparagao com a figura 3.5 quando atribuiu-se o valor

minimo para o parametro p; = ps e triplicou para o valor maximo. As duas concentra-

¢oes de células T CD8" z; e 2z se sobrepdoem como mostra esta figura. Em ambos os

casos, tanto na figura 3.13 quanto 3.5, as curvas atingem o regime permanente passados

300 dias enquanto para que na figura 3.5 o regime permanente é atingido apds 350 dias

quando atribuimos o valor maximo para o parametro p; = o, sem muita diferenga no

regime transiente, onde as curvas tem pouca oscilacao.
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Figura 3.14: Historico no tempo no equilibrio para o sistema 1.8 para o valor minimo
(esquerda) e valor méximo (direita) do pardmetro ps dado pela tabela 3.3

Na figura 3.14, nota-se que as concentracoes de células T CD4" nao infectadas do-
braram sua concentragdo em comparac¢ao com a figura 3.6. As duas concentragoes de
células T CD8", z; e 25 nao se sobrepoem. Verificou-se que para o valor minimo do
parametro, a concentracao de z; = 35,78 enquanto que 2o = 8,12, no caso em que o
valor maximo ¢ atribuido, a concentracao de z; = 7,39 enquanto que 2z, = 27,18 como
mostra esta figura. Em ambos os casos, tanto na figura 3.14 quanto 3.6, as curvas atin-
gem o regime permanente passados 400 dias com excessao quando atribuiu-se o valor
maximo para o parametro ps onde o regime permanente ¢ atingido apés 250 dias como
mostrado em 3.6. E também, sem muita diferenca no regime transiente, onde as curvas

tem pouca oscilacao.
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Figura 3.15: Historico no tempo no equilibrio para o sistema 1.8 para o valor minimo
(esquerda) e valor méximo (direita) do pardmetro py dado pela tabela 3.3

Diferentemente dos casos anteriores, este parametro é usado apenas para o sistema
1.8. Com isto, nota-se que o regime permanente tanto do valor minimo quanto do valor
maximo do parametro pu4 é atingido em 300 dias, como mostrado na figura 3.15. Para
o valor minimo (esquerda), a concentragao de células T CD4" ndo infectadas (x) é de
877, 1 [células/mm?], células T CD4" infectadas (y) é de 21,16 [células/mm?], para as
concentragoes de células T CD8T (z1) sdao de 8,54 [células/mm?] e para as células T
CD8" (z2) sao de 35,21 [células/mm?®] equanto que para o valor maximo (direita), a
concentragao de células T CD4" nao infectadas (x) é de 675,1 [células/mm?], células
T CD4" infectadas (y) é de 44,23 [células/mm?], para as concentragoes de células T
CD8" (z1) sdo de 26,78 [células/mm?] e para as células T CD8" (z) sdo de 7,69
[células/mm?]. Com isto mostrou-se um decaimento nas concentragoes de (x) que é

pertinente ao aumento do pardmetro relativo a taxa de mortalidade de células T CD8"

(14) relativo ao zs.
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Figura 3.16: Historico no tempo no equilibrio para o sistema 1.8 para o valor minimo
(esquerda) e valor méximo (direita) do pardmetro ps = 4 dado pela tabela 3.3

Nota-se que o regime permanente tanto do valor minimo quanto do valor maximo do
parametro ps = 4 € atingido em 300 dias, como mostrado na figura 3.16. Para o valor
minimo (esquerda), a concentragdo de células T CD4" nao infectadas (z) é de 923,1
[células/mm?], células T CD4" infectadas (y) é de 16, 27 [células/mm?], as concentragdes
de células T CD8™ (z;) e para as células T CD8™ (z) se sobrepoe com valor de 22,94
[células/mm?] equanto que para o valor maximo (direita), a concentragao de células T
CD4" néo infectadas (z) é de 675,1 [células/mm?], células T CD4" infectadas (y) ¢
de 44,23 [células/mm?], para as concentragoes de células T CD8T (21) sdao de 26,78
[células/mm?] e para as células T CD8" (z3) sdo de 7,69 [células/mm?]. Com isto
mostrou-se um decaimento nas concentragoes de (z) que é pertinente ao aumento do

parametro relativo a taxa de mortalidade de células T CD8" (u3 = py) relativo ao z; e

Z9.
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Figura 3.17: Historico no tempo no equilibrio para o sistema 1.8 para o valor minimo
(esquerda) e valor méximo (direita) do pardmetro a4 dado pela tabela 3.3

Na figura 3.17, nota-se que as concentracoes de células T CD4" nao infectadas do-
braram sua concentracdo em comparagao com a figura 3.7. As duas concentracoes de
células T CD8" 2; e 2, se sobrepdoem como mostra esta figura. Em ambos os casos,
tanto na figura 3.17 quanto 3.7, as curvas atingem o regime permanente passados 300

dias, sem muita diferenca no regime transiente, onde as curvas tem pouca oscilacao.
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Figura 3.18: Historico no tempo no equilibrio para o sistema 1.8 para o valor minimo
(esquerda) e valor méximo (direita) do pardmetro as dado pela tabela 3.3

Diferentemente dos casos anteriores, este parametro é usado apenas para o sistema
1.8. Nota-se que o regime permanente tanto do valor minimo quanto do valor maximo
do parametro as é atingido em 300 dias, como mostrado na figura 3.15. Para o valor
minimo (esquerda), a concentracao de células T CD4' nao infectadas (z) é de 616,5
[células/mm?], células T CD4" infectadas (y) é de 51,7 [células/mm?], as concentragoes
de células T CD8" (z1) e (29) se sobrepoem com valor de 28, 9 [células/mm?] equanto que
para o valor maximo (direita), a concentragao de células T CD4" nao infectadas (x) é de
751 [células/mm3], células T CD47 infectadas (y) é de 35,16 [células/mm?], as concen-
tragoes de células T CD8" (z1) e (22) se sobrepdoem com valor de 15,19 [células/mm?].
Com isto mostrou-se um aumento nas concentragoes de (x) que é pertinente ao aumento

do parametro relativo a taxa de lise média das células T CD8™ (a5) relativo ao zs.
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Figura 3.19: Historico no tempo no equilibrio para o sistema 1.8 para o valor minimo
(esquerda) e valor méximo (direita) do pardmetro as = a5 dado pela tabela 3.3

Nota-se que o regime permanente tanto do valor minimo quanto do valor maximo do
parametro as = a5 ¢ atingido em 300 dias, como mostrado na figura 3.19. Para o valor
minimo (esquerda), a concentragdo de células T CD4" nao infectadas (z) é de 229,9
[células/mm?], células T CD4" infectadas (y) é de 133, 9 [células/mm?], as concentragdes
de células T CD8" (z;) e para as células T CD8™ (z3) se sobrepoem com valor de 69,21
[células/mm3] equanto que para o valor maximo (direita), a concentragao de células T
CD4" néo infectadas (z) é de 781,4 [células/mm?], células T CD4" infectadas (y) é de
31, 67 [células/mm?], as concentragdes de células T CD8™ (21) e para as células T CD8™"
(22) se sobrepoem com valor de 13,13 [células/mm?]. Com isto mostrou-se um aumento

nas concentragoes de () que é pertinente ao aumento do parametro relativo a taxa de

lise média de células T CD8" (ay = as) relativo ao 21 e zy.
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Figura 3.20: Historico no tempo no equilibrio para o sistema 1.8 para o valor minimo
(esquerda) e valor méximo (direita) do pardmetro ag dado pela tabela 3.3

Na figura 3.20, nota-se que as concentracoes de células T CD4" nao infectadas do-
braram sua concentragdo em comparac¢ao com a figura 3.8. As duas concentragoes de
células T CD8", z; e 25 nao se sobrepoem. Verificou-se que para o valor minimo do
parametro, a concentracao de z; = 5,23 enquanto que zo = 29,17, no caso em que o
valor maximo ¢é atribuido, a concentragao de z; = 35, 33 enquanto que 2o = 8,11 como
mostra esta figura. Em ambos os casos, tanto na figura 3.20 quanto 3.8, as curvas atin-
gem o regime permanente passados 300 dias. E também, sem muita diferenga no regime

transiente, onde as curvas tem pouca oscilagao.
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Figura 3.21: Historico no tempo no equilibrio para o sistema 1.8 para o valor minimo
(esquerda) e valor méximo (direita) do pardmetro a;3 dado pela tabela 3.3

Este parametro ¢ usado apenas para o sistema 1.8. Com isto, nota-se que o regime
permanente tanto do valor minimo quanto do valor maximo do parametro a3 ¢ atingido
em 300 dias, como mostrado na figura 3.21. Para o valor minimo (esquerda), a concen-
tragao de células T CD4" ndo infectadas (x) é de 673, 3 [células/mm?], células T CD4"
infectadas (y) é de 44,45 [células/mm?], as concentragoes de células T CD8T (z;) sdo de
29,17 [células/mm?] e para as células T CD8 (23) sdo de 5,23 [células/mm?] equanto
que para o valor maximo (direita), a concentracao de células T CD4% néao infectadas (z)
é de 870 [células/mm?], células T CD4™ infectadas (y) é de 21,89 [células/mm?], as con-
centragoes de células T CD8Y (z;) sao de 8,15 [células/mm?®] e para as células T CD8"
(22) sdo de 35, 34 [células/mm?]. Com isto mostrou-se um decaimento nas concentragoes
de (y) que é pertinente ao aumento do parametro relativo a taxa de mortalidade das

células T CD8™ (ay3) relativo ao zo.
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Figura 3.22: Historico no tempo no equilibrio para o sistema 1.8 para o valor minimo
(esquerda) e valor méximo (direita) do pardmetro ag = a;3 dado pela tabela 3.3

Nota-se que o regime permanente tanto do valor minimo quanto do valor maximo
do parametro ag = a3 é dado em 300 dias, como mostrado na figura 3.22. Para o valor
minimo (esquerda), a concentracao de células T CD4' ndo infectadas (z) é de 194,3
[células/mm?], células T CD4" infectadas (y) é de 151,4 [células/mm?], as concentragdes
de células T CD8" (z1) e para as células T CD8™ (z3) se sobrepdem com valor de 6,07
[células/mm?] equanto que para o valor maximo (direita), a concentragao de células T
CD4" néo infectadas (z) é de 888,6 [células/mm?], células T CD4" infectadas (y) é de
19,9 [células/mm?], as concentragoes de células T CD8 (z;) e para as células T CD8*
(22) se sobrepoem com valor de 22,16 [células/mm?]. Com isto mostrou-se um aumento
nas concentragoes de () que é pertinente ao aumento do parametro relativo a taxa de

proliferagao e mortalidade respectivamente de células T CD8™ (ag = a;3) relativo ao z

€ Zo.

111



Em suma, observa-se que as concentragoes de células CD4" saudéveis (x), células
CD47" infectadas (y), e os dois tipo de células CD8% (z1) e (z2) oscilam um pouco nos
primeiros 250 dias e atingem o regime permanente por volta dos 300 dias, com exce¢ao
do parametro ps que atinge o regime permanente passados 400 dias. Na maioria dos
casos, as curvas relativas aos dois tipo de células CD8% (z1) e (22) se sobrepoem em
sua totalidade com excessao aos parametros ag, a3, {3 € g, onde as curvas apresentam
diferentes concentragoes dependendo do valor atribuido ao parametro.

Tabela 3.4: Regime Permanente de cada parametro
CD4" Saudaveis CD4" Infectadas CDS8' a

t X t vy t 21
Referéncia 298,6 715,2 271,7 39,36 315 18,17
ay maximo 277,4 751 236,8 35,16 242,4 15,19
minimo 317,7 616,5 358,7 51,69 307,77 28,9
as = as maximo 319,5 781,5 312,4 31,67 298,2 13,13
minimo 160,8 229.,9 179,1 1339 176,3 69,21
as maximo 277,4 751 283,1 35,16 235,8 15,19
minimo 317,7 616,5 323,7 51,69 308,6 28,9
as maximo 361,1 869,8 317,1 21,93 504,3 35,29
minimo 369,4 673,2 399,3 44,47 420,1 5,24
ag = a3 maximo 340,4 888.8 356,8 19,89 2172 22,15
minimo 397,8 194,6 400,3 151,3 4286 6,07
a13 maximo 390,5 869,8 362,5 21,93 673,5 8,14
minimo 369,4 673,2 287,8 44,46 357,8 29,16
16 maximo 446,2 262,3 420,1 42,84 446,6 20,98
minimo 357,4 932 388 28,31 272,7 1147
A1 maximo 296,3 756,7 316,2 40,56 367,2 19,11
minimo 416,1 620,5 2954 36,41 323,7 16,02
1 = Mo maximo 287.8 657,5 326,6 37,25 268,9 16,61
minimo 288,8 776,3 252,8 41,42 270,8 19,8
43 maximo 703,6 6778 447,5 43,99 476,8 7,39
minimo 696,2 882 500,5 20,7 577 36,1
3 = g maximo 303 555,6 314,3 60,03 237,7 14,49
minimo 312 923,1 304,8 16,27 257,6 22,94
fb4 maximo 703,6 677,8 446,6 43,99 650,8 27,28
minimo 892,8 8821 509 20,69 607,3 7,87
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Capitulo 4

Conclusoes

Nesta tese é apresentada a caracterizagao da resposta do sistema imunolégico frente a
infecgbes virais por HTLV-I utilizando trés modelos matematicos representativos para
descrever a evolugao desta infecgao.

No primeiro modelo, dado pelo sistema (2.1), mostrou-se que a interagdo dindmica
entre a resposta imune e a infeccao viral é complexa e com diversas caracteristicas.

Verificou-se a sensibilidade de cada parametro do sistema proposto utilizando tanto
a variacao paramétrica quanto verificacdo de histerese e com isto, variou-se o grau da
funcao resposta CTL podendo assim, ter uma analise mais ampla de cada influéncia.
Neste contexto, o pardmetro us, taxa de mortalidade do CTL, apresenta sensibilidade
com pelo menos 2 tipos de evolugao. Em outras palavras, nos casos em que as duas
curvas coincidem na totalidade, significa que s6 existe um equilibrio. Esse equilibrio
pode ser estatico ou ciclo-limite.

Nos casos em que pelo menos um trecho das curvas nao coincidem, significa que
neste trecho existem pelo menos dois equilibrios co-existentes. O sistema vai para um
ou outro dependendo das condigoes inicias. Nas simulacoes, as condigoes iniciais sao
decrescentes e depois crescentes, por isso os dois equilibrios sao encontrados.

Em termos de estabilidade do sistema, as expressoes para os pontos de equilibrio

e critérios de estabilidade sdo dados como funcao da taxa de mortalidade do CTL, a
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taxa de lise mediada por CTL e o expoente n da fungao sigmoidal da resposta CTL,
nota-se que até mesmo para o caso generalizado, as expressoes ainda dependem destes
parametros.

A andlise de sensibilidade paramétrica mostra que ha varias areas em que mais de
um estado estavel é possivel. A fim de determinar qual estado predomina, um estudo
de bacia de atracao foi realizado, e apresentou apenas duas possibilidades. O sistema
tende a P; somente com condigoes iniciais nas quais z;9 = 0. Para quaisquer outras
condigoes, o sistema tende a P, ou a P3, conforme as condi¢oes de estabilidade mostradas
respectivamente.

A forma da func¢ao de resposta de CTL é vista para influenciar o valor de equilibrio
das trés populagoes, e também a estabilidade de cada ponto. A importancia e relevan-
cia deste estudo envolvendo aspectos de sistemas dinamicos segue a intensa busca de
solucOes viaveis, praticas e permanentes para a populacao afetada.

A partir do sistema de quatro EDOs de segunda ordem acopladas que modela o
HTLV-I com o impacto das Killer Cell Immunoglobulin-Like Receptors (KIR) que en-
globa as duas populagoes de células T CD8" (1.8), estudou-se um modelo mais simples
(3.1) com trés EDOs de segunda ordem acopladas e considerou-se apenas um tipo de
células T CD8". Em termos de estabilidade deste sistema, apresentou-se os trés pontos
de equilibrio bem como o tipo de estabilidade de cada ponto ou uma condicao para que
o ponto seja estavel e, foi observado que a taxa de mortalidade e transmissibilidade de
células T CD8T influencia os trés pontos de equilibrio e a estabilidade de cada ponto.

Posteriormente, atribuiu-se uma taxa de produgao de células T CD8* (A3), dessa
forma, o sistema (3.31) apresentou apenas dois equilibrios, onde o primeiro ponto é um
caso particular do segundo ponto. Como o segundo ponto é dado em termos de um
polinémio de segundo grau, concavo para cima, foi definido a regiao de existéncia deste
ponto bem como critérios para sua estabilidade. Verificou-se que o sistema nao é sensivel
a mudancas nas condigoes iniciais, uma vez que, mesmo com as modifica¢oes, o sistema

tende para y = 32, 2.
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Apéndice A

Influéncia Parameétrica

Neste Apéndice, serd mostrado a influéncia dos demais parametro do sistema 2.1 com
expoente da funcao resposta CTL f(z) com graun =1, n =3 en =5. A apresentagao

das curvas serd de forma analoga a Segao 2.3 .

A.1 Taxa de producao de células T CD4" nao infec-
tadas (\;)

Para entender o comportamento da taxa de producao de células T CD4" nao infectadas
ao decorrer do tempo, construiu-se um histérico no tempo deste parametro em relagao
as células T CD4" nao infectadas (x), células T CD4* infectadas (y) e linfécitos T
citotéxicos (CTL) (2) como segue nas figuras A.1 e A.2,

Pode-se observar que na figura A.1, as curvas apresentam uma pequena queda e
posteriormente estabilizam para t > 25.

Inicialmente, na figura A.2, as curvas tem uma pequena oscilagdo e posteriormente

estabilizam para ¢t > 25.
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Figura A.1: Historico do Pardmetro A\; para Ay = 0.1 e 0.5.
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Figura A.2: Historico do Parametro \; para Ay = 2.5 e 4.
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Células sadias

Em termos de variagdo paramétrica, variou-se A\; novamente em relacao as células T
CD4" nao infectadas (), células T CD4* infectadas (y) e linfécitos T citotéxicos (CTL)
(z) da seguinte forma, variou-se entre o maior e o menor valor atribuido nas figuras A.1
e A.2, ou seja, foi considerado uma faixa de 0.001 < A\; < 4. Com isto, tem-se a seguinte

figura

4 0.8 25

0.6

Células infectadas
Linfécitos

|
|

|

|
0.41
|

|
0.21,
|

Figura A.3: Variacao do Parametro \;.

As curvas, apresentadas na figura A.3, crescem em sua totalidade com excessao no
intervalo de 1 < A\; < 2. Neste intervalo, as curvas mostram um pico, demonstrando

assim, uma inversao no crescimento.
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Verificacao de histerese para \;

Sera mostrado o comportamento do sistema quando as condi¢des iniciais variam tanto
do menor para o maior valor quanto do maior para o menor valor para verificacao de
possiveis casos de histerese, isto é, se possuem comportamento diferente para entrada

crescente em relagao a entrada decrescente.

A [ S [ [ 25 [ [
bl \ \ Lo [ [ I [ [
0.8 2
m3‘ [ [ [ a I [ [ I [ [
g | | I B [ I I I I I
R \ I g 06 [ oo e [ [
R (I I I € I I r5 I I I
b [ [ I 4 047 [ [ 1 [ [
01\ I I I 5 Lo [ [ I [ [
[ | I 0.2t | | | 0.5 | | |
[ \ \ Lo [ [ I [ [
0 ! — J oll—1 \ J o1 \ J
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
a) A b) A c) A

Figura A.4: Variagao das condigoes iniciais do menor para o maior valor em relagdo ao
parametro Aq.

Nota-se que na figura A.4 as duas curvas se coincidem em sua totalidade, demons-
trando assim, que existe apenas um equilibrio.

Sera apresentado também, o histérico no tempo, desta forma tem-se

0.05

0.04 —y

0.03

0.02

0.01

0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.5: Histérico do pardmetro A; do menor para o maior valor das condigoes
iniciais.

Na figura A.5, as curvas decaem e logo se estabilizam. Para verificar o comporta-

mento em termos da variagao paramétrica, tem-se
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Em contraponto, quando tem-se a variacao do maior para o menor valor, a variacao

paramétrica é dada por

4 1 25
Lo | | I | | [
I \ \ I \ \ I
3b | g 085 | | 21
8 | | 3 I \ \ I
I | g 06 A [ oo e
1] L= /
20 | I € 1o \‘ I 5 I
é Lo | | +§ 0.4f | /“ | | 1H
I [ \ \ I \ I
J O
S | | 02h 1 ;/ M 05H |
/
\ \ \ I \ \ I
R R | ol / ! | o1
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1
a) A b) A c)

Figura A.6: Variacao das condigoes iniciais do maior para o menor valor em relagdo ao
parametro Aq.

Note que, diferentemente da figura A.4, a figura A.6 (a) tem pelo menos um trecho
em que as curvas nao coincidem, significando assim, que neste trecho existem pelo menos
dois equilibrios coexistentes.

Do maior para o menor valor, o histérico no tempo é dado por

0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.7: Histérico do pardmetro A\; do maior para o menor valor das condigoes
iniciais.

Mostra-se na figura A.7 que as curvas mantém seu comportamento ao decorrer do

tempo.
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Funcao resposta CTL paran =1

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 1 para a funcao resposta CTL.

Dessa forma,

4 1 25
(I \ | (. \ \ Lo \ \
(I | | Lo | | Lo | |
b \ \ g 08 \ \ 2N \ \
g8 o | = I \ \ I \ \
R | | 5 06 \ \ 150 \ \

(9] -

220 | I E o | 5 I | |
S o | | g 047 [ | {1 | [
Ul\ [ [ [ 8 I [ [ o [ [
(I \ \ 020 1 \ \ 0511 | \ \
| | | Lo | | Lo | |
o ! | ol 1 L | ol . ! |
0 1 3 4 0 1 3 4 0 1 3 4

> ok
>0k
>0k

a) b) <)

Figura A.8: Variagdo do parametro A; do menor para o maior valor das condic¢des inciais
para a fung¢ao resposta CTL com n = 1.

Nota-se que na figura A.8 as duas curvas se coincidem em sua totalidade, demons-
trando assim, que s6 existe um equilibrio.

O histoérico no tempo é dado por

0.05

0.04 —y

0.03

0.02

0.01

0 : : : ‘
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.9: Histérico do pardmetro A; do menor para o maior valor das condigoes inciais
para a fungao resposta CTL com n = 1.

A figura A.9, mostra que as variaveis do sistema decaem e logo se estabilizam nos

tempos iniciais.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,

4 1 25
Lo | | Lo | | [ | |
I \ \ I \ \ I \ |
3b | %0.8‘ | | | 2N | |
g | | \ 2 I \ \ I \ \
8 8
R | | 8 06 | o s | |
1] “—
20 | I € [ I r5 o | I
S o | |ty 0401 [ | 1f 1 | [
Ul\ [ [ [ 8 I [ o [ [
Lo | | 02t 1 | 05t | | |
\ \ \ I \ \ I \ \
0 [ R | ol R | o1 L |
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
a) A b) A c) A

Figura A.10: Variacao do pardmetro A; do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 1.

Note que, diferentemente da figura A.8, a figura A.10 (a) tem pelo menos um trecho
em que as curvas nao coincidem, significando assim, que neste trecho existem pelo menos
dois equilibrios coexistentes.

O historico no tempo é dado por

0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.11: Historico do parametro A; do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 1.

A figura A.11, mostra que as curvas nao variam ao longo do tempo.
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Funcao resposta CTL para n =3

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor, e posteriormente do maior para o menor

valor. Dessa forma, para verificar a variagdo paramétrica, tem-se

4\ I I I 1\ I I I 2'5\ I I I
(I | | Lo | | Lo | |
b \ \ g 08 \ \ 2N \ \
g8 o | = I \ \ I \ \
R | | ® 067 | | 151 | |
(9] -
220 | I E o | 5 I | |
S o | | g 047 [ | {1 | [
O i [ [ ] I [ [ o [ [
1 (@]
(I \ \ 020 1 \ \ 0511 | \ \
| | | Lo | | Lo | |
0 L | ol ! | ol R |
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
a) A b) A c) A

Figura A.12: Variacao do pardmetro A; do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3.

A figura A.12 mostra que as curvas coincidem em sua totalidade, mostrando-se que
neste trecho existe apenas um equilibrio.

O histoérico no tempo referente a variacdo do menor para o maior valor é dado por

0.05

0.04 —y

0.03

0.02

0.01

0

0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.13: Histérico do pardmetro A; do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 3.

Verifica-se que as curvas decaem e se estabilizam logo em seguida.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor, sua variagao paramétrica

é dada por,
4 1.5 25
Lo | | Lo | | Lo
Lo | | Lo | | Lo
3h | i Lo | | 2N
8 o | (=T N T \ \ I
T | g Lo ‘ [ NI
2] £
220 | I € [ I r5 o
S [ [ oy I ‘ [ [ 1f 1
o N | I8 0.5 ‘ [ [ Lo
Lo [ [ Lo u//J 05} |
| | | Lo | Lo
ol R | oll1 N | ol
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1
a) A b) A ©)

Figura A.14: Variacdo do pardmetro A\; do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 3.

Diferentemente da figura A.12, a figura A.14 (a) tem pelo menos um trecho em que
as curvas nao coincidem, significando assim, que neste trecho existem pelo menos dois
equilibrios coexistentes.

O histérico no tempo é

0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200

d) Tempo [s]
Figura A.15: Histérico do pardmetro A; do maior para o menor valor das condigoes

inciais para a funcao resposta CTL com n = 3.

Na figura A.15, as curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL para n =5

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor e posteriormente, a variagdo do maior para

o menor valor. Dessa forma,

4\ I I I 1\ I I I 2'5\ I I I
I \ \ I \ \ I \ \
3 | | %0.8‘ | | | 2N | |
g8 o | = I \ \ I \ \
R | | S 061 | o s | |
1] “—
20 I I € [ I r5 o I I
S o | | g 047 [ | {1 | [
O i [ [ ] I [ [ o [ [
1 (@]
Lo | | 02t 1 | | 05t | | |
\ \ \ I \ \ I \ \
0 ! R | ol R J ol ! J
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
a) A b) A c) A

Figura A.16: Variacao do parametro A; do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 5.

A figura A.16 apresenta a sobreposicao das curvas em sua totalidade, conclui-se
assim, a existéncia de apenas um equilibrio nesse trecho.

O histoérico no tempo é dado por

0.05

0.04 —y

0.03

0.02

0.01

0

0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.17: Histérico do pardmetro A; do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 5.

Na figura A.17, as curvas apresentam um decaimento e logo apos se estabilizam.
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Por outro lado, quando se faz do maior para o menor valor, tem-se que

4\ I I I 3\ I I I 2'5\ I I I
I \ \ o5l \ \ I \ \
3b | | @ Lo | | 2N | |
8 | | R 2n \ \ Lo \ \
R | | 2 Lo | o s | |
1] “—
20 I I € 151 r5 o I I
S o | N Lo | | 1f 1 | [
Ul\ [ [ \ 8 i [ [ o [ [
Lo | | o5l ! | | 05t | | |
\ \ \ I \ \ I \ \
0 ! ! | ol L | ol ! J
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
a) A b) A 0 A

Figura A.18: Variacao do pardmetro A; do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 5.

A figura A.18 (a) apresenta a nao sobreposi¢ao das curvas em sua totalidade, conclui-
se assim, dois equilibrios coexistentes nesse trecho.

O histérico no tempo é

N

0

0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.19: Histérico do pardmetro A\; do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 5.

Na figura A.19, as curvas nao apresentam oscilagbes ao decorer do tempo.
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A.2 Taxa de infeccao de células T CD4" nao infec-

tadas ()

Em relacao a taxa de infeccao de células T CD4" nao infectadas, serd mostrado o
histérico no tempo em termos de 8 pelas células T CD4" nao infectadas (z), células
T CD47" infectadas (y) e linfocitos T citotéxicos (CTL) (z2), bem como sua variagao
paramétrica em relagdo as condigdes iniciais com expoente da funcao resposta CTL

f(z) com graun=1,n=3en=>.

Funcao resposta CTL paran =1

Para este parametro, serda mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 1 para a funcao resposta CTL.

Dessa forma, Em relacdo a variagao paramétrica, tem-se

251, [ [ [ 1 [ [ [ 21, [ [ [
[ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [
2 [ [ i g 081, [ [ [ 1.5} | [ [ [
R [ [ [ 2 [ [ [ [ [ [ [ [
g 151 \ \ \ © 0.67 \ \ \ \ \ \ \
(3] -}

2 \ \ \ I E \ \ \ o5 1 \ \ \
3 1 [ [ Ity 045 [ [ [ [ [ [ [
o [ [ [ [ 5 [ [ [ [ sl [ [ [
05} | [ [ [ 02} | [ [ [ = [ [ [
[ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [
oL ! ! | oll I ‘ I J oLl I ‘ I J
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

a) B b) B c) B

Figura A.20: Variacao do parametro 5 do menor para o maior valor das condig¢oes inciais
para a func¢ao resposta CTL com n = 1.

A figura A.20 mostra que as duas curvas se coincidem em sua totalidade, com isto,
conclui-se que existe apenas um equilibrio.
O histoérico no tempo, do menor para o maior valor das condigoes inciais, é dado por,

A figura A.21, mostra que as curvas nao possuem oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Figura A.21: Historico do pardmetro [ do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a fungao resposta CTL com n = 1.

Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,

25 1 2
[ [ [ [ [ [ [ [ [
| | [ [ [ [ [ [ [
2m ] [ | @ 08, [ [ [ 15} 1
2] k=]
3 [ [ [ [ ] [ [ [ [ [
g 150 | \ L3 o8 | | o |
. I I I I € I I I P55 10
S 1 [ [ Ity 04 [ [ [ [
o [ [ [ [ 8 [ [ [ | 05l
0.5} | | | | 0.2t | | | =
[ [ [ [ [ [ [ [ [
oL ! ! ! oL ‘ ! | oL
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2 0
a) B b) B c)

Figura A.22: Variagao do parametro 5 do maior para o menor valor das condigoes inciais
para a func¢ao resposta CTL com n = 1.

Note que diferentemente da figura A.20, a figura A.22 (a) tem pelo menos um trecho
em que as curvas nao se coincidem, com isto, conclui-se que neste trecho ha pelo menos
dois equilibrios coexistentes.

O historico no tempo é dado por

As curvas na figura A.23 nao possuem oscilagoes ao longo do tempo.
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Figura A.23: Historico do pardmetro [ do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a fungao resposta CTL com n = 1.

Funcao resposta CTL para n =3

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condi¢oes
iniciais variam do menor para o maior valor e, posteriormente do maior para o menor

valor. Dessa forma,

25 1 2
| | | | | | | | | | | |
[ [ [ [ \ \ \ \ \ \ \ \
2 » 0.8
" [ [ [ | 8 | | | | 151 | | |
3 \ \ \ \ 2 \ \ \ \ \ \ \ \
E 151 \ \ I8 0.6} \ \ o \ \ \ \
. I I I I € I I I r5 10 I I I
g1t | [ I 4 04) | | | | | [ [
o [ [ [ [ 8 [ [ [ [ 05l [ [ [
05! | | | | 0.2} | | | el | | |
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
oL \ \ | oLl I ‘ I J oLl I I J
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
a) B b) B c) B

Figura A.24: Variagao do parametro 5 do menor para o maior valor das condig¢oes inciais
para a fung¢ao resposta CTL com n = 3.

A figura A.24 mostra que as curvas se coincidem em sua totalidade, assim, este trecho
existe apenas um equilibrio.
O historico no tempo referente a variagao do menor para o maior valor é dado por,

Na figura A.25 as curvas nao apresentam variagoes ao decorrer do tempo.
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Figura A.25: Historico do pardmetro [ do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a fungao resposta CTL com n = 3.

Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,

25 1.5 2
[ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [
| | [ [ [ [ [ [ [ [ [
2
" | [ | @ [ [ [ [ 15} 1 [ [ [
@ I I I I B 11 I I I I I I
Qg 157 [ ‘\’_\\ 3 [ [ ‘ [ o [ [ \ \
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. I I ‘ I I € I I I r5 1t I I I
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0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
a) B b) B c) B

Figura A.26: Variagao do parametro 5 do maior para o menor valor das condigoes inciais
para a func¢ao resposta CTL com n = 3.

Diferentemente da figura A.24, a figura A.26 (a) apresenta pelo menos um trecho em
que as curvas nao coincidem, dessa forma, conclui-se que neste trecho tem pelo menos
dois equilibrios coexistentes.

O histérico no tempo referente é dado por

Na figura A.27, as curvas nao possuem oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Figura A.27: Historico do pardmetro [ do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a fungao resposta CTL com n = 3.

Funcao resposta CTL paran =5

Sera mostrado o comportamento do sistema quando as condi¢oes iniciais variam tanto

do menor para o maior valor quanto do maior para o menor valor. Com isto,

257, | | | i | | | 21, | | |
[ [ [ [ \ \ \ \ \ \ \ \
21 [ [ | i 08y, | | | 151 | | |
8 [ [ [ g [ [ [ [ [ [ [ [
g 151 \ \ \ © 0.67 \ \ \ \ \ \ \
() -

2 | | | | k= | | | o5 1 | | |
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ol \ ‘ \ | oll I ‘ I J oLl I I J
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

a) B b) B c) B

Figura A.28: Varia¢ao do parametro 5 do menor para o maior valor das condig¢oes inciais
para a func¢ao resposta CTL com n = 5.

A figura A.28 apresenta a sobreposicao das curvas em sua totalidade, conclui-se assim
a existéncia de apenas um equilibrio neste trecho.
O histérico no tempo refente a variagdo do menor para o maior valor é dado por

A figura A.29 nao apresenta oscilagdes ao decorrer do tempo.
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Figura A.29: Historico do pardmetro [ do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a fungao resposta CTL com n = 5.

Por outro lado, quando se faz do maior para o menor valor, tem-se que

25 1.5 2
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Figura A.30: Variagao do parametro 3 do maior para o menor valor das condigoes inciais
para a func¢ao resposta CTL com n = 5.

A figura A.30 (a) apresenta a nao sobreposi¢do das curvas em sua totalidade, di-
ferentemente da figura A.28, apresenta-se asssim a existéncia de dois equilibrios nesse
trecho.

O historico no tempo é dado por

A figura A.31 nao apresenta oscilagbes ao decorer do tempo.
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Figura A.31: Historico do pardmetro [ do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a fungao resposta CTL com n = 5.

A.3 Taxa de mortalidade de células T CD4" nao in-
fectadas (y1)

Em relagao a taxa de mortalidade de células T CD4* néao infectadas (1), serd mostrado
o histérico no tempo em termos de p; pelas células T CD4™T nao infectadas (), células
T CD47" infectadas (y) e linfécitos T citotéxicos (CTL) (z), bem como sua variagao
paramétrica em relagdo as condigoes iniciais com expoente da funcao resposta CTL

f(z) comgraun=1,n=3en=>.

Funcao resposta CTL paran =1

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 1 para funcao resposta CTL.
Dessa forma,

As curvas, na figura A.32 (c), coincidem em sua totalidade indicando a existéncia de
apenas um equilibrio neste trecho. Por outro lado, em (a) e (b), nota-se um trecho para
t > 1.75 de nao sobreposicao das curvas, indicando assim, a coexisténcia de pelo menos
dois equilibrios.

O historico no tempo é dado por

Na figura A.33 as curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Figura A.32: Variacdo do pardmetro pu; do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 1.

0 50 100 150 200

d) Tempo [s]
Figura A.33: Histérico do pardmetro p; do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 1.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,

CD4" sadias
CD4" infectadas
=

15 2 0 0.5 1 15 2
b) d c)

o
o

IS
Q. t

a)

Figura A.34: Variacdo do parametro p; do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 1.

As curvas, na figura A.34 (c), coincidem em sua totalidade indicando a existéncia de
apenas um equilibrio neste trecho. Por outro lado, em (a) e (b), nota-se um trecho para
t > 1.75 de nao sobreposicao das curvas, indicando assim, a coexisténcia de pelo menos
dois equilibrios.

O historico no tempo é dado por
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Figura A.35: Historico do pardmetro p; do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 1.

Na figura A.35, as curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL para n =3

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes

iniciais variam do menor para o maior valor, e posteriormente do maior para o menor

valor. Dessa forma,
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0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2
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Figura A.36: Variacdo do parametro p; do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3.

As curvas apresentadas em A.36 nao coincidem em sua totalidade indicando assim,

dois equilibrios coexistentes neste trecho.

O histoérico no tempo referente a variacdo do menor para o maior valor é dado por

25
X
2 Yy
z
15
1
0.5
0
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.37: Histérico do pardmetro p; do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 3.

Na figura A.37 as curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,

CD4" sadias
CD4" infectadas

=
w0
N

1
c) d

[
ot

a) b)

Figura A.38: Variacdo do parametro p; do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 3.

As curvas apresentadas em A.38 coincidem em sua totalidade indicando a existéncia
de apenas um equilibrio neste trecho.

O historico no tempo é dado por

X
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z
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0.4
0.2
0
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.39: Histérico do pardmetro p; do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 3.

Na figura A.39, as curvas nao variam ao longo do tempo
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Funcao resposta CTL para n =5

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes

iniciais variam do menor para o maior valor. Dessa forma,

| | | | | | | |

\ \ \ \ \ \ \ \

4 | | | 3t | | | |

8 ol \ \ \ \ \ \ \
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g 31 | | | R | | |

2 \ \ \ 520 \ \ \
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Figura A.40: Variacao do pardmetro u; do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 5.

As curvas apresentadas em A.40 coincidem em sua totalidade, apresentando assim a
existéncia de apenas um equilibrio neste trecho.

O historico no tempo referente é dado por
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z
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0 50 100 150 200
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Figura A.41: Historico do pardmetro p; do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 5.

As curvas apresentadas em A.41 ndo possuem oscilagdes ao longo do tempo.
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Por outro lado, quando se faz do maior para o menor valor, tem-se

CD4" sadias

o
o
2]

Q

a)

Figura A.42: Variacdo do parametro p; do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 5.

As curvas apresentadas em A.42 coincidem em sua totalidade, apresentando assim a
existéncia de apenas um equilibrio neste trecho.

O histoérico no tempo referente é dado por
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Figura A.43: Histérico do pardmetro p; do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 5.

As curvas apresentadas em A.43 nao apresentam oscilagbes ao longo do tempo.
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A.4 Coeficiente de transmissibilidade (o)

Para entender o comportamento da taxa de producao de células T CD4™" infectadas, ou
também denotado por coeficiente de transmissibilidade (o), ao decorrer do tempo, tem-
se a variacao paramétrica deste pardmetro em relacao as células T CD4" nao infectadas
(x), células T CD4" infectadas (y) e linfocitos T citotéxicos (CTL) (z) com expoente

da fungao resposta CTL f(z) com graun=1,n=3en =5.

Funcao resposta CTL para n =1

Para este parametro, serda mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 1 para a funcao resposta CTL.

Dessa forma,

257, | | | i | | | 257, | | |
[ [ [ [ \ \ \ \ \ \ \ \
21 [ [ | i 08y, | | | 27 | | |
8 [ [ [ [ S [ [ [ [ [ [ [ [
g 151 \ \ \ © 0.67 \ \ \ 151 \ \ \
(3] |

2 [ [ [ [ = [ [ [ L5 [ [ [ [
3 1 [ [ Ity 04f [ [ [ 11 [ [ [
© I I I I 8 I I I I I I I I
05! | | | | 0.2} 1 | | | 05! | | | |
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
oL \ \ | oll I ‘ I J oLl I I J
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2

a) o b) (o) c) o

Figura A.44: Variacao do parametro ¢ do menor para o maior valor das condigoes inciais
para a fungao resposta CTL com n = 1.

As curvas em A.44 coincidem em sua totalidade, isto é, existe apenas um equilibrio
neste trecho.
Cujo histoérico no tempo ¢é dado por

As curvas em A .45 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Figura A.45: Historico do pardmetro o do menor para o maior valor das condigdes inciais
para a fung¢ao resposta CTL com n = 1.

Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,

25 1 25
| | | | | | | |
| [ | | \ \ \ \ \
2 \ | | 2 08, | | | 21
8 \ \ (.-t \ \ \ \ \
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0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2 0
a) [y b) o c)

Figura A.46: Variagao do parametro o do maior para o menor valor das condig¢oes inciais
para a func¢ao resposta CTL com n = 1.

Note que em A.46, as curvas nao coincidem em sua totalidade, diferentemente de
A.44. Ou seja, neste trecho, existe pelo menos dois equilibrios coexistentes.

Cujo histoérico no tempo é dado por
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Figura A.47: Histérico do parametro o do maior para o menor valor das condigbes inciais
para a func¢ao resposta CTL com n = 1.
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As curvas em A.47 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL para n =3

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes

iniciais variam do menor para o maior valor para n = 3 na funcao resposta CTL. Tem-se
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Figura A.48: Variacao do parametro o do menor para o maior valor das condigdes inciais
para a fung¢ao resposta CTL com n = 3.

As curvas em A.48 coincidem em sua totalidade, isto é, existe apenas um equilibrio
neste trecho.

Cujo historico no tempo é dado por
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Figura A.49: Histérico do pardmetro o do menor para o maior valor das condigoes inciais
para a func¢ao resposta CTL com n = 3

Em A.49, as curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,
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Figura A.50: Variacao do parametro ¢ do maior para o menor valor das condig¢oes inciais
para a funcgao resposta CTL com n = 3

Em A.50 tem pelo menos um trecho em que as curvas nao coincidem, com isto,
existem pelo menos dois equilibrios coexistentes neste trecho.

Cujo histoérico no tempo é dado por
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Figura A.51: Histérico do parametro o do maior para o menor valor das condigdes inciais
para a funcgao resposta CTL com n = 3

Em A.51, as curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL para n =5

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes

iniciais variam do menor para o maior valor com n = 5. Dessa forma, tem-se
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Figura A.52: Variacao do parametro ¢ do menor para o maior valor das condig¢des inciais
para a func¢ao resposta CTL com n =5

As curvas em A.52 coincidem em sua totalidade, significando a existéncia de apenas
um equilibrio.

Cujo historico no tempo é dado por
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Figura A.53: Histérico do pardmetro o do menor para o maior valor das condiges inciais
para a fun¢ao resposta CTL com n =5

As curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo em A.53.

156



Por outro lado, quando se faz do maior para o menor valor, tem-se

25 I 25 I I I I
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Figura A.54: Variacao do parametro ¢ do maior para o menor valor das condigoes inciais
para a func¢ao resposta CTL com n =5

Nota-se que em pelo menos um trecho as curvas nao se coincidem. Isto é, existem
pelo menos dois equilibrio coexistentes em A.54.

Cujo histoérico no tempo é dado por
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Figura A.55: Histérico do parametro o do maior para o menor valor das condigbes inciais
para a funcgao resposta CTL com n =5

As curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo em A.55.
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A.5 Eficacia da acdo CTL (ay)

Para entender o comportamento da eficicia CTL (a4) ao decorrer do tempo, tem-se
a variagdo paramétrica deste parametro em relagao as células T CD41 nao infectadas
(x), células T CD4" infectadas (y) e linf6citos T citotoxicos (CTL) (z), neste caso, foi

atribuido uma faixa de 0.1 < a4 < 1.99 com expoente da funcao resposta CTL n =1,3

e .

Funcao resposta CTL para n =1

Para este parametro, serda mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 1 para a funcao resposta CTL.

Dessa forma
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a) p b)

Figura A.56: Variacdo do pardmetro a4, do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =1

A curva na figura A.56 a) apresenta crescimento ao decorrer do tempo enquanto que
A.56 b) e ¢) apresentam um decrescimento. As curvas se coincidem em sua totalidade,
apresentando assim apenas um equilibrio neste trecho.

Cujo historico no tempo é dado por

As curvas em A.57 nao apresentam oscilacoes ao decorrer do tempo.
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d) Tempo [s]
Figura A.57: Histérico do parametro a4 do menor para o maior valor das condigoes

inciais para a funcao resposta CTL com n =1

Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,

2
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1
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Figura A.58: Variacdo do pardmetro a, do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =1

A curva na figura A.58 a) apresenta crescimento ao decorrer do tempo enquanto que
A.58 b) e ¢) apresentam um decrescimento. As curvas se coincidem em sua totalidade,
apresentando assim apenas um equilibrio neste trecho.

Cujo historico no tempo é dado por

As curvas em A.59 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Figura A.59: Histérico do parametro a4 do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =1

Funcao resposta CTL para n =3

Para este parametro, serda mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes

iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 3. Dessa forma, tem-se
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Figura A.60: Variacao do parametro ay do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 3

As curvas em A.60 nao coincidem em sua totalidade, apresentando assim, pelo menos
dois equilibrios coexistentes neste trecho.
Cujo historico no tempo é dado por

As curvas em A.61 nao possuem oscilagdes ao decorrer do tempo.
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Figura A.61: Histérico do parametro a4 do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 3

Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,
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Figura A.62: Variacgdo do pardmetro a, do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3

As curvas em A.62 coincidem em sua totalidade, possuindo assim, apenas um equi-
librio neste trecho.

Cujo histoérico no tempo é dado por
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Figura A.63: Histérico do pardmetro ay do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3
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As curvas em A.63 nao possuem oscilagdes ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL para n =5

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes

iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 5. Dessa forma, tem-se
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Figura A.64: Variacao do parametro ay do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =5

As curvas em A.64 coincidem em sua totalidade, possuindo assim, apenas um equi-
librio neste trecho.

Cujo historico no tempo é dado por
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Figura A.65: Histérico do parametro a4 do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =5

As curvas em A.65 nao possuem oscilagdes ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando se faz do maior para o menor valor, tem-se
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Figura A.66: Variacdo do pardmetro a4 do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

As curvas em A.66 coincidem em sua totalidade, possuindo assim, apenas um equi-
librio neste trecho.

Cujo histoérico no tempo é dado por
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Figura A.67: Histérico do pardmetro ay do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

As curvas em A.67 nao possuem oscilagoes ao decorrer do tempo.
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A.6 Taxa de mortalidade de células T CD4" infec-

tadas (u2)

Para entender o comportamento da taxa de mortalidade de células T CD4* infectadas
(112) ao decorrer do tempo, tem-se a variagdo paramétrica em relagao as células T CD4™
nao infectadas (), células T CD4" infectadas (y) e linfécitos T citotéxicos (CTL) (2)

como segue na figura A.68.

Células sadias
Linfécitos
=

Figura A.68: Variagdo do Parametro ps

A curva apresentada na figura A.68 a) é crescente nos intervalos de tempo iniciais e
finais, com excessao no intervalo 1 < ps < 1.5 em que a cruva apresenta um pico que
significa uma inversdo em seu crescimento. Em relagao as curvas em A.68 b) e ¢), sao
decrescentes nos tempos iniciais e finais com excessao no intervalo 1 < py < 1.5 em que
a cruva apresenta um pico que significa uma inversao em seu crescimento.

Nas figuras A.69 e A.70 sao apresentados os hitoricos no tempo para 0.1 < s < 2,

Na figura A.69, as curvas apresentam uma oscilacao para t < 25, e se estabilizam
logo em seguida.

Em A.70, as células T CD4* nao infectadas apresentam um crescimento e logo apds
um decrescimento em um intervalo de tempo inicial para t < 15, se estabilizando logo
em seguida. As curvas que representam as células T CD4% infectadas e resposta CTL

decrescem em um intervalo de tempo ¢ < 15, se estabilizando logo em seguida.
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Figura A.69: Historico do Pardmetro uy para ps = 0.1 ¢ 0.5
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Figura A.70: Histérico do Parametro ps para ps = 1.5 € 2
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Verificagao de histerese para

Sera mostrado o comprtamento do sistema quando as condigoes iniciais variam tanto
do menor para o maior valor quanto do maior para o menor valor para a verificagado de
possiveis casos de histerese. Isto é, para este pardmetro, serpa apresentado a variagao

paramétrica e seu respectivo histérico no tempo. Dest forma, tem-se

21, [ | 500 2r, [ [ [
| [ [ 400 [ [ [ [
1.5¢ | | | & 1.5 | | |
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| I I I \ I I I I
o ! ! ! 0 oL ! ‘ I J
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2

a) a b) a c) a

Figura A.71: Variacao das condigoes iniciais do menor para o maior valor em relagao ao
parametro s

Nota-se que na figura A.71, as curvas apresentam pelo menos um trecho em que as
curvas nao nao se sobrepoe em sua totalidade, com isto, neste trecho existe pelo menos
dois equilibrios coexistentes.

Cujo historico no tempo é dado por

500
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400 —y
z
300
200
100
0
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Figura A.72: Historico do pardmetro ps do menor para o maior valor das condigoes
iniciais

Nota-se que a curva que representa as células T CD47 infectadas da figura A.72, é

crescente.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,
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Figura A.73: Variacao das condigoes iniciais do maior para o menor valor em relagdo ao
parametro Lo

As curvas apresentadas na figura A.73, coincidem em sua totalidade, isto é, existe
apenas um equilibrio neste trecho.

Cujo histoérico no tempo é dado por
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Figura A.74: Histérico do pardmetro ps do maior para o menor valor das condigoes
iniciais

As curvas apresentadas na figura A.74 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do

tempo.
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Funcao resposta CTL paran =1

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 1 para a funcao resposta CTL.

Dessa forma, tem-se

=
o

15

CD4" sadias
[
CD4" infectadas
=

CTL

0.5 0.5
o e —
a) a b) l a . c)

Figura A.75: Variacdo do pardmetro ps do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =1

As curvas apresentadas na figura A.75, ndo se sobrepoe em sua totalidade, ou seja,
neste trecho em que elas nao coincidem existem pelo menos dois equilibrios coexistentes.

Cujo histoérico no tempo é dado por

X
15 yr
z
1
0.5
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.76: Histérico do pardmetro ps do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =1

Na figura A.76, as curvas nao oscilam ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,

15 15

CD4" sadias
[N
CD4" infectadas
=

0.5 0.5
0 OM
a) a b) l a .

Figura A.77: Variacdo do parametro ps do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =1

As curvas apresentadas na figura A.77, ndo se sobrepoe em sua totalidade, ou seja,
neste trecho em que elas nao coincidem existem pelo menos dois equilibrios coexistentes.

Cujo histoérico no tempo é dado por

X
15 y
z
1
0.5
0
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.78: Histérico do pardmetro ps do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =1

Na figura A.78, as curvas nao oscilam ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL para n =3

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes

iniciais variam do menor para o maior valor para n = 3 na funcao resposta CTL. Tem-se

2 | | | 500 | |
! I I 400 I I
157 | I I &3 I I
1%}
© | | | | K 300 | |
K 5
g L | | | | 2 o | |
A I I I I € 5 I I
3 | | | | %4 200 | |
© o5l | \ \ 5 \ \
=1 | | | 100! | |
I I I I \ I I
o I . I J 0 I J
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2 15 2
a) a b) a c)

Figura A.79: Variacao do pardmetro us do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 3

As curvas apresentadas na figura A.79, nao se sobrepoe em sua totalidade, ou seja,
neste trecho em que elas nao coincidem existem pelo menos dois equilibrios coexistentes.

Cujo historico no tempo é dado por

500

400 —y

300

200

100

0
0 50 100 150 200

d) Tempo [s]

Figura A.80: Historico do pardmetro ps do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 3

Nota-se que a curva que representa as células T CD4" infectadas da figura A.80, é

crescente.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,

2 800 2
[ [ [ [ [ [ [ [
[ [ [ [ [ [ [ [
o L1571 I I & 600 15} | I | |
© [ [ I [ B I I [ |
£ 8
o4 [ [ [ [ g r [ [ [ [
+: 1r [ [ [ € 400 5 1 [ [ [
a [ [ [ g [ [ [ [
Sosl| ) B s o
[ [ [ [ L [ [ [ [
o ! ‘ ! ! 0 oL I ‘ I J
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
a) a b) a c) a

Figura A.81: Variacdo do parametro ps do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3

Na figura A.81, as curvas se coincidem em sua totalidade ou seja, apresenta apenas
um equilibrio.

Cujo histoérico no tempo é dado por

X

15 y

z
1
0.5
0

0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.82: Histérico do pardmetro ps do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3

As curvas na figura A.82 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL para n =5

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor para n = 5 na funcao resposta CTL. Dessa

forma, tem-se

2 500 2
| | | | | | | |
\ \ \ \ 400 \ \ \ \
w» 15[ I I 3 15} | I | |
® I I I I ] 300 I I I I
£ ks
& [ [ [ [ g r | | | |
R [ [ £ 5 1 [ [ [
3 | | | | 4 200 | | | |
© o5l ! | | I8 o5l ! | | |
el | | [ 100 = [ | \
\ \ \ \ \ \ \ \
o \ ‘ \ | 0 oLl I ‘ I J
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
a) a b) a <) a

Figura A.83: Variacdo do pardmetro ps do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

Na figura A.83, as curvas coincidem em sua totalidade, ou seja, existe apenas um
equilibrio neste trecho.

Cujo histoérico no tempo é dado por

500
x|
400 —y
z
300
200
100
0
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.84: Histérico do pardmetro ps do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

Nota-se que a curva que representa as células T CD4" infectadas da figura A.84, é

crescente.
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Por outro lado, quando se faz do maior para o menor valor, tem-se

2 800 2
[ [ [ [ [ [ [ [
[ [ [ [ [ [ [ [
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© I I I I B I I I I
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0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
a) a b) a c) a

Figura A.85: Variacdo do parametro ps do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

Na figura A.85, as curvas coincidem em sua totalidade, ou seja, existe apenas um
equilibrio neste trecho.

Cujo histoérico no tempo é dado por

X

15 y

z
1
0.5
0

0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.86: Histérico do pardmetro ps do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

As curvas na figura A.86 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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A.7 Taxa de resposta citotéxica (c)

Para entender o comportamento da taxa de resposta citotéxica (¢) ao decorrer do tempo,
tem-se a variagdo paramétrica deste parametro em relagao as células T CD4" nao in-
fectadas (), células T CD4" infectadas (y) e linf6citos T citotéxicos (CTL) (z) como

segue na figura A.87. Para este caso, foi atribuido uma faixa de 0.1 < ¢ < 7.7.

18

[

16

Linfécitos

14

o
«

Células sadias
Células infectadas

1.2

o

OF=———a—————
oOF—=——————

N

I

o |

©

O ===

Figura A.87: Variagdo do Parametro ¢

As curvas na figura A.87, ndo apresentam oscilagoes para t < 2, depois deste inter-
valo, as curvas apresentam um pico. Em a) e ¢) as curvas sdo crescentes logo apds o

pico que também acontece no intervalo para t < 2.

2

5
0 50 100 150 200 "o 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tempo [s] Tempo [s] Tempo [s]

(a) c=0.1 (b) ¢ =0.5 (c) e=25
Figura A.88: Historico do Parametro ¢ para ¢ = 0.1, 0.5 e 2.5

Nota-se que em A.88 as curvas nao apresentam oscilagoes para ¢ = 0.1 e ¢ = 0.5, as
curvas que representam as células T CD4" nao infectadas () e linfécitos T citotéxicos
(z) decaem nos instantes iniciais e se estabilizam logo depois. No caso das células
T CD4" infectadas (y), elas sdo crescentes nosinstantes iniciais e se estabilizam logo

em seguida. Quando ¢ = 2.5, ou valores maiores como sera visto a seguir, as curvas
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apresentam oscilacoes no intervalo de t < 25 e se estabilizam em seguida.

2 2
I —] o~ —
15 y 15 Y
z z
1 ’\W 1
0.5 0.5
0 e — : : ‘ o : : ‘
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tempo [s] Tempo [s]
(d) e=5.5 (d) e=1717

Figura A.89: Histérico do Pardmetro ¢ para ¢ = 5.5, e 7.7

As curvas na figura A.89 apresentam oscilagdes no intervalo de tempo de ¢t < 40 e se

estabilizam em seguida.
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Verificagao de histerese para c

Sera mostrado o comportamento do sistema quando as condi¢des iniciais variam tanto

do menor para o maior valor quanto do maior para o menor valor para a verificagado de

possiveis casos de histerese.

paramétrica e seu respectivo

18

1.6

14

CD4" sadias

1.2

1

0 2 4

a)

C

Isto é, para este parametro, serd apresentado a variagao

historico no tempo.

1.5 1
| [ [ [ I [ [ [
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| [ [ [ I [ [ [
ol m ‘ L. L ol 1 ‘ L L
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
b) c c) c

Figura A.90: Variacao das condigoes iniciais do menor para o maior valor em relagao ao
parametro ¢

Nota-se que as curvas na figura A.90 coincidem em sua totalidade, isto é, existe

apenas um equilibrio neste trecho.

Cujo historico no tempo é dado por

15
X
y
1 Z
0.5
0 . . . ,
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.91: Histérico do parametro ¢ do menor para o maior valor das condigoes iniciais

As curvas na figura A.91 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, fazendo a variagdo do maior para o menor valor, tem-se

20 e | | | 11 | | |
|1 |1 \ \ | I | \ |
wl'SH a I \ \ | 08) | [ |
o |1 T 1+ i ‘ I | \ \
g 18] S| | | 0671 [ |
2 r= IR | | 5 | | \ |
S 141 g | “ [ [ [ 0.4} | [ [ [
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1.2¢ | || \\ 0.2f | ‘ | | |
|1 |1 | \ | I \ |
1L ol L . [ [ ol | . [ L,
0 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

a) c b) c <) c

Figura A.92: Variacao das condigoes iniciais do maior para o menor valor em relagao ao
parametro c

As curvas na figura A.92 nao coincidem em sua totalidade, ou seja, apresenta pelo
menos um trecho em que as curvas nao se sobrepoe, com isto, neste trecho existe pelo
menos dois equilibrios coexistentes.

O histoérico no tempo é dado por

15
X
y
1 Z
0.5
0 . . . ,
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.93: Histérico do parametro ¢ do maior para o menor valor das condig¢oes iniciais

Na figura A.93, as curvas nao oscilam ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL paran =1

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 1 para funcao resposta CTL.

Com isto, tem-se

2
I \
| | |
18}, \ | \
[%2]
8 I | |
g 16) | \ \
2 I | | |
S 1af \ \ |
© I | | |
1.2} I I I
¥y | | |
1 Wk 1 ‘ L, L
0 2 4 6 8
a) c

Figura A.94: Variagdo do pardmetro ¢ do menor para o maior valor das condigoes inciais
para a func¢ao resposta CTL com n =1

Na figura A.94, as curvas tem pelo menos um trecho em que nao coincidem em
sua totalidade, significando assim, que neste trecho existe pelo menos dois equilibrios
coexistentes.

Cujo historico no tempo é dado por

15
X
1 YL
z
0.5
0
~0.5 . . . )
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.95: Historico do pardmetro ¢ do menor para o maior valor das condigoes inciais
para a fung¢ao resposta CTL com n =1

Na figura A.95, as curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,

2
I \ \
W
8 | | | 2
g 16 | \ \ s
» 2 =
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Figura A.96: Variagdo do pardmetro ¢ do maior para o menor valor das condigoes inciais
para a func¢ao resposta CTL com n =1

Na figura A.96, as curvas tem pelo menos um trecho em que nao coincidem em

sua totalidade, significando assim, que neste trecho existe pelo menos dois equilibrios

coexistentes.

Cujo historico no tempo é dado por

1.5 y

0.5

0 \ \ \ ,
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.97: Historico do pardmetro ¢ do maior para o menor valor das condigoes inciais
para a fung¢ao resposta CTL com n =1

Na figura A.97, as curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL para n =3

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 3 para funcao resposta CTL.

Com isto, tem-se
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Figura A.98: Variagdo do pardmetro ¢ do menor para o maior valor das condigoes inciais
para a func¢ao resposta CTL com n = 3

Nota-se que as curvas na figura A.98 coincidem em sua totalidade, isto é, existe
apenas um equilibrio neste trecho.

Cujo histoérico no tempo é dado por

15
X
y
1 Z
0.5
0
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.99: Historico do pardmetro ¢ do menor para o maior valor das condigoes inciais
para a func¢ao resposta CTL com n = 3

Na figura A.99, as curvas nao apresentam oscilagdes ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,
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Figura A.100: Variagdo do pardmetro ¢ do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3

Nota-se que as curvas na figura A.100 coincidem em sua totalidade, isto é, existe
apenas um equilibrio neste trecho.

Cujo histoérico no tempo é dado por

1.5
X
y
1 Z
0.5
0
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.101: Historico do pardmetro ¢ do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3

Na figura A.101, as curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL para n =5

Para este pardmetro, sera mostrador o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 5 para funcao resposta CTL.

Com isso, tem-se
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Figura A.102: Variagdo do pardmetro ¢ do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

Nota-se que as curvas na figura A.102 coincidem em sua totalidade, isto é, existe
apenas um equilibrio neste trecho.

Cujo histoérico no tempo é dado por

15
X
y
1 Z
0.5
0
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.103: Historico do pardmetro ¢ do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

Na figura A.103, as curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando se faz do maior para o menor valor, tem-se
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Figura A.104: Variagdo do pardmetro ¢ do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

Nota-se que as curvas na figura A.104 coincidem em sua totalidade, isto é, existe
apenas um equilibrio neste trecho.

Cujo histoérico no tempo é dado por

15
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y
1 Z
0.5
0
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.105: Historico do pardmetro ¢ do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

Na figura A.105, as curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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A.8 Taxa de mortalidade do CTL (u3)

Para entender o comportamento da taxa de mortalidade do CTL (u3) ao decorrer do
tempo, tem-se a variacao paramétrica deste pardmetro em relacio as células T CD4"
nao infectadas (), células T CD4" infectadas (y) e linfécitos T citotéxicos (CTL) (2)

como segue na figura A.106. Para este caso, foi atribuido uma faixa de 0.1 <b < 1.

I
~

22

o
w
Linfécitos

Células sadias

o
s

Células infectadas
o
N

Figura A.106: Variacdo do Pardmetro ps

As curvas na figura A.106 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo, porém,

apresenta uma inversao em seu crescimento no intervalo de ¢ < 0.1.

2 2
15 y 15
z z

! 1%
0.5 0.5

Py, N . . , 0 AN " : ,

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Tempo [s] Tempo [s]
(a) pg = 0.1 (b) s =0.25

Figura A.107: Histérico do Pardmetro ps para ps = 0.1 e 0.25

As curvas na figura A.107 apresentam movimentos oscilatérios no intervalo de ¢t <

100, com regime permanente em seguida.
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Tempo [s] Tempo [s]
(c) us = 0.75 (d) us =1

Figura A.108: Historico do Parametro pus para uz3 = 0.75 e 1

As curvas na figura A.108 c¢) apresentam movimentos oscilatérios no intervalo de
t < 100, com regime permanente em seguida. Note que na figura A.108 d) as curvas

apresentam movimentos oscilatérios no intervalo de ¢ < 150.
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Verificagao de histerese para g3

Sera mostrado o comportamento do sistema quando as condi¢oes iniciais variam tanto do

menor para o0 maior quanto do maior para o menor valor para a verificagdo de possiveis

casos de histerese. Isto é, para este parametro, serd apresentado a variagao paramétrica

e seu respectivo historico no tempo.

CD4" sadias

a)

25

0.5

| |
| |
2 | |
| |
15 |

0.4

CD4" infectadas
o o
N w

o
=

Figura A.109: Variagdo das condigoes iniciais do menor para o maior valor em relagao

ao parametro fig

Note que as curvas em A.109 c¢) ndo coincidem em sua totalidade, ou seja, apresentam

pelo menos um trecho em que as curvas nao se sobrepoe, com isto, neste intervalo existe

pelo menos dois equilibrios coexistentes. Diferentemente acontece em a) e b) em que as

curvas se sobrepoe em sua totalidade, apresentanto assim, um equilibrio neste trecho.

Cujo historico no tempo é dado por

25

15

0.5

d)

50 100 150 200

Tempo [s]

Figura A.110: Histérico do pardmetro pz do menor para o maior valor das condigoes
Inicials

Na figura A.110, a curva que representa linfocitos T citotéxicos (z) é decrescente e

as demais nao apresentam oscilagoes.
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Por outro lado, fazendo a variagdo do maior para o menor valor é dado por
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Figura A.111: Variagdo das condigoes iniciais do maior para o menor valor em relagao
ao parametro g

Na figura A.111 a) e b) as curvas coincidem em sua totalidade, isto é, existe apenas
um equilibrio neste trecho. Diferentemente em A.111 c¢), existe um trecho em que as
curvas nao coincidem. Para melhor visualizagao, refinando-se a discretizacao da figura

A.111 ¢), obtém-se
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Figura A.112: Variacao das condigoes iniciais do maior para o menor valor em relagao
a0 parametro us com maior refinamento

Dessa forma, pode-se concluir que neste trecho em que as curvas nao coincidem,

existem pelo menos dois equilibrios coexistentes.
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Cujo histoérico no tempo é dado por

15
X
y
1 V4
0.5
0 . . . ,
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.113: Histérico do pardmetro pz do maior para o menor valor das condigoes
iniciais

Na figura A.113, as curvas que representam as células T CD4" infectadas (y) e
linfécitos T citotdxicos (z) apresentam movimentos oscilatorios enquanto que a curva

que representa as células T CD4" nao infectadas nao apresenta oscilacoes.
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Funcao resposta CTL paran =1

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 1 para a funcao resposta CTL.

Com isto, tem-se
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Figura A.114: Variagdo do pardmetro ps do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =1

Na figura A.114 a) e b) as curvas coincidem em sua totalidade, isto é, existe apenas
um equilibrio neste trecho. Diferentemente em A.114 c¢), existe um trecho em que
as curvas nao coincidem, ou seja, neste trecho, existem pelo menos dois equilibrios
coexistentes.

Cujo historico no tempo é dado por
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Figura A.115: Histérico do pardmetro pus do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 1

Na figura A.115, a curva que representa linfocitos T citotéxicos (z) é decrescente e

as demais nao apresentam oscilagoes.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,
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Figura A.116: Variacdo do pardmetro pz do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =1

Na figura A.116 a) e b) as curvas coincidem em sua totalidade, isto é, existe apenas
um equilibrio neste trecho. Diferentemente em A.114 c¢), existe um trecho em que
as curvas nao coincidem, ou seja, neste trecho, existem pelo menos dois equilibrios
coexistentes.

Cujo historico no tempo é dado por
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Figura A.117: Histérico do pardametro pus do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 1

As curvas na figura A.117 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL para n =3

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 3 para a funcao resposta CTL.

Com isto, tem-se
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Figura A.118: Variagdo do pardmetro pz do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3

Na figura A.118, as curvas nao se sobrepoe em pelo menos um trecho, isto significa
que neste trecho existe pelo menos dois equilibrios coexistentes.

Cujo histoérico no tempo é dado por
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Figura A.119: Histérico do pardmetro pz do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3

As curvas na figura A.119 nao apresentam oscilagbes ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,
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Figura A.120: Variagdo do pardmetro pz do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3

As curvas na figura A.120 coincidem em sua totalidade, isto é, existem apenas um
equilibrio neste trecho.

Cujo histoérico no tempo é dado por
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Figura A.121: Histérico do pardmetro pz do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3

Na figura A.121, as curvas nao apresentam oscilacoes.
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Funcao resposta CTL para n =5

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 5 para a funcao resposta CTL.

Com isto, tem-se
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Figura A.122: Variagdo do pardmetro pz do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

Na figura A.122, as curvas tem pelo menos um trecho em que nao coincidem em
sua totalidade, significando assim que, neste trecho em ¢ < 0.1, existe pelo menos dois
equilibrios coexistentes. Para melhor visualizagao, refinando-se a discretizagao da figura

A.122, obtém-se a figura A.123,
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Figura A.123: Variagdo do parametro ps do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 5 com maior refinamento

Nota-se o trecho em que as curvas nao coincidem em sua totalidade na figura A.123

e também, nao ¢ fisico a resposta.
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Cujo histoérico no tempo é dado por
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Figura A.124: Histérico do pardmetro pz do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

Na figura A.124, as curvas nao apresentam oscilacoes.
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Por outro lado, quando se faz do maior para o menor valor, tem-se
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Figura A.125: Variagdo do pardmetro ps do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

As curvas na figura A.125 se sobrepoe em sua totalidade, ou seja, apresentam apenas
um equilibrio neste trecho.

Cujo histoérico no tempo é dado por
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Figura A.126: Histérico do pardmetro pz do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

Na figura A.126, as curvas nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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A.9 Termo da fungao sigmoidal («)

Para entender o comportamento do termo da fungao sigmoidal («) ao decorrer do tempo,

tem-se a variagdo paramétrica deste parametro em relagao as células T CD4" nao in-

fectadas (), células T CD4" infectadas (y) e linf6citos T citotéxicos (CTL) (z) como

segue na figura A.127. Para este caso, foi atribuido uma faixa de 0.1 < a < 0.9.
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Figura A.127: Variacdo do Pardmetro «

0.9

0.8

0.6

|
|
l
|
|
0.7 |
|
|
|
|
1

0.5
0

As curvas apresentadas na figura A.127 a) e ¢) sdo decrescentes enquanto b) é cres-

cente em sua totalidade, ndo apresentam picos ou movimentos oscilatérios.
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Figura A.128: Histérico do Parametro o para a =

100 150 200
Tempo [s]

0.2

0.1e0.2

Na figura A.128, as curvas apresentam oscilagoes para t < 30, entrando em regime

permanente logo em seguida.
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Figura A.129: Historico do Parametro o para oo = 0.7 e 0.9

Na figura A.129, as curvas apresentam oscilagoes para t < 50, entrando em regime

permanente logo em seguida.
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Verificagao de histerese para «

Sera mostrado o comportamento do sistema quando as condi¢des iniciais variam tanto
do menor para o maior valor quanto do maior para o menor valor para a verificagado de
possiveis casos de histerese. Isto é, para este parametro, serd apresentado a variagao

paramétrica e seu respectivo histérico no tempo.
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CD4" infectadas

0.15

0.1

a)

Figura A.130: Variagdo das condigoes iniciais do menor para o maior valor em relagao

ao parametro «

Na figura A.130, as curvas coincidem em sua totalidade, isto significa que existe ape-
nas um equilibrio neste trecho. Nota-se também que em a) e ¢) as curvas sao decrescentes
enquanto que em b) as curvas sdo crescentes, nao apresentando picos ou movimentos
oscilatérios.

Cujo histoérico no tempo é dado por

15 y

0.5

0 ; ; ; ‘
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Figura A.131: Histérico do parametro o do menor para o maior valor das condigoes

iniciais

As curvas na figura A.131 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,
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Figura A.132: Variagdo das condigoes iniciais do maior para o menor valor em relagao
ao parametro «

Na figura A.132, as curvas coincidem em sua totalidade, isto significa que existe ape-
nas um equilibrio neste trecho. Nota-se também que em a) e ¢) as curvas sao decrescentes
enquanto que em b) as curvas sao crescentes, nao apresentando picos ou movimentos
oscilatorios.

Cujo historico no tempo é dado por

X
15 Yi
z
1
0.5
0 . . . ,
0 50 100 150 200
d) Tempo [s]

Figura A.133: Histérico do parametro o do maior para o menor valor das condigoes

iniciais

As curvas na figura A.133 ndo apresentam oscilagbes ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL paran =1

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes

iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 1 na func¢ao resposta CTL.

Com isto, tem-se
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Figura A.134: Variacdo do parametro o do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =1

Na figura A.134, as curvas coincidem em sua totalidade, isto significa que existe ape-
nas um equilibrio neste trecho. Nota-se também que em a) e ¢) as curvas sao decrescentes
enquanto que em b) as curvas sao crescentes, nao apresentando picos ou movimentos

oscilatorios.

Cujo historico no tempo é dado por
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Figura A.135: Histérico do parametro o do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 1

As curvas na figura A.135 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,
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Figura A.136: Variacdo do parametro o do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =1

Na figura A.136, as curvas coincidem em sua totalidade, isto significa que existe ape-
nas um equilibrio neste trecho. Nota-se também que em a) e ¢) as curvas sao decrescentes
enquanto que em b) as curvas sao crescentes, nao apresentando picos ou movimentos
oscilatorios.

Cujo historico no tempo é dado por
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Figura A.137: Histérico do parametro o do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 1

As curvas na figura A.137 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL para n =3

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes

iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 3 para funcao resposta CTL.

Dessa forma, tem-se
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Figura A.138: Variacdo do pardmetro a do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3

Na figura A.138, as curvas tem pelo menos um trecho em que nao coincidem em
sua totalidade, significando assim que, neste trecho, existe pelo menos dois equilibrios

coexistentes.

Cujo historico no tempo é dado por
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Figura A.139: Histérico do parametro o do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 3

As curvas na figura A.139 nao apresentam oscilagbes ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando tem-se do maior para o menor valor,
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Figura A.140: Variacdo do parametro o do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n = 3

Na figura A.140, as curvas coincidem em sua totalidade, isto significa que existe
apenas um equilibrio neste trecho. Nota-se também que as curvas nao apresentando
picos ou movimentos oscilatorios.

Cujo historico no tempo é dado por
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Figura A.141: Historico do pardmetro a do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n = 3

As curvas na figura A.141 nao apresentam oscilagoes ao decorrer do tempo.
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Funcao resposta CTL para n =5

Para este parametro, serd mostrado o comportamento do sistema quando as condigoes
iniciais variam do menor para o maior valor quando n = 5 para funcao resposta CTL.

Dessa forma, tem-se
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Figura A.142: Variacdo do parametro o do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

Na figura A.142, as curvas tem pelo menos um trecho em que nao coincidem em
sua totalidade, significando assim que, neste trecho em ¢ < 0.2, existe pelo menos dois
equilibrios coexistentes.

Cujo historico no tempo é dado por
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Figura A.143: Histérico do parametro o do menor para o maior valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =5

As curvas na figura A.143 nao apresentam oscilagbes ao decorrer do tempo.
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Por outro lado, quando se faz do maior para o menor valor, tem-se

2 | | e | | o | |
I \ \ I \ \ I \ \
18 | | @ 08 | | 08 | |
8 I \ \ 2 I \ \ I \ \
T 16 | | S 061 | | I | |
1] “—
" [ I I s [ I I B [ I I
3 14r [ [ G 041 | [ [ 04f | | [ [
o I [ [ 8 I [ [ I [ [
12t 1 | | 02t 1 | | 02t 1 | |
I \ \ I \ \ I \ \
P - ! ! ol 1 ‘ R B ol 1 ‘ Y
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
a) a b) a c) a

Figura A.144: Variacdo do parametro o do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a func¢ao resposta CTL com n =5

Na figura A.144, as curvas coincidem em sua totalidade, isto significa que existe
apenas um equilibrio neste trecho. Nota-se também que as curvas nao apresentando
picos ou movimentos oscilatorios.

Cujo historico no tempo é dado por
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Figura A.145: Histérico do parametro o do maior para o menor valor das condigoes
inciais para a funcao resposta CTL com n =5

As curvas na figura A.145 nao apresentam oscilagbes ao decorrer do tempo.
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