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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho € apresentar a teoria de Galois sobre anéis co-
mutativos, exibindo uma definicdo adequada para uma extensao de anéis ser ga-
loisiana, de modo que esta seja uma generalizagao natural da definicdo conhecida
da teoria de Galois sobre corpos. Além disso, € apresentado sob quais condicdes
resultados importantes da teoria de corpos, como o teorema da correspondéncia
de Galois, sao validos neste caso. Por ultimo, é feita uma investigacdo acerca dos
cbdigos sobre o anel Z,, via anel de grupos utilizando as propriedades das algebras

semi-simples.

Palavras-chave: Médulo, Algebra semi-simples, Algebra separavel, Teoria de Ga-
lois, Codigos sobre Z,,,.



ABSTRACT

The aim of the present work is to present the Galois theory of commutative rings,
showing a proper definition for an extension of rings to be galoisian, so that it is a
natural generalization of the known definition of Galois theory of fields. Furthermore,
is presented under which conditions important results of field theory, as the classical
Galois correspondence theorem, are valid in this case. In the last part, we made a
investigation about the codes over the ring Z,, by groups ring using the properties

of semisimple algebras.

Keywords: Module, Semisimple algebra, Separable algebra, Galois theory, Codes
over Ly, .
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Introducao

A teoria de Galois sobre corpos tem grande importancia na algebra e em outras
areas da matematica e é possivel encontrar muitos estudos sobre esta teoria na litera-
tura atual. Como na matematica sempre somos tentados a generalizar os resultados,
com esta teoria nao foi diferente, e desse modo, comegaram a surgir os seguintes ques-

tionamentos:

1. Sera que é possivel criar uma teoria consistente como a teoria de (alois para

corpos pensando em um anel comutativo qualquer?
2. Quais as especificidades que o anel em questao deve ter?

Responder a essas questoes é o principal objeto do presente trabalho.

Ao considerar anéis, diferentemente de quando se considera corpos, um estudo pode
serguir varias vertentes distintas, pois existem vérias classificacbes para os anéis. E
possivel estudar a teoria de Galois sobre anéis nao comutativos, sobre anéis de divisao,
anéis de caracteristica p, entre outros. Para este trabalho, nos escolhemos os anéis
comutativos.

A primeira definicao de extensao galoisiana de um anel apareceu na literatura em
1960 no trabalho “The Brauer group of a commutative ring” de M. Auslander e O.
Goldman. Mas a teoria de Galois para anéis comutativos surgiu a partir de 1965 como
parte de um trabalho de S.U Chase, D.K. Harrison e A. Rosenberg intitulado “Galois
Theory and Galois Cohomology of Commutative Rings”, onde foram apresentadas ou-
tras definicoes equivalentes para uma extensao galoisiana de anéis dada por Auslander
e Goldman, além de conter resultados importantes, inclusive um Teorema Fundamental
para esta teoria.

Sendo assim, o principal objetivo deste trabalho é apresentar uma definicao apro-
priada para que uma extensao de anéis seja de Galois de modo que esta definicao seja
uma generalizagao natural da teoria de Galois para corpos e que os principais resulta-
dos, como por exemplo, o Teorema Fundamental da Teoria de (alois, que estabelece

uma correspondéncia entre os corpos intermediarios e os subgrupos do grupo de Ga-
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lois, também possa ser estendido para o caso dos anéis. Para isso, iremos apresentar
algumas das definicoes equivalentes de extensao galoisiana de corpos existentes na li-
teratura e analisar se ¢ possivel adaptar os conceitos abordados ao contexto dos anéis,
sempre evidenciando as semelhancas e as diferencas entre as teorias e as perdas que
a substituicdo de um corpo para um anel comutativo acarretam. Além disso, salvo
mencao contraria, os anéis considerados neste trabalho serao sempre comutativos com
unidade.

A presente dissertacao esta dividida em cinco capitulos, onde os dois primeiros
contém todo o embasamento tedrico sobre anéis, modulos e dlgebras necessarios para
a compreensao dos demais capitulos.

No primeiro, é feita uma revisao sobre a teoria de médulos, explorando mais profun-
damente assuntos como o produto tensorial, médulos projetivos e médulos semi-simples
que serao de suma importancia para o desenvolvimento do proximo capitulo. Este ca-
pitulo também foi escrito com o intuito de servir como base e auxilio a estudantes que
estejam iniciando seus estudos no assunto de moédulos.

O segundo capitulo é dividido em trés secoes. A primeira secao apresenta a defini¢ao
de algebra e alguns exemplos, além de conter a definicao do produto tensorial entre
algebras, propriedade que serd muito utilizada. Na segunda secao o foco esta nas
algebras semi-simples sobre um corpo, onde todo o trabalho é feito com o objetivo de
dar uma caracterizacao a elas através do famoso Teorema de Wedderburn. Por tltimo,
exploramos as algebras separaveis, que serao apresentadas por meio de duas abordagens
distintas, uma que envolve extensao de corpos e semi-simplicidade e outra que pode
ser generalizada para anéis quaisquer. Este serd um dos conceitos mais importantes na
generalizacao da teoria de Galois.

No terceiro capitulo, o mais importante deste trabalho, relembramos um pouco dos
fatos mais relevantes da teoria de Galois sobre corpos e em seguida vamos preparando
o terreno para enfim chegarmos & generalizacao que queriamos, onde sao demonstradas
cinco defini¢oes equivalentes para uma extensao de anel ser galoisiana, que junto com
a adaptacao e a demonstracao do teorema fundamental, integra a parte principal deste
trabalho. Também sao dados alguns exemplos de extensoes galoisiana de anéis a fim
de que haja um melhor esclarecimento. A referéncia [16] foi a principal utilizada neste
capitulo, e a riqueza de detalhes nas demonstracoes e exemplos constituem a principal
contribuicao deste trabalho.

O quarto capitulo é dedicado & analise da estrutura e construcao de codigos sobre
L, onde m é um inteiro qualquer. Estas construcgoes utilizam fortemente os conceitos
e resultados de algebra semi-simples apresentadas no segundo capitulo, de modo que

esta parte ¢ uma aplicacao desta teoria. Primeiramente, é feita a construcao para
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o caso onde m é o produto de primos distintos, que torna-se mais simples pelo fato
de que nestas condicoes a dlgebra de grupo Z,,G, onde G é um grupo ciclico, é semi-
simples. Em seguida, utilizando o Teorema de Wedderburn, adaptamos estes resultados
para o caso onde m é uma poténcia de um primo, e uma vez que estes dois casos estao
resolvidos, conseguimos encontrar codigos sobre Z,,, onde m é qualquer inteiro positivo.

No ultimo capitulo, foi feita uma revisao geral do trabalho, apontando as principais

conclusoes e perspectivas futuras.



1 Anéis e modulos

Este capitulo aborda definicoes e resultados importantes sobre modulos, destacando
alguns casos particulares, como moédulos livres, modulos projetivos, moédulos simples
e semi-simples, que serao uteis no decorrer do texto. Também, apresentamos uma
construcao detalhada do produto tensorial para modulos e exibimos alguns dos mais
importantes radicais de um anel. Os anéis considerados neste capitulo serdao sempre
comutativos. As definicoes e os resultados apresentados neste capitulo baseiam-se
essencialmente em [4], [12], [14] e [15].

1.1 Mobdulos

Nesta secao, introduzimos a nocao de moédulo, que trata-se de uma generalizagao
de espaco vetorial, onde a multiplicacao por escalar é definida sobre um anel, ao invés
de ser definida sobre um corpo como nos espagos vetoriais.

Veremos ao longo do presente texto como a perda de caracteristicas basicas, como
o fato de que todo elemento é inversivel, no conjunto escalar, acarreta em diversas
mudancas na estrutura, fazendo com que algumas propriedades que funcionam bem

nos espacos vetoriais deixem de valer nesse caso mais geral.

Definicao 1.1. Sejam R um anel e M um conjunto nao vazio. Se M € grupo abeliano
em relagdo a adi¢ao e estd definida uma operagao externa que a cada par (a,m) € Rx M
associa o elemento am € M e de modo que para todo a,b € A e para todo x,y € M

sao vdlidas as condicoes

i) a(bx) = (ab)z,

ii) a(x +y) = ax + ay,

iii) (e +b)x = ax + bz, e

iv) 1z ==,

M ¢ dito um R-modulo a esquerda.

13
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Observacao 1.2. Considerando a multiplicacao por escalar a direita, define-se de
forma analoga um R-moédulo a direita. Quando o anel R é comutativo nao existe
distincao entre modulos a direita e modulos & esquerda. Nesse trabalho, a menos de

mencao contraria, consideramos um R-moédulo & esquerda.
Exemplo 1.3. Seja K um corpo. Todo K-espaco vetorial ¢ um K-modulo.

Exemplo 1.4. Todo anel R pode ser visto como um R-mddulo. Além disso, o produto

direto R" = R X R X ... X R de um anel R é um R-modulo.
Exemplo 1.5. Para todo n € Z, o anel nZ é um Z-mébdulo.

Definicao 1.6. Sejam M um R-mddulo e N C M um subconjunto nao vazio. Dizemos
que N € um R-submodulo de M se N é um subgrupo aditivo de M e é fechado em
relacao ao produto por escalar. Na maioria das vezes, por simplicidade, dizemos apenas

que N € um submdodulo de M e denotamos como N < M.

Sejam M um R-moédulo e N um R-submodulo de M. No grupo quociente M /N
definimos a seguinte operacio: a(m + N) = am + N, onde a € R e m € M. Com essa
operagao, M/N tem uma estrutura de um R-médulo que recebe o nome de médulo
quociente de M por N.

Sabemos que todo espaco vetorial possui uma base, entretanto, a mesma afirmacao
nao se estende para os moédulos. Um R-mo6dulo M pode nem sequer possuir um gerador,
por exemplo, 47 visto como um 2Z-médulo nao possui um conjunto de geradores. Por

esta razao, modulos com essas propriedades sao especiais, como veremos a seguir.

Definicao 1.7. Sejam um R-mddulo M e S C M um subconjunto ndao wvazio. O
conjunto
<S> = {Zaisi a; € R,Si c S}
i=1
¢ um R-submddulo de M chamado de submddulo gerado por S, sendo o menor submo-

dulo de M que contém S.

Sempre que escrevermos (.S), estamos nos referindo ao conjunto gerado por S. Se
(S) = M, dizemos que S gera M e sendo S finito, ou seja, S = {s1, s2, ..., Sn}, dizemos
que M é finitamente gerado. Além disso, se S for linearmente independente, isto é, se
> ais; = 0 implicar que a; = 0, para i = 1,...,n, dizemos que S forma uma base

para M, e neste caso, M é chamado de médulo livre.

Definicao 1.8. Sejam M e N dois R-modulos. Uma funcao f : M — N é um

homomorfismo de R-mddulos se satisfaz:

flamy +mg) = af(mi) + f(ma),
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para todo a € R, my,my € M.

Um submodulo importante de M, chamado Kernel de f, ¢ definido como Ker(f) =
{r e M: f(x) =0n}. Aimagem de f ¢ definida como Im(f) = {f(z) : x € M}, eé
um submoédulo de N. Ao conjunto de todos os homomorfismos de R-mo6dulos M em
N, denotamos por Homg(M, N), que também é um R-modulo.

Naturalmente, a partir da definicdo de um homomorfismo de R-moédulos, segue o

seguinte Teorema do Homomorfismo para R-moédulos.

Teorema 1.9. Se M e N sao dois R-modulos, f : M — N um homomorfismo de
R-mddulos, j : M — M/Ker(f) a fun¢ao projecio e i : Im(f) — N a inclusao, entao
existe uma unica funcao f*: M/Ker(f) — Im(f) tal que

I f=iof o],
2. f* € um isomorfismo.

Demonstracao. A aplicacao

[ M/Ker(f) — Im(f)
e+ Ker(f) v f(o+ Ker(f)) = f(x),

estd bem definida e é bijetora, donde segue que f* é um isomorfismo de R-modulos.

Também, f* satisfaz a igualdade f =io f* o j. O
Defini¢ao 1.10. Sejam {M,;};,c; uma familia de R-mddulos e f; € Homgp(M;, M),
para todo © € I. Dizemos que a sequéncia
fi fit1
Mz — Mi+1 — MH-? — ...
¢ exata em M;, 1 se Im(f;) = Ker(fi11). Se a sequéncia for exata em M; para todo i,
dizemos simplesmente que a sequéncia € exala.

Exemplo 1.11. Sejam R um anel, M um R-médulo e N um R-submoédulo de M.
Considere sequéncia 0 — N — M —» M/N — 0, onde i é a fungao inclusdo e 7w é
a projecao candnica dada por w(m) = m+ N. Essa sequéncia é exata, pois ¢ é injetora,

7 é sobrejetora e Im(i) = N = Ker(m).

Dados Ny, Ny dois R-submoédulos de um R-moédulo M, podemos definir um novo

R-submoédulo dado por:

N1+N2:{n1+n2:n1 € Ni,ny € NQ}
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A representacao dos elementos de N; + Ny nem sempre é tinica. De fato, se Ny = Ny =
47, < 7. como Z-mobdulos, entao 16 = 4 4+ 12 = 8 + 8. Assim, quando a representacao
é unica? Isso acontece quando Ny N Ny = {0}, e nesse caso, denotamos por Ny & Ns.
Quando Ny + Ny = M e Ny N Ny = {0}, dizemos que M é a soma direta de N; e Ny,
e denotamos, M = N; & Ns.
Este conceito estende-se para uma familia qualquer {N; };c; de R-submddulos de M,
e nesse caso, M é a soma direta de {IV; };c;, se satisfazer uma das seguintes afirmagoes
equivalentes
i) Todo elemento m € M se escreve de maneira tinica na forma m = > n;, onde n; € N;
e (n;)ier € uma familia quase nula, isto é, n; = 0, exceto parazeulm ntmero finito

de elementos;

ii) M => N;ese ) n; =0, entdo n; = 0, para todo i € [;

iel iel
icl i#]

Também, a partir de dois R-modulos M e N, considerando
M x N ={(z,y), onde x € M,y € N}

com as operagoes
L (zy)+ @ y) =@+ y+y) e

2. a(z,y) = (ax, ay),

o conjunto M x N possui estrutura de um R-modulo, chamado de produto cartesiano
de M e N. Mais geralmente, dada uma familia de R-modulos { M, };c;, podemos definir

seu produto cartesiano

11]\4Z = {(mi)ig :m; € M;, para todo 7 € ]}

i€l

Denotando por ®;c;M; o conjunto das familias quase-nulas de [, M;, e considerando

i€l
as mesmas operacoes, o conjunto ®;c;M; é chamado de produto direto da familia
{M;}icr. Observe que quando o conjunto de indices I for finito, os dois R-médulos

coincidem, ou seja, o produto direto e o produto cartesiano coincidem.

Definicao 1.12. Seja N um submdodulo de um R-mddulo M. Dizemos que um sub-
modulo Nv C M ¢é um suplementar de N em M se M = N @& Ny. Se N admute

suplementar, N € dito somando direto de M.
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Embora essa propriedade seja vélida para todo subespaco de um espaco vetorial,
para modulos nao podemos afirmar o mesmo, ou seja, nem todo submoédulo possui um
suplementar e mesmo quando possui, a unicidade nao é garantida, motivo pelo qual

usamos “um suplementar” na Definicao 1.12.

Proposicao 1.13. Seja M um R-mddulo. Se N1 e Ny sao dois submddulos de M tal
que M = N @ N, entao M /Ny = Ns.

Demonstracao. Dado x € M, por hipbtese, existem ny € Ny e no € Ny tal que x =

ny1+ng. Considere a fungao projecao sobre a segunda coordenada, que é o epimorfismo

p: M — N

T = Na.

Pelo Teorema 1.9, segue que M /Ker(p) = Ny. Como Ker(p) = Ny, segue que M /N, =
Ns. [l

Agora, vamos analisar algumas relacoes entre somas diretas e sequéncias exatas.
Dados dois R-moédulos My, M,, a sequéncia 0 — M, I M, & My 25 My, —s 0,
onde i1(my) = (my,0) é a inclusdo natural, e ps(my, m2) = mg é a proje¢do sobre a
segunda coordenada, ¢ uma sequéncia exata. Mas, dada uma sequéncia exata qualquer,
0—58-LF%ag 0, serd que sempre temos que F' = E & G? No que segue

tentamos responder a essa questao.

Definicao 1.14. Uma sequéncia exata de R-modulos 0 — E RN N BN

cinde se Im(f) = Ker(g) é um somando direto de F.

Pelo Teorema 1.9, segue que Im(f) = E/Ker(f) = E, e uma vez que f é injetora,
podemos dizer que a sequéncia exata da Definicao 1.14 cinde se E' é um somando direto
de F'. Também, é possivel mostrar que seu suplementar é isomorfo a GG, ou seja, pela
sequéncia exata 0 — F BEING AN N RN 0, segue que G = F/Ker(g), pois g é
sobrejetora. Além disso, da igualdade F' = E' & E”, pela Proposicao 1.13, segue que
E" = F/E" = F/Ker(g). Portanto, E” = G. Feito isso podemos responder ao nosso
questionamento, ou seja, serd que sempre temos que F = E @ G7 Isso nem sempre

ocorre, mas quando acontece dizemos que a sequéncia cinde.

Proposicao 1.15. Seja 0 — FE Ty F G 0 uma sequéncia exata. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
i) A sequéncia cinde;

ii) Friste um homomorfismo ¢ : F — E tal que ¢ o f = 1g;
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iii) Emiste um homomorfismo ¢ : G — F tal que go ¢ = 1¢.

Demonstragao. i) = ii) Como por hipotese a sequéncia cinde, segue que existe E” tal
que FF=FE' ®FE" e ' =Im(f). Assim, se z € F, entdo x = 2’ + 2", para tnicos =’ € F’
ex’ € B esex’ € F', entdo existe um tnico y € E tal que f(y) = 2/, uma vez que f

é injetora. Assim, podemos definir o seguinte homomorfismo:

v: F — E
T =y

Desse modo, (¢ o f)(y) = ¥(f(y)) = ¥(z') = y, isto &, existe um homomorfismo
Vv:F— Ftalque vof=1g.

ii) = i) Devemos mostrar que a sequéncia 0 — FE REIN Iy RN cinde, isto é,
que existe E” tal que F' = Im(f) @ E”. Vamos mostrar que E” = Ker(¢)) satisfaz essa
condicao, onde ¥ é o homomorfismo da hipotese. Para isso, seja x € F. Considere
y=(fo)(z)= f(¢¥(x)) etome z=2—y=x=y+ 2 Como y € Im(f), segue que
z € Ker(¢), uma vez que ¢(2) = ¢(z —y) = (x) — ¢(y) = ¥(z) — (Yo fop)(z) = 0.
Agora, verificamos que a soma é direta. Se a € Im(f) N Ker(y), entdo a € Im(f)
e a € Ker(¢). Assim, existe x € E tal que f(z) = a. Como a € Ker(), segue que
P(y) =0=Y(f(x)) =0= 2 =0. Logo, f(0) = a = 0. Portanto, F' = Im(f)DKer(¢),

ou seja, a sequéncia cinde.

i) = iii) Para mostrar que essa implicacdo é valida, precisamos definir um homo-
morfismo ¢ : G — F tal que go ¢ = 1. Seja u € G. Como g é sobrejetora, segue que
existe v € F tal que g(v) = u. Por hipotese, podemos escrever F' = E' @ E”. Assim, se
veEF, entdov=2a+2" onde 2’ € E' e x” € E”'. Como 2’ € E' = Im(f), segue que
existe x € F tal que f(x) = 2/. Para mostrar que o homomorfismo estéd bem definido,
devemos mostrar que dado u € G existe um tnico z” € E” tal que g(z”) = u. A exis-
téncia segue do fato que u = g(v) = g(f(x) + 2") = g(f(x)) + g(z”) ) ZHer(o) g(z").
Para a unicidade, suponhamos que existam z”,y"” € E” tal que g(2”) = u = g(¥/").
Assim, g(z” —y") =0 = 2" —y" € Ker(g) = Im(f). Logo, " —y" € E"NIm(f) = {0},

ou seja, ©” = y”. Assim, podemos definir o homomorfismo

p: G — F

u — 2"
Logo, (g0 ¢)(u) = g(d(u)) = g(z") = u, ou seja, go ¢ = 1.

iii) = i) Agora, vamos mostrar que F' = Im(f) ® Im(¢). Se = € F, entdo po-



Moédulos 19

demos escrever z = = — ¢(g(z)) + ¢(g(x)), onde =z — ¢(g(z)) € Im(f) = Ker(g),
pois g(x — ¢(g(x))) = g(z) — g(d(g(x))) “E'° g(x) — g(z) = 0, e desse modo,
¢(g(x)) € Im(¢). Além disso, a soma ¢é direta, pois supondo que a € Im(f) N Im(¢p),
segue que existe z € G tal que a = ¢(z) e como a € Im(f) = Ker(g), segue que
g(a) = 0, ou seja, g(¢(z)) = 0. Como (go @) = 1g, segue que z = 0. Portanto, a = 0,

e assim, ' = Im(f) & Im(¢), ou seja, a sequéncia cinde. O

A seguir, veremos uma sequéncia de proposicoes envolvendo sequéncia exata e mo-
dulos livres que serd muito 1til na Secao 3 deste capitulo ao provar as equivaléncias
para modulo projetivo e que também usamos para provar alguns fatos sobre R-modulos

particulares, por exemplo, quando R é um dominio principal.

Proposicao 1.16. Todo R-mddulo M é isomorfo a um quociente de um R-maddulo

livre.

Demonstracao. Seja {m;}ic; um conjunto de geradores de M (note que este conjunto
de geradores sempre existe, pois pelo menos o proprio M o ¢é). Podemos definir a

aplicacao

onde R = ‘@IR,-, com R; = R, paratodoi € I. A aplicacao f é um homomorfismoe f é
sobrejetorajepois {m; }ier gera M. Logo, pelo Teorema 1.9, segue que M = R! /Ker(f).
O anel R pode sempre ser visto como um R-moédulo e este é livre pois {1z} é uma
base. O produto direto R! também é livre, pois B = {ex}, onde e, = (z4)icr, T = 1g
e z; = 0, para todo i # k, é uma base de R!. Portanto, M ¢ isomorfo a um quociente
do R-moédulo livre R, como queriamos. Se M for livre, isto é, se {m;}ic; for uma
base de M, entdo f é injetora, e assim, M = @GR!, para algum conjunto I. Para
o caso em que [ é finito e {my,ma,..., my} é um conjunto de geradores, segue que
M = RF/Ker(f). Em geral, k nao é tnico, pois depende da quantidade de elementos

da base que tomamos, que pode variar em anéis nao comutativos. Mas, como aqui

assumimos que o anel ¢ comutativo, segue que k é tinico. ]

Proposicao 1.17. Seja L um R-mddulo livre. Se M e N sdao dois R-mddulos, f :
M — N um epimorfismo e g : L — N um homomorfismo, entao existe um homo-

morfismo g : L — M tal que fog=g.

Demonstracao. Seja {z;};c; uma base de L. Como f é sobrejetora, segue que existe
m; € M tal que f(m;) = g(x;), para todo i € I. Definindo g(x;) = m; para os elementos
da base, podemos estender ao homomorfismo g(m) = > \;m;, onde m = > \jx; é um

elemento de M. Assim, f o g = g, o que prova o resultado. O
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Proposicao 1.18. Se L é um R-mddulo livre e f : M — L um epimorfismo, entao
M = Ker(f) & L.

Demonstracao. Consideramos a sequéncia exata

CN idy
h
v

0—Ker(f) — M 7 L 0.

Se mostrarmos que esta sequéncia cinde, segue que M = Ker(f) & L. Para isso con-
sideramos o homomorfismo id;. Podemos ver com o auxilio do diagrama que estamos
nas hipoteses da Proposicao 1.17, e portanto, existe um homomorfismo h : L — M
tal que f o h =idy. Desta forma, pela Proposicao 1.15, segue que a sequéncia cinde,
isto &, que M = Ker(f) & L. O

Corolario 1.19. Seja 0 — M — N — L — 0 uma sequéncia exata de R-

modulos. Se L ¢é livre, entao a sequéncia cinde.

Demonstracao. Através do diagrama

segue que este resultado ¢ uma consequéncia direta das Proposi¢oes 1.17 e 1.15. O]

A partir daqui até o final dessa secao analisamos alguns fatos sobre os R-modulos
M, onde R é um dominio de integridade. Para o ultimo teorema, precisamos também

da hipotese extra de que R é principal.

Proposigao 1.20. Sejam R dominio e M um R-mddulo. Se {x;}1<i<n € linearmente

independente em M e {y;}1<j<m € um conjunto gerador de M, entdo n < m.

Demonstragao. Como {y; }1<j<m € um gerador de M, segue que cada z; pode ser escrito

m n

da forma x; = Z a;;yj, com a;; € A, para 1 <17 < n. Considere a expressao Z Ny =
=1 i=1

0. Substituindo z;, segue que

0= Z >\z <Z aijyj) = (Z )\z’aij> Ys-
i=1 j=1 j=1 \i=1
Seja o sistema, Z)\iaij =0, onde 7 = 1,2,...,m. Vamos supor que n > m e que as

i=1
solucoes do sistema de n variaveis e m equacoes estao no corpo de fragoes de R. Como
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n > m, segue que esse sistema admite uma solucao nao trivial, mas isso contraria o

fato de {x;}1<i<n ser linearmente independente. Portanto, n < m. O

Teorema 1.21. Se R € dominio e M é um R-mddulo finitamente gerado, entao todas

as bases de M tem o mesmo numero de elementos.

Demonstragdo. Sejam By = {z;};X; e By = {y;}72, duas bases de M. Como B, ¢

linearmente independente e By é um gerador de M, pela Proposicao 1.20, segue que
ny < ny. Mas também, B, é linearmente independente e By é um gerador, que implica

que ny < ny. Portanto, n; = no. O

Definicao 1.22. Dado M um R-mddulo finitamente gerado, chamamos de posto de

M ao nimero de elementos de uma base de M.

Para o préximo resultado, precisamos assumir que R é um dominio principal. Antes,
vejamos através de um exemplo, que o resultado nao vale em geral. Seja o Zg-mddulo
livre Zg, onde {1} é uma base. O submodulo H = {0, 3} néo ¢ livre, pois 3 é linearmente

dependente, uma vez que 3.2 = 0.

Teorema 1.23. Se M ¢ um R-mddulo livre de posto n, onde R é um dominio principal,

entao todo submddulo de M € livre com posto menor ou igual a n.

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre n, o posto de M. Se n = 1, entao
M tem uma base com um elemento, e suponhamos que essa base ¢ {u}. Definindo
f:A— M por f(a) = au, onde a € A, segue que f é um homomorfismo bijetivo
(direto do fato de {u} ser base), e assim, R =2 M. Como R é principal, segue que
os submodulos de R (que coincidem com os ideais de R) sao livres de posto 1, com
excecao do modulo nulo que por convencao tem posto 0. Suponhamos, agora, que a
afirmacao vale para todo médulo com posto menor que n, e com isso provamos que vale

para M com posto n. Se {v;}i—1, ., ¢ uma de base M, entdo, todo elemento m € M se
n

escreve de maneira tinica na forma m = Z a;v;, com a; € A. Considere o isomorfismo
i=1
f: M — A" dado por f(m) = (ai,...,a,). Considere, também, f : M — A, onde

f =piof, sendo p; a projecdo na primeira coordenada, ou seja, f(m) = a;. Seja N um
submodulo de M. Podemos definir fy : N — A, onde fy = f|v, e assim, obtemos a

sequéncia exata

0 — Ker(f) == N 2% Tm(fy) — 0.

Como Im(fn) C A, segue que Im(fy) ¢é livre, e assim, pelo Corolario 1.19, segue que a

sequéncia cinde. Portanto, N = Im(fy)®Ker(fx). Se M; ¢ um submodulo de M gerado
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por {vy, ..., v, }, entdo M é livre e Ker(fy) C M;. De fato, se z = Z \iv; € Ker(fy),

. i=1
entao

fN(x)=O:f(x):0:(plof)(x):Oﬁ)\lz():x:z/\ivi.
=2
Pela hipotese de indugao, segue que todo submodulo de My, portanto Ker(fy), € livre

com posto menor ou igual a n — 1. Assim, N é livre de posto menor ou igual a n. [J

1.2 Produto tensorial

Nesta secao, definimos uma aplicacao bilinear para modulos e apresentamos um
caso particular dessas aplicacoes que serd muito importante para o nosso trabalho, o

produto tensorial.

Definicao 1.24. Sejam M, N, T trés A-mddulos. Uma aplicacao f: M x N — T
¢ chamada bilinear, se para todo mi,mo € M ,ni,ny € N e a € A, vale as sequintes

propriedades:
1. f(my+ ma,n) = f(my,n) + f(ma,n);
2. f(m,ny+ng) = f(m,m) + f(m,ng);
3. flam,n) = f(m,an) = af(m,n).

Em outras palavras, uma aplicacao [ € bilinear se f for linear em relacao a primeira

e a sequnda varidvel.

Agora, apresentamos uma construcao do produto tensorial, que é dada a partir de
uma propriedade universal para modulos. Nas fungoes, em geral, ndao podemos afirmar
que valem as propriedades listadas na Definicao 1.24. O produto tensorial ¢ uma
aplicacao onde essas propriedades sao satisfeitas. Assim, é natural que usemos algum
tipo de quociente, pois necessitamos que muitas operacoes nessa estrutura resulte em

Zero.

Teorema 1.25. Se M e N sao dois R-mddulos, entao existe um par (T, g), onde T' é

um R-modulo e g: M x N — T € uma funcao bilinear satisfazendo:

1. Para todo R-mddulo P e para toda aplicacao bilinear h : M x N — P, emiste

um unico homomorfismo j : T — P tal que h se fatora via g, isto €, jo g = h.
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2. 0 par (T,g) € dnico a menos de isomorfismo, ou seja, se existe (T',q") que

também satisfaz (1), entao eriste um isomorfismo de R-mddulos f: T — T’ tal

que fog=4g"

Com o auzilio do diagrama

MxNL—T
Pt

¢ mais fdcil ver a situacao imposta pelo Teorema, ou seja, partindo de uma funcao
bilinear h, sempre eziste (T,g) de modo que eziste um unico j que faz o diagrama

comutar.

Demonstracao. (1) Para a existéncia, considere o produto cartesiano M x N e C' um

R-modulo livre gerado por (a,b), com a € M,b € N, ou seja,

C:RMXN:{Z)\i(ai,bi):)\iERaiEM,biEN}.

finito
Definimos a soma entre elementos de C' e a multiplicacao por escalar sobre R como

segue:

i) > Ailas, bi) + D vilas, bi) = > (A + i) (as, by);

Com estas operagoes, C' é um R-moédulo. Consideramos D um submoddulo de C' gerado

pelos elementos de C' da seguinte maneira:
e (a; + as,b) — (ay,b) — (az,b);
e (a,by +by) — (a,by) — (a,by);
e (A\a,b) — \(a,b);
e (a,\b) — A(a,b).

Agora, consideramos o conjunto quociente C'/D. Neste conjunto, segue que

[ ] (a1 + Ao, b) — (al,b) — (CLQ,b) = 6,

o (a,by + by) — (a,b1) — (a,by) =0,
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e (\a,b) — A(a,b)=0c¢e

o (a,\b) — \(a,b) = 0.

Denotamos a classe representada pelo par (a,b) por a ® b := (a,b) + D. Assim, pela

forma que definimos esse conjunto, segue que
e (a1 +a))@b=a; @b+ ay ® b;
e a® (b +by) =a®b +a® by
e Ma®b=ANa®b)=a® .

Agora, defina T := C/D e g : M x N — T tal que g(a,b) = a ® b, onde (a,b) sao
elementos bésicos de C. Assim, T é gerado por a ® b. Além disso, pela construcao,
segue que g é bilinear. Agora, resta apenas mostrar que 71" e g definidos dessa maneira
satisfazem o item (1). Para isso, dada a funcao bilinear h : M x N — P, segue
que h pode ser estendida a uma funciao h : C — P, uma vez que os elementos de
M x N formam uma base para C. Como h é bilinear, segue que h se anula em todos

os geradores de D, ou seja,

h((ay + az, b) — (a1,b0) — (az, b)) = h((ar + as,b) — (a1,b) — (as,b))
((abb) (a27 ) (aljb) - (anb))
— h(0) =0.

De modo analogo, segue que vale para todos os geradores de D, e portanto, vale em
todo D. Assim, D C Ker(h). Portanto, h induz um homomorfismo h' : T — P
tal que h'(a ® b) = h(a,b). Mostramos, agora, que h' estd bem definida. Para isso, se
a®b = a'®V, entdo (a,b)—(a’,b') € D. Como h|p = 0, segue que h'((a,b)—(a’, b)) = 0,
ou seja, h'(a,b) = h'(a',0'). Tomando h' = j, segue que j o g = h, uma vez que
jog(a,b) =j(a®Db) = h(a,b). Além disso, k' é unicamente definida por esta condi-
¢ao. Portanto, o par (T, g) satisfaz o item (1).

(2) Para a unicidade, suponhamos que (T, g) e (1", ¢') sdo dois pares que satisfazem

o item (1). Tomando P =T" e h = ¢’ obtemos a situagao representada pelo diagrama

M x N 9—> T
I\L /’ 3!y

onde pelo item (1), segue que existe um tinico homomorfismo j tal que jo g = ¢'. De

modo analogo, para T”, como por hipotese 7" também satisfaz o item (1), segue que
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existe um unico homomorfismo j' tal que j' o ¢’ = g, como representado no diagrama.

MxNLsT
Tﬁ.w 3y

A partir dessas construcoes, segue que:
i) j'og = g implica que j o jog =g, ouseja, j' o j = idr;
ii) jog= ¢ implica que joj og =g, ou seja, joj =idr.

Por i) e ii), segue que j : T'— 1" & um isomorfismo que satisfaz j o g = ¢, e portanto,

o par (T, g) é Gnico a menos de isomorfismo, o que prova a unicidade. ]

O moédulo T, assim definido, é chamado produto tensorial entre M e N e é
denotado por M ®gr NN, ou simplesmente, por M ® N quando estiver claro qual o anel
da operacao. Por construcao, segue que M ® N é gerado por a®b, onde a € M,b € N,

ou seja, os elementos de M ® N sao da forma

finito finito finito
Exemplo 1.26. Considerando Z e Z,, vistos como Z-modulos, segue que Z ® Z,, = Zy,.

Exemplo 1.27. Se mdc(m,n) = 1, entdo Z, ® Z,, = 0. De fato, como m e n sao
coprimos, segue que existem r, s € Z tal que mr +ns = 1. Se a ® b é um gerador de

Ly @ Loy, €NLA0

a®b = 1lla®b)=(mr+ns)(a®b) = ((mr)a+ (ns)a) @b
= mr(a) @b+ (ns)a®b=mr(a) @b+ a®ns(b)
= 0®b+a®0=0+0=0.

Como se anula nos geradores, segue que se anula em todo o conjunto, e portanto,
Loy @ Ly, = 0.

Tomando func¢oes multilineares f : M; X --- x M, — P ao invés de bilineares
(as fungoes multilineares sdo definidas do mesmo modo que as bilineares, isto é, cada
coordenada é linear), e seguindo os mesmos passos da prova do Teorema 1.25, obtemos
o produto multitensorial

T'=»M®: &M,
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gerado pelos elementos da forma z; ® --- ® x,, onde x; € M;, para todo 1 <17 < 7.
O resultado equivalente ao Teorema 1.25 para o produto multitensorial é dado pela

préoxima proposicao.

Proposicao 1.28. Se My, ..., M, sio R-mddulos, entao existe um par (T,g), onde T

¢ um R-mddulo e g : My X --- X M, = T € uma aplicacao multilinear, satisfazendo:

1. Para todo R-mddulo P e para toda aplicacao multilinear h : My x --- x M, — P,

existe um unico homomorfismo j : T — P tal que jo g = h.
2. O par (T,g) é unico a menos de homomorfismo.

Quando tensorizamos um R-modulo por um R-moédulo que é também um anel, o
produto tensorial ganha uma interpretacao como mudanca de base, isto ¢, mudamos o
anel de escalares a partir da tensorizagdo. Por exemplo, o anel de polinémios R[z] e C
sao R-modulos. Tensorizando C por R[z], obtemos C ®@g R[z] = C[z]. O isomorfismo
se da pela fungao R-bilinear f : R[z] x C — Clz], onde f(p(x),z) = zp(x) que induz o
isomorfismo f : R[z] ® C — C[z] onde f(p(z) ® z) = zp(x). Analogamente, se L O K

¢ uma extensio de corpos, entdo K|r] @k L = Lx].

Vejamos, agora, alguns resultados envolvendo produto tensorial e sequéncias exatas.
Seja f : M — N um homomorfismo de R-moédulos. Dados P um R-médulo e

g : P — M um homomorfismo, a aplicacao

f: Homg(P,M) — Homg(P,N)
g = feog

¢ um homomorfismo. De forma analoga, dado h € Hompg(N, P), a aplicagao

f: Homg(N,P) — Homg(M,P)
h > ho f '

é¢ um homomorfismo. Usando essas duas fun¢oes, obtemos a seguinte proposicao:
Proposicao 1.29. Sejam M, M',M" e P quatro R-mddulos.

i) A sequéncia M’ s M L5 M" — 0 ¢ ezata & a sequéncia 0 — Hompg(M", P)
SN Hompg(M, P) -2 Homg(M', P) ¢ exata, para todo R-mddulo P.

ii) A sequéncia 0 — M’ L M L5 M 6 exata < a sequéncia 0 — Hompg (P, M’)
SN Hompg(P, M) N Hompg(P, M") é exata, para todo R-mddulo P.
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Demonstragio. i) : Suponhamos que M’ L5 M Ty M 5 0 ¢ exata. Assim,

Im(f) = Ker(g) e g é sobrejetora. Falta mostrar que Im(g) = Ker(f) e que g é

injetora.

e g injetora: Por definicdo, g = hog. Se h € Ker(g), entdo g(h) =0 = hog=0=
h(g(m)) = 0, para todo m € M. Como g é sobrejetora, segue que g(M) = M".
Logo, h(M") =0 = h =0, e portanto, g é injetora.

e Im(g) C Ker(f): Se u € Im(g), entdo existe h € Homg(M", P) tal que g(h) =
u=hog=u. Assim, f(u) =uof="hogof Kerlo)=Imh) 50 = 0, uma vez que
gof=0.

e Ker(f) C Im(g): Seja u € Ker(f). Queremos mostrar que u € Im(g), isto é,
que existe h € Hompg(M", P) tal que g(h) = u. Considere h(m”) = u(m), onde
hog(m) = m”. Observe que como g é sobrejetora, segue que dado m”, este
m sempre existe. Também, a funcao estd bem definida: suponhamos que exista
my, mg € M tal que m” = g(my) = g(ms). Logo, m; — my € Ker(g) = Im(f), e
entao, existe m’ € M’ tal que f(m’) = my —my, e assim, uo f(m’) = u(m; —my).
Como u € Ker(f), segue que f(u) = uo f = 0, e assim, u(m; —my) = 0 =
u(my) = u(ms). Além disso, h é homomorfismo, uma vez que f e g também sao

homomorfismos. Portanto, Im(g) = Ker(f).
Agora, provamos a reciproca.

e ¢ sobrejetora: Para isso, vamos usar o fato que g : X — Y & sobrejetora <
hog= fog= h= f, para todo f,h : Y — Z (*). Suponhamos que existam
fyh: M" — P tal que fog = hog, ouseja, g(f) = g(h). Como g é injetora,

segue que f = h. Portanto, por (*), segue que g é sobrejetora.

e Im(f) C Ker(g): Como Im(g) = Ker(f) segue que fog = 0. Logo, uogo f =0,
para toda fungdo u : M"” — P. Tomando P = M" e u = Id, segue que go f = 0.
Logo, Im(f) C Ker(g).

e Ker(g) C Im(f): Sejam P = Fj‘{f) em: M — P a projecao canonica. Assim,

f(m(m')) = (mo f)(m') = f(m') + Im(f) = 0, para todo m" € M. Logo,

7 € Ker(f) = Im(g), ou seja, existe u : M” — P tal que 7 = g(u) =uog =
Ker(g) C Im(f)

ii) Segue de modo analogo ao item i). O

Observemos que Homz(M &N, P) =2 Homg (M, Homg(N, P)). Dada f : M x N —
P uma aplicacdo bilinear, pelo Teorema 1.25, segue que f induz f : M@N — P. Para
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cada m € M, a aplicagdo f,, : N — P é definida por f,,(n) = f(x,n) que pertence
a Hompg(N, P), e assim, existe o homomorfismo g : M — Hompg(N, P) definido por
g(m) = fn,. Por outro lado, dada uma aplicacdo g : M — Homg(N, P), segue que a
aplicacdo g : M x N — P dada por g(m,n) = g(m)(n) é bilinear, pelo Teorema 1.25,
segue que existe uma aplicacao f: M ® N — P.

Dados M, N, P trés R-modulos e f : M — N um homomorfismo de R-moédulos,
seja a aplicacdo g : M x P — N @ P definida por g(m,p) = f(m) x p. A aplicacio g é
-bilinear, e assim, pelo Teorema 1.25, segue que existe um homomorfismo f : M®@P —
N ® P de R-mo6dulos dado por m®p = f(m)®p. A aplicacio f ¢ denotada por f ®id.

Assim, obtemos a seguinte proposicao:

Proposigao 1.30. Seja P um R-mddulo. Se a sequéncia M’ oMM 06

exata, entao a sequéncia M' ® P 9% 6 2P M" @ P — 0 também ¢ exata.

Demonstra¢ao. Como a sequéncia é exata, pela Proposicao 1.29, item i), segue que a

sequéncia
0 — Homgr(M" ,N) — Homgr(M,N) — Homgr(M', N)

é exata, para todo R-modulo N. Assim, pela Proposicao 1.29 item ii), segue que a

sequéncia
0 — Hompg(P,Homgr(M",N)) — Homg(P, Homg(M, N)) — Homg(P, Homg(M', N))
¢ exata para todo R-mo6dulo P. Logo, a sequéncia
0 — Homr(P® M" ,N) — Homg(P ® M,N) — Homg(P ® M', N)
é exata. Assim, pela Proposicao 1.29 item i), segue que a sequéncia
MoPESMeP™S M @ P —0

¢ exata. []

Se a sequéncia 0 —» M’ — M — M" é exata, nem sempre podemos afirmar que
a sequéncia 0 — M@ P — M ® P — M"” ® P também é exata, como podemos

ver através do préoximo exemplo.

Exemplo 1.31. Seja a sequéncia 0 — Z N , onde f(x) = 2z. A sequéncia

id . e -, .
0 —ZQ®7Z%s e 7 ® Zo nao é exata, pois a injetividade nao é mantida, uma vez que

f®idn®a)=2n®a=n® 2a =0, para todo n € Z.
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Definicao 1.32. Um R-mddulo P € dito plano se para toda sequéncia exata 0 —
M — M — M" — 0, a sequéncia 0 — M' QP — M QP — M"®@P — 0 ¢é

exata.

Através da Definicao 1.32, segue que P é um R-mddulo plano se, e somente se, para
todo f : M' — M homomorfismo, f ® id : M' ® P — M ® P é injetiva, uma vez

que a condicao de ser exata é garantida pela Proposicao 1.30.

1.3 Mobdulos projetivos

Nesta secao, apresentamos uma classe de modulos que é mais abrangente que a
classe dos modulos livres, que sao os modulos projetivos. Em geral, um submodulo de
um R-moédulo livre L, pode nao ser livre e ser um somando direto de L. Mas sempre
que o submoédulo for livre, ele sera um somando direto de L. E por isso que os médulos

projetivos sao uma generalizacao dos modulos livres.

Definicao 1.33. Um R-mddulo P é chamado projetivo, se dados quaisquer R-modulos
M, N, um epimorfismo f : M — N e um homomorfismo g : P — N, existe um
homomorfismo g : P — M tal que fo g = g. Em outras palavras, P € projetivo se

para todo diagrama

P

N

Y
M—sN—
; 0
existe homomorfismo g que faz com que o diagrama comute.

Um resultado importante sobre os modulos projetivos, que veremos na proxima
proposicao, é no sentido da caracterizacao dos mesmos, permitindo mostrar que um
modulo é projetivo por meios que as vezes podem ser mais simples do que o apresentado
na Definicao 1.33.

Proposicao 1.34. Seja P um R-mddulo. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i) P ¢ projetivo;

ii) se P € a imagem de um R-mddulo M por um epimorfismo, entao p é isomorfo a

um somando direto de M ;

iii) P ¢ um somando direto de um R-mddulo livre.
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Demonstragao. i) = ii) Sejam P um R-moédulo projetivo, M um R-modulo e f :
M — P um epimorfismo (existe pela hipotese). Utilizando o mesmo raciocinio usado

da prova da Proposig¢ao 1.18, segue o diagrama

'+
y2s
M—P——0

Como P é projetivo, segue que existe g : P — M tal que f o g = idp. Logo, pela
Proposicio 1.15, segue que a sequéncia exata 0 — Ker(f) — M NEINY N cinde,

e portanto, P é um somando direto de M.

ii) = iii) Pela Proposi¢do 1.16, segue que todo R-moédulo é a imagem de um R-
moédulo livre por um epimorfismo. Assim, dado um R-moédulo P, segue que existe um
epimorfismo f : M — P, onde M ¢é livre. Por hipotese, P ¢ isomorfo a um somando
direto de M, isto é, existe N tal que P & N = M, que é livre. Portanto, P é um

somando direto de um R-modulo livre.

iii) = i) Por hipotese, P é um somando direto de um R-mddulo livre. Assim, existem
um R-moédulo livre L e um R-moé6dulo S tal que L = P & S. Sejam os R-modulos
M e N, o epimorfismo f : M — N e o homomorfismo g : P — N. Como P C L,
podemos estender g a ¢’ : L — N definindo ¢'(z) = g(x), para todo x € Pe ¢'(z) =0,
para todo x € 9, que ainda serd um homomorfismo. Como a soma L = P@® S é direta,
segue que dado x € L existem tnicos ;7 € P,xy € S tal que x = x1 + z5. Assim,

g(x) = g(z1). Indicando por i : P — L a inclusdo, segue o diagrama:

L<—P

N

M—f>N—>O.

Como L é livre, pela Proposicao 1.17, segue que existe um homomorfismo h : L — M
tal que f o h = ¢'. Mas para mostrar que P é projetivo, devemos exibir um homomor-
fismo h: P — M tal que f o h = g. Tomando h = hoi (h restrita a P), o resultado

segue, isto é, f o h = g, e portanto, P é projetivo. ]

Exemplo 1.35. Sejam R = Zg, P = {0,2,4} ¢ Q = {0,3}. Assim, P e Q sao R-
modulos e R = P @ @, ou seja, P e () sao projetivos, pois sao somandos diretos de R

que é livre.
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Exemplo 1.36. Sejam K um corpo, R = My(K) e

{(z3) e} o {(35) o)

Assim, P e () sao submoddulos de R, onde R = P @& (). Logo, P e () sdo projetivos

visto que R é livre.

Utilizando a condigao iii) da Proposi¢ao 1.34, veremos na proxima proposi¢ao uma
outra definicao equivalente, que usamos em determinados momentos no decorrer do

texto.

Observacao 1.37. Seja P um R-moédulo projetivo. Como P é projetivo, segue que
toda sequéncia exata de R-modulos do tipo M % P 0 cinde. De fato, suponhamos
que M % p 0 é exata. Essa sequéncia se estende a uma outra sequéncia exata
0= N-MApP 0, onde N = Ker(¢). Pela Proposicao 1.29 e pela definicao de
modulo projetivo, segue que 0 — Hompg(P, N) — Hompg(P, M) N Hompg(P,P) — 0
é exata. Logo, dado idp € Hompg(P, P), segue que existe ¢ € Hompg(P, M) tal que
¢*(¢) = idp, o que mostra que toda sequéncia M 2% P 0 cinde.

Proposicao 1.38. Um R-mddulo P ¢ projetivo se, e somente se, existem elementos

pi € Pef, € P*=Homg(P,A), em quei € I, tal que para todop € P, p = Zfi(p)pi,
onde f;(p) = 0 exceto para um nimero finito de indices.

Demonstra¢ao. Suponhamos que P é gerado por {p;|i € I} como um R-modulo e seja
L um R-modulo livre com base {e;|i € I'}. Definimos o homomorfismo de R-mo6dulos
¢ : L — P dado por ¢(e;) = p;, para todo i € I. Como a sequéncia L > P — 0 é
exata, segue pela Observacao 1.37 que essa sequéncia cinde. Logo, existe 6 : P — L

tal que ¢ 00 = @dp. Seja m; : L — R a projecao da i-ésima coordenada, isto é,
s Z)\jej = )\;, para todo ¢ € I. Definimos o homomorfismo f; : P — R por
J
fi = m; 00, para todo i € I. Assim, dado p € P, segue que
6(p) = Z)\iei = Zfi(p)eia
icl icl

com \; = f;(p) = 0 exceto para um ntimero finito de indices, e portanto,
p=(pod)(p)=¢ <Z fi(p)€i> = filp)ple) =>_ filp)p:.
iel iel iel

Reciprocamente, sejam P um R-moédulo e p; € P, f; € P* elementos que satisfazem

a hipotese. Considere o R-modulo livre L gerado pela base {e; :i € [} e 9o : L — P
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o homomorfismo sobrejetor de R-modulos dado por ¢(e;) = p;, para todo i € 1.
Considere também o homomorfismo de R-médulos 6 : P — L, onde §(p) = Z fi(p)e;.

i€l
Observemos que o 9 é um isomorfismo, uma vez que dado p € P, segue que

(pod)(p) = <Z fi(p)€i> = filp)pe) =Y filp)pi =p,

iel i€l i€l
ou seja, pod = idp que é um isomorfismo. Logo, L = Im(§) ®Ker(p) = 6(P) B Ker(p).

Mostramos, agora, que ¢ é injetiva. Seja p = Zfi(p)pi, com f;(p) = 0 exceto para
iel
um nimero finito de indices, tal que d(p) = 0. Assim, Z fi(p)e; = 0. Como {e;} é
i€l
uma base de L, segue que f;(p) = 0, para todo i € I, e desse modo, p = 0. Assim, pelo

Teorema 1.9, segue que P = §(P), ou seja, P é isomorfo a um somando direto de um

modulo livre, o que conclui a prova de que P é projetivo. O

Definicao 1.39. Seja P um R-mddulo. Dizemos que P é projetivo finitamente

gerado se P ¢ um somando direto de um R-mddulo livre finitamente gerado.

A seguir veremos alguns resultados que nos auxiliarao na prova de um dos teoremas
principais deste trabalho.
Sejam P um R-mo6dulo, P* = Hompg(P, R) e o homomorfismo de R-médulos dado

por
¢ P ®p P* — Homg(P, P)

¢ <sz ® fz’) (p) = Zfi(]’)pm

para todo p € P.
O proximo teorema fornece uma condicao necessaria e suficiente para que esse

homomorfismo seja bijetivo.
Teorema 1.40. Seja P um R-mddulo. As sequintes condicoes sao equivalentes:

1. P € projetivo finitamente gerado.

2. ¢: P®r P*— Homg(P, P) é um isomorfismo de R-mddulos.
Demonstragao. 1) = 2) Seja P um R-moddulo projetivo finitamente gerado. Assim,
pela Proposicao 1.38, segue que eidstem elementos p; € Pe f; € P*, com 1 <i < n,
tal que para todo p € P, p = Zfi(p)pi. Como ¢ é homomorfismo, resta mostrar
que ¢ é bijetivo. Para mostrar aingobrejetividade, tomamos o € Hompg(P, P). Como

fio € P*, segue que Zpi ® fioc € P® P*. Mostramos que a imagem deste elemento
i=1
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por ¢ é 0. Seja p € P, logo

n
e assim, ¢ (Zpl ® fﬂ) = 0, 0 que mostra que ¢ é sobrejetora. Para mostrar a

injetividade, suponhamos que a = Z ¢; ® g; € Ker(P ® P*). Assim, ¢(a) = 0. Como
j=1
q; € P, por hipotese, segue que q; = Z fi(g;)p:. Utilizando essa igualdade e o fato de

i=1
que o produto tensorial é bilinear, segue que

a = qu ®gj = Z (Z fi(%’)]%’) ®gj = ZZfi(Qj)pi ®g; = Zpi(g)Zfi(Qj)gj
7=1 j=1 =1 =1 j=1

=1 i=1

Mas para todo p € P,

Zgj Vila) = fi (Z%(@%) = fi ((b (Z qj ®gj> (p))

= Jfile(a)(p)) = fi(0) =0

m m
Logo, Z fi(g;)g; = 0, e consequentemente, a = Z ¢; ® 0 = 0, ou seja, ¢ é injetivo.

- j=1
Portanto, ¢ ¢ um isomorfismo.

2) = 1) Por hipdtese, ¢ é um isomorfismo, e portanto, ¢ é sobrejetivo. Logo, con-

siderando idp € Hompg(P, P), segue que existem py,...,p, € P e fi,...f, € P* tal

que ¢ (Z p; ® f; | =1idp. Logo, para todo p € P, segue que

i=1

p= ZdP (sz ®fz> Zfz pm

0 que mostra que P é projetivo finitamente gerado, de acordo com a Proposicao 1.38,

0 que prova o resultado. O

Definicao 1.41. Seja P um R-mddulo. O conjunto ang(P) = {a € R : ap = 0, para
todo p € P} € um ideal de R, chamado anulador de P em R. Dizemos que P é um
R-mddulo fiel se ang(P) = 0.
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Lema 1.42. (Nakayama) Seja P um R-mddulo finitamente gerado. Se I é um ideal
de R, entdo IP ={xp: v € l,pe P} =P se, e somente se, I +ang(P) = R.

Demonstracao. Suponhamos que P = I P. Como por hip6tese, P é finitamente gerado,
segue que existem py,...,p, € P tal que P = Rp; + --- + Rp,. Definimos P, = Rp; +
---+Rp,, parai =1,...,ne P,;; = 0. Vamos mostrar que, paracadat=1,...,n+1,
existe x; € I tal que (1 —xz;)P C P;, pois se esta inclusao é verdadeira para n+ 1, segue
que o elemento (1 — x,41) pertence ao conjunto ang(P), e usando esse fato segue o
resultado. Faremos a prova por inducao sobre i. Para ¢ = 1, a inclusao ocorre tomando
x1 = 0. Agora, suponhamos que a afirmacao é verdadeira para algum ¢ > 0, isto é,
que para algum i > 0, existe x; € [ tal que (1 — z;)P C P;, e com essa hipdtese de
inducao mostramos que vale para i+ 1, e assim, é verdadeira para todo n. Usando que
P = IP, segue que (1 — ;)P = (1 —a;)IP = I(1 — ;)P C IP;, o que implica que
n
(1 —x)p; = Z)\ijpj onde \;; € I, e assim, (1 —z; — \;j)p; = 0 € Piyy. Além disso,

j=i

(1—2)1 =z — Nj)P C (1 —ax; — N\jj)Pi C P41, e consequentemente, [1 — (2z; +
Nij — a2 — 2;M\;;)|P C Piyq. Assim, é suficiente tomar ;11 = 2x; + \jj — a2 —x;\i; € I,
para concluir que existe z;,1 € I tal que (1 —x;41)P C P4y = 0. Considerando i = n,
segue que existe z,,; tal que (1 — x,41)P C P,y e assim, 1 — x,.; € ang(P). Como
l=2p41+ (1 —x,11) € I +ang(P), segue que I + ang(P) = R. Reciprocamente, se
I +ang(P) = R, entdo existem y € [ ¢ z € ang(P) tal que 1 = y + z. Assim, para
todo p € P, segue que p=1p=yp+ zp =yp € IP. Logo, P C IP C P, e portanto,
P=1P. O

Teorema 1.43. Se P um R-mddulo projetivo finitamente gerado e Tr(P) € o ideal
gerado por {f(p): p € P, f € P*}, entao Tr(P) ® ang(P) = R.

Demonstracao. Como P é projetivo finitamente gerado, pela Proposicao 1.38, segue
que existem py,--- ,pp € Pe fi,..., [, € P* tal que p = Zfi(p)pi, para todo p € P.
i=1
Assim, P C Tgr(P)P C P, que implica que P = Tr(P)P. Pelo Lema de Nakayama,
segue que R = Tgr(P) + ang(P), e portanto, existem y € Tr(P) e z € ang(P) tal
que 1 = y + z. Para mostrar que a soma é direta, seja © € Tr(P) Nang(P). Assim,
xl = zy + xz € Tr(P)ang(P), e assim, Tr(P) Nang(P) C Tr(P)ang(P). Mas,
Tr(P)ang(P) = 0, pois dado A € ang(P), p € P e f € P*, segue que Af(p) = f(\p) =
f(0) =0. Logo, Tr(P) Nang(P) = 0, e portanto, R = Tr(P) @ ang(P). O

Corolario 1.44. Se P é um R-mddulo projetivo finitamente gerado e fiel, entao Tr(P) =
R.

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 1.43 e da definicao de modulo fiel. [
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Observemos que todo modulo projetivo é um moédulo plano, e sendo assim, dado

P um R-moédulo projetivo e 0 — M’ 5 M 2o M7 = 0 uma sequéncia exata de R-
' ‘ iy ’

modulos, segue que a sequéncia 0 — M’ ®p P R Vi ®r P Peide o ®Qr P — 0é

exata.

1.4 Mobdulo simples e semi-simples

O objetivo desta secao é apresentar os chamados modulos simples e semi-simples.
Sabemos que todo modulo M tem no minimo dois submodulos, M e (0), podendo
inclusive ter apenas esses. Mas existem casos em que um modulo possui muitos sub-
modulos e ¢ util quando podemos afirmar alguma coisa sobre esses modulos, que sao
chamados modulos semi-simples. Nesta secao, veremos que os modulos semi-simples

preservam uma propriedade que é valida nos espacos vetoriais.

Definicao 1.45. Dizemos que um R-mddulo M € simples se seus unicos submodulos

sao (0) e o proprio M.

Proposicao 1.46. Um R-mddulo simples é gerado por qualquer um de seus elementos

nao nulo.

Demonstra¢ao. Sejam M um R-mo6dulo simples e x € M, com x # 0. Assim, (x) é um
submodulo de M. Como os tnicos submodulos de M sdo M e (0) e = # 0, segue que
(x) = M. O

Lema 1.47 (Lema de Schur). Todo homomorfismo nao nulo de R-mddulos simples é

um isomorfismo.

Demonstracao. Sejam M, N dois R-moédulos simples e f: M — N um homomorfismo
nao nulo. Como Ker(f) < M, Ker(f) # M, f # 0e M ésimples, segue que Ker(f) = 0.
Também, como Im(f) < N, Im(f) # {0} e N é simples, segue que Im(f) = N.

Portanto, f é um homomorfismo bijetor, ou seja, um isomorfismo. O]

Corolario 1.48. Se M um R-mddulo simples, entao Endr(M) é um anel de divisdo,

1sto €, todos os elementos nao nulo sao invertivess.

Demonstracao. Pelo Lema 1.47, como M é simples, segue que todo homomorfismo f
nao nulo que pertence a End(M) é um isomorfismo, e assim, possui inverso. Além disso,
a funcao identidade id : M — M € End(M), jA que é um homomorfismo. Portanto,
End(M) é um anel de divisao. O

Vimos na Secao 1.1 que nem todo submédulo de M ¢ um somando direto, sendo
M um R-moédulo qualquer, mas as vezes é interessante trabalhar com moédulos dessa

natureza, por isso essa classe de R-moédulos recebe um nome especial.
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Definicao 1.49. Seja M wm R-mddulo. Dizemos que M é semi-simples se todo

submodulo de M ¢ um somando direto.

Exemplo 1.50. Se K for corpo, entao todo K-espaco vetorial é um K-moédulo semi-

simples.

Exemplo 1.51. Todo modulo simples é semi-simples, pois M = M + (0), mas (0) é

semi-simples e nao é considerado simples, pois tem apenas um submodulo.

Exemplo 1.52. Z visto como um Z-mo6dulo nao é semi-simples, pois nao possui so-
mandos diretos. De fato, se N < Z, com N # (0), entdo N = (n), para algum n € Z.
Suponhamos que N admite suplementar, isto é, existe S tal que Z= N & S. Como S
é um Z-submodulo de Z segue que S = (s), para algum s € Z. Tomando = = ns # 0,

comn € N eseS, segue que v € NN S ex #0, 0 que nao ocorre.
Proposicao 1.53. Todo submddulo de um modulo semi-simples € semi-simples.

Demonstracao. Sejam M um R-modulo semi-simples e N < M. Para mostrar que
N é semi-simples devemos mostrar que para todo H < N, H é um somando direto.
Para isso, seja H < N. Como H < M, segue que existe J < M tal que M = J & H.
Mostramos que N = (JNN)@® H. Como JANNNH C JN H = {0}, segue que
(JON)NH ={0}. Como (JNN)@ H é um submodulo de N, é suficiente mostrar que
N C (JNN)®H. Sene N C M, entao existemu € Jev € H C N tal que n = u+w,
o que implica que u =n—v € N. Logo,n=u+v e (JAN)®H = N=(JNN)dH.

Portanto, N é semi-simples. O]

Proposicao 1.54. Todo R-mddulo M semi-simples nao nulo contém um submddulo

simples.

Demonstracao. Seja M um R-moédulo semi-simples nao nulo. Se 0 # m € M, entao
(m) & um submoddulo nao nulo de M, que pela Proposigao 1.53, é semi-simples. Mos-
tramos que (m) contém um submoddulo simples. Se Q@ = {H < (m) : m ¢ H}, entdo
Q # 0, pois (0) € Q. Ordenando Q por inclusao, pelo Lema de Zorn, segue que 2
possui elemento maximal, que chamamos de N. Como (m) é semi-simples, segue que
existe N’ < (m) tal que (m) = N & N’. Além disso, N’ # 0, pois caso contrario
terfamos (m) = N, o que implica m ¢ (m). Mostramos que N’ é simples. Para isso, se
N" < N, entdao N ® N” contém m devido & maximalidade de N. Logo, (m) = N@N”,

o que implica que N” = N’. Portanto, N’ é um submodulo simples de M. H
A préxima proposicao caracteriza os modulos semi-simples.

Proposicao 1.55. Seja M um R-mddulo. As sequintes afirmacées sao equivalentes:



Médulo simples e semi-simples 37

i) M é semi-simples;
i) M ¢é a soma de uma familia de R-mddulos simples;
iii) M € soma direta de R-mddulos simples.

Demonstracao. Se M = 0, entao nao existem submoédulos simples. Mas, por conven-
¢ao, uma soma, direta ou nao, de uma familia vazia de submoédulos, é igual ao modulo

nulo. Logo, M = 0 satisfaz as condices da proposicao, e assim, assumimos M # 0.

i) = ii) Seja N = ZSi, onde {S;}icr ¢ a familia de todos os R-submédulos sim-
el
ples de M, que nao é vazia, pela Proposicao 1.55. Assim, N # 0, e logo, pela hipotese,

existe P < M tal que M = N & P. Supondo que P # 0, pela Proposicao 1.55, segue
que P contém um submodulo simples, pois P é semi-simples pela proposicao 1.53. As-
sim, PN N # 0 visto que N contém todos os submédulos simples, o que contraria o
fato de a soma ser direta. Logo, s6 podemos ter P = 0, e consequentemente, M = N.

Portanto, M é uma soma de submdédulos simples.

ii) = iii) Pela hipotese, segue que vale a parte da soma. Assim, falta mostrar que
a mesma € direta. Suponhamos que M = Z S;, onde {S; }icsr € uma familia de submo-
iel
dulos simples de M e consideramos {2 = {J CI: Z S; € soma direta }, onde I é um
conjunto de indices. Como toda cadeia em ) tem ]cf):;a superior (unido dos elementos),
pelo Lema de Zorn, segue que 2 tem um elemento maximal, e supomos que seja I’
Consideramos M' = _@I/Sj. Mostramos que M’ = M. Para todo i € I, segue que S; é
um modulo simples, (]eeassim, S;NM' = S; ou S;N M = {0}, pois essa interse¢do é um
submodulo de S; (interse¢ao de dois submodulos e esta contido em S;). Se S;NM = {0},
com i ¢ I’ entdao I' U {i} 2 I’, o que contradiz a maximalidade de I’. Logo, S; C M’,

para todo i € I, ou seja, M' = M, e portanto, M é soma direta de submoédulos simples.

iii) = i) Por hipotese, M ¢é uma soma direta de submodulos simples, isto é, M =

@®M;. Seja N um submoédulo de M. De modo anélogo ao caso anterior, segue que
ici

NN M, = M; ou NN M; = 0, para todo © € [. Claramente, N = @ M;, onde

j€J
J={iel:M;,NN = M,}. Portanto, como M = & M, ® ( @ Mj> = N @& K, onde
j€J jel/J
K = © M;j, segue que M ¢é semi-simples.
jelJ
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1.5 Radicais

Nesta se¢ao, apresentamos alguns tipos de radicais conhecidos sobre anéis comuta-

tivos.

Definicao 1.56. Sejam R um anel e v € A. Dizemos que x € nilpotente se existe

um inteiro m positivo tal que x™ = 0.

Definicao 1.57. Um ideal I de um anel R é chamado nilpotente se existe um inteiro

m positivo tal que I™ = 0.

Note que se todo elemento de um ideal I for nilpotente, entao I é um ideal nilpo-

tente.

Definicao 1.58. Seja R um anel comutativo. O radical de Jacobson de R, denotado
por J(A), € definido como sendo a intersegio de todos os ideais mazimais de R, ou

seja, J(A) = NM;, onde M; sio os ideais maximais de R.
A préxima proposicao caracteriza os radicais de Jacobson.
Proposicao 1.59. Sejam R um anel ey € A. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
i) ye J(A);
ii) 1 — zy € invertivel para todo x € A;
iii) yM = 0 para todo R-mddulo simples M.

Demonstragao. i) = ii) Suponhamos que exista z € A tal que 1 — xy nao é invertivel.
Assim, (1 — zy) é um ideal proprio de R. Portanto, existe um ideal maximal M de R
tal que 1 — 2y € M, pois todo ideal proprio esté contido em um ideal maximal. Como

y € J(A) C M, segue que 1 € M, o que é uma contradigao.

ii) = iii) Seja M um R-mo6dulo simples e suponhamos que existe m € M tal que
ym # 0. Como M é simples, segue que (ym) = M. Portanto, existe = € A tal que
xym = m, ou seja, (1 — xy)m = 0. Como por hipotese 1 — xy é invertivel, segue que

m = 0, o que é uma contradi¢ao pois ym # 0.

iii) = i) Suponhamos que y ¢ J(A). Assim, existe um ideal maximal M de R tal
que y ¢ M. Como % é simples (porque é um corpo), segue por hipotese que y% =0.

Assim, y € M, o que é uma contradicao. n

Definigio 1.60. Seja I ideal de um anel R. O radical de I denotado por /I ou r(I)
é definido como VI ={a € A:a" € I para algum n > 0}.



Moédulos noetherianos e artinianos 39

Os elementos de v/T representam os elementos nilpotentes de R/I. De fato,

aeViea elea"=0em A/, para algum n. (1.1)

Também, usando a Equacao (1.1) e que os ideias de R/I sao da forma J/I em que

I C J <A, segue que VI =NP, onde P é um ideal primo de R que contém I.

Definicao 1.61. O nilradical de R ¢ a intersecao de todos os ideais primos de R,
isto €, Nil(A) = NP;, onde P; sdo os ideais primos de R.

Proposicao 1.62. Se R ¢ um anel comutativo, entao o nilradical de R € o ideal

formado pelos elementos nilpotentes de R, isto é, Nil(A) ={a € A : a é nilpotente}.

Demonstracao. Denotamos por II a intersecao de todos os ideias primos de R. Se
x € Nil(A), entao existe n > 0 tal que 2" = 0. Como 0 € P, para todo ideal
primo P, segue que ™ € P, e assim, € P para todo ideal primo P (do fato de que
" € P = x € Poux™ ! € P;seguindo o raciocinio para 2" !, e assim sucessivamente,
segue que x € P). Logo, x € II. Por outro lado, seja x € II e suponhamos que
x & Nil(A), ou seja, ™ # 0 para algum n. Seja X = {I <A :n >0= z" ¢ I}.
Note que X # () pois (0) € X. Sendo ¥ um conjunto nao vazio parcialmente ordenado
por inclusdo, onde toda cadeia de ideais ([;);c; em X, possui cota superior J = UI;
(observe que uniao de ideais ndo é necessariamente um ideal, mas nesse caso J é um
ideal pois os ideais da unido fazem parte de uma cadeia), podemos aplicar o Lema de
Zorn e concluir que Y possui um elemento maximal P. Mostramos que P é primo.
Suponhamos que zy € Pmas ¢ ¢ Pey ¢ P. Assim, P C (x) + Pe P C (y) + P.
Como P é elemento maximal de X, segue que (z) + P, (y) + P ¢ ¥. Mas isso significa
que existem m,n > 0 tal que 2™ € (z)+ P e 2™ € (y)+ P. Logo, x™z" € (zy)+ P = P,
pois zy € P. Assim, 2™ € P, o que contradiz o fato de P € ¥. O absurdo segue
do fato de ter suposto que P nao é primo, e portanto, concluimos que P é um ideal

primo. [

1.6 Mobdulos noetherianos e artinianos

Iniciamos esta secao mostrando uma equivaléncia entre duas condicoes de cadeia
necessarias para definirmos e explorarmos um pouco os modulos noetherianos e artini-

anos.

Proposicao 1.63. Seja > um conjunto parcialmente ordenado pela relagao <. As

sequintes condicoes em Y sao equivalentes:

i) Toda cadeia crescente de elementos de ¥ € estaciondria;
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ii) Todo subconjunto nao vazio de X3 possui um elemento mazimal.

Demonstragao. i) = ii) Seja() # S C X e tome z; € S. Se 1 for um elemento maximal
de S, esta provado. Caso contrario, existe xo € S tal que xy < x5. Se x5 for maximal,
o resultado segue, caso contrario repetimos o argumento. Repetindo sucessivamente
o mesmo argumento, obtemos uma cadeia crescente 7y < x9 < ... que por hipo6tese é

estacionaria. Logo, existe k tal que x; é maximal em S.

ii) = i) Dada a cadeia z; < 25 < ... < 7, < ..., segue por hipdtese que o con-
junto S = {z1,x9,...} tem um elemento maximal, digamos ;. Assim, x; = 2,11 = ...,

e portanto, essa cadeia é estacionéaria. ]

Definicao 1.64. Sejam M um R-mddulo e X um conjunto de submdodulos de M. Con-
sideremos (X, C) com a relagdo de ordem. Se (X, C) satisfaz uma das condicoes da

Proposicao 1.63, M é dito um R-modulo noetheriano.

O resultado da Proposicao 1.63 ainda vale se trocarmos “cadeia crescente” por “ca-
deia decrescente” e “elemento maximal” por “elemento minimal”. O modulo que satis-
fizer uma das duas condigoes nesses termos é chamado de modulo artiniano. Obser-
vamos que todo anel R é um R-mo6dulo e seus ideais sao exatamente os submodulos.
Assim, um anel é noetheriano (artiniano) se os seus ideais satisfizem as condigoes da

Proposicao 1.63, considerando a condi¢ao crescente (decrescente).

Exemplo 1.65. O anel Z é noetheriano mas nao é artiniano. Para ver isso, seja
Y ={(n):n € Z}. Assim, (n) C (m) < m|n. Logo, essa cadeia ¢ estacionaria, uma
vez que n tem um nimero finito de divisores. Agora, se tomarmos a cadeia decrescente
(n) 2 (n?) 2 (n®) 2 ... 2 (n*)..., segue que essa ndo estaciona, pois n possui infinitos

multiplos.

Exemplo 1.66. Seja K um corpo. Um K-espaco vetorial de dimensao finita é ambos
noehteriano e artiniano. Seus subespacos satisfazem a condicao de cadeia crescente
porque a dimensao é finita (espacos vetoriais de dimensao infinita nao sao noetherianos)
e também satisfaz a condicao de cadeia decrescente pois sempre terminara no maximo

com 0 espago nulo.

Exemplo 1.67. O anel dos polinomios K[z, xs,z3,...| em infinitas varidveis nao é

noetheriano, uma vez que (1) C (x1,22) € (21, 22,23) € ... ndo é estacionaria pois

= =

como existem infinitas varidveis, sempre podemos acrescentar mais uma. Também

nao é artiniano, uma vez que (r;) 2 (712) 2 (z13) 2 ... claramente também nao é

=

estacionaria.
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Proposicao 1.68. Seja M um R-mddulo. Assim, M ¢é noetheriano se, e somente se,

todo submaodulo de M ¢ finitamente gerado.

Demonstra¢ao. Suponhamos que M é noetheriano. Seja N < M. Se N = {0}, entao
N ¢ finitamente gerado. Caso contrario, existe n; € N\{0}. Se (ny) = N, entdo N ¢
finitamente gerado. Caso contrario, existe zo € N\(n1) tal que (n1) € (n1,n2) < N.
Se N = (ny,ns), entdo N é finitamente gerado. Caso contrario, prosseguimos com
o mesmo raciocinio de modo que obteremos (n1) € (ny,n9) S -+ C (ng,...,n%) <
-+ C N uma cadeia crescente de submodulos de N, e também de M, que por hipdtese
¢ estacionéaria. Logo, existe [ tal que (ng,...,n;) = (ng,...,n,ng1) = -+ = N,
ou seja, N é finitamente gerado. Reciprocamente, seja M; C My C --- C ... uma
cadeia crescente de submodulos de M. Assim, N = U;2 M, é um submodulo de M
(por formarem uma cadeia em M), e logo, é finitamente gerado, por hipdtese, isto &,
N = (xy,...,2,) onde x; € M,,.. Se n = max{ny,...,n,}, entdo z; € M,, C M, para

todo i. Logo, N = M,,, e portanto, a cadeia ¢ estacionaria. O

Proposigao 1.69. Seja 0 — M’ oM M 0 uma sequéncia exata de

R-mddulos.
i) M € noetheriano < M' e M" sao noetherianos;

ii) M ¢€ artiniano < M’ e M" sao artinianos;

dulos de M" e M{ C M} C ... C ... uma cadeia de submodulos de M”. As-
sim, f(M]) C f(M})) C -+ e go'(M]) C g ' (M) C --- sdo cadeias crescentes
de submodulos de M, que por hipotese é noetheriano. Logo, existem k e n tal que
fM}) = f(M]_4) = eg (M) =g ' (M),,)="---. Como f é injetora, segue
que f~'f(M}) = Mj, para todo k. Logo, M] = M]_,, o que implica que M’ & no-

Demonstracao. i) Sejam M, C M}, C ... C --. uma cadeia crescente de submo-

etheriano. Analogamente, como g é sobrejetora, segue que g(g~'(M)) = M/ para
todo n, assim M) = M, ,, o que implica que M" ¢ noetheriano. Reciprocamente, se
M; C M, C -+ é uma cadeia de submodulos de M, entao f~1(M;) C f~1(My) C ---
¢ uma cadeia de submoédulos de M’, que por hipotese, é estacionéria, isto é, existe
k tal que f~'(My) = fY(Mgy1) = ... Também, g(M;) C g(M,) C --- é uma ca-
deia de submoédulos de M”. Logo, existe [ tal que g(M;) = g(M;41) = ---. Seja
r = max{k,l}. Como M, C M, para todo r, é suficiente mostrar a inclusdo contré-
ria. Seja x € M1 € M. Como g(M,) = g(M,1) para todo r > [, segue que existe
y € M, tal que g(z) = g(y). Assim, g(x —y) =0 = . —y € Ker(g) = Im(f), e
entdo, existe z € M’ tal que f(z) =2 —y € M, 1. Logo, z € f~1(M,11) = f~1(M,),
e isto implica que, f(z) =z —y € M,. Como y € M,, segue que x € M,, e assim,
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M,y € M,. Portanto, a cadeia em M ¢é estacionaria e M é noetheriano.

ii) A prova é feita de modo anélogo ao item i) utilizando cadeias decrescentes. O]

Corolario 1.70. Sejam M um R-mddulo e N < M. Assim, M € noetheriano se, e

somente se, N e % sao noetherianos.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.69, é suficiente considerar a sequéncia exata

™

O—>N—i>M—>%—>O. O

Corolario 1.71. Se M, ..., M, sao R-mddulos noetherianos, entao @MZ ¢ noethe-
i=1
riano.

n n—1
Demonstracao. Como EBMZ = (@ MZ> @Mn, para n > 1, é suficiente motrar
i=1 i=1
para n = 2, e o caso geral, segue por indugao. Considere a sequéncia 0 — M, SR
M, ® My, 25 My, — 0, onde i(my) = (0,my) e p(my, my) = my. Esta sequéncia é
exata, pois i é injetora, visto que i(mg) = (0,0) = (0,m2) = (0,0) = my =0, e p é
sobrejetora, pois dado my € My, existe (mq,my) € My @ My, tal que p(my, my) = my.
Além disso, Im(i) = (0,my) = My = Ker(g). Logo, o resultado segue pela Proposicao
1.69. ]

Proposicao 1.72. Se R ¢ noetheriano e M é um R-mddulo finitamente gerado, entao

M ¢ noetheriano.

Demonstracao. Pelo Corolario 1.71, segue que se M é noetheriano, e portanto, M"
também é noetheriano. Logo, como R é noetheriano, segue que R" também é noethe-
riano. Como M ¢é finitamente gerado, seja {my, ..., my} um conjunto de geradores. A

aplicacao

f: RE — M
k

(a1,...,a) +> Zaimi

i=1
é um epimorfismo, e assim, % = M. Portanto, pelo Corolario 1.70, segue que M é

noetheriano. N

Note que os resultados anteriores também sao validos substituindo-se noetheriano
por artiniano, conforme a Proposicao 1.69.

Vejamos alguns resultados que relacionam anel artiniano e radicais.

Proposicao 1.73. Se R ¢ artiniano entao todo ideal primo € mazximal.
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Demonstra¢ao. Se P um ideal primo de R, entdo R/P é um dominio e como R é
artiniano, pelo Corolario 1.70, segue que R/P também ¢é artiniano. Assim, dado x €
(R/P)\{0}, considerando a cadeia (x) D (z*) D (z?)..., segue que existe n tal que
(z") = (2™) = .... Assim, existe b € R/P tal que 2" = bz"™! = 2"(1 — bx) = 0.
Como = # 0 e R/P é um dominio, segue que bx = 1, ou seja,  # 0 possui inverso.

Portanto, R/P é um corpo, e assim, P ¢ um ideal maximal. O
Corolario 1.74. Se R ¢é artiniano, entdo nil(R) = Jac(R).

Demonstragcao. Segue diretamente da Proposicao 1.73. O]

1.7 Consideracoes finais

Neste capitulo, apresentamos os conceitos iniciais sobre modulos necessarios para
entender o restante do texto, e que também pode ser utilizado como um texto a parte
para quem deseja estudar um pouco sobre os modulos. Por esta razao, apresentamos
conceitos como, por exemplo, de moédulo noetheriano e artiniano, que nao sao propri-
amente utilizados aqui. Os conceitos de produto tensorial, médulos simples e médulo
semi-simples recebem uma generalizacao para o caso das algebras no Capitulo 2. Os
modulos projetivos serao utilizados no Capitulo 3 para o desenvolvimento da teoria de

Galois para anéis comutativos.



2 Algebras

Neste capitulo, apresentamos as definicoes e propriedades bésicas sobre as algebras
definidas sobre um anel R, dedicando uma atencao especial as algebras semi-simples e
as algebras separaveis, conceitos que serao de suma importancia para a realizacao dos
proximos capitulos. Para a realizacao deste capitulo, nos baseamos nas definicoes e

demonstragoes apresentadas em [1], [4], [15] e [16].

2.1 Nocoes basicas

Nesta secao, apresentamos o conceito de dlgebra e suas principais propriedades, onde

veremos que uma algebra possui trés operacoes sendo duas internas e uma externa.

Definigao 2.1. Sejam R um anel e A um conjunto nao vazio. Dizemos que A é uma

R-dlgebra se satisfizer:
1. A € um R-mddulo;

2. existe uma aplicagao bilinear f : A X A — A, denotada por f(x,y) = xy, que
satisfaz: x(y + z) = vy + x2, (v + y)z = xz + yz e (zvy)z = x(yz), para todo
x,y,z € A.

Com menos rigor, uma R-algebra A é um conjunto A que é a0 mesmo tempo um
R-moédulo e um anel. Quando se define uma K-algebra A sobre um corpo K, entao A

tem estrutura de anel e de K-espago vetorial.

Observe que dados dois anéis quaisquer R e S tal que exista um homomorfismo
f: R — S, podemos definir o produto ab = f(a)b, e com essa operacdo, S também
tem estrutura de R-moé6dulo. Logo, S tem uma estrutura de um R-moédulo além da
estrutura de anel, ou seja, S é uma R-algebra. Assim, podemos ver S como uma R-
algebra considerando quaisquer anéis R e S tal que que exista um homomorfismo entre

eles. Nesse caso, uma R-&lgebra pode ser definida como uma estrutura formada por

44
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um anel S munido de um homomorfismo de anéis f : R — S com a operacao definida
por ab = f(a)b.

Definicao 2.2. Sejam R um anel, A e B duas R-dlgebras. Uma aplicacao h : A — B,
¢ chamada um homomorfismo de dlgebras se, além de homomorfismo de anéis, h

for também um homomorfismo de R-maodulos.

Definigao 2.3. Uma R-dlgebra A ¢é dita finita se A ¢é finitamente gerada como um
R-maodulo.

Exemplo 2.4. R e C com suas operacoes usuais sao R-algebras.

Exemplo 2.5. O espacgo dos polindémios R[zy,...,x,], em n varidveis com coeficientes
em R munido da multiplicacao usual de polindémios, é uma algebra sobre R, ou seja, ¢é

uma R-algebra.

Definicao 2.6. Seja A uma R-dlgebra. Uma subdlgebra de A ¢ um subconjunto N
de A que também é uma dlgebra com as operacgoes de A restritas a N, ou seja, que €

tanto um subanel como um submddulo de A.

Dadas duas R-algebras A e B, que também sdao R-moédulos, podemos definir seu
produto tensorial D = A ® B sobre R. Definindo a soma e a multiplicacdo por escalar
como (b®c)+ (V@) = (b+V)®(c+) e a(b®c) = ab®c, respectivamente, segue que
D é um R-mo6dulo. Assim, para mostrar que D é uma R-algebra, precisamos definir

uma multiplicacao entre os elementos de D. Para isso, considere a aplicacao

f: AXBXxAXB — D
(b,c,b, ) — b ® cd.

Observando que f é linear em cada coordenada, segue da Proposicao 1.28, que f
induz o homomorfismo de R-modulos f/: A® B® A® B — D. Como o produto
tensorial é associativo, segue que f induz um homomorfismo de D ® D em D que
corresponde & aplicagao bilinear g : D x D — D dada por u(b® ¢,V @ /) = bb' ® cc’.
Assim, a multiplicagdo (a ® b)(a’ @ V') = (aad’ ® bb') estda bem definida. Poderfamos
ter apresentado essa formula diretamente, mas desta forma nao poderiamos garantir
que a mesma esta bem definida. Com essa multiplicacao, essa soma e esse produto por
escalar, segue que o produto tensorial D = A® B é uma R-algebra com unidade 1 ® 1.

Vejamos, agora, duas definicdes que utilizaremos nas secoes seguintes.

Definigao 2.7. Seja A uma R-dlgebra. Dizemos que A é central se Z(A) = R, onde
Z(A) = {a € A| ab = ba, para todo b € A} indica o centro da dlgebra A. Os elementos
x € A tal que xa = ax, para todo a € A, isto €, tal que x € Z(A), sio chamados de

elementos centrais de A.
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Definicao 2.8. Sejam A uma K-dlgebra e N(A) a soma de todos os ideais (bilaterais)
nilpotentes de A. O ideal N(A) é chamado radical de A.

2.2 Algebras simples e semi-simples

Nosso principal objetivo nesta secdo, é definir e caracterizar as algebras simples e
semi-simples através do Teorema de Wedderburn. As algebras aqui consideradas sao
definidas sobre um corpo K, de dimensao finita, associativas, com elemento identidade

e nao necessariamente comutativas.

Definigcao 2.9. Seja A uma K-dlgebra. Dizemos que A é uma dlgebra simples se A

nao possui ideal além dos triviais {0} e A.

Definigao 2.10. Seja A uma K-dlgebra de dimensao finita. Dizemos que A é sema-

stmples se N(A) =0, ou seja, se A nao possui ideais laterais nilpotentes.

Notemos que toda K-algebra de dimensao finita sem elementos nilpotentes nao
nulos, é semi-simples. Se a algebra for comutativa, a reciproca também vale.
Veremos a seguir uma sequéncia de resultados que serao auxiliares a prova do teo-

rema principal.

Lema 2.11. Seja A uma K-dlgebra de dimensao finita. Se I é um ideal ndo nulo de A
que nao € nilpotente, entao I possui um elemento idempotente nao nulo, isto €, existe

0+#e €l tal que e* = e.

Demonstracao. Como I nao é nilpotente, segue que existe a € I que nao ¢ nilpotente.
Consideremos a sequéncia I D Ia D Ia®> D --- D Ia™--- . Pelo fato de que a dimensao
de A é finita, segue que essa sequéncia é estaciondria, e logo, existe um inteiro m
positivo tal que Ia™ = [a™™! = ... . Chamando B = Ia™ e b = a™"!, segue que Bb =
Iama™t = [a>™ ! = Ja™ = B, e desta forma, como b € B, segue que existe e € B tal
que eb = b, ¢ logo, (e* — e)b = 0. Usaremos esta igualdade e a fun¢ao dada a seguir
para mostrar que e ¢ um idempotente nao nulo. Definindo ¢ : B — B por ¢(x) = xb,
segue que ¢ é linear e claramente sobrejetora. Pelo fato de que B tem dimensao finita,
segue que ¢ ¢ também injetora, e assim, 0 = (e —e)b = @(e? —e) = €2 — e = 0, donde

m+1

segue que e? = e. Além disso, supondo que e = 0, segue que a =b=eb=0, o que

contradiz o fato de que a nao é nilpotente. Logo, e # 0. O]

Teorema 2.12. Seja A uma K-dlgebra semi-simples. Se I € um ideal & esquerda nao

nulo de A, entao I = Ae para algum elemento idempotente nao nulo e € 1.
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Demonstracao. Seja I um ideal nao nulo de A. Como A é semi-simples, segue que [
nao é nilpotente, e entao, pelo Lema 2.11, segue que existe um elemento idempotente
nao nulo e, em I. Consideremos o conjunto anulador an(e,) = {b € I : be, = 0},
que é um ideal de A e, portanto, ndo pode ser nilpotente. Suponhamos que anj(e,) #
{0}. Usando novamente o Lema 2.11, segue que existe um idempotente nao nulo
e; € ang(e,). Seja f, = ey + e; — ege; € I. Claramente f2 = (eg + €1 — e,61)* =
fo j& que eje, = 0. Também, f, # 0, pois caso contrario teriamos 0 = f,e, =
€2 + ejeg — egereg = €2 = e,, que é um absurdo. Além disso, dado b € an;(f,),
segue que 0 = (bf,e,)e, = b(f.e,) = be,, donde concluimos que b € ang(e,), e logo,
ans(f,) C ans(e,). Note que esta inclusdo é propria, visto que e; € anj(e,) mas
e1fo = €1 # 0. Supondo que an;(f,) # 0, continuamos o processo obtendo a cadeia de
ideais an(e,) D an(f,) D an(g,) D --- . Mas, pelo fato de a dimensao de A ser finita,
segue que esse processo para apos algumas repeticoes finitas, de modo que podemos
concluir que existe um elemento idempotente e # 0 em [ tal que an(e) = 0. Mas dado
b € B, segue que (be —b)e = 0, e logo, be — b € an(e) = 0, e consequentemente, be = b.
Portanto, Ae C I C Ae, ou seja, Ae = I. n

Corolario 2.13. Seja A uma K-dlgebra semi-simples. Se I € um ideal ndo nulo de A,
entao I = Ae = eA, para algum elemento idempotente central nao nulo e € I em A.

Em particular, I é uma K-dlgebra com elemento idempotente e.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.12, sabemos que existem elementos idempotentes e, es €
I nao nulos tal que e;b = b = bey, para todo b € I. Assim, em particular, vale que
€1 = e1ey = €. Logo, e; = ey = e é o elemento identidade da multiplicacao de I, e por-
tanto, I = Ae = eA. Agora, mostramos que e é central em A, isto é, que ae = ea, para
todo a € A. Notemos que ea, ae € I para todo a € A. Logo, ae = e(ae) = (ea)e = ea,

para todo a € A, o que conclui a prova. O

Lema 2.14. Seja A uma K dlgebra semi-simples. Se I, ..., 1, sdo ideais minimais
distintos de A, entao Iy +---+ 1, =1 & ---® I,. Em particular, A possui um nimero

finito de ideais minimais.

Demonstracao. Vimos no Teorema 2.12 que para cada ideal minimal [;, existe um
elemento idempotente e; # 0 tal que I; = Ae;, para todo ¢ = 1,...,n. Suponhamos
que e;e; # 0, para algum ¢ e algum j. Assim, I;N[; # 0. Mas como [;N1; é um ideal de
A contido em I; e em [}, pela minimalidade de ambos, segue que I; = I;NI; = I;, e pelo
fato de os ideais serem distintos, devemos ter necessariamente que I; = [;. Logo, e;e; =
0 sempre que ¢ # j. Agora, suponhamos que existam a; € A tal que a;e;+- - -+aye, = 0.

Multiplicando por ¢;, obtemos ae? = ae; = 0, para todo i = 1,...,n, o que mostra que
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a soma ¢é direta. Para ver que o numero de ideais minimais de A é finito, é suficiente

observar que dimg A é finita e dimg ([; +--- 4+ I,) = ZdimK]Z—. O
i=1
Teorema 2.15. Seja A uma K-dlgebra semi-simples. Se Iy, ..., 1, sdo todos 0s ideais

minimais de A, entao A=1,®---®I,.

Demonstracao. Usando o Lema 2.14, s6 falta mostrar que A C Iy +---+ I,,. J& vimos
que para cada I;, existem elementos idempotentes e; tal que I; = Ae; e e;e; = 0, para
1# j. Sejae = e;+- - -+e,, que é também um idempotente central nao nulo satisfazendo
ee; = e;, para todo i = 1,...,n. Suponhamos que e # 1. Assim, J = A(e — 1) é um
ideal nao nulo de A, e desse modo, J contém algum dos ideais minimais I; de A, digamos
I).. Logo, para algum a € A, podemos escrever ¢, = a(e — 1), e consequentemente,
er = ei = erale — 1) = egea — exa = 0, ja que exe = e, 0 que é um absurdo. Assim,
e1+---+e,=1,edado a € A, segue que a = ae;+---+ae, € I +---+ I,,. Portanto,
A=5L& - I,. m

A partir do Teorema 2.15 podemos concluir que uma K-algebra semi-simples é a
soma direta de todos os seus ideais minimais, fato que sera utilizado recorrentemente
na aplicacao em codigos feita no altimo capitulo. A partir disso, para provar que uma
algebra semi-simples é a soma direta de algebras simples, basta provar que todo ideal

minimal é uma algebra simples, como faremos no préximo lema.

Lema 2.16. Sejam A uma K-dlgebra semi-simples e I um ideal nao nulo de A. Se I

€ minimal, entao I é uma K-dlgebra simples.

Demonstracao. Como I é uma K-algebra, segue que somente precisamos mostrar que
0s Tnicos ideais de [ sao os triviais. Seja J um ideal nao nulo de I e consideremos o
ideal IJI de A, que também esta contido em I. Suponhamos que [JI = 0. Assim,
J3C IJI =0, elogo, J?> = 0. Assim, J é um ideal nilpotente de I, o que contradiz o
fato de que I é semi-simples. Logo, IJI # 0, e entao, pela minimalidade de I, segue

que I =1JI C J C 1, ouseja, J = 1. Portanto, I ¢ uma K-algebra simples. O
Dos dois ultimos resultados concluimos o seguinte teorema.
Teorema 2.17. Toda dlgebra semi-simples é uma soma direta de dlgebras simples.

O Teorema de Wedderburn, objetivo dessa secao, fornece ainda mais informacoes
sobre as algebras semi-simples, pois nos mostra exatamente a “cara”’ que essas algebras
simples da decomposicao possuem. Para prova-lo vamos precisar de algumas defini¢oes

e observacoes, que faremos a seguir.
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Dados um corpo K e D uma K-algebra, o conjunto M, (D) das matrizes n X n com
entradas em D é uma K-algebra chamada de algebra de matrizes. Dizemos que D é
uma algebra de divisao, se D for um anel de divisao. Aqui estamos interessados nas
matrizes M, (D), especialmente quando D for dlgebra de divisao.

Seja C; C M, (D) conjunto das matrizes cujos elementos que nao estao na coluna j

Sa0 zero: ) )
0 ... ct ... 0
0 .G 0

L0 ... o 0 |

Cada conjunto C; é um submoédulo de M, (D). Mostramos que C; é um M, (D)-
modulo simples. Seja N # 0 um submoédulo de C;. Como N nao é 0, segue que N

contém um vetor v # 0. Este vetor visto como uma matriz de M, (D) ¢ da forma
n

v = E ¢k ;, onde F;; sao as chamadas matrizes elementares, que sao as matrizes

1=1
que possuem o nimero 1 na posi¢ao (i,j) e tém as outras posi¢oes preenchidas com

zeros. Como v # 0, segue que existe 1 < k < n tal que ¢, # 0. Como D é um

anel de divisao, segue que todo elemento nao nulo possui inverso. Assim, temos que

e 'E;xv = E;; € N (pois E; ;F;; = 0 para todo i # j) para todo i. Do fato de que

E; ; gera C;, concluimos que N = C}, ou seja, C; é simples, como queriamos mostrar.
n

Além disso, nota-se claramente que M, (D) = EB C; e que todos os C}'s sao isomorfos

=1
como M, (D)-médulos a D", conjunto de vetores colunas com entrada em D. Alias,

vale mais do que isso, todos os M, (D)-modulos simples sao isomorfos, como afirma o

proximo lema.
Lema 2.18. Se S € um M, (D)-mddulo simples, entao S = D".

Demonstracao. Seja S um M,(D)-modulo simples. Pela Proposigdo 1.46, segue que
S = M,(D)v, para qualquer v € S\{0}. Como D" = (}, segue que D" também é
simples, e logo, D" = M,(D)e; (porque um modulo simples é gerado por qualquer
um de seus elementos), onde e; é o primeiro vetor da base canonica ordenada. Assim,

podemos definir o seguinte homomorfismo

f+S — D"

v = eq.

Essa definicao de f dada a partir dos geradores, estende-se para todo o conjunto S.

Como f # 0, pelo Lema 1.47, segue que f é um isomorfismo, e portanto, S = D", ou
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seja, todo M, (D)-mddulo simples é isomorfo a D™. O

Teorema 2.19. (Teorema de Wedderburn para dlgebras simples) Se A é uma K -dlgebra
simples, entao A ¢é isomorfo & dlgebra D,, = M, (D) das matrizes n X n para algum

inteiro n > 1 com coeficientes em uma K-dlgebra de divisao D.

Demonstracao. Seja M um ideal minimal & esquerda de A. O ideal M existe visto
que A é um K-espaco vetorial de dimensao finita. Pelo Lema 2.16, segue que M é
simples, e como provamos no Corolario 1.48, segue que D = Endg(M) é uma algebra
de divisdo. Podemos ver M como um D-mddulo a esquerda via a a¢do dm = d(m),
para todo m € M e para todo d € D. Desta forma, podemos definir a aplicacao de
D-moédulos g, : M — M por g,(x) = azx. Claramente, g, € Endp(M), para todo

a € A. Consideremos, entao, o homomorfismo de K-algebras

i: A — Endp(M)

a Ya

Mostramos que 7 é bijetivo. Por A ser simples, segue que ¢ é injetivo. Para verificar
a sobrejetividade, consideramos a aplicacao h, : M — M dada por hy(x) = zy, que
obviamente pertence a D. Assim, f(zy) = f(hy(x)) = f(hy - 2z) = hy - (f(z)) =
hy(f(x)) = f(z)y, para todo z,y € M e para todo f € Endp(M). Usando este
fato, vamos mostrar que (M) é um ideal a esquerda de Endp(M). De fato, dados
f € Endp(M) e z,y € M, segue que f.i(zx)y = f(i(x)y) = f(zy) = f(x)y = i(f(2))(y),
e consequentemente, f.i(x) = i(f(x)) € (M), para todo f € Endp(M), ou seja,
i(M) é ideal de Endp(M). Usando novamente o fato de A ser simples, segue que
A= MA, e assim, i(A) = i(MA) = i(M)i(A) éideal a esquerda de Endp(M). Como
idy = i(1g) € i(A), segue que i(A) = Endp(M), ou seja, i é sobrejetora, e logo,
A = Endp(M). Além disso, pelo fato de A ser uma algebra de dimensdo finita sobre
K, segue que a dimensao de M como D-espacgo vetorial é finita, digamos n, e desse
modo, Endp(M) = M, (D). Assim, concluimos que A = M, (D). Para concluir a
demonstracao do teorema resta provar que a algebra D e o inteiro n sao unicamente
determinados por A. Para mostrar isso, suponhamos que D e D’ sao K-algebras
de divisao tal que as correspondentes algebras de matrizes, D,, e D), sdo isomorfas.
Devemos mostrar que D = D’ e n = n/. Para mostrar que D = D', ¢é suficiente mostrar
que, para todo D,-mo6dulo simples N, existe um isomorfismo de K-algebras em que
D = Endp, (N). Pelo Lema 2.18, segue que quaisquer dois D,,-mddulos a esquerda sao
T

isomorfos a D", e assim, podemos tomar N = D" = : cx; € D . Além disso,
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N = D" é também um D-moédulo a direita, o que nos permite considerar a aplicacao
T .l’ld
¢ : D — Endp, (D") dada por ¢(d) : = : , para todo d,xy,...,x, € D.

T, Tnd
Claramente, ¢ é um homomorfismo injetor, visto que D é um anel de divisao. Para ver

a sobrejetividade, tomamos f € Endp, (D") e escrevemos f(e1) = e1 A\ + -+ + e\,
onde \; € D e {eq,...,e,} é a base canonica de D. Das equagoes f(e1) = f(Ey1e1) =
Eiif(er) = EnA e f(ej) = f(Ejer) = Ejql, para 2 < j < n, segue que ¢(e;) = f,
e portanto, ¢ é sobrejetor. Por fim, pelo fato que D = D', segue que n? = dimp D" =

. !/ . . . »
dimp/ D!, = n'%, que implica que n = n’. Com isso, o teorema est4 demonstrado. [

Teorema 2.20 (Teorema de Wedderburn para algebras semi-simples). Uma K -dlgebra

A € semi-simples se, e somente se, existem inteiros n; e dlgebras de divisao D; tal que

A= M, (D) & & M, (D,).

Demonstracao. Pelo Teorema 2.17, segue que A é soma direta de algebras simples, e
pelo Teorema de Wedderburn para algebras simples, segue que toda agebra simples é
isomorfa a M, (D), onde D é uma algebra de divisdo. Assim, a demonstragdo desse

teorema sai diretamente da aplicacao desses dois resultados. O

A proxima proposicao nos da algumas definicoes equivalentes para algebras semi-

simples, que utilizamos na proxima secao.

Proposicao 2.21. Seja A uma K-dlgebra de dimensdo finita ndao necessariamente co-
mutativa. As sequintes afirmagoes sao equivalentes (os mddulos e submddulos referidos

sao sempre o esquerda):
1. A ¢é semi-simples.
2. A é uma soma direta finita de ideais minimais.
3. Todo A-mddulo é uma soma de submddulos simples.
4. Todo submddulo de um A-mddulo M é somando direto de M.

5. Toda sequéncia exata de A-mddulos
0 M —-M-—M -0

cinde.

6. Todo ideal & esquerda de A € um somando direto de A como um A-mddulo.
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7. A nao contém ideais laterais nilpotentes.

Demonstracao. (1 = 2) decorre do Teorema 2.15.

(2 = 3) Por hipotese e pelo Teorema 2.12, segue que A = Ae; @ --- @ Ae,, onde os e;
sao idempotentes nao nulos tal que e;e; = 0 para ¢ # j. Assim, dado um A-moédulo

M, segue que M = Z ZAeix. Além disso, a aplicacao

zeM 1=1

p: Ae; — Aexx

ae; +— ae;x

é um homomorfismo sobrejetivo de A-médulos. Como Ker(p) C Ae; é um ideal de
A e Ae; sao ideais minimais, segue que Ker(¢) = 0 ou Ker(p) = Ae;. Supondo que
Ker(p) = 0, segue que ¢ é um isomorfismo e entdo, pelo fato de Ae; ser semi-simples,
segue que Ae;x também é. Supondo que Ker(p) = Ae;, segue que Ae;x = 0, ou seja,
em ambos os casos Ae;x é simples, de onde concluimos que M, e logo, todo A-mo6dulo

¢ uma soma de submoédulos simples.
(3 = 4) Segue da Proposicdo 1.55.

(4=15)Se0— M B M S M = 0 é uma sequéncia exata de A-modulos, en-
tao f(M') é um submodulo de M e logo, por hipdtese, segue que existe H C M tal que
M = f(M")® H. Como g é sobrejetora, dado 2”7 € M" existe x € M tal que g(x) = z”.
Por outro lado, da igualdade M = f(M') @ H, segue que existem y € f(M') = Ker(g)
ez € H tal que x =y + z. Logo, " = g(z) = gy + 2) = g(y) + g(z) = g(z), sendo

este z Unico. Para concluir a prova, consideremos o seguinte A-homomorfismo

h: M" — M

=

Observamos que g o h(z") = g(z) = 2", ou seja, g o h = idy, e portanto, a sequéncia

cinde.

(5 = 6) Seja I um ideal a esquerda de A e consideremos a sequéncia exata de A-

modulos

01— AD A/ 0.

Por hipotese, esta sequéncia cinde, ou seja, existe h : A/I — A tal que m o h = ida;.
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Logo, A=1@® h(A/I), o que mostra que I é somando direto de A.

(6 = 7) Sabemos que N(A) é um ideal & esquerda de A, e assim, por hipotese, segue
que existe um ideal N’ de A tal que A = N(A) ® N'. Assim, existem z € N(A)
eax € N tal que 1 = z + 2/, e entdo, x = 22 + za’. Desta igualdade, segue que
r—x*=z1' € N(A)N N’ =0, donde segue que z? = x. Mas, como = € N(A), = é nil-
potente, e entdo existe um inteiro n > 1 tal que 2" =0, e logo, v = 22 = --- = 2" = 0.
Desta forma, da igualdade 1 = x + 2/, segue que 2’ = 1, e consequentemente, N’ = A.

Sendo assim, s6 podemos ter N(A) = 0, ou seja, A ndo tem ideais laterais nilpotentes.

(7 = 1) Sai diretamente da defini¢do de algebra semi-simples. ]

Observacao 2.22. Existe também uma teoria de algebras semi-simples sobre anéis
comutativos, que encontra-se em [8], onde é dada uma caracterizagao das algebras
semi-simples sobre anéis noetherianos. Nao exploramos esta parte neste trabalho pois

esta teoria exige conhecimentos prévios que fogem ao nosso objetivo.

2.3 Algebras separaveis

Nesta se¢ao, apesentamos as algebras separaveis, que sao um tipo de algebra semi-
simples. Inicialmente, apresentamos uma definicao para algebras separaveis sobre um
corpo K, que podem ser interpretadas como sendo as K-algebras semi-simples sobre
K que permanecem semi-simples sobre um corpo L D K. Em seguida, apresentamos
outras versoes de defini¢oes e propriedades que valem para algebras sobre corpos e se

estendem naturalmente para o caso geral das dlgebras sobre um anel comutativo.

Definicao 2.23. Seja A uma K-dlgebra de dimensao finita. Dizemos que A é sepa-
rdvel sobre K, se ARy E € uma E-dlgebra semi-simples, para todo corpo E contendo

K. Em particular, A = A®g K deve ser semi-simples se A for separdvel.
Pelo fato de as algebras separaveis serem semi-simples, segue o seguinte teorema.

Teorema 2.24. (Teorema de Wedderburn para dlgebras separdveis) Seja A uma K-
dlgebra de dimensao finita. Assim, A € separdvel sobre K se, e somente se, A =
M, (D) ® -+ ® M, (D,), sendo D; K-dlgebras de divisdo de dimensdo finita.

Exemplo 2.25. Se F,..., F, sao extensoes finitas separaveis de um corpo K, entao a

algebra A = F) @ --- @ F,. é separavel. De fato, se L O K é uma extensao de K, entao

AR L = (@ F)®k L= GB(FZ ®k L). Como cada somando nao possui nilpotentes
i=1

i=1
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nao-nulos, A ®x L também nao os possui, ou seja, A Ry L é uma algebra semi-simples.

Portanto, pela Definicao 2.23, segue que A é uma algebra separavel.

O Exemplo 2.25, representa todos as K-dlgebras A comutativas que sao separaveis
sobre um corpo K, pois dada qualquer K-algebra separavel podemos representé-la da

mesma forma como uma soma direta. Este fato segue do préximo corolario.

Corolario 2.26. Seja A uma K-dlgebra comutativa de dimensao finita. Assim, A é
separdvel sobre K se, e somente se, A= F\®---®F,, onde os F; sao extensoes finitas

separdveis de K.

Demonstracao. A condicao “somente se” foi demonstrada no Exemplo 2.25. Mostremos

que vale a condicao "se".

Pelos resultados Lema 2.11, Teorema 2.12, Lema 2.14 e
Teorema 2.15, temos que A = F; @ --- @ F), e pelo Lema 2.16, segue que os tinicos
ideais de Fj} sao os triviais, logo, cada F; é corpo. Para mostrar que cada F; é extensao de
K, considere a aplicacao i : K — F; definida por i(\) = Ae para todo A € K. A fungao
1 ¢ um monomorfismo, e portanto, F; é uma extensao de K. Supondo que F; nao é
separavel sobre K entao existe uma extensao L de K tal que F;®x L tem pelo menos um
elemento idempotente  # 0. Portanto, (0,...,0,z,0,...,0) € FiQxL®- - -F, QL =
ARy L & um elemento idempotente nao nulo, o que contradiz o fato de que A é separavel.

Logo todos os F; sao separaveis. O]

Corolario 2.27. Seja A uma K-dlgebra comutativa com elemento identidade 1 e di-
mensao finita. Assim, A € separdvel se, e somente se, existe um corpo de extensao E

de K tal que AQy E= E @ ---® FE, para um numero finito de somandos.
Este corolario é um caso particular do seguinte lema:

Lema 2.28. Seja A uma K-dlgebra de dimensao finita. Assim, A é separdvel sobre K
se, e somente se, existe um corpo E extensao de K tal que AQx E=FE,, &--- @& F,,
onde E,, = M, (E).

Demonstracao. Sejam A uma &algebra separavel de dimensao finita sobre K e E um
corpo algebricamente fechado contendo K. Assim, A ®x E é semi-simples, e portanto,
pelo Teorema de Wedderburn, segue que A ®x E = DY @ ... @ DI, onde D@ sio
algebras de divisdao de dimensdo finita sobre E. Suponhamos que dimyD® = m; para
i=1,...,r. Assim, para todo € D% o conjunto {1,z,22% ...,2™} é linearmente
dependente, pois tem m; + 1 elementos, e logo, existem ag, ay, ..., a,, € £, nao todos
nulos, tal que ag + a1 + -+ + a,,2™ = 0, de onde concluimos que z é algébrico
sobre E, e portanto, z € E. Com isso D® c E c D, e logo, D% = E. para todo
1=1,...,r, donde segue que ARk F = FE, & ---& E, . Reciprocamente, seja £ um
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corpo que é extensao de K tal que AQx E = F,, &...,8E,, . Queremos mostrar que
A é separavel, isto é, que dado F um corpo arbitrario extensao de K, a algebra A®y F
é semi-simples. Para isso, consideramos o corpo EF = (E @k F)) para algum ideal
maximal M de E®g F. Pelo fato de que F = F®x K C E®k F e a aplicacao canonica
f: E®kg F — EF restrita a E é injetiva (pois se nao fosse, existiria 0 # = € F tal
quer®1 € Meentio 1®1=(z'®1)(x®1) € M, o que seria uma contradi¢ao),
segue que FF D E. De modo analogo, segue que EF D F. Agora,

Ak EF =2 (A E)®p EF =2 (E, ©---®E,)®p EF
By Qe EF @© -+ © Epy Qp EF & (EF)p, © -+ © (EF )y,

I

ou seja, A @k EF é semi-simples. Por outro lado, A ®x EF = (A®k F) @r EF e
se A ®g F tivesse algum ideal nilpotente nao nulo I, entdo I ®p E'F seria um ideal
nilpotente nao nulo de A®x EF', o que contradiz o fato de ser semi-simples. Portanto,

A ®g F é semi-simples. O]

Agora, apresentamos uma teoria para algebras separaveis sobre um corpo que pode
ser estendida naturalmente ao caso de anéis comutativos. Antes, definimos a chamada
algebra envolvente, que sera utilizada nesta caracterizagao das algebras separaveis.

Seja A uma K-algebra. Chamamos de algebra oposta de A e denotamos por A° ao
conjunto A com a adicao e multiplicacao por escalar originais mas com a multiplicacao
entre elementos de A dada por a x b = ba, para todo a,b € A. Seja A° = A ®, A° a
denominada algebra envolvente.

Podemos ver A como um A°modulo & esquerda com a multiplicacdo por escalar
(r ® y°)a = xay, para todo a,x,y € A. A aplicacdo f : A x A° — A definida por

f(z,y°) = zy é K-bilinear, e portanto, induz a aplicacdo K-linear

v ARA — A
DT @y’ szyz
i=1
A aplicagdo 1 é sobrejetora, pois dado = € A, segue que (zr ® 1°) = x. Além disso,
para qualquer a, b, z,y € A, segue que ¢((a®b0°)(z®y°)) = Y(ax® (yb)°) = (ax)(yb) =

a(zy)b = (a ® b°)(zy) = (a ® b°)Y(x ® y°), 0 que mostra que ¥ é A-linear. Portanto,

obtemos a seguinte sequéncia exata deA°-modulos & esquerda

O%Ker(w)%AegA%O.

Definicao 2.29. Seja A uma K-dlgebra. Dizemos que A é uma dlgebra separdvel, se

A € um mddulo projetivo quando visto como um A°-modulo a esquerda.
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Diretamente da definicao de moédulo projetivo, segue que a Definicao 2.29 é equi-
valente & seguinte: A é uma K-algebra separavel se, e somente se, a sequéncia exata
de A°-modulos & esquerda 0 — Ker(¢y)) — A° % A = 0 cinde.

A préxima proposicao, além de fornecer uma outra definicao para algebras separa-

veis, introduzird um elemento muito importante, chamado idempotente de separabili-

dade de A.

Proposicao 2.30. Uma K-dlgebra A € separdvel se, e somente se, exriste e € A° tal
que P(e) =1 e Ker(¢)e = 0.

Demonstracao. Por definicao, segue que A é separavel se, e somente se, a sequéncia
exata de A°-modulos a esquerda 0 — Ker(y) — A€ %A = 0 cinde. Assim, por
hipotese, segue que existe um A°-homomorfismo h : A — A® tal que ¢ o h = id.
Seja e = h(1) € A°. Logo, 1(e) = 1. Resta mostrar que Ker(y))e = 0. Para isso
observamos que Ker(1)) é um ideal de A¢ gerado por elementos da forma a®1°—1®a°,
para todo a € A. De fato: a ® 1° — 1 ® a° € Ker(¢), pois ¢¥(a ® 1° — 1 ® a°) =
al — 1la = 0. Por outro lado, se Zai ® b;° € Ker(y), entao Zaibi = 0, e logo,
i=1

=1
n

Zai ® b’ = Z(ai ® 1°)(1 ® b;° — b; ® 1°), ou seja, Ker(y) é gerado por elementos
i=1 i=1
da forma a ® 1° — 1 ® a°. Assim, para mostrar que (¢)e = 0, é suficiente mostrar que

(a®1°—1®a°)e = 0. Para isso, se a € A, entao

(a®1%e = (a®1°)h(l) =h((a®1°)1) = h(a)
= h(l®a’)]l)=(1®a’)h(l) = (1®a’)e.

Consequentemente, (a ® 1° — 1 ® a®)e = 0, e portanto, (¢))e = 0. Reciprocamente, por
hipotese, segue que existe e € A° tal que 1(e) = 1 e (¢)e = 0. Consideremos a aplicacao
h: A — A definida por h(a) = (a ® 1°)e = (1 ® a®)e. Assim, h(a + b) = h(a) + h(b),
para todo a,b € A e ¢ oh =id. Além disso, dados a,b,c € A segue que h((a ®b°)c) =
h(acb) = (acb®1°)e = (ac®1°)(b®1%)e = (ac®@b®)e = (a®b°)(c®1°)e = (a®b°)h(c),
ou seja, h ¢ um A°-homomorfismo, e portanto, a sequéncia 0 — Ker(y) — A° LA

cinde, e portanto, A é separavel. O

O elemento e € A° da Proposicao 2.30 é elemento idempotente, uma vez que
e? —e = (e —1)e € Ker(¢))e = 0. Por isso, o elemento é chamado idempotente de
separabilidade de A. Portanto, podemos concluir que A é separavel se, e somente
se, possui um idempotente de separabilidade. Encontrar o elemento de separabilidade

¢, em muitos casos, uma maneira mais pratica de mostrar que a algebra é separavel.
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Agora, vamos verificar que a Definicao 2.23 é equivalente a Defini¢cao 2.29.

Teorema 2.31. Seja A uma K-dlgebra. Assim, A € separdvel (AQk L é semi-simples)
se, e somente se, a sequéncia exata curta de A°-mddulos 0 — Ker(y) — A° YA 0

cinde.

Demonstracao. Suponhamos que A é separavel sobre K. Consequentemente, A° tam-
bém ¢é separavel sobre K. Assim, pelo Lema 2.28, segue que existem corpos F e E’
contendo K tal que AQx E=E, ©---©FE, e A°’Qx E'=E| &---® E,,. Consi-
deremos o corpo EE' = (E® E') )y, para algum ideal maximal M de E®g E'. Como
EFE’ contém E e E’, segue que

A@k EE'= (A®k E) @p EE' = (EE'),, @ - @ (EE),, e
A°@x EE' = (AQk F') g EE' = (EE" )y, @ -+ @ (EE ).,

e consequentemente,

ARk A°®x EE" = (A®k EE') Qpp (A° @k EE')

(BE)p @ & (EE),,) @pp (BE ), & - & (EE)p,)
(EE N pym, @ @ (EE ) pym.®

@ (EE )pm, @ @ (EE )pm,,

1%

I

e portanto, A° = A ®x A° é uma K-algebra separavel, e consequentemente, semi-
simples. Logo, pela Proposicao 2.21, segue que toda sequéncia exata de A°-modulos
cinde, em particular, a sequéncia exata de A°-modulos 0 — Ker(¢) — A° %A 0
cinde. Reciprocamente, para mostrar que A é separavel, de acordo com a Defini-
¢ao 2.23, devemos mostrar que A ®x F é semi-simples, para todo corpo F' contendo
K. Sendo assim, seja F' uma extensao de K e B = A ®x F uma F-algebra. Nosso
objetivo é provar que B ¢ semi-simples, e para isso vamos mostrar que todo submo-
dulo de um B-moédulo é um somando direto. Primeiramente, observamos que como
B*=B®rB=(ARk F)®r (ARk F) = (A®Kk A) ®r F = A° ®p F, podemos
definir um isomorfismo 0 : B¢ — A° ®g F. Além disso, como por hipotese a sequéncia
0 — Ker(y) — A° B A0 cinde, segue que existe um homomorfismo v : A — A° tal

que Y ov = 1g. Sejam
Y =(t®1)ob: B*— A°®K F — B e

V=0"1low®l):B— A°®k F — B,

onde ¢ o' = 1. Sejam M um B-moddulo e N um B-submodulo de M. Como ambos

sao B-modulos, consequentemente sao também K-espaco vetoriais. Portanto, podemos
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definir a proje¢do K-linear m : M — N tal que 7|y = idy. Seja /(1) = Z:c@ ® Yi.
i=1

Aplicando ¢ em ambos os lados, segue que
P ov'=1 . :
LS P W) =D W ey) =) my
i=1 i=1

Dados uma aplicacdo K-linear f : M — M e a ® b € B¢, definimos (a ® b) f(m) =
af(bm). Como m é K-linear, 7 satisfaz (a ® b)m(m) = amw(bm). Seja ' = v/'(1)7 .
M — M. Se 7’ for um projetor, isto ¢, se (7')? = 7/, segue que é B-linear com imagem
N, e o teorema esta provado (usando o seguinte resultado: p : M — M projetor

= M = Ker(p) ® Im(p)). Mostramos, entao, que isso vale.
e (1) =7/, 0 que mostra que 7’ é projetor.

e Sen € N, entao
m'(n) =V (Dm(n) = Zﬂfl ® y;m(n) = Z%W(Z/zn) = Z'T’Lyln =n.
i=1 i=1 i=1

Logo, N C Im(n"). Como a outra inclusdo é 6bvia, segue que N = Im(7").

e Sebe Bem e M, entao

©(m) = (1@b)r'(m)= >0V (1)r(m)=r(1b)nr(m)=r(b&® 1)r(m)
= (e Y/)r(m) = (0@ )r'(m) = br'(m),

ou seja, ' é B-linear.

Assim, mostramos que M = N @ Im(7’), ou seja, que N é um somando direto de M.
Portanto, B é uma algebra semi-simples, como queriamos mostrar, e disto segue que

A é separavel. O
Exemplo 2.32. R é separavel sobre R, cujo idempotente de separabilidade é 1 ® 1.

Exemplo 2.33. A algebra das matrizes n x n, M, (R), é separavel. De fato, sejam e;;

as matrizes elementares. Mostramos que e = Z ei; ®ej; onde j ¢ um inteiro fixo entre
i=1
1 e n, ¢ um idempotente de separabilidade de M,,(R). Assim,

P(e) = Zeijeji = Ze“ =1(e;=1 para i=j e e; =0 para i#j).
i=1 i=1
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Além disso, para todo k, [, segue que

n

(ekl ® 1 — 1 ® ekl)e = (€kl ® 1 — 1 ® ekl)(z 61‘]' ® eji)

=1
n

= E (ekleij & €ji — €ij ® ejiekl)
=1

= e ®ej— e ey =0.

Como e ® 1 — 1 ® ey gera Ker(y), segue que Ker(¢))e = 0. Portanto, M, (R) é uma

R-algebra separavel e e é o idempotente de separabilidade.

Exemplo 2.34. Agora, veremos um exemplo de uma &4lgebra sobre um anel que nao é
separavel. Considere A = Z[v/2] e R = Z. Suponhamos que A é uma algebra separavel
com idempotente de separabilidade z € A°. Do fato que A tem {1,v/2} como base,
segue que {1 ® 1,1 ® v2,v/2 ® 1,v/2 ® v/2} & uma base para A°. Logo, existem
a,b,c,d € Rtal que 7 = a(1® 1) + b(1® V2) + c¢(v2® 1) + d(v2 ® v/2). Como z &
idempotente de separabilidade, segue que 1 = 1(x) = (a + 2d) + (b+ ¢)v/2, que nos da

a+2d=1
b+c=0.
Além disso, = deve satisfazer a igualdade Ker(¢)x = 0, isto é, az = 0, para todo

a € Ker(z)). Como 1®v2 —v2®1 € Ker(y), segue que (1 ®v2—-vV2® 1)z =0, e
logo, (1 ®v2)x = (v/2® 1)x. Assim,

e 19V2)z = 1®vV2)a(l®1)+b1®V2) +ce(v201)+dV2® V2) =
a(l1®v2) +b(1®2) +c(vV2®v2) +2d(1 ® V2)

e (V20 1)z = (V2@ D[a(1 ® 1) + b(1 ® vV2) + ¢(v2 ® 1) + d(vV2 ® V2)] =
a(vV2®1) +b(V20v2) +c¢(2®1) + 2d(1 ® V2).

o sistema

Portanto, a, b, c e d devem satisfazer também o sistema

a=2d

b=c.
Assim, devemos ter b = ¢ = 0, d = i e a = %, 0 que é uma contradicao, visto
que, por hipétese, a,b, c e d s@o todos nimeros inteiros. A contradicao segue do fato

de supormos que z é idempotente de separabilidade de A, logo, A nao pode possuir

elemento de separabilidade, e portanto, A nao é separavel.

Vejamos, agora, um teorema que serd utilizado no proximo capitulo.
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Teorema 2.35. Se R é um anel e P um R-mddulo projetivo finitamente gerado, entao

A = Hompg(P, P) é uma R-dlgebra separdvel e central.

Demonstracao. Para mostrar que A é separavel, vamos exibir seu idempotente de se-
parabilidade. Como P é projetivo finitamente gerado e fiel, pelo Corolario 1.44 segue

que R = Tgr(P), e com isso, existem elementos z1,...,2, € P e g1,...,9nm € P* tal
n

que Zgj (x;) = 1. Também, pela hipotese de que P é projetivo finitamente gerado,

sabemos que existem elementos py,...,p, € Pe f1,... f, € P* tal que Z filp)pi=p
i=1
para todo p € P. A partir destes elementos, definimos E,;, Fj; € A por Ej;(p) = ¢;(p)ps

e Fj;(p) = filp)xj, para todo p € P, 1 < i <mel < j < m. Mostramos que
e = Z E;; ® Fj, € A®g A° é idempotente de separabilidade de A. De fato,

ple)(p) = ZEUFﬂ ZEU fi(p)z;) Zfz Eij(x;)
= Zfz(p)gj(xj)pz Z (Zg] X ) i
= Zfz(p)pz =D

para todo p € P. Logo, p(e) = idp = 1g. Para mostrar que (f ® 1°)e = (1 ® f)e,
para todo f € A, observamos, primeiramente, que o conjunto {Dy|1 < k,I < n}, onde
Dy(p) = fi(p)pr para todo p € P, gera A. De fato, seja f € Ae f(pr) = Y _ cupi.

- =1
entao

=f (Z fk(P)]%) = Z Je(p) f (1) = Z cufe(p)pr = chlez,

k=1 k.l k.l

para todo p € P, ou seja, [ = chlle, para todo f. Desta forma, é suficiente
k.l
verificar que (f ® 1°)e = (1 ® f°)e para o conjunto de geradores Dy, isto é, que

(D @ 1%)e = (1 ® DY, )e. Antes, observamos que

(D © 1%)e = (Dyy @ 1°) (Z E;® F]> = DklE; ® F},
2

DyuEij(p) = Dul(g;j(p)pi) = fi(9;(p)pi)ps
= gi(p) filpi)pr = fi(pi)g; ()P = fi(pi) Exj(p) = raki;(p),
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onde r; = fi(p;) € R, para todo p € P, e assim, Dy E;j = ryFEy;. Logo, (Dy ® 1°)e =
Z raEy @ Ff, = Z Ey; @ ri; F,. Mas,

1]

Zril Zfl Di fz fl (Z fz ) Tj = fl(p)xj = jl(p)>

para todo p € P, ou seja, Z rakFj; = Fj. Consequentemente, (Dy;®1°)e = Z Ey; F
i J
Por outro lado, (1® Dg,)e = Z Ei; @ Dy Fy, Z E;; ® (Fj;Dy)°. De modo analogo

1,7 1,7
segue que Fj; Dy = 1y Fy, com ry; = fi(pr) € R. Assim,

(1 ® Dkl €= Z EZ] @ il Z rszz] ® F Z (Z rkiEZ'j> QR F
i J

2

Usando novamente o mesmo raciocinio, segue que Z rkiEij = Ey;j, e logo, (1® Dy))e =
i

ZEkj ® Iy = (D @ 1°)e. Portanto, A é uma R-algebra separavel. Mostramos,

agora, que A é central, isto é, que Z(A) = R. Vamos verificar essa equivaléncia em

duas etapas, primeiro mostramos que Z(A) = eA, e em seguida, que eA = R. Dados

f,g € A, segue que

(ef)g=(1®g°)(ef) =[1@g%e]lf =[(g®1°)elf = (g @1°)(ef) = g(ef),

o que mostra que ef € Z(A), e consequentemente, eA C Z(A). Agora, consideramos
f € Z(A). Assim,

= (ZE” ®Fﬁ'> f= ZEiijjz‘ = (ZEuFm> f=ule)f=1f=f,

de onde segue que Z(A) C eA, e portanto, Z(A) = eA. No que se segue mostramos
que eA = R. Dado f € Z(A), segue f é um R-homomorfismo, e assim, para todo
re€ R,z €85, segue que rf(z) = f(rz) = fr(z), o que mostra que R C Z(A) = eA.

Para a inclusao contraria, considere Dy, € A. Assim,

eDy = (Z E;® Fﬁ) Dy = Z Eij Dy Fj;
i,

1,J
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EijDuFyi(p) = EiDu(fi(p)x;) = fi(p)Eij(Du(z;))
= filp)Eij(filz;)pe) = fi(p) filz;) Eij(pr) = fi(p) fi(z5) 95 (pr)pis

de onde segue que

eDp(p) = Zf )fi(25)9; (Pr)p Zfl ;)95 (P Zf
= Zfz 3)9;(pk)p = Aul(p )7

J
para todo p € P, onde Ay = Zfl(xj)gj(pk) € R. Portanto, eDy; € R1, e logo,

J
Z(A) = eA = R1. Portanto, A ¢é central. O

2.4 Consideracoes finais

Neste capitulo, apresentamos a definicao de uma R-algebra, onde R é um anel,
além de apresentar algumas propriedades importantes. Duas algebras particulares que
sao fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho, sao as 4lgebras semi-simples
e as algebras separaveis, apresentadas detalhadamente neste capitulo. As algebras
separaveis serao utilizadas no Capitulo 3, onde sao imprescindiveis. As algebras semi-
simples possuem uma aplicagao na teoria dos codigos sobre anéis. A construgao dos

cédigos sobre Z,, é feita no Capitulo 4.



3 Teoria de Galois

A teoria de Galois sobre corpos mostrou-se muito ttil em varias areas da mate-
maética, e por esta razao, alguns matemaéticos se interessaram em estudar variagoes da
mesma. Entre estes estudos, estao: teoria de Galois sobre anéis de divisao, em particu-
lar, sobre anéis nao comutativos, teoria de Galois sobre equacoes diferenciais e teoria
de Galois sobre anéis comutativos. Neste trabalho, apresentamos a Teoria de Galois
sobre anéis comutativos.

O objetivo, deste capitulo, é generalizar a Teoria de Galois finita conhecida sobre
corpos para anéis comutativos. Analisamos algumas das defini¢des equivalentes de
extensao galoisiana de um corpo com o intuito de encontrar qual a mais adequada a uma
generalizacao para o caso dos anéis comutativos. As algebras separaveis sao elementos
fundamentais para o desenvolvimento desta teoria. As defini¢oes, os resultados e as

demonstragoes aqui apresentados tiveram [5], [13], [16], [18], [19] e [22]| como referéncia.

3.1 Alguns fatos sobre a teoria de Galois sobre corpos

Nesta secao, apresentamos alguns fatos da teoria de Galois sobre corpos e apre-
sentamos outras versoes para conceitos ja conhecidos sobre polindémios e extensoes de
corpos separéveis, utilizando os fatos vistos nos Capitulos 1 e 2, em especial o conceito
de 4lgebra separavel. Para isso, vamos comecar explorando um pouco as defini¢oes de
polindmio e extensao separavel, a fim de dar uma caracterizacdo a elas. Lembramos
que um polinémio é separavel sobre um corpo K, se possui somente raizes simples no
seu corpo de raizes. Isso equivale a dizer que para qualquer extensao L de K, f nao
possui fatores repetidos em L. Uma extensao L O K é separavel, se todo elemento de

L é separavel sobre K, isto é, se seu polindbmio minimal sobre K é separavel.

Proposicao 3.1. Seja K um corpo e f € K[z| um polinémio irredutivel. Assim, f

. . K . ‘ ‘
€ separdvel se, e somente se, % Rk L nao tem elementos nilpotentes, ou seja, se

Iz}ﬁ] QK L € semi-simples.

63
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Demonstragao. Sejam f € K[z] um polindmio irredutivel e separavel em K[z] e L uma
extensao de K. Em L[z], segue que f pode nao ser irredutivel, mas sabemos que é da
forma f = p;™ ...p.", onde cada p; é irredutivel. Como f é separavel, segue que f
nao possui raizes repetidas em qualquer extensao de K. Assim, devemos ter n; = 1,
para i = 1,...,r. Passando o quociente e aplicando o Teorema Chinés do Resto, segue

que

Como cada p; é irredutivel, segue que (p;) é um ideal primo, e desse modo, % é um

dominio, que nao tem elementos nilpotentes. Como L] & 3 soma direta dos M, segue
) (ps)
que o conjunto Lle] ¢ ambém nao possui elementos nilpotentes. Além disso, vimos no

(H
Capitulo 2 que L[x] = K[z]®x L, de onde concluimos que % ®x L ndo tem elementos

nilpotentes, ou seja, é semi-simples. Reciprocamente, sejam f € Klz] irredutivel e
L = K(a). Se f possui uma raiz miltipla, «, em L[z], entdo (z — @)™ = pi(x)™ €

L[z]. Assim, f escreve-se como f(z) = pi(x)™g(z), onde g(z) = pa(x)...p.(x), tal

que p;(x) € L[x| sao irredutiveis. Em %, segue que f(r) = 0, o que implica que

pi(z)™g(z) = 0. Como a soma ¢ direta, segue que 0 se escreve de maneira tnica, e

assim, p;(z)™ =0 em iy € Pix) = 0, para todo i =2...7 em @LYE—% Considere
— _ — _L[z] L[z] _Llx] L[z]
h(z) = (p1(x),0,...,0) € = —=®@ DB .
1 (fy ) ) {pr)

m  — — e —_—m

Assim, h(z) = (pi(z) ,0",...,0™). Como pi(z) = 0, segue que h(z) =0, ou

seja, h(z) é um elemento nilpotente de % = [i}f] ®x L, o que contradiz a hipotese do

mesmo ser semi-simples. Desta forma, f nao pode ter raizes miltiplas em L, de onde

concluimos que f é separavel. O

Corolario 3.2. Seja L O K uma extensdao finita. Assim, L € uma extensao separdvel

se, e somente se, L @ F' nao tem elementos nilpotentes para toda extensao F' de K.

Demonstracao. Seja L O K uma extensao finita separavel. Pelo Teorema do Elemento

Primitivo, segue que existe « € L algébrico com polinomio minimal f € K|x] separéavel

tal que L = K(a). Assim, pela Proposigao 3.1, segue que % ®k F nao tem elementos
nilpotentes, para toda extensao F' de K. Mas % = K(a) = L, e assim, L ®k F nao

tem elementos nilpotentes, para toda extensao F' de K. Reciprocamente, suponhamos
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que L ® F' nao tem elementos nilpotentes para toda extensao F' de K. Sejam o € L e
f seu polinémio minimal. O corpo K («) é uma extensao de K, e assim, por hipotese,

segue que L ® K(a) nio tem elementos nilpotentes. Como K (o) = £ segue que

(7
L ®g % nao tem elementos nilpotentes, e assim, pela Proposicao 3.1, segue que f é

separavel. Como tomamos « € L qualquer, concluimos que L é separavel. O

Analisando o Corolario (3.2) e a Definigao 2.23 percebemos que o conceito de élgebra
separavel sobre um corpo é uma generalizagao do conceito de extensao separavel de
corpos. De fato, se L DO K é uma extensao de corpos, entao L é um anel e, além disso,
L pode ser visto como um K-espaco vetorial, ou seja, o corpo L pode ser visto como
uma K-algebra. Desta forma, toda extensao de um corpo K que é separavel, é uma
algebra separavel sobre K. Esta observacao serd fundamental no decorrer da proxima
secao, cujo objetivo é encontrar condi¢oes para uma extensao de anéis ser galoisiana,

de modo que generalize naturalmente o conceito de extensao galoisiana sobre corpos.

3.2 Teoria de Galois sobre anéis comutativos

Nesta secao, apresentamos uma generalizacao adequada da Teoria de Galois sobre
corpos para a Teoria de (Galois sobre anéis comutativos, readaptando as definicoes e
resultados, inclusive o Teorema Fundamental da Teoria de Galois.

Vamos comegar definindo extensao de anéis.

Definicao 3.3. Seja R um anel. Dizemos que um anel S é uma extensao de R se S é
uma R-dlgebra fiel, ou seja, se r € R\{0}, entao r -1 # 0.

A condigao “se 7 € R\{0}, entdo r-1 # 0” quer dizer que o homomorfismo canonico
f: R — Sonde f(r) =r-1, & injetor, de modo que podemos identificar R com sua
imagem R -1, e a partir disso, podemos pensar em R como um subanel de S. Assim,
de um modo geral, uma extensao de R é qualquer anel S que tenha R como subanel
ou um anel S tal que R esteja naturalmente imerso através desse homomorfismo.

Com essa identificacao, um R-automorfismo de S deve deixar os elementos de R
fixos, e qualquer automorfismo de S que fixa R, ¢ um R-automorfismo. O conjunto de
todos os R-automorfismos de S formam um grupo cuja operagao ¢ a composicao. Assim,
o grupo de R-automorfismos Autg(S) de uma extensao de anéis é definido de maneira

analoga ao que fazemos para extensao de corpos: Autg(S) ={c:5 — S :0|gr =idgr}.

Agora, vamos trabalhar para encontrar uma definicdo para extensao galoisiana sobre
anéis. Para isso, precisamos definir duas algebras.

Sejam G um subgrupo finito de Autz(S) e F' o S-mo6dulo gerado pela base
{o : 0 € G}. A soma e a multiplicacdo por escalar sdo as usuais e iremos definir

duas multiplicacoes distintas em F', que originard duas algebras diferentes. Sao elas:
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) (2 ) (z m) Y wolb)on)

oceG TG o,7eG

Essa R-algebra é denotada por A(S : G).

2. <Z aga> (Z b7-7'> = Z (agbr)ds -0, onde §; ; é o delta de Kronecker.

ceG TEG o,7eG
Essa S-algebra (em particular R-algebra) é denotada por /(S : G).

Vejamos alguns fatos importantes sobre essas algebras que serao tteis no decorrer

do texto.

e Podemos definir o homomorfismo de R-algebras:

¢ : A(S: Q) — Hompg(S,9)
o) (Z aaa> (x) — Z ayo(x),
ocG ocG

para todo x € S.

e Podemos definir também o homomorfismo de S-algebras (em particular de R-

algebras):
(I S®sS — v(S:G)
(Z a; X bz> — Z Z CLiO'(bZ‘)O'.
=1 i=1 oceG

e Note que /(S : G) é isomorfo a |G| copias de S, através do isomorfismo

f: v(S:G) — S%C

Sao o Y

oeG ceG

De fato, f é sobrejetora, e a injetividade segue do fato de a soma ser direta, pois
se f(O a,0) =0, entdo Y a, = 0, e assim, a, = 0, para todo ¢ € G, visto que 0
escreve-se de maneira tnica por essa soma. Além disso, f é S-homomorfismo devido
as propriedades de soma e multiplicacao por escalar do operador somatorio. Portanto,

f € um isomorfismo.

Antes de prosseguir, relembramos da Teoria de Galois sobre corpos, que uma ex-
tensao L O K é dita galoisiana com grupo de Galois G = Autg L se é uma extensao
normal e separavel. Outras definicoes equivalentes sao bem conhecidas que listamos

no seguinte resultado.
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Teorema 3.4. Sejam L O K uma extensdo de corpos e G C Auty (L) um subgrupo

finito. Sao equivalentes:
1. L é uma extensdo galoisiana de K e G = Auty(L).
2. L = K.
3. G C Autg(L) e |G| = dimgL.

Nosso objetivo, agora, é buscar entre as defini¢coes de extensao de Galois para corpos,
alguma que permita uma generalizacao natural para o caso de anéis. Observamos que,
sobre um anel, as trés condicoes equivalentes do Teorema 3.4 nao sao adequadas. A
primeira nao é conveniente porque os conceitos de raizes de polind6mios necessarios para
definicao de extensao normal, nao se aplicam ao contexto de anéis; a terceira nao é
adequada porque em uma extensao de anéis L O K, tem-se que L nao é necessariamente
um K-modulo livre, e assim, nem sempre podemos falar em dimensao. A segunda
definicao também nao permite uma generalizacao, de acordo com o préximo exemplo.
Como para a extensao ser de Galois, esta deve ser separavel, se exibirmos uma extensao
de anéis e um subgrupo finito G' de Autg(S) em que vale S = R mas a mesma
nao é separavel, é suficiente para concluir que essa generalizacao nao é adequada,
pois a definicao que apresentarmos para a extensao ser de Galois deve implicar na

separabilidade.

Exemplo 3.5. Sejam R = Z e S = Z[/2]. Assim, S D R é uma extensdo de anéis e
S pode ser visto como R-modulo livre com base {1, \/§}, sendo assim, uma R-algebra.
Seja o € Aut(S) tal que o(a + bv/2) = a — b\/2, para a,b € R, e considere G = (o).
Pela defini¢ao de o, fica claro que R ¢ fixo por G, isto é, G C Auty(S), e como o = id,
temos que |G| = 2 = dimgS. Também é imediato que S¢ = R, de modo que as
condicoes 2 e 3 do Teorema 3.4 sao satisfeitas, mas R nao é separavel sobre K, como
vimos no Exemplo 2.34. Assim, apenas a condicdo S¢ = R também ndo é suficiente

para a generalizagao, ja que nao garante a separabilidade.

Mas, existe uma outra definicao equivalente de extensao de Galois para corpos que
normalmente nao é encontrada em livros béasicos, e que permite uma generalizagao
para anéis. Essa generalizacao ¢ dada através do proximo resultado, que encontra-se
em [16].

Lema 3.6. Sejam L uma extensao de K e G um subgrupo finito de Autg(S). As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. LY =K.

2. dimg L € finita e ¢ : A(L : G) — Homg (L, L) é um isomorfismo de K-dlgebras.
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Demonstracdo. (1 = 2) Pela hipotese que L = K e G é finito, pelo Teorema 3.4, segue
que dimg L = [L : K] = |G| < co. Diretamente do fato de que G C Autg (L), segue que

¢ ¢ um homomorfismo. Para mostrar que ¢ é injetora, considere o = E a,o € Ker(¢).
oceG

Assim, ¢ (Z aaa) (r) = 0, e assim, Zaaa(x) = 0, para todo x € L, isto é,
oeG
Z%U = 0 (funcdo nula). Mas pelo Lema de Dedekind, segue que os automorfis-

ceG
mos de G formam um conjunto linearmente independente, donde segue que a, = 0,

para todo o € G, ou seja, a = 0, e desse modo, ¢ é injetora. Além disso, ¢ é sobreje-
tora, pois dimgx A (L : G) = dimg L|G| = (dimg L)? = dimgHomg (L, L). Portanto, ¢

¢ um isomorfismo de K-algebras.

(2 = 1) Como ¢ é um isomorfismo de K-algebras, segue que A(L : G) é uma K-
algebra, e com isso, G é um K-automorfismo, ou seja, G C Autg(L). Pela bijetividade
de ¢, segue que dimyx A (L : G) = dimgHomg (L, L), e assim, usando a hipotese que
dimg L < oo, concluimos que dimg A (L : G) = dimg L|G| = dimg(Homg (L, L)) =
(dimg L)%, que implica |G| = dimgL = [L : K]. Logo, pelo Teorema 3.4, segue que

L D K & uma extensdo de Galois, e portanto, LY = K. O

O proximo teorema é um dos mais importantes deste trabalho, pois ele estabelece
a definicdo de extensao galoisiana de anéis. Sua demonstracdo encontra-se em [16] e
serd feita aqui cuidadosa e detalhadamente, de modo que esta demonstragao seja uma

das principais contribuicoes deste trabalho.

Teorema 3.7. Sejam S uma extensdo do anel R e G um subgrupo finito de Aut(S).

As sequintes condicoes sao equivalentes:

1. 1) § é um R-mddulo projetivo finitamente gerado;

ii) ¢ : A(S: G) — Homg(S,S) € um isomorfismo de R-dlgebras.
2. 1) SY=R;

ii) v:95®85 — v(S: Q) € um isomorfismo de S-dlgebras.
3. 1) SY=R;

ii) existem elementos xq,...,Zn, Y1, ..., Yy em S tal que

Z:L‘ja(yj) = 01,5, para todo o € G.
j=1

4. i) S¢ =R;

ii) para cada o #1 em G e para cada ideal maximal M de S, existe x € S tal
que o(z) —x ¢ M.
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5.1) SY =R;

ii) para cada idempotente nao nulo e € S e para cada par o # T em G, existe
x € S tal que o(x)e # T(x)e;

iii) S ¢ separdvel sobre R.

Demonstra¢io. (1 = 2) Primeiro vamos mostrar que S¢ = R. Como ¢ é um iso-
morfismo de R-élgebras, segue que A(S : G) é uma R-élgebra (ou seja, é definida a
multiplicagdo por elementos de R, e sendo G um grupo de automorfismos, todo ele-
mento de R deve ficar fixo para automorfismos em G) e assim, G C Autg(S), ou seja,
R C SY. Para mostrar a inclusdo contraria, consideremos z € S¢. Identificando x
com z.id € A(S : G), segue que x pertence ao centro de A(S : G), isto é, para todo
y € AS : G), xy = yz, ou seja, para todo b € S, segue que (z oy)(b) = (y o x)(b).

Vejamos que de fato a igualdade é valida. Sejam y = Zago ENS:G)ebeS.

ceG
Assim,

(x o Z aga> (b) == (Z aaa(b)> =z Z ayo(b).

oeG ceG

Por outro lado,

(Z a,0 0 x) (b) = Z a,o(zb) = Z aso(x)o(b) = Z asxo(b) =z Z ayo(b).

oeG oeG oelG oeG oelG

Logo, ¢(x) esta no centro de Hompg(S, S), por ¢ ser um isomorfismo. Pelo Teorema
2.35, segue que Z(Hompg(S,S)) = R. Consequentemente, Z(A(S : G)) = R, e assim,
T € R, o que mostra que S¢ = R. Para mostrar que vale o item ii), observemos que
¢(t-S) =Hompg(S,S) para t = Za € A(S : G). De fato, dados a,z € S, entao

oeG

oe(Zem ) o) (S ) < (Zrer)

e assim,

o(ta)(x) = Za(a)a(x) = Zo(am) € SY =R,

oeG ceG

o que mostra que ¢(t - S) C Hompg(S, R). Para mostrar que vale a inclusdo contraria,
sejam f € Hompg(S, R) C Homg(S,S) e w = Z%U € A(S : G) tal que ¢o(w) = f.

oceG
Como f € Homg(S, R), para todo = € S, segue que ¢(w)(z) = f(x) € R, ou seja,
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Zaga(:v) € R. Assim, para todo p € G, segue que p (Z aaa($)> = Zaga(x), e

oceG oelG oceG
logo,

S pas)po(a)) = S asal) = 3 appo(e),

ceG ceG ceG

Consequentemente, devemos ter p(a,) = a,,, para todo p,oc € G, e desse modo,

play) = a,, para todo p € G. Desta forma,

w = Za(al)a = (Z O‘) a; = tay.

ceG oeG

Portanto, f = ¢(w) = ¢(a1) € ¢(t - 5), e assim, ¢(t - S) = Homp(S,R). Agora,

consideramos a seguinte sequéncia de isomorfismos de R-mddulos
S®SA Set-S A S®Homp(S, R) % Homg(S,S) 4 A(S:G) B (S : G),

onde

e 91(a®b) =a®tb, estd bem definida, pois é induzida pela aplicacdo R-bilinear

SxS — S&t-S
(a,b) — a®tb,

cuja funcao inversa é induzida pela aplicacao

Sxt-§ = S®8
(a,tb) +— a®b,

que também é R-bilinear.
o Pr(a®th) =a® P(th).

o ¢3(a® f(x)) = f(z)a. A bijetividade é assegurada pelo fato de S ser um R-

modulo projetivo finitamente gerado.
° py=0¢ "

* ¢ <Z aga> = Z a,0, ou seja, ¢5 = id (lembre-se que estamos olhando para

oeG oceG
esses conjuntos como R-modulos).

Agora, fazendo alguns calculos, segue que ¥ = ¢5 0 ¢4 0 ¢3 0 ¢ 0 1. Como cada ¢; é

um isomorfismo de R-modulos, segue que ¢ também é um isomorfismo de R-modulos.
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Como 9 é um homomorfismo de S-algebras, segue que ¥ é um isomorfismo de S-

algebras.

(2 = 3) Suponhamos que ¥~!(1-id) = Zmz ®y; € S®S. Assim,

=1

1-2d=1 (Zm@%) :Z (Z%‘ﬂ%)) g,

ceG

pela definigdo de . Mas, para essa soma resultar em 1 -id, para todo o € G\{id},

segue que o escalar deve ser 0, e quando o = id, segue que o escalar deve ser 1, ou seja,
n

E xz’U(yz‘) = (51,0-

i=1

(3 = 1) Primeiramente, vamos mostrar que vale 1.i). Sejam x1,...,Zn,Y1,---,Un
n

elementos de S que satisfazem 3.ii), isto é, tal que Z xjo(y;) = 01,4, para todo o € G.
J=1
Dado x € S podemos definir f;(z ZO’ xy;), que é um R-homomorfismo de S em

ceG
R, isto é, f; € Homg(S, R). Além disso, tomando = € S, segue que

ij@)szzza(x%)%zz ZU yilry =Y o(z)de = .

j=1 c€G oeG ceG
Logo, existem z; € S e f; € Homg(S, R), tal que para todo = € S, segue que = =
n
Z fi(z)x;, ou seja, S é um R-modulo projetivo finitamente gerado, de acordo com a
Proposigao 1.38. Mostramos agora que ¢ : A(S : G) — Hompg(S, S) é um isomorfismo.

Como ja vimos que ¢ é um homomorfismo, falta mostrar que ¢ é bijetora. Para mostrar
n

a sobrejetividade, seja h € Homg(S,S) e consideremos w = ZZh(xj)a(y Jo €
ceG j=1
A(S : G). Provemos que ¢(w) = h, isto é, que para todo x € S, tem-se ¢p(w)(z) = h(x).

Dado z € S, segue que

¢(w)(z) = ¢(Zzh(%)0(%)0 (2) =) > hlzj)aly;)o(x)

oeG j=1 oeCG j=1
= Zh T, Z ;x) =h T, o(yja:))
JGG j=1 ceG
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Agora, provemos que ¢ é injetora. Se w = Z a,0 € Ker(¢), entdo ¢(w) = 0, isto
oceG
é, ¢(w)(z) = 0, para todo = € S, em particular, para todo z; da hipdtese. Logo,

0 = S owle)ru)r = X0 Y anoar

TeG j=1 TG j=1 oG
n
= Z Z e (Z xja_lT(yj)> T = Z Z Ug01,6-17T
T€G oG 7=1 T7€G oG
= Z Ue0 = W.
celG

Logo, ¢ é injetora e, portanto, um isomorfismo.

(3 = 4) Suponhamos que existem o # id em G e algum ideal maximal M de S
tal que x — o(x) € M, para todo = € S. Assim, tomando z; e y; como na hipotese ii),

segue que

D wilyi— o) =D iy — Y w0(y) = b1 — 0, (0 £ =1-0=1
j=1 j=1 j=1

¢ um elemento de M, o que contradiz o fato de M ser maximal. Logo, para cada o # 1

em G e para cada ideal maximal M de S, segue que existe © € S tal que o(x)—z ¢ M.

(4 = 3) Sejam 1 # 0 € G e I o ideal de S gerado por {z — o(z)|z € S}. Como

x —o(x) € I, para todo = € S, pela hipotese 4.ii), segue que I = S, e logo, 1 € I.

Assim, existem elementos zi,...,Z,,y1,...,y, € S tal que ij(yj —o(y;)) =1, e
j=1

portanto, ijyj =1+ ija(yj). Se Tpy1 = — ija(yj) e Yn+1 = 1, entao

j=1 j=1 j=1

n+1

S iy =) wy At Tayen =1+ Y xio(y) = > w0 (y;)
j=1 =1

J=1 J=1

e
n+1 n
Z%’U(% Z% o(Y;) + Tn110 (Yni1) Z% o(y;) Z%‘U(Z/j) =0
j=1 j=1 Jj=1
n+1
Portanto, ija(yj) = 01,. Acabamos de mostrar que para cada ¢ € G fixado,
j=1

existe um conjunto de elementos satisfazendo 3.ii), onde estes elementos sao determi-
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nados a partir de 0. Usaremos isso para mostrar que existe um conjunto de elementos
satisfazendo essa condicao que independe da escolha de o.
Sejam V' e V' dois subconjuntos quaisquer de G que contém a identidade e para os

quais existem elementos
/ / / /
xla-"7xn7y17'"7yn7x17"'7xm7y17"'7ym

em S tal que para todo o € V, tem-se Zazja(yj) = 01, ¢ para todo o’ € V', tem-se
j=1

m m
Zx%a’(yfg) = d1,. Tomando a; = Zx]xz ebj =yjyp,comj=1,....ner € VUV,
k=1 k=1

segue que
TR 9 SELETIED P U ) PRMETS
Jj=1 j=1 k=1 j=1 \k=1
Como G = J{1,0}, segue que existem elementos ay,...,an,b1,...,b, em S tal que
o#1
Zaj = 01, para todo o € G.

(3 = 5) Consideramos, primeiramente, que g € Hompg(S, R) e é definido por g(z) =

Z o(z). Mostramos que, de fato, g(x) € R, para todo z € S. Dado 7 € G, tem-se
oceG

T(g(2)) = ) (@) = Y (ro)(z) = g(x),
ceqG ToEG

ou seja, g(x) é invariante pela agdo de G, logo, g(z) € SY = R. Agora, podemos

mostrar que S é separavel sobre R. Seja e = ij ®y; € S ®rS, onde x;,y; sa-
j=1

tisfazem a condigao 3.ii). Mostramos que e é um idempotente de separabilidade de

S, isto é, que p(e) = 1 e (u)e = 0, sendo p : S ®r S — S o homomorfismo dado

por u(a ® b) = ab, como definido no Capitulo 2. A primeira afirmacdo ocorre, pois
n

ule) = ijyj = 011 = 1. Para mostrar que vale a segunda afirmagao, lembramos
j=1
que os elementos da forma 1@ x —x ® 1, onde = € S, formam uma base para Ker(u), e

sendo assim, para provar que Ker(u)e = 0, é suficiente mostrar que (z®1)e = (1®z)e,

que é o que faremos a seguir. Se x € S, entao
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(r®@1l)e = Z:my ®y; = Z (Z (msj)(sl,(,) ® Y

j=1 \o€eG

_ i (Za(mj) Za(yk)mk> ®y; = ZZ (Z xaym)) Tk ® Y;

] 1 \oeG ] 1 k=1 \o€eG

= ZZg TTYp) Tk @ Y; = Zwk@?Zg TLYr )Y

7j=1 k=1

. ZWZ(Z H) Dwz(z o(a, y> (o)

oceG ceG \j=1

= Zxk®2610(7wyk Z:pk®xyk:(1®x)e.

oceG k=1

Logo, e é um idempotente de separabilidade e S é separavel sobre R. Agora, mostramos
que a condi¢do 5.ii) é satisfeita. Sejam 0,7 € G e e € S um idempotente ndo nulo.
Suponhamos que o(z)e = 7(x)e, para todo z € S. Como 0,7 € G, segue que eles

1

possuem inverso pois sao automorfismos, e assim, podemos aplicar ¢~ & igualdade

o(z)e = 7(x)e, obtendo que o~ !(e) = o7'7(z)o e para todo x € S. Com isso,
n n

o le)=1o"(e) = ijyja_l(e) = ija_lT(yj)a_l(e) =0 (e)0s-10r1

Como e # 0, segue que o~ '(e) # 0, e assim, d,-1,,1 = 1, ou seja, o = 7. Portanto,

para o # 7, sempre existe algum x € S tal que o(z)e # 7(x)e.

(5 = 3) Como por 5.ii), S é separavel sobre R, segue que existe um idempotente
n

de separabilidade e € S ®r S. Se e = ij ® y; ¢ um idempotente de separabi-
j=1

lidade, entao u(e Zx]y] =le(z®1—-1®x)e =0, para todo z € S. Os

elementos x;, y; Constltulrao o elemento que satisfaz 3.ii). Para cada o € G, definimos
e, = p((l®o)(e)) € S. Esta expressao esta bem definida, pois como ¢ ¢ um automor-
fismo de S, segue que 1 ® o é um automorfismo de S ® S e além disso, u: S® S — S

¢ um homomorfismo de anéis. Se ¢ € GG, entao

e = p((1®o)(e)) u(1e@o)(e)) =pu(1@a)(e)- (1 0)(e))
ule®ale))(e®@a(e)) = ule’ ®a(e?)) = u((1@o)(e?))

ou seja, e, ¢ idempotente. Além disso, dado x € S, segue que



Teoria de Galois sobre anéis comutativos 75

ve, = ap((1©0)(e) = pz® 1) (18 0)(e) = Wz 1) - (18 0)(e))
p(leo)(z®l)- (1
- wlenlen (1o
= 1®o(@) - u((1®©o)(e)) =1

Assim, pela condigao 5.ii), segue que e, = 0 ou 0 = 1, isto é, se 0 # 1, necessariamente

n
e, = 0, e pela definicao de e,, se ¢ = 1, entao e, = E x;y; = 1, pois x;,y; sao os
Jj=1

n
mesmos que compoem e. Portanto, e, = E z;0(y;) = 01,0 ]
i=1

Defini¢ao 3.8. Seja S uma extensao do anel R e G um subgrupo finito de Aut(S).
Dizemos que S € uma extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G, se S satisfaz

uma, e portanto todas, as condicoes equivalentes do Teorema 3.7.

A defini¢do dada no item 1. foi a primeira definicao de extensao galoisiana de anéis
que apareceu na literatura, em 1960, em [5|. As outras defini¢des equivalentes foram
apresentadas posteriormente, em 1995, no trabalho “Galois Theory and Cohomology
of Commutative Rings” de Chase, Harison e Rosenberg. Os exemplos 3.9, 3.10, 3.11
e 3.12 encontram-se em [16| e aqui foram descritos mais detalhadamente. Os demais

encontram-se em [19].

Exemplo 3.9. Sejam S uma extensdo de R e G C Aut(S) um grupo finito tal que
S¢ = R. Se S é um corpo, entdo o tnico ideal maximal de S & (0), de modo que o

item 4 do Teorema 3.7 é satisfeito, e logo, S é uma extensao galoisiana de R.

Exemplo 3.10. Seja L O K uma extensao galoisiana de corpos com grupo de Galois
G. Assim, L = K e a extensdo é separavel, de modo que, L é separavel sobre K
(como K-algebra). Como 1 é o tinico idempotente nao nulo de L, a condi¢ao 5.i) é
satisfeita, porque sempre que o # 7, segue que existe z € L tal que o(z) # 7(x), pois
caso contrario seriam iguais. Assim, L O K satisfaz o Teorema 3.7, e portanto, é uma
extensao galoisiana de anéis com o mesmo grupo de Galois da extensao galoisiana de
corpos. Com este exemplo, percebemos que toda extensao galoisiana de corpos é uma
extensao galoisiana de anéis, ou seja, de fato a Definicdo 3.8 é uma generalizacao da

definicao de extensao galoisiana para corpos.

Exemplo 3.11. Considerando a extensdao R C R e G = {idg}, onde R é um anel
comutativo com identidade, o item 4. do Teorema 3.7 é satisfeito, j4 que nao existe
o # 1 em G, e também, R = R. Assim, a extensido R C R é galoisiana com grupo
de Galois G. Com este exemplo fica explicito que diferente da teoria de (Galois sobre

corpos, neste caso nem sempre teremos G = Autg(S).
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Exemplo 3.12. Sejam R um anel comutativo com identidade e G um grupo finito.
Consideramos S = Z@Reg, onde e e, = 0,.€,, para todo o,7 € G e Zeg = 1.

oeG oceG
A agdo de G sobre S é dada por o(e;) = e,, para todo 0,7 € G. Mostremos que a

extensao S O R munida do grupo G satisfaz o item 3. do Teorema 3.7.

i) Se r € R, entao o(r) = o(r.1l) = o (r.ZeT> = ZT’O’(BT) =r (Z 60—7) =

TG TEG T,0€G
r.1 = r, para todo o € G, ou seja, R C SY. Por outro lado, se x € S é tal que

o(x) = x, para todo 0 € G entdo © = €51 + €52 + -+ + Tp€on, onde 1; € R,
para todo i, e da igualdade o(x) = x, segue que o(ri€s1 + 952 + -+ + + Tneon) =
r10(€s1) + 120 (€02) + -+ 4+ 10 (€on) = T1€061 + T2€002 + *+* + Tn€oon = T1€01 +
T9€so + =+ + Tnéon, € logo, devemos ter o(e,,) = e,,, para todo i. Mas, como o
é qualquer, esta igualdade é valida se, e somente se, e,, = 1, para todo 7. Assim,
r=r +--+r, €R,ouseja, S C R.

ii) Tomando z; = e,, com o € G e y; = e,, com T € G, segue que

ixia(yi) = Z e,o(e;) = Z €oCor = Z Oo.07€0-
i=1

o,7€G o,7eG o,7eG

n
Assim, se 0 = o7, segue que E zio(y;) = E ee = 1 e se o # or, segue que
i=1 oceG

ina(yi) = 0. Mas ¢ = o7 implica que ¢ = 1, ou seja, se ¢ = 1 temos
i=1

n
ina(yi) = 1. Além disso, se o # o7, segue que o # 1, isto &, se o # 1 temos

=1
Z%U(?Ji) = 0. Assim, Z%‘U(yz‘) = 01,0
i=1 i=1

Exemplo 3.13. Seja R um anel comutativo de caracteristica prima p. Suponhamos que
R possui elemento identidade e tomamos r € R. Considerando S = % = R[a],
onde o« = X +(X?—X —r) e G = (o) um grupo ciclico de ordem p definido por o|g = R
e o(a) = o+ 1, segue que S é uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G.

Vamos fazer esta prova mostrando que (R[a], o) satisfaz o item 4. do Teorema 3.7.

i) Observamos que R[a] = {ro+ria+rsa?+- - +r,_ 1o’ :r; € Ry e {l,a,0?,...,aP"!}
¢ um conjunto linearmente independente. Da definicao de o, segue naturalmente
que R C SY. Por outro lado, se f(a) € S, entdo f(a) = ro+ria+---+r, 10?7,
p—1 p—1
e supondo que o(f(«a)) = f(a), devemos ter Zri(a +1) = Zri&i, donde se-
i=1 i=1

2 ...,aP71} é linearmente independente.

gue que f(a) = rg, uma vez que {1, a, «
Logo, S¢ C R, e portanto, S¢ = R.



Teoria de Galois sobre anéis comutativos 77

ii) Primeiro mostremos que G tem ordem p. De fato, para 1 < i < p, segue que
oi(xr) = x +i.1. Assim, pelo fato de que R tem caracteristica p, segue que
oP(z) = x, isto é, o? = id e o'(x) # x, para todo 1 < i < p— 1, isto ¢, 0" # id,
para todo 1 < i < p — 1. Agora, observamos que se id # 7 € (G, entdo existe
1<j<p—1tal que 7 = 0/. Assim, se M é um ideal maximal de S e z um
elemento arbitrario de S, entdo 7(z) —z =o’(z) —zv =z +jl -2 =75 ¢ M,

para todo 7 € GG, uma vez que M é um ideal maximal e j é inversivel em R.

Exemplo 3.14. Sejam R um anel comutativo com elemento identidade e n um niimero
inteiro maior ou igual a 2 tal que % € R. Suponhamos também que existe ( € R, uma
raiz n-ésima da unidade, isto é, tal que (" = 1, satisfazendo que (1 —¢*) é uma unidade

de R, para todo inteiro 1 < ¢ < n — 1. Além disso, sejam r € R uma unidade de

R, S = Xf_[);;_T = R[a] e G um grupo ciclico de ordem n gerado por o, definido por

o(x) = (x, para todo z € S. Entao S é uma extensao galoisiana de R com grupo de
Galois G.

Para ver isso, vamos mostrar que o item 4. do Teorema 3.7 é satisfeito. A prova de
que SY = R é analoga & que fizemos no item i) do Exemplo 3.13. Assim, para mostrar
que a extensdo é galoisiana, dada id # T € G, basta exibir A € S tal que 7(\) =\ ¢ M,
para todo ideal maximal M de S. Seja entdo 7 = ¢/, com 1 < j < n — 1. Tomando
A=a=X+ (X" —r), temos

Note que (¢/ — 1) e « sdo ambos inversiveis em S, desta forma, (Y — 1)a ¢ M, para

todo ideal maximal M de S. Portanto, S é uma extensao galoisiana de R com grupo
de Galois G.

A seguir, vejamos alguns resultados e defini¢oes necesséirios para chegarmos ao

teorema fundamental.
Lema 3.15. Seja S uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G.

1. Ezxiste um elemento c € S tal que para g € Hompg(S, R) dada por g(x) = Z o(z),

tem-se g(c) = Z o(c) =1.

ceG

ceG

2. R ¢ um somando direto de S como R-mddulo.

3. Se T ¢ uma R-dlgebra comutativa com elemento identidade 1 e G atua sobre
T®S vieo(t®s) =t®o(s), para todo s € S, t €T ec € G, entao T ® S ¢

uma extensao galoisiana de T com grupo de Galois G.
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Demonstragao. 1. No Teorema 3.7, da prova de (1 = 2), segue que Hompg(S, R) =
o(t - S). Assim, dado f € Hompg(S, R), segue que existe s € S tal que f = ¢(t-s) =

1) Za(s)a . Entao, para todo x € S, segue que
oceG

f(z) = ¢ (Z a(s)a) () = 3 o(s)ole) = 3 a(sz) = glso).

oelG oeG

Logo, para todo f € Homg(S, R), segue que f(x) = g(sx), para algum s € S. Por
outro lado, como S O R é de Galois, pelo item 1 do Teorema 3.7, segue que S é
um R-modulo projetivo finitamente gerado, e desse modo, existem zq,...,x, € S e
fi,--., fn € Hompg(S, R) tal que Zfl(x’) =1, e assim, existem s;...,s, € S tal que

i=1
fi= g(six). Consequentemente,

1= Zf” x;) = Zg(szxi) =g <Z sixi> .

=1

Tomando ¢ = Z six; € 5, segue g(c) = 1 e a afirmagdo esta provada.

i=1
2. Pelo item 1., segue que existe ¢ € S tal que g(¢) = 1, de modo que a imagem
de g é R. Tsso implica que a sequéncia S % R — 0 é exata. Definindo § : R — S
por 0(r) = rc, segue que 6 ¢ um homomorfismo de R-modulos e g o 6 = 1g, ou seja, a

sequéncia cinde, e logo, R ¢ um somando direto de S.

3. Vamos mostrar que o item 3. do Teorema 3.7 é satisfeito. Sejam x1,...,Z,, Y1, .., YUn
os elementos de S tal que ina(yi) =0;. Assim, 1®x1,...,102,,1®y1,...,10y,

i=1
sao elementos de T'® S e vale

n

Senienlen =163 nolw =185, = b,

i=1 i=1

Também devemos mostrar que (T ® S)¢ = T. Para ver que T C (T ® S)%, é suficiente
observar que t ® 1, que é a identificacao de T em T' ® S, fica fixo para todo o € G. De
fato, (1®0)(t®1) =t®0o(1) =t ® 1. Agora, seja w € (T'® S)°. Pelo item 1., segue
que existe ¢ € S tal que g(c) = 1, entdo Z(l ®o)(l®c) =1® 1. Suponhamos que

oeG

w-1®c:Zti®si€T®S. Assim,

=1
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w o= w-lel=w) (100)1ecd=) (1o (w-11¢)

oeG ceqG
oeG 1=1 =1 oelG i=1

Logo (T ® S)¥ =T, e portanto, T ® S é uma extensao galoisiana de T' com grupo de
Galois G. O

Definigao 3.16. Sejam f,g: S — T homomorfismo de anéis. Dizemos que f e g sao

fortemente distintos se, para todo idempotente nao nulo e de T, existe s € S tal que

F(s)e # gls)e.

Note que a condigao 5.ii) do Teorema 3.7 significa que os automorfismos de G sao
2 a 2 fortemente distintos. Levando em consideracao apenas os anéis que nao possuem
elementos idempotentes nao nulos, como é o caso dos corpos, essa condi¢ao nao seria
necessaria, e teriamos que uma extensio de anéis é galoisiana se, e somente se, S¢ = R
e S é separavel sobre R. Mas como queremos incluir neste estudo também os anéis que
possuem elementos idempotentes nao triviais, é necessario introduzir este conceito para
que o Teorema Fundamental seja vilido neste caso. Em [13], de Mayer define que uma
extensdo S O R de anéis é normal se satisfaz S¢ = R. Neste sentido, a definicdo do
item 5. do Teorema 3.7 pode ser vista como uma generalizacao do conceito de extensao

normal e separavel utilizada para corpos.

Lema 3.17. Se S é uma R-dlgebra comutativa separdvel com elemento identidade 1 e
f 8 —= R éum homomorfismo de R-dlgebras, entdo existe um inico idempotente e € S
tal que f(e) =1 e xe = f(x)e, para todo x € S. Além disso, se fi,....fn S = R
sao homomorfismos de R-dlgebras fortemente distintos dois a dois e eq1,...,e, € S
sao os idempotentes correspondentes, entdo e;e; = 0, se i # j e fi(e;) = 9, para

1,7=1,...,n.

Demonstracao. Seja f : S — R um homomorfismo de R-algebras onde S é uma R-
algebra separavel. Assim, S admite um elemento idempotente de separabilidade e €

n n
S ® S e existem elementos x1,...,T,, Y1, .., Yy, em S tais que Zx,yl =1le Zx:cz ®

i=1 i=1

n n

Y, = sz ® y;x, para todo © € S. Seja e = Zf(xi)yi € S. Mostramos que esse
i=1 j=1

elemento é o idempotente que procuramos, isto é, que f(e) = 1 e f(x)e = ze, para

todo x € S, ou seja,

o fle)=f (Z f<:ci>yi> = Zf(sw)f(yi) =f (Z xy) =f(1)=1
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<mel®yz> =(fel) (Zf’fz@yﬂ) :>Zf(mi)®yi:

Zf ®yz8:>zl®fxﬂc Zl@fxl)ylx:>1®f( Je = 1 ® ze.

=1 =1

Aplicando p: S® S — S onde u (Z z; @ yi> = Z:L‘iyi, em ambos os lados
i=1 i=1
da igualdade 1 ® f(x)e = 1 ® we, segue que f(x)e = xe, para todo z € S.

e [azendo x = e, dos itens anteriores, segue que e = le = f(e)e = €%, ou seja, e é

de fato idempotente.

Falta mostrar a unicidade de e. Suponhamos que €’ é outro idempotente de S que
satisfaz f(e') =1 e f(x)e = wze', para todo x € S. Assim, ¢/ = 1l¢/ = f(e)e/ = ee’ =
e = f(e')e = le = e, 0 que mostra que e é Gnico. Agora, vamos provar a segunda
parte do lema. Sejam fi,...,f, : S — R homomorfismos de R-algebras fortemente
distintos dois a dois e eq,...,e, € S os idempotentes correspondentes que satisfazem
file;) = 1 e fi(x)e; = we;, para todo x € S. Assim, e;; = f;(e;) é um idempotente de

R (pois é a imagem de um elemento idempotente) para i,j = 1,...,n. Além disso,

filx)ei; = fi(x) file;) = fi(wes) = fi(fi(w)e;) = fi(x) file;) = fi(x)ei,

para todo x € S. Supondo ¢ # j, por hipotese, segue que f; e f; sao fortemente
distintos, e entdo, para cada idempotente e nao nulo de S, existe x € S tal que f;(z)e #
fi(z)e, o que nao ocorre com e;;. Logo, se i # j, entao e;; = fi(e;) = 0. Se i = j,
entao caimos no caso que ja foi provado na primeira parte, onde f;(e;) = 1. Portanto,
filej) = 6; 4, para i,j = 1,...n. Finalmente, e;; = f;(1)e;e; = fi(e;)e; = dize; = 0, se

i # 7, o que conclui a demonstragao do lema. O]

A proxima definicdo também é crucial para que consigamos determinar uma cor-

repondéncia entre os subanéis de S que contém R e os subgrupos do grupo de Galois

G.

Definicao 3.18. Sejam S uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G e
T um subanel de S. Dizemos que T é G-forte se para todo o,7 € G, tem-se que

olr = T|r ou o|r e T|r sao fortemente distintos.

Na teoria de Galois sobre corpos, considerando uma extensao galoisiana de corpos
L D K com grupo de Galois GG, o Teorema Fundamental estabelece uma correspondén-
cia biunivoca entre os corpos intermediarios M e os subgrupos de G. O nosso préoximo
passo é determinar um teorema similar para a teoria de Galois sobre anéis, apresentando

as especificidades que os subanéis devem possuir para que haja uma correspondéncia.
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Definindo os conjuntos F = {T"anel | R C T C SeT ¢ uma R—algebra separavél e G—
forte de S}, G = {H C G| H é subgrupo de G}, S = {zx € S : o(z) = z, para todoo €

H} e Hr ={0 € H :0(x) =z, para todo « € T}, consideramos as aplicacoes

v: F — G
T — Hrp
v: G — F
H — SH,

Veremos, entre outros fatos relevantes, que estas aplicacoes estao bem definidas e sao

inversas uma da outra, através do teorema a seguir, o principal deste trabalho.

Teorema 3.19. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Seja S uma extensao

galoisiana de R com grupo de Galois G.
1. Se H é um subgrupo de G onde S™ =T, entdo

e S é uma extensao galoisiana de T com grupo de Galois H.
o T' ¢ uma R-dlgebra separdvel.

o T' ¢ G-forte como subdlgebra de S.

e H=Hyp.

2. SeT € uma R-subdlgebra separdvel e G-forte de S onde H = Hp, entdo T = S*.

3. Seja T uma R-subdlgebra separdvel e G-forte de S. Assim, T € uma extensao
galoisiana de R se, e somente se, o subgrupo correspondente H € um subgrupo

normal de G.

Demonstracao. 1.

e S ¢ uma extensao galoisiana de 1" com grupo de Galois H: como S é uma
extensao galoisiana de R, segue que existem x1,...,ZT,,Y1,...,Yn € S tal que

n
Z z;0(y;) = 01, para todo o € G. Como H C G, segue que esta igualdade vale

i=1
para todo o € H. Ademais, por hipotese, segue que S¥ = T. Portanto, S é uma

extensao galoisiana de T' com grupo de Galois H.

e S = T & uma R-algebra separavel: seja g € Homgu (S, S?) a fungio trago

definida por g(s) = Za(s), para todo s € S. Vamos mostrar que S ¢ uma

occeH
extensao galoisiana de 7' com grupo de Galois H. Pelo Lema 3.15, segue que
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existe ¢ € S tal que g(c) = 1. Definimos a; = g(x;) e b; = g(y;c), e consideramos,

e= Z a; ®b; € SH @ SH . Mostramos que e ¢ um idempotente de separabilidade
j=1
de ST isto &, que p(e) =1 e (u)e = 0.

ple) = Za] 299‘71 9(y;c) ZZZU(%)T(%C)

j=1oc€eH teH

= Z Z o <Z xjalT(yj)> 7(c) = 1.

ccH teH j=1

(x®@1)e = Zxaj@)b—ZZZxa:cj (yjc)

j=1oc€eH teH

_ ZZ(;@T(ZMJ%)

S (S (S )

oceH
n

= (1®x)2aj®bj:(1®x)e.

J=1

Assim, S” = T é separavel sobre R.

e T & G-forte: como S é uma extensao galoisiana de T' com grupo de Galois H,

segue que existe ¢ € S tal que g(c Zp = 1. Além disso, como S D R é
peEH

galoisiana, segue que existem xq,...,ZTp, Y1,-..,Yn € S tal que Z zi0(y;) = 01,0,

para todo o € G. Sejam x| = Zp(xic) = g(zic) e y) = Zp yi) = , para
peEH pEH
i=1,...,n. Como g € Homy(S,T), segue que x},y; € S? =T, e assim,

Saol) = (Dm) o (Zﬂw)

i=1 \peH reH
= Z p(c) ZP(%’)UT(%)
p,TEH
= ZP( <szp ot (y: > Z 01,p-10rP(C
=1 p,TEH
1l se o€ H

0 se o¢H,
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para todo o € G. Logo,

1l se ce H

zn: zio(y;) =
=1

0 se o¢H,

para todo o € G. Agora, sejam 0,7 € G tal que o|p # 7|p. Assim, 7o~ ¢ H.
Consideramos, agora, e € S um idempotente nao nulo tal que o(t)e = 7(t)e, para

todo t € T. Assim, te = To~!(t)e, para todo t € T, e logo,

€= (Z $2y2> €= Z zi(yie) = Z w;Tafl(y;)e To_¢H Oe = 0.
Portanto, T é G-forte.

o H = Hy : como S” = T, segue que H C Hy e SHr = SH = T. Pelo fato
que Hr C G e usando o mesmo raciocinio utilizado para mostrar que S é ex-
tensao galoisiana de 7" com grupo de Galois H, segue que S também é uma
extensao de (Galois com grupo de Galois Hr, e assim, pelo item 2. do Teorema
3.7 segue que ¢ : S ®@p S — (S : Hr) é um isomorfismo de S-dlgebras e
Y S®r S — (S : H) também é um isomorfismo de S-algebras. Logo,
dimpS - |H| = dimgS ®7 S = dimyS - |Hrl|, e consequentemente, |H| = |Hrp|.

Desta igualdade e do fato que H C Hrp, segue que H = Hr.

2. Seja T uma R-algebra separavel e G-forte de S em que H = Hy. Como H = Hrp,
segue que T C SH, de modo que resta provar a inclusao S? C T. Nosso trabalho
inicial nessa longa demonstracao ¢ mostrar que /(S : G) = (S ® T), pois a partir
dessa igualdade chegamos na inclusao desejada. Pelo item 3. do Lema 3.15, segue
que S ® S é uma extensao galoisiana de S = S ® R com grupo de Galois G, onde
o(la®b) =a® o(b), para todo a,b € S e 0 € G. Como pelo item 2. do Teorema 3.7
a aplicacdo ¢ : S® S — (S : G) é um isomorfismo, podemos definir uma ac¢io de
G sobre /(S : G), dada por p(c) = op™ !, para todo p € G. Observamos que vale a
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igualdade ¥(o(a ® b)) = o(¢(a @ D)), para todo a®@b € S® S e 0 € G. De fato,

Yo(a@b) =dla®a®) = ap(o(b)p;

peG

o(a®) =0 (Z ap<b>p) =Y apbypot =3 ar(o(v)r

peG pEG TEG

Além disso, 1 € um isomorfismo, e assim, concluimos que /(S : G) também é uma
extensdo galoisiana de S com grupo de Galois G. Ademais, como T' C S¥ C S,
podemos considerar as sequéncias 0 N AN BN AR S, onde i sao inclusoes,
que sao injetoras, de modo que as sequéncias sao exatas. Como S é um R-moédulo
projetivo, ao tensorizar uma sequéncia exata por S, a mesma continua exata. Assim,
as sequéncias 0 sl g T S S® St e0 sl g ® SH "S5 S sio exatas, de
modo que podemos identificar S ® T’ com sua imagem em S @ S¥ (isto é, vé-lo como
subconjunto) e S ® S¥ com sua imagem em S ® S. Dessa forma, seguem as inclusoes
ST cS®S"c(S®S)H. Aplicando v, segue que

Y(S®T)Ce((Se5)") =S ®9)"=v(S:6)"

Portanto, para concluir esta primeira etapa da demonstracao, falta apenas mostrar que
V(S : G)E Cc (S®T). Para tal, consideramos oy,...,0, € G os representantes das
classes laterais distintas de H em (. Para cada 1 < i < r, definimos o homomorfismo

de S-élgebras

E A,0 Q.

ete:
Mostramos que f; = fi|yser) : Y(S®T) — S sdo homomorfismos fortemente distintos
dois a dois. Supondo que o;|r = o;|r, para i # j, como H = Hp, segue que 0;,0; € H,
e assim, 0; = 6; = H, o que contradiz o fato de que os o}s sdo representantes de classes
laterais distintas. Logo, se ¢ # j, segue que o;|p # 0;|T, e entdo, por T ser G forte,
dado um idempotente e € S ndo nulo, existe t € T tal que o;(t)e # o;(t)e, e a partir

disso, segue que

filv(let))e=f; (Z a(t)a) e=oi(t)e #o;(t)e = f;(Y(1®1))e,

oeq@
ou seja, f;, fj, com i # j sao fortemente distintos. Além disso, como T' é uma R-algebra
separavel, segue que S®T é uma S-algebra separavel, pois se e € T®T é o idempotente
de separabilidade de T sobre R, entdo 1®e € SR (T'®T) = (SQT)® (S®T) é
o idempotente de separabilidade se S ® T sobre S. Como v é um isomorfismo de S-

algebras, segue que ¥(S®T) também é uma S- algebra separavel. Assim, podemos usar
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o Lema 3.17 para concluir que existem elementos idempotentes w;, ..., w, € (S ®T)
tal que f;(z)w; = zw;, para todo z € Y(S®T) e fi(w;) = 0,5, para i,j = 1,...,7.
Como ¥(S®T) C (S : G)H, segue que w; € /(S : G)| para todo i. Dessa forma, se
mostrarmos que {wy, ..., w,} gera V(S : G)¥, todo elemento de /(S : G) também
pertence a (S ® T), de modo que a inclusdo contraria estaria satisfeita. Para isso,
vamos tomar um elemento qualquer em /(.S : G) e mostrar que ele ¢ uma combinagio
linear dos w;s. Seja z = Z a,0 € V(S : G). Pela definicdo de /(S : G)¥, segue que

oceG
H deixa z fixo, e logo, p(z) = z, para todo p € H. Mas usando a defini¢cao da atuacao

de G em /(S : G), segue que p(z) = Z asop~*. Logo, Z 4,0 = Z a,op ', ou seja,
celG ceG celG
Z Ugp0 = Z a,0, de onde segue que a, = a,,, para todo o € G, p € H. Assim, em

ceG ceG

particular, tem-se a,, = a,,,, paratodop € Hei=1,...,r. Levando em consideragao
T

que G = U o;H, isto é, que G ¢ a uniao de todas as classes laterais de H em G, segue

i=1
que

z = Z Ay0 = Z Z Ugyp-10ip " = ;aai (Z ,0(02-)) .

oeG i=1 peH pEH

Podemos tomar w; = Zp(oi), pois satisfaz f;(w;) = 0;; e fi(z)w; = zw;, de modo

peEH
T

que obtemos z = Zagwi, para todo z € (S : G), ou seja, o conjunto dos wis

i=1
gera /(S : G), e daf segue que (S : G) = (S ® T). Agora, vamos mostrar que
a partir dessa igualdade a inclusdo S C T se verifica. Se /(S : G)# = ¢(S®T), entao

SSTc(Sest) =y (y(S:)F)=5SxT.

Aplicando g ® 1, onde g é a fungdo trago, a essa inclusdo, obtemos g(S) ® S¥ C
g9(S) ® T. Pelo Lema 3.15, existe ¢ € S tal que g(c) = 1, de onde ¢g(S) = R, e logo,
SH=R®S" c R®T =T. Portanto, S¥ =T.

3. Pelo item 1., segue que se S D R é Galois, entao S é sempre Galois sobre T'. Mas
serd que para a extensao 7' O R podemos fazer a mesma afirmacao? Vamos mostrar
que nao, que isso vale se, e somente se, H é um subgrupo normal de GG. Primeiramente,
mostramos que vale Hy(py = oHro™'. Se p € Hy(p), entdo p(o(T)) = o(T), para todo
o € G, e consequentemente, 0~ 1po(T) = T, para todo o € G. Logo, 0 'po fixa T, e
portanto, o~ 'po € Hy. Mas p = o(0 'po)o~! € oHro ', ou seja, Hyry € oHro .

Para ver a inclusdo contraria, consideramos 1 € ocHpo~!. Assim, ¢ = opo~! onde
p € Hp. Afirmamos que v € Hyr), isto é, que v fixa o(T) para todo o € G.

De fato, ¥(c(t)) = copooto(o(t)) = oop(t) = o(t) pois p € Hr. Portanto,
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1 como querfamos mostrar. Por definicdo, H é um subgrupo normal

Hoy = oHro™
de Gse H=ocHo™ !, para todo o € G, de onde concluimos que um subgrupo H de G é
normal se, e s6 se, o(T') = T, para todo o € G. Resta mostrar que 7' C R é galoisiana
com grupo G//H. Pelo item 3. do Teorema 3.7, devemos mostrar que T/ = R e
que existem zi,..., 2, vy}, ..., y, € T satisfazendo a igualdade do item ii) para todo
o € G/H. Seja H um subgrupo normal de G e T = Sf. Assim, o(T) = T, para
todo o € H. Considerando novamente 71,..., 7, os representantes das classes laterais
distintas de H em G, segue que G/H = {7, = 0;H|1 < i < r} ¢ o conjunto de todas
essas classes (observe que precisamos da condi¢do de H ser normal em G para definir
esse quociente). Definimos essas fungoes a; : T — T por 7;(t) = 0;(t), para todo t € T
ei=1,...,7r, que estd bem definida pois independe do representante. Além disso,
5i(t) =t < o4(t) = t, o que implica que 7%/ = S¢ = R. Tomando os z},y, € T

definidos na prova de que T' é G-forte, segue que

=, ., 1 se o€ H
ing(yi) =
P 0 se o¢H,

para todo o € G. Mas observamos que, se 0 € H, entdo o(t) =
t € T, ouseja, o; =id, ese 0 ¢ H, existe t € T tal que o(t) = 0;(t) # t (pois Hy = H),

e entdo, o # id. Dessa forma

1 se ;=1
Z 75:(y)) _
0 se o0;,#1,
para todo 7; € G/H. Portanto, T é uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois
G/H. O]

o;(t) = t, para todo

A partir dos itens 1. e 2. concluimos que as fungoes ¢ e ¥ estao bem definidas e sao
inversas uma da outra e, dessa forma, existe uma correspondéncia biunivoca entre os
subgrupos de G e os subanéis de S que contém R e sao R-algebra separével e G-forte,
isto é, a cada subgrupo H de (G existe uma R-algebra associada e a cada R-algebra
existe um subgrupo correspondente. Essa correspondéncia ¢ chamada correspondén-
cia de Galois. J4 o item 3. estabelece uma condicao para que a extensao 7" D R seja
galoisiana.

Observe que a hipotese de que T é G-forte no Teorema 3.19 é necesséria e nao pode

ser descartada. Exemplificamos este fato no exemplo a seguir.

Exemplo 3.20. Seja S uma R-algebra separavel dada por S = Rey® Rey ® Res ® Res,
3

onde e;e; = §;;€; e Zei = 1. Sejam G = (o) um grupo ciclico de ordem 4 tal que
i=0
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0(€) = €iti(mods) € T = R(e, + e1) ® R(ea + e3) um subanel de S. Mostramos que

satisfazem:
1. T nao ¢ G-forte.
2. Hr=1=H.
3. T é R-separavel.
4. SH AT,

Em outras palavras, se no item 2, apenas a condicao G-forte for omitida, nao podemos
concluir a igualdade S = TH, que ¢ fundamental para que as funcdes sejam inversas
uma da outra. Para mostrar que 7' nao é G-forte, é suficiente exibir um par 0,7 € G,
onde o|r # T|r e o|r e T|r ndo sdo fortemente distintos, isto é, que existe e # 0
idempotente de S tal que para todo s € S, tem-se o|r(s)e = o|r(s)e. Todos os €s sao
idempotentes de S pela maneira que a multiplicacao foi definida, entao tomando ¢y € S,
segue que o par 0,02 € G, e considerando t € T, dada por t = a(ey + e1) + b(ex + €3)

onde a,b € R, segue que o|r # o?|r. Além disso,

olr(t)e, = (ale; + e2) + bles + ep))eo = be,

o?|r(t)e, = (alea + e3) + bleg + €1))eq = be,,

o que mostra que T ndo é G-forte. Agora, vamos mostrar que Hy = {1}. Tem-se que

1 € Hy. Mostramos que os outros elementos de G nao fixam 7"
o o(t) =oc(aleg+ e1) +blea +e3)) = ale; + ea) + bles + eg) # t, e assim, o ¢ Hr.
o 0%(t) = o*(aleg+e1)+blea+e3)) = alea+e3) +b(eg+€1) # t, e assim, o2 ¢ Hy.
o 73(t) = o*(aleg+e1) +blea +e3)) = alez +eg) +b(ey +e3) # t, e assim,, 03 ¢ Hy.

Logo, Hy = {1}. Para ver que T é R-separavel devemos tomare = 1®1 € T ® T°
(fazendo a =b=1em t = aleg+e1) + blea +e3) € T, pois eg+e1 + e +e3 =1) e

mostrar que e é um idempotente de separabilidade de 7', ou seja,

e u(e)=1.

e Ker(p)e = 0. De fato,
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(aleg +e1) +bles +e3) @ 1)e = (a(eg+e1) +blea+e3) @1)(1®1)
= aeg + aey + beg + bes @ eg + €1 + eg + €3
aeg @ eg + aep ® eq + bes ® e + bez R eg
= ey ®aeg+ e ®ae; + ey bey + e3 @ bes
= eo + e+ ex + e3 ® aeg + aeq + beg + bes
= 1 ® (aleg + €1) + bes + €3))
= 1 ® (aleg +e1) +blea +e3))(1® 1)
= (1®aleg + e1) + blex + e3))e.

Finalmente, para mostrar que S¥ # T, consideramos z € S¥. Assim, z € Se 7(x) = ,
para todo 7 € H. Logo, S¥ = S # T, pois por exemplo = = ae, + be; + ces + des com
a#bec+#dpertence a S, mas z ¢ T.

3.3 Consideracoes finais

Neste capitulo, analisamos as trés defini¢oes equivalentes conhecidas de extensao ga-
loisiana de corpos, evidenciando o porqué de nao poderem ser estendidas naturalmente
para anéis. Em seguida, apresentamos uma outra definicao que permite a generalizacao
que buscamos. Com base nesta definicao, apresentamos um teorema contendo cinco de-
finicoes equivalentes para que uma extensao de anéis seja galoisiana. Com um exemplo,
mostramos que a definicao apresentada para extensao de anéis de Galois ¢ de fato uma
generalizacao da extensao de corpos de Galois, ou seja, o objetivo de apresentar uma
definicao para que extensao de anéis seja galoisiana, foi cumprido. Feito isso, partimos
para o proximo passo, o de encontrar um Teorema Fundamental para essa teoria. Apos
algumas observagoes e consideracoes, concluimos que dada uma extensao galoisiana de
anéis S D R, existe sim uma correspondéncia entre os subgrupos de Autg(S) = G e os
subanéis de S contendo R, mas estes subanéis devem possuir algumas propriedades ex-
tras. O anel S deve ser uma R-algebra separavel e G-forte. Desta forma, apresentamos
uma teoria de Galois sobre anéis comutativos, objetivo deste trabalho.

Este estudo ¢é passivel de continuagao, pois existem alguns caminhos que podem ser
tomados. E possivel utilizar esta teoria para estudar o grupo de Brauer de um anel
comutativo, ou até mesmo, generalizar ainda mais o que fizemos aqui, apresentando

uma teoria de Galois sobre anéis nao comutativos.



4 Aplicacoes em codigos

A maioria dos trabalhos sobre codigos fazem o estudo deste sobre corpos, mas
codigos sobre anéis podem ser apropriados em alguns contextos. Descobertas recentes
de que bons codigos binédrios nao lineares estao relacionados com codigos lineares sobre
Z4, tem motivado os estudo dos codigos sobre anéis em gerais. Uma das vantagens de
estudar os cédigos sobre anéis ¢ que eles servem de base para a construcao de codigos
definidos sobre grupos abelianos. O objetivo, deste capitulo, é apresentar codigos
sobre o anel Z,, a partir da algebra de grupo Z,,G. Na primeira se¢ao, apresentamos
a definicao de anel e algebra de grupo e alguns resultados que determinam quando
Z,G é semi-simples, e em seguida, na segunda secao, trabalhamos para encontrar as
estruturas dos codigos. Neste capitulo nos baseamos nas definicoes e nos resultados
apresentados em [2], [3], [6], [9], [11], [17], [20] e [21].

Algumas demonstracoes deste capitulo serdo omitidas, pois fogem ao objetivo do

nosso estudo.

4.1 Anel de grupo

Dados um grupo G' e um anel R podemos construir um novo anel, o chamado anel
de grupo. Além disso, quando R é comutativo, este anel pode ser visto como uma

R-algebra. E por meio desta estrutura que investigaremos os codigos sobre Z,,.

Definicao 4.1. Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Considere o conjunto

RG = {Z agg \ag €R, gecGeay;=0 -exceto para um nimero finito de termos
geG

e para o = g agg e B = g byg pertencentes a RG, considere as operagoes:

geG geqG
ea+f= Za99+zb99: Z(ag+bg)9 ;
geG geG geqG
e aff = Z (agbh)gh-
g,heG

O conjunto RG munido destas operacoes é chamado anel de grupo de G sobre R.

89

}
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O elemento neutro de RG é dado por 1zg = 1rlg e o inverso aditivo por —a =

Z(—ag)g. Para que dois elementos «, 8 de RG sejam iguais, devemos ter a, = by,

geG

para todo g € G. Sejam A € Re a = Z ayg9 € RG. Assim, podemos definir o produto
geG

A (Z agg> => (Aag)g.

geG geqG

escalar como

Com essa operacao e a operagao soma, segue que RG tem estrutura de R-modulo, e
consequentemente, considerando as trés operacoes e sendo R um anel comutativo, RG
pode ser visto como uma R-4lgebra, chamada de algebra de grupo de G sobre R.
Na proxima secao, estamos interessados nas algebras de grupo que sao semi-simples.

Os proximos teoremas dao algumas condicoes para que isso ocorra.

Teorema 4.2. [15] (Teorema de Maschke) Sejam G um grupo e R um anel com iden-
tidade. A dlgebra de grupo RG € semi-simples se, e somente se, R é um anel semi-

simples, a ordem n de G € finita e n € uma unidade em R.

Corolario 4.3. Se G é um grupo e K € um corpo de caracteristica O ou p primo que

nao divide a ordem de G, entao a dlgebra de grupo KG € semi-simples.

Desta forma, a algebra de grupo Z,,C,, onde C), ¢ um grupo ciclico de ordem n, é
semi-simples se, e somente se, Z,, ¢ semi-simples e n é uma unidade de 7Z,,. Mas Z,,
é semi-simples se, e somente se, m é o produto de primos distintos. De fato, supondo
que existe um primo p repetido na decomposicao de m, podemos escrever m = kp?, e
assim, kp seria um elemento nilpotente de Z,,, pois (kp)? = km = 0, mas isso contradiz
o fato de que Z,, é semi-simples (lembre-se que para anéis comutativos, que é o caso de
Z,, nao ter ideais nilpotentes equivale a nao ter elementos nilpotentes). A reciproca é
claramente verdadeira, visto que se m é o produto de primos distintos, segue que Z,,
se decompde como o produto de corpos (que sdo semi-simples). Além disso, n é uma
unidade de Z,, se, e somente se, mdc(m,n) = 1. Com essa discussdo, acabamos de

provar o proximo resultado.

Proposicao 4.4. Z,,C,, € semi-simples se, e somente se,
t

o m = Hpi, onde cada p; € primo e p; # pj, para todo i # j.
i=1

e mde(m,n) = 1.
Agora, consideremos a aplicacao

O Ly = Ly X Ly X -+ X Ly,
i (ai(1),ai(2), . ai(t)),
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onde i € Z,, e i = a(j)mod(p;). A funcao ¢ é um isomorfismo de anéis conhecido da

teoria dos ntimeros. Assim, a partir de ¢, podemos definir
Y LG — Ly, G X Lp,G X -+ X Ly, G

dada por

n

(0 (Z Tigz') = Z¢(7°i)9i = (Z ai(l)gi,Zai(Q)gi, . -,Zai(t)gz) )

=1 =1 =1

3

com r; € Zy, € g; € G, que é também um isomorfismo, por consequéncia de ¢ ser
um isomorfismo. Este isomorfismo de &lgebras sera o ponto chave da investigacao dos

codigos sobre Z,,, e a partir dele, demonstramos o proximo teorema.

t
Teorema 4.5. Sejam G um grupo finito de ordem n e m = sz-, onde p; $G0 Primos

i=1
distintos. Se mdec(m,n) =1, entao Z,,G = Z,,G x - -- X Z,,G.

t

Observacao 4.6. O isomorfismo Z,,G = H Z,:G & valido para todo e; > 1, mas para
i=1
e; > 1, as parcelas ZjiG e a élgebra Z,,G nao sao semi-simples.

t

A adicao e a multiplicacao em HZMC’” sao inerentes de Z,,C,, e sao definidas

i=1
n n

como segue. Sejam a = Z(ai(l), coai(t)g e b = Z(bj(l), .., b;(t))g’ elementos

i—1 j=1

t
de HZpiCn. Assim,
i=1

n

o at+b= Z(ai(l) + b (1), .. ai(t) +bi(1)g" ;

=1

o ab = 22@(1)@(1), L ai ()b (1) g

i=1 j=1

4.2 Codigos

Nesta se¢ao, apresentamos um método para construir codigos sobre os anéis Z,,,
onde m é um inteiro qualquer. Dado o numero inteiro m, ele pode ser decomposto
como m = pi'ps?...p;", onde p; 30 primos e e; inteiros positivos. Quando e; = 1 para
todo 7, ou seja, quando m é o produto de primos distintos, o trabalho de encontrar os
codigos sobre Z,, resume-se em encontrar os codigos sobre os corpos Z,, = GF(p;), o

que facilita o nosso trabalho. J& quando m possui uma poténcia de um primo, isto
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¢, quando existe e; > 1, devemos usar outras ferramentas para resolver o problema,
ja que Z7' nao & corpo e Z,,G nao ¢ semi-simples neste caso, e por isso, o estudo dos
codigos sobre Z,, é dividido nestes dois casos, que aqui representarao duas subsegoes.
Em resumo, nesta secao faremos a construcao de coédigos ciclicos sobre o anel Z,, a
partir dos codigos ciclicos sobre os corpos GF(p;).

Antes de iniciar as construgoes dos codigos Z,,, vejamos algumas defini¢oes bésicas

da teoria de codigos.

Definicao 4.7. Dado um anel R comutativo com unidade, um subconjunto C de R™ é
chamado de codigo linear de comprimento n sobre R, se C' é um R-submddulo proprio

de R™. Os elementos do codigo C sao chamados de palavras.

Defini¢ao 4.8. Dados u = (uq,...,u,) e v = (vy,...,v,) palavras do cddigo C, cha-

mamos de disténcia de Hamming entre u e v ao valor
d(u,v) = [{i:u; # v, 1 <i<n},

ou seja, € o numero de coordenadas distintas entre duas palavras.

Definicao 4.9. A distdncia de um codigo C € definida como:
d(C) = min{d(u,v) : u,v € C\{0}},

onde d(z,y) € a distincia de Hamming. Como o cddigo € linear, seque que d(u,v) =
d(u—v,0), e assim, a distdncia de um cddigo pode ser definida como o menor valor de

coordenadas nao nulas considerando todas as palavras de C.

Defini¢ao 4.10. Dado u = (uy,...,u,) € C, define-se o peso de u como

w(u) = |{i:u; # 0}

Observamos que o peso de um elemento u ¢ a distancia de Hamming entre u e 0.

Definicao 4.11. O peso de um codigo C € dado por
w(C) = min{w(u) : u e C\{0}}.

Das Definigoes 4.9, 4.10 e 4.11, segue que d(C) = w(C).

Uma classe importante dos cédigos lineares, sao os chamados codigos ciclicos, que

definimos a seguir.

Defini¢ao 4.12. Um cddigo linear C sobre R é ciclico se sempre que v = (vg, v1,...,Uy_1) €

C, a palavra v' = (v,—1,v0, ..., Up_2) € C.
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Note que o conjunto de todas as palavras pertencentes a um codigo ciclico C,
formam um subconjunto do anel R, = R[z]/(z" — 1), isto &, do conjunto de todos os
polindmios cujo grau é menor do que n. Olhando para R = Z,,, isto quer dizer que

cada palavra codigo ¢ de C' é associada a um polindémio ¢(x) via o isomorfismo

. n Zm 2]
v Zn, — 1)
(CoyevyCno1) > CotCrm+ -+ cpgx™h

Observe que, se Z,, ¢ um corpo, entao C' ¢ um subespago de Z,. Assim, se m e n
sao relativamente primos e m é primo, os cédigos ciclicos de comprimento n sobre Z,,
sdo associados com os ideais principais cujos geradores sdo fatores de (z™ —1). Mas, se
Z., € um anel que nao é corpo, entao o ideal R,, nao é necessariamente principal, além
de a fatoragao de (z™ — 1) nédo ser tnica, o que torna mais dificil a classificacao dos
codigos ciclicos sobre Z,,. Para contornar esse problema, vamos considerar os anéis de
grupo Z,,C,, onde C, é um grupo ciclico de ordem n gerado por g, e entao, vamos
associar os codigos de Z,, aos coeficientes dos polinémios de Z,,C,,.

O proximo resultado, que vale para anéis gerais, garante que C' nao é apenas um
subconjunto de R,, mas sim um ideal, fato que serd muito 1til a esse estudo, pois assim
podemos associar os codigos ciclicos de RG aos ideais de R, ideia central utilizada

nesta secao.

Teorema 4.13. Um codigo C' de comprimento n sobre R € ciclico se, e somente se, C

¢ um ideal de R,,.

Demonstracao. Seja C' um codigo ciclico de comprimento n sobre R. Entao, de acordo
com o isomorfismo v, segue que zc(x) € C, para todo polinomio c¢(z) € R[z]. Logo,
zic(x) € C, para todo i. Como C ¢ linear, segue que a(x)c(x) € C para todo a(x) € R,,.
Portanto, C' ¢ ideal em R,. Reciprocamente, seja c(x) = ¢y + c1o + -+ + ¢,_12""! um
elemento de R,. Entdo zc(z) € C, ja que C' é um ideal em R,. Portanto, C' é um

cddigo ciclico sobre R. [

A partir do Teorema 4.13, obtemos a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.14. Um cddigo ciclico linear de comprimento n sobre Z,, é o conjunto

das n-uplas associadas com os elementos de um ideal de Z,,C,,.

Assim, a quantidade de codigos para cada Z,, é a quantidade de ideais que Z,,C,,

possui. Supondo que G é finito de ordem n e que seus elementos estdo escritos na
n

ordem g1, go, ..., gn, segue que a cada elemento E a;9;, podemos associar a n-upla
i=1
(ay,...,a,), que representa uma palavra do codigo.

Quando mencionarmos um (n, k) codigo sobre GF(q), estamos referindo a um co-
digo de comprimento n, isto é, cada palavra tem n digitos, ¢ uma n-upla, e este codigo

tem ¢* palavras.
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4.2.1 Cédigos sobre Z,, onde m é o produto de primos distintos

Nesta subsecao, dedicaremos nosso trabalho para a construcao dos codigos sobre
Ly, onde m é o produto de primos distintos, pois, neste caso, a algebra de grupo Z,,G
é semi-simples, o que nos tras algumas facilidades. Uma das vantagens de se trabalhar
com algebra semi-simples, é que neste caso todo ideal é um produto de ideais minimais,
e assim o nosso trabalho de encontrar os cédigos sobre Z,, resume-se ao trabalho de
encontrar os ideais minimais de Z,,C,,, com (m,n) = 1.

Da teoria de codigos, segue que todo codigo ciclico linear de comprimento n pode
ser visto como um ideal na algebra de grupo RC,,, onde C,, = (g) é um grupo ciclico de
ordem n gerado por g. Esta interpretagao dos codigos ciclicos ¢ de extrema importancia
para conseguirmos determinar suas estruturas, pois veremos que os ideias de Z,,G e o
produto dos ideais de Z,,G estao em correspondéncia.

Neste momento, estamos preocupados com esta associacao entre os ideais e em como
podemos encontrar codigos de Z,, a partir deles, mas a estrutura dos ideais minimais
e seus geradores idempotentes nao serao considerados.

Nosso objetivo, agora, ¢ mostrar que existe uma correspondéncia entre os ideais de

t
2, C,, € 0 produto direto de ideais de H 2, Cy,. Para isso, apresentamos uma definicao
i=1
para o produto direto de ideais.

t
Definicao 4.15. Seja B; um ideal em Z,,C,,. O produto direto de ideais HBi em

i=1

t
HZPZCH € definido como o conjunto
i=1

{(b(1),...,0b(2)) : b(i) € B;},

onde todas as combinacoes possiveis sao consideradas.

Como o produto direto de ideais ¢ um ideal, segue que o produto direto de ideais
t
em H Ly, Cy, corresponde a um ideal em Z,,C,,. Agora, falta mostrar a reciproca. Seja
i=1

n

A um ideal em Z,,C, formado pelos elementos {Z )

g %, onde j varia em algum
i=1
conjunto de indices K para dar cada elemento de A (ou seja, A tem a quantidade de

elementos que K possui). Assim,
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n n n )
(0 ( Tfj)gi> = ( a;()g',. .., ai(t)g’)
=1 =1 =1

n (9)
onde j € K. Seja A; o conjunto formado pelos elementos (Z agl)gi) para
i=1

I =1,...,t, onde a funcao do j é indicar que este elemento refere-se ao elemento
n

E rgj)gl de A. Como A ¢ ideal em Z,,C,, segue que A; é ideal em Z,C,. As-

i=1

sim, para mostrar que existe uma correspondéncia entre os ideais, resta mostrar que
t

a imagem de um ideal A em Z,,C, é o produto de ideais em HZpiCn. Para isso,

i=1
vamos considerar os ideais A;, e mostrar que dado um ideal A, ele pode ser escrito

como um produto desses ideais. Mas, para ver que isso ocorre, é suficiente mostrar
n n

que para todo a = Zaigi € A tal que ¥(a) = Z(ai(l), ...a;(t))g", considerando
i=1 i=1
V1 LG — Ly, G X L, G X - -+ X L, G definida como na Secao 4.1, a imagem inversa

Pt (Z(O, .ai(l),...0)g" | € A. Isso segue do fato que tomando r € R tal que
i=1
o(r)=1(0,...,0,1,0,...,0), onde 1 estd na [-ésima coordenada, utilizando a aplicagao

O Loy, —> Ly X Lipy X - -+ X 7y, definida na Secao 4.1, obtemos

i=1

Assim, todo ideal em Z,,C,, é um produto de ideais A; em H Zy,Cy, € vice-versa, de
i=1
modo que existe uma bijecao entre estes ideais.

Como os elementos dos ideais sao associados a uma n-upla que ¢ uma palavra do
codigo, para determinar os codigos sobre Z,,, é suficiente encontrar os ideais de Z,,C,,
pois a partir da correspondéncia dada por v obtemos os ideais de Z,,C,,, e a partir
de cada ideal construimos um codigo cujas palavras correspondem aos seus elementos.
Encontrar explicitamente estes ideais nao é o nosso objetivo, mas sim construir um
codigo sobre Z,, a partir de cddigos dados sobre Z,, = GF(p;).

Consideremos um conjunto de (n, k;) codigos (ideais) A; sobre GF(p;) com distan-
cias minimas d;, para ¢ = 1,...,t. Pela correspondéncia entre os ideais, segue que o
produto direto desses codigos é isomorfo a um cédigo A sobre Z,,. Também, de acordo

com a definicao dada para o produto direto de ideais, concluimos que o codigo A tem
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t

ki . L, 1. ki . ~ . , .
H p; palavras de comprimento n (cada codigo tem p? palavras) e a distancia minima
i=1
¢ dada por min;d;, como veremos adiante.

Agora, vamos mostrar explicitamente a construcao do coédigo A em Z,, a partir dos
n

codigos dados em GF(p;). Seja a; = Z a;g' um elemento do ideal A; que é associado
i=1

a palavra (a1(j),...,a,(j)), para j = 1,...,t. Assim, (E a;(1)g', ..., g ai(t)gi)
i=1 i=1
t

é um elemento de HAi que pode ser identificada sob a inversa ¢~ com o elemento
i=1

Zaigi € Z,C,, onde o; = Y 1(a;(1),...,a;(t)) € Z,, e a este elemento é associada

i=1

a n-upla w = (o, ..., ), que representa uma palavra do codigo A em Z,,. Fazendo
t

essa correspondéncia para cada elemento do ideal H A, encontramos todos os elemen-
. l:1 . R
tos do ideal A, e consequentemente, todas as palavras do codigo A. Para facilitar a

compreensao e a explicacao do proximo fato, vamos explicitar os elementos a;. Se

a1 = (a1(1), ..., an(1)) € Z, C,,

ar = (ar(t),...,an(t)) € ZyCh,

entao a primeira coordenada de w é obtida a partir da primeira coordenada das n-uplas
a;, e assim sucessivamente, para todas as coordenadas. Usando este fato, vejamos que
realmente a distancia minima do cédigo A é dada por min;d;. Suponhamos que (¢t — 1)
das n-uplas a; sao nulas e a outra tem peso min;d;. Assim, a partir dessas n-uplas,
obtemos uma palavra de peso min;d;, e toda palavra sobre Z,, terd no minimo peso
min;d;, pois como 1 é um isomorfismo, segue que uma palavra de um codigo em Z,,
s6 terd um digito zero em uma determinada posicao se esta coordenada é nula em
todas as n-uplas a;. Resumindo, dada uma colegdo de (n,k;) coédigos sobre GF(p;)

com distancias minimas d;, construimos um cédigo de comprimento n sobre Z,, com
t

H pf palavras e distancia minima min;d;.

i=1

Exemplo 4.16. Consideremos a algebra de grupo Z,5Cs = Z3Cs X Z5Cg. Sejam o
(8,3) codigo sobre Zs gerado pelo polinomio g;(z) = 1 + z + 2% + 223 + 2° que pode
ser visto como um ideal A; de Z3Cs e o (8,2) codigo sobre Zs gerado por go(z) =
2+ 2z + 22 4+ 2* + 22° + 28 visto como o ideal Ay em Z;Cs. Assim A; x Ay é um

ideal em Zi5, e logo, seus elementos podem ser identificados como palavras do codigo
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A. Pela forma como definimos o produto, A tem 3% x 52 palavras e distancia minima 5.
Tomando os elementos a; = (11120100) € A; e a; = (22101210) € A, correspondentes
a g € Ay e go € As, respectivamente, vamos determinar o elemento correspondente
(a1,a2) € Ay x Ay = A em Z;5Cs. Usando o processo descrito nesta se¢ao, encontramos
cada coordenada da m-upla com as respectivas coordenadas de a; e as. Assim, a
primeira e a segunda coordenadas sao obtidas fazendo ¢ ~!(1,2) = a, onde a satisfaz
as congruéncias ¢ = 1 mod(3) ¢ a = 2 mod(7). Facilmente se vé que ¥ ~1(1,2) = 7.
Fazendo esse processo para as 8 coordenadas, obtemos que a; X as = (77156760) €
Ay X Ay é um elemento do codigo A. E possivel encontrar todos os 3% x 52 elementos

de A a partir dos elementos de A; e Ay prosseguindo desta maneira.

4.2.2 (Coédigos sobre Z,,, onde m é uma poténcia de um primo

Agora, vamos analisar os codigos sobre Z,,, onde m = p" com p primo. A algebra
Zyn G nao é semi-simples, e assim, nada podemos afirmar sobre sua decomposi¢ao e seus
ideais diretamente, por isso partimos da algebra Z,G que é semi-simples, fato que nos
permite usar o Teorema de Wedderburn, e entao, com o auxilio de outros resultados,
conseguimos determinar os ideais de Z,»C;, a partir dos ideais de Z,C,,.

Antes de iniciar a construcao dos codigos sobre Z,., faremos uma andlise mais
aprofundada sobre os ideais minimais da decomposicao de Z,,C,, dada na Secao 4.2.1.
A andlise que faremos agora serd fundamental para a investigagao do caso Zn.

Como Z,G é semi-simples, pelo Corolario 2.26, segue que existem corpos I, ..., [}
que sao extensoes do corpo Z, tal que Z,G = Fy x---x F;. Como Z,G tem caracteristica
p, segue que os corpos F; também terao, e logo, da teoria de corpos finitos, segue que F;
terd p™ elementos para algum inteiro positivo n;. Também, da teoria de corpos finitos,
segue que todo subgrupo finito de um corpo ¢ ciclico, e assim, o subgrupo multiplicativo
F* = F\{0} é ciclico de ordem p" — 1, de modo que existe a; € F* tal que a" ' = 1,
e para todo m < p™ — 1, segue que a]* # 1, ou seja, a; é uma raiz p™ — l-ésima da

unidade, e assim, F; = Z,(a;). Logo,

1%

t

7,G = || Zy(a:). (4.1)
i=1

Da teoria de algebras semi-simples, segue que toda algebra semi-simples ¢ uma soma
direta de ideais minimais e essa decomposicao é tinica, de onde vem que os corpos F;
também podem ser interpretados como ideais minimais (em um corpo os tnicos ideais
sdo (0) e o proprio corpo, e como por definicdo o ideal minimal é ndo nulo, s6 pode
ser o proprio corpo o seu unico ideal minimal). Como em cada parcela os unicos ideais
sao (0) e F;, existem t parcelas, e vimos que todo produto direto de ideais é um ideal

e vice-versa, Z,G possui 2" ideais.
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Este método nao se aplica a Z,»G, pois o mesmo nao é semi-simples, por isso
usamos outra estratégia, mas que nao foge a esta ideia. Nosso objetivo, agora, é tentar
descrever Z,»G de maneira similar & Equacao (4.1).

Sejam r tal que (r,p) = 1 e F = Z,((), onde ¢, é a raiz r-ésima da unidade.
Suponhamos que 7 é um divisor de p” — 1 e que r nao divide p* — 1, para k < n. Com
essa notagdo em mente, enunciamos o proximo resultado que encontra-se em [20], cuja

prova serd omitida por fugir ao nosso intuito.

Teorema 4.17. Considerando o anel R = Z,:((,), para algum inteiro k positivo, entao

RG = BDIR (G

=1

Utilizando o Teorema 4.17 para R = Z,», segue que

ZP"G = H[Zp” (Ckz)]nz )
i=1

ou seja, escrevemos Z,»G como o produto direto de matrizes sobre os corpos Zyn (dy,)
que possuem um niumero finito de ideais, e logo, as matrizes também possuem, de

acordo com o resultado a seguir que nos mostrara como sao os ideais dessas matrizes.

Teorema 4.18. Sejam R um anel comutativo com unidade e S = [R],, isto €, o anel
das matrizes n x n sobre R. Se I é um ideal de S, entao existe um ideal J de R tal
que I = [J],.

Demonstragao. Sejam E;; as matrizes n x n tal que o coeficiente da i-ésima linha e
j-ésima coluna é 1 e todas as outras posicoes sao preenchidas com zero. Chamamos
C;; as matrizes obtidas da identidade permutando a i-ésima e a j-ésima coluna. Para

1,7 € Z tal que 1 <i,5 < n, considere as aplicacoes

A - Qjj,

onde A = (a;;), isto é, a matriz formada pelos coeficientes a;;. Usando o fato que
T:;(A+B) =T;;(A)+T;;(B) e T;;(rA) = rT;;(A), paratodo A, B € I er € R, podemos
afirmar que J;; = {T};;(A) : A € I} é um ideal de R. Mas considerando ¢, j, k,[ tal que
1<i,j,k,l<neAe€l, segue que C;y AC; € I e T;;(A) = Ty (Ci,AC};), de modo que
Jij = Jui, pois para cada A que resulta um valor em J;;, existe C;; ACj; que resulta no
mesmo valor em Jy;. Logo, J;; independe de ¢, j, isto é, os J;; sao todos iguais. Assim,
tomando J = Jyq, segue que I C [J],, onde J possui todos os elementos da matriz A

que esta em [. Para mostrar a inclusao contraria, é suficiente mostrar que para ¢, j tal
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que 1 <i,j <ner € R, segue que rE;; € I (assim I terd coeficientes em R). Seja
Ly ={A el :TulA) =0, se (k1) # (i,5)}, isto é, as matrizes preenchidas por 0
nas posigoes diferentes de ij. Assim, Ji; = {Tj;(A) : A € I;;} C J é um ideal de R,
uma vez que contém todos os coeficientes da posicao ij. Mas, como A € I, segue que
E,AE;; € 1;; e T;;(A) = T;;(Ei AEj;), de modo que Jij = Jij = J, e logo, r € J, pois

r € Jj;. Portanto, rEy; € I;; C I, o que prova o teorema. O

Assim, os ideais de [Zpn(Ck,)]n, sd0 dados a partir dos ideais de Zyn((x,), € logo,
[Zn (Ck;)]mn; tem n + 1 ideais: [Zyn (Ck,)lnis [PZpn (Cri)lns - - [P Zpn (G )y = 0. Assim,
cada ideal minimal de Z,G, induz n + 1 ideais em Z,»G, de modo que existem (n + 1)*
ideais em Z,»G. Dessa forma, para determinar os ideais, e logo, os codigos de Z,»G é
suficiente determinar os ideais de [Z,» ((x,)|n, € para isso é suficiente encontrar os ideais
de Zyn (Cx,)-

Em suma, para encontrar os cddigos sobre Z,» procedemos da seguinte maneira.
Primeiramente, encontramos os ideais minimais de Z,G, que sao os corpos F; de ordem

p
p' # 1(mod a;), para i < n;, isto é, os elementos a; que sdo uma raiz p,, — 1-ésima da

Uz

, em seguida determinamos os elementos a; > 0 tal que p™ = 1(mod a;) mas

unidade. Desta forma, F} ird conter todas as raizes de 27" — 1 e logo, F; = Zp(a;).

t
Usando o Teorema 4.17, chegamos que Z,»G = H[an(a,-)]. Assim, todos os ideais, e
i=1
logo, todos os codigos de Zy»G, podem ser obtidos.

Portanto, dados os codigos sobre Z, = GF(p), encontramos os c6digos sobre Z,n
da maneira descrita nesta secao, e entao, usando o isomorfismo descrito na Observacao

4.6 considerando a funcao
V:2nG — LG X LG X - X LG

dada por

(8 (Z TiQi) = Z¢(Ti)gi = (Z ai(l)giazai(Q)gia X -,Z@i(t)gi) )

=1 =1 =1 =1

3
3

conseguimos obter os codigos sobre Z,, para m qualquer, do mesmo modo como foi
feito na Subsecao 4.2.1.

Nao foi encontrado nenhum exemplo na literatura deste caso, quando m é a poténcia
de um primo. A dificuldade estd em encontrar os ideais minimais da decomposicao da
algebra de grupo Z,G, para entao obter os ideais de Z,»G. Assim, determinar esses

ideais pode ser um tema para um trabalho futuro.
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4.3 Consideracoes finais

Neste capitulo, apresentamos algumas definicoes basicas sobre anel e algebra de
grupo e algumas nogoes relativas a teoria dos codigos. Com essa base, apresentamos um
método para construir co6digos sobre o anel Z,,, onde m é um inteiro qualquer, a partir
dos cddigos sobre os corpos GF(p), onde p é primo, utilizando conceitos apresentados
no Capitulo 2, especialmente as algebras semi-simples e o Teorema de Wedderburn.

Em trabalhos futuros este estudo dos codigos pode ser aprofundado e outros as-
pectos podem ser considerados. Também podem ser construidos codigos BCH, de

Hamming e Reed-Solomon sobre anéis.



5 Conclusoes e perspectivas futuras

Ao generalizar algum conceito, é comum que algumas propriedades validas no caso
especifico sejam perdidas. Por esta razao, sempre procuramos quais caracteristicas
minimas devemos adicionar ao caso mais geral de modo que a propriedade desejada
continue valida. No trabalho de generalizacao da teoria de Galois sobre corpos para
anéis comutativos, tivemos esta preocupagao, visto que considerando anéis comutativos
gerais nao obtemos uma teoria de Galois consistente.

Ao desenvolver a teoria de Galois sobre anéis, a definicao bésica de extensao ga-
loisiana, como sendo uma extensao normal e separavel, nao pode ser generalizada
naturalmente, uma vez que estes conceitos nao estao bem definidos no contexto dos
anéis. Explorando outras defini¢oes equivalentes, conseguimos obter uma generalizacao
e apresentar uma definicao para extensao galoisiana de anéis provando cinco defini¢oes
equivalentes que envolvem moédulo projetivo, isomorfismos e algebras separaveis.

Dada uma extensao de anéis S D R e sendo G o grupo dos automorfismos de S,
considerando simplesmente os subanéis de S e os subgrupos de GG, nao é possivel esta-
belecer uma correspondéncia entre eles, mas considerando os subanéis de S que contém
R, e sao R-algebras separaveis e G-forte, é possivel estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre estas e os subgrupos de G, que ¢ dada pelo Teorema Fundamental da
Teoria de Galois.

Aproveitando o estudo feito sobre as algebras semi-simples, fizemos a anéalise dos
codigos ciclicos sobre os anéis Z,,. Podemos dizer que generalizamos o conceito de
codigos sobre o corpo Z,, que é o mais comum na literatura, para anéis Z,, quaisquer,
com o auxilio das algebras semi-simples.

Ha varios caminhos possiveis que este trabalho pode tomar no futuro. Podemos usar
a teoria que exploramos aqui para estudar os grupos de Brauer de um anel comutativo,
tomando como referéncia o artigo [5], o primeiro a apresentar a defini¢do de extensao
galoisiana de anéis, inclusive, generalizar o grupo de Brauer de corpos para anéis foi
uma motivacao para estender a teoria de Galois sobre corpos para anéis; também
é possivel continuar fazendo o uso das &lgebras separaveis e semi-simples para fazer
generalizacoes de outras teorias ou desenvolver outros estudos sobre elas, explorar

mais os cddigos sobre os anéis Z,, ou partir para outros casos da teoria de Galois,
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considerando anéis nao comutativos ou até mesmo estudar a teoria de Galois sobre
equagoes diferenciais, se baseando em [10], onde é provado que equagdes diferenciais
do tipo u/(t) = t — [u(t)]* nao possui solugdes que podem ser escritas usando fungoes
elementares ou primitivas de funcoes elementares, exponenciais de tais primitivas ou
primitivas das exponenciais, ou seja, o método de solugao nao ¢ de natureza algébrica.
Esta teoria é anéloga a parte da teoria de Galois onde é provado que uma equagao

polinomial geral de grau maior ou igual a cinco nao pode ser resolvida por radicais.



Referéncias

1]

2]

3]

4]

[5]

6]

7]

8]

9]

de ANDRADE, A.A. Separabilidade, Ramifica¢ao e Difierente. Dissertacao (Mes-
trado) - IMECC - Unicamp, Campinas - SP, 1988.

de ANDRADE, A. A. Codigos sobre Z,,. Notas de Semindrio. Departamento de
Matematica, Ibilce-UNESP. Sao José do Rio Preto, 1995.

de ANDRADE, A. A.; ANDRADE, M. G. C. A note on principal ideal rings. Rev.
Mat. Estat., n. 18, p. 207-212, 2000.

ATIYAH, M.F.; MACDONALD, L.G. Introduction to Commutative Algebra.
Addison-Wesley Publishing Company, 1969.

AUSLANDER, M.; GOLDMAN, O. The Brauer group of a commutative ring.
Transactions of the American Mathematical Society.Waltham, Massachusetts. vol.
97, n. 3, p. 367-409, 1960.

BLAKE, I. F. Codes over certain rings. Information and Control. Waterloo, Ontario,
Canada. n. 20, p. 396-404, 1972.

CURY, A.J. Revolucione sua qualidade de vida: navegando nas dguas da emocgao.
Rio de Janeiro. Sextante, 2002.

HATTORI, A. Semisimple algebras over a commutative ring. J. Math. Soc. Japan.
vol. 15, n. 4, p.404-419, 1963.

HEFEZ, A.; VILLELA, M.L.T. Cédigos Corretores de Erros. Série de Computagao

e Matematica. Rio de Janeiro: Impa, 2002.

[10] HUBBARD, J.H.; LUNDELL, B.E. A first look at Differential Algebra. The Ame-

rican Mathematical Monthly. vol, 118, n. 3, p. 245-261, 2011.

[11] MACWILLIAMS, F.J.; SLOANE, N.J.A. The Theory of Error Correcting Codes.

[S.1.]: North-Holland Publishing Company, 1977.

103



Referéncias 104

[12] MARTINS, M.E.  Algebra  Comutativa.  Notas de  Aula.  url:
https://www.ime.usp.br/“eugenia/algebra-comutativa/algebra comutativa.pdf.
Acesso em: 10 de janeiro de 2020. Sao Paulo, 2014.

[13] de MEYER, F.; INGRAHAM, E. Separable algebras over commutative rings. [S.1.|:
Springer, 2006.

[14] MILES, F.C.P. Anéis e Modulos. Sao Paulo, IME - USP, 1972.

[15] do NASCIMENTO, R.F.D. Semissimplicidade de anéis de grupos e o teorema de
Perlis-Walker. Monografia (Especializagao) - Universidade Federal de Minas Gerais,
Belo Horizonte - MG, 2017.

[16] PAQUES, A. Teoria de galois sobre anillos conmutativos. Universidad Los Andes,
1999.

[17] PETERSON, W.W.; WELDON, E.J. Jr., Error Correcting Codes. 2nd. ed. Cam-
bridge, Mass.: MIT Press, 1972.

[18] RUIZ, J.R.M. Teoria de Galois para Anéis  Comutativos.  url:
http://www.mtm.ufsc.br/ ebatista/2018-1/Artigo Joao.pdf. Acesso em: 15
de janeiro de 2020. [S.1.], 2018.

[19] SANTANA, A.A. Extensdes de Galois de Anéis Comutativos de Caracteristica p.
Dissertacao (Mestrado) - UFRGS, Porto Alegre, RG, 1991.

[20] SPIEGEL, E. Codes over Z,,. Information and Control. University of Connecticut,
Storrs, Connecticut, vol. 35, p. 48-51, 1977.

[21] SPIEGEL, E. Codes over Z,,, Revisted. Information and Control. University of
Connecticut, Storrs, Connecticut, vol. 37, p. 100-104, 1978.

[22] TAKEUCHI, Y. On Galois extensions over commutative rings. Osaka J. Math.
Osaka, Japan, vol. 2, n.1, p.137-145, 1965.



