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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é apresentar a teoria de Galois sobre anéis co-

mutativos, exibindo uma definição adequada para uma extensão de anéis ser ga-

loisiana, de modo que esta seja uma generalização natural da definição conhecida

da teoria de Galois sobre corpos. Além disso, é apresentado sob quais condições

resultados importantes da teoria de corpos, como o teorema da correspondência

de Galois, são válidos neste caso. Por último, é feita uma investigação acerca dos

códigos sobre o anel Zm via anel de grupos utilizando as propriedades das álgebras

semi-simples.

Palavras-chave: Módulo, Álgebra semi-simples, Álgebra separável, Teoria de Ga-
lois, Códigos sobre Zm.



ABSTRACT

The aim of the present work is to present the Galois theory of commutative rings,

showing a proper definition for an extension of rings to be galoisian, so that it is a

natural generalization of the known definition of Galois theory of fields. Furthermore,

is presented under which conditions important results of field theory, as the classical

Galois correspondence theorem, are valid in this case. In the last part, we made a

investigation about the codes over the ring Zm by groups ring using the properties

of semisimple algebras.

Keywords: Module, Semisimple algebra, Separable algebra, Galois theory, Codes
over Zm .
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Introdução

A teoria de Galois sobre corpos tem grande importância na álgebra e em outras

áreas da matemática e é possível encontrar muitos estudos sobre esta teoria na litera-

tura atual. Como na matemática sempre somos tentados a generalizar os resultados,

com esta teoria não foi diferente, e desse modo, começaram a surgir os seguintes ques-

tionamentos:

1. Será que é possível criar uma teoria consistente como a teoria de Galois para

corpos pensando em um anel comutativo qualquer?

2. Quais as especi�cidades que o anel em questão deve ter?

Responder a essas questões é o principal objeto do presente trabalho.

Ao considerar anéis, diferentemente de quando se considera corpos, um estudo pode

serguir várias vertentes distintas, pois existem várias classi�cações para os anéis. É

possível estudar a teoria de Galois sobre anéis não comutativos, sobre anéis de divisão,

anéis de característica p, entre outros. Para este trabalho, nós escolhemos os anéis

comutativos.

A primeira de�nição de extensão galoisiana de um anel apareceu na literatura em

1960 no trabalho �The Brauer group of a commutative ring� de M. Auslander e O.

Goldman. Mas a teoria de Galois para anéis comutativos surgiu a partir de 1965 como

parte de um trabalho de S.U Chase, D.K. Harrison e A. Rosenberg intitulado �Galois

Theory and Galois Cohomology of Commutative Rings�, onde foram apresentadas ou-

tras de�nições equivalentes para uma extensão galoisiana de anéis dada por Auslander

e Goldman, além de conter resultados importantes, inclusive um Teorema Fundamental

para esta teoria.

Sendo assim, o principal objetivo deste trabalho é apresentar uma de�nição apro-

priada para que uma extensão de anéis seja de Galois de modo que esta de�nição seja

uma generalização natural da teoria de Galois para corpos e que os principais resulta-

dos, como por exemplo, o Teorema Fundamental da Teoria de Galois, que estabelece

uma correspondência entre os corpos intermediários e os subgrupos do grupo de Ga-

10
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lois, também possa ser estendido para o caso dos anéis. Para isso, iremos apresentar

algumas das de�nições equivalentes de extensão galoisiana de corpos existentes na li-

teratura e analisar se é possível adaptar os conceitos abordados ao contexto dos anéis,

sempre evidenciando as semelhanças e as diferenças entre as teorias e as perdas que

a substituição de um corpo para um anel comutativo acarretam. Além disso, salvo

menção contrária, os anéis considerados neste trabalho serão sempre comutativos com

unidade.

A presente dissertação está dividida em cinco capítulos, onde os dois primeiros

contém todo o embasamento teórico sobre anéis, módulos e álgebras necessários para

a compreensão dos demais capítulos.

No primeiro, é feita uma revisão sobre a teoria de módulos, explorando mais profun-

damente assuntos como o produto tensorial, módulos projetivos e módulos semi-simples

que serão de suma importância para o desenvolvimento do próximo capítulo. Este ca-

pítulo também foi escrito com o intuito de servir como base e auxílio a estudantes que

estejam iniciando seus estudos no assunto de módulos.

O segundo capítulo é dividido em três seções. A primeira seção apresenta a de�nição

de álgebra e alguns exemplos, além de conter a de�nição do produto tensorial entre

álgebras, propriedade que será muito utilizada. Na segunda seção o foco está nas

álgebras semi-simples sobre um corpo, onde todo o trabalho é feito com o objetivo de

dar uma caracterização a elas através do famoso Teorema de Wedderburn. Por último,

exploramos as álgebras separáveis, que serão apresentadas por meio de duas abordagens

distintas, uma que envolve extensão de corpos e semi-simplicidade e outra que pode

ser generalizada para anéis quaisquer. Este será um dos conceitos mais importantes na

generalização da teoria de Galois.

No terceiro capítulo, o mais importante deste trabalho, relembramos um pouco dos

fatos mais relevantes da teoria de Galois sobre corpos e em seguida vamos preparando

o terreno para en�m chegarmos à generalização que queríamos, onde são demonstradas

cinco de�nições equivalentes para uma extensão de anel ser galoisiana, que junto com

a adaptação e a demonstração do teorema fundamental, integra a parte principal deste

trabalho. Também são dados alguns exemplos de extensões galoisiana de anéis a �m

de que haja um melhor esclarecimento. A referência [16] foi a principal utilizada neste

capítulo, e a riqueza de detalhes nas demonstrações e exemplos constituem a principal

contribuição deste trabalho.

O quarto capítulo é dedicado à análise da estrutura e construção de códigos sobre

Zm, onde m é um inteiro qualquer. Estas construções utilizam fortemente os conceitos

e resultados de álgebra semi-simples apresentadas no segundo capítulo, de modo que

esta parte é uma aplicação desta teoria. Primeiramente, é feita a construção para
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o caso onde m é o produto de primos distintos, que torna-se mais simples pelo fato

de que nestas condições a álgebra de grupo ZmG, onde G é um grupo cíclico, é semi-

simples. Em seguida, utilizando o Teorema de Wedderburn, adaptamos estes resultados

para o caso onde m é uma potência de um primo, e uma vez que estes dois casos estão

resolvidos, conseguimos encontrar códigos sobre Zm, ondem é qualquer inteiro positivo.

No último capítulo, foi feita uma revisão geral do trabalho, apontando as principais

conclusões e perspectivas futuras.



1 Anéis e módulos

Este capítulo aborda de�nições e resultados importantes sobre módulos, destacando

alguns casos particulares, como módulos livres, módulos projetivos, módulos simples

e semi-simples, que serão úteis no decorrer do texto. Também, apresentamos uma

construção detalhada do produto tensorial para módulos e exibimos alguns dos mais

importantes radicais de um anel. Os anéis considerados neste capítulo serão sempre

comutativos. As de�nições e os resultados apresentados neste capítulo baseiam-se

essencialmente em [4], [12], [14] e [15].

1.1 Módulos

Nesta seção, introduzimos a noção de módulo, que trata-se de uma generalização

de espaço vetorial, onde a multiplicação por escalar é de�nida sobre um anel, ao invés

de ser de�nida sobre um corpo como nos espaços vetoriais.

Veremos ao longo do presente texto como a perda de características básicas, como

o fato de que todo elemento é inversível, no conjunto escalar, acarreta em diversas

mudanças na estrutura, fazendo com que algumas propriedades que funcionam bem

nos espaços vetoriais deixem de valer nesse caso mais geral.

De�nição 1.1. Sejam R um anel e M um conjunto não vazio. Se M é grupo abeliano

em relação à adição e está de�nida uma operação externa que a cada par (a,m) ∈ R×M
associa o elemento am ∈ M e de modo que para todo a, b ∈ A e para todo x, y ∈ M
são válidas as condições

i) a(bx) = (ab)x,

ii) a(x+ y) = ax+ ay,

iii) (a+ b)x = ax+ bx, e

iv) 1x = x,

M é dito um R-módulo à esquerda.

13
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Observação 1.2. Considerando a multiplicação por escalar à direita, de�ne-se de

forma análoga um R-módulo à direita. Quando o anel R é comutativo não existe

distinção entre módulos à direita e módulos à esquerda. Nesse trabalho, a menos de

menção contrária, consideramos um R-módulo à esquerda.

Exemplo 1.3. Seja K um corpo. Todo K-espaço vetorial é um K-módulo.

Exemplo 1.4. Todo anel R pode ser visto como um R-módulo. Além disso, o produto

direto Rn = R×R× ...×R de um anel R é um R-módulo.

Exemplo 1.5. Para todo n ∈ Z, o anel nZ é um Z-módulo.

De�nição 1.6. Sejam M um R-módulo e N ⊆M um subconjunto não vazio. Dizemos

que N é um R-submódulo de M se N é um subgrupo aditivo de M e é fechado em

relação ao produto por escalar. Na maioria das vezes, por simplicidade, dizemos apenas

que N é um submódulo de M e denotamos como N ≤M .

Sejam M um R-módulo e N um R-submódulo de M . No grupo quociente M/N

de�nimos a seguinte operação: a(m+N) = am+N , onde a ∈ R e m ∈M. Com essa

operação, M/N tem uma estrutura de um R-módulo que recebe o nome de módulo

quociente de M por N .

Sabemos que todo espaço vetorial possui uma base, entretanto, a mesma a�rmação

não se estende para os módulos. Um R-móduloM pode nem sequer possuir um gerador,

por exemplo, 4Z visto como um 2Z-módulo não possui um conjunto de geradores. Por

esta razão, módulos com essas propriedades são especiais, como veremos a seguir.

De�nição 1.7. Sejam um R-módulo M e S ⊆ M um subconjunto não vazio. O

conjunto

〈S〉 =

{
n∑
i=1

aisi : ai ∈ R, si ∈ S

}
é um R-submódulo de M chamado de submódulo gerado por S, sendo o menor submó-

dulo de M que contém S.

Sempre que escrevermos 〈S〉, estamos nos referindo ao conjunto gerado por S. Se

〈S〉 = M , dizemos que S geraM e sendo S �nito, ou seja, S = {s1, s2, . . . , sn}, dizemos

que M é �nitamente gerado. Além disso, se S for linearmente independente, isto é, se∑n
i=1 aisi = 0 implicar que ai = 0, para i = 1, . . . , n, dizemos que S forma uma base

para M , e neste caso, M é chamado de módulo livre.

De�nição 1.8. Sejam M e N dois R-módulos. Uma função f : M −→ N é um

homomor�smo de R-módulos se satisfaz:

f(am1 +m2) = af(m1) + f(m2),
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para todo a ∈ R, m1,m2 ∈M .

Um submódulo importante deM , chamadoKernel de f , é de�nido como Ker(f) =

{x ∈ M : f(x) = 0N}. A imagem de f é de�nida como Im(f) = {f(x) : x ∈ M}, e é
um submódulo de N . Ao conjunto de todos os homomor�smos de R-módulos M em

N , denotamos por HomR(M,N), que também é um R-módulo.

Naturalmente, a partir da de�nição de um homomor�smo de R-módulos, segue o

seguinte Teorema do Homomor�smo para R-módulos.

Teorema 1.9. Se M e N são dois R-módulos, f : M → N um homomor�smo de

R-módulos, j : M → M/Ker(f) a função projeção e i : Im(f) → N a inclusão, então

existe uma única função f ∗ : M/Ker(f)→ Im(f) tal que

1. f = i ◦ f ∗ ◦ j,

2. f ∗ é um isomor�smo.

Demonstração. A aplicação

f ∗ : M/Ker(f) → Im(f)

x+ Ker(f) 7→ f ∗(x+ Ker(f)) = f(x),

está bem de�nida e é bijetora, donde segue que f ∗ é um isomor�smo de R-módulos.

Também, f ∗ satisfaz a igualdade f = i ◦ f ∗ ◦ j.

De�nição 1.10. Sejam {Mi}i∈I uma família de R-módulos e fi ∈ HomR(Mi,Mi+1),

para todo i ∈ I. Dizemos que a sequência

... Mi
fi−→Mi+1

fi+1−→Mi+2 −→ ...

é exata em Mi+1 se Im(fi) = Ker(fi+1). Se a sequência for exata em Mi para todo i,

dizemos simplesmente que a sequência é exata.

Exemplo 1.11. Sejam R um anel, M um R-módulo e N um R-submódulo de M .

Considere sequência 0 −→ N
i−→M

π−→M/N −→ 0, onde i é a função inclusão e π é

a projeção canônica dada por π(m) = m+N . Essa sequência é exata, pois i é injetora,

π é sobrejetora e Im(i) = N = Ker(π).

Dados N1, N2 dois R-submódulos de um R-módulo M , podemos de�nir um novo

R-submódulo dado por:

N1 +N2 = {n1 + n2 : n1 ∈ N1, n2 ∈ N2}.
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A representação dos elementos de N1 +N2 nem sempre é única. De fato, se N1 = N2 =

4Z ≤ Z como Z-módulos, então 16 = 4 + 12 = 8 + 8. Assim, quando a representação

é única? Isso acontece quando N1 ∩ N2 = {0}, e nesse caso, denotamos por N1 ⊕ N2.

Quando N1 +N2 = M e N1 ∩N2 = {0}, dizemos que M é a soma direta de N1 e N2,

e denotamos, M = N1 ⊕N2.

Este conceito estende-se para uma família qualquer {Ni}i∈I de R-submódulos deM ,

e nesse caso, M é a soma direta de {Ni}i∈I , se satisfazer uma das seguintes a�rmações

equivalentes

i) Todo elementom ∈M se escreve de maneira única na formam =
∑
i∈I
ni, onde ni ∈ Ni

e (ni)i∈I é uma família quase nula, isto é, ni = 0, exceto para um número �nito

de elementos;

ii) M =
∑
i∈I
Ni e se

∑
i∈I
ni = 0, então ni = 0, para todo i ∈ I;

iii) M =
∑
i∈I
Ni e Nj ∩ (

∑
i 6=j
Ni) = {0}.

Também, a partir de dois R-módulos M e N , considerando

M ×N = {(x, y), onde x ∈M, y ∈ N}

com as operações

1. (x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′), e

2. a(x, y) = (ax, ay),

o conjuntoM×N possui estrutura de um R-módulo, chamado de produto cartesiano

deM e N . Mais geralmente, dada uma família de R-módulos {Mi}i∈I , podemos de�nir

seu produto cartesiano

∏
i∈I

Mi = {(mi)i∈I : mi ∈Mi, para todo i ∈ I}.

Denotando por
.
⊗i∈IMi o conjunto das famílias quase-nulas de

∏
i∈IMi, e considerando

as mesmas operações, o conjunto
.
⊗i∈IMi é chamado de produto direto da família

{Mi}i∈I . Observe que quando o conjunto de índices I for �nito, os dois R-módulos

coincidem, ou seja, o produto direto e o produto cartesiano coincidem.

De�nição 1.12. Seja N um submódulo de um R-módulo M . Dizemos que um sub-

módulo N1 ⊆ M é um suplementar de N em M se M = N ⊕ N1. Se N admite

suplementar, N é dito somando direto de M .
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Embora essa propriedade seja válida para todo subespaço de um espaço vetorial,

para módulos não podemos a�rmar o mesmo, ou seja, nem todo submódulo possui um

suplementar e mesmo quando possui, a unicidade não é garantida, motivo pelo qual

usamos �um suplementar� na De�nição 1.12.

Proposição 1.13. Seja M um R-módulo. Se N1 e N2 são dois submódulos de M tal

que M = N1 ⊕N2, então M/N1
∼= N2.

Demonstração. Dado x ∈ M , por hipótese, existem n1 ∈ N1 e n2 ∈ N2 tal que x =

n1 +n2. Considere a função projeção sobre a segunda coordenada, que é o epimor�smo

p : M → N2

x 7→ n2.

Pelo Teorema 1.9, segue que M/Ker(p) = N2. Como Ker(p) ∼= N1, segue que M/N1
∼=

N2.

Agora, vamos analisar algumas relações entre somas diretas e sequências exatas.

Dados dois R-módulos M1,M2, a sequência 0 −→ M1
i1−→ M1 ⊕M2

p2−→ M2 −→ 0,

onde i1(m1) = (m1, 0) é a inclusão natural, e p2(m1,m2) = m2 é a projeção sobre a

segunda coordenada, é uma sequência exata. Mas, dada uma sequência exata qualquer,

0 −→ E
f−→ F

g−→ G −→ 0, será que sempre temos que F = E ⊕ G? No que segue

tentamos responder a essa questão.

De�nição 1.14. Uma sequência exata de R-módulos 0 −→ E
f−→ F

g−→ G −→ 0

cinde se Im(f) = Ker(g) é um somando direto de F .

Pelo Teorema 1.9, segue que Im(f) ∼= E/Ker(f) = E, e uma vez que f é injetora,

podemos dizer que a sequência exata da De�nição 1.14 cinde se E é um somando direto

de F . Também, é possível mostrar que seu suplementar é isomorfo a G, ou seja, pela

sequência exata 0 −→ E
f−→ F

g−→ G −→ 0, segue que G ∼= F/Ker(g), pois g é

sobrejetora. Além disso, da igualdade F = E ′ ⊕ E ′′, pela Proposição 1.13, segue que

E ′′ ∼= F/E ′ = F/Ker(g). Portanto, E ′′ ∼= G. Feito isso podemos responder ao nosso

questionamento, ou seja, será que sempre temos que F = E ⊕ G? Isso nem sempre

ocorre, mas quando acontece dizemos que a sequência cinde.

Proposição 1.15. Seja 0 −→ E
f−→ F

g−→ G −→ 0 uma sequência exata. As

seguintes a�rmações são equivalentes:

i) A sequência cinde;

ii) Existe um homomor�smo ψ : F −→ E tal que ψ ◦ f = 1E;
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iii) Existe um homomor�smo φ : G −→ F tal que g ◦ φ = 1G.

Demonstração. i)⇒ ii) Como por hipótese a sequência cinde, segue que existe E ′′ tal

que F = E ′⊕E ′′ e E ′ = Im(f). Assim, se x ∈ F , então x = x′+x′′, para únicos x′ ∈ E ′

e x′′ ∈ E ′′ e se x′ ∈ E ′, então existe um único y ∈ E tal que f(y) = x′, uma vez que f

é injetora. Assim, podemos de�nir o seguinte homomor�smo:

ψ : F → E

x 7→ y.

Desse modo, (ψ ◦ f)(y) = ψ(f(y)) = ψ(x′) = y, isto é, existe um homomor�smo

ψ : F −→ E tal que ψ ◦ f = 1E.

ii) ⇒ i) Devemos mostrar que a sequência 0 −→ E
f−→ F

g−→ G −→ 0 cinde, isto é,

que existe E ′′ tal que F = Im(f)⊕E ′′. Vamos mostrar que E ′′ = Ker(ψ) satisfaz essa

condição, onde ψ é o homomor�smo da hipótese. Para isso, seja x ∈ F . Considere

y = (f ◦ ψ)(x) = f(ψ(x)) e tome z = x− y ⇒ x = y + z. Como y ∈ Im(f), segue que

z ∈ Ker(ψ), uma vez que ψ(z) = ψ(x− y) = ψ(x)− ψ(y) = ψ(x)− (ψ ◦ f ◦ ψ)(x) = 0.

Agora, veri�camos que a soma é direta. Se a ∈ Im(f) ∩ Ker(ψ), então a ∈ Im(f)

e a ∈ Ker(ψ). Assim, existe x ∈ E tal que f(x) = a. Como a ∈ Ker(ψ), segue que

ψ(y) = 0⇒ ψ(f(x)) = 0⇒ x = 0. Logo, f(0) = a = 0. Portanto, F = Im(f)⊕Ker(ψ),

ou seja, a sequência cinde.

i) ⇒ iii) Para mostrar que essa implicação é válida, precisamos de�nir um homo-

mor�smo φ : G −→ F tal que g ◦φ = 1G. Seja u ∈ G. Como g é sobrejetora, segue que

existe v ∈ F tal que g(v) = u. Por hipótese, podemos escrever F = E ′⊕E ′′. Assim, se

v ∈ F , então v = x′ + x′′, onde x′ ∈ E ′ e x′′ ∈ E ′′. Como x′ ∈ E ′ = Im(f), segue que

existe x ∈ E tal que f(x) = x′. Para mostrar que o homomor�smo está bem de�nido,

devemos mostrar que dado u ∈ G existe um único x′′ ∈ E ′′ tal que g(x′′) = u. A exis-

tência segue do fato que u = g(v) = g(f(x) + x′′) = g(f(x)) + g(x′′)
Im(f)=Ker(g)

= g(x′′).

Para a unicidade, suponhamos que existam x′′, y′′ ∈ E ′′ tal que g(x′′) = u = g(y′′).

Assim, g(x′′−y′′) = 0⇒ x′′−y′′ ∈ Ker(g) = Im(f). Logo, x′′−y′′ ∈ E ′′∩ Im(f) = {0},
ou seja, x′′ = y′′. Assim, podemos de�nir o homomor�smo

φ : G → F

u 7→ x′′.

Logo, (g ◦ φ)(u) = g(φ(u)) = g(x′′) = u, ou seja, g ◦ φ = 1G.

iii) ⇒ i) Agora, vamos mostrar que F = Im(f) ⊕ Im(φ). Se x ∈ F , então po-
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demos escrever x = x − φ(g(x)) + φ(g(x)), onde x − φ(g(x)) ∈ Im(f) = Ker(g),

pois g(x − φ(g(x))) = g(x) − g(φ(g(x)))
g◦φ=1G= g(x) − g(x) = 0, e desse modo,

φ(g(x)) ∈ Im(φ). Além disso, a soma é direta, pois supondo que a ∈ Im(f) ∩ Im(φ),

segue que existe x ∈ G tal que a = φ(x) e como a ∈ Im(f) = Ker(g), segue que

g(a) = 0, ou seja, g(φ(x)) = 0. Como (g ◦ φ) = 1G, segue que x = 0. Portanto, a = 0,

e assim, F = Im(f)⊕ Im(φ), ou seja, a sequência cinde.

A seguir, veremos uma sequência de proposições envolvendo sequência exata e mó-

dulos livres que será muito útil na Seção 3 deste capítulo ao provar as equivalências

para módulo projetivo e que também usamos para provar alguns fatos sobre R-módulos

particulares, por exemplo, quando R é um domínio principal.

Proposição 1.16. Todo R-módulo M é isomorfo a um quociente de um R-módulo

livre.

Demonstração. Seja {mi}i∈I um conjunto de geradores de M (note que este conjunto

de geradores sempre existe, pois pelo menos o próprio M o é). Podemos de�nir a

aplicação
f : RI → M

a 7→
n∑
i=1

aimi,

onde RI = ⊕
i∈I
Ri, com Ri = R, para todo i ∈ I. A aplicação f é um homomor�smo e f é

sobrejetora, pois {mi}i∈I gera M . Logo, pelo Teorema 1.9, segue que M ∼= RI/Ker(f).

O anel R pode sempre ser visto como um R-módulo e este é livre pois {1R} é uma

base. O produto direto RI também é livre, pois B = {ek}, onde ek = (xi)i∈I , xk = 1R

e xi = 0, para todo i 6= k, é uma base de RI . Portanto, M é isomorfo a um quociente

do R-módulo livre RI , como queríamos. Se M for livre, isto é, se {mi}i∈I for uma

base de M , então f é injetora, e assim, M ∼= ⊕RI , para algum conjunto I. Para

o caso em que I é �nito e {m1,m2, . . . ,mk} é um conjunto de geradores, segue que

M ∼= Rk/Ker(f). Em geral, k não é único, pois depende da quantidade de elementos

da base que tomamos, que pode variar em anéis não comutativos. Mas, como aqui

assumimos que o anel é comutativo, segue que k é único.

Proposição 1.17. Seja L um R-módulo livre. Se M e N são dois R-módulos, f :

M −→ N um epimor�smo e g : L −→ N um homomor�smo, então existe um homo-

mor�smo ḡ : L −→M tal que f ◦ ḡ = g.

Demonstração. Seja {xi}i∈I uma base de L. Como f é sobrejetora, segue que existe

mi ∈M tal que f(mi) = g(xi), para todo i ∈ I. De�nindo ḡ(xi) = mi para os elementos

da base, podemos estender ao homomor�smo ḡ(m) =
∑
λimi, onde m =

∑
λixi é um

elemento de M . Assim, f ◦ ḡ = g, o que prova o resultado.
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Proposição 1.18. Se L é um R-módulo livre e f : M −→ L um epimor�smo, então

M = Ker(f)⊕ L.

Demonstração. Consideramos a sequência exata

L
idL

��
h
��

0 // Ker(f)
i
//M

f
// L // 0.

Se mostrarmos que esta sequência cinde, segue que M = Ker(f) ⊕ L. Para isso con-

sideramos o homomor�smo idL. Podemos ver com o auxílio do diagrama que estamos

nas hipóteses da Proposição 1.17, e portanto, existe um homomor�smo h : L −→ M

tal que f ◦ h = idL. Desta forma, pela Proposição 1.15, segue que a sequência cinde,

isto é, que M = Ker(f)⊕ L.

Corolário 1.19. Seja 0 −→ M −→ N −→ L −→ 0 uma sequência exata de R-

módulos. Se L é livre, então a sequência cinde.

Demonstração. Através do diagrama

L
idL

��
h
��

0 //M // N
f
// L // 0

segue que este resultado é uma consequência direta das Proposições 1.17 e 1.15.

A partir daqui até o �nal dessa seção analisamos alguns fatos sobre os R-módulos

M , onde R é um domínio de integridade. Para o último teorema, precisamos também

da hipótese extra de que R é principal.

Proposição 1.20. Sejam R domínio e M um R-módulo. Se {xi}1≤i≤n é linearmente

independente em M e {yi}1≤j≤m é um conjunto gerador de M , então n ≤ m.

Demonstração. Como {yi}1≤j≤m é um gerador deM , segue que cada xi pode ser escrito

da forma xi =
m∑
j=1

aijyj, com aij ∈ A, para 1 ≤ i ≤ n. Considere a expressão
n∑
i=1

λixi =

0. Substituindo xi, segue que

0 =
n∑
i=1

λi

(
m∑
j=1

aijyj

)
=

m∑
j=1

(
n∑
i=1

λiaij

)
yj.

Seja o sistema
n∑
i=1

λiaij = 0, onde j = 1, 2, . . . ,m. Vamos supor que n > m e que as

soluções do sistema de n variáveis e m equações estão no corpo de frações de R. Como
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n > m, segue que esse sistema admite uma solução não trivial, mas isso contraria o

fato de {xi}1≤i≤n ser linearmente independente. Portanto, n ≤ m.

Teorema 1.21. Se R é domínio e M é um R-módulo �nitamente gerado, então todas

as bases de M tem o mesmo número de elementos.

Demonstração. Sejam B1 = {xi}n1
i=1 e B2 = {yj}n2

j=1 duas bases de M . Como B1 é

linearmente independente e B2 é um gerador de M , pela Proposição 1.20, segue que

n1 ≤ n2. Mas também, B2 é linearmente independente e B1 é um gerador, que implica

que n2 ≤ n1. Portanto, n1 = n2.

De�nição 1.22. Dado M um R-módulo �nitamente gerado, chamamos de posto de

M ao número de elementos de uma base de M .

Para o próximo resultado, precisamos assumir que R é um domínio principal. Antes,

vejamos através de um exemplo, que o resultado não vale em geral. Seja o Z6-módulo

livre Z6, onde {1̄} é uma base. O submóduloH = {0̄, 3̄} não é livre, pois 3̄ é linearmente

dependente, uma vez que 3̄.2̄ = 0̄.

Teorema 1.23. SeM é um R-módulo livre de posto n, onde R é um domínio principal,

então todo submódulo de M é livre com posto menor ou igual a n.

Demonstração. Faremos a prova por indução sobre n, o posto de M . Se n = 1, então

M tem uma base com um elemento, e suponhamos que essa base é {u}. De�nindo

f : A −→ M por f(a) = au, onde a ∈ A, segue que f é um homomor�smo bijetivo

(direto do fato de {u} ser base), e assim, R ∼= M . Como R é principal, segue que

os submódulos de R (que coincidem com os ideais de R) são livres de posto 1, com

exceção do módulo nulo que por convenção tem posto 0. Suponhamos, agora, que a

a�rmação vale para todo módulo com posto menor que n, e com isso provamos que vale

para M com posto n. Se {vi}i=1,...,n é uma de base M , então, todo elemento m ∈M se

escreve de maneira única na forma m =
n∑
i=1

aivi, com ai ∈ A. Considere o isomor�smo

f : M −→ A(n) dado por f(m) = (a1, . . . , an). Considere, também, f̄ : M −→ A, onde

f̄ = p1◦f , sendo p1 a projeção na primeira coordenada, ou seja, f̄(m) = a1. Seja N um

submódulo de M . Podemos de�nir fN : N −→ A, onde fN = f̄ |N , e assim, obtemos a

sequência exata

0 −→ Ker(f)
i−→ N

fN−→ Im(fN) −→ 0.

Como Im(fN) ⊆ A, segue que Im(fN) é livre, e assim, pelo Corolário 1.19, segue que a

sequência cinde. Portanto, N = Im(fN)⊕Ker(fN). SeM1 é um submódulo deM gerado
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por {v2, . . . , vn}, entãoM1 é livre e Ker(fN) ⊆M1. De fato, se x =
n∑
i=1

λivi ∈ Ker(fN),

então

fN(x) = 0⇒ f̄(x) = 0⇒ (p1 ◦ f)(x) = 0⇒ λ1 = 0⇒ x =
n∑
i=2

λivi.

Pela hipótese de indução, segue que todo submódulo de M1, portanto Ker(fN), é livre

com posto menor ou igual a n− 1. Assim, N é livre de posto menor ou igual a n.

1.2 Produto tensorial

Nesta seção, de�nimos uma aplicação bilinear para módulos e apresentamos um

caso particular dessas aplicações que será muito importante para o nosso trabalho, o

produto tensorial.

De�nição 1.24. Sejam M, N, T três A-módulos. Uma aplicação f : M × N −→ T

é chamada bilinear, se para todo m1,m2 ∈ M,n1, n2 ∈ N e a ∈ A, vale as seguintes

propriedades:

1. f(m1 +m2, n) = f(m1, n) + f(m2, n);

2. f(m,n1 + n2) = f(m,n1) + f(m,n2);

3. f(am, n) = f(m, an) = af(m,n).

Em outras palavras, uma aplicação f é bilinear se f for linear em relação à primeira

e à segunda variável.

Agora, apresentamos uma construção do produto tensorial, que é dada a partir de

uma propriedade universal para módulos. Nas funções, em geral, não podemos a�rmar

que valem as propriedades listadas na De�nição 1.24. O produto tensorial é uma

aplicação onde essas propriedades são satisfeitas. Assim, é natural que usemos algum

tipo de quociente, pois necessitamos que muitas operações nessa estrutura resulte em

zero.

Teorema 1.25. Se M e N são dois R-módulos, então existe um par (T, g), onde T é

um R-módulo e g : M ×N −→ T é uma função bilinear satisfazendo:

1. Para todo R-módulo P e para toda aplicação bilinear h : M × N −→ P , existe

um único homomor�smo j : T −→ P tal que h se fatora via g, isto é, j ◦ g = h.
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2. O par (T, g) é único a menos de isomor�smo, ou seja, se existe (T ′, g′) que

também satisfaz (1), então existe um isomor�smo de R-módulos f : T −→ T ′ tal

que f ◦ g = g′.

Com o auxílio do diagrama

M ×N g //

h
��

T

∃!j{{
P

é mais fácil ver a situação imposta pelo Teorema, ou seja, partindo de uma função

bilinear h, sempre existe (T, g) de modo que existe um único j que faz o diagrama

comutar.

Demonstração. (1) Para a existência, considere o produto cartesiano M × N e C um

R-módulo livre gerado por (a, b), com a ∈M, b ∈ N , ou seja,

C = RM×N =

{∑
finito

λi(ai, bi) : λi ∈ R ai ∈M, bi ∈ N

}
.

De�nimos a soma entre elementos de C e a multiplicação por escalar sobre R como

segue:

i)
∑
λi(ai, bi) +

∑
γi(ai, bi) =

∑
(λi + γi)(ai, bi);

ii) λ
∑
λi(ai, bi) =

∑
λλi(ai, bi).

Com estas operações, C é um R-módulo. Consideramos D um submódulo de C gerado

pelos elementos de C da seguinte maneira:

� (a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b);

� (a, b1 + b2)− (a, b1)− (a, b2);

� (λa, b)− λ(a, b);

� (a, λb)− λ(a, b).

Agora, consideramos o conjunto quociente C/D. Neste conjunto, segue que

� (a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b) = 0,

� (a, b1 + b2)− (a, b1)− (a, b2) = 0,
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� (λa, b)− λ(a, b) = 0 e

� (a, λb)− λ(a, b) = 0.

Denotamos a classe representada pelo par (a, b) por a ⊗ b := (a, b) + D. Assim, pela

forma que de�nimos esse conjunto, segue que

� (a1 + a2)⊗ b = a1 ⊗ b+ a2 ⊗ b;

� a⊗ (b1 + b2) = a⊗ b1 + a⊗ b2;

� λa⊗ b = λ(a⊗ b) = a⊗ λb.

Agora, de�na T := C/D e g : M × N −→ T tal que g(a, b) = a ⊗ b, onde (a, b) são

elementos básicos de C. Assim, T é gerado por a ⊗ b. Além disso, pela construção,

segue que g é bilinear. Agora, resta apenas mostrar que T e g de�nidos dessa maneira

satisfazem o item (1). Para isso, dada a função bilinear h : M × N −→ P , segue

que h pode ser estendida a uma função h̄ : C −→ P , uma vez que os elementos de

M ×N formam uma base para C. Como h é bilinear, segue que h̄ se anula em todos

os geradores de D, ou seja,

h̄((a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b)) = h((a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b))

= h((a1, b) + (a2, b)− (a1, b)− (a2, b))

= h(0) = 0.

De modo análogo, segue que vale para todos os geradores de D, e portanto, vale em

todo D. Assim, D ⊆ Ker(h̄). Portanto, h induz um homomor�smo h′ : T −→ P

tal que h′(a⊗ b) = h(a, b). Mostramos, agora, que h′ está bem de�nida. Para isso, se

a⊗b = a′⊗b′, então (a, b)−(a′, b′) ∈ D. Como h̄|D = 0, segue que h′((a, b)−(a′, b′)) = 0,

ou seja, h′(a, b) = h′(a′, b′). Tomando h′ = j, segue que j ◦ g = h, uma vez que

j ◦ g(a, b) = j(a⊗ b) h′=j
= h(a, b). Além disso, h′ é unicamente de�nida por esta condi-

ção. Portanto, o par (T, g) satisfaz o item (1).

(2) Para a unicidade, suponhamos que (T, g) e (T ′, g′) são dois pares que satisfazem

o item (1). Tomando P = T ′ e h = g′ obtemos a situação representada pelo diagrama

M ×N
g′

��

g // T

∃!j{{
T ′

onde pelo item (1), segue que existe um único homomor�smo j tal que j ◦ g = g′. De

modo análogo, para T ′, como por hipótese T ′ também satisfaz o item (1), segue que
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existe um único homomor�smo j′ tal que j′ ◦ g′ = g, como representado no diagrama.

M ×N
g

��

g′ // T ′

∃!j′zz
T

.

A partir dessas construções, segue que:

i) j′ ◦ g′ = g implica que j′ ◦ j ◦ g = g, ou seja, j′ ◦ j = idT ;

ii) j ◦ g = g′ implica que j ◦ j′ ◦ g′ = g′, ou seja, j ◦ j′ = idT .

Por i) e ii), segue que j : T → T ′ é um isomor�smo que satisfaz j ◦ g = g′, e portanto,

o par (T, g) é único a menos de isomor�smo, o que prova a unicidade.

O módulo T , assim de�nido, é chamado produto tensorial entre M e N e é

denotado por M ⊗R N , ou simplesmente, por M ⊗N quando estiver claro qual o anel

da operação. Por construção, segue que M ⊗N é gerado por a⊗ b, onde a ∈M, b ∈ N ,

ou seja, os elementos de M ⊗N são da forma

∑
finito

λi(ai ⊗ bi) =
∑
finito

(λiai)⊗ bi =
∑
finito

ai ⊗ (λibi).

Exemplo 1.26. Considerando Z e Zn vistos como Z-módulos, segue que Z⊗Zn ∼= Zn.

Exemplo 1.27. Se mdc(m,n) = 1, então Zn ⊗ Zm = 0. De fato, como m e n são

coprimos, segue que existem r, s ∈ Z tal que mr + ns = 1. Se a ⊗ b é um gerador de

Zn ⊗ Zm, então

a⊗ b = 1(a⊗ b) = (mr + ns)(a⊗ b) = ((mr)a+ (ns)a)⊗ b
= mr(a)⊗ b+ (ns)a⊗ b = mr(a)⊗ b+ a⊗ ns(b)
= 0⊗ b+ a⊗ 0 = 0 + 0 = 0.

Como se anula nos geradores, segue que se anula em todo o conjunto, e portanto,

Zn ⊗ Zm = 0.

Tomando funções multilineares f : M1 × · · · × Mr → P ao invés de bilineares

(as funções multilineares são de�nidas do mesmo modo que as bilineares, isto é, cada

coordenada é linear), e seguindo os mesmos passos da prova do Teorema 1.25, obtemos

o produto multitensorial

T = M1 ⊗ · · · ⊗Mr,
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gerado pelos elementos da forma x1 ⊗ · · · ⊗ xr, onde xi ∈ Mi, para todo 1 ≤ i ≤ r.

O resultado equivalente ao Teorema 1.25 para o produto multitensorial é dado pela

próxima proposição.

Proposição 1.28. Se M1, . . . ,Mr são R-módulos, então existe um par (T, g), onde T

é um R-módulo e g : M1 × · · · ×Mr → T é uma aplicação multilinear, satisfazendo:

1. Para todo R-módulo P e para toda aplicação multilinear h : M1× · · · ×Mr → P ,

existe um único homomor�smo j : T → P tal que j ◦ g = h.

2. O par (T,g) é único a menos de homomor�smo.

Quando tensorizamos um R-módulo por um R-módulo que é também um anel, o

produto tensorial ganha uma interpretação como mudança de base, isto é, mudamos o

anel de escalares a partir da tensorização. Por exemplo, o anel de polinômios R[x] e C
são R-módulos. Tensorizando C por R[x], obtemos C ⊗R R[x] ∼= C[x]. O isomor�smo

se dá pela função R-bilinear f : R[x]×C→ C[x], onde f(p(x), z) = zp(x) que induz o

isomor�smo f : R[x]⊗ C→ C[x] onde f(p(x)⊗ z) = zp(x). Analogamente, se L ⊃ K

é uma extensão de corpos, então K[x]⊗K L ∼= L[x].

Vejamos, agora, alguns resultados envolvendo produto tensorial e sequências exatas.

Seja f : M −→ N um homomor�smo de R-módulos. Dados P um R-módulo e

g : P −→M um homomor�smo, a aplicação

f̂ : HomR(P,M) → HomR(P,N)

g 7→ f ◦ g

é um homomor�smo. De forma análoga, dado h ∈ HomR(N,P ), a aplicação

f̄ : HomR(N,P ) → HomR(M,P )

h 7→ h ◦ f
.

é um homomor�smo. Usando essas duas funções, obtemos a seguinte proposição:

Proposição 1.29. Sejam M,M ′,M ′′ e P quatro R-módulos.

i) A sequência M ′ g−→M
f−→M ′′ −→ 0 é exata ⇔ a sequência 0 −→ HomR(M ′′, P )

f̄−→ HomR(M,P )
ḡ−→ HomR(M ′, P ) é exata, para todo R-módulo P .

ii) A sequência 0 −→M ′ f−→M
g−→M ′′ é exata ⇔ a sequência 0 −→ HomR(P,M ′)

f̂−→ HomR(P,M)
ĝ−→ HomR(P,M ′′) é exata, para todo R-módulo P .
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Demonstração. i) : Suponhamos que M ′ g−→ M
f−→ M ′′ −→ 0 é exata. Assim,

Im(f) = Ker(g) e g é sobrejetora. Falta mostrar que Im(ḡ) = Ker(f̄) e que ḡ é

injetora.

� ḡ injetora: Por de�nição, ḡ = h◦g. Se h ∈ Ker(ḡ), então ḡ(h) = 0⇒ h◦g = 0⇒
h(g(m)) = 0, para todo m ∈ M . Como g é sobrejetora, segue que g(M) = M ′′.

Logo, h(M ′′) = 0⇒ h ≡ 0, e portanto, ḡ é injetora.

� Im(ḡ) ⊆ Ker(f̄): Se u ∈ Im(ḡ), então existe h ∈ HomR(M ′′, P ) tal que ḡ(h) =

u⇒ h ◦ g = u. Assim, f̄(u) = u ◦ f = h ◦ g ◦ f Ker(g)=Im(f)
= h ◦ 0 = 0, uma vez que

g ◦ f = 0.

� Ker(f̄) ⊆ Im(ḡ): Seja u ∈ Ker(f̄). Queremos mostrar que u ∈ Im(ḡ), isto é,

que existe h ∈ HomR(M ′′, P ) tal que ḡ(h) = u. Considere h(m′′) = u(m), onde

h ◦ g(m) = m′′. Observe que como g é sobrejetora, segue que dado m′′, este

m sempre existe. Também, a função está bem de�nida: suponhamos que exista

m1,m2 ∈ M tal que m′′ = g(m1) = g(m2). Logo, m1 −m2 ∈ Ker(g) = Im(f), e

então, existe m′ ∈M ′ tal que f(m′) = m1−m2, e assim, u◦f(m′) = u(m1−m2).

Como u ∈ Ker(f̄), segue que f̄(u) = u ◦ f = 0, e assim, u(m1 − m2) = 0 ⇒
u(m1) = u(m2). Além disso, h é homomor�smo, uma vez que f e g também são

homomor�smos. Portanto, Im(ḡ) = Ker(f̄).

Agora, provamos a recíproca.

� g sobrejetora: Para isso, vamos usar o fato que g : X → Y é sobrejetora ⇔
h ◦ g = f ◦ g ⇒ h = f , para todo f, h : Y → Z (∗). Suponhamos que existam

f, h : M ′′ → P tal que f ◦ g = h ◦ g, ou seja, ḡ(f) = ḡ(h). Como ḡ é injetora,

segue que f = h. Portanto, por (∗), segue que g é sobrejetora.

� Im(f) ⊆ Ker(g): Como Im(ḡ) = Ker(f̄) segue que f̄ ◦ ḡ = 0. Logo, u ◦ g ◦ f = 0,

para toda função u : M ′′ → P . Tomando P = M ′′ e u = Id, segue que g ◦ f = 0.

Logo, Im(f) ⊂ Ker(g).

� Ker(g) ⊆ Im(f): Sejam P = M
Im(f)

e π : M → P a projeção canônica. Assim,

f̄(π(m′)) = (π ◦ f)(m′) = f(m′) + Im(f) = 0, para todo m′ ∈ M . Logo,

π ∈ Ker(f̄) = Im(ḡ), ou seja, existe u : M ′′ → P tal que π = ḡ(u) = u ◦ g ⇒
Ker(g) ⊆ Im(f).

ii) Segue de modo análogo ao item i).

Observemos que HomR(M⊗N,P ) ∼= HomR(M,HomR(N,P )). Dada f : M×N −→
P uma aplicação bilinear, pelo Teorema 1.25, segue que f induz f̄ : M⊗N −→ P . Para
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cada m ∈ M , a aplicação fm : N −→ P é de�nida por fm(n) = f(x, n) que pertence

a HomR(N,P ), e assim, existe o homomor�smo g : M −→ HomR(N,P ) de�nido por

g(m) = fm. Por outro lado, dada uma aplicação g : M −→ HomR(N,P ), segue que a

aplicação ḡ : M ×N −→ P dada por ḡ(m,n) = g(m)(n) é bilinear, pelo Teorema 1.25,

segue que existe uma aplicação f : M ⊗N −→ P .

Dados M,N,P três R-módulos e f : M −→ N um homomor�smo de R-módulos,

seja a aplicação g : M×P −→ N⊕P de�nida por g(m, p) = f(m)×p. A aplicação g é

-bilinear, e assim, pelo Teorema 1.25, segue que existe um homomor�smo f̄ : M⊗P −→
N⊗P de R-módulos dado por m⊗p = f(m)⊗p. A aplicação f̄ é denotada por f⊗ id.
Assim, obtemos a seguinte proposição:

Proposição 1.30. Seja P um R-módulo. Se a sequência M ′ f−→ M
g−→ M ′′ −→ 0 é

exata, então a sequência M ′ ⊗ P f⊗id−→M ⊗ P g⊗id−→M ′′ ⊗ P −→ 0 também é exata.

Demonstração. Como a sequência é exata, pela Proposição 1.29, item i), segue que a

sequência

0 −→ HomR(M ′′, N) −→ HomR(M,N) −→ HomR(M ′, N)

é exata, para todo R-módulo N . Assim, pela Proposição 1.29 item ii), segue que a

sequência

0 −→ HomR(P,HomR(M ′′, N)) −→ HomR(P,HomR(M,N)) −→ HomR(P,HomR(M ′, N))

é exata para todo R-módulo P . Logo, a sequência

0 −→ HomR(P ⊗M ′′, N) −→ HomR(P ⊗M,N) −→ HomR(P ⊗M ′, N)

é exata. Assim, pela Proposição 1.29 item i), segue que a sequência

M ′ ⊗ P f⊗id−→M ⊗ P g⊗id−→M ′′ ⊗ P −→ 0

é exata.

Se a sequência 0 −→M ′ −→M −→M ′′ é exata, nem sempre podemos a�rmar que

a sequência 0 −→ M ′ ⊗ P −→ M ⊗ P −→ M ′′ ⊗ P também é exata, como podemos

ver através do próximo exemplo.

Exemplo 1.31. Seja a sequência 0 −→ Z f−→ Z , onde f(x) = 2x. A sequência

0 −→ Z⊗ Z2
f⊗id−→ Z⊗ Z2 não é exata, pois a injetividade não é mantida, uma vez que

f ⊗ id(n⊗ ā) = 2n⊗ ā = n⊗ 2ā = 0, para todo n ∈ Z.
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De�nição 1.32. Um R-módulo P é dito plano se para toda sequência exata 0 −→
M ′ −→M −→M ′′ −→ 0, a sequência 0 −→M ′ ⊗ P −→M ⊗ P −→M ′′ ⊗ P −→ 0 é

exata.

Através da De�nição 1.32, segue que P é um R-módulo plano se, e somente se, para

todo f : M ′ −→ M homomor�smo, f ⊗ id : M ′ ⊗ P −→ M ⊗ P é injetiva, uma vez

que a condição de ser exata é garantida pela Proposição 1.30.

1.3 Módulos projetivos

Nesta seção, apresentamos uma classe de módulos que é mais abrangente que a

classe dos módulos livres, que são os módulos projetivos. Em geral, um submódulo de

um R-módulo livre L, pode não ser livre e ser um somando direto de L. Mas sempre

que o submódulo for livre, ele será um somando direto de L. É por isso que os módulos

projetivos são uma generalização dos módulos livres.

De�nição 1.33. Um R-módulo P é chamado projetivo, se dados quaisquer R-módulos

M,N , um epimor�smo f : M −→ N e um homomor�smo g : P −→ N , existe um

homomor�smo ḡ : P −→ M tal que f ◦ ḡ = g. Em outras palavras, P é projetivo se

para todo diagrama

P
g

  
ḡ
��
M

f
// N // 0

existe homomor�smo ḡ que faz com que o diagrama comute.

Um resultado importante sobre os módulos projetivos, que veremos na próxima

proposição, é no sentido da caracterização dos mesmos, permitindo mostrar que um

módulo é projetivo por meios que às vezes podem ser mais simples do que o apresentado

na De�nição 1.33.

Proposição 1.34. Seja P um R-módulo. As seguintes a�rmações são equivalentes:

i) P é projetivo;

ii) se P é a imagem de um R-módulo M por um epimor�smo, então p é isomorfo a

um somando direto de M ;

iii) P é um somando direto de um R-módulo livre.
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Demonstração. i) ⇒ ii) Sejam P um R-módulo projetivo, M um R-módulo e f :

M −→ P um epimor�smo (existe pela hipótese). Utilizando o mesmo raciocínio usado

da prova da Proposição 1.18, segue o diagrama

P

idP
��

g

~~
M

f
// P // 0.

Como P é projetivo, segue que existe g : P −→ M tal que f ◦ g = idP . Logo, pela

Proposição 1.15, segue que a sequência exata 0 −→ Ker(f)
i−→M

f−→ P −→ 0 cinde,

e portanto, P é um somando direto de M .

ii) ⇒ iii) Pela Proposição 1.16, segue que todo R-módulo é a imagem de um R-

módulo livre por um epimor�smo. Assim, dado um R-módulo P , segue que existe um

epimor�smo f : M −→ P , onde M é livre. Por hipótese, P é isomorfo a um somando

direto de M , isto é, existe N tal que P ⊕ N = M , que é livre. Portanto, P é um

somando direto de um R-módulo livre.

iii)⇒ i) Por hipótese, P é um somando direto de um R-módulo livre. Assim, existem

um R-módulo livre L e um R-módulo S tal que L = P ⊕ S. Sejam os R-módulos

M e N , o epimor�smo f : M −→ N e o homomor�smo g : P −→ N . Como P ⊆ L,

podemos estender g a g′ : L −→ N de�nindo g′(x) = g(x), para todo x ∈ P e g′(x) = 0,

para todo x ∈ S, que ainda será um homomor�smo. Como a soma L = P ⊕S é direta,

segue que dado x ∈ L existem únicos x1 ∈ P, x2 ∈ S tal que x = x1 + x2. Assim,

g(x) = g(x1). Indicando por i : P −→ L a inclusão, segue o diagrama:

L
g′

  
h
��

P
ioo

g
��

M
f
// N // 0.

Como L é livre, pela Proposição 1.17, segue que existe um homomor�smo h : L −→M

tal que f ◦ h = g′. Mas para mostrar que P é projetivo, devemos exibir um homomor-

�smo h̄ : P −→ M tal que f ◦ h̄ = g. Tomando h̄ = h ◦ i (h restrita a P ), o resultado

segue, isto é, f ◦ h̄ = g, e portanto, P é projetivo.

Exemplo 1.35. Sejam R = Z6, P = {0̄, 2̄, 4̄} e Q = {0̄, 3̄}. Assim, P e Q são R-

módulos e R = P ⊕Q, ou seja, P e Q são projetivos, pois são somandos diretos de R

que é livre.
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Exemplo 1.36. Sejam K um corpo, R = M2(K) e

P =

{(
a 0

b 0

)
: a, b ∈ K

}
e Q =

{(
0 c

0 d

)
: c, d ∈ K

}
.

Assim, P e Q são submódulos de R, onde R = P ⊕ Q. Logo, P e Q são projetivos

visto que R é livre.

Utilizando a condição iii) da Proposição 1.34, veremos na próxima proposição uma

outra de�nição equivalente, que usamos em determinados momentos no decorrer do

texto.

Observação 1.37. Seja P um R-módulo projetivo. Como P é projetivo, segue que

toda sequência exata de R-módulos do tipo M
φ→ P → 0 cinde. De fato, suponhamos

que M
φ→ P → 0 é exata. Essa sequência se estende a uma outra sequência exata

0 → N → M
φ→ P → 0, onde N = Ker(φ). Pela Proposição 1.29 e pela de�nição de

módulo projetivo, segue que 0 → HomR(P,N) → HomR(P,M)
φ∗→ HomR(P, P ) → 0

é exata. Logo, dado idP ∈ HomR(P, P ), segue que existe ψ ∈ HomR(P,M) tal que

φ∗(ψ) = idP , o que mostra que toda sequência M
φ→ P → 0 cinde.

Proposição 1.38. Um R-módulo P é projetivo se, e somente se, existem elementos

pi ∈ P e fi ∈ P ∗ = HomR(P,A), em que i ∈ I, tal que para todo p ∈ P , p =
∑
i

fi(p)pi,

onde fi(p) = 0 exceto para um número �nito de índices.

Demonstração. Suponhamos que P é gerado por {pi|i ∈ I} como um R-módulo e seja

L um R-módulo livre com base {ei|i ∈ I}. De�nimos o homomor�smo de R-módulos

ϕ : L → P dado por ϕ(ei) = pi, para todo i ∈ I. Como a sequência L
ϕ→ P → 0 é

exata, segue pela Observação 1.37 que essa sequência cinde. Logo, existe δ : P → L

tal que ϕ ◦ δ = idP . Seja πi : L → R a projeção da i-ésima coordenada, isto é,

π

(∑
j

λjej

)
= λi, para todo i ∈ I. De�nimos o homomor�smo fi : P → R por

fi = πi ◦ δ, para todo i ∈ I. Assim, dado p ∈ P , segue que

δ(p) =
∑
i∈I

λiei =
∑
i∈I

fi(p)ei,

com λi = fi(p) = 0 exceto para um número �nito de índices, e portanto,

p = (ϕ ◦ δ)(p) = ϕ

(∑
i∈I

fi(p)ei

)
=
∑
i∈I

fi(p)ϕ(ei) =
∑
i∈I

fi(p)pi.

Reciprocamente, sejam P um R-módulo e pi ∈ P , fi ∈ P ∗ elementos que satisfazem

a hipótese. Considere o R-módulo livre L gerado pela base {ei : i ∈ I} e ϕ : L → P
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o homomor�smo sobrejetor de R-módulos dado por ϕ(ei) = pi, para todo i ∈ I.

Considere também o homomor�smo de R-módulos δ : P → L, onde δ(p) =
∑
i∈I

fi(p)ei.

Observemos que ϕ ◦ δ é um isomor�smo, uma vez que dado p ∈ P , segue que

(ϕ ◦ δ)(p) = ϕ

(∑
i∈I

fi(p)ei

)
=
∑
i∈I

fi(p)ϕ(ei) =
∑
i∈I

fi(p)pi = p,

ou seja, ϕ◦δ = idP que é um isomor�smo. Logo, L = Im(δ)⊕Ker(ϕ) = δ(P )⊕Ker(ϕ).

Mostramos, agora, que δ é injetiva. Seja p =
∑
i∈I

fi(p)pi, com fi(p) = 0 exceto para

um número �nito de índices, tal que δ(p) = 0. Assim,
∑
i∈I

fi(p)ei = 0. Como {ei} é

uma base de L, segue que fi(p) = 0, para todo i ∈ I, e desse modo, p = 0. Assim, pelo

Teorema 1.9, segue que P ∼= δ(P ), ou seja, P é isomorfo a um somando direto de um

módulo livre, o que conclui a prova de que P é projetivo.

De�nição 1.39. Seja P um R-módulo. Dizemos que P é projetivo �nitamente

gerado se P é um somando direto de um R-módulo livre �nitamente gerado.

A seguir veremos alguns resultados que nos auxiliarão na prova de um dos teoremas

principais deste trabalho.

Sejam P um R-módulo, P ∗ = HomR(P,R) e o homomor�smo de R-módulos dado

por
φ : P ⊗R P ∗ → HomR(P, P )

φ

(
n∑
i=1

pi ⊗ fi

)
(p) =

n∑
i=1

fi(p)pi,

para todo p ∈ P .
O próximo teorema fornece uma condição necessária e su�ciente para que esse

homomor�smo seja bijetivo.

Teorema 1.40. Seja P um R-módulo. As seguintes condições são equivalentes:

1. P é projetivo �nitamente gerado.

2. φ : P ⊗R P ∗ → HomR(P, P ) é um isomor�smo de R-módulos.

Demonstração. 1) ⇒ 2) Seja P um R-módulo projetivo �nitamente gerado. Assim,

pela Proposição 1.38, segue que existem elementos pi ∈ P e fi ∈ P ∗, com 1 ≤ i ≤ n,

tal que para todo p ∈ P , p =
n∑
i=1

fi(p)pi. Como φ é homomor�smo, resta mostrar

que φ é bijetivo. Para mostrar a sobrejetividade, tomamos σ ∈ HomR(P, P ). Como

fiσ ∈ P ∗, segue que
n∑
i=1

pi ⊗ fiσ ∈ P ⊗ P ∗. Mostramos que a imagem deste elemento
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por φ é σ. Seja p ∈ P , logo

φ

(
n∑
i=1

pi ⊗ fiσ

)
(p) =

n∑
i=1

fi(σ(p))pi = σ

(
n∑
i=1

fi(p)pi

)
= σ(p),

e assim, φ

(
n∑
i=1

pi ⊗ fiσ

)
= σ, o que mostra que φ é sobrejetora. Para mostrar a

injetividade, suponhamos que a =
n∑
j=1

qj ⊗ gj ∈ Ker(P ⊗ P ∗). Assim, φ(a) = 0. Como

qj ∈ P , por hipótese, segue que qj =
n∑
i=1

fi(qj)pi. Utilizando essa igualdade e o fato de

que o produto tensorial é bilinear, segue que

a =
n∑
j=1

qj ⊗ gj =
m∑
j=1

(
n∑
i=1

fi(qj)pi

)
⊗ gj =

m∑
j=1

n∑
i=1

fi(qj)pi⊗ gj =
n∑
i=1

pi⊗
m∑
j=1

fi(qj)gj.

Mas para todo p ∈ P ,

n∑
j=1

gj(p)fi(qi) = fi

(
n∑
j=1

gj(p)qj

)
= fi

(
φ

(
n∑
j=1

qj ⊗ gj

)
(p)

)
= fi(φ(a)(p)) = fi(0) = 0.

Logo,
m∑
j=1

fi(qj)gj = 0, e consequentemente, a =
m∑
j=1

qj ⊗ 0 = 0, ou seja, φ é injetivo.

Portanto, φ é um isomor�smo.

2) ⇒ 1) Por hipótese, φ é um isomor�smo, e portanto, φ é sobrejetivo. Logo, con-

siderando idP ∈ HomR(P, P ), segue que existem p1, . . . , pn ∈ P e f1, . . . fn ∈ P ∗ tal

que φ

(
n∑
i=1

pi ⊗ fi

)
= idP . Logo, para todo p ∈ P , segue que

p = idP (p) = φ

(
n∑
i=1

pi ⊗ fi

)
(p) =

n∑
i=1

fi(p)pi,

o que mostra que P é projetivo �nitamente gerado, de acordo com a Proposição 1.38,

o que prova o resultado.

De�nição 1.41. Seja P um R-módulo. O conjunto anR(P ) = {a ∈ R : ap = 0, para

todo p ∈ P} é um ideal de R, chamado anulador de P em R. Dizemos que P é um

R-módulo �el se anR(P ) = 0.
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Lema 1.42. (Nakayama) Seja P um R-módulo �nitamente gerado. Se I é um ideal

de R, então IP = {xp : x ∈ I, p ∈ P} = P se, e somente se, I + anR(P ) = R.

Demonstração. Suponhamos que P = IP . Como por hipótese, P é �nitamente gerado,

segue que existem p1, . . . , pn ∈ P tal que P = Rp1 + · · ·+ Rpn. De�nimos Pi = Rpi +

· · ·+Rpn, para i = 1, . . . , n e Pn+1 = 0. Vamos mostrar que, para cada i = 1, . . . , n+1,

existe xi ∈ I tal que (1−xi)P ⊂ Pi, pois se esta inclusão é verdadeira para n+1, segue

que o elemento (1 − xn+1) pertence ao conjunto anR(P ), e usando esse fato segue o

resultado. Faremos a prova por indução sobre i. Para i = 1, a inclusão ocorre tomando

x1 = 0. Agora, suponhamos que a a�rmação é verdadeira para algum i > 0, isto é,

que para algum i > 0, existe xi ∈ I tal que (1 − xi)P ⊂ Pi, e com essa hipótese de

indução mostramos que vale para i+ 1, e assim, é verdadeira para todo n. Usando que

P = IP , segue que (1 − xi)P = (1 − xi)IP = I(1 − xi)P ⊂ IPi, o que implica que

(1 − xi)pi =
n∑
j=i

λijpj onde λij ∈ I, e assim, (1 − xi − λij)pi = 0 ∈ Pi+1. Além disso,

(1 − xi)(1 − xi − λij)P ⊂ (1 − xi − λij)Pi ⊂ Pi+1, e consequentemente, [1 − (2xi +

λij − x2
i − xiλij)]P ⊂ Pi+1. Assim, é su�ciente tomar xi+1 = 2xi + λij − x2

i − xiλij ∈ I,
para concluir que existe xi+1 ∈ I tal que (1− xi+1)P ⊂ Pi+1 = 0. Considerando i = n,

segue que existe xn+1 tal que (1− xn+1)P ⊂ Pn+1 e assim, 1− xn+1 ∈ anR(P ). Como

1 = xn+1 + (1 − xn+1) ∈ I + anR(P ), segue que I + anR(P ) = R. Reciprocamente, se

I + anR(P ) = R, então existem y ∈ I e z ∈ anR(P ) tal que 1 = y + z. Assim, para

todo p ∈ P , segue que p = 1p = yp + zp = yp ∈ IP . Logo, P ⊂ IP ⊂ P , e portanto,

P = IP .

Teorema 1.43. Se P um R-módulo projetivo �nitamente gerado e TR(P ) é o ideal

gerado por {f(p) : p ∈ P, f ∈ P ∗}, então TR(P )⊕ anR(P ) = R.

Demonstração. Como P é projetivo �nitamente gerado, pela Proposição 1.38, segue

que existem p1, · · · , pn ∈ P e f1, . . . , fn ∈ P ∗ tal que p =
n∑
i=1

fi(p)pi, para todo p ∈ P .

Assim, P ⊂ TR(P )P ⊂ P , que implica que P = TR(P )P . Pelo Lema de Nakayama,

segue que R = TR(P ) + anR(P ), e portanto, existem y ∈ TR(P ) e z ∈ anR(P ) tal

que 1 = y + z. Para mostrar que a soma é direta, seja x ∈ TR(P ) ∩ anR(P ). Assim,

x1 = xy + xz ∈ TR(P )anR(P ), e assim, TR(P ) ∩ anR(P ) ⊂ TR(P )anR(P ). Mas,

TR(P )anR(P ) = 0, pois dado λ ∈ anR(P ), p ∈ P e f ∈ P ∗, segue que λf(p) = f(λp) =

f(0) = 0. Logo, TR(P ) ∩ anR(P ) = 0, e portanto, R = TR(P )⊕ anR(P ).

Corolário 1.44. Se P é um R-módulo projetivo �nitamente gerado e �el, então TR(P ) =

R.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 1.43 e da de�nição de módulo �el.
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Observemos que todo módulo projetivo é um módulo plano, e sendo assim, dado

P um R-módulo projetivo e 0 → M ′ α→ M
β→ M ′′ → 0 uma sequência exata de R-

módulos, segue que a sequência 0 → M ′ ⊗R P
α⊗idP−→ M ⊗R P

β⊗idP−→ M ′′ ⊗R P → 0 é

exata.

1.4 Módulo simples e semi-simples

O objetivo desta seção é apresentar os chamados módulos simples e semi-simples.

Sabemos que todo módulo M tem no mínimo dois submódulos, M e 〈0〉, podendo
inclusive ter apenas esses. Mas existem casos em que um módulo possui muitos sub-

módulos e é útil quando podemos a�rmar alguma coisa sobre esses módulos, que são

chamados módulos semi-simples. Nesta seção, veremos que os módulos semi-simples

preservam uma propriedade que é válida nos espaços vetoriais.

De�nição 1.45. Dizemos que um R-módulo M é simples se seus únicos submódulos

são 〈0〉 e o próprio M .

Proposição 1.46. Um R-módulo simples é gerado por qualquer um de seus elementos

não nulo.

Demonstração. Sejam M um R-módulo simples e x ∈M , com x 6= 0. Assim, 〈x〉 é um
submódulo de M . Como os únicos submódulos de M são M e 〈0〉 e x 6= 0, segue que

〈x〉 = M .

Lema 1.47 (Lema de Schur). Todo homomor�smo não nulo de R-módulos simples é

um isomor�smo.

Demonstração. Sejam M,N dois R-módulos simples e f : M → N um homomor�smo

não nulo. Como Ker(f) ≤M , Ker(f) 6= M , f 6= 0 eM é simples, segue que Ker(f) = 0.

Também, como Im(f) ≤ N , Im(f) 6= {0} e N é simples, segue que Im(f) = N .

Portanto, f é um homomor�smo bijetor, ou seja, um isomor�smo.

Corolário 1.48. Se M um R-módulo simples, então EndR(M) é um anel de divisão,

isto é, todos os elementos não nulo são invertíveis.

Demonstração. Pelo Lema 1.47, como M é simples, segue que todo homomor�smo f

não nulo que pertence a End(M) é um isomor�smo, e assim, possui inverso. Além disso,

a função identidade id : M → M ∈ End(M), já que é um homomor�smo. Portanto,

End(M) é um anel de divisão.

Vimos na Seção 1.1 que nem todo submódulo de M é um somando direto, sendo

M um R-módulo qualquer, mas às vezes é interessante trabalhar com módulos dessa

natureza, por isso essa classe de R-módulos recebe um nome especial.
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De�nição 1.49. Seja M um R-módulo. Dizemos que M é semi-simples se todo

submódulo de M é um somando direto.

Exemplo 1.50. Se K for corpo, então todo K-espaço vetorial é um K-módulo semi-

simples.

Exemplo 1.51. Todo módulo simples é semi-simples, pois M = M + 〈0〉, mas 〈0〉 é
semi-simples e não é considerado simples, pois tem apenas um submódulo.

Exemplo 1.52. Z visto como um Z-módulo não é semi-simples, pois não possui so-

mandos diretos. De fato, se N ≤ Z, com N 6= 〈0〉, então N = 〈n〉, para algum n ∈ Z.
Suponhamos que N admite suplementar, isto é, existe S tal que Z = N ⊕ S. Como S

é um Z-submódulo de Z segue que S = 〈s〉, para algum s ∈ Z. Tomando x = ns 6= 0,

com n ∈ N e s ∈ S, segue que x ∈ N ∩ S e x 6= 0, o que não ocorre.

Proposição 1.53. Todo submódulo de um módulo semi-simples é semi-simples.

Demonstração. Sejam M um R-módulo semi-simples e N ≤ M . Para mostrar que

N é semi-simples devemos mostrar que para todo H ≤ N , H é um somando direto.

Para isso, seja H ≤ N . Como H ≤ M , segue que existe J ≤ M tal que M = J ⊕H.

Mostramos que N = (J ∩ N) ⊕ H. Como J ∩ N ∩ H ⊂ J ∩ H = {0}, segue que

(J ∩N)∩H = {0}. Como (J ∩N)⊕H é um submódulo de N , é su�ciente mostrar que

N ⊂ (J∩N)⊕H. Se n ∈ N ⊂M , então existem u ∈ J e v ∈ H ⊂ N tal que n = u+v,

o que implica que u = n−v ∈ N . Logo, n = u+v ∈ (J ∩N)⊕H ⇒ N = (J ∩N)⊕H.

Portanto, N é semi-simples.

Proposição 1.54. Todo R-módulo M semi-simples não nulo contém um submódulo

simples.

Demonstração. Seja M um R-módulo semi-simples não nulo. Se 0 6= m ∈ M , então

〈m〉 é um submódulo não nulo de M , que pela Proposição 1.53, é semi-simples. Mos-

tramos que 〈m〉 contém um submódulo simples. Se Ω = {H ≤ 〈m〉 : m /∈ H}, então
Ω 6= 0, pois 〈0〉 ∈ Ω. Ordenando Ω por inclusão, pelo Lema de Zorn, segue que Ω

possui elemento maximal, que chamamos de N . Como 〈m〉 é semi-simples, segue que

existe N ′ ≤ 〈m〉 tal que 〈m〉 = N ⊕ N ′. Além disso, N ′ 6= 0, pois caso contrário

teríamos 〈m〉 = N , o que implica m /∈ 〈m〉. Mostramos que N ′ é simples. Para isso, se

N ′′ ≤ N , então N ⊕N ′′ contém m devido à maximalidade de N . Logo, 〈m〉 = N ⊕N ′′,
o que implica que N ′′ = N ′. Portanto, N ′ é um submódulo simples de M .

A próxima proposição caracteriza os módulos semi-simples.

Proposição 1.55. Seja M um R-módulo. As seguintes a�rmações são equivalentes:
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i) M é semi-simples;

ii) M é a soma de uma família de R-módulos simples;

iii) M é soma direta de R-módulos simples.

Demonstração. Se M = 0, então não existem submódulos simples. Mas, por conven-

ção, uma soma, direta ou não, de uma família vazia de submódulos, é igual ao módulo

nulo. Logo, M = 0 satisfaz as condições da proposição, e assim, assumimos M 6= 0.

i) ⇒ ii) Seja N =
∑
i∈I

Si, onde {Si}i∈I é a família de todos os R-submódulos sim-

ples de M , que não é vazia, pela Proposição 1.55. Assim, N 6= 0, e logo, pela hipótese,

existe P ≤ M tal que M = N ⊕ P . Supondo que P 6= 0, pela Proposição 1.55, segue

que P contém um submódulo simples, pois P é semi-simples pela proposição 1.53. As-

sim, P ∩ N 6= 0 visto que N contém todos os submódulos simples, o que contraria o

fato de a soma ser direta. Logo, só podemos ter P = 0, e consequentemente, M = N .

Portanto, M é uma soma de submódulos simples.

ii) ⇒ iii) Pela hipótese, segue que vale a parte da soma. Assim, falta mostrar que

a mesma é direta. Suponhamos queM =
∑
i∈I

Si, onde {Si}i∈I é uma família de submó-

dulos simples deM e consideramos Ω =

{
J ⊆ I :

∑
j∈J

Sj é soma direta

}
, onde I é um

conjunto de índices. Como toda cadeia em Ω tem cota superior (união dos elementos),

pelo Lema de Zorn, segue que Ω tem um elemento maximal, e supomos que seja I ′.

Consideramos M ′ = ⊕
j∈I′

Sj. Mostramos que M ′ = M . Para todo i ∈ I, segue que Si é

um módulo simples, e assim, Si ∩M ′ = Si ou Si ∩M ′ = {0}, pois essa interseção é um

submódulo de Si (interseção de dois submódulos e está contido em Si). Se Si∩M = {0},
com i /∈ I ′, então I ′ ∪ {i} ⊃

6=
I ′, o que contradiz a maximalidade de I ′. Logo, Si ⊂M ′,

para todo i ∈ I, ou seja,M ′ = M , e portanto,M é soma direta de submódulos simples.

iii) ⇒ i) Por hipótese, M é uma soma direta de submódulos simples, isto é, M =

⊕
i∈i
Mi. Seja N um submódulo de M . De modo análogo ao caso anterior, segue que

N ∩ Mi = Mi ou N ∩ Mi = 0, para todo i ∈ I. Claramente, N = ⊕
j∈J
Mj, onde

J = {i ∈ I : Mi ∩N = Mi}. Portanto, como M = ⊕
j∈J
Mj ⊕

(
⊕

j∈I/J
Mj

)
= N ⊕K, onde

K = ⊕
j∈I/J

Mj, segue que M é semi-simples.
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1.5 Radicais

Nesta seção, apresentamos alguns tipos de radicais conhecidos sobre anéis comuta-

tivos.

De�nição 1.56. Sejam R um anel e x ∈ A. Dizemos que x é nilpotente se existe

um inteiro m positivo tal que xm = 0.

De�nição 1.57. Um ideal I de um anel R é chamado nilpotente se existe um inteiro

m positivo tal que Im = 0.

Note que se todo elemento de um ideal I for nilpotente, então I é um ideal nilpo-

tente.

De�nição 1.58. Seja R um anel comutativo. O radical de Jacobson de R, denotado

por J(A), é de�nido como sendo a interseção de todos os ideais maximais de R, ou

seja, J(A) = ∩Mi, onde Mi são os ideais maximais de R.

A próxima proposição caracteriza os radicais de Jacobson.

Proposição 1.59. Sejam R um anel e y ∈ A. As seguintes condições são equivalentes:

i) y ∈ J(A);

ii) 1− xy é invertível para todo x ∈ A;

iii) yM = 0 para todo R-módulo simples M .

Demonstração. i)⇒ ii) Suponhamos que exista x ∈ A tal que 1− xy não é invertível.

Assim, 〈1− xy〉 é um ideal próprio de R. Portanto, existe um ideal maximal M de R

tal que 1− xy ∈M , pois todo ideal próprio está contido em um ideal maximal. Como

y ∈ J(A) ⊆M , segue que 1 ∈M , o que é uma contradição.

ii) ⇒ iii) Seja M um R-módulo simples e suponhamos que existe m ∈ M tal que

ym 6= 0. Como M é simples, segue que 〈ym〉 = M . Portanto, existe x ∈ A tal que

xym = m, ou seja, (1 − xy)m = 0. Como por hipótese 1 − xy é invertível, segue que

m = 0, o que é uma contradição pois ym 6= 0.

iii) ⇒ i) Suponhamos que y /∈ J(A). Assim, existe um ideal maximal M de R tal

que y /∈ M . Como M
A

é simples (porque é um corpo), segue por hipótese que y A
M

= 0.

Assim, y ∈M , o que é uma contradição.

De�nição 1.60. Seja I ideal de um anel R. O radical de I denotado por
√
I ou r(I)

é de�nido como
√
I = {a ∈ A : an ∈ I para algum n > 0}.
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Os elementos de
√
I representam os elementos nilpotentes de R/I. De fato,

a ∈
√
I ⇔ an ∈ I ⇔ ān = 0̄ em A/I, para algum n. (1.1)

Também, usando a Equação (1.1) e que os ideias de R/I são da forma J/I em que

I ⊆ J E A, segue que
√
I = ∩P , onde P é um ideal primo de R que contém I.

De�nição 1.61. O nilradical de R é a interseção de todos os ideais primos de R,

isto é, Nil(A) = ∩Pi, onde Pi são os ideais primos de R.

Proposição 1.62. Se R é um anel comutativo, então o nilradical de R é o ideal

formado pelos elementos nilpotentes de R, isto é, Nil(A) = {a ∈ A : a é nilpotente}.

Demonstração. Denotamos por Π a interseção de todos os ideias primos de R. Se

x ∈ Nil(A), então existe n > 0 tal que xn = 0. Como 0 ∈ P , para todo ideal

primo P , segue que xn ∈ P , e assim, x ∈ P para todo ideal primo P (do fato de que

xn ∈ P ⇒ x ∈ P ou xn−1 ∈ P ; seguindo o raciocínio para xn−1, e assim sucessivamente,

segue que x ∈ P ). Logo, x ∈ Π. Por outro lado, seja x ∈ Π e suponhamos que

x /∈ Nil(A), ou seja, xn 6= 0 para algum n. Seja Σ = {I E A : n > 0 ⇒ xn /∈ I}.
Note que Σ 6= ∅ pois 〈0〉 ∈ Σ. Sendo Σ um conjunto não vazio parcialmente ordenado

por inclusão, onde toda cadeia de ideais (Ii)i∈I em Σ, possui cota superior J = ∪Ii
(observe que união de ideais não é necessariamente um ideal, mas nesse caso J é um

ideal pois os ideais da união fazem parte de uma cadeia), podemos aplicar o Lema de

Zorn e concluir que Σ possui um elemento maximal P . Mostramos que P é primo.

Suponhamos que xy ∈ P mas x /∈ P e y /∈ P . Assim, P ( 〈x〉 + P e P ( 〈y〉 + P .

Como P é elemento maximal de Σ, segue que 〈x〉+ P, 〈y〉+ P /∈ Σ. Mas isso signi�ca

que existem m,n > 0 tal que xm ∈ 〈x〉+P e xn ∈ 〈y〉+P . Logo, xmxn ∈ 〈xy〉+P = P ,

pois xy ∈ P . Assim, xm+n ∈ P , o que contradiz o fato de P ∈ Σ. O absurdo segue

do fato de ter suposto que P não é primo, e portanto, concluímos que P é um ideal

primo.

1.6 Módulos noetherianos e artinianos

Iniciamos esta seção mostrando uma equivalência entre duas condições de cadeia

necessárias para de�nirmos e explorarmos um pouco os módulos noetherianos e artini-

anos.

Proposição 1.63. Seja Σ um conjunto parcialmente ordenado pela relação ≤. As

seguintes condições em Σ são equivalentes:

i) Toda cadeia crescente de elementos de Σ é estacionária;
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ii) Todo subconjunto não vazio de Σ possui um elemento maximal.

Demonstração. i)⇒ ii) Seja ∅ 6= S ⊆ Σ e tome x1 ∈ S. Se x1 for um elemento maximal

de S, está provado. Caso contrário, existe x2 ∈ S tal que x1 < x2. Se x2 for maximal,

o resultado segue, caso contrário repetimos o argumento. Repetindo sucessivamente

o mesmo argumento, obtemos uma cadeia crescente x1 ≤ x2 ≤ ... que por hipótese é

estacionária. Logo, existe k tal que xk é maximal em S.

ii) ⇒ i) Dada a cadeia x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn ≤ ..., segue por hipótese que o con-

junto S = {x1, x2, ...} tem um elemento maximal, digamos xl. Assim, xl = xl+1 = ...,

e portanto, essa cadeia é estacionária.

De�nição 1.64. Sejam M um R-módulo e Σ um conjunto de submódulos de M . Con-

sideremos (Σ,⊆) com a relação de ordem. Se (Σ,⊆) satisfaz uma das condições da

Proposição 1.63, M é dito um R-módulo noetheriano.

O resultado da Proposição 1.63 ainda vale se trocarmos �cadeia crescente� por �ca-

deia decrescente� e �elemento maximal� por �elemento minimal�. O módulo que satis-

�zer uma das duas condições nesses termos é chamado de módulo artiniano. Obser-

vamos que todo anel R é um R-módulo e seus ideais são exatamente os submódulos.

Assim, um anel é noetheriano (artiniano) se os seus ideais satis�zem as condições da

Proposição 1.63, considerando a condição crescente (decrescente).

Exemplo 1.65. O anel Z é noetheriano mas não é artiniano. Para ver isso, seja

Σ = {(n) : n ∈ Z}. Assim, (n) ⊆ (m) ⇔ m|n. Logo, essa cadeia é estacionária, uma

vez que n tem um número �nito de divisores. Agora, se tomarmos a cadeia decrescente

(n) ) (n2) ) (n3) ) ... ) (nk) . . . , segue que essa não estaciona, pois n possui in�nitos

múltiplos.

Exemplo 1.66. Seja K um corpo. Um K-espaço vetorial de dimensão �nita é ambos

noehteriano e artiniano. Seus subespaços satisfazem a condição de cadeia crescente

porque a dimensão é �nita (espaços vetoriais de dimensão in�nita não são noetherianos)

e também satisfaz a condição de cadeia decrescente pois sempre terminará no máximo

com o espaço nulo.

Exemplo 1.67. O anel dos polinômios K[x1, x2, x3, . . . ] em in�nitas variáveis não é

noetheriano, uma vez que (x1) ( (x1, x2) ( (x1, x2, x3) ( ... não é estacionária pois

como existem in�nitas variáveis, sempre podemos acrescentar mais uma. Também

não é artiniano, uma vez que (x1) ) (x1
2) ) (x1

3) ) ... claramente também não é

estacionária.
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Proposição 1.68. Seja M um R-módulo. Assim, M é noetheriano se, e somente se,

todo submódulo de M é �nitamente gerado.

Demonstração. Suponhamos que M é noetheriano. Seja N ≤ M . Se N = {0}, então
N é �nitamente gerado. Caso contrário, existe n1 ∈ N\{0}. Se (n1) = N , então N é

�nitamente gerado. Caso contrário, existe x2 ∈ N\(n1) tal que (n1) ( (n1, n2) ≤ N .

Se N = (n1, n2), então N é �nitamente gerado. Caso contrário, prosseguimos com

o mesmo raciocínio de modo que obteremos (n1) ( (n1, n2) ( · · · ( (n1, . . . , nk) (
· · · ( N uma cadeia crescente de submódulos de N , e também de M , que por hipótese

é estacionária. Logo, existe l tal que (n1, . . . , nl) = (n1, . . . , nl, nl+1) = · · · = N ,

ou seja, N é �nitamente gerado. Reciprocamente, seja M1 ⊆ M2 ⊆ · · · ⊆ . . . uma

cadeia crescente de submódulos de M . Assim, N = ∪∞n=1Mn é um submódulo de M

(por formarem uma cadeia em M), e logo, é �nitamente gerado, por hipótese, isto é,

N = (x1, . . . , xr) onde xi ∈ Mni
. Se n = max{n1, . . . , nr}, então xi ∈ Mni

⊂ Mn para

todo i. Logo, N = Mn, e portanto, a cadeia é estacionária.

Proposição 1.69. Seja 0 −→ M ′ f−→ M
g−→ M ′′ −→ 0 uma sequência exata de

R-módulos.

i) M é noetheriano ⇔M ′ e M ′′ são noetherianos;

ii) M é artiniano ⇔M ′ e M ′′ são artinianos;

Demonstração. i) Sejam M ′
1 ⊆ M ′

2 ⊆ · · · ⊆ · · · uma cadeia crescente de submó-

dulos de M ′ e M ′′
1 ⊆ M ′′

2 ⊆ · · · ⊆ · · · uma cadeia de submódulos de M ′′. As-

sim, f(M ′
1) ⊆ f(M ′

2) ⊆ · · · e g−1(M ′′
1 ) ⊆ g−1(M ′′

2 ) ⊆ · · · são cadeias crescentes

de submódulos de M , que por hipótese é noetheriano. Logo, existem k e n tal que

f(M ′
k) = f(M ′

k+1) = · · · e g−1(M ′′
n) = g−1(M ′′

n+1) = · · · . Como f é injetora, segue

que f−1f(M ′
k) = M ′

k, para todo k. Logo, M ′
k = M ′

k+1, o que implica que M ′ é no-

etheriano. Analogamente, como g é sobrejetora, segue que g(g−1(M ′′
n)) = M ′′

n para

todo n, assim M ′′
n = M ′′

n+1, o que implica que M ′′ é noetheriano. Reciprocamente, se

M1 ⊆ M2 ⊂ · · · é uma cadeia de submódulos de M , então f−1(M1) ⊆ f−1(M2) ⊆ · · ·
é uma cadeia de submódulos de M ′, que por hipótese, é estacionária, isto é, existe

k tal que f−1(Mk) = f−1(Mk+1) = . . . Também, g(M1) ⊆ g(M2) ⊆ · · · é uma ca-

deia de submódulos de M ′′. Logo, existe l tal que g(Ml) = g(Ml+1) = · · · . Seja

r = max{k, l}. Como Mr ⊂ Mr+1 para todo r, é su�ciente mostrar a inclusão contrá-

ria. Seja x ∈ Mr+1 ⊆ M . Como g(Mr) = g(Mr+1) para todo r ≥ l, segue que existe

y ∈ Mr tal que g(x) = g(y). Assim, g(x − y) = 0 ⇒ x − y ∈ Ker(g) = Im(f), e

então, existe z ∈ M ′ tal que f(z) = x − y ∈ Mr+1. Logo, z ∈ f−1(Mr+1) = f−1(Mr),

e isto implica que, f(z) = x − y ∈ Mr. Como y ∈ Mr, segue que x ∈ Mr, e assim,
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Mr+1 ⊆Mr. Portanto, a cadeia em M é estacionária e M é noetheriano.

ii) A prova é feita de modo análogo ao item i) utilizando cadeias decrescentes.

Corolário 1.70. Sejam M um R-módulo e N ≤ M . Assim, M é noetheriano se, e

somente se, N e M
N

são noetherianos.

Demonstração. Pela Proposição 1.69, é su�ciente considerar a sequência exata

0 −→ N
i−→M

π−→ M
N
−→ 0.

Corolário 1.71. Se M1, . . . ,Mn são R-módulos noetherianos, então
n⊕
i=1

Mi é noethe-

riano.

Demonstração. Como
n⊕
i=1

Mi =

(
n−1⊕
i=1

Mi

)⊕
Mn, para n > 1, é su�ciente motrar

para n = 2, e o caso geral, segue por indução. Considere a sequência 0 −→ M2
i−→

M1 ⊕M2
p−→ M1 −→ 0, onde i(m2) = (0,m2) e p(m1,m2) = m1. Esta sequência é

exata, pois i é injetora, visto que i(m2) = (0, 0) ⇒ (0,m2) = (0, 0) ⇒ m2 = 0, e p é

sobrejetora, pois dado m1 ∈M1, existe (m1,m2) ∈M1 ⊕M2, tal que p(m1,m2) = m1.

Além disso, Im(i) = (0,m2) = M2 = Ker(g). Logo, o resultado segue pela Proposição

1.69.

Proposição 1.72. Se R é noetheriano e M é um R-módulo �nitamente gerado, então

M é noetheriano.

Demonstração. Pelo Corolário 1.71, segue que se M é noetheriano, e portanto, Mn

também é noetheriano. Logo, como R é noetheriano, segue que Rn também é noethe-

riano. Como M é �nitamente gerado, seja {m1, ...,mk} um conjunto de geradores. A

aplicação

f : Rk → M

(a1, ..., ak) 7→
k∑
i=1

aimi

é um epimor�smo, e assim, Rk

Ker(f)
∼= M . Portanto, pelo Corolário 1.70, segue que M é

noetheriano.

Note que os resultados anteriores também são válidos substituindo-se noetheriano

por artiniano, conforme a Proposição 1.69.

Vejamos alguns resultados que relacionam anel artiniano e radicais.

Proposição 1.73. Se R é artiniano então todo ideal primo é maximal.



Considerações �nais 43

Demonstração. Se P um ideal primo de R, então R/P é um domínio e como R é

artiniano, pelo Corolário 1.70, segue que R/P também é artiniano. Assim, dado x ∈
(R/P )\{0}, considerando a cadeia (x) ⊇ (x2) ⊇ (x3) . . . , segue que existe n tal que

(xn) = (xn+1) = . . . . Assim, existe b ∈ R/P tal que xn = bxn+1 ⇒ xn(1 − bx) = 0.

Como x 6= 0 e R/P é um domínio, segue que bx = 1, ou seja, x 6= 0 possui inverso.

Portanto, R/P é um corpo, e assim, P é um ideal maximal.

Corolário 1.74. Se R é artiniano, então nil(R) = Jac(R).

Demonstração. Segue diretamente da Proposição 1.73.

1.7 Considerações �nais

Neste capítulo, apresentamos os conceitos iniciais sobre módulos necessários para

entender o restante do texto, e que também pode ser utilizado como um texto à parte

para quem deseja estudar um pouco sobre os módulos. Por esta razão, apresentamos

conceitos como, por exemplo, de módulo noetheriano e artiniano, que não são propri-

amente utilizados aqui. Os conceitos de produto tensorial, módulos simples e módulo

semi-simples recebem uma generalização para o caso das álgebras no Capítulo 2. Os

módulos projetivos serão utilizados no Capítulo 3 para o desenvolvimento da teoria de

Galois para anéis comutativos.



2 Álgebras

Neste capítulo, apresentamos as de�nições e propriedades básicas sobre as álgebras

de�nidas sobre um anel R, dedicando uma atenção especial às álgebras semi-simples e

às álgebras separáveis, conceitos que serão de suma importância para a realização dos

próximos capítulos. Para a realização deste capítulo, nos baseamos nas de�nições e

demonstrações apresentadas em [1], [4], [15] e [16].

2.1 Noções básicas

Nesta seção, apresentamos o conceito de álgebra e suas principais propriedades, onde

veremos que uma álgebra possui três operações sendo duas internas e uma externa.

De�nição 2.1. Sejam R um anel e A um conjunto não vazio. Dizemos que A é uma

R-álgebra se satis�zer:

1. A é um R-módulo;

2. existe uma aplicação bilinear f : A × A → A, denotada por f(x, y) = xy, que

satisfaz: x(y + z) = xy + xz, (x + y)z = xz + yz e (xy)z = x(yz), para todo

x, y, z ∈ A.

Com menos rigor, uma R-álgebra A é um conjunto A que é ao mesmo tempo um

R-módulo e um anel. Quando se de�ne uma K-álgebra A sobre um corpo K, então A

tem estrutura de anel e de K-espaço vetorial.

Observe que dados dois anéis quaisquer R e S tal que exista um homomor�smo

f : R → S, podemos de�nir o produto ab = f(a)b, e com essa operação, S também

tem estrutura de R-módulo. Logo, S tem uma estrutura de um R-módulo além da

estrutura de anel, ou seja, S é uma R-álgebra. Assim, podemos ver S como uma R-

álgebra considerando quaisquer anéis R e S tal que que exista um homomor�smo entre

eles. Nesse caso, uma R-álgebra pode ser de�nida como uma estrutura formada por

44
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um anel S munido de um homomor�smo de anéis f : R→ S com a operação de�nida

por ab = f(a)b.

De�nição 2.2. Sejam R um anel, A e B duas R-álgebras. Uma aplicação h : A→ B,

é chamada um homomor�smo de álgebras se, além de homomor�smo de anéis, h

for também um homomor�smo de R-módulos.

De�nição 2.3. Uma R-álgebra A é dita �nita se A é �nitamente gerada como um

R-módulo.

Exemplo 2.4. R e C com suas operações usuais são R-álgebras.

Exemplo 2.5. O espaço dos polinômios R[x1, . . . , xn], em n variáveis com coe�cientes

em R munido da multiplicação usual de polinômios, é uma álgebra sobre R, ou seja, é

uma R-álgebra.

De�nição 2.6. Seja A uma R-álgebra. Uma subálgebra de A é um subconjunto N

de A que também é uma álgebra com as operações de A restritas a N , ou seja, que é

tanto um subanel como um submódulo de A.

Dadas duas R-álgebras A e B, que também são R-módulos, podemos de�nir seu

produto tensorial D = A⊗B sobre R. De�nindo a soma e a multiplicação por escalar

como (b⊗c)+(b′⊗c′) = (b+b′)⊗(c+c′) e a(b⊗c) = ab⊗c, respectivamente, segue que

D é um R-módulo. Assim, para mostrar que D é uma R-álgebra, precisamos de�nir

uma multiplicação entre os elementos de D. Para isso, considere a aplicação

f : A×B × A×B → D

(b, c, b′, c′) 7→ bb′ ⊗ cc′.

Observando que f é linear em cada coordenada, segue da Proposição 1.28, que f

induz o homomor�smo de R-módulos f ′ : A ⊗ B ⊗ A ⊗ B → D. Como o produto

tensorial é associativo, segue que f induz um homomor�smo de D ⊗ D em D que

corresponde à aplicação bilinear g : D ×D → D dada por u(b⊗ c, b′ ⊗ c′) = bb′ ⊗ cc′.
Assim, a multiplicação (a ⊗ b)(a′ ⊗ b′) = (aa′ ⊗ bb′) está bem de�nida. Poderíamos

ter apresentado essa fórmula diretamente, mas desta forma não poderíamos garantir

que a mesma está bem de�nida. Com essa multiplicação, essa soma e esse produto por

escalar, segue que o produto tensorial D = A⊗B é uma R-álgebra com unidade 1⊗ 1.

Vejamos, agora, duas de�nições que utilizaremos nas seções seguintes.

De�nição 2.7. Seja A uma R-álgebra. Dizemos que A é central se Z(A) ∼= R, onde

Z(A) = {a ∈ A| ab = ba, para todo b ∈ A} indica o centro da álgebra A. Os elementos

x ∈ A tal que xa = ax, para todo a ∈ A, isto é, tal que x ∈ Z(A), são chamados de

elementos centrais de A.
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De�nição 2.8. Sejam A uma K-álgebra e N(A) a soma de todos os ideais (bilaterais)

nilpotentes de A. O ideal N(A) é chamado radical de A.

2.2 Álgebras simples e semi-simples

Nosso principal objetivo nesta seção, é de�nir e caracterizar as álgebras simples e

semi-simples através do Teorema de Wedderburn. As álgebras aqui consideradas são

de�nidas sobre um corpo K, de dimensão �nita, associativas, com elemento identidade

e não necessariamente comutativas.

De�nição 2.9. Seja A uma K-álgebra. Dizemos que A é uma álgebra simples se A

não possui ideal além dos triviais {0} e A.

De�nição 2.10. Seja A uma K-álgebra de dimensão �nita. Dizemos que A é semi-

simples se N(A) = 0, ou seja, se A não possui ideais laterais nilpotentes.

Notemos que toda K-álgebra de dimensão �nita sem elementos nilpotentes não

nulos, é semi-simples. Se a álgebra for comutativa, a recíproca também vale.

Veremos a seguir uma sequência de resultados que serão auxiliares à prova do teo-

rema principal.

Lema 2.11. Seja A uma K-álgebra de dimensão �nita. Se I é um ideal não nulo de A

que não é nilpotente, então I possui um elemento idempotente não nulo, isto é, existe

0 6= e ∈ I tal que e2 = e.

Demonstração. Como I não é nilpotente, segue que existe a ∈ I que não é nilpotente.

Consideremos a sequência I ⊃ Ia ⊃ Ia2 ⊃ · · · ⊃ Ian · · · . Pelo fato de que a dimensão

de A é �nita, segue que essa sequência é estacionária, e logo, existe um inteiro m

positivo tal que Iam = Iam+1 = · · · . Chamando B = Iam e b = am+1, segue que Bb =

Iamam+1 = Ia2m+1 = Iam = B, e desta forma, como b ∈ B, segue que existe e ∈ B tal

que eb = b, e logo, (e2 − e)b = 0. Usaremos esta igualdade e a função dada a seguir

para mostrar que e é um idempotente não nulo. De�nindo φ : B → B por φ(x) = xb,

segue que φ é linear e claramente sobrejetora. Pelo fato de que B tem dimensão �nita,

segue que φ é também injetora, e assim, 0 = (e2− e)b = φ(e2− e)⇒ e2− e = 0, donde

segue que e2 = e. Além disso, supondo que e = 0, segue que am+1 = b = eb = 0, o que

contradiz o fato de que a não é nilpotente. Logo, e 6= 0.

Teorema 2.12. Seja A uma K-álgebra semi-simples. Se I é um ideal à esquerda não

nulo de A, então I = Ae para algum elemento idempotente não nulo e ∈ I.
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Demonstração. Seja I um ideal não nulo de A. Como A é semi-simples, segue que I

não é nilpotente, e então, pelo Lema 2.11, segue que existe um elemento idempotente

não nulo eo em I. Consideremos o conjunto anulador anI(eo) = {b ∈ I : beo = 0},
que é um ideal de A e, portanto, não pode ser nilpotente. Suponhamos que anI(eo) 6=
{0}. Usando novamente o Lema 2.11, segue que existe um idempotente não nulo

e1 ∈ anI(eo). Seja fo = e0 + e1 − e0e1 ∈ I. Claramente f 2
o = (e0 + e1 − eoe1)2 =

f0 já que e1eo = 0. Também, fo 6= 0, pois caso contrário teríamos 0 = foeo =

e2
o + e1e0 − e0e1e0 = e2

o = eo, que é um absurdo. Além disso, dado b ∈ anI(fo),

segue que 0 = (bfoeo)eo = b(foeo) = beo, donde concluímos que b ∈ anI(eo), e logo,

anI(fo) ⊂ anI(eo). Note que esta inclusão é própria, visto que e1 ∈ anI(eo) mas

e1fo = e1 6= 0. Supondo que anI(fo) 6= 0, continuamos o processo obtendo a cadeia de

ideais an(eo) ⊃ an(fo) ⊃ an(go) ⊃ · · · . Mas, pelo fato de a dimensão de A ser �nita,

segue que esse processo para após algumas repetições �nitas, de modo que podemos

concluir que existe um elemento idempotente e 6= 0 em I tal que an(e) = 0. Mas dado

b ∈ B, segue que (be− b)e = 0, e logo, be− b ∈ an(e) = 0, e consequentemente, be = b.

Portanto, Ae ⊂ I ⊂ Ae, ou seja, Ae = I.

Corolário 2.13. Seja A uma K-álgebra semi-simples. Se I é um ideal não nulo de A,

então I = Ae = eA, para algum elemento idempotente central não nulo e ∈ I em A.

Em particular, I é uma K-álgebra com elemento idempotente e.

Demonstração. Pelo Teorema 2.12, sabemos que existem elementos idempotentes e1, e2 ∈
I não nulos tal que e1b = b = be2, para todo b ∈ I. Assim, em particular, vale que

e1 = e1e2 = e2. Logo, e1 = e2 = e é o elemento identidade da multiplicação de I, e por-

tanto, I = Ae = eA. Agora, mostramos que e é central em A, isto é, que ae = ea, para

todo a ∈ A. Notemos que ea, ae ∈ I para todo a ∈ A. Logo, ae = e(ae) = (ea)e = ea,

para todo a ∈ A, o que conclui a prova.

Lema 2.14. Seja A uma K álgebra semi-simples. Se I1, . . . , In são ideais minimais

distintos de A, então I1 + · · ·+ In = I1⊕ · · ·⊕ In. Em particular, A possui um número

�nito de ideais minimais.

Demonstração. Vimos no Teorema 2.12 que para cada ideal minimal Ii, existe um

elemento idempotente ei 6= 0 tal que Ii = Aei, para todo i = 1, . . . , n. Suponhamos

que eiej 6= 0, para algum i e algum j. Assim, Ii∩Ij 6= 0. Mas como Ii∩Ij é um ideal de

A contido em Ii e em Ij, pela minimalidade de ambos, segue que Ii = Ii∩Ij = Ij, e pelo

fato de os ideais serem distintos, devemos ter necessariamente que Ii = Ij. Logo, eiej =

0 sempre que i 6= j. Agora, suponhamos que existam ai ∈ A tal que a1e1+· · ·+anen = 0.

Multiplicando por ei, obtemos ae2
i = aei = 0, para todo i = 1, . . . , n, o que mostra que
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a soma é direta. Para ver que o número de ideais minimais de A é �nito, é su�ciente

observar que dimKA é �nita e dimK(I1 + · · ·+ In) =
n∑
i=1

dimKIi.

Teorema 2.15. Seja A uma K-álgebra semi-simples. Se I1, . . . , In são todos os ideais

minimais de A, então A = I1 ⊕ · · · ⊕ In.

Demonstração. Usando o Lema 2.14, só falta mostrar que A ⊂ I1 + · · ·+ In. Já vimos

que para cada Ii, existem elementos idempotentes ei tal que Ii = Aei e eiej = 0, para

i 6= j. Seja e = e1+· · ·+en, que é também um idempotente central não nulo satisfazendo

eei = ei, para todo i = 1, . . . , n. Suponhamos que e 6= 1. Assim, J = A(e − 1) é um

ideal não nulo de A, e desse modo, J contém algum dos ideais minimais Ii de A, digamos

Ik. Logo, para algum a ∈ A, podemos escrever ek = a(e − 1), e consequentemente,

ek = e2
k = eka(e − 1) = ekea − eka = 0, já que eke = ek, o que é um absurdo. Assim,

e1 + · · ·+ en = 1, e dado a ∈ A, segue que a = ae1 + · · ·+aen ∈ I1 + · · ·+ In. Portanto,

A = I1 ⊕ · · · ⊕ In.

A partir do Teorema 2.15 podemos concluir que uma K-álgebra semi-simples é a

soma direta de todos os seus ideais minimais, fato que será utilizado recorrentemente

na aplicação em códigos feita no último capítulo. A partir disso, para provar que uma

álgebra semi-simples é a soma direta de álgebras simples, basta provar que todo ideal

minimal é uma álgebra simples, como faremos no próximo lema.

Lema 2.16. Sejam A uma K-álgebra semi-simples e I um ideal não nulo de A. Se I

é minimal, então I é uma K-álgebra simples.

Demonstração. Como I é uma K-álgebra, segue que somente precisamos mostrar que

os únicos ideais de I são os triviais. Seja J um ideal não nulo de I e consideremos o

ideal IJI de A, que também está contido em I. Suponhamos que IJI = 0. Assim,

J3 ⊂ IJI = 0, e logo, J3 = 0. Assim, J é um ideal nilpotente de I, o que contradiz o

fato de que I é semi-simples. Logo, IJI 6= 0, e então, pela minimalidade de I, segue

que I = IJI ⊂ J ⊂ I, ou seja, J = I. Portanto, I é uma K-álgebra simples.

Dos dois últimos resultados concluímos o seguinte teorema.

Teorema 2.17. Toda álgebra semi-simples é uma soma direta de álgebras simples.

O Teorema de Wedderburn, objetivo dessa seção, fornece ainda mais informações

sobre as álgebras semi-simples, pois nos mostra exatamente a �cara� que essas álgebras

simples da decomposição possuem. Para prová-lo vamos precisar de algumas de�nições

e observações, que faremos a seguir.
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Dados um corpo K e D uma K-álgebra, o conjunto Mn(D) das matrizes n×n com

entradas em D é uma K-álgebra chamada de álgebra de matrizes. Dizemos que D é

uma álgebra de divisão, se D for um anel de divisão. Aqui estamos interessados nas

matrizes Mn(D), especialmente quando D for álgebra de divisão.

Seja Cj ⊆Mn(D) conjunto das matrizes cujos elementos que não estão na coluna j

são zero: 

0 . . . c1 . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . ci . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . cn . . . 0


.

Cada conjunto Cj é um submódulo de Mn(D). Mostramos que Cj é um Mn(D)-

módulo simples. Seja N 6= 0 um submódulo de Cj. Como N não é 0, segue que N

contém um vetor v 6= 0. Este vetor visto como uma matriz de Mn(D) é da forma

v =
n∑
l=1

clEl,j, onde Ei,j são as chamadas matrizes elementares, que são as matrizes

que possuem o número 1 na posição (i, j) e têm as outras posições preenchidas com

zeros. Como v 6= 0, segue que existe 1 ≤ k ≤ n tal que ck 6= 0. Como D é um

anel de divisão, segue que todo elemento não nulo possui inverso. Assim, temos que

ck
−1Ei,kv = Ei,j ∈ N (pois Ei,jEl,j = 0 para todo i 6= j) para todo i. Do fato de que

Ei,j gera Cj, concluímos que N = Cj, ou seja, Cj é simples, como queríamos mostrar.

Além disso, nota-se claramente que Mn(D) =
n⊕
j=1

Cj e que todos os Cj
′s são isomorfos

como Mn(D)-módulos a Dn, conjunto de vetores colunas com entrada em D. Aliás,

vale mais do que isso, todos os Mn(D)-módulos simples são isomorfos, como a�rma o

próximo lema.

Lema 2.18. Se S é um Mn(D)-módulo simples, então S ∼= Dn.

Demonstração. Seja S um Mn(D)-módulo simples. Pela Proposição 1.46, segue que

S = Mn(D)v, para qualquer v ∈ S\{0}. Como Dn ∼= Cj, segue que Dn também é

simples, e logo, Dn = Mn(D)e1 (porque um módulo simples é gerado por qualquer

um de seus elementos), onde e1 é o primeiro vetor da base canônica ordenada. Assim,

podemos de�nir o seguinte homomor�smo

f : S → Dn

v 7→ e1.

Essa de�nição de f dada a partir dos geradores, estende-se para todo o conjunto S.

Como f 6= 0, pelo Lema 1.47, segue que f é um isomor�smo, e portanto, S ∼= Dn, ou
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seja, todo Mn(D)-módulo simples é isomorfo a Dn.

Teorema 2.19. (Teorema de Wedderburn para álgebras simples) Se A é uma K-álgebra

simples, então A é isomorfo à álgebra Dn = Mn(D) das matrizes n × n para algum

inteiro n > 1 com coe�cientes em uma K-álgebra de divisão D.

Demonstração. Seja M um ideal minimal à esquerda de A. O ideal M existe visto

que A é um K-espaço vetorial de dimensão �nita. Pelo Lema 2.16, segue que M é

simples, e como provamos no Corolário 1.48, segue que D = EndR(M) é uma álgebra

de divisão. Podemos ver M como um D-módulo à esquerda via a ação dm = d(m),

para todo m ∈ M e para todo d ∈ D. Desta forma, podemos de�nir a aplicação de

D-módulos ga : M → M por ga(x) = ax. Claramente, ga ∈ EndD(M), para todo

a ∈ A. Consideremos, então, o homomor�smo de K-álgebras

i : A → EndD(M)

a 7→ ga
.

Mostramos que i é bijetivo. Por A ser simples, segue que i é injetivo. Para veri�car

a sobrejetividade, consideramos a aplicação hy : M → M dada por hy(x) = xy, que

obviamente pertence a D. Assim, f(xy) = f(hy(x)) = f(hy · x) = hy · (f(x)) =

hy(f(x)) = f(x)y, para todo x, y ∈ M e para todo f ∈ EndD(M). Usando este

fato, vamos mostrar que i(M) é um ideal à esquerda de EndD(M). De fato, dados

f ∈ EndD(M) e x, y ∈M , segue que f.i(x)y = f(i(x)y) = f(xy) = f(x)y = i(f(x))(y),

e consequentemente, f.i(x) = i(f(x)) ∈ i(M), para todo f ∈ EndD(M), ou seja,

i(M) é ideal de EndD(M). Usando novamente o fato de A ser simples, segue que

A = MA, e assim, i(A) = i(MA) = i(M)i(A) é ideal à esquerda de EndD(M). Como

idM = i(1R) ∈ i(A), segue que i(A) = EndD(M), ou seja, i é sobrejetora, e logo,

A ∼= EndD(M). Além disso, pelo fato de A ser uma álgebra de dimensão �nita sobre

K, segue que a dimensão de M como D-espaço vetorial é �nita, digamos n, e desse

modo, EndD(M) ∼= Mn(D). Assim, concluímos que A ∼= Mn(D). Para concluir a

demonstração do teorema resta provar que a álgebra D e o inteiro n são unicamente

determinados por A. Para mostrar isso, suponhamos que D e D′ são K-álgebras

de divisão tal que as correspondentes álgebras de matrizes, Dn e D′n, são isomorfas.

Devemos mostrar que D ∼= D′ e n = n′. Para mostrar que D ∼= D′, é su�ciente mostrar

que, para todo Dn-módulo simples N , existe um isomor�smo de K-álgebras em que

D ∼= EndDn(N). Pelo Lema 2.18, segue que quaisquer dois Dn-módulos à esquerda são

isomorfos a Dn, e assim, podemos tomar N = Dn =




x1

...

xn

 : xi ∈ D

. Além disso,
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N = Dn é também um D-módulo à direita, o que nos permite considerar a aplicação

φ : D → EndDn(Dn) dada por φ(d)


x1

...

xn

 =


x1d
...

xnd

, para todo d, x1, . . . , xn ∈ D.

Claramente, φ é um homomor�smo injetor, visto que D é um anel de divisão. Para ver

a sobrejetividade, tomamos f ∈ EndDn(Dn) e escrevemos f(e1) = e1λ1 + · · · + enλn,

onde λi ∈ D e {e1, . . . , en} é a base canônica de D. Das equações f(e1) = f(E11e1) =

E11f(e1) = E11λ1 e f(ej) = f(Ej1e1) = Ej1λ1, para 2 ≤ j ≤ n, segue que φ(ej) = f ,

e portanto, φ é sobrejetor. Por �m, pelo fato que D ∼= D′, segue que n2 = dimDD
n =

dimD′D
′
n′ = n

′2, que implica que n = n′. Com isso, o teorema está demonstrado.

Teorema 2.20 (Teorema de Wedderburn para álgebras semi-simples). Uma K-álgebra

A é semi-simples se, e somente se, existem inteiros ni e álgebras de divisão Di tal que

A ∼= Mn1(D1)⊕ · · · ⊕Mnr(Dr).

Demonstração. Pelo Teorema 2.17, segue que A é soma direta de álgebras simples, e

pelo Teorema de Wedderburn para álgebras simples, segue que toda ágebra simples é

isomorfa a Mn(D), onde D é uma álgebra de divisão. Assim, a demonstração desse

teorema sai diretamente da aplicação desses dois resultados.

A próxima proposição nos dá algumas de�nições equivalentes para álgebras semi-

simples, que utilizamos na próxima seção.

Proposição 2.21. Seja A uma K-álgebra de dimensão �nita não necessariamente co-

mutativa. As seguintes a�rmações são equivalentes (os módulos e submódulos referidos

são sempre à esquerda):

1. A é semi-simples.

2. A é uma soma direta �nita de ideais minimais.

3. Todo A-módulo é uma soma de submódulos simples.

4. Todo submódulo de um A-módulo M é somando direto de M .

5. Toda sequência exata de A-módulos

0→M ′ →M →M ′′ → 0

cinde.

6. Todo ideal à esquerda de A é um somando direto de A como um A-módulo.
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7. A não contém ideais laterais nilpotentes.

Demonstração. (1⇒ 2) decorre do Teorema 2.15.

(2⇒ 3) Por hipótese e pelo Teorema 2.12, segue que A = Ae1 ⊕ · · · ⊕ Aer, onde os ei
são idempotentes não nulos tal que eiej = 0 para i 6= j. Assim, dado um A-módulo

M , segue que M =
∑
x∈M

r∑
i=1

Aeix. Além disso, a aplicação

ϕ : Aei → Aeix

aei 7→ aeix

é um homomor�smo sobrejetivo de A-módulos. Como Ker(ϕ) ⊂ Aei é um ideal de

A e Aei são ideais minimais, segue que Ker(ϕ) = 0 ou Ker(ϕ) = Aei. Supondo que

Ker(ϕ) = 0, segue que ϕ é um isomor�smo e então, pelo fato de Aei ser semi-simples,

segue que Aeix também é. Supondo que Ker(ϕ) = Aei, segue que Aeix = 0, ou seja,

em ambos os casos Aeix é simples, de onde concluímos que M , e logo, todo A-módulo

é uma soma de submódulos simples.

(3⇒ 4) Segue da Proposição 1.55.

(4 ⇒ 5) Se 0 → M ′ f→ M
g→ M ′′ → 0 é uma sequência exata de A-módulos, en-

tão f(M ′) é um submódulo deM e logo, por hipótese, segue que existe H ⊂M tal que

M = f(M ′)⊕H. Como g é sobrejetora, dado x′′ ∈M ′′ existe x ∈M tal que g(x) = x′′.

Por outro lado, da igualdade M = f(M ′)⊕H, segue que existem y ∈ f(M ′) = Ker(g)

e z ∈ H tal que x = y + z. Logo, x′′ = g(x) = g(y + z) = g(y) + g(z) = g(z), sendo

este z único. Para concluir a prova, consideremos o seguinte A-homomor�smo

h : M ′′ → M

x′′ 7→ z.

Observamos que g ◦ h(x′′) = g(z) = x′′, ou seja, g ◦ h = idM ′′ , e portanto, a sequência

cinde.

(5 ⇒ 6) Seja I um ideal à esquerda de A e consideremos a sequência exata de A-

módulos

0→ I → A
π→ A/I → 0.

Por hipótese, esta sequência cinde, ou seja, existe h : A/I → A tal que π ◦ h = idA/I .
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Logo, A = I ⊕ h(A/I), o que mostra que I é somando direto de A.

(6 ⇒ 7) Sabemos que N(A) é um ideal à esquerda de A, e assim, por hipótese, segue

que existe um ideal N ′ de A tal que A = N(A) ⊕ N ′. Assim, existem x ∈ N(A)

e x′ ∈ N ′ tal que 1 = x + x′, e então, x = x2 + xx′. Desta igualdade, segue que

x−x2 = xx′ ∈ N(A)∩N ′ = 0, donde segue que x2 = x. Mas, como x ∈ N(A), x é nil-

potente, e então existe um inteiro n > 1 tal que xn = 0, e logo, x = x2 = · · · = xn = 0.

Desta forma, da igualdade 1 = x+ x′, segue que x′ = 1, e consequentemente, N ′ = A.

Sendo assim, só podemos ter N(A) = 0, ou seja, A não tem ideais laterais nilpotentes.

(7⇒ 1) Sai diretamente da de�nição de álgebra semi-simples.

Observação 2.22. Existe também uma teoria de álgebras semi-simples sobre anéis

comutativos, que encontra-se em [8], onde é dada uma caracterização das álgebras

semi-simples sobre anéis noetherianos. Não exploramos esta parte neste trabalho pois

esta teoria exige conhecimentos prévios que fogem ao nosso objetivo.

2.3 Álgebras separáveis

Nesta seção, apesentamos as álgebras separáveis, que são um tipo de álgebra semi-

simples. Inicialmente, apresentamos uma de�nição para álgebras separáveis sobre um

corpo K, que podem ser interpretadas como sendo as K-álgebras semi-simples sobre

K que permanecem semi-simples sobre um corpo L ⊃ K. Em seguida, apresentamos

outras versões de de�nições e propriedades que valem para álgebras sobre corpos e se

estendem naturalmente para o caso geral das álgebras sobre um anel comutativo.

De�nição 2.23. Seja A uma K-álgebra de dimensão �nita. Dizemos que A é sepa-

rável sobre K, se A⊗K E é uma E-álgebra semi-simples, para todo corpo E contendo

K. Em particular, A = A⊗K K deve ser semi-simples se A for separável.

Pelo fato de as álgebras separáveis serem semi-simples, segue o seguinte teorema.

Teorema 2.24. (Teorema de Wedderburn para álgebras separáveis) Seja A uma K-

álgebra de dimensão �nita. Assim, A é separável sobre K se, e somente se, A ∼=
Mn1(D1)⊗ · · · ⊗Mnr(Dr), sendo Di K-álgebras de divisão de dimensão �nita.

Exemplo 2.25. Se F1, . . . , Fr são extensões �nitas separáveis de um corpo K, então a

álgebra A = F1 ⊕ · · · ⊕ Fr é separável. De fato, se L ⊇ K é uma extensão de K, então

A⊗K L = (
r⊕
i=1

Fi)⊗K L =
r⊕
i=1

(Fi⊗K L). Como cada somando não possui nilpotentes
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não-nulos, A⊗K L também não os possui, ou seja, A⊗K L é uma álgebra semi-simples.

Portanto, pela De�nição 2.23, segue que A é uma álgebra separável.

O Exemplo 2.25, representa todos as K-álgebras A comutativas que são separáveis

sobre um corpo K, pois dada qualquer K-álgebra separável podemos representá-la da

mesma forma como uma soma direta. Este fato segue do próximo corolário.

Corolário 2.26. Seja A uma K-álgebra comutativa de dimensão �nita. Assim, A é

separável sobre K se, e somente se, A ∼= F1⊕· · ·⊕Fn, onde os Fi são extensões �nitas

separáveis de K.

Demonstração. A condição �somente se� foi demonstrada no Exemplo 2.25. Mostremos

que vale a condição "se". Pelos resultados Lema 2.11, Teorema 2.12, Lema 2.14 e

Teorema 2.15, temos que A = F1 ⊕ · · · ⊕ Fn e pelo Lema 2.16, segue que os únicos

ideais de Fi são os triviais, logo, cada Fi é corpo. Para mostrar que cada Fi é extensão de

K, considere a aplicação i : K → Fi de�nida por i(λ) = λe para todo λ ∈ K. A função

i é um monomor�smo, e portanto, Fi é uma extensão de K. Supondo que Fi não é

separável sobreK então existe uma extensão L deK tal que Fi⊗KL tem pelo menos um

elemento idempotente x 6= 0. Portanto, (0, . . . , 0, x, 0, . . . , 0) ∈ F1⊗KL⊕· · ·⊕Fn⊗KL =

A⊗KL é um elemento idempotente não nulo, o que contradiz o fato de queA é separável.

Logo todos os Fi são separáveis.

Corolário 2.27. Seja A uma K-álgebra comutativa com elemento identidade 1 e di-

mensão �nita. Assim, A é separável se, e somente se, existe um corpo de extensão E

de K tal que A⊗K E ∼= E ⊕ · · · ⊕ E, para um número �nito de somandos.

Este corolário é um caso particular do seguinte lema:

Lema 2.28. Seja A uma K-álgebra de dimensão �nita. Assim, A é separável sobre K

se, e somente se, existe um corpo E extensão de K tal que A⊗K E = En1 ⊕ · · · ⊕Enr

onde Eni
= Mni

(E).

Demonstração. Sejam A uma álgebra separável de dimensão �nita sobre K e E um

corpo algebricamente fechado contendo K. Assim, A⊗K E é semi-simples, e portanto,

pelo Teorema de Wedderburn, segue que A ⊗K E ∼= D
(1)
n1 ⊕ · · · ⊕ D

(r)
nr , onde D(i) são

álgebras de divisão de dimensão �nita sobre E. Suponhamos que dimKD
(i) = mi para

i = 1, . . . , r. Assim, para todo x ∈ D(i), o conjunto {1, x, x2, . . . , xmi} é linearmente

dependente, pois tem mi + 1 elementos, e logo, existem a0, a1, . . . , ami
∈ E, não todos

nulos, tal que a0 + a1x + · · · + ami
xmi = 0, de onde concluímos que x é algébrico

sobre E, e portanto, x ∈ E. Com isso D(i) ⊂ E ⊂ D(i), e logo, D(i) = E, para todo

i = 1, . . . , r, donde segue que A⊗K E ∼= En1 ⊕ · · · ⊕ Enr . Reciprocamente, seja E um
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corpo que é extensão de K tal que A⊗K E ∼= En1 ⊕ . . . ,⊕Enr . Queremos mostrar que

A é separável, isto é, que dado F um corpo arbitrário extensão de K, a álgebra A⊗K F
é semi-simples. Para isso, consideramos o corpo EF = (E ⊗K F )M para algum ideal

maximalM de E⊗KF . Pelo fato de que E ∼= E⊗KK ⊂ E⊗KF e a aplicação canônica

f : E ⊗K F → EF restrita a E é injetiva (pois se não fosse, existiria 0 6= x ∈ F tal

que x ⊗ 1 ∈ M e então 1 ⊗ 1 = (x−1 ⊗ 1)(x ⊗ 1) ∈ M , o que seria uma contradição),

segue que EF ⊃ E. De modo análogo, segue que EF ⊃ F . Agora,

A⊗K EF ∼= (A⊗K E)⊗E EF ∼= (En1 ⊕ · · · ⊕ Enr)⊗E EF
∼= En1 ⊗E EF ⊕ · · · ⊕ Enr ⊗E EF ∼= (EF )n1 ⊕ · · · ⊕ (EF )nr,

ou seja, A ⊗K EF é semi-simples. Por outro lado, A ⊗K EF ∼= (A ⊗K F ) ⊗F EF e

se A ⊗K F tivesse algum ideal nilpotente não nulo I, então I ⊗F EF seria um ideal

nilpotente não nulo de A⊗K EF , o que contradiz o fato de ser semi-simples. Portanto,

A⊗K F é semi-simples.

Agora, apresentamos uma teoria para álgebras separáveis sobre um corpo que pode

ser estendida naturalmente ao caso de anéis comutativos. Antes, de�nimos a chamada

álgebra envolvente, que será utilizada nesta caracterização das álgebras separáveis.

Seja A umaK-álgebra. Chamamos de álgebra oposta de A e denotamos por Ao ao

conjunto A com a adição e multiplicação por escalar originais mas com a multiplicação

entre elementos de A dada por a ∗ b = ba, para todo a, b ∈ A. Seja Ae = A ⊗k Ao a
denominada álgebra envolvente.

Podemos ver A como um Ae-módulo à esquerda com a multiplicação por escalar

(x ⊗ yo)a = xay, para todo a, x, y ∈ A. A aplicação f : A × Ao → A de�nida por

f(x, yo) = xy é K-bilinear, e portanto, induz a aplicação K-linear

ψ : A⊗ Ao → A∑
xi ⊗ yio 7→

n∑
i=1

xiyi.

A aplicação ψ é sobrejetora, pois dado x ∈ A, segue que ψ(x ⊗ 1o) = x. Além disso,

para qualquer a, b, x, y ∈ A, segue que ψ((a⊗bo)(x⊗yo)) = ψ(ax⊗(yb)o) = (ax)(yb) =

a(xy)b = (a⊗ bo)(xy) = (a⊗ bo)ψ(x⊗ yo), o que mostra que ψ é Ae-linear. Portanto,

obtemos a seguinte sequência exata deAe-módulos à esquerda

0→ Ker(ψ)→ Ae
ψ→ A→ 0.

De�nição 2.29. Seja A uma K-álgebra. Dizemos que A é uma álgebra separável, se

A é um módulo projetivo quando visto como um Ae-módulo à esquerda.
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Diretamente da de�nição de módulo projetivo, segue que a De�nição 2.29 é equi-

valente à seguinte: A é uma K-álgebra separável se, e somente se, a sequência exata

de Ae-módulos à esquerda 0→ Ker(ψ)→ Ae
ψ→ A→ 0 cinde.

A próxima proposição, além de fornecer uma outra de�nição para álgebras separá-

veis, introduzirá um elemento muito importante, chamado idempotente de separabili-

dade de A.

Proposição 2.30. Uma K-álgebra A é separável se, e somente se, existe e ∈ Ae tal

que ψ(e) = 1 e Ker(ψ)e = 0.

Demonstração. Por de�nição, segue que A é separável se, e somente se, a sequência

exata de Ae-módulos à esquerda 0 → Ker(ψ) → Ae
ψ→ A → 0 cinde. Assim, por

hipótese, segue que existe um Ae-homomor�smo h : A → Ae tal que ψ ◦ h = id.

Seja e = h(1) ∈ Ae. Logo, ψ(e) = 1. Resta mostrar que Ker(ψ)e = 0. Para isso

observamos que Ker(ψ) é um ideal de Ae gerado por elementos da forma a⊗1o−1⊗ao,
para todo a ∈ A. De fato: a ⊗ 1o − 1 ⊗ ao ∈ Ker(ψ), pois ψ(a ⊗ 1o − 1 ⊗ ao) =

a1 − 1a = 0. Por outro lado, se
n∑
i=1

ai ⊗ bi
o ∈ Ker(ψ), então

n∑
i=1

aibi = 0, e logo,

n∑
i=1

ai ⊗ bio =
n∑
i=1

(ai ⊗ 1o)(1 ⊗ bio − bi ⊗ 1o), ou seja, Ker(ψ) é gerado por elementos

da forma a⊗ 1o − 1⊗ ao. Assim, para mostrar que (ψ)e = 0, é su�ciente mostrar que

(a⊗ 1o − 1⊗ ao)e = 0. Para isso, se a ∈ A, então

(a⊗ 1o)e = (a⊗ 1o)h(1) = h((a⊗ 1o)1) = h(a)

= h((1⊗ ao)1) = (1⊗ ao)h(1) = (1⊗ ao)e.

Consequentemente, (a⊗ 1o − 1⊗ ao)e = 0, e portanto, (ψ)e = 0. Reciprocamente, por

hipótese, segue que existe e ∈ Ae tal que ψ(e) = 1 e (ψ)e = 0. Consideremos a aplicação

h : A→ Ae de�nida por h(a) = (a⊗ 1o)e = (1⊗ ao)e. Assim, h(a + b) = h(a) + h(b),

para todo a, b ∈ A e ψ ◦ h = id. Além disso, dados a, b, c ∈ A segue que h((a⊗ bo)c) =

h(acb) = (acb⊗1o)e = (ac⊗1o)(b⊗1o)e = (ac⊗ bo)e = (a⊗ bo)(c⊗1o)e = (a⊗ bo)h(c),

ou seja, h é um Ae-homomor�smo, e portanto, a sequência 0→ Ker(ψ)→ Ae
ψ→ A→ 0

cinde, e portanto, A é separável.

O elemento e ∈ Ae da Proposição 2.30 é elemento idempotente, uma vez que

e2 − e = (e − 1)e ∈ Ker(ψ)e = 0. Por isso, o elemento é chamado idempotente de

separabilidade de A. Portanto, podemos concluir que A é separável se, e somente

se, possui um idempotente de separabilidade. Encontrar o elemento de separabilidade

é, em muitos casos, uma maneira mais prática de mostrar que a álgebra é separável.
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Agora, vamos veri�car que a De�nição 2.23 é equivalente à De�nição 2.29.

Teorema 2.31. Seja A uma K-álgebra. Assim, A é separável (A⊗KL é semi-simples)

se, e somente se, a sequência exata curta de Ae-módulos 0→ Ker(ψ)→ Ae
ψ→ A→ 0

cinde.

Demonstração. Suponhamos que A é separável sobre K. Consequentemente, Ao tam-

bém é separável sobre K. Assim, pelo Lema 2.28, segue que existem corpos E e E ′

contendo K tal que A⊗K E ∼= En1 ⊕ · · · ⊕Enr e A
o ⊗K E ′ ∼= E ′m1

⊕ · · · ⊕Ems . Consi-

deremos o corpo EE ′ ∼= (E⊗K E ′)M , para algum ideal maximal M de E⊗K E ′. Como

EE ′ contém E e E ′, segue que

A⊗K EE ′ ∼= (A⊗K E)⊗E EE ′ ∼= (EE ′)n1 ⊕ · · · ⊕ (EE ′)nr e

Ao ⊗K EE ′ ∼= (A⊗K E ′)⊗E′ EE ′ ∼= (EE ′)m1 ⊕ · · · ⊕ (EE ′)ms ,

e consequentemente,

A⊗K Ao ⊗K EE ′ ∼= (A⊗K EE ′)⊗EE′ (Ao ⊗K EE ′)
∼= ((EE ′)n1 ⊕ · · · ⊕ (EE ′)nr)⊗EE′ ((EE ′)m1 ⊕ · · · ⊕ (EE ′)ms)

∼= (EE ′)n1m1 ⊕ · · · ⊕ (EE ′)n1ms⊕
· · · ⊕ (EE ′)nrm1 ⊕ · · · ⊕ (EE ′)nrms ,

e portanto, Ae ∼= A ⊗K Ao é uma K-álgebra separável, e consequentemente, semi-

simples. Logo, pela Proposição 2.21, segue que toda sequência exata de Ae-módulos

cinde, em particular, a sequência exata de Ae-módulos 0 → Ker(ψ) → Ae
ψ→ A → 0

cinde. Reciprocamente, para mostrar que A é separável, de acordo com a De�ni-

ção 2.23, devemos mostrar que A ⊗K F é semi-simples, para todo corpo F contendo

K. Sendo assim, seja F uma extensão de K e B = A ⊗K F uma F -álgebra. Nosso

objetivo é provar que B é semi-simples, e para isso vamos mostrar que todo submó-

dulo de um B-módulo é um somando direto. Primeiramente, observamos que como

Be = B ⊗F B = (A ⊗K F ) ⊗F (A ⊗K F ) = (A ⊗K A) ⊗F F = Ae ⊗F F , podemos

de�nir um isomor�smo θ : Be → Ae ⊗K F . Além disso, como por hipótese a sequência

0→ Ker(ψ)→ Ae
ψ→ A→ 0 cinde, segue que existe um homomor�smo ν : A→ Ae tal

que ψ ◦ ν = 1R. Sejam

ψ′ = (ψ ⊗ 1) ◦ θ : Be → Ae ⊗K F → B e

ν ′ = θ−1 ◦ (ν ⊗ 1) : B → Ae ⊗K F → Be,

onde ψ′ ◦ ν ′ = 1B. Sejam M um B-módulo e N um B-submódulo de M . Como ambos

são B-módulos, consequentemente são também K-espaço vetoriais. Portanto, podemos
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de�nir a projeção K-linear π : M → N tal que π|N = idN . Seja ν ′(1) =
r∑
i=1

xi ⊗ yi.

Aplicando ψ′ em ambos os lados, segue que

1
ψ′◦ν′=1B= ψ′(ν ′(1)) =

r∑
i=1

ψ′(xi ⊗ yi) =
r∑
i=1

xiyi.

Dados uma aplicação K-linear f : M → M e a ⊗ b ∈ Be, de�nimos (a ⊗ b)f(m) =

af(bm). Como π é K-linear, π satisfaz (a ⊗ b)π(m) = aπ(bm). Seja π′ = ν ′(1)π :

M →M . Se π′ for um projetor, isto é, se (π′)2 = π′, segue que é B-linear com imagem

N , e o teorema está provado (usando o seguinte resultado: p : M → M projetor

⇒M = Ker(p)⊕ Im(p)). Mostramos, então, que isso vale.

� (π′)2 = π′, o que mostra que π′ é projetor.

� Se n ∈ N , então

π′(n) = ν ′(1)π(n) =
r∑
i=1

xi ⊗ yiπ(n) =
r∑
i=1

xiπ(yin) =
r∑
i=1

xiyin = n.

Logo, N ⊂ Im(π′). Como a outra inclusão é óbvia, segue que N = Im(π′).

� Se b ∈ B e m ∈M , então

π′(bm) = (1⊗ b)π′(m) = (1⊗ b)ν ′(1)π(m) = ν ′(1⊗ b)π(m) = ν ′(b⊗ 1)π(m)

= (b⊗ 1)ν ′(1)π(m) = (b⊗ 1)π′(m) = bπ′(m),

ou seja, π′ é B-linear.

Assim, mostramos que M = N ⊕ Im(π′), ou seja, que N é um somando direto de M .

Portanto, B é uma álgebra semi-simples, como queríamos mostrar, e disto segue que

A é separável.

Exemplo 2.32. R é separável sobre R, cujo idempotente de separabilidade é 1⊗ 1.

Exemplo 2.33. A álgebra das matrizes n× n, Mn(R), é separável. De fato, sejam eij

as matrizes elementares. Mostramos que e =
n∑
i=1

eij⊗ eji onde j é um inteiro �xo entre

1 e n, é um idempotente de separabilidade de Mn(R). Assim,

ψ(e) =
n∑
i=1

eijeji =
n∑
i=1

eii = 1 (eii = 1 para i = j e eii = 0 para i 6= j).
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Além disso, para todo k, l, segue que

(ekl ⊗ 1− 1⊗ ekl)e = (ekl ⊗ 1− 1⊗ ekl)(
n∑
i=1

eij ⊗ eji)

=
n∑
i=1

(ekleij ⊗ eji − eij ⊗ ejiekl)

= ekj ⊗ ejl − ekj ⊗ ejl = 0.

Como ekl ⊗ 1 − 1 ⊗ ekl gera Ker(ψ), segue que Ker(ψ)e = 0. Portanto, Mn(R) é uma

R-álgebra separável e e é o idempotente de separabilidade.

Exemplo 2.34. Agora, veremos um exemplo de uma álgebra sobre um anel que não é

separável. Considere A = Z[
√

2] e R = Z. Suponhamos que A é uma álgebra separável

com idempotente de separabilidade x ∈ Ae. Do fato que A tem {1,
√

2} como base,

segue que {1 ⊗ 1, 1 ⊗
√

2,
√

2 ⊗ 1,
√

2 ⊗
√

2} é uma base para Ae. Logo, existem

a, b, c, d ∈ R tal que x = a(1 ⊗ 1) + b(1 ⊗
√

2) + c(
√

2 ⊗ 1) + d(
√

2 ⊗
√

2). Como x é

idempotente de separabilidade, segue que 1 = ψ(x) = (a+ 2d) + (b+ c)
√

2, que nos dá

o sistema {
a+ 2d = 1

b+ c = 0.

Além disso, x deve satisfazer a igualdade Ker(ψ)x = 0, isto é, ax = 0, para todo

a ∈ Ker(ψ). Como 1 ⊗
√

2 −
√

2 ⊗ 1 ∈ Ker(ψ), segue que (1 ⊗
√

2 −
√

2 ⊗ 1)x = 0, e

logo, (1⊗
√

2)x = (
√

2⊗ 1)x. Assim,

� (1 ⊗
√

2)x = (1 ⊗
√

2)[a(1 ⊗ 1) + b(1 ⊗
√

2) + c(
√

2 ⊗ 1) + d(
√

2 ⊗
√

2)] =

a(1⊗
√

2) + b(1⊗ 2) + c(
√

2⊗
√

2) + 2d(1⊗
√

2)

� (
√

2 ⊗ 1)x = (
√

2 ⊗ 1)[a(1 ⊗ 1) + b(1 ⊗
√

2) + c(
√

2 ⊗ 1) + d(
√

2 ⊗
√

2)] =

a(
√

2⊗ 1) + b(
√

2⊗
√

2) + c(2⊗ 1) + 2d(1⊗
√

2).

Portanto, a, b, c e d devem satisfazer também o sistema{
a = 2d

b = c.

Assim, devemos ter b = c = 0 , d = 1
4
e a = 1

2
, o que é uma contradição, visto

que, por hipótese, a, b, c e d são todos números inteiros. A contradição segue do fato

de supormos que x é idempotente de separabilidade de A, logo, A não pode possuir

elemento de separabilidade, e portanto, A não é separável.

Vejamos, agora, um teorema que será utilizado no próximo capítulo.



Álgebras separáveis 60

Teorema 2.35. Se R é um anel e P um R-módulo projetivo �nitamente gerado, então

A = HomR(P, P ) é uma R-álgebra separável e central.

Demonstração. Para mostrar que A é separável, vamos exibir seu idempotente de se-

parabilidade. Como P é projetivo �nitamente gerado e �el, pelo Corolário 1.44 segue

que R = TR(P ), e com isso, existem elementos x1, . . . , xn ∈ P e g1, . . . , gm ∈ P ∗ tal

que
n∑
j=1

gj(xi) = 1. Também, pela hipótese de que P é projetivo �nitamente gerado,

sabemos que existem elementos p1, . . . , pn ∈ P e f1, . . . fn ∈ P ∗ tal que
n∑
i=1

fi(p)pi = p,

para todo p ∈ P. A partir destes elementos, de�nimos Eij, Fji ∈ A por Eij(p) = gj(p)pi

e Fji(p) = fi(p)xj, para todo p ∈ P , 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ m. Mostramos que

e =
∑
i,j

Eij ⊗ F o
ji ∈ A⊗R Ao é idempotente de separabilidade de A. De fato,

µ(e)(p) =
∑
i,j

EijFji(p) =
∑
i,j

Eij(fi(p)xj) =
∑
i,j

fi(p)Eij(xj)

=
∑
i,j

fi(p)gj(xj)pi =
n∑
i=1

(
m∑
j=1

gj(xj)

)
fi(p)pi

=
n∑
i=1

fi(p)pi = p,

para todo p ∈ P. Logo, µ(e) = idP = 1R. Para mostrar que (f ⊗ 1o)e = (1 ⊗ f)e,

para todo f ∈ A, observamos, primeiramente, que o conjunto {Dkl|1 ≤ k, l ≤ n}, onde

Dkl(p) = fl(p)pk para todo p ∈ P , gera A. De fato, seja f ∈ A e f(pk) =
n∑
l=1

cklpl,

então

f(p) = f

(
n∑
k=1

fk(p)pk

)
=

n∑
k=1

fk(p)f(pk) =
∑
k,l

cklfk(p)pl =
∑
k,l

cklDkl,

para todo p ∈ P , ou seja, f =
∑
k,l

cklDlk, para todo f . Desta forma, é su�ciente

veri�car que (f ⊗ 1o)e = (1 ⊗ f o)e para o conjunto de geradores Dkl, isto é, que

(Dkl ⊗ 1o)e = (1⊗Do
kl)e. Antes, observamos que

(Dkl ⊗ 1o)e = (Dkl ⊗ 1o)

(∑
i,j

Eij ⊗ F o
j,i

)
=
∑
i,j

DklEij ⊗ F o
ji

e
DklEij(p) = Dkl(gj(p)pi) = fl(gj(p)pi)pk

= gj(p)fl(pi)pk = fl(pi)gj(p)pk = fl(pi)Ekj(p) = rilEkj(p),
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onde ril = fl(pi) ∈ R, para todo p ∈ P , e assim, DklEij = rilEkj. Logo, (Dkl ⊗ 1o)e =∑
i,j

rilEkl ⊗ F o
ji =

∑
i,j

Ekj ⊗ rijF o
ji. Mas,

∑
i

rilFji(p) =
∑
i

fl(pi)fi(p)xj = fl

(∑
i

fi(p)pi

)
xj = fl(p)xj = Fjl(p),

para todo p ∈ P , ou seja,
∑
i

rilFji = Fjl. Consequentemente, (Dkl⊗1o)e =
∑
j

EkjF
o
jl.

Por outro lado, (1⊗Do
kl)e =

∑
i,j

Eij ⊗Do
klF

o
ji =

∑
i,j

Eij ⊗ (FjiDkl)
o. De modo análogo

segue que FjiDkl = rkiFjl, com rki = fi(pk) ∈ R. Assim,

(1⊗Do
kl)e =

∑
i,j

Eij ⊗ rkiF o
jl =

∑
i,j

rkiEij ⊗ F o
jl =

∑
i

(∑
j

rkiEij

)
⊗ F o

jl.

Usando novamente o mesmo raciocínio, segue que
∑
i

rkiEij = Ekj, e logo, (1⊗Do
kl)e =∑

i

Ekj ⊗ F o
jl = (Dkl ⊗ 1o)e. Portanto, A é uma R-álgebra separável. Mostramos,

agora, que A é central, isto é, que Z(A) ∼= R. Vamos veri�car essa equivalência em

duas etapas, primeiro mostramos que Z(A) = eA, e em seguida, que eA = R. Dados

f, g ∈ A, segue que

(ef)g = (1⊗ go)(ef) = [(1⊗ go)e]f = [(g ⊗ 1o)e]f = (g ⊗ 1o)(ef) = g(ef),

o que mostra que ef ∈ Z(A), e consequentemente, eA ⊂ Z(A). Agora, consideramos

f ∈ Z(A). Assim,

ef =

(∑
i,j

Eij ⊗ F o
ji

)
f =

∑
i,j

EijfFji =

(∑
i,j

EijFji

)
f = µ(e)f = 1f = f,

de onde segue que Z(A) ⊂ eA, e portanto, Z(A) = eA. No que se segue mostramos

que eA = R. Dado f ∈ Z(A), segue f é um R-homomor�smo, e assim, para todo

r ∈ R, x ∈ S, segue que rf(x) = f(rx) = fr(x), o que mostra que R ⊂ Z(A) = eA.

Para a inclusão contrária, considere Dkl ∈ A. Assim,

eDkl =

(∑
i,j

Eij ⊗ F o
ji

)
Dkl =

∑
i,j

EijDklFji
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e

EijDklFji(p) = EijDkl(fi(p)xj) = fi(p)Eij(Dkl(xj))

= fi(p)Eij(fl(xj)pk) = fi(p)fl(xj)Eij(pk) = fi(p)fl(xj)gj(pk)pi,

de onde segue que

eDkl(p) =
∑
i,j

fi(p)fl(xj)gj(pk)pi =
∑
j

fl(xj)gj(pk)
∑
i

fi(p)pi

=
∑
j

fl(xj)gj(pk)p = λkl1(p),

para todo p ∈ P , onde λkl =
∑
j

fl(xj)gj(pk) ∈ R. Portanto, eDkl ∈ R1, e logo,

Z(A) = eA = R1. Portanto, A é central.

2.4 Considerações �nais

Neste capítulo, apresentamos a de�nição de uma R-álgebra, onde R é um anel,

além de apresentar algumas propriedades importantes. Duas álgebras particulares que

são fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho, são as álgebras semi-simples

e as álgebras separáveis, apresentadas detalhadamente neste capítulo. As álgebras

separáveis serão utilizadas no Capítulo 3, onde são imprescindíveis. As álgebras semi-

simples possuem uma aplicação na teoria dos códigos sobre anéis. A construção dos

códigos sobre Zm é feita no Capítulo 4.



3 Teoria de Galois

A teoria de Galois sobre corpos mostrou-se muito útil em várias áreas da mate-

mática, e por esta razão, alguns matemáticos se interessaram em estudar variações da

mesma. Entre estes estudos, estão: teoria de Galois sobre anéis de divisão, em particu-

lar, sobre anéis não comutativos, teoria de Galois sobre equações diferenciais e teoria

de Galois sobre anéis comutativos. Neste trabalho, apresentamos a Teoria de Galois

sobre anéis comutativos.

O objetivo, deste capítulo, é generalizar a Teoria de Galois �nita conhecida sobre

corpos para anéis comutativos. Analisamos algumas das de�nições equivalentes de

extensão galoisiana de um corpo com o intuito de encontrar qual a mais adequada a uma

generalização para o caso dos anéis comutativos. As álgebras separáveis são elementos

fundamentais para o desenvolvimento desta teoria. As de�nições, os resultados e as

demonstrações aqui apresentados tiveram [5], [13], [16], [18], [19] e [22] como referência.

3.1 Alguns fatos sobre a teoria de Galois sobre corpos

Nesta seção, apresentamos alguns fatos da teoria de Galois sobre corpos e apre-

sentamos outras versões para conceitos já conhecidos sobre polinômios e extensões de

corpos separáveis, utilizando os fatos vistos nos Capítulos 1 e 2, em especial o conceito

de álgebra separável. Para isso, vamos começar explorando um pouco as de�nições de

polinômio e extensão separável, a �m de dar uma caracterização a elas. Lembramos

que um polinômio é separável sobre um corpo K, se possui somente raízes simples no

seu corpo de raízes. Isso equivale a dizer que para qualquer extensão L de K, f não

possui fatores repetidos em L. Uma extensão L ⊇ K é separável, se todo elemento de

L é separável sobre K, isto é, se seu polinômio minimal sobre K é separável.

Proposição 3.1. Seja K um corpo e f ∈ K[x] um polinômio irredutível. Assim, f

é separável se, e somente se, K[x]
〈f〉 ⊗K L não tem elementos nilpotentes, ou seja, se

K[x]
〈f〉 ⊗K L é semi-simples.

63
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Demonstração. Sejam f ∈ K[x] um polinômio irredutível e separável em K[x] e L uma

extensão de K. Em L[x], segue que f pode não ser irredutível, mas sabemos que é da

forma f = p1
n1 . . . pr

nr , onde cada pi é irredutível. Como f é separável, segue que f

não possui raízes repetidas em qualquer extensão de K. Assim, devemos ter ni = 1,

para i = 1, . . . , r. Passando o quociente e aplicando o Teorema Chinês do Resto, segue

que
L[x]

〈f〉
∼=
L[x]

〈p1〉
⊕ · · · ⊕ L[x]

〈pr〉
.

Como cada pi é irredutível, segue que 〈pi〉 é um ideal primo, e desse modo, L[x]
〈pi〉 é um

domínio, que não tem elementos nilpotentes. Como L[x]
〈f〉 é a soma direta dos L[x]

〈pi〉 , segue

que o conjunto L[x]
〈f〉 também não possui elementos nilpotentes. Além disso, vimos no

Capítulo 2 que L[x] ∼= K[x]⊗KL, de onde concluímos que K[x]
〈f〉 ⊗KL não tem elementos

nilpotentes, ou seja, é semi-simples. Reciprocamente, sejam f ∈ K[x] irredutível e

L = K(α). Se f possui uma raiz múltipla, α, em L[x], então (x − α)m = p1(x)m ∈

L[x]. Assim, f escreve-se como f(x) = p1(x)mg(x), onde g(x) = p2(x) . . . pr(x), tal

que pi(x) ∈ L[x] são irredutíveis. Em L[x]
〈f〉 , segue que f(x) = 0, o que implica que

p1(x)mg(x) = 0. Como a soma é direta, segue que 0 se escreve de maneira única, e

assim, p1(x)m = 0 em L[x]
〈p1(x)m〉 e pi(x) = 0, para todo i = 2 . . . r em L[x]

〈pi(x)〉 . Considere

h(x) = (p1(x), 0, . . . , 0) ∈ L[x]

〈f〉
=
L[x]

〈pm1 〉
⊕ L[x]

〈p2〉
⊕ · · · ⊕ L[x]

〈pr〉
.

Assim, h(x)
m

= (p1(x)
m
, 0

m
, . . . , 0

m
). Como p1(x)

m
= 0, segue que h(x)

m
= 0, ou

seja, h(x) é um elemento nilpotente de L[x]
〈f〉
∼= K[x]
〈f〉 ⊗K L, o que contradiz a hipótese do

mesmo ser semi-simples. Desta forma, f não pode ter raízes múltiplas em L, de onde

concluímos que f é separável.

Corolário 3.2. Seja L ⊇ K uma extensão �nita. Assim, L é uma extensão separável

se, e somente se, L⊗K F não tem elementos nilpotentes para toda extensão F de K.

Demonstração. Seja L ⊇ K uma extensão �nita separável. Pelo Teorema do Elemento

Primitivo, segue que existe α ∈ L algébrico com polinômio minimal f ∈ K[x] separável

tal que L = K(α). Assim, pela Proposição 3.1, segue que K[x]
〈f〉 ⊗K F não tem elementos

nilpotentes, para toda extensão F de K. Mas K[x]
〈f〉 = K(α) = L, e assim, L⊗K F não

tem elementos nilpotentes, para toda extensão F de K. Reciprocamente, suponhamos
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que L⊗K F não tem elementos nilpotentes para toda extensão F de K. Sejam α ∈ L e

f seu polinômio minimal. O corpo K(α) é uma extensão de K, e assim, por hipótese,

segue que L ⊗K K(α) não tem elementos nilpotentes. Como K(α) = K[x]
〈f〉 , segue que

L⊗K K[x]
〈f〉 não tem elementos nilpotentes, e assim, pela Proposição 3.1, segue que f é

separável. Como tomamos α ∈ L qualquer, concluímos que L é separável.

Analisando o Corolário (3.2) e a De�nição 2.23 percebemos que o conceito de álgebra

separável sobre um corpo é uma generalização do conceito de extensão separável de

corpos. De fato, se L ⊇ K é uma extensão de corpos, então L é um anel e, além disso,

L pode ser visto como um K-espaço vetorial, ou seja, o corpo L pode ser visto como

uma K-álgebra. Desta forma, toda extensão de um corpo K que é separável, é uma

álgebra separável sobre K. Esta observação será fundamental no decorrer da próxima

seção, cujo objetivo é encontrar condições para uma extensão de anéis ser galoisiana,

de modo que generalize naturalmente o conceito de extensão galoisiana sobre corpos.

3.2 Teoria de Galois sobre anéis comutativos

Nesta seção, apresentamos uma generalização adequada da Teoria de Galois sobre

corpos para a Teoria de Galois sobre anéis comutativos, readaptando as de�nições e

resultados, inclusive o Teorema Fundamental da Teoria de Galois.

Vamos começar de�nindo extensão de anéis.

De�nição 3.3. Seja R um anel. Dizemos que um anel S é uma extensão de R se S é

uma R-álgebra �el, ou seja, se r ∈ R\{0}, então r · 1 6= 0.

A condição �se r ∈ R\{0}, então r ·1 6= 0� quer dizer que o homomor�smo canônico

f : R → S onde f(r) = r · 1, é injetor, de modo que podemos identi�car R com sua

imagem R · 1, e a partir disso, podemos pensar em R como um subanel de S. Assim,

de um modo geral, uma extensão de R é qualquer anel S que tenha R como subanel

ou um anel S tal que R esteja naturalmente imerso através desse homomor�smo.

Com essa identi�cação, um R-automor�smo de S deve deixar os elementos de R

�xos, e qualquer automor�smo de S que �xa R, é um R-automor�smo. O conjunto de

todos osR-automor�smos de S formam um grupo cuja operação é a composição. Assim,

o grupo de R-automor�smos AutR(S) de uma extensão de anéis é de�nido de maneira

análoga ao que fazemos para extensão de corpos: AutR(S) = {σ : S → S : σ|R = idR}.

Agora, vamos trabalhar para encontrar uma de�nição para extensão galoisiana sobre

anéis. Para isso, precisamos de�nir duas álgebras.

Sejam G um subgrupo �nito de AutR(S) e F o S-módulo gerado pela base

{σ : σ ∈ G}. A soma e a multiplicação por escalar são as usuais e iremos de�nir

duas multiplicações distintas em F , que originará duas álgebras diferentes. São elas:
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1.

(∑
σ∈G

aσσ

)(∑
τ∈G

bττ

)
=
∑
σ,τ∈G

aσσ(bτ )(στ).

Essa R-álgebra é denotada por 4(S : G).

2.

(∑
σ∈G

aσσ

)(∑
τ∈G

bττ

)
=
∑
σ,τ∈G

(aσbτ )δσ,τσ, onde δi,j é o delta de Kronecker.

Essa S-álgebra (em particular R-álgebra) é denotada por 5(S : G).

Vejamos alguns fatos importantes sobre essas álgebras que serão úteis no decorrer

do texto.

� Podemos de�nir o homomor�smo de R-álgebras:

φ : 4(S : G) → HomR(S, S)

φ

(∑
σ∈G

aσσ

)
(x) 7→

∑
σ∈G

aσσ(x),

para todo x ∈ S.

� Podemos de�nir também o homomor�smo de S-álgebras (em particular de R-

álgebras):
ψ : S ⊗S S → 5(S : G)(

n∑
i=1

ai ⊗ bi

)
7→

n∑
i=1

∑
σ∈G

aiσ(bi)σ.

� Note que 5(S : G) é isomorfo a |G| cópias de S, através do isomor�smo

f : 5(S : G) → S⊕|G|∑
σ∈G

aσσ 7→
∑
σ∈G

aσ.

De fato, f é sobrejetora, e a injetividade segue do fato de a soma ser direta, pois

se f(
∑
aσσ) = 0, então

∑
aσ = 0, e assim, aσ = 0, para todo σ ∈ G, visto que 0

escreve-se de maneira única por essa soma. Além disso, f é S-homomor�smo devido

às propriedades de soma e multiplicação por escalar do operador somatório. Portanto,

f é um isomor�smo.

Antes de prosseguir, relembramos da Teoria de Galois sobre corpos, que uma ex-

tensão L ⊇ K é dita galoisiana com grupo de Galois G = AutKL se é uma extensão

normal e separável. Outras de�nições equivalentes são bem conhecidas que listamos

no seguinte resultado.
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Teorema 3.4. Sejam L ⊇ K uma extensão de corpos e G ⊂ AutK(L) um subgrupo

�nito. São equivalentes:

1. L é uma extensão galoisiana de K e G = AutK(L).

2. LG = K.

3. G ⊂ AutK(L) e |G| = dimKL.

Nosso objetivo, agora, é buscar entre as de�nições de extensão de Galois para corpos,

alguma que permita uma generalização natural para o caso de anéis. Observamos que,

sobre um anel, as três condições equivalentes do Teorema 3.4 não são adequadas. A

primeira não é conveniente porque os conceitos de raízes de polinômios necessários para

de�nição de extensão normal, não se aplicam ao contexto de anéis; a terceira não é

adequada porque em uma extensão de anéis L ⊃ K, tem-se que L não é necessariamente

um K-módulo livre, e assim, nem sempre podemos falar em dimensão. A segunda

de�nição também não permite uma generalização, de acordo com o próximo exemplo.

Como para a extensão ser de Galois, esta deve ser separável, se exibirmos uma extensão

de anéis e um subgrupo �nito G de AutR(S) em que vale SG = R mas a mesma

não é separável, é su�ciente para concluir que essa generalização não é adequada,

pois a de�nição que apresentarmos para a extensão ser de Galois deve implicar na

separabilidade.

Exemplo 3.5. Sejam R = Z e S = Z[
√

2]. Assim, S ⊇ R é uma extensão de anéis e

S pode ser visto como R-módulo livre com base {1,
√

2}, sendo assim, uma R-álgebra.

Seja σ ∈ Aut(S) tal que σ(a + b
√

2) = a − b
√

2, para a, b ∈ R, e considere G = 〈σ〉.
Pela de�nição de σ, �ca claro que R é �xo por G, isto é, G ⊆ AutR(S), e como σ2 = id,

temos que |G| = 2 = dimRS. Também é imediato que SG = R, de modo que as

condições 2 e 3 do Teorema 3.4 são satisfeitas, mas R não é separável sobre K, como

vimos no Exemplo 2.34. Assim, apenas a condição SG = R também não é su�ciente

para a generalização, já que não garante a separabilidade.

Mas, existe uma outra de�nição equivalente de extensão de Galois para corpos que

normalmente não é encontrada em livros básicos, e que permite uma generalização

para anéis. Essa generalização é dada através do próximo resultado, que encontra-se

em [16].

Lema 3.6. Sejam L uma extensão de K e G um subgrupo �nito de AutR(S). As

seguintes a�rmações são equivalentes:

1. LG = K.

2. dimKL é �nita e φ : 4(L : G)→ HomK(L,L) é um isomor�smo de K-álgebras.
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Demonstração. (1⇒ 2) Pela hipótese que LG = K e G é �nito, pelo Teorema 3.4, segue

que dimKL = [L : K] = |G| <∞. Diretamente do fato de que G ⊂ AutK(L), segue que

φ é um homomor�smo. Para mostrar que φ é injetora, considere α =
∑
σ∈G

aσσ ∈ Ker(φ).

Assim, φ

(∑
σ∈G

aσσ

)
(x) = 0, e assim,

∑
σ∈G

aσσ(x) = 0, para todo x ∈ L, isto é,∑
σ∈G

aσσ ≡ 0 (função nula). Mas pelo Lema de Dedekind, segue que os automor�s-

mos de G formam um conjunto linearmente independente, donde segue que aσ = 0,

para todo σ ∈ G, ou seja, α = 0, e desse modo, φ é injetora. Além disso, φ é sobreje-

tora, pois dimK 4 (L : G) = dimKL|G| = (dimKL)2 = dimKHomK(L,L). Portanto, φ

é um isomor�smo de K-álgebras.

(2 ⇒ 1) Como φ é um isomor�smo de K-álgebras, segue que 4(L : G) é uma K-

álgebra, e com isso, G é um K-automor�smo, ou seja, G ⊂ AutK(L). Pela bijetividade

de φ, segue que dimK 4 (L : G) = dimKHomK(L,L), e assim, usando a hipótese que

dimKL < ∞, concluímos que dimK 4 (L : G) = dimKL|G| = dimk(HomK(L,L)) =

(dimKL)2, que implica |G| = dimKL = [L : K]. Logo, pelo Teorema 3.4, segue que

L ⊇ K é uma extensão de Galois, e portanto, LG = K.

O próximo teorema é um dos mais importantes deste trabalho, pois ele estabelece

a de�nição de extensão galoisiana de anéis. Sua demonstração encontra-se em [16] e

será feita aqui cuidadosa e detalhadamente, de modo que esta demonstração seja uma

das principais contribuições deste trabalho.

Teorema 3.7. Sejam S uma extensão do anel R e G um subgrupo �nito de Aut(S).

As seguintes condições são equivalentes:

1. i) S é um R-módulo projetivo �nitamente gerado;

ii) φ : 4(S : G)→ HomR(S, S) é um isomor�smo de R-álgebras.

2. i) SG = R;

ii) ψ : S ⊗ S → O(S : G) é um isomor�smo de S-álgebras.

3. i) SG = R;

ii) existem elementos x1, . . . , xn, y1, . . . , yn em S tal que
n∑
j=1

xjσ(yj) = δ1,σ, para todo σ ∈ G.

4. i) SG = R;

ii) para cada σ 6= 1 em G e para cada ideal maximal M de S, existe x ∈ S tal

que σ(x)− x /∈M .
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5. i) SG = R;

ii) para cada idempotente não nulo e ∈ S e para cada par σ 6= τ em G, existe

x ∈ S tal que σ(x)e 6= τ(x)e;

iii) S é separável sobre R.

Demonstração. (1 ⇒ 2) Primeiro vamos mostrar que SG = R. Como φ é um iso-

mor�smo de R-álgebras, segue que 4(S : G) é uma R-álgebra (ou seja, é de�nida a

multiplicação por elementos de R, e sendo G um grupo de automor�smos, todo ele-

mento de R deve �car �xo para automor�smos em G) e assim, G ⊂ AutR(S), ou seja,

R ⊂ SG. Para mostrar a inclusão contrária, consideremos x ∈ SG. Identi�cando x

com x.id ∈ 4(S : G), segue que x pertence ao centro de 4(S : G), isto é, para todo

y ∈ 4(S : G), xy = yx, ou seja, para todo b ∈ S, segue que (x ◦ y)(b) = (y ◦ x)(b).

Vejamos que de fato a igualdade é válida. Sejam y =
∑
σ∈G

aσσ ∈ 4(S : G) e b ∈ S.

Assim, (
x ◦
∑
σ∈G

aσσ

)
(b) = x

(∑
σ∈G

aσσ(b)

)
= x

∑
σ∈G

aσσ(b).

Por outro lado,

(∑
σ∈G

aσσ ◦ x

)
(b) =

∑
σ∈G

aσσ(xb) =
∑
σ∈G

aσσ(x)σ(b) =
∑
σ∈G

aσxσ(b) = x
∑
σ∈G

aσσ(b).

Logo, φ(x) está no centro de HomR(S, S), por φ ser um isomor�smo. Pelo Teorema

2.35, segue que Z(HomR(S, S)) ∼= R. Consequentemente, Z(4(S : G)) = R, e assim,

x ∈ R, o que mostra que SG = R. Para mostrar que vale o item ii), observemos que

φ(t · S) = HomR(S, S) para t =
∑
σ∈G

σ ∈ 4(S : G). De fato, dados a, x ∈ S, então

φ(ta) = φ

(∑
σ∈G

σa · id

)
= φ

((∑
σ∈G

1σ

)(∑
σ∈G

a · id

))
= φ

(∑
σ∈G

σ(a)σ

)
,

e assim,

φ(ta)(x) =
∑
σ∈G

σ(a)σ(x) =
∑
σ∈G

σ(ax) ∈ SG = R,

o que mostra que φ(t · S) ⊂ HomR(S,R). Para mostrar que vale a inclusão contrária,

sejam f ∈ HomR(S,R) ⊂ HomR(S, S) e w =
∑
σ∈G

aσσ ∈ 4(S : G) tal que φ(w) = f .

Como f ∈ HomR(S,R), para todo x ∈ S, segue que φ(w)(x) = f(x) ∈ R, ou seja,
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∑
σ∈G

aσσ(x) ∈ R. Assim, para todo ρ ∈ G, segue que ρ

(∑
σ∈G

aσσ(x)

)
=
∑
σ∈G

aσσ(x), e

logo,

∑
σ∈G

ρ(aσ)ρσ(x)) =
∑
σ∈G

aσσ(x) =
∑
σ∈G

aρσρσ(x).

Consequentemente, devemos ter ρ(aσ) = aρσ, para todo ρ, σ ∈ G, e desse modo,

ρ(a1) = aρ, para todo ρ ∈ G. Desta forma,

w =
∑
σ∈G

σ(a1)σ =

(∑
σ∈G

σ

)
a1 = ta1.

Portanto, f = φ(w) = φ(a1) ∈ φ(t · S), e assim, φ(t · S) = HomR(S,R). Agora,

consideramos a seguinte sequência de isomor�smos de R-módulos

S ⊗ S φ1→ S ⊗ t · S φ2→ S ⊗ HomR(S,R)
φ3→ HomR(S, S)

φ4→4(S : G)
φ5→5(S : G),

onde

� φ1(a⊗ b) = a⊗ tb, está bem de�nida, pois é induzida pela aplicação R-bilinear

S × S → S ⊗ t · S
(a, b) 7→ a⊗ tb,

cuja função inversa é induzida pela aplicação

S × t · S → S ⊗ S
(a, tb) 7→ a⊗ b,

que também é R-bilinear.

� φ2(a⊗ tb) = a⊗ φ(tb).

� φ3(a ⊗ f(x)) = f(x)a. A bijetividade é assegurada pelo fato de S ser um R-

módulo projetivo �nitamente gerado.

� φ4 = φ−1.

� φ5

(∑
σ∈G

aσσ

)
=
∑
σ∈G

aσσ, ou seja, φ5 = id (lembre-se que estamos olhando para

esses conjuntos como R-módulos).

Agora, fazendo alguns cálculos, segue que ψ = φ5 ◦ φ4 ◦ φ3 ◦ φ2 ◦ φ1. Como cada φi é

um isomor�smo de R-módulos, segue que ψ também é um isomor�smo de R-módulos.
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Como ψ é um homomor�smo de S-álgebras, segue que ψ é um isomor�smo de S-

álgebras.

(2⇒ 3) Suponhamos que ψ−1(1 · id) =
n∑
i=1

xi ⊗ yi ∈ S ⊗ S. Assim,

1 · id = ψ

(
n∑
i=1

xi ⊗ yi

)
=
∑
σ∈G

(
n∑
i=1

xiσ(yi)

)
σ,

pela de�nição de ψ. Mas, para essa soma resultar em 1 · id, para todo σ ∈ G\{id},
segue que o escalar deve ser 0, e quando σ = id, segue que o escalar deve ser 1, ou seja,
n∑
i=1

xiσ(yi) = δ1,σ.

(3 ⇒ 1) Primeiramente, vamos mostrar que vale 1.i). Sejam x1, . . . , xn, y1, . . . , yn

elementos de S que satisfazem 3.ii), isto é, tal que
n∑
j=1

xjσ(yj) = δ1,σ, para todo σ ∈ G.

Dado x ∈ S podemos de�nir fi(x) =
∑
σ∈G

σ(xyi), que é um R-homomor�smo de S em

R, isto é, fi ∈ HomR(S,R). Além disso, tomando x ∈ S, segue que

n∑
j=1

fj(x)xj =
n∑
j=1

∑
σ∈G

σ(xyj)xj =
∑
σ∈G

σ(x)
n∑
j=1

σ(yj)xj =
∑
σ∈G

σ(x)δ1,σ = x.

Logo, existem xi ∈ S e fi ∈ HomR(S,R), tal que para todo x ∈ S, segue que x =
n∑
j=1

fi(x)xi, ou seja, S é um R-módulo projetivo �nitamente gerado, de acordo com a

Proposição 1.38. Mostramos agora que φ : 4(S : G)→ HomR(S, S) é um isomor�smo.

Como já vimos que φ é um homomor�smo, falta mostrar que φ é bijetora. Para mostrar

a sobrejetividade, seja h ∈ HomR(S, S) e consideremos w =
∑
σ∈G

n∑
j=1

h(xj)σ(yj)σ ∈

4(S : G). Provemos que φ(w) = h, isto é, que para todo x ∈ S, tem-se φ(w)(x) = h(x).

Dado x ∈ S, segue que

φ(w)(x) = φ

(∑
σ∈G

n∑
j=1

h(xj)σ(yj)σ

)
(x) =

∑
σ∈G

n∑
j=1

h(xj)σ(yj)σ(x)

=
n∑
j=1

h(xj)
∑
σ∈G

σ(yjx) = h

(
n∑
j=1

xj
∑
σ∈G

σ(yjx)

)

= h

(∑
σ∈G

(
n∑
j=1

xjσ(yj)

)
σ(x)

)
= h

(∑
σ∈G

δ1,σσ(x)

)
= h(x).
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Agora, provemos que φ é injetora. Se w =
∑
σ∈G

aσσ ∈ Ker(φ), então φ(w) = 0, isto

é, φ(w)(x) = 0, para todo x ∈ S, em particular, para todo xi da hipótese. Logo,

0 =
∑
τ∈G

n∑
j=1

φ(w)(xj)τ(yj)τ =
∑
τ∈G

n∑
j=1

∑
σ∈G

aσσ(xj)τ(yj)τ

=
∑
τ∈G

∑
σ∈G

aσσ

(
n∑
j=1

xjσ
−1τ(yj)

)
τ =

∑
τ∈G

∑
σ∈G

aσδ1,σ−1ττ

=
∑
σ∈G

aσσ = w.

Logo, φ é injetora e, portanto, um isomor�smo.

(3 ⇒ 4) Suponhamos que existem σ 6= id em G e algum ideal maximal M de S

tal que x− σ(x) ∈M , para todo x ∈ S. Assim, tomando xi e yi como na hipótese ii),

segue que

n∑
j=1

xj(yj − σ(yj)) =
n∑
j=1

xjyj −
n∑
j=1

xjσ(yj) = δ1,1 − δ1,σ (σ 6= 1) = 1− 0 = 1

é um elemento de M , o que contradiz o fato de M ser maximal. Logo, para cada σ 6= 1

em G e para cada ideal maximalM de S, segue que existe x ∈ S tal que σ(x)−x /∈M .

(4 ⇒ 3) Sejam 1 6= σ ∈ G e I o ideal de S gerado por {x − σ(x)|x ∈ S}. Como

x − σ(x) ∈ I, para todo x ∈ S, pela hipótese 4.ii), segue que I = S, e logo, 1 ∈ I.

Assim, existem elementos x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ S tal que
n∑
j=1

xj(yj − σ(yj)) = 1, e

portanto,
n∑
j=1

xjyj = 1 +
n∑
j=1

xjσ(yj). Se xn+1 = −
n∑
j=1

xjσ(yj) e yn+1 = 1, então

n+1∑
j=1

xjyj =
n∑
j=1

xjyj + xn+1yn+1 = 1 +
n∑
j=1

xjσ(yj)−
n∑
j=1

xjσ(yj) = 1

e

n+1∑
j=1

xjσ(yj) =
n∑
j=1

xjσ(yj) + xn+1σ(yn+1) =
n∑
j=1

xjσ(yj)−
n∑
j=1

xjσ(yj) = 0.

Portanto,
n+1∑
j=1

xjσ(yj) = δ1,σ. Acabamos de mostrar que para cada σ ∈ G �xado,

existe um conjunto de elementos satisfazendo 3.ii), onde estes elementos são determi-
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nados a partir de σ. Usaremos isso para mostrar que existe um conjunto de elementos

satisfazendo essa condição que independe da escolha de σ.

Sejam V e V ′ dois subconjuntos quaisquer de G que contém a identidade e para os

quais existem elementos

x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, x
′
1, . . . , x

′
m, y

′
1, . . . , y

′
m

em S tal que para todo σ ∈ V , tem-se
n∑
j=1

xjσ(yj) = δ1,σ e para todo σ′ ∈ V ′, tem-se

m∑
k=1

x′kσ
′(y′k) = δ1,σ′ . Tomando aj =

m∑
k=1

xjx
′
k e bj = yjy

′
k, com j = 1, . . . , n e τ ∈ V ∪V ′,

segue que

n∑
j=1

ajτ(bj) =
n∑
j=1

m∑
k=1

xjx
′
kτ(yjy

′
k) =

n∑
j=1

(
m∑
k=1

x′kτ(y′k)

)
xjτ(yj) = δ1,τ .

Como G =
⋃
σ 6=1

{1, σ}, segue que existem elementos a1, . . . , an, b1, . . . , bn em S tal que

n∑
j=1

ajτ(bj) = δ1,σ, para todo σ ∈ G.

(3 ⇒ 5) Consideramos, primeiramente, que g ∈ HomR(S,R) e é de�nido por g(x) =∑
σ∈G

σ(x). Mostramos que, de fato, g(x) ∈ R, para todo x ∈ S. Dado τ ∈ G, tem-se

τ(g(x)) =
∑
σ∈G

τ(σ(x)) =
∑
τσ∈G

(τσ)(x) = g(x),

ou seja, g(x) é invariante pela ação de G, logo, g(x) ∈ SG = R. Agora, podemos

mostrar que S é separável sobre R. Seja e =
n∑
j=1

xj ⊗ yj ∈ S ⊗R S, onde xi, yi sa-

tisfazem a condição 3.ii). Mostramos que e é um idempotente de separabilidade de

S, isto é, que µ(e) = 1 e (µ)e = 0, sendo µ : S ⊗R S → S o homomor�smo dado

por µ(a ⊗ b) = ab, como de�nido no Capítulo 2. A primeira a�rmação ocorre, pois

µ(e) =
n∑
j=1

xjyj = δ1,1 = 1. Para mostrar que vale a segunda a�rmação, lembramos

que os elementos da forma 1⊗x−x⊗ 1, onde x ∈ S, formam uma base para Ker(µ), e

sendo assim, para provar que Ker(µ)e = 0, é su�ciente mostrar que (x⊗1)e = (1⊗x)e,

que é o que faremos a seguir. Se x ∈ S, então
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(x⊗ 1)e =
n∑
j=1

xxy ⊗ yj =
n∑
j=1

(∑
σ∈G

σ(xxj)δ1,σ

)
⊗ yj

=
n∑
j=1

(∑
σ∈G

σ(xxj)
n∑
k=1

σ(yk)xk

)
⊗ yj =

n∑
j=1

n∑
k=1

(∑
σ∈G

σ(xxjyk)

)
xk ⊗ yj

=
n∑
j=1

n∑
k=1

g(xxjyk)xk ⊗ yj =
n∑
k=1

xk ⊗
n∑
j=1

g(xxjyk)yj

=
n∑
k=1

xk ⊗
n∑
j=1

(∑
σ∈G

σ(xxjyk)

)
yj =

n∑
k=1

xk ⊗
∑
σ∈G

(
n∑
j=1

σ(xj)yj)

)
σ(xyk)

=
n∑
k=1

xk ⊗
∑
σ∈G

δ1,σσ(xyk) =
n∑
k=1

xk ⊗ xyk = (1⊗ x)e.

Logo, e é um idempotente de separabilidade e S é separável sobre R. Agora, mostramos

que a condição 5.ii) é satisfeita. Sejam σ, τ ∈ G e e ∈ S um idempotente não nulo.

Suponhamos que σ(x)e = τ(x)e, para todo x ∈ S. Como σ, τ ∈ G, segue que eles

possuem inverso pois são automor�smos, e assim, podemos aplicar σ−1 à igualdade

σ(x)e = τ(x)e, obtendo que xσ−1(e) = σ−1τ(x)σ−1e para todo x ∈ S. Com isso,

σ−1(e) = 1σ−1(e) =
n∑
j=1

xjyjσ
−1(e) =

n∑
j=1

xjσ
−1τ(yj)σ

−1(e) = σ−1(e)δσ−1◦τ,1.

Como e 6= 0, segue que σ−1(e) 6= 0, e assim, δσ−1◦τ,1 = 1, ou seja, σ = τ . Portanto,

para σ 6= τ , sempre existe algum x ∈ S tal que σ(x)e 6= τ(x)e.

(5 ⇒ 3) Como por 5.iii), S é separável sobre R, segue que existe um idempotente

de separabilidade e ∈ S ⊗R S. Se e =
n∑
j=1

xj ⊗ yj é um idempotente de separabi-

lidade, então µ(e) =
n∑
j=1

xjyj = 1 e (x ⊗ 1 − 1 ⊗ x)e = 0, para todo x ∈ S. Os

elementos xi, yi constituirão o elemento que satisfaz 3.ii). Para cada σ ∈ G, de�nimos

eσ = µ((1⊗ σ)(e)) ∈ S. Esta expressão está bem de�nida, pois como σ é um automor-

�smo de S, segue que 1⊗ σ é um automor�smo de S ⊗ S e além disso, µ : S ⊗ S → S

é um homomor�smo de anéis. Se σ ∈ G, então

e2
σ = µ((1⊗ σ)(e)) · µ((1⊗ σ)(e)) = µ((1⊗ σ)(e) · (1⊗ σ)(e))

= µ((e⊗ σ(e))(e⊗ σ(e)) = µ(e2 ⊗ σ(e2)) = µ((1⊗ σ)(e2))

= µ((1⊗ σ)(e)) = eσ,

ou seja, eσ é idempotente. Além disso, dado x ∈ S, segue que
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xeσ = xµ((1⊗ σ)(e)) = µ(x⊗ 1) · µ((1⊗ σ)(e)) = µ((x⊗ 1) · (1⊗ σ)(e))

= µ((1⊗ σ)(x⊗ 1) · (1⊗ σ)(e)) = µ((1⊗ σ)(x⊗ 1)e)

= µ((1⊗ σ)(1⊗ x) · (1⊗ σ)(e)) = µ(1⊗ σ(x) · (1⊗ σ)(e))

= 1⊗ σ(x) · µ((1⊗ σ)(e)) = 1⊗ σ(x) · eσ = eσσ(x) = σ(x)eσ.

Assim, pela condição 5.ii), segue que eσ = 0 ou σ = 1, isto é, se σ 6= 1, necessariamente

eσ = 0, e pela de�nição de eσ, se σ = 1, então eσ =
n∑
j=1

xjyj = 1, pois xi, yi são os

mesmos que compõem e. Portanto, eσ =
n∑
j=1

xjσ(yj) = δ1,σ.

De�nição 3.8. Seja S uma extensão do anel R e G um subgrupo �nito de Aut(S).

Dizemos que S é uma extensão galoisiana de R com grupo de Galois G, se S satisfaz

uma, e portanto todas, as condições equivalentes do Teorema 3.7.

A de�nição dada no item 1. foi a primeira de�nição de extensão galoisiana de anéis

que apareceu na literatura, em 1960, em [5]. As outras de�nições equivalentes foram

apresentadas posteriormente, em 1995, no trabalho �Galois Theory and Cohomology

of Commutative Rings� de Chase, Harison e Rosenberg. Os exemplos 3.9, 3.10, 3.11

e 3.12 encontram-se em [16] e aqui foram descritos mais detalhadamente. Os demais

encontram-se em [19].

Exemplo 3.9. Sejam S uma extensão de R e G ⊆ Aut(S) um grupo �nito tal que

SG = R. Se S é um corpo, então o único ideal maximal de S é 〈0〉, de modo que o

item 4 do Teorema 3.7 é satisfeito, e logo, S é uma extensão galoisiana de R.

Exemplo 3.10. Seja L ⊇ K uma extensão galoisiana de corpos com grupo de Galois

G. Assim, LG = K e a extensão é separável, de modo que, L é separável sobre K

(como K-álgebra). Como 1 é o único idempotente não nulo de L, a condição 5.ii) é

satisfeita, porque sempre que σ 6= τ , segue que existe x ∈ L tal que σ(x) 6= τ(x), pois

caso contrário seriam iguais. Assim, L ⊇ K satisfaz o Teorema 3.7, e portanto, é uma

extensão galoisiana de anéis com o mesmo grupo de Galois da extensão galoisiana de

corpos. Com este exemplo, percebemos que toda extensão galoisiana de corpos é uma

extensão galoisiana de anéis, ou seja, de fato a De�nição 3.8 é uma generalização da

de�nição de extensão galoisiana para corpos.

Exemplo 3.11. Considerando a extensão R ⊆ R e G = {idR}, onde R é um anel

comutativo com identidade, o item 4. do Teorema 3.7 é satisfeito, já que não existe

σ 6= 1 em G, e também, RG = R. Assim, a extensão R ⊆ R é galoisiana com grupo

de Galois G. Com este exemplo �ca explícito que diferente da teoria de Galois sobre

corpos, neste caso nem sempre teremos G = AutR(S).
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Exemplo 3.12. Sejam R um anel comutativo com identidade e G um grupo �nito.

Consideramos S =
∑
σ∈G

⊕Reσ, onde eσeτ = δστeσ, para todo σ, τ ∈ G e
∑
σ∈G

eσ = 1.

A ação de G sobre S é dada por σ(eτ ) = eστ para todo σ, τ ∈ G. Mostremos que a

extensão S ⊃ R munida do grupo G satisfaz o item 3. do Teorema 3.7.

i) Se r ∈ R, então σ(r) = σ(r.1) = σ

(
r.
∑
τ∈G

eτ

)
=
∑
τ∈G

rσ(eτ ) = r

(∑
τ,σ∈G

eστ

)
=

r.1 = r, para todo σ ∈ G, ou seja, R ⊂ SG. Por outro lado, se x ∈ S é tal que

σ(x) = x, para todo σ ∈ G então x = r1eσ1 + r2eσ2 + · · · + rneσn, onde ri ∈ R,
para todo i, e da igualdade σ(x) = x, segue que σ(r1eσ1 + r2eσ2 + · · ·+ rneσn) =

r1σ(eσ1) + r2σ(eσ2) + · · · + rnσ(eσn) = r1eσσ1 + r2eσσ2 + · · · + rneσσn = r1eσ1 +

r2eσ2 + · · · + rneσn, e logo, devemos ter σ(eσi) = eσi , para todo i. Mas, como σ

é qualquer, esta igualdade é válida se, e somente se, eσi = 1, para todo i. Assim,

x = r1 + · · ·+ rn ∈ R, ou seja, SG ⊂ R.

ii) Tomando xi = eσ, com σ ∈ G e yi = eτ , com τ ∈ G, segue que

n∑
i=1

xiσ(yi) =
∑
σ,τ∈G

eσσ(eτ ) =
∑
σ,τ∈G

eσeστ =
∑
σ,τ∈G

δσ,στeσ.

Assim, se σ = στ , segue que
n∑
i=1

xiσ(yi) =
∑
σ∈G

eσ = 1 e se σ 6= στ , segue que

n∑
i=1

xiσ(yi) = 0. Mas σ = στ implica que σ = 1, ou seja, se σ = 1 temos

n∑
i=1

xiσ(yi) = 1. Além disso, se σ 6= στ , segue que σ 6= 1, isto é, se σ 6= 1 temos

n∑
i=1

xiσ(yi) = 0. Assim,
n∑
i=1

xiσ(yi) = δ1,σ.

Exemplo 3.13. SejaR um anel comutativo de característica prima p. Suponhamos que

R possui elemento identidade e tomamos r ∈ R. Considerando S = R[X]
(Xp−X−r) = R[α],

onde α = X+(Xp−X−r) e G = 〈σ〉 um grupo cíclico de ordem p de�nido por σ|R = R

e σ(α) = α + 1, segue que S é uma extensão galoisiana de R com grupo de Galois G.

Vamos fazer esta prova mostrando que (R[α], σ) satisfaz o item 4. do Teorema 3.7.

i) Observamos queR[α] = {r0+r1α+r2α
2+· · ·+rp−1α

p−1 : ri ∈ R} e {1, α, α2, . . . , αp−1}
é um conjunto linearmente independente. Da de�nição de σ, segue naturalmente

que R ⊂ SG. Por outro lado, se f(α) ∈ SG, então f(α) = r0+r1α+· · ·+rp−1α
p−1,

e supondo que σ(f(α)) = f(α), devemos ter
p−1∑
i=1

ri(α + 1)i =

p−1∑
i=1

riα
i, donde se-

gue que f(α) = r0, uma vez que {1, α, α2, . . . , αp−1} é linearmente independente.

Logo, SG ⊂ R, e portanto, SG = R.
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ii) Primeiro mostremos que G tem ordem p. De fato, para 1 ≤ i ≤ p, segue que

σi(x) = x + i.1. Assim, pelo fato de que R tem característica p, segue que

σp(x) = x, isto é, σp = id e σi(x) 6= x, para todo 1 ≤ i ≤ p − 1, isto é, σi 6= id,

para todo 1 ≤ i ≤ p − 1. Agora, observamos que se id 6= τ ∈ G, então existe

1 ≤ j ≤ p − 1 tal que τ = σj. Assim, se M é um ideal maximal de S e x um

elemento arbitrário de S, então τ(x) − x = σj(x) − x = x + j.1 − x = j /∈ M ,

para todo τ ∈ G, uma vez que M é um ideal maximal e j é inversível em R.

Exemplo 3.14. Sejam R um anel comutativo com elemento identidade e n um número

inteiro maior ou igual a 2 tal que 1
n
∈ R. Suponhamos também que existe ζ ∈ R, uma

raiz n-ésima da unidade, isto é, tal que ζn = 1, satisfazendo que (1−ζ i) é uma unidade

de R, para todo inteiro 1 ≤ i ≤ n − 1. Além disso, sejam r ∈ R uma unidade de

R, S = R[X]
Xp−X−r = R[α] e G um grupo cíclico de ordem n gerado por σ, de�nido por

σ(x) = ζx, para todo x ∈ S. Então S é uma extensão galoisiana de R com grupo de

Galois G.

Para ver isso, vamos mostrar que o item 4. do Teorema 3.7 é satisfeito. A prova de

que SG = R é análoga à que �zemos no item i) do Exemplo 3.13. Assim, para mostrar

que a extensão é galoisiana, dada id 6= τ ∈ G, basta exibir λ ∈ S tal que τ(λ)−λ /∈M ,

para todo ideal maximal M de S. Seja então τ = σj, com 1 ≤ j ≤ n − 1. Tomando

λ = α = X + (Xn − r), temos

τ(λ)− λ = τ(α)− α = σj(α)− α = ζjα− α = (ζj − 1)α.

Note que (ζj − 1) e α são ambos inversíveis em S, desta forma, (ζj − 1)α /∈ M , para

todo ideal maximal M de S. Portanto, S é uma extensão galoisiana de R com grupo

de Galois G.

A seguir, vejamos alguns resultados e de�nições necessários para chegarmos ao

teorema fundamental.

Lema 3.15. Seja S uma extensão galoisiana de R com grupo de Galois G.

1. Existe um elemento c ∈ S tal que para g ∈ HomR(S,R) dada por g(x) =
∑
σ∈G

σ(x),

tem-se g(c) =
∑
σ∈G

σ(c) = 1.

2. R é um somando direto de S como R-módulo.

3. Se T é uma R-álgebra comutativa com elemento identidade 1 e G atua sobre

T ⊗ S via σ(t ⊗ s) = t ⊗ σ(s), para todo s ∈ S, t ∈ T e σ ∈ G, então T ⊗ S é

uma extensão galoisiana de T com grupo de Galois G.
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Demonstração. 1. No Teorema 3.7, da prova de (1 ⇒ 2), segue que HomR(S,R) =

φ(t · S). Assim, dado f ∈ HomR(S,R), segue que existe s ∈ S tal que f = φ(t · s) =

φ

(∑
σ∈G

σ(s)σ

)
. Então, para todo x ∈ S, segue que

f(x) = φ

(∑
σ∈G

σ(s)σ

)
(x) =

∑
σ∈G

σ(s)σ(x) =
∑
σ∈G

σ(sx) = g(sx).

Logo, para todo f ∈ HomR(S,R), segue que f(x) = g(sx), para algum s ∈ S. Por

outro lado, como S ⊃ R é de Galois, pelo item 1 do Teorema 3.7, segue que S é

um R-módulo projetivo �nitamente gerado, e desse modo, existem x1, . . . , xn ∈ S e

f1, . . . , fn ∈ HomR(S,R) tal que
n∑
i=1

fi(xi) = 1, e assim, existem s1 . . . , sn ∈ S tal que

fi = g(six). Consequentemente,

1 =
n∑
i=1

fi(xi) =
n∑
i=1

g(sixi) = g

(
n∑
i=1

sixi

)
.

Tomando c =
n∑
i=1

sixi ∈ S, segue g(c) = 1 e a a�rmação está provada.

2. Pelo item 1., segue que existe c ∈ S tal que g(c) = 1, de modo que a imagem

de g é R. Isso implica que a sequência S
g→ R → 0 é exata. De�nindo θ : R → S

por θ(r) = rc, segue que θ é um homomor�smo de R-módulos e g ◦ θ = 1R, ou seja, a

sequência cinde, e logo, R é um somando direto de S.

3. Vamos mostrar que o item 3. do Teorema 3.7 é satisfeito. Sejam x1, . . . , xn, y1, . . . , yn

os elementos de S tal que
n∑
i=1

xiσ(yi) = δi,j. Assim, 1⊗x1, . . . , 1⊗xn, 1⊗y1, . . . , 1⊗yn

são elementos de T ⊗ S e vale

n∑
i=1

(1⊗ xi)(1⊗ σ)(1⊗ yi) = 1⊗
n∑
i=1

xiσ(yi) = 1⊗ δ1,σ = δ1,σ.

Também devemos mostrar que (T ⊗S)G = T . Para ver que T ⊆ (T ⊗S)G, é su�ciente

observar que t⊗ 1, que é a identi�cação de T em T ⊗ S, �ca �xo para todo σ ∈ G. De
fato, (1⊗ σ)(t⊗ 1) = t⊗ σ(1) = t⊗ 1. Agora, seja w ∈ (T ⊗ S)G. Pelo item 1., segue

que existe c ∈ S tal que g(c) = 1, então
∑
σ∈G

(1 ⊗ σ)(1 ⊗ c) = 1 ⊗ 1. Suponhamos que

w · 1⊗ c =
m∑
i=1

ti ⊗ si ∈ T ⊗ S. Assim,
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w = w · 1⊗ 1 = w
∑
σ∈G

(1⊗ σ)(1⊗ c) =
∑
σ∈G

(1⊗ σ)(w · 1⊗ c)

=
∑
σ∈G

(1⊗ σ)

(
n∑
i=1

ti ⊗ si

)
=

m∑
i=1

ti ⊗
∑
σ∈G

σ(si) =
m∑
i=1

titr(si)⊗ 1 ∈ T ⊗ 1 = T.

Logo (T ⊗ S)G = T , e portanto, T ⊗ S é uma extensão galoisiana de T com grupo de

Galois G.

De�nição 3.16. Sejam f, g : S → T homomor�smo de anéis. Dizemos que f e g são

fortemente distintos se, para todo idempotente não nulo e de T , existe s ∈ S tal que

f(s)e 6= g(s)e.

Note que a condição 5.ii) do Teorema 3.7 signi�ca que os automor�smos de G são

2 a 2 fortemente distintos. Levando em consideração apenas os anéis que não possuem

elementos idempotentes não nulos, como é o caso dos corpos, essa condição não seria

necessária, e teríamos que uma extensão de anéis é galoisiana se, e somente se, SG = R

e S é separável sobre R. Mas como queremos incluir neste estudo também os anéis que

possuem elementos idempotentes não triviais, é necessário introduzir este conceito para

que o Teorema Fundamental seja válido neste caso. Em [13], de Mayer de�ne que uma

extensão S ⊃ R de anéis é normal se satisfaz SG = R. Neste sentido, a de�nição do

item 5. do Teorema 3.7 pode ser vista como uma generalização do conceito de extensão

normal e separável utilizada para corpos.

Lema 3.17. Se S é uma R-álgebra comutativa separável com elemento identidade 1 e

f : S → R é um homomor�smo de R-álgebras, então existe um único idempotente e ∈ S
tal que f(e) = 1 e xe = f(x)e, para todo x ∈ S. Além disso, se f1, . . . , fn : S → R

são homomor�smos de R-álgebras fortemente distintos dois a dois e e1, . . . , en ∈ S

são os idempotentes correspondentes, então eiej = 0, se i 6= j e fi(ej) = δi,j, para

i, j = 1, . . . , n.

Demonstração. Seja f : S → R um homomor�smo de R-álgebras onde S é uma R-

álgebra separável. Assim, S admite um elemento idempotente de separabilidade e ∈

S ⊗ S e existem elementos x1, . . . , xn, y1, . . . , yn em S tais que
n∑
i=1

xiyi = 1 e
n∑
i=1

xxi ⊗

yi =
n∑
i=1

xi ⊗ yix, para todo x ∈ S. Seja e =
n∑
j=1

f(xi)yi ∈ S. Mostramos que esse

elemento é o idempotente que procuramos, isto é, que f(e) = 1 e f(x)e = xe, para

todo x ∈ S, ou seja,

� f(e) = f

(
n∑
i=1

f(xi)yi

)
=

n∑
i=1

f(xi)f(yi) = f

(
n∑
i=1

xiyi

)
= f(1) = 1.
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� (f ⊗ 1)

(
n∑
i=1

xxi ⊗ yi

)
= (f ⊗ 1)

(
n∑
i=1

xi ⊗ yix

)
⇒

n∑
i=1

f(xxi)⊗ yi =

n∑
i=1

f(xi) ⊗ yis ⇒
n∑
i=1

1 ⊗ f(xxi)yi =
n∑
i=1

1 ⊗ f(xi)yix ⇒ 1 ⊗ f(x)e = 1 ⊗ xe.

Aplicando µ : S ⊗ S → S onde µ

(
n∑
i=1

xi ⊗ yi

)
=

n∑
i=1

xiyi, em ambos os lados

da igualdade 1⊗ f(x)e = 1⊗ xe, segue que f(x)e = xe, para todo x ∈ S.

� Fazendo x = e, dos itens anteriores, segue que e = 1e = f(e)e = e2, ou seja, e é

de fato idempotente.

Falta mostrar a unicidade de e. Suponhamos que e′ é outro idempotente de S que

satisfaz f(e′) = 1 e f(x)e′ = xe′, para todo x ∈ S. Assim, e′ = 1e′ = f(e)e′ = ee′ =

e′e = f(e′)e = 1e = e, o que mostra que e é único. Agora, vamos provar a segunda

parte do lema. Sejam f1, . . . , fn : S → R homomor�smos de R-álgebras fortemente

distintos dois a dois e e1, . . . , en ∈ S os idempotentes correspondentes que satisfazem

fi(ei) = 1 e fi(x)ei = xei, para todo x ∈ S. Assim, eij = fi(ej) é um idempotente de

R (pois é a imagem de um elemento idempotente) para i, j = 1, . . . , n. Além disso,

fi(x)eij = fi(x)fi(ej) = fi(xej) = fi(fj(x)ej) = fj(x)fi(ej) = fj(x)eij,

para todo x ∈ S. Supondo i 6= j, por hipótese, segue que fi e fj são fortemente

distintos, e então, para cada idempotente e não nulo de S, existe x ∈ S tal que fi(x)e 6=
fj(x)e, o que não ocorre com eij. Logo, se i 6= j, então eij = fi(ej) = 0. Se i = j,

então caímos no caso que já foi provado na primeira parte, onde fi(ei) = 1. Portanto,

fi(ej) = δi,j, para i, j = 1, . . . n. Finalmente, eij = fj(1)eiej = fj(ei)ej = δijej = 0, se

i 6= j, o que conclui a demonstração do lema.

A próxima de�nição também é crucial para que consigamos determinar uma cor-

repondência entre os subanéis de S que contém R e os subgrupos do grupo de Galois

G.

De�nição 3.18. Sejam S uma extensão galoisiana de R com grupo de Galois G e

T um subanel de S. Dizemos que T é G-forte se para todo σ, τ ∈ G, tem-se que

σ|T = τ |T ou σ|T e τ |T são fortemente distintos.

Na teoria de Galois sobre corpos, considerando uma extensão galoisiana de corpos

L ⊃ K com grupo de Galois G, o Teorema Fundamental estabelece uma correspondên-

cia biunívoca entre os corpos intermediários M e os subgrupos de G. O nosso próximo

passo é determinar um teorema similar para a teoria de Galois sobre anéis, apresentando

as especi�cidades que os subanéis devem possuir para que haja uma correspondência.
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De�nindo os conjuntos F = {T anel |R ⊆ T ⊆ S e T é umaR−álgebra separavél eG−
forte de S}, G = {H ⊂ G |H é subgrupo deG}, SH = {x ∈ S : σ(x) = x, para todo σ ∈
H} e HT = {σ ∈ H : σ(x) = x, para todo x ∈ T}, consideramos as aplicações

ϕ : F → G
T 7→ HT

ψ : G → F
H 7→ SH .

Veremos, entre outros fatos relevantes, que estas aplicações estão bem de�nidas e são

inversas uma da outra, através do teorema a seguir, o principal deste trabalho.

Teorema 3.19. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Seja S uma extensão

galoisiana de R com grupo de Galois G.

1. Se H é um subgrupo de G onde SH = T , então

� S é uma extensão galoisiana de T com grupo de Galois H.

� T é uma R-álgebra separável.

� T é G-forte como subálgebra de S.

� H = HT .

2. Se T é uma R-subálgebra separável e G-forte de S onde H = HT , então T = SH .

3. Seja T uma R-subálgebra separável e G-forte de S. Assim, T é uma extensão

galoisiana de R se, e somente se, o subgrupo correspondente H é um subgrupo

normal de G.

Demonstração. 1.

� S é uma extensão galoisiana de T com grupo de Galois H: como S é uma

extensão galoisiana de R, segue que existem x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ S tal que
n∑
i=1

xiσ(yi) = δ1,σ para todo σ ∈ G. Como H ⊆ G, segue que esta igualdade vale

para todo σ ∈ H. Ademais, por hipótese, segue que SH = T . Portanto, S é uma

extensão galoisiana de T com grupo de Galois H.

� SH = T é uma R-álgebra separável: seja g ∈ HomSH (S, SH) a função traço

de�nida por g(s) =
∑
σ∈H

σ(s), para todo s ∈ S. Vamos mostrar que S é uma

extensão galoisiana de T com grupo de Galois H. Pelo Lema 3.15, segue que
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existe c ∈ S tal que g(c) = 1. De�nimos aj = g(xj) e bj = g(yjc), e consideramos,

e =
n∑
j=1

aj⊗bj ∈ SH⊗SH . Mostramos que e é um idempotente de separabilidade

de SH , isto é, que µ(e) = 1 e (µ)e = 0.

µ(e) =
n∑
j=1

ajbj =
n∑
j=1

g(xj)g(yjc) =
n∑
j=1

∑
σ∈H

∑
τ∈H

σ(xj)τ(yjc)

=
∑
σ∈H

∑
τ∈H

σ

(
n∑
j=1

xjσ
−1τ(yj)

)
τ(c) = 1.

e

(x⊗ 1)e =
n∑
j=1

xaj ⊗ bj =
n∑
j=1

∑
σ∈H

∑
τ∈H

xσ(xj)⊗ τ(yjc)

=
∑
σ∈H

∑
τ∈H

σ ⊗ τ

(
n∑
j=1

xxj ⊗ yjc

)

=
n∑
j=1

(∑
σ∈H

σ(xj)

)
⊗

(∑
τ∈H

τ(yjc)

)
1⊗ x

= (1⊗ x)
n∑
j=1

aj ⊗ bj = (1⊗ x)e.

Assim, SH = T é separável sobre R.

� T é G-forte: como S é uma extensão galoisiana de T com grupo de Galois H,

segue que existe c ∈ S tal que g(c) =
∑
ρ∈H

ρ(c) = 1. Além disso, como S ⊃ R é

galoisiana, segue que existem x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ S tal que
n∑
i=1

xiσ(yi) = δ1,σ,

para todo σ ∈ G. Sejam x′1 =
∑
ρ∈H

ρ(xic) = g(xic) e y′i =
∑
ρ∈H

ρ(yi) = g(yi), para

i = 1, . . . , n. Como g ∈ HomT (S, T ), segue que x′i, y
′
i ∈ SH = T , e assim,

n∑
i=1

x′iσ(y′i) =
n∑
i=1

(∑
ρ∈H

(xic)

)
σ

(∑
τ∈H

τ(yi)

)

=
∑
ρ,τ∈H

ρ(c)
n∑
i=1

ρ(xi)στ(yi)

=
n∑
i=1

ρ(c)ρ

(
n∑
i=1

xiρ
−1στ(yi)

)
=
∑
ρ,τ∈H

δ1,ρ−1στρ(c)

=

 1 se σ ∈ H

0 se σ /∈ H,
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para todo σ ∈ G. Logo,

n∑
i=1

x′iσ(y′i) =

 1 se σ ∈ H

0 se σ /∈ H,

para todo σ ∈ G. Agora, sejam σ, τ ∈ G tal que σ|T 6= τ |T . Assim, τσ−1 /∈ H.

Consideramos, agora, e ∈ S um idempotente não nulo tal que σ(t)e = τ(t)e, para

todo t ∈ T . Assim, te = τσ−1(t)e, para todo t ∈ T , e logo,

e =

(
n∑
i=1

x′iy
′
i

)
e =

n∑
i=1

x′i(y
′
ie) =

n∑
i=1

x′iτσ
−1(y′i)e

τσ−1 /∈H
= 0e = 0.

Portanto, T é G-forte.

� H = HT : como SH = T , segue que H ⊂ HT e SHT = SH = T . Pelo fato

que HT ⊂ G e usando o mesmo raciocínio utilizado para mostrar que S é ex-

tensão galoisiana de T com grupo de Galois H, segue que S também é uma

extensão de Galois com grupo de Galois HT , e assim, pelo item 2. do Teorema

3.7 segue que ψ : S ⊗T S → 5(S : HT ) é um isomor�smo de S-álgebras e

ψ : S ⊗T S → 5(S : H) também é um isomor�smo de S-álgebras. Logo,

dimTS · |H| = dimSS ⊗T S = dimTS · |HT |, e consequentemente, |H| = |HT |.

Desta igualdade e do fato que H ⊂ HT , segue que H = HT .

2. Seja T uma R-álgebra separável e G-forte de S em que H = HT . Como H = HT ,

segue que T ⊂ SH , de modo que resta provar a inclusão SH ⊂ T . Nosso trabalho

inicial nessa longa demonstração é mostrar que 5(S : G)H = ψ(S ⊗ T ), pois a partir

dessa igualdade chegamos na inclusão desejada. Pelo item 3. do Lema 3.15, segue

que S ⊗ S é uma extensão galoisiana de S = S ⊗ R com grupo de Galois G, onde

σ(a ⊗ b) = a ⊗ σ(b), para todo a, b ∈ S e σ ∈ G. Como pelo item 2. do Teorema 3.7

a aplicação ψ : S ⊗ S → 5(S : G) é um isomor�smo, podemos de�nir uma ação de

G sobre 5(S : G), dada por ρ(σ) = σρ−1, para todo ρ ∈ G. Observamos que vale a
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igualdade ψ(σ(a⊗ b)) = σ(ψ(a⊗ b)), para todo a⊗ b ∈ S ⊗ S e σ ∈ G. De fato,

ψ(σ(a⊗ b)) = ψ(a⊗ σ(b)) =
∑
ρ∈G

aρ(σ(b))ρ;

σ(ψ(a⊗ b)) = σ

(∑
ρ∈G

aρ(b)ρ

)
=
∑
ρ∈G

aρ(b)ρσ−1 =
∑
τ∈G

aτ(σ(b))τ.

Além disso, ψ é um isomor�smo, e assim, concluímos que 5(S : G) também é uma

extensão galoisiana de S com grupo de Galois G. Ademais, como T ⊂ SH ⊂ S,

podemos considerar as sequências 0
f→ T

i→ SH e 0
f→ SH

i→ S, onde i são inclusões,

que são injetoras, de modo que as sequências são exatas. Como S é um R-módulo

projetivo, ao tensorizar uma sequência exata por S, a mesma continua exata. Assim,

as sequências 0
id⊗f→ S ⊗ T

id⊗i→ S ⊗ SH e 0
id⊗f→ S ⊗ SH

id⊗i→ S ⊗ S são exatas, de

modo que podemos identi�car S ⊗ T com sua imagem em S ⊗ SH (isto é, vê-lo como

subconjunto) e S ⊗ SH com sua imagem em S ⊗ S. Dessa forma, seguem as inclusões

S ⊗ T ⊂ S ⊗ SH ⊂ (S ⊗ S)H . Aplicando ψ, segue que

ψ(S ⊗ T ) ⊂ ψ((S ⊗ S)H) = (ψ(S ⊗ S))H = 5(S : G)H .

Portanto, para concluir esta primeira etapa da demonstração, falta apenas mostrar que

5(S : G)H ⊂ ψ(S ⊗ T ). Para tal, consideramos σ1, . . . , σr ∈ G os representantes das

classes laterais distintas de H em G. Para cada 1 ≤ i ≤ r, de�nimos o homomor�smo

de S-álgebras
fi : 5(S : G) → S∑

σ∈G

aσσ 7→ aσi .

Mostramos que fi = fi|ψ(S⊗T ) : ψ(S⊗T )→ S são homomor�smos fortemente distintos

dois a dois. Supondo que σi|T = σj|T , para i 6= j, como H = HT , segue que σi, σj ∈ H,

e assim, σ̄i = σ̄j = H, o que contradiz o fato de que os σ′is são representantes de classes

laterais distintas. Logo, se i 6= j, segue que σi|T 6= σj|T , e então, por T ser G forte,

dado um idempotente e ∈ S não nulo, existe t ∈ T tal que σi(t)e 6= σj(t)e, e a partir

disso, segue que

fi(ψ(1⊗ t))e = fi

(∑
σ∈G

σ(t)σ

)
e = σi(t)e 6= σj(t)e = fj(ψ(1⊗ t))e,

ou seja, fi, fj, com i 6= j são fortemente distintos. Além disso, como T é uma R-álgebra

separável, segue que S⊗T é uma S-álgebra separável, pois se e ∈ T⊗T é o idempotente

de separabilidade de T sobre R, então 1 ⊗ e ∈ S ⊗ (T ⊗ T ) = (S ⊗ T ) ⊗ (S ⊗ T ) é

o idempotente de separabilidade se S ⊗ T sobre S. Como ψ é um isomor�smo de S-

álgebras, segue que ψ(S⊗T ) também é uma S- álgebra separável. Assim, podemos usar
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o Lema 3.17 para concluir que existem elementos idempotentes wi, . . . , wr ∈ ψ(S ⊗ T )

tal que fi(x)wi = xwi, para todo x ∈ ψ(S ⊗ T ) e fi(wj) = δij, para i, j = 1, . . . , r.

Como ψ(S⊗T ) ⊂ 5(S : G)H , segue que wi ∈ 5(S : G)H , para todo i. Dessa forma, se

mostrarmos que {w1, . . . , wr} gera 5(S : G)H , todo elemento de 5(S : G)H também

pertence a ψ(S ⊗ T ), de modo que a inclusão contrária estaria satisfeita. Para isso,

vamos tomar um elemento qualquer em5(S : G)H e mostrar que ele é uma combinação

linear dos w′is. Seja z =
∑
σ∈G

aσσ ∈ 5(S : G)H . Pela de�nição de 5(S : G)H , segue que

H deixa z �xo, e logo, ρ(z) = z, para todo ρ ∈ H. Mas usando a de�nição da atuação

de G em 5(S : G), segue que ρ(z) =
∑
σ∈G

aσσρ
−1. Logo,

∑
σ∈G

aσσ =
∑
σ∈G

aσσρ
−1, ou seja,∑

σ∈G

aσρσ =
∑
σ∈G

aσσ, de onde segue que aσ = aσρ, para todo σ ∈ G, ρ ∈ H. Assim, em

particular, tem-se aσi = aσiρ, para todo ρ ∈ H e i = 1, . . . , r. Levando em consideração

que G =
r⋃
i=1

σiH, isto é, que G é a união de todas as classes laterais de H em G, segue

que

z =
∑
σ∈G

aσσ =
r∑
i=1

∑
ρ∈H

aσiρ−1σiρ
−1 =

r∑
i=1

aσi

(∑
ρ∈H

ρ(σi)

)
.

Podemos tomar wi =
∑
ρ∈H

ρ(σi), pois satisfaz fi(wj) = δij e fi(x)wi = xwi, de modo

que obtemos z =
r∑
i=1

aσwi, para todo z ∈ 5(S : G)H , ou seja, o conjunto dos w′is

gera 5(S : G)H , e daí segue que 5(S : G)H = ψ(S ⊗ T ). Agora, vamos mostrar que

a partir dessa igualdade a inclusão SH ⊂ T se veri�ca. Se5(S : G)H = ψ(S⊗T ), então

S ⊗ SH ⊂ (S ⊗ SH) = ψ−1(5(S : G)H) = S ⊗ T.

Aplicando g ⊗ 1, onde g é a função traço, a essa inclusão, obtemos g(S) ⊗ SH ⊂
g(S) ⊗ T . Pelo Lema 3.15, existe c ∈ S tal que g(c) = 1, de onde g(S) = R, e logo,

SH = R⊗ SH ⊂ R⊗ T = T . Portanto, SH = T .

3. Pelo item 1., segue que se S ⊃ R é Galois, então S é sempre Galois sobre T . Mas

será que para a extensão T ⊃ R podemos fazer a mesma a�rmação? Vamos mostrar

que não, que isso vale se, e somente se, H é um subgrupo normal de G. Primeiramente,

mostramos que vale Hσ(T ) = σHTσ
−1. Se ρ ∈ Hσ(T ), então ρ(σ(T )) = σ(T ), para todo

σ ∈ G, e consequentemente, σ−1ρσ(T ) = T , para todo σ ∈ G. Logo, σ−1ρσ �xa T , e

portanto, σ−1ρσ ∈ HT . Mas ρ = σ(σ−1ρσ)σ−1 ∈ σHTσ
−1, ou seja, Hσ(T ) ⊆ σHTσ

−1.

Para ver a inclusão contrária, consideramos ψ ∈ σHTσ
−1. Assim, ψ = σρσ−1 onde

ρ ∈ HT . A�rmamos que ψ ∈ Hσ(T ), isto é, que ψ �xa σ(T ) para todo σ ∈ G.

De fato, ψ(σ(t)) = σ ◦ ρ ◦ σ−1 ◦ (σ(t)) = σ ◦ ρ(t) = σ(t) pois ρ ∈ HT . Portanto,
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Hσ(T ) = σHTσ
−1, como queríamos mostrar. Por de�nição, H é um subgrupo normal

de G se H = σHσ−1, para todo σ ∈ G, de onde concluímos que um subgrupo H de G é

normal se, e só se, σ(T ) = T , para todo σ ∈ G. Resta mostrar que T ⊆ R é galoisiana

com grupo G/H. Pelo item 3. do Teorema 3.7, devemos mostrar que TG/H = R e

que existem x′1, . . . , x
′
n, y

′
1, . . . , y

′
n ∈ T satisfazendo a igualdade do item ii) para todo

σ ∈ G/H. Seja H um subgrupo normal de G e T = SH . Assim, σ(T ) = T , para

todo σ ∈ H. Considerando novamente σ̄1, . . . , σ̄r os representantes das classes laterais

distintas de H em G, segue que G/H = {σ̄i = σiH|1 ≤ i ≤ r} é o conjunto de todas

essas classes (observe que precisamos da condição de H ser normal em G para de�nir

esse quociente). De�nimos essas funções σ̄i : T → T por σ̄i(t) = σi(t), para todo t ∈ T
e i = 1, . . . , r, que está bem de�nida pois independe do representante. Além disso,

σ̄i(t) = t ⇔ σi(t) = t, o que implica que TG/H = SG = R. Tomando os x′i, y
′
i ∈ T

de�nidos na prova de que T é G-forte, segue que

n∑
i=1

x′iσ(y′i) =

{
1 se σ ∈ H
0 se σ /∈ H,

para todo σ ∈ G. Mas observamos que, se σ ∈ H, então σ(t) = σ̄i(t) = t, para todo

t ∈ T , ou seja, σ̄i = id, e se σ /∈ H, existe t ∈ T tal que σ(t) = σ̄i(t) 6= t (pois HT = H),

e então, σ 6= id. Dessa forma

n∑
i=1

x′iσ̄i(y
′
i) =

{
1 se σ̄i = 1

0 se σ̄i 6= 1,

para todo σ̄i ∈ G/H. Portanto, T é uma extensão galoisiana de R com grupo de Galois

G/H.

A partir dos itens 1. e 2. concluímos que as funções ϕ e ψ estão bem de�nidas e são

inversas uma da outra e, dessa forma, existe uma correspondência biunívoca entre os

subgrupos de G e os subanéis de S que contém R e são R-álgebra separável e G-forte,

isto é, a cada subgrupo H de G existe uma R-álgebra associada e a cada R-álgebra

existe um subgrupo correspondente. Essa correspondência é chamada correspondên-

cia de Galois. Já o item 3. estabelece uma condição para que a extensão T ⊃ R seja

galoisiana.

Observe que a hipótese de que T é G-forte no Teorema 3.19 é necessária e não pode

ser descartada. Exempli�camos este fato no exemplo a seguir.

Exemplo 3.20. Seja S uma R-álgebra separável dada por S = Re0⊕Re1⊕Re2⊕Re3,

onde eiej = δijei e
3∑
i=0

ei = 1. Sejam G = 〈σ〉 um grupo cíclico de ordem 4 tal que
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σ(ei) = ei+1(mod4) e T = R(eo + e1) ⊕ R(e2 + e3) um subanel de S. Mostramos que

satisfazem:

1. T não é G-forte.

2. HT = 1 = H.

3. T é R-separável.

4. SH 6= T .

Em outras palavras, se no item 2, apenas a condição G-forte for omitida, não podemos

concluir a igualdade S = TH , que é fundamental para que as funções sejam inversas

uma da outra. Para mostrar que T não é G-forte, é su�ciente exibir um par σ, τ ∈ G,
onde σ|T 6= τ |T e σ|T e τ |T não são fortemente distintos, isto é, que existe e 6= 0

idempotente de S tal que para todo s ∈ S, tem-se σ|T (s)e = σ|T (s)e. Todos os e′is são

idempotentes de S pela maneira que a multiplicação foi de�nida, então tomando e0 ∈ S,
segue que o par σ, σ2 ∈ G, e considerando t ∈ T , dada por t = a(e0 + e1) + b(e2 + e3)

onde a, b ∈ R, segue que σ|T 6= σ2|T . Além disso,

σ|T (t)eo = (a(e1 + e2) + b(e3 + e0))e0 = beo

e

σ2|T (t)eo = (a(e2 + e3) + b(e0 + e1))e0 = beo,

o que mostra que T não é G-forte. Agora, vamos mostrar que HT = {1}. Tem-se que

1 ∈ HT . Mostramos que os outros elementos de G não �xam T :

� σ(t) = σ(a(e0 + e1) + b(e2 + e3)) = a(e1 + e2) + b(e3 + e0) 6= t, e assim, σ /∈ HT .

� σ2(t) = σ2(a(e0 + e1) + b(e2 + e3)) = a(e2 + e3) + b(e0 + e1) 6= t, e assim, σ2 /∈ HT .

� σ3(t) = σ3(a(e0 + e1) + b(e2 + e3)) = a(e3 + e0) + b(e1 + e2) 6= t, e assim� σ3 /∈ HT .

Logo, HT = {1}. Para ver que T é R-separável devemos tomar e = 1 ⊗ 1 ∈ T ⊗ T o

(fazendo a = b = 1 em t = a(e0 + e1) + b(e2 + e3) ∈ T , pois e0 + e1 + e2 + e3 = 1) e

mostrar que e é um idempotente de separabilidade de T , ou seja,

� µ(e) = 1.

� Ker(µ)e = 0. De fato,
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(a(e0 + e1) + b(e2 + e3)⊗ 1)e = (a(e0 + e1) + b(e2 + e3)⊗ 1)(1⊗ 1)

= ae0 + ae1 + be2 + be3 ⊗ e0 + e1 + e2 + e3

= ae0 ⊗ e0 + ae1 ⊗ e1 + be2 ⊗ e2 + be3 ⊗ e3

a,b∈R
= e0 ⊗ ae0 + e1 ⊗ ae1 + e2 ⊗ be2 + e3 ⊗ be3

= e0 + e1 + e2 + e3 ⊗ ae0 + ae1 + be2 + be3

= 1⊗ (a(e0 + e1) + b(e2 + e3))

= 1⊗ (a(e0 + e1) + b(e2 + e3))(1⊗ 1)

= (1⊗ a(e0 + e1) + b(e2 + e3))e.

Finalmente, para mostrar que SH 6= T , consideramos x ∈ SH . Assim, x ∈ S e τ(x) = x,

para todo τ ∈ H. Logo, SH = S 6= T , pois por exemplo x = aeo + be1 + ce2 + de3 com

a 6= b e c 6= d pertence a S, mas x /∈ T .

3.3 Considerações �nais

Neste capítulo, analisamos as três de�nições equivalentes conhecidas de extensão ga-

loisiana de corpos, evidenciando o porquê de não poderem ser estendidas naturalmente

para anéis. Em seguida, apresentamos uma outra de�nição que permite a generalização

que buscamos. Com base nesta de�nição, apresentamos um teorema contendo cinco de-

�nições equivalentes para que uma extensão de anéis seja galoisiana. Com um exemplo,

mostramos que a de�nição apresentada para extensão de anéis de Galois é de fato uma

generalização da extensão de corpos de Galois, ou seja, o objetivo de apresentar uma

de�nição para que extensão de anéis seja galoisiana, foi cumprido. Feito isso, partimos

para o próximo passo, o de encontrar um Teorema Fundamental para essa teoria. Após

algumas observações e considerações, concluímos que dada uma extensão galoisiana de

anéis S ⊃ R, existe sim uma correspondência entre os subgrupos de AutR(S) = G e os

subanéis de S contendo R, mas estes subanéis devem possuir algumas propriedades ex-

tras. O anel S deve ser uma R-álgebra separável e G-forte. Desta forma, apresentamos

uma teoria de Galois sobre anéis comutativos, objetivo deste trabalho.

Este estudo é passível de continuação, pois existem alguns caminhos que podem ser

tomados. É possível utilizar esta teoria para estudar o grupo de Brauer de um anel

comutativo, ou até mesmo, generalizar ainda mais o que �zemos aqui, apresentando

uma teoria de Galois sobre anéis não comutativos.



4 Aplicações em códigos

A maioria dos trabalhos sobre códigos fazem o estudo deste sobre corpos, mas

códigos sobre anéis podem ser apropriados em alguns contextos. Descobertas recentes

de que bons códigos binários não lineares estão relacionados com códigos lineares sobre

Z4, tem motivado os estudo dos códigos sobre anéis em gerais. Uma das vantagens de

estudar os códigos sobre anéis é que eles servem de base para a construção de códigos

de�nidos sobre grupos abelianos. O objetivo, deste capítulo, é apresentar códigos

sobre o anel Zm a partir da álgebra de grupo ZmG. Na primeira seção, apresentamos

a de�nição de anel e álgebra de grupo e alguns resultados que determinam quando

ZmG é semi-simples, e em seguida, na segunda seção, trabalhamos para encontrar as

estruturas dos códigos. Neste capítulo nos baseamos nas de�nições e nos resultados

apresentados em [2], [3], [6], [9], [11], [17], [20] e [21].

Algumas demonstrações deste capítulo serão omitidas, pois fogem ao objetivo do

nosso estudo.

4.1 Anel de grupo

Dados um grupo G e um anel R podemos construir um novo anel, o chamado anel

de grupo. Além disso, quando R é comutativo, este anel pode ser visto como uma

R-álgebra. É por meio desta estrutura que investigaremos os códigos sobre Zm.

De�nição 4.1. Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Considere o conjunto

RG =

{∑
g∈G

agg |ag ∈ R, g ∈ G e ag = 0 exceto para um número �nito de termos

}
e para α =

∑
g∈G

agg e β =
∑
g∈G

bgg pertencentes a RG, considere as operações:

� α + β =
∑
g∈G

agg +
∑
g∈G

bgg =
∑
g∈G

(ag + bg)g ;

� αβ =
∑
g,h∈G

(agbh)gh.

O conjunto RG munido destas operações é chamado anel de grupo de G sobre R.

89
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O elemento neutro de RG é dado por 1RG = 1R1G e o inverso aditivo por −α =∑
g∈G

(−ag)g. Para que dois elementos α, β de RG sejam iguais, devemos ter ag = bg,

para todo g ∈ G. Sejam λ ∈ R e α =
∑
g∈G

agg ∈ RG. Assim, podemos de�nir o produto

escalar como

λ

(∑
g∈G

agg

)
=
∑
g∈G

(λag)g.

Com essa operação e a operação soma, segue que RG tem estrutura de R-módulo, e

consequentemente, considerando as três operações e sendo R um anel comutativo, RG

pode ser visto como uma R-álgebra, chamada de álgebra de grupo de G sobre R.

Na próxima seção, estamos interessados nas álgebras de grupo que são semi-simples.

Os próximos teoremas dão algumas condições para que isso ocorra.

Teorema 4.2. [15] (Teorema de Maschke) Sejam G um grupo e R um anel com iden-

tidade. A álgebra de grupo RG é semi-simples se, e somente se, R é um anel semi-

simples, a ordem n de G é �nita e n é uma unidade em R.

Corolário 4.3. Se G é um grupo e K é um corpo de característica 0 ou p primo que

não divide a ordem de G, então a álgebra de grupo KG é semi-simples.

Desta forma, a álgebra de grupo ZmCn onde Cn é um grupo cíclico de ordem n, é

semi-simples se, e somente se, Zm é semi-simples e n é uma unidade de Zm. Mas Zm
é semi-simples se, e somente se, m é o produto de primos distintos. De fato, supondo

que existe um primo p repetido na decomposição de m, podemos escrever m = kp2, e

assim, kp seria um elemento nilpotente de Zm, pois (kp)2 = km = 0, mas isso contradiz

o fato de que Zm é semi-simples (lembre-se que para anéis comutativos, que é o caso de

Zm, não ter ideais nilpotentes equivale a não ter elementos nilpotentes). A recíproca é

claramente verdadeira, visto que se m é o produto de primos distintos, segue que Zm
se decompõe como o produto de corpos (que são semi-simples). Além disso, n é uma

unidade de Zm se, e somente se, mdc(m,n) = 1. Com essa discussão, acabamos de

provar o próximo resultado.

Proposição 4.4. ZmCn é semi-simples se, e somente se,

� m =
t∏
i=1

pi, onde cada pi é primo e pi 6= pj, para todo i 6= j.

� mdc(m,n) = 1.

Agora, consideremos a aplicação

φ : Zm → Zp1 × Zp2 × · · · × Zpt
i 7→ (ai(1), ai(2), . . . , ai(t)),
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onde i ∈ Zm e i ≡ a(j)mod(pj). A função φ é um isomor�smo de anéis conhecido da

teoria dos números. Assim, a partir de φ, podemos de�nir

ψ : ZmG −→ Zp1G× Zp2G× · · · × ZptG

dada por

ψ

(
n∑
i=1

rigi

)
=

n∑
i=1

φ(ri)gi =

(
n∑
i=1

ai(1)gi,
n∑
i=1

ai(2)gi, . . . ,
n∑
i=1

ai(t)gi

)
,

com ri ∈ Zm e gi ∈ G, que é também um isomor�smo, por consequência de φ ser

um isomor�smo. Este isomor�smo de álgebras será o ponto chave da investigação dos

códigos sobre Zm, e a partir dele, demonstramos o próximo teorema.

Teorema 4.5. Sejam G um grupo �nito de ordem n e m =
t∏
i=1

pi, onde pi são primos

distintos. Se mdc(m,n) = 1, então ZmG ∼= Zp1G× · · · × ZptG.

Observação 4.6. O isomor�smo ZmG ∼=
t∏
i=1

ZeipiG é válido para todo ei ≥ 1, mas para

ei > 1, as parcelas ZeipiG e a álgebra ZmG não são semi-simples.

A adição e a multiplicação em
t∏
i=1

ZpiCn são inerentes de ZmCn e são de�nidas

como segue. Sejam a =
n∑
i=1

(ai(1), . . . , ai(t))g
i e b =

n∑
j=1

(bj(1), . . . , bj(t))g
j elementos

de
t∏
i=1

ZpiCn. Assim,

� a+ b =
n∑
i=1

(ai(1) + bi(1), . . . , ai(t) + bi(t))g
i ;

� ab =
n∑
i=1

n∑
j=1

(ai(1)bj(1), . . . , ai(t)bj(t))g
igj.

4.2 Códigos

Nesta seção, apresentamos um método para construir códigos sobre os anéis Zm,
onde m é um inteiro qualquer. Dado o número inteiro m, ele pode ser decomposto

como m = pe11 p
e2
2 . . . pett , onde pi são primos e ei inteiros positivos. Quando ei = 1 para

todo i, ou seja, quando m é o produto de primos distintos, o trabalho de encontrar os

códigos sobre Zm resume-se em encontrar os códigos sobre os corpos Zpi = GF (pi), o

que facilita o nosso trabalho. Já quando m possui uma potência de um primo, isto
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é, quando existe ei > 1, devemos usar outras ferramentas para resolver o problema,

já que Zeipi não é corpo e ZmG não é semi-simples neste caso, e por isso, o estudo dos

códigos sobre Zm é dividido nestes dois casos, que aqui representarão duas subseções.

Em resumo, nesta seção faremos a construção de códigos cíclicos sobre o anel Zm a

partir dos códigos cíclicos sobre os corpos GF (pi).

Antes de iniciar as construções dos códigos Zm, vejamos algumas de�nições básicas

da teoria de códigos.

De�nição 4.7. Dado um anel R comutativo com unidade, um subconjunto C de Rn é

chamado de código linear de comprimento n sobre R, se C é um R-submódulo próprio

de Rn. Os elementos do código C são chamados de palavras.

De�nição 4.8. Dados u = (u1, . . . , un) e v = (v1, . . . , vn) palavras do código C, cha-

mamos de distância de Hamming entre u e v ao valor

d(u, v) = |{i : ui 6= vi, 1 ≤ i ≤ n}|,

ou seja, é o número de coordenadas distintas entre duas palavras.

De�nição 4.9. A distância de um código C é de�nida como:

d(C) = min{d(u, v) : u, v ∈ C\{0}},

onde d(x, y) é a distância de Hamming. Como o código é linear, segue que d(u, v) =

d(u− v, 0), e assim, a distância de um código pode ser de�nida como o menor valor de

coordenadas não nulas considerando todas as palavras de C.

De�nição 4.10. Dado u = (u1, . . . , un) ∈ C, de�ne-se o peso de u como

ω(u) = |{i : ui 6= 0}|.

Observamos que o peso de um elemento u é a distância de Hamming entre u e 0.

De�nição 4.11. O peso de um código C é dado por

ω(C) = min{ω(u) : u ∈ C\{0}}.

Das De�nições 4.9, 4.10 e 4.11, segue que d(C) = ω(C).

Uma classe importante dos códigos lineares, são os chamados códigos cíclicos, que

de�nimos a seguir.

De�nição 4.12. Um código linear C sobre R é cíclico se sempre que v = (v0, v1, . . . , vn−1) ∈
C, a palavra v′ = (vn−1, v0, . . . , vn−2) ∈ C.
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Note que o conjunto de todas as palavras pertencentes a um código cíclico C,

formam um subconjunto do anel Rn = R[x]/〈xn − 1〉, isto é, do conjunto de todos os

polinômios cujo grau é menor do que n. Olhando para R = Zm, isto quer dizer que

cada palavra código c de C é associada a um polinômio c(x) via o isomor�smo

ν : Znm → Zm[x]
〈xn−1〉

(c0, . . . , cn−1) 7→ co + c1x+ · · ·+ cn−1x
n−1.

Observe que, se Zm é um corpo, então C é um subespaço de Znm. Assim, se m e n

são relativamente primos e m é primo, os códigos cíclicos de comprimento n sobre Zm
são associados com os ideais principais cujos geradores são fatores de 〈xn− 1〉. Mas, se

Zm é um anel que não é corpo, então o ideal Rn não é necessariamente principal, além

de a fatoração de 〈xn − 1〉 não ser única, o que torna mais difícil a classi�cação dos

códigos cíclicos sobre Zm. Para contornar esse problema, vamos considerar os anéis de

grupo ZmCn, onde Cn é um grupo cíclico de ordem n gerado por g, e então, vamos

associar os códigos de Zm aos coe�cientes dos polinômios de ZmCn.
O próximo resultado, que vale para anéis gerais, garante que C não é apenas um

subconjunto de Rn, mas sim um ideal, fato que será muito útil a esse estudo, pois assim

podemos associar os códigos cíclicos de RG aos ideais de Rn, ideia central utilizada

nesta seção.

Teorema 4.13. Um código C de comprimento n sobre R é cíclico se, e somente se, C

é um ideal de Rn.

Demonstração. Seja C um código cíclico de comprimento n sobre R. Então, de acordo

com o isomor�smo ν, segue que xc(x) ∈ C, para todo polinômio c(x) ∈ R[x]. Logo,

xic(x) ∈ C, para todo i. Como C é linear, segue que a(x)c(x) ∈ C para todo a(x) ∈ Rn.

Portanto, C é ideal em Rn. Reciprocamente, seja c(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x
n−1 um

elemento de Rn. Então xc(x) ∈ C, já que C é um ideal em Rn. Portanto, C é um

código cíclico sobre R.

A partir do Teorema 4.13, obtemos a seguinte de�nição.

De�nição 4.14. Um código cíclico linear de comprimento n sobre Zm é o conjunto

das n-uplas associadas com os elementos de um ideal de ZmCn.

Assim, a quantidade de códigos para cada Zm é a quantidade de ideais que ZmCn
possui. Supondo que G é �nito de ordem n e que seus elementos estão escritos na

ordem g1, g2, . . . , gn, segue que a cada elemento
n∑
i=1

aigi, podemos associar a n-upla

(a1, . . . , an), que representa uma palavra do código.

Quando mencionarmos um (n, k) código sobre GF (q), estamos referindo a um có-

digo de comprimento n, isto é, cada palavra tem n dígitos, é uma n-upla, e este código

tem qk palavras.
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4.2.1 Códigos sobre Zm onde m é o produto de primos distintos

Nesta subseção, dedicaremos nosso trabalho para a construção dos códigos sobre

Zm, onde m é o produto de primos distintos, pois, neste caso, a álgebra de grupo ZmG
é semi-simples, o que nos trás algumas facilidades. Uma das vantagens de se trabalhar

com álgebra semi-simples, é que neste caso todo ideal é um produto de ideais minimais,

e assim o nosso trabalho de encontrar os códigos sobre Zm resume-se ao trabalho de

encontrar os ideais minimais de ZmCn, com (m,n) = 1.

Da teoria de códigos, segue que todo código cíclico linear de comprimento n pode

ser visto como um ideal na álgebra de grupo RCn, onde Cn = 〈g〉 é um grupo cíclico de

ordem n gerado por g. Esta interpretação dos códigos cíclicos é de extrema importância

para conseguirmos determinar suas estruturas, pois veremos que os ideias de ZmG e o

produto dos ideais de ZpiG estão em correspondência.

Neste momento, estamos preocupados com esta associação entre os ideais e em como

podemos encontrar códigos de Zm a partir deles, mas a estrutura dos ideais minimais

e seus geradores idempotentes não serão considerados.

Nosso objetivo, agora, é mostrar que existe uma correspondência entre os ideais de

ZmCn e o produto direto de ideais de
t∏
i=1

ZpiCn. Para isso, apresentamos uma de�nição

para o produto direto de ideais.

De�nição 4.15. Seja Bl um ideal em ZplCn. O produto direto de ideais
t∏
i=1

Bi em

t∏
i=1

ZpiCn é de�nido como o conjunto

{(b(1), . . . , b(t)) : b(i) ∈ Bi},

onde todas as combinações possíveis são consideradas.

Como o produto direto de ideais é um ideal, segue que o produto direto de ideais

em
t∏
i=1

ZpiCn corresponde a um ideal em ZmCn. Agora, falta mostrar a recíproca. Seja

A um ideal em ZmCn formado pelos elementos

{
n∑
i=1

r
(j)
i gi

}
, onde j varia em algum

conjunto de índices K para dar cada elemento de A (ou seja, A tem a quantidade de

elementos que K possui). Assim,
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ψ

(
n∑
i=1

r
(j)
i gi

)
=


(

n∑
i=1

ai(1)gi, . . . ,
n∑
i=1

ai(t)g
i

)(j)


=

(
n∑
i=1

a
(1)
i gi

)(j)

, . . . ,

(
n∑
i=1

a
(t)
i g

i

)(j)

,

onde j ∈ K. Seja Al o conjunto formado pelos elementos


(

n∑
i=1

a
(l)
i g

i

)(j)
 para

l = 1, . . . , t, onde a função do j é indicar que este elemento refere-se ao elemento
n∑
i=1

r
(j)
i gi de A. Como A é ideal em ZmCn, segue que Al é ideal em ZplCn. As-

sim, para mostrar que existe uma correspondência entre os ideais, resta mostrar que

a imagem de um ideal A em ZmCn é o produto de ideais em
t∏
i=1

ZpiCn. Para isso,

vamos considerar os ideais Al, e mostrar que dado um ideal A, ele pode ser escrito

como um produto desses ideais. Mas, para ver que isso ocorre, é su�ciente mostrar

que para todo a =
n∑
i=1

aig
i ∈ A tal que ψ(a) =

n∑
i=1

(ai(1), . . . ai(t))g
i, considerando

ψ : ZmG → Zp1G × Zp2G × · · · × ZptG de�nida como na Seção 4.1, a imagem inversa

ψ−1

(
n∑
i=1

(0, . . . ai(l), . . . 0)gi

)
∈ A. Isso segue do fato que tomando r ∈ R tal que

φ(r) = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), onde 1 está na l-ésima coordenada, utilizando a aplicação

φ : Zm → Zp1 × Zp2 × · · · × Zpt de�nida na Seção 4.1, obtemos

ψ(ra) =
n∑
i=1

(0, . . . ai(l) . . . , 0)gi.

Assim, todo ideal em ZmCn é um produto de ideais Al em
t∏
i=1

ZpiCn, e vice-versa, de

modo que existe uma bijeção entre estes ideais.

Como os elementos dos ideais são associados a uma n-upla que é uma palavra do

código, para determinar os códigos sobre Zm, é su�ciente encontrar os ideais de ZpiCn,
pois a partir da correspondência dada por ψ obtemos os ideais de ZmCn, e a partir

de cada ideal construímos um código cujas palavras correspondem aos seus elementos.

Encontrar explicitamente estes ideais não é o nosso objetivo, mas sim construir um

código sobre Zm a partir de códigos dados sobre Zpi = GF (pi).

Consideremos um conjunto de (n, ki) códigos (ideais) Ai sobre GF (pi) com distân-

cias mínimas di, para i = 1, . . . , t. Pela correspondência entre os ideais, segue que o

produto direto desses códigos é isomorfo a um código A sobre Zm. Também, de acordo

com a de�nição dada para o produto direto de ideais, concluímos que o código A tem
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t∏
i=1

pk
i

i palavras de comprimento n (cada código tem pk
i

i palavras) e a distância mínima

é dada por minidi, como veremos adiante.

Agora, vamos mostrar explicitamente a construção do código A em Zm a partir dos

códigos dados em GF (pi). Seja aj =
n∑
i=1

aig
i um elemento do ideal Aj que é associado

à palavra (a1(j), . . . , an(j)), para j = 1, . . . , t. Assim,

(
n∑
i=1

ai(1)gi, . . . ,
n∑
i=1

ai(t)g
i

)

é um elemento de
t∏
i=1

Ai que pode ser identi�cada sob a inversa ψ−1 com o elemento

n∑
i=1

αig
i ∈ ZmCn, onde αi = ψ−1(ai(1), . . . , ai(t)) ∈ Zm e a este elemento é associada

a n-upla w = (α1, . . . , αn), que representa uma palavra do código A em Zm. Fazendo

essa correspondência para cada elemento do ideal
t∏
i=1

Ai encontramos todos os elemen-

tos do ideal A, e consequentemente, todas as palavras do código A. Para facilitar a

compreensão e a explicação do próximo fato, vamos explicitar os elementos aj. Se

a1 = (a1(1), . . . , an(1)) ∈ ZpiCn
...

at = (a1(t), . . . , an(t)) ∈ ZpiCn,

então a primeira coordenada de w é obtida a partir da primeira coordenada das n-uplas

aj, e assim sucessivamente, para todas as coordenadas. Usando este fato, vejamos que

realmente a distância mínima do código A é dada por minidi. Suponhamos que (t− 1)

das n-uplas ai são nulas e a outra tem peso minidi. Assim, a partir dessas n-uplas,

obtemos uma palavra de peso minidi, e toda palavra sobre Zm terá no mínimo peso

minidi, pois como ψ é um isomor�smo, segue que uma palavra de um código em Zm
só terá um dígito zero em uma determinada posição se esta coordenada é nula em

todas as n-uplas aj. Resumindo, dada uma coleção de (n, ki) códigos sobre GF (pi)

com distâncias mínimas di, construímos um código de comprimento n sobre Zm com
t∏
i=1

pkii palavras e distância mínima minidi.

Exemplo 4.16. Consideremos a álgebra de grupo Z15C8
∼= Z3C8 × Z5C8. Sejam o

(8, 3) código sobre Z3 gerado pelo polinômio g1(x) = 1 + x + x2 + 2x3 + x5 que pode

ser visto como um ideal A1 de Z3C8 e o (8, 2) código sobre Z5 gerado por g2(x) =

2 + 2x + x2 + x4 + 2x5 + x6 visto como o ideal A2 em Z5C8. Assim A1 × A2 é um

ideal em Z15, e logo, seus elementos podem ser identi�cados como palavras do código
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A. Pela forma como de�nimos o produto, A tem 33×52 palavras e distância mínima 5.

Tomando os elementos a1 = (11120100) ∈ A1 e a2 = (22101210) ∈ A2 correspondentes

a g1 ∈ A1 e g2 ∈ A2, respectivamente, vamos determinar o elemento correspondente

(a1, a2) ∈ A1×A2
∼= A em Z15C8. Usando o processo descrito nesta seção, encontramos

cada coordenada da n-upla com as respectivas coordenadas de a1 e a2. Assim, a

primeira e a segunda coordenadas são obtidas fazendo ψ−1(1, 2) = a, onde a satisfaz

as congruências a ≡ 1 mod(3) e a ≡ 2 mod(7). Facilmente se vê que ψ−1(1, 2) = 7.

Fazendo esse processo para as 8 coordenadas, obtemos que a1 × a2 = (77156760) ∈
A1 × A2 é um elemento do código A. É possível encontrar todos os 33 × 52 elementos

de A a partir dos elementos de A1 e A2 prosseguindo desta maneira.

4.2.2 Códigos sobre Zm, onde m é uma potência de um primo

Agora, vamos analisar os códigos sobre Zm, onde m = pn com p primo. A álgebra

ZpnG não é semi-simples, e assim, nada podemos a�rmar sobre sua decomposição e seus

ideais diretamente, por isso partimos da álgebra ZpG que é semi-simples, fato que nos

permite usar o Teorema de Wedderburn, e então, com o auxílio de outros resultados,

conseguimos determinar os ideais de ZpnCn a partir dos ideais de ZpCn.
Antes de iniciar a construção dos códigos sobre Zpn , faremos uma análise mais

aprofundada sobre os ideais minimais da decomposição de ZmCn dada na Seção 4.2.1.

A análise que faremos agora será fundamental para a investigação do caso Zpn .
Como ZpG é semi-simples, pelo Corolário 2.26, segue que existem corpos F1, . . . , Ft

que são extensões do corpo Zp tal que ZpG ∼= F1×· · ·×Ft. Como ZpG tem característica

p, segue que os corpos Fi também terão, e logo, da teoria de corpos �nitos, segue que Fi
terá pni elementos para algum inteiro positivo ni. Também, da teoria de corpos �nitos,

segue que todo subgrupo �nito de um corpo é cíclico, e assim, o subgrupo multiplicativo

F ∗i = Fi\{0} é cíclico de ordem pni − 1, de modo que existe ai ∈ F ∗i tal que ap
ni−1
i = 1,

e para todo m < pn1 − 1, segue que ami 6= 1, ou seja, ai é uma raiz pni − 1-ésima da

unidade, e assim, Fi ∼= Zp(ai). Logo,

ZpG ∼=
t∏
i=1

Zp(ai). (4.1)

Da teoria de álgebras semi-simples, segue que toda álgebra semi-simples é uma soma

direta de ideais minimais e essa decomposição é única, de onde vem que os corpos Fi
também podem ser interpretados como ideais minimais (em um corpo os únicos ideais

são (0) e o próprio corpo, e como por de�nição o ideal minimal é não nulo, só pode

ser o próprio corpo o seu único ideal minimal). Como em cada parcela os únicos ideais

são (0) e Fi, existem t parcelas, e vimos que todo produto direto de ideais é um ideal

e vice-versa, ZpG possui 2t ideais.
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Este método não se aplica a ZpnG, pois o mesmo não é semi-simples, por isso

usamos outra estratégia, mas que não foge a esta ideia. Nosso objetivo, agora, é tentar

descrever ZpnG de maneira similar à Equação (4.1).

Sejam r tal que (r, p) = 1 e F = Zp(ζr), onde ζr é a raiz r-ésima da unidade.

Suponhamos que r é um divisor de pn − 1 e que r não divide pk − 1, para k < n. Com

essa notação em mente, enunciamos o próximo resultado que encontra-se em [20], cuja

prova será omitida por fugir ao nosso intuito.

Teorema 4.17. Considerando o anel R = Zpk(ζr), para algum inteiro k positivo, então

RG ∼=
t⊕
i=1

[R(ζmi
)]ni

.

Utilizando o Teorema 4.17 para R = Zpn , segue que

ZpnG ∼=
t∏
i=1

[Zpn(ζki)]ni
,

ou seja, escrevemos ZpnG como o produto direto de matrizes sobre os corpos Zpn(δki)

que possuem um número �nito de ideais, e logo, as matrizes também possuem, de

acordo com o resultado a seguir que nos mostrará como são os ideais dessas matrizes.

Teorema 4.18. Sejam R um anel comutativo com unidade e S = [R]n, isto é, o anel

das matrizes n × n sobre R. Se I é um ideal de S, então existe um ideal J de R tal

que I = [J ]n.

Demonstração. Sejam Eij as matrizes n × n tal que o coe�ciente da i-ésima linha e

j-ésima coluna é 1 e todas as outras posições são preenchidas com zero. Chamamos

Cij às matrizes obtidas da identidade permutando a i-ésima e a j-ésima coluna. Para

i, j ∈ Z tal que 1 ≤ i, j ≤ n, considere as aplicações

Tij : I → R

A 7→ aij,

onde A = (aij), isto é, a matriz formada pelos coe�cientes aij. Usando o fato que

Tij(A+B) = Tij(A)+Tij(B) e Tij(rA) = rTij(A), para todo A,B ∈ I e r ∈ R, podemos

a�rmar que Jij = {Tij(A) : A ∈ I} é um ideal de R. Mas considerando i, j, k, l tal que

1 ≤ i, j, k, l ≤ n e A ∈ I, segue que CikACjl ∈ I e Tij(A) = Tkl(CikACjl), de modo que

Jij = Jkl, pois para cada A que resulta um valor em Jij, existe CikACjl que resulta no

mesmo valor em Jkl. Logo, Jij independe de i, j, isto é, os Jij são todos iguais. Assim,

tomando J = J11, segue que I ⊂ [J ]n, onde J possui todos os elementos da matriz A

que esta em I. Para mostrar a inclusão contrária, é su�ciente mostrar que para i, j tal
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que 1 ≤ i, j ≤ n e r ∈ R, segue que rEij ∈ I (assim I terá coe�cientes em R). Seja

Iij = {A ∈ I : Tkl(A) = 0, se (k, l) 6= (i, j)}, isto é, as matrizes preenchidas por 0

nas posições diferentes de ij. Assim, J ′ij = {Tij(A) : A ∈ Iij} ⊂ J é um ideal de R,

uma vez que contém todos os coe�cientes da posição ij. Mas, como A ∈ I, segue que
EiiAEjj ∈ Iij e Tij(A) = Tij(EiiAEjj), de modo que J ′ij = Jij = J , e logo, r ∈ J , pois
r ∈ J ′ij. Portanto, rEij ∈ Iij ⊂ I, o que prova o teorema.

Assim, os ideais de [Zpn(ζki)]ni
são dados a partir dos ideais de Zpn(ζki), e logo,

[Zpn(ζki)]ni
tem n + 1 ideais: [Zpn(ζki)]ni

, [pZpn(ζki)]ni
. . . , [pnZpn(ζki)]ni

= 0. Assim,

cada ideal minimal de ZpG, induz n+ 1 ideais em ZpnG, de modo que existem (n+ 1)t

ideais em ZpnG. Dessa forma, para determinar os ideais, e logo, os códigos de ZpnG é

su�ciente determinar os ideais de [Zpn(ζki)]ni
e para isso é su�ciente encontrar os ideais

de Zpn(ζki).

Em suma, para encontrar os códigos sobre Zpn procedemos da seguinte maneira.

Primeiramente, encontramos os ideais minimais de ZpG, que são os corpos Fi de ordem
pni , em seguida determinamos os elementos ai > 0 tal que pni ≡ 1(mod ai) mas

pi 6= 1(mod ai), para i < ni, isto é, os elementos ai que são uma raiz pni
− 1-ésima da

unidade. Desta forma, Fi irá conter todas as raízes de xp
ni − 1 e logo, Fi = Zp(ai).

Usando o Teorema 4.17, chegamos que ZpnG ∼=
t∏
i=1

[Zpn(ai)]. Assim, todos os ideais, e

logo, todos os códigos de ZpnG, podem ser obtidos.

Portanto, dados os códigos sobre Zp = GF (p), encontramos os códigos sobre Zpn
da maneira descrita nesta seção, e então, usando o isomor�smo descrito na Observação

4.6 considerando a função

ψ : ZmG→ Ze1p1G× Ze2p2G× · · · × ZetptG

dada por

ψ

(
n∑
i=1

rigi

)
=

n∑
i=1

φ(ri)gi =

(
n∑
i=1

ai(1)gi,
n∑
i=1

ai(2)gi, . . . ,
n∑
i=1

ai(t)gi

)
,

conseguimos obter os códigos sobre Zm para m qualquer, do mesmo modo como foi

feito na Subseção 4.2.1.

Não foi encontrado nenhum exemplo na literatura deste caso, quandom é a potência

de um primo. A di�culdade está em encontrar os ideais minimais da decomposição da

álgebra de grupo ZpG, para então obter os ideais de ZpnG. Assim, determinar esses

ideais pode ser um tema para um trabalho futuro.
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4.3 Considerações �nais

Neste capítulo, apresentamos algumas de�nições básicas sobre anel e álgebra de

grupo e algumas noções relativas à teoria dos códigos. Com essa base, apresentamos um

método para construir códigos sobre o anel Zm, onde m é um inteiro qualquer, a partir

dos códigos sobre os corpos GF (p), onde p é primo, utilizando conceitos apresentados

no Capítulo 2, especialmente as álgebras semi-simples e o Teorema de Wedderburn.

Em trabalhos futuros este estudo dos códigos pode ser aprofundado e outros as-

pectos podem ser considerados. Também podem ser construídos códigos BCH, de

Hamming e Reed-Solomon sobre anéis.



5 Conclusões e perspectivas futuras

Ao generalizar algum conceito, é comum que algumas propriedades válidas no caso

especí�co sejam perdidas. Por esta razão, sempre procuramos quais características

mínimas devemos adicionar ao caso mais geral de modo que a propriedade desejada

continue válida. No trabalho de generalização da teoria de Galois sobre corpos para

anéis comutativos, tivemos esta preocupação, visto que considerando anéis comutativos

gerais não obtemos uma teoria de Galois consistente.

Ao desenvolver a teoria de Galois sobre anéis, a de�nição básica de extensão ga-

loisiana, como sendo uma extensão normal e separável, não pode ser generalizada

naturalmente, uma vez que estes conceitos não estão bem de�nidos no contexto dos

anéis. Explorando outras de�nições equivalentes, conseguimos obter uma generalização

e apresentar uma de�nição para extensão galoisiana de anéis provando cinco de�nições

equivalentes que envolvem módulo projetivo, isomor�smos e álgebras separáveis.

Dada uma extensão de anéis S ⊃ R e sendo G o grupo dos automor�smos de S,

considerando simplesmente os subanéis de S e os subgrupos de G, não é possível esta-

belecer uma correspondência entre eles, mas considerando os subanéis de S que contém

R, e são R-álgebras separáveis e G-forte, é possível estabelecer uma correspondência

biunívoca entre estas e os subgrupos de G, que é dada pelo Teorema Fundamental da

Teoria de Galois.

Aproveitando o estudo feito sobre as álgebras semi-simples, �zemos a análise dos

códigos cíclicos sobre os anéis Zm. Podemos dizer que generalizamos o conceito de

códigos sobre o corpo Zp, que é o mais comum na literatura, para anéis Zm quaisquer,

com o auxílio das álgebras semi-simples.

Há vários caminhos possíveis que este trabalho pode tomar no futuro. Podemos usar

a teoria que exploramos aqui para estudar os grupos de Brauer de um anel comutativo,

tomando como referência o artigo [5], o primeiro a apresentar a de�nição de extensão

galoisiana de anéis, inclusive, generalizar o grupo de Brauer de corpos para anéis foi

uma motivação para estender a teoria de Galois sobre corpos para anéis; também

é possível continuar fazendo o uso das álgebras separáveis e semi-simples para fazer

generalizações de outras teorias ou desenvolver outros estudos sobre elas, explorar

mais os códigos sobre os anéis Zm ou partir para outros casos da teoria de Galois,
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considerando anéis não comutativos ou até mesmo estudar a teoria de Galois sobre

equações diferenciais, se baseando em [10], onde é provado que equações diferenciais

do tipo u′(t) = t − [u(t)]2 não possui soluções que podem ser escritas usando funções

elementares ou primitivas de funções elementares, exponenciais de tais primitivas ou

primitivas das exponenciais, ou seja, o método de solução não é de natureza algébrica.

Esta teoria é análoga à parte da teoria de Galois onde é provado que uma equação

polinomial geral de grau maior ou igual a cinco não pode ser resolvida por radicais.
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