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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo realizar o estudo numérico do desenvolvimento de esteiras de
aeronaves nas proximidades do solo através de uma descri¢do lagrangiana, a qual associa o
Me¢étodo de Vortices Discretos, para a inclusdo dos efeitos viscosos, com o Método de Painéis,
que tem por finalidade a discretizagdo da geometria analisada e resolver a etapa potencial do
problema. A principal contribuicdo do presente trabalho reside na implementagdo de um
algoritmo acelerador, o Método de Multipolos Répidos, para calcular a parcela do campo de
velocidades devido a nuvem de vortices discretos, em alternativa a lei de Biot-Savart, etapa
mais onerosa no que concerne ao tempo de processamento das simulagdes numéricas. O Método
do Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado, utilizado para simular a difusao da
vorticidade, eleva consideravelmente a quantidade de particulas no dominio computacional
durante o decorrer das simulagcdes numéricas; assim, a partir da implementagdo do algoritmo
acelerador para computar a parcela do campo de velocidades devido a interagdo vortice-vortice,
¢ possivel realiza-las em um tempo computacional, aproximadamente, 90% menor, além de
manter a acuracia do célculo do campo de velocidades do escoamento em valores razoaveis, de
até 2,54%. Ao final, os resultados obtidos a partir do algoritmo desenvolvido sdo comparados
com aqueles existentes na literatura e pode-se concluir que o Método de Multipolos Rapidos

foi implementado com sucesso.

PALAVRAS-CHAVE: Descricao Lagrangiana. Método de Vortices Discretos. Método do
Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado. Método de Multipolos Rapidos.

Método de Painéis.



ABSTRACT

The present research aims to accomplish a numerical study of an aircraft wake near the ground
through a lagrangian description, which associates the Discrete Vortex Method to include the
viscous effects, and the Panel Method, which aims to discretize the analyzed geometry and
solve the potential step of the problem. This paper main's contribution lies in the
implementation of an accelerator algorithm, the Fast Multipole Method, which calculates the
velocity field’s portion due to the cloud of discrete vortices, as an alternative to the Biot-Savart
Law, most expensive step in terms of processing time of the numerical simulations. The Core
Spreading Method, used to simulate vorticity diffusion, considerably increases the number of
particles in the domain during the course of numerical simulations; thus, from the
implementation of the accelerator algorithm to compute the portion of the velocity field due to
the vortex-vortex interaction, it is possible to perform them in, approximately, 90% less
computational time, besides keeping the accuracy of the computation of the velocity field
calculation at reasonable values, up to 2,54%. At the end, the results obtained using the
algorithm developed are compared with those existing in the literature and it can be concluded

that the Fast Multipole Method was successfully implemented.

KEYWORDS: Lagrangian Description. Discrete Vortex Method. Core Spreading Method. Fast
Multipole Method. Panel Method.
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1 INTRODUCAO

Em problemas de engenharia, ocorrem, frequentemente, situagdes em que um fluido
escoa ao redor de fronteiras solidas, fenomeno que causa a formacdo de esteira viscosa. A
viscosidade, presente em todos os fluidos, faz com que a vorticidade gerada ao redor da
fronteira solida alcance locais em que o escoamento era, até¢ aquele momento, irrotacional. Tal
espalhamento gera um campo de vorticidades que ndo pode ser estudado analiticamente, por
conta da complexidade destes escoamentos. Sendo assim, o campo de vorticidades deve ser
estudado de forma experimental e/ou numérica, a fim de se determinar os campos de velocidade
e de pressao do escoamento.

Existem duas maneiras de realizar a simulagao numérica de escoamentos:

e Descri¢cdo euleriana: as propriedades do campo de escoamento sdo descritas como
funcdo de sua posi¢cdo no espaco e no tempo (FOX et al., 2013) e a regido fluida ¢
discretizada com o auxilio de uma malha computacional, através da qual as grandezas
de interesse sdo calculadas;

e Descricdo lagrangiana: o escoamento ¢ tratado como um conjunto de particulas
fluidas seguidas individualmente em seus movimentos no dominio fluido (FOX et al.,
2013), sendo as propriedades de interesse calculadas apenas em fungao do tempo.

Os métodos eulerianos partem da discretizagao do dominio fluido a ser analisado. Esta
discretizacdo acarreta em esfor¢os computacionais por conta da geracao de malhas, sendo que
isso pode ser evitado mediante o uso da descri¢do lagrangiana. Além disso, ¢ possivel que
ocorram intercorréncias na discretiza¢do do dominio fluido caso o problema seja composto por
geometrias mais complexas, o que pode ocasionar problemas na formulagdo das condi¢des de
contorno. Os métodos lagrangianos partem da discretizagdo de uma propriedade do escoamento,
a vorticidade, por exemplo. O principal método lagrangiano ¢ o Método de Vortices Discretos
(MVD), utilizado no presente trabalho, em conjunto com o Método de Painéis.

De acordo com o Método de Vortices Discretos, a simulacdo numérica da evolucao do
campo de vorticidades no tempo € realizada através de uma nuvem de vortices discretos de
Lamb, sendo possivel dividi-la em dois processos: advecgdo e difusdo viscosa da vorticidade.
Chorin (1973) propds o algoritmo de separacdo da parte viscosa da equacdo do transporte da
vorticidade, sendo possivel tratar, de maneira individual, mas em um mesmo incremento de
tempo, a advecgdo e a difusdo da vorticidade, simplificando a implementa¢cdo numérica do

Método de Vortices Discretos.
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A solugdo da etapa advectiva envolve o calculo do campo de velocidades do escoamento
sobre cada vortice discreto em cada instante de tempo. Este calculo é composto por trés etapas:
contribuicdo de fronteira solidas, do escoamento incidente e da nuvem de vortices discretos, em
que cada vortice discreto induz velocidade em todos os outros presentes no escoamento. A
ultima contribuicdo é a mais onerosa em termos do tempo de processamento, uma vez que
requer Z?2 operagdes para Z vortices discretos presentes no dominio computacional.

No que diz respeito a solugdo da equacao da difusdo da vorticidade, houve proposicao de
diversos métodos para obté-la, sendo possivel destacar:

1. Método de Avango Randdémico: proposto por Chorin (1973) e modificado por Lewis
(1991), consiste em simular a difusdo da vorticidade por meio da geracdo de valores
aleatorios para computar os deslocamentos radial e circunferencial dos vortices
discretos;

2. Método da Redistribuigdao da Vorticidade (SHANKAR; VAN DOMMELEN, 1996):
caracteriza-se por dividir a intensidade de um vortice discreto entre os adjacentes por
meio da solucao de um sistema de equacdes algébricas;

3. Me¢étodo da Velocidade de Difusao (OGAMI; AKAMATSU, 1991): baseia-se na
insercao de uma velocidade de adveccao por conta do processo de difusdo;

4. Me¢étodo do Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado (ROSSI, 1996):
os vortices discretos crescem até um limite previamente determinado por parametros
intrinsecos ao método e, entdo, sofrem particdo em quatro novos vortices discretos,
de modo que cada um deles recebe um quarto da intensidade do vortice discreto
original.

Dos quatro métodos apresentados, apenas o primeiro € probabilistico, sendo os outros
métodos de cunho deterministico. A aplicacdo deste fica limitada a problemas de escoamento
com altos valores de nimero de Reynolds e o tempo de simulagdo deste ¢ menor do que quando
qualquer um dos outros trés métodos ¢ utilizado, porém, a precisao dos resultados obtidos na
simulagdo pode ficar comprometida.

No presente trabalho, o algoritmo desenvolvido para acelerar o calculo do campo de
velocidades do escoamento permite simular a difusdo da vorticidade de forma mais precisa,
através do Método do Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado (MCRNM). A
caracteristica principal deste método deterministico ¢ simular a difusdo da vorticidade através
do crescimento do raio do nucleo das particulas (vortices discretos) utilizadas na discretizagao
desta propriedade do escoamento. O método prevé que, em um dado momento das simulacdes

numéricas, o raio do nicleo dos vortices discretos atinja um valor critico e sofra um processo
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de parti¢do, no qual, cada vortice discreto, cujo raio do niicleo atingiu o tamanho critico, da
origem a quatro novos vortices discretos (ROSSI, 1996). Este procedimento garante a
convergéncia do método (que possibilita simulagdes em qualquer faixa de nmimeros de
Reynolds), porém, aumenta demasiadamente a populagcdo de vortices discretos presentes no
dominio computacional.

O aumento na populacdo de vortices discretos utilizada para discretizar o campo de
vorticidades impacta no tempo computacional, pois, no computo da etapa advectiva,
contabiliza-se a influéncia da nuvem de vortices discretos e, quanto maior for o nimero de
particulas presentes no dominio computacional, mais dispendiosa ¢ a simulacdo numérica.

Assim, para possibilitar a utilizagdo de um método numérico deterministico para resolver
a equacdo da difusdao da vorticidade, tal como o MCRNM, ¢ imperativo langar mao de
algoritmos que acelerem o célculo do campo de velocidades do escoamento. E nesse contexto
que se insere o Método de Multipolos Rapidos, do inglés Fast Multipole Method, FMM
(GREENGARD; ROKHLIN, 1987; NISHIMURA, 2002; RICCIARDI; WOLF; BIMBATO,
2017a; RICCIARDI; WOLF; BIMBATO, 2017b).

A simulacao de escoamentos ao redor de fronteira sélidas deve levar em consideragao a
influéncia destas no calculo do campo de velocidades. Desta forma, utiliza-se o Método de
Painéis (KATZ; PLOTKIN, 1991), que ¢ um esquema numérico capaz de analisar escoamentos
potenciais sub ou supersonicos ao redor de geometrias arbitrarias e € utilizado no presente
trabalho para discretizar a pista de um aeroporto genérico.

Como desvantagem, o Método de Painéis traz uma deficiéncia na precisao das simulagdes,
uma vez que somente € possivel assegurar a satisfacdo das condigdes de contorno
(impenetrabilidade e escorregamento nulo) sobre um nico ponto de cada painel utilizado para
discretizar a geometria, isto €, o chamado ponto de controle.

Em resumo, o presente trabalho apresenta os principais resultados obtidos a partir do
desenvolvimento de um programa computacional capaz de realizar o estudo do
desenvolvimento de esteiras de aeronaves. Este programa utiliza o Método de Vortices
Discretos para incluir os efeitos viscosos, em conjunto com o Método de Painéis, responsavel
pela solucdo potencial do problema a partir da discretizagdo da geometria de interesse. A grande
contribui¢do do presente trabalho estd na implementacdo de um algoritmo acelerador, o Método
de Multipolos Rapidos, cujo principio € substituir, em partes, a lei de Biot-Savart, responsavel
por calcular a parcela do campo de velocidades do escoamento devido & nuvem de vortices
discretos (interagdo vortice-vortice), que € a etapa mais onerosa, no que concerne ao tempo de

processamento do método lagrangiano.
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1.1 MOTIVACAO

A industria aeronautica ¢ uma das responsaveis por tornar o planeta globalizado. Sem ela,
as relagdes internacionais seriam complexas sendo, até, inacessiveis. Por conta da alta demanda
neste setor, faz-se necessario o desenvolvimento de pesquisas em diversas frentes, incluindo a
Mecanica dos Fluidos.

A Mecanica dos Fluidos ¢ uma ciéncia que estuda o efeito de forgcas em escoamentos de
fluidos. Dominar esta ciéncia ¢ imprescindivel no que diz respeito ao desenvolvimento seguro
e competitivo da industria aerondutica, viabilizando o uso dos recursos da melhor maneira
possivel.

Com o crescimento desta industria, o trafego aéreo se tornou mais intenso nas ultimas
décadas, sendo frequente, entdo, o acimulo de aeronaves para realizar os procedimentos de
pouso e decolagem em um Unico aeroporto, quase que simultaneamente.

Para realizar os procedimentos de pouso e decolagem no menor tempo possivel,
mantendo a seguranga, € necessario fazer a analise da esteira viscosa das aeronaves, garantindo,
assim, que haja tempo habil para a dissipagcdo dos vortices antes de a aeronave seguinte utilizar
a pista.

E nesse contexto que se encaixa o presente trabalho: viabilizar, através de um algoritmo
acelerador, simula¢des mais proximas da realidade do comportamento de esteiras viscosas de
aeronaves proximas do solo, em que sdao necessarios mais vortices discretos para obter uma
melhor acuracia do método, além de simular a difusdo viscosa da vorticidade através de um

método numérico deterministico, que garante maior precisdo numérica.

1.2 OBJETIVOS

Este trabalho tem por objetivo estudar o desenvolvimento de esteiras de aeronaves nas
proximidades do solo empregando o Método de Vértices Discretos em conjunto com o Método
de Painéis.

Para possibilitar simulagdes com uma maior quantidade de vortices discretos no dominio,
0 que aumenta a acurdcia, implementa-se um algoritmo acelerador, o Método de Multipolos
Répidos, principal contribuicdo do presente trabalho. Este algoritmo ¢ capaz de reduzir a
utilizagao da lei de Biot-Savart, responsavel por contabilizar a parcela do campo de velocidades
devido a nuvem de vortices discretos, e tornar a simulagdo numérica viavel no que concerne ao

tempo de processamento.
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A implementagdo deste algoritmo acelerador permite simular a difusdo viscosa da
vorticidade através de uma abordagem deterministica, com a utilizacgdo do Método do
Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado, que aumenta demasiadamente a
quantidade de particulas no dominio. Sem este algoritmo acelerador, as simulagdes que utilizam
este método ficam invidveis por conta dos longos tempos de simulagdo.

Quanto ao Método de Painéis, sdo utilizadas singularidades do tipo fonte com densidade
de distribuicao constante, que sdo adequadas para discretizar a pista do aeroporto, garantindo a
validade da condi¢do de contorno de impenetrabilidade; a condigdo de contorno de nao

escorregamento ¢ garantida, no presente trabalho, pelo Método de Vortices Discretos.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 METODO DE PAINEIS

O Método de Painéis ¢ originado a partir de uma classe de métodos numéricos muito
utilizada em Mecanica dos Fluidos, o Método dos Elementos de Contorno (BREBBIA;
TELLES; WROBEL, 1984), baseado na discretizagcdo da superficie de contorno.

Este método tem larga utilizagdo na industria aerondutica, pois viabiliza a andlise de
escoamentos potenciais ao redor de geometrias arbitrarias, podendo ser utilizado para analise
de escoamentos através de corpos rombudos ou aerodinamicos. Os primeiros passos para o
desenvolvimento deste método foram dados por Martensen (1959), em que ¢ descrita uma
forma de analisar perfis aerodindmicos em escoamentos potenciais para aplicagdes aecronauticas.

O principio deste método numérico ¢ dividir o corpo em painéis (que, para o caso
bidimensional, s3o segmentos de reta e, para o caso tridimensional, superficies) que podem ser
curvos ou planos, sob os quais sao dispostas singularidades fundamentais que podem ser de trés
tipos: fontes, dipolos ou vortices, cujo proposito ¢ garantir a validade das condigdes de contorno.
Pereira, Silva e Bodstein (2004) apresentam um estudo comparativo das possibilidades de
escolha de singularidades e a forma como estas sdo distribuidas sobre a superficie discretizada
do corpo.

O Me¢étodo de Painéis pode ser dividido em dois tipos no que diz respeito a ordem das
singularidades distribuidas sobre os painéis planos: ordem superior e ordem inferior
(ERICKSON, 1990). O primeiro ¢ caracterizado, como o nome diz, por singularidades
distribuidas em ordem superior, através de fungdes lineares ou quadréticas, e o segundo diz
respeito as singularidades distribuidas de maneira constante. Aplica¢des de singularidades de
maior ordem podem ser encontradas em Pereira e Bodstein (2004).

E possivel utilizar diversas combinagdes de singularidades para representar um fendmeno
fisico e gerar a solu¢do do problema de escoamento potencial. Além disso, a geometria ¢é
discretizada em m painéis, que influenciam na convergéncia do método. Hess (1973) estudou a
precisdo do método através de uma modelagem utilizando singularidades do tipo fontes com
distribui¢do constante, concluindo que a velocidade calculada convergia a uma taxa de 1/m?,
enquanto o efeito da curvatura do corpo sobre o calculo das velocidades ¢ da ordem de 1/m
(BELLAMY-KNIGHTS et al., 1988).

Para apresentacdes didaticas a respeito do Método de Painéis e das teorias potenciais
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aplicadas aos escoamentos bidimensionais e incompressiveis ao redor de corpos esbeltos, cita-
se as obras de Katz e Plotkin (1991) e Moran (1984).

A utilizagdo de singularidades do tipo fontes s6 pode ser aplicada a geometrias especificas,
como aerofolios simétricos e com angulo de ataque nulo ou contornos abertos, como € o caso
da geometria do presente trabalho. Escoamentos assimétricos devem ser representados pelas
outras singularidades: vortices e dipolos. O presente trabalho utiliza o Método de Painéis de

ordem inferior, com distribui¢do constante de fontes sobre painéis planos.

2.2 METODO DE VORTICES DISCRETOS

Nascido nos anos de 1970, o Método de Vortices Discretos moderno foi desenvolvido por
Alexander Chorin e Anthony Leonard, nos Estados Unidos, e Conrad Rehbach, na Franca.
Inicialmente, durante os anos de 1980, foi utilizado para aspectos matematicos, como as
propriedades de convergéncia, porém, mais tarde, houve grande desenvolvimento para utiliza-
lo como ferramenta para inclusdo dos efeitos viscosos, condi¢des de contorno sobre fronteiras
solidas e a busca pela redugdo dos custos computacionais para tornar o método apto a simular
escoamentos em regime nao permanente.

A principal caracteristica do Método de Vortices Discretos, quando comparado aos
métodos numéricos tradicionais (Método de Volumes Finitos, Método de Elementos Finitos,
etc.) € que, nele, a discretizacao ¢ feita somente para o campo de vorticidades, ou seja, apenas
as regides em que ha atividades relevantes do escoamento ¢ que se concentram os esforgos
computacionais. Sendo assim, as regides onde hd pouco ou nenhum evento relevante para o
escoamento ndo sao consideradas.

Com a discretizacdo do campo de vorticidades de forma lagrangiana, as condigdes de
contorno no infinito sdo satisfeitas automaticamente, pois os vortices discretos tém a
caracteristica de marchar no tempo, simulando a dinamica da vorticidade. Além disso, o avango
temporal dos vortices discretos € simples, uma vez que estas particulas ndo possuem massa.

Dessa forma, os métodos que ndo discretizam o dominio fluido através de malhas
(métodos Lagrangianos) sdo mais vantajosos em relagdo aqueles que o fazem (métodos
Eulerianos), pois a geracdo de malhas necessita de cuidados, principalmente em regides do
escoamento que sofrem os maiores gradientes de velocidade e de pressao.

Os modelos de vortices disponiveis para discretizar a vorticidade em duas dimensdes
incluem os vortices de Rankine ¢ de Lamb (SARPKAYA, 1994) ¢ ambos suavizam as

velocidades induzidas a partir de uma distancia ao centro do vortice. O nicleo € a regido circular



26

que suaviza as velocidades induzidas pela regido potencial do vortice. A definicdo de vortice ¢
dada por uma regido cuja vorticidade ¢ ndo nula circundada por uma regido com vorticidade
nula. A regido rotacional do escoamento s6 ¢ representada corretamente pela inser¢ao de
nucleos de vortices.

No modelo de Rankine, o vortice gira internamente, como um corpo rigido, na regido do
nucleo e assume comportamento de vortice potencial fora desta regido. Ja no modelo de Lamb,
o vortice possui uma distribuicao Gaussiana de vorticidade, que € uma solugdo exata da equacao
da difusdo da vorticidade.

Conforme j4 mencionado, a utilizacdo do Método de Vortices Discretos para simular
numericamente escoamentos de fluidos viscosos ¢ baseada na discretizagdo do campo de
vorticidades através de vortices discretos; no presente trabalho serd utilizado o modelo do
vortice de Lamb (PANTON, 1984), devido ao fato de este ser um modelo mais realista. Existem
trés caracteristicas fundamentais na abordagem numérica do Método de Vortices Discretos-para
a simulag¢do de escoamentos, a saber:

e A formulagdo das Equacdes de Navier-Stokes se dd em termos do campo de

vorticidades, ndo do campo de velocidades;

e Utiliza-se o teorema de Helmholtz (BATCHELOR, 1967) para criar uma
correspondéncia entre os elementos de vorticidade, representados pelos vortices
discretos, e as particulas materiais de fluido. A partir desta caracteristica, os vortices
discretos sao submetidos ao processo de adveccdo com a mesma velocidade das
particulas fluidas, conferindo uma abordagem totalmente lagrangiana ao método;

e Para obter a velocidade do fluido, é necessério definir o vetor vorticidade por ® =

—

V X U; integrando-se o campo de vorticidades, determina-se o campo de velocidades,
u. Esta operagdo define a lei de Biot-Savart, capaz de descrever o escoamento através
do acompanhamento dos vortices discretos presentes no dominio fluido durante toda
a simulacdo numérica (BATCHELOR, 1967).
Aplicando-se o operador rotacional nas Equagdes de Navier-Stokes, obtém-se a equagao
do transporte da vorticidade (ETV) e o termo de pressio desaparece. E possivel, ainda, tomar o
divergente das Equacdes de Navier-Stokes, e recuperar, através de uma formulagdo integral
oriunda de uma equagdo de Poisson para a pressdo, o calculo das cargas aerodinamicas
(SHINTANI; AKAMATSU, 1994).
Alguns aspectos que envolvem o Método de Vortices Discretos sdo destacados pelos

pesquisadores, dentre eles:
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e Necessidade da reducdo do tempo de processamento no que se refere ao célculo da
velocidade induzida na nuvem de vortices discretos através da lei de Biot-Savart, que
requer Z?2 operagdes do processador para Z vortices discretos;

e Utilizagdo de menores incrementos de tempo, uma vez que os efeitos da evolugdo
lagrangiana no tempo sdo mais precisamente computados quanto menores 0s
incrementos de tempo utilizados; porém, tal abordagem deixa as simula¢des mais
onerosas no que diz respeito ao tempo de processamento;

e (Contabilizacdo dos efeitos viscosos em uma formulacdo lagrangiana via métodos
deterministicos ou estatisticos, uma vez que a difusdo € facilmente computada a partir
dos métodos de malha.

No que diz respeito ao primeiro aspecto mencionado, o principal desafio ¢ o calculo da
etapa advectiva, que necessita de Z? operagdes do processador para calcular o campo de
velocidades do escoamento na posi¢cdo ocupada por cada um dos Z vortices discretos presentes
no dominio computacional para simular a dindmica da vorticidade, através da lei de Biot-Savart.
Dessa forma, desenvolveram-se algoritmos para acelerar a etapa do calculo da etapa advectiva,
dentre eles, ¢ possivel destacar o algoritmo particula-caixa (BARNES; HUT, 1986) e o
algoritmo caixa-caixa, batizado de Método de Multipolos Rapidos (GREENGARD; ROKHLIN,
1987; CARRIER; GREENGARD; ROKHLIN, 1988; NISHIMURA, 2002; RICCIARDI;
WOLF; BIMBATO, 2017a; RICCIARDI; WOLF; BIMBATO, 2017b), utilizado no presente
trabalho para tornar o Método de Vortices Discretos menos oneroso no que diz respeito ao
tempo de simulagdo. Este método tem como principio a redugdo do uso da lei de Biot-Savart,
possibilitando que o processador realize Z log Z operacdes para Z vortices discretos ou, na
hipotese mais ideal, Z operagdes para cada Z vortices discretos presentes no dominio
computacional (KOUMOUTSAKOS, 1993).

Além disso, ¢ possivel destacar que a precisao das simulagdes depende da quantidade de
vortices discretos utilizados para representar o campo de vorticidades, ou seja, aumentar a
quantidade de particulas no dominio assegura a precisdo do método, porém deixa o tempo de
processamento ainda maior. Além do Método de Multipolos Répidos, destaca-se a utiliza¢ao da
lei de Biot-Savart Modificada (MUSTTO; HIRATA; BODSTEIN 1998), a fim de tornar o
tempo de processamento menor.

O segundo aspecto destacado aborda questdes de tempo de processamento elevado para
garantir a precisdo do método. Da mesma maneira que o aumento do numero de vortices

discretos no dominio garante melhores resultados, a redugdo no incremento de tempo da
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simulagcdo numérica, também. Sendo assim, faz-se necessario o uso de técnicas que reduzam o
tempo de processamento, a fim de que este ndo se torne fator impeditivo para a realiza¢do das
simulagdes numéricas lagrangianas.

O terceiro aspecto mencionado refere-se a correta inclusdo dos efeitos da difusdo viscosa,
que pode ser feita através de diversas abordagens, conforme citado anteriormente. Neste
momento, destacam-se duas: o Método de Avango Randomico (LEWIS, 1991) e o Método do
Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado (ROSSI, 1996).

O M¢étodo de Avanco Randdmico foi o primeiro a ser desenvolvido para a inclusdao dos
efeitos da difusao viscosa no Método de Vortices Discretos. Tem por caracteristica ser de facil

implementagdo e de rapida execucdo, porém, nao ¢ satisfatorio quanto a taxa de convergéncia

(1/VZ, sendo Z o numero total de vortices discretos presentes no dominio computacional). Este
¢ um método de abordagem probabilistica, por isso, ndo possui uma acuracia tao elevada. Por
conta disso, foram desenvolvidos outros métodos com abordagem deterministica para
contabilizar estes efeitos, como é o caso do Método do Crescimento do Raio do Nucleo do

Vortice Modificado.

2.2.1 Método do Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado

Leonard (1980) propds o Método do Crescimento do Nucleo, que estabelece uma solugdo
aproximada para a evolucao no tempo do campo de vorticidades devido a difusdo, através do

crescimento do nucleo dos voértices discretos, de acordo com a equagao (1):

00,°
Jt

=v (1)

sendo g, o raio do nucleo do vortice discreto de Lamb e v o coeficiente de viscosidade
cinematica do fluido que esté4 escoando.

Greengard (1985) provou que, para longos tempos de simulagdo, o Método do
Crescimento do Nucleo ndo convergia para solucionar as equagdes de Navier-Stokes. Rossi
(1996) propds uma modifica¢do que tornou o método de Leonard (1980) convergente.

A modificagdo proposta por Rossi (1996), batizada de refinamento espacial, ¢ baseada na
escolha de pardmetros numéricos capazes de controlar a evolug¢do temporal do raio do nucleo

dos vortices discretos utilizados para discretizar o campo de vorticidades. Dessa forma, quando
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o raio do nucleo do vortice discreto atinge um valor maximo arbitrado, ocorre uma particdo do
vortice discreto, formando quatro novos vortices discretos com intensidades iguais a 25% da
intensidade do vortice discreto original. A Figura 1 exemplifica o refinamento espacial proposto
por Rossi (1996). O procedimento de divisao dos vortices discretos ¢ fundamental no que diz
respeito a convergéncia do método, porém, torna-o extremamente oneroso em termos de tempo

de processamento.

Figura 1 — Divisdo de um vortice discreto no MCRNM.

vortice discreto k+1

vortice

vortice discreto k G
discreto k

O O vortice Cé _i) vértice discreto k (t=t,)

; discreto k+2
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vortice discreto k+3
t=0 t=t1 t=t2 t=t3

Fonte: Autoria propria.

A equacao (2) determina a posigao em que os vortices discretos oriundos do processo de
particdo sao arranjados (conforme ilustrado na Figura 1), visando a garantia da conservagao do

momento de segunda ordem.

r=20p/1—a? ()

sendo 0 < a < 1 o parametro numérico que governa o processo de particao.
2.3 METODO DE MULTIPOLOS RAPIDOS

O Método de Multipolos Rapidos ¢ uma ferramenta utilizada para acelerar a solugdo do
Me¢étodo de Vortices Discretos, sendo possivel aumentar o niimero de vortices discretos
presentes no dominio e resolver problemas envolvendo multiplos corpos, além de viabilizar
simulagcdes numéricas mais refinadas, que fazem uso de esquemas de marcha no tempo de
ordem superior.

O método pode ser dividido em dois algoritmos principais: algoritmo global e algoritmo
adaptativo. O algoritmo global (GREENGARD; ROKHLIN, 1987) ¢ ideal para os casos de

distribuicdo proxima da uniforme entre as particulas presentes no dominio, sendo utilizado no
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presente trabalho.

O objetivo do método ¢ dividir o dominio computacional, inicialmente uma caixa
quadrada contendo todas as particulas (Figura 2), em caixas menores, processo conhecido como
refinamento espacial, até um nivel de refinamento, n, especifico, o que viabiliza as interagdes
entre caixas e substitui a utiliza¢do da lei de Biot-Savart em grande parte do processo de célculo

do campo de velocidades do escoamento.

Figura 2 — Dominio computacional inicial (nivel 0).

Fonte: Autoria propria.

Para refinar o dominio computacional original, divide-se a caixa da Figura 2 em quatro
caixas idénticas entre si, denominadas filhas, conforme apresentado na Figura 3; na Figura 3(a)
sdo ilustradas as caixas-filhas no nivel 1, oriundas da divisdo do dominio computacional (Figura
2) em quatro partes iguais, e na Figura 3(b) sdo apresentadas as caixas-filhas no nivel 2,
oriundas da divisdo das caixas do nivel 1 em quatro partes iguais.

Dessa forma, as caixas do nivel n, tal que » > 0, sdo obtidas através da particao do
dominio em 4™ caixas idénticas. O dominio ¢ refinado quando o numero de particulas internas
a uma caixa for superior a um limite preestabelecido ou até um nivel de refinamento maximo

determinado. Com o algoritmo global, sdo criadas duas listas de interacdo (veja secdo 4.1.4.1).



31

Figura 3 — Divisdo do dominio computacional através do algoritmo global: (a) nivel 1; (b)

nivel 2.

(a) (b)

Fonte: Autoria propria.

O algoritmo adaptativo (CARRIER; GREENGARD; ROKHLIN, 1988) ¢ utilizado em
situagcdes em que as particulas presentes no dominio se concentram em determinadas regides
do espago, fazendo com que outras regides fiquem vazias, uma vez que nao héa necessidade de
fazer a divisdo de caixas que ndo possuem particulas, evitando o desperdicio de tempo
computacional.

Este algoritmo permite que existam caixas de diferentes tamanhos dentro do dominio,
conforme ilustrado na Figura 4, pois, nele, s6 ocorre refinamento espacial se o numero de
particulas internas a uma caixa for superior a um numero preestabelecido, sendo possivel dividir

apenas a caixa em questao, nao o dominio como um todo.

Figura 4 — Divisdo do dominio computacional promovida pelo algoritmo adaptativo.

Fonte: Autoria propria.
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A principal dificuldade deste método ¢ a criag@o de cinco listas distintas de caixas, visto
que as interagdes ndo acontecem mais somente entre caixas do mesmo nivel de refinamento, tal
como ocorre com o algoritmo global. Assim, este método resolve problemas em menos tempo,

porém, demanda uma maior complexidade de implementacao.
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3 FORMULACAO MATEMATICA DO PROBLEMA

3.1 DEFINICOES GEOMETRICAS

Esta secdo apresenta as definicdes geométricas do problema. A Figura 5 ilustra um par
contrarrotativo de vortices de pontas de asas representado por um total de Z vortices discretos
de Lamb, com distribuicao gaussiana de vorticidade (e circulacao +I'*e —I'*, dada pela lei de
Kutta-Joukowsky), os quais tém sua evolu¢do governada pela equagdo do transporte da

vorticidade, apresentada na secao 3.4 do presente trabalho.

Figura 5 — Grandezas caracteristicas do problema proposto.

Y A

A

-

y |
5 :F

Fonte: Autoria propria.

Na Figura 5, & ¢ a altura em que se desprende o par controrrotativo de vortices discretos,
b*¢é a envergadura da aeronave, {2 ¢ o dominio fluido e S; ¢ a fronteira s6lida, nesse caso, a

pista do aeroporto, de comprimento L.

3.2 HIPOTESES ADOTADAS

A fim de facilitar a modelagem do problema, algumas hipdteses simplificadoras a respeito
do fluido, da geometria e do escoamento analisados sao adotadas. Tais hipoteses sdo vantajosas,
uma vez que ndo comprometem a qualidade dos resultados, pois 0 modelo ainda concentra os
fendmenos fisicos mais importantes; elas podem ser divididas em trés classes:

a) Hipoteses relativas a geometria:

HI1 — A regido fluida ¢ bidimensional e semi-infinita;
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b) Hipéteses relativas as propriedades do fluido:
H2 — Fluido Newtoniano;
H3 — As propriedades do fluido em escoamento sdo constantes, ou seja, a massa especifica e a
viscosidade ndo variam com o tempo;

c) Hipoteses relativas as propriedades do escoamento:
H4 — Escoamento incompressivel, uma vez que M < 0,3, sendo M o nimero de Mach;
HS5 — O escoamento, apesar de turbulento, ¢ tratado com uma abordagem laminar, uma vez que
modelagem alguma de turbuléncia ¢ empregada.

Os principios de conservagdao da massa (equacgdo (3)) e de conservagdo da quantidade de

movimento linear (equagdo (4)) devem ser respeitados durante a simulacdo numérica.

VUt =0 (3)

A equacao do transporte da vorticidade (veja se¢do 3.4) € obtida aplicando-se o operador
rotacional nas equagdes de Navier-Stokes (equacdao (4)), com o auxilio da equagdo da
continuidade (equagdo (3)).

Na superficie do corpo, S;, deve ser verificada a condi¢ao de aderéncia, que pode ser
desmembrada em duas:

¢ (Condi¢ao de impenetrabilidade, a qual impde que o componente normal da velocidade

da particula fluida (u,,*) em contato com a fronteira s6lida seja igual ao componente

normal da velocidade da fronteira S; (v,,*), conforme a equagao (5):

u,"—v, =0 (5)

e Condi¢do de escorregamento-nulo, a qual impde a mesma condi¢cdo para os

componentes tangenciais das respectivas velocidades (equacdo 6):

ut* - Vt* == O (6)

emque u;” e v,” sdo os componentes tangenciais das velocidades da particula fluida em contato
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com a fronteira solida e da fronteira, respectivamente.

O simbolo * indica que as variaveis apresentadas até entdo estdo em sua forma dimensional.
3.3 ADIMENSIONALIZACAO DO PROBLEMA

A analise dimensional visa reduzir a complexidade das varidveis envolvidas em um
fendomeno fisico, além de facilitar a comparagao de resultados obtidos com outros j& existentes
na literatura. Nesta etapa, ¢ feita a adimensionalizagdo das equagdes governantes e das
condicdes de contorno do problema.

A adimensionalizagdo tem inicio com a escolha de trés grandezas caracteristicas, que
podem ser observadas na Figura 5, sendo elas:

b*- Escala de comprimento;

*

%— Escala de velocidade;

%2
T Escala de tempo.

Partindo destas trés grandezas, faz-se a adimensionalizagdo das demais:

*

X . . . A .
X = -, que representa a medida da abscissa do sistema de referéncia x0y;

*

y = i’?, que representa a medida da ordenada do sistema de referéncia x0y;

*

L= L= que representa o comprimento da pista do aeroporto;

*

h que representa a altura de desprendimento do par contrarrotativo de vortices;

:E,

]y

U = —-, que representa o componente X da velocidade induzida em um vortice discreto

de Lamb;

Ky K

que representa o componente y da velocidade induzida em um vortice discreto

r-’
.

r : : . L
t=t" 12> que representa um instante de tempo da simulacdo numérica;

F*
b*Za

At = At* que representa o incremento de tempo da simulagdo numérica;

V = V*b*, que representa o operador gradiente;

V2= V*?b*?, que representa o operador laplaciano;

*

As =

> que representa o comprimento de cada painel utilizado para discretizar a

fronteira solida;
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*b*z -
p= 1;“7, que representa o campo de pressoes;

*2
*

w=w

> que representa o unico componente nao nulo do vetor vorticidade no plano

de referéncia x0y (hipotese de escoamento bidimensional);

oo” . , , - .
0y = b"* , que representa o raio do nucleo do vortice discreto de Lamb;
eps” c A s ~ . .
eps = E* , que representa a distancia de geracao de vortices discretos de Lamb;
o= que representa a densidade de fontes/sumidouros utilizados para discretizar a

r*’

pista do aeroporto;

*

Re = o ¢ o nimero de Reynolds do escoamento.

Na sequéncia do trabalho, as definigoes de algumas das grandezas apresentadas nesta
se¢do ficardo mais claras.
A partir da adimensionalizacao destas grandezas, as equagdes que representam o principio

da conservagao da massa e da quantidade de movimento linear passam a ser escritas como:

V-i=0 (7)

—+(U-V)u=-Vp+—VZau 8

T (@-v)u P+ VAU (8)
Além disso, as equagdes referentes as condigdes de contorno tornam-se:

u, — v, =0,em§S; )

ut_Vt = O, cm Sl (10)

3.4 AEQUACAO DO TRANSPORTE DA VORTICIDADE

O processo de adimensionaliza¢do realizado resultou na equacdo da continuidade
(equacdo (7)) e nas equagdes de Navier-Stokes (equacdo (8)) na forma adimensionalizada. A
presenca do termo de pressdo nas equagdes de Navier-Stokes dificulta a manipulagdo das
equacdes na tentativa de obter uma solugdo. Dessa forma, aplicando-se o operador rotacional

em ambos os lados da equacao (8) e utilizando-se a definicdo matematica da vorticidade, obtém-
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Se:

6_w+ (T-V)o = (3 V)d +iV2* (11)

sendo:

—

Jw C o~ ..
5 taxa de variacao local da vorticidade;

(U V)®- taxa de variagio advectiva da vorticidade;
(@3 - V)u- taxa de deformagio dos tubos de vorticidade;
Rie V2w- taxa de variacdo difusiva da vorticidade.

Levando em consideragdo a hipotese de escoamento bidimensional (H1), em que o vetor
vorticidade passa a ser escalar, possuindo apenas a componente normal ao plano de escoamento,

¢ obtida a forma bidimensional da equagao do transporte da vorticidade (BATCHELOR, 1967):

w 1
_ 2 12
_6 +(u V)u) Re Vew (12)

Observa-se que o termo referente a taxa de deformagao dos tubos de vorticidade ¢ nulo
no escoamento bidimensional.

A equacdo (12) governa a evolucao da vorticidade, sendo o lado esquerdo responsavel
por representar o processo de adveccdo da vorticidade, a partir da sua variagao temporal,
enquanto o lado direito contém informagdes essenciais para a difusdo da vorticidade, a partir
dos efeitos da viscosidade.

A partir destas informacdes e da propria equacdo (12), Chorin (1973) propds o algoritmo
de separacdo da parte viscosa da equacgdo do transporte da vorticidade. Com este algoritmo, ¢
possivel calcular, dentro de um mesmo incremento de tempo, a adveccdo e a difusdo da
vorticidade de maneira separada. A advecgdo e a difusdo da vorticidade sdo regidas,

respectivamente, por (CHORIN, 1973):

2 @ Po=rr=g (13)

dw 1
_ = 14
T Rev w (14)
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No limite do incremento de tempo tendendo a zero, a solucao das equacdes (13) e (14)
converge para a solugdo da equagdo do transporte da vorticidade original (equagdo (12)); os
processos de advecgdo e de difusdo sdo realizados de maneira sucessiva, porém, dentro do
mesmo incremento de tempo da simulagdo numérica. A presenca do termo de derivada material,
Dw/Dt, na equacao (13), a qual descreve a adveccao da vorticidade, indica que esta € resolvida

de maneira puramente lagrangiana.
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4 METODO DE SOLUCAO

Com a utilizacdo de uma descri¢do lagrangiana, através do Método de Vortices Discretos,
o célculo do campo de velocidades ¢ realizado apenas nos locais em que se encontram vortices
discretos distribuidos. O calculo do campo de velocidades leva em consideracao trés influéncias:

e Escoamento incidente, cujo calculo ¢ simples, pois o escoamento incidente induz a
mesma velocidade em todos os vortices discretos da nuvem;

e Fronteira solida, também ¢ responsavel por induzir velocidade na nuvem de vortices
discretos;

e Nuvem de vortices discretos de Lamb (interacdo vortice-vortice), parcela mais
onerosa do calculo do campo de velocidades, pois cada vortice discreto induz, em
cada incremento de tempo, velocidade em todos os outros vortices discretos presentes
na nuvem.

O algoritmo desenvolvido neste trabalho utiliza um esquema de avango de primeira
ordem de Euler (FERZIGER, 1981) para simular a advec¢ao da nuvem de vortices discretos, o
M¢étodo de Avango Randomico (LEWIS, 1991) ou o Método do Crescimento do Raio do Nucleo
do Vortice Modificado (ROSSI, 1996) para simular a difusdao da vorticidade e o Método de
Painéis para representar a fronteira solida, em que sao distribuidas singularidades do tipo fontes
com densidade constante sobre os painéis planos (KATZ; PLOTKIN, 1991).

Além disso, para viabilizar o uso do Método do Crescimento do Raio do Nucleo do
Vortice Modificado no presente trabalho, utiliza-se o Método de Multipolos Répidos
(GREENGARD; ROKHLIN, 1987) para acelerar os calculos da interagdo vortice-vortice, em
que as interagdes passam a ocorrer, primordialmente, entre caixas, € ndo mais entre cada uma

das particulas presentes no dominio.

4.1 ADVECCAO DA NUVEM DE VORTICES DISCRETOS

A equagdo da trajetdria de uma particula de vorticidade ¢ dada por:

dx
— =4 15
it u(x, t) (15)

Nota-se, portanto, que, para simular a advec¢do da vorticidade, € necessario conhecer o
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campo de velocidades do escoamento na posi¢do ocupada por cada um dos vortices discretos
de Lamb utilizados para representar a vorticidade presente no dominio fluido. Dessa forma, a
solugdo da etapa advectiva pode ser seccionada em duas partes:
e Determinagdo do campo de velocidades do escoamento na posi¢do ocupada por cada
um dos vortices discretos de Lamb, presentes no dominio fluido para discretizar o
campo de vorticidades, a cada instante de tempo da simulagdo numérica;
e Com o campo de velocidades encontrado, resolve-se a equacdo da trajetoria da

vorticidade para cada vortice discreto presente no dominio fluido (equagdo (15)).

4.1.1 Contribuicao do escoamento incidente

Os componentes de velocidade do escoamento incidente sao dados por:

U, = Ucosa, (16)

Ve = Usen a (17)

sendo a,, 0 angulo de incidéncia do escoamento, U € V08 componentes da velocidade do
escoamento incidente, U, nas dire¢des x € y, respectivamente.
No presente trabalho, opta-se por ndo considerar a contribuicdo do escoamento incidente

em nenhuma das simula¢des desenvolvidas, para efeitos de simplificagdo do problema fisico.

4.1.2 Contribuicao da fronteira sélida: o Método de Painéis

A solugdo potencial do problema ¢ dada a partir da utilizagdo do Método de Painéis
(KATZ; PLOTKIN, 1991), cujo principio ¢ discretizar a superficie de corpos utilizando painéis,
que podem ser retos ou curvos, de acordo com a geometria a ser analisada, sobre os quais sdo
dispostas singularidades (fungdes algébricas), que podem ser de trés tipos: vortice, dipolo ou
fonte, utilizadas de forma a satisfazer a equagdo de Laplace (V2¢p = 0), sendo ¢ a fungio
potencial do escoamento.

Qualquer uma das trés singularidades pode estar distribuida das seguintes maneiras:

¢ Distribuicdo concentrada, na qual as singularidades estdo aglomeradas nos pontos de
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controle dos painéis; o ponto de controle de um painel corresponde ao ponto central
deste e ¢ o local em que as condigdes de contorno sdo impostas;

e Distribuicdo constante, em que as singularidades se distribuem com densidade
constante sobre os painéis, descricao utilizada no presente trabalho (Figura 6);

e Distribuicao linear, em que as singularidades se distribuem com densidade linear

sobre os painéis.

Figura 6 — Singularidades do tipo fontes distribuidas uniformemente sobre um painel plano de

comprimento X, — X;.

1

o(x) = const.

NSNSV,
2ARAR IR A

Fonte: Adaptado de Katz e Plotkin (1991).

A escolha das singularidades adequadas para a modelagem do problema em estudo deve
ser feita de acordo com cada uma das situagdes fisicas consideradas. Existe um certo grau de
arbitrariedade na escolha, desde que o conjunto de equagdes seja capaz de representar o
fendmeno fisico em questdo. Para discretizar a geometria de interesse, no caso do presente
trabalho, a inica opgdo possivel ¢ a de singularidades do tipo fontes, pois a aplicagdo da
condi¢do de contorno de Dirichlet (velocidade tangencial nula) € limitada a corpos de contorno
fechado (MARTENSEN, 1959), enquanto a aplicacdo da condi¢do de contorno de Neumann
(velocidade normal nula) ndo impde tal exigéncia (HESS; SMITH, 1967).

Geometrias de contorno fechado podem ser discretizadas de acordo com ambas as
condigdes de contorno, desde que ndo se deseje calcular nenhuma for¢a de sustentagdo. Para

escoamentos externos ao redor de aerofélios, por exemplo, utiliza-se a singularidade do tipo



42

fonte apenas se este for simétrico e com angulo de ataque nulo. Dessa forma, para situagdes em
que as forcas de sustentagdo devem ser encontradas, utilizam-se singularidades que possibilitam
o estudo de assimetrias no escoamento, tal como vortices e dipolos. Neste trabalho, o solo,
presente nos procedimentos de pouso e decolagem de aeronaves, ¢ discretizado a partir da
utilizacdo de singularidades do tipo fonte, que serdo distribuidas de maneira constante (Figura
6).

As fontes sdo singularidades que geram um campo de velocidades apenas na direcdao
radial, cujo significado fisico da intensidade € ser igual a vazdo volumétrica rejeitada (fonte)
ou absorvida (sumidouro) pela singularidade.

Partindo de um sistema de coordenadas fixo em um painel, conforme exemplificado na
Figura 7, os componentes u e v da velocidade induzida por uma distribui¢do com densidade
constante de fontes, o(x), de um painel sobre um ponto P, localizado nas vizinhangas, sdo,

respectivamente (KATZ; PLOTKIN, 1991):

- o(x) f"z (x —%o) ax, (18)

2T L (x—%x0)? + (y — yo)?

_o(x) fXZ & — ¥o) dx, (19)

VvV =
21 Jy, x=%0)%+ (y —yo)?
Resolvendo as integrais, obtém-se, respectivamente:

o)

I (20)
2 1y

v = % (6, —0,) (21

sendo:

r'1:\/(X—X1)2‘|‘YZ
FZZ\/(X—X2)2+YZ

- y
= (s

- y
= ()
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Figura 7 — Componentes nas direcdes x e y da velocidade induzida por um painel qualquer em

um ponto P do dominio computacional.

)

(X1, 0) (X2, 0) X

Fonte: Adaptado de Katz e Plotkin (1991).

As equagodes (20) e (21) representam os componentes da velocidade induzida por um
painel com distribuicao constante de singularidades do tipo fonte em um ponto P, qualquer, do
dominio computacional. A condicdo de impenetrabilidade (veja equagdo (9)) ¢ obtida
decompondo-se, na dire¢do normal ao painel, os componentes u e v da velocidade induzida no
ponto de controle de cada painel € impondo-se que o somatdrio desses componentes seja nulo.

A velocidade induzida na dire¢do de y, quando y — 0%, de um painel sobre ele mesmo,

condicao conhecida como autoinducao, ¢ dada por:

v(x; 0%) = i%x) (22)

Cada painel utilizado para discretizar a superficie induz velocidade normal nos outros
painéis. Quando aplicada aos m pontos de controle, sendo m a quantidade de painéis utilizados
para discretizar a fronteira solida, a condi¢do de impenetrabilidade (condi¢do de contorno de
Neumann) pode ser descrita de acordo com a equagao (23), sendo que cada linha desta equacao

impoe que a velocidade normal no ponto de controle do respectivo painel seja igual a zero.
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S S S S
K(1)(1) K(l)(2) K(1)(M—1) K(1)('\/|) S RHSSl
S S S S
K(2)(1) K(Z)(Z) K(Z)(M—l) K(2)('\/I) Gy RHSSZ
= (23)
K > K s K > K S RHSS
M-1)(@) (M-1)(2) (M-1) (M-1) (M=1) (M) Oma M-1
S S S S
L K(M)(l) I‘<(M)(2) K(M)(M—l) K(M)(M) i Om RHSSM
sendo:

Kipsz elemento da matriz de influéncia de fontes que representa a velocidade normal induzida
no ponto de controle do painel i pela distribui¢do de fontes constante e unitaria do painel p;
op: densidade de fontes distribuidas sobre o painel p; trata-se da incognita do problema
potencial que, uma vez determinada, indica o valor da distribuicdo de fontes que cada painel
deve ter para garantir a condi¢cao de contorno de impenetrabilidade;
RHSS;: vetor coluna lado direito, que representa a velocidade normal total induzida no ponto
de controle do painel i pelo escoamento incidente e pela nuvem de vortices discretos.

A atualizacdo, a cada passo de tempo, do vetor coluna lado direito da equagao matricial

de fontes ¢ dada por:

yA
RHSS; = u,, sen 3; — v, cos f3; + Z(ui]-senﬁi — Vi]-COSBi) (24)

j=1

sendo U, € Vs, 0s componentes da velocidade do-escoamento incidente (equagdes (16) e (17))
e f; o0 angulo de inclinagdo do painel i. O célculo dos componentes u;; € v;;, da velocidade

induzida pelo vértice discreto j no ponto de controle do painel i, ¢ apresentado a seguir (se¢ao
4.1.3)
Para completar a formulagdo do problema potencial, deve-se impor a condigdo de

conservagdo da massa, ou seja:

0;AS; = 0 (25)

B

Portanto, a equacdo matricial que deve ser resolvida pelo Método de Painéis ¢ dada por:
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S S s
0,5S Koo - K(D(M,l)S K(W)SW ‘. RHSS,
Koo 0,5 Kooy Kaym s, RHSS,
. 5 : . 26)
K (M-1) (1% K (M—l)(Z% e 0,5 . K M=-1)(M) GM_l RHSS M1
K(M) ) K(M) @ K(M) M-1) 0,5 5, RHSS,,
AS, AS, AS, AS,, | 0

Nota-se que a imposicao de conservagdao da massa torna o sistema sobredeterminado e,
para resolvé-lo, utiliza-se o Método dos Minimos Quadrados e o Método de Eliminacao de
Gauss.

De maneira geral, pode-se escrever o sistema linear de equagdes algébricas oriundo da

aplicagdo do Método de Painéis, como:

[COUPS]{c} = {RHSS} 27)

4.1.3 Geracio da vorticidade

O escoamento de um fluido proximo a uma fronteira sélida ocasiona a formacao de
camada limite, por conta da condi¢ao de nao deslizamento (ver se¢cdo 3.2). Com a formagao da
camada limite, ocorrem fendmenos de geracdo de vorticidade (rotagdo das particulas fluidas) e
a separagao do escoamento (que ocorre no caso de escoamento ao redor de corpos rombudos
ou esbeltos, caso estes possuam um angulo de ataque consideravel). Nestes casos, a vorticidade
se concentra na regido da camada limite e na esteira viscosa a jusante do corpo.

Na solug@o numérica do problema, a vorticidade ¢ gerada a cada incremento de tempo
(At) da simulag@o com o objetivo de anular o componente tangencial da velocidade em alguns
locais (pontos de controle) da superficie discretizada do corpo. Dessa forma, vortices discretos
sdo posicionados de forma a tangenciar o ponto de controle de cada painel plano utilizado para
discretizar a fronteira solida. A Figura 8 ilustra o processo de geracao de vorticidade a partir da

superficie do solo discretizada em quatro painéis planos.
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Figura 8 — Geragao de vortices discretos de Lamb sobre a superficie do solo discretizada em

quatro painéis planos.

pshed, pshed; pshed pshed,
)—, eps 1—1 eps ‘—t eps 1—1 eps
o, co, co, co,

Fonte: Autoria propria.

Na Figura 8, tem-se:
€04, CO,, CO3 € COy4: pontos de controle dos painéis;
pshed;, pshed,, pshed; e pshed,: pontos de desprendimento de vortices discretos;
eps: distancia de geracao dos vortices discretos, que, no caso do presente trabalho, € igual ao
raio do nucleo dos vortices discretos de Lamb (ay), impondo que o nticleo dos vortices discretos
nascentes sempre tangencie o ponto de controle do painel onde ele é gerado (ALCANTARA
PEREIRA, 1999).

De modo similar a equa¢dao matricial de fontes, obtida a partir da condicdo de
impenetrabilidade, resolve-se a seguinte equagao matricial de vortices para garantir a condi¢ao

de escorregamento nulo:

K (1)(1)V K ® (2)V K (1)('\/|—1)V K HM) ' rl RHSVl
K(Z)(l)v K(2)(2)V K(Z)(M—l)v K(Z)(M)V FZ RHSV2
b= (28)
K(M—l) (1)V K(M—l)(z)v K(M—l)(M—l)V K(M—l)(M)V Ty RHSV ),
L K(M) (1)V K(M) (Z)V K(M) (Mfl)v K(M) (M)V F'V' RHSVM

sendo:

Ki]—V: elemento da matriz de influéncia de vortices que representa a velocidade tangencial
induzida no ponto de controle do painel i por um vortice discreto nascente localizado no ponto
de desprendimento j, considerando que este tenha intensidade unitéria;

[}: intensidade do vortice discreto nascente localizado no ponto de desprendimento j; trata-se
da incognita do problema viscoso que, uma vez determinada, indica o valor da intensidade que
cada vortice discreto deve ter para garantir a condi¢do de contorno de ndo deslizamento;

RHSV;: vetor coluna lado direito, que representa a velocidade tangencial total induzida no ponto
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de controle do painel i pelo escoamento incidente e pela nuvem de vortices discretos.
A atualizagdo, a cada passo de tempo, do vetor coluna lado direito da equagdo matricial

de vortices ¢ dada por:

RHSV; = —u,, cos B; — v, sen B; +

)

(—ui]'COSBi - VijsenBi) (29)

y/
=1
sendo u;; € v;; os componentes da velocidade induzida pelo vortice discreto j no ponto de

controle do painel i; veja as equacdes (33) e (34).

Para completar a formulagdo do problema viscoso, deve-se impor a condi¢ao de

conservacao de circulacao:

=0 (30)

M
i=1

Portanto, a equagao matricial que deve ser resolvida pelo Método de Vortices Discretos

¢ dada por:
_ y y . .
Koo Koa - Kymy Kaoym r, RHSV,
\Y \V Vv v
Koo Kow v Kooy Kaym T, RHSV,
v v v vV 1T TRy (31)
K(Mfl)(l) K(Mfl)(Z) K(M-l)(M-l) K(Mfl)(M) RHSVM_l
’ ! v vt ] Resy
K(M) ® K(M) 2 K(M) (M-1) K(m) (M) FM M
1 1 1 1] 0

Nota-se que a imposi¢do de conservacao da circulag@o torna o sistema sobredeterminado
e, para resolvé-lo, utiliza-se 0 Método dos Minimos Quadrados e o Método de Eliminacao de
Gauss.

De maneira geral, pode-se escrever o sistema linear de equagdes algébricas oriundo da

aplicacdo do Método de Vortices Discretos, como:

[COUPV]{I'} = {RHSV} (32)
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Os vetores RHSS ¢ RHSV devem ser calculados a cada instante da simulacdo numérica,
pois, desde o inicio da simulagdo numérica, existem vortices discretos no dominio fluido.
Considerando, ainda, as agdes de adveccao e difusdo, que deslocam os vortices discretos no
dominio fluido, principalmente em regides proximas de fronteira soélidas, o campo de
velocidades induzido no ponto de controle dos painéis sera ligeiramente diferente daquele que
agia anteriormente, de modo que os sistemas lineares de equagdes de fontes (equagdo (26)) e
de vortices discretos nascentes (equacao (31)) devem ser novamente resolvidos, para garantir a
condicao de aderéncia sobre a fronteira sélida.

Dessa forma, para considerar as componentes da velocidade tangencial induzida pelo
vortice discreto localizado no ponto de desprendimento j, no ponto de controle do painel i, tem-

se (ALCANTARA PEREIRA, 1999):

. ¥ (y1 y]) l . <_ rij? >l (33)
ij = p ) >

2mr;? Ooj

—Ti(x; — x ryi2 (34)
vij = ( - ])I — exp (—5,02572%)]
0'0]'

2mr;?

sendo:

2 2 A o . .
Iy = \/ (Xi — Xj) + (yi — y]-) (modulo da distncia entre o vortice discreto j e o ponto de

controle do painel 7).

4.1.4 Contribuicao da nuvem de vortices discretos

Uma vez determinadas as influéncias do escoamento incidente e da fronteira s6lida no
calculo do campo de velocidades, resta contabilizar a parcela relativa a nuvem de vortices
discretos, etapa que consome maior tempo de CPU.

A vorticidade presente no escoamento ¢ modelada por elementos discretos de vorticidade,
transportados respeitando-se a equacdo (12) e induzindo velocidade em todo o campo. Tal
discretizagdo do campo de vorticidades, fundamental para obtencdo de uma modelagem
matematica que permita uma solu¢do numérica acurada, deve ser feita de modo a representar a

continuidade deste campo, com a maior fidelidade possivel, porém, sem resultar em problemas
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de baixa resolugdo ou alto custo computacional. A relagdo entre custos computacionais e
resultados deve ser avaliada, considerando as ferramentas disponiveis para solucionar o
problema.

Nao ¢ vidvel discretizar o campo de vorticidades buscando a solugdo exata do
equacionamento, pois isto seria impeditivo no que concerne ao tempo de processamento para
aplicacdes na engenharia. Por outro lado, uma discretizagdo de baixa resolu¢do do campo de
vorticidades acarreta em resultados insatisfatorios.

Para reduzir o tempo de simulacdo e viabilizar o uso de um método deterministico na
etapa do processo de difusdo da vorticidade (ver secao 4.2), implementa-se um algoritmo
acelerador, o Método de Multipolos Répidos, para que a interagdo que ocorre entre cada um dos
vortices discretos presentes no dominio (como quando a lei de Biot-Savart ¢ utilizada) passe a
ocorrer entre caixas, as quais contém as particulas. Este método ndo abandona o uso da lei de
Biot-Savart por completo, porém, faz com que as interagdes ocorram majoritariamente entre
caixas, € nao entre particulas individuais.

Todo o equacionamento apresentado na se¢do 4.1.4.1 pode ser visto em detalhes nos
trabalhos de (GREENGARD; ROKHLIN, 1987; NISHIMURA, 2002; RICCIARDI; WOLF;
BIMBATO, 2017a; RICCIARDI; WOLF; BIMBATO, 2017b).

4.1.4.1 M¢étodo de Multipolos Rapidos

O modelo hierdrquico utilizado ¢ o de refinamento global (GREENGARD; ROKHLIN,
1987), sendo mais conveniente em casos de distribuicdo uniforme das particulas no dominio
(no caso do presente trabalho, os vortices discretos de Lamb); vide Figura 9(a). A Figura 9(b)
exemplifica o dominio, com distribuigao uniforme de particulas, dividido até o terceiro nivel

de refinamento.
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Figura 9 — Distribuicao uniforme de particulas no dominio quadrado de lado S: (a) n = 0; (b)
n = 3.
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(2) (b)

Fonte: Autoria propria.

E possivel dividir a implementagdo numérica do método em algumas etapas:

a) Pré-processamento:

Para implementar o método, € necessario passar por uma etapa prévia, chamada de pré-
processamento. Nela, o dominio (inicialmente uma caixa quadrada) ¢ analisado, a fim de
fraciona-lo em partes menores, criando, assim, as caixas.

As caixas sao criadas a partir da divisdo do dominio em quatro partes iguais, o que
possibilita a criagdo das caixas do primeiro nivel. Para passar o dominio para o segundo nivel
de refinamento, divide-se as quatro caixas obtidas com a primeira divisdo, novamente, em
quatro partes iguais, obtendo-se dezesseis caixas. Nota-se, entdo, que a quantidade de caixas
presentes no dominio ¢ igual a 4™, sendo n o nivel de refinamento. Sucessivamente, divide-se
o dominio até um nivel desejado previamente estabelecido ou cada vez que o nimero de
particulas internas a uma caixa, no ultimo nivel de refinamento, ultrapassar um limite arbitrado
no inicio da simulagao.

Depois de criar as caixas, sdo calculadas as posigdes dos vértices e dos centroides de cada
uma delas, pois estes sdo utilizados no mapeamento de particulas, na criagdo das listas de
interagdo e na translagdo de influéncias das particulas para o centroide da caixa que as contém
(e vice-versa) no nivel maximo de refinamento.

Quando uma caixa ¢ dividida em quatro partes iguais, diz-se que a caixa-pai (do nivel de

refinamento n) deu origem a quatro caixas-filhas (do nivel de refinamento n+1).
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Com a criagdo das caixas e calculo dos vértices e dos centroides, ¢ possivel gerar listas
que ditam as relagdes entre as caixas presentes no dominio. No algoritmo adaptativo existem
cinco listas de interagdo (CARRIER; GREENGARD; ROKHLIN, 1988), enquanto que, no
algoritmo global, existem duas. No caso do presente trabalho, utiliza-se o algoritmo global,
portanto, as caixas sdo organizadas da seguinte maneira:

e Lista de vizinhas: ¢ composta por, no maximo, nove caixas, sendo oito delas caixas
que compartilham pelo menos um vértice com a caixa de interesse, além da propria
caixa de interesse;

e Lista de interagdo: é composta pelas, no maximo, vinte e sete caixas suficientemente
distantes da caixa de interesse (ou seja, que ndo compartilham nenhum vértice com
esta) e que sao filhas das caixas vizinhas da caixa-pai (nivel de refinamento ») da
caixa de interesse (nivel de refinamento n+1).

A Figura 10 exemplifica a lista de caixas vizinhas, pintadas em roxo, de uma caixa
qualquer B, destacada em laranja, no segundo nivel de refinamento. A Figura 11 indica a lista
de interagdo, cuja caixas também estdo pintadas em roxo, de uma das quatro filhas da caixa B,
chamada de b (pertencente ao terceiro nivel de refinamento), também destacada em laranja.
Nota-se que todas as caixas que interagem com a caixa b sdo filhas das caixas que fazem parte

da lista de vizinhas da caixa B.

Figura 10 — Caixas vizinhas de uma caixa qualquer B do segundo nivel de refinamento.

Fonte: Autoria propria.
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Figura 11 — Lista de interag@o da caixa b, filha da caixa B, no terceiro nivel de refinamento.

Fonte: Autoria propria.

E possivel notar, também, que existem caixas suficientemente distantes da caixa b que
nao fazem parte de sua lista de interagdo. Isso acontece porque a caixa B, pai de b, ja interage
com as caixas-pai daquelas caixas, sendo que tal interacdo ¢ transladada de um nivel de
refinamento para outro em um passo chamado Local-to-Local (L2L), que seré explicado adiante.

Por fim, para encerrar a etapa de pré-processamento, faz-se o mapeamento das particulas
dentro do dominio. No mapeamento, cada vortice discreto € localizado dentro de sua respectiva
caixa, em cada nivel de refinamento. Isto serve para que, no ultimo nivel de refinamento, seja
possivel transferir a intensidade de cada particula para o centroide da caixa que a contém.

E importante frisar que o mapeamento de particulas ¢ feito a cada passo de tempo da
simulacao numérica, pois as particulas podem mudar de caixa conforme a simulagdo avanga. A
cada passo de tempo ¢ preciso, também, checar se todas as particulas estao dentro do dominio
e, caso ndo estejam, o dominio ¢ aumentado e sdo calculadas, novamente, as posi¢cdes dos
vértices e dos centroides das caixas. Verifica-se, ainda, o nimero maximo de vortices discretos
em cada caixa no nivel maximo de refinamento, sendo possivel refinar o dominio, reduzindo,
assim, o nimero médio de particulas por caixa; este procedimento € realizado para promover

mais interagdes entre as caixas, diminuindo, portanto, a utilizacdo da onerosa lei de Biot-Savart.

b) Particle-to-Multipole (P2M):

Este passo consiste em fazer a montagem dos multipolos no maior nivel de refinamento,
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apos a etapa de pré-processamento. A montagem dos multipolos ¢ feita através da translagdo e
agrupamento das influéncias das particulas para o centroide da caixa que as contém. A Figura
12 ilustra uma caixa qualquer, pertencente ao nivel maximo de refinamento, para a qual sdo

passadas as influéncias das particulas internas, em preto, até o respectivo centroide, em cinza.

Figura 12 — Montagem dos multipolos no nivel maximo de refinamento.

Fonte: Autoria propria.

O potencial de uma unica particula em um ponto especifico no espago ¢ apresentado na

equagao (35):

$i(0) = q; - log(z) (35)

sendo g; a intensidade da particula i, 0o’ a posicdo no espago em que se deseja encontrar o
potencial e z; a posicao complexa da particula i.

A equacao (35) pode ser reescrita, tornando-se:
, vA
(0 = a; - log(z) + ;- log (1 - ) (36)
c

sendo z. a posicdo complexa do centroide das caixas do nivel maximo de refinamento e
Z=2Z.— Z.
A influéncia das particulas presentes dentro de uma caixa ¢ calculada a partir de um

somatorio, de acordo com a equagdo (37):
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npartbox npartbox npartbox

ba= ) b= ) alglz)+ ) qilog(1-7) 67)
i=1 i=1 i=1

sendo ¢, a translacdo das intensidades de todas as particulas contidas em uma dada caixa
(npartbox).
E possivel reescrever o ultimo termo da equacgdo (37) de outra forma, expandindo o

logaritmo em série de Taylor:

npartbox npartbox © kK 1
Z Z
Z Zc Z Z zc) K
i=1 i=1 k=1

ppartbox , @ [gnpartbox _ oy (2
pj (qi-ZH)-(i)k%):Z = ;kql) (©) (385)

i=1 k=1 k=1

Dessa forma, o potencial ¢ equacionado de acordo com a equacgao (39):

$a = ag - log(z,) + i (%) (39)
k=1 ¢

sendo a, a soma das intensidades das particulas dentro da caixa e a; o coeficiente do multipolo:

npartbox

—n.) .7k
a = Z % (40)

C) Multipole-to-Multipole (M2M):

Ap0s a criagdo dos multipolos no maior nivel de refinamento, faz-se a mudanga do centro
da expansdo dos multipolos, ou seja, a influéncia € passada do centroide das caixas de nivel
mais fino para o centroide das caixas de nivel mais grosseiro, sendo transladada do centroide
das caixas-filhas para o centroide das respectivas caixas-pai. A Figura 13 exemplifica a

translagdo da influéncia dos centroides das caixas do terceiro nivel de refinamento para o
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centroide das caixas do segundo nivel de refinamento.

Figura 13 — Translagdo da influéncia dos centroides das caixas do terceiro nivel de

refinamento para as caixas do segundo nivel de refinamento (Multipole-to-Multipole).

Fonte: Autoria propria.

A equacado (41) representa a influéncia, ou seja, a expansao em multipolos, em um ponto

Zp, (centroide da caixa pai, no nivel n) devido a um conjunto de particulas, cuja intensidade

localiza-se em zf (centroide da caixa filha, no nivel n+1):

SO
cl)(zp) =a,™*V - log(z) + Z ?;T (41)
k=1

sendo a,™*1 a soma das intensidades das particulas dentro da caixa filha, no nivel de
refinamento n+1, e z = z; — z, (GREENGARD; ROKHLIN, 1987).

E possivel reescrever a equagdo (41), obtendo:

2, ™

cl)(zp) = a,™*D . log(zp) + (42)

1
Z
=1 P
sendo ak(”) o coeficiente de multipolos da caixa de interesse, no nivel de refinamento n,

representado por:
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—a (n+1) , 1
a Z
ak(n) = 0— +

1
1 —_—

2, 0+ D) . 71k (1 - 1) 43)

k—1
k=1

Este passo ¢ feito apenas até o segundo nivel de refinamento, que é o menor nivel em que
existem caixas suficientemente distantes para interagir. Os passos Particle-to-Multipole e

Multipole-to-Multipole, realizados em sequéncia, fazem parte do chamado upward pass, pois

eles se iniciam no maior nivel de refinamento e sobem a arvore genealogica.

d) Multipole-to-Local (M2L):

E neste passo que se iniciam, de fato, as interagdes entre caixas do mesmo nivel de
refinamento (no caso do algoritmo global), de acordo com as listas que foram criadas na etapa

de pré-processamento, conforme exemplificado na Figura 14.

Figura 14 — Interacao entre caixas de um mesmo nivel de acordo com a lista criada na etapa

de pré-processamento (Multipole-to-Local).
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Fonte: Autoria propria.

A influéncia de um conjunto de particulas, cujo centro estd no mesmo local do centroide
da caixa b’ (pertencente a lista de interacdo, em roxo, na Figura 14), em um ponto
suficientemente distante para validar o FMM, que, neste caso, seria o centroide da caixa b (caixa

de interesse, em laranja, na Figura 14), ¢ dada por:
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$(zp) = z b, - z! (44)
=0

sendo z = 7y, — Zp,.

As equacgdes (45) e (46) representam o primeiro termo do somatoério paral =0el > 1,

respectivamente:
dg K
by = X (—1D* | +ay - log(—2) (45)
k=1

(1 Ca 1+k- D 2
bl—<; 2 (i) e )=k (40
sendo a, a soma das intensidades das particulas da caixa b’.

e) Local-to-Local (L2L):

Esta etapa consiste em passar a influéncia dos centroides das caixas-pai (do nivel de
refinamento n) para o centroide das caixas-filhas (do nivel de refinamento n+1) apos o passo
M2L. Este passo faz o contrario daquilo feito no M2M e nao ha necessidade de ser feito no
maior nivel de refinamento, pois as caixas deste nivel ndo possuem filhas. A Figura 15
exemplifica os passos M2M, M2L e L2L, realizados em sequéncia, entre o segundo e terceiro
nivel de refinamento.

A translagdo da influéncia do centroide da caixa pai, do nivel n, para o centroide da caixa-

filha, do nivel n+1, ¢é dada por:

by = ZZb @ (1) =@ (47)

sendo z = Zp — Zf.
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Figura 15 — Interagdo de caixas em diferentes niveis de refinamento (passos M2M e L2L) e de

caixas em um mesmo nivel de refinamento (M2L), realizadas sucessivamente.
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Fonte: Autoria propria.

Os passos Multipole-to-Local e Local-to-Local, realizados em sequéncia, fazem parte do
downward pass, pois iniciam no segundo nivel de refinamento e descem até o nivel maximo de

refinamento.

f) Local-to-Particle (L2P):

O ultimo passo do Método de Multipolos Rapidos consiste em calcular, de fato, o campo
de velocidades do escoamento. Este calculo ¢ dividido em duas partes, que sao somadas para
se obter o campo de velocidades; a primeira consiste em transferir a influéncia dos centroides
das caixas do maior nivel de refinamento de volta para as particulas e a segunda consiste na
interagdo entre as particulas de uma mesma caixa e de caixas vizinhas, no nivel maximo de
refinamento, realizada através da lei de Biot-Savart (veja a se¢do 4.1.4.2).

A Figura 16 exemplifica o processo de transladar a influéncia do centroide, em cinza, de
uma caixa genérica, do nivel maximo de refinamento, para as particulas, em preto, contidas

nela.
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Figura 16 — Translacdo da influéncia dos centroides de uma caixa genérica do nivel maximo

de refinamento para as particulas internas (Local-to-Particle).

Fonte: Autoria propria.

A translacao da influéncia do centroide da caixa para uma particula interna a ela ¢ dada

por:

bz) = ) by
1=0

sendo z = z; — z, e b; o coeficiente calculado através da equagao (46).

(48)

Os apéndices A e B contidos no presente trabalho apresentam o erro intrinseco ao calculo

do campo de velocidades devido a contribuicao da nuvem de vortices discretos e a redugao no

tempo de simulagdo numérica, respectivamente, quando se faz uso de um algoritmo do Método

de Multipolos Répidos; os dados apresentados nos apéndices mencionados referem-se a

simula¢des com diferentes quantidades de vortices discretos utilizados para discretizar o campo

de vorticidades em um problema que consiste em um par contrarrotativo de vortices

desprendido das pontas das asas de uma aeronave em procedimento de pouso/decolagem,

porém, sem levar em consideragdo a fronteira solida e nem os efeitos da difusdo viscosa da

vorticidade.

4.1.4.2 Leide Biot-Savart

Aultima etapa da obten¢do da contribui¢do da nuvem de vortices discretos no calculo do

campo de velocidades do escoamento consiste em realizar as interagdes vortice-vortice entre as
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particulas pertencentes a lista de caixas vizinhas, no nivel maximo de refinamento, através da
lei de Biot-Savart.
A equacdo (49) expressa a lei de Biot-Savart, a qual relaciona o campo de velocidades

induzido por um campo de vorticidades (BIMBATO, 2012):

(49)

sendo U = uf + vj a velocidade induzida em cada vortice discreto utilizado para representar o
campo de vorticidades, @ o campo de vorticidades, 7 a distdncia entre os vortices discretos de
Lamb e 2 o dominio fluido.

No caso do presente trabalho, utiliza-se o modelo do vortice discreto de Lamb, que possui
o conceito do nucleo viscoso. Considerando dois vortices discretos (j € k), conforme indicado
na Figura 17, € possivel obter os componentes da velocidade tangencial induzida em um vortice

discreto & por um vortice discreto j através das equacdes (50) e (51).

Figura 17 — Componentes da velocidade tangencial induzida em um vortice discreto k& por um

vortice discreto j.
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Fonte: Autoria propria.
Z
g = Z LUy .j # k (50)
j=1

y/
Vi = Z F]-Vk].,j # k (51)
j=1
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sendo:
il ()
Uk, = 1—exp (52)
I 2m =) + (e —v)° Oo;”
1 (Xk — X]-) [ ( Tk; )]
Vi, = —— 1—exp 53
k;j 21 (Xk . Xj)2 N (Yk y]) 00]_2 (53)

As equagoes (50) e (51) revelam que um vortice discreto ndo induz velocidade sobre ele
mesmo.

A contribuicao do presente trabalho reside em utilizar o Método de Multipolos Réapidos
na maior parte da simulacdo numérica, em vez de se utilizar a lei de Biot-Savart, responsavel
por transformar o calculo da parcela do campo de velocidades devido a nuvem de vortices
discretos na etapa mais onerosa do Método de Vortices Discretos.

Mesmo com o uso do Método de Multipolos Répidos, ainda € necessario utilizar a lei de
Biot-Savart, para contabilizar a interacdo de particulas de uma mesma caixa e de caixas
proximas, porém, com a correta implementagdo do método, essa interacao tende a ser reduzida,

fazendo com que o tempo de simulagio numérica diminua (veja APENDICE B).

4.1.5 Avanco Advectivo

A partir da determinagao do campo de velocidades do escoamento, tem-se o valor da
velocidade total induzida em um vortice discreto qualquer £, a partir da equagao (15).

O avango advectivo de todos os vortices discretos que compdem a nuvem simula o efeito
da advecgao da vorticidade. A posi¢do de cada vortice discreto, em cada incremento de tempo
da etapa advectiva, pode ser calculada numericamente por diversos esquemas de avango. Neste

trabalho, utiliza-se um esquema de avango de primeira ordem de Euler (FERZIGER, 1981):

Xk (t + At) = x (1) + ug, (DAL (54)

Yi(t + A0 = yi (D) + v, (DAL (55)
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onde u;, € vy, sdo as componentes da velocidade induzida no vortice discreto , nas diregoes

X €y, respectivamente.
4.2 DIFUSAO DA VORTICIDADE

Conforme o algoritmo de separacdo da parte viscosa da equagdo do transporte da
vorticidade (CHORIN, 1973), a difusdo da vorticidade ¢ governada pela equagdo (14). Quando
resolvida pelo Método do Crescimento do Raio do Nucleo do Vértice Modificado, proposto por
Leonard (1980) e modificado por Rossi (1996), a difusdo da vorticidade ¢ simulada através de

aumentos sucessivos no raio do nticleo dos vortices discretos a uma taxa dada por:

0o, (t+ At) = /aokz(t)+§—; (56)

Quando o raio do nucleo do vortice discreto atinge um tamanho critico, o qual ¢
governado pelo parametro a, a particula sofre o processo de particao segundo a equacao (2) —
ver, também, Figura 1. Este processo de particao faz com que o vortice discreto inicial &k se

divida em quatro novos vortices discretos, k, k+1, k+2, k+3, posicionados de acordo com:

Xp(t+ At) = x () + 1 (57a)
X1 (t+ At) = x (t) (57b)
Xps2 (t+ AY) = x(t) — 1 (57¢)
X3 (t+ At) = x (1) (57d)
yr(t+ At) = yi () (58a)
Vi+1(t + A =y () +1 (58b)

V42 (t+ At) = yi (1) (58¢)
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Vi+3(t + A0 =y () — 1 (58d)

E evidente que o processo de parti¢do, o qual é necessario para garantir a convergéncia
do método, aumenta demasiadamente o numero de vortices discretos no dominio
computacional no decorrer da simulagdo numérica. Desse modo, o calculo da interagao vortice-
vortice via lei de Biot-Savart torna-se impraticavel, por conta do tempo excessivo de simulagao,
especialmente nos problemas praticos de engenharia. Uma alternativa € reduzir a utilizacao da
lei de Biot-Savart ao minimo possivel; essa € a justificativa para a implementacao do Método
de Multipolos Réapidos, apresentada anteriormente.

No algoritmo desenvolvido para a obtencdo dos resultados, existe a possibilidade de
simular a difusdo da vorticidade através do Método de Avango Randdmico, proposto por Chorin
(1973) e modificado por Lewis (1991).

O Meétodo de Avango Randomico consiste em simular a difusdo da vorticidade
concedendo, a cada vortice discreto presente no dominio computacional, um deslocamento

radial e um deslocamento circunferencial (equagdes (59) e (60), respectivamente):

4At 1
_ - (59)
Ary Re In P
A8y = 2mP” (60)

sendo que P’ e P" sdo nimeros randdmicos gerados entre 0 ¢ 1. Portanto, os deslocamentos

devido a difusdo da vorticidade, nas dire¢des x e y, sdo dados, respectivamente, por:

AXdif = Ark CoS Aek (61)

Ayq4ir = Ary sen ABy (62)

Dessa forma, quando se utiliza o Método de Avango Randémico, o avango temporal de

um vortice discreto k presente na nuvem ¢ dado por:

xi(t + A = x;(1) + Uy (DAL + Axgip, (63)
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Yielt + A0 = (0 + vy (DAL + Ay, (64)

4.3 ALGORITMO DO METODO DE VORTICES DISCRETOS

Esta se¢do apresenta o algoritmo utilizado para simular numericamente esteiras de

aeronaves desenvolvidas em processo de pouso e decolagem.

A seguir, apresenta-se o roteiro de funcionamento do codigo computacional:

a) Entrada de Dados:

Este passo € responsavel por realizar a leitura dos seguintes dados de entrada necessarios

para a realiza¢dao da simulagdo numérica e ¢ feito em uma rotina chamada Input.for:

stop
1

option

=

nz
re

delt

uinf
vinf
core
alfa
coremin
coremax

nrefin

naccur

namero de incrementos de tempo da simulagdo numérica;

comprimento da pista do aeroporto;

o programa disponibiliza ao usuario a escolha de fazer a difusdo viscosa da
vorticidade através do Método de Avango Randomico (option = 1) e através do
M¢étodo do Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado (option = 2);
namero de painéis utilizados para discretizar a pista do aeroporto;

altura de desprendimento do par contrarrotativo de vortices da ponta das asas;
deslocamento de um vortice de ponta de asa para a direita (comprimento das asas
da aeronave);

namero de vortices discretos em cada ponta de asa;

numero de Reynolds do escoamento;

incremento de tempo da simulagao numérica;

componente x da velocidade do vento lateral,

componente y da velocidade do vento lateral;

raio do nucleo do vortice discreto de Lamb;

parametro que governa a particio no MCRNM;

raio minimo do nticleo do vortice discreto (imediatamente apods a particao);

raio maximo do nucleo do vortice discreto (imediatamente antes da particao);
nivel maximo de refinamento do dominio computacional para a utilizagdo do
Me¢étodo de Multipolos Rapidos;

numero de termos-utilizados na série de Taylor;
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zfmm parametro que governa o inicio do calculo da influéncia da nuvem de vortices

discretos através do Método de Multipolos Rapidos.

b) Discretizagdo da Fronteira Solida e Criagdo do Par Contrarrotativo de Vortices:

Em uma rotina chamada Dataprgp.for, discretiza-se a superficie do solo em m painéis
planos posicionados sobre o eixo das abscissas, além de se realizar o célculo de parametros dos
painéis, dentre eles: angulo de orientagdo, posi¢ao do ponto de controle € comprimento de cada
painel e ponto de desprendimento de cada vortice discreto que serd gerado. A Figura 18 ilustra
uma situagdo em que o solo, de comprimento adimensional igual a 8, ¢ discretizado em 8 painéis

planos.

Figura 18 — Representac¢do esquematica da discretizagao do solo.

| ' | ' | ' | ' |
L 3 Pontos extremos dos painés
b4 Pontos de controle dos painéis
¥ Pontos de desprendimento de vortices discretos

> 05 |- |
* * * * * * * *
0 ixéxéxéxéxéx$xéx$
0 2 4 6 g

Fonte: Autoria propria.

Na Figura 18, observa-se que o angulo dos painéis ¢ igual a zero e sdo identificados os
pontos extremos, os pontos de controle dos painéis e os locais de desprendimento dos vortices
discretos.

O par contrarrotativo de vortices desprendido das pontas das asas de uma aeronave em
seu procedimento de pouso/decolagem ¢ criado em uma rotina chamada Pair Cloud.for, em
que os vortices discretos iniciais sdo gerados randomicamente e posicionados de acordo com

parametros lidos na rotina responséavel pela entrada de dados.
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€) Montagem das Matrizes de Influéncia:

Nesta etapa, calculam-se os coeficientes das matrizes de influéncia de fontes,
Kips(equagﬁo (26)), e de vortices, K; jV(equag:ﬁo (31)), em rotinas chamadas de Coups.for e
Coupv.for, respectivamente.

Para considerar a conservagao de massa ¢ de circulagdao no sistema, uma rotina chamada
Modcoup.for ¢ utilizada. Esta rotina € responsavel por acrescentar uma linha na matriz de
influéncia de fontes (em que cada coluna desta linha recebe o comprimento de cada painel) e
na matriz de influéncia de vortices (em que cada coluna desta linha recebe o ntimero 1), para
que, ao resolver os sistemas de equacdes, a massa e a circulacao sejam conservadas (equacdes
(25) e (30)).

Uma rotina chamada Compumvm.for € responsavel por calcular a velocidade induzida no
ponto de controle de cada painel por conta da nuvem de vortices discretos de Lamb, ja existente

desde o passo inicial da simulagao numérica.
d) Solugdo do Sistema de Equagdes de Fontes:

Calcula-se o vetor RHSS através da equacio (24), em uma rotina chamada Rhss.for. E
necessario, também, acrescentar uma linha no vetor gerado nesta rotina para impor a
conservagao da massa (equacao (25)), passo realizado na rotina chamada Modrhs.for.

Em seguida, resolve-se a equag¢do matricial de fontes (equagdo (27)). Para isso, €
necessario aplicar o Método dos Minimos Quadrados, para tornar o sistema possivel e
determinado, a partir da rotina Mini_quad.for, e resolver o sistema pelo Método de Eliminagdo

de Gauss através da rotina Gausspiv.for.
e) Solugdo do Sistema de Equagdes de Vortices:

Calcula-se o vetor RHSV através da equagdo (29), em uma rotina chamada Rhsv.for. E
necessario, também, acrescentar uma linha no vetor gerado nesta rotina para impor a
conservagdo da circulacdo (equagdo (30)), passo realizado na rotina chamada Modrhs.for.

Em seguida, resolve-se a equacdo matricial de vortices (equacdo (32)) utilizando as
rotinas Mini_quad.for, para transformar o sistema sobredeterminado em possivel e determinado,

e a rotina Gausspiv.for, que resolve, de fato, o sistema linear de equagdes.
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f) Geragdo de Vorticidade:

Sao gerados, a cada instante de tempo da simulagdo numérica, m novos vortices discretos
de Lamb com intensidades dadas pela solug¢ao do sistema de equagdes de vortices. Essa geracao

¢ feita pela rotina Generat.for.

g) Obtencdo da Condigdo de Aderéncia:

A geracao de novos vortices discretos induz velocidade tangencial nos pontos de controle
dos painéis utilizados para discretizar a superficie solida, violando, assim, a condicdo de
impermeabilidade.

Para restaurar a condigdo de impermeabilidade anteriormente violada, resolve-se o
sistema de equacdes de fontes novamente, porém, considerando a influéncia dos vortices
discretos gerados na rotina Generat.for no célculo do vetor RHSS (equacao (24)).

Entretanto, as novas distribui¢cdes de fontes induzem velocidade radial nos pontos de
controle dos painéis utilizados para discretizar a superficie, o que viola a condi¢do de nao
deslizamento garantida até entdo. Para sanar o problema, utiliza-se um processo iterativo, de
solugdo do sistema de equagdes de vortices seguida da solucao do sistema de equagdes de fontes,

por dez iteragdes, garantindo, assim, a condi¢cao de aderéncia.

h) Método de Multipolos Rapidos:

O Método de Multipolos Répidos tem inicio quando o nimero de vortices discretos
presentes no dominio computacional ¢ maior do que a variavel zfmm, lida na rotina responsavel
pela entrada de dados. Caso o nimero de particulas no dominio seja inferior a essa variavel, o
campo de velocidades obtido pela interagao vortice-vortice ¢ calculado através da lei de Biot-
Savart.

A partir do momento em que o Método de Multipolos Rapidos ¢ utilizado, ¢ possivel
dividir esta etapa do algoritmo em sub-rotinas utilizadas para realizar o pré-processamento € o
desenvolvimento do método propriamente dito.

As rotinas de pré-processamento sdo responsaveis pela criagdo das caixas em cada um
dos niveis de refinamento (através da rotina Boxes.for), geragcdo das listas de interacdo (através
da rotina chamada Listint.for) e de vizinhas (através da rotina Listviz.for), bem como o céalculo

da posicdo dos vértices das caixas (através das rotinas Vertices.for e Coordvertices.for) e
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centroides das mesmas (através da rotina Coordcent.for); nesta etapa, faz-se, ainda, o
mapeamento e a verificagdo das particulas no interior do dominio (através das rotinas
Mapeamento.for e Dimensao.for).

Apds a passagem pelas rotinas de pré-processamento, inicia-se, de fato, o Método de
Multipolos Rapidos. Faz-se o passo Particle-to-Multipole, em uma rotina chamada P2M.for,
responsavel por calcular o coeficiente do multipolo no nivel maximo de refinamento (equacao
(40)). O passo chamado Multipole-to-Multipole ¢ feito em uma rotina chamada M2M.for,
responsavel por calcular o coeficiente do multipolo para niveis de refinamento mais grosseiros,
partindo de niveis de refinamento mais finos (equacao (43)). Sao feitos, em sequéncia, os passos
Multipole-to-Local, em que ¢ calculada a influéncia de uma caixa em outra suficientemente
distante para validar o FMM (equagdo (44)), e o Local-to-Local, em que ¢ feita a translagao de
influéncias de caixas-pai, no nivel n, para as respectivas filhas, no nivel n+1 (equacao (47)), em
uma unica rotina chamada M2LeL2L.for. Por ultimo, faz-se a passagem das interagdes dos
centroides das caixas para as particulas, passo denominado Local-to-Particle (equagdo (48)), e
a interagdo entre as particulas pertencentes a caixas da lista de vizinhas no nivel maximo de
refinamento, através da lei de Biot-Savart (equagao (49)), em uma rotina chamada L2PeP2P.for.

Caso o dominio ainda ndo esteja com uma populacio de vortices discretos
suficientemente grande para iniciar o uso do Método de Multipolos Répidos, faz-se o calculo
do campo de velocidades por conta da interagdo vortice-vortice exclusivamente através da lei

de Biot-Savart, a partir da rotina Compuavvav.for.

i) Advecgdo da Vorticidade:

A adveccao da nuvem de vortices discretos € realizada através do esquema de avango de

primeira ordem de Euler (ver se¢do 4.1.5), em uma rotina chamada Advec.for.

j) Difusido da Vorticidade:

O processo de difusdo da vorticidade pode ser realizado pelo Método do Crescimento do
Raio do Nucleo do Vortice Modificado, através de uma rotina chamada Mcrnm.for, ou pelo
Me¢étodo de Avango Randdmico (ver se¢do 4.2), através de uma rotina chamada Diffus.for, de

acordo com a opgao lida na entrada de dados.

k) Reflexdo de Vortices Discretos:
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Os vortices discretos que penetrarem para baixo da superficie do solo sdo refletidos para
o dominio fluido na rotina chamada Reflecg.for, em que sdo avaliadas as posi¢des dos vortices

discretos e, caso a coordenada em y seja negativa, estes sdo reposicionados acima da superficie.

I) Impressdo de Resultados:

Todos os resultados necessarios para as analises realizadas na se¢dao 5 sdo impressos em

uma rotina chamada Print.for.

m) Solucdo do Sistema de Equagdes de Vortices:

Por conta dos processos de adveccao e difusdo da vorticidade viola-se a condi¢dao de
aderéncia garantida até entdo.

Dessa forma, atualiza-se o vetor RHSV, através da equacao (29), e resolve-se a equacao
matricial de vortices (equagdo (32)), considerando-se, também, a equacao referente a condigao

de conservacgao global da circulagao (equagao (30)).
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5 ANALISE DE RESULTADOS

Esta secdo apresenta os principais resultados obtidos das simula¢des numéricas de
esteiras de aeronaves formadas durante procedimentos de pouso e decolagem.
O computador utilizado na execugdo de todas as simulagdes numéricas possui a seguinte

configuragdo: processador Intel Core 17-6700 (3,40GHz) e memoria RAM de 16 Gb.

5.1 PARAMETROS UTILIZADOS NA SIMULACAO NUMERICA

Existem duas classes de pardmetros a serem levados em consideracdo: aqueles

relacionados ao método numérico e aqueles relacionados ao fenomeno fisico em questao.

5.1.1 Parametros relacionados com o método numérico

A seguir, sao esclarecidas as influéncias que os parametros relacionados ao método

numeérico t€m sobre os resultados das simulagdes numéricas.

a) Numero de painéis planos (m)

O ntimero de painéis planos utilizados para discretizar a superficie do solo no problema
tem influéncia direta na precisao dos resultados das simulagdes numéricas, pois as condigdes
de contorno sao satisfeitas apenas em um ponto especifico de cada um dos painéis (o ponto de
controle), de modo que, ao elevar o niimero de painéis presentes na discretiza¢do da geometria,
o numero de pontos da superficie em que as condi¢cdes de contorno sdo satisfeitas também
aumenta.

Conforme explicado na sec¢do 4.1.3, a cada instante de tempo da simula¢do numérica,
vortices discretos sdo gerados de forma a tangenciar o ponto de controle do painel que lhe da
origem para satisfazer a condi¢do de ndo deslizamento. Dessa forma, quanto mais painéis sdo
utilizados para discretizar a fronteira solida, mais vortices discretos sdo gerados durante a
simulagao numérica.

O aumento no numero de particulas no dominio computacional faz com que sejam
demandados mais esfor¢os e maiores tempos de CPU, por conta da contribuicdo da nuvem de

vortices discretos no calculo da etapa advectiva. A utilizacdo do Método de Multipolos Rapidos
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faz com que o tempo gasto nesta etapa seja reduzido (APENDICE B), porém, ainda assim,

existe uma limitagdo para a quantidade de painéis a se discretizar o corpo.

b) Incremento de tempo (At)

Conforme apresentado na secdo 2.2, a utilizagdo de incrementos de tempo menores faz
com os efeitos da evolugdo lagrangiana no tempo sejam mais precisamente computados, porém,
quanto menores os incrementos de tempo, mais custosas sao as simulagdes no que diz respeito

ao tempo de processamento.

c) Nivel maximo de refinamento (n)

O nivel méximo de refinamento utilizado no Método de Multipolos Rapidos impacta
diretamente na precisio numérica das simulagdes (veja APENDICE A). Conforme se utiliza um
nivel maximo de refinamento maior, o tempo de simulacdo decresce, porém, ocorre um
aumento no erro numérico no calculo do campo de velocidades do escoamento e,
consequentemente, na posicao de cada um dos vortices discretos utilizados para discretizar a
vorticidade. Sendo assim, deve haver um balanco no nivel maximo de refinamento utilizado

para que o erro intrinseco a0 método nao se torne fator impeditivo na acuracia das simulagdes.

5.1.2 Parametro relacionados com o fenomeno fisico

A seguir, sdo esclarecidas as influéncias que os pardmetros relacionados ao fendémeno

fisico tém sobre os resultados das simulagdes numéricas.

a) Numero de Reynolds (Re)

Os valores adotados para o nimero de Reynolds nas simula¢des apresentadas nesta secao
representam um regime de escoamento turbulento. No caso do presente trabalho, o escoamento
¢ tratado com uma abordagem laminar, uma vez que nenhum modelo de turbuléncia ¢

empregado.

b) Altura em que se desprende o par controrrotativo de vortices (h)
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Este pardmetro ¢ importante para definir de que modo a fronteira solida (solo) ird

influenciar o desenvolvimento da nuvem de vortices discretos.

5.2 SIMULACOES NUMERICAS DESCONSIDERANDO A PRESENCA DA FRONTEIRA
SOLIDA

5.2.1 Simulagdes com a rotina responsavel pela difusao desabilitada

Inicialmente, foram realizados testes com a rotina de difusdo desabilitada para validar o
funcionamento do Método de Multipolos Réapidos e avaliar a aplicabilidade e o comportamento
de cada um dos niveis maximos de refinamento.

Estes testes utilizam os parametros descritos na Tabela 1. Para efeitos de comparagao, a
simulacdo foi realizada utilizando, exclusivamente, a lei de Biot-Savart para calcular a
contribuicao da nuvem de vortices discretos na determinagdo do campo de velocidades do
escoamento, e, depois, utilizou-se o Método de Multipolos Rapidos, em outras quatro
simulagdes distintas, cada uma delas com um nivel maximo de refinamento diferente, mantido

desde o inicio até término da simulagao.

Tabela 1 — Parametros numéricos empregados nas simulacdes desconsiderando a pista e os

efeitos da difusao.

Parametro Simbolo Valor
Incremento de tempo At 0,025
Numero total de incrementos de tempo stop 1000
Tempo adimensional t 25
Altura de desprendimento do par contrarrotativo de h 2,2
vortices
Raio do nticleo do vortice discreto 0o 0,001
Numero de vortices discretos em cada ponta de asa nz 15000

durante toda a simulagdo numérica
Numero de termos da série de Taylor nt 25

Numero de Reynolds Re 75000

Fonte: Autoria propria.
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Foi avaliado como o tempo de simulacdo numérica variou de acordo com os niveis

maximos de refinamento, conforme descrito na Tabela 2 e na Figura 19.

Tabela 2 — Tempo de simulagdo numérica para cada um dos niveis maximos de refinamento

utilizados (Euler; At = 0,025; nz = 1,5x10% nt = 25; Re = 7,5x10%).

Nivel maximo de refinamento Tempo de simulacio numérica (min)
Exclusivamente via lei de Biot-Savart 212
3 181
4 69
5 24
6 17

Fonte: Autoria propria.

Figura 19 — Tempo de simulagdo numérica-em funcio dos niveis maximos de refinamento

testados (Euler; At = 0,025; nz = 1,5x10% nt = 25; Re = 7,5x10%).

Tempo de Simulagio Numérica [min)

MNivel Maximao de Refinamento

Fonte: Autoria propria.

Através da Tabela 2 e da Figura 19, percebe-se que o tempo de simulagdo numérica €
reduzido com o aumento do nivel maximo de refinamento. A utilizacdo do Método de
Multipolos Réapidos, apesar de diminuir o tempo de simulacdo numérica, faz com que haja um
erro no calculo do campo de velocidades do escoamento em fungdo do processo de expansao
em série de Taylor; o erro numérico em questdo ¢ avaliado através da equacgdo (65) (CARRIER;

GREENGARD; ROKHLIN,1988):
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2-1/2

B [Ziz=1(VFMMi — Vgs;)
E= (65)

Zizzl(VBSi)z

sendo:

o Vium; = \[(uFMMi)Z + (VFMMi)Z

* Vgs; = \[(uBSi)z + (VBSi)2

e FE:erro;

e Z: numero de vortices discretos presentes no dominio computacional;

® Uupmm;: componente u da velocidade da particula i calculada através do Método de
Multipolos Rapidos;

® ugg;: componente u da velocidade da particula i calculada através da lei de Biot-
Savart;

* VgpmmM;: componente v da velocidade da particula i calculada através do Método de
Multipolos Rapidos;

* vgg;: componente v da velocidade da particula i calculada através da lei de Biot-Savart.

A Tabela 3 apresenta os valores do erro numérico no calculo do campo de velocidades do
escoamento, calculados através da equagdo (65), para cada um dos niveis maximos de

refinamento, no primeiro passo de tempo da simulagao numérica.

Tabela 3 — Erro numérico no calculo do campo de velocidades para o primeiro passo de tempo

da simulagdo numérica (Euler; At = 0,025; nz = 1,5x10% nt = 25; Re = 7,5x10%).

Nivel maximo de refinamento Erro numérico (%)
3 0,045
4 0,058
5 0,061
6 0,11

Fonte: Autoria propria.

A Figura 20 apresenta um grafico do erro numérico no calculo do campo de velocidades

em fun¢do dos niveis maximos de refinamento, plotado a partir das informagdes obtidas na
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Tabela 3.

Figura 20 — Erro numérico no calculo do campo de velocidades em funcao dos niveis
maximos de refinamento para o primeiro passo de tempo da simulagdo numérica (Euler; At

=0,025; nz = 1,5x10% nt = 25; Re = 7,5x10%).

Erro Numarico |

Nivel Maximo de Refinamento

Fonte: Autoria propria.

Percebe-se, através do que ¢ apresentado na Tabela 3 e na Figura 20, que o erro numérico
no calculo do campo de velocidades do escoamento cresce conforme o nivel maximo de
refinamento utilizado aumenta. Isso ocorre porque, quanto maior o nivel de refinamento, ha um
maior nimero de operagdes entre caixas do que de operagdes entre particulas.

Outra observacao importante pode ser obtida a partir da analise conjunta das Figuras 19
e 20. Nota-se que o tempo de simulagdo varia pouco entre os niveis de refinamento 5 e 6. Por
outro lado, o mesmo nao se pode dizer a respeito do erro numérico. Isso acontece porque o
custo total do Método de Multipolos Rapidos, em termos de tempo de processamento, €
composto por operagdes entre caixas € por operagdes entre particulas. Assim, a medida que o
nivel de refinamento aumenta, o nimero de operacdes que utilizam a lei de Biot-Savart diminui
(o que reduz o tempo de processamento), mas sao necessarias mais operacdes entre caixas (0
que aumenta o erro numérico). Portanto, € preciso encontrar um equilibrio entre o tempo de
simulacdo e o erro numérico; este equilibrio pode ser alcangado utilizando-se, neste caso, 5
niveis de refinamento.

E importante avaliar, também, como o erro numérico no calculo do campo de velocidades
varia ao longo da simula¢do numérica. Para isso, apresenta-se um grafico em que o nivel

maximo de refinamento foi fixado em cinco durante todo o tempo de simulagdo numérica
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(Figura 21).

Figura 21 — Erro numérico no célculo do campo de velocidades em fungdo dos passos de

tempo da simula¢io numérica (Euler; At = 0,025; nz = 1,5x10% nt = 25; Re = 7,5x10%).

Erra Mumérico [%)

Paszos de Temps

Fonte: Autoria propria.

Percebe-se, conforme apresentado na Figura 21, que o erro numérico no calculo do campo
de velocidades do escoamento cresce conforme a simulagdo numérica avanga, iniciando em
0,061% e chegando em 3,7% no milésimo passo de tempo.

Maiores detalhes a respeito do erro no calculo do campo de velocidades do escoamento
(em particular, da contribuicdo da nuvem de vortices discretos) e da redugdao do tempo de
simulagao numérica a partir do uso do Método de Multipolos Rapidos sdo apresentados nos
APENDICES A e B, respectivamente.

No APENDICE A, ¢ apresentada uma analise a respeito da acuracia do Método de
Multipolos Réapidos em conjunto com o Método de Vortices Discretos a partir de algumas
simulagdes sem levar em consideracdo a presenca da fronteira solida e com as rotinas
responsaveis pela difusdo desabilitadas. Para isso, foram apresentados graficos que indicam o
erro numérico no calculo do campo de velocidades em funcdo da quantidade de vortices
discretos presentes no dominio, para alguns passos de tempo da simulacdo numérica e diferentes
niveis maximos de refinamento.

No APENDICE B, ¢ apresentada uma analise a respeito da redugdo do tempo de
simula¢do numérica viabilizada pelo uso do Método de Multipolos Répidos. Para isto, compara-
se o tempo de simulagdo numérica quando o calculo da interagdo vortice-vortice ¢ realizado

exclusivamente através da lei de Biot-Savart com os tempos de simulagdo obtidos a partir do
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uso do Método de Multipolos Rapidos, para diferentes niveis maximos de refinamento.
O APENDICE C contém o resumo do trabalho publicado no 26" ABCM International
Congress of Mechanical Engineering (COBEM 2021), em que se apresentou parte dos

resultados desta monografia.

5.2.2 Simula¢io com a rotina responsavel pela difusio habilitada

Foi realizado, ainda desconsiderando a presenga da fronteira sdlida, um teste para avaliar
o uso do Método de Multipolos Rapidos com a difusdo habilitada e contabilizada através do
Método do Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado. Os parametros desta
simulagdo sdo apresentados na Tabela 4.

Para isso, a simulacao foi feita a partir de duas maneiras: exclusivamente através da lei
de Biot-Savart e com o Método de Multipolos Répidos, em que, no inicio da simulagao
numérica, a parcela do campo de velocidades devido a nuvem de vortices discretos era
calculada através da lei de Biot-Savart e, quando o nimero de particulas no dominio atingiu o
valor de 50000, por conta da divisdo dos vortices discretos devido ao processo de difusdo,
aumentou-se, gradualmente, o nivel maximo de refinamento até o sexto, de acordo com a
quantidade de vortices discretos presentes no dominio.

Dessa forma, a partir de o instante em que a quantidade de particulas no dominio atingiu
o valor de 50000, o Método de Multipolos Rapidos passou a ser utilizado, partindo-se do nivel
maximo de refinamento igual a 4 e, quando a razdo entre o numero de particulas no dominio
computacional e o total de caixas no nivel maximo de refinamento atingia o limite de 197
particulas por caixa, o dominio era refinado.

E importante ressaltar que este ¢ um valor médio, ou seja, existem caixas com uma
populagao de vortices discretos maior do que este valor, assim como ha outras vazias durante o

decorrer da simulacao numérica.
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Tabela 4 — Parametros numéricos empregados na simula¢do desconsiderando a pista € com os

efeitos da difusdo contabilizados através do Método do Crescimento do Raio do Nucleo do

Vortice Modificado.

Parametro Simbolo Valor
Incremento de tempo At 0,025
Numero total de incrementos de tempo stop 400
Tempo adimensional t 10
Altura de desprendimento do par contrarrotativo de h 2,2
vortices
Raio minimo do nucleo do vortice discreto Oy 0,001
Raio maximo do nticleo do vortice discreto Omax 0,005
Parametro que governa a parti¢ao o 0,2
Numero de vortices discretos em cada ponta de asa nz 100
no instante inicial da simulagao numérica
Numero de termos da série de Taylor nt 25
Numero de Reynolds Re 75000

Fonte: Autoria propria.

O tempo de simulagdo numérica com o uso exclusivo da lei de Biot-Savart foi de 3 horas

e 27 minutos, enquanto que, com o Método de Multipolos Rapidos, a simulacao levou 8 minutos

para ser concluida, representando uma reducao de 96,1% no tempo computacional. Ao final da

simulagdo, o erro numérico no calculo do campo de velocidades por conta do uso do Método

de Multipolos Rapidos foi de 0,45%.

A Figura 22 ilustra a evolugdo do campo de vorticidades em quatro instantes de tempo

distintos da simulacdo numérica. Ao final, havia um total de Z = 204800 vortices discretos no

dominio computacional.
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Figura 22 — Evolu¢ao do campo de vorticidades ao longo de uma simulagdo numérica que
utiliza o Método do Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado para resolver a
equagdo da difusdo da vorticidade na auséncia de fronteira solida (Euler; At = 0,025; a. = 0,2;

nz = 100; nt = 25; Re = 7,5x10%).
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Fonte: Autoria propria.

5.3 SIMULACOES NUMERICAS CONSIDERANDO A PRESENCA DA FRONTEIRA
SOLIDA

5.3.1 Simula¢ées numéricas desconsiderando a geragao de vorticidade na fronteira solida
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Nesta se¢do, sdo apresentadas duas simulagdes numéricas que desconsideram a geracao
de vorticidade no solo, ou seja, o solo foi tratado apenas como uma barreira fisica, impedindo
que a nuvem de vortices discretos ultrapasse este limite. A difusdo foi contabilizada através do
Me¢étodo do Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado, variando-se os parametros
numéricos intrinsecos a este método. Para efeitos de comparagdo, cada uma das simulacdes foi
feita a partir de duas maneiras: exclusivamente através da lei de Biot-Savart e com o Método
de Multipolos Rapidos.

No inicio das simulagdes numéricas em que o algoritmo acelerador foi utilizado, a parcela
do campo de velocidades devido a nuvem de vortices discretos era calculada através da lei de
Biot-Savart até o instante em que o nimero de particulas no dominio atingiu o valor de 50000.
Entao, o Método de Multipolos passou a ser utilizado, aumentando-se, gradualmente, o nivel
maximo de refinamento até o sexto, de acordo com a quantidade de vortices discretos presentes
no dominio, seguindo o mesmo critério utilizado na simulacdo numérica da se¢ao 5.2.2.

Os parametros numéricos destas simulagdes sdo apresentados na Tabela 5, sendo os
subscritos (1 e 2) designados para indicar aqueles que diferem ambas. A primeira simulagao
apresentada nesta secdo possui 0s mesmos parametros daquela apresentada na se¢ao 5.2.2,
porém, agora, com a presenga da barreira fisica, discretizada em 240 painéis planos. A intengao
¢ comparar ambas, a fim de compreender de que maneira o solo influencia o comportamento
da nuvem de vortices discretos.

A segunda simulagdo apresentada nesta se¢cdo possui diferentes parametros relacionados
ao Método do Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado, além de um tempo
adimensional maior do que a primeira, a fim de verificar o que acontece com a nuvem de
vortices discretos quando esta atinge a barreira fisica.

As Figuras 23 e 24 apresentam a evolu¢do do campo de vorticidades em quatro instantes

de tempo distintos das duas simulagdes numéricas.
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Tabela 5 — Parametros numéricos empregados nas simulacdes desconsiderando a geragdo de
vorticidade na pista e com os efeitos da difusdo contabilizados através do Método do

Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado.

Parametro Simbolo Valor
Incremento de tempo Aty 0,025
At, 0,05
Numero total de incrementos de tempo stop 400
Tempo adimensional ty 10
t, 20
Comprimento da pista 1 8,0
Numero de painéis utilizados para discretizar a m 240
fronteira solida
Altura de desprendimento do par contrarrotativo de h 2,2
vortices
Raio minimo do nucleo do vortice discreto Og 0,001
Raio maximo do nticleo do vortice discreto Omaxq 0,005
Omax, 0,0033
Parametro que governa a parti¢ao o4 0,2
oy 0,3
Numero de vortices discretos em cada ponta de asa nz 100
no instante inicial da simulagdo numérica
Numero de termos da série de Taylor nt 25
Numero de Reynolds Re 75000

Fonte: Autoria propria.
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Figura 23 — Evolu¢ao do campo de vorticidades ao longo da primeira simulagdo numérica que
utiliza o Método do Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado para resolver a
equacdo da difusdo da vorticidade na presenga de fronteira solida (Euler; At = 0,025; m = 240;
a = 0,2; nz =100; nt = 25; Re = 7,5x10%).

(a) t= 0,025 (b)t=5
(©)t=17,5 (d) t=10

Fonte: Autoria propria.
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Figura 24 — Evolu¢ao do campo de vorticidades ao longo da segunda simulagdo numérica que
utiliza o Método do Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado para resolver a
equacdo da difusdo da vorticidade na presenga de fronteira solida (Euler; At = 0,05; m = 240;
a = 0,3; nz = 100; nt = 25; Re = 7,5x10%).
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Fonte: Autoria propria.

Comparando-se as Figuras 22 e 23, é possivel perceber que a trajetoria da nuvem de
vortices discretos foi modificada, fazendo com que as particulas demorassem mais para atingir
valores de ordenadas menores. Isso ocorre por conta da velocidade induzida pelos painéis em

cada um dos vortices discretos da nuvem (equagdes (20) e (21)).
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Apo0s encontrar a fronteira sdlida, a nuvem de vortices discretos se desloca na dire¢ao do
eixo das abscissas, sendo que o lado direito da nuvem se desloca no sentido positivo, enquanto
o esquerdo, no sentido negativo, conforme apresenta a Figura 24.

Na primeira simulagdo, o tempo gasto com o uso exclusivo da lei de Biot-Savart foi de 3
horas e 29 minutos, enquanto que, com o Método de Multipolos Réapidos, a simulagdo levou 13
minutos para ser concluida, representando uma redugao 93,8% no tempo computacional; o erro
numérico no célculo do campo de velocidades por conta do uso do Método de Multipolos
Rapidos, ao final da simulagao, foi de 0,23%. Na segunda simulagdo, o tempo gasto com o uso
exclusivo da lei de Biot-Savart foi de 26 horas e 38 minutos, enquanto que, com o Método de
Multipolos Rapidos, a simulacao levou 2 horas e 33 minutos para ser concluida, representando
uma redu¢do 90,4% no tempo computacional; o erro numérico no calculo do campo de
velocidades por conta do uso do Método de Multipolos Rapidos, ao final da simulagao, foi de
2,54%. Ao final da primeira simulagdo tem-se Z = 204800 vortices discretos de Lamb
compondo a nuvem de vortices; por outro lado, ao final da segunda simulacao verifica-se a
presenca de Z = 819200 vortices discretos. Nota-se, portanto, um aumento expressivo no tempo
computacional quando o parametro a varia de 0,2 para 0,3, o que decorre do processo de
particdo, o qual tem sua frequéncia aumentada com o aumento do valor do parametro a.

Conforme dito anteriormente, além do incremento de tempo (At), o que difere ambas as
simula¢des numéricas apresentadas nesta secdo sdo os parametros relacionados ao Método do
Crescimento do Raio do Nucleo do Vértice Modificado. Na primeira simulagdo, o parametro
que governa a parti¢do (a) é menor e o valor maximo do raio do nucleo do vortice discreto
(Omax) € maior do que na segunda, fazendo com que os vortices discretos, na primeira
simulacdo, demorem mais para sofrer o processo de particdo. Portanto, na segunda simulagao,
a quantidade de particulas presentes no dominio aumenta mais rapido do que na primeira; dessa
forma, o Método de Multipolos Répidos passa a ser utilizado mais cedo, ou seja, em passos de
tempo inferiores. Além disso, o dominio computacional ¢ refinado com intervalos menores de
tempo, prolongando o uso do Método de Multipolos Répidos com niveis de refinamento mais
elevados. Por estas razdes, o erro numérico no calculo do campo de velocidades ¢ maior ao

final da segunda simula¢do do que ao final da primeira.

5.3.2 Simula¢io numérica considerando a geracio de vorticidade na fronteira solida

Por fim, foi realizada uma simula¢cdo numérica considerando a geragao de vorticidade no
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solo. Como o objetivo desta se¢do ¢ o de demonstrar a capacidade que o Método de Vortices
Discretos tem de reproduzir resultados experimentais de escoamentos complexos, optou-se por
utilizar um esquema de difusdo de vorticidade mais simples, a fim de realizar uma simulagao
numérica mais longa. Assim, a difusdo foi contabilizada através do Método de Avango
Randdémico. No que tange a contribui¢do da nuvem de vortices discretos no calculo do campo
de velocidades do escoamento, no inicio da simulacdo, usou-se a lei de Biot-Savart até o
momento em que a quantidade de particulas no dominio computacional atingiu o valor de 90000;
a partir deste instante, o Método de Multipolos Rapidos passou a ser utilizado com o nivel
maximo de refinamento igual a 5, e, quando a razdo entre o numero de particulas no dominio
computacional e o total de caixas no nivel maximo de refinamento ultrapassou o limite de 197
particulas por caixa, o dominio foi refinado e o nivel maximo de refinamento permaneceu
fixado em 6 até o término da simulacao.

Os parametros utilizados nestas simulagdes sdo apresentados na Tabela 6.

Tabela 6 —Parametros numéricos empregados na simulagao considerando a geracao de

vorticidade na pista.

Parametro Simbolo Valor
Incremento de tempo At 0,05
Numero total de incrementos de tempo stop 3000
Tempo adimensional t 150
Comprimento da pista 1 8,0
Numero de painéis utilizados para discretizar a m 80
fronteira s6lida
Altura de desprendimento do par contrarrotativo de h 3,8
vortices
Raio do nucleo do vortice discreto 0o 0,001
Numero de vortices discretos em cada ponta de asa nz 50
Numero de termos da série de Taylor nt 25
Numero de Reynolds Re 7650

Fonte: Autoria propria.

A Figura 25 apresenta a evolu¢do do campo de vorticidades em seis instantes de tempo

distintos da simulagao numérica.



86

Figura 25 - Evolu¢ao do campo de vorticidades ao longo de uma simulagdo numérica em que
os efeitos da difusdo foram contabilizados através do Método de Avango Randomico ¢ a
geracao de vorticidade no solo foi levada em consideragdo (Euler; At = 0,05; m = 80; nz = 50;
nt = 25; Re = 7,65x10°%).
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Fonte: Autoria propria.
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O par contrarrotativo de vortices desce, desde a altura em que foi desprendido (Figuras
25(a) e 25(b)), até proximo ao solo (Figura 25(c)); ao aproximar-se do solo, o par de vortices
induz a formacgao de-duas estruturas vorticosas: uma anti-horaria, no lado direito, e outra horaria,
no lado esquerdo (Figura 25(d)). Estas estruturas vorticosas se desenvolvem (Figura 25(e)) e
induzem, também, a formacdo de novas estruturas vorticosas na pista (Figura 25(f)).

A Figura 26 apresenta a trajetoria do lado direito da nuvem de vortices discretos a partir
dos resultados da presente simulacdo numérica, a fim de comparar com resultados

experimentais encontrados na literatura.

Figura 26 — Evolugdo do lado direito da nuvem de vortices discretos ao longo do tempo para a
simulagdo considerando a pista e a geragao de vorticidade (Euler; At = 0,05; m = 80; nz = 50;

nt = 25; Re = 7,65x10°%).
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Fonte: Autoria propria.

Nota-se, com base na Figura 26, que a presente simulag@o estd em boa concordancia com
os resultados experimentais de Zheng e Ash! (1996, apud LIU; SRNSKY, 1990).

No entanto, verifica-se uma discrepancia na trajetoria da nuvem de vdrtices,
principalmente quando esta comega a subir. Espera-se que a utilizacdo de um esquema de
difusdo de vorticidade mais preciso, como o Método do Crescimento do Raio do Nucleo do
Vortice Modificado, promova resultados de trajetéria ainda mais proximos dos dados

experimentais, especialmente com a utilizagao de o > 0,6.

! LIU, H.T.; SRNSKY, R.A. Laboratory investigation of atmospheric effects on vortex wakes. Flow Research,
Inc., Belleville, WA, 1990.



88

6 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho apresentou a analise numérica do desenvolvimento de esteiras de aeronaves
formadas a partir de procedimentos de pouso ¢ decolagem; na modelagem do problema, tratou-
se o fluido como newtoniano e com propriedades constantes; o escoamento foi considerado
incompressivel e estudado de maneira bidimensional. Para a analise numérica, utilizou-se uma
abordagem lagrangiana, através do Método de Vortices Discretos, enquanto o Método de
Painéis foi empregado para discretizar a fronteira solida.

A fim de reduzir o tempo computacional das simulagdes numéricas, um algoritmo
acelerador, o Método de Multipolos Rapidos, foi implementado. Observou-se, a partir da
comparacao entre as simulacdes numéricas que contam com a utilizacdo do algoritmo
acelerador para computar a parcela do campo de velocidades devido a nuvem de vortices
discretos e aquelas em que este calculo € realizado exclusivamente através da lei de Biot-Savart,
que o erro numérico no calculo do campo de velocidades cresce conforme o nivel maximo de
refinamento utilizado aumenta, bem como com o avango da simulacdo. Ainda assim, este
método se mostrou eficaz na redugdo do tempo computacional e foi capaz de calcular o campo
de velocidades do escoamento mantendo a acuracia em niveis toleraveis.

Foram realizadas duas simulagdes numéricas considerando a presenca do solo, porém,
sem geracao de vorticidade, sendo este considerado apenas como uma barreira fisica, para
avaliar o comportamento do Método do Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice Modificado,
responsavel por contabilizar os efeitos da difusdo da vorticidade. A utilizagdo do Método de
Multipolos Rapidos permitiu simular a evolugdo do campo de vorticidades com um tempo
computacional aproximadamente 90% menor do que com o uso exclusivo da lei de Biot-Savart.
O maior erro numérico no célculo do campo de velocidades do escoamento foi de 2,54% e foi
verificado ao final da simulagdo em que o parametro « recebeu o valor de 0,3; este valor de
erro numérico pode ser considerado aceitavel.

Para efeitos de validagdo do algoritmo desenvolvido, foi realizada uma simulagdo
numérica considerando a presenga do solo e a geracdo de vorticidade. A equagdo da difusdo da
vorticidade foi resolvida através do Método de Avanco Randdmico e a parcela do campo de
velocidades devido a nuvem de vortices discretos foi calculada com o uso do Método de
Multipolos Répidos, em alternativa a lei de Biot-Savart, a partir do instante em que a quantidade
de particulas no dominio ultrapassou um limite preestabelecido. Os resultados obtidos nesta

simulagdo se mostraram satisfatorios quando comparados com resultados experimentais
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presentes na literatura. Assim, € possivel dizer que os resultados obtidos sdo promissores, sendo
que o presente trabalho pode ser um ponto de partida para outros com diferentes situagdes
fisicas a serem exploradas.

E possivel, a partir do presente trabalho, estudar o comportamento de esteiras viscosas de
aeronaves levando em consideragdo a geracao de vorticidade na pista e com a difusdo viscosa
da vorticidade contabilizada através do Método do Crescimento do Raio do Nucleo do Vortice
Modificado. Para isso, faz-se necessario implementar um critério de coalescéncia de vortices
discretos, de forma a reduzir a populacao de particulas presentes no dominio computacional.
Além disso, ¢ desejavel que seja implementado um critério que estabeleca que vortices discretos
com intensidade abaixo de um valor minimo ndo sofram o processo de parti¢do; este critério
evitara que haja uma populagdo muito grande de vortices discretos com intensidades infimas.

A coalescéncia de vortices discretos se da por meio da substitui¢cao, em uma dada regido,
de um conjunto de vortices discretos, que estdo fisicamente proximos, por um unico vortice
discreto, capaz de representar aquele conjunto, conservando, ainda, o momento e a circulacao.
E conveniente utiliza-la, principalmente, ao simular o processo de difusdo da vorticidade
através do Método do Crescimento do Raio do Nucleo do Vértice Modificado, pois o nimero
de particulas no dominio cresce demasiadamente, tornando a simulacdo bastante demorada.

E possivel, ainda, levar em consideragdo a influéncia de escoamento incidente em futuras
simula¢des que abordam o mesmo problema fisico estudado no presente trabalho. Além disso,
o algoritmo acelerador implementado para ser uma opg¢ao a custosa lei de Biot-Savart pode ser
utilizado no estudo de outros problemas fisicos, como a analise de escoamentos externos ao

redor de corpos de geometrias arbitrarias.
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APENDICE A — ANALISE DA ACURACIA DO METODO DE MULTIPOLOS
RAPIDOS IMPLEMENTADO EM CONJUNTO COM O METODO DE VORTICES

DISCRETOS

Além das simulagdes apresentadas na se¢do 5.2 do presente trabalho, foram realizados

outros testes para avaliar o funcionamento do Método de Multipolos Rapidos sem levar em

consideragdo a presenga da fronteira solida e com a rotina responsavel pela difusdo viscosa da

vorticidade desabilitada. A Tabela A.1 apresenta quais foram os parametros escolhidos nestas

simulagdes.

Tabela A.1 — Parametros numéricos empregados nas simulagdes para investigar o

comportamento do Método de Multipolos Répidos.

Parametro Simbolo Valor
Incremento de tempo At 0,025
Numero total de incrementos stop 3000
de tempo
Tempo adimensional t 75
Raio do nucleo do vortice Og 0,001
discreto
Numero de vortices Z 100; 2000; 20000; 40000 e
discretos no dominio 80000
Numero de termos da série nt 25
de Taylor
Numero de Reynolds Re 75000
Niveis maximos de n 2,3,4,5¢6

refinamento

Fonte: Autoria propria.

Inicialmente, foram feitas simulagcdes completas, com os mesmos parametros, em que o

calculo do campo de velocidades foi feito, exclusivamente, através da lei de Biot-Savart, para

efeitos de comparacdo com os testes realizados através do Método de Multipolos Rapidos.

E importante salientar que o nivel maximo de refinamento arbitrado, no inicio, permanece

o mesmo durante o decorrer da simulagdo numérica e para cada uma das situagdes, ou seja, para

cada valor de Z, foram feitas seis simulagdes: calculo do campo de velocidades do escoamento
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exclusivamente através da lei de Biot-Savart e com o Método de Multipolos Rapidos, em que
os niveis maximos de refinamento sdo fixados em 2, 3, 4, 5 e 6, durante todo o tempo de
simulagao.

As Figuras A.1, A.2, A3, A4, A5, A.6 e A.7 indicam o erro numérico contabilizado,
respectivamente, no 1°, no 500°, no 1000°, no 1500°, no 2000°, no 2500° e no 3000° passos de

tempo da simulagdo numérica para cada um dos diferentes niveis maximos de refinamento.
Figura A.1 — Erro numérico no calculo do campo de velocidades do escoamento referente ao

1° passo de tempo da simulagdo numérica realizada através do Método de Multipolos

Répidos.

Fonte: Autoria propria.
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Figura A.2 — Erro numérico no célculo do campo de velocidades do escoamento referente ao
500° passo de tempo da simulagdo numérica realizada através do Método de Multipolos

Répidos.

Numerico | ]

B

ey

Fonte: Autoria propria.

Figura A.3 — Erro numérico no calculo do campo de velocidades do escoamento referente ao
1000° passo de tempo da simulagdo numérica realizada através do Método de Multipolos

Rapidos.

Erro Numérico [%)

Fonte: Autoria propria.
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Figura A.4 — Erro numérico no célculo do campo de velocidades do escoamento referente ao
1500° passo de tempo da simulagdo numérica realizada através do Método de Multipolos

Répidos.

Fonte: Autoria propria.

Figura A.5 — Erro numérico no calculo do campo de velocidades do escoamento referente ao
2000° passo de tempo da simulagdo numérica realizada através do Método de Multipolos

Rapidos.

Fonte: Autoria propria.
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Figura A.6 — Erro numérico no célculo do campo de velocidades do escoamento referente ao
2500° passo de tempo da simulagdo numérica realizada através do Método de Multipolos

Répidos.

Fonte: Autoria propria.

Figura A.7 — Erro numérico no calculo do campo de velocidades do escoamento referente ao
3000° passo de tempo da simulacdo numérica realizada através do Método de Multipolos

Rapidos.

Fonte: Autoria propria.

Com base nas Figuras A.1, A.2, A.3, A4, A.5, A.6 e A.7, conclui-se que, na maior parte

dos passos de tempo da simulagdo numérica apresentados, o erro numérico no célculo do campo
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de velocidades para uma mesma quantidade de particulas cresce conforme o nivel maximo de
refinamento aumenta, exceto para os passos 2500 e 3000, em que o erro numérico no calculo
do campo de velocidades com o nivel maximo de refinamento fixado em 5 ¢ maior do que
quando o nivel maximo de refinamento ¢ fixado em 6.

No geral, quanto maior o nivel maximo de refinamento empregado, maior o erro no
calculo do campo de velocidades. Nota-se, também, que, para um mesmo nivel maximo de
refinamento e em todos os passos de tempo da simulagdo numérica, o erro diminui conforme o
numero de particulas no dominio computacional aumenta.

Além disso, o erro ¢ acumulativo, ou seja, com o avango da simulagdo numérica, o erro
aumenta de maneira consideravel. Por exemplo, para o nivel de refinamento maximo fixado em
6 e Z =80000, o erro no 1° passo de tempo da simulagdo numérica, ¢ de, aproximadamente,
0,11% (Figura A.l), enquanto que, no 3000° passo de tempo (Figura A.7), ¢ de,
aproximadamente, 13,2%. O mesmo acontece para os outros niveis maximos de refinamento e

quantidades de particulas presentes no dominio.
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APENDICE B — ANALISE DA REDUCAO DO TEMPO DE SIMULACAO ATRAVES
DO USO DO METODO DE MULTIPOLOS RAPIDOS

O principal intuito do uso do Método de Multipolos Rapidos ¢ a redug¢do do tempo de
simulagcdo numérica, muitas vezes impeditivo no caso de simulagdes complexas envolvendo o
calculo do campo de velocidades através da lei de Biot-Savart.

Para analisar como o Método de Multipolos Rapidos diminui o tempo computacional,
define-se o parametro speed-up, calculado a partir da razdo entre o tempo de simulagdo
numérica com a parcela do campo de velocidades devido a nuvem de vortices discretos
computada exclusivamente através da lei de Biot-Savart (BS) e o tempo de simulagdo numérica
com este calculo realizado através do Método de Multipolos Rapidos (FMM), para cada um dos

niveis maximos de refinamento () utilizados, conforme a equagao (B.1):

tempo de simulacao (BS)

speed —up = (B.1)

tempo de simulacao (FMM)

A Figura B.1 exemplifica graficamente o comportamento do parametro speed-up em
funcao do numero de vortices discretos (Z) presentes na simulagdo numérica para cada um dos

niveis maximos de refinamento, com base na Tabela B.1.

Tabela B.1 — Speed-up em fungao do nimero de particulas presentes no dominio para cada um

dos niveis maximos de refinamento.

Z n=2 n=3 n=4 n=>5 n==6

100 0,296578 0,075239 0,185009 0,087054 0,038424
2000 0,174115 0,19802 0,508475 0,15121 0,103734
20000 0,47728 1,090433 2,765163 4,26472 3,0034
40000 0,441221 1,067297 3,08469 7,64034 8,12594
80000 0,355652 0,940884 2,856893 9,00678 15,3465

Fonte: Autoria propria.
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Figura B.1 — Speed-up em fun¢do do nimero de particulas presentes no dominio para cada um

dos niveis maximos de refinamento.

speed-up

Fonte: Autoria propria.

Nota-se, a partir da Tabela B.1 e da Figura B.1, que, com o nivel maximo de refinamento
fixado em 2, para qualquer quantidade de particulas presentes no dominio, o speed-up
encontrado foi menor do que 1, ou seja, o tempo para realizagao destas simulagdes numéricas
através de FMM foi maior do que através da lei de Biot-Savart. Com o nivel maximo de
refinamento fixado em 3, o speed-up foi maior do que 1 apenas para 20000 < Z < 40000,
sendo menor do que 1 para os demais valores de Z, ou seja, o Método de Multipolos Répidos,
nestes casos, nao foi de nenhuma valia.

Para os niveis maximos de refinamento fixados em 4, 5 e 6, 0 speed-up passa a ser maior
do que 1 para Z > 20000. Para o nivel maximo de refinamento igual a 4, o seu apice ¢ de
3,08469, em Z = 40000, caindo, logo depois, até¢ 2,856893, em Z = 80000; para o nivel
maximo de refinamento igual a 5, os valores de speed-up para Z = 20000, Z = 40000¢e Z =
80000 sdo: 4,26472; 7,64034 ¢ 9,00678, respectivamente, enquanto que, para o nivel maximo
de refinamento igual a 6, os valores de speed-up sdo: 3,0034; 8,12594 e 15,3465, para os
respectivos valores de Z.

E necessario realizar um balango entre a quantidade de particulas presentes no dominio
computacional e o nivel maximo de refinamento utilizado, de modo que deve haver um
equilibrio entre o speed-up desejado e o erro no calculo do campo de velocidades do

escoamento, para que este ndo se torne excessivo, comprometendo os resultados das simulacdes.
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Sendo assim, € possivel iniciar a simulagdo numérica exclusivamente através da lei de Biot-
Savart, para realizar o calculo da parcela do campo de velocidades relativa a interagdo vortice-
vortice e, quando a quantidade de particulas no dominio se torna excessiva, deve-se lancar mao
do Método de Multipolos Répidos, aumentando o nivel maximo de refinamento utilizado
conforme a populagao de vortices discretos no dominio cresce. Assim, ¢ possivel manter o erro
numérico no calculo do campo de velocidades em valores aceitaveis e reduzir o tempo de

simula¢do numérica.
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APENDICE C - RESUMO DO ARTIGO SUBMETIDO AO COBEM 2021

Parte dos resultados apresentados neste trabalho foram submetidos e apresentados no 26"
ABCM International Congress of Mechanical Engineering (COBEM 2021). Na Figura C.1, é

apresentado o resumo do trabalho publicado no congresso.

Figura C.1 — Resumo do trabalho apresentado no COBEM (2021).

-t COBZM TABEM

\\ J 1 Flariandpaolis - Brasil 26" ABCM Intemational Congress of Mechanical Enginearing
\ , MNovember 22-26. 2021. Flonandpolis, SC, Brazl

IMPLEMENTATION OF AN ACCELERATOR ALGORITHM TO REDUCE
THE COMPUTATIONAL COSTS IN LAGRANGIAN SIMULATIONS

Marilia Fernandes Vidille
Sehool of Engineering, Sio Paulo State University { UNESP), Guaratingueta, 5P, Brazil
mari oy idille o unesp br

Luiz Antonio Alcintara Pereira
Mechanical Engineering Institte, Federal University of Hajuba { UNIFED, Hajuba, MG, Brazil
luizzntp i uni fed e du br

Alex Mendonga Bimbato
Sehool of Engincering, Sio Paulo State University { UNESP), Guaratingueta, 5P, Brazil
alex. bimmbato o unesp br

Abstract The purely lagrangtan diserete vortex method {5 o compatation fechnfgue in which meshes are avotded. The
shethod fs wsed foorepresent a flow property as the vortictty fleld. In order to represent such property, the vorticity
transport equatton fx obtained fom the Navier-Stokes and continuity equations and the viscous splitting algorithm is
uged; aocording to (L one can sodve the advection and diffuston equations separately but in the same time increment, fust
tor mtarke the vortex method tmplesentation easter. The diffuston equation s solved by the classtcal randoms walk method;
according to i, each discrete vortex used to represent the vorticity field s dislocated in o radial and cireumferential
direction fo simulate vortieiny seattering. The advection equation fs sodved wsing the matertal derivative in o classical
lagrangian approach. One of the most profdems when using lagrangian simulations concerns fo the solutfon of advec ton
equation, since it 1s necessary fo compate the velocity field in the posiiton occupied by each one of £ diserete vorfex
present i the computational dosmain. Tnoa tvpical proflem the velocity field (s composed by three contributions: (1) the
tnctdent flows () the boundary surfaces; (1) the vorte x-vartex interae tion, The vortex-vortex tnteraction (5 especially
expensive since s computational coxt i proporitonal fo £5 when the Blot-Savart law fx used. The afm of the present
waork & foo tmgplement g fast sl tipede method o reduce the computational costs assoctated to the Biot-Savart
conhiputations. The fast multipole method divides the compitational domain using boxes which containg the discrete
vartices, the goal of the algorithm (s to prosote more interactions between boxes than interactions between particles.
One hopes Hhat e computational costs can e proporitonal fo £ Tog £ oreven to £ In order to simpdifv the numerical
foprlemmentation of the fast multipole method the pliveical situation mvestigated i the vortices detached from afrplane
wings, there are no metdent fow and solld boundaries in the protlenm. The pair of vortices 1x represented by Lamb
dizerete vortices and the velocity fleld is composed only by the vortes-vortex interaction which s compuited using only
the Biet-Savart law and using the fast sl tipede e thod tooverify the CPU time redue tion.

Keywaords: discrete vortex method, fast mudtipode method, CPU tme redue on, lagranglan deseripiion

Fonte: Autoria propria.



	MARILIA FERNANDES VIDILLE
	BANCA EXAMINADORA:
	1 INTRODUÇÃO
	1.1 MOTIVAÇÃO
	1.2 OBJETIVOS

	2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
	2.1 MÉTODO DE PAINÉIS
	2.2 MÉTODO DE VÓRTICES DISCRETOS
	2.2.1 Método do Crescimento do Raio do Núcleo do Vórtice Modificado

	2.3 MÉTODO DE MULTIPOLOS RÁPIDOS

	3 FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DO PROBLEMA
	3.1 DEFINIÇÕES GEOMÉTRICAS
	3.2 HIPÓTESES ADOTADAS
	3.3 ADIMENSIONALIZAÇÃO DO PROBLEMA
	3.4 A EQUAÇÃO DO TRANSPORTE DA VORTICIDADE

	4 MÉTODO DE SOLUÇÃO
	4.1 ADVECÇÃO DA NUVEM DE VÓRTICES DISCRETOS
	4.1.1 Contribuição do escoamento incidente
	4.1.2 Contribuição da fronteira sólida: o Método de Painéis
	4.1.3 Geração da vorticidade
	4.1.4 Contribuição da nuvem de vórtices discretos
	4.1.4.1 Método de Multipolos Rápidos
	4.1.4.2 Lei de Biot-Savart

	4.1.5 Avanço Advectivo

	4.2 DIFUSÃO DA VORTICIDADE
	4.3 ALGORITMO DO MÉTODO DE VORTICES DISCRETOS

	5 ANÁLISE DE RESULTADOS
	5.1 PARÂMETROS UTILIZADOS NA SIMULAÇÃO NUMÉRICA
	5.1.1 Parâmetros relacionados com o método numérico
	5.1.2 Parâmetro relacionados com o fenômeno físico

	5.2 SIMULAÇÕES NUMÉRICAS DESCONSIDERANDO A PRESENÇA DA FRONTEIRA SÓLIDA
	5.2.1 Simulações com a rotina responsável pela difusão desabilitada
	5.2.2 Simulação com a rotina responsável pela difusão habilitada

	5.3 SIMULAÇÕES NUMÉRICAS CONSIDERANDO A PRESENÇA DA FRONTEIRA SÓLIDA
	5.3.1 Simulações numéricas desconsiderando a geração de vorticidade na fronteira sólida
	5.3.2 Simulação numérica considerando a geração de vorticidade na fronteira sólida


	6 CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

