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RESUMO

Este trabalho é dedicado ao estudo de sistemas semidinamicos gerados por equacdes
diferenciais ordinarias (EDOs) generalizadas. Mostramos a existéncia de um sistema
semidinamico local e a existéncia de um sistema semidindmico impulsivo associado a
uma classe de EDOs generalizadas. Para tanto, parte da teoria basica desse tipo de
equacoes é explorada. Como consequéncia, apresentamos uma versao do Principio
de Invariancia de LaSalle para sistemas semidinamicos impulsivos correspondentes
a uma EDO generalizada impulsiva, além de algumas propriedades recursivas, tais

como minimalidade e recorréncia.

Palavras-chave: Equacao diferencial ordinaria generalizada. Sistema semidinamico
local. Sistema semidindmico impulsivo. Principio de Invariancia de LaSalle. Proprie-
dades recursivas.






ABSTRACT

This work is dedicated to the study of semidynamical systems generated by generali-
zed ordinary differential equations (ODEs). We show the existence of a local semidy-
namical system and the existence of an associated impulsive semidynamical system
associated with a class of generalized ODEs. For that, part of the basic theory of this
type of equations is explored. As a consequence, we present a version of the LaSalle
Invariance Principle for impulsive semidynamic systems corresponding to an impulsive
generalized ODE, besides getting some recursive properties, such as minimality and

recurrence.

Keywords: Generalized ordinary differential equation. Local semidynamical system.
Impulsive semidynamical system. LaSalle’s Invariance Principle . Recursive proper-
ties.
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1 Introducao

A teoria das equacgoes diferenciais ordinarias (EDOs) generalizadas teve origem na
Republica Tcheca, mais especificamente no artigo intitulado “Generalized ordinary diffe-
rential equations and continuous dependence on a parameter” [26], de autoria de Jaroslav
Kurzweil, publicado em 1957, no qual o referido matematico tcheco expressa ter como
objetivo a generalizacao de alguns resultados sobre dependéncia continua com respeito
a condicoes iniciais de solucoes de EDOs classicas, para obtencao de métodos da média.
O conceito de EDO generalizada esta fortemente relacionado ao conceito de integral nao
absoluta de Kurzweil, conforme se pode constatar nas referéncias [26-29].

O interesse em trabalhar com EDOs generalizadas reside no fato de que diferentes
tipos de equacoes diferenciais podem ser tratadas via teoria dessas equagoes por meio de
uma correspondéncia biunivoca. E o caso, por exemplo, das EDOs cléssicas, equacoes
diferenciais impulsivas e equagoes diferenciais em medida, como mencionado no livro [35]
de Stefan Schwabik. Recentemente, em [20], Federson e Taboas provaram que equagoes
diferenciais funcionais (EDFs) com retardamento podem ser relacionadas com EDOs ge-
neralizadas. Ainda, em [17], Federson e Schwabik estabeleceram uma correspondéncia
entre EDFs com retardamento e impulsos pré-fixados e uma classe de EDOs generaliza-
das. Em suma, ao longo dos anos, correspondéncias entre diferentes tipos de equacoes
diferenciais e EDOs generalizadas tém sido obtidas, permitindo a obtencao de novos e
melhores resultados (no sentido de ‘mais gerais’) para as teorias das equagoes que podem
ser relacionadas as EDOs generalizadas e fazendo com que essas equagoes se tornem cada
vez mais objeto de estudo - veja [12] e as referéncias nela citadas.

Este trabalho, que teve como principal referéncia o artigo “Discontinuous local se-
miflows for Kurzweil equations leading to LaSalle’s invariance principle for differential
systems with impulses at variable times”, de Afonso et al [1], aborda a existéncia de um
sistema semidinamico local associado a um problema de valor inicial para uma classe de
EDOs generalizadas. Sob certas condigoes de perturbagao, seguindo os passos dos auto-
res de [1], mostramos que tal classe de EDOs generalizadas também gera um semifluxo
descontinuo, denominado sistema semidinamico impulsivo.

A teoria sobre sistemas semidinamicos impulsivos surgiu na década de 70 com os
trabalhos de V. Rozko, [32] e [33]. Em 1990, o matematico Saroop Kaul comegou a
construir a teoria dos sistemas semidindmicos com impulsos em tempos varidaveis. Em
seu trabalho “On impulsive semidynamical systems” [22], o processo de evolu¢ao de um
sistema semidinamico com impulsos e algumas propriedades do conjunto limite positivo
foram apresentados. A partir desse momento, outros trabalhos na teoria de sistemas semi-
dindmicos impulsivos em tempo variavel foram publicados por Kaul, como propriedades
recursivas (recorréncia, quase-recorréncia, érbitas periddicas e quase-periédicas) em [23],
estabilidade de Lyapunov em [24] e teoria de estabilidade assintética em [21]. Mais tarde,
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16 Introducao

K. Ciesielski [14] apresentou condigoes para a fun¢ao que caracteriza o primeiro momento
de tempo positivo para o qual uma oérbita encontra a superficie de impulso ser continua.
Ciesielski também estabeleceu teoremas importantes concernentes a estabilidade em [16].

Desde 2007, a teoria de sistemas semidinamicos impulsivos passou a ser extensivamente
estudada e desenvolvida pelo matematico brasileiro Everaldo de Mello Bonotto e por seus
colaboradores. Seus trabalhos [2], [7], [8], [9], [10], [11], [13], entre outros, apresentam
valiosas contribuicoes para a teoria.

Neste trabalho, a partir da construcao de um sistema semidinamico impulsivo para
uma classe de EDOs generalizadas com impulsos, apresentamos uma versao do Principio
de Invariancia de LaSalle para essas equagoes, obtida em [1]. Ademais, devido a impor-
tancia desse resultado na teoria de estabilidade de equagoes diferenciais, como aplicacao,
exibimos um resultado similar para EDOs (classicas) auténomas impulsivas. Também
estudamos propriedades topologicas recursivas relacionadas a tal sistema, como minima-
lidade e recorréncia, tendo como base a referéncia [12].

A abordagem das EDOs generalizadas sujeitas a impulsos em tempos variaveis feita
neste trabalho estd em consonancia com os conceitos e enfoques de S. K. Kaul em [24]
e de K. Ciesielski em [15,16] . No entanto, difere daquela de V. Lakshmikantham et al.
em [30] e de A. M. Samoilenko e N. A. Perestyuk em [34].

Em [30], [34], o estudo das propriedades de equagoes diferenciais com impulsos varidveis
é de certa forma reduzido ao caso pré-fixado pela imposicao de hipdteses adicionais, como
um numero finito de vezes em que as superficies de impulso sdo alcancadas por alguma
curva integral (geralmente, ndo mais de uma vez). Em contrapartida, seguindo [1], aqui
construimos um operador de impulso atuando em uma superficie fechada M satisfazendo
uma certa condigao, a qual chamamos de (C)y).

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma:

e No Capitulo 2, Secbes 2.2 e 2.3, apresentamos parte da teoria basica das EDOs
generalizadas, fundamental para a compreensao dos capitulos subsequentes. Como
o conceito de EDO generalizada esta baseado no conceito de integral de Kurzweil,
uma breve exposigao sobre essa teoria de integracao é feita na Segao 2.1.

e No Capitulo 3, Secao 3.2, mostramos que um problema de valor inicial para uma
classe de EDOs generalizadas gera um sistema semidinamico local. Propriedades
importantes dessa classe de EDOs generalizadas sao apresentadas na Segao 3.1.

e No Capitulo 4, consideramos um problema de valor inicial para uma EDO ge-
neralizada sujeita a perturbagoes. Na Se¢ao 4.1, introduzimos o conceito de um
sistema semidinamico impulsivo e, seguindo [1], mostramos que um sistema semidi-
namico impulsivo pode ser construido para tal problema. Na Secao 4.2, vemos que
a existéncia desse sistema permite a obtencao de uma versao do Principio de Inva-
riancia de LaSalle para EDOs generalizadas e, como consequéncia, permite também
a obtencao de um resultado andlogo para EDOs auténomas impulsivas. Para fina-
lizar, na Se¢ao 4.3, propriedades recursivas para o sistema semidindmico impulsivo
construido na Secao 4.1 sdo exploradas.



2 Teoria basica das equacoes
diferenciais ordinarias generalizadas

Buscando generalizar certos resultados sobre dependéncia continua de solucoes de
EDOs com respeito aos dados iniciais, em 1957, J. Kurzweil [26] introduziu a nogao de
equagoes diferenciais ordindrias (EDOs) generalizadas para fungdes a valores em espagos
euclidianos e de Banach.

A correspondéncia entre EDOs generalizadas e EDOs cléssicas é simples. Sabe-se que
a EDO classica de primeira ordem

&= f(x,1), (2.1)

onde & = dz/dt, 2 C R™ é aberto e f: Q x R — R", é equivalente a “equagao integral”

(1) :m(t0)+/t§f(m(7),7)d7, t> o, (2.2)

quando a integral existe em algum sentido. Sabe-se, também, que se a integral em (2.2)
for no sentido de Riemann, Perron ou Henstock-Kurzweil, por exemplo, entao ela podera
ser aproximada por uma soma da forma

m

> fla(n),m)[si — sii]

=1

onde tg = sp < 51 < ... < s, = t é uma particdo do intervalo [to,t] e, para cada
i=1,2,...,m, 7; € [si_1, Si].
Se definirmos s
F(z,s) = / f(z,0)do, (x,s) € Q2 xR,

S0

entdo a integral em (2.2) podera ser aproximada por

i/sz f($(Tz>, O)dO' = i [F(.%'(TZ)7 Si) — F(.T(Ti)7 51’—1)] . (23)

i1 i=1

Neste caso, o lado direito de (2.3) aproxima-se da integral nao-absoluta de Kurzweil a qual,
quando considerada em (2.2), d& origem a uma equacao diferencial do tipo (2.1), porém
num sentido mais amplo. Tal equagao diferencial é conhecida como EDO generalizada ou
equagao de Kurzweil - veja [26] e [35].

Neste capitulo, de carater preliminar, exibiremos algumas defini¢bes basicas e apre-
sentaremos alguns resultados sobre EDOs generalizadas que serao referenciados ao longo
do trabalho.
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18 Teoria basica das equacoes diferenciais ordinarias generalizadas

Dividimos este capitulo em trés secoes. A primeira secao sera dedicada a uma in-
trodugao breve sobre a integral de Kurzweil. Na segunda secdo, estudaremos as EDOs
generalizadas, as quais sao definidas a partir da integral de Kurzweil. E a terceira se-
¢ao destinar-se-a aos resultados de dependéncia continua das solugdes com respeito aos
parametros iniciais para as EDOs generalizadas.

Omitiremos a maior parte das demontragoes, pois o objetivo deste capitulo é fornecer
uma base tedrica ‘suficiente’ sobre EDOs generalizadas para os capitulos subsequentes.
Além disso, a existéncia de uma literatura abrangente sobre as equagoes de Kurzweil nos
permite fazer tal omissao, referenciando os resultados que aqui se encontram presentes.

As principais referéncias para este capitulo sao [1], [12], [17] e [35].

2.1 A Integral de Kurzweil

Em 1957, Jaroslav Kurzweil obteve um novo conceito de integracao baseado nas ideias
de Riemann, que generaliza as integrais de Riemann, Lebesgue e Perron. A integral de
Kurzweil, K-integral ou integral de Perron Generalizada, como é conhecida, é definida
para fungoes de duas varidveis e surgiu com o intuito de solucionar algumas dificuldades
encontradas na teoria de Equacgoes Diferenciais Ordinarias, envolvendo, por exemplo,
fungdes oscilatorias, descontinuas ou fungdes que nao sao de variagao limitada. Em 1961,
Ralph Henstock desenvolveu o mesmo conceito que Kurzweil, mas para func¢ées de uma
variavel. Como a integral de Kurzweil engloba a de Henstock, encontramos em algumas
referéncias o nome de integral de Henstock-Kurzweil ou HK-integral para o conceito que
apresentaremos abaixo, uma vez que eles trabalharam independentemente um do outro,
numa época de divulgacao cientifica restrita. Neste trabalho, por seguirmos as notagoes
de Kurzweil, manteremos somente o seu nome, por simplicidade. Mas, deixamos aqui
registrado o merecido mérito de Henstock na historia dessa integral.

Para comegar, vamos considerar o intervalo [a,b] C R, —0o < a < b < +00.

Definig¢ao 2.1. Dado um par (7, J), diremos que J é um intervalo marcado e T é a marca
deste intervalo se 7 € R for um ponto e J C R for um intervalo compacto. Uma colecao
finita A = {(75,J;): j = 1,2,...,k} de intervalos marcados sera dita um sistema em
[a,b], se 7; € J; C [a,b] para todo j = 1,2,....k e Int J; NInt.J; = & para j # i, onde
Int J denota o interior de um intervalo J.

Diremos que um sistema A = {(7;,J;): 7 =1,2,...,k} é uma particio de [a, b] se

Ul Jj = [CL, b]

Definicao 2.2. Um calibre em [a,b] é qualquer fungéo J: [a,b] — (0, 00).

Defini¢ao 2.3. Dado um calibre § em [a,b], diremos que um intervalo marcado (7, J)
com 7 € [a,b] é d-fino se J C (1 — (1), 7+ 0(7)).

Definicao 2.4. Um sistema (em particular, uma particaio) A = {(7;,J;): j=1,2,...,k}
serd dito d-fino se o intervalo marcado (7;,.J;) for é-fino para todo j =1,2,... k.

Observagao 2.5. Conforme a Defini¢ao 2.4, dado um calibre § em [a,b], a partigio
D =A{ag, 7,00, ..., A1, T, g } € O-fina se

a:ag<a1<-~-<ak:b, Ozj_1<7j<aj,j:1>-~ak'
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[aj—1,05] C [ = d(7y), 75 +0(7y)], 5= 1,.... k.
Observagao 2.6. Nem toda marca tornara uma particao d-fina. Por exemplo, se consi-
derarmos a particao D = {[0, %} , [%, %} , [%, 1” de [0,1] e o calibre §: [0,1] — [0, 1] dado
por:

t, 0<t<1
5(t):{ ’ N

%7 tZO’
1

veremos que a particao D' = {(E’ {0, D (%, [%, %} , (1, [%, 1])} nao é J-fina, pois

)
o3l e [0 () w0 ()] - o)

Sejam (X, || - ||) um espago de Banach e U: [a,b] X [a,b] — X uma funcao de duas
varidveis 7,t € [a,b]. Usaremos a notagao

W=

k
S(U,D) = [U(7j,05) = U(7, 1))
j=1
para denotar a soma de Riemman correspondente a funcao U e a particdo marcada D.
O primeiro resultado a ser apresentado afirma que, para cada calibre 0 de [a, b], sempre
é possivel obter uma partigdo d-fina de [a, b]. Esse resultado é conhecido como Lema de
Cousin e é fundamental para a definicdo da integral de Kurzweil.

Lema 2.7 (Lema de Cousin - [12], Lema 2.2). Dado um calibre § em [a,b], existe uma
particao d-fina D = {ap, 11,1, ..., Qp_1, Tk, g} de [a,b].

Definicao 2.8. Diremos que U: [a, b] X [a,b] — X é uma fungao Kurzweil integrdvel sobre
o intervalo [a, b] se existir um tnico elemento I € X tal que, para todo € > 0, existe um
calibre ¢ em [a, b] tal que

I5(U, D) IH—HZ (7, 05) = U(mj, a50)] = If| < e

para toda particao J-fina

D = {(Tja [Oéjfla%'])i j=1.. -Jf} = {04077'1,0417 ces 7Tk704k}
de [a, b].

Na defini¢do acima, chamaremos I de integral de Kurzweil de U sobre o intervalo [a, b]
e a denotaremos por [’ DU (T, t).

Observacio 2.9. Se [” DU(r,t) existir, entdo definiremos [* DU(7,t) = — [* DU(7,t) e
quando a = b, definiremos [* DU(7,t) = 0.

Observacgao 2.10. Seja f: [a,b] — R uma fungao real e defina a funcao U : [a, b] X [a, b] —
R por U(r,t) = f(7)t. Dada uma particao D = {(75, [oj_1,¢4]): j=1,...,k} de [a,b], a

soma
k

k
S(U,D) =Y [U(7j,a5) = U7y, e5-1)] = X f(75) (e — 1)
j=1 Jj=1
representa a classica soma de Riemann da funcao f.

Note que, se tomarmos na Defini¢ao 2.8 a fungao calibre como sendo uma constante ¢§
proveniente do ¢ > 0 dado, concluiremos que toda fungdo Riemann integravel é Kurzweil
integravel, porém nao vale a reciproca.
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Para ilustrar a generalidade do conceito apresentado na Definicao 2.8, mencionamos
que a fungdo f: [0,1] — R, definida por

2
f() 2x cos (7;>+7Tsen<7;>, x € (0,1],
0, z=0,

¢ Kurzweil integravel, mas nao é Riemann, nem Lebesgue integravel (veja [25, Exem-
plo 2.31]).

Denotaremos por K([a, b], X') o conjunto de todas as fungdes U: [a, b] X [a, b] — X que
sdo integraveis no intervalo [a, b], no sentido de Kurzweil.

O préximo resultado trata da integrabilidade em subintervalos de [a, b], a qual também
¢ uma propriedade das integrais de Lebesgue e de Riemann.

Teorema 2.11. SeU € K([a,b], X), entdo para todo [c,d] C [a,b] teremos U € K([c,d], X).

Outras propriedades das integrais de Lebesgue e de Riemann também valem para a
integral de Kurzweil, como as propriedades usuais de aditividade e linearidade. Indicamos
a referéncia [12] para a verificacao desses fatos - veja os Teoremas 2.3 e 2.6.

O resultado que enunciaremos abaixo é conhecido como Lema de Saks-Henstock e é
devido ao polonés Stanislaw Saks e ao inglés Ralph Henstock, ambos matematicos. Grosso
modo, o Lema de Saks-Henstock garante que o mesmo “grau” de aproximacao da soma
de Riemann de U para a sua integral vale para qualquer subpartigao de [a, b].

Lema 2.12 (Saks-Henstock - [12], Lema 2.7). Seja U: [a,b] X [a,b] — X integrdvel sobre
[a,b]. Dado € >0, seja 6 uma fungao calibre em [a,b] tal que

<€ (2.4)

§[U(Tjaaj) — Ul(7j, 5-1)] — /:DU(T, t)

para toda particao 6-fina D = {(15, [aj_1,04]): 7 =1,2,...,k} de [a,b]. Se
e <OEENSHL<L<2 S SO <& <m <D
representar um sistema 0-fino {(&;, [B;,v;]): j =1,2,...,m}, isto €,
& €185, € (& —0(&),6+6(&)), 7=12,...,m,

entao teremos

< e. (2.5)

i [U(favﬁj) —U(&,75) — /;j DU(r,1)

j=1 J

O préximo resultado é uma versao da extensao de Cauchy da integral generalizada de
Perron. Para maiores detalhes, veja [12, p. 62].

Teorema 2.13 ( [12], Teorema 2.9). Seja U: [a,b] X [a,b] — X uma fungdo tal que, para
todo ¢ € [a,b), U € integrdvel em [a,c| e o limite

lim [/CDU(T,t) UMb+ UMb =Tex

c—b—
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existe. Entdo, a func¢io U € integravel em [a,b] e

/abDU(T, £ =1.

Analogamente, se a func¢io U for integrdvel em [c,b] para todo ¢ € (a,b] e o limite

lim [/CbDU(T,t)—FU(a,c)—U(a,a) =leX

c—a+

existir, entao a fungio U serd integrdvel sobre [a,b] e

/abDU(T, £ =1.

Se U: [a,b] X [a,b] — X for integravel sobre [a, b], a funcao definida por

s € [a,b] >—>/SDU(T,75) € X,

ou seja, a integral indefinida de U, podera nao ser continua, conforme poderemos contatar
pelo préximo lema.

Lema 2.14 ( [12], Teorema 2.12). Sejam U: [a,b] X [a,b] — X uma fungdo integrdavel em
[a,b] e c € [a,b]. Entio

lim [ / CDU(r, 1) = Ule, s) + Ule, c)} _ / DU 1). (2.6)

Cabe ressaltar que, nas condig¢oes enunciadas acima, também vale o seguinte resultado
analogo

S—cC

lim [ / " DU, 1) — Ule, s) + Ule, c)] -/ " DU(r 1),

Para a integral de Kurzweil, também temos um teorema de mudanca de variavel,
o qual enunciaremos abaixo. Um caso particular desse resultado pode ser encontrado
em [35, Teorema 1.18], para fungoes a valores em R™.

Teorema 2.15 (Mudanca de varidvel - [12], Teorema 2.18). Suponhamos que —oo < ¢ <
d < 400 e que ¢: [c,d] = R seja uma fungao continua estritamente mondtona em [c, d).
Seja U: [p(c), p(d)] x [p(c), o(d)] = X uma fun¢io dada. Se uma das integrais

[ putre), [ DUGa(o).0(5)

®(c)
existir, entdo a outra também existird e teremos a igualdade

©(d) d
[, DU = [ DU(e(0), o(5)).

A demonstracdo do Teorema 2.15 segue de forma similar a demonstracdo do Teo-
rema 1.18 encontrado em [35], conforme observado em [12, p. 66].

No Capitulo 1 de [35], hd uma descrigao detalhada da integral de Kurzweil para o caso
em que X = R" e de suas propriedades. No Capitulo 2 de [12], os autores apresentam a,
teoria da integral de Kurzweil considerando X um espaco de Banach qualquer. Ao leitor
interessado em buscar mais detalhes dessa teoria, recomendamos as duas referéncias men-
cionadas. Encerramos a nossa exposicao sobre ela aqui, pois exibimos todos os conceitos
e resultados suficientes para a compreensao dos proximos tépicos.
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2.2 Nocoes basicas de EDOs generalizadas

Vamos considerar o conjunto 2 = O X [0, 00), onde O é um subconjunto aberto de X,
e G: 2 — X uma fungdo. Lembramos ao leitor que estamos considerando X como sendo
um espago de Banach, dotado de uma norma || - ||.

Defini¢ao 2.16. Uma funcao z: [, 5] — X sera dita uma solugio da EDO generalizada

dx
% = DG(J}, t) (27)

no intervalo [a, 5] C [0, 00) se (x(t),t) € Q para todo t € [a, §] e se a igualdade
52
2(59) — x(s1) = / DG(x(7), 1) (2.8)
for valida, para quaisquer sy, 2 € [«, f3].

A integral do lado direito da igualdade (2.8) deve ser entendida como sendo a integral
de Kurzweil definida anteriormente (veja a Definigao 2.8).

Observacgao 2.17. Considerando a notagao da Definigao 2.16, seja U (1,t) = G (z (1) , t).
Note que, na definicdo da integral [* DG (z (1) ,t) (Definicio 2.8), existem somente dife-
rencgas da forma

U7, 85) —=U(75,8j-1) = G (2 (15),85) — G (2 (75),85-1) ,

onde D = {(75,[®j_1,04]): 7 = 1,2,...,k} é uma particdo marcada é-fina do intervalo
la,b]. Sendo assim, se adicionarmos a G (z,t) uma fungdo variando somente em z, as
solugoes de (2.7) nao mudardo. Com efeito, dada uma fungdo ®: X — X, temos

DG (x (1), 85) — (2(1)) = (G (2 (1), 85-1) — P((75)))] =
=Y (G (x(7)),55) = G(2(75),5;1)]

Assim,
b b
/a DG (x(r), 1) — ®(a(r))] = / DG(a(7), 1).
Logo, se x: [«, 8] — X for solucao da EDO generalizada

;MTC = D[G(x,t) + O(z)], (2.9)

entdo x serd solugdo da EDO generalizada (2.7) no intervalo [«, f]. E a afirmagao reci-
proca também se verifica. Em particular, subtraindo G (x,0) de G (z,t), obtemos uma
representacio normalizada Gy de G satisfazendo Gy (z,0) = 0, para todo x € O.

Observagao 2.18. E importante mencionar que a notagdo presente em (2.7) é apenas
simbélica. A letra D indica que (2.7) é uma equagao diferencial generalizada. Além disso,
o simbolo % na igualdade (2.7) nao significa necessariamente que a solugao de uma EDO
generalizada tenha uma derivada. Por exemplo, se b: [0,1] — R é uma func¢do continua
que nao possui derivada em ponto algum do intervalo [0, 1], definindo G(7,t) = b(t), temos

/ ? DG(a(r), ) = / " Db(t) = b(s3) — b(s1)

S1 S1
para quaisquer sy, 2 € [0, 1], pela definigdo da integral de Kurzweil. Isso significa que a
fungao x: [0,1] — R dada por z(s) = b(s) para s € [0, 1] é solugdo da EDO generalizada
4 = DG(z,t) = Db(t).



Nocgoes basicas de EDOs generalizadas 23

Dada uma condigao inicial (29, %) € €2, a seguinte definigao de solugao de um problema
de valor inicial para a equagao (2.7) seré usada.

Defini¢ao 2.19. Uma funcao z: [«, B] — X serd uma solu¢ao da EDO generalizada (2.7)
com condigao inicial x(ty) = 2o no intervalo [a, 5] C [0,00), se ty € [o, B], (x(t),t) €
para todo t € [« 8] e se a igualdade

2(v) — 20 = ;DG@ﬁ%ﬂ

for satisfeita para todo v € [«, S3].

A seguir, introduziremos uma classe especial de fungdes G: €2 — X para a qual é
possivel obter informagdes mais especificas sobre as solugoes da EDO generalizada (2.7).
No que segue, h denotard uma fungao real nao decrescente definida em [0, o).

Defini¢ao 2.20. Diremos que uma fungao G: 0 — X pertence a classe F (2, h) se
|Gz, 12) = G2, )| < [h(t2) — h(t1)] (2.10)
para quaisquer (z,ts), (z,t1) € Qe
|Gz, t2) = G2, t1) = Gy, t2) + Gy, )| < llz = yll[A(t2) — h(t1)] (2.11)

para quaisquer (z,t2), (z,t1), (y, t2), (y,t1) € €L

Nos capitulos posteriores, consideraremos uma subclasse de F (€2, h) que sera definida
abaixo.

Definigao 2.21. Diremos que uma fungdo G: Q@ — X pertence a classe Fy(€2,h) se
G € F(Q,h),em que h: [0,00) — R é uma funcao continua e nao decrescente e G(z,0) = 0
para todo z € O.

As defini¢bes seguintes serao utilizadas ao longo deste capitulo.

Defini¢ao 2.22. Diremos que f: [a,b] — R é funcio escada finita se existir uma partigao
finita a = By < f1 < ... < fBn = b tal que, em cada intervalo aberto (8;_1,3;),i =
1,2,...,m, f é identicamente igual a uma constante ¢; € R.

Defini¢ao 2.23. Diremos que f: [a,b] — R é uma funcio regrada no intervalo [a, b], se

os limites laterais f(s—) = lim f(t) e f(u+) = lim f(f) existirem para todo s € (a,b] e
t—s— t—u

u € [a, b), respectivamente.

Observagao 2.24. Toda fungao regrada em [a, b] é limitada neste intervalo e é o limite

uniforme de fungoes escada finitas. Ademais, toda funcao de variagao limitada em [a, b] é
regrada em [a, b]. Tais fatos podem ser comprovados em [12, p. 3-5].

O préximo resultado implicard que as solugoes de (2.7) sdo de variagao limitada se G
satisfizer a condigao (2.10).

Lema 2.25 ( [12], Lema 4.5). Suponha que G: Q — X satisfaca a condigao (2.10).

Se [a, 5] C [0,00) e x: [, 8] — X for tal que (x(s),s) € Q para todo s € [a,f] e
1P DG(x(7),t) eistir, entio

/@DG@@LQHgmwg—h@QL (2.12)

S1

para quaisquer Si, sy € [a, f].
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Lema 2.26 ( [12], Lema 4.9). Suponha que G: Q — X satisfaca a condigio (2.10). Se
[, B] C [0,00) e x: o, B] = X for uma solugao de (2.7), entdo valerd a desigualdade

[2(s1) — x(s2)l| < [h(s2) = h(s1)], (2.13)
para quaisquer sy, Sy € [a, (.
Demonstragio. Se x: [a, B] — X é solugao da EDO generalizada (2.7), entao
x@g—x@g:/”DG@ﬁym (2.14)
51

para quaisquer si, s2 € [a, ]
Como G: Q — X satisfaz a condigdo (2.10), segue pelo Lema 2.25 que

/&DGQULQHémwﬁ—h@QL (2.15)

S1

para quaisquer sy, sy € [a, (.
Logo, por (2.14) e (2.15), concluimos que

[2(s2) — (s1)[| < [h(s2) — h(s1)],
para quaisquer $i, sy € [a, (], completando a prova. ]

Denotaremos a variagdo de uma fungdo z: [, 5] — X por var? z e o espaco de Banach
das fungoes de variacao limitada x: [o, 8] = X por BV ([a, ], X) com a norma usual da
variacao dada por

|zl 5y = lla(a)]| + varg a.

O Lema 2.26 implica a seguinte propriedade das solugoes de (2.7), cuja prova segue

da relagao (2.13) e do fato de h ser nao decrescente.

Corolario 2.27 ( [35], Corolario 3.11). Suponha que G: Q — X satisfaca a condi¢io
(2.10). Se |, B] C [0,00) e x: [, 5] = X for uma solugao de (2.7), entao x serd de
variagao limitada em [, ] e

var’z < h(B) — h(a) < oo.
Além disso, todo ponto em |a, 5] no qual a fungao h é continua também é um ponto de

continuidade da solucao x: |ov, B] — X. Em particular, se G € Fo(Q2,h) e x: [a, ] = X
¢ uma solugao de (2.7), entdo x € continua.

O préximo resultado descreve a relagao entre as descontinuidades de uma solucao da
EDO generalizada (2.7) e as descontinuidades da fun¢ao G do lado direito de (2.7).

Lema 2.28 ( [12], Lema 4.10). Se z: [a, ] = X for uma solugdo de (2.7) e G: Q@ — X
satisfizer a condi¢ao (2.10), entdo

x(o+) —x(o) = lim z(s) —z(0) = G(x(0),0+) — G(x(0),0)

s—o+

para o € [a, ) e
z(o) —z(o—) =z(0) — lim z(s) = G(z(0),0) — G(x(0),0—)

S5—0—

para o € (a, ], onde
G(z,0+) = lim G(x,s), parao € [a,f)

sS—o+

G(z,0—) = lim G(z,s), parao € (a,p].

S—0—
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O préximo resultado, enunciado inicialmente em [1], garante a existéncia da integral
f f DG(z(7),t) quando x é uma funcao regrada. Cabe destacar que sua demonstracao nao
¢ analoga a prova apresentada em [35, Teorema 3.14], para fungoes a valores em R", onde
foi usado o conceito de equi-integrabilidade e um teorema de convergéncia para funcoes
equi-integraveis. Para provar o Teorema 2.29, usa-se fortemente o fato da fungao = ser o
limite uniforme de fungoes escada finitas. Em [35], por outro lado, usou-se convergéncia
pontual.

Teorema 2.29 ( [1], Proposi¢do 2.13). Seja G € F(Q,h). Se z: [a, 5] — X, com
la, B] € [0,00), for o limite uniforme de uma sequéncia (xy)ken de fungoes escada finitas
xy: [o, f] = X tais que (z(s),s) € Q e (zx(s),s) € Q para todo k € N e todo s € [a, ],
entio a integral [° DG (x(7),t) existird e a igualdade

B
/’DG@@Lﬂ:nm

o k—o0

B
| DGlan(r).0)
serd vdlida.

Ao leitor interessado em verificar uma prova mais detalhada do Teorema 2.29, indica-
mos a referéncia [12, Teorema 4.7].
O corolério abaixo é uma generaliza¢ao do Corolario 3.16 encontrado em [35].

Corolario 2.30 ( [12], Corolario 4.8). Se G € F(Q,h) e z: [a, f] = X, [a, 8] C [0, 00),
for uma fungao regrada (em particular, uma fungdo de varia¢io limitada) em |c, B] tal
que (x(s), s) € Q para todo s € [, 5], entao a integral

/ﬂDG@hLQ

(67
existird.

Demonstragcio. Como toda funcao regrada é o limite uniforme de fung¢oes escada finitas
(veja a Observagao 2.24), entao todas as hipdteses do Teorema 2.29 estao satisfeitas e o
resultado segue. O

A seguir, vamos considerar a EDO generalizada

dx
e DG(z,t), (2.16)

onde G:  — X pertence a classe F(£2, h) descrita anteriormente e A é uma fun¢ao nao
decrescente e continua & esquerda definida em [0, 00). Nessas condigdes, uma solugao
de (2.16) é uma fungao de variagdo limitada (veja o Corolario 2.27) que, pelo Lema 2.26,
também é continua a esquerda, e pelo Lema 2.28 tem descontinuidades de primeira espécie.
Dessa forma, se para algum to € [0, 00), o valor da solugao « de (2.16) for z(ty) = Z, entao
o limite a direita no ponto t, satisfara

z(to+) = z(to) + G(z(to), tot+) — G(z(to), to) = T+ G(T, to+) — G(T, o).

Como estamos considerando a possibilidade de (2.16) admitir solu¢ao descontinua,
pode acontecer o fato de que, para algum Z € O, isto é, para algum (Z,ty) € €2, o valor

T+ =T+ G(Z,to+) — G(T,to)
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nao pertenca a O. Assim, para provar o teorema de existéncia local de uma solugao de
(2.16), satisfazendo a condicao inicial x(ty) = Z, foi preciso fazer a seguinte hipétese:

T+ =7+ G(T,t0+) — G(T,t) € O,
conforme podemos observar no enunciado abaixo.

Teorema 2.31 ( [17], Teorema 2.15). Seja G: Q — X uma fungdo pertencente a classe
F(Q,h). Entio, para todo (T,t) € Q satisfazendo

T+ =7+ G(T,ty—) — G(T,1) € O,

teremos (T+,t9) € Q e existird um A > 0 tal que, no intervalo [ty,to + A|, ezistird uma
unica solugao x: [to,tg + Al = X da EDO generalizada (2.16) satisfazendo xz(ty) = .

Uma prova detalhada do Teorema 2.31 acima pode ser encontrada em [12; Teo-
rema 5.1].

Para finalizar esta se¢do, veremos o conceito de solu¢gdo maximal de um problema de
valor inicial para EDOs generalizadas e um resultado a respeito desse conceito, que sera
utilizado no préximo capitulo.

Defini¢ao 2.32. Diremos que x: [tg, to+b) — X é uma solu¢do maximal de (2.16), com
z(tg) = u € O, se x for uma solugdo de (2.16) em todo intervalo [to, to + 5], § < b,
e = nao puder ser estendida ao intervalo [to, to + b]. Neste caso, usamos as notacoes:

b=w(u, G) =w.

Proposicao 2.33 ( [12], Corolario 5.15). Suponha que G € F(Q,h), h: [tg,o0) — R é
uma fungdo continua a esquerda e nao-decrescente, e €2 = Qg, com

Qg = {(x,1) € Q: v+ G(a,t") - G(x,1) € O} (2.17)

Tome (u,ty) € Q e seja x: [to,w) — X a solugio maximal da EDO generalizada (2.16)

com condig¢do inicial x(tg) = u ey = lim z(t). Se w < 00, entdo as sequintes afirmagcoes
t—w™

sao verdadeiras:

(i) o limite lim x(t) existe;
t—w™

(i) (y,w) € 02 e lim (z(t),1) = (y,w).

2.3 Dependéncia continua para EDOs generalizadas

Nesta secao, apresentaremos resultados sobre dependéncia continua de solugoes de
EDOs generalizadas com respeito aos dados iniciais, extraidos de [1] e [35], que serdo
importantes para os capitulos subsequentes.

No que segue, consideraremos 2 = O X [¢,d], com [¢,d] C [0,00) e h: [0,00) = R
uma fungao nao decrescente e continua a esquerda em [0, 00). Além disso, suporemos que
(tk)ken € uma sequéncia que representa os pontos de descontinuidade de h, tal que

0<t1<t2<...<tk<...,

k—o0
com tp — 0OQ.
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Denotaremos por G([c, d], X) o espago normado das funges regradas definidas em
[e, d] tomando valores em X, com a norma da convergéncia uniforme (ou do supremo):

[¥llee = sup [W(B)]], & € Gle, d], X).

C\\

Para abordar os préximos resultados, é importante entender como ocorre a convergén-
cia de sequéncias no conjunto de fungoes F (€2, h). Para isso, observaremos que o conjunto
F(2, h) é um espag¢o métrico.

Pois bem, como 2 = O x[0,00) e O C R™ é aberto, podemos considerar uma sequéncia
de conjuntos compactos (K, )nen em Q tal K, C Int K, 1 ¢ Q = U2, K,,, onde Int K,
denota o interior de K, ;. Dessa forma, para cada n € N, podemos definir a fungao
|- [ln: F(Q,h) x F(2,h) = [0,00) por

I(E, Gl = sup{[| (2, 1) — G(z, )| (2,) € Kn},

para F,G € F(Q,h). Entao, a pseudo-métrica

|(F, G)lln
FG)=——7——"—, FGeF(Qh),
G = T E G (4 5)
estd bem definida. Agora, definindo
p(F,G)=> 27"p,(F,G), F,GeF(Q,h), (2.18)

n=1

temos que (F(€2, h), p) é um espago métrico. Embora a métrica p dependa da escolha da
sequéncia (K, )nen, qualquer outra sequéncia de conjuntos compactos gera uma métrica
equivalente, conforme consta em [36].

Seja (Gg)ren C F(€2, h) uma sequéncia e seja G € F(Q, h).
Observacgao 2.34. A convergéncia p(Gy, G) “2% () 6 equivalente & convergéncia uniforme

IG(z,t) = Gz, 1) =F 0

em cada subconjunto compacto de €2. Com efeito, para verificar isso, basta considerar a
imersao isométrica (: (F(Q2, h), p) — ([132, F(K;, h), D) dada por

C(G) = (G|K17 G|K27 G|K3a .. ) = (Gi>iEN7

onde D(f,g) = >Z,2° llmf gzg” 1 [ o= (fidiewg = (gi)ien € IIZ F(K h), com
1fi = gill = supgpyer; 1f(x,t) — g(z,t)||. Observe que, dado um subconjunto compacto
K C Q, existe 1 € N tal que K C K.

Lema 2.35 ( [1], Lema A.1). Suponha que Gi: Q — X pertenga a classe F(2, h), para
k=0,1,2,... e que G}, % Gy em F(Q, h). Seja v € G([e, d], X), k=1,2,..., tal que
I = olloe = sup [v(t) = Yo(t)]| =5 0. Bntao,

C\\

k—o0

— 0.

/DGowo 7), )
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Demonstrag¢io. Primeiramente, note que ¢y € G([c, d], X), pois G([¢, d], X) com a norma
do supremo é um espago de Banach (veja [12, p. 4]) e 1)y é, por hipdtese, o limite uniforme
de funcoes regradas em [c,d]. Pelo Corolario 2.30, todas as integrais [* DGy (1x(7), s),
k=0,1,2,..., existem.

Tome € > 0. Entao, existe uma fungao escada finita y: [¢,d] — X tal que

ly = olloe = sup Jly(t) —vo(®)] <,

C\\

uma vez que 1y € G([c, d], X) e, portanto, pode ser aproximada uniformemente por uma
funcao escada finita (Observacao 2.24).
Como ||t — olo 2% 0, existe um inteiro positivo Np, tal que

[ — Yollo <€,

para todo k > N,.
Seja k > Ny. Entao,

9~ [ DGutun(r). )| < | [ Dicaun(r). - Gutuuto), o) +
N /jD[kao(T), 9= Galu(r), ) + | [ DIGtur), ) = Gt ]|+
] [ DiGotstr), ) - Gatintr), 5. (219)

Vamos considerar o primeiro termo do lado direito da desigualdade (2.19).
Seja 0 um calibre em [c, d] correspondente ao € da definicio da integral [ D[G (¢ (1), s)—
Gr(Yo(T), 9)] € seja (T, [si—1, si])1<i<p uma particio marcada d-fina de [c, d]. Temos

<

[ DIGHW(). 5) = Guliolr), o)

<

[ DG, 5) = Guli(r), $))-

(Grlun(m)s 1) — Gulun(m)s si1)) — (GalWo(m), ) — Galtho(r), sHmH n

M@

1

<

(Gr(Wr(T), 81) — Gr(r(T), 5i-1)) — (Gr(o(T), 8i) — Gr(Wo(Ti), si-1))]

M= 5

I
=

(2

<e+ Z |Gr(Vr(73), 8i) = Ge(Vr(T), si—1) — Gr(¥o(Ti), 85) + Gr(o(T3), si—1)| <

i=1

(%) p
< e+ > Ne(n) — vo(m)ll |h(si) — h(si—1)| <
=1

p

< €+ v — dholloo D_[A(si) = h(si-1)] <

=1

e 4 efh(d) = h(e)] = e(1 + [h(d) — h(e))).
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onde em () usamos a desigualdade (2.11) e em (%) usamos o fato de h ser nao decrescente.
Para os segundo e quarto termos do lado direito de (2.19), podemos mostrar analogamente
que

(1), 8) = Gi(y(7), s)l|| < e(1+[h(d) = h(c)])

/CdD[Go(y(T), s) — Go(¢o(7), s)]|| < (1 + [h(d) — h(c)]),

ou seja, temos

<

/DGk DT /DGo Yo(7), 5)

< 3e(1+ [h(d) — h(c)]) + / dD[Gk(y(T)v s) — Go(y(7), s)]

Agora, vamos considerar a integral [¢ D[Gy(y(7), s) — Go(y(T), s)].
Como y: [¢,d] — X é uma fungao escada finita, existe um ntmero finito de pontos

| . (2.20)

c=rog<r; <ryg<---<rp,_; <r,=d tais que, para T € (r;_1,7;), j = 1,2,...,p, temos
y(1) = ¢; € X, isto é, y assume um valor constante ¢; em cada intervalo aberto (r;_1,7;),
j=1,2,...,p. Neste caso, uma férmula explicita para a integral ff DGi(y(7), s), para

cada k£ =0,1,2,..., pode ser dada por

/ DGily Z Y DGL(y(r), 5)

j=17"i-1

e, usando o Teorema 2.13 e escolhendo uma partigao de [r;_1,7;], obtemos

/Tj DGi(y(7),t) = Gi(cj,mj—) — Gi(cj, mja+) + Grl(y(rj-1),7j-14)—

TJ71

—Gr(y(rj-1),rj-1) = Gr(y(rs),ri—) + Gr(y(r;),r5).
Olhando para a diferenca das somas do lado direito para G} e Gy na tltima igualdade,
obtemos .

lim [ D[Gi(y(r),t) — Goly(r),)] =0, (2.21)

k—o0 Ti—1

pois como Gy, € F(§2, h), vale
|G (@, t2) — Gr(z, t1)]| < |h(t2) — h(t1)]
para quaisquer (x,t1),(x,t2) € £, e isso implica l_i)r(r)1+Gk(x,t + p) = Gi(z,t+) e
p

hm+ Gr(x,t — p) = Gp(x,t—) para todo (z,t) €  uniformemente com respeito a k =
p—0

0,1,....
Como por hipoteste Gy ooy G, segue que
Jin, Gule,t4) = g, i, Gl b4 9) =

= Al Gl tte) =

= pli}/(l)lJr G0<x7t+p) = GO(x7t+)7

desde que (z,t) € Q.
Voltando em (2.20), como (2.21) ocorre e € > 0 pode ser escolhido suficientemente
pequeno, concluimos o desejado. O
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Como consequéncia do Lema 2.35, temos o seguinte resultado.

Corolario 2.36 ( [1], Corolario A.2). Sejam Gy,Go € F(, h), para k = 1,2,..., tais
que Gy, "X G, Seja Y, € BV([e,d],X), k = 1,2,..., com [c,d] C [0,00), tal que
4 — vollpy =3 0. Entdo,

h2ee ),

/ DGy (w(T / DGo(tpo(T), s)

Demonstragio. Como BV ([e,d], X) C G([¢,d], X) (veja a Observagao 2.24) e, para todo
t € [¢,d], vale
[r(t) = Yol < llvow(e) = o)l + Ivu(t) = o(t) = [¥r(c) = Yol <
[ (c) = ol + vare(¥n — o) <
< ¥k(e) = vole)|| + vard(vn — o) = [l — Yol sy,

IN A

podemos concluir que ||t — o]0 0. Assim, o resultado segue do Lema 2.35. ]

O teorema seguinte ¢ um resultado sobre dependéncia continua que generaliza o Teo-
rema 8.2 encontrado em [35] para fungoes a valores em espaco de Banach.

Proposicao 2.37 ( [1], Proposi¢ao A.3). Suponha que Gi: Q — X pertenca a classe
F(Q, h), para k=0,1,2,..., e que

klim Gr(z, t) = Go(z, 1),

para (z,t) € Q. Sejam [o, 5] C le,d] e xy: o, B] = X, k= 1,2, ..., solugoes das EDOs
generalizadas

d
;_D@mo
em |a, 5] de forma que
lim zg(s) = xo(s), s € [a, f], (2.22)

k—o00

e (x(s), s) € Q para s € |, B]. Entao xo: [a, 5] — X satisfaz as sequintes condigoes:

(i) [lzo(s2) = wols1)l| < hls2) = h(s1), se 51 < 52 €51, 52 € [, B
(ii) hm :ck( ) = xo(s) uniformemente em [a, B];
(ili) zo € uma solugio da EDO generalizada % = DGy(z, t) em [a, f].

Demonstrag¢io. ¢ Prova de (i): Suponhamos que a < s; < so < . Entao, para todo
k € N, temos

[zo(s2) = o(s1)|| < llzo(s2) = wa(s2)l] + [lwa(s2) — @rls)ll + lzrs1) = o(s1)l- (2.23)

Tome € > 0. Pela hip6tese (2.22), existe um ¢ € N tal que, para k > ¢, tem-se

€

[7x(s2) — zo(s2)]| < % e lwx(s1) —zo(s1)] < 7 (2.24)

Usando o Lema 2.26, temos

lxk(s2) — zx(s1)]] < h(s2) —h(s1), k=1,2,3,... (2.25)
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Voltando em (2.23), por (2.24) e (2.25), obtemos
[20(s2) = zo(s1)[| < €+ h(s2) — h(s1).
Como € > 0 pode ser tomado suficientemente pequeno, concluimos que

[z0(s2) — zo(s1)| < h(s2) — h(s1),

obtendo o desejado.

o Prova de (ii): Vamos dividir essa prova em duas partes. Na primeira parte suporemos
que h é continua e, na segunda parte, consideraremos que h é nao decrescente, continua
a esquerda em [0, 00) e 0 < t] <ty < ... <t < ..., com ty ooy 00, é a sequéncia dos
pontos de descontinuidades de h.

Parte I. Aqui, vamos supor que [, 3] ndo contém pontos de descontinuidades da
fungao h, ou seja, h: [a, f] — R é continua. Como [a, 3] é compacto, sabemos que h é
uniformemente continua em [a, (]. Isso significa que, para todo € > 0, existe um 6 > 0
tal que |h(s) — h(t)| < €, sempre que |s — t| < 4.

Seja € > 0 arbitrario e seja & > 0 correspondente ao € na definicdo da continuidade
uniforme. Entdo, intervalos da forma (t — 6, t + ), com t € [, ], cobrem [a, /5]. Como
[, ] é compacto, existe um conjunto finito de pontos 7y, ...,y tal que [a, ] é coberto
por um ndmero finito de intervalos (r; — 6, r; +4), j = 1,..., 0%

Tomemos k* € N tal que (por (2.22)), para k > k*, tenhamos

2k (ry) — zo(ry)l| <,

para todo j = 1,...,¢. Dado s € [a, ], podemos afirmar que existe j € {1,...,¢} tal
que s € (r; — 9, r; +0). Logo, para k > k*, temos

[k (s) — o ()]l

< lzk(s) = zi(ry) |+ lzk(ry) — zo(ry)|| + llzo(ry) — 2o(s)[| <
< |h(s) — h(rj)| + e+ |h(s) — h(r;)| < 3e.

Como s foi tomado arbitrariamente em [«, 3], concluimos que klim zk(s) = zo(s) unifor-
—00

memente em [, [3].

Parte II. Agora, vamos considerar que h é nao decrescente, continua a esquerda em
0,00) e 0 < t] <ty < ...<tp <...,com tg "2% 50, é a sequéncia dos pontos de
descontinuidades de h.

Se [a, B] N (U {tx}) # @, como t; — oo, podemos inferir que existe um nimero
finito de pontos tis em [a, B], isto é, a <ty < tmy1 < ... < by < B, com m,p € Z,
m=>=1lep=0.

Dado € > 0, existe um k* € N tal que, para todo j € {m,m +1,...,m + p}, temos

21 (t5) = 2oty < e,

sempre que k > k*, por (2.22).

Denotemos por [a, b] um dos intervalos [a, ty], [tm, tmtils - - [Emtp—1s tmtp) OU [tmtp, O,
e definamos (5 ]
« ) h(s), se(a,b
hi(s) = { h(a+), s=a.

LComo [a, B] é um conjunto compacto, toda cobertura aberta de [a, 8] admite uma subcobertura
finita.
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Pelas hipéteses de h, a fun¢ao h*: [a, b] — R é ndo decrescente e continua.
Para cada k = 0,1,..., seja zj(a) = zx(a+) e zi(s) = xx(s), s € (a, b]. Entdo, por
(2.22), temos

Jim 7 (s) = ap(s), s € (a, 0],

kh_}rgo zi(a) = kh_{go zr(a+) = xo(at+) = x3(a)

[k (s2) =z (s1)[| < [P"(s2) = ™ (s1)],

para a < s1 < S < b.

k .
Usando a Parte I, podemos afirmar que } "= x5 uniformemente em [a, b]. Portanto,

para todo € > 0, existe k, € N tal que
l2k(s) — zo(s)l] = [lzk(s) — 25(s)]| <,

sempre que s € (a, b], ||z1(a) — zo(a)|| < €, k > k, e z, "= 2y uniformemente em [a, b].
Como isso pode ser feito para um nimero finito de intervalos do tipo [a, b], obtemos a
prova de (ii).
d
o Prova de (iii): Pela definicao de solucao da EDO generalizada d—x = DGz, ),
T
k=1,2,3,..., temos
S2
(82) — 2(51) = / DGi(an(r), 1), (2.26)
S1

para quaisquer $i, sy € [a, 3]. Pelo Corolério 2.36, temos

k—o00 0

/ DGan(r), )= | DGy(xo(7), s)

, (2.27)

para quaisquer $i, sy € [a, ]. Usando (2.26), temos

Zo(s2) — 2o(s1) — / DGy (o(7), t)H

= H—l'k(sz) + z(s1) + [2r(s2) — 2i(s1)] + 2o(52) — zo(51) — /8182 DGo(wo(T), t)H

= H—xk(SQ) + zp(s1) +

/s DGy(z(7), 1)

+ xo(82) — To(81) — /: DGo(xo(T), t)H

< = zi(s2) + @o(s2) || + [lzr(s1) — zo(s1) [l +

/s jQ DG(wi(7), 5) / fZ DGy(zo(7), 5)

Entéo, fazendo k — oo, por (2.22) e (2.27), obtemos

zo(ss) — zo(s1) = / DGolo(7), 1),

para quaisquer si, sy € [, 8], 0o que mostra que z é solucio da EDO generalizada
% — DGy(z, t) em [, B]. Isso finaliza a prova. O

O 1ltimo resultado deste capitulo, restrito a func¢des que tomam valores em R", diz
respeito a dependéncia continua de uma solucao de uma EDO generalizada com respeito
a parametros que sao apresentados na forma de sequéncias. Sua demonstracao é bastante
extensa e, por isso, serd omitida aqui. O leitor interessado podera encontra-la em [35,
Teorema 8.6).
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Proposigao 2.38. Seja 2 = O x [¢, d] e suponha que Gi: Q — R™ pertenca a classe
F(Q, h), para k =0,1,2,..., onde [c,d] C [0, 00). Assuma que

lim Gi(z, t) = Go(z, t), (z,t) € O x|c, d].

k—00
Sejam [a, 5] C [, d] e zg: [a, B] = R™ a tnica solugio de

dx

0= DGy(z, t), x(a) = yo,
-

com yo € O, em [a, f]. Assuma, ainda, que exista uma sequéncia (yi)ren C O tal que
lim yx = yo.
k—o0

Entao, existe um inteiro positivo ki tal que, para todo k > ki, existe uma solucao xy da

EDO generalizada

dx
=D t
dT Gk(l’, )

em [a, ], com xi(a) =y e ]}Lrﬁloxk(s) = x0(s), s € [a, O]

Para outras propriedades de EDOs generalizadas e suas aplicagoes, recomendamos ao
leitor motivado em estuda-las que consulte as referéncias [12,17-19, 35].






3 Sistemas semidinamicos gerados
por EDOs generalizadas

Um sistema semidinamico local relacionado a uma EDO generalizada foi considerado
pela primeira vez por Zvi Artstein em [3]. Em 2011, motivados por [3], os autores de
[1] construiram um sistema semidindmico impulsivo relacionado a uma classe de EDOs
generalizadas que serd explorado no préximo capitulo, por meio da construcao de um
sistema semidinamico continuo a ser exibido neste presente capitulo.

Usando as notagoes e a abordagem de [1], dedicaremos este capitulo ao estudo dos
sistemas semidinamicos locais continuos gerados por EDOs generalizadas. Dividimo-lo
em apenas duas secoes. Na primeira secao, iniciaremos o estudo sobre os sistemas se-
midindmicos para as EDOs generalizadas, apresentando conceitos, notagoes e resultados
preliminares. Na segunda se¢do, provaremos que um problema de valor inicial para uma
classe de EDOs generalizadas gera um sistema semidinamico local.

As principais referéncias para este capitulo sao [1], [3], [12, Capitulo 14] e [37].

3.1 Conceitos, notacoes e resultados preliminares

Daqui para frente, vamos considerar o espaco de Banach X, tratado no Capitulo 2,
como sendo o espago euclidiano n-dimensional, R"”, dotado de uma norma || - || e O C R"
um subconjunto aberto. Por |r| denotaremos o valor absoluto de um nimero real 7.

Consideraremos a EDO generalizada

dx

onde G: 2 — R" pertence a classe de fungoes Fo(£2, h), em que 2 = O x [0, c0) e h é

uma fungao real continua e nao decrescente definida em [0, 00). Recordamos ao leitor que
G: Q — R™ pertence a classe de fungoes Foy(£2, h) se

G(z,0) =0,
|Gz, 52) — G(z,51)|| < [h(s2) —h(s1)] e
|G (2, 52) — G(x,51) — Gy, s2) + Gy, s1)|| < ||z = yl[|h(s2) — h(s1)]
para quaisquer (z, s2), (z,s1), (Y, $2), (y,s1) € Q (veja a Defini¢ao 2.21).
Atentamos para o fato de que se G pertencer a classe de fungoes Fy(2, h), entdo G

serd uma funcdo continua nas duas variaveis, por conta das desigualdades (3.3) e (3.4), ja
que a funcao h é continua.

35
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O resultado mais importante desta secao atesta que a classe Fy(€2, h) é um conjunto
compacto. Inicialmente, observamos que Fy(€2,h) é um espago métrico com a métrica
induzida de F (2, h) (veja (2.18)).

Para provar que a classe Fy(€2, h) é um conjunto compacto, usaremos um resultado
classico concernente a compacidade de conjuntos de fung¢oes continuas, provado pelo mate-
matico italiano Ascoli. Enuncid-lo-emos na sequéncia. Ao leitor interessado em sua prova,
indicamos a referéncia [31, Teorema 45.4]. Cabe lembrar que a reciproca do Teorema de
Ascoli também é vélida e foi provada pelo matematico italiano Arzela.

Lema 3.1 (Teorema de Ascoli). Seja (X, d) um espago métrico compacto. Um subconjunto
F C C(X,R™), onde C(X,R™) denota o espago métrico das fungoes continuas de X em
R™ com a métrica uniforme, é compacto se € uniformemente limitado e equicontinuo.

A fim de aplicar o Teorema de Ascoli para provar a compacidade da classe Fy(£2, h),
demonstraremos os seguintes resultados na sequéncia:

(I) Fo(£2,h) é um conjunto equicontinuo em subconjuntos compactos de €;
(IT) Fo(€2, h) é um conjunto fechado;

(III) Fo(€2, h) ¢ uniformemente limitado em subconjuntos compactos de 2.

Por (I) e (III) e pelo Teorema de Ascoli, poderemos inferir que qualquer sequéncia
(Gn)nen em Fo(€2, h) admite uma subsequéncia (G, )ken que converge uniformemente em
subconjuntos compactos para alguma funcao G,. Mas, pela Observagao 2.34, poderemos
garantir que (G, )xen converge para G em Fy(€2, h). Por fim, por (II), concluiremos que
Go € Fo(£2, h) e, consequentemente, que Fo(£2, h) é um conjunto compacto.

Lema 3.2 ( [1], Lema 3.1). Fo(€2, h) é um conjunto equicontinuo em subconjuntos com-
pactos de Q@ = O x [0,00), onde O C R™ € aberto.

Demonstragio. Sejam A C O e C' C [0,00) conjuntos compactos e G € Fy(€2, h).
Tomemos x € A et € C arbitrariamente. Como G satisfaz as condigbes (3.2) e (3.4),
temos

|Gz, 1) = Gy, )| = |G(x, 1) — G(x,0) = G(y, 1) + G(y, 0)]|
< llz = yll|A(t) — h(0)]

*

< llz = yll(n@)] + [r(0)]), (3.5)

—
=

para y € A, onde em () usamos a desigualdade triangular.
Adicionalmente, pela condigdo (3.3), para todo (y,s) € A x C, temos

1G(y, 1) = Gy, s)|| < |(E) = R(s)]. (3.6)
Por conseguinte, usando as relagoes (3.5) e (3.6), para todo (y,s) € A x C, obtemos

1G(z,1) = Gy, s)|| < [1G(x,t) = Gy, D + 1G(y, ) = Gy, 5)]
< [lz =yl (1@ + 1(0)]) + [A(t) = h(s)].

Em contrapartida, a continuidade de h (e, consequentemente, a continuidade uniforme
de h em C'), garante que, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

h(t) = h(s)| < 5,
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sempre que [t — s| <0, t,s € C.
Ademais, como C ¢é compacto, existe M > 0 tal que |h(s)] < M para todo s € C.
Entéo, ||z —y|| < §(M + |h(0)])"! e [t — s| < 6, com (y,s) € A x C' implicam

||G($,t> - G<y7 S)H <€
o que completa a prova. O

Observagao 3.3 ( [12], Observagao 14.2). Sejam (Gj)ren C Fo(2,h) e G € Fo(Q, h).
Como uma consequéncia do Lema 3.2, podemos concluir que a convergéncia
p(Gr, G) gy equivale a convergéncia pontual ||Gg(z,t) — G(z,t)|| gy para cada

k—o0

(x,t) € Q. De fato, conforme descrito na Observagao 2.34, a convergéncia p(Gg, G) — 0
é equivalente a convergéncia uniforme ||Gy(x,t) — G(z,t)|| "2% 0 em cada subconjunto
compacto de ). Dessa forma, para concluir a equivaléncia das referidas convergéncias,
basta verificar que a convergéncia pontual implica a convergéncia uniforme, uma vez que
a convergéncia uniforme implica diretamente a pontual.

Vamos supor que |Gi(z,t) — Gz, t)|| =% 0 para cada (z,t) € Q. Scjam e > 0 e
K C © um subconjunto compacto. Para cada (x,t) € K, existe N, € N tal que

|Gi(z,t) — G(z,t)]| < g sempre que k> Ny ;. (3.7)

Pelo Lema 3.2, existe 6 > 0 tal que
€

€
IGila,t) = Guly,s)ll < 5 e |G, t) = Gy )l < §

(3.8)

sempre que ||z —y|| < de |t —s| <4, com (z,1), (y,s) € K.
Como K é compacto, existem (x1,t1), ..., (Tm,tn) € K tais que

K C B((x1,41),6) U...U B((2m tm), 6),

onde B((l’,t),d) = {(y75): Hy - .CE” < 67 ‘S - t’ < 5}
Para (z,t) € K arbitrério, existe (z,,t,) com 1 < p < m tal que (z,t) € B((xp,t,),0).
Se k > max{Ny +,,..., Nu,.t.. }» por (3.7) e (3.8), obtemos

G (1) = Gz, 1)]]
< |Gi(,t) = Grl(wp, tp)[| + |Gr(ap, tp) — Glap, tp) | + G (p, tp) — G(x,1)]]

- e+e+e
-+ -+ =€
3 3 3

Portanto, |G (z,t) —G(x,t)|| < e para todo (z,t) € K e k > max{Ny, +,,..., Nu,.t }-

Isso prova a convergéncia uniforme ||Gy(z,t) — G(z,t)| =3 0 em cada subconjunto

compacto de 2.
Seguindo o roteiro descrito acima, provaremos agora o resultado (II).
Lema 3.4. F,(Q, h) é um conjunto fechado.

Demonstra¢io. Para provar este lema, ¢ suficiente mostrar que Fo(2,h) C Fo(2, h).
Facamos isso.
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Sejam G € Fo(Q,h) e (Gi)ren C Fo(€, h) uma sequéncia tal que G =5 G. Para
mostrar que G € Fy(£2, h), devemos concluir que G satisfaz as condigoes (3.2), (3.3)
e (3.4).

Pois bem, pela Observagiao 3.3 e pelo fato de que Gy € Fo(2, h) para todo k € N,
temos

G(z,0) = klim Gi(x,0) =0,
—00
G, 52) — Glayso)]| = lim Gl s2) — G s0)| < hls2) = hs1)|

|G, 52)~G . 1)~ Gy, 52)+ Gy 51)l| = Jim |Gl 5)— Gl 51) Gy 52)+ Gily. 1)

< [lz = yll|h(s2) = hls1)].

para quaisquer z,y € O, s1,s2 € [0,00). Dessa forma, G € Fy(€2, h) e o resultado esté
provado. O

A seguir, provaremos o resultado (III).

Lema 3.5. F,(€2, h) € um conjunto uniformemente limitado em subconjuntos compactos
de Q2.

Demonstragio. Usando as condigdes (3.2) e (3.3), temos
|Gz, )| = |G (2, 1) = G(z,0)]| < [h(t) = R(O)] < [A(£)] + [1(0)] (3.9)

para quaisquer t € [0,00), z € O e G € Fy(2, h).

Sejam A C O e C C [0,00) conjuntos compactos, e (x,t) € A x C arbitrario. Pela
continuidade de h e pela compacidade de C, existe M > 0 tal que |h(s)| < M para todo
s € C. Voltando na relagao (3.9), obtemos

|Gz, )| < M + [h(0)]
para quaisquer (z,t) € A x C' e G € Fo(2, h), de onde segue o resultado. O

Finalmente, estamos prontos para provar que a classe Fo(€2, h) é um conjunto compacto
e encerrar esta secao preliminar.

Teorema 3.6 ( [1], Teorema 3.2). A classe Fo(2, h) é um conjunto compacto.

Demonstragio. O Lema 3.2 garante a equicontinuidade de Fy(€2, h) em subconjuntos com-
pactos de 2 = O x [0,00), enquanto o Lema 3.5 garante Fy(€2, h) é um conjunto unifor-
memente limitado em subconjuntos compactos de 2. Portanto, o Teorema de Ascoli
(Lema 3.1) assegura que qualquer sequéncia (Gy,)nen em Fo(£2, h) admite uma subsequén-
cia (G, )ken que converge uniformemente em subconjuntos compactos para alguma fungao
G. Pela Observagao 2.34, podemos inferir que (G, )ren converge uniformemente para
Gy. Por fim, como Fy(£2, h) é fechado (pelo Lema 3.4), concluimos que Gy € Fo(£2,h), o
que completa a prova. m
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3.2 Existéncia de um sistema semidinamico local

Nesta secao, mostraremos a existéncia de um sistema semidinamico local gerado por
uma EDO generalizada da forma

dx

— =D t 1
" _ DG ), (3.10)
em que G € Fy(Q2,h), Q=0 x [0, c0), O C R" é um conjunto aberto e h: [0, c0) — R

¢ uma funcao continua e nao decrescente. Todos os resultados aqui presentes foram
extraidos de [1].

Observagao 3.7. O Corolario 2.27 permite-nos afirmar que as solugbes de (3.10) sdo
continuas, ja que h é uma funcao continua.

De acordo com a Observagao 3.3, a sequéncia (G )ren C Fo(€2, h) converge para uma
funcao G' € Fo(2, h) se
Gi(z, t) 2% G(z, t)

em R"™ para cada (z,t) € , isto é,
|Gi(, £) = Gla, 1)]| = 0,

para todo (x,t) € Q. Neste caso, escrevemos G, "~ a. Adicionalmente, dada uma
sequéncia (vg)rey C R™ e dado v € R™, temos

(ve, Gi) =5 (0,G) em R™ x Fo(Q, h),

k—o0 k—o0

se, e somente se, ||lvy —v|]| = 0 e ||Gg(z, s) — G(z, s)|| = 0 para todo (z, s) € Q.

Na sequéncia apresentaremos o conceito de um sistema semidinamico local.

Dado (v,G) € O x Fy(£2, h), denotaremos por I, ) um intervalo do tipo [0, b) C R,
com b > (0. Vamos considerar o seguinte conjunto

S = {(t,U,G) e R, x O x .F()(Q,h)t te I(U’G)},
onde R, denota o conjunto dos niimeros reais nao negativos.

Definicao 3.8. Um sistema semidinamico local em O x Fy(2,h) é uma aplicagdo
m: S — O x Fo(2, h) que satisfaz as seguintes condigoes:
(i) 7(0,v,G) = (v, G), para todo (v,G) € O x Fo(§2, h);
(ii) dado (v,G) € O x Fo(Q,h), se t € Ipay e s € Lruwa), entdo t +s € Iy ) e
(s, m(t,v,G)) =7n(t+ s,v,G);
(iii) m: S — O x Fo(2, h) é continua;
(iv) Iw,e) = [0, b)) é maximal no seguinte sentido: ou I, ¢y = Ry ou, se b, q) # 00,
entdo a orbita positiva {7(t,v,G): t € [0, b))} C O x Fo(2,h) ndo pode ser
estendida ao intervalo [0, b(,.q) + ¢), ¢ > 0;

(v) se (vg, Gy) gy (v,G), onde (v,G) e (v, Gr) € O x Fo(Q,h), k € N, entdo
I(%G) C lim inf I(vk,Gk)'
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Observagao 3.9. A defini¢do de um sistema semidindmico local presente em [5] consiste
das condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) da Defini¢do 3.8. A condigdo (v) de [5], conhecida
como Azioma de Kamke, afirma que o dominio de m é um conjunto aberto. Seguindo [1],
substituimos a condi¢do (v) de [5] por uma propriedade de semicontinuidade inferior,
que é equivalente ao Axioma de Kamke. Para verificar tal equivaléncia, o leitor pode
consultar [5, Lema 1.8].

Observagao 3.10. Se o dominio de 7 for R, x O x Fy(2, h), entdo as condigoes (iv) e
(v) da Definigao 3.8 sao satisfeitas imediatamente.

Levando em conta a Observagao 3.10, temos a definicao a seguir.

Defini¢ao 3.11. Se o dominio de 7 for R x O x Fy(€2, h), entdo 7 sera dito um sistema
semidinamico global.

Dados G € Fy(€2,h) e t > 0, definimos a transladada G; of G por
Gi(z, s) =G(z, t+s) — G(x, t), (z,s) € Q. (3.11)

O préximo resultado, provado primeiramente em [3, p. 234], descreve algumas propri-
edades basicas da transladada Gy, t > 0.

Lema 3.12. Dados G € Fo(Q2,h) et > 0, a transladada Gy de G satisfaz as sequintes
propriedades:

(i) Go = G (normalizacio de G);

(ii) Gior = (Gy)r para quaisquer t, 7 > 0 (propriedade de semigrupo);

(iii) a aplicacao (t,G) — Gy é continua.
Demonstrag¢io. ¢ Prova de (i): Pela defini¢ao de Gy dada em (3.11), temos

Go(z, s) = G(z, 0+ s) — G(z, 0) = G(z,s) para todo (z, s) € Q.
o Prova de (ii): Dados t,7 > 0 e (z, s) € €, temos

(Gy)r(z,8) = Gz, 7+ 8) — Gy(x, 7)
=Gz, t+7+53)— Gz, t) — Gz, t+7) + G(z,1)
=Gz, t+7+s)— Gz, t+ 1)
- GH_T(I,S),

concluindo o desejado.
o Prova de (iii): Sejam t,t;, > 0 e G,Gy € Fo(Q,h), k € N, tais que Gy X Ge

te "X

Se (x, s) € Q, usando (3.3), obtemos

[(Gr)e (@, 5) = Ge(, s)|| < [[(Gr)e (@, 5) = (Gr)el@, s)|| + [[(Gr)e(, s) — Gu(a, )|
1Gr(z, s +tr) — Gr(z, s + )| + ||Gr(z, tk) — Gr(z, 1) ||
+ |G (2, t + 5) — Gz, t + s)|| + ||Gr(x,t) — G(z, 1)
< |h(s+te) — h(s+ )|+ |h(te) — h(t)]
+ |G(z, t + s) — Gz, t + 9)|| + ||Gr (2, t) — G(z,1)]|.

<
<

Como h é continua, G, == G e t, == t, concluimos que (G, % G,. Isso prova
que a aplicac¢do (t,G) — Gy é continua, como queriamos demonstrar. n
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Dados t > 0 e G € Fo(2,h), ndo se pode garantir que G; € Fo(Q2, h) para qual-
quer funcao h que seja continua e nao decrescente. Por essa razao, consideraremos um
subconjunto de Fy(2, h), fazendo uma restrigao sobre a funcao h, a fim de obter um sub-
conjunto invariante de Fy(€2, h) sob a translada G;. A proxima definigdo contempla as
caracteristicas desse subconjunto.

Defini¢ao 3.13. Seja h: [0,00) — R uma fungdo continua e ndo decrescente. Diremos
que uma fungao G: Q — X pertence a classe F;(Q, h) se G pertencer a classe Fo(€2, h) e
a funcao h satisfizer a relagao

|h(ty + s) — h(ta + s)| < |h(t1) — h(t2)], (3.12)
para quaisquer ti, ta, s € [0, 00).
O préximo resultado é uma consequéncia do Teorema 3.6.

Corolario 3.14. Se h: [0,00) — R é uma fung¢io continua e ndo decrescente, entdio
F5(, h) € um conjunto compacto.

A seguir mostraremos que G; € F§(§2, h) para todo t > 0, desde que G € F;(€2, h).

Lema 3.15 ( [1], Lema 4.6). Se G € F;(Q, h), entdo a transladada Gy de G pertence a
classe F§ (2, h) para todo t > 0.

Demonstragio. Sejam G € F§(§2, h) e t > 0. Devemos mostrar G; € Fi(Q,h). Com
efeito:

(i) Gi(z,0) = G(z,t) — G(x,t) = 0 para todo = € O;

(ii) dados (z, s2), (x, s1), (y, $2), (v, s1) € €2, temos

|G, 82) = Gl s1)|| = (|Gt + 52) = Gl T+ 51|
< [P(t + 52) = h(t + 51)| < |h(s2) = h(s1)l,

ja que G satisfaz a condi¢do (3.3) e h satisfaz (3.12).
(iii) dados (x, s2), (z,s1), (y, s2), (y,s1) € €, temos

1Gi(, 52) — Gi(w, 51) — [Gi(y, 52) — Gy, s1)]|

|G (x,t + s2) — G(z,t + s1) — Gy, t + s2) + G(y,t + s1)||
< lz = yll[a(t + s2) — h(t + s1)|

< [l = yl[|h(s2) = h(s1)];

uma vez G satisfaz a condicao (3.4) e h satisfaz (3.12).
Por (i), (ii) e (iii), concluimos que G; € Fi(€2, h), finalizando a prova. O

Observagao 3.16. A fungao G, definida em (3.11), é continua para todo ¢t > 0, ja que
estamos assumindo que G € F§ (€2, h), em que h é uma func¢do continua e nao decrescente.

Finalizaremos este capitulo com a construcao de um sistema semidinamico local rela-
cionado a EDO generalizada (3.10). Antes, exibiremos um resultado preliminar que serd
referenciado na prova, a saber, uma generalizacdo do Principio da Escolha de Helly. A
demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [4, p. 356-360].
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Lema 3.17 ( [4], Teorema 1). Sejam (X,d) um espago métrico arbitrario e [a,b] C R
um intervalo fechado nao degenerado. Uma familia infinita pontualmente relativamente
compacta de fungoes : [a,b] — X de variagio uniformemente limitada contém uma
sequéncia que converge pontualmente em |a,b| para uma funcao f: [a,b] — X de varia¢io
limitada.

O ultimo teorema e o mais importante deste capitulo foi estabelecido pelos autores
de [1], generaliza o [3, Teorema 6.3] e o [20, Teorema 4.1], ¢ segue abaixo.

Teorema 3.18 ( [1], Teorema 4.7). Suponha que, para cada u € O e cada G € F§ (2, h),
x(t, u, G) seja a unica solugio maximal do problema de valor inicial

dx
= DG(z, t), (3.13)
z(0) = u.

Seja [0, w(u, G)), w(u, G) > 0, o intervalo mazimal de defini¢io da solugao x(-,u,G) e
defina w: S — O x F§(2, h) por

7(t, u, G) = (x(t, u, G), Gy), (3.14)

onde S = {(t,u,G) € Ry xOxF;(, h): t € I, }. Entao, ™ é um sistema semidindmico
local em O x F§(2, h).

Demonstragdo. Inicialmente, note que a segunda componente G; de m em (3.14) estd
definida para todo t € [0, 00). Entao, o intervalo maximal I, ) do sistema semidinamico
dado em (3.14) coincide com [0, w(u, G)). Para futuras referéncias nesta prova, deixemos
registrado que

lue) = [0, w(u, G)). (3.15)

Para provar que 7 é um sistema semidinamico local em O x F§(£2, h), devemos verificar
que as cinco condic¢oes da Definicao 3.8 sao satisfeitas. Vamos provar que as condigoes
(i), (ii), (iv) e (v) sdo satisfeitas e, por fim, mostraremos que a condic¢ao (iii) também é.

o Prova de (i): Seja (u,G) € O x F;(Q,h). Como Gy(z,s) = G(z,s) para todo
(x,s) € Q (veja o Lema 3.12-(i)) e z(0, u, G) = u para todo (u, ), temos

(0, u, G) = (z(0, u, G), Go) = (u, G).

o Prova de (ii): Sejam t € I, ¢y, 0 € Lrgu,c) € (u,G) € O x F5(§, h).
Para 7 € Iy, ), sejam

(1) =x(r, u, G), U(1)=2(r, 2(t), G;) e &(1)==z(r+1),

onde z ¢é a solugao maximal do problema (3.13) e ¥ é uma solugao do seguinte problema
de valor inicial
dyp

gy~ Pla, s, (3.16)
»(0) = z(t) = x(t, u, G).

Vamos mostrar que { é uma solugdo do problema (3.16). Inicialmente, observamos
que

£(0) — €(0) = 2o+ t) — x(t) = /t " DG(a(r), ). (3.17)
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Por outro lado, usando a mudanga de varidvel ¢(s) = s+t e o Teorema 2.15, obtemos

t+o $(o)

D)5 = [ T DGEE).5) = [ DeEeE). o) @19

= /0 DG(x(s+1t),u+1t).
De (3.17) e (3.18) segue que

£(0) — £(0) = /0 DG(a(r +1),5 +1) = /0” DG,(£(7), 5).

Além disso, como £(0) = x(t) = z(t, u, G), o Teorema de Existéncia e Unicidade para
o problema de valor inicial (3.16) (veja o Teorema 2.31) garante que

Y(o) =¢&(0) =x(0c +1t), paratodo o € Iy u ) = [0,w(u, G)). (3.19)
Usando (3.19), obtemos

(o, n(t, u, G)) = 7(o, z(t, u, G), Gy) = 7(o, z(t), Gy)

o Prova de (iv): Vimos que (3.15) ocorre. Se w = w(u,G) = oo, ndo ha o que
provar. Suponha que w = w(u,G) < oco. Como h é continua, temos 2 = Qg, onde
Qe = {(z,t) € Q: z+ G(z,tT) — G(z,t) € O} (veja (2.17)). Portanto, se z(t,u,G) — z
quando t — w™, segue pelo Corolario 2.33 que z ¢ O. Isso implica que a solugao x(t, u, G)
nao pode ser estendida ao intervalo [0,w] e, portanto, ndo pode ser estendida a qualquer
intervalo da forma [0, w + ¢), com ¢ > 0.

o Prova de (v): Como (3.15) ocorre, devemos mostrar que w(u, G) é semicontinuo
inferiormente em O x F; (€, h).

Pois bem, sejam (yo, Go) € O x F5(Q, h) e ((yr, Gk))ren C O X F5(Q, h) uma
sequéncia tal que (yx, Gy) a3 (yo, Go). Seja, ainda, x(s) = x(s, yo, Go) a Unica solugao
do problema de valor inicial

dx
{ &~ PGl s), (3.20)
z(0) = yo,

definida no intervalo maximal [0, w(yo, Go)), com w(yo, Go) > 0.
A Proposicao 2.38 permite-nos afirmar que existe k1 € N tal que, para todo k > kq,
existe uma solugao x(s, yg, Gy) da EDO generalizada

dx
& = DGk, 5), (3.21)
z(0, yk, Gr) = Yk,

definida em [0, 7], 0 < v < w(yo, Go), satisfazendo klim (s, Yk, Gi) = (s, yo, Go) para
— 00

todo s € [0, 7]. Pela Proposicao 2.38, v ndo depende de k > kj.
Agora, vamos definir um conjunto A C [0, 00) da seguinte forma:

A={b>0: para k > ki, as fungbes zx(s, yx, Gi) estdo definidas em



44 Sistemas semidinamicos gerados por EDOs generalizadas

0,b] e sdo equicontinuas em [0, b] }. (3.22)

Afirmacgao 1. As fungoes zx (-, yk, Gk), k = ki1, sdo equicontinuas em [0, v].
Com efeito, pelo Lema 2.26 temos

”%(327 Yk, Gk) - 37k(317 Yk, Gk)” < ‘h(32) - h(sl)\, 81, 82 € [O, ’Y}-

Portanto, a equicontinuidade de (s, yx, Gi) segue imediatamente, uma vez que h é
continua e nao depende de k. Dai, v € A e, por conseguinte, A # &.

Seja # = sup A. Para provar a semicontinuidade inferior de w, mostraremos que [0, (3)
é o intervalo maximal de defini¢do da solucao (-, yo, Go).

Afirmacao 2. A sequéncia de fungdes (-, yx, Gx) é uniformemente limitada para
k > ko, com ko suficientemente maior do que k.

De fato, seja 0 < b < . Novamente pelo Lema 2.26, temos

2k (s, we, Gl < llywll + 12k (s, ve, Gr) = will

1l =+ [l (s, i, Gi) — 210, yx, Gie) |
1xll + [2(s) = h(0)]
[yl + [2(b) = R(0)],

VAR/AN

para todo s € [0, b]. Como y ooy Yo, temos a validade da Afirmacgao 2.

Pelas Afirmagoes 1 e 2 e pelo Teorema 3.1, podemos atestar que (zx(+, Yk, Gk))k>ky €
uma familia pontualmente relativamente compacta de fungoes de variagdo uniformemente
limitada. Por conseguinte, pelo Lema 3.17, a sequéncia (zx( -, yr, Gk))r é relativamente
compacta em C([0,b], R") para k > ks.

A Proposicao 2.37 garante que todo ponto limite da sequéncia (zx( -, Yk, Gk))k>k, €
uma solugao do sistema (3.20) definida em [0, b]. Ademais, da unicidade de solugoes dessa
equagao, obtemos exatamente um ponto limite da sequéncia (xx(+, yg, Gi))r>k,- Entao, a
sequéncia converge uniformemente para a solugao x(-, yo, Go) em [0, b].

Suponha, por absurdo, que z(f8) = z(B, yo, Go) estd definido. Dessa forma,
z(B8) € O e, pelo Teorema 2.31, existe Ag > 0 tal que z(s, yo, Go) estd definido para cada
s € [B, B+Ag]. Além disso, a Proposicio 2.38 garante a existéncia de um inteiro k tal que
a sequéncia xx(s, yk, Gi) estd definida e ¢ equicontinua em [0, 8 + Ag] para todo k > k.
Porém, isso contradiz o fato de que 8 = sup A. Logo, z(-, yo, G) ndo esta definido em /3
e f=w(yo, Go).

o Prova de (iii): Inicialmente, observe que, para cada (u,G) € O x F;(€,h) fixo,
m(t, u, G) é continua em t € I, ). Esse fato segue das Observacoes 3.7, 3.16 e do
Lema 3.12-(iii).

Sejam (to, g, Go) € Lrug,co) X O X F*(2, h) e ((tr, uk, G))ken C Luy,c) X O X F*(2, h)

uma sequéncia tal que (tg, ug, G) oo (to, uo, Go). Segue da prova do item (v) que

2 (s, up, Gy) "= x(s, uo, Go), (3.23)

uniformemente em intervalos compactos de [0, 5), onde 5 = sup A, com A definido em
(3.22), x(s,up, Gp) é a unica solugdo do problema de valor inicial

d—m = DGy(z, s),
dr

x(0) = uyp,
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e, para cada k, x(s,ux, Gx) é a unica solu¢ao do problema de valor inicial

d
d—f = DGg(z, s),

z(0) = uy.
Note que x(tx, ug, Gy) oo x(to, ug, Gp). Com efeito, isso segue do item (v), da conti-
nuidade de 7 (-, ug, Gy), da relagdo (3.23) e da desigualdade

||x<tk7uk7Gk) - x<t07u07G0>” < ||x<tk7uk7Gk) - x<tk7u07 GO)H
+ ||z (tk, uo, Go) — x(to, uo, Go)|l-

Por fim, como (Gy)y, converge para (Gp)¢, pelo Lema 3.12-(iii), obtemos a continuidade
[

de 7. Assim, a prova estda completa.






4 Sistemas semidinamicos
impulsivos gerados por EDOs
generalizadas

Neste capitulo estudaremos propriedades da seguinte EDO generalizada impulsiva as-
sociada ao problema de valor inicial (3.13):

de = DG(x,s)
dr
I:M—R»

z(0) = u,

(4.1)

onde G € F;(Q, h), Q=0 x [0, 00), O C R" é um conjunto aberto, u € O, M C R" é
um subconjunto fechado e I é uma fungao continua, tal que IMN Q) C O\ M.
Seguindo a abordagem de [1], assumiremos que M satisfaz a seguinte condigao:

(Cur) se para (u,G) € O x F;(2, h) a solugao de
dz
— =D t
g =~ Pe@ b, (4.2)
z(0) =u
¢ tal que z(tp, u, G) € M para algum t;, > 0, entdo existe € = ¢(u, G) > 0 tal que

z(t,u,G) ¢ M para t € (to — €,to) U (to, to + €).

A condigao (C)y) significa que os pontos de M sao isolados em cada trajetéria do
sistema (4.2).

A seguir, definiremos uma funcdo que representa o menor tempo positivo para o
qual a trajetéria positiva de (u,G) encontra M. Essa fungdo, que denotaremos por

w: O x Fi(Q,h) — (0,00], é dada por

s, se z(s,u,G) €M e z(t,u,G) ¢ M para 0 <t < s,

gO(u’ G) = { 00, se x(t7u7G) ¢ M para todo t > 0. (43)

A partir de agora, neste capitulo, assumiremos que
(Cy) a funcdo ¢ definida em (4.3) é continua em (O \ M) x F; (£, h).

47
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A suposigao (C,,) se ampara no fato de que, em [15], Ciesielski obtém condi¢oes sufici-
entes para a funcao ¢, associada a um sistema semidindmico impulsivo, ser continua - ou
seja, (C,) é uma suposigao razoavel, haja vista que existem condi¢des que podem tornar
a fungdo ¢ continua.

Usando a fungao ¢, estaremos aptos a descrever a trajetéria impulsiva do sistema (4.1).
Seja (u,G) € O x F§(£2, h) um elemento arbitrario. No que segue, caracterizaremos a
solugdo Z(t,u, G) da EDO generalizada impulsiva (4.1).

(i) Se p(u,G) = oo, definimos Z(t,u, G) = x(t,u, G) para todo t > 0, onde z(t,u, G)
¢ a solugdo do sistema (4.2). Porém, se (u,G) = S0, entao u; = x(so,u,G) € M.
Assim, definimos Z(¢, u, G) em [0, s¢] por

~ x(t,u,G), 0<t< s,
(L’(t,U,G) —{ 'LL—E_ ) t = 5sg

onde uf = I(u;). Vamos considerar u = ug. O processo continuara de ui” em diante.

(ii) Se p(uf, G) = oo, definimos Z(t, u, G) = z(t—so, ui, G) parat > s, onde (-, uf, G)
é a solucao da EDO generalizada

dx
% - DG(SL’, 5)7
2(0) = uy .

Mas, se p(uf, G) = s1, entdo uy = x(s1,u;, G) € M. Neste caso, definimos Z (¢, u, G)
em [sg, So + $1] por

T(t,u,G) = {

x(t — so,ui,G), s <t<sg+ s,
u;a t= So + S1,

onde ujy = I(uy).

(iii) Suponha que Z(t,u, ) estd definida no intervalo [t,_1,t,] com Z(t,,u,G) = u}
onde t, = Y"1} s;, n € N. Se p(ut, G) = 0o, definimos

T(t,u,G) = x(t —ty,ut, Q)
para todo t > t,,. Porém, se p(u,}, G) = s,, entdao

_ x(t —tp,ut, G), t, <t <ty
T(t,u,G) = { u—(l- ) T !
n+1s n+1,

onde u; 1 = L(upi1) € Upi1 = 2(sp,u), G) € M

A solugdo Z(t,u,G) estd definida em cada intervalo [t,, t,+1], onde tm = 0 e
thr1 = 2 osi, n € Ng = NU{0}. Consequentemente, Z(t,u,G) estd definida no in-
tervalo [0, t,,41].

Se p(uf,G) = oo para algum n, o processo descrito acima terminard depois de um
numero finito de passos. Mas, se p(u,G) < oo para todo n € Ny, entdo o processo
continuard infinitamente e, neste caso, Z(t,u,G) estard definida em [0, T'(u,G)), onde
T(u,G) =32, si-

Sistemas semidindmicos impulsivos onde o movimento é definido para todo ¢t > 0 sao
os mais importantes e interessantes. Além disso, segundo Ciesielski (veja [16]), em muitos
casos, os sistemas definidos em [0,w), com w < oo, podem ser estendidos a [0, ), via
isomorfismos. Por essa razao, seguindo [1], vamos nos restringir a tais sistemas e, a partir
de agora, suporemos que
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(Csar) as solugoes das equagoes (4.1) e (4.2) estao definidas em todo o intervalo [0, c0).

A suposigao (Csyr) também é razoével e estd fundamentada no [12, Capitulo 5], onde
os autores apresentam condigoes suficientes para prolongar a solugao de uma EDO gene-
ralizada ao intervalo [0, c0).

Pelo Teorema 3.18 e pela Definicao 3.11, a aplicagao

m: Ry x O x F§(Q, h) = O x F;(Q, h),
dada por
7(t, u, G) = (x(t, u, G), Gy),

define um sistema semidindmico global associado a EDO generalizada (4.2). Por simpli-
cidade de notagao, denotaremos um sistema semidinamico global por (O x Fi(Q, h), )
e a ele nos referiremos como sistema semidinamico, simplesmente.

Definicao 4.1. Seja (u,G) € O x F;(£2, h).
(i) O movimento de (u,G) ¢ a funcao continua 7, ¢y : Ry — O X F5(€2, h) definida por
Tw,e)(t) = m(t,u,G), t € Ry.
(ii) A drbita positiva de (u, @) é dada pelo conjunto 7t (u, G) = {m(t,u,G): t > 0}.
Neste capitulo queremos mostrar a existéncia de um sistema semidindmico impulsivo
associado ao problema de valor inicial para a EDO generalizada impulsiva (4.1). Fare-
mos isso na primeira secao. Na segunda secdo, apresentaremos uma versao do Principio
de Invariancia de LaSalle para EDOs generalizadas e uma consequéncia desse resultado
para EDOs autonomas com impulsos em tempos varidveis. Na tltima secdo, exibiremos

outras propriedades topoldgicas do sistema semidindmico impulsivo que exploraremos na
primeira secao.

4.1 Existéncia de um sistema semidinamico impul-
sivo

Iniciaremos esta secao apresentando o conceito de um sistema semidinamico impulsivo
relacionado a uma EDO generalizada que foi introduzido em [1, Secao 5.

Defini¢ao 4.2. Um sistema semidinamico impulsivo em O x F§(§2, h) é uma aplicagdo
T: Ry x O X Fi(Q, h) = O x F;(, h) que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) 7(0,u, G) = (u, G) para todo (u,G) € O x F; (2, h);

(i) 7(s,7(t,u,G)) = 7(t+s,u, ) para quaisquer (u, G) € OX F§(Q, h) et,s € [0, c0);

(iii) para cada (u,G) € O x F;(2, h), a aplicagdo 7(+, u, G) é continua a direita em todo
ponto do intervalo [0,00) e o limite lateral a esquerda 7(t~,u, G) existe para todo
t > 0.

Definig¢ao 4.3. Seja (u,G) € O x F; (2, h). A orbita positiva impulsiva de (u, G) é dada
pelo conjunto 71 (u, G) = {7 (t,u, G): t = 0}.
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Vamos considerar um sistema semidindmico (OxF{ (€2, h), 7) associado ao sistema (4.2)
e m(t,u,G) = (z(t,u,G), Gy) seu movimento, onde z(t,u,G) é a tnica solugdo de (4.2)
definida no intervalo [0,00). Associada a esse movimento, definimos uma aplicagao
7: Ry x O X Fi(Q, h) = O x F;(£2, h) por

7(t,u,G) = m(t —t,,uf, G) para t, <t <t,.1 e n € Ny, (4.4)

ondeu =ug,tg=0,t, =" s,n €N, s, =pu,G),necNye pfoi definida em (4.3).
Note que

T(tu,G) = (Z(t,u, ), Gy_y,) para t, <t <t,.; e né€ Ny,

onde Z(t,u, G) é a solugao de (4.1).
O proximo resultado garante que a aplicagdo 7 definida em (4.4) é um sistema semi-
dindmico impulsivo associado & EDO generalizada impulsiva (4.1).

Teorema 4.4 ( [1], Teorema 5.2). A aplicagio © dada por (4.4) é um sistema semidind-
mico impulsivo associado 4 EDO generalizada impulsiva (4.1). Tal sistema serd denotado

por (O x F;(Q, h), 7).
Demonstragio. ¢ Prova de (i): Dado (u,G) € O x F;(§2, h), segue de (4.4) que
7(0,u,G) =70 — 0,us,G) = 7(0 — 0,u,G) = (u,G).

o Prova de (ii): Segue as mesmas ideias da prova do item (ii) da [7, Proposicao 2.1],
fazendo certas adaptacoes. O leitor motivado a escrevé-la deve se atentar ao fato de que
7 satisfaz a condigao (ii) da Defini¢ao 3.8.

o Prova de (iii): Seja (u,G) € O x F§ (2, h). Como Z(t,u,G) e G; sdo continuas a
direita em todo ponto t € [0, 00) e os limites laterais & esquerda Z(t—, u, G) e G- existem
para todo t > 0, concluimos que a aplicagao 7(-, u, G) é continua a direita em todo ponto
do intervalo [0, 00) e o limite lateral a esquerda 7(t~, u, G) existe para todo t > 0. O]

Embora 7 nao seja continua, inspirados em [24, Lema 2.3], os autores de [1] obtiveram
o seguinte resultado a respeito da convergéncia de 7.

Lema 4.5 ( [1], Lema 6.1). Seja (O x Fi(Q, h), ) um sistema semidindmico impulsivo.
Assuma que uw € O\ M e (vy)nen seja uma sequéncia em O que converge para u. Seja
(Gn)nen uma sequéncia em Fi(Q, h) tal que G, =3 G. Entdo, para todo t > 0, existe
uma sequéncia de numeros reais (€,)nen, COM €, =20, tal que

Tt + €n, U, Gn) =3 7(t, u, G).

Demonstragio. Para cada n € N, denotaremos por z(t,v,,G,) a solugdo do problema de
valor inicial

dz
@ ~ DGnlas) (4.5)
z(0) = vy,

n—oo

definida para todo ¢ > 0. Pela Proposigao 2.38, temos z(t,v,, Gy,) — x(t, u, G), onde
z(t,u,G) é a solugdo da EDO generalizada (4.2). Entao,

7(t, vn, Gp) e 7(t,u, G)
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para cada t > 0, ja que (G,,); == G,.

Se ¢(u, G) = 00, o resultado segue tomando ¢, =0, n € N.

Se o(u,G) < oo, entdo, seguindo as ideias de [24, Lema 2.3|, dividimos a prova em
trés casos.

Caso 1. 0 <t < 59 = p(u, Q).

Seja € > 0 tal que € < 59 —t. Como ¢ é continua em (O \ M) x F; (2, h) (veja (C.,)),
existe ng € N tal que —e < (v, Gy) — ¢(u, G) para todo n > ng. Dai, t < sg — € <
o(vp, Gy) para n = ng. Tomando €, = 0, obtemos

T(t + €n, 0, Gp) = T(t, 0, Gp) = 7(t, vy, Gy) e m(t,u,G) = 7(t,u, Q).

Caso 2. t = 59 = p(u, Q).
Para cada n € N; seja €, = ¢(v,, G,) — p(u, G). Assim, temos

T(t+ €n, U, Gn) = T(0(Vn, Gr), Vn, Gp) = 7(0,1((vn)1), Gn),

)
"% 1(u;), obtemos

onde (v,)1 = z(©(vn, Gpn), Vs, Gr), n € N. Mas, como I((v,)1) —
Tt + €n, U, Gn) = 7(0,1((vp)1), Gn) =3 7(0,uf, G) = 7(t,u, G).

Caso 3. t > ¢(u,G).
Neste caso, podemos escrever

para algum m € N e algum 0 < t' < s,,. Agora, seja t,, = > o((v,)F, Gr), onde

(Vn)
(vn)i = 2(p((vn)i1, Gn);s (va) g, Gr) e
I((vy)i) = (v,), paral<i<m— 1.

70

+
0o — Un,

Assim,
Tty Uny Gn) = (vp), G) =3 (uf, G).

m) m?

Definindo €, = t, +t' —t, n € N, e levando em conta que u;> ¢ M, posto que [MNO) C
O\Met < s, =, G), segue do Caso 1 que
Tt + €y Uny G) = T, T(tn, Un, G)) =3 7(t' u), G) = 7(t, u, G),

7 m?
finalizando a prova. O

Definicao 4.6. Diremos que um subconjunto © de O x F§ (2, h) é positivamente inva-
riante se, para todo (vg, Gg) € © e todo t € [0, ), tem-se 7(t, vy, Goy) € O.

A 6rbita positiva de um ponto (v,G) € O x FJ(2, h) é positivamente invariante
(pela definicao de érbita positiva e pela condi¢ao (ii) da Defini¢do 4.2). Porém, nao é
verdade que o fecho da 6rbita positiva 77 (v, G), com (v, G) € O x FF(, h), seja sempre
positivamente invariante. Mas, pode-se garantir o seguinte o resultado.

Lema 4.7 ( [12], Lema 14.20). Para cada (v,G) € O x F}(2, h), o conjunto 7+ (v, G) \
(M x F§ (2, h)) é positivamente invariante.
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Demonstragio. Sejam (u, F') € 7 (v,G) \ (M x Fi(£2, h)) e t > 0 arbitrarios. Entao,
existe uma sequéncia (¢, )nen C Ry tal que 7(t,,v,G) =% (u, F). Como u ¢ M, segue
do Lema 4.5 que existe uma sequéncia de nimeros reais (€, )pen, com €, —3 0, tal que

(
Tttty +€n,0,G) = F(t + €, 7(tn,v,G)) =3 7(t,u, F).

Por conseguinte, 7(t,u, F) € 7+ (v,G) \ (M x F;(Q, h)). Como (u,F) € 7t(v,G) \
(M x F5(§2, h)) e t > 0 foram tomados arbitrariamente, concluimos que o conjunto

7t (v, G) \ (M x F;(€, h)) é positivamente invariante. O

4.2 Principio de Invariancia de LaSalle

Nesta secao vamos apresentar a versao do Principio de Invariancia de LaSalle no
contexto das EDOs generalizadas que foi provada em [1]. Veremos que a existéncia de
um sistema semidinamico impulsivo (O x F§(Q2, h), 7) (garantida pelo Teorema 4.4) ser
fundamental para obter tal resultado.

Antes de abordar o Principio de Invaridncia de LaSalle para EDOs generalizadas,
alguns conceitos e resultados preliminares se farao necessarios.

Definig¢ao 4.8. Seja (O x F§(€2, h), 7) um sistema semidindmico impulsivo. O conjunto
de todos os pontos limites de 7(t, u, G), quando t — oo, é dado por

Q(u, G) = {(u*, G*) € O x F5(Q, h): #(An, u, G) =5 (u*, G¥)
para alguma sequéncia de ndmeros reais positivos M\, — oo}
Diremos que Q1 (u, G) é o conjunto limite positivo de 7(t, u, G).
O préximo resultado segue diretamente do Lema 4.5.

Lema 4.9 ( [12], Lema 14.22). O conjunto Q% (u, G) \ (M x F§ (€, h)) € positivamente
invariante. Em particular, se Q" (u, G) N (M x F§(Q, h)) = &, entio QT (u, G) € positi-
vamente invariante.

O proéximo resultado apresenta condigoes sob as quais o conjunto limite positivo é nao
vazio.

Proposicao 4.10 ( [1], Proposi¢ao 6.3). Seja (O x Fi(2, h), ) um sistema semidind-
mico impulsivo. Se T(t, u, G) permanecer num subconjunto compacto C de O para todo
t €0, 00), entao Ut (u, G) serd nao vazio.

Demonstragio. Seja (A,)nen € Ry uma sequéncia tal que A "% 0. Para cada n € N,
t

n
podemos garantir que existe p(n) € N* de forma que tpn) < Ap < tpmy41, onde Ly =

ﬁ’i%)fl s;. Pela definicao de 7, temos

77'()\”, u, G) = 7T()\n — tp(n)a U;_(n), G) = (.T()\n — tp(n)a U,;—(n), G), G)\n—tp(n))'
Como C e F;(2, h) sao conjuntos compactos (Fg (€2, h) é compacto pelo Corola-
rio 3.14), existem uma subsequéncia (ny)ien, u* € C e G* € Fi(Q2, h) tais que

~ k o *
T( A, u, G) = (A, — tp(nk),u;“(nk), G) =X ut e

Gy —tyny —3 G* em F3(Q, D),

Logo, 7(An,, u, G) oo (u*, G*) e, como A, oo 00, podemos inferir que
(u*, G*) € QT (u, G). Logo, QF(u, G) # &. ]
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Na sequéncia temos o conceito de um funcional de Lyapunov associado ao sistema
semidindmico impulsivo (O x F; (2, h), 7).

Definicao 4.11. Um funcional de Lyapunov associado ao sistema semidinamico impul-
sivo (O x F§(Q, h), ) é uma fungao nao negativa V: O x F5(Q, h) — R, que satisfaz as
seguintes condicoes:

(i) V é continua em O x Fi(Q, h);

(i) V(u,G) <0 para (u,G) € O x F;(€2, h), onde

V(u, G) = limsup V(E(h,u,G) — Vv, G).
h—0t h

Observacao 4.12. A condicao (ii) da Definigao 4.11 assegura que V(7 (t, u, G)) < V(u, G)
para todo t > 0.

Ja temos as preliminares necessarias para abordar o Principio de Invariancia de LaSalle
para EDOs generalizadas, resultado que segue abaixo.

Teorema 4.13 (Principio de Invaridncia de LaSalle - [1], Teorema 6.5). Seja (O x
F(2, h), T) um sistema semidindmico impulsivo. Suponha que T(t, u, G) permaneca
num subconjunto compacto C de O para todo t € [0, 00). Seja V: O x F;(Q, h) — Ry
um funcional de Lyapunov como definido na Definicao 4.11. Defina

E={(v,H)e Ox F;(Q, h): V(v,H) =0}.
Seja W o maior subconjunto de E positivamente invariante. Se
O (u, G)N (M x F5(Q, h)) = 2,
entio QO (u, G) estd contido em W.

Demonstragio. Pelo Lema 4.9 e pela Proposi¢ao 4.10, podemos afirmar que Q7 (u, G) # &
e Q" (u, G) é positivamente invariante. Como QT (u, G) # &, para continuar a prova,
vamos considerar dois casos: quando Q7 (u, G) é um conjunto unitario e o caso contrario.
Caso 1. Q" (u, G) é um conjunto unitario.
Neste caso, digamos que Q1 (u,G) = {(u*,G*)}, com (u*,G*) € O x F;(2, h). Da
invariancia positiva de Q7 (u, G) segue que

7(t,u*,G*) = (u*,G*) para todo t > 0.

Dessa forma, N
. ) — timsap Y FE7.G) = V(w6

h—0t+ h

=0,

de onde segue que Q" (u,G) C E. Como W é o maior subconjunto positivamente invari-
ante contido em FE, concluimos que Q% (u, G) C W.

Caso 2. Q" (u, G) ndo é um conjunto unitario.

Sejam (uy, Gy), (uz, G2) € Q% (u, G). Vamos mostrar que V' (uy, Gy) = V(ug,G). De
fato, pela definicao de conjunto limite positivo (veja Defini¢ao 4.8), existem sequéncias

n—oo n—oo .
(An)nen € (Kn)neny em Ry, com A\, — 00 e kK, — 00, tais que

%(An7u7G) TH—O>O <u17 Gl) € %(5n7u7 G) TH_O}O (u27G2)‘
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Podemos escolher subsequéncias (A, )ren € (Kn, )ren tais que A, < Ky, , k¥ € N. Entao, a
condicao (ii) da Definigdo 4.11 implica que

V(T (Kny,, u, G)) < V(T(Any, u, G)). (4.6)
Como V é continua (pela condigao (i) da Defini¢do 4.11), temos
V(uz, Ga) < V(u1,G1) quando k — oo em (4.6). (4.7)

Similarmente, podemos escolher subsequéncias (ky,, Jmen € (An,, Jmen tais que K, < A\,
m € N, e concluir que

V(Ul,Gl) < V(Ug,Gl). (48)

Por (4.7) e (4.8), obtemos V(uy,G1) = V(ugz,G1), provando que V' é constante em
QF (u, F), j& que (u1, G1), (ug, Go) foram escolhidos de modo arbitrério em Q7 (u, G).

Como QF (u, G) é positivamente invariante, a derivada de V satisfaz V (u*, G*) = 0
para todo (u*,G*) € Q% (u,G). Logo, Q% (u,G) C E e, como W é o maior subconjunto
positivamente invariante contido em F, concluimos que Q*(u, G) C W, finalizando a
prova. ]

4.2.1 Uma aplicacao para EDQOs autonomas

Nesta subsecao apresentaremos uma versao do Principio de Invariancia de LaSalle
para EDOs auténomas com impulsos em tempos varidveis, obtida também em [1]. Vale
observar que esse principio é também valido na auséncia de impulsos.

Vamos considerar o seguinte problema de valor inicial

&= f(x),
I: M — N, (4.9)
z(0) = o,
onde
. dr
( ) Tr = Ev

(ii) f: O — R™ é uma fungao;

)
(iii) O é um subconjunto aberto de R™;
(iv) M é um subconjunto fechado de R™;
)

(v) I: M — N é uma aplicagdo continua, denominada operador de impulso tal que
I(M)NM = 2.

A teoria bésica das equagoes diferenciais impulsivas, relacionada ao problema (4.9),
pode ser encontrada em [30,34], por exemplo.

Vamos denotar a solugao de (4.9) por z(t,zo, f). Também vamos admitir que M
satisfaz a seguinte condicao:

(Ca) Se xz(to, zo, f) € M para algum to > 0, onde z(t) = z(t, zo, f) é solucao de (4.9),
entao existe € > 0 tal que

x(t,xo, f) ¢ M, para t € (to—e,to) U (to,to+€).
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Com a condicdo (C'y;), impomos que a solugio z(to, 2o, f) de (4.9) encontre M somente
em pontos isolados.

Seja A o conjunto de todas as fungoes f: O — R"™ que satisfazem as seguintes condi-
coes:

(A) existe uma constante positiva K > 0 tal que

IIf(x)]| < K, paratodo z € O;

(B) existe uma constante positiva L > 0 tal que

1f(z) = W < Lllz —yll, para quaisquer z,y € O;

Agora, vamos definir uma fungao ¢: O x A — (0, oo associada ao problema (4.9) por

b(u, f) = s, se x(s,u,f) €M e z(t,u, f) ¢ M para 0 <t <s,
I = 00, se x(t,u, f) ¢ M para todo t > 0.

Lema 4.14 ( [1], Lema 7.1). Seja f € A. Para cada v € O e cada t > 0, defina
F(z,t) = f(x)t.
Entao, F € F;(Q,h), onde Q=0 x [0,00) e h(t) = (K + L)t.
Demonstracio. Devemos mostrar que F' satisfaz as condigoes da Definicao 3.13, sendo h
continua, ndo decrescente e tal que |h(t+s2) —h(t+s1)| < |h(s2) —h(s1)|, para quaisquer
S1, 82,1 € [0, 00).
(a) Inicialmente, note que h(t) = (K + L)t é crescente, continua e

|A(t + s2) = h(t + s1)| = [(K + L)(s2 — s1)| = |h(s2) — h(s1)],

para quaisquer si, S2,t € [0, 00).
(b) Dado = € O, temos F(z,0) = f(z)-0=0.
(¢) Dados (z, s2), (z,51) € Q, temos

|1 F(x,52) = F(z,50)[| = || f(2)[ [s2 = s1] < Kls2 = s1] <
< (K + L)[sz — 51| = [h(s2) — h(s1)]-
(d) Por fim, dados (z, s5), (x,51), (3, 52), (y, 1) € 2, obtemos
[F(z,s2) = F(x,51) = F(y,s2) + F(y,s1)[| = [|(f (@) = f(y))(s2 = s1)| <
S Lz =yl ls2 = s1| < (K + L) |z = yll |s2 — 1
= llz = yll|h(s2) — h(s1)].

De (a), (b), (c) e (d) e da Defini¢do 3.13 segue que F' € F; (2, h). O
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Seja x(t, zo, f) a solugdo de (4.9) definida em [0, 00). O conjunto de todos os pontos
limites de z(t, zo, f), quando t — oo, é definido por

w(zo, f) = {z* € O: (A, 20, f) =3 2*, para alguma sequéncia

de ntimeros reais positivos (An)neny tal que A, —% oo}.

O conjunto w(xg, f) é dito o conjunto w-limite da solucao x(t, xq, f).

Diremos que um subconjunto B de O é positivamente invariante com respeito ao
sistema (4.9) se, para cada xg € B, x(t, zo, f) € B para todo t € [0, c0).

O proximo lema serd importante para provar que, sob uma certa condi¢do, o con-
junto w-limite de z(t, zo, f) é positivamente invariante, resultado este que serd provado
na sequéncia.

Lema 4.15. Suponha que o € O\ M e (x,)nen seja uma sequéncia em O que converge

para um ponto xo. Seja x(t) = z(t,z,, f), n=10,1,2,..., a solugao do problema de valor
inicial

&= f(x),

I: M — N,

z(0) = x,,

definida no intervalo [0,00). Entdo, para todo t > 0, existe uma sequéncia de nimeros
reais (€ )nen, com e, —= 0, tal que

Tt + e, Tn, f) =3 x(t, 20, f).
A prova do Lema 4.15 é analoga a prova do Lema 4.5.

Lema 4.16. Seja 9 € O. Se w(xo, f) N M = &, entdo o conjunto w-limite w(xg, f) é
positivamente invariante com respeito ao sistema (4.9).

Demonstragio. Dado x* € w(xg, f), existe uma sequéncia (A\,)nen C Ry, tal que
A, X 0o e
r(An, 20, f) =3 2* € O,

. A . p . n—oo
Pelo Lema 4.15, existe uma sequéncia de ntiimeros reais (£, )nen, com &, — 0, tal que

2(t + en, 2(An, 70, ), f) =5 x(t, 2", f) € O,

para qualquer ¢t > 0. Como z(t + &,, x( Ay, o, f), f) = (A + &n + , 20, f) (uma vez que
a EDO é auténoma) e t + ¢, + \, ey o0, obtemos o resultado. O

Antes de introduzirmos a versao do Principio de Invariancia de LaSalle para uma EDO
autonoma impulsiva, vamos apresentar o conceito de funcao de Lyapunov com respeito
ao sistema (4.9).

Definigao 4.17. Diremos que uma func¢ao nao negativa U: O x A — R, é uma fungdao
de Lyapunov associada ao sistema (4.9) se satisfaz as seguintes propriedades:

(i) U é continua em O x A,

(i) U(xo, f) <0, para (zo, f) € O x A, onde

U(:z:o,f) — lim sup U(z(n, o, f), f) — U(ﬂﬁoaf)_

n—0~+ n
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Teorema 4.18 (Principio de Invaridncia de LaSalle - [1], Teorema 7.5). Suponha que
x(t) = x(t, xo, f) permanega num subconjunto compacto de O para todo t € [0,00), onde
x(t) = x(t,zo, f) € a solugao de (4.9) com f € A. Suponha que U seja uma fungao de
Lyapunov definida como na Defini¢io 4.17. Defina Hy = {T € O: Uz, f) = 0} e seja
N o maior subconjunto positivamente invariante de Hy. Se w(xo, f) N M = &, entdo

w(xo, f) CN.

Demonstragio. Seja z(t) a solugao do sistema nao impulsivo
&= f(z),
z(0) = xo.

Sabemos que z satisfaz a equacao integral

Aw:xvggf@@»ﬁ,t>o,

ja que f satisfaz as condigdes (A) e (B) e é, portanto, limitada e continua - a integral que
aparece no lado direito da igualdade acima é no sentido de Riemann.

Definindo
F(z,t) = f(a)t, (x,t) € O x [0, 00),

podemos afirmar que z(t) é também a solu¢ao da EDO generalizada

dx
&~ Pr@ b, (4.10)
z(0) = zo.

Para se certificar dessa ultima afirmagao, solicitamos ao leitor que recorde sobre o que foi
dito na introdugao do Capitulo 2.
O Lema 4.14 garante que F' € F(£2, h), onde h(t) = (K + L)t e 2 = O x [0, 00).
Pelo Teorema 3.18, a aplicagdo m: [0,00) x O x F§(2,h) — O x F;(Q2, h) dada por

7(t, xo, F) = (2(t, o, F), F}), (4.11)

¢ um sistema semidindmico em O x F(2, h) associado ao sistema (4.10). Pelo Teo-
rema 4.4, (O x F;(2, h), ) é o sistema semidindmico impulsivo associado ao sistema

dx
— =DF(x,t
dT (‘r7 )

I: M — N (4.12)
z(0) = o,
onde

%(ta Zo, F) = (l’(t, Zo, F)a Ft—tn)a

com z(t) = Z(t) sendo a tnica solugdo maximal de (4.9), parat, <t < t,;1,n=0,1,2,...
com tog=0,t,1 =318, n=0,1,2,... e s =¢(x)], F).
Defina V': O x F; (2, h) — R, por

V(z(t),F) = U(z(t), f), > 0.

Note que
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para quaisquer € O e t,h > 0. Dessa forma, V(x(t), Fy) = V(x(t), F) = U(x(t), f)
para todo h > 0. Portanto,

V(:C(t), F) = Timsup V(z(h, z(t), F), F,) — V(x(t), F)

h—0t+ h

_ Ulx(h, x(t), f), ) = Ulxz(t), f)
ot h

= Ula(t), f).

Por outro lado, temos
V(l(w), F) = V(uf,F)=V((e(u,F),u,F),F)
= V(z(o(u, F),u, F), Fowr))
(m(p(u, ), u, F)),

S

para todo (u, F') € O x F;(, h).
Agora, seja .
E={(v,H)e OxF;(, h): V(v,H) =0}

e seja W C E o maior subconjunto positivamente 7—invariante de E. Sabendo que
w(zg, f) N M = &, podemos inferir que Q" (xg, F) N (M x F;(2, h)) = @. Entdo, pelo
Teorema 4.13, temos Q (zg, F') C W. Para completar a prova, vamos provar a seguinte
assercao.

Afirmagao: w(xo, f) C N.

Com efeito, dado x* € w(xg, f), existe uma sequéncia de nimeros reais positivos
(Aw)nen, tal que A, =3 oo e

:B(/\n) = x()\n>$07 f) Xt
Note que V(z(\,), Fy,) = U(x(An), f). Como o conjunto F;(€2,h) é compacto, a
menos de uma subsequéncia de (Fy,), € N, existe F* € Fi(Q,h) tal que F\, =% F*.
Dali,
limsup V(z(\,), Fy,) = limsup U(z(\,), ),

n—00 n—oo
de onde segue que ' _
Uz, f)=V(z", F7).

Como (z*, F*) € Qt(zy, F), pelo Teorema 4.13 extraimos que V(z*, F*) = 0. Sendo

assim, . .
U, f)=V (" F*)=0

e x* € Hy. Por conseguinte, w(yo, f) C Hy.

Como w(yo, f) é positivamente invariante e A é o maior subconjunto positivamente

invariante de Hy, concluimos que w(yo, f) C N, provando a afirmacdo e finalizando a
prova. [

4.3 Propriedades recursivas

Finalizaremos este capitulo apresentando algumas propriedades topologicas de um
sistema semidindmico impulsivo (O x Fi(£2, h), 7) como o que foi definido na Segao 4.1.
Esta secao estd fundamentada nas referéncias [6], [13] e [12, Capitulo 14].
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No conjunto O x Fg (2, h), vamos considerar a seguinte métrica

o((z, 1), (y, %)) = ||lz = yll + p(F1, Fa),

para quaisquer (x, 1), (y, F») € O x F§(2, h), onde p foi definida em (2.18).
Adicionalmente, vamos considerar a seguinte condigao (T):

que 7(t,,v, H) "3 (u, F), entdo existe uma sequéncia (ay,)nen C Ry, a, =3 0,

tal que (o, T (t ,H)) € M x F;(Q, h) para n suficientemente grande, ou seja,
7 (tn + an, v, H) =% (I(u), F).

(T) Se (u, F) € M x F5(Q,h), (v,H) € O x F;(Q,h) e (t,)neny ¢ uma sequéncia tal
(u,

A seguir, temos os conceitos de minimalidade e recorréncia. Para sistemas semidina-
micos impulsivos gerais, esses conceitos podem ser encontrados em [13].

Definicao 4.19. Diremos que um subconjunto ¥ C O x F§ (2, h) é minimal quando
Y\ (M x F(Q,h)) # 2, ¥ é fechado, X\ (M x F;(2, h)) é positivamente invariante e 3
nao contém nenhum subconjunto proprio satisfazendo todas essas condigoes.

Defini¢ao 4.20. Diremos que um ponto (u, F)) € O x F§(2, h) é recorrente se, para todo
e > 0, existe um 7" = T'(¢) > 0 tal que, para quaisquer ¢, s > 0, o intervalo [0, 7] contém
um numero 7 > 0 tal que

o(m(t,u, F),m(s+7,u, F)) <

Diremos que um subconjunto ¥ C O x F;(§2, h) é recorrente se cada ponto (u, F) € ¥ é
recorrente.

Os préximos resultados apresentam caracterizagoes dos conjuntos minimais de

O x F; (S, h).

Teorema 4.21 ( [12], Teorema 14.28). Um subconjunto ¥ C O x F§ (2, h) € minimal se,
e somente se, X = 7wt (u, F'), para todo (u, F) € ¥\ (M x F5(Q, h)).

Demonstragio. ¢ Prova de (=): Suponha que ¥ seja minimal e tome (u, F') € ¥\ (M x
F5 (€2, h)) arbitrariamente.
Como X\ (M x F;(€2, h)) é positivamente invariante e X é fechado, temos

(u,F)c T =X,

Sabendo que 7t (u, F') \ (M x F5(Q,h)) # &, 7+ (u, F') é fechado e 7+ (u, F) \ (M x
F5(Q,h)) é positivamente invariante (pelo Lema 4.7), a minimalidade de ¥ implica
S = 7+ (u, F).

o Prova de («<): Agora, suponha que ¥ = 7+ (u, F) para todo (u, F) € ¥\ (M
F5(Q,h)). Seja© C ¥ tal que ©\ (M X F5(Q,h)) # @, O seja fechado e ©\ (M x F§ (2, h
seja positivamente invariante. Tome (v,G) € © \ (M x F;(Q,h)). Entdo (v,G) € X
(M x F;(2,h)), o que implica ¥ = 7+ (v, G). Finalmente, como © \ (M x F; (2, h)) ¢
positivamente invariante e © é fechado, obtemos

('D/\_/X

OcL=7"(v,G) CO =06,

ou seja, X = ©. Isso prova que X é minimal. O
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Teorema 4.22 ( [12], Teorema 14.29). Seja ¥ C O x F;(2, h) e suponha que, para todo
(u, F) € ¥, Qt(u, F) \ (M x F;(2,h)) # @. Entao, ¥ é minimal se, e somente se,
Y= Q" (u, F) para todo (u, F) € ¥\ (M x F5(Q,h)).

Demonstrag¢io. ¢ Prova de (=): Assuma que X seja minimal e tome (u, F)) € ¥\ (M x
Fi (€, h)) arbitrariamente.
Sabendo que X\ (M x F; (€, h)) é positivamente invariante, Q" (u, F) C 7t (u, F) e &
é fechado, temos
QO (u, F)Cc7t(u, F) Cc X =13

Como QF (u, F)\ (M x F5(Q, h)) # &, QT (u, F) é fechado e QF (u, F) \ (M x F;(Q, h))
é positivamente invariante (pelo Lema 4.9), a minimalidade de ¥ implica ¥ = Q% (u, F).

o Prova de («<): Agora, suponha que ¥ = QT (u, F) para todo (u,F) € ¥\ (M x
F5(Q,h)). Seja© C ¥ tal que ©\ (M xF;(2,h)) # @, © seja fechado e ©\ (M x F; (€2, h))
seja positivamente invariante. Tome (v,G) € © \ (M X F§(Q,h)). Entao (v,G) € ¥\
(M x F§(2,h)), o que implica ¥ = Q% (v,G). Finalmente, como © \ (M x F5(Q,h)) é
positivamente invariante e fechado, obtemos

)

OCY=0%G)c7t(v,G) CO =06,
de onde segue que ¥ = O, concluindo que ¥ é minimal. O

O préximo teorema atesta que conjuntos minimais e compactos sdao recorrentes. Sua
prova foi inspirada na prova do [13, Teorema 4.17].

Teorema 4.23 ( [12], Teorema 14.30). Se o conjunto ¥ C O x F;(Q, h) for minimal e
compacto, entao o conjunto ¥\ (M x F5(2, h)) serd recorrente.

Demonstragdo. Seja ¥ um conjunto compacto e minimal. Suponha, por absurdo, que
(u, F) € ¥\ (M x F;(Q,h)) ndo seja um ponto recorrente. Entdo, existem ¢ > 0 e
SequénCia’S (/\n)nGNa (Sn)neN, (tn)neN C R+ taiS que )\n n—>—o>o O e

o(T(tn,u, F), 7 (sp + 7,u, F)) > €, para quaisquer 7 € [0,\,] e n € N. (4.13)

Note que 7 (t,,u, F), 7 (sn + %",u, F) € ¥ para todo n € N, uma vez que ¥ \ (M X
F5 (€2, h)) é positivamente invariante. Como X é compacto, podemos assumir que existem
(w1, F1), (uz, F2) € X tais que

nosoe _ A o
ol u, F), (11, 1)) =5 0 e Q<W<Sn+2,u,F>,(u2,F2)> o,

Para continuar, vamos considerar dois casos, a saber, quando uy ¢ M e quando uy € M.

Caso 1. ug ¢ M.

Seja t > 0 tal que t # ZJ Ogo((u2)+ F) para todo k& € Ny, ou seja, ¢t ndo é um
momento de impulso. Usando a continuidade de 7 e I, obtemos § > 0 de forma que, se
o((w, I), (ug, F3)) < §, entdo

o(F(t,w, 1), 7(t, uz, Fy)) < (4.14)

Wl ™

Agora, seja ng € N tal que ’\% > t,

An
(T (tng, u, F), (uq, F1)) < % e Q<7~T<Sn0 + 20,u,F>, (ug,F2)> < 0. (4.15)
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Por (4.13), (4.14) e (4.15), obtemos

Ano
o(7(t,ug, Fy), (uy, 1)) > ( (tng,u, F), <3n0+2—|—t,u,F>>

An
Q(WtUQ,FQ (t,w(snOJrQO,u,F)))

Q(?T no» U, F) (thl))

- € € €
€E——— - =—.

3 3 3
Como t foi escolhido de modo arbitrario, podemos inferir que

_ €
o(m(t, ug, Fy), (ug, F1)) > 3

para todo ¢ > 0, com t # ¥5_; p((u2)}, F), k € No.
Por outro lado, se existir k € N tal que t = Z?:o ¢((ug)}, F), entdo poderemos escolher
uma sequéncia (5n)neN C R, tal que

B % ;)cb((uQ)jﬂF) e ;)SO((W);F,F) < fn < ;)SO((m)faF)

Pelo que foi constatado anteriormente, podemos afirmar que
- €
Q(W(5n7u27F2)7<ulaFl)> > g, paranGN.

Fazendo n — oo, obtemos

g(w(z ol(wa)f )2 ). () ) >

posto que 7 é continua a direita. Dessa forma,

Y

Wl ™

o(T(t,ug, F3), (w1, F1)) > g, para todo ¢t > 0,

de onde podemos afirmar que (uy, Fy) ¢ 7t (ug, F). Mas, como ¥ é minimal, temos
Y = 7t (ug, Fy) pelo Teorema 4.21. Entao, (ui, F1) ¢ X, o que é uma contradigao.

Caso 2. uy € M.

Pela condicio (T), existe uma sequéncia (ay)neny C Ry, tal que oy, =3 0 e

Q(%<an+sn+)\2n,u,F>,(I( 2), F2)> 0.

Como X\ (M x F§(2, h)) é positivamente invariante e (u, F') € ¥\ (M x F5(Q, h)),
temos (I(ug), Fy) € X = ¥. Vamos, portanto, considerar o movimento 7 (¢, I(uy), ) para
todo t > 0. Sabendo que I(M) N M = &, podemos atestar que I(uz) ¢ M. Seguindo as
ideias do Caso 1, obtemos

o(m(t, I(ug), Fy), (uy, Fy)) = %, para todo t > 0,

implicando (u1, F1) ¢ 7 (I(ug), F3), o que também é uma contradicao, ja que X é minimal.

Pelo que provamos nos Casos 1 e 2 concluimos que (u, F) € ¥\ (M x F§(2, h)) deve
ser um ponto recorrente. Sendo (u, F') arbitrario, deduzimos que X\ (M x F;(2,h)) é um
conjunto recorrente. OJ
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Como consequéncia imediata do Teorema 4.23, temos o seguinte resultado, com o qual
finalizamos este capitulo e este trabalho.

Corolario 4.24. Seja (u, F) € O x F;(Q,h). Se QF (u, F) é compacto e minimal, entio
QF (u, F)\ (M x F§(Q, h)) € recorrente.
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