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RESUMO

Neste trabalho estudaremos a dinâmica assintótica de uma classe de problemas

parabólicos semilineares com condição de contorno de Dirichlet em domínios com

um pequeno buraco, cujo tamanho é proporcional a um parâmetro ε positivo pequeno.

Em outras palavras, veremos que a família de atratores se comportam continuamente

quando o parâmetro ε → 0, bem como, obteremos as taxas de convergência em

termos do parâmetro.

Palavras-chave: Equações Parabólicas. Atratores. Semicontinuidade Inferior e
Superior. Domínio com Buraco.





ABSTRACT

In this work we will study the asymptotic dynamics for a class of semilinear parabolic

problems with Dirichlet boundary conditions in domains with a small hole whose size is

proportional to a small positive parameter ε. In other words, we will prove that the family

of attractors behave continuously as ε → 0, as well as we will provide the convergence

rates in terms of the parameter.

Keywords: Parabolic equations. Attractors. Lower and Upper semi-continuity. Domain
with hole.
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INTRODUÇÃO

Um pequeno buraco é um exemplo simples de uma pertubação geométrica no
domínio que são relatados da teoria de pertubação singular. Os principais resultados
hoje em dia, se concentram na convergência de soluções no sentido que a solução do
problema perturbado converge para a solução do problema limite no sentido da norma L2

para norma H1
0 .

Neste trabalho consideramos uma classe de problemas parabólicos em um domínio
com um pequeno buraco com condição de contorno de Dirichlet homogênea.

Seja Ω ⊂ Rn, n ≥ 3, um domínio limitado com fronteira ∂Ω ∈ C2, e ε ∈ (0, 1]
um parâmetro pequeno. Dados ω ⊂ Rn um domínio limitado com fronteira, ∂ω,
suficientemente suave e um ponto x0 ∈ Ω, considere

ωε =
{
x ∈ Rn : ε−1(x− x0) ∈ ω

}
.

Denota-se por Ωε o domínio obtido retirando-se um buraco ωε do domínio Ω, isto é,
Ωε := Ω\ωε, cuja fronteira é dada por ∂Ωε := ∂Ω ∪ ∂ωε.

Ωε

ωε

Ω

Figura 1: Domínio Ωε.

Considere a equação parabólica semilinear
∂uε

∂t
−

∑
1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(x)∂uε

∂xj

)
+ V (x)uε = f(uε), x ∈ Ωε, t > 0

uε = 0, x ∈ ∂Ωε,

(1)

onde as funções aij, V : Ω → R, para 1 ≤ i, j ≤ n, satisfazem as seguintes condições:
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20 Introdução

(a) aij ∈ C1(Ω) e aij(x) = aji(x), ∀x ∈ Ω;
(b)Condição de elipticidade:

∃ϑ0 > 0 :
∑

1≤i,j≤n

aij(x)ξiξj ≥ ϑ0 |ξ|2 , ∀x ∈ Ω, ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ Rn;

(c) V ∈ C(Ω), tal que V (x) ≥ 0,∀x ∈ Ω;

A função f : R → R é uma função não linear que satisfaz:
(d) f ∈ C2(R);
(e) Condição de crescimento:

∀ s ∈ R, ∃ϑ1 > 0 : |f ′(s)| ≤ ϑ1
(
1 + |s|γ−1

)
, 1 ≤ γ < n+2

n−2 , n ≥ 3;

(f) Condição de dissipatividade: lim sup
|u|→+∞

f(u)
u

≤ 0.

Quando ε → 0, o “domínio limite”, Ω0, consiste no domínio Ω e a equação limite é
dada por 

∂u0

∂t
−

∑
1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(x)∂u0

∂xj

)
+ V (x)u0 = f(u0), x ∈ Ω, t > 0

u0 = 0, x ∈ ∂Ω.
(2)

Em espaços de funções adequados Xε, ε ∈ [0, 1], escreveremos os problemas (1) e
(2), como uma equação de evolução do tipo{

u̇ε + Aεuε = F (uε), t > 0
uε(0) = u0

ε ∈ Xε,
(3)

onde F é o operador de Nemitskii associado a f e o operador Aε : D(Aε) ⊂ Xε → Xε é
dado por

D(Aε) =
{
uε ∈ H2(Ωε) : uε = 0 em ∂Ωε

}
,

Aεuε = −
∑

1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(·)

∂uε

∂xj

)
+ V (·)uε.

E denotando por uε := uε(t, u0
ε) a solução de (3) e por Tε(t, uε

0) o semigrupo não-
linear associado a (3) obtido pela fórmula da variação das constantes

Tε(t, u0
ε) = e−tAεu0

ε +
t∫

0

e−(s−t)AεF (Tε(s, u0
ε)) ds, ∀ t ≥ 0,

veremos que o semigrupo {Tε(t, uε
0) : t ≥ 0} associado problema (3) possui um atrator 

global Aε.



CONCLUSÕES

Nesta tese começamos com o estudo da dinâmica assintótica de uma classe de
problemas parabólicos semilineares em um domínio com um pequeno buraco, Ωε ⊂
Rn, n ≥ 3. Mais especificamente quando consideramos o problema de valor de contorno
com condição de Dirichlet, mostramos que os atratores associados a esta classe de
problemas se comportam continuamente quando o parâmetro envolvido se torna pequeno.

Pretende-se como próximo passo estudar a dinâmica assintótica da mesma classe
de problemas parabólicos semilineares considerando agora a condição de Dirichlet na
fronteira de Ω, i.e., uε = 0 em ∂Ω e condição de Neumann na fronteira do buraco, i.e.,
∂uε

∂N
= 0 em ∂ωε, bem como considerar ainda o caso com condição de Dirichlet na fronteira

de Ω, i.e., uε = 0 em ∂Ω e condição de Robin na fronteira do buraco, i.e, ∂uε

∂N
+ αuε = 0

em ∂ωε, onde ∂
∂N

é a derivada com respeito a normal e α > 0. Salientamos, ainda, que
neste estudo será abordado o caso n ≥ 2 e que o caso n = 2, ainda em aberto deste
estudo inicial, será também desenvolvido para condição de Dirichlet tanto na fronteira de
Ω como na fronteira do buraco.

Um outro problema de estudo para o futuro é considerar o domínio Ω com mais
de um buraco (veja, por exemplo, Figura 4.4) e estudar a dinâmica assintótica para a
mesma classe de problemas parabólicos semilineares que consideramos nesta tese com as
respectivas condições de contorno na fronteira dos pequenos buracos.

Ωε

ω3
ε

ω1
ε

ω2
ε

ω4
ε

ω5
εω6

ε

ω7
ε

Ω

Figura 4.4: Domínio Ωε = Ω\
7⋃

i=1
ωi

ε.
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