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RESUMO

Este trabalho trata do problema de estabilizacao robusta e de novas técnicas de otimi-
zacao robusta de sistemas lineares continuos no tempo sujeitos a incertezas politopicas no
modelo. Todo trabalho é fundamentado em leis de controle por realimentacao estatica de
saida. As técnicas de projetos apresentam condicoes suficientes na forma de desigualdades
matriciais lineares (LMIs, acrénimo inglés para Linear Matriz Inequalities), formuladas
com base na teoria de estabilidade segundo Lyapunov. Além do mais, indices de desempe-
nho como a taxa de decaimento também sdo considerados no modelo, visto que, garantir
apenas a estabilidade nem sempre é suficiente para fins de engenharia. As modelagens
LMIs sao realizadas através de lemas largamente utilizados em diversas areas de sistema de
controle, como, por exemplo, o lema de Finsler, que permite o uso tanto de uma funcao de
Lyapunov dependente de pardmetros (PDLF, acrénimo inglés para Parameter-Dependent
Lyapunov Function) quanto o uso de LMIs classicas baseadas na existéncia de uma fun-
¢ao de Lyapunov quadratica comum (CQLF, acrénimo inglés para Common Quadratic
Lyapunov Function) para assegurar a estabilidade assintética dos sistemas. Comparagoes
entre ambos os métodos de projeto foram realizadas, e o presente trabalho apresenta re-
sultados menos conservadores na maior parte das ocasioes, isto é, na maioria das vezes
os problemas podem ser solucionados com PDLFs e nao com CQLFs. Ainda, é proposta
neste trabalho uma nova técnica para otimizacao da norma de controladores de saida e
comparagoes sao realizadas entre os métodos como forma de verificar a sua eficicia. O
desafio deste trabalho consiste em realizar projetos de controladores robustos via LMIs
através da realimentacao estatica de saida que fossem passiveis de implementacao em um
sistema fisico real sujeito a falhas. A partir dos controladores de saida projetados foram
feitas simulacoes com o auxilio do software MatLab® e os mesmos foram implementa-
dos em um helicéptero 3-DOF (Degrees Of Freedom - Graus de liberdade) de bancada
da marca Quanser®, sempre visando alternativas de controladores com menor norma e
melhor desempenho que atendam as restrigcoes do projeto. Por fim, o trabalho se encerra
com uma se¢ao de conclusoes e perspectivas futuras.

Palavras-chave: Desigualdades matriciais lineares. Realimentagao estatica de saida.
Sistemas lineares. Falhas estruturais. Funcao de Lyapunov dependente de parametros
(PDLF). Fungao de Lyapunov quadratica comum (CQLF). Otimizacao da norma do con-
trolador.



ABSTRACT

This thesis addresses the problem of robust stabilization and robust new optimization
techniques for continuous-time linear systems subject to polytopic uncertainties in the
model. All work is based on static output feedback control laws. The text presents
sufficient conditions for control projects in the form of Linear Matrix Inequalities (LMIs),
formulated in terms of the Lyapunov stability theory. Moreover, performance indices
as decay rate are also considered in the model, since only ensure stability is not always
sufficient for engineering purposes. The modeling is performed using LMIs widely used
lemmas in several areas of control systems , such as, for example, the Lemma of Finsler,
which allows the use of Parameters Dependent Lyapunov Functions (PDLFs) as the use
of classic LMIs based on the existence of a Common Quadratic Lyapunov Functions
(CQLFs) to ensure asymptotic stability of the systems. Comparisons between the two
design methods were performed, and the present work shows less conservative results
on most occasions, in other words, the problems can be solved with PDLFs and not
with CQLFs in most cases. Still, this work proposes a new technique for optimizing the
norm of output controllers and comparisons are made between the methods as a way to
verify its effectiveness. The challenge of this work was to carry out robust controllers
designs based on LMIs through static output feedback that could be implemented on a
real physical system subject to failure. Thus, simulations were made and the designed
output controllers were implemented in a 3-DOF (Degrees Of Freedom) helicopter bench
of Quanser® trademark, always secking alternative controllers with better performance
and lower norm that comply the project constraints. Finally, the work ended with a
section of conclusions and future prospects.

Keywords: Linear matrix inequalities (LMIs). Static output feedback. Linear sys-
tems. Structural flaws. Parameter-dependent lyapunov function (PDLF). Common qua-
dratic Lyapunov function (CQLF). Optimization of the controller norm.
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1 INTRODUCAO

O projeto de controladores de saida estaticos ou dindmicos atraiu e continua a atrair
uma grande quantidade de atencao. Isto pode ser justificado simplesmente pelo fato de
que para uma grande quantidade de aplicacoes o vetor de estados nao é completamente
acessivel (MEHDI; BOUKAS; BACHELIER, 2004; XIE; SYRMOS, 1997).

A realimentacao dinamica da saida consiste no projeto de um observador de estados,
ou seja, os estados estimados é que sao utilizados na matriz de realimentacao do sistema.
J& a realimentacao estatica de saida utiliza apenas ganhos nos elementos da matriz de
realimentacao, logo os estados da planta é que sao usados diretamente na realimentacgao

do sistema, sem a dinamica intermediaria.

Desta forma, a realimentacao estatica de saida esta entre os mais importantes proble-
mas de controle para o qual uma solu¢ao completa ainda nao estd disponivel (CRUSIUS;
TROFINO, 1999). Sendo assim, uma infinidade de trabalhos podem ser encontrados na
literatura tratando dos mais variados casos em que a realimentacao estatica de saida é
interessante como, por exemplo, no tratamento adequado para sistemas discretos consi-
derando incertezas politépicas (MEHDI; BOUKAS; BACHELIER, 2004), realimentagao
estatica de saida utilizando fungoes de Lyapunov polinomiais (AGULHARI; OLIVEIRA;
PERES, 2010b), controle misto Ha/H o para sistemas incertos continuos no tempo (AGU-
LHARI; OLIVEIRA; PERES, 2010c) e controle Hy (PEAUCELLE; ARZELIER, 2001).
Apesar de muito interessante devido sua simplificada implementacao pratica, a formu-
lagao baseada em desigualdades matriciais lineares (LMIs, acrénimo inglés para Linear
Matriz Inequalities), para a realimentacao estatica de saida ainda oferece condigbes muito
restritivas (DABBOUSSI; ZRIDA, 2012). Assim técnicas de relaxagoes destas condigoes
sdo estudadas, como pode ser visto em (ARZELIER; PEAUCELLE; SALHI, 2003; GE-
ROMEL; GAPSKI, 1996; OLIVEIRA; GEROMEL, 2001).

Recentemente, as Linear Matriz Inequalities (LMIs) vem emergindo como uma ferra-

menta 0til para resolver um grande niimero de problemas préticos de controle (BOYD et
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al., 1994). As LMIs podem ser facilmente resolvidas utilizando técnicas de programagao
convexa (BOYD et al., 1994; GAHINET et al., 1995). Neste contexto, os problemas de
otimizacao convexa envolvendo LMIs representam um método de solu¢ao atrativo, devido
a sua flexibilidade e simplicidade ao se fazer a analise de sistemas, como por exemplo, no
dominio de incertezas politépicas, que podem representar falhas estruturais (ASSUNCAO
et al., 2007).

Com o desenvolvimento de sistemas cada vez mais complexos e em larga escala, como
aeronaves, helicopteros, veiculos automotores, sistemas de poténcia, entre outros, a ne-
cessidade de se conseguir sistemas de controle que consigam aliar acessibilidade, confiabi-
lidade e seguranga é cada vez mais requerida (CHRIFI-ALAOUI; RACHID, 1995). Além
da exposicao a falhas estruturais, esses sistemas, também denominados de sistemas in-
certos, comumente possuem em sua estrutura nao linearidades e outros parametros nao
fixos, obtidos experimentalmente e com uma certa porcentagem de erro. Dentro desta
problemética, a pesquisa voltada para solugoes inovadoras que garantam a estabilidade
robusta de sistemas e que contemplem todos estes fatores esta crescendo cada vez mais nas
ultimas décadas (BERNUSSOU; PERES; GEROMEL, 1989; GAHINET; APKARIAN,
1994; SKELTON; IWASAKI; GRIGORIADIS, 1998).

Para a realimentacdo da saida encontra-se na literatura um método constituido de
dois estagios de projeto, no qual uma matriz de realimentacao de estados é obtida no
primeiro estagio. Essa matriz é entao utilizada como parametro de entrada no segundo
estagio, que retorna uma outra matriz com ganhos estaticos de realimentacao de saida
(AGULHARI; OLIVEIRA; PERES, 2010c; MEHDI; BOUKAS; BACHELIER, 2004; PE-
AUCELLE; ARZELIER, 2001; ARZELIER; PEAUCELLE; SALHI, 2003).

Neste trabalho, sdo propostas novas condi¢oes LMIs suficientes para o projeto de con-
troladores através da realimentacgao estatica da saida para sistemas continuos no tempo
considerando a inclusao da taxa de decaimento em sua formulacio, utilizando-se os dois es-
tagios de projeto. Inicialmente, nao serao consideradas incertezas politépicas no modelo.
Posteriormente, baseando-se em estudos feitos para sistemas incertos discretos (AGU-
LHARI; OLIVEIRA; PERES, 2010a; MOREIRA, 2009), serao propostas condigoes sufi-
cientes para sistemas incertos continuos no tempo. Serao estudadas também metodologias
que utilizam como ponto de partida condi¢oes baseadas na existéncia de uma funcao de
Lyapunov quadratica comum (acronimo inglés para Common Quadratic Lyapunov Func-
tion (CQLF)) para garantir a estabilidade do sistema. A estabilidade quadrética (CQLF)

ja mostrou ser muito eficiente, tendo solucionado muitos problemas através de otimizacao
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convexa. No entanto, resultados recentes da literatura provaram que CQLFs conduzem a
efeitos conservadores no contexto de sistemas incertos, ou seja, em certos casos nao é pos-
sivel encontrar uma CQLF que assegure a estabilidade do sistema (OLIVEIRA; PERES,
2006). Desta forma, tem surgido na literatura trabalhos que utilizam fungoes de Lya-
punov alternativas visando obter condi¢oes de estabilidade menos conservadoras. Dentre
os resultados existentes destacam-se as fungoes de Lyapunov dependente de parametros
(acrénimo inglés para Parameter-Dependent Lyapunov Function (PDLF)) (OLIVEIRA;
GEROMEL, 2005; KAU et al., 2005; GEROMEL; KOROGUI, 2006; PIPELEERS et al.,
2009), propondo uma forma de solugdo mais atrativa. Neste trabalho sdo propostas novas
condicoes LMI para a realimentacao estatica de saida baseando-se nos métodos de projeto
utilizando CQLFs e PDLFs, a partir de técnicas de relaxacao baseadas no lema de Finsler
(OLIVEIRA; SKELTON, 2001; FINSLER, 1937). Comparagoes entre ambos os métodos

de projeto sao feitas com o intuito de verificar a eficacia de cada método proposto.

Ainda, serd proposta uma técnica de otimizacao da norma do controlador de saida
(ASSUNCAO et al., 2007; BUZACHERO et al., 2010), buscando a reducao das amplitudes
dos elementos do controlador projetado, além do procedimento comumente conhecido

como o critério da D — estabilidade (CHILALIL; GAHINET, 1996).

Por fim, a técnica de projeto da realimentacao da saida proposta é aplicada em um
helicéptero de bancada com trés graus de liberdade. Utilizando o software MatLab®
por meio do solver "LMILAB", interfaceado pelo YALMIP (Yet Another LMI Parser)
(LOFBERG, 2004), sao projetados controladores que garantam a estabilidade do sistema
e satisfacam as condicoes de projeto impostas. Serdio realizadas simulaces via MatLab®
para verificagdo dos resultados obtidos e implementagao pratica em bancada, como forma

de comprovar a teoria proposta.

Os capitulos deste trabalho se apresentam da seguinte forma:

e Capitulo 1: Apresentagao das teorias de estabilidade segundo Lyapunov, estabili-
dade robusta com taxa de decaimento, projeto de controladores robustos utilizando
os conceitos de estabilidade quadratica e o critério da D-estabilidade. Os conceitos
enunciados neste capitulo sdo fundamentais para o desenvolvimento do restante do

trabalho.

e Capitulo 2: Aborda propriedades e conceitos iniciais, definindo a controlabilidade
da saida e lei de realimentacao. Serao apresentadas também as propriedades do

lema de Finsler que serao fortemente utilizadas nas demonstragoes dos teoremas.
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Apresentacao dos conceitos e defini¢bes da realimentacao estatica de saida depen-
dente de ganhos de estado (matrizes de realimentacdo de estados) estabilizantes
para sistemas continuos com a inclusdo de indices de desempenho como a taxa de
decaimento. Serao realizadas demonstragoes para o caso de sistemas sem incerte-
zas. Posteriormente, serao feitas extensoes para o caso incerto considerando uma
matriz de Lyapunov quadratica comum (CQLF) e também uma matriz de Lyapunov
dependente de parametros (PDLF). Nesse capitulo também é proposta uma nova

técnica para a otimizacao da norma do controlador de saida.

e Capitulo 3: O sistema do helicoptero 3-DOF de bancada utilizado para fins de
implementagdo pratica sera apresentado. A sua modelagem matematica, detalhes
técnicos e consideragoes necessarias de projeto serao abordadas. Comparagoes entre
os métodos de projeto utilizando as CQLFs e PDLFs serao feitas. Ambos os métodos
serao aplicados em um modelo hipotético e também no modelo do helicoptéro 3-
DOF de bancada. Serao feitas comparacoes entre ambos os métodos com relagao a
influéncia no valor da norma dos controladores projetados em funcao do parametro

da taxa de decaimento.

e Capitulo 4: Serao apresentados os resultados dos projetos com e sem as LMIs de
otimizacao da norma do controlador de saida. Serao apresentados os controladores
projetados, simulacdes através do software MatLab® e resultados das implementa-
¢oOes praticas. Além disso, analise da nuvem de autovalores do sistema realimentado
serao apresentadas, a fim de verificar se os controladores projetados atendem as

especificagoes de projeto.

Notagoes: Ao decorrer desse texto, letras maiusculas denotam matrizes e letras mi-
nisculas denotam vetores. Para matrizes simétricas, M >0 (> 0) indica que M ¢é positiva
definida (positiva semidefinida) e M T ou M’ representa a transposta da matriz M. I e
0 representam as matrizes identidade e matrizes nulas com suas dimensoes apropriadas,
respectivamente. As matrizes que nao estiverem explicitamente definidas possuem dimen-
soes apropriadas. O simbolo (x) indica o termo transposto em uma matriz e o simbolo [J
indica o final de demonstragao. Finalmente, o conjunto dado por {1,2,..., N} é denotado

por IKy.
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2 ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES
CONTINUOS NO TEMPO - REALIMENTACAO DE
ESTADOS

2.1 Controlabilidade de estado completa de sistemas conti-
nuos no tempo

De acordo com Ogata (2011): "Um sistema € dito controldvel no instante ty se for
possivel, por meio de um vetor de controle ndo-restrito', transferir o sistema de qualquer

estado inicial x(tg) para qualquer outro estado num intervalo de tempo finito tog <t <t;."

Considere o sistema continuo no tempo:

i = Ax(t)+ Bu(t), (1)
sendo que z(t) € IR™ é o vetor de estado e u(t) € IR™ é a entrada de controle. As
dimensdes das matrizes do sistema sdao dadas por: A € IR"*" e B € IR"*"™.

O sistema (1) é considerado com estados completamente controlaveis se, e somente
se, os vetores, B, AB,..., A" !B forem linearmente independentes, ou seja, se a matriz

(n xn.m) correspondentes as colunas de (2) for de posto n (OGATA, 2011):
| B AB .. A™'B . (2)

2.2 Lei de realimentacao considerando taxa de decaimento

Considere um sistema linear controlavel descrito na forma de espago de estados dado
por (1).

Wetor cujo valor possa ser qualquer.
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A lei de controle com realimentacao dos estados do sistema (1) é dada por:
u(t) = Kx(t), (3)

sendo K € IR™*".

De (1) e (3), tem-se que o sistema em malha fechada é dado por:
(t) = (A+ BK)z(t). (4)

Pode-se definir a taxa de decaimento (ou o maior expoente de Lyapunov) como sendo

a maior constante positiva a , tal que

. at _
Jim e*|[(1)]| = 0, (5)

e se mantenha para todas as trajetorias x(t), t > 0. Pode-se utilizar a funcao quadratica

de Lyapunov:

V(x(t)) = x(t) Px(t) (6)

para estabelecer um limite inferior sobre a taxa de decaimento de (5), com a condigao

V(a(t) < —2aV (x(1)), (7)

para todas as trajetérias (BOYD et al., 1994), que na literatura também é conhecida
como « — estabilidade (CHILALIL; GAHINET, 1996).

De (4), e da derivada de (6), tem-se que:

V(x(t)) = i (t) Pa(t) + x(t) Pi(t)

=x(t)(A+ BK)' Px(t)+x(t) P(A+ BK)x(t). ®)

Substituindo (8) e (6) em (7) e realizando as simplificagbes adequadas, obtém-se:

(A+ BK) P+ P(A+ BK)+2aP <0, (9)

P>0. (10)
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A desigualdade (9) tornou-se uma BMI (acrénimo inglés para Bilinear Matriz Ine-
qualities (BMIs)). E necessdrio entdo realizar manipulacoes para adequi-la novamente a
condi¢do de LMI. Multiplicando as desigualdades (9) e (10) a esquerda e & direita por
P~! e fazendo W = P~ ¢ Z = KW encontra-se:

AW +WA' +BZ+Z'B +2aW <0, (11)

W > 0. (12)

As desigualdades descritas em (11) e (12) sao LMIs e, sendo factiveis, pode-se projetar
uma matriz de realimentacao de estados que garanta a a — estabilidade do sistema com
ganho dado por (BERNUSSOU; PERES; GEROMEL, 1989):

K=zw=L (13)

2.3 [Estabilidade robusta de sistemas lineares continuos no
tempo

Considere um sistema linear incerto controlavel descrito na forma de espaco de estados:

(14)
y(t) = C(B)z(t) + D(B)u(t),
sendo
N N
AB) =64, C(B)=>_BiC;,
i=1 i=1
(15)

N N

B(B)=>_BiBi, D(B)=>_piD;,
=1 i=1

B € AN,

sendo Ay o simplex unitario dado por:

N
/\N:{BERN:Zﬂi:1,5¢ZO,iEH{N}, (16)

i=1
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sendo que N representa o numero de vértices do politopo.

As varidveis de estado do sistema sdo: x(t) € IR" é o vetor de estado, y(t) € IR? a
saida e u(t) € IR™ a entrada de controle. As dimensoes das matrizes do sistema sao dadas
por: A(B) e IR™*", B(B) e R™™, C(B8) e RP*" e D(B) € RP*"™. Embora 3 nao dependa
explicitamente do tempo, o sistema incerto (14) pode possuir pardmetros variantes, sendo
admitidas taxas de variacao suficientemente pequenas de forma a garantir o tempo de
acomodacao necessario as perturbagoes oriundas de tais variagoes (DAHLEH; DAHLEH,
1991; LEITE; MONTAGNER; PERES, 2004).

A lei de controle com realimentagao dos estados do sistema (14) é a mesma dada por

(3). De (14) e (3) tem-se que o sistema em malha fechada é dado por:

y(t) = (C(B) + D(B) K)x(t). (17)

2.4 Restricao da taxa de decaimento para sistemas lineares
incertos continuos no tempo

De maneira analoga ao caso de sistemas sem incertezas, pode-se definir a taxa de

decaimento (ou o maior expoente de Lyapunov) da mesma forma feita na Se¢ao 2.2.

Uma condicao suficiente para garantia da estabilidade com taxa de decaimento do
sistema (14), é similar & equacao dada por (11), que para esse caso apresentam a forma
dada em (18):

AW+ WAL+ B;Z + 7' B, +2aW <0, (18)

W >0, (19)
para i € IKy.

Agora, multiplicando-se todos os termos da equagao (18) por 3; e somando-se todos

os termos para ¢ € K, obtém-se:

ABYW +WA(B) +B(B)Z+Z' B(B) +2aW <0, (20)
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W > 0. (21)

Sendo factives as LMIs dadas por (20) e (21), pode-se projetar uma matriz de re-
alimentacao de estados que garanta a a — estabilidade robusta do sistema incerto dada

por:
K=72w1 (22)

2.5 Critério da D-estabilidade e reducao da norma do con-
trolador K

Em muitos casos, a norma do controlador K pode ser elevada, levando amplificadores
a saturacao e assim dificultando a implementacao em sistemas praticos. Sendo assim,
¢ necessaria uma redugdo do médulo dos elementos dos controladores para facilitar sua

implementagao na pratica (BUZACHERO et al., 2010).

Na solugao 6tima tanto do sistema definido pelo conjunto de equagoes (18) e (19)
quanto do sistema (20) e (21), a matriz W pode tender a singularidade, implicando em
ganhos elevados no controlador K. Esses ganhos inviabilizam uma possivel aplicacao na
préatica. Desta forma, serd utilizada uma estratégia proposta em Chilali e Gahinet (1996),
para restringir que os autovalores dos sistemas realimentados fiquem em uma determinada

regiao do plano-s, garantindo assim valores menores para a norma do controlador K.

Além de garantir que os autovalores do sistema realimentado fiquem a esquerda da
taxa de decaimento desejada (regido da o —estabilidade), em Chilali e Gahinet (1996) sao
propostas condi¢oes LMIs para restringir que os autovalores dos sistemas realimentados
fiquem dentro de um setor circular com centro igual a q e raio igual a r, e também dentro
de um setor cdnico com inclinacao 6 desejada no plano-s. A Figura 1 ilustra de maneira

clara quais sao estas regioes.
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Figura 1 - Regidao S(«, r, €) no plano-s.
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Fonte: (CHILALI; GAHINET, 1996)

As LMIs (23) e (24) sao condigbes suficientes e garantem, respectivamente, que os

autovalores do sistema realimentado fiquem dentro de um semicirculo de raio r e centro

q e dentro de um setor conico com inclinacao ¢ (CHILALI; GAHINET, 1996).

—rW qW + AW +BZ

<0, (23)
W+ WA +2'B —r W

[ sen(0)(AW+BZ+WA'+Z'B)) cos(¥)(AW+BZ-WA'-ZB) | (24)

cos(0) (WA’ + Z/B'—AW—BZ) sen(0)(AW+BZ+ WA’ +Z'B)

As LMIs (23) e (24) devem ser resolvidas em conjunto com as LMIs (11) e (12) para
que os autovalores do sistema em malha fechada pertencam a regiao destacada na Figura

1.

Para sistemas com incertezas politopicas, as LMIs dadas anteriormente assumem a

forma apresentada em:

—rW qW—I—AZ’W—f-BiZ
gW+WA;/+72'B;/ —rW
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sen(0)(A;W+B,Z+ WA, +7Z'B;’) cos(0)(A;W+B,Z— WA, —7Z'B/)
cos(0)(WA; +7Z'B;/—A;W-B;Z) sen(8)(A;W+B;Z+WA,;"+7Z'B/)

e devem ser satisfeitas para todo i € Ky.

As LMIs (25) e (26) sdao condigbes suficientes e garantem, respectivamente, que a
nuvem de autovalores do sistema incerto realimentado fique dentro de um semicirculo de
raio r e centro ¢ e dentro de um setor conico com inclinagao . Devem ser resolvidas em
conjunto com as LMIs (18) e (19) para que os autovalores do sistema em malha fechada

pertencam a regiao destacada na Figura 1.
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3 REALIMENTACAO ESTATICA DE SAIDA -
SISTEMAS CONTINUOS

3.1 Propriedades e conceitos iniciais da realimentacao esta-
tica de saida

3.1.1 Controlabilidade de saida completa de sistemas continuos
no tempo

Na pratica de projetos de sistemas de controle é mais interessante usar o sinal de saida
ao invés de todos os estados do sistema (OGATA, 2011). Muitas vezes isto é necessario
pois nao se tem disponivel o acesso a todas as varidveis de estado. A controlabilidade
de estado completa nao é condi¢do necessaria nem suficiente para se controlar o sinal de
saida do sistema. Por esta razao, é desejavel definir separadamente a controlabilidade

completa da saida (OGATA, 2011). Considere o seguinte sistema linear:

(t)
y(t)
sendo z(t) € IR" o vetor de estados, y(t) € IR? a saida e u(t) € IR™ a entrada de controle.

Ax(t)+ Bu(t),

(27)
Cx(t) + Du(t),

As dimensoes das matrizes do sistema sdo dadas por: A € IR™*", B IR™™ |, C € IRP*"

e D e IRP*™,

De acordo com Ogata (2011): "O sistema descrito por (27) é dito com saida com-
pletamente controldvel se for possivel, por meio de um vetor u(t) nao restrito, transferir
qualquer saida inicial y(tg) para qualquer outro valor de saida y(t1) num intervalo de

tempo finito to <t <ty."

O sistema (27) é de saida completamente controlavel se, e somente se, a matriz C €

IRP* (D™ qefinida por (28) tiver posto "p" (OGATA, 2011):
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C=[CB : CAB : CA’B : ... : CA™'B : D] (28)

Importante lembrar que a condigdo dada por (28) é uma condigao necessaria e sufici-

ente.

Para o exemplo préatico que serd abordado neste trabalho (helicoptero 3-DOF), todos
os seus estados tem todos os modos instaveis, logo o estudo da controlabilidade pela saida
é interessante e torna-se desnecessario o estudo da condicao de estabilizabilidade. Sendo
assim, o estudo da controlabilidade da saida para este sistema foi util como referéncia
para verificar a quantidade minima de estados da planta que poderiam ser utilizados para

realizar o projeto de controladores através da realimentacgao estatica de saida.

Além da definicao de controlabilidade da saida, outras duas propriedades de funda-

mental importancia para a obtencao dos resultados propostos sao apresentadas a seguir.

Propriedade 3.1 Para toda matriz M nao simétrica (M # M'), se M+ M' <0, entdo

M ¢é invertivel.

Prova: Veja Boyd et al. (1994). ]

. o My Mo
Propriedade 3.2 Uma matriz simétrica M =

¢ definida positiva se e so-
M Ms

mente:
1. My >0e Ms— M5(M)"1 My >0,
ou
2. M3 >0 e My — My(Ms) M} > 0.
Esse resultado é conhecido na literatura como complemento de Schur.

Prova: Veja Boyd et al. (1994). ]

3.1.2 Lema de Finsler

Nesta secao é apresentado o lema de Finsler, que sera utilizado nas demonstragoes
baseadas na realimentacao estatica de saida. Sua apresentagdo ¢ de fundamental impor-

tancia para o bom desenvolvimento do trabalho.
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Como dito anteriormente, para a realizacao do projeto de controladores através da
realimentacao estatica de saida, é necessaria a utilizacdo do lema de Finsler dado pelo

Lema 3.1 com o intuito de introduzir variaveis de folga nas LMIs.

Lema 3.1 (Lema de Finsler) Considere # € R?", .#(B3) € R?*2" ¢ %2(3) € R"*?" com
posto (Z(83)) <n e %Z(3)* uma base para o espago nulo de %Z(3) (isto ¢ Z(5)%(B)* =0).

Entao as seguintes condig¢oes sdo equivalentes:

(i) TS (BYW <0, YW #0, R(B)W =0,
(if) R(B)-" .7 (B)R(B)* <0,

(i61) Ip € R : S (B) — p#(8)T %(5) < 0

(iv) 3x e R*V ™. L (B)+xZ(B) +%#(8)" x" <0,

sendo p e y varidveis adicionais (ou multiplicadoras).

Prova: Veja Skelton, Iwasaki e Grigoriadis (1998), Oliveira e Skelton (2001). u

O Lema de Finsler é largamente empregado em intimeras aplicagoes de controle ou
analise de estabilidade baseadas em LMIs. As principais finalidades sao: a eliminagao de
variaveis, insercao de variaveis de folga para fins de relaxacao de LMIs, a desassociacao
de matrizes ou a redugdo do nimero de LMIs em projeto de controladores (PIPELEERS
et al., 2009; MOZELLI; PALHARES; MENDES, 2010).

3.2 Lei de realimentacio estatica da saida

Nesta secao sera apresentada uma técnica de projeto para controladores via reali-
mentacao estatica de saida. A realimentacao de saida é muito interessante do ponto de
vista pratico, uma vez que ela parte do pressuposto que nao é possivel o acesso a todas
as variaveis envolvidas em determinado processo (OGATA, 2011; CRUSIUS; TROFINO,
1999). Sendo assim, o projeto de controladores via realimentagdo de saida se torna mais
complexo, cabendo ao projetista desenvolver técnicas que consigam projetar controlado-
res automaticos conhecendo apenas as variaveis disponiveis. Como ja dito anteriormente,
a realimentacao estatica de saida utiliza apenas ganhos na matriz de realimentacao, ou
seja, a ideia é projetar um controlador L que atue diretamente na planta acessando ape-
nas as variaveis de estado disponiveis. Considere o sistema apresentado em (27). A lei de

realimentagao u(t) serd definida por (29):
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u(t) = Ly(t). (29)

Substituindo (29) em (27) e realizando as manipulagoes adequadas, obtém-se o sistema

realimentado dado por:

i(t) = (A+ BLC)x(t),

(30)
y(t) = (C+DLC)x(t).

Considerando a existéncia de incertezas politépicas no modelo, o sistema (30) assume

a forma dada em (31):

y(t) = (C(B) + D(B)LC(B))x(t)- (31)

3.3 Realimentacio estatica de saida - Formulacao LMI

3.3.1 Realimentacao estatica de saida - Caso sem incertezas

A partir de estudos baseados em Agulhari, Oliveira e Peres (2010c), Moreira (2009),
Mehdi, Boukas e Bachelier (2004), Peaucelle e Arzelier (2001), Arzelier, Peaucelle e Salhi
(2003), sera proposta a formulagdo LMI de realimentacao estatica de saida para sistemas
continuos com apenas a inclusao da restricdo da taxa de decaimento em sua formulagao
(BOYD et al., 1994; FENG et al., 2011). Inicialmente serdo propostas condigbes sufici-
entes para o caso no qual o sistema nao tenha incertezas e posteriormente para o caso

considerando a existéncia de incertezas politopicas na planta.

Teorema 1. Dado um ganho K tal que A+ BK seja assintoticamente estdvel, existe um

ganho estabilizante de realimentacao de saida L, tal que A+ BLC' seja assintoticamente

estdvel considerando a tara de decaimento v > 0, se existirem matrizes simétricas P = P’
e matrizes F, G, H e J tais que

P >0,
AF +FA+K'BF'+FBK+2vyP P-F+AG+K'B'G" FB+C'J—K'H'
P—F'+GA+GBK -G-G' GB <0.
B'F'+JC—-HK B'G’ —H—-H'
(32)

No caso afirmativo, o ganho de realimentacio de saida é dado por L= H 1.
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Prova: Supondo (32) factivel, da Propriedade 3.1 (BOYD et al., 1994) é possivel
verificar que a condicdo de existéncia de H~! est4 garantida.

Da mesma forma que realizado em Mehdi, Boukas e Bachelier (2004), pré multipli-

cando e p6s multiplicando (32) por T e T' respectivamente, sendo T dado por:

I 0 ¢
T = 07 o , (33)
obtém-se
Q. P-F+AG+K'B'G+SBG
* ~G -G ’ oY

sendo @, dado por (35):

Qu=AF +FA+K'B'F' + FBK +2vP
+S(B'F'+JC—HK)+(FB+C'J'—=K'H'+ S (-H—H"))S. (35)

Efetuando-se as multiplica¢des necessarias chega-se em:

Qu.=AF +FA+K'B'F' + FBK +2yP+
S'B'F +8'JC—SHK+FBS+C'JS—KHS+S5(—H—H)S. (36)

Fazendo a seguinte substituicao
S=H'JC-K, (37)
tem-se:

Qa P—F+(A+BH'JC)¢

<0. 38
P—F'+G(A+BH™1JC) -G-G& (38)

Com a substitui¢ao dada em (37), o termo @, pode ser manipulado da seguinte forma:

Qo=AF +FA+K'B'F + FBK +2vP+(C'JH Y — K'\B'F' +(C'JH™ " - K')JC
—(C'"JH Y - K'YHK + FB(H ' JC - K)+C'J/(H'JC - K)— K'H'(H'JC - K)+
(' JH Y —K'(—H—-H)H'JC-K). (39)

Efetuando todas as multiplicacoes termo a termo:

Qu=A'F +FA+K'B'F'+ FBK +27P+C'JH YB'F - K'B'F +C'JH Y JC-K'JC



29

_C'JHVYHK+K'HK + FBH 'JC—FBK+C'JH'\JC—C'J'K — K'H H'JC
+K'HEK-CJHYHH Y JC+C' JH YHK —C'JH YHHYJC+C' JH VH K
+K'HH'JC-K'HK+ K'HH'JC - K'H'K, (40)

e lembrando-se das seguintes relacoes de igualdade

H'H=I=HH !,

HVYH =T=HH"

o termo @, assume a nova forma dada por (43):

Qu=(A+BH ' JC)F +F(A+BH'JC) +2vP.

Assim, reescrevendo (38) e trocando H~1.J por L, o resultado ¢ dado por (44):

(A+BLC)'F'+ F(A+BLC)+2yP P—F+(A+BLC)¢ ~0

P—F +G(A+BLC) G- '
Reescrevendo (44) como segue:

F(A+BLC)+2yP P—F (A+BLOYF' (A+BLOYC'|

—F’ -G’

P+G(A+BLC) -G

de outra forma:

2P P F(A+BLC) —F (A+BLC)F' (A+BLC)G'
P 0 G(A+BLC) -G —F ~G
Ainda, (46) pode ser rearranjada da seguinte maneira:
2vP P F A+ BLCY
! o T avsre 1]+ " r e]<o
P 0 G —

A partir de (47) é possivel definir os seguintes termos encontrados:

F
G

X1
X2

=X

#PB)=| A+BLC 1],

< 0.

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)



X/:[Xll XQI]:[F/ G/], (50)
| 2P P
S (B)= P oo (51)

A partir de (48), (49), (50) e (51), é possivel reescrever (47) como sendo: IyIR**™:

F(B)+xZ(B)+Z%(B)'x <O0. (52)

Que nada mais é do que a condigao (iv) do lema de Finsler (FINSLER, 1937) dado pelo
Lema 3.1. Pode-se entao, realizando as operacoes algébricas corretas, obter a condicao

(7) do Lema de Finsler. Seja a condigao (i) do lema de Finsler dada por:

(i) W' LB <0, VYW #0, Z(B)YW =0. (53)
Considere
t
W:[x”]#o, (54)
o(t
e substituindo (49), (51) e (54) em (53) adequadamente, tem-se:
x(t)
RP)W =0 A+ BLC I | =0, (55)
x(t)
2vP P x(t)
W' B <0 6y z(t) . 56
(8) RIOEEIOMY I :b(t)] (56)
Realizando as multiplicagoes matriciais em (55) encontra-se:
A+BLC)x—3 =0
(A4 BLOr—i =0, -
t=(A+BLCO)x,
e a partir de (56) chega-se em:
' Px+ 1/ Pi+x'2yPx <0, (58)

i'Pr+a2' Pt < —x'2vyPx.

Finalmente, sendo V(z) = 2/ Pz e V(z) = &' Pz + 2’ P, (58) assume a forma:

V(z) < —2vya' Pz = =27V (z), (59)
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que ¢é a funcao de Lyapunov considerando a inclusao da taxa de decaimento em sua for-

mulacao (BOYD et al., 1994). A prova esté concluida. u

Para possibilitar a comparacao entre as regioes de factibilidade que serd mostrada no
Capitulo 4, o limitante da taxa de decaimento para o controlador de realimentacao dos
estados sera denotado por a em todo o texto. Enquanto que para realimentacao da saida

sera denotado por 7.
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3.3.2 Realimentacao estatica de saida - Caso incerto

Considere um sistema linear incerto controlavel descrito na forma de espaco de esta-
dos dado por (14). As matrizes A(S8), B(S), C(B) e D(p) sao descritas conforme (15)
pertencentes ao simplex unitario (16), sendo que N representa o nimero de vértices do
politopo (BOYD et al., 1994). O objetivo agora é utilizar a realimentacao estatica de
saida para o projeto de controladores para sistemas com incertezas politopicas (AGU-
LHARI; OLIVEIRA; PERES, 2010c; MOREIRA, 2009). Nesta subsecdo, serd proposto o
Teorema 2 baseando-se em uma matriz de Lyapunov quadratica comum (CQLF). Estudos
considerando uma matriz de Lyapunov dependente de pardmetros (PDLF) serao feitos na
Subsecao 3.3.3.

Teorema 2. Dado um ganho K tal que (17) seja assintoticamente estdvel, existe um
ganho estabilizante de realimentacdo de saida L, tal que (31) seja assintoticamente estd-
vel considerando a taxa de decaimento v > 0, se existirem matrizes simétricas P = P’ e

matrizes F, G, H e J tais que

P >0,
AlF'+ FA+ K'B/F'+ FB;K+2yP P—-F+AG'+K'B/G' FB;+C]J —K'H'
P—F'+GA;+GB;K -GG GB; <0,
BIF' +JC;— HK BlG ~H-H
(60)
para i € IKy.

No caso afirmativo, o ganho de realimentacdio de saida é dado por L= H~'J.

Prova: A existéncia de H~! é garantida segundo a demonstracio do Teorema 1.

Supondo (60) factivel, multiplicando-se por f; e somando-se todos os termos para

1 € IKy tem-se:

A(B)'F' +FA(B)+ K'B(B)'F'+ FB(B)K +2yP =« x
P—F +GA(B)+GB(B)K ~G-G o« |<0. (61
B(B)'F +.JC(B)— HK B(B)G' —H-H'

A continuagao desta demonstragao é analoga a demonstragao do Teorema 1. Sendo assim,

a equagao (47) assume a forma dada em (62):

F
G

2vP P
P 0

(A(B)+B(B)LC(B))

, | F @ ]<o.

| A(B)+B(B)LC(B) —1 |+

(62)



A partir de (62) é possivel definir os seguintes termos:

F
G

X1
X2

=X

A(B) = AB)+BB)LCB) I |.
=[x x|=F ¢],

2vP P

S (B)= o0
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(66)

A partir de (63), (64), (65) e (66), é possivel reescrever (62) como sendo: Iy € IR?™*™:

S (B)+xZ(B)+Z(B)x <0.

(67)

Tem-se entao a condicao (i) do Lema de Finsler (FINSLER, 1937). Pode-se entao,

realizando as operagoes algébricas corretas, obter a condigao (i) do Lema de Finsler dada

por (53). Seja

ROV =0e | A o)) _
= (8)+B(B)LC(B) I | o —0,
W IBW <0 |ty @) | 2;13 ]; zg;]

Realizando as multiplicagoes matriciais em (69) encontra-se:

e a partir de (70) chega-se em:

#'Pr+a' Pt +2'2yPx <0,
i'Pr+a' Pt < —x'2vyPx.

Finalmente, sendo V(z) = 2/ Pz e V() = &' Px + 2/ P, (72) assume a forma:

V(x) < —2y2' Pz = =29V (),

(71)

(73)
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que ¢é a funcao de Lyapunov considerando a inclusao da taxa de decaimento em sua for-

mulacao (BOYD et al., 1994). A prova esté concluida. u

3.3.3 Extensao do resultado para o caso incerto utilizando PDLFs

A partir do Teorema 2, é possivel ainda extender o resultado obtido considerando
a matriz de Lyapunov P dependente de pardmetros (PDLF) (OLIVEIRA; SKELTON,
2001) com o intuito de obter resultados menos conservadores para o método de projeto
proposto (ARZELIER; PEAUCELLE; SALHI, 2003). Considere a matriz de Lyapunov

P; pertencente ao simplex unitario dado por (16), é proposto entdo o Teorema 3.

Teorema 3. Dado um ganho K tal que (17) seja assintoticamente estdvel, existe um
ganho estabilizante de realimentagao de saida L tal que (31) seja assintoticamente estdvel,
considerando a taza de decaimento v > 0, se existirem matrizes simétricas Py = P] e

matrizes I, G, H e J tais que

P >0,
AlFP+ FAi+ K'BF + FBiK +2vP; P,—F+AG'+K'B|G' FB;+C/J —K'H’
P,—F'+GA, +GB;K -G-G GB; <0,
BIF' +JC;— HK BIG ~H-H
(74)
para i € IKy.

No caso afirmativo, o ganho de realimentacio de saida é dado por L= H~1J.

Prova: A existéncia de H~! também é verificada da mesma forma vista nas demons-
tragoes dos Teoremas 1 e 2. Supondo (74) factivel, multiplicando-se por f3; e somando-se

todos os termos para ¢ € IKy tem-se:

AB)YF'+ FA(B)+ K'B(B)F'+ FB(B)K +2vP(p) * *
P(B)—F' +GA(B)+GB(B)K -G-q * <0. (75)
B(B)'F'+JC(B)— HK B(B)G'" —H—H'

Seguindo o mesmo procedimento utilizado na demonstracao do Teorema 1, a equacao (47)

assume a forma dada em (76):

F
G

2P () P(B)

A | A(B)+B(BLC(B) —I |




35

(A(B)+B(B)LC(B))
~I

[ F @' ]<0. (76)

A partir de (76) ¢ possivel definir os seguintes termos:

P

_lxa _
G B X2 v T
#(B)=[ AB)+BB)LCB) —I . (78)
X/::X1' X2'}:{F' G’} (79)

2vP(B) P(B)
pE) 0
A partir de (77), (78), (79) e (80), é possivel reescrever (76) como sendo: IR *":

7 (B)=

S (B)+x2(B)+2%(B) x' <0. (81)

Tem-se entao a condi¢do (iv) do lema de Finsler (FINSLER, 1937). Procedendo de ma-

neira analoga a Subsec¢ao 3.3.1, é possivel definir:

W = [ (1) ] £0, (82)
(t)
e substituindo (78), (80) e (82) em (53) adequadamente, tem-se:
BV =0 | AB)+BB)LCB) I | [ zg; ] ~0, (83)
/ . 29P(B) P(B) || «(t)
WS (BYW <0 z(t) x(t) : 84
o <o ey w0 ]| Tp g [w)] 0
Realizando as multiplicagoes matriciais em (83) encontra-se:
(A) + BILC()a—i =0 )
& = (A(B)+ B(B)LC(B))z,
e a partir de (84) chega-se em:
P P(B)x+2'P(B)i+2'2yP(B)x <0, (36)

P P(B)x+a'P(B)t < —a'2vP ().
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Finalmente, sendo V(z) = 2’ P(B)z ¢ V(z) = &' P(B)x +2'P(3), (86) assume a forma:
V(z) < =2ya'P(B)x = =27V (), (87)

que ¢é a fungao de Lyapunov com a inclusao da taxa de decaimento em sua formulacao a
partir de uma matriz P(f) dependente de pardmetros (BOYD et al., 1994). A prova esté

concluida. -

Observagao 1. Como pode ser verificado em Moreira (2009), algumas informagoes sobre

a realimentacdo estdtica de saida merecem destaque, a dizer:

e Considerando o uso de uma matriz de Lyapunov quadrdtica comum (CQLF), a
mesma matriz de Lyapunov P certifica a estabilidade do sistema em malha fechada
tanto para o ganho de realimentacao de estado (dado de entrada) quanto para o

sistema realimentado pela saida.

e Trata-se de uma condigdo suficiente apenas. Caso nao exista solugdo para um certo

K, pode-se tentar com outro ganho estabilizante.

e Fazendo-se a matriz C' = I, sendo I € IR" a matriz identidade, tem-se um problema

de realimentagao de estados.

3.4 Otimizaciao da norma do controlador de saida

Como ja dito anteriormente, em diversas situacoes, a norma do controlador pode ser
alta, dificultando sua implementacgao pratica. Problemas como a saturagao de amplifica-
dores sao comumente encontrados (BUZACHERO et al., 2010). Baseando-se em estudos
feitos em Assungdo et al. (2007), Faria, Assun¢do e Teixeira (2009) e Buzachero et al.

(2010), o seguinte teorema é proposto com o intuito de limitar a norma do controlador L.

Teorema 4. Obtém-se um limitante para a norma da matriz L € IR™*? do controlador,
comL=HYJ, H1 € IR""e J € IR™*? encontrando o valor minimo de 3, >0, tal que
LL < B(H‘1 —i—H’_l). Pode-se obter o valor minimo de [ através da solucdo do sequinte
problema de otimizacao:
min [
H+H J (88)
>0
J’ By

S.a




(LMI (60) ou (74)). (89)

sendo I, a matriz identidade de ordem q.

Prova: A partir da Propriedade 3.1 (BOYD et al., 1994), é possivel verificar que a
condicao de existéncia de H~1 é garantida, permitindo a continuidade desta demonstra-

Gao.

Aplicando-se a Propriedade 3.2 (BOYD et al., 1994), o complemento de Schur da
desigualdade (88) ¢ dado por:

BI,>0 ¢ H+H —J(BI,) ' J >0 (90)
Assim, de (90) obtém-se:
H+H’>;JJ’:JJ’<B(H+H’) (91)
Multiplicando por H~! a esquerda e H'~! & direita, a desigualdade (91), torna-se:
HYJJH Y <pH '+ H Y= LL <pH 1+ H™) (92)
A prova esta concluida. m

Observacao 2. No Teorema 4 otimiza-se apenas o parametro [3, podendo os valores de
H diminuirem a eficiéncia de otimizagcao do modulo de L. Porém nos casos estudados

essa metodologia mostrou-se eficiente.

No Capitulo 5 serd ilustrada a eficiéncia deste procedimento de otimizacao da norma

que pode reduzir as dificuldades praticas presentes na implementacdo do controlador.
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4 COMPARACAO ENTRE OS METODOS DE
PROJETO

4.1 Regiao de factibilidade - Sistema hipotético

Nesta secao serao mostradas andlises das regides de factibilidade considerando os
métodos de projeto para sistemas lineares incertos apresentados pelos Teoremas 2 e 3. A
técnica de projeto proposta em ambos é a mesma, porém, o Teorema 2 utiliza uma matriz
de Lyapunov quadratica comum (CQLF) para o tratamento deste tipo de sistemas. J&
o Teorema 3 utiliza uma matriz de Lyapunov dependente de pardmetros (PDLF) tendo
como principal objetivo propor condi¢des mais relaxadas para o projeto de controladores

através da realimentacao estatica de saida.

Para tanto, as andlises serao feitas considerando o seguinte sistema incerto e contro-

lavel em sua representacao em espaco de estados:

(93)

As matrizes A(5), B(S) e C(5) sdo descritas conforme (15) e o pardmetro [ perten-
cem ao simplex unitério (16), sendo que N representa o ntimero de vértices do politopo
(BOYD et al., 1994). Considere um sistema incerto hipotético constituido de dois vértices

pertencentes ao politopo, definidos da seguinte forma:

o Vértice 1: —1 —10 -9
Ay = , Bi= , Ci=[1 0], (94)
L _1 _1 .
e Vértice 2: [ 1 4 10 |
Ag = , Ba= , Ca=[1 0] (95)
2 -3 0

As varidveis de estado do sistema sdo: z(t) € IR? é o vetor de estados, y(t) € IR! a

saida e u(t) € IR! a entrada de controle. As dimensdes das matrizes do sistema sdo dadas
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por: A(B) e IR**?, B(8) e R**! e C(3) e R}

Como visto anteriormente, o projeto do controlador L é constituido de dois estagios:

e Primeiro estagio: Projetar um controlador K com uma determinada taxa de decai-
mento « de tal forma que o sistema realimentado (17) seja assintoticamente estavel.
Restringir os autovalores do sistema realimentado para que a norma do controlador
nao fique elevada. Este procedimento nao sera realizado nesta secao, visto que tem-
se apenas o interesse em mostrar as regioes de factibilidade dos métodos de projeto.
O projeto do controlador K com a inclusao do critério da D-estabilidade podera ser

verificado no Capitulo 5.

e Segundo estagio: Utilizando o controlador K obtido no primeiro estagio, projetar
um controlador L com uma determinada taxa de decaimento v desejada, de tal

forma que o sistema realimentado (31) seja assintoticamente estéavel.

Utilizando o software MatLab® por meio do solver “LMILAB?”, interfaceado pelo
YALMIP (Yet Another LMI Parser) (LOFBERG, 2004), é possivel realizar o projeto de

controladores que tenham como objetivo garantir a estabilidade do sistema em questao

(GAHINET et al., 1995).

Para o projeto do controlador K, serd utilizado o conjunto de LMIs formado pelas
equagoes (18) e (19). Encontrada uma solucao factivel para o problema, o controlador K

desejado que garante todas as condigoes impostas seré calculado através da equagao (22).

A partir do ganho de estado K projetado, utiliza-se as LMIs (60) ou (74) para projetar
um controlador de saida L. Sendo (60) ou (74) factivel, o ganho de saida L que garante

todas as condicoes impostas serd dado por L= H1J.

Para o projeto do controlador de saida L, algumas observagoes importantes devem ser
feitas. Como pode ser visto, foi considerado que nao existe o acesso a uma das variaveis

existentes do sistema, por isto a matriz C' = C'y = (3 nao é de posto completo.

Neste projeto, visto que o ganho de realimentacao de saida L é um ganho dependente
de ganhos de estado (dois estdgios de projeto), os valores do controlador K influenciam
diretamente no projeto do controlador L. A restricdo da taxa de decaimento é imposta
tanto no projeto do controlador K quanto do controlador L. Deseja-se entao projetar um
controlador de estado K robusto com determinada taxa de decaimento « e verificar qual a
influéncia desse parametro no projeto do controlador de saida robusto L com determinada

taxa de decaimento 7.
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Uma varredura serd feita variando-se a taxa de decaimento a (controlador K') em
funcdo da taxa de decaimento 7 (controlador L) e comparando-se os métodos de projeto
propostos pelos Teoremas 2 e 3 com relagao a regiao de factibilidade. Os resultados estao
mostrados na Figura 2.

Figura 2 - Regido de factibilidade para o sistema incerto hipotético dado por (94) e (95) -
Teorema 2 ([J) - Teorema 3 (x).

* * *
RN RIRRIRERIEAE X X X X XXXXXXXXXXXXX

NI RIRRRRRREX X X X XX XXXXXXXXXXXX
NN RIRRIRRRRRRX X X X XXXXXXXXXXXXXXX
NI RIRRRRRRREX X X XX XXXXXXXXXXXXXXX
(2SRRI EERRERREERX X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
NI RIRRIRRRRRX X X XX XXXXXXXXXXXXXXXX
NN RIRRIRRRRRX X X XX XXXXXXXXXXXXXXXXXX
NN RIRRIRRRRRREX X X XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXX
NEREERERREERIERRIRREERRRRR X X X XXX XXX XXXXXXXXXXXXXXXX
(RRRRRRRARRARARRRRIRARRRERBREX X X X X X X X XX XXXXXXXXXXXXXXXX -
NEREERERREREERRIRRERERER XX XXX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXX
NI RIRRRRRRX X X X XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
NN RIRIRIRIRRRRRX X XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
NI RIRIRRRRRRX X X XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
R RRARARARARARRERRR X X XX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX -
FRRIRRIRRIRRIRRIRRRRRX X X XX XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
FRRIRRIRIRIRRIRRIRRRRX X XX XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
NRRRIRRIRIRIRIRIRRRRRX XX XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
FRRRIRRIRRIRRRRRRX X XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
IFRRNEERREARRREARX XX XX XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX B
NEREERIERARERARX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
BRRRIRRIRRRRRX XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
NEEEEREREREREX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
HEEEREREREREEX XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
OORERRERRE X X X X X X XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX -
HRREEREXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
HEEEREEXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
HEEREEXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
g %

H-R-R-R % % % % % % % !
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
Y

Fonte: o préprio autor

De acordo com a Figura 2, verifica-se que para 0,01 <« <0,3e0,5 <y <1, aregiao de
factibilidade quando se utiliza o método de projeto proposto pelo Teorema 3 é maior que
a regiao de factibilidade quando se utiliza o método proposto pelo Teorema 2. Este fato
¢ devido a consideragao de uma matriz de Lyapunov dependente de pardmetros (PDLF),
garantindo condigoes mais relaxadas para o projeto de controladores de saida. Nota-se

também que a taxa de decaimento a atua como um limitante no projeto do controlador

L.

Considere agora outro sistema incerto hipotético constituido de dois vértices perten-

centes ao politopo, dados por (96) e (97):

o Vértice 1:
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-1 —-10 -9
A= ], 1=[ , Ci=[1 0], (96)
-1 -1 0
o Vértice 2: 4
Ay = CL12 5 , By = 2 , 02:[1 0]. (97)

Seguindo as etapas de projeto mencionadas na Secao 4.1, as técnicas de projeto pro-
postas pelos Teoremas 2 e 3 serao comparadas considerando o sistema designado pelos
vértices (96) e (97). Para este caso, teve-se o interesse em avaliar a regiao de factibilidade
quando se variam parametros da planta (a; e ag). Sendo assim, a taxa de decaimento
utilizada no projeto do controlador K foi a mesma fixada para o projeto do controlador
L, no caso, a =~y =0,6. O projeto do controlador K foi realizado utilizando o conjunto

de LMIs formado pelas equagoes (18) e (19).

Variando-se o parametro a; no intervalo 80 < a; <90 e az no intervalo —80 < as < —90,
é possivel verificar a regiao de factiblidade utilizando-se os Teoremas 2 e 3. O resultado
¢ mostrado na Figura 3.

Figura 3 - Regido de factibilidade para o sistema incerto hipotético dado por (96) e (97) -
Teorema 2 ([J) - Teorema 3 ().

az
o
N
1

a1

Fonte: o préprio autor

Como pode ser verificado novamente, analisando a regiao de factibilidade da Figura
3 conclui-se que o Teorema 3 se apresenta menos conservador para o caso estudado,

garantindo uma regiao de factibilidade maior quando comparado ao método de projeto
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proposto pelo Teorema 2. Em outras palavras, se torna mais facil encontrar solugoes

factiveis para o problema de realimentacao estatica de saida utilizando PDLFs ao invés

de CQLFs.

4.2 Regiao de factibilidade - Helicotero 3-DOF de bancada

4.2.1 Sistema de aplicacao - Helicoptero 3-DOF de bancada

Considere o modelo esquematico na Figura 5 do helicéptero com trés graus de liber-
dade mostrado na Figura 4. Dois motores DC estao montados nas extremidades de uma
haste retangular e acionam duas hélices propulsoras. Os eixos dos motores sao paralelos
entre si, sendo o vetor de empuxo normal em relacdo a haste. A haste do helicéptero esta

suspensa por uma junta na extremidade de um brago e esta livre para inclinagdo em torno

do seu centro (QUANSER, 2002).

O brago é conectado por uma junta 2-DOF e ¢ livre para inclinar e guinar. Na extre-
midade oposta do brago existe um contrapeso que torna a massa efetiva leve o suficiente
para viabilizar que os motores levantem o helicoptero. Uma voltagem maior aplicada no
motor dianteiro (V) causa uma inclinagao positiva enquanto uma voltagem maior no mo-
tor traseiro (V) causa uma inclina¢ao negativa (angulo pitch (p)). Uma voltagem positiva
nos dois motores causa uma elevacao de todo o corpo (dngulo elevation (¢) do brago). Se
o corpo inclina, o vetor impulsao resulta no deslocamento do corpo (angulo travel (A) do
brago). As varidveis £ e k, incluidas no modelo artificialmente, representam as integrais

dos angulos de elevagao e deslocamento, respectivamente, ou seja:

€= / —epep)dt e m_/ (A= Ares)dt, (98)

sendo .. € Ay as referéncias para a elevagao e deslocamento do sistema, evitando que
o sistema va sempre a zero. Nao ha uma referéncia para o dngulo pitch (p), ja que este é
o angulo de controle do sistema e objetiva-se que fique em torno de zero. O helicoptero
3-DOF também possui um sistema de massa ativa para criar perturbagoes, porém, nao

sera utilizado neste projeto.
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Figura 4 - Helicoptero 3-DOF da Quanser.

Pitch

R T

Fonte: o préprio autor

Figura 5 - Modelo esquemaético do helicéptero 3-DOF.

F, Eixo pitch
p
Motor dianteiro

Motor traseiro

Eixo elevation

Sup. de sustentagio

L

Contra-peso

Fonte: (QUANSER, 2002)

Embora este sistema seja nao linear, por motivos de simplicidade, sera utilizado o

modelo linearizado. O modelo em espago de estados que descreve o helicoptero é (QUAN-

SER, 2002):
2(t) = Az(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t),

(99)

sendo z(t) € IR® o vetor de estados, y(t) € IR? é a saida e u(t) € IR? é a entrada de controle.

Para a modelagem que consta no manual do fabricante, o vetor de estados z(t), o
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vetor de entrada u(t) e as matrizes A e B sao apresentadas da seguinte forma:

-
p
A
= |, wm="
p Vb
|
§
K
0 0 01000 0
0 0 001000
0 0 0007100
L 0 00000073
0 0 000000
0 it s 0000 00
1 0 000000
0 0 1000 0 0

0 0

0 0

0 0
laky laky

mwlﬁ,+2mfl3 mwl%U—Fmelg

1 _ky _1 ks ’
melh 2mflh

0 0

0 0

0 0

Todos os parametros do helicéptero foram retirados do manual do fabricante (QUAN-

SER, 2002) e estao organizados na Tabela 1 abaixo.

Tabela 1 - Parametros do helicoptero.

Descricao e unidades Grandezas Valores
Constante da forca de propulsao da hélice kg 0,1188
Massa do corpo do helicéptero (kg) my, 1,15
Massa do contra-peso (kg) My 1,87
Massa do conjunto da hélice dianteira (kg) my mp/2
Massa do conjunto da hélice traseira (kg) my mp/2
Distancia: eixo de pitch - cada motor (m) Iy 7x0,0254
Distancia: eixo de elev. - helicéptero (m) lg 26 x 0,0254
Distancia: eixo de elev. - contra-peso (m) lw 18,5 x 0,0254
Constante gravitacional (m/s?) g 9,81
Momento de inércia sobre o eixo de elevacio (kgm?) Je 0,91
Massa da pegas do conjunto de massa ativa (kg) m 0,154

Fonte: (QUANSER, 2002)

Para verificar a robustez do controlador projetado, implementou-se uma queda de 30%

de poténcia no motor traseiro, através da insercao de uma chave temporizada conectada
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a um amplificador com ganho de 0,7 e diretamente ligada na tensao de atuagao sobre o
motor. Assim, constitui-se um politopo de dois vértices com uma incerteza na matriz de
entrada do sistema do helicoptero, atuando sobre o motor traseiro entre 70% a 100% do

ganho no canal de V}. Os vértices do politopo sdo descritos na sequéncia.

e Vértice 1 (ganho =1 no canal):

0 0 010000 0 0
0 0 00 1O0O0O0 0 0
0 0 000100 0 0

A = 0 0 00 0O0O0O B = 0,0858 0,0858 | (100)
0 0 00 0O0O0O0 0,5810 —0,5810
0 —1,2304 0 0 0 O 0 O 0 0
1 0 00 0O0O0O©O 0 0
_0 0 10 0 00 0_ I 0 0 |

e Vértice 2 (ganho = 0,7 no canal):

0 0 01000 0 0 0 |
0 0 00 10O0O0 0 0
0 0 000100 0 0

Ay — 0 0 00 0O0O0O  By= 0,0858 0,0601 ' (101)
0 0 00 0O0O0O 0,5810 —0,4067
0 —-1,2304 0 0 0 0 O O 0 0
1 0 000O0O00O 0 0
_0 0 1 00 00 0_ I 0 0 |

Todos os detalhes técnicos dos sensores, placas de interface, drivers, amplificadores de

poténcia, etc, podem ser encontrados no manual do fabricante (QUANSER, 2002).

4.2.2 Regiao de factibilidade

Considere o sistema incerto do helicoptero 3-DOF de bancada constituido de dois
vértices pertecentes ao politopo, definidos por (100) e (101). Seguindo as etapas de
projeto descritas na Secao 4.1, para o projeto do controlador K, serd utilizado o conjunto
de LMIs formado pelas equacoes (18) e (19). Encontrada uma solugdo factivel para o

problema, o controlador K sera calculado através da equagdo (22).
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De maneira andloga a Secao 4.1, a partir do ganho de estado K projetado, serao
utilizadas as LMIs (60) ou (74) para buscar um controlador de saida L. Sendo (60) ou
(74) factivel, o ganho de saida L serd dado por L = H~1J.

Ainda, sera suposto neste projeto que nao existe o acesso a variavel responsavel pelo
controle do dngulo de arfagem ou dngulo pitch (p). O fato de nao ter acesso a esta variavel
¢ o que torna esta metodologia de projeto interessante, uma vez que na grande maioria
de processos industriais, nao se tem o acesso a todas as variaveis existentes. Desta forma,

a matriz C'(f) assume a forma dada em (102) para ambos os vértices do politopo.

1 00000O0O00O0

001 0O0O0O0®O

0001O0O0O0®O
CB)={00001000 (102)

000O0O0OT1TO0®O

000O0O0O0OT1@®O0

000O0O0O0O0OT1

Uma varredura sera feita variando-se a taxa de decaimento a em funcao da taxa de
decaimento v, e comparando-se os métodos de projeto propostos pelos Teoremas 2 e 3 em
relacdo a regiao de factibilidade. Para tanto, observe a Figura 6.

Figura 6 - Regiao de factibilidade para o sistema incerto do helicéptero 3-DOF de bancada dado
por (100) e (101) - Teorema 2 ([J) - Teorema 3 (x).

X X X [

0.14%

XX RERRRK
X X B ERRK
X X x R K
X X x R
X X X
|

0.128

XXX EBERRERRERKR XK
XX XxEERERRRRN
XXX RRERRRRRK

X XxRRERRKRRK

0.18

X XRREREERRRRRRR R K
X X RERERERRRRRR R X
X XEBERRERNERRRRDR RN

0.08%

XXX BRI RARRRRK
XX RRRREREERRRRRRR RX
XX EREERRRERRRRRR KR R K

0.06%

XX REREREERRERERERERRRRR R
X xEERERERRERRERERRRRR R R R
XX RERERERRRREREIRIRRRRR R X
XX XRERRERRERERERRRR IR R X

0.04#

«
NREERRERREREREINRERENRRRIRERR RN
NREERREERERERIRRRERENRRRRERR @M
ERERRRERRRERERERREREREIRRIRRRRRIR RN
XX RERRREREERERREREIRERRRRR R X

X X EERRERERARENIIINRRDNIR IR RR @ M

WK XERERRREREERRREREIRRRRER R R R

8 0.4 0.42 0.44 0.46 0.48 0.5

v

Fonte: o préprio autor
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De acordo com a Figura 6, verifica-se também que, para 0,01 < a < 0,15 e 0,36 <
v < 0,6, a regidao de factibilidade quando se utiliza o método de projeto proposto pelo
Teorema 3 é maior que a regiao de factibilidade quando se utiliza o método proposto
pelo Teorema 2. Mais uma vez, pode-se concluir que a consideracao de uma matriz de
Lyapunov dependente de parametros (PDLF) garante condi¢bes mais relaxadas para o
projeto de controladores de saida L. Nota-se também que a taxa de decaimento « atua
como um limitante no projeto do controlador L, ou seja, conforme aumenta-se a taxa de
decaimento a imposta no projeto do ganho de estado K, permite-se um aumento da taxa

de decaimento v imposta no projeto do controlador L.

4.3 Otimizacao da norma do controlador - Helicoptero 3-DOF
de bancada

Nesta secao serd feita uma comparacgao entre os métodos de projeto de controladores
de saida L para os casos em que o projeto é realizado utilizando apenas a LMI do Teorema
3 dada por (74) e quando o projeto é realizado com a adigdo da LMI de otimizac¢ao do

Teorema 4 dada por (88), ou seja, utiliza-se o conjunto de LMIs formado por (74) e (88).

Para tanto, sera utilizado o modelo do helicétepro 3-DOF de bancada designado
pelos vértices (100) e (101). Para o projeto do controlador K, seréd utilizado o conjunto
de LMIs formado pelas desigualdades (18) e (19), juntamente com as LMIs (25) e (26).
Encontrada uma solucao factivel para o problema, o controlador K desejado que garante
todas as condigbes impostas serd calculado através da equagao (22). Os pardmetros de
interesse foram fixados da seguinte forma: taxa de decaimento o = 0,4, o raio r =4,5, o

centro ¢ = (0,0) e o angulo § = 60°. O controlador K obtido é dado por (103).

—23,4970 —26,8686 22,1613 —19,6751
—28,1408  2,1489  1,3284 —23,6421

—8,1022 30,9326 —9,5553 6,5904

(103)
2,4805 0,5075 —11,4055 0,5663

A partir deste ganho de estado, e procedendo da mesma forma que na Secao 4.1, é
possivel realizar a comparagao citada anteriormente. O resultado é apresentado na Figura
7.
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Figura 7 - Realimentacao estatica de saida: curva com a otimizacdo da norma do controlador L
(linha tracejada) e sem a otimizagao (linha continua).
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Fonte: o préprio autor

Pode-se verificar que o projeto do controlador L com a adicdo da LMI de otimizacao
apresenta valores para a norma de L inferiores ao projeto quando a LMI de otimizagao é
desconsiderada. Sendo assim, é possivel projetar controladores com taxas de decaimento
mais elevadas garantindo a implementacao pratica dos mesmos. Para o intervalo 0,01 <
v <1, a norma do controlador L sem a LMI de otimizacao atingiu um valor maximo de
|L|| = 3267,1787, enquanto que com a adi¢ao da LMI de otimizagdo, a norma de L atingiu

o valor maximo de ||L|| = 1423,2533, representando uma redugao de aproximadamente

43%.



49

5 SIMULACOES E IMPLEMENTACAO PRATICA

5.1 Projeto de controladores de saida robustos

Como pode ser visto anteriormente, o projeto do controlador L consiste em duas
etapas. Nesta secdo, para o projeto do controlador K, serd utilizado o conjunto de LMIs
formado pelas desigualdades (18) e (19), juntamente com as LMIs (25) e (26). Encontrada
uma solucao factivel para o problema, o controlador K desejado que garante todas as

condigoes impostas serd calculado através da equagao (22).

A partir do ganho de estado K projetado, serd utizada a LMI dada por (74) para
projetar um controlador de realimentacao de saida L. Sendo (74) factivel, o ganho de

saida L que garante todas as condicdes impostas serd dado por L = H~1J.

Para o projeto do controlador K, os parametros de interesse foram fixados da seguinte
forma: taxa de decaimento o= 0,1, o raio r =4,5, o centro ¢ = (0,0) e o angulo § = 60°.
Sendo o sistema representado pelos vértices (100) e (101), é possivel encontrar uma solugao

factivel para o problema. O controlador K obtido é dado por (104):

—19,1939 —21,6377 12,5258 —18,3099 —7,4274 21,3424 —5,6982 2,6083

—23,1263  3,3204 —0,2725 —22,0463 2,5456 —1,3006 —6,8422 0,0222 |
(104)

Para o projeto do controlador de saida L, serao utilizadas as mesmas suposicoes feitas

no Capitulo 4, ou seja, a matriz C' é dada por (102).

Com o controlador K dado por (104), fixando-se a taxa de decaimento v = 0,06, e
sendo o sistema representado pelas matrizes de estados dadas por (100), (101) e (102), é

possivel encontrar uma solugao factivel para o problema. O controlador L obtido é dado
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por (105):

—189,8669 50,1020 266,4884 —98,2230 224,2607 -3,9064 26,1714

2,7084  —5,9838 —65,3206 16,3281 —32,0521 —7,1414 —3,5509 |
(105)

Com o objetivo de verificar o comportamento dos vértices do sistema realimentado
A;+ B;LC; para i =1 e 2, que descreve a presenca de uma falha, foram realizadas simula-
coes utilizando o software MatLab® com o controlador L projetado (105). Na Figura 8 é
possivel observar o comportamento de trés estados dos oito existentes, no caso, o angulo
de elevacao (), o dngulo de arfagem (p) e o angulo de deslocamento (\). A trajetoria de
referéncia do helicoptero foi dividida em trés estdgios. O primeiro estagio é de decolagem,
em que o helicéptero sobe 27,5°, alcangando o angulo de elevagao € = 0°. No segundo es-
tagio o helicoptero viaja 120° mantendo a mesma elevacao, ou seja, o helicoptero alcanca
A =120° tendo como referéncia o ponto de decolagem. No terceiro estagio o helicéptero
realiza a aterrissagem retomando o angulo inicial e = —27,5°. Durante o estagio de ater-
rissagem do helicéptero, no instante ¢ = 22s, impde-se a perda de 30% do motor traseiro.
Apesar de no instante t = 22s ocorrer uma perda abrupta de poténcia e uma troca de mo-
delo do sistema do helicoptero (transicao do modelo representado pelo vértice 1 equagao
(100) para o modelo representado pelo vértice 2 equacao (101)), esta troca ocorre apenas
uma unica vez e nao existe a necessidade da preocupagao com a variagao temporal de
Bi. A troca de modelo pode ser entendida como dois casos distintos de operagao, ou seja,
durante os primeiros 22s o sistema é representado pelo vértice 1 do sistema com deter-
minadas condi¢Oes iniciais zq, e apds os 22s o sistema é representado pelo vértice 2 com
novas condigoes iniciais xg. Além disto, apesar da condi¢ao de controlabilidade da saida
permitir o uso de apenas 3 estados para realimentacao estatica para este helicoptero, as

nao linearidades praticas implicam no descarte de apenas 1 estado (dngulo de arfagem

(p))-
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Figura 8 - Realimentagao estética de saida - Lei de controle u(t) = Ly(t).
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Fonte: o préprio autor

Com o controlador dado por (105) foi realizada também sua implementagao prética
e o mesmo teste de perda de poténcia abrupta foi realizado (através da insergao de uma
chave temporizada atuando diretamente no canal da tensao de entrada do motor traseiro
do helicéptero - vide Se¢ao 4.2), com o intuito de verificar o controlador atuando em um
sistema fisico real sujeito a falhas (BUZACHERO et al., 2012). A trajetéria de referéncia

do helicoptero é a mesma ja descrita anteriormente.

A partir da implementacio prética, é possivel colher os dados via MatLab® e ve-
rificar o real comportamento do sistema. Na Figura 9, teve-se o interesse em mostrar
apenas o comportamento de trés estados do sistema, ou seja, elevagdo (¢), arfagem (p) e

deslocamento () e também os sinais de controle u;(t) e ua(t).
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Figura 9 - Comportamento dos trés graus de liberdade do helicéptero 3-DOF (¢[°],p [°],A[°])
juntamente com as tensoes de entrada 5 x uy(t)[V] e 5 x ua(t)[V].
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Fonte: o proprio autor

Observando-se as curvas dos sinais de controle, apesar de muito oscilatorias, é possivel
perceber a atuacgao do controlador no sistema, aplicando tensoes positivas e negativas nos
sinais de entrada dos motores garantindo a estabilidade do sistema. O comportamento
dos trés estados de interesse do sistema sao oscilatérios, assim como pode ser visto nas
simulagoes. E esperado que as curvas experimentais sejam proximas das curvas obtidas
nas simulagoes, porém, nunca serao idénticas, devido as nao linearidades presentes no
sistema em questdao. Como dito anteriormente, garantir apenas a estabilidade em siste-
mas de engenharia nem sempre é suficiente. O comportamento do helicoptero 3-DOF
(QUANSER, 2002) é estavel, porém, ainda nao satisfatério do ponto de vista do proje-
tista, devido a caracteristica oscilatoria verificada. Sendo assim, o parametro da taxa de
decaimento deve ser melhor explorado a fim de garantir uma resposta mais rapida para
este sistema, levando sempre em conta a norma do controlador projetado. Na Secao 5.2
serd projetado um controlador de saida robusto sujeito a uma taxa de decaimento mais

elevada com otimizagdo da norma de L.

E importante lembrar que o modelo dado por (98) permite que os estados elevagao
(¢) e deslocamento (A) ndo venham obrigatoriamente a zero. Isso permite a pilotagem do

helicoptero.
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Para avaliar se o projeto do controlador K, dado por (104), garante que os autovalores
do sistema incerto (14), realimentado através da lei de controle u(t) = Kz(t), estejam
na regiao que satisfaz as especificacoes iniciais, os valores de [ foram particionados em
101 valores em (16). O mesmo procedimento foi utilizado para verificar se o projeto do
controlador (105) garante que todos os autovalores do sistema incerto (14), realimentado
através da lei de controle u(t) = Ly(t) também atende as especificacdes de projeto. E
importante lembrar que existem oito autovalores para cada um destes subsistemas. Na
Figura 10 é possivel verificar a nuvem de autovalores do sistema incerto realimentado
utilizando a realimentacao de estados.

Figura 10 - Nuvem de autovalores para o sistema incerto (14) - Realimentagao de estados u(t) =
Kx(t).
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Fonte:o préprio autor

Analisando-se a Figura 10 é possivel verificar que os autovalores do sistema incerto
realimentado se encontram a esquerda da taxa de decaimento o« = 0,1, dentro do semi-
circulo de raio r = 4,5 centrado na origem e dentro da regidao formada pelas retas com
inclinagao 6 = 60°. Na Figura 11 é possivel verificar os autovalores do sistema incerto

realimentado utilizando a realimentacao de estatica de saida.
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Figura 11 - Nuvem de autovalores para o sistema incerto (14) - Realimentacao estatica de saida
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E possivel ampliar a Figura 11 no intervalo do plano-s entre —3 < s < 0,5, para obter
a Figura 12, como forma de verificar com maior clareza uma das regioes ocupadas por

esta nuvem de autovalores.

Figura 12 - Nuvem de autovalores para o sistema incerto (14) - Realimentacao estética de saida
u(t) = Ly(t).
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De acordo com as Figuras 11 e 12, observa-se também que os autovalores do sistema

incerto realimentado se encontram a esquerda da taxa de decaimento v = 0, 06.

Na Figura 13 é possivel observar a nuvem de autovalores do sistema realimentado
A(B)+ B(B)K (representado por x) e do sistema realimentado A(S)+ B(8)LC(5) (re-

presentado por []) em uma unica figura, sendo que 3 foi particionado em 101 valores.

Figura 13 - Nuvem de autovalores para o sistema incerto (14) - Realimentagéo de estados u(t) =
Kz(t)(x) e realimentacao estdtica de saida u(t) = Ly(t) (OJ).

Imag (s)
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Fonte: o préprio autor

E possivel também ampliar a Figura 13 no intervalo do plano-s entre —3 < s < 0, 5,

de tal forma a melhorar a visualizagao desta regiao, obtendo assim a Figura 14.
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Figura 14 - Nuvem de autovalores para o sistema incerto (14) - Realimentagéo de estados u(t) =
Kz(t) (x) e realimentagao estatica de saida u(t) = Ly(t) ().
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Fonte: o proprio autor

E interessante observar nas Figuras 13 e 14 que, apesar das restri¢oes do setor circular
e do setor conico impostas apenas no calculo do controlador K, percebe-se nesse exemplo
que o controlador L pode preservar tais caracteristicas. Os autovalores do sistema incerto
realimentado através da realimentacgao estatica de saida respeitam apenas a tinica imposi-
¢ao de projeto feita, no caso, a taxa de decaimento v = 0,06, porém a nuvem de autovalores
caminha dentro de uma regiao préoxima a regiao imposta no projeto do controlador K.
Pode-se verificar entao que, projetar um ganho de saida L dependente de restrigoes de
realimentagao de estados (dois estagios de projeto) faz com que o mesmo preserve algumas
das caracteristicas de projeto do controlador K. Outro parametro de fundamental im-
portancia diretamente relacionado com a viabilidade de implementacao pratica é a norma
do controlador. Para o controlador K obteve-se uma norma || K || = 48,4120 e para o

controlador L obteve-se uma norma ||L|| = 417,8013.

Observacao 3. Por questoes de sequranca e devido d saturacao dos amplificadores de
poténcia, para o helicéptero 3-DOF de bancada da Quanser (QUANSER, 2002), controla-
dores com norma || X|| acima de 450 nao sio implementados no Laboratdrio de Pesquisa
em Controle (LPC) da FEIS - UNESP.
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5.2 Projeto de controladores de saida robustos com otimiza-
¢ao da norma

Como foi possivel observar na Secao 5.1, valores maiores para a taxa de decaimento
v sdo desejaveis, como forma de garantir uma resposta transitoria mais rapida (BOYD et
al., 1994; FENG et al., 2011). Porém, quanto maior a taxa de decaimento, maior também

serd a norma do controlador L projetado.

Para solucionar esse problema, a partir de estudos baseados em Assuncgao et al. (2007),
foi proposto o Teorema 4 para limitar a norma do controlador L, possibilitando assim
aumentar a taxa de decaimento desejada e encontrar controladores que sejam passiveis
de implementagcao pratica (BUZACHERO et al., 2010). Procedendo de maneira andloga
a Secao 5.1, para o projeto do controlador K, os parametros de interesse foram fixados
da seguinte forma: taxa de decaimento aw = 1,5, o raio r = 4,5, o centro ¢ = (0,0) e o
dngulo 6 = 40°. Sera utilizado o conjunto de LMIs formado pelas equagoes (18) e (19)
juntamente com as LMIs (25) e (26). Encontrada uma solucao factivel para o problema,
o controlador K desejado que garante todas as condigoes impostas sera calculado através
da equagao (22). Sendo o sistema representado pelos vértices (100) e (101), o controlador
K obtido ¢ dado por (106):

—84,6466 —80,5628 232,6168 —37,5842
—96,2770 13,6933  2,5557 —43,8712

—13,8177 177,3679 —66,0217 120,0135

(106)
6,4115  —7,3678 —74,1495 1,6657

Para o projeto do controlador de saida L, mantém-se a mesma suposicao feita na
Secao 5.1 de que o acesso a varidvel responsavel pelo controle do dngulo de arfagem ou
angulo pitch (p) ndo estd disponivel, sendo assim, a matriz C(/3) assume a forma dada
em (102).

Com o controlador K dado por (106), fixou-se a taxa de decaimento v =0, 1, e utilizou-
se a LMI (74) juntamente com a LMI (88) para projetar um controlador de saida L. Sendo
o sistema representado pelo modelo formado por (100), (101) e (102), o ganho de saida L

que garante todas as condicdes impostas serd calculado por L = H~1J. O controlador L
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obtido é dado por (107):

—225,7570 92,3538 53,8936 —26,1547 158,2267 13,8253 67,4061

2,0917 —9,3608 —27,1859  5,7343 —18,2586 —11,2597 —9,1826 .
(107)

De maneira andloga & Secdo 5.1, através do software MatLab®, é possivel verificar
o comportamento dos vértices do sistema incerto realimentado A; + B;LC}; utilizando o
controlador L dado por (107). Na Figura 15 é possivel observar o comportamento de
trés estados dos oito existentes, no caso, o angulo de elevagao (¢), o dngulo de arfagem
(p) e o angulo de deslocamento (A). A trajetoria do helicoptero é a mesma ja descrita

anteriormente.

Figura 15 - Realimentagdo estatica de Saida - Lei de controle u(t) = Ly(t).
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Fonte: o proprio autor

Com o controlador dado por (107) foi realizada também uma implementagao prética,

com o objetivo de verificar sua atuagao em sistemas fisicos reais sujeitos a falhas.

A partir da implementacio prética, os dados foram obtidos via MatLab® como forma
de observar o real comportamento do sistema. Na Figura 16, teve-se o interesse em
mostrar apenas o comportamento de trés estados do sistema, ou seja, a elevacao (e), a

arfagem (p) e o deslocamento (), e também os sinais de controle ui(t) e ua(t).
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Figura 16 - Comportamento dos trés graus de liberdade do helicéptero 3-DOF (¢[°],p [°],A[°])
juntamente com as tensoes de entrada 5 x uy(t)[V] e 5 x ua(t)[V].
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Fonte: o préprio autor

As diferencas encontradas entre as simulagoes e as curvas obtidas experimentalmente
sao decorrentes das nado linearidades do sistema em questdao. Comparando-se as simula-
¢Oes para os casos sem e com otimizagao da norma do controlador L, respectivamente,
as Figuras 8 e 15, observa-se que na Figura 15 o sistema atinge a condicao de regime
permanente mais rapidamente e a amplitude das oscilagoes também foram reduzidas com
relagdo aos resultados apresentados na Figura 8. Analisando-se os resultados obtidos
experimentalmente (Figuras 9 e 16), observa-se que na Figura 16, o sistema tem caracte-
ristica oscilatoria porém com tempo de transitorio muito menor quando comparado com
os resultados apresentados na Figura 9. No instante ¢t = 22s quando ocorre a falha no mo-
tor traseiro do helicoptero, o sistema também se recupera de maneira mais rapida. Este
fato demonstra claramente que o aumento do parametro da taxa de decaimento pode

proporcionar a redugao do tempo de transitério do sistema.

Procedendo da mesma forma que na Secao 5.1, é possivel verificar se os controladores
K e L garantem, respectivamente, que os autovalores dos sistemas incertos realimentados
A(B)+B(B)K e A(B)+ B(B)LC(B) atendem as condigoes de projeto especificadas, sendo
que f foi particionado em 101 valores. Na Figura 17 é possivel verificar os autovalores do

sistema incerto utilizando a realimentacao de estados.
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Figura 17 - Nuvem de autovalores para o sistema incerto (14) - Realimentagéo de estados u(t) =
Kx(t).
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Fonte: o préprio autor

Analisando a Figura 17 é possivel verificar que os autovalores do sistema incerto rea-
limentado se encontram a esquerda da taxa de decaimento o = 1,5, dentro do semicirculo

de raio r = 4,5 e centrado na origem e dentro da regidao formada pelas retas com inclinagao
0 =40°.

Na Figura 18 é possivel verificar os autovalores do sistema incerto utilizando a reali-

mentacao estatica de saida.
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Figura 18 - Nuvem de autovalores para o sistema incerto (14) - Realimentacao estética de saida
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Fonte: o proprio autor

De acordo com a Figura 18, observa-se também que os autovalores do sistema incerto
realimentado se encontram a esquerda da taxa de decaimento v =0,1. Na Figura 19 é
possivel observar a nuvem de autovalores do sistema realimentado A(3)+ B(/5)K (repre-
sentado por x) e do sistema realimentado A(S)+ B(8)LC(B) (representado por [J) em
uma unica figura, sendo que S foi particionado em 101 valores.

Figura 19 - Nuvem de autovalores para o sistema incerto (14) - Realimentagao de estados u(t) =
Kx(t) (x) e realimentagdo estética de saida u(t) = Ly(t) (O).
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E interessante observar que na Figura 19 podem ser verificadas as mesmas observagoes
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feitas na Secao 5.1. Com relagdo a norma do controlador, para o controlador K obteve-se

uma norma || K| = 348,1521 e para o controlador L obteve-se uma norma || L|| = 305,5004.

No projeto do controlador L descrito acima, se o mesmo fosse realizado desconside-
rando a LMI de otimizacao (88), ou seja, a partir do ganho de estado (106), e utilizando
apenas a LMI (74), a norma de L obtida seria de || L|| = 1060,4676, impossibilitando sua
aplicagao na pratica, isto é, levando os amplificadores das fontes de tensao do helicotptero
3-DOF a saturagao. Verifica-se entao a importancia da otimizacao da norma do controla-
dor L proposta neste trabalho, uma vez que nao seria possivel encontrar um controlador
de saida com indices de desempenho adequados para o sistema em questdo que pudesse

ser implementado na pratica.

Nota 1. Com relagdo a regido de factibilidade, testes foram realizados e observou-se que
com a adi¢ao da LMI de otimizacao (88) nao se perde regiao de factibilidade, em outras
palavras, a regiao de factibilidade para os sistemas aqui estudados se mantém a mesma

com ou sem a adicao desta LMI.



63

6 CONCLUSOES

Neste trabalho foram propostas condigoes suficientes baseadas em LMIs para o projeto
de controladores de saida dependente de ganhos de estados (dois estdgios de projeto),
com a inclusdo do parametro da taxa de decaimento em sua formulagao, responsavel por
diminuir o tempo de transitério da resposta do sistema. Foram feitas também extensoes
considerando a matriz de Lyapunov dependente de pardmetros (PDLFs). Resultados
utilizando PDLFs ao invés de CQLFs mostraram-se menos conservadores para os casos
estudados, garantindo taxas de decaimento para o projeto de controladores de saida mais

elevadas.

Foram propostas também condic¢oes suficientes baseadas em LMIs para a otimizagao
da norma do controlador robusto de saida L. Desta forma, é possivel realizar projetos
com taxas de decaimento mais elevadas, buscando uma resposta mais rapida do sistema

e viabilizando a implementacao pratica em sistemas fisicos reais.

O trabalho realizou dois projetos de controladores de saida robustos para o sistema
de um helicoptero 3-DOF de bancada, considerando que o acesso a uma das variaveis
do modelo nao esteja disponivel. Para o primeiro caso, o projeto do controlador foi
realizado desconsiderando a otimizagdo da norma do controlador de saida. Verificou-
se que o controlador robusto projetado atendeu as especificagoes de projeto, garantiu a
estabilidade do sistema mesmo na presenga de uma falha (30% de perda de poténcia
no motor traseiro), porém, apresentou caracteristicas oscilatérias indesejaveis. Para o
segundo caso, adicionando-se as LMIs de otimizacao propostas neste trabalho, verificou-se
que o controlador robusto também atendeu as restricoes impostas no projeto, manteve-se
estavel mesmo na presenca de uma falha e reduziu significativamente a amplitude das
oscilagoes das variaveis de interesse e o tempo de acomodacao do sistema, respondendo
de maneira satisfatoria as expectativas do projeto. Além disso, observou-se a importancia
da adicao da LMI de otimizagdo da norma do controlador de saida, uma vez que, se o
projeto fosse realizado sem a sua adig¢ao, nao seria possivel realizar sua implementagao na

pratica.
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Como perspectivas futuras podem ser citadas:
e Buscar condigoes menos conservadoras para o projeto de controladores robustos via
realimentacao estatica de saida.

e Expandir os resultados do Critério da D-estabilidade para sistemas projetados atra-

vés da realimentacao estatica de saida.

e Buscar controladores via realimentagao estatica de saida passiveis de implementacao

pratica com o menor numero possivel de variaveis disponiveis para projeto.
e Expandir os resultados obtidos neste trabalho para sistemas discretos no tempo.

e Proposta de relaxagao: considerar as matrizes F' e G dependente de pardmetros (F;
e Gz)
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