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Slade, G. G. Formacdo e estabilidade de breathers no modelo de Peyrard-Bishop para o DNA
[dissertacdo]. Sdo José do Rio Preto: Instituto de Biociéncias Letras e Ciéncias Exatas,
Universidade Estadual Paulista; 2009

RESUMO

A dindmica do DNA apresenta movimentos de grande amplitude e localizados ao longo da cadeia
que, mesmo na sua temperatura bioldgica, sdo capazes de abrir um Unico par de bases. Com o
objetivo de compreender essa dinamica, discutimos a formagdo e a estabilidade de solugdes
espacialmente localizadas e periddicas no tempo, breathers, no modelo de Peyrard-Bishop. O
limite anticontinuo € utilizado para gerar o breather, entdo no inicio o acoplamento entre os
osciladores € nulo. Depois de construir o breather, nos utilizamos a teoria de Floquet para estudar
sua estabilidade. Os resultados foram analisados pelos multiplicadores de Floquet e a dindmica
energética do sistema. Teste com diferentes frequéncias do breather e intervalos de acoplamento
foram feitos; esses parametros estdo intimamente relacionados com a energia do sistema.

PALAVRAS-CHAVE: Breather, limite anticontinuo, estabilidade, modelo de Peyrar-Bishop,
dindmica do DNA.



Slade, G. G. Formation and stability of breathers in the Peyrard-Bishop model for [dissertation].
Sao José do Rio Preto: Instituto de Biociéncias Letras e Ciéncias Exatas, Universidade Estadual
Paulista; 2009

ABSTRACT

The DNA dynamic shows movements of great amplitude and localized by the chain that,
even on its biological temperature, it is capable to open a single base pair. Aiming to understand
this we discuss the formation and the stability of spatial localized solutions and periodic in time,
breathers, in the Peyrard-Bishop model. The anti-continuous limit was used to generate the
breather, so in the beginning the couple between the oscillators was zero. After the breather
building, we used the Floquet theory to study its stability. The results were analyzed by the
Floquet multipliers and the energetic dynamics of the system. Tests for different breather’s
frequency and coupling range were done; these parameters are intrinsic related to the system
energy.

KEYWORDS: Breather, anti-continuous limit, stability, Peyrad-Bishop model, DNA dynamic.
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Capitulo 1

Introducao

O DNA ¢ a molécula que contém a informacao genética e é responsavel pela transmissao
da hereditariedade [1]. A determinacao da estrutura em dupla hélice [2] € considerada um marco
para o desenvolvimento da biologia molecular. Contudo estudos das ultimas quatro décadas tém
revelado que a dinamica do DNA ¢€ rica e essencial para suas fungdes. A informacao genética esta
armazenada na sequéncia de bases que, na estrutura de dupla hélice, ficam “escondidas” no
interior da hélice. As sequéncias que codificam as proteinas t€ém que ser lidas, o que exige a
exposi¢do das bases a solugdo. Isso implica movimentos de grande amplitude e, portanto, uma
dindmica ndo linear.

A estrutura em dupla hélice €, em parte, mantida pelas pontes de hidrogénio entre as bases
nitrogenadas, os pares de Watson-Crick A — T e C — G. A absor¢do na regido do UV de uma
solugdo de DNA ¢é fortemente dependente da quantidade de pares de base formados. Isso
proporciona uma forma simples de monitorar a separacdo das duplas fitas, ou a desnaturacdo do
DNA, que pode ocorrer por um ou pela combinacdo de fatores como a temperatura, pH,
concentracdo salina ou de outros desnaturantes, como a uréia, por exemplo [3]. O modelo de
Ising, com dois estados — o par de bases estd fechado, ou seja, as pontes de hidrogénio formadas,
ou estd aberto, com as pontes quebradas — foi proposto a quase meio século [4] e continua sendo
implementado e estudado até hoje para explicar a desnaturagdo do DNA [5]. A desnaturacdo
térmica do DNA representa um problema interessante para os fisicos, pois é uma transicdo de

fase em uma cadeia unidimensional em termos mesoscépicos [6,7].



A formacgdo das chamadas “bolhas de transcri¢ao” envolvem o rompimento das pontes de
hidrogénio em regides localizadas do DNA. Experimentos de troca de prétons [8,9] tém revelado
que as flutuagdes podem ser altamente localizadas, com a possibilidade de abertura de um tnico
par de bases, e muito dinamico, pois o tempo de vida de um par de bases (tempo médio que o par
de bases permanece fechado) é estimado em milisegundos. Estas informagdes indicam que a
dindmica do DNA, em particular o estudo de modos de vibragdo localizados em poucos pares de
base € importante para a compreensao destes aspectos.

O modelo de Ising ¢ um modelo estatistico e ndo fornece informagdes sobre a dindmica
do DNA. Peyrard e Bishop [10] propuseram um modelo em que cada nucleotideo € representado
por um grau de liberdade, com movimentos nos planos das bases e na direcdo das pontes de
hidrogénio. Uma caracteristica fundamental do modelo é a ndo linearidade da fun¢do potencial
utilizada para descrever as pontes de hidrogénio. Esse modelo simples tem sido usado com
sucesso para explicar a desnaturacio térmica e outros aspectos dindmicos do DNA [11,12].

Em sistemas ndo lineares, breathers sdo solucdes espacialmente localizadas e periddicas
no tempo [13,14]. Esse tipo de solugdes € gerado pela combinacdo da discretizagdo e da ndo
linearidade do sistema [15]. A discretizacdo faz com que a banda de dispersdo (modos lineares de
vibracdo) seja finita e descontinua, enquanto a ndo linearidade faz com que a frequéncia passe a
ser dependente da amplitude. A existéncia dessas estruturas localizadas foi demonstrada por
Mackay e Aubry [16] e é valida para redes Hamiltonianas de osciladores ndo harmonicos com
acoplamento fraco. Essa prova € baseada no limite do anticontinuo, onde inicialmente a interacao
entre osciladores vizinhos é nula. Mostra-se que a solu¢do encontrada persiste em um espaco de

solugdes periddicas com o tempo de periodo fixo, além de decairem exponencialmente no espaco.



Em suma, as condi¢des necessdrias para a existéncia de um breather € que nenhum multiplo
inteiro de frequéncia da solucdo coincida com algum modo linear de vibracao.

O objetivo desse trabalho é re-estudarmos a questdo da formagdo, da estabilidade e da
dindmica de breathers no modelo de Peyrard-Bishop (PB) para cadeias homogéneas. Para isso 1-
site breathers serdo gerados utilizando a aproximacdo do limite anticontinuo. Dois tipos de
potencial serdo utilizados para as interagdes em cada sitio (“on site”): o potencial de Morse e o
potencial “Corcunda”. A estabilidade das solu¢des encontradas € estudada aplicando a teoria de
Floquet [17,18]. Testes com diferentes frequéncias do breather e intervalos da constante de
acoplamento eldstico foram realizados e os resultados sdo analisados com base nos

multiplicadores de Floquet e na dindmica energética do sistema.



Capitulo 2

O modelo de Peyrard-Bishop (PB)

Existem intimeros modelos para descrever a molécula do DNA, cada um considerando as
suas principais caracteristicas para simular o aspecto especifico a ser estudado [19]. Como
estamos interessados na formacdo de estruturas com energia localizada provenientes de
movimentos de grande amplitude precisamos de um modelo capaz de descrever o afastamento
entre os nucleotideos de um mesmo par de bases. O modelo PB preenche de forma minimalista
estas condi¢des como discutiremos abaixo. Nele, cada fita do DNA € mimetizada por uma cadeia
de osciladores acoplados harmonicamente. As fitas interagem uma com a outra por meio de um
potencial ndo linear. Assim, cada nucleotideo de uma fita € representado por uma massa m. Cada
massa estd ligada a duas vizinhas, adjacentes, por uma mola de constante k, que representa um
potencial efetivo que contém as interagdes de empilhamento entre pares da mesma fita, efeitos
estéricos da distribui¢do atomica e efeitos do ambiente. As duas fitas sdo mantidas “paralelas”
por um potencial ndo linear que mimetiza as pontes de hidrogénio entre as bases nitrogenadas A
— T e C — G. Aspectos tridimensionais da estrutura helicoidal ndo s3o considerados e o
movimento analisado é perpendicular ao eixo principal da dupla fita. As posi¢des dos
nucleotideos das fitas sdo rotuladas u; e vj, respectivamente; com j = 1, ..., N. Por simplicidade,
estudaremos somente cadeias homogéneas (homopolimero), ou seja, as massas e as constantes de
acoplamento eléstico de cada fita sdo iguais. Da mesma forma, o potencial que une as duas fitas é

0 mesmo para todos os pares de base. O modelo estd esquematizado na Figura 1.
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Figura 1 — Representacdo do modelo de Peyrard-Bishop.

O lagrangiano do modelo PB para uma cadeia homogénea é expresso da forma:
mo. . k k
Lpp = 9’:1{; (@ +07) =5 (War —w)* =5 (Va1 —)* = V(1 = Vj)}~ (1

Pode-se desacoplar as varidveis u; e v; e reescrever o lagrangiano em termos dos modos

. . ~ .. (uj+vj) .
normais de vibragdo definidos por x; = 7> due representa 0 movimento em fase, e y; =

(uj-vjy) . . .
——2 que representa 0 movimento fora de fase. Assim, o lagrangiano (1) pode ser expresso

V2

m . k m
como  Lpg =Ly +Ly, onde L,= 9’=1{;ij _E(xj+1_xj)2} e Ly=XL { v -

%(ym - )% - V(\/Eyj)}'
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O lagrangiano L, representa uma cadeia homogénea de osciladores harmdnicos e nao
permite nenhum modo de vibracdo localizado. Por isso concentraremos nossa atencdo no
lagrangiano L,, que € equivalente a uma rede de osciladores harmonicos unidimensionais sujeitos

a um potencial adicional, local, sobre cada massa, o chamado potencial “on site”.

Figura 2 — Representagdo do sistema formado por L,,.

As equagdes de movimento sdo:

my; + k(2y; — yj41 — ¥j-1) + V' (WV2y;) = 0,com  j=12,...N. )
Devido a presenga dos termos y;4, devemos introduzir condi¢des de contorno para tratar

os efeitos de borda. Aqui vamos restringir as situagdes descritas pelas condi¢des periddicas de

contorno, ou seja, Yo = Yy € Yn+1 = V1

2.1 Potencial de Morse
Originalmente o potencial utilizado para descrever as pontes de hidrogénio no modelo PB

foi o potencial de Morse, que é dado pela funcdo

V(y)=D(e™ -1)%, 3)
onde D € a profundidade do poco do potencial e representa a energia de dissociagdo (energia para
a quebra da ligacdo), a possui dimensao do inverso do comprimento e estd relacionado a largura

do poco e y representa o deslocamento do par de base em relagdo a posicdo de equilibrio (uj -

U])
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Figura 3 — Representag¢do do potencial de Morse. Valor assintético da energia, ou seja,
D =0,5ua.

O potencial de Morse é ndo confinante e, por isso, simula de maneira satisfatoria as
pontes de hidrogénio existentes entre as bases nitrogenadas. Na situacdo de equilibrio, y = 0, a
ponte de hidrogénio estd em configuragdo 6tima, para y < 0 a aproximacao das cadeias gera uma
repulsdo devido aos impedimentos estéricos existente e para y > 0 primeiramente o afastamento
das fitas faz com que haja uma atracdo entre elas, entretanto a partir de um determinado valor de
y as pontes de hidrogénio podem ser consideradas rompidas e ocorre a desnaturacio local da
estrutura em dupla hélice do DNA.

Substituindo o potencial de Morse no lagrangiano L,, temos:

m . k — .
Ly = 20 {597 =5 0o —9)? = Dle ™™ — 117}, )
Para dar idéia da ordem de grandeza dos parametros envolvidos para o DNA,
encontramos na literatura [12,20]: m = 300 u.m.a = 5.1072%kg, D = 0,05254eV, a = 4,0A!

e, para a constante elastica, k = 0,01 — 10eV/£°\2 [18].



-

E conveniente para o desenvolvimento tanto analitico quanto computacional deixar as
equacdes dependentes do menor niimero de pardmetros possiveis. Pode-se reduzir o modelo a

dependéncia de um dnico pardmetro utilizando varidveis adimensionais, definidas por: &; =

Da? . . ~ L. A
ax/iyj e T = 2 |—t, e assim, reescrever o lagrangiano como fungdo de um tdnico pardmetro, C.

L= 7=1{%512 — (&1 - &) —> (e - 1)2} : ©)
ondeé = Z—i, C = 4Dka2 elL, =2DL.

2.2 Potencial “Corcunda”

O potencial “Corcunda”, mostrado pela figura 4 e descrito pelas equagdes (6), foi
introduzido por Peyrard e colaboradores [6,12] com o objetivo de obter tempos de vida para os
estados aberto e fechado mais compativeis com observacdes experimentais. Essencialmente foi
introduzida uma barreira de potencial para valores de y em torno da distancia em que as pontes
de hidrogénio podem ser consideradas quebradas e isso alonga o tempo em que as mesmas, uma
vez abertas, permanecem abertas. O potencial foi obtido pela juncdo do potencial de Morse
(y <0), de um potencial qudirtico (em torno da origem) e de um termo que decai

exponencialmente (y > 1).
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Figura 4 — Representacdo do Potencial Corcunda. O valor de energia necessirio para
transpor a barreira potencial € 0,845 u.a.

Esse tipo de potencial é expresso por:

A[e_ay_l]z y<0
2 3 4
V)= @ EBY Ay 0s<y<1 (©)
D+Fe‘ﬁy(y+E) y>1

Substituindo no lagrangiano L,, e realizando a seguinte mudanga de varidvel, §; = a\/iyj

Aa? .. N
et =2 ——t, encontramos uma forma similar a (5) expressa por:

1; 1 2 1 §j
L=30 8 20— &) =3V ()} @)
[e™% — 1] S<o
2 3 4 a
' K _ j T A T T £
ondeE=E,C=m, Ly=2ALthm(;’)= Aa2+A?§+Aa4 OS;’SL
D F —B7(% 1 §i
A+Ae (a+ﬁ) ;>1

Como o potencial deve ser continuo, assim como a primeira e segunda derivadas, o

ndmero de parametros € reduzido para quatro: a, 8, D e F. Os demais parametros sdo dados pelas



Ses: A=2 a=6D+1FePB(B2 12 — 8D — Fe B (p2 8
expressoes.A—az,a—6D+2Fe (ﬁ +5,8+ﬁ+12),b— 8D — Fe (ﬁ +4ﬁ+ﬁ+

8)ec=3D +%Fe‘ﬁ([32+3,8+§+6).
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Capitulo 3

Método para gerar o breather

Apresentaremos neste capitulo o método para obtencdo de breathers em cadeias
harmonicas com potencial de interagcdo on-site, seguindo a aproximag¢do do limite do anticontinuo
de MacKay e Aubry [16] e implementadas por Marin e Aubry [21] e Cuevas [18].

O Hamiltoniano do sistema é dado por:

H=%Y, (%sz + %C(uj —ujyp)* + V(uj))’ ®)
onde C € o pardmetro de interagdo harmonico e V (u;) o potencial on-site ndo linear.

As equagdes de movimento correspondentes sao:

F =iy + C(2w; — ujpr —uj—1) + V() = 0. ©)

Como procuramos por solucdes periddicas, podemos tratar o problema no espaco de
Fourier e escrever a solugdo do sistema em termos de uma série de Fourier cosseno:

u;(t) = ZJp + 2 Ykm zjkcos (kwpt), (10)
onde wy, € a frequéncia do breather.

Substituindo a expressdo (10) na equagdo de movimento (9) e colecionando os termos

correspondentes ao k-ésimo elemento, encontramos N (km + 1) equagdes algébricas do tipo:

Ff = —k2wy?zf + C(22f — 2f4,—2f ) + V™ =0, (11)
onde V; * ¢ o k-ésimo coeficiente de Fourier de V/(uj).

O calculo de Vj’k é realizado através da Transformada Discreta de Fourier (DFT). A
partir de z}‘ se calcula u;(t) como sequéncia de km + 1 termos usando DFT-cosseno inversa:

w(t) =z + 25§ zf cos (kwyty), (12)
11



2mi

onde t; = ki parai =0,1,..,km
b
Assim,
/ 1 ! '
V; k= — [v (uj(O)) +2ymy (uj(ti)) cos(kwpt;)]. (13)

Uma aproximacgao linear da equacdo (11) nos leva a:

dFf(X) dFf(X) aFf(X)
F@) = B0+ (@ =) + -+ Sl (™ — ™) + = (28 —xd) +
AFk(x) oFf (x) aFk(x)
s (287 =B e o (= ) e Sl (2 ™), (14)
km km 0 kmT * g ;
onde Z = [21 cZEm 0 L Zkm L zY .z ] € o vetor dos coeficientes de Fourier das N
T
oscilagdes e X = [xf ..xf™ x§ ... xK™ . xf .. xf™] representa um ponto na vizinhanca de Z.

Considerando  F como F = [F{ .. Ff™F) .. Ff™ .. Fy ...F,(,‘m]T e considerando o
sistema de equagdes (14), temos:

0=F(2)=FX)+UFIX)(Z - X), (15)
onde [JF](X) é o Jacobiano da fung¢do F determinado no vetor X.

Assim podemos encontrar a solu¢dao X dos coeficientes Z do sistema através de:

Z =X - (UFIX) " F(x). (16)
que representa uma generalizacdo do método de Newton para sistemas de equagdes. Os
coeficientes Z sdo considerados satisfatérios quando a norma de F(Z) dividido pela norma de Z ¢é
menor que &, onde € < 1.

O procedimento numérico para gerar o breather é, num certo sentido, perturbativo.
Inicialmente cria-se o perfil do breather considerando a cadeia no limite em que C = 0, ou seja,

7z

os osciladores estdo desacoplados. Esse é o limite do anticontinuo. Nas situagdes que

abordaremos serdo criados 1-site breathers, o que significa que somente um oscilador tem

12



elongacao diferente de zero nesse estdgio do procedimento. O perfil obtido serd utilizado como
semente para a resolucdo do sistema de equacdes (16) quando o acoplamento “é ligado”. Para que
possa ser tratado como uma perturbacdo do perfil inicial, trabalha-se com alicotas de incremento
de C pequenas 6C. A solucgdo obtida para 6C serve como semente para o proximo valor de C, ou
seja, C = 26C. O procedimento € repetido até que o valor desejado de C seja obtido.

Exemplos de breathers criados podem ser vistos na Figura 5, onde mostramos o perfil do
breather em t = 0 para duas situagdes: (a) C = 0 e (b) C = 0,1; utilizando o potencial de Morse.
A semente inicial foi Z = [0,3 0,40 ...0]7 e a frequéncia de oscilagdo do breather w, = 0,8. A
partir dessa configuracdo inicial é realizado tanto a andlise de Floquet, como as simulacdes

dinadmicas apresentadas.

a) b)
1.04 1.84
- 16' n
0.8 1.4
o o 1.2
+= 0.6 -
< c 1.0
£ £
0.8
8 0.4 8
8 8 061 bl
wn (2] 4
O 0.2 > 0.4
© © 0.24
0.0 0.04 -—-—-—-—-’-—-'I/. .\l‘-—-‘-—-—-—-—-
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
oscilador oscilador

Figura 5 — Deslocamento da posi¢do de equilibrio de cada oscilador no instante t = 0.
Frequéncia w, = 0,8 e acoplamento igual a:a) C = 0eb) C = 0,1.

Quando utilizamos o potencial de Morse, podemos relacionar a energia inicial para a
criacdo de um breather (C = 0) com sua frequéncia de vibracdo wj. A energia do 1-site breather

¢ dada por:

E=-8+42(e -1 (17)

13



Como inicialmente a velocidade do oscilador é nula podemos determinar os pontos de

retorno de &, que s@o equivalentes a & = —In (1 + V2E) e {, = —In (1 — V2E). Considerando a

dx

~ . '3 . .
solugdo £(0) = &, t(€) é dado por t(§) = [, ————, que implica:
31 (e=¥-1)2
/Z(E—T)

1

t(é) = m{g — arcsen [\/% (1 + 25%;)]} (18)

T . ~ A
Fazendo t = 5= wl e ¢ = &, obtemos a seguinte relacdo entre a freqii€ncia do breather e
b

a energia:

w, = V1= 2E. (19)

14



Capitulo 4

Estabilidade do breather

Além da formagdo, € necessdrio estudar a estabilidade do breather. Sendo u;(t) uma
solugdo periddica de (9), introduzimos uma perturbagio por meio de ¥;(t) = u;(t) + ¢;(t) para
analisar o comportamento préximo a essa solu¢do. Exigimos que ;(t) também seja solugio do

sistema e expandimos a equagdo em torno da solugdo u;(t):

610 + € (265(8) = 6101 (®) = 651.(0)) + V" (g (8) = 0, (20)
que € a equacdo linearizada do sistema (Equagao de Hill).

A equacdo (20) pode ser reescrita como o seguinte sistema de equagdes:

¢;j(®) = m;(t) (21)

m(t) = —C (ZCj(t) —¢j41(t) — Cj-1(t)) — V' (u)g; (), (22)
ou ainda, escrevendo Q(t) = [ ¢(t) m(¢)]7, onde ¢(t) = {¢i(®)} e m(t) = {m;(£)}, ou seja, Q(t)
€ um vetor coluna com dimensao 2N, sendo N o nimero de graus de liberdade do sistema, temos:

Q(t) = A(HQ(L), (23)

onde A(t) = [5) (I)] Cada elemento de A(t) sdo matrizes NXN e a matriz J tem elementos

Jij = —(ZC + V”(uj))Si'j + C(8i41,j + 6i—1,;) com §;; sendo o delta de Kronecker e parai = 1
temos 6;_4,j = 6y j e parai = N temos 6;,1,; = §;; (condigdo de contorno periddica).

Como tratamos de equagdes periddicas podemos analisar a estabilidade do sistema através
da teoria de Floquet [17]. Seja ¢(t) uma matriz 2Nx2N em que cada coluna representa uma

solu¢do linearmente independente do sistema (23), correspondente as diferentes condig¢des
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iniciais e definidas em t = 0 como um vetor com 2N — 1 zeros e 1 na i-ésima posicdo (i =
1,2, ...,2N). Essa matriz é conhecida como matriz fundamental e satisfaz:

$(t) = A (). (24)

Como A(t) é periddica de periodo 7, ¢(t+T) também serd solugio de (24) e
consequentemente cada coluna de ¢(t + T) serd uma combinagao linear de ¢ (t), ou seja:

P +T)=p(M, (25)
onde M é uma matriz constante. Como ¢(0) =1, temos que ¢(T) =M e M é a matriz
monodromia ou matriz (operador) de Floquet F.

O operador de Floquet F determina a evolucio do sistema em um periodo T e € expresso
da seguinte forma:

Q(T) = FQ(0). (26)

Para sistemas periddicos regidos por um potencial que apresente segunda derivada

continua, o teorema de Bloch garante autofunc¢des da forma ¢(t) = ew%v(t), com v(t) periddica
com periodo T. Essas autofungdes correspondem a autovalores de F na forma 1 = e'?, (6 € C).
Esses autovalores sdo conhecidos como multiplicadores de Floquet, enquanto que 8 é chamado
de argumento de Floquet. O operador de Floquet € real e simplético, ou seja, suas propriedades

fisicas sdo invariantes no tempo. Isso implica que se A é autovalor, também serdo autovalores A*,

1.1
A

Pela teoria de Floquet a orbita de u(t) serd linearmente estdvel se nenhum dos
multiplicadores de Floquet tiver médulo maior do que 1, assim uma condi¢do necessdria para a

estabilidade linear é que todos os multiplicadores de Floquet estejam sobre o circulo unitirio, ou

seja, que 6 seja real.
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Para que ocorra a instabilidade do sistema, um par ou mais de autovalores deve colidir e
sair do circulo unitdrio gerando assim uma bifurcacdo, responsavel pela troca de estabilidade. Se
os autovalores saem em 6 = 0 temos uma bifurcacdo harmonica, se saem em 8 = m bifurcacao
sub-harmonica e em 8 # 0, w bifurcacdo oscilatéria.

Uma ferramenta util para o estudo da estabilidade é a assinatura de Krein (k) definida
inicialmente como o sinal do produto simplético da parte real com a parte imagindria do vetor
posicao-velocidade. Pelo critério de Krein [22] para que uma colisdo entre autovalores gere uma
instabilidade, as respectivas assinaturas de Krein deverdo ser distintas.

k(0) = sgn([Re{Q(8)}, Im{Q(D)}]) = sgn[i X;(s; ()¢} (&) — ¢j(£)¢;(O)]. 27)

No limite do anticontinuo, Cuevas mostra em sua tese [18] que a assinatura de Krein
passa a ser:

k() = sgn(senb). (28)

Quando € = 0, o oscilador inicialmente excitado (n) obedece a seguinte equacao:

Gn(8) + V" (wy)5n(t) = 0, (29)
enquanto que os osciladores em repouso perturbados sdo ditos como osciladores lineares e
descritos por:

¢i(®) +¢j(®) =0. (30)

As solugdes da equacdo (29) sdo ¢,(t) =u,(t) e ¢ (t) =u,(t) E;Tu e sdo
b

denominadas modo de fase e modo de crescimento, respectivamente. Isso pode ser verificado

derivando a equacdo de movimento (2) com relacdo tanto ao tempo como a frequéncia. Esses

i(t) o
ol © 20 =[io)

modos correspondem a autovetores do tipo (2¢(t) =[ e estdo

relacionados com a evolucdo de um periodo da seguinte forma:
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02:(T) = 02¢(0)

0e(1) = 2:0) + -2 (0) 31

Tanto {.Qf(O),.QC(O)}, como {.Qf (T), N, (T)} sdo bases do espaco formado pelas solu¢des
de (29). Entio 02(T) = a(T)2(0) + b(T)NR:(0) ou N2(T) = a(0)2:(T) + b(0)2.(T).

Utilizando a equacgdo (31), podemos escrever 2(T) = (a(0) +wlbb(0))!2f(0) + b(0)02.(0),

assim:
a(T)] _ [a(0)
sl = o)) (32)
I
onde F = [ wb] € o operador de Floquet com autovalor duplamente degenerado e igual a 1.
0 1

No caso da equagdo (30), temos como solugio o autovetor ¢;(t) = etite ;(0) que estd N-1
vezes degenerado e corresponde a argumentos de Floquet 8 = +T. Estes modos correspondem a
oscilagdes lineares.

Os autovalores em 1 tem assinatura de Krein nula, enquanto que os autovalores em
0 = 4T tem assinaturade k = 1 se 8 € (0,) e k = —1 se 6 € (7, 2m). Para os autovalores dos
osciladores lineares ndo coincidirem com o autovalor do oscilador inicialmente excitado é
necessario cumprir a seguinte condi¢io de ndo ressonancia:

%wb * 1, (33)

com n=0,1,2,... .
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Capitulo 5

Resultados

5.1 Potencial de Morse

Na maior parte dos estudos realizados, as cadeias continham 21 osciladores (N = 21). O
nimero de termos considerados na série de Fourier foi km = 17 e o incremento no parametro C,
6C, utilizado para se obter o valor desejado do acoplamento, aplicando o método de Newton para
resolucio das equacdes algébricas foi da ordem de 10°. A convergéncia foi considerada
satisfatéria para € = 107 1%,

Os resultados foram analisados com relagdo aos multiplicadores de Floquet e a evolugdo
temporal da distribuicdo de energia pelos osciladores da cadeia, com relacdo ao parimetro de
acoplamento C e a frequéncia do breather wj,. Estes dois fatores determinam a energia do
sistema, calculada por meio da expressao E = Z?':l Ej, onde

Ej =56 +5C(Em = §)2 +50(E = §-1)7 +5 (7 = 1)? (34)
¢ a energia de cada oscilador e a interacdo eldstica de cada mola € atribuida em partes iguais (50
%) para os osciladores aos quais ela estd ligada.

Na figura 6 mostramos a distribui¢do dos diferentes autovalores 1 = e da matriz de
Floquet com suas respectivas assinaturas de Krein considerando w;, = 0,8 e para quatro valores
do parametro de acoplamento C: (a) C = 0; (b) C = 0,1; (¢c) C = 0,1297 e (d) C = 0,13. Nota-
se, para a situacdo (a), que os autovalores sdo 6 = 0 (referente ao autovalor do oscilador

. ™ . . .
excitado) e 8 = i; (equivalente aos osciladores em repouso). Acoplar os osciladores faz com

que os autovalores caminhem sobre o circulo unitdrio. Quando dois autovalores com assinaturas
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de Krein distintas colidem eles podem sair do circulo e causar instabilidade no sistema (Figura

1d).
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Figura 6 — Representacdo dos multiplicadores de Floquet, com as respectivas assinaturas
de Krein (+—- k=41, X >k =—1¢e O - k = 0), para os diferentes valores de acoplamento e
freqiiéncia wp, = 0,8.2) C =0,b) C = 0,1, ¢c) C = 0,1297 (casos estaveis) e d) C = 0,13 (caso
instavel).

Com o intuito de comprovar os resultados obtidos através da andlise de Floquet,
integramos as equagdes de movimento do sistema utilizando o método de Runge-Kutta de quarta

ordem [23], utilizando como condi¢do inicial o perfil do breather obtido com o método

demonstrado no capitulo 3 para cada valor de C e com velocidades iniciais iguais a zero, por um
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tempo da ordem de 10* unidades arbitrdrias de tempo (u.a.), que correspondem a um tempo de
aproximadamente 0,096 picosegundos. Para visualizar os resultados, construimos gréficos da

energia de cada oscilador como fung¢ao do tempo.

Figura 7 — Energia de cada oscilador em funcdo do tempo para os diferentes valores de
acoplamento e freqiiéncia w, =0,8. a) C=0¢e E=0,18,b) C=0,1e E=0,646; ¢) C =
0,1297 e E =0,787; d)C = 0,13 e E = 0,788.

Na figura 7 mostramos a evolucdo temporal da energia de cada oscilador utilizando
padrdes de cores com oito niveis. A cor vermelha representa as maiores energias e a azul escuro

energia praticamente nula. A figura 7a mostra que toda a energia estd concentrada no oscilador

central como esperado, porque representa a condi¢do de C = 0. Observa-se que, para os casos em
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que a estabilidade linear é garantida pela andlise de Floquet existe uma estrutura espacialmente
localizada e bem definida (Figura 7b e 7c). Nesses casos, a energia fica concentrada em no
maximo 3 osciladores sendo que, no primeiro caso, o oscilador central tem em qualquer instante
mais da metade da energia total da cadeia, nesse caso E = 0,646, enquanto que, no segundo, a
energia estd mais distribuida entre os vizinhos. Da Figura 7d observa-se que a energia permanece
concentrada em 3 osciladores mas o breather caminha pela rede. Isto corresponde a uma
instabilidade.

O estudo dinamico dessa situacdo foi estendido por mais uma ordem de grandeza no
tempo, com o intuito de entender se essa instabilidade poderia conduzir a equiparti¢cdo de energia
na cadeia e, consequentemente a perda de localizagdo de energia. Os resultados estdo dispostos
na Figura 8. Da parte a) observa-se 0 mesmo comportamento citado anteriormente, € na parte b)
apresentamos o deslocamento do oscilador com maior energia em funcdo do tempo. Ele ndo so6 se
desloca pela rede com velocidade 6.10* osciladores/unidade de tempo, como ele retorna ao
mesmo oscilador apés aproximadamente 35000 unidades de tempo. Calcula-se a localizacdo do

N
. . ~ _ Zj=1 JEj
centro de energia na cadeia usando a expressao N eptrar = —
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Figura 8 — Acoplamento C = 0,13 e freqiiéncia w;, = 0,8. a) Energia de cada oscilador e
b) Centro de energia em fun¢do do tempo.

Essa andlise evidenciou uma mudanga no comportamento dos multiplicadores de Floquet
e na dinamica ao passar de C = 0,1297 para C = 0,13. Essa troca de estabilidade foi gerada por
uma bifurcacdo harmonica. Isto pode ser explicitado através de um grafico do médulo dos
multiplicadores de Floquet como fun¢do do parametro de acoplamento C, como, por exemplo,

mostrado na Figura 9 para w, = 0,8.
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Figura 9 — Gréfico do médulo dos multiplicadores de Floquet em funcdo do acoplamento
C. 5C=10"*ew, =0,8.

O estudo da estabilidade linear em fun¢do de w, foi realizado com o tipo de gréifico

apresentado na figura 9. Nas Figuras 10a a 10d mostramos os casos para wy, igual a: 0,6; 0,7; 0,8
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e 0,9; respectivamente. A variacdo de w;,’s fornece diferentes padrdes de bifurcagcdo. Percebe-se
que, com o aumento de wj, (ou diminui¢io da energia do breather de partida, C = 0) a
estabilidade linear fica garantida para um intervalo maior do parametro de acoplamento C. Isso
pode ser observado com mais clareza na Figura 11 na qual mostramos o valor limiar do
parametro de acoplamento para que ocorra a primeira bifurcagdo como funcio de w;,. Outro
aspecto interessante deste tipo de grafico € que as regides em que mais de um par de autovalores
tem modulo maior que 1. Qualitativamente, o valor critico do parametro C para essa segunda
bifurcacdo, apresenta 0 mesmo comportamento da Figura 11. As figuras 10 revelam também que
para wy, = 0,6 o sistema s6 € linearmente estdvel em um tnico intervalo [0,~0,07]. Para
wyp = 0,7 esse quadro essencialmente se repete, entretanto hd uma micro regidao, em torno de
C = 0,25 em que o sistema volta a ter a caracteristica de estabilidade linear. Para w;,, = 0,8 e
wp = 0,9 a dinamica volta a apresentar estabilidade em diversos outros trechos. Vamos observar
a dindmica do sistema em duas regides: C~0,23 e C~0,33 do griafico dos multiplicadores de
Floquet correspondentes a w;, = 0,8. Na Figura 12a mostramos a distribui¢do dos autovalores no
circulo unitdrio. Nota-se que dois pares de autovalores saem do circulo unitdrio em 8 =0 e
0 = m e um quarteto de autovalores sai para um 6 qualquer, causando bifurcacdes harmonica,
sub-harmonica e oscilatoria, respectivamente. O comportamento da energia dos osciladores em
funcdo do tempo estd mostrado na Figura 12b. Ao contrario da instabilidade apresentada
anteriormente (C = 0,13), na qual uma estrutura espacialmente localizada se movia pela cadeia,
nesse caso o movimento € totalmente desordenado e a vibragdo inicialmente localizada se perde

rapidamente com o tempo.
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Figura 10 — Grifico do moédulo dos multiplicadores de Floquet em funcdo do
acoplamento C para diferentes frequéncias dos breathers. a) w,=0,6, b) w,=0,7, ¢) w,=0,8 e d)
(,l)b=0,9.
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Figura 12 — Acoplamento C = 0,23, E = 1,081 w;, = 0,8. a) Multiplicadores de Floquet
com as respectivas assinaturas de Krein e b) Energia de cada oscilador em fun¢do do tempo.

Em torno a €~0,33, o grafico de autovalores para a frequéncia w, = 0,8 (Figura 10c)
apresenta uma regido de acoplamento entre C = 0,313 e C = 0,351 em que o sistema volta a
apresentar estabilidade linear. Na Figura 13a mostramos os multiplicadores de Floquet para esse
caso e verificamos que todos estdo em cima do circulo unitdrio, explicitando a estabilidade do

breather. Na Figura 13b, apresentamos a dindmica do sistema através da energia de cada
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oscilador com o tempo. Nota-se a presenga de uma estrutura localizada e bem definida no tempo,
entretanto, diferentemente dos casos linearmente estdveis apresentados anteriormente, a energia

passa a ficar concentrada no maximo em 6 osciladores.
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Figura 13 - Acoplamento C = 0,33, E = 1,313 e w, = 0,8. a) Multiplicadores de
Floquet com as respectivas assinaturas de Krein e b) Energia de cada oscilador em fung¢do do
tempo.

O efeito do tamanho da cadeia na estabilidade do breather foi testado reproduzindo-se a
andlise anterior considerando cadeias com 200 osciladores. Verificou-se que os pontos de
instabilidade ocorrem para os mesmos valores de acoplamento mostrados acima (N = 21) e que,
o comportamento proximo a regido instdvel é o mesmo. Assim € razodvel afirmar que os
breathers em cadeias homogéneas gerados com esse procedimento, assim como sua estabilidade
linear, nao sofrem a influéncia do tamanho da rede.

Em trabalho anterior, de De Luca et al [20] usaram o conceito de entropia informacional

para caracterizar a localizag@o de energia em cadeias do tipo Peyrard-Bishop.

A entropia informacional € definida como:

S ==Y, eln(e)).
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onde e¢; = F] e representa uma probabilidade de energia. Supondo que a energia esteja distribuida

uniformemente (equipartida) entre r osciladores e r < N, cada um desses r osciladores tem
. 1 : . o .

energia e; = —, e a energia dos demais pode ser desprezada. Nessa situacdo S pode ser escrita

como S =In (r). Invertendo essa relacio se obtem 7 = eS. Vé-se entdo, que a entropia
informacional é uma medida do nimero de osciladores que tem uma quantidade de energia
significativa, ou seja, N, = e5.

Se todos os osciladores tivessem a mesma energia, obviamente N,;. = N. Como a energia
apresenta flutuacdes em torno de um valor médio, pode-se mostrar [24] que quando N,,.~0,6N a
energia pode ser considerada equipartida.

Na Tabela I apresentamos os valores médios de N, ;. € 0s respectivos desvios padroes
obtidos da dinamica do sistema para diferentes valores de C. Na regido estdvel, para C < 0,13, a
energia do breather formado estd distribuida, em média, por 2 osciladores com energia
significativa. Para C = 0,13, que estd no limiar da instabilidade, o nimero de osciladores com
energia significativa passa a ser em média 3, o que significa que a energia permanece restrita a
um ndmero pequeno de osciladores e, portanto, nesse sentido, localizada. Entretanto como visto
anteriormente a estrutura comeca a se movimentar dentro da cadeia o que caracteriza a
instabilidade pela perda da periodicidade da estrutura formada. Em € = 0,23 a instabilidade faz
com que a energia se espalhe por mais de 60% dos osciladores da cadeia, caracterizando uma
equiparti¢do da energia pela rede. Quando C = 0,33 ocorre o retorno da estabilidade, entretanto a

estrutura formada apresenta um nimero maior de osciladores com energia significativa.
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Tabela I — valores médios do niimero de osciladores com energia significativa, N, €
respectivos desvios padroes para diferentes valores do pardmetro de acoplamento e w, = 0,8.

C Valor de N,s. médio Desvio padrao
0,1 2,15 0,39
0,13 2,98 0,39
0,23 13,48 2,97
0,33 5,29 0,56

5.2 Potencial “Corcunda”

Para obter os resultados utilizando o potencial Corcunda algumas alteracdes nos
procedimentos numéricos tiveram que ser realizadas. Para obter o perfil do breather o nimero de
termos considerados na série de Fourier foi aumentado para km = 21 e para o estudo da
dinamica energética do sistema utilizamos o método de Runge-Kutta Nystron de décima ordem
[25]. Os valores dos parametros do potencial foram os mesmos utilizados por Peyrard etal [6,12]
e sdo equivalentes a: a = f =F = 4,01&'1 e D = 0,0857¢eV. Nesse caso as unidades arbitrarias

de tempo utilizadas na dinamica do sistema sdo aproximadamente 0,057 picosegundos.
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Figura 14 — Grifico do moédulo dos multiplicadores de Floquet em funcdo do
acoplamento C para diferentes frequéncias dos breathers. a) w,=0,6, b) w,=0,7, ¢) w,=0,8 e d)
(l)b:O,g.

Na Figura 14 apresentamos a variagdo do médulo dos autovalores da matriz de Floquet
como func¢do do acoplamento C, para quatro valores da frequéncia do breather wj,. Os dados
mostrados nas Figuras de (a) a (d) evidenciam que, comparados aos comportamentos obtidos com
o potencial de Morse, o gréifico de autovalores apresenta intervalos de valores de C com maior

estabilidade quando consideramos como referéncia o valor de C para o qual ocorre a primeira

bifurcacdo. Entretanto, na regido de valores de C que apresenta estabilidade, encontramos regides
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para as quais o médulo dos autovalores diferem de 1 por quantidades muito pequenas, no
mdximo da ordem de dois centésimos. Na figura 15 mostramos a dindmica energética do sistema
e o numero de osciladores com energia significativa em funcdo do tempo para dois casos:
C=009 e w,=0,7 (152), e C =0,254 wy, =0,9 (15b). Essas pequenas diferengcas nos
moédulos dos autovalores podem ser associadas a pequenas instabilidades e, nos casos
considerados, os resultados indicam que as estruturas espacialmente localizadas, do tipo
breathers, permanecem, pelo menos no intervalo de tempo considerado (100.000 unidades
arbitrérias, ou cerca de 60 ns). No primeiro caso, o nimero de osciladores que compartilham
quantidades significativas da energia cresce de aproximadamente 1,7 (nimero médio) na parte
inicial da dindmica para um valor da ordem de 3,5 na parte final. No segundo caso, embora
existam flutuagdes curiosamente periddicas nos valores de n,. 0 seu valor médio permanece em

torno de 4,4 em toda a integracdo considerada.
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Figura 15 — Energia de cada oscilador e os valores de n,;. em funcdo do tempo a)
C=0,09EFE=1602ew,=0,7;b)C=0,254;E =2,713 e wp, = 0,9.

Comportamento diferente é obtido quando a andlise envolve um valor de C de uma regidao
na qual ocorre uma bifurcagdo. Por exemplo, na Figura 16 apresentamos a distribui¢do de energia
de cada oscilador como func¢@o do tempo (a) e a localizagdo do méximo de energia como funcao
do tempo de integracdo (b). Da mesma forma que para potencial de Morse em situagcdo andloga,
observa-se que o breather passa a movimentar-se pela cadeia, caracterizando dessa forma a
instabilidade representada pelos autovalores da matriz de Floquet. Esse deslocamento é de
aproximadamente 1,05.107 osciladores/ unidade de tempo e a energia retorna a um mesmo

oscilador apés 20000 unidades de tempo.
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Figura 16 — Acoplamento C = 0,252; freqiiéncia wp, = 0,8 e E = 3,255. a) Energia de
cada oscilador e b) Centro de energia em fun¢do do tempo.

O método numérico de Marin-Aubry para gerar o breather apresenta limitacdo quanto a
utilizagdo dos potenciais de Morse e “Corcunda”. Nao € possivel obter solucdo para qualquer
valor do parametro de acoplamento C. Esse fato pode ser relacionado a dois fatores: 1) a forma
do potencial on-site que, a partir de um determinado valor para o deslocamento, deixa de ser
confinante e 2) a energia da cadeia aumenta com o crescimento do pardmetro C. Préximo ao
valor limite de C, a dindmica da energia relacionada ao potencial on-site revela que um tnico
oscilador possui energia suficiente para estar numa regido na qual a forca de restituicdo (atrativa)
torna-se muito pequena, caso do potencial de Morse, e mesmo repulsiva, caso do potencial
“Corcunda”. Nessas condi¢des a solucdo pode, até mesmo, deixar de ser periédica. Como o
método cria solucdes localizadas no espaco e periddicas no tempo por meio da série de Fourier,
torna-se entdo invidvel para esses valores de C a aplicacio do método. Do ponto de vista
computacional hd uma quebra das condi¢des de convergéncia. Esse tipo de limitacdo foi
encontrado tanto para obter solucdes para valores mais altos do parametro de acoplamento C para

as energias (wp) consideradas acima, como para valores de w;, menores, para os quais o limite de
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energia comentado ocorre para a situagdo inicial, com um tnico oscilador e ndo hd como definir

uma solucdo periddica pela auséncia de dois pontos de retorno.

5.3 Comparacao com o DNA

Qualitativamente, a dindmica do sistema na vizinhanca de uma bifurcagdo apresenta uma
caracteristica interessante para descrever o comportamento do DNA. A energia concentra-se em
torno de um oscilador com energia suficiente para romper a ponte de hidrogénio representada
pelo potencial on site. Em seguida, como o breather se move pela cadeia, na situagdo
considerada, ele retorna aquele oscilador. Isso pode ser correlacionado com a dinamica real do
DNA, onde a concentracdo de energia em um unico par de base é capaz de separi-lo.
Experimentos [6] mostram que o tempo médio de um par de bases aberto é da ordem de dezenas
de nanosegundos, enquanto que para estados fechados temos milisegundos.

Na figura 17 apresentamos os deslocamentos das posi¢cdes de equilibrio do décimo
primeiro oscilador (o oscilador central da cadeia) em fun¢do do tempo para duas situagdes: (a)
C = 0,13 (potencial de Morse) e (b) C = 0,252 (potencial “Corcunda”), ambos com frequéncia
wyp = 0,8. Estes valores de C representam as situacOes limite para a ocorréncia da primeira
bifurcacdo. Os tempos estimados em que esse oscilador possui energia para estar no estado aberto
equivalem a 800 e 1800 (u.a.), para o potencial de Morse e “Corcunda”, respectivamente. Em
termos dos tempos reais esses valores representam 0,076 e 0,1 nanosegundos. Estes resultados,
embora mostrem que os modelos podem explicar qualitativamente os resultados experimentais,
ainda carecem de uma parametrizacdo suficiente para render resultados quantitativos

concordantes com dados experimentais. Além disso, a introdu¢do do potencial corcunda nao
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conduziu a um ganho tdo significativo nos tempos de vida das localizacdes de energia em

comparagdo com o potencial de Morse, pelo menos para as situagdes estudadas.
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Figura 17 — Deslocamento da posi¢ao de equilibrio do décimo primeiro oscilador em
funcdo do tempo. a) Potencial de Morse: € = 0,13 e w, = 0,8, (b) potencial “Corcunda’:
C =0,252e wy, =0,8.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho estudamos a formacdo de 1-site breathers em cadeias ndo lineares
homogéneas descritas pelo modelo planar de Peyrard-Bishop, utilizando o procedimento
numérico sugerido inicialmente por Marin e Aubry. Dois tipos de potenciais ndo lineares foram
utilizados: o potencial de Morse e o potencial “Corcunda”. A andlise da estabilidade dessas
estruturas foram feitas através da teoria de Floquet e estdo coerentes, no caso do potencial de
Morse, com a encontrada na literatura por Cuevas[18].

Regides de instabilidade apresentam dois tipos de comportamento: proximo de uma
bifurcacdo o breather mantém sua estrutura, entretanto passa a caminhar pela cadeia e recebe o
nome de breather mével. Quando mais de um par de autovalores saem do circulo unitdrio a
estrutura localizada se desfaz e a energia € espalhada por toda a cadeia.

O método numérico de constru¢do do breather baseado na aproximacdo do limite do
anticontinuo e no crescimento lento do pardmetro de acoplamento C, usando o perfil encontrado
em cada passo anterior como semente para o método de Newton, possui limitacdes vinculadas ao
fato da energia ser localizada — 1 site breathers — e da energia da cadeia aumentar com o
parametro C. Quando esse limite € atingido, as amplitudes de oscilacdo sdo grandes e expandir as
solugdes possiveis em torno de multiplos da frequéncia do breather w;, ndo conduz a solugdes
que satisfacam aos critérios de convergéncia. Determinados valores de wj,, ndo existem pontos de
retorno e a solucdo, mesmo para um Unico oscilador no limite em que C = 0, ndo possui solugdes

periddicas e, portanto, o procedimento estudado nao produz respostas satisfatorias.
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Na tentativa de descrever a dindmica do DNA encontramos um comportamento
qualitativo proximo ao real, onde flutuacdes altamente localizadas s@o capazes de romper um
unico par de bases. A energia fica concentrada em um tunico oscilador com energia suficiente
para atingir a regido nao confinante do potencial “on site” por um determinado tempo e depois
caminha pela rede. Como usamos condic¢des periddicas de contorno, apds um tempo ela volta a se
concentrar nesse mesmo oscilador. Os resultados quantitativos do tempo em que o par de bases
permanece aberto carece de uma parametrizagdo para concordar com dados experimentais.

Peyrard e seus colaboradores introduziram o potencial “Corcunda” para obter tempos de
vida do par de bases mais préximos do resultado experimental. A idéia da barreira introduzida
nesse novo potencial € promover um tempo maior tanto para o estado aberto como para o estado
fechado. Para a situacio apresentada na ultima sec¢do dessa dissertacao, o tempo do estado aberto
obtido para os diferentes potenciais foram bem préximos e ndo evidenciam a mudanga desejada
pelo novo potencial. Contudo, esse primeiro resultado ainda é inconclusivo e demanda melhor

investigacao.
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