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“It's the terror of knowing, what this world is about! 

Watching some good friends screaming 'Let me out'! 

Pray tomorrow – gets me higher, high, high! 

Pressure on people – people on streets! 

Turned away from it all like a blind man, 

Sat on a fence but it don't work… 

Keep coming up with love but it's so 

slashed and torn, why, why, why? 

Love, love, love, love, love… 

Insanity laughs under pressure we're cracking! 

Can't we give ourselves one more chance? 

Why can't we give love that one more chance? 

Why can't we give love, give love, give love, give love...? 

'Cause love's such an old fashioned word, 

and love dares you to care for the people 

on the edge of the night 

and love dares you to change our way of 

caring about ourselves! 

This is our last dance! 

This is ourselves… Under pressure!” 

(Queen – Under Pressure) 



 

RESUMO 

 

A pesquisa aqui apresentada visa o reconhecimento de padrões entre imagens de 

microscopias de diferentes tipos, adquiridas de membranas de borracha natural com aditivos 

metálicos. Estes estudos deram origem ao software “WaveFPR” (Wavelet and Fourier transforms 

for Pattern Recognition), criado para auxiliar na aplicação das ferramentas matemáticas 

envolvidas, a saber: as transformadas de Fourier e de Gabor, e também as wavelets de Haar e 

Daubechies. Para cada imagem processada pelo software, é gerado um conjunto de coeficientes 

correspondente àquela imagem. Estes coeficientes são interpretados como uma “assinatura digital” 

da membrana; cada transformada retorna uma assinatura única para cada imagem. Estas 

assinaturas podem ser comparadas entre si, e esta comparação retorna informações relativas às 

membranas de borracha natural. O software criado oferece ainda uma interface para a utilização 

da técnica de emparelhamento (template matching) entre uma imagem-modelo de uma partícula 

metálica e uma imagem-alvo de borracha natural com aditivo metálico, com o uso dos 

coeficientes gerados. Do processamento de várias imagens foi construído um banco de dados 

com os coeficientes retirados destas imagens analisadas. Com este banco de dados e o uso da 

técnica de emparelhamento, são especificados os materiais constituintes de uma amostra, com o 

processamento da imagem pelo programa e a comparação dos resultados obtidos com os dados 

armazenados previamente. 

 

Palavras-chave: Borracha Natural, Transformada de Fourier, Wavelets, Emparelhamento, 

Visão Computacional. 



 

ABSTRACT 

 

The research presented here aims at recognizing patterns between images of different 

types of microscopy, acquired from natural rubber membranes with metallic additives. These 

studies gave rise to the software “WaveFPR” (Wavelet and Fourier transforms for Pattern 

Recognition), created to assist in the application of the mathematical tools involved, namely: the 

Fourier and Gabor transforms, and also Haar and Daubechies wavelets. For each image processed 

by the software, a set of coefficients corresponding to that image is generated. These coefficients 

are interpreted as a “digital signature” of the membrane; each transform returns a unique 

signature to each image. These signatures can be compared to each other, and this comparison 

returns information about the natural rubber membranes. The software also offers an interface to 

use the template matching technique between a template image of a metallic particle and a target 

image of natural rubber with metallic additive, using the generated coefficients. A database was 

built with the coefficients taken from the analyzed images. This database contains information 

from several images. With this information and the template matching technique, the constituent 

materials of a sample are specified, processing the image with the software and comparing the 

obtained results with the previously stored data. 

 

Keywords: Natural Rubber, Fourier Transform, Wavelets, Template Matching, 

Computational Vision. 
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INTRODUÇÃO 

As primeiras informações sobre a descoberta da borracha natural datam de 1493, 

quando Cristóvão Colombo, em sua segunda viagem à América do Sul, viu haitianos brincando 

com bolas feitas com seiva de coloração branca extraída de árvores. Os nativos chamavam a 

árvore de kawotchou, ou “árvore que chora”, em crioulo haitiano. O termo “borracha” foi 

utilizado pela primeira vez por John Priestly em 1770, quando soube que aquele material podia 

apagar marcas feitas com lápis[1]. 

A borracha foi introduzida no mundo ocidental por Charles de La Condamine, que 

enviou amostras do Peru à França em 1736, e publicou os resultados de seus estudos em 1745. 

Problemas no manuseio da borracha foram solucionados por Thomas Hancock em 1820, quando 

criou a máquina chamada “mastigadora”, que permitia ao usuário misturar, amaciar e formatar 

borracha sólida. Além disso, no ano de 1839, Charles Goodyear descobriu que aquecendo uma 

mistura de borracha e enxofre, tinha como resultado produtos com propriedades muito melhores 

que utilizando a borracha bruta. Era criado o processo de vulcanização, e rapidamente a demanda 

de artigos publicados tendo como tema a borracha cresceu, sendo que os produtos eram 

produzidos em sua maioria a partir da borracha natural vinda da região amazônica [2]. 

A borracha natural obtida do látex continua a ser fonte em potencial em diversas 

áreas de pesquisa, embora nos últimos três anos tivessem sido encontrados poucos artigos na 

literatura que viessem a contribuir com estudos de incorporação coloidal de nanopartículas 

metálicas em látex de borracha natural [3]. Pesquisadores brasileiros têm contribuído para o 

desenvolvimento de novos materiais com propriedades elastoméricas utilizando borracha natural 
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e/ou sintética, visando diversas áreas de aplicação. Dentre estes materiais, se destacam os com 

propriedades condutivas. A borracha natural com aditivos metálicos, núcleo de numerosas 

pesquisas em novos materiais, é objeto importante de estudo devido às características condutoras 

apresentadas. 

Neste estudo são utilizadas ferramentas matemáticas para estudo de imagens 

provenientes de membranas de borracha natural obtidas de diferentes clones, entre os disponíveis 

na região de Presidente Prudente, com nanopartículas metálicas. Tais ferramentas são as 

transformadas wavelet, de Fourier e de Gabor, que atribuem às imagens um vetor de características 

próprio. Para esta tarefa foi criado um software na plataforma Matlab, denominado “WaveFPR” 

(Wavelet and Fourier transforms for Pattern Recognition), que realiza o pré-processamento das 

imagens de entrada e aplica as transformadas citadas de acordo com a escolha do usuário. Após o 

processamento, o programa permite a gravação dos coeficientes gerados pelas transformadas e de 

espectros relativos às imagens inseridas. 

O programa WaveFPR permite ainda o uso da técnica de emparelhamento (também 

conhecida como template matching) para o reconhecimento automático de partículas metálicas em 

uma imagem de amostra de borracha natural. Nesta técnica são utilizados os coeficientes gerados 

previamente pelo software, com a aplicação das transformadas na imagem de entrada. 

O estudo aqui exposto segue esta ordem: 

 � No Capítulo 1 deste trabalho são apresentados os processos desde a coleta do látex da 

seringueira, passando pela preparação das membranas e adição das partículas, até a 

obtenção das imagens digitais processadas e estudadas. 
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 � Uma introdução sobre imagens digitais e sua manipulação pelo Matlab é dada no Capítulo 2. 

São listadas as diferentes formas de obtenção das imagens, sua preparação e 

segmentação, além de sua interpretação. 

 � O Capítulo 3 aborda as transformadas de Fourier e Gabor em suas versões discreta e 

contínua. Também são descritos os filtros de Gabor e a transformada rápida de Fourier. 

 � A teoria relativa às wavelets, também detalhando suas versões discreta e contínua, é dada no 

Capítulo 4. As wavelets de Haar e Daubechies são apresentadas, assim como o 

algoritmo piramidal de Mallat e uma introdução à análise multirresolução. 

 � Um breve estudo sobre as técnicas estatísticas e visão computacional é exposto no Capítulo 

5. Tal capítulo aborda as técnicas de emparelhamento e correlação. 

 � A utilização e as funções do software WaveFPR são dadas no Capítulo 6. É apresentada 

uma visão geral das janelas que compõem o programa, assim como as informações 

retornadas por cada janela. 

Ao fim desta pesquisa são dados os resultados conseguidos utilizando as 

transformadas Fourier, de Gabor e wavelet, após sua aplicação em membranas de borracha 

natural obtidas em condições semelhantes. O processamento prévio recebido pelas imagens 

também é abordado. Os resultados gráficos apresentados pelas transformadas são avaliados com 

o uso da técnica estatística de correlação, que mostra como as imagens apresentadas por cada 

transformada estão relacionadas. 
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CAPÍTULO 1 – DO LÁTEX ÀS IMAGENS 

Neste capítulo são abordadas as técnicas de extração do látex, assim como o processo 

de obtenção das membranas de borracha natural, a deposição de nanopartículas metálicas nestas 

membranas, e os passos necessários para a obtenção das imagens a serem trabalhadas. As 

imagens utilizadas no trabalho foram cedidas por Flávio Camargo Cabrera, que mantém um 

projeto sobre redução in situ de nanopartículas metálicas em amostras de borracha natural [4]. 

1.1. A borracha natural 

A borracha natural, como produto bruto, é a seiva leitosa coagulada (látex) extraída 

de espécies pertencentes sobretudo à família das euforbiáceas (euphorbiaceae). A espécie que 

apresenta maior produtividade de látex é a seringueira (hevea brasiliensis)[5], porém outras 

espécies, como a mamona (ricinus communis L.) e a mandioca (manihot esculenta), podem 

apresentar produção de seiva, ainda que em menor escala. Há também outras famílias que contém 

espécies produtoras de borracha, como as moráceas (moraceae, de onde é produzida a borracha-

de-assam), as apocináceas (apocynaceae, de onde provém a borracha-de-seda) e as espécies 

dente-de-leão (taraxacum) [6]. Do ponto de vista químico, o látex é uma dispersão coloidal de 

uma substância polimérica em um meio aquoso, essencialmente composta pelo monômero cis-

1,4-isopreno [7], que apresenta comportamento visco-elástico. 

Para a extração do látex são feitas incisões na casca da árvore, processo chamado de 

sangria. Ao serem realizadas as incisões, os vasos laticíferos liberam um fluido viscoso de 
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coloração amarelo-esbranquiçada, que é armazenado em tigelas de plástico, vidro ou metal. A 

liberação desse fluido cessa em um intervalo de três a quatro horas [8]. Na Figura 1.1 é ilustrado 

o processo de coleta do látex em seringueiras. 

 

 

Figura 1.1 – Coleta do látex em seringueiras hevea brasiliensis. 

 

O látex apresenta estabilidade de curta duração, devido à ação de microorganismos e 

enzimas que reduzem seu pH. Com isso ocorre sua coagulação espontânea, e é necessária a 

adição de estabilizadores (por exemplo, a amônia) para mantê-lo na forma de dispersão aquosa.  

A obtenção de seringueiras que apresentem alta produtividade de látex é alcançada 

através do processo de enxertia de borbulhas, que consiste em destacar de uma planta um 

fragmento de casca munido de um gomo, inserindo-o no caule de outra planta. As árvores 

utilizadas no processo, provindas de mudas obtidas a partir de sementes, são reconhecidas como 

de alta produção. Estas mudas, assim enxertadas, são denominadas clones [9]. 
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1.2. Obtenção do látex 

O látex utilizado para aquisição das imagens foi obtido em diferentes árvores do 

clone RRIM 600, desenvolvido pelo Rubber Research Institute of Malaysia – RRIM, 

pertencentes à Fazenda Indiana, localizada na região de Presidente Prudente. A alta produção é o 

destaque deste clone, apresentando uma das maiores produtividades de borracha seca [2]. 

As incisões exercidas na árvore, para coleta do látex, são feitas sobre o caule a uma 

altura de 1,2 m a partir do solo. Nesta técnica é utilizada a jebong, ou faca seringueira, uma 

ferramenta cortante em forma de U. A Figura 1.2 mostra a faca jebong. 

 

 

Figura 1.2 – A jebong, faca utilizada para coleta do látex. 

 

O corte é feito a um ângulo de 30° com a horizontal, atingindo cerca de metade da 

circunferência do tronco, e aproximadamente 1,5 mm do córtex é removido por cada incisão. Por 

fim, o látex obtido é armazenado em recipientes de vidro de coloração escura, evitando assim a 

degradação do látex pela ação da luz solar. 
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1.3. A preparação das membranas de borracha natural com nanopartículas de ouro 

Na confecção das membranas de borracha natural, o látex é diluído em amônia a 

proporção de 2%, e depositado em placas de Petri de 9,5 cm de diâmetro interno e fundo reto pela 

técnica de casting. Após a deposição, a membrana é submetida ao aquecimento numa estufa de 

secagem com circulação de ar forçado a uma temperatura de 80°C, pelo período de 12 horas, 

numa proporção de 10 ml, de modo a formar membranas de borracha natural com uma espessura 

de 0,62 mm. A deposição das nanopartículas de ouro é dada pela técnica de redução in situ, 

utilizando a solução de cloreto de ouro (AuCl3) [4]. 

1.4. As microscopias empregadas para obtenção das imagens 

A microscopia é a ciência que estuda os métodos e as aplicações em que se usa o 

microscópio, aparelho utilizado para a observação de objetos com dimensões inferiores ao limite 

de resolução do olho humano (0,1 mm). 

O microscópio é classificado em função do número de sistema de lentes. Suas 

classificações são: 

 – Microscópio simples (ou lupa): possui apenas uma lente, ou um sistema de lentes centradas. 

 – Microscópio composto: possui dois sistemas de lentes centradas, ocular e objetiva, para 

produzir uma imagem ampliada. 

 – Microscópio fotônico: o responsável pela transmissão de imagem é um feixe de fótons. 

 – Microscópio eletrônico: o responsável pela transmissão da imagem é um feixe de elétrons. 
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Nas próximas seções serão abordados os microscópios utilizados para a obtenção das 

imagens trabalhadas nesta pesquisa: microscópio eletrônico de varredura (MEV), microscópio de 

força atômica (AFM) e microscópio óptico (MO). 

1.4.1. Microscopia eletrônica de varredura (MEV) 

O microscópio eletrônico de varredura (conhecido pela sigla MEV; em inglês, 

scanning electron microscope, SEM) é geralmente utilizado para o estudo de estruturas 

superficiais ou subsuperficiais de amostras com dimensões relativamente grandes. Possui alta 

profundidade de foco, podendo obter diferentes relevos da superfície da amostra simultaneamente. 

O MEV também produz imagens de alta resolução, o que garante obter alta ampliação de 

detalhes sem perder a nitidez. 

O MEV funciona graças a elétrons gerados por um canhão de elétrons. Neste canhão 

os elétrons são gerados pelo aquecimento resistivo de um filamento de tungstênio em forma de V 

utilizando uma fonte de alta tensão. A tensão de operação pode variar de 1 kV até 40 kV, e 

quanto maior a tensão de aceleração, mais fino se torna o feixe de elétrons, o que resulta em uma 

maior resolução [10]. 

1.4.2. Microscopia de força atômica (atomic force microscopy, AFM) 

A microscopia de força atômica (atomic force microscopy, AFM) é uma técnica que 

mede as interações entre uma ponteira e a superfície a ser analisada. Tais interações se dão a 

partir de forças de Van der Waals, forças eletrostáticas (coulombianas), magnéticas e de atrito, 

dependendo do tipo de material e da distância entre a ponteira e a amostra [2]. 
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A técnica de AFM fornece, entre outras informações, a topografia da superfície do 

filme, com seus defeitos e ordenamentos moleculares. Tais informações possibilitam a medida 

direta de suas alturas e profundidades, assim como a rugosidade do filme. As medidas de AFM 

são feitas localmente, varrendo áreas de centenas de ångströms quadrados, e não requerem que a 

superfície estudada seja condutora, o que confere ao AFM numerosas aplicações. 

1.4.3. Microscopia óptica (MO) 

O microscópio óptico é comumente utilizado para a visualização e caracterização de 

texturas e superfícies. Este microscópio pertence ao grupo de microscópios compostos, contando 

com dois sistemas de lentes convergentes, objetiva e ocular, como citado anteriormente. A 

objetiva é um conjunto de lentes que apresenta pequena distância focal e que fornece uma 

imagem real e aumentada do objeto que é observado. A ocular, também formada por lentes 

convergentes, atua como uma lupa, que proporciona uma imagem virtual e aumentada da imagem 

real formada pela objetiva. 

A potência do microscópio óptico é resultado do produto da ampliação linear da 

objetiva pela potência da ocular; seu valor será elevado quando as distâncias focais da objetiva e 

ocular forem pequenas. 

Uma das limitações da microscopia óptica é a profundidade de foco, na situação em 

que são analisadas amostras com topografia formada por picos e vales. Outra limitação é o 

aumento máximo possível, limitado em cerca de 2000 vezes. Como consequência, não é possível 

detectar pequenos detalhes estruturais através desta técnica [11]. 
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CAPÍTULO 2 – IMAGENS DIGITAIS 

A palavra imagem, do latim imago, diz respeito à representação visual de um objeto. 

Matematicamente, o termo imagem refere-se à função bidimensional de intensidade de luz f(x, 

y)[12], onde x e y denotam as coordenadas espaciais e o valor f(x, y) é proporcional ao brilho, ou 

nível de cinza, da imagem no ponto (x, y). 

2.1. Representação de imagens digitais 

Uma imagem digital é uma imagem f(x, y) discretizada tanto nas coordenadas 

espaciais quanto no brilho, que pode ser entendida como uma matriz cujos índices de linhas e 

colunas identificam um ponto na imagem. O valor correspondente do elemento da matriz 

identifica o nível de cinza naquele ponto, e os elementos dessa matriz digital são chamados de 

elementos da imagem, os conhecidos pixels (abreviações de “picture elements”). Quanto mais 

pixels uma imagem tiver, melhores são a resolução e qualidade desta. Na Figura 2.1, tem-se uma 

representação dos eixos X e Y, assim como a origem, em uma imagem digital. A convenção dada 

é a usada no processamento de imagens [12]. 
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Figura 2.1 – Convenção dos eixos para representação de imagens digitais. 

 

Pode ser útil visualizar a função da imagem em perspectiva, com um terceiro eixo 

representando os níveis de cinza. Usando esta convenção para atribuir proporcionalmente valores 

mais altos para áreas de maior brilho, é obtida a altura dos componentes da figura proporcional ao 

brilho correspondente na imagem. 

2.2. O processamento de imagens 

O interesse em métodos de processamento digital de imagens surgiu principalmente 

pela necessidade de melhorar a qualidade da informação pictórica para interpretação humana. 

Uma das primeiras aplicações das técnicas do processamento de imagens foi a 

melhoria de ilustrações de jornais enviados por cabo submarino entre Londres e Nova Iorque, por 
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volta de 1920 [12]. Estas técnicas serão denominadas aqui como “passos fundamentais do 

processamento de imagens”, e são exibidas no diagrama abaixo [13]. 

 

Figura 2.2 – Passos fundamentais do processamento de imagens. 

 

Estes passos são discutidos em detalhes nas próximas seções. As descrições a seguir 

foram obtidas de Vanessa Bastos em [13], um sítio na internet com informações sobre 

processamento de imagens. 

2.2.1 – Aquisição da imagem 

O primeiro passo no processo é a aquisição da imagem digital. Neste passo é 

necessário um sensor para imageamento, assim como a capacidade de digitalizar o sinal 

produzido pelo sensor. O sensor para imageamento poderia ser uma câmera de TV, uma câmera 

digital, um microscópio digital, ou também uma câmera de varredura por linha. Se a saída da 

câmera ou outro sensor de imageamento não se encontrar na forma digital, um conversor 

analógico-digital realiza a digitalização (por exemplo, um scanner). 
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2.2.2 – O pré-processamento 

A função chave do pré-processamento é melhorar a imagem, de tal forma que as 

chances de sucesso dos processos seguintes sejam aumentadas. O pré-processamento envolve 

tipicamente técnicas para o realce de contrastes, remoção de ruído e isolamento de regiões cuja 

textura indique a probabilidade de alguma informação relevante. 

2.2.3 – Segmentação da imagem e representação 

Após o pré-processamento, a imagem é dividida em partes (ou objetos) constituintes. 

A este estágio dá-se o nome de segmentação. 

Em geral, a segmentação automática é uma das tarefas mais difíceis no 

processamento de imagens digitais: um procedimento de segmentação robusto favorece 

substancialmente a solução bem sucedida de um problema de imageamento, enquanto algoritmos 

de segmentação fracos ou erráticos garantem falhas no processamento, na maioria dos casos. 

A saída do estágio de segmentação é constituída tipicamente por dados em forma de 

pixels, correspondendo tanto à fronteira de uma região como a todos os pontos dentro da mesma. 

É necessário converter os dados desta saída para uma forma adequada ao processamento 

computacional. 

A primeira decisão que precisa ser tomada na segmentação de imagens é se os dados 

devem ser representados como fronteiras ou como regiões completas. A representação por 

fronteira é adequada quando o interesse se concentra nas características da forma externa, tais 

como cantos ou pontos de inflexão. A representação por região é adequada quando o interesse se 

concentra em propriedades internas, tais como textura ou esqueleto da imagem. Entretanto, em 

algumas aplicações, essas representações coexistem. 
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A escolha de uma representação é apenas parte da solução para representar os dados 

iniciais numa forma adequada para o subsequente processamento computacional. Um método 

para descrever os dados também deve ser especificado, de forma que as características de 

interesse sejam enfatizadas. 

2.2.4 – Descrição 

Depois da escolha da representação, começa o processo de descrição, também 

chamado seleção de características. Este processo procura extrair peculiaridades que resultem em 

alguma informação quantitativa de interesse, ou que sejam básicas para discriminação entre 

classes de objetos. 

2.2.5 – Reconhecimento e interpretação 

O último estágio do processamento de imagens envolve reconhecimento e 

interpretação. Reconhecimento é o processo que atribui um rótulo a um objeto, baseado na 

informação fornecida pelo seu descritor. Interpretação envolve a atribuição de significado a um 

conjunto de objetos reconhecidos, procurando atribuir algum significado a um conjunto de 

entidades rotuladas. Por exemplo, uma cadeia de cinco números seguidos por um hífen mais três 

números pode ser interpretada como um código de endereçamento postal. 

Depois de sofrer os processos listados, a imagem pode ser trabalhada pelos 

algoritmos relativos às transformadas. Porém, o Matlab fornece ao usuário enorme flexibilidade 

no tratamento de imagens, através de comandos e ferramentas muito utilizadas no processamento 

de imagens. A manipulação básica de imagens no Matlab é tratada na seção a seguir; as 
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informações desta seção, assim como as tabelas, foram obtidas em sua maioria de Duane 

Hanselman e Bruce Littlefield em [14]. 

2.3. Imagens no Matlab 

Além de ser um poderoso recurso para cálculos, o Matlab se distingue pelo modo 

interessante e informativo de apresentar os dados. Este software contém diversas ferramentas 

para exibir informações visualmente, em duas ou três dimensões. 

O Matlab pode exibir diversos tipos de imagens, sendo criadas e armazenadas como 

números de ponto flutuante com precisão dupla (double) e também como inteiros sem sinal, de 8 

bits (uint8) ou 16 bits (uint16). No Matlab os comandos load e save podem ser usados para, 

respectivamente, ler e gravar imagens em arquivos de extensão “mat”, assim como manipular 

arquivos de imagens de diversas extensões comerciais, como “gif” ou “jpeg”. 

Imagens no Matlab são representadas por uma matriz de dados e, normalmente, uma 

matriz de mapa de cores associada à primeira. Existem três tipos de matrizes de dados de imagem, 

sendo que cada uma é interpretada de modo diferente: imagens indexadas, imagens de 

intensidade e imagens true-color, também chamadas RGB (Red, Green, Blue). 

Uma imagem RGB é criada a partir de uma matriz m por n por 3, contendo “trios” 

RGB válidos. As dimensões linha e coluna especificam a localização do pixel e a página, ou 

terceira dimensão, especifica cada componente de cor. Por exemplo, o pixel Pij é desenhado na 

cor especificada por X(i, j, :). Não é necessário um mapa de cores, já que os dados de cores são 

armazenados dentro da própria matriz de dados de imagem. Por exemplo, o comando image(X) 

exibe a imagem contida na variável X, onde esta é uma imagem RGB, com dimensão m por n por 

3, podendo conter dados uint8, uint16 ou double. 
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2.3.1 – Cores 

Muitas vezes um simples gráfico bi ou tridimensional não pode exibir todas as 

informações que se deseja apresentar de uma só vez. A cor pode fornecer uma “dimensão” 

adicional, apresentando mais dados sobre a imagem apresentada.  

Um mapa de cores é um vetor contendo valores que variam de uma maneira 

especificada da primeira linha até a última. O Matlab utiliza um vetor numérico, intitulado mapa 

de cores, com três colunas para representar os valores referentes às cores. Cada linha na matriz 

representa uma cor individual, com números entre zero e um. Os números em cada linha 

especificam a intensidade das componentes vermelho verde e azul de uma cor, costumeiramente 

chamadas de valores RGB. A Tabela 1 ilustra a correspondência entre os valores numéricos no 

mapa de cores RGB e as cores resultantes. 

 

Tabela 1 – Cores resultantes da correspondência entre os valores numéricos no mapa de cores RGB. 

Vermelho Verde Azul Cor resultante 

1 0 0 Vermelho 

0 1 0 Verde 

0 0 1 Azul 

1 1 0 Amarelo 

1 0 1 Magenta 

0 1 1 Ciano 

0 0 0 Preto 

1 1 1 Branco 

0,5 0,5 0,5 Cinza-médio 

0,67 0 1 Violeta 
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Vermelho Verde Azul Cor resultante 

1 0,4 0 Laranja 

0,5 0 0 Vermelho escuro 

0 0,5 0 Verde escuro 

 

Respectivamente, a primeira, segunda e terceira colunas neste mapa de cores são as 

intensidades de vermelho, verde e azul. O Matlab contém diversos mapas de cores predefinidos, 

como mostra a Tabela 2. 

 

Tabela 2 – Mapas de cores predefinidos pelo Matlab. 

Mapa de cores Descrição 

Hsv 
Escala com cores saturadas, que começa e termina no 

vermelho. 

Jet 
Variante do mapa Hsv, que começa no azul e termina no 

vermelho. 

Hot Alterna entre preto, vermelho, amarelo e branco. 

Cool Tons de ciano e magenta. 

Summer Tons de verde e amarelo. 

Autumn Tons de vermelho e amarelo. 

Winter Tons de azul e verde. 

Spring Tons de magenta e amarelo. 

White Mapa de cores totalmente branco. 

Gray Escala linear de tons de cinza. 

Bone Escala de tons de cinza levemente azulados. 

Pink Tons pastéis de rosa. 

Copper Escala linear de tons acobreados. 

Prism Alterna entre as cores do arco-íris (vermelho, laranja, 
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Mapa de cores Descrição 

 amarelo, verde, azul, anil e violeta). 

Flag Alterna entre vermelho, branco, azul e preto. 

Lines Mapa que usa as mesmas cores do comando “plot”. 

 

Normalmente, cada mapa de cores gera uma matriz de 64 linhas e três colunas, que 

especifica os valores RGB de 64 cores. A cada uma dessas funções pode-se fornecer como 

parâmetro o número de linhas que devem ser gerados. Por exemplo, o comando hot(m) gerará 

uma matriz de dimensão m por 3, contendo os valores RGB de cores que variam desde o preto até 

o branco, passando por tons de vermelho, laranja e amarelo. 

Na linha de comando do Matlab, tem-se: 

>> hot (8) 

O resultado do comando é a matriz dada abaixo. 

ans =  

0.3333 0 0 

0.6667 0 0 

1.0000 0 0 

1.0000 0.3333 0 

1.0000 0.6667 0 

1.0000 1.0000 0 

1.0000 1.0000 0.5000 

1.0000 1.0000 1.0000 

 

Os mapas de cores podem ser usados através do comando colormap(M), que define 

a matriz M como o mapa de cores que será utilizado na janela atual. 
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2.3.2 – Formatos de imagem 

O tipo de dado numérico padrão no Matlab é o double, um número de ponto flutuante 

de 64 bits, de precisão dupla. O Matlab aceita de forma limitada outros formatos para imagens, 

tais como caracteres de 16 bits (uint16) e inteiros de 8 bits sem sinal (uint8). Os comandos image 

e imagesc podem exibir imagens de 8 e 16 bits sem convertê-las primeiro ao formato double. 

Para imagens indexadas, image atribui os valores zero e 255 ao primeiro e último 

registros, respectivamente, de um mapa de 256 cores, definindo automaticamente o espaçamento 

entre as cores. 

Como o intervalo normal de dados double para imagens indexadas se inicia com o 

valor unitário, a conversão entre uint8/uint16 e double requer a soma de uma unidade aos valores. 

Além disso, as operações matemáticas em vetores uint8 não estão definidas e para executar 

operações matemáticas sobre inteiros sem sinal, é preciso convertê-los ao formato double. Os 

comandos abaixo convertem os dados do tipo uint8 contidos em Xuint8 para double e os 

convertem de volta para uint8. 

>> Xdouble = double(Xuint8) + 1; 

>> Xuint8 = uint8(Xdouble - 1); 

Conversões para double também podem ser normalizadas, por exemplo, com os 

comandos abaixo: 

>> Xdouble = double(Xuint8)/255; 

>> Xuint8 = uint8(round(Xdouble * 255)); 

Os dados de cor de 8 bits contidos em uma imagem RGB são automaticamente 

escalados quando esta é exibida. Um exemplo é a cor branca, normalmente quando se usa 
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doubles. Se a mesma cor é armazenada como um dado de 8 bits, ela é representada pelo vetor 

[255 255 255]. 

2.3.3 – Trabalhando com arquivos de imagens digitais 

Os dados de uma imagem podem ser salvos em um arquivo e recarregados no Matlab 

com o emprego de vários formatos de arquivos. As funções save e load do Matlab aceitam 

dados de imagem em formatos double, uint8 ou uint16, da mesma maneira que aceitam qualquer 

outra variável ou tipo de dado do Matlab. 

Quando se gravam imagens indexadas ou imagens de intensidade com mapas de 

cores diferentes do padrão, é preciso gravar o mapa de cores junto com os dados de imagem, 

como dado no comando abaixo: 

>> save exemplo.mat X map 

O Matlab também aceita diversos formatos de arquivos de imagem comerciais, por 

meio das funções imread e imwrite. A sintaxe de imread é: 

>> A = imread(NOMEARQ, EXT) 

A função lê a imagem do arquivo e a armazena na matriz A. NOMEARQ é a string que 

especifica o nome do arquivo, e EXT é a variável que especifica o formato do arquivo.  

A sintaxe de chamada para imwrite varia conforme o tipo da imagem e o formato 

do arquivo. 

>> A = imwrite (A, NOMEARQ, EXT) 

Esta função escreve imagens da variável A para um arquivo, onde NOMEARQ é a string 

que especifica o nome do arquivo e EXT o seu formato. 

Os possíveis valores para EXT nas funções imread e imwrite são dados abaixo, na 

Tabela 3, seguida por um exemplo da utilização destas duas funções. 
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Tabela 3 – Extensões possíveis para os tipos de arquivo nas funções imread e imwrite. 

Extensão (EXT) Tipo de arquivo 

‘jpg’ ou ‘jpeg’ Joint Photographic Experts Group 

‘tif’ ou ‘tiff’ Tagged Image File Format 

‘gif’* Graphics Interchange Format 

‘bmp’ Windows Bitmap 

‘png’ Portable Network Graphics 

‘hdf’ Hierarchical Data Format 

‘pcx’ Windows Paintbrush 

‘xwd’* X Window Dump 

‘cur’* Window Cursor Resources 

‘ico’* Window Icon Resources 

*valores permitidos apenas para imread. 

 

>> A = imread('latex','jpg'); 

% Lê uma imagem de arquivo jpg. 

>> figure(1); image(A); 

% Abre a imagem A na janela figure(1). 

>> I = rgb2gray(A); 

% Converte a imagem em escala de cinza. 

>> figure(2); imshow(I) 

% Abre a imagem I na janela figure(2). 

>> figure(3); imshow(I); colormap(winter) 

% Abre a imagem I na janela figure(3) e atribui o mapa de cores 

“winter”. 
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As três imagens produzidas em figure(1), figure(2) e figure(3), respectivamente, são 

dadas na Figura 2.3, abaixo. 

 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figura 2.3 – (a) imagem em formato ‘jpg’. (b) imagem (a) em escala de cinza. (c) imagem (a) com o 

mapa de cores ‘winter’. 
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CAPÍTULO 3 – FOURIER E GABOR 

Aqui será descrita a teoria referente às transformadas de Fourier e Gabor, utilizadas 

no estudo das imagens digitais constantes deste trabalho, e também presentes no programa 

WaveFPR. Tais transformadas permitem a análise de um sinal no domínio de frequência, 

facilitando o processamento deste sinal. 

Jean-Baptiste Joseph Fourier foi um matemático e físico francês, mundialmente 

conhecido por iniciar os estudos sobre a decomposição de funções periódicas em séries 

trigonométricas convergentes (hoje, chamadas séries de Fourier), e a sua aplicação nos problemas 

da condução do calor. 

Fourier foi motivado pelo estudo da equação do calor, que é gerida por uma equação 

diferencial linear. Entretanto, a transformada de Fourier diagonaliza todos os operadores lineares 

tempo-invariantes, que são as bases do processamento de sinais [15]. Tal transformada é uma das 

técnicas matemáticas com maior número de aplicações; por exemplo, as imagens em formato 

JPEG são comprimidas pela transformada de Fourier (formato substituído pelo JPEG2000, no 

qual a compressão é feita com o uso das wavelets [16]). Contudo, pela falta de uma análise no 

domínio do tempo, os esforços foram voltados para a criação de uma transformada que 

disponibilizasse informações nos domínios de tempo e frequência. A transformada de Gabor é 

uma dessas alternativas. 

Nomeada após os estudos do engenheiro húngaro Dennis Gabor, a transformada de 

Gabor é um caso especial da transformada em janelas de Fourier (windowed Fourier transform), 
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sendo usada para determinar a frequência senoidal e o conteúdo de fase das seções locais de um 

sinal, conforme ele muda com o tempo. 

Gabor foi premiado com o Nobel de Física pela invenção e aperfeiçoamento da 

holografia, referida naquela ocasião como um “sistema de fotografia tridimensional, com várias 

aplicações” [17]. 

3.1. A transformada de Fourier 

A transformada de Fourier é uma transformada integral que expressa uma função 

como soma ou integral de funções senoidais, multiplicadas por coeficientes. Por ser uma 

ferramenta versátil, é usada em vários campos da ciência, a saber: física, química, teoria dos 

números, análise combinatória, processamento de sinais e imagens, teoria das probabilidades, 

entre outras áreas, como análise de sistemas lineares, óptica, modelagem de processos aleatórios 

e problemas de valores de contorno [18]. 

Essa transformada torna possível analisar um sinal no domínio do tempo pelo 

conteúdo de sua frequência, trabalhando primeiro com a tradução de uma função no domínio 

temporal para uma função no domínio frequencial. Assim, o sinal pode ser analisado pelo 

conteúdo de sua frequência, pois os coeficientes de Fourier da função transformada representam a 

contribuição de cada função seno e cosseno em cada frequência. 

O uso amplo de tal transformada se dá pela possibilidade de tornar um problema de 

difícil resolução em um mais simples de ser resolvido. Em processamento de sinais, por exemplo, 

a transformada de Fourier é tipicamente utilizada para decompor um sinal nas suas componentes 

em frequência e suas amplitudes. 
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3.1.1. A transformada contínua de Fourier 

A definição formal da transformada de Fourier de uma função f(x) é dada por 

,)()( �
�

��

�� dxexfF xi��  (3.1) 

onde ξ é comumente chamada de variável de frequência.  

Aplicando a fórmula de Euler (eiθ = cos θ + i sin θ) em (3.1), segue que 

,)sin)(cos()( �
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de onde se vê que F(ξ) é uma soma de senos e cossenos. 

Tomando a função F(ξ), pode-se obter f(x) pela inversa da transformada de Fourier, 

que é dada pela equação 
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A variante bidimensional da transformada de Fourier é dada por (3.1): 
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em que ξ e φ são as variáveis de frequência [19]. 

3.1.2. A transformada discreta de Fourier 

A transformada discreta de Fourier aproxima a transformada de Fourier de uma 

função, dado um número finito de pontos. O cálculo computacional da transformada de Fourier 

requer valores discretos de f(x) para sua implementação, uma vez que um computador trabalha 

apenas com dados discretos. Então, supondo que uma função f(x) foi discretizada tomando n 

parcelas Δk separadamente, tem-se a sequência resultante {f(k0), f(k0 + Δk), ..., f(k0 + (n–1)Δk)}. 

Esta sequência permite expressar f(x) como 
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),()( 0 kkkfxf �	�  

na qual k toma os valores discretos 0, 1, ..., n–1. 

Usando a discretização para f(x) desenvolvida acima, a transformada de Fourier é 

representada por 
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para ξ = 0, ..., n – 1. 

No caso de duas variáveis, de (3.3) segue que a transformada discreta de Fourier é 

dada pelas equações 
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para ξ = 0, ..., n – 1 e φ = 0, ..., n – 1. 

3.1.3. A transformada rápida de Fourier (FFT) 

Como a transformada discreta de Fourier é uma ferramenta valiosa na análise de 

sinais, é desejável que haja um algoritmo eficiente para calculá-la. Para aproximar uma função 

por pontos, assim como para aproximar a integral de Fourier pela transformada discreta de 

Fourier, é preciso aplicar uma matriz cuja ordem n é o número de pontos. 

Há n² operações envolvidas na multiplicação de uma matriz por um vetor, e conforme 

o número de pontos aumenta, há uma rápida ampliação no número de operações, tornando o 

custo computacional elevado. Contudo, se a função possui 2j pontos espaçados uniformemente, 

então a matriz de Fourier pode ser fatorada em um produto de apenas algumas matrizes esparsas, 

e os fatores resultantes podem ser aplicados em um vetor, num total de n*log2n operações 
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aritméticas [20]. Esta é a chamada transformada rápida de Fourier, ou Fast Fourier Transform 

(FFT). 

3.2. A transformada de Gabor 

Com a transformada de Gabor, uma janela de observação é deslocada no domínio de 

tempo e a transformada de Fourier é aplicada na porção visível da função. A função a ser 

transformada é multiplicada por uma função gaussiana gα qualquer, que pode ser vista como uma 

janela, e a função resultante é então processada pela transformada de Fourier. A função “janela” 

indica que o sinal próximo ao tempo analisado terá maior consideração [21]. 

3.2.1. A transformada contínua de Gabor 

Para qualquer valor fixo de α > 0, a transformada de Gabor de uma função f 
L²(R) 

é definida por 
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com a gaussiana gα dada por 
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ou seja, (3.7) localiza a transformada de Fourier de f em torno de x = b. O comprimento da janela 

é determinado pela constante positiva α (fixada) [22]. 
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3.2.2. A transformada discreta de Gabor 

Gabor introduziu [21] uma aproximação que caracteriza uma função temporal em 

tempo e frequência simultaneamente. Mais tarde, esta aproximação passou a ser conhecida como 

expansão de Gabor. Para um sinal s(t), a expansão de Gabor é definida como 
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Nesta expansão T e Ω representam o tempo e a amostragem de frequência, 

respectivamente. 

Ainda que a expansão de Gabor tenha se mostrado muito útil para o processamento 

de sinais, suas aplicações foram limitadas pelas dificuldades associadas com a implementação 

computacional dos coeficientes de Gabor Cm,n. De acordo com o teorema de Balian-Low (dado 

no Apêndice A), hm,n(t) não forma uma base ortogonal; portanto, a seleção dos coeficientes Cm,n 

em geral não é única [23]. 

Uma solução para este problema foi proposta por Martin Bastiaans [24], e constitui 

em introduzir uma função auxiliar γ(t) e então calcular os coeficientes de Gabor utilizando o 

produto interno usual, projetando s(t) sobre γ(t). 

Com base nos estudos de Bastiaans e estudos mais recentes, Shie Qian e Dapang 

Chen [23] apresentaram um conjunto de algoritmos para a transformada discreta de Gabor. Por 

exemplo, a expansão de Gabor discreta para sequências infinitas é dada por 
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Com esta expansão, a solução para os coeficientes de Gabor é dada por um sistema 

linear. 

Peter Sϕndergaard [25] criou um algoritmo que também possibilita a análise e síntese 

de Gabor em multisinais. Neste trabalho, a transformada discreta de Gabor é dada por 
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com g sendo uma janela que localiza o sinal no tempo e na frequência. Então, o operador Cg é 

considerado como uma matriz, e as somas da definição são manipuladas diretamente. A 

vantagem deste método é de trabalhar com transformadas rápidas e curtas de Fourier, não 

requerendo multiplicação por exponenciais complexas. Este algoritmo possui um custo 

computacional baixo, comparado a outros algoritmos. Contudo, a implementação de tal método 

não é trivial para sinais com mais de uma dimensão. 

Uma das soluções para a implementação da transformada discreta de Gabor é dada 

pelos filtros de Gabor, implementados nesta pesquisa. Os algoritmos utilizados são apresentados 

na Seção 7.3 e no Apêndice D. 

3.2.3. Filtros de Gabor 

Filtros de Gabor estão diretamente relacionados às wavelets de Gabor. Usualmente, é 

criado um banco de filtros de Gabor com várias escalas e rotações; em geral, expansões não são 
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aplicadas nas wavelets de Gabor, pois tal operação resulta em um grande custo computacional. 

Os filtros são então convolucionados com o sinal, gerando um espaço de Gabor. 
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CAPÍTULO 4 – WAVELETS 

Wavelets (termo proveniente da palavra francesa ondeletes) são ondas pequenas com 

determinadas propriedades que as tornam adequadas a servirem de base para decomposição de 

outras funções, da mesma forma que pela teoria de Fourier um sinal pode ser expresso como uma 

soma, possivelmente infinita, de senos e cossenos. 

A grande desvantagem da expansão de Fourier é que não existe resolução de tempo, 

apenas de frequência. Isto significa que embora possamos determinar todas as frequências 

presentes em um sinal, não se sabe onde elas estão presentes. Para solucionar este problema 

várias soluções foram desenvolvidas nas décadas passadas. As wavelets vieram como uma 

extensão natural na teoria de Fourier, representando um sinal conjuntamente nos domínios de 

tempo e frequência. 

A teoria wavelet foi estruturada na década de 1980, ainda que suas ideias tivessem 

sido propostas por Alfred Haar, em 1909. As wavelets de Haar ficaram no anonimato por muitos 

anos e, por um período muito longo, foram a única base ortonormal de wavelets conhecida. Em 

1985, Stéphane Mallat deu à teoria um grande impulso, através de seu trabalho em 

processamento digital de imagens. Inspirado neste trabalho, Yves Meyer construiu a primeira 

wavelet não-trivial (suave) [26]. 

Poucos anos mais tarde, Ingrid Daubechies [27] fez uso dos trabalhos de Mallat para 

construir um conjunto de bases ortonormais de wavelets suaves, com suportes compactos. Os 

trabalhos de Daubechies são os alicerces das aplicações atuais de wavelets[26]. 
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A transformada wavelet pode ser vista como um mecanismo para decompor sinais, 

permitindo analisar os dados em diferentes domínios de frequências com a resolução de cada 

componente ligada à sua escala. As wavelets são lineares e invariantes sob transformações de 

translação e dilatação, ou seja, é possível construir wavelets usando translações e dilatações sobre 

funções [18]. 

Por causa de suas propriedades únicas, custo computacional relativamente baixo e 

também pela simplicidade desta ferramenta, as wavelets são preferidas em lugar de técnicas mais 

complicadas e onerosas, sendo utilizadas na Análise Funcional[28], no estudo de propriedades 

multifractais[29], singularidades[30] ou oscilações[31] locais de funções, em soluções de 

equações diferenciais[32], reconhecimento de padrões, compressão de imagens[33] e sons[34], 

processamento de geometria digital[35], na solução de vários problemas de Física, Biologia, 

Medicina, Astronomia, Engenharia Nuclear, entre várias outras áreas. 

4.1. A transformada wavelet contínua (CWT) 

A transformada wavelet contínua (continuous wavelet transform, CWT) de uma série 

temporal f é definida como a transformada 
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em que a > 0, e 
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representa uma família de funções wavelet escolhida, chamada wavelet-mãe. 
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O parâmetro a diz respeito à escala, b é um parâmetro de translação ou localização da 

wavelet-mãe ψ, e )(, �� ba  é o conjugado complexo de )(, �� ba . A variação de a causa uma 

dilatação, quando a > 1, e uma contração, quando a < 1. Conforme b varia, a função f é 

localmente analisada nas vizinhanças deste ponto. Pode-se dizer que a CWT é equivalente a um 

microscópio matemático, cuja aproximação é dada pelo inverso do parâmetro de dilatação. 

4.2. A transformada wavelet discreta (DWT) 

Na derivação CWT, muito da informação sobre escalas ou tempos próximos é 

redundante, o que resulta em custo computacional elevado. Em alguns casos, este problema pode 

ser resolvido com o uso de uma transformada wavelet discreta (discrete wavelet transform, 

DWT), que utiliza valores discretos de escala e localização. Para evitar redundâncias, podem ser 

usadas funções wavelet que formam uma base ortogonal e definir a DWT como 
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em que 
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Na função � acima j e k são, respectivamente, valores discretos de escala e 

localização. Tais conjuntos de funções wavelet são ortogonais e suas respectivas funções são 

transladadas e dilatadas. 

Os sinais f(ξ) são representados por séries, como dado abaixo: 
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em que )2()( kjj
k �� ����  são funções wavelet e j

kd  são coeficientes wavelet dados por 
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É possível mostrar que a amplitude dos coeficientes wavelet é associada com 

variações abruptas de sinal, ou “detalhes” de maior frequência. A transformada de Fourier não é 

capaz de reconhecer estas regiões de transição. Na análise de Fourier, somente a presença das 

frequências envolvidas é detectada, sem fornecer informações sobre a localização espacial destas. 

4.3. A análise multirresolução 

As primeiras construções de bases ortonormais das wavelets pareciam um pouco 

“miraculosas”. A situação mudou com o advento da análise multirresolução, criada por Mallat e 

Meyer, que pode ser vista como uma estrutura de dados que produz uma representação 

sucessivamente condensada da informação em uma imagem. A ideia de observar sinais e analisá-

los em várias escalas foi muito bem recebida no campo da Visão Computacional, onde a 

vantagem mais óbvia desta abordagem é a possibilidade de reduzir o custo computacional de 

várias operações em imagens[36]. 

A análise multirresolução provê uma estrutura natural para o entendimento das bases 

wavelet, bem como permite a construção de novos exemplos [27]. Ela consiste de uma sequência 

de espaços sucessivos de aproximação Vj, que satisfazem 
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A construção dos espaços Vj, assim como sua relação com as wavelets, é dada abaixo. 

O desenvolvimento aqui é o mesmo construído por Alfred Boggess e Francis Narcowich [37], 

que começa com o estudo da wavelet de Haar e estende tal estudo para situações mais gerais. 

Os gráficos das funções-escala e wavelets-mãe apresentados nas seções seguintes 

foram obtidos utilizando o algoritmo cascata de Mallat em conjunto com o programa Gnuplot. 

Um tutorial para a sua obtenção é dado no Apêndice C. 

4.3.1. Análise das wavelets de Haar 

As funções ψ (wavelet-mãe) e φ (função escala) geram uma família de funções que 

podem ser usadas para dividir ou reconstruir um sinal. A análise wavelet mais simples é baseada 

na função escala de Haar, onde os blocos são dilatações e translações da função escala básica, 

dada pela expressão 

�
�
�

����




� .
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)1,0[,1
)(

x
x

x
  (4.5) 

O gráfico da expressão (4.5) é dado na Figura 4.1. 
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Figura 4.1 – A função escala φ de Haar. 

 

Seja V0 o espaço de todas as funções da forma 

�



�
�
Zk

kk akxa .),(
  

Como k se estende por um conjunto finito, cada elemento de V0 é zero fora de um 

conjunto limitado. Uma função dessa forma é dita de suporte compacto ou finito. 

Suponha j um inteiro não-negativo. O espaço das funções no nível j, denotado por Vj, 

é definido como o espaço gerado pelo conjunto 

),...}22(),12(),2(),12({..., ��	 xxxx jjjj 



  em .�  

Vj é o espaço de funções seccionalmente constantes de suporte compacto cujas 

descontinuidades estão contidas no conjunto 

,...}.
2
3,

2
2,

2
1,0,

2
1{..., jjjj�  

Uma função em V0 é uma função seccionalmente constante de suporte finito cujas 

descontinuidades estão contidas no conjunto dos inteiros. Qualquer função em V0 está também 
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em V1, que consiste de funções seccionalmente contínuas cujas descontinuidades estão contidas 

no conjunto {..., -1/2, 0, ½, 1, 3/2, ...}. O mesmo vale para 21 VV � , e assim por diante: 

...... 1210 ������ 	jj VVVVV  

É desejável ter um algoritmo eficiente para decompor um sinal em suas componentes 

relativas a Vj. Um meio de realizar eficientemente essa decomposição é construir uma base 

ortonormal para Vj, usando o produto interno do espaço das funções quadrado-integráveis, L2. 

Para a construção de tal base, o espaço V0 será analisado. Este espaço é gerado por φ 

e suas translações. As funções )( kx�
  têm norma unitária em L2, isto é 

� �
�

��

	
�����

122 .1)()( 2

k

kL
dxdxkxkx 

  

Se j ≠ k, )( jx�
 e )( kx�
  têm suportes disjuntos. Então, 

�
�
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������ 0)()()(),( 2 dxkxjxkxjx

L




 , j ≠ k, 

e o conjunto }),({ Zkkx 
�
 é uma base ortonormal para V0. 

De uma forma mais geral, pode-se dizer que o conjunto de funções 

});2(2{ 2/ Zkkxjj 
�
  é uma base ortonormal para Vj. O fator 2½ surge pelo fato de que 

�
�

�
� j

j dxx 2
1))2(( 2
 . 

Além da base ortonormal para Vj, é necessário isolar os “saltos” que pertencem a Vj 

mas não a Vj-1. Para isso é utilizada a função ψ. 

A ideia é decompor Vj como soma ortogonal de Vj-1 e seu complemento. A construção 

se inicia com i = 1. 
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Como V0 é gerado por φ e suas translações, é razoável supor que o complemento 

ortogonal seja gerado pelas translações de alguma função ψ. Há dois fatores principais para a 

construção de tal função, a saber: 

 � ψ está em V1, podendo ser expressa como 

� ��
l

l lxax ),2()( 
�  

para alguns escalares al, com um número finito de al não-nulos. Esta expressão é válida, pois 

1)2( Vx 

 , e 1)12( Vx 
�
 . 

� ψ é ortogonal a V0, ou seja, 

� �� ,0)()( dxkxx 
�  

para todo k inteiro.  

A função ψ mais simples que atende ambas as condições é a função dada pelo gráfico 

da Figura 4.2. 

 

Figura 4.2 – A wavelet-mãe de Haar, ψ. 
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Esta função pode ser escrita por 
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2
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�  

satisfazendo a condição (1ψ). Além disso, para k = 0, tem-se que �
�

��
� .0)()( xx 
�  Para k ≠ 0, 

tem-se que os suportes de ψ e φ(x-k) não se sobrepõem; então, �
�

��
�� .0)()( kxx 
�  Portanto, ψ 

pertence a V1 e é ortogonal a V0. 

Finalmente, ψ é chamada wavelet de Haar, e é dada pela função 

).12()2()( ��� xxx 

�  

A DWT usando a wavelet de Haar detecta variações abruptas de sinal, isto é, ela 

consegue detectar características de localização no espaço físico. Todavia, existem limitações no 

uso desta wavelet. Como as funções base de Haar são funções de passos descontínuos, não são 

muito adequadas para a análise de funções estáveis com derivações contínuas. Visto que as 

imagens geralmente contêm regiões estáveis, a transformada wavelet de Haar não provê 

resultados satisfatórios em muitas aplicações com imagens [38].  

4.3.2. A definição de análise multirresolução 

O procedimento construído para a wavelet de Haar resulta em duas funções: a função 

escala φ e a wavelet-mãe de Haar, ψ. Ambas as funções são simples, e conduzem a um algoritmo 

de decomposição elementar. 

A análise multirresolução possui construção similar, com versões contínuas de φ e ψ. 

Esta modificação generaliza a definição dada com as wavelets de Haar na seção anterior. A 

definição geral de análise multirresolução é dada a seguir. 
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Definição (análise multirresolução). Seja Vj, j = ..., -2, -1, 0, 1, 2, ... uma sequência de 

subespaços de funções em L2. A coleção de espaços {Vj, j 
  Z} é chamada de análise 

multirresolução, com φ sua função escala, se: 

 – Vj �  Vj+1; 

 – )(2 ��� LVj ; 

 – }0{�� jV ; 

 – 0)2()( VxfVxf j
j 
 
 � ; 

 – 0V

  e }),({ Zkkx 
�
  é base ortonormal para V0, considerando o produto 

interno de L2. 

Dizer que Vj �  Vj+1 significa que informações, ou “detalhes”, são adicionadas ao 

passar do nível de resolução j (ou escala 2j) para o nível j+1 (escala 2j+1) [39]. Em suma, a 

análise multirresolução consiste de uma sequência de espaços de aproximação sucessivos Vj [27], 

e permite obter uma interpretação invariante de escala de uma imagem. 

4.3.3. As wavelets de Daubechies 

As wavelets de Haar possuem grandes desvantagens; por exemplo, sua 

descontinuidade, ainda que possuam suporte compacto. Esta wavelet, juntamente com a wavelet 

de Shannon (em referência ao matemático e engenheiro elétrico americano Claude Shannon), 

eram as únicas opções disponíveis antes de Daubechies descobrir a hierarquia de wavelets que 

leva seu nome. 

Conforme se avança na hierarquia de Daubechies, suas wavelets vão se tornando mais 

suaves, ou seja, possuem um número maior de derivadas contínuas. A mais simples destas 
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wavelets é a de Haar, a única descontínua; as outras são contínuas e de suporte compacto. Tal 

propriedade pode ser analisada para satisfazer condições em uma aplicação particular. 

As wavelets-mãe propostas por Daubechies [27] possuem, para r 
  Z, a base 

ortonormal para L²(� ) definida por 

Zkjkxx j
r

j
kjr 
�� ,),2(2)( 2/

,, 

 , 

onde a função φr(x) em L²(� ) satisfaz: Zkkxr 
� |)(
  é uma base sequencial ortonormal em 

L²(� ). Aqui, j é o índice da escala, k é o índice de translação e r é o número de momentos nulos.  

Cada wavelet possui um número de momentos nulos igual à metade do número de 

coeficientes. Um momento nulo limita a habilidade da wavelet de representar informação em um 

sinal, expressa como comportamento polinomial. Por exemplo, D2 (a wavelet de Haar), com um 

momento nulo, facilmente codifica polinômios de um coeficiente (componentes de sinal 

constantes). Logo, D4 codifica polinômios com dois coeficientes (componentes de sinal constante 

e linear) e D6 codifica com facilidade polinômios com três coeficientes (componentes constante, 

linear e quadrática). Engenheiros e matemáticos se referem de forma diferente às wavelets de 

Daubechies; engenheiros consideram o número de coeficientes (D2, D4, D6), enquanto 

matemáticos consideram a ordem de aproximação local, ou momentos nulos (ordem 1, ordem 2, 

ordem 3). 

Algumas das wavelets-mãe de Daubechies e suas funções-escala, geradas com 

diferentes coeficientes, são dadas na Figura 4.3. 
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(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 4.3 – Funções-escala φ e wavelets-mãe ψ de Daubechies, para (a) r = 2 (D4); (b) r = 3 (D6);   

(c) r = 4 (D8); (d) r = 10 (D20). 

4.4. O algoritmo piramidal de Mallat 

Um método rápido e confiável de implementação da transformada wavelet discreta 

foi desenvolvido por Mallat em 1989, e é conhecido como algoritmo piramidal de Mallat. A 

análise multirresolução com o uso deste algoritmo visa obter aproximações (representações de 

baixa frequência do sinal original) e detalhes (diferença entre duas aproximações sucessivas do 
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sinal original). Uma aproximação mantém a propensão do sinal original, enquanto um detalhe 

exibe os componentes de alta frequência do mesmo [40]. 

O algoritmo piramidal se constitui dos cálculos da DWT e da transformada wavelet 

inversa. A multirresolução é obtida com a utilização de um banco de filtros composto por filtros 

passa-baixa e passa-alta de decomposição (L e H) e por filtros passa-baixa e passa-alta de 

reconstrução (L’ e H’). 

A partir de um sinal S, dois conjuntos de coeficientes podem ser produzidos, com o 

auxílio da DWT: os coeficientes de aproximação, cA1, e os coeficientes de detalhe cD1. Tais 

coeficientes são obtidos através da convolução de S com os filtros passa-baixa L e passa-alta H, 

para aproximação e detalhe, respectivamente. Em seguida é aplicada a decimação diádica, ou 

seja, a cada duas saídas do filtro uma é descartada. 

Um processo de decomposição de múltiplos níveis é conseguido como na Figura 4.4, 

onde as aproximações sucessivas são decompostas de modo que S é dividido em várias 

componentes de resolução mais baixa [40]. Uma função para a aplicação do algoritmo cascata de 

Mallat é exposta no Apêndice C. 

 

 

Figura 4.4 – O processo de decomposição em múltiplos níveis esquematizado (onde S = cA2 + cD2 + cD1). 
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O algoritmo piramidal produz os coeficientes wavelet em n operações. Como visto no 

Capítulo 3, a transformada rápida de Fourier calcula a transformada discreta de Fourier em 

n*log2n operações. As wavelets têm sido promovidas como sendo “mais rápidas que a FFT”, mas 

deve-se ter em mente que as transformadas discretas Fourier e wavelet retornam informações 

muito diferentes [41]. 
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CAPÍTULO 5 – ESTATÍSTICA E VISÃO COMPUTACIONAL 

O princípio básico da estatística é auxiliar na avaliação de relações entre variáveis, se 

utilizando de teorias probabilísticas para explicar a frequência de fenômenos e para possibilitar a 

previsão desses fenômenos no futuro. Por outro lado, a visão computacional desenvolve teorias e 

tecnologias para a construção de sistemas que obtém informação de imagens ou quaisquer dados 

multidimensionais. 

O problema clássico da visão computacional e do processamento de imagens é 

determinar se uma imagem contém ou não um objeto ou uma característica. Tal tarefa pode ser 

resolvida de forma robusta e sem esforço humano, mas ainda não foi resolvida satisfatoriamente 

para objetos arbitrários em situações arbitrárias. 

Neste capítulo será abordada a operação de correlação, assim como a técnica de 

template matching, ou emparelhamento. 

5.1. Correlação entre imagens 

A correlação é a medida do grau de associação de duas variáveis, não 

necessariamente em seu valor, mas em um comportamento geral. Para se obter a medida do grau 

de associação entre duas variáveis, o coeficiente de correlação é utilizado. Este coeficiente é 

definido como 

yx

xy

ss
s

r � , 
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onde Sxy é a covariância entre x e y: 

1�
�

� �
n

yxnyx
s ii

xy . 

O valor da correlação está contido no intervalo [-1, 1]. Uma correlação positiva indica 

que as duas variáveis se movem juntas, e quanto mais a correlação se aproxima de um, maior é a 

relação entre elas; semelhantemente, uma correlação negativa indica que as duas variáveis 

movem-se em direções opostas, e que a relação é maior quanto mais próxima de -1. Uma 

correlação próxima a zero indica que as duas variáveis não estão relacionadas. 

Duas variáveis que estão perfeitamente correlacionadas positivamente (r = 1) 

movem-se essencialmente em perfeita proporção na mesma direção, enquanto dois conjuntos que 

estão perfeitamente correlacionados negativamente movem-se em perfeita proporção em direções 

opostas. 

A melhor forma de se estudar a correlação entre duas variáveis é o diagrama de 

dispersão, também chamado de scatterplot. Este diagrama é utilizado para correlacionar dados, 

como a influência de um fator sobre uma propriedade, ou dados obtidos de maneiras diversas. Na 

Figura 5.1 são dados os três casos para o diagrama de dispersão com correlação positiva. 

 

 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

Figura 5.1 – Os casos gerais de diagrama de dispersão para correlação positiva: (a) correlação fraca; 

(b) correlação forte; (c) correlação perfeita. 
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De forma semelhante, na Figura 5.2 são dados os três casos para o diagrama de 

dispersão com correlação negativa. 

 

 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

Figura 5.2 – Os casos gerais de diagrama de dispersão para correlação negativa: (a) correlação fraca; 

(b) correlação forte; (c) correlação perfeita. 

5.2. A técnica de emparelhamento (Template matching) 

Um dos problemas frequentes no processamento de imagens é determinar a 

posição de certo padrão dado em uma imagem, ou em parte dela. A porção de importância 

na imagem recebe o nome de região de interesse. Este problema possui seu correspondente 

no processamento de sinais, que consiste na determinação de um sinal digital recebido 

utilizando, por exemplo, um filtro adaptado[42]. 

A técnica de emparelhamento se refere ao processo de detectar um objeto de 

certo tamanho, forma e orientação em uma imagem, aplicando um operador em uma região 

semelhante do objeto[43]. Tal objeto recebe o nome de modelo (de template), e a imagem 

hospedeira é denominada imagem-alvo (target). 
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Uma das mais estudadas abordagens para o embasamento da técnica de 

emparelhamento é a correlação cruzada (cross-correlation), e seu uso nesta técnica foi 

motivado pela distância euclidiana quadrada: 

� ����
yx

tf vyuxtyxfvud
,

22
, )],(),([),( , 

onde f é a imagem e a soma é sob x, y, na janela contendo o atributo t, posicionada em u, v. 

Na expansão de d2, 

� ��	����
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,

222
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o termo � �� ),(2 vyuxt é aproximadamente constante. Logo, o termo de correlação 

cruzada restante, 

� ���
yx

vyuxtyxfvuc
,

),(),(),( , 

é uma medida da similaridade entre a imagem e o atributo[44]. 
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CAPÍTULO 6 – O SOFTWARE “WaveFPR” 

A fim de estudar as imagens de microscopia em questão, foi desenvolvido um 

software que reúne todas as ferramentas utilizadas (os algoritmos gerados para as transformadas 

de Fourier, Gabor e wavelets de Haar e Daubechies, para segmentação das imagens e também os 

relativos à técnica de emparelhamento), unindo praticidade e rapidez em uma ferramenta de fácil 

utilização. 

O software em questão, denominado WaveFPR (wavelets and Fourier transforms for 

pattern recognition), foi desenvolvido na plataforma Matlab, e é o resultado do trabalho voltado à 

implementação dos algoritmos referentes às transformadas e técnicas de processamento de 

imagens citadas ao longo do texto. Com WaveFPR, o usuário pode inserir uma imagem de 

entrada e, após a segmentação automática desta, aplicar as transformadas disponíveis, a saber: 

Fourier, Gabor, e wavelets de Haar e Daubechies. 

Após a aplicação das transformadas selecionadas, o programa retorna a matriz de 

coeficientes que diz respeito à transformada escolhida e uma visualização desta matriz em duas 

dimensões, que é a projeção dos valores do espectro relativo à transformada em questão no plano 

xy. Há também a opção para exibição do espectro referente à transformada escolhida pelo 

usuário. 

O conjunto de coeficientes e gráficos é gerado na janela de sua transformada, onde o 

usuário também tem a opção de gravar em disco a matriz de coeficientes e os dois gráficos 

gerados, para posterior comparação. 

Uma imagem da janela principal do programa é dada na Figura 6.1. 
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Figura 6.1 – A interface principal do programa “WaveFPR”. 

 

Na janela principal o programa traz uma barra de menus (“Arquivo” e “Sobre...”), 

uma imagem previamente escolhida pelo usuário, caixas de seleção referentes às transformadas e 

dois botões, o botão “Processar” e o botão “Emparelhamento...”. O nível de decomposição das 

wavelets de Haar e Daubechies pode ser escolhido, utilizando-se o menu pop-up correspondente, 

habilitado quando a caixa de seleção da wavelet  de interesse é marcada. 

Marcando as caixas de seleção, o usuário pode escolher qual transformada será 

aplicada na imagem selecionada. O processamento é feito na imagem de entrada após o botão 



CAPÍTULO 6 – O SOFTWARE “WAVEFPR” 51  

“Processar” ser clicado. Depois do clique, o programa executa o pré-processamento, e abre as 

janelas relativas às transformadas selecionadas anteriormente. 

O programa aplica as transformadas na imagem de entrada de acordo com as opções 

selecionadas pelo usuário na tela inicial. Para cada transformada é apresentado seu espectro, uma 

projeção dos valores do espectro em duas dimensões e uma matriz de pontos. As janelas abertas 

pelo usuário para cada transformada são discutidas nas seções seguintes. 

6.1. A janela relativa à transformada de Fourier 

Clicando no botão “Processar” com a caixa de seleção “Transformada de Fourier” 

marcada, na tela principal do WaveFPR (Figura 6.1), é aberta uma janela, de nome 

“Transformada de Fourier”. A janela relativa a esta opção exibe a projeção do espectro de Fourier 

no plano xy e a matriz de coeficientes que gera o espectro. Também há botões para a gravação da 

imagem bidimensional, da matriz de dados e para a exibição do espectro de Fourier relativo à 

imagem. Esta janela é exibida na Figura 6.2. 

 

Figura 6.2 – A janela relativa à opção “Transformada de Fourier” e seus resultados. 
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6.2. A janela relativa à transformada de Gabor 

Clicando no botão “Processar” com a caixa de seleção “Transformada de Gabor” 

marcada, é aberta a janela de nome “Transformada de Gabor”. A janela relativa a esta opção 

exibe a projeção do espectro da transformada de Gabor no plano xy e a matriz de coeficientes que 

gera o espectro. Também há botões para a gravação da imagem bidimensional, da matriz de 

dados e para a exibição do espectro da transformada de Gabor relativo à imagem. Esta janela é 

exibida na Figura 6.3. 

 

 

Figura 6.3 – A janela relativa à opção “Transformada de Gabor” e seus resultados. 

6.3. A janela relativa à wavelet de Haar 

Clicando no botão “Processar” com a caixa de seleção “Wavelet de Haar” marcada, é 

aberta a janela de nome “Wavelet de Haar”, com o nível de decomposição escolhido pelo usuário 

na tela inicial do software. A janela relativa a esta opção exibe a projeção do espectro da wavelet 
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de Haar no plano xy e a matriz de coeficientes que gera o espectro. Também há botões para a 

gravação da imagem bidimensional, da matriz de dados e para a exibição do espectro da wavelet 

de Haar relativo à imagem. Esta janela é exibida na Figura 6.4. 

 

 

Figura 6.4 – A janela relativa à opção “Wavelet de Haar” para o nível de decomposição 1 e seus 

resultados. 

6.4. A janela relativa à wavelet de Daubechies 

Clicando no botão “Processar” com a caixa de seleção “Wavelet de Daubechies” 

marcada, é aberta a janela de nome “Wavelet de Daubechies”, com o nível de decomposição 

escolhido pelo usuário na tela inicial do software. A janela relativa a esta opção, da mesma forma 

que as outras janelas mostradas pelo programa, exibe a projeção do espectro da wavelet de 

Daubechies no plano xy e a matriz de coeficientes que gera o espectro. Também há botões para a 

gravação da imagem bidimensional, da matriz de dados e para a exibição do espectro da wavelet 

de Daubechies relativo à imagem. Esta janela é exibida na Figura 6.5. 
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Figura 6.5 – A janela relativa à opção “Wavelet de Daubechies” para o nível de decomposição 1 e seus 

resultados. 

6.5. A janela que fornece a técnica de emparelhamento 

Clicando no botão “Emparelhamento...” na janela inicial do software, é aberta a 

janela de nome “Emparelhamento (Template Matching)”. Esta janela possui o botão “Processar”, 

que quando pressionado, solicita ao usuário as imagens modelo e alvo para a aplicação do 

algoritmo de emparelhamento. 

Após a escolha das imagens modelo e alvo, é aplicado o algoritmo de 

emparelhamento, que retorna um sinal na imagem alvo como resultado. As imagens escolhidas 

pelo usuário são mostradas à esquerda na janela, enquanto o resultado é mostrado à direita. Esta 

janela é exibida na Figura 6.6. 
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Figura 6.6 – A janela relativa à opção “Emparelhamento...” e seus resultados. 
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CAPÍTULO 7 – RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Os resultados apresentados mostram o funcionamento dos algoritmos implementados, 

assim como a análise de algumas imagens de teste. Estas imagens, em sua maioria, são 

provenientes de membranas de borracha natural com nanopartículas metálicas de ouro. 

As seções deste capítulo tratam do pré-processamento da imagem de entrada, da 

implementação dos algoritmos referentes às transformadas e do algoritmo da técnica de 

emparelhamento. Finalizando, há os testes realizados com os algoritmos implementados, os 

resultados (em sua maioria dados de forma visual) obtidos com a aplicação destes, e o estudo da 

relação entre imagens de mesmo material, obtidas em situações semelhantes. 

Para exemplificar o pré-processamento da imagem, assim como os resultados gráficos 

obtidos, será utilizada a Figura 7.1, dada abaixo. 

 

 

Figura 7.1 – Imagem de amostra de borracha natural com nanopartículas de ouro, ampliada em 100x, 

obtida por microscopia óptica aos 15 minutos após a deposição da amostra na solução de ouro. 
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7.1. O pré-processamento da imagem de entrada 

O algoritmo de pré-processamento deve detectar e preencher as bordas e as fissuras 

contidas na imagem da amostra de látex. Se a imagem contiver aditivos ou impurezas, estes serão 

representados como regiões na imagem binária. Esta imagem é processada pelos algoritmos 

seguintes. 

O pré-processamento inicia com a padronização das imagens, comprimindo ou 

expandindo suas dimensões para 256x256, dependendo do tamanho inicial da imagem. Após esta 

padronização, é aplicado o método de Otsu, que consiste na limiarização (thresholding) global de 

uma imagem baseada em seu histograma [45]. O nome do método é uma homenagem a 

Nobuyuki Otsu, seu criador. 

Após o pré-processamento é obtida uma imagem binária proveniente da original, que 

apresenta um esboço dos contornos. O resultado do pré-processamento da Figura 7.1 é 

apresentado na Figura 7.2, dada abaixo. 

 

 

Figura 7.2 – Imagem binária obtida da Figura 7.1, após o processamento pelo método de Otsu. 
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O pré-processamento realizado pelo algoritmo é bastante satisfatório. A figura 

processada pelos algoritmos referentes às transformadas é a Figura 7.2, chamada de imagem 

segmentada. 

7.2. Algoritmo referente à transformada de Fourier 

A transformada de Fourier é aplicada na imagem fornecida pelas instruções seguintes. 

>> A1 = fft2 (img_name); 

>> img_log = fftshift(log(1+abs(A1))); 

>> img_scale = gscale(img_log); 

A função fft2 retorna a transformada rápida bidimensional de Fourier da imagem 

img_name, e fftshift troca os quadrantes ímpares e pares da imagem entre si. A função 

gscale, obtida de [12], converte uma matriz tridimensional em uma bidimensional, preservando 

as intensidades de cor. O deslocamento fftshift, em conjunto com a função gscale, 

enriquece os resultados gráficos apresentados, simplificando ainda os coeficientes resultantes. 

A Figura 7.3 mostra os resultados obtidos após a aplicação de fft2(img_name) e a 

associação fftshift + gscale. Os coeficientes apresentados são os três primeiros resultantes 

das instruções, enquanto que a imagem (a) apresentada corresponde à parte real da aplicação de 

fft2. Na imagem (b) o mapa de cores jet foi aplicado, colorindo o resultado. 
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Figura 7.3 – Resultados da aplicação do algoritmo referente à transformada de Fourier, após (a) 

aplicação direta de fft2; (b) após a aplicação de fft2, o emprego de fftshift e gscale. 

 

A transformada de Fourier na imagem segmentada corresponde diretamente à 

imagem de entrada, e o resultado é uma matriz de ordem 256. Tomando a Figura 7.1 como a 

imagem de entrada, têm-se os seguintes resultados, para a aplicação do algoritmo: 
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(a) 

 
(b) 

Figura 7.4 – Resultado da aplicação do algoritmo relativo à transformada de Fourier na Figura 7.1. (a) 

Espectro de Fourier da imagem de entrada; (b) projeção dos valores do espectro de Fourier no eixo xy. 

7.3. Algoritmos referentes à transformada de Gabor 

Neste estudo foi implementada uma versão modificada do filtro de Gabor para 

imagens apresentado por Gao Yang, professor da Nanyang Technological University, 

Cingapura[46]. A função de Gabor utilizada na construção se encontra na forma descrita por 

Khaled Hammouda e Ed Jernigan para segmentação de texturas[47], 
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em que σx e σy são os desvios-padrão de Λ(x, y) nos eixos x e y, respectivamente. 

A transformada de Gabor é aplicada na imagem segmentada correspondente à 

imagem de entrada pelos algoritmos presentes nas funções transgabor.m e gaborfilter.m 

(Apêndice D, [46]), gerando uma matriz de ordem 256. Estes algoritmos são invocados pela 

instrução seguinte: 

>> [td_gabor, mat_gabor] = transgabor(img_name); 

em que td_gabor é o conjunto de coeficientes que dá origem ao espectro de Gabor e 

mat_gabor é a matriz de coeficientes gerada pela aplicação da transformada na imagem. 

Aplicando a instrução acima em conjunto com as funções dadas no Apêndice D na 

Figura 7.1, têm-se os resultados: 

 

 
(a) 
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(b) 

Figura 7.5 – Resultado da aplicação do algoritmo relativo à transformada de Gabor na Figura 7.1. (a) 

Espectro de Gabor da imagem de entrada; (b) projeção dos valores do espectro de Gabor no eixo xy. 

7.4. Algoritmos referentes à wavelet de Haar 

A transformada wavelet de Haar é aplicada pelos algoritmos implementados em cinco 

níveis de decomposição para as imagens de entrada. O tamanho das imagens resultantes de cada 

decomposição é dado abaixo, na Tabela 4. 

 

Tabela 4 – Tamanho das matrizes resultantes da aplicação dos níveis de decomposição wavelet para 

Haar. 

Nível de decomposição Matriz resultante 

Imagem de entrada 256x256 

Nível 1 128x128 

Nível 2 64x64 

Nível 3 32x32 
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Nível de decomposição Matriz resultante 

Nível 4 16x16 

Nível 5 8x8 

 

Os comandos para a aplicação da wavelet de Haar na imagem segmentada 

correspondente à imagem de entrada são iterativos, isto é, a cada processamento é utilizado o 

nível de decomposição wavelet anterior. O método iterativo para a obtenção dos níveis de 

decomposição wavelet é devido ao algoritmo piramidal de Mallat (Seção 4.4). As instruções são 

as seguintes, para os dois primeiros níveis de decomposição: 

>> map = colormap; 

>> nbcol = size(map,1); 

% Aplicação do nível 1 de decomposição para a wavelet de Haar 

>> [cA1, ~, ~, ~] = dwt2(img_name,'haar'); 

>>    cod_cA1 = wcodemat(cA1, nbcol); 

>> cA1_scale = gscale(cod_cA1); 

% Aplicação do nível 2 de decomposição para a wavelet de Haar 

>> [cA2, ~, ~, ~] = dwt2(cA1,'haar'); 

>>    cod_cA2 = wcodemat(cA2, nbcol); 

>> cA2_scale = gscale(cod_cA2); 

A função dwt2, no primeiro nível de decomposição, aplica a transformada wavelet 

bidimensional discreta na imagem img_name. No segundo nível de decomposição a DWT 

bidimensional é aplicada em cA1, matriz dos coeficientes wavelet de aproximação da primeira 

decomposição. O argumento 'haar' indica que a wavelet de Haar é utilizada. O 

dimensionamento wcodemat retorna uma versão codificada da matriz argumento, baseando-se 

em seu mapa de cores. A implementação dos outros níveis de decomposição é semelhante. 
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A aplicação dos algoritmos para a wavelet de Haar na Figura 7.1 retorna os espectros 

exibidos na Figura 7.6, referentes ao primeiro e último níveis de decomposição. Por sua vez, as 

projeções dos níveis de decomposição para a wavelet de Haar são dadas na Figura 7.7. 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 7.6 – Espectros resultantes da aplicação da wavelet de Haar na Figura 7.1. (a) Nível 1 de 

decomposição; (b) nível 5 de decomposição. 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

 
(e) 

Figura 7.7 – Projeções resultantes da aplicação da wavelet de Haar na Figura 7.1 pelos algoritmos 

implementados. (a) Nível 1 de decomposição; (b) nível 2 de decomposição; (c) nível 3 de decomposição; (d) nível 4 

de decomposição; (e) nível 5 de decomposição. 

7.5. Algoritmos referentes à wavelet de Daubechies 

A transformada wavelet de Daubechies é aplicada pelos algoritmos implementados 

em sete níveis de decomposição para as imagens de entrada. O tamanho das imagens resultantes 

de cada decomposição é dado na Tabela 5. 

 

Tabela 5 – Tamanho das matrizes resultantes da aplicação dos níveis de decomposição wavelet para 

Daubechies. 

Nível de decomposição Matriz resultante 

Imagem de entrada 256x256 

Nível 1 131x131 
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Nível de decomposição Matriz resultante 

Nível 2 69x69 

Nível 3 38x38 

Nível 4 22x22 

Nível 5 14x14 

Nível 6 10x10 

Nível 7 8x8 

 

A wavelet de Daubechies implementada pelos algoritmos é a D4, com dois momentos 

nulos, dada na Figura 4.3. Da mesma forma que para as wavelets de Haar, as instruções para a 

aplicação da wavelet de Daubechies na imagem segmentada são iterativas. Os códigos são os 

seguintes, para os três primeiros níveis de decomposição: 

 

>> map = colormap; 

>> nbcol = size(map,1); 

% Aplicação do nível 1 de decomposição para a wavelet de Daubechies 

>> [cA1, ~, ~, ~] = dwt2(img_name,'db4'); 

>>    cod_cA1 = wcodemat(cA1, nbcol); 

>> cA1_scale = gscale(cod_cA1); 

% Aplicação do nível 2 de decomposição para a wavelet de Daubechies 

>> [cA2, ~, ~, ~] = dwt2(cA1,'db4'); 

>>    cod_cA2 = wcodemat(cA2, nbcol); 

>> cA2_scale = gscale(cod_cA2); 

% Aplicação do nível 3 de decomposição para a wavelet de Daubechies 

>> [cA3, ~, ~, ~] = dwt2(cA2,'db4'); 

>>    cod_cA3 = wcodemat(cA3, nbcol); 
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>> cA3_scale = gscale(cod_cA3); 

A função dwt2, no primeiro nível de decomposição, aplica a transformada wavelet 

bidimensional discreta na imagem img_name, enquanto que no segundo nível de decomposição a 

DWT bidimensional é aplicada em cA1, matriz dos coeficientes wavelet de aproximação da 

primeira decomposição. Por fim, no terceiro nível de decomposição a DWT bidimensional é 

aplicada em cA2, matriz dos coeficientes wavelet de aproximação da segunda decomposição. O 

argumento 'db4' indica que a wavelet D4 de Daubechies é utilizada. O dimensionamento 

wcodemat retorna uma versão codificada da matriz argumento, baseando-se em seu mapa de 

cores. A implementação dos outros níveis de decomposição é análoga. 

A aplicação dos algoritmos para a wavelet de Daubechies na Figura 7.1 retorna os 

espectros exibidos na Figura 7.8, referentes ao primeiro e último níveis de decomposição. Por sua 

vez, as projeções dos níveis de decomposição para a wavelet de Daubechies são dadas na Figura 

7.9. 

 

 

(a) 
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(b) 

Figura 7.8 – Espectros resultantes da aplicação da wavelet de Daubechies na Figura 7.1. (a) Nível 1 de 

decomposição; (b) nível 7 de decomposição. 

 

 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

 
(e) 

 
(f) 

 
(g) 

 

Figura 7.9 – Projeções resultantes da aplicação da wavelet de Daubechies na Figura 7.1 pelos 

algoritmos implementados. (a) Nível 1 de decomposição; (b) nível 2 de decomposição; (c) nível 3 de decomposição; 

(d) nível 4 de decomposição; (e) nível 5 de decomposição; (f) nível 6 de decomposição; (g) nível 7 de decomposição. 
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7.6. O conjunto de imagens de teste 

O conjunto de imagens de teste possui vinte e cinco imagens, entre imagens de 

microscopia óptica, de varredura e de força atômica com borracha natural pura ou contendo 

aditivos metálicos. Os algoritmos para todas as transformadas foram aplicados nas imagens de 

teste. Os coeficientes relacionados a cada transformada foram gravados, assim como os 

resultados gráficos gerados, constituindo o banco de dados das amostras. Algumas 

particularidades da aplicação das transformadas em cada tipo de microscopia são dadas a seguir. 

7.6.1. Aplicação das transformadas nas imagens de teste obtidas por microscopia óptica 

A aplicação das transformadas wavelet nas imagens de membranas de borracha 

natural com aditivos metálicos constantes do grupo de imagens de teste gerou regiões 

semelhantes. A aplicação do último nível de decomposição das wavelets de Haar gerou ‘platôs’, 

enquanto a aplicação do último nível de decomposição das wavelets de Daubechies gerou regiões 

niveladas. 

As Figuras 7.10 e 7.11 expõem exemplos de tais situações. Os espectros a seguir 

foram obtidos com a utilização das decomposições de último nível das wavelets de Haar e 

Daubechies. As imagens que deram origem a estes espectros foram retiradas por microscopia 

óptica, ampliação de 100x, de membranas de borracha natural com ouro depositado por redução 

in situ. Os espectros (a), (b), (c) e (d) de cada imagem foram obtidos respectivamente de 

membranas depositadas em ouro por 3, 6, 30 e 60 minutos. 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 
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(d) 

Figura 7.10 – Platôs gerados pela aplicação da wavelet de Haar em imagens de microscopia óptica de 

membranas de borracha natural com aditivos metálicos. Os espectros foram obtidos de membranas de borracha 

natural depositadas em solução de ouro por (a) 6 minutos; (b) 9 minutos; (c) 30 minutos; (d) 60 minutos. 

 

 

 
(a) 
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(b) 

 
(c) 

 
(d) 

Figura 7.11 – Regiões em nível geradas pela aplicação da wavelet de Daubechies em imagens de 

microscopia óptica de membranas de borracha natural com aditivos metálicos. Os espectros foram obtidos de 

membranas de borracha natural depositadas em solução de ouro por (a) 6 minutos; (b) 9 minutos; (c) 30 minutos; (d) 

60 minutos. 
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7.6.2. Aplicação das transformadas nas imagens de teste obtidas por microscopia de força 

atômica 

A aplicação da transformada de Fourier em certas imagens de membranas de 

borracha natural contidas entre as imagens de teste mostrou regiões dominantes originadas dos 

padrões regulares no segundo plano da imagem original, geralmente passando verticalmente e 

horizontalmente através do centro. 

A transformada de Fourier mostra que a imagem de entrada contém componentes 

para todas as freqüências, mas sua magnitude se torna menor para frequências mais altas. Então, 

componentes de baixa frequência contém mais informação da imagem do que os componentes de 

alta frequência. Exemplos desta situação são dados na Figura 7.12, onde imagens de microscopia 

de força atômica são exibidas ao lado da projeção de suas respectivas transformadas. 

 

 
(a) 

 
(b) 
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(c) 

 
(d) 

 
(e) 

 
(f) 

Figura 7.12 – (a), (c), (e) Imagens de membranas de borracha natural e (b), (d), (f) a respectiva 

projeção dos espectros de Fourier para cada imagem, indicando padrões regulares no segundo plano da figura 

original. 
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7.7. Relação entre imagens retiradas em diferentes tempos de deposição 

Entre as imagens do conjunto de teste, há cinco imagens da mesma amostra de 

borracha natural com ouro, obtidas por microscopia óptica a uma ampliação de 100x, depositadas 

na solução de ouro por tempos diferentes: 6 minutos, 9 minutos, 30 minutos, 60 minutos e 120 

minutos. Para o cálculo da correlação foi criado um pequeno programa no Matlab, sendo 

utilizadas as matrizes dos coeficientes relacionados às imagens de entrada. Estas matrizes foram 

previamente salvas utilizando o programa WaveFPR. 

As imagens foram relacionadas duas a duas, do tempo menor para o maior; isto é, a 

correlação entre as imagens depositadas por seis e nove minutos foi estabelecida, depois a 

correlação foi tomada entre as imagens depositadas por nove e trinta minutos, e assim por diante. 

No caso das wavelets de Haar e Daubechies, a correlação foi tomada nível a nível para cada dupla 

de imagens: imagens de seis minutos e nove minutos, nível 1 de decomposição wavelet, seis 

minutos e nove minutos, nível 2 de decomposição, e assim sucessivamente.  

As transformadas de Fourier e Gabor não apresentaram relação aparente entre as 

imagens de teste. O resultado é esperado, pois Pedro Morettin mostra que duas séries temporais 

que diferem em apenas um ponto possuem espectros de Fourier com coordenadas totalmente 

diferentes[48]. Para a transformada de Gabor espera-se o mesmo resultado, pois esta pode ser 

vista como um caso particular da transformada de Fourier. As wavelets de Haar e Daubechies 

mostraram forte correlação entre as imagens; tal relação cresce a cada nível de decomposição, 

como mostrado a seguir. Tal fato é alcançado pela diminuição de coeficientes no decorrer das 

decomposições, como visto nas Tabelas 4 e 5. A informação resultante contida nos últimos níveis 

de decomposição é bastante semelhante, pela comparação de amostras obtidas do mesmo material 

(borracha natural com nanopartículas de ouro). 
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O valor dos coeficientes de correlação para a transformada de Fourier é dado na 

Tabela 6, enquanto que a Figura 7.13 exibe o diagrama de dispersão da primeira coluna dos 

coeficientes de Fourier obtidos das imagens de teste, nesta ordem: 6 minutos e 9 minutos; 9 

minutos e 30 minutos; 30 minutos e 60 minutos; 60 minutos e 120 minutos.  

 

Tabela 6 – Coeficientes de correlação obtidos da transformada de Fourier de imagens depositadas em 

solução de ouro por diferentes espaços de tempo. 

Imagens relacionadas Correlação 

6 min e 9 min 27,72% 

9 min e 30 min 26,10% 

30 min e 60 min 26,62% 

60 min e 120 min 24,92% 

 

 
(a) 
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(b) 

 
(c) 

 
(d) 

Figura 7.13 – Correlação entre imagens de borracha natural com ouro para Fourier, entre (a) 6 

minutos e 9 minutos. (b) 9 minutos e 30 minutos. (c) 30 minutos e 60 minutos. (d) 60 minutos e 120 minutos. 
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Da mesma forma, o valor dos coeficientes de correlação para a transformada de 

Gabor é dado na Tabela 7. A Figura 7.14 ilustra a correlação da primeira coluna dos coeficientes 

de Gabor para as imagens de teste, na ordem dada para a transformada de Fourier: 6 minutos e 9 

minutos; 9 minutos e 30 minutos; 30 minutos e 60 minutos; 60 minutos e 120 minutos. Os 

scatterplots resultantes da correspondência entre os coeficientes de Gabor são intrigantes, por 

apresentarem formas contínuas. Ainda assim, a correlação entre as imagens de teste se conserva 

baixa, como na aplicação da transformada de Fourier. 

Tabela 7 – Coeficientes de correlação obtidos da transformada de Gabor de imagens depositadas em 

solução de ouro por diferentes espaços de tempo. 

Imagens relacionadas Correlação 

6 min e 9 min -2,23% 

9 min e 30 min -2,40% 

30 min e 60 min -8,38% 

60 min e 120 min 26,59% 

 

 
(a) 
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(b) 

 
(c) 

 
(d) 

Figura 7.14 – Correlação entre imagens de borracha natural com ouro para Gabor, entre (a) 6 minutos 

e 9 minutos. (b) 9 minutos e 30 minutos. (c) 30 minutos e 60 minutos. (d) 60 minutos e 120 minutos. 
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A Figura 7.15 ilustra o valor das correlações entre os coeficientes da wavelet de Haar 

para cada nível de decomposição, e também um gráfico do comportamento da correlação para as 

imagens de teste, na ordem: 6 minutos e 9 minutos; 9 minutos e 30 minutos; 30 minutos e 60 

minutos; 60 minutos e 120 minutos. A alta relação entre as imagens é confirmada com o ajuste de 

uma curva polinomial aos valores correlacionais correspondentes aos níveis de decomposição. 

Haar 100x, 6min – 9 min 

Nível 1 37,36% 

Nível 2 47,10% 

Nível 3 56,11% 

Nível 4 64,56% 

Nível 5 75,07% 
 

 
(a) 

Haar 100x, 9min – 30min 

Nível 1 31,20% 

Nível 2 36,85% 

Nível 3 41,45% 

Nível 4 44,99% 

Nível 5 50,86% 
 

 
(b) 
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Haar 100x, 30min – 60min 

Nível 1 31,99% 

Nível 2 37,00% 

Nível 3 41,04% 

Nível 4 44,41% 

Nível 5 50,22% 
 

 
(c) 

Haar 100x, 60min – 120min 

Nível 1 54,09% 

Nível 2 64,52% 

Nível 3 71,30% 

Nível 4 76,43% 

Nível 5 82,43% 
 

 
(d) 

Figura 7.15 – Correlação das imagens de borracha natural com ouro para Haar, entre (a) 6 minutos e 9 

minutos. (b) 9 minutos e 30 minutos. (c) 30 minutos e 60 minutos. (d) 60 minutos e 120 minutos. 

 

Finalmente, na Figura 7.16 é dado o valor das correlações para os coeficientes de 

Daubechies para as imagens de teste obtidas aos: 6 minutos e 9 minutos; 9 minutos e 30 minutos; 

30 minutos e 60 minutos; 60 minutos e 120 minutos. Da mesma forma, uma curva polinomial é 

ajustada aos valores correlacionais correspondentes aos níveis de decomposição para a wavelet de 

Daubechies. 
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Daubechies 100x, 6min – 9min 

Nível 1 39,31% 

Nível 2 52,68% 

Nível 3 64,74% 

Nível 4 73,40% 

Nível 5 79,82% 

Nível 6 88,42% 

Nível 7 92,09% 
  

(a) 

Daubechies 100x, 9min – 30min 

Nível 1 30,69% 

Nível 2 36,03% 

Nível 3 40,44% 

Nível 4 41,62% 

Nível 5 44,10% 

Nível 6 46,19% 

Nível 7 65,71% 
  

(b) 

Daubechies 100x, 30min – 60min 

Nível 1 31,77% 

Nível 2 38,28% 

Nível 3 44,26% 

Nível 4 46,90% 

Nível 5 50,41% 

Nível 6 51,48% 

Nível 7 64,06% 
  

(c) 
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Daubechies 100x, 60min – 120min 

Nível 1 54,05% 

Nível 2 63,93% 

Nível 3 71,71% 

Nível 4 76,14% 

Nível 5 79,05% 

Nível 6 80,54% 

Nível 7 82,49% 
  

(d) 

Figura 7.16 – Correlação das imagens de borracha natural com ouro para Daubechies, entre (a) 6 

minutos e 9 minutos. (b) 9 minutos e 30 minutos. (c) 30 minutos e 60 minutos. (d) 60 minutos e 120 minutos. 

7.8. Algoritmos referentes à técnica de emparelhamento 

A técnica de emparelhamento implementada neste estudo é uma versão modificada 

do algoritmo apresentado por Dirk-Jan Kroon, professor da Universidade de Twente, Países 

Baixos[49]. O algoritmo utiliza a correlação cruzada normalizada, como abordado por J. P. Lewis 

em [44]. 

A técnica de emparelhamento é aplicada utilizando-se uma imagem modelo e uma 

imagem alvo. O algoritmo responsável, presente na função template_matching.m, é dado no 

Apêndice E. Este algoritmo é invocado pelas instruções a seguir: 

[I_SSD, I_NCC] = template_matching(temp_image,targ_image); 

% Encontrando a correspondência máxima na imagem I_SDD 

[x,y] = find(I_SSD == max(I_SSD(:))); 

onde temp_image e targ_image são, respectivamente, as imagens modelo e alvo, I_SSD é a 

soma da diferença quadrática e I_NCC é a correlação cruzada normalizada entre as imagens. 
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O algoritmo foi testado em imagens de microscopia óptica e de força atômica, 

retirando-se uma região da imagem e a utilizando como modelo. Exemplos da aplicação deste 

algoritmo são dados a seguir. 

 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figura 7.17 – Aplicação do algoritmo de emparelhamento em uma imagem de borracha natural obtida 

por microscopia de força atômica. (a) imagem modelo; (b) imagem alvo; (c) resultado. 
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A Figura 7.17 mostra o resultado obtido da aplicação do algoritmo em uma imagem 

de borracha natural proveniente de microscopia de força atômica. Pode-se notar que há várias 

regiões semelhantes na imagem alvo, porém os algoritmos implementados selecionam apenas um. 

A semelhança destas regiões com a imagem modelo pode ser afirmada a partir das imagens da 

soma da diferença quadrática e da correlação cruzada normalizada, dadas na Figura 7.18. 

 

 
(a) 
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(b) 

Figura 7.18 – As regiões semelhantes à imagem modelo detectadas na imagem alvo da Figura 7.17. (a) 

Soma da diferença quadrática das imagens. (b) Correlação cruzada normalizada. 

 
(a) 

(b) 
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(c) 

Figura 7.19 – Aplicação do algoritmo de emparelhamento em uma imagem de borracha natural com 

aditivo metálico, obtida por microscopia óptica. (a) Imagem modelo; (b) imagem alvo; (c) resultado. 

 

A Figura 7.19 expõe o resultado obtido da aplicação do algoritmo em uma imagem de 

borracha natural com ouro, proveniente de microscopia óptica. Aqui, percebe-se que há apenas 

uma região que tenha alto grau de semelhança com a imagem modelo; a semelhança desta região 

com o modelo é vista nas imagens da soma da diferença quadrática e da correlação cruzada 

normalizada, dadas na Figura 7.20. É ilustrada uma região mais clara em cada imagem da Figura 

7.20, que exibe a porção da imagem semelhante ao modelo. Esta região é apontada corretamente 

pelo algoritmo implementado. 
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(a) 

 
(b) 

Figura 7.20 – As regiões semelhantes à imagem modelo detectadas na imagem alvo da Figura 7.19. (a) 

Soma da diferença quadrática das imagens. (b) Correlação cruzada normalizada. 
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CONCLUSÃO 

A proposta inicial do trabalho foi estudar imagens de amostras de borracha natural 

pura ou com aditivos metálicos por meio das transformadas de Fourier e Gabor, e das wavelets de 

Haar e Daubechies. Algoritmos foram criados para a implementação destas transformadas, sendo 

testados em imagens provenientes de microscopia eletrônica de varredura, óptica de força 

atômica. 

Durante os estudos foi criado um software que realiza a aplicação das transformadas 

nas imagens, simplificando a utilização dos algoritmos designados para este fim. Como produto 

final tem-se um programa de fácil uso, que integra as ferramentas citadas no trabalho. O software 

WaveFPR pré-processa a imagem de entrada e aplica as transformadas citadas, de acordo com a 

escolha do usuário. Este software se encontra em processo de registro. 

Os coeficientes relacionados às imagens, assim como os espectros e suas projeções, 

foram discriminados e salvos para posterior comparação. Tais informações integram um banco de 

dados em diretórios, que poderá ser disponibilizado para futuras consultas.  

Os resultados obtidos com as transformadas para imagens de amostras obtidas de 

forma semelhante foram analisados pela técnica estatística de correlação, a fim de verificar a 

relação existente no processamento destas imagens por uma transformada. As wavelets de 

Daubechies e Haar mostraram melhor relação entre os coeficientes gerados a partir das imagens 

de teste. A transformada de Fourier não apresentou correlação aparente entre a maioria das 

imagens de teste, pois seu espectro varia drasticamente com a mudança de um único ponto na 

imagem. 
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As imagens de microscopia óptica analisadas apresentaram semelhanças em seus 

espectros, quando da aplicação das wavelets de Haar e Daubechies. A projeção da transformada 

de Fourier de algumas imagens obtidas por microscopia de força atômica apresentou “traços” 

horizontais e/ou verticais, indicando que a imagem relacionada perde magnitude nas frequências 

mais altas. Logo, os componentes de baixa frequência contém mais informação sobre essas 

imagens do que os componentes de alta frequência. 

O método de pré-processamento utilizado se mostrou extremamente eficaz em todas 

das imagens testadas. As imagens foram bem representadas em suas versões binárias, graças ao 

método de segmentação de Otsu. Assim, os resultados obtidos pelas transformadas são confiáveis.  

O algoritmo de emparelhamento implementado trouxe resultados muito satisfatórios, 

sinalizando regiões sem erros nas imagens-alvo testadas. Os bons resultados obtidos são 

confirmados pela correlação cruzada entre as imagens. 

Além das imagens provindas das amostras de borracha natural com aditivos metálicos, 

foram estudados também outros tipos de amostras; por exemplo, as imagens de amostras de 

borracha natural com couro. Tal aplicação também obteve sucesso, mostrando que o programa, 

em sua atual composição, pode ser utilizado para aplicar as transformadas citadas em variadas 

imagens de amostras com eficácia. 

Desta pesquisa surgiram várias idéias para trabalhos futuros: 

 � Estudar as imagens obtidas com outros tipos de transformadas, comparando assim os 

resultados obtidos. Tais transformadas poderiam ser outros tipos de wavelets, como 

as shearlets, coiflets, a transformada de Zak, entre outras. Da mesma forma, o autor 

espera estudar e conhecer melhor a análise multirresolução, abordando outras 

“pirâmides”, como a laplaciana e a gaussiana. 
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 � Aprimorar o algoritmo para a técnica de emparelhamento, de forma que aponte mais de 

uma região em seu resultado. Assim, o algoritmo será mais completo para a 

caracterização das nanopartículas apresentadas nesta pesquisa. 

 � Estudar e utilizar a Análise de Séries Temporais para estimar a morfologia das amostras 

de borracha natural com aditivo metálico obtidas em vários tempos de deposição. 

Tomando, por exemplo, a wavelet de Daubechies de imagens obtidas de amostras de 

borracha natural com prata, depositadas por 6 minutos, 10 minutos, 30 minutos, e 

assim por diante, espera-se, com a Análise de Séries Temporais, determinar a 

aparência da estrutura desta amostra em um tempo dado. 

 � Segmentar a imagem de entrada tendo em vista sua textura, para conseguir uma análise 

morfológica diferenciada. O pré-processamento realizado nas imagens desta pesquisa 

visa a separação das regiões da imagem, e o autor acredita que a segmentação por 

textura traria informações diferentes sobre as imagens e seus materiais. 

 � Ampliar o banco de dados, aplicando as transformadas em imagens de diferentes 

materiais. 

 � Utilizar o conhecimento adquirido para desenvolver uma nova metodologia de Análise 

Morfológica de membranas. A correlação alta entre as imagens com a utilização das 

wavelets também se dá pela abordagem pesquisada aqui. O pré-processamento 

voltado às regiões e a análise multirresolução da imagem obtida relacionam as 

imagens semelhantes por superfície, possibilitando uma diferente metodologia de 

análise da estrutura do material. 
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APÊNDICE A – O TEOREMA DE BALIAN-LOW 

O teorema de Balian-Low é dado neste apêndice. Este teorema dá uma condição para 

que bases de Gabor sejam ortonormais, e está relacionado com o conhecido princípio da incerteza 

de Heisenberg, um enunciado da mecânica quântica, formulado por Werner Heisenberg em 1927. 

O enunciado do teorema de Balian-Low é precedido pela definição das bases de 

Gabor. 

 

Definição (bases de Gabor). Seja �n
nn ]1,[ 	�� , com n inteiro. Para cada um dos intervalos 

[n, n+1] considera-se a base ortonormal trigonométrica, e cada elemento é multiplicado por uma 

função regular. O sistema resultante é denominado base de Gabor, dado por 

}.,:)()({ 2
, )
�� nmnxgexg imx
nm

�  

A condição para que este sistema seja uma base ortonormal de L2(� ) é dada pelo 

teorema. 

 

Teorema (de Balian-Low). Seja g
L2(� ), e gm,n(x) os elementos de uma base de Gabor. Então, 

},:{ , )
nmg nm  é uma base ortonormal de L2( � ) se, e só se �
�

��
��dxxgx 22 |)(|  ou 

�
�

��
����� dG 22 |)(| . 

 

Pode-se relacionar a primeira integral do enunciado com a velocidade de uma 

partícula, e a segunda integral com o momento desta partícula. O produto destas duas quantidades 
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tem como cota inferior a constante de Planck, muito importante em mecânica quântica. A 

constante de Planck tem o valor aproximado a 6,626 *  10-34. 
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APÊNDICE B – A OPERAÇÃO DE CONVOLUÇÃO 

Aqui são listados alguns teoremas e propriedades relativas à operação de convolução. 

Pode-se pensar na operação de convolução entre duas funções como uma média de uma função 

contra a outra. Tal operação se torna muito útil no trabalho com transformadas de Fourier, como 

mostrado. 

A definição formal de convolução é dada abaixo. 

 

Definição (convolução). Dadas duas funções f e g, define-se sua convolução f * g por 

�
�

��
�� .)()()(* dxxtgxfxgf  

 

O teorema a seguir mostra que a transformada de Fourier de uma convolução é dada 

pelo produto das transformadas das funções. 

 

Teorema (convolução – tempo). Seja g = f * h. Então, G(ξ) = F(ξ) H(ξ). 

Demonstração. 

Dados F(g(x) = G(ξ), F(f(x)) = F(ξ) e F(h(x)) = H(ξ), tem-se que 

G(ξ) = F(f(x)*h(x))  

        = F( �
�

��
� dxxthxf )()( ) 

        = � �
�

��

��

��
�
�
��

�
� � dxeduuxhuf xi�)()(  
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        = � �
�

��

�

��

� �
�
��

�
� � dudxeuxhuf xi�)()(  

        = �
�

��

� dueufH ui�� )()(  

        = F(ξ) H(ξ). □ 

 

Com uma construção similar, mostra-se que a transformada de Fourier de um produto 

é dada pela convolução das transformadas das funções, ou seja, ).(*)())()(( �� GFxgxfF �  Este 

teorema resultante é chamado teorema da convolução na frequência. 
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APÊNDICE C – A CRIAÇÃO DOS GRÁFICOS REFERENTES ÀS WAVELETS DE 

DAUBECHIES 

Neste apêndice é listado o processo de obtenção dos gráficos das funções-escala e 

wavelets-mãe de Daubechies, como ilustradas na Figura 4.3. Nesta etapa foram utilizados os 

softwares Matlab, Gnuplot e o algoritmo cascata de Mallat, dado também neste apêndice, no 

arquivo ‘cascade.m’. 

O processo de construção dos gráficos se dá pelos seguintes passos: 

1) Obtenha os coeficientes da wavelet de sua escolha. Os coeficientes relativos às funções-

escala de várias wavelets de Daubechies podem ser encontrados em 

http://musicdsp.org/showone.php?id=20. Esta fonte é disponibilizada por Kazuo Hatano e Olli 

Niemitalo. 

2) Grave estes coeficientes em um arquivo de texto. No Matlab, insira os coeficientes em 

um vetor ‘h’ para aplicação. 

3) Construa ‘g’ (vetor wavelet) a partir de h. Por exemplo, se a wavelet escolhida é a D20, 

proceda da seguinte forma: 

>> g = [h(20) -h(19) h(18) -h(17) h(16) -h(15) h(14) -h(13) h(12) -h(11) 

h(10) -h(9) h(8) -h(7) h(6) -h(5) h(4) -h(3) h(2) -h(1)]; 

4) Aplique o algoritmo ‘cascade.m’ nos vetores ‘g’ e ‘h’, gerando ‘s’ e ‘w’. 

>> [s,w] = cascade(5,h,g); 

5) Grave os resultados obtidos no Matlab em arquivos ‘dat’ de nome daubscale.dat e 

daubwave.dat, com os comandos: 

>> save('daubscale.dat', '-ascii', '-double', 's’'); 
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>> save('daubwave.dat', '-ascii', '-double', 'w’'); 

6) Utilize no Gnuplot os arquivos previamente salvos. Os gráficos presentes neste trabalho 

foram gerados com as seguintes opções: 

set style data lines 

set zeroa 

set key top 

set term png 

set out "daubwave.png" 

pl "daubscale.dat" ti "função-escala" w lines lt 3 lw 2, "daubwave.dat" 

ti "wavelet-mãe" w lines lt 1 lw 2 

set out 

Consulte a ajuda dos programas Matlab e Gnuplot para esclarecimentos com relação 

aos comandos. Abaixo segue o algoritmo da função ‘cascade.m’. 

 

– cascade.m 

 

function [s,w] = cascade(n,cs,cw) 
  
  s = cs; 
  w = cw; 
  x2(1:2:length(w)*2) = w; 
  x2(2:2:end)=0; 
  x(1:2:length(s)*2) = s; 
  x(2:2:end)=0; 
  
  for i = 1:n 
     s = conv(x,cs); 
    w = conv(x2,cs); 
  
    x2(1:2:length(w)*2) = w; 
    x2(2:2:end)=0; 
    x(1:2:length(s)*2) = s; 
    x(2:2:end)=0; 
   end 
 end 
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APÊNDICE D – FUNÇÕES PARA A APLICAÇÃO DA TRANSFORMADA DE GABOR, 

transgabor.m E gaborfilter.m 

Neste apêndice são listadas as funções contendo os algoritmos para a aplicação da 

transformada de Gabor em imagens, tendo suas fontes citadas ao longo do texto e modificadas 

pelo autor. Estas funções, em conjunto, aplicam a transformada de Gabor em uma imagem de 

entrada. 

 

 – transgabor.m 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% TRANSGABOR FUNCTION %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
% 
% Author: Alexandre Jaguar Fioravante de Siqueira 
% 
%  Modified version of the function gabor_example.m, obtained from 
% http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/23253-gabor-filter 
% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
  
%Copyright (c) 2009, Gao Yang 
%All rights reserved. 
  
%Redistribution and use in source and binary forms, with or without  
%modification, are permitted provided that the following conditions are  
%met: 
  
%    * Redistributions of source code must retain the above copyright  
%      notice, this list of conditions and the following disclaimer. 
%    * Redistributions in binary form must reproduce the above copyright  
%      notice, this list of conditions and the following disclaimer in  
%      the documentation and/or other materials provided with the distribution 
       
%THIS SOFTWARE IS PROVIDED BY THE COPYRIGHT HOLDERS AND CONTRIBUTORS "AS IS"  
%AND ANY EXPRESS OR IMPLIED WARRANTIES, INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO, THE  
%IMPLIED WARRANTIES OF MERCHANTABILITY AND FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE  
%ARE DISCLAIMED. IN NO EVENT SHALL THE COPYRIGHT OWNER OR CONTRIBUTORS BE  
%LIABLE FOR ANY DIRECT, INDIRECT, INCIDENTAL, SPECIAL, EXEMPLARY, OR  
%CONSEQUENTIAL DAMAGES (INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO, PROCUREMENT OF  
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%SUBSTITUTE GOODS OR SERVICES; LOSS OF USE, DATA, OR PROFITS; OR BUSINESS  
%INTERRUPTION) HOWEVER CAUSED AND ON ANY THEORY OF LIABILITY, WHETHER IN  
%CONTRACT, STRICT LIABILITY, OR TORT (INCLUDING NEGLIGENCE OR OTHERWISE)  
%ARISING IN ANY WAY OUT OF THE USE OF THIS SOFTWARE, EVEN IF ADVISED OF THE  
%POSSIBILITY OF SUCH DAMAGE. 
  
function [img_log, img_scale] = transgabor(img_name) 
  
% an example to demonstrate the use of gabor filter. 
% the results mimic: 
% http://matlabserver.cs.rug.nl/edgedetectionweb/web/edgedetection_examples 
% .html 
% using default settings (except for in radians instead of degrees) 
% 
% also, apparently the scaling of the numbers is different from the example 
% software at 
% http://matlabserver.cs.rug.nl 
% but are consistent with the formulae shown there 
  
lambda  = 16; 
theta   = 0; 
psi     = [0 pi/2]; 
gamma   = 0.5; 
bw      = 1; 
N       = 8; 
  
img_in = im2double(img_name); 
%img_in(:,:,2:3) = [];   % discard redundant channels, it's gray anyway 
img_out = zeros(size(img_in,1), size(img_in,2), N); 
  
for n=1:N 
    gb = gaborfilter(bw,gamma,psi(1),lambda,theta)... 
        + 1i * gaborfilter(bw,gamma,psi(2),lambda,theta); 
    % gb is the n-th gabor filter 
    img_out(:,:,n) = imfilter(img_in, gb, 'symmetric'); 
    % filter output to the n-th channel 
    theta = theta + 2*pi/N; 
    % next orientation 
end 
  
img_out_disp = sum(abs(img_out).^2, 3).^0.5; 
% default superposition method, L2-norm 
  
img_out_disp = img_out_disp./max(img_out_disp(:)); 
% normalize 
  
imshow(img_out_disp); 
  
img_log = fftshift(log(1+abs(img_out_disp))); 
img_scale = gscale(img_out_disp); 
imshow(img_scale); colormap(jet); 
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 – gaborfilter.m 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% GABORFILTER FUNCTION %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
% 
%  Function obtained from the address 
% http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/23253-gabor-filter 
% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
  
%Copyright (c) 2009, Gao Yang 
%All rights reserved. 
  
%Redistribution and use in source and binary forms, with or without  
%modification, are permitted provided that the following conditions are  
%met: 
  
%    * Redistributions of source code must retain the above copyright  
%      notice, this list of conditions and the following disclaimer. 
%    * Redistributions in binary form must reproduce the above copyright  
%      notice, this list of conditions and the following disclaimer in  
%      the documentation and/or other materials provided with the distribution 
       
%THIS SOFTWARE IS PROVIDED BY THE COPYRIGHT HOLDERS AND CONTRIBUTORS "AS IS"  
%AND ANY EXPRESS OR IMPLIED WARRANTIES, INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO, THE  
%IMPLIED WARRANTIES OF MERCHANTABILITY AND FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE  
%ARE DISCLAIMED. IN NO EVENT SHALL THE COPYRIGHT OWNER OR CONTRIBUTORS BE  
%LIABLE FOR ANY DIRECT, INDIRECT, INCIDENTAL, SPECIAL, EXEMPLARY, OR  
%CONSEQUENTIAL DAMAGES (INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO, PROCUREMENT OF  
%SUBSTITUTE GOODS OR SERVICES; LOSS OF USE, DATA, OR PROFITS; OR BUSINESS  
%INTERRUPTION) HOWEVER CAUSED AND ON ANY THEORY OF LIABILITY, WHETHER IN  
%CONTRACT, STRICT LIABILITY, OR TORT (INCLUDING NEGLIGENCE OR OTHERWISE)  
%ARISING IN ANY WAY OUT OF THE USE OF THIS SOFTWARE, EVEN IF ADVISED OF THE  
%POSSIBILITY OF SUCH DAMAGE. 
  
function gb = gaborfilter(bw,gamma,psi,lambda,theta) 
% bw    = bandwidth, (1) 
% gamma = aspect ratio, (0.5) 
% psi   = phase shift, (0) 
% lambda= wave length, (>=2) 
% theta = angle in rad, [0 pi) 
  
sigma = lambda/pi*sqrt(log(2)/2)*(2^bw+1)/(2^bw-1); 
sigma_x = sigma; 
sigma_y = sigma/gamma; 
  
sz = fix(8*max(sigma_y,sigma_x)); 
if mod(sz,2) == 0, sz = sz+1; 
end 
  
% alternatively, use a fixed size 
% sz = 60; 
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[x y] = meshgrid(-fix(sz/2):fix(sz/2),fix(sz/2):-1:fix(-sz/2)); 
% x (right +) 
% y (up +) 
  
% Rotation  
x_theta = x*cos(theta)+y*sin(theta); 
y_theta = -x*sin(theta)+y*cos(theta); 
  
gb = exp(-
.5*(x_theta.^2/sigma_x^2+y_theta.^2/sigma_y^2)).*cos(2*pi/lambda*x_theta+psi); 
imshow(gb/2+0.5); 
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APÊNDICE E – FUNÇÃO PARA A APLICAÇÃO DA TÉCNICA DE 

EMPARELHAMENTO, template_matching.m 

Neste apêndice é listada a função que contém os algoritmos para a aplicação da 

técnica de emparelhamento, tendo suas fontes citadas ao longo do texto. Esta função aplica a 

técnica de emparelhamento, fornecidas as imagens modelo e alvo. 

 

function [I_SSD,I_NCC,Idata] = template_matching(T,I,IdataIn) 
% TEMPLATE_MATCHING is a cpu efficient function which calculates matching  
% score images between template and an (color) 2D or 3D image. 
% It calculates: 
% - The sum of squared difference (SSD Block Matching), robust template 
%   matching. 
% - The normalized cross correlation (NCC), independent of illumination, 
%   only dependent on texture 
% The user can combine the two images, to get template matching which 
% works robust with his application.  
% Both measures are implemented using FFT based correlation. 
% 
%   [I_SSD,I_NCC,Idata]=template_matching(T,I,Idata) 
% 
% inputs, 
%   T : Image Template, can be grayscale or color 2D or 3D. 
%   I : Color image, can be grayscale or color 2D or 3D. 
%  (optional) 
%   Idata : Storage of temporary variables from the image I, to allow  
%           faster search for multiple templates in the same image. 
% 
% outputs, 
%   I_SSD: The sum of squared difference 2D/3D image. The SSD sign is 
%          reversed and normalized to range [0 1]  
%   I_NCC: The normalized cross correlation 2D/3D image. The values 
%          range between 0 and 1 
%   Idata : Storage of temporary variables from the image I, to allow  
%           faster search for multiple templates in the same image. 
% 
% Example 2D, 
%   % Find maximum response 
%    I = im2double(imread('lena.jpg')); 
%   % Template of Eye Lena 
%    T=I(124:140,124:140,:); 
%   % Calculate SSD and NCC between Template and Image 
%    [I_SSD,I_NCC]=template_matching(T,I); 
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%   % Find maximum correspondence in I_SDD image 
%    [x,y]=find(I_SSD==max(I_SSD(:))); 
%   % Show result 
%    figure,  
%    subplot(2,2,1), imshow(I); hold on; plot(y,x,'r*'); title('Result') 
%    subplot(2,2,2), imshow(T); title('The eye template'); 
%    subplot(2,2,3), imshow(I_SSD); title('SSD Matching'); 
%    subplot(2,2,4), imshow(I_NCC); title('Normalized-CC'); 
% 
% Example 3D, 
%   % Make some random data 
%    I=rand(50,60,50); 
%   % Get a small volume as template 
%    T=I(20:30,20:30,20:30); 
%   % Calculate SDD between template and image 
%    I_SSD=template_matching(T,I); 
%   % Find maximum correspondence 
%    [x,y,z]=ind2sub(size(I_SSD),find(I_SSD==max(I_SSD(:)))); 
%    disp(x); 
%    disp(y); 
%    disp(z); 
% 
% Function is written by D.Kroon University of Twente (February 2011) 
  
if(nargin<3), IdataIn=[]; end 
  
% Convert images to double 
T=double(T); I=double(I); 
if(size(T,3)==3)  
    % Color Image detected 
    [I_SSD,I_NCC,Idata]=template_matching_color(T,I,IdataIn); 
else 
    % Grayscale image or 3D volume 
    [I_SSD,I_NCC,Idata]=template_matching_gray(T,I,IdataIn); 
end 
  
function [I_SSD,I_NCC,Idata]=template_matching_color(T,I,IdataIn) 
if(isempty(IdataIn)), IdataIn.r=[];  IdataIn.g=[]; IdataIn.b=[];  end 
% Splite color image, and do template matching on R,G and B image 
[I_SSD_R,I_NCC_R,Idata.r]=template_matching_gray(T(:,:,1),I(:,:,1),IdataIn.r); 
[I_SSD_G,I_NCC_G,Idata.g]=template_matching_gray(T(:,:,2),I(:,:,2),IdataIn.g); 
[I_SSD_B,I_NCC_B,Idata.b]=template_matching_gray(T(:,:,3),I(:,:,3),IdataIn.b); 
% Combine the results 
I_SSD=(I_SSD_R+I_SSD_G+I_SSD_B)/3; 
I_NCC=(I_NCC_R+I_NCC_G+I_NCC_B)/3; 
  
     
function [I_SSD,I_NCC,Idata]=template_matching_gray(T,I,IdataIn) 
% Calculate correlation output size  = input size + padding template 
T_size = size(T); I_size = size(I); 
outsize = I_size + T_size-1; 
  
% calculate correlation in frequency domain 
if(length(T_size)==2) 
    FT = fft2(rot90(T,2),outsize(1),outsize(2)); 
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    if(isempty(IdataIn)) 
        Idata.FI = fft2(I,outsize(1),outsize(2)); 
    else 
        Idata.FI=IdataIn.FI; 
    end 
    Icorr = real(ifft2(Idata.FI.* FT)); 
else 
    FT = fftn(rot90_3D(T),outsize); 
    FI = fftn(I,outsize); 
    Icorr = real(ifftn(FI.* FT)); 
end 
  
% Calculate Local Quadratic sum of Image and Template 
if(isempty(IdataIn)) 
    Idata.LocalQSumI= local_sum(I.*I,T_size); 
else 
    Idata.LocalQSumI=IdataIn.LocalQSumI; 
end 
  
QSumT = sum(T(:).^2); 
  
% SSD between template and image 
I_SSD=Idata.LocalQSumI+QSumT-2*Icorr; 
  
% Normalize to range 0..1 
I_SSD=I_SSD-min(I_SSD(:));  
I_SSD=1-(I_SSD./max(I_SSD(:))); 
  
% Remove padding 
I_SSD=unpadarray(I_SSD,size(I)); 
  
if (nargout>1) 
    % Normalized cross correlation STD 
    if(isempty(IdataIn)) 
        Idata.LocalSumI= local_sum(I,T_size); 
    else 
        Idata.LocalSumI=IdataIn.LocalSumI; 
    end 
     
    % Standard deviation 
    if(isempty(IdataIn)) 
        Idata.stdI=sqrt(max(Idata.LocalQSumI-
(Idata.LocalSumI.^2)/numel(T),0) ); 
    else 
        Idata.stdI=IdataIn.stdI; 
    end 
    stdT=sqrt(numel(T)-1)*std(T(:)); 
    % Mean compensation 
    meanIT=Idata.LocalSumI*sum(T(:))/numel(T); 
    I_NCC= 0.5+(Icorr-meanIT)./ (2*stdT*max(Idata.stdI,stdT/1e5)); 
  
    % Remove padding 
    I_NCC=unpadarray(I_NCC,size(I)); 
end 
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function T=rot90_3D(T) 
T=flipdim(flipdim(flipdim(T,1),2),3); 
  
function B=unpadarray(A,Bsize) 
Bstart=ceil((size(A)-Bsize)/2)+1; 
Bend=Bstart+Bsize-1; 
if(ndims(A)==2) 
    B=A(Bstart(1):Bend(1),Bstart(2):Bend(2)); 
elseif(ndims(A)==3) 
    B=A(Bstart(1):Bend(1),Bstart(2):Bend(2),Bstart(3):Bend(3)); 
end 
     
function local_sum_I= local_sum(I,T_size) 
% Add padding to the image 
B = padarray(I,T_size); 
  
% Calculate for each pixel the sum of the region around it, 
% with the region the size of the template. 
if(length(T_size)==2) 
    % 2D localsum 
    s = cumsum(B,1); 
    c = s(1+T_size(1):end-1,:)-s(1:end-T_size(1)-1,:); 
    s = cumsum(c,2); 
    local_sum_I= s(:,1+T_size(2):end-1)-s(:,1:end-T_size(2)-1); 
else 
    % 3D Localsum 
    s = cumsum(B,1); 
    c = s(1+T_size(1):end-1,:,:)-s(1:end-T_size(1)-1,:,:); 
    s = cumsum(c,2); 
    c = s(:,1+T_size(2):end-1,:)-s(:,1:end-T_size(2)-1,:); 
    s = cumsum(c,3); 
    local_sum_I  = s(:,:,1+T_size(3):end-1)-s(:,:,1:end-T_size(3)-1); 
end 
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