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Resumo

O conceito de irredutibilidade polinomial é um conceito bastante simples mas muito
poderoso. A fatoracao de um polinémio como o produto de polinémios irredutiveis
tem muitas aplicagoes. O objetivo deste trabalho foi fazer um estudo dos polindémios
irredutiveis. Apresentamos critérios de irredutibilidade e varios resultados pertinentes

a este tema.

Palavras-chave: Algebra, Corpos Finitos, Critérios de Irredutibilidade, Anéis de po-

linémios.



Abstract

The concept of irreducible polynomial is a very simple but very powerful concept.
The factorization of a polynomial as a product of irreducible polynomials have many
applications. The aim of this work was to do a study of irreducible polynomials. We

present irreducibility criteria and various results relevant to this topic.

Keywords: Algebra, Finite Fields, Irreducibility Criteria, Polynomial Rings.
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1 Introducao

Segundo Garbi [2] e Mario [9], foi pelas maos de Diofanto, que tem seu periodo
de existéncia indefinido na obscuridade de uma parte da historia que varia entre 150
a.C. e 270 d.C. e chamado algumas vezes de “pai da algebra”, que muitos problemas
matemaéticos de sua época findaram.

Sua engenhosidade ficou evidenciada em seu tratado, Arithmetica, composto por
treze livros que tratavam, em sua grande parte, de problemas da teoria dos nimeros,
mas que demonstra que Diofanto certamente fez grande contribui¢ao ao desenvolvi-
mento da algebra.

Apos a queda da escola de Alexandria foram os indianos e os arabes que mantiveram
acesa a chama do desenvolvimento matematico. Durante esse desenvolvimento surge
o nome “algebra”, que significa “restauracao”’, gerado a partir de uma aproximacao
de parte do titulo Al-Kitab al-jabr wa’l Muqabalah que foi uma obra popular sobre
equagoes, escritas por Abu-Abdullah Muhamed ibn-Musa al-Khwarizmi a pedido do
califa Al-Mamun. Esta obra pode nao ter sido revolucionaria mas foi a primeira a
apresentar de forma sistemética a resolucao de equagoes quadraticas.

Seria impossivel falar sobre todos os fatos que se sucederam até a algebra ser o
que conhecemos hoje, mas destacaremos alguns fatos interessantes e importantes que
ocorreram neste trajeto.

Com diversos colaboradores, durante o passar dos anos a élgebra foi sendo desenvol-
vida, pela resolucao de problemas ou mesmo por desafios intelectuais lancados, quase
sempre buscando a resolucao de equagoes algébricas, ou seja, a busca pelas raizes de
polinémios. Um exemplo deste tipo de disputa é a que ocorreu entre Antonio Maria
Fior e Nicolo Fontana, também conhecido como Tartaglia. O matemaético Scipione del
Ferro encontrou uma maneira de resolver uma equacao do tipo z® + pr + ¢ = 0, mas
morreu antes de publica-la e foi Fior, seu aluno, que tentou receber os méritos por tal
feito utilizando o desafio proposto a Tartaglia.

Tartaglia surpreendeu-o apresentando a resolucio de equacoes do tipo 22 +px+q = 0
e uma formula geral para a resolucao de equacoes do tipo z2 + pz? + ¢ = 0. Tal feito
foi publicado por seu desleal amigo Girolamo Cardano, quem recebeu os créditos e que
da nome & formula de resolucao de equacgoes do terceiro grau.

Algum tempo depois Frangois Viéte, que apesar de advogado por formagao, inovou a
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forma de trabalhar com equacgoes algébricas inserindo o uso de letras nas manipulagoes
algébricas, tornando-se conhecido como o “pai da algebra moderna’.

O estudo da matemética e suas teorias foram aprofundadas nos anos que se seguiram
por intelectuais como o matematico René Descartes que foi o responsével pela aceitacao
de raiz quadrada de nimero negativo como solu¢ao de uma equacao algébrica, ou
mais adiante na historia, o matematico Jean Le Rond d’Alembert enunciou o Teorema
Fundamental da Algebra demonstrado efetivamente por Carl Friedrich Gauss em sua
tese de doutorado.

Outros matematicos como Niels Abel e Evariste Galois desenvolveram importantes
teorias relacionadas a resolugao de equagoes algébricas, sendo o tltimo considerado um
génio que desenvolveu um trabalho que o qualifica como principal precursor da algebra
moderna, na qual se insere o objeto de nosso estudo.

Mais especificamente, este trabalho esta organizado como se segue:

No Capitulo 2 caracterizamos as estruturas algébricas denominadas: anel e corpo.
Ainda neste capitulo traremos algumas defini¢oes e resultados importantes para o de-
senvolvimento do trabalho.

No Capitulo 3 exploramos o conceito de polindmios e anéis de polinémios. Apre-
sentamos o teste da raiz racional e também dois métodos de fatoracao de polinémios:
o algoritmo da divisao e o método de Kronecker, fornecendo importantes resultados
para o estudo dos critérios de irredutibilidade estudados no Capitulo 4.

No Capitulo 4 definimos polinémios irredutiveis e estudamos os diferentes critérios
que podem ser utilizados como ferramentas para determinar se um dado polinémio
é ou nao irredutivel sobre um corpo. Além disso, exploramos o conceito de nimeros
algébricos e com eles as extensoes de dimensao finita, o que nos permitiu, no Capitulo
6, determinar o grau de um polinémio sobre um corpo e assim sua construtibilidade
utilizando apenas régua e compasso, num numero finito de passos.

No Capitulo 5 exploramos o nimero de polinémios irredutiveis sobre conceito de
corpos finitos e os métodos para determinar sua irredutibilidade. O estudo dos po-
linémios sobre corpos finitos tem aplicagao em eletro comunicacoes, geometria finita,
combinatoria, criptografia e teoria dos codigos que podem ser encontradas em [7].

No Capitulo 6 aplicamos os resultados obtidos para apresentar a resposta algébrica
aos “Trés Problemas Cléssicos”.

No Capitulo 7 abordamos as diferentes formas de aplicar os resultados obtidos
neste trabalho as aulas do ensino médio e até mesmo do ensino fundamental. Apesar
de nao ter abordado as construcgoes geométricas como uma pratica, elas podem ser
utilizadas no desenvolvimento de atividades de geometria em sala de aula ou mesmo
nos laboratorios de informaética, com um software apropriado.

No Capitulo 8 fizemos uma reflexao sobre o que foi abordado e como o desenvolvi-
mento das préticas apresentadas no Capitulo 7 podem contribuir para o aprendizado

do aluno.



2 Anéis e Corpos

Neste capitulo estudaremos duas estruturas fundamentais: anéis e corpos.
Dentro desse contexto abordaremos alguns resultados que sao pré-requisitos neces-

sérios para o desenvolvimento dos demais capitulos.

2.1 Propriedades

Anéis e corpos sao conjuntos que satisfazem propriedades detalhadas nesta secao,

definindo-os como estruturas algébricas, sobre as quais nosso trabalho seré realizado.

Definigao 2.1. Um anel (A, +,-) € um conjunto nao vazio A que possui duas operagaes,

as quais chamaremos de soma (+) e produto (-), definidas da seguinte maneira:

+: A x A — A i A x A — A
(z,y)  — x4y (z,y)  +— xy

e que satisfazem as propriedades A1 - A6:

A1)V z,y,z € A, (x+y)+ 2z =a+ (y+ 2) (Associatividade da Soma),

A2) 30€ A tal que,Vx € A,0+x=2x ex+ 0=z (Elemento Neutro da Soma),
A8)Vxe A, Fy e A, tal que, v+y =0 ey+x =0, (Existéncia do inverso aditivo),
Af) Y xye Ajx+y=y+x (Comutatividade da Soma),

A5) YV xy,z € A (x-y)-z=x-(y-2) (Associatividade do Produto),

A6)V x,y,z€ Ax-(z+y)=x-2+z-ye(r+z)-y=x-y+ z-y (Distributividade

a Direita e a Esquerda),

Caso o anel (A,+, -) satisfaga algumas outras propriedades ele € classificado de

modo diferenciado.

A7) ¥ x,y € A, temosx -y =1y - x.

Neste caso (A, 4+, -) é um Anel Comutativo.

11
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A8) Vee A, dleAtalquel -z =x-1=u.
Neste caso (A,+,-) é um Anel com unidade.
A9) Vx,y € A, temosxz-y=0=2x=0 ouy=0.

Neste caso (A4, -) € um Anel sem Divisores de Zero.

Caso (A, +, -) satisfaca A7, A8 e A9 dizemos que (A, +, -) é um Dominio ou

Dominio de Integridade, como podemos ver no exemplo a sequir.

A10)Vz e A, v #4#0,FJyc A tal quexr-y=y- -z =1

Neste caso dizemos que (A,+, -) é um Corpo.

Exemplo 2.1. Temos que (Z,+,-),(Q,+,), (R,+,-) e ((C +,+) sao exemplos de Do-

minios de Integridade, mas apenas (Q, +, ), (R, ) e (C,+,-) s@o corpos.

Exemplo 2.2 (Anel dos inteiros médulo n). Seja n um inteiro positivo. E definida a

relagdo = (mod n) da seguinte maneira: dados a,b € Z,
a = b (mod n) se, e somente se, a — b é um multiplo de n.
A congruéncia modulo n é uma relagao de equivaléncia, isto é,

a (mod n)
b (mod n) = b= a (mod n)
b (mod n) e b =c (mod n) = a = ¢ (mod n).

a
a
a =

Se a € Z, entao, por defini¢ao, sua classe de equivaléncia moédulo n consiste no

conjunto

{b€Z|b=a (modn)}

e ela serd denotada por @ ou a + nZ.

Denotaremos por Z, o conjunto das classes de equivaléncia modulo n, portanto
Zo = {0,1,-- ,n =1}

O conjunto Z, em relacao as operacoes assim definidas:

a+b=a+bea-b=ab

satisfaz as propriedades A1 - A8. Portanto (Z,,+, ) com as operagoes + e - definidas

em Z,, ¢ um anel comutativo com unidade.

Observacao 2.1. Por questao de simplicidade de linguagem, muitas vezes deixaremos
de indicar as operagoes do anel, escrevendo A para denotar um anel (A, +, ). Também

quando nao existir ambiguidade, escreveremos ab no lugar de a - b.
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Seja (A, +, ) um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Se B for um anel com as
operagoes de A dizemos que B é um subanel de A. Se o subanel (B, +,-) de um corpo

(K, +,-) é também corpo, dizemos que B é um subcorpo de K.

Teorema 2.1. Sendo (A, +, ) um anel comutativo com unidade, (A, +, ) é um dominio
de integridade se, e somente se, todo elemento de A\ {0} € regular, isto €, obedece a

ler do cancelamento para a multiplicacao -.

Demonstra¢ao. Suponhamos que (A, +,+) seja um dominio de integridade. Sejam x e
y elementos quaisquer de A e seja a um elemento de A diferente de 0. Suponhamos que
ax = ay. Assim, ax —ay = 0, e, portanto, a(x —y) = 0. Como a # 0 e (A, +, -) se trata
de um dominio de integridade, temos entao que x — y = 0 e, consequentemente, que
x = y. Agora, para completarmos a prova, suponhamos que todo elemento de A\ {0}
seja regular para -. Entretanto, suponhamos também que existam a e b elementos de
A diferentes de 0 tais que ab = 0. Temos entao que ab = 0 = a0; mas, como a é regular
para -, concluimos que b = 0, o que é um absurdo. Assim, vale a lei do anulamento do

produto. O

Teorema 2.2. O anel (Z,,+,-) € um dominio de integridade (isto é, sem divisores de

zero) se, e somente se, n € um nimero primo.

Demonstra¢ao. Suponhamos que n nao seja um numero primo. Entao sabemos que
n=abonde 1 < a,b < n. Agora n = ab implica que 0 =7 = abonde @ # 0 e b # 0,
ou seja, se n > 2 nao for primo Z, possui divisores de zero.
Por outro lado, suponhamos que n é um nimero primo, n = p, e sejam @,b € Z,.
Se @b = 0 vamos provar que @ = 0 ou b = 0 (isto &, Z, nio possui divisores de zero).
Se @b = 0 temos ab = 0, ou seja, ab = 0 modulo p, ou ainda, p | ab, com isso p

divide pelo menos um dos fatores do produto, entao
plaoup]|b.

Sepla, a=0esep|b, b=0, como queriamos demonstrar.

2.2 Alguns pré-requisitos

Nesta se¢ao apresentamos alguns resultados relacionados a anéis e corpos e que sao

pré-requisitos para o desenvolvimento dos demais capitulos.
Teorema 2.3. Todo dominio de integridade finito € um corpo.

Demonstragao. Seja (A, +,-) um dominio de integridade finito. Como A\ {0} # 0, ja

que ao menos 1 € A\{0}, tomemos um elemento a de A diferente de 0. Vamos encontrar
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um elemento simétrico (inverso multiplicativo) para a em rela¢do a -. Definamos a
funcao f, : A — A por:
fo(r) = ar.

Sejam z e y elementos de A. Vamos mostrar que se z # y entao f,(x) # fu(y)
através da forma contrapositiva.

Suponhamos que f,(x) = f,(y). Portanto, ax = ay, e, assim, do Teorema 2.1,
r = y. Mostrado que f, se trata de uma injecao, notemos que se trata também de
uma sobrejecao, ja que possui dominio e contradominio finitos e idénticos, ou seja, f,
é uma bije¢do. Assim, 1 € f,(A), e, deste modo, existe um r; € A tal que f,(r;) = 1.
Notemos, ademais, que

falry) =ar; = 1.

Logo, ry é simétrico de a em relagao a -, como procuréavamos. O]
Teorema 2.4. Sendo p um nimero primo, o anel (Z,,+,-) € um corpo.

Demonstracao. Do Teorema 2.2 e da definicio de anel comutativo, sabemos que
(Zy,+,-) é um dominio de integridade.
Como Z, é um conjunto com p elementos, segue que (Z,,+,-) se trata de um

dominio de integridade finito e, portanto, do Teorema 2.3, se trata de um corpo. [
Para efeito de simplificar a notacao, representamos um corpo por K.

Observagao 2.2. Dizemos que um corpo (K, +,+) é finito somente quando K é finito.

Ademais, dizemos que |K| é a ordem de (K, +, ).

Exemplo 2.3. Sejam p um primo, F, o conjunto {0,1,---,p—1} e ¢ : Z, — F,
a aplicacao bijetora definida por ¢(a + pZ) = a. Entao F, com a estrutura de corpo

induzida por Z, é um corpo finito de ordem p.

Observagao 2.3. Se p é primo e ¢ = p”, com n € N, entao um corpo de ordem ¢q é

denotado por .

Definigao 2.2. Seja A um anel. Consideremos o conjunto A, = {a € A : na = 0},
para cada n € N. Se para qualquer natural n, se tem A, # A, diz-se que A tem
caracteristica zero e escrevemos car(A) = 0. Caso contrdrio, se existe algum n € N
tal que A, = A, entao a caracteristica de A € o menor natural ng tal que A,, = A e

escrevemos car(A) = no.

Exemplo 2.4. Os conjuntos Z,Q,R e C possuem caracteristica igual a 0, enquanto

que o conjunto Z, possui caracteristica p.

Lema 2.1. Num corpo finito K de ordem q, qualquer a € K satisfaz a? = a.
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Demonstragao. Isto é trivial se a = 0. Caso contrario, como K* = K \ {0} ¢ um grupo
multiplicativo de ordem ¢ — 1, segue que a? ! = 1 para todo a # 0. Logo a-a? ! = a-1

e portanto a? = a. ]
Lema 2.2. Seja K um corpo de caracteristica p. Entao, para qualquer n > 0, temos
que

(a+Db)P" =a" + ",
Demonstracao. Usamos indugao em n para mostrar que vale a igualdade anterior. Para
n = 1, observamos que todo coeficiente binomial p com 0 < 7 < p na expansao

de (a + b)P é zero, ja que

p plp—1)---(p—i+1)
( . ) = 7 (mod p).
Segue da hipdtese de indugao que
(a + b)pn+1 _ ((a + b)pn)p _ aanrl + bpn+1‘
Portanto (a + b)P" = a?" + bP" para todo inteiro n > 0. O

Teorema 2.5. Sendo (K,+,-) um corpo, um subconjunto E de K € um subcorpo se,

e somente se:
e JcEelek;
e sexeFeye Eentaor—yeE;
e scexeFeye E\{0} entiozy™ € E.
Demonstragao. p.19, [10] O

Definigao 2.3. Sejam A um anel e I um subconjunto nao vazio de A. Dizemos que I

€ um ideal de A se,
. Ve,yel,v+yel,
. YVaecAarel Veel.

Definicao 2.4. Seja A um anel comutativo com unidade.

i. Um ideal P de A € dito ideal primo se P ; A e se

Ve,ye Acomxye P=—x € P ouy€ P.
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1. Um ideal M de A € dito ideal maximal se M ; A e se nao existe um ideal J tal

que
MSJSA

Observagao 2.4. Um ideal M de A é dito maximal em A se para um J ideal de A

com M & J € entao J = A.

Definicao 2.5. Seja * uma operacao sobre um conjunto B que possui elemento neutro
e. Dizemos que b € B é um elemento simetrizdvel para essa operagao se existir b/ € E

tal que

V+b=e=0b+V.

O elemento b/ é chamado simétrico de b para a operagao *.

Definicao 2.6. Dado a wm numero inteiro, denomina-se divisor proprio de a todo

divisor b de a, com a # b.

Definicao 2.7. Diz-se que um elemento a de um anel de integridade A € irredutivel

se, e somente se, as sequintes condigcoes estiverem verificadas:
i a & U(A)U{0}, onde U(A) € o conjunto dos elementos simetrizdveis de A;

it o conjunto dos divisores proprios de a, representados por P(a) € tal que,

P(a) =0, isto €, os tunicos divisores de a sao os divisores improprios.

Definigao 2.8. O ideal gerado por um conjunto unitdrio {a} é chamado de ideal prin-

cipal gerado por a e representado por (a).

Teorema 2.6. Seja A um anel comutativo com unidade.
1. Um ideal M de A é maximal se e somente se A/M €é um corpo.
2. Um ideal P de A € primo se e somente se A/P é um dominio de integridade.
3. Todo ideal maximal € primo.

4. Se A é um dominio de ideais principais, entao A/(p) € um corpo se e somente

se p € irredutivel em A.

5. Se A é um dominio de ideais principais e p # 0, entao (p) € um ideal primo se e

somente se (p) € um ideal mazimal.
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Demonstra¢ao. Comegaremos com a prova de (1). Seja M um ideal maximal de A.
Dado a € A\ M, é suficiente mostrar que a + M ¢ invertivel em A/M. Para isso,
vamos mostrar que R = {ar +m : r € A;m € M} é um ideal contendo M. Cla-
ramente, R é um subgrupo aditivo que contém M. Além disso, para todo ' € A,
temos que (ar +m)r’ = (arr’ +mr’) € R e portanto R é um ideal. Ja que o & M ¢
a=(a-1+0) € R, segue que M # R. Como M é maximal, obtemos que R = A. Em
particular, 1 = ar +m com r € A e m € M. Portanto, (o + M)(r + M) =1+ M.

Reciprocamente, seja I um ideal de A tal que I # M e M C I. Sejaa € I\ M.
Existe r € A satisfazendo (a + M)(r + M) = 1+ M e assim ar +m = 1 para algum
m € M. Como ar +m € I, segue que 1 € [ e assim [ = A. Logo M é maximal.

Para demonstrar (2), observamos que o anel quociente A/P ¢ um dominio de in-
tegridade se e somente se (a + P)(b+ P) = 0+ P implica que a + P = 0 + P ou
b+ P =0+ P, ou equivalentemente se ab € P implica que a € P ou b € P.

Se M ¢ um ideal maximal de A entdao A/M & um corpo por (1), logo também é um
dominio de integridade. Por (2), concluimos que o ideal M é primo. Isto prova (3).

Para a prova de (4), suponhamos que (p) seja maximal e que p = ab. Entao
(p) € (a), o que implica que (a) = (p) ou (a) = A. No primeiro caso, temos que
a = pr para algum r € A, isto é p = prb, ou equivalentemente, p(1 — rb) = 0. Como A
¢ um dominio de integridade, segue que rb = 1, ou seja, b é invertivel. No caso em que
(a) = A, temos que a é invertivel, pois 1 € A e portanto ra = 1 para algum r € A. Em
qualquer caso, temos que p é irredutivel.

Reciprocamente, suponhamos que p seja irredutivel. Entao p nao é invertivel e
portanto (p) # A. Suponhamos que (p) C (a). Segue que p = ar onde r € A. Como p
é irredutivel, obtemos que a ou r é invertivel, o que implica que (a) = A ou (a) = (p).
Logo (p) é maximal.

Finalmente, provamos (5). Sabemos que os ideais maximais sdo primos por (3).
Entao, basta provarmos que (p) primo implica que (p) seja maximal quando p # 0.
De acordo com (4), é suficiente demonstrar que p é irredutivel. Suponhamos que
p = ab. Entao, ab = p € (p) e portanto a € (p) ou b € (p). Suponhamos sem perda
de generalidade que a € (p), ou seja, a = pc com ¢ € A. Portanto, p = pcb, isto é,
p(1 —cb) = 0. Como p # 0, temos que cb = 1, logo b é invertivel. Concluimos que p é

irredutivel e assim (p) ¢ maximal por (4). O

Teorema 2.7. Dados A e S anéis. Se ¢ : A —> S é um homomorfismo de anéis,
entio A/ker¢ € isomorfo a ¢(A).

Demonstragao. Vamos mostrar que a aplicagao ® : A/ker¢p — ¢(A) com P(r +
kerg) = ¢(r) é um isomorfismo de anéis. Primeiramente, veremos que ® estd bem
definida e é injetora. Sejam 71,79 € A. Temos que r, + ker¢ = ro + ker¢ se e somente
se ¢(r1 — 1) = 0, 0 que é equivalente a ¢(r1) = ¢(ry). Como ¢ ¢ um homomorfismo,
segue imediatamente que ® também é um homomorfismo. Além disso, ® é claramente

sobrejetora.
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]

Teorema 2.8. O subcorpo primo de um corpo K € isomorfo a Z, ou a Q de acordo

com a caracteristica de K ser um numero primo ou zero.

Demonstracao. Seja ¢ : Z — K o homomorfismo de anéis definido por ¢(n) = n- 1.
O nucleo de ¢ é (car K)Z. Se car K = p para algum p primo, entao, pelo Teorema 2.7,
¢(Z) = Z,, que é um corpo primo. Se carK = 0, entao ¢ é injetora. Neste caso, ¢(Z) é
um anel isomorfo a Z. Definimos agora ¢’ : Q — K por ¢/(m/n) = (m-1g)(n-1x)7",

se n # 0. Temos que ¢ € um homomorfismo injetor. Com efeito,

¢’ (ﬁ + @) = ((manz + many) - 1x)((mang) - 1)~

1 %)
= (m1-1K)(n1-1K)_1+(m2-1K)(n2-1K)_1
_ ;[ T rf T2
o) e ()

o (Zj— ~ :’j—) = (mma) - L) (mna) - 1)
= (m 7'an)(n1 : 1;;)_1(7”2 Ag)(ng - 1g)7!
() e ()

Além disso, se ¢'(m/n) = 0 entdo mlyx = 0 e portanto m = 0, ja que carK = 0.
Concluimos que ¢'(Q), que é o menor subcorpo de K contendo 1k, é isomorfo ao corpo
primo Q. O



3 Polinomios e Anéis de Polindomios

Evariste Galois delineou pela primeira vez o conceito de grupo, associando a cada
equagao um grupo de permutagoes das raizes da equagao. Com isso, observou-se que
os polinémios e as estruturas algébricas modernas do século XIX estavam relacionados.
Algum tempo depois os polindémios foram formalizados sobre anéis e nao demorou
muito para que surgisse o conceito de anéis de polinémios.

Neste capitulo estudaremos os polinomios e os anéis de polindmios. Abordaremos
também o algoritmo de divisao de polinémios e sua relacao com as raizes de um po-

linémio.

3.1 Polinbmios

No que segue, em todo este capitulo, indicaremos por A um anel comutativo com
unidade. Um Polinémio numa variavel sobre A é uma sequéncia quase nula em que
f=(ap,ar,a9, -+ ,a,,---) em que a; € A, VieN.

Considere A = {f; fé uma sequéncia quase nula em A }. No conjunto A definimos

D : A x A — A
((a()aalaa/Q?'")7(b07b1ab27”')) = (a0+b07a1+b1aa2+b27”')

©®: A x A — A
((ao, ar,az,---), (bo, b1,b2,---)) +— (co,cryc2,--),
onde

( Co — ngo
Ccl = a0b1 + Cllbo
co = apby + a1by + asby
[ aobn + Cblbn_l + agbn_Q + -+ an_lbl + anbo

[

Vamos verificar que (A, ®, ®) é um anel. Para tanto sejam f = (ag, a1, a9, -+ ,a, - -

g = <b07blab27'“ 7bm7“')7h: (C(hclac%'“ ,Ck,"') quaisquer em A.

19
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A1) Associatividade: (f@®g) D h=f® (g h).

De fato,
(fog®h = ((ao,ai,a,- ) ® (bo, b1, b, )) & (co, 1,02, )
((ao + bo) + co, (a1 +b1) +c1,--+)
= (ap+by+co,ar+by+cp,-)
(ag + (bo + co), a1+ (b1 +¢1),--+)
= (ao,a1,a2,-")69((bo,b1,bz,-~)@(60,01,02,--‘))
= [f@(gDh).

A2) Elemento neutro da soma: 3e € Atalque fGe=f=ed® f.

De fato, como A é um anel, temos que 0 € A, logo (0,0,0,0,---) € A, tomando
e=1(0,0,0,0,---), temos que

ed f (0,0,0,0,---) @ (ag, ar,az,- )
= (04+ap,0+a1,0+as, )
= (ap+0,a1+0,a3+0,---)
= (ag,a1,az2,---)®(0,0,0,0,---)
= fde
= (ao’aha&...)
= f
Assim temos que o polinémio e = (0,0,0,---) é o elemento neutro da soma, tam-

bém chamado de polindmio nulo.
A3) Elemento Oposto: 3pe Atalque fdp=e=pa f.

Se tomarmos p = —f = (—ag, —ay, —as, -+ ), onde —a; € A,V i € N, pois A é um
anel, temos
fep = (a+(—a), a1+ (—a1),as + (—az), )
= (ao — ag,ay — ay, as — ag,---)
= ((=ao) + ao),(—a1) + a1, (—az) + az,--+)
= p&f
= (0,0,0,--).

A/ ) Comutatividade da soma: f@&g=g® f.

De fato,
f®g = (ag,ar,as,--+) @ (bo,br,ba, )
ag + bo, a1 + by, as + by, - )
bo + ag, by + ai,be +ag, -+ +)
bo, b1, ba, -+ ) @ (ap, a1, ag, )

= gdf.

(
(
(
(
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A5) Associatividade do Produto: (f ®g) ©h=f® (g ©® h).

De fato,
(fogoh = ((a,ar,a,-+)® (bo,br,ba,--+)) © (o, c1,¢2, )
(agbo, agby + aibg, - -+ ) © (co, c1, 02, +)
= ((aobo)co, (agby)co + (arbg)co + (apbo)cy, - -+ )
(ap(boco), ao(brco) + aq(boco) + ao(bocr), -+ +)
— (CL(), a, g, - - ) ® ((b07 b17 627 R ) ® (COa C1,Coy ))
= foO(goh)

A6) Distributividade & Direita e & Esquerda: f© (¢®h)=f O g®d f O h.

De fato,
folgeh) = (ayar,as,-  an,- ) (bo+co,by +c1,bg + o, )
(ap(bo + co), ap(by + 1) + ar(bo + co), -+ +)
= (aobo + apco, apby + agcy + arby + aico, - - +)
(agbo, agby + aibg, - - - ) + (aoco, apcr + arco, -+ +)

= fOgDfOI
Portanto (A, ®,®) satisfaz as propriedades A1, A2, A3, A4, A5 e A6 definidas

anteriormente, logo temos que (A, @, ®) é um anel.

Vejamos também que (A, @, ®) satisfaz a propriedade comutativa da multiplicagao.
A7) Comutatividade da Multiplicagao: f©g=g9® f.

De fato,
f@g (ao,abaz’... 7an707...)@(b0’b171)27... 7bm’()7...)

(apbo, apby + a1bg, agby + a1by + asby, - - )

(boag, bpay + bibg, boas + bray + beag, - - +)

(bO,b17b2>"' ’bm’07...)®(a07a1’a2’... ’amo’...)'

A8) Elemento neutro da Multiplicagao: 314 € Atal que 140 f = f = f©® 14.

De fato, tomando 14 = (14,0,0,0,---,0,---), temos que

FOls = (ag,ai,as, - ,an,0,---)®(14,0,0,0,---,0,--)
= (aola, a0+ a1la, a0 + a10 + agla, -+ ,a,14,0,--+)
— UJO,al,CLQ;"'»amOy"')
= f

(ao,al’aa’... 7“71707"')

= (1aao,0ag + 1aa1,0a¢ + 0ay + 1aaz, -+, 14a,,0,--+)
(14,0,0,0,-++,0,+-) ® (ao, a1, az, - ,an,0,--+)

= la.f



Polinémios 22

Portanto 1,0 f=f=f© 14.

Assim (A, @, ®) é um anel comutativo com unidade.

Por razoes de ordem pratica utilizaremos o simbolo X para representar o termo
(0,1,0,0,0---), além disso, quando nos referirmos ao elemento (a;,0,0,0,--) uti-
lizaremos o simbolo a;, sendo assim, a; serd utilizado para representar a;, € A e
(a;,0,0,0,---) € A.

A partir deste momento as operagoes @ e © passarao a ser representadas por + e
-, que representarao a adi¢ao e multiplicagdo em A e em A.

Com essas convengoes podemos representar o elemento (ag, ai, -+- ,a,,0,---) € A
pela soma ag + a1 X + as X% 4+ a3 X3 + - - + a, X", onde ¢; X* designa a; - X*.

Denotaremos o anel (A, +,-) por A[X] e serd chamado de anel de polinomios na
indeterminada X com coeficientes em A.

Dizemos que dois polinémios p(X), ¢(X) € A[X], onde p(X) = ap+ a1 X +a; X? +
azX? + -+ a, X" e q(X) = by + b1 X + 0o X? + b3 X3 + -+ + b, X", 530 iguais se, e
somente se, a; = b;,1 =0,1,2,3,-

Para efeito de simplificar a notagao, representamos o polinémio identicamente nulo
q(X) =0+ 0X +0X?+0X3+ .-+ 0X" por e ou 0 e o chamaremos de polinémio
identicamente nulo sobre A.

Se p(X) = ag + a1 X + axX?+ a3 X?>+ - +a, X", comay=aea; =0, Vi=
1,2,3,--- ,n, entdo p(X) é um polindmio constante e o representamos por p(X) = a.
No caso em que p(X) = 1, este é o polinémio constante 1 e a unidade em A[X].

Dizemos que um elemento u de A é raiz de p(X) se, e somente se, p(u) = 0.

n

Observagao 3.1. Dado f(X) = Z a; X" € A[X], podemos considerar a funcdo poli-
i=0

nomial associada f : A —» A, definida por f Z a; o

A fungao ¢, : A[X] — A definida por ¢, <Z al-XZ) = Zaio/ ¢ um homomor-
i=0 =0
fismo de A[X] em A e ¢4(X) = a. O homomorfismo ¢, ¢ a avaliagao de f(X) em a.

E bom observar que um polinémio diferente de zero pode ter a funcio identicamente
nula como fungao polinomial associada; esse é o caso com f(X) :=1-X+1-X? € Zy[X]

pois

[\

(0)
(1)

Definigao 3.1. Seja f(X) = ag + a1 X + ax X? + a3 X3 + -+ + a, X™ um polinémio

nao nulo sobre A, dizemos que o nimero natural n € o grau de f(X), representado por

,_.| OI
[N~}
Il
= Ol

Ty

0
1

»—*I »—I
,_.| ol

+
+

,_.| »—I

+1=0.

0f(X), sea, #0 ea; =0, Vi >n. O termo a, é denominado coeficiente dominante

de f(X). Caso a, =1, f(X) € chamado de polindmio unitdrio ou maonico.
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Exemplo 3.1. X? — 2 é monico, mas 3X? — 6 nao é.

Teorema 3.1. Para quaisquer polindmios nao nulos f(X) e g(X) de A[X], temos:

.

se f(X)+ g(X) #0 entdao 0 (f(X)+ g(X)) <maz {0f(X),09(X)}

se o coeficiente dominante de f(X) ou de g(X) € regqular em A, entao

9 (f(X).9(X)) = 9f(X) + 9g(X).

Demonstracao.

1.

ii.

Se f(z) = 0 ou g(x) = 0, nada temos a provar. Seja f(X) = a9+ a1 X + a; X +
az X3+ -+ a, X" e g(X) =by+ 01 X + b X2+ b3X3+ -+ + b, X™, polindmios
nao nulos de grau n e m, respectivamente. Suponha, sem perda de generalidade
que n > m, neste caso o termo dominante de f(X) + g(X) serd a, e assim
If(X)+g(X)) =n =max{df(X),09(X)}. Caso n = m, temos que o termo
dominante de f(x) + g(z) serd a, + by, deste modo O(f(X) + g(X)) = n caso
an + b, #0 ou O(f(X) + g(X)) <n caso a, + b, = 0.

Seja f(X) =ag+ a1 X +asX? + a3 X3+ +a, X" e g(X) =by+ b1 X + by X? +
b3 X3 4+ - + b, X™, polindmios nao nulos de grau n e m, respectivamente. Por
defini¢do temos que f(X).g(X) = ¢o + aX + caX? + -+ + X", onde ¢; =
a;by + a;_1by + -+ + a1b;_1 + agb;. Temos que a; = 0,Ve > n e b; = 0,Vi > m,
assim ¢, = apby, € Cuym # 0, pois a, ou b, é um elemento regular. Observe que
se i > m+n, ¢; serd a soma de termos do tipo a;b;_;, com i = j+(i—j) > m+n,
implicando que, ou j > n ou ¢ — j > m, assim o produto a;b;—; = 0,Vi > n +m.

Concluindo que o maior nimero natural k tal que ¢; # 0,Vi > k é k =n + m.

Portanto 0(f(X).g(X)) =m+n =9f(X) + dg(X).

O

Corolario 3.1. A[X] € um dominio de integridade se, e somente se, A € um dominio

de integridade.

Demonstragao. p.11, [17]. ]

3.2 O algoritmo da divisao

Nesta secao apresentamos o algoritmo da divisao e sua relagao com raizes de polind-

mios. Um polinémio dividido por outro resulta em um polinémio no quociente e um

polinémio no resto, o procedimento para isto ¢ chamado de algoritmo da divisao para

polindémios. Veremos, ainda no Capitulo 3, que existe uma relagao direta entre o con-

ceito de divisibilidade polinomial e irredutibilidade polinomial.
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Exemplo 3.2. Dividir o polinémio X? + 2X2 + 3X + 4 pelo polinémio X + 1, ira

resultar em um quociente e um resto em Q [X].

X34 2X2 43X +4 ]X+1

—-X3 - X? X2+ X 42
X?+3X +4
-X? - X
2X +14
—2X -2
2

Observe que:

dividendo = divisor - quociente + resto
X2 42X2 43X +4= (X +1)X? +(X*+3X +4)
X?4+3X +4=(X+1)X + (2X +4)
2X +4=(X+1)2+2.

O grau do resto deve ser menor que o grau do divisor para que o processo de divisao

seja finalizado.

Exemplo 3.3. Encontrar o quociente e o resto da divisdo do polinémio f(X) = 10X°+
6X*—6X3+3X?—3X +1 pelo polinémio d(X) = 2X% + 1 em Zs. Temos

F(X) =10X° +6X* — 6X° +3X? - 3X + 1= X* +4X° + 3X? + 2X + 1 (mod 5).

X4 4+4X2+3X2+2X+1 | 2X?2+1

—X*—0X3-3X%2-0X -0 3X?2 42X

4X3+2X +1
—4X3 —-2X —0
1

Logo, podemos escrever:
X 44X34+3X%2+2X +1=(3X2+2X).(2X?+ 1) + 1 (mod 5).,

obtendo ¢(X) =3X?+2X e r(X) = 1.

Nos ateremos agora aos anéis sobre corpos. Isso se faz necessério para a construgao
do embasamento tedrico que se segue. Note que a demonstracao do teorema a seguir é
muito parecida com a utilizada para mostrar a validade do algoritmo da divisao para

numeros inteiros.
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Teorema 3.2. (Algoritmo da divisao para polinémios.)
Considere A um anel de integridade. Se f(X) e g(X) estao em A[X] e g(X) # 0,

entdo existem unicos q(X) e r(X) em A[X] tais que:

f(X) = q(X)g(X) +r(X)
onde r(X) =0 ou 0r(X) < dg(X).

Demonstragao. Seja f(X) = ag + a1 X + aeX? + -+ + a, X", 0f(X) = ne g(X) =
bo + b1 X + b X2+ + 0, X™, 09(X) = m.

FEzisténcia: Se f(X) = 0 basta tomar ¢(X) = r(X) = 0. Suponha que f(X) #0e
Jf(X) = n. Cason < m basta tomar ¢(X) = 0er(X) = f(X), portanto assumiremos
que n > m.

Seja f1(X) = f(X) — a,b,! X" ™.g(X), entao df1(X) < 0f(X).

A demonstragao seré realizada por indugao sobre df(X). Cason = 0 e comon > m
segue que m = 0 e assim f(X) = ag # 0,9(X) = by # 0, logo f(X) = agh,'g(X),
obtendo assim q(X) = agby* e r(X) = 0.

Tomando f1(X) = ¢1(X).g(X) + r(X), onde 7(X) = 0 ou 9Ir(X) < 9g(X), te
mos que f(X) — a,b ' X" .g(X) = ¢1(X)g(X) + r(X) e consequentemente f(X) =
(0:(X) + b X7m).g(X) + 7(X).

Utilizando ¢(X) = (q1(X)+a,b,,}. X"™™), obtemos f(X) = ¢(X).g(X)+r(X) onde
¢(X),r(X) € K[X] er(X)=0oudr(X)<dg(X).

Unicidade: Sejam q1(X), g2(X), r1(X), m2(X), tais que f(X) = ¢1(X).g(X) +r1(X)
e f(X) = q(X).g(X) +r2(X), onde r;(X) = 0 ou 9r;(X) < dg(X),i =1, 2.

Deste modo, temos que ¢1(X).g(X) +71(X) — (¢2(X).g(X) +72(X)) = f(X) = f(X),
ou sefa, q1(X).g(X) +71(X) — gs(X).g(X) — 1(X) = 0, logo

(1(X) = q2(X)).g(X) = r2(X) — ri(X).

Caso ¢1(X) # ¢2(X), temos

A(r2(X) —ri(X)) = 9(g(X)-(q1(X) — (X))
= ((X))+8(ql( ) — @2(X))
> 9g(X

)
Por outro lado, d(r2(X) —ri(X)

a uma contradicao.

) < max{0ri(X),0r2(X)} < dg(X), o que nos leva

Portanto ¢;(X) = ¢2(X) e consequentemente, r1(X) = r5(X), provando a unicidade
de ¢(X) e r(X). O

Definigao 3.2. Seja K um corpo. Dados f(X),g9(X) € K[X], se existe um tunico
polindémio monico d(X) € K[X] tal que
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(a) d(X) divide f(X) e g(X),
(b) qualquer polinomio h(X) € K[X]| dwidindo ambos f(X) e g(X) também divide
d(X).

Este polinomio d(X) é o mdximo divisor comum de f(X) e g(X), denotado por

mde(f(X), 9(X)).

Observagao 3.2. O mde(f(X),g(X)) é o polinémio ménico de maior grau dentre os

polindmios que dividem ambos f(X) e g(X) em K[X].

Teorema 3.3 (Teorema de Bézout). Dados dois polinomios f(X), g(X) € K[X], exis-

tem polinomios r(X), s(X) € KI[X] tais que f(X)r(X) + g(X)s(X) =
mde(f(X), g(X)).
Demonstracao. Anélogo ao caso K = Z, p.40, [1]. O

Exemplo 3.4. Consideremos os polinomios f(X) = X6 +5X%+3X3+2X? +3X +2
e g(X) = X?+2X? + 3X + 2 pertencentes a Z;. Temos
f(X)=(X3+5X2+6X+2) - g(X)+ (bX2+6X +5) e
g(X)=(BX +1)(5X*+6X +5) + (3X +4).

Como
(bX2+6X +5)=(4X +6)(3X +4) +2,
logo, mdc(f(X), g(X)) = 2. Além disso temos

2 = (BX%2+6X+5) 4+ (3X +1)(3X +4)

(5X2 46X +5) + (3X + 1)[(4X +6)(5X2 + 6X +5) + g(X)]
(BX +1)- g(X) + (5X* + X)(5X* +6X +5)

(BX +1)- g(X) + (5X? + X) - [f(X) + (6X° + 2X* + X +5)]
(

5X2+ X)) f(X)+ (2X5 42X +5X2+ X +1) - g(X),
logo,

r(X)=6X2+4Xes(X)=X"+ X" +6X2+4X +4.

3.3 Relacao entre raizes e polindémios

Uma das consequéncias do Algoritmo da Divisao ¢ o resultado classico sobre o

nimero maximo de raizes de um polinémio nao-nulo.

Proposigao 3.1. Sejam K um corpo e f(X) = ag + a1 X + ae X% + -+ + a, X" um
polinémio nao nulo em K[X]|, com 0f(X) = n. Entao f(X) tem no mdximo n raizes

em K, onde n = 0f(X).
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Demonstracio. Caso 1 a € K tal que f(a) = 0, a proposicdo esta provada.

Seja a € K tal que f(a) =0.

Temos que g(X) = X —a € K[X], logo, pelo algoritmo da divisdo, temos que
3 q(X),r(X) € K[X] tais que f(X) = ¢(X).(X —a) + r(X), onde r(X) = 0 ou
or(X) < 0g(X) = 1, e, neste caso, 7(X) = by ¢ um polinémio constante. Como
f(X) =q(X).(X—a)+boe f(a) = 0 temos que by = 0. Como 9f(X) = Jq(X)+I(X —a)
segue que dq(X) =n — 1.

Sabemos que K é um corpo, logo se b € K temos f(b) = (b—a).q(b) =0=b=a
ou b ¢ raiz de ¢(X) € K[X]. Assim as raizes de f(X) sao as raizes de ¢(X) ¢ a.

Para finalizar a demonstracao utilizamos indugao sobre n. Se n = 0, f nao possui
raizes em K e nesse caso nao ha o que demonstrar.

Suponhamos que vale para ¢(X) com 9g(X) = n — 1, ou seja, ¢(X) possui no
méaximo n — 1 raizes em K.

Por construgao f(X) = ¢(X).g(X) e como as raizes de ¢(X) e a sdo as raizes de
f(X) segue que, f(X) possui no maximo n raizes.

]

Corolario 3.2. Sejam f(X) e g(X) polinomios em K[X]|, onde K é um corpo com

numero infinito de elementos. Temos
f(X) =g(X) se, e somente se, f(a) = g(a), Va € K.

Demonstragao. Suponhamos que, f(X) = g(X) e pela definigdo de polindmios, temos
que f(X)—g(X) =0, assim, V a € K, a fungao polinomial A(X) = f(X) — g(X) =0,
ouseja,¥ a € K, f(a) = g(a).

Por outro lado, considere h(X) = f(X) — g(X) € K[X]. Por hipotese temos que
VaeK, fla) =g(a), logo h(a) =0 Va € K, como K é infinito, segue que h(X) = 0,
ou seja, f(X) = g(X). O

Proposicao 3.2. Se um numero complexo o € uma raiz de um polindmio nao nulo
f(X) € K[X] entao o é uma raiz de um polinémio monico g(X) € K[X] com dg(X) =
If(X).

Demonstragdo. Seja o uma raiz de um polindomio f(X) = ag+a; X' +as X?+- - -+a, X"
com 0f(X)=nea; € K;i={1,2,3,--- ,n}. Tome

a a a
f(X):a—°+—1X1+—2X2+---+X”.

1
X)=—
9(X) = -
Todos os coeficientes de g(X) estao em K, pois K é um corpo, portanto g(X) €
K[X], além disso, obtemos g(X) monico tendo o como uma raiz e o mesmo grau n de
f(X). O
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Apresentamos inicialmente o teste da raiz racional e em seguida, estudamos as
raizes dos polindémios em Z, visto que qualquer polindmio em @Q pode ser reescrito
com coeficientes em Z, bastando para isso, multiplicar todo o polinémio pelo minimo

multiplo comum dos denominadores do polinémio em Q.

Teorema 3.4 (Teste da raiz racional). Seja f(X) € Z[X] um polinémio de grau n tal

que

f(X)=ao+a X +aX*+...+a,X"

para algum ag, ay,as, ..., a, € Z, com a, # 0.
Se B € um nimero racional, escrito como =%, f € uma raiz de f(X), e com r e
S
s sem fatores em comum exceto pelo 1 e -1, ou seja, o mdximo divisor comum de r e

s € 1, entao:
(i) v € um fator de ay.

(i) s € um fator de a,.

Demonstragio. Como 3 = % ¢é raiz de f(X), segue que

r 7\ 2 T\"
a0+a1<g>+a2(;> ++6Ln<;) =0.

Multiplicando ambos os membros por s” temos

aps™ + a;rs"t +ar?s" P4+ .+ a,r" =0.

Logo

aps" = —r (alsnf1 +agrs" 4.+ anr”’l) .

Portanto r é um fator de ags™.
Como r e s nao tem fator em comum exceto pelo 1 e —1, implica que r é um fator
de ag.

Um processo analogo nos fornece a igualdade

ap,r" = —s (aos”_l +ars" 4.+ an_lr”_l) ,

logo s ¢ um fator de a,,.

Exemplo 3.5. Vamos mostrar que o némero real v/2 nao é racional.

Note que v/2 ¢ raiz do polinémio f(X) = X° — 2 em Z[X], portanto podemos
utilizar o teste da raiz racional para averiguar se o polindmio possui raizes em Q.
Utilizando o teste da raiz racional temos que r deve ser um fator de 2 e s um fator

de -1. Logo as possibilidades para % sao 1, —1,2, —2.
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Desta forma temos que +1 e +2 sdo as tnicas possiveis de raizes de f(X) em Q,

porém ao substituirmos X por £1 e £2, veremos que nao sao raizes de f(X).
Portanto v/2 é raiz de f(X) € Z[X], mas nao esta em Q.

Definigao 3.3. Seja K um corpo. Um polinémio f(X) € K[X]| € dito ter um fator de
grau 1 em K [X] se

f(X) = (aX +0)-g(X)
onde a,b € K, coma#0 e g(X) € K[X].

Teorema 3.5. Seja K um corpo. Um polinomio f(X) € K[X] possui um fator de

grau 1 em K [X]| se, e somente se, f(X) tem uma raiz em K.

Demonstrag¢ao. Assuma que f(X) tem fator de grau 1. Utilizando a notagao da Defi-

nicao 3.3, obtemos que %b € K é uma raiz de f(X) pois

((2)-ER) )+ (2)w(E)-

Reciprocamente, assuma que o € K é uma raiz de f(X).
Se dividirmos f(X) por X — « entdo, pelo Teorema 3.2, existira ¢(X), r(X) em
K [X] com
f(X) = (X = a)g(X) +r(X), (3.1)

onde
r(X)=0oudrX) < 0(X—a)=1.
Deste modo, (X)) deve ser um polindémio constante ¢ € K C K[X], assim podemos

reescrever a igualdade (3.1) como
f(X)=(X—-a)q(X)+ec. (3.2)

Substituindo X por «a na equacao (3.2) e utilizando o fato de que f(«) = 0, obtemos

que

0=fla)=(a—a)qgla) +c=0+c=c.
Portanto da equagao (3.2) temos

logo f(X) tem o fator (X — «) de grau 1 em K[X]. O

3.4 Meétodo de Kronecker para fatoragao em Z[X]

Descreveremos a seguir, o método de Kronecker, que nos permite fatorar um poliné-
mio p(X) € Z[X]. Este método é simples de ser realizado, porém exige muitos calculos,

isto o torna extenso e assim nada eficiente.
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O método de Kronecker serd apresentado utilizando exemplos que nos permitirao
entender o seu algoritmo. Este método consiste na busca dos polinémios divisores de
p(X), em que esses possuem grau menor do que o grau de p(X).

Dado um polindémio p(X) de grau n analisaremos separadamente seus possiveis

divisores.

e Procura dos polindomios divisores de p(X) de grau 1.
Suponha que ¢(X) = aX + b, com ¢(X) € Z[X] seja um fator de p(X), ou seja,
temos p(X) = (aX + b).q(X).
Dado 3 € Z temos que p(8) = (af + b)q(B) e assim (af + b)|p(5). Reduzimos
essa fatoragao a busca dos valores de a e b de modo que a fatoracao seja possivel.

Como [ é arbitrario, tomando dois inteiros § e ¢ com [ # ¢, tais que p(5) # 0
e p(¢) # 0 obtemos duas igualdades que dependem de a e b o que nos fornece

sistemas de equacoes como:

aﬂ + b = d1
agb + b = dg.

onde d; é um divisor de p(f) e ds &€ um divisor de p(¢). Assim obtemos todos
os possiveis candidatos a divisores da forma aX + b de p(X). Observe que a
escolha de (8 e ¢, utilizados acima, deve levar em consideragao que quanto menor
for o namero de divisores de p(f) e de p(¢), menor sera o ntumero de sistemas de

equagoes que teremos que resolver.

e Procura dos polindomios divisores de p(X) de grau 2.

Para determinar fatores quadréticos de p(X), da forma aX? +bX + ¢ de p(X) €
Z[X], tome trés inteiros 3, ¢ e 7, dois a dois distintos, e tais que nenhum deles
seja raiz de p(X). Se aX? + bX + ¢ ¢ um divisor de p(X) € Z[X], devemos ter,

af®> + b3 + ¢ = d
ag> + by + ¢ = dy
ayt + by + ¢ = dj

onde d; é um divisor de p(f3), dy é um divisor de p(¢) e ds é um divisor de p(7).
Com a resolucao deste sistema de equagoes obtemos os possiveis candidatos a
divisores da forma aX? + bX + ¢ de p(X), onde devemos ser criteriosos com

relacao a escolha dos valores de 3, ¢ e 7.

e A determinacao dos divisores de p(X) com grau maior do que 2 segue processo

anéalogo ao realizado até agora.

Para ficar mais claro o que foi trabalhado até este momento sobre o método
de Kronecker para fatoracao de polindmios em Z[X] vamos apresentar alguns

exemplos:
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Exemplo 3.6. A forma fatorada de p(X) = X*+2X3+ X? —1ép(X) = (X2 + X +
D(X*+ X —1).

Utilizando o teste da raiz racional podemos verificar que este polindémio nao admite
raizes racionais, assim este polinémio pode possuir apenas fatores quadraticos ou ser

irredutivel, visto que seus fatores devem estar em Z[X]. Utilizando o que foi estudado

com relagao a escolha de 3, ¢ e v, tomamos 8 =0, =1 e v = —1, obtendo assim os
sistemas:
a-02 + b-0 + ¢ = d
a-12 + b-1 + ¢ = dy
a- (=12 + b-(=1) + c = ds.

Temos p(0) = —1, p(1) = 3 e p(—1) = —1 o que nos fornece d; = +1, dy = £1,+3
€ d3 = +1.
Para obter todas as combinagoes possiveis variando os valores de dy, ds e d3 utili-

zaremos a seguinte tabela:

di | do | ds | a c
1|1 (1]1[]0]0]|1
2 1|1 -1|-1 1
31 ]|-1]1]|-1(-1]1
4 |1 |-1]-1|-2[0]1
51113111 1
6 |1 ]3[-1]0[2]1
711311221
8 |1 ]|-3]-1|-3[-1]|1
9 |-1]1]1

—_
@)
1
—_
—_
1
—_

—_
—_
1
—_
1
—
—_

—_
w
|
—_
w
—_

—
I
1
—
1
—_

—_
[\
1
—_
1
—
1
—_
OIN|W| OO~
=)
1
—_

—_

(@3
I

—_

31 -2 -1
6(-1]-3]-1]-1|-1]-1

Temos que p(X) é monico, assim seus fatores também sao pelo fato de pertencerem
a Z[X], ou seja, os coeficientes das linhas 1, 4, 6, 7, 8, 9, 12, 13, 14 e 15 devem ser
excluidos. Testando os demais polinémios obtemos que X2 + X +1e X2+ X — 1
dividem p(X). Portanto podemos escrever P(X) = (X? + X +1).(X? + X — 1).

Exemplo 3.7. A forma fatorada de p(X) = X°+ X3+ X2+ 1ép(X) = (X +1)(X*—
X +1)(X%2+1).
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Utilizando o teste da raiz racional podemos verificar que este polindmio admite
—1 como raiz racional, assim este polinémio possui um fator de grau 1. Efetuando a
divisao de p(X) por X + 1 obtemos o polindmio X4 — X3+ 2X? — X +1 que nao possui
raizes racionais, logo ndo possui fatores de grau 1 em Z[X].

Caso o polinémio seja redutivel vamos determinar os fatores quadraticos de X* —
X342X?2— X +1em Z[X].

Utilizando o que foi estudado com relacao a escolha de 3, ¢ e v, tomamos 5 = 0,

¢ =1e~y = —1, obtendo assim os sistemas:
a-0° + -0 + ¢ = d
a-1> + b-1 + ¢ = dy
a- (=1 + b-(-1) + ¢ = ds.

Temos p(0) = 1, p(1) = 2 e p(—1) = 6 o que nos fornece d; = £1, dy = £1,+2 ¢
ds = +1,42,+3, +6.
Para obter todas as combinacoes possiveis variando os valores de dy, dy e d3 utili-

zaremos a seguinte tabela:

di | dy|ds| a b |c
1 {1 [1]1 0 0 |1
2 1|1 |-1| -1 1 ]1
3011112105 ]-05]1
4 111 ]-2]-15]15 |1
511113 1 -1 11
6 (1 ]1[-3] -2 2 |1
711 ] 116]25]-25]|1
8|11 |1]-6]-35]|35 |1
9 (1 |-1]1] -1 -1 |1
0701 |-1]-1| -2 0 |1
1my1](-1}2]-05]-15|1
1201 [-1]-2]-25]05 |1
31 ]-113] 0 2 |1
1411 |-1]-3| -3 1 |1
501 (-116]15[-35]|1
61 [-1]-6-45]25 1|1
1711 11051]05 (1
1811 -11-051 1,56 1
191 1 2 1 0 |1
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di | dy|ds| a b c
200 1|2 (-2 -1 2 1
o1l 1] 2]3[15-05]1
212315251
23| 1|12 ,6| 3 2 1
24|12 |-6| -3 4 |1
%l 12115151
26| 1|2]-1]25]-05]1
2001 1-2] 2| -1 -2 1
2811 1-21-2 3 0 1
2911123 1]-05[-25]1
301 -21-3[-35]05]1
31| 11]1-2]6 1 -4 1
32| 1|-2|-6| -5 2 |1
33|-111 |1 2 0 |1
34-1|1]-1 1 1 |-1
35 |-1] 1225 ]-05]-1
36|(-1]1|-21051]15 -1
371-11 |3 3 -1 (-1
381-1111]-3] 0 2 |-1
39|(-1] 16|45 ]-25|-1
40 (-1 1 |-6]-1,5] 35 |-1
41 -1 (-1 1 1 -1 (-1
421 -1 -1 -1 0 0 |-1
Blalal2]15]-15]-1
441 -1 -1 |-2(-0,5] 05 | -1
451 -1 -1 3 2 -2 -1
46 | -1 | -1 | -3 | -1 1 |-1
47 -1 1-116 | 35 |-35|-1
a8-1]-1]-6]-25]25]-1
9012125051
50 -1 2 -1]15]15]-1
51-1]2 1|2 3 0 |-1
92 | -11] 2 | -2 1 2 |-1
53 -1 2|3 |35 |-05]-1
54 -1 2 [-3]051|25 -1
55 -1 2|6 ] 5 2 |-1
o6 | -1 2 |-6] -1 4 | -1
570112 1]05]-15]-1
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58| -1|-2|-1]-05-05]-1
5911202 1| 21
60 |-1]2|2] -11] 0 |-1
61|-1]-2]3 |15 |-25]-1
62(-1|-2|-3[-15|0,5 |-1
63|-1]2]61] 3 | 4 |-1
64 |-1]2|6| 3| 2 |-1

Como p(X) € Z[X] ¢ monico, segue que seus tnicos divisores possiveis sao: X2 +
X+1L,X2-X+1, - X?-X+1, X241, - X2 42X +1, - X2 -2X +1, X% —4X +1, X%+
X—-1,X2-X—-1,-X?>+X—-1,X>42X -1, -X? 44X -1, X2 -2X —-1,-X?—1.

Testando as possibilidades de polindmios, verificamos que os polinémios X% — X +1
e X% + 1 sao fatores de p(X).

Obtemos assim que p(X) = X° + X3+ X2+ 1= (X +1)(X? - X + 1)(X%2+1).



4 Critérios de Irredutibilidade

Se K é corpo, os anéis de integridade K[X] apresentam importantes semelhangas
algébricas com o anel Z dos ntmeros inteiros. O conceito de polinomio irredutivel
corresponde, no anel dos inteiros, ao de ntimero primo.

Neste capitulo estudaremos a definicao de polindmio irredutivel e alguns critérios
de irredutibilidade.

4.1 Irredutibilidade

Apresentamos a seguir a definicdo que contribuiu para o foco do presente trabalho.
O conceito de irredutibilidade polinomial ¢ um conceito bastante simples, mas muito

poderoso.

Definigao 4.1. Dizemos que um polinémio nao constante f(X) € irredutivel em K[X]
(ou irredutivel sobre K ) se € impossivel expressar f(X) como um produto g(X)h(X)
de dois polinomios g(X) e h(X) em K[X]| cujos graus sao ambos maiores ou iguais a
1.

Um polinomio f(X) € K[X], nao constante e nao irredutivel, chama-se redutivel

ou composto.
Exemplo 4.1. O polinémio X? — 2 é redutivel sobre R.

Observe que
X2-2=(x=v2) (X +v2)
onde cada um dos fatores de X% — 2 pertencem a R [X] e tem grau menor que X? — 2.

Exemplo 4.2. O polinomio X2 — 2 é irredutivel sobre Q.

Para mostrar isto suponha o contrario, que X? — 2 nao é irredutivel sobre Q. Isto
significa que
X?—2=(aX +0b)(cX +d)

com a,b,c e d € Q. Claramente nem a e nem ¢, podem ser zero. Como /2 é raiz de

X? — 2, substituindo X por v/2 em ambos os membros da igualdade, obtemos

0= (a\/§+b> (cx/§+d>.

35
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A igualdade acima nos fornece que v/2 = %b ou V2 = %i, chegando a contradicao que
V2 é racional.

Exemplo 4.3. Todo polinémio de grau 1 sobre um corpo K ¢ irredutivel.

Se um polinémio é irredutivel sobre um corpo, entao é irredutivel sobre todos os
subcorpos deste corpo, ou seja, se E é um subcorpo de K e f(X) € K[X] é irredutivel
sobre K, entao f(X) é irredutivel sobre E.

Observagao 4.1. Os polinémios constantes nao sao redutiveis e nem irredutiveis sobre
um corpo, porém todos os outros polinémios tem de ser redutiveis ou irredutiveis sobre

um corpo.

Teorema 4.1. Seja p(X) um polindmio irredutivel em K[X]. Se a(X),b(X) € K[X]
sao tais que p(X)|a(X)b(X), entao p(X)|a(X) ou p(X)|b(X).

Demonstragao. Suponha que p(X) nao divide a(X), e seja d(X) = mde(p(X), a(X)).
Como p(X) é irredutivel e ndo divide a(X), segue que o grau de d(X) nao pode ser
maior que zero. Logo d(X) = 1. Pelo teorema de Bézout, existem r(X) e s(X) tais
que a(X)r(X) 4+ p(X)s(X) = 1. Multiplicando a igualdade acima por b(X) e obser-
vando que p(X)|a(X)b(X) < a(X)b(X) = p(X)q(X) para algum ¢(X), obtemos
a(WX)(X) + pOBX)5(X) = b(X) <= p(X)(g(X)r(X) + BX)s(X)) = b(X),
isto é, p(X)|b(X). O

Observe que o passo principal na demonstracao acima ¢é observar que
mdc(p(X),a(X)) = 1. Assim, temos o seguinte resultado: se p(X)|a(X)b(X) e
mde(p(X),a(X)) =1, entao p(X)[b(X), com a mesma demonstragao dada acima.

O proximo resultado é a versao para polinémios do Teorema Fundamental da Arit-

mética.

Teorema 4.2. Todo polinémio de grau maior ou igual a 1 em K[X] pode ser fatorado
em K[X]| como um produto de polindmios irredutiveis. Esta fatoragao € tinica, a menos

da ordem dos fatores e da multiplicacao por constantes nao nulas de K.

Demonstragao. Seja p(X) € K[X] um polindémio de grau maior ou igual a 1. Se p(X)
for irredutivel, ndo héa o que fazer (ele ja esta fatorado como produto de irredutiveis).

Caso contrario, escrevemos p(X) = a(X)b(X), com a(X) e b(X) ambos de grau
menor que o grau de p(X). Se a(X) e b(X) forem irredutiveis, a fatoracao termina.
Caso contrario, repetimos este processo até obtermos uma fatoragao de p(X) como
um produto de irredutiveis (o leitor mais experiente percebe que a formalizagao deste
argumento envolve uma indugao finita, mas a ideia é clara). Resta ainda mostrar a

unicidade da fatoracao. Suponha que

P(X) = q(X)q2(X) -+ gm(X) = 11 (X)r2(X) - - 7 (X)
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sao duas fatoracoes de p(X) como produto de polinémios irredutiveis e m < n. E uma
consequéncia do Teorema 4.1 que ¢;(X) divide algum dos polinémios 7;(X), e podemos
assumir sem perda de generalidade que j = 1. Entao ¢;(X)|r1(X). Mas r(X) ¢ irre-
dutivel, logo r1(X) = uq(X), com u € K. Substituindo r;(X) na equagdo destacada

anteriormente e cancelando, ficamos com
(X)) (X)) = ugra(X) - (X).
Repetindo o argumento, eventualmente chegamos em
L=y U1 (X) - (X)),

o que s6 é possivel se m = n. Logo os fatores irredutiveis ¢;(X) e r;(X) sd@o os mesmos

a menos da ordem e de constantes de K. O

Os critérios de irredutibilidade podem variar de acordo com o corpo sobre o qual
esta sendo estudado, em que possuem caracteristicas especificas, como por exemplo a

irredutibilidades sobre corpos finitos que veremos a seguir.

Definigao 4.2. Seja K um corpo. Se todo polinémio nao constante de K[X] tem pelo

menos uma raiz em K, diz se que K € um corpo algebricamente fechado.

Exemplo 4.4. O exemplo mais familiar de corpo algebricamente fechado é o corpo C

dos numeros complexos, [1].
Definigao 4.3. O conjugado de um nimero complexo z = a + bi € Z = a — bi.

Proposicao 4.1. Seja f(X) = ag + a1 X + -+ + a, X™ um polinémio sobre R. Se o

nimero complexo z € raiz de f(X) entao Z também € raiz desse polindomio.

Demonstracao. Por hipotese:
F(2) = ag+ mz+ o+ g = 0.

Entao, pelas propriedades dos niimeros complexos, temos

(2)

e

f@) =ao+arz+ -+ a,2"
fz)=0

f(z)=0.

]

Proposicao 4.2. Um polinomio sobre um corpo K algebricamente fechado € irredutivel

se, e somente se, tem grau 1.
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Demonstracao. Seja f(X) € K[X] um polindémio irredutivel. Como K ¢é algebrica-
mente fechado, existe u € K tal que f(u) = 0. Logo, = — u|f(X) e, portanto, existe
g9(X) € K[X] tal que

f(X) = (X —u)g(X).
Como, porém f(X) é irredutivel, entdo o polinémio g(X') é constante nao nulo, isto

é, existe a € K tal que g(X) = a, para todo = € K. Portanto:

f(X)=aX —au

em que au é constante. Logo, o grau de f(X) é 1.

Por outro lado, seja f(X) € K[X] é um polinémio de grau 1, suponhamos que
f(X) = g(X) - h(X), com g(X), h(X) € K[X], entdo O(f(X)) = 0(g(X)) + 9(h(X)).
Mas como O(f(X)) = 1, entdo 9(g(X)) + d(h(X)) = 1. Como essa igualdade so ¢é
possivel se 9(g(X)) = 0 e I(h(X)) =1 ou I(g(X)) =1 e I(h(X)) = 0, segue pela
Definigao 4.1 que f(X) é irredutivel sobre K. ]

Proposicao 4.3. Seja K um corpo algebricamente fechado e f(X) um polinémio com
I(f(X)) > 1 sobre K cujo coeficiente dominante denotaremos por a. Entao podem ser

determinados elementos uy, us, -+ ,u, € K tais que
FX)=a(X —u)(X —ug) - (X — up).

Demonstracao. A demonstracao sera realizada por indugao sobre n. Se 0 (f(X)) = 1,

entdo f(X) =aX + b, com a # 0. Pondo a em evidéncia, temos:

F0 =a(x-2)

a
o que demonstra o teorema para n = 1.

Seja f(X) um polindémio de grau n > 1 e suponhamos a proposi¢ao verdadeira para
todo polinomio f(X) com 9(f(X)) =n — 1. Como K é algebricamente fechado, f(X)

tem uma raiz em u; em K e, portanto:

para um conveniente ¢(X) € K[X], com 0(q(X)) = n—1 e coeficiente dominante igual

ao de f(X). Pela hipotese de indugao, existem ug, ug, - -+ ,u, € K tais que
(X)) =a(X —u)(X —uz) - (X — up)
e que a é o coeficiente dominante de ¢(X) e portanto de f(X). Concluimos assim que

F(X)=a(X —u)(X —ug) - (X — up).
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A Proposicao 4.2 garante que os tnicos polinomios irredutiveis em C sao os de grau
1, pois C é algebricamente fechado. O mesmo, porém, nao vale em R[X] : o polinémio
f(X) = X? + 1, por exemplo, é irredutivel sobre R. De fato, se niao o fosse teria uma
raiz em R, devido ao Teorema 3.5. Mas sabemos que as raizes de f(X) = X? +1sao i

e —i, que nao pertencem ao conjunto dos nimeros reais.

Teorema 4.3. Teorema Fundamental da Algebra Todo polindmio nio nulo p(X) € C

raiz em C.
Demonstracao. p.71, |?]. ]

E uma consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra que os tinicos polinémios

irredutiveis em C[X] sdo os polindmios de grau 1.

Proposigao 4.4. Um polinomio f(X) € R[X] € irredutivel sobre R se, e somente se,
I(f(X)) =1 ou d(f(X)) = 2 e seu discriminante, definido como A = b* — 4ac, é

menor que zero.

Demonstragao. Suponhamos que, f(X) é irredutivel sobre R. Devido ao Teorema Fun-
damental da Algebra, f (X) tem uma raiz a € C. Ha entdo duas possibilidades. Uma,

delas ¢ o € R. Neste caso, (X — «)|f(X), o que equivale a dizer que
f(X) = (X = a)g(X)

para um conveniente ¢(X) € R[X]. Porém, como f(X) é irredutivel, isso obriga q(X)

a ser constante nao nulo, digamos ¢(X) = ¢, com ¢ € R, para Vz € R. Logo:
f(X)=cr—ca

o que mostra que J(f(X)) = 1.

A outra possibilidade é o € R, ou seja, a = a + bi, com b # 0. Neste caso, devido a
Proposigao 4.1, @ também é raiz de f(X). Entao f(X) é divisivel em C por (X —«) e
(X — @) e, portanto, por

(X —a)(X —a) = X? = 2aX + (a® + b?)

que é um polindmio com coeficientes reais. Entao existe ¢(X) € C tal que
FX) = [X* = 20X + (a® + b%)]q(X).

Por outro lado, como X? — 2aX + (a? + b?) é um polindmio real, pode-se usar o
algoritmo euclidiano em R[X] para o par formado por esse polinémio, como divisor,
e f(X) como dividendo. Se ¢;(X) e r(X) sao respectivamente o quociente e o resto,

entao
f(X) =[X?—2aX + (a® + b)) (X) + r(X).
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Mas, lembrando o fato de que ¢, (X) e 7(X) também pertencem a C[X] e a unicidade
do quociente e do resto, concluimos que ¢;(X) = ¢(X) e r(X) = 0, e assim ¢(X) €
R[X]. Entao, como f(X) é irredutivel sobre R, segue que o polinémio real ¢(X) é
constante, digamos ¢(X) = ¢, para algum ¢ € R*.

Obtemos assim que
f(X
I
I

Mostrando assim que 9(f(X)) = 2. Além disso, o discriminante de f(X) é

) =[X?—2aX + (a* + V?)]q(X)
X) = [X? —2aX + (a® + V?)]c
X) =cX? —2acX + (a® + b?)c.
(X)) =

A = (2ac)? — 4c(a® + b*)c = —4b*c* < 0

uma vez que b # 0 e ¢ # 0.
Por outro lado, se 9(f(X)) = 1, entdo, pela Proposigao 4.2, f(X) ¢ irredutivel sobre
R. Se 9(f(X) = 2, entdo, como ja vimos, ou f(X) tem uma raiz em R ou ¢ irredutivel

sobre R. Como nao tem raizes em R, pois seu discriminante é menor que zero, entao

f(X) é irredutivel sobre R. O
Consideremos um polindémio f(X) € R[X]. Indiquemos por ¢y, ¢o, - -+ , ¢, Suas raizes
reais e por B31, 81, Ba, Ba, - -+, Bs, Bs suas raizes complexas ndo reais. Entdo, pelo que

vimos na Proposicao 4.3:

FX) = a(X = ) (X = )+ (X = ) (X = ) (X =) -+ (X = B)(X — )

que é uma igualdade em C[X]. Observemos, porém, que, fazendo 3; = a; + by7, temos:

(X — B)(X = B1) = X% — (201) X + (a2 + 1?).

Como o discriminante desse polindmio quadratico é

(2a1)* —4-1- (a3 +b3) = —4b] <0

entdo ele é irredutivel sobre R. O mesmo se verifica para os demais produtos (X —

Bi) (X — Br).
Repetindo esse raciocinio com os demais pares de produtos envolvendo raizes com-

plexas, obtemos:

fX)=a(X —c))(X —cp) - (X =) [X? =20, X + (a]+b])] - [X* =20, X + (a® +?)]

em que os fatores sdo polinémios reais. Essa é a decomposi¢ao de f(X) em fatores
irredutiveis sobre R. E claro que podem haver fatores iguais, tanto entre os de grau 1

como entre os de grau 2, que poderiam ser reunidos de maneira 6bvia.
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Conforme vimos, nao ha polinémios complexos irredutiveis de grau maior que 1,
assim como nao héa polinémios irredutiveis de grau maior que 2 em R[X]. Em Q[X],
porém, a situagao ¢ diferente, o polinomio f(X) = X3 + X + 1 ¢ irredutivel sobre Q.
De fato, pelo teste da raiz racional temos que as possiveis raizes racionais de f(X) sao
+1, mas como f(1) =3e f(—1) = —1, segue, pelo Teorema 3.5, que f(X) é irredutivel
sobre Q.

Para analisar a irredutibilidade de um polinémio, veremos primeiramente que caso

um polinomio f(X) € K[X] possua uma raiz em K ele ¢ redutivel sobre K.

Teorema 4.4. Seja K um corpo qualquer. Seja f(X) € K [X] com grau 2 ou 3. Entao

f(X) € redutivel sobre K se e somente se f(X) possui raiz em K.

Demonstracao. Seja f(X) € K [X] com grau 2 ou 3, assuma primeiramente que f(X)

é redutivel sobre K, tal que

f(X) = g(X)h(X)

para algum polinémio nao constante g(X), h(X) € K[X].

Como o grau de g(X) e h(X) somados é 2 ou 3, segue que, um ou ambos os
polindmios devem ter grau 1. Assim pelo Teorema 3.5, um deles deve ter raiz em K,
logo f(X) deve ter uma raiz em K.

Reciprocamente, suponhamos que f(X) tem raiz em K. Pelo Teorema 3.5, f(X)
tém um fator de grau 1, logo temos que f(X) € K[X] é redutivel sobre K.

O

A partir do Teorema 4.4 conclui-se que: se o grau de um polinémio f(X) sobre um
corpo K é 2 ou 3, entdo ou f(X) é irredutivel sobre K ou tem pelo menos uma raiz
sobre K.

Exemplo 4.5. Vamos mostrar que o polinémio f(X) = 2X? —5 ¢ irredutivel sobre Q.

Utilizando o teste da raiz racional obtemos que as tinicas possiveis raizes racionais
deste polindémio sao
5

1
41, 4=, 4=, £5.
2'72

Quando substituimos X por esses valores observamos que nenhum deles é raiz de
f(X), ou seja, f(X) nao possui raizes em Q.

Como 0f(X) = 3, segue do Teorema 4.4, que f(X) é irredutivel sobre Q.

E importante ressaltar que o Teorema 4.4 pode ndo ser valido se retirarmos a
restrigao de ser de grau 2 ou 3. Por exemplo, o polinomio f(X) = X%+ 5X?% +4 pode

ser reescrito da seguinte forma

FIX) = (X*+1) (X* +4),

ou seja, é redutivel em , mas nao possui raiz em Q.
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Quando consideramos polindomios em Z[X] ou Q[X], o problema fica bem mais
dificil.
Definigao 4.4. Um polinémio nao constante pertencente a A[X]| se diz primitivo se a
unidade de A € um mdzximo divisor comum de seus coeficientes. Em outras palavras,

1880 significa que os unicos divisores dos coeficientes do polindomio sao os elementos

nversivels do anel.

Exemplo 4.6. Seja f(X) = X*—X?+1 € Z[X]. Vamos mostrar que f(X) é irredutivel
em Z[X]. Claramente f(X) ¢ primitivo, de modo que basta mostrar que f(X) néo ¢é

um produto de dois fatores de grau maior ou igual a 1 em Z[X].

e f(X) nao tem fator de grau 1 em Z[X]; com efeito, se ele tivesse, este fator (que
tem que ser moénico pois f(X) é moénico) seria do tipo X — a, com a € Z, isto é,
terfamos X% — X? +1 = (X — a)g(X) com g(X) € Z[X]; olhando para o termo
constante, terfamos 1 = am com m € Z, logo a = +1, isto é, 1 seria raiz de
X* — X2 +1; no entanto, é imediato verificar que nem 1, nem —1, sao raizes de
X4 — X% +1.

(Observe que se tivéssemos trabalhando em Q[X] no lugar de Z[X], a priori a
poderia ser qualquer elemento diferente de zero pertencente a Q e logo nao daria

para verificar, um por um, que nenhum a de Q é raiz de f(X)).

e f(X) nao tem fator g(X) de grau 3 em Z[X]; com efeito, se ele tivesse, teriamos
f(X) = g(X)h(X), onde h(X) € Z[X] teria necessariamente grau 1; mas isto é

impossivel pelo caso precedente.

e f(X) nao tem fator de grau 2 em Z[X]; com efeito, se ele tivesse, teriamos

Xt—X?+1=(X?+aX +0)(X?*+cX +d)coma, b, ¢, dEZ

(termo constante) 1 = bd, logo b =d = +1;
(termo em X) 0 = ad+bc

= bla+c), logoa=—c
(termo em X?) -1 = d+ac+b

= 2b-—a? logo a? — 1 = 2b = £2;
assim a? = 3 ou a? = —1, o que & impossivel.

Considere f(X)=ag+ a1 X + asX?*+ -+ +a, X", coma; € Q,Vi=0,1,--- ,n.

Para verificarmos a irredutibilidade de um polinémio sobre um corpo estudaremos
um teorema que nos fornece condigoes suficientes para que um polindémio f(X) € Q[X]
seja irredutivel sobre Q.

Se multiplicarmos f(X) pelo minimo multiplo comum de ag, a1, as, - - - , a, obtemos
f1(X) € Z[X]. Para utilizar esses resultados iniciaremos provando a proposi¢ao a seguir

que nos diz que a irredutibilidade de f(X) sobre Z é equivalente a sua irredutibilidade

em Q.
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Lema 4.1 (Gauss). Seja f(X) € Z[X] tal que f(X) € irredutivel sobre Z entao f(X)

€ irredutivel sobre Q.

Demonstragao. A demonstragio se dard por contradigao. Suponha que f(X) € Q[X] é
redutivel sobre Q, ou seja, por hipotese f(X) = g(X).h(X), onde g(X), h(X) € Q[X]
e 1< 0g(X),0h(X) < Df(X),

Como ¢(X), h(X) € Q[X], segue que existe um inteiro positivo m, que é o minimo
multiplo comum dos coeficientes de g(X) e h(X), tal que mf(X) = ¢1(X)-h1(X), onde
g1(X), hi(X) € Z[X].

Assim temos,g1(X) = ag+ a1 X + -+ a.X",a; € Z e hy(X) =by+ b0 X +---+
b X5, b € Z.

Suponha que p|m, para algum p primo. Provaremos que ou pla;,V i € {1,--- ,r}
ou plb;,V je{1,---,s}.
De fato, se 3i € 1,--- ,re3jel,--- s tais que p{a; e p{b; consideremos i e j

os menores possiveis com esta propriedade.

Como p|m temos que p divide o coeficiente de '™ do polinomio mf(X) = g;(X) -
hi(X), isto é, p|(boaitj + b1aitj—1 + baGiyj—o + -+ bja; + -+ birj_1a1 + bipja).

Pela nossa escolha de i e j temos que p divide cada parcela, exceto bja; do coeficiente
de 7 de ¢g1(X) - hy(X).

Como p divide toda a expressao segue também que p|b;a; e como p é um nimero
primo temos que p|b; ou pla; o que é uma contradi¢o.

Assim, se p é primo, pjm = pla; Vi € 1,--- ,roup|b; Vj €1, - 5.

Sem perda de generalidade, suponhamos que pla; Vi € 1,2,--- r. Assim, ¢;(X) =
pga(X), onde go(X) € Z[X] e se m = p m; temos

p mif(X) = pga(X) - hi(X)
mif(X) = ga(X) - ha(X).

Como o namero de fatores primos de m é finito, prosseguindo no argumento acima

chegaremos que:
F(X) = g*(X).*(X), onde g*(X), h*(X) € Z[X]

e ¢g"(X) e h*(X) sdo multiplos racionais de g(X) e h(X), respectivamente, contradi-
zendo a irredutibilidade de f(X) sobre Z. O

Exemplo 4.7. Mostremos que p(r) = z* — 22? + 8z + 1 ¢ irredutivel sobre Q.

Pelo Lema de Gauss (4.1), é suficiente ver que o polinémio é irredutivel sobre Z.
Uma fatoracao de p(x) pode ser de dois tipos: um polinémio linear vezes um polinémio
de grau 3, ou entao o produto de dois polindmios quadréticos.

Se existe um polinémio linear que divide p(x), isso quer dizer que p(z) tem uma raiz

racional. As tnicas possiveis raizes racionais de p(z) sao 1, e podemos ver facilmente
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que nenhuma dela é raiz. Logo uma possivel fatoracao de p(x) s6 pode ser um produto
de dois polindémios quadraticos. Seja entao p(x) = (2* + ax + b)(z* + cx + d), com
a,b,c e d inteiros. Fazendo a distributiva e comparando coeficientes, temos bd = 1,
ad+bc=8 ac+b+d=-2ea+c=0.

Debd =1temosb=d=1oub=d= —1. Seb=d =1, ficamos com ac = —4
e portanto a = —c = £2 e nao podemos ter ad + bc = 8. Se b = d = —1, obtemos
ac = 0, logo a = ¢ = 0 e novamente nao temos ad + bc = 8. Portanto a fatoragao como
dois polindémios quadraticos também é impossivel, e concluimos que o polinémio p(x)
¢é irredutivel sobre Q.

Outro critério de irredutibilidade muito 1til é o seguinte:

Teorema 4.5 (Critério de Eisenstein). Seja f(X) = ag + a1 X + ax X% + -+ + a, X"

um polinomio em Z[X|. Se existe um inteiro primo p tal que:
i p 1 ap;
i- plag, a1, a, - -+, ap_1;
iii- p?§ ao,
entiao f(X) € irredutivel sobre Q.

Demonstracao. Utilizando o Lema 4.1 é suficiente provar que f(X) é irredutivel sobre

Z. Suponhamos por contradi¢ao que,
f(X) = g(X) - h(X), com g(X), h(X) € Z[X] e 1 < 9g(X),0h(X) < If(X) =n.

Seja,
g(X) =bo + 01X + b X2+ -+ b, X" € Z[X],09(X)
MX)=co+aX +eX2+- - +cX* €Z[X],09(X)

Assim n =r -+ s.

e
S

Sabemos que bycy = ag e assim p|by ou p|cy. Como p? 1 ag segue que p divide apenas
um dos inteiros by, ¢y. Vamos admitir sem perda de generalidade, que p|by € p 1 co.

*5 e como p 1 a, segue que p 1 b,.

Temos a,, = b,c, e este é o coeficiente de 2™ = 2"
Seja b; o primeiro coeficiente de g(X) tal que p 1 b;.

O coeficiente de X é a; = boc; + bic;_1 + -+ - + bico e como plbg, by, -+ ,bi_1,p1b;
e pfcysegue que pta; =i =mn, o que é um absurdo pois 1 <i <r < n.

[]

Para exemplificar o que estudamos a respeito da irredutibilidade dos polin6mios

vamos analisar alguns exemplos de polindmios irredutiveis sobre Q.

Exemplo 4.8. Mostraremos que o polinomio X* + 4X?2 + 8X — 2 & irredutivel em
Q[X].
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Considere p = 2, observe que p|(—=2), p|8, pl4, p|0, p ¥ 1 e p* t (=2). Logo,
utilizando o Critério de Eisenstein, temos que X% + 4X? + 8X — 2 ¢ irredutivel sobre

Q.

Exemplo 4.9. Vamos determinar qual é o polindmio moénico de grau minimo que tem
1 + /2 como raiz.

Seja a = 1 4 /2, temos que

a = 1+72

a—1 = 2
(=1 = (V2)°
=3 +3a—-1 = 2
a® =302 +3a—-3 = 0.

Utilizando o Critério de Eisenstein, com p = 3 determinamos que o polindémio
X3 —3X2%2 43X — 3 =0 ¢ irredutivel sobre Q, ou seja, este é o polinémio ménico de

menor grau em que 1+ /2 é raiz.

Exemplo 4.10. Vamos verificar que o polindmio X" — p, onde p é um ntmero inteiro

primo, ¢ irredutivel sobre Q.

Observe que p|(—p), p 1t 1 e p* ¥ (—p). Logo, utilizando o Critério de Eisenstein
obtemos a irredutibilidade de X™ — p sobre Q.

Exemplo 4.11. Vamos mostrar que o polinomio X* +120X3 — 90X + 60 ¢é irredutivel
sobre Q.

De fato, omitindo o coeficiente de X*, temos que o maximo divisor comum dentre
os outros coeficientes é 30 = 2.3.5. Isto mostra que os tnicos nimeros primos, que
podem ser utilizados diretamente sdo p = 2,3,5. Como 60 é divisivel por 22, mas nao
por 32 ou 52, segue que o critério de Eisenstein vale para p = 3 e para p = 5. Como
5|120, 5/90, 5|60, 511 e 254 60 mostramos que o polindmio é irredutivel sobre Q.

Exemplo 4.12. Vamos mostrar que o polinomio 3X° + 18 X2 + 24X + 6 & irredutivel
sobre Q.

Dividindo o polinémio 3X° + 18X? + 24X + 6 por 3 obtemos o polindémio X® +
6X2 + 8X + 2 que satisfaz o Critério de Eisenstein para p = 2, logo é irredutivel sobre

Q.

Exemplo 4.13. Vamos mostrar que o polinémio 2X ' +25X3+10X2— 30 ¢ irredutivel
sobre Q.

Observe que este polindmio satisfaz o Critério de Eisenstein para p = 5, logo é

irredutivel sobre Q.
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Um modo de provar que um polinémio é irredutivel sobre Z (logo sobre Q também)

¢é considera-lo modulo p, para algum primo p conveniente e usar fatoragao tnica em

Zp| X].

Proposicgao 4.5. Sejam p(X) = ag+a; X +---+a, X" € Z[X]| e um nimero primo p,
tal que p 1 a,. Caso p(X) seja irredutivel sobre Z,, temos que p(X) € irredutivel sobre

Q.

Demonstracao. Sejam p(X) = ap+a1 X +---+a,X"; 0f(X) =n e p1a,. Suponhamos
que p(X) € Z[X] é redutivel sobre Q. Entao sabemos, pelo Lema 4.1, que

Fqg(X)=by+ 0 X+ -+bX" € ZX]

Jf(X)=co+aX+ - +cX° €Z[X],

onde J¢(X) = r e 0f(X) = s, demodo que 1 < r <nel < s < n tais que
p(X) = q(X).f(X).
Disto segue que p(X) = g(X).f(X), onde g(X) € Z,[X] e f(X) € Z,[X].
Como a, = b,.c; e pt a,, segue que p{ b, e p{c, e portanto b, # 0 e & # 0, isto ¢,
0G(X) =1 e df(X) = s e portanto p(X) é redutivel sobre Z,.
[

Exemplo 4.14. Vamos verificar que f(X) = X? + 1 ¢ irredutivel sobre Zs.

Para verificar que esse polindmio ¢ irredutivel sobre Zj basta verificar que ele nao
possui raizes em Zs.
Observe que f(0) =1, f(1) = 2 e por fim f(—1) = 2. Portanto f(X) é irredutivel

sobre Zs.

Exemplo 4.15. Vamos verificar que f(X) = X* + 10X3 + 15X? +5X + 12 € Z[X] é
irredutivel sobre Q.

Observe que 51 1 e pela Proposicdo 4.5 é suficiente provarmos que f(X) = X* +2
¢é irredutivel sobre Zs.
A primeira observacao que fazemos é que T(X ) nao possui raizes em Zs. Assim a

tnica forma possivel de fatorarmos f(X) seria a seguinte:

X' 4+2=(aX?+bX +0).(dX* + VX +X),

onde a, b, ¢, d, V, ¢ € Zs = {0,1,2,3,4}. Desenvolvendo os calculos chegamos que
é impossivel essa tltima fatoracao.
Logo, f(X) = X* 4+ 10X3 + 15X? 4+ 5X + 12 ¢ irredutivel sobre Q.
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Exemplo 4.16. Vamos mostrar que p(X) = X®+ (3m — 1)X + (3n + 1) ¢ irredutivel
sobre Q, YV m,n € Z.

Realizaremos o estudo da redutibilidade desse polinomio sobre Zs, entao obtemos

a seguinte equivaléncia,

X34+ Bm—-1)X+Bn+1)=X>— X +1(mod 3).

Observe que 0,1 nao sdo raizes do polinémio p(X), ou seja, p(X) ¢é irredutivel

sobre Z3, consequentemente p(X) é irredutivel sobre Q.

4.2 Extensoes de corpos e irredutibilidade

O objetivo desta secao é estudar a construgao de corpos pelo processo de adjuncao

de raizes de um polinémio.

4.2.1 Numeros algébricos

Temos que e, 7 e V2 sdo nameros irracionais, porém temos que V2 ¢é raiz do
polinémio
X% -2
com coeficientes em Q e isso néo ocorre com e e 7. Assim dizemos que v/2 é algébrico

em QQ enquanto que e e 7 sao transcendentes. Podemos ver a demonstracao de que 7

¢ transcendental consultando Jones [6].

Definicao 4.5. Um nimero o € C € dito algébrico sobre um corpo K C C se existe um

polinémio nao nulo f(X) € K[X], tal que o é uma raiz de f(X), isto €, um polindémio

f(X)=ao+a X +aX*+...+a,X"

com coeficientes ag,ay,...,a, € K, com ao menos um coeficiente nao nulo e com

f(a) =0.

Um nitimero complexo que nao é algébrico ¢ denominado transcendente.

E importante ressaltar que para todo corpo K, para todo o € K temos que a é
algébrico sobre K, visto que « é a raiz do polinomio X — a € K[X].

Podemos concluir que e e 7w sao algébricos sobre R, mas nao sao algébricos sobre

Q.

Exemplo 4.17. O namero /5 é algébrico sobre Q porque é uma raiz do polindémio

nao nulo X3 — 5, que possui coeficientes em Q.

Exemplo 4.18. O ntmero v/5-v/3 é algébrico sobre Q, porque ¢ uma raiz do polinémio

nao nulo X% — 45, que possui coeficientes em Q.
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Exemplo 4.19. O namero 2 + /3 é algébrico sobre Q.

De fato, seja o = 2 + V3. Isolando \/3, temos

a—2:\/§.

Elevando ambos os membros da equacao ao quadrado, obtemos

(a—2)2:3

e assim

o’ —4a+1=0.

Portanto v ¢ uma raiz do polinémio X? — 4X + 1, nao nulo e com coeficientes em

Q.

Definigao 4.6. Seja a € C algébrico sobre um corpo K C C. O 4nico polindémio de

menor grau entre os polinomios f(X) em K[X| satisfazendo:
(1) f(@) =0
(i) f(x) é monico

€ chamado o polinémio irredutivel de o sobre K e denotado por
irr(o, K).
O grau de o sobre K € denotado por

J(a, K).

4.2.2 Extensoes de dimensoes finitas

A partir de um corpo K e a € C algébrico sobre K, podemos produzir um corpo
K (o) maior que K, sendo este um espago vetorial sobre K e um subcorpo de C.

Podemos assim determinar o grau de uma extensao de um corpo sobre outro corpo,
nos permitindo determinar quais nimeros sao construiveis e assim resolver “Os Trés

Problemas Classicos”.

Definicao 4.7. Seja K um subcorpo de C e seja o € C algébrico sobre K com
0 (o, K) =n.

A extensao de K por a € o conjunto K (o) C C, onde

K(Oé):{b0+b1a+...+bn,1anilIbo,bl,...7bn,1€K}.
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Definigao 4.8. O grau de uma extensao de F' sobre K € a dimensao de F' considerado
como um espago vetorial sobre K. Caso o grau dessa extensao seja finito dizemos que

€ uma extensao de dimensao finita.

Teorema 4.6. Se M ¢é uma extensao finita de L e L € uma extensao finita de K, entao
M ¢é uma extensao finita de K com [M : K| = [M : L|[L : K.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que aq, g, - -+, ayy, € B, Ba, - - - B, sejam bases de M sobre
L e de L sobre K, respectivamente. Entao [M : L] = m,[L : K] = n e queremos provar

que [M : K] = mn. Qualquer elemento o € M pode ser escrito como

o =710 +72a2+"'+7m04m

onde yi, -+ ,vm € L. Agora, para cada i tal que 1 < i < m, temos

Vi = rabr+ b+ + i
onde r;1,--- ,1in € K. Logo, combinando as duas expressoes anteriores, obtemos

m m n
o= E Vit = E g rij B
i=1

i=1 j=1
onde cada r;; pertence a K. A seguir, mostraremos que o conjunto {f;a;;1 < j <

n,1 <i < m} é linearmente independente e assim é uma base de M sobre K. Seja

Z Z Sijﬁjai =0

i=1 j=1
onde cada s;; € K. Como «y, - -, ay,, forma uma base de M sobre L, obtemos
n
Z Sijﬂj = O
j=1
para qualquer 7. Finalmente, como fi,--- , [, é uma base de L sobre K, concluimos
que cada s;; € zero. O

Teorema 4.7. [Masuda, p.27, [10]] Sejam K um corpo e f(X) um polindmio méonico
de grau n sobre K. Entdo o anel quociente K[X]/(f(X)) pode ser descrito como

{ao—l—a1a+aga2+---+an_1oén_1 tag,ay, - a1 € Koe f(a) = 0}.

Definicao 4.9. Seja 0 € F' um elemento algébrico sobre K. O 1inico polindmio monico
M € K[X] que gera o ideal

I={feK[X]: f(0) =0}

¢ chamado o polinémio minimal de 6 sobre K.
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Teorema 4.8. Seja F' uma extensao do corpo K e § € F' um elemento algébrico sobre

K. O polinémio minimal M de 6 sobre K possui as sequintes propriedades.

1. M € irredutivel sobre K.

2. Seja f(X) um polinomio em K[X|. Entao f(0) = 0 se e somente se M divide
f(X).

3. M € o tunico polinémio monico sobre K de menor grau tal que M(0) = 0.
4. M € o dunico polinémio monico irredutivel sobre K satisfazendo M (0) = 0.

5. Temos que O(M) divide [K : F|. Em particular, O(M) < [F : K|. Além disso,
O(M) = [F : K] se e somente se F' = K(0).

Demonstracao. Vamos provar (1). Definimos um homomorfismo de anéis ¢ : K[X]| —
F por ¢(f(X)) = f(6). Temos que ker¢p = (M). Como K[X|/(M) = ¢(K[X]) é um
dominio de integridade, o ideal (M) é primo e assim é maximal, pelo Teorema 2.6.
Uma outra aplicagao do mesmo teorema resulta que M ¢é irredutivel sobre K.

Segue diretamente da definigdo de polindmio minimal e de (1) que (2) e (4) se
verificam.

Para provar (5), temos que K[X]|/(M) é um corpo e é isomorfo a ¢(K[X]), que
entao deve ser K (6). Pelo Teorema 4.7 tem-se [K(6) : K| = 0(M). Portanto, temos
que O(M) divide [F' : K], pela formula dada pelo Teorema 4.6:

[F:K]=[F:KO)]K(®) : K]

Além disso, (M) = [F : K] se e somente se [F': K(0)] = 1. Em outras palavras,
F=K(). O

Observagao 4.2. Nas condigoes do Teorema 4.8, denotamos M por irr(6, K).

Corolario 4.1. [Jones, p.72, [6]] Seja K um subcorpo de C e seja o um nimero

complexo algébrico sobre K de grau n. Todo nimero B € K («) € entao algébrico sobre
K etem 0(B,K) <n

Ha varios polinémios que podem ser decompostos e ter v/2 como uma raiz. Por

exemplo, é possivel observar que v/2 é raiz dos seguintes polinémios

(X2 —2) - (x*—4),(X?-2)%,

todos em Q [X], mas o polinémio X? — 2 difere dos polinémios citados acima pois ¢ o
de menor grau que possui V2 como raiz.

Desta maneira, se « é raiz de um polindmio ménico, entao temos infinitos polinémios
monicos com « como raiz, embora nao exista o maior grau possivel, h4 um menor grau

possivel.
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Exemplo 4.20. O polinémio irredutivel de v/2 sobre Q é X2 — 2.

De fato, podemos observar que o polindmio X2 —2 tem v/2 como raiz e seus coefici-
entes pertencem a QQ, além disso, esse polindbmio é moénico. Provaremos que nao existe
um outro polindémio com essas propriedades e que tenha um menor grau.

Se existisse, o polindmio seria da forma
a + X, para algum a € Q.

implicando que,

a4—xﬁ§=:0

logo
V2=—ae Q,

uma contradigao.

Deste modo temos,

irr(v/2,Q) = X2 —2

e portanto,

d(v2,Q) = 2.

Observe que X2 — 2 é o polinémio irredutivel de v/2 sobre Q, porém o polindémio
X —+/2 ¢ o polinémio irredutivel de v/2 sobre R, pois X — /2 esta em R [X], mas nao
estd em Q[X].



5 Irredutibilidade em Corpos Finitos

Como a construgao de um corpo finito depende inicialmente da existéncia de um
polinémio irredutivel, sobre um corpo base F,, ¢ = p", p um primo, além de sabermos
encontra-lo, é importante que saibamos quantos polinémios irredutiveis sobre o corpo
base existem, pois quanto mais abundante for o nimero de polinémios irredutiveis mais
facil sera de encontra-lo, [16].

Fatorar um polinémio f(X) em F,[X] significa encontrar polinémios ménicos ir-
redutiveis. A fatoracao de polinémios é um requisito essencial em muitas aplicacoes
na teoria de codigos, algebra computacional, criptografia, teoria computacional de ni-
meros e varias outras areas, [10]. Apesar do esfor¢o de vérios pesquisadores, fatorar
polinémios sobre um corpo finito de maneira efetiva ainda é um problema em aberto.

Vamos iniciar esta se¢ao determinando uma férmula para o ntimero de polindémios
irredutiveis de grau [ sobre [F, e depois provaremos que o nimero de polinémios irre-
dutiveis sobre IF, é abundante, deixando para a proxima secao a descrigao de métodos

que encontrem um polinémio irredutivel sobre Z,[X].

5.1 Numeros de polindmios irredutiveis de grau [ so-
bre F,»

Necessitamos primeiramente de alguns resultados, cujas provas podem ser encon-
tradas, por exemplo, em [7] ou [13]. Assumimos que ¢ = p", onde p é um ntimero primo

e n € um inteiro positivo.

Teorema 5.1. Seja f(X) € F,[X]| um polinémio irredutivel sobre F, de grau m. Entao
F(X) divide X7 — X se, e somente se m divide k.

Demonstracao. p.59, [10]. O

Teorema 5.2. Para cada corpo finito Fy e cada k € N, o produto de todos polinémios

A . P . .. L. k
monicos irredutiveis sobre IF, cujo grau divide k € igual a X — X.

Demonstragao. p.23, [16] ]
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Uma consequéncia do Teorema 5.2 é que ele pode ser usado para testar a irreduti-

bilidade de um polinémio sobre F, conforme veremos mais adiante (Teste de Rabin).
Exemplo 5.1. Consideremos um polinémio monico irredutivel sobre Fy e k = 4.

O primeiro passo para exemplificarmos o teorema é procurarmos quais sao os po-
linbmios monicos irredutiveis sobre Fy: de grau 1, 2 ou 4, ou seja, os nimeros que
dividem k.

Os polindémios monicos irredutiveis neste caso sao: X, X +1, X2+ X +1, X* +
X+1, XP+ X34+ 1e X+ X3+ X2+ X + 1.

Partimos entao para o exemplo propriamente dito:

X - X = (X)(X+1D)(X2H+ X+ 1) (X H X+ 1) (X H X)) (X X3 X2 X +1) =
X116 - X,

Vamos denotar o nimero de polinomios monicos irredutiveis de grau [ sobre I, por

N,(1). Pelo resultado do teorema anterior tem-se o seguinte.

Corolario 5.1. Se N,(I) é o nimero de polindmios monicos irredutiveis em F,[X] de

grau l, entao

¢" =) LN,(I),YneN
l/n

onde a soma € estendida sobre todos divisores positivos | de n.

Exemplo 5.2. Como no exemplo anterior, encontramos todos os polinémios irreduti-
veis sobre [, de grau no méaximo 4, podemos contar quantos polinémios irredutiveis tem
de grau 1,2 e 4 € [Fy4 e assim substituir na férmula do corolario anterior exemplificando

O Imesmao.

24 = LN, (1)

1/4
16=1-Ny(1)+2-Ny(2) +4-N,(4) =1-2+42-1+4-3=16

Porém ainda nao encontramos uma férmula explicita que determine o ntmero de
polinémios irredutiveis sobre [F,. Para obtermos a mesma precisamos definir primeira-
mente a fun¢ao de Moebius e a inversao de Moebius.

A funcao de Moebius p é definida por,

1 sel=1
pu(l) =< (=1)7 sel é o produto de j ntimeros primos distintos
0 caso contrario.

Esta funcao foi introduzida por Moebius (1832), mas a notagao p(l) foi primeira-

mente usada por Mertens (1874).

Lema 5.1. Paral € N a fun¢ao de Moebius p satisfaz:
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1 sel=1
Zu(k) B { 0 [>1
o se .
Demonstracao. O caso | = 1 é 6bvio. Para | > 1,1 € N, seja [ = p/™ ---p"(m; €
N, 1 <i <r) a fatoragdo em produto de niimeros primos de [. Os tnicos divisores de [

que produzem um somatorio diferente de zero sao aqueles cujos expoentes de p; sao 1

r

ou 0 (1 <i <r). Existem exatamente ) ) divisores de [ para os quais j expoentes
J

sao 1. O restante é zero. Portanto nos temos:

SICED SEUI TS of (H FE TR

K/l =0 J =0 \ J

Exemplo 5.3. Se | = 12, os divisores de [ sao: D(12) =1,2,3,4,6, 12

D k) = p(1) + u(2) + p(3) + p(4) + p(6) + p(12)
k/12

> pk)=1-1-140+1+0

k/12
> (k) =0.
k/12

Teorema 5.3. A cldssica inversao de Moebius € dada por

10 =Y 0(k) & o) = 3 nk) (1),

k/l K/l
Demonstragao. p.24, [16]. ]

Teorema 5.4. O nidmero Ny(l) de polindmios monicos irredutiveis em F, de grau | é
dado por
1 L
No(h) = 3 k) ot
k/l
Demonstracao. Seja f(l) =¢', g(l) =1-N,() V1e€N.
Pela definigao, f(I) = ¢'. Pelo corolario 5.1

¢ =3 k- Nk

K/l

entao

F(1) = k- Ny(k)

k/l
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se g(I) = 1 - Ny(l) fazendo mudanga de variavel [ = k, obtemos, g(k) = k- Ny(k) e,
portanto

1) =3 gh).

k/l
Pela definigdo, temos g(1) =1 - N,(I).

Aplicando a inversao de Moebius, obtemos

U WICHIEY

k/l

portanto

gl) = - Ny() = 3" i) f(é)

k/l

l
sabemos que f(I) = ¢, fazendo mudanca de variavel [ = %

portanto

O

Exemplo 5.4. O nimero de polindmios ménicos irredutiveis em F,[X] de grau 20 ¢é

dado por
1 20
Ny(20) = % > u(k)-q*
k/20
1
= %[u(l) @+ 1(2) - ¢+ p(4) - ¢+ p(5) - gt + p(10) - ¢* + p(20) - ¢
1

_ 20 10 _ 4 2
sld” —a” —d" + ]
Ao exemplificarmos a férmula dada pelo Teorema 5.4 como foi feito anteriormente

poderemos verificar que para cada corpo finito F, e cada [ € N existe um polindmio

irredutivel em IF,[X] de grau [. De fato se usarmos a definigdo da funcéo de Moebius, a

1 1 -
estimativa ird produzir sempre n, (1) > 7(ql—ql_1 —¢ 2= q) == (¢'— q

1
_1)>O,0u
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seja, sempre existe polindmio irredutivel de grau [. Essa mesma estimativa mostra que
!
N,() — L (quando | — +00). Se observamos que existem ¢’ polindmios monicos

de grau [ em [F,, entao obtemos o seguinte corolario.

Corolario 5.2. Um polindmio moénico randémico de grau | sobre um corpo finito €
1

redutivel com uma probabilidade préoxima a 1 — 7

Mais propriedades sobre N, (/) podem ser encontradas em [13] e [11].

5.2 Meétodos para determinar um polinémio irreduti-

vel sobre F»

Pelo Teorema 5.4 determinamos o ntiimero de polinémios irredutiveis que existem
sobre um dado corpo finito. Nossa tarefa agora é encontrar um polinémio irredutivel,
pois como ja frisamos anteriormente é a partir dele que conseguimos representar um
corpo finito.

Se o numero de elementos do corpo primo for pequeno, um procedimento que torna-
se facil é o de encontrarmos os polinémios por tentativa e erro. Nesse caso listamos os
polindomios monicos de grau [ sobre F,;, em seguida devemos eliminar da lista todos os
polinémios que nao tem um termo constante, pois se o polinémio nao tiver um termo
constante nao nulo ele pode ser fatorado e portanto é redutivel. Para os polindémios
restantes devemos substituir X pelos elementos de F,» um a um e efetuar os célculos
utilizando (mod p). Se algum destes elementos de F,» zerar o polinémio podemos
afirmar que este € raiz do polinémio o que implica que este polinémio pode ser fatorado
e portanto redutivel. Se o grau escolhido for dois, ap6s eliminarmos os polinémios que
nao tem termo constante. Poderiamos tomar todos os fatores lineares sobre [F,» e
multiplica-los, em todos os pares possiveis, assim verificariamos quais sao quadraticos
fatoraveis e eliminariamos eles da lista. Encontramos finalmente os polinomios monicos
irredutiveis sobre Fn.

Se o corpo finito for grande, um dos métodos que podemos aplicar é o teste de Rabin.
Este algoritmo leva em consideracao que existe um numero elevado de polindémios
irredutiveis sobre um determinado corpo finito.

O algoritmo de Rabin [16] consta das seguintes etapas:
Passo 1: Gerar um polinémio moénico, g(X) aleatoriamente, de grau [ sobre F,.
Teste 1: Se este polinémio g(X) dividir (X9 — X), é porque o passo 1 teve sucesso.

Teste 2: Verificar se mdc(g(X), XP" — X) = 1 para todo n; = kﬁ’ onde o k; sao todos

i
os divisores primos de n, caso se verifique esta condicao entao o teste dois teve

Sucesso.
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Deve-se repetir esse algoritmo até que os testes 1 e 2 tenham sucesso. Note que a

justificativa para a correcao do algoritmo é o Teorema 5.2.

Exemplo 5.5. Para determinarmos os polindémios irredutiveis sobre F3 de grau 2,
podemos usar tentativa e erro ja que o corpo finito é pequeno.

Iniciamos listando todos os polindmios quadraticos sobre 3, visto que n = 2.
Fz={X% X241, X?+2, X2+ X +1, X2+ X +2, X2 42X, X2 +2X +1, X2 +2X +2}.

Todos os polindmios que nao tem termo constante sdo fatoréveis. Portanto, X2, X2+
X, X? 42X, sao eliminados da lista.

Podemos saber se os polindomios que sobraram na lista sao irredutiveis substituindo
os valores de X pelos elementos que compoem I3, que sao 0, 1 e 2. Realizando os
calculos verificamos se esse polindmio nao possui raiz em [F3, ou seja, se é irredutivel
sobre esse corpo.

Ao fazer isso constataremos que X2+ 1, X2+ X +2 e X2 +2X + 2 sao polinémios

quadraticos monicos irredutiveis em Fs.

Exemplo 5.6. Para encontrarmos os polindmios irredutiveis de grau 4 sobre Fy, apli-

cando o algoritmo de Rabin escolhemos um polinomio g(X).

1) O polinémio escolhido é X* + X3 + 1 sobre Fu.

2) Entao: g(X)=X*+X3+1
Sabemos que ¢ = p" como p = 2 e n = 4 entdo ¢ = 2* e portanto ¢ = 16.

Devemos verificar se g(X) divide X'® — X. Fazendo o célculo verifica-se que ele
divide e gera o quociente X2 — X' + X10 — X9 4 X7 + X5 — X4 - X,

3) No segundo teste devemos fazer o mde(g(X), X?** — X) e este deve ser 1. Sabendo
que n = 4 e p = 2, verificamos o valor de k;, sendo estes os divisores de n, portanto

k; = 2. Temos n; = kﬁ =2.

Entao o mde(X*+ X341, X2 = X) = mde(X*+ X341, X*— X) = mde(X* —
X, Xt 4+ X34+ 1) =mde(X3+ X +1, —X?) = mde(—X?, X +1) = mde(X +
1, X)=mdec(X,1) =mdec(1, 0).

Como o mdc(X*+ X3 +1, X7 — X)) =1, entao o teste dois também teve sucesso,

e portanto X* + X3 + 1 ¢ um polinémio irredutivel sobre Fau.



6 Polinémios e suas Aplicacoes nas

Impossibilidades Geométricas

Neste capitulo veremos como a irredutibilidade de um polindmio esta relacionada
a nimeros construtiveis e com a impossibilidade de algumas construgoes geométricas.
Na Grécia Cléssica, as construgoes geométricas eram objetos de grande interesse dos
matematicos, mas com as restri¢goes do uso apenas de dois instrumentos: a régua (sem
marcas) e o compasso. Essas construgoes refletiam o conceito de elegancia com a qual
a geometria era tratada e a atracao, tipicamente helénica que tinham os matematicos
pelos desafios intelectuais, mesmo sem aplicacao imediata.

Alguns problemas ficaram sem resposta, dentre eles temos “Os trés problemas clas-

sicos” que sao:
e Duplicacao do Cubo;
e Quadratura do Circulo;
e Trisseccdo do Angulo.

A resposta para estes problemas foi obtida com a evolu¢do da matemética, ou
especificamente, da Teoria das Equacgoes Algébricas, quando se demonstra que essas
construcoes sao impossiveis se apenas os instrumentos citados anteriormente forem
utilizados.

Antes de estudar essas impossibilidades vamos analisar o que é “impossivel” em
matematica. O primeiro barco a vapor a cruzar o Atlantico levava, como parte de sua
carga, um livro que “provava” que era impossivel um barco a vapor cruzar qualquer
coisa, quanto mais o Atlantico. Ao longo da histéria muitas coisas que foram ditas ser
impossiveis de fazer cairam diante da genialidade do ser humano.

Na matemaética, as declaragoes de que algo é impossivel significa, teoricamente
impossivel e nao tem nada a ver com o nivel do desenvolvimento humano. A busca
pela solugao de um problema tem sentido, mesmo que seu sucesso pareca improvavel,
enquanto nao se demonstra que teoricamente ele nao possui solucao.

Deste modo, baseando-se nos axiomas e teoremas de Euclides, tem sentido a afir-

macao que a Duplicacdo do Cubo, a Quadratura do Circulo e a Trisseccdo do Angulo

o8
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sao impossiveis com um namero finito de construgoes utilizando a régua e o compasso

descritos anteriormente.

6.1 Numeros construtiveis e corpos

Dada uma régua (nao graduada) e um compasso, as operagoes que podemos realizar

com estes instrumentos sao chamadas construgoes fundamentais e sao:

1. Dados dois pontos, podemos tracar uma reta que passa pelos dois pontos e

prolonga-la até ao infinito nas duas direcoes;
2. Dados dois pontos podemos tragar o segmento de reta que une os dois pontos;

3. Dado um ponto e um segmento de reta, podemos tragar a circunferéncia com

centro nesse ponto e raio igual ao comprimento do segmento de reta.

Definigao 6.1. Dizemos que um niumero real o é construtivel se, dado um segmento
de comprimento 1, € possivel construir, num nimero finito de passos, um segmento de

comprimento | « | .

O lema seguinte diz-nos que a soma e o produto de nimeros reais construtiveis ainda
é um numero construtivel. A sua demonstracao serd omitida mas uma demonstracao
anédloga sera feita na Proposicao 6.1.
Lema 6.1. Dados segmentos de comprimentos 1, e § com o > 3 e B # 0, € possivel
!

Pelo Lema 6.1 podemos concluir que todos os niimeros racionais sao construtiveis.

construir segmentos de comprimentos o+ B, — B, af e

A proposigao seguinte é apenas uma reformulagao deste Lema usando o conceito de

numeros reais construtiveis:

Proposicao 6.1. Sejam « e § dois niumeros reais construtiveis. Entao também o +

o .y
B,a—pB,apb e B sao construtiveis.

Demonstra¢ao. Consideremos dois numeros reais construtiveis o e [, com «a > f.
Tracamos sobre uma reta s um segmento AB de comprimento o e um segmento de
reta CD de comprimento igual a 8 de modo que B coincida com C. Construa uma
circunferéncia com centro em B e raio C'D. A circunferéncia intersecta a reta s nos
pontos D e E tais que B esta entre A e D enquanto que E esté entre A e B. Entao, o
comprimento de AD, AD. é a+ e ode AE é o — f3, concluindo-se que a+ 5 e o« —

sdo construtiveis. (Figura 6.1)
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A E B=C D s

Figura 6.1: Construcao da soma e da diferenga de dois reais construtiveis

Com vista a demonstrar a segunda parte da Proposi¢ao, marcamos sobre uma reta
dada s um segmento de reta AB de comprimento igual a «. Por A, tracamos outra reta
r, concorrente com a anterior. Em r marcamos a partir de A um segmento unitéario,
digamos AC, e o segmento AD de comprimento igual a 5. Em seguida tracamos a reta
t que contém os pontos B e C' e construimos a reta t’ paralela a t que passa por D.
Seja P o ponto de intersec¢ao das retas t' e s.

Ent&o o comprimento de AP, AP = a3, uma vez que, pelo Teorema de Tales,

isto é,

Concluimos assim que af é construtivel. (Figura 6.2)

Figura 6.2: Construgao do produto de dois reais construtiveis.

Nas mesmas condicoes do caso anterior, tracamos a reta ¢ que contém os pontos B
e D e construimos por C' a reta t' paralela a t que intersecta a reta s no ponto Q).
—
Entao AQ = E uma vez que
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isto é, L

1 AQ

Boa’
ou seja,

o N

— = AQ.

B

]
Figura 6.3: Construgao do quociente de dois reais construtiveis.
O]

Lema 6.2. Dados segmentos de comprimento 1 e a, € possivel construir um segmento

de comprimento v/«

Demonstra¢ao. Consideremos sobre uma reta s o segmento unitario AB e o segmento
BC' de comprimento BC' = «. Seja M o ponto médio do segmento AC e construa
uma semicircunferéncia com centro em M e diametro AC. Em seguida tracamos a
perpendicular s’ a s pelo ponto B e seja D o ponto de interseccao da reta s’ com a
semicircunferéncia.

Entdo, BD é um segmento de comprimento /a ja que

BC BD
BD AB’
isto é, L
a  BD
BD 1
ou seja,
a=BD,
portanto,

concluindo-se o pretendido.



Numeros nao construtiveis

62

Demonstraremos algebricamente que utilizando régua e compasso, com um nimero
finito de passos, é impossivel a construcao de alguns segmentos que permitiriam as

construgoes geométricas descritas anteriormente.

Teorema 6.1. O conjunto CON de todos os nimeros construtiveis é um subcorpo de
R. Além disso temos que todos os nimeros racionais pertencem a CON, e por tltimo
temos que se a« € CON e a > 0 entiao /o € CON.

Demonstracao. Para mostrarmos que CON é um subcorpo de R, devemos mostrar que
as operagoes de adi¢do, subtragao, multiplicagao e divisao (exceto por 0) sao satisfeitas
pelos elementos de CON.

Seja a e B pertencentes a CON, ou seja, os segmentos de tamanho || e || podem
ser construidos com um ntmero finito de construcoes utilizando régua e compasso,
partindo de um segmento de 1 unidade.

Por construgoes geométricas também é possivel obter, segmentos do tipo |« + 5|,
ja— B, aB] e /8], se B # 0.

Assim os nimeros a + f e a — f aff e a/f, se f # 0 sao todos construtiveis, e
portanto pertencem a CON. Assim CON é um corpo.

Tendo o segmento do tamanho de 1 unidade como base, podemos construir segmen-
tos de tamanhos variados, podemos observar entao que podemos construir segmentos
inteiros e positivos.

Utilizando construcoes com régua e compasso podemos construir segmento de ta-
manho m e n, consequentemente m/n, com m,n € N. Aplicando a Defini¢ao 6.1 para
|v| segue que todo numero racional pertence ao CON.

Finalmente podemos concluir que se « € CON e a > 0 entao, utilizando constru-
¢oes com régua e compasso, podemos construir \/a, ou seja, \/a é construtivel.

]

6.2 Numeros nao construtiveis

Nesta secao iremos ver que todos os niimeros construtiveis sao obtidos através de
raizes quadradas sucessivas e operagoes que sao bem definidas nos corpos, partindo de

numeros que estao nos Q.

Teorema 6.2 (Raizes quadradas sucessivas geram ntimeros construtiveis). Um nimero

real v € construtivel se existem niumeros reais positivos Yi, Y2, V3, ,Vn tal que

v1 € Ky, onde K;=Q
Yo € KQ, onde Kz = Kl(ﬁ)
73 € Kz, onde Ks=Ky(\/72)

Tn € Kn; onde K, = Kn—l(\/ ’Yn—l)
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e finalmente,

v € Kyy1, onde K, =K, (/)

Demonstracao. A demonstracao segue imediatamente do Teorema 6.1
]

/ /2
Sabemos que ntimeros reais como 2+ 4 /3 + 5\/5 que sao obtidos de elementos de

Q por sucessivas operagoes em corpos e utilizando raizes quadradas sao todos constru-
tiveis. E de suma importancia saber se podemos seguir a implicacdo no sentido inverso,
ou seja, os nimeros construtiveis podem ser expressos em termos de raizes quadradas
repetidas e operagoes de corpo a partir de elementos em Q7

O teorema a seguir mostra que a resposta é sim.

Teorema 6.3 (Todos ntimeros construtiveis vem de raizes quadradas). Se um nimero

real v € construtivel, entao existe niumeros reais positivos Yi,Ya, V3, - Vn tal que

v1 €Ky, onde K;=Q

Y2 € Ky, onde Ky =K;(\/1)

73 € K, onde Ks=Ky(\/72)

Tn € Kn; onde K, = anl(\/’}/nfl)

e finalmente,

v E Kn—H; onde Kn—i—l = Kn(\/'y_)
Demonstragao. p. 100, [6]. ]

Teorema 6.4 (Teorema do grau de um namero construtivel). Se um nidmero o €

construtivel, entao a € algébrico sobre Q e d(a, Q) é uma poténcia de 2, 2°(s > 0).

Demonstracao. Seja o um niimero construtivel e sejam Aq, ..., A\, definidos no Teorema
6.2. O ntimero \/)\; é raiz do polinomio X2—)\;, que pertence a K; [ X] desde que \; € K;.
Assim, pelo Corolario 4.1

e como K;,1 = K; ()\;), segue do Teorema 4.8 que

[Ki+1IKi] :10u2,(1§2§n)
Temos a seguinte torre de corpos

Q=K CK,CK3C...C Ky
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Sabemos que
[Kn+1 . Q] = [Kn+1 . Kn] [Kn . anl] e [KQ . Kl]
= 2% para algum inteiro u > 0.
Segue do Corolério 4.1 que vy é algébrico sobre Q e considerando a torre
QCQ() € Kupa
vemos que o d (A, Q) é um fator de [K,,41 : Q]. Assim
o(\Q)=2°
para algum inteiro s > 0.
m

6.3 A impossibilidade de algumas construcoes geomé-

tricas

Mostraremos que as construgoes geométricas citadas neste capitulo sao impossiveis

de serem realizadas com régua e compasso num nimero finito de passos.

Teorema 6.5 (Problema da duplica¢do do cubo). Com a medida inicial de 1 unidade
podemos construir um cubo com 1u® de volume. Para duplicarmos um cubo devemos ser
capazes de construir um outro cubo com 2u® de volume que possui arestas de medidas
iguais a \/2, ou seja, esta aresta deve ser construida usando somente régua e compasso,

com numero finito de passos, a partir de um segmento de linha de tamanho 1u.

Demonstracao. Sabemos que

irr (\3/5,@) =X’ -2=f(X)

e v/2 & raiz desse polindmio.

Pelo teste da raiz racional as tinicas possibilidades de raizes para o polindmio
f(X) = X3 —2em Q sao +1 e £2, porém nenhum desses niimeros ¢ raiz de f(X).
Segue do Teorema 4.4, que f(X) é irredutivel sobre Q.

Obtemos assim que

0(V2.0) =3,

que nao ¢ uma poténcia de 2, mostrando que /2 nao é construtivel, pelo Teorema 6.4,
e portanto o cubo nao pode ser duplicado.
m
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Teorema 6.6 (Problema da quadratura do circulo). Se um circulo de raio 1 possui
darea iqual a ™ unidades, entao um quadrado com mesma drea deverd ter lados iguais a
/T, ou seja, para que se possa construir um quadrado de mesma drea que esse circulo,

devemos ter que \/m deve ser construtivel.

Demonstragao. Pelo Teorema 6.4, se /7 for algébrico sobre Q entdao m = /7 - /7 sera
algébrico sobre QQ, porém é de nosso conhecimento que 7 é transcendental, ou seja, nao

é algébrico sobre Q e portanto /m nao é construtivel. n

Se conseguimos trissectar qualquer angulo, entdao conseguimos trissectar o angulo

de 60°. A seguir verificaremos que isso nao é possivel.

Teorema 6.7 (Problema da trissec¢ao do angulo). E impossivel, usando apenas régua

e compasso, trissectar um dngulo de 60°.

Demonstragao. Sabemos que o angulo de 60° é construtivel utilizando um ntmero finito
de construcoes com régua e compasso, isso significa que deveriamos conseguir construir
um angulo de 20° também, ou seja, devemos conseguir construir um segmento de
tamanho cos (20°).

Seja 6 = 20°, temos que cos(30) = =

cos(30) = cos(20+0)

cos(30) = cos(20).cos(0) — sen(2.0) sen(6)

cos(30) = [cos?(0) — sen?()] cos(f) — 2sen(8) cos() sen(H)
cos(30) = cos?(6) — sen?(0) cos(6) — 2sen?(6) cos(6)
cos(30) = cos?(f) — 3[1 — cos*()] cos(6)

Clos(39) = 4cos?(0) — 3cos(h)

3 = 4cos*(0) — 3cos(0).

Multiplicando ambos os membros da ultima equagao por 2, obtemos

1 = 8cos’(f) — 6cos(h).

Substituindo 2 cos(#) = r, temos

r®—3r—1=0.

Obtemos assim que

0 (cos (20%),Q) = 3,

portanto cos (20°) nao é construtivel, pelo Teorema 6.4, portanto nao é possivel tris-
sectar o angulo de 60°.
m



7 Aplicacoes de Polindmios no Ensino
Meédio

O estudo dos polinémios no ensino médio concentra-se na resolu¢ao de uma si-
tuagao problema utilizando um polindmio que a represente e em seguida resolvendo
uma equacao algébrica. Este tema também é explorado para analisar um determinado
evento, que pode ser representado por uma fungao polinomial e que esta associada a
um polindmio. Geralmente temos que um polinomio p(X) é associado a uma fungao
polinomial p: R - Roup: C— C.

Uma aplicagao, pouco explorada dos polindémios, que pode ser desenvolvida em sala
de aula é o seu uso para determinar se uma raiz o de um polindémio p(X) € Q[X]
pertence a QQ, ou seja, podemos utilizar polinomios para definir a racionalidade ou nao
de um numero.

Para determinar a forma fatorada de um polindbmio podemos utilizar o método de
Kronecker para fatoragao em 7Z, mas ele é pouco utilizado devido ao fato de ser extenso.

Durante o estudo de polindmios no ensino médio podemos utilizar critérios de irre-
dutibilidade de um polinémio sobre um corpo para determinar se ele pode ser fatorado
ou nao, como a avaliagao do valor de A, que é realizado no ensino fundamental e médio,
para determinar se um polinémio do segundo grau pode ser fatorado sobre R.

Vamos estudar alguns dos diferentes enfoques que podemos dar ao trabalharmos

com esse contetido no ensino médio.

7.1 Estudo dos niimeros racionais.

Muitos alunos tem dificuldade quanto a determinar se um dado ntmero « é ra-
cional ou nao apenas por uma anélise visual. Para deixar mais claro para os alunos
essa abordagem podemos determinar um polinémio p(X) de modo que « seja raiz e
utilizando o Teorema 3.4 determinamos se a ¢ uma das possiveis raizes racionais que

este polindmio possui. Observe os exemplos a seguir:

Exemplo 7.1. Vamos verificar que v/7 & Q.

66
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Tomando o = /7 e elevando ambos os membros da igualdade a 5 obtemos o® = 7,

assim essa igualdade por ser escrita como
a®—7=0.

Assim obtemos p(X) = X® — 7 para o qual « ¢é raiz.

Temos que X° — 7 € Z[X]. Utilizando o teste da raiz racional, obtemos que as
possiveis raizes racionais de p(X) s@o +1 e +7, mas estes nimeros nao sao raizes de
p(X). Observe que v/7 é raiz de p(X), mas nao esta em Q.

Analisando o exemplo anterior pode se questionar a aplicacao dos polindémios para
determinar se dado ntimero « é racional ou nao, mas em alguns casos essa tarefa nao

serd trivial, como pode ser visto no exemplo a seguir:

Exemplo 7.2. Vamos verificar se o niimero {’/2 + V5 + €/2 —v5€Q.

Seja u = f/ 2++5+ f/ 2 — /5. Elevando ambos os membros da igualdade ao cubo

obtemos
3 3 3
u? = <\/2+\/3+ \/2—\/5)

& = (V2 1 VB 13(V2 - VEP(2 - VB 4312+ VB2 — VB + (V2 — VB)?

que pode ser reescrita como

u3:2+\/5+3({’/2+\/5+€/2—\/5>.(m> <m>+2—\/ﬁ.

Efetuando a multiplicacao das raizes que estao entre paréntese e observando que a

soma que estd entre parénteses é o que, inicialmente, definimos como sendo u, obtemos

u® =4+ 3u(-1).

A igualdade acima pode ser reescrita da seguinte forma

w4 3u—4=0.

Obtemos assim p(X) = X3+ 3X —4 para o qual u ¢ raiz e p(X) € Z[X]. Utilizando
o teste da raiz racional obtemos que as possiveis raizes racionais de p(X) sao +1 e +4.
Verificamos que p(1) = 0, ou seja, 1 é raiz de p(X).

Aplicando o algoritmo da divisdo de polinémios, vamos obter ¢(X) € Z[X] tal que
p(X) = (X = 1).¢(X).
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X3 43X —4 X -1
- X3+ X2 X2+ X +4
X2 4+3X —4
-X?2 4+ X
4X —4
—4X +4
0

Obtemos assim q(X) = X% + X + 4, que nos permite reescrever p(X) da seguinte

forma

p(X) = (X —1)(X?+ X +4).
Temos que as raizes de p(X) sdo as raizes de (X — 1) e de (X? + X + 4). Observe

que ¢(X) ndo possui raizes reais e como sabemos u é raiz e u € R, obtemos assim que
V2+vV5+y2-vV5=1.

Exemplo 7.3. Verifique se o niimero 6/20 + 142 + {3/20 — 142 € Q.

Portanto u € Q.

Seja a = \3/20 + 142 + {0’/20 — 144/2. Elevando ambos os membros da igualdade

ao cubo obtemos

od = (\3/ 20 + 14v/2 + 1/ 20 — 14\/5)3

que pode ser reescrita como

o® =40 + 3 ({”/20 +14v2 + (/20 — 14\/5) . ({’/20 + 14\/§> (\3/20 - 14\/5) .

Efetuando a multiplicacao das raizes que estao entre parénteses e observando que a

soma que esté entre parénteses é o que, inicialmente, definimos como sendo «, obtemos

a’ =4+ 3a2.

A igualdade acima pode ser reescrita da seguinte forma

o’ — 6a — 40 = 0.
Obtemos assim p(X) = X3 —6X —40 para o qual a é raiz e p(X) € Z[X]. Utilizando

o teste da raiz racional obtemos que as possiveis raizes racionais de p(X) sdo £1,4+2 e
+5. Verificamos que p(4) = 0, ou seja, 4 é raiz de p(X).

Aplicando o algoritmo da divisao de polindmios, vamos obter ¢(X) € Z[X] tal que
p(X) = (X —4).q(X).
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X3 —6X — 40 X —4
— X3 +4X? X2 4+4X +10
4X? - 6X — 40
—4X? 4+ 16X
10X — 40
—10X + 40
0

Obtemos assim ¢(X) = X2+ 4X + 10, que nos permite reescrever p(X) da seguinte
forma

p(X) = (X —4)(X*+4X +10).
Temos que as raizes de p(X) sao as rafzes de (X —1) e de (X?+4X +10). Observe

que ¢(X) ndo possui raizes reais e como sabemos « é raiz e a € R, obtemos assim que

v/ 20 + 14v/2 + 1/20 — 14v/2 = 4.
Portanto o € Q.

O processo de verificar se um namero a € Q aborda alguns tépicos que devem
ser desenvolvidos em sala de aula como por exemplo, divisao de polindmios, raizes de

polinémios e o calculo de um polindémio p(X) para um dado valor de X.

7.2 Resolucao de situacoes problemas.

Na resolucao de situagoes problemas pode-se fazer necessério o uso da fungao poli-
nomial definida por um polinémio p(X) para analisar e resolver o problema de acordo
com os dados utilizados e que desejamos alcancar, porém nem sempre obtemos fungoes
polinomiais do segundo grau, com as quais ja estamos acostumados a trabalhar e calcu-
lar suas raizes. Nesses casos utilizaremos o teste da raiz racional para determinar uma
das raizes e assim poder reduzir o grau do polinémio, utilizando o algoritmo da divisao
de polinémios, até que seja possivel aplicar as técnicas conhecidas para o célculo das

outras raizes.

Exemplo 7.4. Cortando-se quadrados em cada canto de uma folha de papelao qua-
drada, com 18c¢m de lado e dobrando conforme a Figura 7.1, obtém-se uma caixa
retangular sem tampa. Qual deve ser o lado do quadrado a ser recortado para que o

volume da caixa seja igual a 400 cm??

As dimensoes da caixa formada apos o recorte sao dadas por 18 —2X, 18 —2X e X.
Podemos determinar o volume dessa caixa em fun¢ao de X utilizando a representagao

polinomial

V(X) = (18 — 2X)(18 — 2X)X
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Figura 7.1: Caixa

ou, equivalentemente,

V(X) =4X3 - 72X?% + 324X.

Sabemos que o volume desejado é de 400 cm?® obtemos assim a seguinte igualdade

4X3 —72X?% + 324X = 400

equivalente a

X3 —18X2 + 81X — 100 = 0.

O que nos interessa é resolver a equacao algébrica acima, mas isso é equivalente a
determinar as raizes do polinomio V;(X) = X3 — 18X? 4+ 81X — 100. Como V;(X) €
Z[X], aplicaremos o teste da raiz racional que nos diz que as possiveis raizes racionais
desse polinémio sao £1,+2 e £5.

De fato, V1(4) = 0, logo 4 é raiz e a medida do lado do quadrado recortado da folha
de papeldo que tinhamos no inicio, porém o polinémio V;(X) possui até 3 raizes pelo
fato de 0V} (X) = 3, assim aplicaremos o algoritmo da divisdo para reduzirmos o seu

grau e assim poder estudar as demais raizes.

X3 _18X2 4+ 81X — 100 ]X—4

— X3 +4X7? X2 —14X +25
—14X? 4+ 81X — 100
14X?% — 56X
25X — 100
—25X 4100
0

Obtemos que Vi(X) = (X — 4)(X? — 14X + 25), denominamos ¢(X) = (X? —
14X + 25). Sabemos que as raizes de V;(X) sao as raizes de ¢(X) e 4. Calculando as
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raizes de ¢(X) obtemos X; =7+ 2v/6 € Xy = 7 — 21/6, mas observando a restricao de
que 0 < 2X < 18 e consequentemente 0 < X < 9 descartamos X; como resposta do
problema inicial.

Portanto a medida do lado do quadrado a ser recortado para que o volume da caixa
seja igual a 400 cm® é 4em ou 7 — 2v/6 em.

E mais frequente que uma situacdo problema seja expressa por um polinémio p(X)
com Jp(X) = 3, mas nada impede que tenhamos dp(X) > 3, com processo de resolugao
analogo ao do Exemplo 7.4.

7.3 Raizes de Polinbmios

Polinémios irredutiveis podem ser usados indiretamente no ensino médio no que diz
respeito a fatoracao de polindmios e suas raizes em Q.

Seja p(X) uma fungao polinomial induzida por p(X) € K, onde K é um corpo com
infinitos elementos e dp(X) = n.

Essa funcao pode representar uma situagao problema que deve ser analisada num
intervalo de variacdo para X e para isso a representacao grafica é uma ferramenta
importante.

Temos que um dado polindémio p(X) com ry,79,73, -+ ,T,, como raizes, aplicando

o Teorema 3.5, possui a seguinte decomposicao
p(X)=c(X —r)(X —m)(X —r3)--- (X — 1)

para algum valor de ¢ € K.

Utilizando os conceitos trabalhados anteriormente podemos obter a representagao
do polinémio p(X) a partir de suas raizes em R ou obter o polinémio p(X) a partir de
sua representagao, que apresente suas raizes e o valor de p(0) para determinar o valor de
¢, permitindo assim a analise do evento que essa fungao polinomial esté representando
para um valor qualquer de X.

Recomendamos, para trabalhar com esta abordagem do contetido de polinémios, o
software “Jogo dos Polinomios” disponivel no site “http://www.m3.ime.unicamp.br”.
Este € um material que permite um trabalho dinamico em sala de aula, pois possibilita
que o aluno seja o protagonista do seu aprendizado, permitindo que ele construa o seu

conhecimento realizando as atividades propostas pelo software.



8 Conclusao

O trabalho desenvolvido culminou em algumas aplicacoes, em sala de aula do ensino
médio, nao propriamente dos polindmios irredutiveis, mas dos resultados alcancados
durante seu estudo.

Como professor do ensino médio, sei que é inviavel apresentar toda a teoria referente
aos numeros construtiveis com régua e compasso com um namero finito de passos, mas
a apresentacao superficial das impossibilidades em construgoes geométricas podem ser
utilizadas como motivador para o aprendizado de como construir um segmento com
uma medida desejada e também para apresentar algo impossivel em matemaética, ja
que a maneira como alguns professores desenvolvem o estudo da matematica a torna
“perfeita demais” e assim inalcangavel na mente de alguns alunos.

Sabendo da dificuldade dos alunos em compreender se um nimero é racional ou
nao, quando nao for 6bvio, a aplicagao do teste da raiz racional de um polindémio, que
possua o nimero estudado como raiz, deve despertar a curiosidade dos alunos, pois
numeros que “visualmente” nao demonstravam ser racionais o sao.

No estudo dos graficos de funcoes o uso do software e a divisao de polinémios
favorecera esse aprendizado, o que é muito importante devido & analise de graficos que
os alunos deverao realizar em processos seletivos para o ensino superior ou mesmo na
realizacao de suas atividades cotidianas em seus empregos.

Por fim, e de uma maneira mais aplicavel ao cotidiano do aluno, a resolucao de
situagoes problemas utilizando a redutibilidade de um polinémio sobre um dado corpo
permite a resolucao de um problema real ou mesmo a irredutibilidade de um polino-
mio sobre um corpo nos permite analisar criticamente os possiveis resultados e sua
pertinéncia como solugao da situacao problema abordada.

Os frutos do nosso estudo permitem que os professores realizem abordagens inte-
ressantes para o desenvolvimento do estudo sobre polinémios no ensino médio, como

construgoes geométricas, conjuntos numeéricos e resolucao de situagoes problemas.
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