»
UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”

Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Campus de Rio Claro

Carlos Benjamin de Lyra e a Topologia

Algébrica no Brasil

Thiago Taglialatela Lima Cobra

Tese de Doutorado apresentada ao Instituto de Geo-
ciéncias e Ciéncias Exatas do Campus de Rio Claro
da Universidade Estadual Paulista “Julio de Mes-
quita Filho”, como parte dos requisitos para obten-

¢ao do titulo de Doutor em Educacao Matemética.

Orientador
Prof. Dr. Sergio Roberto Nobre

2014



TERMO DE APROVACAO

Thiago Taglialatela Lima Cobra
CARLOS BENJAMIN DE LYRA E A TOPOLOGIA ALGEBRICA NO
BRASIL

Tese APROVADA como requisito parcial para a obtencao do titulo de Doutor
em Educagao Matematica no Programa de Poés-Graduacao em Educagao
Matemaética do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Universidade
Estadual Paulista “Jilio de Mesquita Filho” — Campus de Rio Claro, pela

seguinte comissao examinadora:

Prof. Dr. Sergio Roberto Nobre

Orientador

Profa. Dra. Alice Kimie Miwa Libardi

Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas — Unesp — Rio Claro/SP

Prof. Dr. Edson de Oliveira

Centro Universitario Central Paulista — Sao Carlos/SP

Profa. Dra. Mariana Feiteiro Cavalari Silva
Universidade Federal de Itajuba — Itajuba/MG

Profa. Dra. Rosa Lucia Sverzut Baroni

Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas — Unesp — Rio Claro/SP

Rio Claro, 26 de Maio de 2014



A meméria de meu querido
avo, Dirceu Nogueira Cobra,
e de Maria Ivone de Souza,
carinhosamente  guardados

em nossas memorias.



Agradecimentos

A todos meus familiares que de alguma forma apoiaram e incentivaram a realizagao
dos estudos que culminaram na produgao deste trabalho. Especialmente aos meus pais
Renata e José, cujo apoio e incentivo em todos os sentidos me levaram ao ingresso e a

conclusao dos cursos de Graduacao, Mestrado e Doutorado.

Ao meu marido, companheiro e amigo Thiago de Souza Lima Cobra, pelo apoio
incondicional, pela ajuda paciente e pela compreensao, nao medindo esforcos para que

esta etapa pudesse ser concluida com éxito.

Ao meu orientador Sergio Roberto Nobre, pela amizade, pela orientagao compreen-

siva e paciente e por toda confianca depositada em mim.

Ao amigo Edson de Oliveira, meu eterno professor, que de forma paternal tem me
acompanhado, ajudado e incentivado desde meus estudos em nivel de Graduacao, e

também, pela grande contribuicao a realizacao dessa pesquisa.

As professoras Alice Kimie Miwa Libardi e Mariana Feiteiro Cavalari Silva pelo

apoio, incentivo e discussoes sobre este projeto.

Aos amigos Eliete Both, Geisiane dos Santos, Gislene Bessa, Inajara de Moraes,
Luciana Bertholdi, Mauro Viegas, Polyanna Costa, Suzi Marconato e Tatiana Viegas

pelo incentivo e pela convivéncia fraterna.

Aos entrevistados nesta pesquisa por sua prontidao: Carlos Alberto Barbosa Dan-
tas, Daciberg Lima Golgalves, Jorge Lacerda de Lyra, Leda Lacerda de Lyra e Sylvia
Lacerda de Lyra.

Aos funcionérios e professores do Departamento de Matematica do Instituto de
Geociéncias e Ciéncias Exatas (IGCE-Unesp-Rio Claro/SP), pela simpatia e eficiéncia

com que sempre me ajudaram.

Aos Departamentos de Matematica do Instituto de Matematica e Estatistica (IME-
USP) e do Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computagao (ICMC-USP), especi-



almente a Lhais Visentin, pelas informagoes e documentos concedidos.

A memoria do professor Gilberto Francisco Loibel, relevante educador e pesquisador
e uma figura humana especial, o qual embora se encontre em outra dimensao, esta

sempre presente em constantes lembrancas. Nosso merecido reconhecimento!

Aqueles que direta ou indiretamente contribuiram para que este projeto pudesse se

concluir.

E, acima de tudo, a Deus, que sempre tem me concedido forca para superar os

obstéaculos.



E preciso forca pra sonhar
e perceber que a estrada

val além do que se vé.

Marcelo Camelo



Resumo

Este trabalho buscou contemplar trés objetivos principais: investigar o inicio da pes-
quisa em Topologia Algébrica no Brasil, a trajetoria do professor e pesquisador Carlos
Benjamin de Lyra (1927 - 1974) e seu legado académico. Inicialmente, apresentamos o
surgimento da Topologia em termos mundiais. Em seguida, falamos sobre o inicio da
pesquisa em Topologia Algébrica no Brasil, para tanto, trazemos um breve histoérico
do curso de Mateméatica na criacao da Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras da
Universidade de Sao Paulo (USP). Neste contexto, destacamos o papel desempenhado
por Lyra nessa Universidade e sua contribuicao para o inicio da pesquisa em Topologia
Algébrica no Brasil, além da influéncia cientifica que exerceu sobre estudantes de sua
época. Apresentamos uma biografia de nosso pesquisado, na qual constam detalhes
sobre sua criagao, suas mudancas e viagens ao exterior e o que o levou a escolher a
Matematica e, posteriormente, a Topologia Algébrica como campos de atuacao. Por
fim, fazemos uma analise comentada de sua obra “Introducao & Topologia Algébrica”,
que serviu de texto para um curso ministrado por ele no “Primeiro Coléquio Brasileiro
de Matematica”, em 1957.

Palavras-chave: Historia da Matematica no Brasil, Histéria da Topologia Algébrica

no Brasil, Surgimento da Topologia, Carlos Benjamin de Lyra.



Abstract

This work concerns three main areas: the investigation of the early research on
Algebraic Topology in Brazil, the life of the educator and researcher Carlos Benjamin
de Lyra (1927 - 1974), and his academic legacy. Initially, we present the beginning
of Topology in the world. Next, we present the beginning of research on algebraic
topology in Brazil. To this end, we show a brief history of Mathematics course in
the creation of the Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras of the Universidade de
Sao Paulo (USP). In this context, we point out the relevant work of Lyra in this
University and his contribution to the beginning of research in algebraic topology in
Brazil, besides the scientific influence exerted over students of his day. We present a
biography of Lyra including details about his life, which is changed by trips abroad
and what led him to choose Mathematics and subsequently the Algebraic Topology
as a field of work. Finally, we make a commented analysis of his work “Introducao a
Topologia Algébrica”, which served as a text book for a course taught by him in the

“Primeiro Coloquio Brasileiro de Matematica”, in 1957.

Keywords: History of Mathematics in Brazil, History of Algebraic Topology in Brazil,
Emergence of Topology, Carlos Benjamin de Lyra.
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Introducao

Apos a conclusdo, em 2010, do programa de Mestrado em Matematica (iniciado
em 2009 junto ao Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Universidade Estadual
Paulista — IGCE-UNESP, Rio Claro/SP), na area de Topologia Algébrica — campo
da Matemaética que estuda os espacos topologicos tendo a Algebra como ferramenta
— despertou-se o interesse em desenvolver um estudo acerca da Histéria da Topologia
Algébrica. Uma ampla pesquisa sobre o assunto direcionou nossa investigacao a cons-
trucao da Historia da Topologia, em termos internacionais. Contudo, isso nao permitia
desenvolver um material com o teor de originalidade desejado. Diante disso, o foco
foi direcionado para a Historia da Topologia Algébrica em nosso pais. Com isso pu-
demos constatar a existéncia de lacunas, as quais diversos pesquisadores tém tentado
preencher com o desenvolvimento de pesquisas académicas sobre o desenvolvimento da

Matematica no Brasil e suas principais personagens.

Nesse embalo, em combinacao com o conhecimento basico em Topologia Algébrica
adquirido durante o Mestrado, decidimos partir para uma investigacao acerca do surgi-
mento das bases desse campo matematico no Brasil. Foi por meio dela que identificamos
a destacada atuagao do professor e pesquisador Carlos Benjamin de Lyra (1927 - 1974)
no desenvolvimento da Matemaética brasileira, particularmente da Topologia Algébrica.
Diante disso, fomos levados as seguintes indagagoes: como se iniciou o desenvolvimento
da pesquisa em Topologia Algébrica no Brasil? Qual a relevancia das obras de Lyra
nesse desenvolvimento? Que influéncia exerceu na formagao de novos pesquisadores?
Qual a repercussao de seus trabalhos junto a4 comunidade matemética? A pretensao
em dar respostas a esses questionamentos foi o fator determinante no sentido escolhido

para o desenvolvimento desta pesquisa.

Assim, o escopo do presente trabalho de doutoramento é analisar o contexto que
influenciou a trajetoria pessoal e académica do professor Carlos Benjamin de Lyra e,
além disso, analisar parte de sua producao académica, identificando peculiaridades e
sua influéncia no desenvolvimento da Topologia Algébrica no Brasil. A luz dos fatos
e consideragoes sobre a evolucao do pensamento matemaético brasileiro e observando
a escassez de trabalhos que permitissem realizar a anélise acima evidenciada, realiza-

mos uma investigacao histérica e reunimos suas publicacoes académicas, identificando

10



11

suas particularidades, bem como trabalhos e materiais tais como estudos de obras, bi-
ografias, resumos e documentos atinentes a vida pessoal e académica relacionados ao
referido professor com o proposito principal de responder as questoes acima, que moti-
varam esta pesquisa. Paralelamente a essa busca, reunimos documentos que descrevem
o contexto matemaético brasileiro, desde 1930, principalmente aqueles que relacionam
a Topologia Algébrica com a carreira cientifica de Lyra. Ressaltemos que tivemos a
preocupagao de identificar as influéncias de outras culturas sobre Lyra, uma vez que

ele passou temporadas fora do Brasil.

Carlos Benjamin de Lyra nasceu em Recife-PE, em 23 de novembro de 1927. Com
o falecimento do pai e o segundo casamento de sua mae, a nova familia se mudou
para os Estados Unidos. Nessa época, Lyra tinha oito anos de idade e, naturalmente,
passou a frequentar escolas americanas. No periodo de 1939 a 1945, cursou a escola
secundéria na Iona High School, New Rochelle (New York); em 1951, apos formar-se
com distin¢cao em Matemaética na FFCL da USP, viajou a Franca para participar dos
seminarios de Cartan sobre Espagos Fibrados e assistir, ja em 1953, as palestras de Hu-
rewicz sobre homotopia no Collége de France. Para tanto, buscamos informagoes em
documentos historicos, livros, artigos, trabalhos cientificos, em sitios de programas de
pos-graduacgao e em trabalhos académicos que versam sobre a Historia da Matemética
no Brasil. Ademais, coletamos junto aos departamentos de Mateméatica do Instituto
de Matematica e Estatistica (IME — USP, Sao Paulo/SP) e do Instituto de Ciéncias
Matemaéticas e de Computagao (ICMC — USP, Sao Carlos/SP) dados da trajetoria
académica de Lyra e de alguns de seus alunos e pares. Além da pesquisa e da inves-
tigacao documental, mantivemos contato e realizamos entrevistas com topélogos que
com ele conviveram, os quais possuem bastante conhecimento do legado de Lyra, e
assim, forneceram muitas informagoes acerca do mesmo, principalmente, da relevancia
de suas obras. Ainda, relatos importantes sobre a sua vida pessoal foram obtidos em
entrevistas realizadas com sua esposa Leda Lacerda de Lyra e seus filhos Sylvia e Jorge

Lacerda de Lyra.

De posse dos dados coletados, iniciamos a elaboragao do texto. Durante tal pro-
cesso, foram feitas cinco exposi¢oes com discussao. A primeira apresentacao aconteceu
em 2011 durante a coleta de dados no “6° Encontro Luso-Brasileiro de Histéria da
Matematica” (Sao Joao del-Rei/MG). A segunda foi a apresentacdo e discussao, em
2012, do projeto de pesquisa que originou este trabalho, durante a “Atividade Inaugu-
ral do Programa de Pés-Graduagao em Educacao Matematica” (PPGEM—-Unesp, Rio
Claro/SP). A terceira ocorreu em 2012, durante o processamento dos dados, no “13°
Seminério Nacional de Historia da Ciéncia e da Tecnologia”, realizado nas dependéncias
da Universidade de Sao Paulo (USP, Sao Paulo/SP). As duas ultimas apresentagoes,

ambas realizadas em 2013, aconteceram na “Jornada da Pos-Graduagao” do PPGEM.
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As discussoes e sugestoes oferecidas foram ferramentas bastante esclarecedoras e con-

tribuiram significativamente para o amadurecimento e a conclusao desta pesquisa.

Em virtude do significante valor matemético e histérico das produgoes de Lyra,
decidimos, além da investigacao efetuada, incluir neste trabalho a anélise matematica
comentada de uma delas. Apesar da importancia de toda a sua obra, optamos pela
apreciacao da “Introducao a Topologia Algébrica”, texto que serviu de base para o
curso por ele ministrado no 1° Coléquio Brasileiro de Matematica, realizado em julho
de 1957. Avaliada nos tempos atuais, ao lado de importantes publicagoes existentes,
essa obra pode ser considerada como um texto possuidor de conteiidos abrangentes e
ricos em informacoes. O fato relevante sobre o material, o qual motivou nossa esco-
lha, é que, segundo declaracoes do professor Loibel!, trata-se do primeiro material em
Topologia Algébrica escrito em portugués. O estudo apresentado no texto versa sobre
a homologia simplicial para poliedros. Observemos que, historicamente, os poliedros
foram estudados inicialmente na Topologia Algébrica; eles tém definicdo geométrica
simples e intuitiva por meio de colagem de simplexos. Conforme Croom (1978), “além
de serem facilmente visualizados os poliedros sao suficientemente gerais para serem usa-
dos em aplicagoes” (tradugao nossa). Devemos destacar a série de aplicagoes que Lyra
apresenta no escrito; além do célculo de grupos de homologia de diversas superficies, é

demonstrado o famoso Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz.

Dessa maneira, a pesquisa esta ligada a Historia da Matematica no Brasil, vindo
ao encontro das pesquisas como as de Trivisoli (2008) que faz uma abordagem sobre a
Sociedade Matematica de Sao Paulo, as de Calabria (2010), que traz consideragoes a
respeito do 1° Coléquio Brasileiro de Matemaética e apresenta uma breve biografia de
seus participantes, e as de Cavalari (2012), que apresenta a trajetoria académica do

professor Chaim Samuel Honig.

Durante nossas inquiri¢oes, pudemos perceber o quao proeminente foi o desempe-
nho do professor Lyra no contexto matematico nacional. Em depoimento para uma
mesa-redonda sobre o 1° Coléquio Brasileiro de Matematica, a professora Elza Gomide
afirma que Lyra foi um pesquisador de grande relevo, com producoes de textos muito
importantes, tendo, dessa forma, fornecido uma inquestionével contribui¢ao para o
desenvolvimento da Matematica, particularmente da Topologia, no Brasil (GOMIDE,
2008). Foi um matematico muito versatil ao abordar em seus estudos, além da teo-
ria de homologia, diversos outros temas, principalmente da Topologia Algébrica, tais
como: homotopia, fibrados, superficies de Riemann e obstrugao. Segundo considerou a
comissao julgadora do Concurso de Professor Adjunto da USP, Lyra teve “uma carreira

cientifica universitaria, sob todos os pontos-de-vista altamente meritoria’. A comissao

lEm entrevista a nos concedida em 2012.
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emitiu, ainda, o seguinte parecer: “chama a atencao a seriedade e coeréncia dos tra-
balhos do candidato numa &area reconhecidamente dificil como Topologia Algébrica”
(Univ. de Sao Paulo, 1980). Gomide (2008) também assevera:

O Lyra teve muitas habilidades. Com essas atitudes de interesse pela ma-
teméatica que ele tinha revelado ja tao cedo, trabalhou na difusdo da ciéncia

brasileira, ajudando em todos os ramos. (p.93)

Com efeito, Hilton (1974) afirma:

O fato de que ele [Lyra| foi eleito para a Academia Brasileira de Ciéncias
com uma unanimidade sem precedentes, mostrou como seus colegas de todas
as areas da ciéncia apreciavam suas muitas e grandiosas qualidades e sua
enorme atividade em nome da comunidade cientifica no Brasil. (p.122 —

tradugao nossa).

O estudioso em questao foi um dos ativistas do movimento académico na Universi-
dade de Sao Paulo tendo se dedicado, dentre outras, na definicao da carreira université-
ria na USP, na Associacao dos Auxiliares de Ensino da USP, que desenharam a carreira
académica dentro da Universidade de Sao Paulo; na organizagao de uma Associagao de
Docentes da USP (como representante da mesma, participou dos trabalhos que con-
duziram & criagao da FAPESP — Fundacao de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao
Paulo (Univ. de Sao Paulo, 1980); na elaboragdo do Regulamento de Pos-Graduagao
do Instituto de Matemética e Estatistica da Universidade de Sao Paulo - IME-USP
(Univ. de Sao Paulo, 1980); no preparo da documentagao para o reconhecimento dos
Programas de Mestrado e Doutorado do IME-USP. Ademais, foi um dos idealizadores
do Coloéquio Brasileiro de Matematica, tendo ministrado um curso no primeiro deles
e coordenado a comissao organizadora do segundo. Ainda, conforme Gomide (2008,
p.94), “sem divida, ele teve uma atuagao destacada em todos os Coléquios de que

participou e em tudo que se desenhou a partir de entao”.

Quanto a sua trajetoria académica, mesmo antes de ingressar, em 1947, no Curso
de Matematica da Faculdade de Filosofia Ciéncias e Letras (FFCL) da USP, era con-
siderado um aluno com conhecimentos proeminentes em Matematica, fato que talvez
se justifique quando observamos que Lyra, quando residiu com a familia nos EUA,
teve contato frequente com o célebre pesquisador Richard Courant? (1888 - 1972) em

viagens de trem?3. Foi um aluno brilhante e obteve licenciatura em 1950. Nesse mesmo

2Courant foi um matemético alemao judeu que fora aos EUA para fugir da Alemanha nazista.

(GOMIDE, 2008, p.93)
3 Ambos residiam no subtrbio e utilizavam o meio transporte todos os dias para se locomover até

New York.
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ano, manifestou interesse pela Topologia Algébrica ao assistir a um curso sobre Teoria
da Homologia Simplicial, ministrado pelo professor Candido Lima da Silva Dias, que
retornara hé pouco tempo dos Estados Unidos apos estudar o assunto com Cartan e
Spanier. Em dezembro de 1958, sob a orientagao do professor Candido Dias, defen-
deu o trabalho de doutoramento “Sobre espacos do mesmo tipo de homotopia que o
dos poliedros”, sendo aprovado com distin¢gao. Em 1954, foi contratado como Auxiliar
de Ensino junto a cadeira de Anélise Mateméatica da FFCL — USP, desenvolveu uma
brilhante carreira na instituicao, que culminou com a sua promocao a Professor Ad-
junto em 1974. Sua carreira teve muitos degraus, contudo nao conseguiu chegar ao
topo da carreira porque faleceu muito cedo, apés atingir o pentltimo nivel da carreira

académica, que posteriormente deixou de existir, antes do titulo de “Professor Titular”.

Para cumprir os objetivos aqui apresentados, o texto organiza-se da forma exposta

a seguir:

O capitulo 1 apresenta como se deu o surgimento, em termos mundiais, da area
de pesquisa denominada Topologia, desde os primeiros problemas que posteriormente
foram categorizados nesta area, destacando os matematicos proeminentes no desenvol-
vimento e estabelecimento da mesma. Destacamos ainda nesse cenério, o surgimento

da Topologia Algébrica como uma das subdivisdes da Topologia.

No capitulo 2, com o propésito de apresentar o surgimento da pesquisa em Topologia
Algébrica no Brasil, tecemos comentarios acerca da criacao do curso de Matemética na
fundacao da Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras (FFCL) da Universidade de Sao
Paulo (USP).

O terceiro capitulo é destinado a uma biografia de Carlos Benjamin de Lyra, com
consideracoes a respeito de sua vida pessoal, desde a infancia, passando pelo periodo em
que residiu nos EUA, seu retorno ao Brasil e o desenvolvimento de sua vida académica

desde entao.

O capitulo 4 é dedicado a influéncia cientifica que Lyra exerceu sobre estudantes
que se dedicaram a pesquisa em Topologia Algébrica e que se tornaram grandes expo-
entes na area em nosso pais. Apresentamos a produgao académica de nosso pesquisado,
trazendo particularidades de suas obras, como, por exemplo, seus trabalhos de Dou-
torado e de Livre Docéncia, que serviram de ponto de partida para novas pesquisas.
Concluimos o capitulo listando todas as referéncias bibliograficas utilizadas por Lyra

em seus trabalhos.

O quinto e ultimo capitulo traz uma analise comentada da obra “Introducgao a
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Topologia Algébrica”, produzida por Lyra que serviu de texto para um curso ministrado
por ele no “Primeiro Coloquio Brasileiro de Matematica”, realizado em 1957, na cidade

mineira de Pocos de Caldas.



1 O Surgimento da Topologia no
Mundo

A Topologia é um ramo da Mateméatica que pode ser dividido em trés subareas:
Topologia Algébrica, Topologia Diferencial e Topologia Geométrica. De acordo com
Katz (1998, p.814), a Topologia pode ser entendida como a parte da Geometria que
se preocupa com as propriedades das figuras que sao invariantes diante de transforma-
¢oes continuas, bijetoras cujas inversas também sao continuas. Em termos mundiais,
a Topologia Geral teve grande avango apés a publicacao, em 1914, do livro de Fe-
lix Hausdorff (1868 - 1942) intitulado Grundziige der Mengenlehre (cujo titulo pode
ser traduzido como “Fundamentos da Teoria dos Conjuntos”). Apesar disso, é impor-
tante nao perder de vista que as ideias publicadas por Hausdorff ja eram conhecidas e
utilizadas por Jules Henri Poincaré (1854 - 1912), desde 1895:

Topologia, por muitos anos, tem sido considerado um dos mais excitan-
tes e influentes campos de pesquisa em Mateméatica Moderna. Apesar de
suas origens serem remetidas hé varias centenas de anos, foi Poincaré quem,
tomando emprestada uma expressao usada por Mdébius, “deu asas a topolo-
gia” em uma classica série de artigos [Analysis Situs| publicada na virada
do século. (JAMES, 1999 - tradugao nossa).

Poincaré, por sua vez, objetivava alicercar as ideias intuitivas de Georg Friedrich
Bernhard Riemann (1826 - 1866). Segundo Boyer e Merzbach (2011, p.570), a Topolo-
gia teria surgido no século XX como um tema que unifica quase toda a Matematica. A
afirmagao anterior se concretiza quando O’Connor e Robertson (1996) observam que
as ideias topologicas estao presentes na maioria das subareas da Matematica Moderna,
complementam ainda que, historicamente, temos varios problemas (hoje categorizados

em Topologia) provenientes de areas como Geometria, Analise e Anélise Funcional.

1.1 Topologia: primeiros passos

Um problema que talvez tenha sido o primeiro resultado topologico é o famoso

“Problema das pontes de Konigsberg”, sendo diversas as teorias sobre seu surgimento.

16
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Ko6nigsberg foi uma cidade da Prissia, regiao que corresponde ao que conhecemos hoje
como a cidade de Kaliningrado na Riussia. O problema se baseava na geografia da
cidade, que era atravessada por um rio sobre o qual existiam sete pontes, como ilustra

a Figura 1.1%.

Figura 1.1: Mapa da antiga Konigsberg - Prussia (datado de 1910)

!Fonte: http://mapas.owje.com/maps/10161 mapa -de-kaliningrado-konigsberg-rusia-1910.html
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Na referida figura, as pontes sao indi-
cadas através de pequenas circunferéncias.
A questao estava em descobrir se era pos-
sivel fazer um passeio pela cidade de forma
a atravessar uma unica vez cada uma das
sete pontes. O primeiro a fazer uma de-
monstracao de que o problema era impos-
sivel foi o matematico e fisico suigo Leo-
nhard Euler (1707 - 1783), Figura 1.2, em
1736.

Para entender como Euler resolveu o
problema, vamos inicialmente interpreta-
lo como no diagrama ilustrado pela Figura
1.3. Ele usou a notagdo AB para represen-

tar a travessia da area A para a area B,

Figura 1.2: Leonhard Euler

analogamente usou BA para representar a ligacao de B com A, C'D para a ligagao

entre C' e D, e assim sucessivamente para cada um dos casos em que hé ligagao (ponte)

entre duas areas do diagrama.

Figura 1.3: Diagrama das pontes de Konignsberg

Devemos agora definir o que entendemos por um caminho. Se saimos da érea D para

a area A e seguimos para a area C', temos um caminho denotado por DAC. Atentemos

para o fato de que a posicao de cada letra no caminho nao é comutativa. Apos observar

que para representar n travessias é necessario utilizar n + 1 letras na representacao do

caminho, Euler percebeu que, para atravessar as sete pontes, precisaria de um caminho

com oito letras. Ao observar o diagrama, como existem duas pontes ligando A e B,

¢é indispensavel que tais letras figurem lado a lado no caminho duas vezes. O mesmo

acontece com A e C. As letras C' e D deverao figurar apenas uma vez, assim como
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B e D. Euler ainda observou que se o niimero n de pontes que dao acesso a uma

determinada &rea é impar, entao a sequéncia que representa o caminho devera ter
n+1

letras que designam &reas, caso o problema seja admissivel.

Suponhamos que o problema tenha solug¢ao e o dividamos em partes, analisando

cada area separadamente com as pontes que dao acesso a ela. Cinco delas dao acesso
+1

a area A, logo A deve aparecer = 3 vezes na sequéncia que representa o cami-
nho. Analogamente B,C e D devem aparecer, cada uma, duas vezes. Dessa forma, é
necessario que tenhamos um caminho com 3(A) +2(B) +2(C) +2(D) = 9 letras. Con-
tradicao, uma vez que, como observado anteriormente, o caminho para esse problema
deveria ser representado por oito letras. Com isso, Euler demonstrou que o problema

nao possui solugao.

Esta questao também pode ser atacada através da Teoria dos Grafos. O diagrama

das Pontes de Konigsberg na linguagem dos grafos se caracteriza como na Figura 1.4.

Figura 1.4: Grafo relacionado ao Problema das Pontes de Kdénigsberg

Nessa linha, apresentamos em seguida, de maneira breve, uma solu¢ao do problema.

Definigao 1.1 (Vértice). A cada um dos pontos nos quais se unem os caminhos,
chamamos vértice do grafo. Designamos tais vértices pela mesma letra que nomeia a

drea a ele pertencente.

Definicao 1.2 (Grau de um vértice). O grau de um vértice é dado pelo nimero de
caminhos que chegam a ele. Se um vértice recebe um niumero impar de caminhos,
dizemos que seu grau € impar, e se um vértice recebe um niumero par de caminhos,

dizemos que seu grau € par.

Proposicao 1.3. Um grafo possui solu¢io (admite um “Passeio de Euler”) se todos

seus vértices tém grau par ou possui exatamente dois vértices com grau impar.’

2Uma demonstracao da proposicao 1.3 é apresentada por Costa (2011, p.26).
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No caso do nosso problema, percebemos que o grafo possui quatro vértices com

grau impar, logo ele nao admite solugao.

Em 1752, ap6s uma publicacao admitindo que nao poderia provar a famosa férmula
para poliedros v —e+ f = 2, em que v é o ntimero de vértices, e o ntimero de arestas e f
o nimero de faces, Euler publicou um segundo artigo no qual fazia uma demonstracao
para a formula assumindo que os poliedros eram convexos, de forma que uma linha
reta que liga dois pontos sempre esta no interior do poliedro. A partir de tal formula,
em 1813, o matematico suigo Antoine-Jean Lhuilier (1750 - 1840) demonstrou que
a formula de Euler nao estava correta para “poliedros com buracos” e apresentou o
primeiro invariante topolégico conhecido. Considerando g o niimero de buracos no
poliedro, Lhuilier provou que v — e+ f = 2 — 29 (O’'CONNOR; ROBERTSON;, 1996).

Apresentamos alguns dos principais pesquisadores que contribuiram para a cons-

trucao da Topologia em termos mundiais.

1.2 Pesquisadores notaveis no desenvolvimento da To-
pologia

Caminhando pela Historia encontra-
mos o alemao Johann Benedict Listing
(1808 - 1882) (Figura 1.5) que, de acordo
com O’Connor e Robertson (1996), foi
o primeiro a utilizar a palavra “Topolo-
gie” (traduzida do alemao: Topologia)
no primeiro texto sobre o assunto: Vors-
tudien zur Topologie (Estudos Prelimi-
nares sobre a Topologia - Figura 1.6),
em 1847. Ele defendeu que era possivel
utilizar o termo Topologie no lugar do
nome que Leibniz utilizava “Geometria
Situs”. Ainda acrescentou seu entendi-
mento sobre o termo Topologie como as

leis de conexao, de posigao relativa no

espago e da sucessao de pontos, retas,

superficies et cetera, sem se preocupar

Figura 1.5: Johann Listing

com as questoes relativas a medida e
quantidade (LISTING, 1848, p.814). Apesar disso, o proprio Listing ja havia feito
uso de tal palavra em uma longa carta, em 1836, direcionada a um de seus antigos pro-

fessores da escola Miiller. O assunto foi tratado como “Analysis Situs” por varios anos
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YVorstudien

Eur

TOPOLOGIE

JOHANN BENEDICT _LISTING.

[Mit slngedruckien Holzachnittesn.)

Abgedruckt aus den GBltinger Studien. 18547.

*-I
Gottingen

bal Yandenhoack und Ruprechi.
1848

Figura 1.6: Capa de Vorstudien zur Topologie
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e foi somente no final da década de 1920 que o matematico russo Solomon Lefschetz

(1884 - 1972) utilizou a palavra inglesa “Topology”.

August Ferdinand Mobius (1790 -
1868), Figura 1.7, nasceu na SaxoOnia
(atual Alemanha) e é responsavel por
um outro marco no desenvolvimento da
Topologia: uma descri¢ao, publicada em
1865, de uma superficie bidimensional
com apenas um lado e nao orientavel
que mais tarde ficaria conhecida como
“Faixa de M6bius”, ilustrada pela Figura
1.8%. A ideia usada por Mobius para
tracar uma descri¢cao de nao orientabili-
dade da superficie por ele apresentada,
consistia em tentar cobri-la com trian-
gulos orientados, tendo descoberto que
isso era impossivel. Tal descoberta abriu
campo para se pensar em propriedades
mais gerais que ainda nao haviam sido

cogitadas.

Figura 1.7: August Mobius

O’Connor e Robertson (2000) destacam que Listing, em 1858, descobriu as propri-

edades da “Faixa de M6bius” quase que ao mesmo tempo e de forma independente de

Mobius.

Figura 1.8: Faixa de Mdbius

Analisando o inicio da Topologia fica claro que nao podemos atribuir sua criagao

a apenas um homem. Apesar disso, é evidente que foi Poincaré (Figura 1.9), com a

3Construida com auxilio do software matematico Maple.
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publicagao de sua célebre série de artigos Analisys Situs em 1895, quem sistematizou

e alicercou as ideias intuitivas de Riemann?.

Figura 1.9: Jules H. Poincaré.

A obra Analysis Situs (Figura 1.10), apresentava de forma rigorosa a ideia de cone-
xidade e trazia consigo os conceitos de grupo fundamental e homotopia, a introdugao
do conceito de homologia e uma definicao mais precisa dos niimeros de Betti®. Como
a obra Analysis Situs ¢ um marco para a criagao da Topologia Algébrica, O’Connor e
Robertson (2003) afirmam que tal fato permite tratar Poincaré como fundador da To-
pologia Algébrica, que, em linhas gerais, pode ser entendida como o ramo da Topologia

que estuda os espacos topologicos através de ferramentas da Algebra.

4Em 1851, em seu trabalho de Doutorado que tratava da teoria das funcées complexas utilizando

conceitos topoldgicos, dando, dessa forma, pela primeira vez, um tratamento sistematico a Topologia.
®Mais informagoes sobre esses conceitos podem ser encontradas em Munkres (1975).
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JOURNAL

LECOLE POLYTECHNIQUE.

!l

ANALYSIS SITUS;

Par M. II. POINCARE.

INTRODUCTION.

La Géométrie i n dimensions a un objet réel; personne n'en doute
anjourd hui. Les étres de 'hyperespace sont susceptibles de définitions
precises comme cenx de 'espace ordinaire, et si nous ne pouvons nous
les représenter, nous pouvons les concevoir et les étadier. Si done, par
exemple, la Mécanique i plus de trois dimensions doit étre condamnée
comme dépourvue de tout objet, il n'en est pas de néme de I'lypergéo-
métrie.

Ia Géométrie, en effet, n'a pas pour unique raison d'étre la description
immédiate des corps qui tomhent sous nos sens: elle est avant tont
I"'étude analytique d'un groupe; rien n'empéche, par conséquent, d'abor-
der d’autres groupes analogues et plus généraux.

Mais pounrquoi, dira-t-on, ne pas conserver le langage analytique et le
remplacer par un langage géométrique, qui perd tous ses avantages dis
gue les sens ne penvent plus interveniv, Clest que ce langige nonvean est
plus coneis; ¢'est ensnite que I'analogie avee la Géométrie ordinaire pent
créer des associations d'idées fécondes et suggérer des généralisations

utiles.
J.E. P, o5 (C.o* 1), .

Figura 1.10: Primeira pdgina da obra Analysis Situs (POINCARE, 1895)
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Enrico Betti (1823 - 1892), Figura 1.11,
nascido em Pistoia, Toscana (hoje Itélia), é
muito conhecido por suas contribuicdes a Al-
gebra e a Topologia e, em 1871, publicou a
defini¢cao do que hoje conhecemos por “nime-
ros de Betti” (designagao dada por Poincaré).
Apesar dos estudos sobre Topologia Algébrica
de Poincaré terem sido secundéarios, para que
ele pudesse obter resultados para seu traba-
lho em Astronomia, foi ele quem permitiu um
grande avango a Topologia (um dos primeiros

a contribuirem para a mesma) e despertou o

interesse de varios matematicos pela area.

Figura 1.11: Enrico Betti

O matematico francés Maurice René Fré-
chet (1878 - 1973), Figura 1.12, mais do que
introduzir os conceitos de “espagos métricos”,
foi capaz de estender o conceito de convergén-
cia no espacgo euclidiano por meio de tal defi-
ni¢ao de espago métrico. Fréchet fez grandes
contribuigoes para a Topologia dos conjuntos
discretos e fundou a “teoria de espagos abstra-

tos”.

Figura 1.12: Maurice Fréchet

Embora tenha sido introduzido por Fré-
chet, o termo espago métrico é devido ao ma-
tematico Felix Hausdorff (1868 - 1942), Figura
1.13, nascido em Breslau, Alemanha (atual
Wroclaw, Polonia). Tal mateméatico permi-
tiu a Topologia um grande avango em ter-
mos mundiais apdés a publicagao, em 1914,
do livro Grundziige der Mengenlehre (Fun-

damentos da Teoria de Conjuntos), que foi a

primeira publicacao abrangente sobre esse as-

sunto e que, além disso, trazia capitulos sobre Figura 1.13: Felix Hausdorff
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“teoria da medida” e Topologia. Katz (1998, p.818) afirma

Foi Felix Hausdorff (1868 - 1942) quem conseguiu dar uma axiomatizagao
completa da nocao de um espaco topoldgico a partir de propriedades padroes
de conjuntos dos numeros reais. Ele descreveu esta axiomatizacao em seu

texto de 1914, Grundziige der Mengenlehre |...]. (Tradugao nossa).

A primeira parte do livro é uma exposicao sistematica dos aspectos caracteristicos
da teoria dos conjuntos, na qual a natureza dos elementos nao tem importancia, ou seja,
apenas as relagoes entre os elementos sao importantes. Na segunda parte, ¢ possivel

encontrar um desenvolvimento claro dos “espacos topoldgicos de Hausdorft” a partir de
uma colegao de axiomas (BOYER; MERZBACH, 2011, p.570). James (1999) destaca
que, para Hausdorff, um espaco topologico era entendido como um conjunto X de
elementos x e vizinhangas U, de x que satisfazem os seguintes axiomas:

i) A cada ponto x corresponde pelo menos uma vizinhanga U, que contém o préprio ponto x;

ii) Se U, eV, sao duas vizinhangas de um mesmo ponto x, entao existe uma vizinhanga W, tal

que W, esteja contida em ambas, U, e V;
ili) Se um ponto y pertence a U,, entao existe U, contida em Ug;

iv) Para quaisquer dois pontos = e y existem U, e V,, disjuntas.

Segundo Boyer e Merzbach (2011, p.570), foi essa forma de definir as vizinhangas

que permitiu a Hausdorff introduzir o conceito de continuidade.

Numa terminologia atual, temos:

Definigao 1.4 (Topologia). Seja K um conjunto nao vazio. Definimos uma estrutura
T chamada topologia de K (ou sobre K ) se T atende as trés propriedades:

i) K e & pertencem a K;

it) A reunido qualquer de elementos de K é um elemento de K;

i11) A intersecdo finita de elementos de K é um elemento de K.
A estrutura 7 pode ser entendida como uma familia de subconjuntos abertos de K.

Definigao 1.5 (Espago topologico). Na Definicao 1.4 dizemos que o par (K,T) € um
espaco topoldgico. Geralmente, quando nao hd risco de confusao, o espaco topologico €

referenciado com a indica¢ao apenas do conjunto.

Definigao 1.6 (Espaco topologico de Hausdorff). Um espago topoldgico K é um espago
topologico de Hausdorff se para quaisquer elementos distintos x e y de K existem,
contidas em K, vizinhancas disjuntas U, e V,, de x ey, respectivamente, isto €, U, N
V,=92.
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De acordo com Katz (1998, p.819), existiam trés caminhos pelos quais se poderia
basear uma teoria geral para espacos topologicos: as nogoes de distancia, de vizinhanca
e de limite. Fréchet, por exemplo, utilizou os conceitos de distancia e limite. Hausdorff
percebeu que partindo da nogao de distancia, é possivel definir as outras duas, en-
quanto que comegando pela no¢ao de vizinhanca, s6 é possivel definir limite. Em geral,
contudo, nao se podem inverter tais procedimentos. Apesar disso, o critério para a
escolha, segundo Hausdorff (1914 apud KOESIER; MILL, 1999, p.214), é uma questao
de gosto, e por isso ele decidiu comegar com a ideia de vizinhanga a partir da qual

definiu espago topologico.

Um segundo caminho pelo qual se desenvolveu a Topologia foi a generalizagao
das ideias de convergéncia. Numa linguagem atual, podemos definir convergéncia da

seguinte forma:

Defini¢ao 1.7. Uma sequéncia infinita de pontos (x1,x2,T3,...,%p,...) de X € dita
convergir para um ponto x de X se para toda vizinhanca U, existe um inteiro positivo

p tal que x; pertence a U, para todo v > p. Notagao: x, — .

Para chegarmos nessa rigorosa definicao, foi necessario percorrer um longo percurso,
iniciado em 1817 com o padre tcheco Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano
(1781 - 1848), Figura 1.14 (a), que desfez a associagdo entre convergéncia e sequéncia
de numeros e associou convergéncia com qualquer subconjunto infinito limitado de
numeros reais, e posteriormente com o matematico Karl Theodor Wilhelm Weierstrass
(1815 - 1897), Figura 1.14 (b).

Figura 1.14: (a) Bernard Bolzano (esquerda). (b) Karl Weierstrass(direita)
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Katz (1998, p.814) expoe que foi a partir
dos estudos sobre nimeros reais, do matema-
tico russo Georg Ferdinand Ludwig Philipp
Cantor (1845 - 1918), Figura 1.15, que houve
um impulsionamento da Topologia Geral. As-
sim, o seu objetivo central era apresentar um
contexto adequado generalizando tais propri-
edades dos ntimeros reais, como as proprieda-
des de Bolzano-Weierstrass e de Heine-Borel®.
Ambas proximamente relacionadas a impor-

tante e moderna nogao de compacidade.

Cantor introduziu o conceito de “conjunto

derivado” ou “conjunto de pontos limite”, que

Figura 1.15: George Cantor

depois passou a ser chamado “conjunto de
pontos de acumulacao”; também definiu sub-
conjuntos fechados da reta real como subconjuntos contendo o conjunto derivado.
Ainda, o conceito de conjunto aberto, também fundamental em Topologia, foi introdu-

zido por esse matematico.

Em 1877, Weierstrass provou, numa sequéncia de palestras nao publicadas, um

teorema antes ja abordado por Bolzano:

Defini¢ao 1.8 (Ponto de acumulacao). Seja X C R um conjunto. Um ponto p € R
¢ dito um ponto de acumulacao de X se em qualquer intervalo aberto centrado em p,

existe pelo menos um elemento de X distinto de p.

Teorema 1.9. Um conjunto limitado contendo infinitos elementos possui pelo menos

um ponto de acumulacao.

Esse teorema garante a completude dos nimeros reais. A demonstragao deste re-
sultado foi feita pelo préprio Bolzano, mas foi a obra de Weierstrass que o tornou
familiar & comunidade matemaética. Com sua demonstracao, Weierstrass introduziu o

importante conceito de vizinhanga de um ponto.

Atualmente, nos cursos de Anéalise Matematica, é estudado um teorema que leva o

nome de ambos, o “Teorema de Bolzano-Weierstrass”. Na terminologia atual:

Definigao 1.10 (Conjunto compacto). Um conjunto X € dito compacto se toda sequén-

cia (x,) de X admite uma subsequéncia convergente (x,,) — p, onde p € X.

6Mais informagoes sobre estes pesquisadores sdo apresentadas por James (1999).
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Teorema 1.11 (Bolzano-Weierstrass). Um subconjunto X do espago euclidiano R"™ é

compacto se, e somente se, € fechado e limitado.

Ressaltamos, ainda, que Weierstrass normalmente nao publicava suas ideias, mas
elas foram difundidas por estudantes como Ferdinand Lindemann e Eduard Heine, que

assistiram as suas aulas.



2 A Topologia Algébrica no Brasil

2.1 O curso de Matematica na criacao da FFCL

No Brasil, um grande impulso ao desenvolvimento da Topologia ocorreu com a

criagao da Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras da USP — Sao Paulo/SP, que

aconteceu, conforme apresenta Dias (1994, p.97), em 25 de janeiro de 1934, mesmo dia

da criacao da propria Universidade de Sao Paulo. O Professor Candido Lima da Silva

Dias assevera, sobre a importancia da Criagao da USP e da FFCL:

[...] esse fato foi importantissimo e nao existe outro mais significativo na
evolugao cientifica brasileira. Esté relacionado com a grande figura de seu
criador - Armando de Salles Oliveira. Essa iniciativa foi inesperada. Eu
era aluno da Escola Politécnica e, de vez em quando, ouvia falar sobre a
viabilidade da fundacao da USP. De repente, saiu o decreto constituindo a
Universidade. E, dentro dela, uma novidade na vida académica: a Facul-
dade de Filosofia, Ciéncias e Letras. Tudo isso em consequéncia daquele ato
governamental publicado em 25 de janeiro de 1934. [...]| houve a decis@o
de enviar Teodoro Ramos & Europa — Franga, Alemanha e Italia — a fim de
contratar professores para as disciplinas béasicas da Faculdade de Filosofia.
Como aconteceu isso em tao pouco tempo? Que outro fato tem um valor
equivalente? Em resumo, a criagdo da USP e da Faculdade de Filosofia,
Ciéncias e Letras marcou o inicio de uma nova etapa na vida cultural do
pais. (DIAS, 1994, p.104)

Por ocasiao de tal criacao, foram contratados professores estrangeiros para que

ministrassem as aulas. Um dos notoérios professores foi Luigi Fantapié (1901 - 1956),

(Figura 2.1'), que teve papel fundamental na criagao do curso de Matematica de nivel

superior. Dias (1994, p.100) destaca a respeito da importancia da vinda de Fantapié

ao Brasil:

A presenca dos professores estrangeiros na fase pioneira da Faculdade de
Filosofia foi decisiva, importante e renovadora. Fantapié, por exemplo, in-

troduziu no Brasil os cursos de Matematica, porque anteriormente, nas

'Fonte: <http://www.fantappie.it/>. Acesso em fez. 2014.
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escolas politécnicas ou de engenharia, somente se ministrava a parte funda-

mental do Célculo Infinitesimal. Fantapié desenvolveu cursos inteiramente

diferentes: teoria dos grupos, grupos continuos, teoria dos nimeros, formas

diferenciais aplicadas & analise, anélise tensorial (que se denominava, entao,

de calculo absoluto, como ele dizia).

Segundo Dias (1994, p.98), Fantapié, ini-
cialmente, ministrou aulas de Célculo Infini-
tesimal na Escola Politécnica (1934). Com
a criacao do curso de Matematica, um exame
foi aplicado pelo proprio professor aqueles que
gostariam de ingressar em tal curso, desta-
camos, dentre esses, Candido Lima da Silva
Dias? (1913 - 1998) (Figura 2.2%). Cinco fo-
ram os primeiros alunos a se formar, o que
aconteceu em 1936 (a saber: Candido Lima
da Silva Dias, Fernando Furquim de Almeida,
Carmello Damato, Francisco Antonio Lacaz
Netto, Mario Schenberg e Julio Rabin) (CA-
VALARI, 2012, p.33). Fantapié esteve res-

Figura 2.1: Luigi Fantapie

Figura 2.2: Candido L. S. Dias

responsavel pelas Catedras de Anéalise Mate-
mética e de Geometria. Em 1936, veio ao
Brasil o gedmetra italiano Gidcomo Albenese
(1890 - 1948) (Figura 2.31) que, entdo, assu-
miria a Catedra de Geometria (LIMA, 2012).

Com a eclosao da Segunda Guerra Mun-
dial, em 1939, muitos dos professores estran-
geiros regressaram aos seus paises, incluindo
Fantapie, que, neste mesmo ano, retornou a
Italia. Por essa razao, novos professores pre-
cisaram ser contratados, o que fez com que
os departamentos precisassem absorver seus

ex-alunos.

2Candido havia ingressado na Escola Politécnica em 1932, seguindo os passos do pai, que era

engenheiro e se formara la. Por questoes de vocacao, Dias transferiu-se, sem que houvessem objecoes

por parte de seu pai, para a nova FFCL para cursar Matemaética (DIAS, 1994, p.98).
3Fonte:  <http://icmc.usp.br/Portal /conteudoDinamico.php?id menu=946&id menu_ supe-

rior==329>. Acesso em fev. 2014.
4Fonte: (DIAS, 1994, p.101)
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A Catedra de Analise Matematica foi, em 1939,
assumida por Omar Catunda® (1906 - 1986) (Fi-
gura 2.4), primeiro assistente de Fantapi¢. Catunda
havia se graduado em 1930 em Engenharia Civil
pela Escola Politécnica de Sao Paulo. Como as-
sistente, desenvolveu estudos na ‘“Teoria dos Fun-
cionais Analiticos” e, entre novembro de 1938 e
margo de 1939, desenvolveu estudos poés graduados
em Roma® (SILVA, 2006, p.74). Em 1942, com o
retorno de Albanese a Italia, a Catedra de Geome-
tria foi desdobrada em duas: a de Geometria Ana-
litica, Descritiva e Projetiva e a de Complementos
de Geometria a Geometria Superior, que ficaram,
respectivamente, sob responsabilidade de Benedito
Castrucci e Candido Lima da Silva Dias — que ha-

via sido nomeado segundo assistente de Fantapié

Acervo FFCL-USP

Figura 2.3: Gidcomo Albasene

em 1932, quando tinha 23 anos’. Nesse mesmo ano, Dias concluiu seu doutoramento.

Acerve FFCL-USP

Figura 2.4: Omar Catunda

Candido Dias dirigiu o Instituto de Cién-
cias Matemaética de Sao Carlos (ICMSC) da
USP entre os anos de 1974 e 1978, periodo
em que também se dedicou a lecionar na re-
cém criada Universidade Federal de Sao Car-
los (UFSCar). Mesmo apos a aposentadoria,
em 1978, continuou como docente na UFSCar.
Em 1990, por motivos de uma lei federal, foi

aposentado compulsoriamente em 1990.

Com a ascendéncia de Dias, em 1942, ao
cargo de Catedratico®, a vaga de auxiliar na
Catedra de Analise Matematica foi, entao,
atribuida a Edison Farah (1915 - 2006), que

nela permaneceu até 1944. No ano de 1945,

°De acordo com Lima (2012), apesar de ter assumido a Catedra em tal periodo, seu nome apenas

deixou de constar como assistente apos a realizagdo de um concurso em 1944. Ainda, em 1939,
Catunda foi nomeado chefe do Departamento de Matematica da FFCL.
6Catunda usufruiu de uma bolsa de estudos oferecida pelo governo Italiano, que foi conseguida por

Fantapieé.

"Mais tarde, Candido aperfeicoou-se em Topologia nos EUA com Edwin Spanier e Henri Cartan.
8Dias destaca que nao prestou concurso para livre-docéncia porque nao havia grandes preocupacoes
com isso naquela época, apenas em 1951 realizou o concurso para a Catedra (DIAS, 1994, p.101).
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assumiu como assistente a professora Elza Furtado Gomide (1925 - 2013) (Figura 2.5%).

Gomide ingressou no ensino superior em
1942, quando tinha apenas 16 anos, no curso
de Fisica da FFCL da USP e, paralelamente a
isso, cursou Bacharelado em Matemaética, tendo
obtido os titulos de graduada em Fisica e Mate-
mética em 1944 e 1945, respectivamente (LIMA,
2012, p.441). Defendeu o Doutorado em 1950,
sob orientagao de Jean Frédéric Auguste Del-
sarte (1903 - 1968), tornando-se, entdo, a pri-
meira mulher, em uma instituicao brasileira, a
receber o titulo de Doutora em Matematica. Em
1954, foi contratado para assumir o cargo de se-

gundo auxiliar na Catedra de Anélise Matemé-

tica, para atuar ao lado de Gomide, o professor
Carlos Benjamin de Lyra (1927 - 1974) (Figura

2.6). Ele regressara da Franca apos assistir aos

Figura 2.5: Elza F. Gomide

seminarios de Cartan e as palestras de Hurewicz no Collége de France.

Nesse periodo, Gomide comecou a questio-
nar o oferecimento direto da disciplina Anéalise
Matemética (sem um curso anterior de Cél-
culo), tendo, entao, com o aval de Catunda,
comecado a direcionar a disciplina nesse sen-
tido. O papel inicial do assistente era minis-
trar principalmente aulas de exercicios. Com
a ida de Catunda aos EUA, Gomide e Lyra
assumiram também algumas aulas teoricas,
quando, de acordo com Lima (2012, p.134),
Gomide passou a pensar em dar um direcio-

namento diferente a disciplina de Anéalise!°.

Segundo relatou Gomide, por ocasiao de

Figura 2.6: Carlos B. de Lyra

uma mesa redonda constituida para falar so-
bre as impressoes do 1° Coléquio Brasileiro
de Matematica (1° CBM - realizado em 1957 na cidade de Pogos de Caldas/MG), foi

grande a importancia de Lyra para a Topologia, que, por sua vez, fora influenciado

9Fonte: (CAVALARI, 2012).
10Mais informacoes a respeito dessa reformulagio podem ser encontradas em Lima (2012).
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por Candido Dias na escolha da Topologia Algébrica como campo de atuagao. Nas
palavras dela, “talvez o Prof. Céandido tenha dado o primeiro curso de topologia al-
gébrica no Brasil e esse curso teria influenciado muito o Lyra na escolha da carreira
dele” (GOMIDE, 2008, p.93). Devemos destacar que isso ocorreu em uma época em
que nao havia muito estudo sobre o tema no Brasil, de fato, percebemos isso no relato
do professor Chaim Honig (1926 - ) (também participante da citada mesa redonda,
organizador do 1° CBM) falando sobre uma conferéncia que havia proferido na reunido
da Sociedade Brasileira para o Progresso da Ciéncia realizada em Ouro Preto no ano
de 195611:

Eu fiz uma conferéncia 14, e no fim da conferéncia, me fizeram um monte
de perguntas sobre a chamada “mateméatica moderna” (topologia, algebra
etc.). Eu fiquei surpreso com esse interesse por essas areas e, na volta, eu
passei pelo Rio e falei com o Prof. Leopoldo Nachbin do interesse que havia
e que eu achava interessante fazermos uma reunido de matemaética, com
certa duracgao - duas ou trés semanas -, e que fossem dados cursos sobre
essas disciplinas. E voltei pra Sao Paulo. O Prof. Nachbin imediatamente
falou com o Prof. Couceiro no CNPq e cheguei em Sao Paulo e encontrei
um telegrama informando que tinha sido aprovado 500 mil... (ndo sei qual

a moeda da época) para o evento. Entao a gente tocou as coisas pra frente.

2.2 A pesquisa em Topologia Algébrica

Um problema fundamental em Topologia é determinar quando dois espagos sao
homeomorfos, isto é, quando existe entre eles um homeomorfismo. Alis, diversos pes-
quisadores da area colocam que as duas questoes mais importantes em Topologia sao
as de extensao de fungoes e de classificagdo (por homeomorfismos ou por homotopias,
por exemplo). Para a classificagdo por homeomorfismos, definimos uma rela¢ao de
equivaléncia entre dois espagos topologicos X e Y por: X é equivalente a Y se, e
somente se, sao homeomorfos. Esse problema é atacado através de invariantes topolo-
gicos, que se caracterizam por propriedades que nao se alteram por homeomorfismos.
Um invariante topologico pode ser uma propriedade geométrica do espago (conexao
ou compacidade), um numero associado a um espaco (caracteristica de Euler), ou um
sistema algébrico como um grupo, um anel ou um modulo (grupos fundamentais, de

homotopia, de homologia e outros).

A “caracteristica de Euler” ou “niimero de Euler” esta ligada aos “ntiimeros de Betti”

de um espago, assunto estudado pelo pesquisador italiano Achille Bassi (1907 - 1973).

1 Quando se comecou a idealizar o 1° Coloquio Brasileiro de Matematica.
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Bassi, segundo D’Ambrosio (2008, p.78), apos sua passagem por Princeton, que lhe pos-
sibilitou ter contato com o professor Solomon Lefschetz (1884 - 1972), levou “elementos
modernos” & Matematica italiana, dentre os quais cita-se a Topologia Algébrica. Bassi
foi contratado para atuar como geémetra na Faculdade Nacional de Filosofia - FNFi,
juntamente com os analistas Gabrielle Mammana (1893 - 1942) e Alejandro Terracini,
além do fisico-matematico Luigi Sobrero. Com o advento da Segunda Guerra Mundial,
os italianos regressaram ao seu pafs, porém Bassi foi obrigado a permanecer no Brasil
em virtude de um mal stibito que acometera sua esposa (D’AMBROSIO, 2008, p.78).
Dessa maneira, em meados da década de 1950, foi contratado para o Departamento de
Matemaética pela Escola de Engenharia de Sao Carlos da Universidade de Sao Paulo
(EESC - USP/Sao Carlos).

O Departamento de Matematica da EESC teve sua fundacao em 1953. Em 1970,
foi fundado dentro da EESC o Departamento de Ciéncias de Computacgao e Estatistica,
que, no ano seguinte, viria compor, juntamente com o Departamento de Matemética, o
Instituto de Ciéncias Matematicas de Sao Carlos (ICMSC), ja desvinculado da EESC.
Em 1998, por decisao da Congregacao do ICMSC, o Instituto recebeu o nome atual:
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC)!'2,

Bassi foi o primeiro Professor Titular do Departamento de Matematica da EESC e
o primeiro diretor do ICMC. Em sua homenagem, a Biblioteca do Instituto recebeu o
seu nome. Na catedra de Bassi, um dos assistentes era o professor Gilberto Francisco
Loibel (1932 - 2013), um grande mateméatico que contribuiu imensamente para o desen-
volvimento da Matemética, particularmente da Topologia, no Brasil. Esse fato pode
ser observado, por exemplo, em sua vasta descendéncia cientifica. Em entrevista!?,
Loibel informou que, apesar de ter sido formalmente orientando de Bassi uma vez
que era assistente em sua Catedra, teve como orientador nao oficial o professor Carlos
Benjamin de Lyra (1923 - 1974). Como pesquisador visitante na Universidade da Ca-
liférnia, em Berkeley, Loibel manteve contato com grandes pesquisadores em teoria de
singularidades, os quais contribuiram para despertar o seu interesse pelo assunto. De
volta ao Brasil, fundou o primeiro grupo de pesquisa nessa area e orientou um nimero
expressivo de Mestrados e Doutorados em Teoria de Singularidades e em Topologia

Algébrica e Diferencial.

Quanto as contribuigoes de Lyra para a Matemaética, merece destaque o artigo “ Mi-

nimal Complexes and Maps”, publicado no Boletim da Sociedade de Matematica de

12Fontes: Historico da criagdo da EESC <http://www.eesc.usp.br/portaleesc/index.php?option=com
_ content&view=article&id=33&Itemid=219> e Historico da criagao do ICMC
<http://www.icmc.usp.br /Portal/conteudoDinamico.php?id  menu=325&id menu_superior=9>.

Acesso: out 2012.
13Concedida a nés em 2012.
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Sao Paulo em 1954. Nesse trabalho, ele responde negativamente ao classico problema
proposto por John Henry Constantine Whitehead (1904 - 1960), que havia questio-
nado se um espac¢o dominado por um complexo finito poderia ter o mesmo tipo de
homotopia que um complexo finito. Embora Charles Terence Clegg Wall'* (1936 - )
tenha desenvolvido uma teoria mais complexa de obstrucao e tenha feito uma intensa
formalizacao do assunto, os trabalhos de Lyra foram independentes aos de Wall, que
veio os publicar no Annals of Math, datado de 1965 (Univ. de Sao Paulo, 1980)%.
Na secao 4.4 sera apresentada toda a producao académica do Professor Lyra que esta
disponivel na Biblioteca do IME da Universidade de Sao Paulo.

A Sala de Obras Raras “Benedito Castrucci” (parte da Biblioteca “Carlos Benjamin
de Lyra”, do Instituto de Matematica e Estatistica (IME - USP/Sao Paulo)), dispoe
de uma consideravel coletanea com dados bio-bibliograficos de Lyra. Em 1974, ano de
seu falecimento, foi dedicado & sua memoria o quinto volume do Boletim da Sociedade
Brasileira de Matematica, editorado por Peter Hilton (1923 - 2010) (amigo pessoal de

Lyra). No editorial desse volume consta:

Em vista da minha estreita associacao com o professor Lyra, que remonta
h& muitos anos, fui convidado pelos professores Jacy Monteiro e Chaim
Honig para atuar como editor desta edigao especial do Boletim dedicado a
memoria de Lyra. Estou honrado em ter sido considerado apto a executar

essa tarefa ao meu falecido amigo. (HILTON, 1974, p.115 - tradugao nossa).

Ainda sobre a citada biblioteca no IME, de acordo com seu ex-aluno e amigo, Carlos
Alberto Barbosa Dantas'®, Lyra desenvolveu uma pesquisa, inclusive com o uso de
revistas estrangeiras, para que o prédio da nova biblioteca pudesse favorecer a consulta
e o estudo, dessa forma, tal pesquisa permitiu que essa biblioteca fosse pioneira, tendo
sua estrutura fisica especialmente pensada e moldada como uma biblioteca, enquanto

que as demais apenas aproveitavam espacos livres jé existentes.

MBastante conhecido como “C. T. C. Wall”.
15Falaremos sobre tais obras na Secdo 4.4.
6Em entrevista concedida a nés em 2012.



3 Carlos B. de Lyra: vida pessoal e

académica

3.1 Familia e viagem ao exterior

Carlos Benjamin de Lyra, nascido em 23 de novembro de 1927, na cidade de Recife-
PE, teve uma familia peculiar. Paternalmente, descendia de uma familia de usineiros,
embora o proprio pai, Carlos de Lyra Filho, Figura 3.1, fosse um jornalista que gozava
de alta posi¢ao social como diretor e proprietario do jornal “Diario de Pernambuco”. A
mae, Elizabeth Lau de Lyra, segunda esposa de Carlos, Figuras 3.1 e 3.2, era de origem
alema e viera ao Brasil juntamente com sua familia, que também tinha envolvimento
com negocios relativos & producao de agucar. Elizabeth deu a Carlos dois herdeiros,

além de outros, frutos da uniao com sua primeira esposa.

Figura 3.1: Carlos de Lyra Filho e Elizabeth Lau de Lyra
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Figura 3.2: Elizabeth e Carlos Benjamin de Lyra

O casamento entre Carlos e Elizabeth foi arranjado justamente por essa proximi-
dade nos negocios, conta a neta do casal Sylvia de Lyra!, que ressalta também que
a permissao foi dada pelo fato de ambas as familias serem catodlicas. Ainda nas pala-
vras de Sylvia, apos o falecimento de Carlos, Elizabeth casou-se novamente com um
corretor da Bolsa de Valores da Wall Street, o americano Paul Nortz. Novamente um
casamento permitido pela proximidade religiosa entre ambos. Com o novo casamento
— provavelmente em 1936 — Elizabeth mudou-se para os EUA com Paul levando seus

dois filhos, Lyra (que ent@o tinha 8 anos) e o cagula, George, Figura 3.3.

Lyra naturalmente passou a frequentar escolas americanas. Um fato curioso, rela-
tado pelo filho Jorge de Lyra?, foi o episédio no qual o pai, durante uma aula, numa
escola catoélica na qual estudou, mencionou nao ser adepto dos pensamentos religiosos
do professor que o instruia na ocasiao. O professor, por esse motivo, proferiu palavras

de humilhacao a Lyra. Mas o episédio nao ficou sem resposta. O padrasto Paul com-

LEm entrevista concedida a nés em 2012.
2Em entrevista concedida a nos em 2012.
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Figura 3.3: Carlos Benjamin de Lyra (a direita) e o irmao cagula George

pareceu posteriormente & escola e exigiu que ela se retificasse, sob a alegacao de que
uma instituicao desse tipo, num estado laico, nao poderia ter tido tal postura. Lyra
sempre foi um bom aluno e, apoés frequentar a Iona High School®> em New Rochelle

(New York), entre os anos 1939 e 1945, formou-se obtendo o conceito final summa cum

laude®.

De acordo com o amigo Peter Hilton (1974, p.115), foi por volta dos 15 anos de idade
que Lyra teve contato com o célebre pesquisador matematico fundador do Institute
of New York University, Richard Courant (1888 - 1972), durante viagens frequentes
de trem do subturbio, onde residiam, para New York. Conjecturamos que Courant
tenha percebido o potencial de Lyra e, em razao disso, tenha o levado a conhecer mais

intimamente a Mateméatica.

3Uma escola para rapazes que, ainda hoje, desenvolve suas atividades. Pagina eletrénica da Insti-
tuigdo: <http://www.ionaprep.org/>.
4Com honraria maxima.
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3.2 O retorno ao Brasil

Apobs o término do High School, segundo a filha Sylvia®, Lyra deveria, caso optasse
pela cidadania americana, servir ao Exército dos EUA, e assim poderia dar continuidade
aos seus estudos em nivel superior (uma vez que ja teria sido aceito por renomadas
universidades americanas, dentre as quais destaca-se a Yale University). De acordo
com seu filho, Jorge Lacerda de Lyra®, a sua relacao com Brasil, que era bastante forte,
o fazia desejar um retorno. Isso realmente aconteceu em novembro de 1945, apos o fim
da Segunda Guerra Mundial e antes de completar dezoito anos, o que aconteceria no

dia 23 do mesmo més.

Apos optar pela cidadania brasileira, Lyra conseguiu um certificado de alistamento

7. Inicialmente, ele foi levado para a antiga propriedade da familia, em Per-

militar
nambuco, onde ficou sob tutela do irméo (paterno) mais velho, Christiano de Lyra, e,
posteriormente, a Sao Paulo, onde viveu com um advogado amigo da familia, chamado

Manuel Tavares®.

Na capital paulista, Lyra comecou a frequentar, no ano de 1946, as aulas na an-
tiga Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras (FFCL), onde conheceu os matematicos
franceses André Weil (1906 - 1998) e Jean Dieudonné (1906 - 1992). No ano seguinte,
ingressou no curso de Graduagao em Mateméatica da FFCL, onde teve aulas com o
professor Candido Lima da Silva Dias (1913 - 1998), na disciplina Topologia Algé-
brica. Com isso, teve despertado um grande interesse pela area da Matematica tratada
por Candido, que o levou a escolher a Topologia Algébrica como subérea de pesquisa.
Em seu trabalho de Doutoramento, defendido em 1958, cujo orientador foi o proprio

Candido, ele afirma:

[...] desejamos expressar ao prof. Candido Lima da Silva Dias, o nosso
reconhecimento pela maneira como incentivou e acompanhou este trabalho.
Lembramos com prazer ter sido um curso seu, ministrado em 1950, que

despertou em noés o interesse pela Topologia Algébrica.

Terminou sua Graduagao em 1950, foi considerado como um aluno brilhante.

SEm entrevista concedida a noés em 2012.

SEm entrevista concedida a nés em 2012.

"Em entrevista, Sylvia relatou que Lyra ndo se alistou de fato, apenas conseguiu o certificado.
8Nesse periodo, também residiu na casa de Manuel o jovem carioca Jorge Leal Ferreira que estudava

Fisica.
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3.3 Viagem para a Franca e Casamento

Em 1951, Lyra (Figura 3.4) foi para a Franga cursar o que talvez possamos chamar
de Pos-Graduagao. L&, participou dos seminarios do matematico francés Henri Paul
Cartan (1904 - 2008) sobre espagos fibrados e, também, em 1953, assistiu as pales-
tras do matematico russo Witold Hurewicz (1904 - 1956), no Collége de France sobre
homotopia. E interessante destacar que Hurewicz fez grandes contribuicoes para a
Topologia Algébrica, principalmente acerca de grupos de homotopia de graus eleva-
dos, pois foi o contato com esse pesquisador que o levou a estudar a teoria de Borsuk
para espacos ANR? os quais, posteriormente, vieram a ser objetivos de seu trabalho
de Doutoramento intitulado “Sobre os espacos de mesmo tipo de homotopia que o dos

poliedros”.

Figura 3.4: Carlos Benjamin de Lyra

Nesse mesmo periodo em que esteve na Franca, Lyra conheceu a carioca Leda

Lacerda, Figura 3.5, que, ap6s graduar-se em Fisica na Faculdade Nacional de Filosofia,

9Uma definicio para absolute neighborhood retract (ANR) pode ser encontrada em (MUNKRES,
1975, p.221)
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embarcara para Europa com o intuito de desenvolver estudos em um Instituto europeu
de Fisica. Nessa estadia na Europa, o casal uniu-se e passou a viver no Hotel des

Grands Hommes, em Paris (Figura 3.6).
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Figura 3.6: Hotel des Grands Hommes, Paris
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Em 1953, gravida do primeiro filho, Leda voltou ao Brasil, pouco tempo depois,
Lyra a seguiu. No Brasil, o casal comemorou o casamento na casa de um amigo, o
artista plastico Mauricio Segall. O primeiro filho nasceu em 1954 e deveria receber o
nome George, em homenagem ao irmao mais novo de Lyra, conforme relata o proprio
filho Jorge!®. Contudo, por um mal entendido, o menino recebeu o nome Jorge Lacerda
de Lyra (em homenagem ao amigo Jorge Leal Ferreira, que viveu com Lyra na casa de
Manuel Tavares). Em 1956, nasceu o segundo filho do casal, Sylvia Lacerda de Lyra,
e em 1958, o terceiro e ultimo, Eduardo Lacerda de Lyra, Figura 3.7. Jorge e Sylvia
formaram-se na USP de Sao Paulo em Fisica e Sociologia, respectivamente. Eduardo

faleceu aos doze anos de idade em um tragico acidente em uma praia.

i ;o 4 J
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Figura 3.7: Sylvia, Eduardo e Jorge (filhos de Leda e Lyra)

3.4 Vida académica

Em 1954, como ja citado, Lyra foi contratado pela FFCL para, juntamente com a
professora Elza Gomide, exercer o cargo de Professor Auxiliar junto a Catedra de Ana-
lise Matematica que estava sob regéncia do Professor Omar Catundall. Lyra ocupou

esse cargo até 1958.

Em 1952, o CNPq criou o Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) no
Rio de Janeiro. Silva (2004) explica que as atividades foram iniciadas com Lélio Gama
(1892 - 1981) (Diretor do Observatorio Nacional) como Diretor, Leopoldo Nachbin
(1922 - 1993) (Professor do Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas - CBPF) e Mauricio

0Em entrevista concedida a nés em 2012.
11Que foi um dos cinco primeiros Catedraticos brasileiros de Matematica. A saber, os outros quatro

foram Céandido Lima da Silva Dias, Fernando Furquim de Almeida, Edison Farah e Benedito Castrucci
(SILVA, 2000, p.9 ).
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Matos Peixoto (1921 - ) (Professor da Escola de Engenharia da Universidade do Brasil)
como Pesquisadores Titulares e Paulo Ribenboim (1928 - ) (Professor da Faculdade
Nacional de Filosofia da Universidade do Brasil) e Luiz Henrique Jacy Monteiro (1921
- 1975) (FFCL - USP) como Pesquisadores Assistentes. A estada de Jacy Monteiro
como pesquisador no IMPA durou pouco tempo, de forma que foi, entao, substituido
por Lyra, embora, conforme Silva (2004), sua estada no IMPA também néao tenha sido

duradoura.

Sob influéncia do professor visitante da USP, o alemao Alexander Grothendieck
(1928 - ), Lyra foi introduzido na teoria da cohomologia com valores em feixes, am-
pliando sua atuacao na area da Topologia. Grothendieck influenciou também, dentre
outros, Chaim Honig e José de Barros Neto na area de Analise Funcional. Em uma
carta a Lélio Gama, ele teria dito que estava recebendo colaboragao de Grothendieck e
Candido Dias e que precisava de resultados de Topologia Algébrica em suas pesquisas
(SILVA, 2004, p.44). Em 1956, também manifestou interesse por operagoes cohomolé-
gicas e sistemas Postnikov apods participar do International Symposium on Algebraic
Topology, realizado na Cidade do México. Nesse mesmo ano, Lyra passou a organizar
um seminario semanal sobre Topologia Algébrica, objetivando que fossem discutidos os
topicos mais importantes da area. Segundo Lima (2012, p.443), participaram de tais
seminarios, além de professores, discentes que futuramente viriam compor o quadro

docente de diversas universidades no pais. Destaca ainda:

A iniciativa de Lyra de realizar estes seminérios foi bastante importante
porque, por meio dela, muitos professores estrangeiros foram convidados

para virem ao Brasil e darem cursos e palestras (LIMA, 2012, p.443)

Entre 1957 e 1958 realizou a pesquisa da qual resultou sua trabalho de Doutora-
mento, defendida no final de 1958, que teve como banca examinadora seu orientador
Candido Lima da Silva Dias e os professores Leopoldo Nachbin, Chaim Samuel Honig,
Edison Farah e Omar Catunda. Em 1959, ministrou no IMPA a “Conferéncia sobre os

espacos do mesmo tipo de homotopia”.

No ano de 1961, juntamente com sua esposa e filhos, Lyra foi para New Jersey,
onde visitou, com bolsa da Rockfeller Foundation, o Institute for Advanced Studies de
Princeton. L&, continuando sua pesquisa, participou dos seminarios de Norman Earl
Steenrod (1910 - 1971), quando ampliou seus conhecimentos sobre operagoes cohomo-
logicas e, com orientagdo de John Willard Milnor (1931 - ), desenvolveu estudos em

Topologia Diferencial.

A fotografia apresentada pela Figura 3.8 foi tirada por ocasiao do Concurso de

Livre-Docéncia de Gilberto Loibel, da qual Lyra compos a Banca Examinadora. Na
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fotografia, aparecem da esquerda para a direita Lyra, Candido Dias, Gilberto Loibel,
Chaim Hénig e Nelson Onuchic (1926 - 1999).

Figura 3.8: Banca de Livre-Docéncia de Gilberto F. Loibel

Em 1965, Lyra também participou da Comissdo Examinadora de Doutorado!? de
Maério Tourasse Teixeira (1925 - 1993), presidida por Edison Farah, ao lado de Newton
Carneiro Affonso da Costa (1929 - ), Artibano Micali (7 - 2011) e Benedito Castrucci.

De acordo com os entrevistados'® Carlos Alberto Barbosa Dantas, Jorge e Sylvia de
Lyra e Gilberto Loibel, deve-se destacar o grande interesse politico de nosso pesquisado.
Tal interesse talvez justifique seu grande desejo de retornar ao Brasil depois de terminar
o High School nos EUA. Apo6s o retorno, chegou a fazer parte de um dos partidos
socialistas. Carlos Dantas afirma que, enquanto aluno e depois colega, aprendeu muito

com Lyra.

Tecemos tais consideragoes neste ponto, pois elas sao importantes quando obser-

vamos que, apesar da bolsa concedida pela Rockfeller Foundation ter duragao de dois

12Titulo do trabalho: M —Algebras.
BEntrevistas concedidas a nos em 2012.
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anos, sua decisao de regressar ao Brasil se deu na metade desse tempo. Um dos motivos
teria sido a noticia sobre uma heranga que recebeu pela venda da antiga propriedade
da familia em Pernambuco. Porém, a esposa Leda!* revela que a principal razao era a
inseguranga e talvez o medo de nao ter seu regresso permitido ao pais. Medo esse que
se repetia a cada viagem ao exterior. Tal sentimento foi tao forte que a viagem feita a

Princeton foi a tdltima vez que ele saiu do pais.

Apos regressar ao Brasil, Leda ainda relata que ele ndao quis mais viver na antiga
casa da familia, que por ocasiao estava alugada. Dessa maneira, fazendo uso da heranca
recebida, Carlos decidiu adquirir um novo imoével, o qual era situado em Sao Paulo,
na Vila Mariana, e que possuia aproximadamente seiscentos metros quadrados de area
construfda, divididos em trés pavimentos (Figura 3.9'%). Nas palavras de Leda, essa foi
“a casa do professor Lyra”, talvez pelo fato de se assemelhar com a grandiosa residéncia
na qual vivera em Pernambuco com os pais durante parte de sua infancia. Apesar de

ainda possuir tal imével, nos dias atuais a familia nao mais reside nele.

Figura 3.9: Casa de Lyra na Vila Mariana, Sao Paulo

No ano de 1963, foi conduzido como responsavel pela regéncia do curso noturno na
Cadeira de Analise Matematica do Departamento de Matematica da USP (Univ. de
Sao Paulo, 1980), posigao que ocupou até 1970. Devemos destacar o grande empenho
que houve nesse periodo, por um grupo de académicos, o qual teve como uma das

figuras centrais o professor Lyra. Tal empenho culminou com a criagao do Instituto

“Em entrevista concedida a nés em 2012.
15As duas fotografias apresentadas tém data mais recente e foram fornecidas pela filha de Lyra,

Sylvia. A casa, apesar de ainda pertencer & familia, teve parte da fachada descaracterizada pelos

atuais moradores.
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de Matematica e Estatistica (IME) da USP em janeiro de 1970. Nesse mesmo ano, o
referido estudioso foi para o IME e teve seu contrato prorrogado até 1972. A partir
de 1972, foi, entao, contratado como Professor Colaborador em Regime de Dedicacao

Exclusiva na Instituicao.

No ano de 1966, Lyra presidiu a Sociedade de Matematica de Sao Paulo (Univ. de
Sao Paulo, 1980), a qual, na época de sua exting¢ao, teve uma nota publicada no Diario
Oficial do Estado de Sao Paulo (Figura 3.10).

SOCIEDADE DE MATEMATICA
DE SAO PAULO

Exfrato para registro no cartorlio de P.
Juridicas (Cartorlo Medeiros)
Conspante ata de assembléia geral ex-
traordinaria. realizacda aos 19 de maio de
1872, reuniram-se o5 assoclados da Socie-
dede de Matemitica de Sao Paulo, gue de-
Theraram extineuir a soriedade. doando 63
seus beng ao Insfitulo de Matemética e Es-
tatistica da Universidede de Sio Paulo, no-
meando vma comizsio constitvgila pelos Srs
Profs. Carlos Benjamin de Lyra, Chaim Sa-
muel Honiz ¢ Elza Furtado Gomide, a fim
de tratarem dos aspectos formais e legais
decorrentes da extingdo da sociedade.
(1450 — Cr1§ 30,00y (28)

Figura 3.10: Didrio Oficial (SP) de 28 de junho de 1972

A Sociedade supracitada fora dissolvida para a criagao da Sociedade Brasileira de
Matematica (SBM), em 1969, da qual Lyra foi um dos fundadores, ele foi eleito um dos
quatro conselheiros cujos mandatos duraram até 1972. Os outros conselheiros eleitos
foram Elon Lages Lima (IMPA), José Ubyrajara Alves (UFC) e Mauricio Matos Pei-
xoto(IMPA). A diretoria da SBM tinha Chaim Samuel Hénig como Presidente, Renzo
Angelo Antonio Piccinini como Secretario Geral e Alberto de Carvalho Peixoto Aze-
vedo'® como tesoureiro. Com a partida de Piccinini ao exterior, o cargo de Secretario
Geral foi ocupado por Lyra, deixando vago um dos cargos de conselheiro. Em 1971,
por ocasiao do 8° CBM, foram eleitos novos presidente, secretario geral, tesoureiro e
Conselho Diretor composto por cinco membros (Lyra, cujo mandato expiraria em um

ano e outros quatro com mandatos de dois anos) (SBM, 1970).

Em 1968, apos a elaboracao e defesa do trabalho intitulado “H-Equivaléncia de
grupos topologicos”, obteve o Titulo de Livre-Docente na Cadeira de Complementos
de Geometria e Geometria Superior pela FFCL. No ano de 1970, e também em 1972,

Lyra foi eleito representante da categoria dos Livre-Docentes junto a Congregacao do

6Fonte: Histérico da fundagdao da SBM: <http://www.sbm.org.br/quemsomos_fundacao.asp>.



Vida académica

48

IME por dois mandatos consecutivos, além de membro do Conselho do Instituto de
Pesquisas Matemaéticas da USP. No més de maio de 1970, foi indicado pelo CNPq
como professor conferencista. Quatro anos depois, em 1974, preparou e entregou seu
Memorial para o concurso de Professor Adjunto do IME. Gilberto Loibel'” destaca que
Lyra deveria té-lo feito muito antes. Reconhece ainda, que Lyra muito se empenhava
e se dedicava ao que fazia, entretanto sem se importar muito com formalidades, dai a
demora para entregar o documento. Apos efetué-la, foi hospitalizado e, por tal motivo,
houve uma convocagao para que o concurso fosse feito com urgéncia. Loibel esteve

presente na comissao que o aprovou como Professor Adjunto do IME em 1974.

Segundo Sylvia e Jorge!®, os homens da familia Lyra tinham pouca expectativa de
vida, o que se confirma com a morte do pai e de um se seus irmaos. Curiosamente,
por isso, Lyra costumava dizer aos amigos que morreria cedo, assim aconteceu. Com
46 anos, em 1974, depois de se sentir mal e permanecer internado por quatro dias, os
médicos diagnosticaram um tumor cerebral. Em seguida, consoante o relato de Leda,
seu marido voltou para casa com a condicao de que teria que voltar ao hospital trés
dias depois. Isso apenas lhe deu tempo de terminar um artigo que ainda estava em
seu escritério e que 14 deixou. Apods esse episodio, Lyra veio a Obito, e o artigo que
deixara pronto foi levado por Peter Hilton a Inglaterra, tendo publicacao solicitada.
Identificamos tal trabalho sob o titulo SHM-maps of CW-groups (falaremos mais a

respeito dessa publicagdo na Segao 4.4.13).

"Em entrevista concedida a nés em 2012.
I8Em entrevistas concedidas a nés em 2012.



4 Carlos B. de Lyra: influéncia e

producao cientifica

Durante sua vida académica, Lyra desenvolveu importantes trabalhos, que contri-
buiram para o desenvolvimento da Matematica em nosso pais e que, muitas vezes,
serviram como ponto de partida para novas pesquisas. Além disso, nao se pode ignorar
também a contribuicao feita por Lyra a Topologia Algébrica no que concerne ao fato
de nosso pesquisado ter sido uma espécie de modelo a estudantes, assim influenciando
provavelmente alguns deles a seguir no campo de pesquisa da Matematica, especial-
mente em Topologia Algébrica. Podemos verificar tais afirmacoes em vérios pontos dos

depoimentos de Carlos Dantas, Loibel e Daciberg?.

4.1 Influéncia Cientifica de Lyra

O professor Lyra, de acordo com declaracoes de Loibel? e de nossas inferéncias
ao analisar sua trajetéria académica, foi um homem extremamente dedicado ao seu
trabalho (pesquisa e docéncia) em Matematica. Apesar disso, ndo mantinha preocu-
pacoes, como ja destacamos, com formalidades, como exemplo, sua tardia inscricao em
um concurso para Professor Adjunto. Nesse ponto, é interessante destacar que oficial-
mente nao conhecemos nenhum orientado de Pos-Graduagao, o que reflete no fato de
que Lyra nao possui “descendéncia académica™ formal. Dessa forma, nos limitaremos
a apresentar os nomes de dois pesquisadores que, declaradamente, foram fortemente
influenciados por Lyra na escolha de suas carreiras académicas: os professores Daciberg

Lima Gongalves e Gilberto Francisco Loibel.

De acordo com Hilton (1974, p.120), entre 1962 e 1973, Lyra influenciou enorme-
mente o desenvolvimento da Matematica brasileira através da vinda de varios mate-

méticos estrangeiros ao Brasil, a seu convite, para atuarem como professores visitan-

'Em entrevistas concedidas a nés em 2012.
2Em entrevista concedida a nos em 2012.
3Uma defini¢do completa sobre o termo pode ser encontrada em (COONCE, s.d) e (CAVALARI,

2012, p.23).
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tes ou tomar parte dos seminarios semanais idealizados pelo proprio Lyra. Dentre
eles, destacam-se Benson Brown (pesquisou sobre a teoria da homotopia), Peter Hilton
(Cornell University — tratou sobre a teoria geral de cohomologia e K-teoria), Liulevicius
e Robert Wells (California University), John Hubbuck (Oxford University — K-teoria
para espagos de Hopf) e U. Sutter. Hilton ainda destaca que a influéncia de Lyra nao
se restringiu a Topologia Algébrica e cita a vinda do professor Alfredo J. Rodrigues
a Sdo Paulo para ensinar Algebra. Lyra esteve ainda em papel destacado em varios
acontecimentos importantes no Brasil, dentre eles, citamos sua participacao no comité
que elaborou a proposta para a Reforma Universitaria, tendo sido, posteriormente, um
promotor entusidstico e incansavel da reforma® (HILTON, 1974, p.120).

Loibel destacou que o sistema em vigéncia na época apenas permitia que o Professor
Auxiliar de certa Catedra fosse orientado (ao menos de modo oficial) pelo Professor
responsavel por tal Catedra (o Catedratico). Loibel era auxiliar de Achille Bassi,
contudo, afirma que seu grande mentor foi Carlos Benjamin de Lyra e, ainda, completa
que aprendeu mais com ele do que com qualquer outra pessoa ou em qualquer outro
curso feito, mesmo no exterior. O professor Daciberg®, quando questionado se teria
sido influenciado por Lyra, respondeu afirmativamente e deixou claro em suas palavras
a rela¢@o mentor/aluno bastante forte que mantiveram. Tanto Loibel quanto Daciberg
se tornaram grandes expoentes na area de Matematica no Brasil, especialmente em
Topologia Algébrica. Destaque também deve ser dado a outros dois alunos de Lyra,

Nelo Allan e Renzo Piccinini, que se tornaram matematicos proeminentes.

4.2 Gilberto Francisco Loibel

Gilberto Francisco Loibel, Figura 4.1, nasceu na cidade de Sao Paulo/SP, em 24 de
maio de 1932. Desenvolveu seus estudos primarios e parte dos secundérios na Alema-
nha. Apoés esse periodo, em razao da Segunda Guerra Mundial, seus pais decidiram
retornar ao Brasil, onde Loibel pode concluir seus estudos secundarios na cidade de
Jundiai/SP. Apos prestar concurso vestibular para o curso de Matematica da FFCL,

no qual foi aprovado em primeiro lugar, iniciou a Graduagao em 1952; obteve o titulo
de bacharel quatro anos depois, em 1955. (SILVA, 2006, p.79); (TAFARREL, 2013).

Logo ap6s o término dos estudos em nivel de Graduacao, em 1956, Loibel® iniciou
atividade como Instrutor na Cadeira de Geometria na EESC. No mesmo ano, comegou

a assistir (até 1959) aos Seminarios de Pos-Graduagao ministrados por Carlos Benja-

4Um dos resultados de tal reforma foi a criagao do Instituto de Matematica e Estatistica (IME-
USP).

SEm entrevista concedida a noés em 2012.

6Segundo informacoes concedidas a nés pela Secao de Pés-Graduaciao do ICMC em 2012.
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min de Lyra na FFCL e também aos seminarios de Geometria Algébrica proferidos
pelo professor Jacy Monteiro. Segundo Loibel”, foi através dos seminérios ministrados
por Lyra que ele optou por focar seus estudos na area de Topologia Algébrica. Essa
escolha ocorreu, segundo relata, primeiro devido a forma como Lyra preparava suas
aulas, com esmero e atencao, mas também pela forma contagiante com que ensinava.
Apo6s completar oitenta anos, avaliou que nunca aprendeu tanto quanto nos referidos

seminarios.

Loibel também participou dos se-
minarios oferecidos por Achille Bassi,
Ubaldo Richard (1915 - 2004) e Jo-
rés Cecconi (1917 - ) na EESC. Em
1959, com o trabalho intitulado “Sobre
Quase-Grupos Topolégicos e Espacos
com Multiplicagao”, conquistou o titulo
de Doutor em Ciéncias (Matematica)
outorgado pela EESC. Embora Achille
Bassi figure oficialmente como seu ori-
entador nos documentos, uma vez que
era o Catedratico, afirma categorica-
mente que, na verdade, foi orientado

pelo professor Lyra.

Entre as décadas de 1950 e 1960,
Loibel casou-se; seu interesse pela area
era tao significativo que incentivou a

esposa, Izette Alves Coelho Loibel, a

se formar em Mateméatica®. Teve qua-
tro filhos, Sabina (ja falecida), André,

Selene e Tadew, além de trés netos. De Figura 4.1: Gilberto Francisco Loibel durante

acordo com Tafarrel (2013), Loibel era entrevista concedida a nés em 2012

um apaixonado pela musica cléssica e,
por essa razao, ia frequentemente a Sao Paulo assistir aos concertos da Orquestra
Sinfonica do Estado de Sao Paulo (Osesp).

Em 1969, foi realizada a sétima edicao do Coléquio Brasileiro de Matematica. Como

coordenador do evento, Loibel presidiu a sessao que fundou, em 24 de julho, a Soci-

"Em entrevista concedida a nés em 2012.
8Izette obteve o grau de Mestre em Matemética em 25 de novembro de 1970, junto ao ICMSC (atual

ICMC), com a dissertagio “Curvas Planas e Aplicagoes Excelentes” orientada pelo proprio marido.
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edade Brasileira de Matematica (SBM)?. O estudioso sofria de problemas cardiacos
(TAFARREL, 2013) e faleceu em 13 de novembro de 2013, na cidade de Sao Paulo

apos ter passado por uma cirurgia.

Temos registro da orientacao feita por Loibel de nove trabalhos em curso de aperfei-

¢oamento realizados entre 1962 e 1979. Também, no periodo de 1966 a 1973, orientou

onze alunos com bolsa de Iniciacao Cientifica. Em se tratando de Pos-Graduacao stricto

sensu, de acordo com informagoes colhidas em Azevedo; Silva (s/d), Loibel orientou

vinte Dissertagoes de Mestrado e oito de Doutorado.

4.2.1 Dados biograficos do professor Loibel

Apresentamos a seguir dados biograficos do professor Loibel, os quais estao crono-

logicamente organizados:

1932 - Nascimento (Sao Paulo/SP);

1952 - Inicio da Graduagao;

1955 - Término da Graduacao;

1956 - Instrutor na Cadeira de Geometria na EESC;

1956 - Inicio dos estudos em nivel de Pés-Graduacao;

1957 - Participagao no 1° Coloquio Brasileiro de Matemaética;

1959 - Obtengao do grau de Doutor em Ciéncias (Matematica);

1959 - Apresentagao de trabalho no 2° Col6quio Brasileiro de Matemética;
1960 - Professor Assistente Doutor na Cadeira de Geometria da EESC;
1960 (até 1962) - Professor Visitante na University of California;

1962 (até 1965) - Chefe do Departamento de Matematica da EESC;

1965 (até 1966) - Professor Visitante na Universidad Central de Venezuela,

1967 - Membro da Congregacao da EESC!?;

9Fonte: Ata da sessdao de fundacdo da Sociedade Brasileira de Matematica, realizada em 24 de

Julho de 1969, durante o 7° Coléquio Brasileiro de Matematica, em Pogos de Caldas, MG.
0Participou, neste ano, de uma Comissdo que estudou a regulamentacio do Programa de Pos-

Graduacao da propria EESC e, posteriormente, do ICMSC.
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e 1969 - Coordenou o 7° Coloquio Brasileiro de Matematica. Durante o evento,

presidiu a Sessao Solene que fundou a Sociedade Brasileira de Matemaética (SBM);

e 1969 - Defesa do trabalho de Doutorado do primeiro orientado de Doutorado de
Loibel, Mario Rameh Saab (Titulo: “Sobre Aplicagoes de S em S com Certas

Anteimagens Dadas” - Area: Topologia Diferencial);

e 1970 (até 1976) - Coordenador do Programa de Pés-Graduagao em Matematica
da EESC da USP;

e 1971 - Obtencao do grau de Livre-Docente pela EESC!!;

e 1971 (até 1976) - Coordenador do Pos-Graduagao em Matemética da EESC;
e 1971 - Membro do Conselho do Departamento de Matematica do ICMSC*?;
e 1971 (até 1973) - Tesoureiro da Sociedade Brasileira de Matemaética - SBM;

e 1979 (até 1980) - Coordenador regional da 1* e da 2* Olimpiada Brasileira de

Matematica;
e 1982 (até 1986) - Vice-Diretor do ICMSC;
e 1986 - Aposentou-se como Professor Titular do ICMSC!3.
e 1988 - Coordenador da 11* Olimpiada Brasileira de Matematica;

e 1990 - Coordenador da Area de Concentracdo em Fundamentos da Matematica

do Programa de Pés-Graduagao em Matematica do IGCE/Unesp/Rio Claro;

e 2013 - Falecimento (Sao Paulo/SP).

Por ocasiao de seu aniversério de oitenta anos, foi realizado em sua homenagem o
“Encontro de Topologia e Singularidades”!* no ICMC nos dias 12 e 13 de junho de 2012
(Figura 4.2). O evento foi organizado através da uniao de esforgos do proprio ICMC e

da Unesp/Rio Claro, com apoio do CNPq e da Capes.

1Com o trabalho “Sobre Aplicacdes Diferenciéveis com Certas Anteimagens Dadas”.
12Que fora criado em 1971.

BQue em 1998 foi rebatizado como ICMC.

4Pagina do evento <http://www.icmc.usp.br/~topsing/>. Acesso out 2012.
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ENCONTRO DE TOPOLOGIA
E SINGULARIDADES

Por acasito do 802 aniversario do

professor Gilberto Loibel

12 e 13 de junho de 2012
Auditério Pau-Brasil - ICMC.USP

Av, Trabalhadar Sao-carlarse, 460
Sao Carlos | 5P

Contato: 5etor de Eventos
Teel: (16) 3373-0146 | eventod@®crmeusp.br

Comité Organizadar:

Alacw Birme MBiwa Libordi (JGEE. Linesn - Rio Clorm - 389

Rebarta Codog Wik Atiquae (ICMC=UEP, S8 Corlos = §P)

CAPED

Figura 4.2: Péster de divulgacao do “Encontro de Topologia e Singularidades” - 2012
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4.3 Daciberg Lima Gongalves

Daciberg nasceu em 1949 e, apos cursar o Ensino Bésico no estado do Cearal!?,

mudou-se para a cidade de Sao Paulo, em 1968, mesmo ano em que iniciou seus estudos
em nivel de Graduagao na USP, no qual foi admitido por meio de concurso vestibular.
Obteve, entao, o titulo de Bacharel em Matemética em 1970 e, trés anos depois, em
1973, o de Bacharel em Engenharia Elétrica. Logo apés terminar o Bacharelado em

Matemaética, iniciou o Mestrado na mesma area, também pela USP — Sao Paulo.

Figura 4.3: Daciberg durante o “VIII Encontro Regional de Topologia” - 2011

Com relagao ao Mestrado, apesar da orientagao oficial ser do Professor Edgar Harle,
afirma “ja no periodo do tltimo ano do mestrado, participei de todas as atividades
lideradas pelo Professor Lyra’. O grau de Mestre seria conquistado em 1972 com uma
Dissertacao intitulada “Subvariedades criticas nao degeneradas”. Afirma que, em face
ao exposto, foi Lyra quem o influenciou a escolher a Topologia Algébrica como campo

de pesquisa e complementa:

[Lyra] foi quem me deu toda a assisténcia, orientagao e contatos para que
eu pudesse ir fazer o Doutorado no exterior. Durante este periodo final de
Mestrado e minha ida ao exterior, o professor Lyra teve como convidados
os Professores Hilton, John Hubback, Ulrich Suter. Finalmente entre o
Professor Lyra e o Professor Hilton acabou surgindo a sugestao de trabalhar

com o topdlogo John Harper, onde se conclui o meu Doutorado.

5Informado por Daciberg em entrevista concedida a nés em 2012.
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Daciberg recebeu o Titulo de Doutor em 1977 pela University of Rochester com
o trabalho intitulado “Mod-2 homotopy associative finite H-space”. Em 1983, obteve
o grau de Livre-Docente com a pesquisa “Espacos e fibragoes C-nilpotentes”, e no
ano de 1977, iniciou suas atividades docentes como Professor Assistente Doutor no
IME. Em 1983, tornou-se Professor Livre-Docente; em 1986, Professor Associado e, em
1999, passou ao cargo que ocupa até os dias atuais, Professor Titular. Registrou até
fevereiro de 2014 a orientacao concluida de quatro Dissertacoes de Mestrado e nove de
Doutorado, além de duas coorientagoes de Doutoramento e outras trés orientacoes de

Doutorado em andamento'®.

A Figura 4.4'7 é uma fotografia feita no “VII Encontro Regional de Topologia” da
mesa de abertura, composta (da esquerda para a direita) pelos professores Daciberg
Lima Gongalves (IME-USP) (homenageado), Edson de Oliveira (UNICEP) (primeiro
descendente cientifico de Daciberg), Gilberto Francisco Loibel, Pedro Luiz Queiroz
Pergher (UFSCar), Ketty Abaroa de Rezende (IMECC-Unicamp) e Alice Kimie Miwa
Libardi (IGCE-Unesp).

Figura 4.4: VII Encontro Regional de Topologia

4.3.1 Dados biograficos do professor Daciberg

Apresentamos a seguir dados biograficos do professor Daciberg, os quais estao cro-

nologicamente organizados:

6Dados obtidos junto & Plataforma Lattes. <http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual /visualizacy

.do?id=K4788952Y3>. Acesso: fev. 2014.
"Fonte: <http://www.ime.usp.br/~viiert/imagens/viiert 1-017.jpg>
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e 1949 - Nascimento;

e 1968 - Mudou-se para Sao Paulo;

e 1968 (até 1970) - Bacharelado em Matematica,
e 1968 (até 1973) - Graduagao em Engenharia;
e 1971 (até 1972) - Mestrado em Matematica;

e 1973 (até 1977) - Doutorado em Matematica,;
e 1977 - Professor Assistente Doutor no IME;

e 1982 (até 1983) - Vice-Coordenador da Comissao de Pos-Graduagao;
e 1983 - Obtencao do grau de Livre-Docente;

e 1983 - Professor Livre-Docente no IME;

e 1986 - Professor Associado no IME;

e 1987 - Defesa do trabalho de doutoramento do primeiro descendente cientifico de
Daciberg, Edson de Oliveira (Titulo: “Teorema de Nielsen para coincidéncia e

algumas aplicacoes” - Area: Topologia Algébrica)
e 1988 (até 1994) - Chefe do Departamento de Matematica,
e 1994 (até 1996) - Representante do IME junto ao Conselho Universitério;
e 1995 (até 1997) - Representante dos Professores Associados junto a Congregagao;

e 1998 (até 2001) - Membro representante do Departamento de Matematica junto

a Comissao de Pos-Graduagao;
e 1999 (atual) - Professor Titular no IME;
e 2001 (até 2003) - Membro da Congregacao do IME

e 2001 (até 2004) - Representante do Departamento de Mateméatica na Comissao

de Pesquisa;

Tendo em vista sua grande contribuicao a Matematica brasileira, bem como o fato
de ser visto por muitos pesquisadores da area como uma das figuras mais representativas
da Topologia no Brasil, foi realizado, em homenagem ao seu sexagésimo aniversario,
o “VII Encontro Regional de Topologia” (Figura 4.5). O evento ocorreu no “Maresias
Beach Hotel” na cidade paulista de Sao Sebastiao, com uniao de esforcos da USP,
Unesp, UFSCar e UNICAMP, e com apoio da FAPESP, CAPES, CNPq e INC Mat.
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Figura 4.5: Péster de divulgacao do “VII Encontro Regional de Topologia™ - 2009
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4.4 Producao Cientifica de Lyra

Na Secao “Trabalhos Cientificos”, volume 1, da Coletanea com dados bio-bibliograficos
de Lyra, disponivel na Biblioteca do IME (Univ. de Sao Paulo, 1980), 1&-se:

Chama a atencao a serenidade e a coeréncia dos trabalhos do candidato
|Lyra] numa éarea reconhecidamente dificil como a Topologia Algébrica. Em
particular, devem ser mencionados sua Tese de Doutorado e sua Tese de
Livre-Docéncia. Estes trabalhos tiveram reconhecimento internaci-
onal e serviram de ponto de partida para as novas pesquisas |...|

|Grifo nosso.|

O texto ainda complementa sobre a sua atuagao no desenvolvimento da Matematica

no Brasil:

Enfase especial deve ser dada a dedicacio do candidato [Lyra] a todos os
problemas que afetam o desenvolvimento da Matematica no Brasil. Esta
dedicacao tem produzido resultados notorios, tanto no d&mbito de sua ins-
tituicdo, quanto no ambito universitario, ou estadual (FAPESP) e até na
esfera nacional (Coloquios de Matematica, Sociedade Brasileira de Mate-
méatica, IMPA, Assessoria ao BNDE etc.).

Antes de tratarmos sobre a sua obra, é interessante destacar alguns pontos de sua
criacao e de sua formagao. Apesar de ter nascido em Pernambuco, teve “uma educacao
alema”, assim caracterizada por seu filho Jorge!®, uma vez que essa era a nacionalidade
da mae. Nesse periodo, nao sofreu influéncias diretas de institui¢coes de ensino dada a
boa situagao economica da familia, que contratou um tutor para lhe ministrar aulas

em sua residéncia.

Este estilo de vida seria alterado com o segundo casamento de sua mae, que culmi-
nou com a mudanga da nova familia para os EUA — provavelmente em 1936 — quando
tinha 8 anos. Apoés sua preparagao nas escolas americanas, com o término do High
School, Lyra voltou ao Brasil. E evidente a sua criacdo em uma diversidade de cultu-
ras, o que talvez tenha lhe atribuido o carater universalista. Isso fica ainda mais claro

quando observamos suas viagens para o exterior apos a Graduagao.

As consideragoes anteriores sao importantes quando nosso objetivo é falar sobre a
producao académica do professor Lyra. Uma mencao bastante interessante e incomum,
sobretudo para a época, é o fato de boa parte de sua obra académica ter sido escrita

em portugués, mesmo sendo introduzido desde muito jovem na lingua alema e, depois,

I8Em entrevista concedida a nds em 2012.
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ter vivido vérios anos utilizando a lingua inglesa. Uma curiosidade, citada por Leda!?,
é que justamente pelos motivos indicados, seu marido nao tinha um dominio completo
da lingua portuguesa para a escrita. Era a propria esposa quem, muitas vezes, revisava
seu texto e fazia as correcoes necessérias, fato perceptivel em muitos trabalhos nos

quais Lyra agradece o empenho de Leda por contribuir nesse sentido.

Segundo o professor Loibel?’, a literatura brasileira na area de Matematica, espe-
cialmente em Topologia, era inexistente. O professor ainda destaca que para que se
pudesse realizar estudos nessa area era necessario que o candidato possuisse bastante
habilidade com idiomas estrangeiros, especialmente o alemao. O texto base escrito
por Lyra, “Introducao a Topologia Algébrica”’, para um curso por ele ministrado no
1° Coloquio Brasileiro de Matemética®! (CBM), talvez seja o inicio da literatura em
Topologia Algébrica em lingua portuguesa?. De acordo com Silva (2004, p.50), Geor-
ges Henri Reeb (Universidade de Grenoble) se correspondeu com o Diretor do IMPA
com consideragoes a respeito do 1° CBM, ressaltando que “|...] os cursos proferidos em
Pocos de Caldas parecem-me constituir um instrumento de trabalho inequivocamente
fundamental e notével |...|".

Levando em conta o fato de que a literatura em Topologia Algébrica fosse apenas
estrangeira, assim como a dificuldade e a complexidade do campo, considerado inclusive
por pesquisadores da época: “|...] numa érea reconhecidamente dificil como a Topologia
Algébrica.” (Univ. de Sao Paulo, 1980), e, ainda, os relatos de Loibel, inferimos que
Lyra possa ser o grande responsavel pela disseminacao e pelo incentivo ao estudo,

principalmente dos estudantes, no campo da Topologia Algébrica.

Destacamos que essa influéncia foi, principalmente, em Sao Paulo. Conhecemos
pesquisadores cariocas que trabalharam com Topologia Algébrica, dentre os quais po-
demos citar Elon Lages Lima, que efetivou seu Doutoramento na Universidade de
Chicago, sob orienta¢ao de Edwin Henry Spanier (1921 - 1996), com o trabalho intitu-
lado “Duality and Postinikov Invariants”’, citado por Jean Dieudonné no livro “ History
of Algebraic Topology” (SILVA, 2004). Dessa forma, sobretudo na década de 1960, o
pesquisador carioca trouxe contribui¢oes para a pesquisa em Topologia Algébrica no
Brasil com estudos desenvolvidos de forma independente ao que ocorria em Sao Paulo.
Ainda assim, o pioneirismo de Lyra é mantido, uma vez que isso se deu apds os seus

primeiros estudos.

A seguir, elencaremos as obras de Lyra disponiveis na ja citada Coletanea que

9Em entrevista concedida a nés em 2012.

29Em entrevista concedida a nés em 2012.

21Sobre o qual falaremos mais adiante.

2210ibel destaca que em Portugal também ndo havia nada escrito nesse sentido.
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retine seus dados bio-bibliograficos?® com algumas consideracoes a respeito das mes-
mas, baseando-nos em informagoes apresentadas na propria Coletanea. Quando pos-
sivel, indicaremos suas particularidades, como comentarios pessoais que ele constan-
temente fazia a respeito da bibliografia indicada em textos preparados para os cursos
que ministraria. Ainda, apresentaremos, quando houver possibilidade, as referéncias
bibliograficas e obras consultadas no estudo e elaboracao de seus trabalhos e, por fim,

trazemos um banco de dados composto de tais referéncias.

E importante salientar que o objetivo desta apresentacao é apenas de situar o leitor
quanto aos estudos publicados pelo nosso pesquisado. Apesar de ser interessante, uma
analise matematica ou um estudo criterioso de cada um dos trabalhos elaborados e
publicados por ele adquiriria proporc¢oes demasiado extensas. Dessa forma, nos limi-
taremos a tecer apenas breves comentarios sobre cada uma das obras e, na Secao 5,
faremos um estudo mais detalhado sobre a obra “Introducao & Topologia Algébrica”,
base do curso com mesmo nome ministrado por Lyra no 1° Coléquio Brasileiro de
Matematica em 1957.

23(Univ. de Sao Paulo, 1980.).
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4.4.1 A Note on Zorn’s Theorem, 1949

SEPARATA ao
Boletim da Sociedade d= Matemdtica de Sao  Paulo
Volume 4.0 —_ Fasciculo 1.7 ¢ 2f — Dezembro 1949
' I C. R DE IYRA

A NOTE ON ZORN'S
THEOREM

SAQ PAULC
18351

A obra apresenta uma demonstracao de que o Axioma da Escolha é uma implicagao
do Teorema de Zorn. O trabalho surgiu como resultado de alguns estudos desenvolvidos
por Lyra em 1950, por ocasidao de seu ultimo ano de Graduacao na FFCL (Univ. de
Sao Paulo, 1980).
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Referéncias Bibliograficas do trabalho:

e Bourbaki, N. Théorie des Ensembles. (fasc. rés.).
e Boletim da Sociedade Matemética de Sao Paulo

— Farah, E. (v. 1, p.19-34).
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4.4.2 Minimal Complexes and Maps, 1952

BOLETIM DA SOCIECADE DE MATEMATICA DE SAO PAULO
Volume 7.© — Fasciculo 1° e 2., — Dezembro 1952

C. B. de LIRA

MINIMAL COMPLEXES AND MAPS.

Saoc Paulo
1954

A obra financiada pelo Conselho Nacional de Pesquisa aplica a técnica de com-
plexos minimais desenvolvida por Samuel Eilenberg (1913 - 1998) e Joseph Abraham
Zilber, que pode ser utilizada em problemas que envolvem a relagao entre homotopia

e homologia. Tal teoria é aplicada para provar o seguinte teorema:
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Se X e Y sdo espagos conexos por caminhos, n um inteiro positivo, f :
X — Y uma aplicagao induzindo os isomorfismos fy : (X)) ~ I (Y)
para k < n, e se lIy(Y) = 0 para k > n, entao o complexo minimal de Y
é determinado pelo de X e inteiro n; mais precisamente, M(Y') é obtida
identificando no complexo minimal M (X), dois cubos de dimensao maior

que n se eles tém as mesmas faces n—dimensionais. (Tradugao nossa).

Tal resultado foi demonstrado durante a estadia de Lyra na Franca por ocasiao dos
Seminarios de Cartan (Univ. de Sao Paulo, 1980).

Referéncias Bibliograficas do trabalho:

e Cartan, H. Seminaire de Topologie Algébrique. Paris (1948-49);

e Steenrod, N. The Topology of Fibre Bundles. Princeton (1951);

e Eilenberg, S. Steenrod, N. Foundations of Algebraic Topology. Princeton (1952);
e Annals of Mathematics

— Eilenberg, S. Singular Homology Theory. (1944, v. 45, p.407-444);

— Eilenberg, S. Zilber, J. A. Semi-simplicial Complexes and Singular Homology
Theory. (1950, v. 51, p.499-513);

— Serre, J. P. Homologie Singuliére des Espaces Fibrés. (1951, v. 54, p.425-
505);

e American Journal of Mathematics

— Eilenberg, S. Mac Lane, S. Acyclic Models. (1953, v. 75, p.189-199).
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4.4.3 Introducao a Topologia Algébrica, 1957

PRIMEIRO COLLOQUIUN BRASILEIRO DE MATEMATICS

Pogos de Caldas
Julho — 1957

TOPDLOGIA ALGEERICA

C.-B. de Lyra

Publicagdie financiada pelo Conselho Nicional de Pesguisas

Sko Pauls — 1957

Material elaborado especificamente para o curso ministrado pelo préprio Lyra no
Primeiro Col6quio Brasileiro de Matemaética, realizado na cidade de Pocgos de Cal-

das/MG em julho de 1957, a partir de outros ja proferidos anteriormente.
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E utilizada a “teoria de homologia simplicial” para a introducao de conceitos bésicos
de Topologia Algébrica. Versam sobre “espagos afins”, “simplexos e complexos”, “sub-
divisao baricéntrica e aproximagcao simplicial”, “grupos graduados com diferenciacao”,
“egrupos abelianos finitos” e “invariancia de grupos de homologia”. Apresentaremos mais

detalhes a respeito desta obra na Secao 5.
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4.4.4 On the homotopy type of a factor space, 1958

ACADEMIA BRASILEIRA DE CIENCIAS

ON THE HOMOTOPY TYPE OF A FACTOR SPACE

C. B. pE Lyra

SEFARATA DO V0L, 30 N= 1 DOS “ANAIS DA ACADEMIA BRASILEIRA DE ClENCIAS™

Rio de Janeiro

1958

Dedicando-se fortemente aos estudos iniciados em Paris sobre espagos fibrados, Lyra
elaborou este trabalho e sua continuacao “On circles bundles over complex projective
spaces”®* (1959). A obra intenciona completar a demonstracio de Borel, Eckmann e

Samelson que, em 1949, provaram o resultado:

24Vide Secao 4.4.6.
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O tnico fibrado localmente trivial possivel de uma m—esfera S™ pelo toro
T? ocorre quando m é impar e s = 1, isto é, fibrados de esferas de dimensao

impar por circunferéncias. (Tradugao nossa).

Ainda sobre tal demonstracao, o autor complementa dizendo que a demonstragao
é feita
[...] assumindo que o espago quociente seja métrico separavel. Os grupos de
homotopia do espaco decomposicao M podem ser facilmente calculados a
partir de sequéncias exatas de homotopia. Usando resultados de Eilenberg e
MacLane (1945), foram calculados os grupos de homologia de M. (Tradugao

nossa).

Para atingir seus objetivos, Lyra assume que o espaco decomposto M é de Hausdorft.
Segue, entao, que M é metrizavel e tem uma base contavel. Ele ainda demonstra um

novo resultado:

Para qualquer fibrado Iocalmente trivial da S?" ! com circunferéncias como
fibras tais que a decomposicao de M é um espaco de Hausdorff, M é do
mesmo tipo de homotopia do espago projetivo complexo P, (C). (Tradugao

nossa).

Referéncias Bibliograficas do trabalho:

e Bulletin of the American Mathematical Society

— Borel, A. Eckmann, B. Samelson, H. (1949, v. 55, p.433-438);
— Whitehead, J. H. C. (1948, v. 54, p.1139-1145);

e Fundamenta Mathematicae
— Borsuk, K. (1948, v .21, p.91-98);
e Annals of Mathematics

— Eilenberg, S. Mac Lane, S. (1945, v. 46, p.480-509);
— Hurewicz, W. (1935, v. 36, p.194-197);

e Proceedings of the Japan Academy

— Morita. Hanai. (1956, v. 32, p.10-15).
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4.4.5 Sobre os espacos de mesmo tipo de homotopia que o dos

poliedros, 1958;
On spaces of the same homotopy type as polyhedra,1960

CARLOS B. DE LYRA

SOBRE 0S ESPACOS
DE MESMO TIPO DE HOMOTOPIA
QUE 0 DOS POLIEDROS

Tese aprezentads i Faculdade de Filoso-
fia, Citncias ¢ Letras da Universidade de
Sfo Paulo, para doutoramento em Cidn-
clas (Matemitica) .

S0 Paulo 1958
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Entre os anos de 1957 e 1958 e sob orientacao do Professor Candido Lima da
Silva Dias, Lyra desenvolveu um trabalho que foi apresentado & FFCL para o seu
Doutoramento em Ciéncias Matematicas. A defesa teve como Banca Examinadora,
além do orientador, os professores Leopoldo Nachbin, Chaim Samuel Honig, Edson
Farah e Omar Catunda. Apos o término da Graduacao, foi para a Franca, onde assistiu
as palestras de Hurewicz; tal contato, como jéa dito, despertou nele o interesse pela teoria

de Borsuk para espacos ANR, que foi objeto de estudo deste trabalho.

Lyra cita que um dos objetivos iniciais da Topologia Algébrica era construir uma
teoria profunda sobre os invariantes topologicos dos espagos. Com o decorrer do tempo,
observando a grande dificuldade em cumprir tal objetivo, ele passou a ser substituido
por outro, em suas proprias palavras, “mais modesto, embora ainda dificil’, que era o

de classificar os espacos através dos invariantes homotopicos?®.

O principal resultado apresentado no trabalho é a caracterizagao de espagos sim-
plesmente conexos e de espacos conexos por caminhos, uma vez que esses tém o mesmo
tipo de homotopia que um poliedro finito. Devemos destacar que um ANR compacto
e simplesmente conexo tem o mesmo tipo de homotopia de um complexo finito. Nesse
trabalho, Lyra se utiliza da teoria dos ANR’s, criada por Karol Borsuk. Contudo,
justificando sua intencao de tornar os enunciados mais simples, acrescenta a exigéncia
de que o espaco considerado seja conexo e, também, apresenta uma breve exposi¢ao

sobre os resultados de Whitehead a respeito dos CW-complexos.

Nao poderiamos deixar de citar aqui os agradecimentos feitos em seu trabalho de

Doutoramento. Transcrevemos a seguir alguns trechos:

[...] desejamos expressar ao prof. Candido Lima da Silva Dias, o nosso
reconhecimento pela maneira como incentivou e acompanhou este trabalho.
Lembramos com prazer ter sido um curso seu, ministrado em 1950, que

despertou em noés o interesse pela Topologia Algébrica. |grifo nosso|

[...]| ao prof. Chaim S. H6nig pelo seu valioso concurso e intimeras dis-

cussoes sobre assuntos tratados neste trabalho. [grifo nosso]

[Ao| prof. Azis Simao, num assunto remoto as suas preocupagoes intelec-
tuais, auxiliou-nos, em partes da redacao original, a conseguir que obscuri-
dade de expressao nao concorresse para aumentar a dificuldade inerente ao

assunto. [grifo nosso]

2Dizemos que uma aplicagdo f ¢ homotépica a g, f ~ g, (f,g : X — Y sdo continuas, onde X
e Y denotam espagos topologicos quaisquer) se f pode ser deformada continuamente em g, isto ¢, se
existe uma aplicagdo continua H : X x [ — Y, I = [0,1], tal que H(z,0) = f(x) e H(z,1) = g(x),
para todo z € X (COBRA, 2010, p.12).
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Este trabalho nao teria sido terminado a tempo sem colaboragao de mi-
nha esposa, Leda Lyra, que se incumbiu da execucao datilogréifica dos

originais. |grifo nosso|

Lyra também agradece pelo apoio financeiro a pesquisa concedido pelo Conselho

Nacional de Pesquisa.

Dois anos depois, 1960, foi publicado o artigo “On spaces of the same homotopy

type as polyhedra’, o qual trouxe os resultados obtidos em seu trabalho de Douto-

ramento. O reconhecimento do trabalho foi internacional, sendo citado inclusive na

obra “Theory of the Retracts”’, de Karol Borsuk?®. A seguir, o resumo publicado no

periddico Mathematical Reviews, em outubro de 1960, elaborado por V. Gugenheim:

Considerando as realizacoes do complexo singular de um espago como JHC
Whitehead e J. Milnor o autor demonstra alguns teoremas caracterizando
espagos com o tipo de homotopia de um poliedro localmente finito ou finito;
talvez o mais interessante seja o seguinte. Teorema: Seja X um espago
simplesmente conexo, conexo por caminhos, entao as seguintes condicoes
sdo equivalentes: (a) X tem o mesmo tipo de homotopia de um poliedro
finito; (b) X € a e os grupos Hy(X) sao finitamente gerados e se anulam a
partir de uma certa dimensao; (c) X € a, os grupos my(X) sdo finitamente
gerados para todo g > 0, e AX ¢ finito, (d) X é dominado por um poliedro
finito. Aqui a denota a classe de espacos conexos por caminhos dominados
por um CW-complexo AX a dimensdo minima do tal complexo dominante.

(Tradugao nossa).

Referéncias Bibliograficas do trabalho (Doutoramento):

Bourbaki, N. Topologie Générale. Hermann. Paris.
Eilenberg, S. Steenrod, N. Foundations of Algebraic Topology. Princeton. 1952.

Hilton, P. J. An Introduction to Homotopy Theory. Cambridge Univ. Press.
1953.

Hu, S. T. Homotopy Theory. 1950. (Mimeo. notes).
Lefschetz, S. Topics in Topology. Princeton. 1942.
Lefschetz, S. Algebraic Topology. AMSCP. 1942.

Fundamenta Mathematicae

26Monogr. Matem. n.44, Warsaw, 1967, p.218.
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— Borsuk, K. Uber eine Klasse von lokal susammenhéangender. Rdumen. (1932,
19, p.220-242);

— Borsuk, K. Zur kombinatorischen Eigenschaften der Retrakte. (1933, 21,
p.91-98);

— Borsuk, K. Sur un espace compact localment contractile qui n’est pas um
rétracte absolu de voisinage. (1948, 35, p.175-180).

e Annals of Mathematics

— Eilenberg, S. Cohomology and continuous mappings. (1940, 41, p.231-251);

— Eilenberg, S. Zilber, J. A. Semi-simplicial complexes and singular homology.
(1950, 51, p.499-513);

— Giever, J. B. On the equivalence of two singular homology theories. (1950,
51, p.178-191).

Bulletin of the American Mathematical Society
— Fox, R. H. On topologies for functions spaces. (1945, 51, p.429-432).

Arkiv for Matematik

— Hanner, O. Some theorems on absolute neighborhood retracts. (1951, 1,
389-408).

Proceedings London Mathematical Society

— Hu, S. T. Mappings of a normal space into an ANR. (1948, 64, p.336-358);

— Hu, S. T. Cohomology and deformation retracts. (1951, 2nd.S, 52, p.191-
219).

Pacific Journal of Mathematics

— Hu, S. T. On the realizability of homotopy groups and their operations.
(1951, 1, p.583-602).

Referéncias Bibliograficas do artigo:

e Bachman, H. Transfiniten Zahlen. Berlin - Gotting - Heidelberg: Springer Verlag.
1955.

e Bernays, P. Fraenkel, A. A. Axiomatic Set Theory. Amsterdam: North-Holand
Publishing Company. 1958.
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4.4.6 On circles bundles over complex projective spaces, 1959

ACADEMIA BRASILEIRA DE CIENCIAS

ONM CIRCLE BUMDLES OVER COMPLEX PROJECTIVE SPACES

C. B. pr Lymna

BEFARATA DO VoL, 81 N= | DOS “ANALS DA ACADENIA DRASILEIRA DE Cr@wcras

Rio de Jansire
1959

Esse trabalho foi uma continuacao dos estudos desenvolvidos por Lyra em Paris
que também deram origem ao trabalho “On the homotopy type of a factor space”’
(1958). Usando o Teorema da Classificagdo apresentado em “The Topology of Fibre

Bunbles”, de Steenrod, com fibrado principal SO(2) sobre o espago projetivo complexo

2"Vide Secdo 4.4.4.
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P,(C), podemos descrever os possiveis fibrados da S? com fibra S* como espaco fibrado

principal. Sao demonstrados os seguintes resultados:

Lema: Considere uma aplicacao qualquer f : P, — Y e seja my um
inteiro definido por fu, = myfB. Entao f ~ g : P, — Y se, e somente
se, my = mgy. A aplicacao [f] — my estabelece uma correspondéncia
biunivoca entre as classes de homotopia das aplicagoes f : P, — Y e o

conjunto dos inteiros 7. (Tradugao nossa).

Proposicao: Para qualquer fibrado localmente trivial da S® com fibra
St a decomposicao M é homeomorfa a uma 2—esfera; (2) para quaisquer
dois fibrados principais da S® com estrutura de grupo SO(2), existe um
homeomorfismo S? — S3 que é uma aplicacao fibrada, levando uma fibra

na outra. (Tradugao nossa).

Referéncias Bibliograficas do trabalho:

e Steenrod, N. The Topology of Fibre Bundles. Princeton;

Bulletin of the American Mathematical Society
— Cairns, S. S. (1946, v. 52, p.545-571);

Annals of Mathematics

— Eilenberg, S. (1940, v. 41, p.331-351);
— Hurewicz, W. (1935, v. 36, p.1494-197);
— Steenrod, N. (1944, v. 45, p.294-311);

Anais da Academia Brasileira de Ciéncias.

— Lyra, C. B. de. (to appear);

Proceedings of the American Mathematical Society

— Young, G. S. (1950, v. 1, p.215-223):



Producgao Cientifica de Lyra

76

4.4.7 Teoria das Superficies de Riemann, 1957-58

aﬂemznate a mazﬁne (Qoéu’gucer

TEORIA DASSUPERFICIES DE RIEMANN

COM A COLABORACRO DE:

Clarlos 5. L yea
Clhaim S. Hinig
Neto Clbln
Orar Catanda

REDIGIDD POR; Ctﬁ.m @'msaq

PUBLICACAO FINANCIADA PELO CONSELHO
MACIONAL DE PESQUISAS

157 - 1958

O material foi criado a partir das notas do seminario sobre superficies de Riemann,
organizado por Alexandre Augusto Martins Rodrigues (1930 - ), na USP, entre 1957
e 1958. Foi redigido por Elza Gomide, exceto o capitulo sobre “Uniformizacao”, cuja
redagao coube aos professores Omar Catunda e Nelo da Silva Allan. A producao contou
ainda com o auxilio de Lyra (no capitulo II, “Espagos de Recobrimento”) e de Chaim

Honig (nos capitulos “Topologia das Superficies Compactas”, “Matrizes de Riemann,
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Teorema de Riemann-Roch” e “Corpo das Fungoes Meromorfas sobre uma Superficies
de Riemann Compacta”). A obra tem carater didatico e objetivava difundir a teoria
das superficies de Riemann aos pesquisadores brasileiros.

Referéncias Bibliograficas do trabalho:

A publicagdo nao apresenta referéncias.
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4.4.8 Método de Whitehead na teoria da homotopia, 1963

ESCOLA DE EmoEmmART: pE K0 CARLOS pu USP

LCETEE wn WAITEEEAD MA TEORTA DA ROMOTOPTA

CABLOS B. DE L¥ka

AUSTER RUZANTE

A obra composta por notas mimeografadas de um curso ministrado por Lyra no
Departamento de Matematica da Escola de Engenharia de Sao Carlos (USP-Sao Car-
los), em 1963, teve como redatores Auster Ruzante e Mario R. Saab. Ela trata sobre
os métodos de Whitehead na teoria de homotopia, pressupondo conhecimentos sobre

homologia singular.
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4.4.9

On a conjecture in homotopy theory, 1965

Sobre uma conjectura na teoria da homotopia, 1965

ACADEMIA BRASILEIRA DE CIENCIAS

On a Conjecture in Hometepy

C. B. o Lvra

SEPARATY DO VoL 8r N= 3 DO§ “ANAIS DA ACADEMIA FRASILEIRA DE CHENCIAS"

Rio de Joneiro
1?2465
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SOBRE UMA CONJETURA NA TEORIA DA HOMOTOPIA

C. B. bE LYRA

Um problema interessante na teoria da homotopia tem
2 seguinte enunciado: seja X um espago dominado por um
complexo finito P (isto &, existem aplicacies f: X — P e
g:P— X taisque g-f=1); nestas condices,tem X o tipo
de homotopia de um complexo finitoc ? No caso m(X)=0, a
resposta é afirmativa |1]. No caso nfio - simplesmente conexo
ndo serd em geral verdade. Obtivemos os seguintes resultados.

Seja t/y a classe dos espacos X tais que: i) my(X)=0;
ii) X >um CW -complexo; iii) a,(X) é um grupo finito. Seja
AX a menor dimensio dos CW - complexos dominando X e
denotemos por ['(x) o grupo de classes de moddulos pro-
jetivos sibre o anel Zx (Cf. [2]). Se Xetyy ¢ AX <+, asso-
ciamos a X de maneira univoca um elemento A(X)e I'(a)
tal que:

1) MX) é um invariante do tipo de homotopia.
II) Se X €iljp, X > complexo finito & A(X)=0.

II) Se uwel'(x), a um grupo finito e n > 3, entdo
existe um complexo L seccionalmente finito tal que

x(L)=x, AL=n e AlL)=u.

O teorema III), juntamente com um resultado de D.S.
Rim |2| da& uma resposta negativa ao problema original; tal
situac@o ocorre, por exemplo, quando x=2Z.;: i.e. existe um
CW -complexo X com x(X)>Z, tal que X é dominado
por um complexo finito mas ndo tem o tipo de homotopia
de nenhum complexo finito.

A demonstracio déstes teoremas usa por um lado as
técnicas de CW -complexos. Por outro lade o método que
usamos para obter mddulos projetivos, empregados na cons-
trucio do invariante A(X), dependem dos métodos de Rim
|2| para assegurar que tais moédulos sfio projetivos. Dai a

Parte da pesquisa que resultou neste artigo foi desenvolvida durante o periodo em

que Lyra esteve como professor visitante no Institute for Advanced Study de Princeton
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(1960-1961) com bolsa da Rockefeller Foundation. Nela, ele referencia a questao levan-
tada por Karol Borsuk (1905 - 1982), num congresso em Amsterdam em 1954, sobre
descobrir se um ANR compacto de dimensao finita tem o mesmo tipo de homotopia de
um poliedro finito (complementando que qualquer ANR compacto é dominado®® por
um poliedro finito). Neste trabalho, é complementada a pesquisa apresentada em “On
spaces of the same homotopy type as polyhedra”®® (1960). Diferente do anterior, Lyra

passa a considerar também espacos nao simplesmente conexos.

Se considerarmos X dominado por um poliedro finito, a questao que surge entao
¢ “X tem o mesmo tipo de homotopia que um poliedro finito?”. Parte desse resposta
ja havia sido dada a comunidade cientifica em um artigo publicado no Boletim da So-
ciedade Matemaética de Sao Paulo de autoria do proprio Lyra. Em trabalho anterior,
datado de 1960, demonstra que a afirmagao é verdadeira caso X seja considerado sim-
plesmente conexo. Nesse, novo trabalho complementa a resposta a questao levantada
afirmando que se X nao ¢é simplesmente conexo, entao a afirmativa é falsa. Por ocasiao,
o problema de se determinar se a conjectura feita era valida para ANR’s compactos

ficou em aberto.

De acordo com Hilton (1974, p.118), os resultados de Lyra foram obtidos de forma
independente aos de C.T.C. Wall (1936 - ) e tiveram precedéncia na publicacdo. A
seguir, estao apresentados os resumos publicados no periddico Mathematical Reviews,
em maio de 1967, por R. Brown (On a conjecture in homotopy theory) e, em dezembro

do mesmo ano, por N. Stein (Sobre uma conjectura na teoria da homotopia):

Seja X um espago dominado por um CW-complexo finito. Seja A(X) a
dimensao minima de todos os CW-complexos finitos dominantes X. Uma
questao em aberto até 1964 era se A(X) < oo implicava que X era do
tipo de homotopia de um complexo finito. Foi respondido negativamente
por CTC Wall [Bull. Amer. Math. Soc. 70 (1964), 269-270; MR 28
#2549; Ann. of Math. Soc. (2) 81 (1965), 56-69; MR 30 #1515] sendo que
este tltimo artigo, provavelmente, continuaré sendo referéncia deste tépico.
Uma solugao independente deste problema é dada no presente trabalho.
Teorema 1: Seja X um espago 0—conexo com A(X) definido e < co. Seja
m = m(X) finito. Entdo, ha um elemento A(X) dependente apenas do
tipo de homotopia de X e X é do tipo de homotopia de um complexo
finito se, e somente se, A(X) = 0. Teorema 2: Dado um grupo finito
m, u € I'(m) e n > 3, existe um CW-complexo L seccionalmente finito tal
que A(L) =n, m (L) =7 e ML) = u. (Tradugao nossa).

28Sejam X e Y espacos topologicos e aplicacoes f: X — Y eg:Y — X tais que go f ~ 1x.
Entao X é dito dominado por Y.
29Vide Secao 4.4.5.
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Dado um espaco X, que seja dominado por um complexo finito P, X tem o
tipo de homotopia de um complexo finito? O autor ji havia mostrado que
isso é verdadeiro se X é simplesmente conexo [Bol. Soc. Mat. Sao Paulo,
12 (1957). 43-62 (1960), MR 22 #5970]. C. T. C. Wall [Bull. Amer. Math.
Soc. 70 (1964), 269-270; MR #2549] estudou o problema quando X é um
CW-complexo conexo. O autor assume que o complexo é finito e obtém

resultados semelhantes aos de Wall. (Tradugao nossa).

Referéncias Bibliograficas do trabalho:

Hilton, P. J. (1953), Introduction to Homotopy Theory, Cambridge Univ. Press.
Milnor, J. (1963), Morse Theory, Princeton Univ. Press.

Transactions of the American Mathematical Society

— Dugungji, J. (1958, v. 89, p.408-420);
— Eilenberg, S. (1947, v. 61, p.378 - 417);

— Milnor, J. W. On spaces having the homotopy type of a CW-complex. (1959,
v. 90, p.272-280);

Fundamenta Mathematicae
— Eilenberg, S. (1939, v. 32, p.167-175);
Annals of Mathematics

— Eilenberg, S. and Ganea, T. (1957, v. 65, p.517-518);

— Rim, D. S. Modules over finite groups. (1959, v. 69, p.700-712);

— Serre, J. P. Homologie Singuliére des Espaces Fibrés. (1951, v. 54, 425-505);
— Whitehead, J. H. C. (1949b, v. 50, p.661-263);

Boletim da Sociedade Matemética de Sao Paulo

— Lyra, C. B. de. On spaces of the same homotopy type as polyhedra. (1960,
v. 12, p.43-62);

Proceedings of the American Mathematical Society
— Swan, R. G. (1960, v. 11, p.885-887);
Bulletin of the American Mathematical Society

— Wall, C. T. C. An obstruction to finiteness of CW-complexes. (1964, v. 70,
p.269-270);

— Whitehead, J. H. C. (1949a, v. 55, p.213-245).
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4.4.10 H-equivaléncia de grupos topologicos, 1968

CARLGS B. DE LYIA

H-EJUIVALENCIA de GHUPOS TOPOLOGICGS

l'ese apresentads pare concurso
de Livre-docencis da Cadeira de
Complementos de Geometria e Geo-
mebtria Superior, da Feculdede de
Filosofia, Cienciss e letrea da
Universidede de S8¢ Paulo.

S0 PalLD - 1968
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Este foi o trabalho apresentado por Lyra ao concurso de Livre-Docente para a
Cadeira de Complementos de Geometria e Geometria Superior da FFCL, concluida em
1968.

Como de costume, antes de tratar sobre os estudos, apresenta seus agradecimentos:
ao professor Edwin Spanier, pela contribuicao, & qual se refere como “discussoes escla-
recedoras”; e ao professor Elon Lages Lima, pelas “valiosas trocas de ideias’. Ainda,
sao apresentados agradecimentos aos professores Candido Lima da Silva Dias e Chaim
Samuel Honig, pelo incentivo. A esposa Leda, pelo trabalho de datilografia e ao amigo
Mauricio Segall, por ter proporcionado “tranquilidade do seu refiigio serrano”, que lhe

permitiu concluir o trabalho no tempo pretendido.

Os principais resultados apresentados no trabalho sao os dois teoremas, transcritos

a seguir:

Teorema B: Seja p : G — G’ uma H-equivaléncia entre CW-grupos G e G'. Entao
os grupos G e G' sao equivalentes no sentido de Milnor: existe um CW-grupo G e
homomorfismos de grupo topolégico h : G—Gell:G— @& que sao equivaléncias

de homotopia.

Teorema B’: Sejam G e G’ grupos topologicos cujos espacos subjacentes pertencem

a Wo3Y. Se existe uma H-equivaléncia ¢ : G — G, entao G e G’ sao M-equivalentes.

Referéncias Bibliograficas do trabalho:

e Steenrod, N. The Topology of Fibre Bundles. Princeton Univ. Press. 1951.
e Annals of Mathematics

— Adams, J. F. On the non-existence of elements of Hopf invariant one. (1960,
v. 72, p.20-104);

— Huebach, W. On the covering homotopy theorem. (1955, v. 61, p.555-563);

?

— Milnor, J. W. Construction of universal bundles I1I. ;

( )
— Milnor, J. W. Construction of universal bundles I. (1956, v. 63, p.272-284)
(1956, v. 63, p.430-436)
( )

— Serre, J. P. Homologie singuliére des espaces fibrés. :

1951, v. 54, p.425-505

e Illinois Journal of Mathematics

30Wo representa a classe dos espacos do mesmo tipo de homotopia que algum CW-complexo enu-

meréavel.
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— Dold, A. Lashof, R. Principal quasi-fibrations and fibre homotopy equiva-
lence of bundles. (1959, v. 3, p.285-305);

Transactions of the American Mathematical Society
— James, 1. M. Multiplications on spheres. v. I1. (1957, v. 84, p.545-558);
Boletim da Sociedade de Matematica de Sao Paulo

— Lyra, C. B. de. On spaces of the same homotopy type as polyhedra. (1957,
v.12, p.43-62);

Tohoku Mathematical Journal (2nd Ser.)

— Miyazaki, H. The paracompactness of CW-complexes. (1952, v. 4, p.309-
313);

Commentarii Mathematici Helvetici
— Samelson, H. Groups and spaces of loops. (1954, v. 23, p.278-287);
Quarterly Journal of Mathematics (2nd Ser.)

— Slifker, J. F. Exotic multiplications on S3. (1965, v. 16, p.322-359).
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4.4.11 Grupo fundamental e revestimentos, 1969

PUBLICACOES DO INSTITUTO DE PESQUISAS MATEMATICAS

DA

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

RUPD FUNDAMENTAL E REVESTIMENTOS

C. B. DE LYRA

SAO PAULO

1969

Esta publicagao serviu de texto para um curso que que ele ministrou no “7° Coléquio
Brasileiro de Matemaética”. Seu contetudo foi elaborado de maneira a ser acessivel a
alunos que ja tivessem iniciado seus estudos em nivel de Mestrado e também tivessem

conhecimentos sobre teoria dos grupos e Topologia Geral.
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No trabalho, constam agradecimentos especiais a professora Elza Gomide e ao pro-
fessor Renzo Piccinini, pelas discussoes que culminaram com a elaboragao do material.
Devemos destacar, mais uma vez, os agradecimentos que ele dedica a esposa Leda,
pelo trabalho datilografico e pelo encorajamento na preparagao do manuscrito, sem os

quais, segundo suas proprias palavras, nao teria sido possivel concluir as notas.

Os grandes objetivos do curso apontam para um estudo sobre as propriedades e
aplicagoes do grupo fundamental e para um tratado acerca das categorias de reves-
timento de um determinado espago que, particularmente, ¢ uma aplicacao de grupo

fundamental.

Referéncias Bibliograficas do trabalho:

e Crowell, R. H. Fox, R. H. Introduction to Knot Theory. Ginn & Co. 1963.

e Massey, W. S. Algebraic Topology: An Introduction. Harcourt, Brace and World.
1965.

e Spanier, E. H. Algebraic Topology. McGrow-Hill Book Co. 1956.

Sao apresentadas, ainda, referéncias para aqueles que desejarem estudar mais sobre

Topologia Geral e Teoria dos Grupos:

e Lima, E. L. Topologia Geral. Notas de Matematica. IMPA.

e Monteiro, L. H. J. Elementos de Algebra. Capitulos 2 e 8. Ao Livro Técnico.
1969.

e Rotman, J. J. The Theory of Groups. Allyn & Bacon. 1965.
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Caracterizagcao dos SHM-morfismos para grupos topo-

loégicos, 1975

ANAIS

DA
ACADEMIA BRASILEIRA DE CIENCIAS

Vol 47 ﬂ

RIC DE JANEIRD, 31 DE MARDD DE 1975

|| Ne 1

o=

Caracterizagio dos SHM-Morfismos para Grupos Topolégices *

C. B. DE LYRA

Imstitmto de Matemdtica ¢ Fstatistica, Universidade do St Paols, S0 Paule, SP

Hii cerca de quinze anos, M. Sucawama
[77]** introduzin o negie de aplicagio for-
temente  homotopicamente  mulliplicativa
(strongly homotepy-multiplicative, ou SHM )
cntre mondides topolégicos associatives. Este
eonoeito revelouse ser a generalizacho ade-
gquada parn a teoria da homotopia da noglo
Je homomorfismo continuo entre mondides ou
entre grupos topoldgicos,

A teoria foi amplamente estudada por .
.- Seasuerr [69], M. Focns [24], o oulros.
Foram esclarecidos pontos obscuros, inclusive
em teorias clissicas. Por exemplo, se G e H
meMdELIeDBa.Bnm:mmpmpm
i lassificadores  universais, ¢ bem conhecido
yue @ todo homomorfisme h:G—+H de grupos
de Lie corresponde uma aplicagio continua
indugida B(h):Bg—By, M. Avivan & F. His-
amnock [6] observaram que pode haver fun-
goes f: Bo—By cuja classe de homotopia nfic
contém aplicogdes B{h). Esta falta de corres-
pondéncia pode ser corrigida considerando-se
também os SHM-morfismos G—H.

Se G é um grupo topolégico, seja
w(G) = (Eq, p, Bg) o fibrado principal

* Recchido em 11 de junha de 1974,
** As relevdnoias bibliogrificas referem-se 3
Lbliografia i momografia de Jaziis Srasuery, “H-
from » Homotopy Puint of View”, Springer
m Notes, N2 W?;Tﬂ 1070}, omde se encontrun
embsim az definigis dos conceiten clissioos que npe-
CR-

universal de G obtido pela construgio de
Dowe x Lasior; tem-se G o Ez. Dizemos
que uma fungiio continua @:C—G' tem a pro-
pricdade da extensdo fibrada (EF) se: (1)
¢ (&) « componente conexa de & em G}
(2) w se estende 2 uma aplicacio fibrada
@, :Eq—=Eqg; (3) @ preserva a filtragdo na-
tural da eonstrugio D.—L..

Ambos os homomerfismes continuos & os
SHM-morfismos tem & propriedade (EF).
Desenvolvemos a teoria das (EF )-aplicagBes
para CW-grupos usando téenicas bastante di-
versas da teoria des SHM-morfismos. Na ca-
tegoria dos CW-gropos, demonstramos os se-
guintes teoremas; malores detalhes o as de-
monstraghes apareceriio oportunaments.

Teonesta 1. Se @:G=G' tem o propriedade
{EF}'W.#%M!'MHMW:F&
priedade | EF).

Tromesea 2. Se @:G+G’ tem a propriedode
(EF) ¢ é uma equivaléncla de homotopia,
entdo gqualquer inverse de homotopia ¢:G'—
—G de ¢ tem o propriedade (EF).

Teorexia 3. Consideremos g:G—C" continua.
Existe wm CW- C" e

continuo b :G"=GC, que é equivaléncia de
komotopia, ¢ @:G=G' tem a propriedads
{EF) <=rexiste homomorfisme continuo h':
G =G tal que oy o Iy,

An. Aced, beeyl, Cimr., (1975} 4T {1}
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O texto é uma compilagdo em portugués dos resultados obtidos em SHM-maps of

CW-groups de 1974, apresentando os cinco teoremas aqui elencados na citada publica-
31

¢ao

Referéncias Bibliograficas do trabalho:

A obra nao apresenta referéncias.

31Vide Secao 4.4.13.
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4.4.13 SHM-maps of CW-groups, 1976

SHM-MAPS OF CW-GROUPS

By C. B. DE LYRA®

[Received 17 January 1974 in revised form 28 December 1974]

1. Introduction

WE study countable CW-groups [9] {rom the homotopy viewpoint, that is,
we regard groups as associative H-spaces provided with additional struc-
ture. To this end we define a wider class of maps, which include the
continuous homomorphisms. Let G and &' be any topological groups. A
map &: G —+ G’ will be said to sarisfy FEP* if (1) ¢ 1akes the pathwise
component of e the unit element in €7, into that of &, the unit ¢lement in
(7" (2) & exténds 1o a fibre map &2 wg = wg of the universal bundles,
50 as to preserve the natural filirations of these bundles.

For general topological groups. regarded as associative H-spaces, the
above class of maps contains the strongly homotopy multiplicative (SHM)
maps in the sense of Sugawara [15]. For a broad class of topological
groups, including Lie groups and countable CW-groups. it turns out thar
these two classes of maps coincide (see Theorem 3.2).

Certain preliminary results abour vertical homotopies of principal bun-
dle maps are established in §2; for these one exploits the contractibility of
the total space. Proposition 2.5, in particular, is essential for comparing
FEP*-maps {and so SHM-maps) with true homomorphisms in §5.

Section 3 is basically concerned with the equivalence between FEP*-
maps and SHM-maps. We consider 1opological groups G which have the
compactly generated topology and which are such that (G, ¢) is a neigh-
borhood deformation retract pair [11]. We not only establish. for such
groups, the equivalence of the properties FEP* and SHM: we also show
that it is unnecessary to insist that the extension of &: G— G’ 10 the
universal bundles be filtration-preserving (this apparently weaker condi-
tion is called the FEP-properry). Our arguments establish the fact that
every map homotopic to an SHM-map is again an SHM-map (Corollary
3.4),

* Professor de Lyra submined an original version of this paper in Januvary 1974, It was
returned 1o him. along with subsiantial suggestions for revision by the referee, on March 13,
1974. Lyra very much welcomed the referee’s supgestions for improvement, and was able 1o
embark on a revised version in the beginning of June, 1974, Unfortunately he was stricken
with cerebral hasmorrhage and died. aged 46. on July 13, 1974, leaving behind rough drafts
of early sections of the paper. Peter Hilton was in Brazil at the time of Lyra's death and
undertook 1o write the revised version in sccordance with the referce’s suggestions and
Lyra’s notes. It is this version which we now publish, Peter Hilton has asked the editors to
explain the circumstances and also 10 acknowledge his indebtedness to Professors Chaim

Hinig and Elzn Gomide for their invaluable assistance in collating the material lelt behind
by their close friend Carlos de Lyra,

Quart, J. Math. Oxford (2, 27 (1976), 139-157
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Antes de efetuar comentéarios sobre o conteudo do artigo, existem fatos interessantes
a se pontuar. Originalmente, Lyra escreveu o trabalho e o submeteu a apreciacao do
The Quarterly Journal of Mathematics, Oxford, em janeiro de 1974. Depois disso,
o artigo lhe foi retornado com sugestoes que foram acatadas. Contudo, conforme ja
mencionado, nesse meio tempo ele foi diagnosticado com um tumor cerebral, e com
as idas e vindas ao hospital terminou o artigo e o deixou em seu escritorio. Apos seu
falecimento, Peter Hilton, que na ocasiao estava no Brasil, levou o artigo a Inglaterra

e solicitou sua publicagao, o que ocorreu em dezembro de 1974.

A sigla SHM ¢é a abreviagao usada para designar o conceito criado por Masao
Sugawara de “strongly homotopy-multiplicative” (fortemente homotopicamente multi-
plicativa) entre mondides topologicos associativos. Sao apresentados, segundo a publi-
cagdo de Lyra, “Caracterizacgao dos SHM-morfismos para grupos topologicos” (1975)

(Segao 4.4.12), dentre os resultados, alguns teoremas:

Teorema i: Se ¢ : G — G’ goza da propriedade da extensao fibrada (EF'), entao ¢’

também goza da mesma propriedade.

Teorema ii: Se ¢ : G — G’ tem a propriedade EF e é uma equivaléncia homotépica,

entao qualquer inverso de homotopia v : G' — G de ¢ tem a propriedade EF.

Teorema iii: Consideremos ¢ : G — G’ continua. Existe um CW-grupo G" e
homomorfismo continuo h : G — G, que é equivaléncia de homotopia, e ¢ : G — G’
tem a propriedade de EF' se, e somente se, existe um homomorfismo continuo h' :

G" — G’ tal que po h ~ h/'.

Teorema iv: Sejam X e Y complexos simpliciais conexos, localmente finitos, G x, Gy
os CW-grupos associados a X e Y, respectivamente (pela contragao inversa de Milnor).
Entao X ~Y <= existem homomorfismos continuos h : Gx — Gy, h' : Gy — Gx
tais que h'h ~ 1 e hh/ ~ 1.

Teorema v: Sejam G,G’ grupos topologicos. Entéo, ¢ : G — G’ é um SHM-

morfismo se, e somente se, ¢ satisfaz a propriedade EF.

A seguir, é apresentado o resumo publicado no periédico Mathematical Reviews,
em outubro de 1977, escrito por Donald W. Kahan:
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[...] Considere a cole¢do enumeravel de CW-grupos, ou seja, CW-espagos
que sao grupos topologicos, para os quais as aplicagoes basicas sao celula-
res. Para esses dois grupos, podem-se considerar aplicacoes continuas, ou
homomorfismos continuos, ou SHM-maps (strongly homotopy multiplicative
maps), ou FEP-maps (preserva a componente da identidade e estende a uma
aplicagao fibrada do fibrado principal universal). Pouco mais restritivas sdo
aquelas FEP-maps que preservam filtracao proveniente da construcao Dold-
Lashof [A. Dold e R. Lashof , Illinois J. Math. 3 (1959), 285-305; MR 21
# 331]| estes sao os FEP*-maps. Sob condigbes gerais, o autor mostra que
as nocoes de SHM e FEP sao as mesmas e que FEP é equivalente a FEP*.
O autor também apresenta um interessante teorema de inversao para uma
SHM-map, que é uma equivaléncia de homotopia. Para as consideracoes
finais, d4 um exemplo interessante de um grupo, homotopicamente equiva-
lente & S3, para o qual existe uma quantidade pequena de homomorfismos

continuos da S para este grupo. (Tradugio nossa).

Referéncias Bibliograficas do trabalho:

e Hilton, P. Homotopy Theory and Duality. Gordon and Breach. 1965.
e Hubbuck, J. R. Homotopy Homomorphisms of Lie Groups. (to appear)
e Husemoller, D. Fibre Bundles. McGraw-Hill. 1966.

e Siebenmann, L. C. Le fibré tangent. Mimeographed notes. Paris, 1969.

e Stasheff, J. H-Spaces from a Homotopy Point of View. Springer Lecture Notes
No. 161, 1970.

e Steenrod, N. The Topology of Fibre Bundles. Princeton University Press. 1951.
e Sullivan, D. Geometric Topology I. MIT, 1970. (Mimeographed notes).
e [llinois Journal of Mathematics

— Dold, A.; Lashof, R. Principal quasi-fibrations and fibre homotopy equiva-
lences of bundles. (1959, v. 3, p.285-305);

e Annals of Mathematics

— Dold, A. Partitions of unity in the theory fibrations. (1963, v. 78, p.223-
255);

— Huebsch, W. On the covering homotopy theorem. (1955, v. 61, p.555-563);

— Milnor, J. W. Construction of universal bundles I. (1956, v. 63, p.272-284);
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— Milnor, J. W. Construction of universal bundles II. (1956, v. 63, p.430-436);
Mathematische Annalen

— Fuchs, M. Verallgemeinerte homotopie-homomorphismen und klassifizierende
Raume. (1965, v. 161, p.197-230);

Transactions of the American Mathematical Society

— Milnor, J. W. On spaces having the homotopy type of a CW-complex. (1959,
v. 90, p.272-280);

Bulletin of the American Mathematical Society

— Rothenberg, M.; Steenrod, N. The cohomology of classifying spaces of H-
spaces. (1965, v. 71, p.842-875);

Memoirs of the College of Science (University of Kyoto)

— Sugawara, M. On the homotopy commutativity of groups and loop spaces.
(1960, v. 23, p.257-269).
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4.5 Referéncias bibliograficas utilizadas por Lyra

As fontes de referéncias indicadas por Lyra resumem-se, basicamente, em periodicos,
livros, notas de aula e um seminario. De acordo com pesquisadores da area de Topologia
Algébrica, os peridédicos usados por Lyra sao de alta qualidade e os artigos citados sao

classicos ainda hoje utilizados em pesquisas.

Seminarios:

Seminaire de Topologie Algébrique: seminérios proferidos por Henry Cartan em Paris
entre 1948 e 1949.

Livros e notas de aula:

e Aleksandrov & Hopf Topologie, Springer 1935.
e Bachman, H. Transfiniten Zahlen. Berlin - Gotting - Heidelberg: Springer Verlag. 1955.

e Bernays, P. Fraenkel, A. A. Axiomatic Set Theory. Amsterdam: North-Holand Publishing
Company. 1958.

e Bourbaki, N. Topologie Générale. Hermann. Paris.

e Bourbaki, N. Théorie des Ensembles. (fasc. rés.).

e Crowell, R. H. Fox, R. H. Introduction to Knot Theory. Ginn & Co. 1963.

e FEilenberg, S. Steenrod, N. Foundations of Algebraic Topology. Princeton. 1952.

e Hilton, P. J. An Introduction to Homotopy Theory. Cambridge Univ. Press. 1953.

e Hilton, P. Homotopy Theory and duality. Gordon and Breach. 1965.

e Hu, S. T. Homotopy Theory. 1950. (Mimeo. notes).

e Hubbuck, J. R. Homotopy Homomorphisms of Lie Groups. (to appear)

e Husemoller, D. Fibre Bundles. McGraw-Hill. 1966.

e S. Lefschetz Introduction to Topology, Princeton U.P.1949.

e S. Lefschetz Algebraic Topology (Colloquium Publ. of the American Math. Soc. 1942).
e Lefschetz, S. Topics in Topology. Princeton. 1942.

o Lefschetz, S. Algebraic Topology. AMSCP. 1942.

e Lima, E. L. Topologia Geral. Notas de Matematica. IMPA.

o Massey, W. S. Algebraic Topology: An Introduction. Harcourt, Brace and World. 1965.
e Milnor, J. (1963), Morse Theory, Princeton Princeton University Press.

e Monteiro, L. H. J. Elementos de Algebra. Capitulos 2 e 8. Ao Livro Técnico. 1969.

e Patterson Topology (Oliver & Boid, 1956).

e L. Pontryagin Foundations of Combinatorial Topology,Greylock Press (1952);

e Rotman, J. J. The Theory of Groups. Allyn & Bacon. 1965.

e Seifort & Threlfall Lehrbuck der Topologie (1934) reimpresso por Chelsea Publ. 1947;
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e Siebenmann, L. C. Le fibré tangent. Mimeographed notes. Paris, 1969.

e Spanier, E. H. Algebraic Topology I, notas mimeografadas da Univ. de Chicago.

e Spanier, E. H. Algebraic Topology. McGraw-Hill Book Co. 1956.

o Stasheff, J. H-Spaces from a Homotopy Point of View. Springer Lecture Notes No. 161, 1970.
e Steenrod, N. The Topology of Fibre Bundles. Princeton University Press. 1951.

e Sullivan, D. Geometric Topology I. MIT, 1970. (Mimeographed notes).

Periodicos:

Titulo do Peri6édico ‘ Artigos citados

American Journal of Mathematics 1

Anais da Academia Brasileira de Ciéncias 1

Annals of Mathematics
Arkiv for Matematik

Boletim da Sociedade Mateméatica de Sao Paulo

—
EN|

Bulletin of the American Mathematical Society

Commentarii Mathematici Helvetici

Fundamenta Mathematicae

Illinois Journal of Mathematics

Mathematische Annalen

Memoirs of the College of Science (University of Kyoto)

Pacific Journal of Mathematics

Proceedings London Mathematical Society

Proceedings of the American Mathematical Society

Proceedings of the Japan Academy

Quarterly Journal of Mathematics
Tohoku Mathematical Journal

Transactions of the American Mathematical Society

N e e SN B S H R SN T S A A IS B S I I O

Listamos a seguir cada um dos artigos, bem como os respectivos peridodicos nos

quais foram publicados, conforme citagao anterior.

e American Journal of Mathematics

— Eilenberg, S. Mac Lane, S. Acyclic Models. (1953, v. 75, p.189-199).
e Anais da Academia Brasileira de Ciéncias.

— Lyra, C. B. de. (to appear);
e Annals of Mathematics

— Adams, J. F. On the non-existence of elements of Hopf invariant one. (1960, v. 72,
p-20-104);

— Dold, A. Partitions of unity in the theory fibrations. (1963, v. 78, p.223-255);
— Eilenberg, S. Singular Homology Theory. (1944, v. 45, p.407-444);
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— Eilenberg, S. Zilber, J. A. Semi-simplicial Complexes and Singular Homology Theory.
(1950, v. 51, p.499-513);

— Eilenberg, S. Mac Lane, S. (1945, v. 46, p.480-509);

— Eilenberg, S. (1940, v. 41, p.331-351);

— Eilenberg, S. Cohomology and continuous mappings. (1940, 41, p. 231-251);
— Eilenberg, S. and Ganea, T. (1957, v. 65, p.517-518);

— Giever, J. B. On the equivalence of two singular homology theories. (1950, 51, p.178-191).
— Huebach, W. On the covering homotopy theorem. (1955, v. 61, p.555-563);

— Hurewicz, W. (1935, v. 36, p.194-197);

— Milnor, J. W. Construction of universal bundles I. (1956, v. 63, p.272-284);

— Milnor, J. W. Construction of universal bundles II. (1956, v. 63, p.430-436);
— Rim, D. S. Modules over finite groups. (1959, v. 69, p.700-712);

— Serre, J. P. Homologie Singuliére des Espaces Fibrés. (1951, v. 54, p.425-505);
— Steenrod, N. (1944, v. 45, p.294-311);

— Whitehead, J. H. C. (1949b, v. 50, p.661-263);

o Arkiv for Matematik
— Hanner, O. Some theorems on absolute neighborhood retracts. (1951, 1, 389-408).
e Boletim da Sociedade Matematica de Sao Paulo

— Farah, E. (v. 1, p.19-34).
— Lyra, C. B. de. On spaces of the same homotopy type as polyhedra. (1960, v. 12, p.
43-62);

e Bulletin of the American Mathematical Society

— Borel, A. Eckmann, B. Samelson, H. (1949, v. 55, p.433-438);
— Cairns, S. S. (1946, v. 52, p.545-571);
— Fox, R. H. On topologies for functions spaces. (1945, 51, p.429-432).

— Rothenberg, M.; Steenrod, N. The cohomology of classifying spaces of H-spaces. (1965,
v. 71, p.842-875);

— Wall, C. T. C. An obstruction to finiteness of CW-complexes. (1964, v. 70, p.269-270).
— Whitehead, J. H. C. (1949a, v. 55, p.213-245).
— Whitehead, J. H. C. (1948, v. 54, p.1139-1145);
o Commentarii Mathematici Helvetici
— Samelson, H. Groups and spaces of loops. (1954, v. 23, p.278-287);

e Fundamenta Mathematicae

— Borsuk, K. (1948, v .21, p.91-98);

— Borsuk, K. Uber eine Klasse von lokal susammenhédngender. Rdumen. (1932, 19, p.220-
242);
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— Borsuk, K. Zur kombinatorischen Eigenschaften der Retrakte. (1933, 21, p.91-98);

— Borsuk, K. Sur un espace compact localment contractile qui n’est pas um rétracte absolu
de voisinage. (1948, 35, p.175-180).

— Eilenberg, S. (1939, v. 32, p.167-175);
e Illinois Journal of Mathematics

— Dold, A. Lashof, R. Principal quasi-fibrations and fibre homotopy equivalence of bundles.
(1959, v. 3, p.285-305);

o Mathematische Annalen

— Fuchs, M. Verallgemeinerte homotopie-homomorphismen und klassifizierende R&ume.
(1965, v. 161, p.197-230);

e Memoirs of the College of Science (University of Kyoto)

— Sugawara, M. On the homotopy commutativity of groups and loop spaces. (1960, v. 23,
p.257-269).

e Pacific Journal of Mathematics

— Hu, S. T. On the realizability of homotopy groups and their operations. (1951, 1, p.583-
602).

e Proceedings London Mathematical Society

— Hu, S. T. Mappings of a normal space into an ANR. (1948, 64, p.336-358);
— Hu, S. T. Comhomology and deformation retracts. (1951, 2nd.S, 52, p.191-219).

e Proceedings of the American Mathematical Society

— Young, G. S. (1950, v. 1, p.215-223);
— Swan, R. G. (1960, v. 11, p.885-887);

e Proceedings of the Japan Academy
— Morita. Hanai. (1956, v. 32, p.10-15).
o Quarterly Journal of Mathematics (2nd Ser.)
— Slifker, J. F. Exotic multiplications on S3. (1965, v. 16, p.322-359).
e Tohoku Mathematical Journal (2nd Ser.)
— Miyazaki, H. The paracompactness of CW-complexes. (1952, v. 4, p.309-313);

e Transactions of the American Mathematical Society

Dugungji, J. (1958, v. 89, p.408-420);
Eilenberg, S. (1947, v. 61, p.378 - 417);
— James, I. M. Multiplications on spheres. v. II. (1957, v. 84, p.545-558);

— Milnor, J. W. On spaces having the homotopy type of a CW-complex. (1959, v. 90,
p.272-280);

Dessa forma, quanto as referéncias, temos 30 titulos categorizados em livros e notas

de aula, 50 artigos divididos em 18 periddicos e os Seminarios assistidos por Lyra ao

final da Graduacao em Paris.



5 Analise comentada da obra

“Introducao a Topologia Algébrica”

Carlos Benjamin de Lyra foi um mateméatico universalista que trabalhou significa-
tivamente na difusao da ciéncia brasileira. Foi um proeminente pesquisador, com pro-
ducao de textos muito importantes, fornecendo uma inquestionéavel contribuicao para
o desenvolvimento da Matemaética, particularmente da Topologia Algébrica, no Bra-
sil. De modo a confirmar essa importancia, é pertinente expor os dizeres da comissao
julgadora para o concurso de Professor Adjunto da USP, constituida pelos Professores
doutores: Chaim Samuel Honig (IME-USP), Edison Farah (IME-USP), Manfredo Per-
digdo do Carmo (IMPA-CNPq) e Gilberto Francisco Loibel (ICMSC-USP /Sao Carlos)
que assim se manifestou em relagao ao memorial apresentado pelo professor Lyra: “uma
carreira cientifica universitaria, sob todos os pontos de vista, altamente meritéria’. A
comissao emitiu ainda o seguinte parecer: “chama a atencao a serenidade e a coerén-
cia dos trabalhos do candidato numa area reconhecidamente dificil como a Topologia

Algébrica’.

Apresentamos na Sec¢ao 4.4 as obras publicadas de Lyra, tecendo breves comentérios
a respeito delas. Faremos agora uma analise comentada acerca da obra “Introducao
a Topologia Algébrica”, que serviu de base para o curso ministrado no 1° Coléquio
Brasileiro de Matemética (julho de 1957). Analisada nos tempos atuais, ao lado de
importantes publicagoes que hoje existem sobre o assunto, esta obra pode ser conside-
rada um texto com contetido abrangente e rico de informacoes. Mais de 50 anos depois
de publicada, ainda se constitui num texto atual. Um fato relevante a se destacar
sobre o material é que se trata do primeiro texto em Topologia Algébrica em Lingua
Portuguesa'. A teoria de homologia simplicial adotada por Lyra no trabalho se aplica
a categoria dos pares (X, A), em que X é um poliedro e A um subconjunto compacto
de X que também é um poliedro. Intuitivamente, um poliedro ¢ um subconjunto do
R™ composto de vértices, segmentos de reta, tridngulos e assim por diante (simplexos).
Observemos que embora esses espacos constituam um caso bastante particular, servem

como uma classe importante de espagos para questoes mais gerais. Conforme Croom

!Declaracao do Professor Loibel em entrevista concedida a nés em 2012.
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(1978), “além de serem facilmente visualizados, os poliedros sao suficientemente gerais
para serem usados em aplicagoes” (Tradugao nossa). Devemos destacar, entre a série
de aplicacoes que Lyra apresenta no texto, o calculo de grupos de homologia de di-
versas superficies e a demonstracao do famoso Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz.
Ressaltamos aqui a importancia de tal teorema, que deu origem a uma importante area
de pesquisa: “Pontos Fixos de Aplicacoes”, posteriormente generalizada para “Teoria
de Coincidéncia de Aplicagoes”. Nos dias de hoje, esta em pleno desenvolvimento uma
nova generalizacao da area, estudam-se problemas de pontos fixos e de coincidéncias

de aplicagoes fibradas.

A Topologia Algébrica parte de um problema geométrico, o traduz em termos algé-
bricos (grupos de homotopia, grupos de homologia, grupo fundamental), faz os calculos
utilizando resultados algébricos e, entao, retorna para responder as questoes geomé-
tricas iniciais. Na linguagem da teoria das categorias, dizemos que uma teoria de
homologia ¢ um functor covariante da categoria dos espacgos topologicos na categoria
de grupos abelianos. A teoria de homologia popularizou-se nas tultimas quatro dé-
cadas com os estudos em Topologia Algébrica difundidos em niveis de Graduagao e

Po6s-Graduacao e incluindo pesquisas matematicas.

A teoria de homologia pode ser vista como uma forma de associar uma sequéncia
de grupos abelianos a uma certa categoria de espacos topologicos. Esses grupos sao,
portanto, chamados “grupos de homologia” dos espacos a que estao associados, sendo

que se dois espagos sao homeomorfos, entao seus grupos de homologia sao isomorfos.

Particularmente, Lyra utilizou no citado trabalho grupos de homologia para polie-
dros, que, segundo Munkres (1984, p.145), é a mais concreta das teorias de homologia
e, historicamente, foi a primeira a surgir. Também, de acordo com o autor, “mais tarde,
varias defini¢oes generalizadas de homologia foram formuladas e aplicadas a espagos
mais gerais’. Complementa, ainda, que “essas varias teorias de homologia tém muitas
caracteristicas em comum, elas produzem os mesmos resultados da teoria de homologia

simplicial na classe dos poliedros”.

Em 1945, as analogias dessas teorias de homologia levaram os matematicos Samuel
Eilenberg (1913-1998) e Norman Earl Steenrod (1910-1971) a axiomatizarem a nocao

da Teoria da Homologia:

Eles formularam certas propriedades decisivas que essas teorias tém em
comum e mostraram que essas propriedades caracterizam completamente
os grupos de homologia na classe dos poliedros. (MUNKRES, 1984, p.145

- tradugao nossa).
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A prova de que tais axiomas caracterizam a homologia para poliedros pode ser

encontrada no livro de Eilenberg e Steenrod, publicado em 19522

Sao sete os axiomas que caracterizam uma teoria de homologia. Eles serao enunci-

ados a seguir para classes admissiveis® de espacos.

Se A é uma classe admissivel, uma teoria de homologia em A consiste de trés

funcoes:

a) Uma funcdo H, definida para cada inteiro p e cada par (X, A) em A levando

valores num grupo abeliano;

b) Uma fungao que, para todo inteiro p, associa a cada fungao continua f : (X, A) —

(Y, B) um homomorfismo:

(fp)s : Hy(X, A) — H,(Y, B)

c) Uma funcdo que, a todo inteiro p, associa para cada par (X, A) em A um homo-
morfismo:

(aA*)p : H:D<X? A) — Hp—l(A)

em que A denota o par (A, @).

Sao requeridas dessas funcoes que satisfagam os seguintes axiomas em que os pares

de espacos considerados estao em A.

Axioma 1: (Identidade)
Sel:(X,A) — (X,A) é a func¢ao identidade, entao:

H,(I): H(X,A) — Hy (X, A)

é a identidade de H,(X, A) para cada gq.

Axioma 2: (Composigao)
Se f:(X,A) — (Y,B)eg: (Y,B) — (Z,C) sao aplicagoes na classe das fungoes

admissiveis A, entao para cada inteiro q:

Hy(g f) = Hy(g) Hq(f): He(X,A) — Hq(Z,0C)

2EILENBERG, S.; STEENROD, N. E. Foundations of Algebraic Topology. New Jersey:

Princeton Univ. Press, 1952.
3Uma classe admissivel de espacos é uma classe A de pares (X, A) de espacos topologicos satisfa-

zendo: (i) se (X, A) pertence a A, entdo (X, X), (X, ), (4, A) e (4,9) também pertencem. (ii) Se
(X, A) pertence a A, o mesmo acontece com o par (X x I, A x I). (iii) Existe um espa¢o P com um

anico ponto tal que (P, &) esta em A.
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Axioma 3: (Comutatividade)
Se f:(X,A) — (Y, B) é continua, entao para cada inteiro q o diagrama abaixo é

comutativo:

Hy(X, A) 2% H, 1(A)
Hq(f)l lHq_l(fA)
H,y(Y, B)W ¢-1(B)

em que f|4: A — B ¢é a restrigao de f.

Axioma 4: (da sequéncia exata)
Para todo par (X,A) sei: A— X ej: X — (X, A) sao as aplicagoes inclusoes,

a sequéncia de grupos denominada sequéncia exata do par (X, A):

Hy(4) Hq(5) 0 Hg—1(#)
.. — Hy(A) — Hy(X) — Hy (X, A) — —1(A) == Hy(X) — ...

é uma sequéncia exata, ou seja, Nicleo H,(j) = Im H,(i), Nicleo 04 = Im H,(j),

Niicleo H,_1(i) = Im O e assim, para todos os outros indices.

Axioma 5: (da homotopia)
Se g,h : (X, A) — (Y, B) sao homotdpicas, entao H,(g) = H,(h) : Hy (X, A) —
H,(Y, B) para cada inteiro q.

Axioma 6: (da excisao)

Se U é um aberto de X, tal que o fecho de U (U) esta contido no interior de A, entao
a inclusao e : (X — U, A—U) — (X, A) induz para cada inteiro ¢ um isomorfismo de
grupos:

Hy(e) : Hy(X —U,A—U) — H,(X,A)

Axioma 7: (da dimensao)

Se P = {po} é um ponto, entao H,(P) = 0 para todo inteiro q diferente de zero.

Observemos que poderiamos modificar o axioma 7 escrevendo Hy(P) = G, onde G é
um grupo abeliano fixado. Se assim fizermos, a teoria enunciada é chamada “homologia
com coeficientes em G”. Quando G = Z, nos referimos apenas a “homologia”, como

acima.
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De acordo com Munkres (1984, p.147), ha4 um oitavo axioma adicional?, que é

necessario quando se lida com espagos nao compactos.

Apos a publicacao da teoria da homologia por Eilenberg e Steenrod, diversas outras
teorias parecidas foram criadas. Podemos citar, por exemplo, as teorias de cobordismo

e a K-teoria na teoria dos espagos fibrados. De acordo com Munkres (1984, p.147):

Embora criadas com um propésito totalmente diferentes das que levaram &
criagdo dos grupos de homologia, elas possuem em comum varias proprie-
dades formais com a homologia. Particularmente, elas satisfazem todos os
axiomas de Eilenberg-Steenrod, exceto o axioma da dimensao. (Tradugao

nossa).

Uma outra teoria de homologia, mais “natural” que a simplicial, é a teoria da
homologia singular. Ela se aplica a todos os pares (X, A) em que X é um espago

topologico com subespago A, nao necessariamente poliedros.

Conforme Munkres (1984, p.161), nessa teoria, o

homomorfismo induzido por funcao continua é definido diretamente e suas
propriedades funtoriais sao provadas facilmente; nesse caso nao hé neces-
sidade do teorema de aproximacao simplicial. A invarianga topoldgica dos

grupos de homologia segue naturalmente. (Tradugao nossa).

Porém, destaca o autor: “os grupos de homologia nao sao imediatamente computa-

veis’.

Devemos ressaltar que o teorema da aplicacao simplicial assegura que uma aplicagao
continua entre poliedros K e L pode ser aproximada por uma nova aplicacao que leva
cada simplexo de K em um simplexo de L, essencial para a indugao de homomorfismos

nos grupos de homologia.

Alternativamente, sendo os grupos de homologia simplicial e singular isomorfos®
para poliedros, sempre podemos fazer uso da homologia simplicial quando necessitamos

computar os grupos de homologia de certos espagos.

4Axioma 8: (suporte compacto) Se a € H,(X, A), existe um par admissivel (Xo, Ag), com Xg e
Ay compactos, tal que o estd na imagem do homomorfismo Hy(Xo, Ag) — H,(X, A) induzido pela

inclusao. Um par (Xg, Ag) com ambos Xy e Ay compactos é chamado de par compacto.
SMunkres (1984) constréi um especifico isomorfismo entre as teorias simplicial e singular.
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Devemos observar que, além das duas teorias de homologia especificadas acima,
existem outras, dentre as quais podemos citar: (i) os grupos de homologia para es-
pagos métricos compactos definidos por Leopold Vietoris® em 1927; (ii) os grupos de
homologia para espacos de Hausdorff compactos apresentadas por Eduard Cech” em
1932.

Embora a homologia simplicial seja efetivamente computavel, muitas vezes, ela en-
volve célculos bastante exaustivos, mesmo quando se consideram espacos simples, como
o toro e a garrafa de Klein. Devemos observar que, em vérias situagoes, as computagoes
podem se reduzir a calculos mais simples mediante o uso de argumentos geométricos
utilizando, por exemplo, os CW-complexos introduzidos por JHC Whitehead num ar-

tigo de sua autoria em 1949%.

Vale a pena ressaltar, mais uma vez, que os grupos de homologia calculados através
de uma decomposicao celular (por células’) sao isomorfos aos calculados através de
uma decomposi¢ao por simplexos. A incidéncia das células, bem como a orientagao sao

definidas de maneira analoga ao estabelecido para simplexos.

De um modo geral, na homologia celular, para cada par (X, A), é associado um
complexo de cadeias!® T'(X, A), cujos grupos de homologia sao os grupos de homologia
singular do par (X, A); o n—ésimo grupo de cadeias I',,(X, A) é um grupo abeliano
livre, o qual tem na base um elemento correspondente a cada n—célula. A ideia da
construcao é devida a Eilenberg e Steenrod!! quando axiomatizaram a nocao de Teoria
de Homologia, em 1945.

A utilizagao de poliedros na homologia, de acordo com Whitehead (1978), “com cer-
teza, proporciona um cenario mais adequado para o estudo da Topologia Algébrica’.
Completa que “isto é devido ao fato da simplicidade de sua estrutura, que permite

descric¢oes explicitas e elegantes das operagoes basicas da teoria, em termos combinato-

6Definicao dada no artigo “Uber den héheren Zusammenhang Kompakten Raiime und eine Klasse
von Zusammenhangstreuen abbildungen” publicado pela Revista Math Annalen, n.97, p.454-472
(1927).

"Definicao dada por Cech no artigo “ Theorie generale de I’homologie dans un espace quelconque”,
publicado no Fundamenta Mathematicae, n.19, p.144-183 (1932).

8Whitehead, J. H. C. Combinatorial Homotopy I. Bull. Amer. Math. Soc. n.55, p.213-245
(1949).

9Uma p—célula é qualquer espaco homeomorfo ao conjunto dos pontos (z1, s, ... ,xp) do espaco
P

euclidiano p—dimensional tal que Z r7 < 1.
i=1
19Um complexo de cadeias ¢ um grupo graduado C' = {C;};c juntamente com um homomorfismo
0:C — C de grau 1 tal que 90 = 0.
UEILENBERG, S.; STEENROD, N. E. Foundations of Algebraic Topology. New Jersey:

Princeton Univ. Press, 1952.
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rios, incluindo um algoritmo para calcular os grupos de homologia’ (Tradugao nossa).
Devemos ressaltar que Lyra focou a teoria dos CW-complexos em alguns de seus traba-
lhos, dentre os quais podemos citar: On a conjecture in homotopy theory e On spaces

of the same homotopy type as polyhedra.

5.1 Introducao a Topologia Algébrica

O texto apresentado por Lyra para o 1° Coléquio Brasileiro de Matemética traz
uma introducao a Topologia Algébrica por intermédio da homologia simplicial para
poliedros, que historicamente foram os espacos estudados inicialmente nessa area da
Matematica. Observemos que a Topologia Algébrica teve sua origem quando mate-
méaticos como Poincaré e Betti se dedicaram & construcao de invariantes topologicos
que permitissem uma classificagao do tipo topologico dos espacos. Betti introduziu
o grupo fundamental de um espago topologico; e Poincaré, por outro lado, associou
a cada espa¢o uma determinada sequéncia de grupos abelianos chamada seus grupos
de homologia em que espagos homeomorfos possuem grupos de homologia isomorfos.
Como comentado anteriormente, existem diversos modos de definir grupos de homolo-

gia, porém, todos levam aos mesmos resultados.

Lyra, na introducao do trabalho, escreve: “o objetivo imediato é construir invari-
antes topologicos dos espagos triangulaveis (poliedros)”. Destaca, ainda, que as pro-
priedades fundamentais da homologia foram conjecturadas por Poincaré ha 60 anos -
contados na época da elaboragao do material, numa contagem atualizada ha 116 anos.
O firme estabelecimento da teoria se deve, em grande parte, a introducao por Luit-
zen Egbertus Jan Brouwer(1881 - 1966), ha cerca de meio século (em 1957) - numa
contagem atual, hd mais de um século - da técnica de aproximagao simplicial. Nas
décadas seguintes, James Waddell Alexander (1888 - 1971) e Lefschetz elaboraram as
linhas principais da teoria como se encontra hoje. Quanto & forma de exposicao, o

autor afirma:

Tivemos a oportunidade de empregar aperfeigoamentos recentes; assinalaria
principalmente as seguintes fontes: as notas mimeografadas (M.281) de E.
H. Spanier (Univ. de Chicago), o seminario H. Cartan (1948-49), e os livros
de Eilenberg e Steenrod, Lefschetz, e Pontrjagyn. (LYRA, 1957).

O material traz na pagina 97 (altima folha) o indice, transcrito a seguir:



Introdugao a Topologia Algébrica 105

Capitulo I Homologia Simplicial

§1. Espacos afins. .....ocooiiiiiiiiiiiiie e p.
§2. Simplexo e comPleX0.  ..oiiviviiiiieeeiiiiiiie e p-
§3. Subdivisoes baricéntricas e aproximacao simplicial. ..p.
§4. Grupos graduados com diferenciagao. .........ccccceeeeees p.
§5. Grupos abelianos de tipo finito. ....cccccocovviiiiiinin. p.
§6. Homologia simplicial. ......ccccoooviiiiiiiii p-
§7. Invarianca dos grupos de homologia. ......................... p.

Capitulo II.  Aplicacdes.

88. N-CITCUITOS.  eviiiiiiiiiiiiii e p-
§9. Calculo de alguns grupos de homologia. ..................... p.
§10. Outras aplicagdes.  .....ooeveeieiiiiiiiiii p.
§11. Teorema do ponto fixo de Lefschetz. ...............co..... p-
Apéndice 1. Coeficientes . ..., p.
Apéndice II. Cohomologia. ........cccccviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiis p.

O Capitulo I, dedicado & Homologia Simplicial, apresenta em seu paragrafo 1 o
conceito e diversas propriedades de um espaco afim, constituindo-se numa generalizacao
do espaco euclidiano, que compreende pontos, vetores e certas operacoes entre eles, tais
como adi¢ao e multiplicagao por um escalar, essencial no estudo dos simplexos, foco
da secdo seguinte do trabalho'?. Esse paragrafo é encerrado com a Proposicao 1.43,
que estabelece um homeomorfismo entre um corpo convexo'* no espaco afim com o
disco n—dimensional B™ do R™, com o Corolario 1.5 acerca do homeomorfismo entre

€Spacos convexos € com o exemplo:

O tetraedro no R? é um corpo convexo, portanto homeomorfo a B3. Este
homeomorfismo leva a superficie do tetraedro sébre (sic) a esfera S2; as

imagens das faces serao “triAngulos curvilineos” sobre a esfera. (LYRA,

1957, p.7).

Simplexos e Complexos é o titulo do paragrafo 2. De acordo com Lyra:

A classe de espagos que serd definida a seguir (poliedros) é construida de

maneira combinatoria a partir de espagos extremamente simples, os simple-

xos. (LYRA, 1957, p.7).

12Maiores detalhes sobre os espagos afins podem ser obtidos em Rodrigues (1970, p.119).

13Proposicao 1.4: Seja X um corpo convexo num espaco afim E’ de dimensdo n e seja Y sua
fronteira. Entao existe um homeomorfismo X — B™ (sobre) que leva Y sobre S"~!. Observamos
que B™ ¢ o disco n—dimensional do R e S"~1 a fronteira de B", isto é, a (n — 1)—esfera.

14Um corpo convexo é um conjunto compacto e convexo M, de um espaco afim E, que possui um
ponto contido em um aberto de F, contido em M.

15Corolario 1.5: Quaisquer dois corpos convexos de um espaco afim sao homeomorfos.
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Na verdade, os poliedros se originam, de uma maneira mais geral, de uma categoria

estabelecida a partir dos simplexos'®, denominado complexo simplicial.

Uma colecao finita K de simplexos de um espaco afim é denominado um complexo
(simplicial) geométrico se satisfaz as seguintes condigoes: i) Se A pertence a K e B ¢é
um subconjunto de A, entdo B pertence a K ii) Se A e B sdo elementos quaisquer de
K, entdo A e B sao bem situados'”. O espago subjacente |K| = [J o, A é chamado

poliedro associado a K.

Devemos salientar que a terminologia “bem situados”, utilizada por Lyra no tra-
balho, é usada de outra forma por outros autores. Por exemplo, Croom (1978) se
refere a esses simplexos como “properly joined” (propriamente ligados ou interligados

(Tradugao nossa)).

Na pégina 10, ¢ apresentada a defini¢io de um complexo (simplicial) abstrato!®;
e, na pagina 11, é estabelecido que a todo complexo geométrico esta associado um

complexo abstrato bem definido.

Tendo introduzida a classe dos complexos abstratos, sao consideradas, em seguida,
as aplicagoes entre tais objetos compativeis com a sua estrutura, como, por exemplo,
as aplicagbes simpliciais. Dados dois complexos abstratos (K, W) e (K',W'), uma
aplicagao f : K — K’ é dita uma aplicacao simplicial se as imagens dos simplexos de
(K, W) sao simplexos de (K',W’).

A definicao e as propriedades da realizacao geométrica de um complexo, apresenta-
das em seguida, tém grande importancia nos resultados que sao expostos no préoximo
paragrafo do texto. A realizagdo geométrica de um complexo abstrato (K, W) é qual-
quer complexo geométrico S tal que o complexo abstrato associado a S seja isomorfo

a (K,W). Na pagina 12, é instituida uma realizacdo geométrica particular de um

16Um simplexo A de dimensdo n num espaco afim ¢ definido por um conjunto de pontos vy, va, . . . , Up,
n n

independentes e é constituido dos pontos x = Z riv; taisque r; > 0 e Z r; = 1. Dizer que os pontos

i=1 i=1
n

v1, 2, ...,U, Sa0 independentes significa que para cada x, a representacao r = g r;v; € Unica.
i=1
"Dois simplexos A e B sdo bem situados se sdo disjuntos ou sua intersecdo é uma face comum de

A e de B (uma face de um simplexo é um simplexo gerado por um subconjunto de seus vértices).
18Seja K um conjunto finito e W uma parte de K. Dizemos que o par (K, W) define uma estrutura

de complexo abstrato se: i) para todo elemento k de K o subconjunto {k} pertence a W; ii) se YV’
pertence a W e A esta contido em Y entdo A pertence a W. Os elementos de K s@o os vértices e os

elementos de W seus simplexos.
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19: na Proposicao 2.3%°, ainda na

complexo abstrato, denominada realizacao canonica
péagina 12, é demonstrado que os poliedros subjacentes de duas realizagoes geométricas

sao homeomorfos.

Na pégina 13, Lyra afirma que os poliedros considerados

[...] como espagos subjacentes de complexos geométricos, estao realizados
retilineamente em algum espago afim. Como nos interessa a topologia,

generalizamos a nogao para abranger a ideia de “poliedro curvilineo”.

Para conseguir isso, é posta a definicao de espago triangulavel, ou seja, aquele
que é homeomorfo ao poliedro subjacente |K| de um complexo geométrico K. Como
ilustragao, é tomado um n—simplexo A e K o conjunto de suas n—faces, K # A. Temos
que | K| é homeomorfo a S"~! (a esfera (n — 1)—dimensional), e este homeomorfismo

estabelece uma triangulacao da S~ 1.

Continuando, considera dois complexos geométricos K e L e uma aplicacao f :
KO — L0 em que K e LI denotam os vértices de K e L, respectivamente, e
define que f é simplicial se for aplicacao simplicial do complexo abstrato associado a
K no complexo abstrato associado a L. Ele afirma e justifica (pagina 14) que “se f for
simplicial, podemos prolongé-la linearmente sobre |K|”. Observa, também, que uma
aplicagao simplicial entre complexos geométricos é um caso particular de uma aplicacao

mais geral, a aplicacao linear?!.

O paragrafo ¢ encerrado com a Proposicao 2.5%2, que apresenta condicao para que
uma aplicacao definida nos vértices de um complexo geométrico, levando valores em ou-
tro complexo geométrico, possa ser prolongada a uma aplicacao linear entre os espagos
subjacentes aos dois poliedros.

No parégrafo 3, Lyra expoe sobre a subdivisao baricéntrica e a aproximagao sim-

plicial, técnica que permite aproximar fungoes continuas entre poliedros por aplicagoes

19Ge S & um complexo abstrato consideremos o subespaco formado pelos pontos (T(i)ies) que satis-

n
fazem as condigoes: i) i|i € S,7; # 0 é um simplexo de S; ii) r; > 0 e Zn— = 1. O subespago assim
i=1
construido é chamado realizagao canoénica de S e é um complexo geométrico isomorfo a S.
20Proposigao 2.3: Duas realizagoes geométricas quaisquer de um complexo (simplicial) abstrato sao

homeomorfas.
n

21Sejam K e Ky complexos geométricos. A aplicagio f : |K;| — |K3| é linear se z = Zriai,

i=1
n

entdo f(z) = Z r;f(a;), onde os a; sdo vértices de K1, mas os f(a;) no necessariamente séo vértices
i=1

de KQ.

22Proposicao 2.5: Uma aplicacio f : KP]

— K5 pode ser prolongada a uma aplicagao linear
|K1] — |K>| se as imagens dos vértices de um simplexo qualquer de K estiverem contidas em algum

simplexo de K.
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simpliciais entre os mesmos. Esse tipo de aplicagao permite induzir homomorfismos
nos complexos de cadeias desses poliedros e utiliza-los para definir homomorfismos nos

grupos de homologia.

Notemos que, genericamente, nem toda aplicagao continua f entre dois poliedros K
e L admite aproximacao por uma funcao simplicial. Porém, se isso nao acontece, é pos-
sivel substituir f por uma aplicacao simplicial g entre os dois poliedros, homotépica®
a f. Para isso, é necessario usar o processo de subdivisao de um complexo simplicial K
em simplexos menores pela construcdo de um novo complexo simplicial K chamado
subdivisdo baricéntrica de K. Assim, podemos formar também (K™M)") = K e em

geral, definimos a r—ésima subdivisdo baricéntrica K = (K1),

Lyra também introduz conceitos, resultados e caracterizagoes acerca da subdivi-
sao de complexos simpliciais que sao utilizados na demonstracao da Proposicao 3.20%4,
pagina 31, resultado central da se¢ao, que assegura para aplicagoes continuas e homoto-
picas f e g, entre complexos geométricos, a existéncia de fun¢oes simpliciais contiguas®®

cujo conjunto de saida, para algum n, é a n—ésima subdivisao baricéntrica do dominio
de f eg.

O paragrafo 4 trata da categoria dos grupos graduados®® com diferenciacio®” (ou
operador diferencial). Seja G um grupo graduado com diferenciagdo d, entao, existe
um subgrupo Z(G), nucleo de d, e um subgrupo B(G), imagem de G por d. Colocando
Z,(G) = Z(G) NGy e B,(G) = B(G) NG, temos que cada n, B,(G) C Z,(G) e,
também, Z(G) = ), Z,(G) e B(G) = ), B,(G). Para cada n é definido o grupo
H,(G) como o quociente de Z,(G) por B,(G) denominado grupo derivado de grau n
de G (conhecido atualmente como n—ésimo grupo de homologia de GG). Ainda, homo-

morfismos permitidos®® entre grupos graduados G e G’ levam ciclos de G (elementos

23Gejam X e Y dois espacos topologicos e f,g aplicacoes continuas de X em Y. Dizemos que
f é homotopica a g se existe uma aplicacdo continua F : X x I — Y, sendo I = [0,1], tal que
F(z,0) = f(z) e F(x,1) = g(z).

24Proposicao 3.20: Sejam K e K complexos geométricos, fo, fi aplicagdes continuas de |K| em
|K| tais que fo e fi sdo homotopicas, entdo existe um inteiro n > 0 e aproximagoes simpliciais
0o, 1 - |K(")| — K de fq e fi, respectivamente, tais que ¢y e (; pertencem a mesma classe de
contiguidade.

2°Duas aplicagoes simpliciais o1, 02 : |K1| — |K2| sdo contiguas se para todo simplexo o de K
de vértices ag,az,...,a,, 0s vértices p1(ag),...,e1(ar), p2(ap),...,2(a,) pertencem a um mesmo
simplexo. Essa terminologia também ¢é utilizada por Spanier (1966, p.130), que estabelece diversas
propriedades a respeito desse tipo de aplicagao.

26Um grupo abeliano G é dito graduado se G é uma soma direta de uma familia de subgrupos
(Gn)nez.

2"Um endomorfismo d de G em G é uma diferenciagao (ou operador diferencial) se: i) para todo
n,d(Gy) C Gpyr em que & um inteiro independente de n (grau de d); ii) d(dz) = 0 para todo x € G.

28Um homomorfismo ¢ : G — G’ que respeita a graduacio ¢(G,) C G!,, para todo n inteiro e
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Z(@)) em ciclos de G’ e bordos de G (elementos de B(G)) em bordos de G’ e, por

conseguinte, induzem homomorfismos entre os grupos de homologia associados.

A secao é finalizada com um conceito apropriado de homotopia na categoria dos
grupos graduados, mais especificamente, de aplicacoes algebricamente homotoépicas?,

que induzem aplicagoes idénticas (Proposigao 4.5%°) nos grupos de homologia.

O paragrafo 5, denominado “Grupos abelianos de tipo finito” é dedicado aos resul-
tados e propriedades da Algebra, relativos & teoria dos grupos abelianos livres (somas
diretas de grupos ciclicos infinitos). E encerrado com a Proposicdo 5.5% acerca da de-
composigao de um grupo abeliano de tipo finito (também dito finitamente gerado), isto
é, grupos abelianos com sistemas finitos de geradores, como soma direta de um grupo
livre com posto finito (grupo com base consistindo de um nimero finito de elementos)

e de finitos grupos ciclicos de ordens finitas.

No paragrafo 6, “Homologia simplicial”, Lyra retorna aos complexos abstratos, a
partir dos quais sao construidos grupos graduados e a derivagao, que dao origem aos
grupos de homologia. Para tanto, define dois complexos de cadeias a partir de um com-
plexo abstrato K: i) o complexo C'(K) das cadeias orientadas®® de K; ii) O complexo
C(K) das cadeias ordenadas® de K. Introduz, ainda, os grupos de homologia de um
par (K, L) em que K é um complexo arbitrario e L um subcomplexo de K, ou seja,
um subconjunto de simplexos K que também forma um complexo. Como corolario da
Proposigao 4.2, secao 4 (pagina 37), extrai duas sequéncias exatas em homologia do
par (K, L) geradas tanto pelos complexos orientados, como pelos complexos ordenados,

os quais sao de muita utilidade no céalculo dos grupos de homologia de certos espagos.

Nessa secao, o operador diferencial, designado pela letra grega 0, entre os complexos
de cadeias, é chamado de operador bordo. Os elementos x tais que 0z = 0 sd@o chamadas

ciclos, e os elementos z tais que z = Ox, bordos.

compativel com as diferenciacoes é denominado homomorfismo permitido.

29Gejam G e G’ grupos graduados com diferencias e f,g : G — G’ aplicacdes permitidas. As
aplicagoes f e g sao algebricamente homotopicas se existe um endomorfismo D : G — G’ de grau r
tal que f —g= Dd+ dD.

39Proposicio 4.5: se f,g: G — G’ sdo homomorfismos permitidos de G em G’ tais que f e g sdo
ditas algebricamente homotoépicas, entao f. = g..

31Proposicao 5.5: Todo grupo abeliano finitamente gerado é soma direta de um grupo livre de posto

finito e de um numero finito de grupos ciclicos de ordens finitas.

32Um g—simplexo orientado ¢ uma sequéncia orientada de (g + 1) vértices distintos em que dois
simplexos com os mesmos vértices sao equivalentes se diferem entre si por uma permutagao par de
seus vértices.

33Um g—simplexo ordenado é uma sequéncia de (¢ + 1) vértices (ndo necessariamente distintos) de

um mesmo simplexo K.
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Continuando, observa:

O complexo de cadeias C(K) definido a partir de um complexo abstrato K
é util para demonstrar certos resultados, mas pouco manejavel para célcu-
los visto que para qualquer complexo nao vazio, C'(K) possui um ntimero
infinito de geradores. C(K) por outro lado tem somente um ndimero finito
de geradores. Vamos mostrar em seguida que os grupos de homologia calcu-
lados a partir de um ou de outro dos complexos de cadeias sao isomoérficos.
(sic) (LYRA, 1957, p.47)

A demonstragao desse tultimo fato mencionado é apresentada na Proposicao 6.3,
pagina 48. Antes, no Lema 6.2, é estabelecido que os grupos de homologia de um
complexo definido por um conjunto vy, vy, ..., v,, em dimensdo maior que ¢ (a partir

das cadeias orientadas), é nulo, e, na dimensao zero, é isomorfo a Z.

O complexo C(K) das cadeias orientadas é um grupo livre finitamente gerado e,
portanto, os grupos de homologia H(K') construidos a partir dessas cadeias, que sao
isomorfos aos grupos de homologia H(K), construido a partir das cadeias ordenadas,
sao grupos livres finitamente gerados. Logo, H,(K) se escreve como uma soma direta
de Z™@ (r(q) copias do conjunto dos inteiros Z) e de um ntimero finito de grupos
ciclicos de ordens finitas. O ntmero r(g) é chamado de nimero de Betti de K, em

dimensao q.

Sendo K um complexo geométrico, |K| o poliedro definido por K e Ab(K) o com-
plexo abstrato associado a K, o grupo de homologia de |K| em dimenséao ¢ é definido
por H,(|K|) = H,(Ab(K)). Observa que, em vista da definigao:

O grupo de homologia de um poliedro finito depende do complexo geo-
métrico usado para definir o poliedro; nao é pois uma defini¢do intrinseca
em termos da homologia de |K|, mas depende da decomposi¢ao simplicial
(LYRA, 1957, p. 49).

Informa, ainda, que a frente sera demonstrado:

Os grupos de homologia sao invariantes topologicos, nao dependendo da
decomposigao simplicial do poliedro adotada. Se |K| é um poliedro finito
de dimensao n, H,(|K|) sdo grupos abelianos livres finitamente gerados, e
H,(|K|) = 0 para ¢ > n. (LYRA, 1957, p. 49)

A soma alternada dos nimeros de Betti é definida como a caracteristica de Euler-
Poincaré de K. A Proposicao 6.4, pagina 50, mostra que a soma alternada dos niimeros
de g—simplexos de K coincide com o niimero de Betti.

Na observacao da pagina 50, Lyra ressalta que, uma vez demonstrada a invari-
anca topologica, dos grupos de homologia, a caracteristica de Euler é igualmente um

invariante topologico do poliedro |K].
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Em seguida, é visto que “a decomposicao de um poliedro em componentes conexas>*

é perfeitamente determinada pelo seu complexo abstrato associado; enfim, a decom-
posicao em componentes encontra expressao em termos do grupo de homologia em
dimensao zero” (Lyra, p.51). A Proposi¢ao 6.7 (p.53) mostra que, se K é um complexo
conexo, entdo Hy(K) ¢ isomorfo ao conjunto Z, dos ntimeros inteiros. O Corolario 6.8
apresenta uma computacao de Hy(K) em termos das componentes conexas de K se
K é um complexo abstrato com p componentes, entdao Hy(K) é a soma direta de Z (p

vezes).

Finalizando a se¢ao, é definido um complexo abstrato K , chamado cone sobre K,
e mostrado que Hy(K) = Z e H,(K) = 0 para todo ¢ > 0. Um complexo com tais
grupos de homologia é denominado aciclico. Empregando a decomposicao simplicial
da n—esfera S™, a partir do bordo de um (n + 1)—simplexo, sao obtidos na Proposigao
6.11, pagina 56, os grupos de homologia da esfera S™ que sao: H,(S™) = 0 para todo

qg#0e Hy(S™) = H,(S™) = Z.

O paragrafo 7 é dedicado a invarianca dos grupos de homologia. E iniciado com
algumas defini¢oes e resultados que levam as trés conclusoes expostas a seguir. A pri-
meira delas diz respeito ao isomorfismo entre um complexo abstrato e sua n—ésima
subdivisao baricéntrica (Corolario 7.5%). A segunda, Coroléario 7.63¢, pagina 60, ga-
rante que aplicagoes simpliciais contiguas entre dois complexos induzem o mesmo ho-
momorfismo nos grupos de homologia associados. A terceira, Corolario 7.737, pagina
61, aborda acerca de aplicagoes da mesma classe de contiguidade também induzirem

homomorfismos idénticos em homologia.

Tais conclusdes levam as seguintes propriedades do homomorfismo induzido: i) se
f ¢ a aplicacao identidade do poliedro K, entao a sua induzida em homologia é o
homomorfismo identidade; ii) se f : |K;| — |K3| e g : |K3| — |K3| sao aplicagdes
continuas, a induzida (g o f), em homologia, é a composta das induzidas g, e f., ou
seja, (g o f)s = g« o fi. Isso remete aos dois resultados que encerram a se¢ao acerca da

invarianga topologica das homologias (Proposigao 7.8%, pagina 63) e das homotopias

34Geja K um complexo abstrato. Dizemos que K é conexo (no sentido combinatério) se for impossivel
representar K como uma reuniao disjunta de dois simplexos nao vazios de K. Se isso for possivel,

cada um desses simplexos é denominado componente conexa de K.
35Corolario 7.5: O complexo abstrato K e sua n—ésima subdivisdo baricéntrica K(n) tem grupos

de homologia isomorfos.

36Sendo K e Ky complexos abstratos; Corolério 7.6: Se ¢ e v sdo aplicacdes simpliciais contiguas de
K, em K, entdo as aplicagdes permitidas 3,1 : C(K;) — C(K2) sao algebricamente homotépicas,
e, portanto, induzem o mesmo homomorfismo em homologia ¢, = ..

37Corolario 7.7: Se duas aplicacdes simpliciais pertencem & mesma classe de contiguidade, entdo

elas sdo algebricamente homotopicas e induzem o mesmo homomorfismo em homologia.
38Proposigao 7.8: Se f : |K1| — |Ka| é um homomorfismo, entao f. : (H,)((|K1| ~ H,(|K2|) para
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(Proposicao 7.10% pagina 63) dos poliedros.

O Capitulo IT contém algumas aplicacoes que culminam no Teorema do Ponto
Fixo de Lefschetz. O pardgrafo 8 do mesmo apresenta propriedades de um tipo es-
pecial de complexo simplicial denominado n—circuitos!®. Croom (1978, p.30) chama
esse complexo simplicial de pseudovariedade; como exemplo, sao citadas as superficies
compactas trianguladas - esfera S?, toro, plano projetivo etc., e a esfera S™ — com a
triangulacao definida pelo homomorfismo com o bordo de um (n + 1)—simplexo. Lyra

observa,

[...] o fato de um circuito ser orientével ou nao orientével, independe da
orientagao escolhida sobre o n—simplexo de partida of'. 2) Veremos logo
(sic) mais que nao depende tampouco do simplexo do qual partimos, pois
a orientabilidade sera expressa por uma condi¢do hom-olégica (sic). E pois
uma propriedade do poliédro (sic), nao dependendo mesmo da particular

decomposigao simplicial adotada. (p.68).

Uma condicao homoldgica da orientabilidade é destacada na Proposicao 8.2, em

termos do anulamento ou nao do n—ésimo grupo de homologia do n—circuito.

Variedades trianguladas dao origem a n—circuitos de um tipo especial que se de-
nominam variedades combinatoérias. O autor afirma que a importancia das variedades

combinatorias pode ser percebida em vista dos seguintes fatos:

(a) Uma decomposi¢ao simplicial de uma superficie compacta da ori-
gem a uma variedade combinatéria, (b) por um teorema de S.S.Cairns e
J.H.Whitehead, toda variedade diferenciavel compacta pode ser triangulada
segundo uma variedade combinatoéria. As variedades combinatoérias foram
primeiramente estudadas por Poincaré, que demonstrou para elas seu fa-
moso teorema de dualidade; para uma variedade compacta orientavel, hé a
seguinte relacao entre seus ntiimeros de Betti, P, = P,_; para 0 < ¢ < n.
(LYRA, 1957, p.70).

todo ¢ > 0. Isto é, os grupos de homologia sao invariantes topologicos do poliedro.
39Proposicao 7.10: Os grupos de homologia sdo invariantes do tipo de homotopia.

40Um complexo geométrico K é dito um n—circuito se for um complexo de dimensdo n tal que: a)
cada (n — 1)—simplexo A"~! & face de dois e somente dois n—simplexos; b) dados dois n—simplexos
A7 e A} de K, existe uma sequéncia A7, A?il, AB, qu’ AR A;“l tais que A;kl é face de A7,
e A?'; ¢) K é irredutivel em relagao as condigdes (a) e (b), isto &, ndo existe subcomplexo K’ de K,
K #+ K', satisfazendo as condigoes (a) e (b).

41Proposicao 8.2: Seja K um n—circuito. Entdo K é orientével ou ndo orientavel, segundo H,, (K)

(ad

Z ou H,(K) = 0, respectivamente.
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Lyra ainda informa que “ Recentemente [na época da escrita do texto|, as variedades
combinatorias voltaram de novo ser centro de interesse com os trabalhos de Milnor e
Thom”.

O paragrafo 9 trata do célculo de alguns grupos de homologia. E iniciado com a
observagao de que para computar grupos de homologia, é interessante obter complexos
de cadeias, o mais simples possivel, isto é, com nimero minimo de geradores (p.71).
Aborda também que “a possibilidade de reduzir a subcomplexos de cadeias mais simples

vai depender da estrutura geométrica do complexo K” (p.71).

Seguindo, sao apresentadas duas condi¢oes que permitem a redugao de um complexo
a subcomplexos mais simples. Com a utilizagao dos mesmos, Lyra apresenta os calculos
dos grupos de homologia: do toro, do plano projetivo, da superficie orientavel de genus p
e os grupos de homologia de uma superficie nao orientével. Termina a se¢ao observando
na pagina 77 que, como toda superficie compacta é homeomorfa a uma esfera S2,
uma superficie orientavel ou uma superficie nao orientével; as superficies compactas
podem ser classificadas em termos de dois invariantes topoldgicos: a orientabilidade e

a caracteristica de Euler.

O paragrafo seguinte, denominado “Outras Aplicagoes”, também é numerado com
o mesmo algarismo usado anteriormente. Seja (X, A) um par triangulado? e Y um
espago triangulavel qualquer. A primeira delas, indicada com a letra (A), se refere
as condi¢oes homologicas necessarias para a extensao de uma aplicagao f : A — Y,
arbitraria, ou seja, a condicdo necesséaria para existéncia de uma aplicacio f: X — Y
tal que foi= f,ondei: A — X é a inclusdo. E mostrado que a condicio necessaria
para a existéncia da extensao de f é que niicleo i, C niicleo f,, em que i, e f,
sao os homomorfismos induzidos em homologia. Sao introduzidos dois exemplos, o
primeiro deles mostra que se S§ e ST sao duas esferas e Sy é a fronteira do disco
(n 4+ 1)—dimensional D" C R"*! qualquer aplicacao f : S — SP nao pode ser
estendida a uma aplicacdo f : D"*' — ST se o grau®® da aplicacdo f for diferente de
zero; o segundo exemplo mostra que se S* é o equador de S? e T? & o toro bidimensional,
entao nenhum homeomorfismo f de S! sobre o meridiano de T pode ser estendido a

uma aplicacao f : S? — T2

A segunda aplicacao, referida como (B), versa sobre homeomorfismos entre espagos

euclidianos. Usando a ideia de extensao, é mostrada na Proposi¢ao 9.1 (p.79) que:

42Um par (X, A) é chamado triangulado se existe um complexo geométrico K, um subcomplexo L
de K e uma triangulagio de X segundo L e uma aplicagdo continua t : |[K| — X.

43Qeja f : S — ST uma aplicagao continua. Ela induz em homologia f. : H,(S§) — H,(S}).
Como H,(S§) = Z e H,(ST') = Z, com geradores ug ¢ u, entdao fi(uo) = d(syu;. O nimero inteiro

d(s) denomina-se grau de f.
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“duas esferas ou dois espacos euclidianos sao homeomorfos se, e somente, eles tém a
mesma dimensao”. A aplicagao C' ¢é intitulada “Situacao homolégica de um retracto”.
Considerando um par triangulado (X, A) em que A é um retrato? de X, ¢ apresentada
a seguinte decomposi¢do da homologia de X : H,(X) = H,(A) & H,(X,A). Como
consequéncia, é estabelecido o Corolario 9.3: “S™ nao é um retrato de S"*1”. E,
como aplicacao do corolério, ¢ demonstrado o teorema do ponto fixo*® de Brouwer,
Proposicao 9.4% pagina 80, referente a existéncia de pontos fixos para aplicacoes entre

bolas (discos (n + 1)—dimensionais).

A secao é encerrada com a observacao de que o teorema do ponto fixo de Brouwer

acarreta a nao existéncia de uma retragao r : B"! — 5™

A secao 10 do capitulo II introduz o teorema do ponto fixo de Lefschetz, que Lyra,
na péagina 81, considera: “um dos belos resultados demonstrados dentro da homolo-

gia simplicial”. O nome do teorema foi dado em homenagem ao célebre matemaético
Solomon Lefschetz (1884 - 1972).

Dado um poliedro qualquer |K|, uma aplicagdo continua f : |K| — |K| nem
sempre tem ponto fixo. O teorema de Lefschetz estabelece uma condigao suficiente

(ndo necessaria) para que f admita um ponto fixo.

Devemos observar que o primeiro antincio do Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz
para uma classe restrita de poliedros se deu em 1923*7, mas os detalhes apareceram
trés anos depois®®. Nesta altura do texto, Lyra (1957, p.81) informa: “serd conveniente
usar pela primeira vez homologia com coeficientes num corpo (ver detalhes: Appendice
I (sic)”. Ainda acrescenta: que as propriedades anteriores da homologia se verificam
também para a homologia com coeficientes num corpo com pequenas mudancas 6bvias.
Por exemplo: se K é conexo Hy(K, F) = F em vez de ser isomorfo a Z. Os grupos
H,(K, F) sao, pois, invariantes topologicos do espago | K| (LYRA, 1957, p.82).

Em seguida, ¢ definido o ntimero de Lefschetz?® A(p,) de uma aplicacao ¢ : |K| —

44Um espaco A é um retrato de X se existe uma aplicagdo continua r : A — X, tal que r(z) = z,
para todo x € A.

45Um ponto 2 € A é um ponto fixo da aplicacio f: A — A se f(x) = z.

46Proposicao 9.4: Para n > 0 a bola B"*! tem a propriedade do ponto fixo, isto é, toda aplicacdo
continua f : B"t! — B"™*! tem pelo menos um ponto fixo.

4"No artigo: LEFSCHETZ S. Continuous transformations of manifolds. Proc. Nat. Acad. Sci.,
USA. 9 (1923), p.90 - 93.

48No artigo: LEFSCHETZ S. Intersections and transformations of complexes and manifolds. Trans.
Amer. Math. Soc.. 28 (1926), 1 -49.

490 ntimero de Lefschetz A(g.) de uma aplicagao continua ¢ : |K| — |K| & definida como A(p.) =
Z(—l)qtrago w, onde @, : Hy(K,F) — Hy(K,F) e F é um corpo.

q
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|K|, onde | K| é¢ um poliedro. E mostrada a Proposi¢ao 10.3 (Teorema de Lefschetz®®),

que estabelece a existéncia de pontos fixos para ¢ ao ndo anulamento de A(p,).

Cabe notar que a existéncia de pontos fixos para aplicagoes de espacos compactos
em si mesmos, em geral, nao depende somente desses espagos, mas também da aplicacao
considerada. O caso de Brouwer, no qual o espaco é o disco n—dimensional D", é uma
excecao. Esse fato foi precisamente expresso na formula descoberta por Lefschetz em
1926.

Continuando, é demonstrado que no caso de f ser uma deformagao® (Lema 10.4,
p.86), tem-se A(p,) = X(K): o numero de Lefschetz é igual a caracteristica de Euler

do complexo.

Encerrando a secao, sao apresentadas consequéncias do teorema de Lefschetz. A
primeira, Proposigao 10.5, pagina 87, diz respeito a um poliedro contraivel®®: “se |K|

¢ um poliedro contraivel, entao |K| tem a propriedade do ponto fixo®.

Outras con-
sequéncias: i) o plano projetivo tem a propriedade do ponto fixo ; ii) se ¢, é uma
superficie orientavel de genus p > 1, ent@o toda deformagao de @, tem ponto fixo; iii)
(Proposigao 10.6, p.89) Toda aplicacao de f : S™ — S™ de grau d(y) # £1 tem ponto
fixo. Se n for par, toda aplicagao f tal que d(y) # —1 tem ponto fixo; se n for impar,

toda aplicagao f de grau d(s) # 1 tem ponto fixo.

Numa tltima observagao, ele afirma que “é facil mostrar que existem deformacoes
sem ponto fixo”. Para justificar o fato, considera a esfera S® e lembra que toda defor-
magao f da S® tem nimero de Lefschetz A(f,) nulo visto que A(f.) = A\(S?) = 0, onde
A(S3) ¢ a caracterfstica de Euler. Agora, como S® admite uma estrutura de grupo de
Lie, qualquer translacao por um elemento diferente da unidade é uma deformacao sem

ponto fixo.

O material traz dois apéndices que, conforme Lyra (1957, p.89):

50Proposigao 10.3 (Teorema de Lefschetz): Seja f : |K| — |K| uma aplicagdo continua de um
poliedro |K| em si proprio. Se o numero de Lefschetz A(p.) for diferente de zero, entdo f tem um
ponto fixo.

51Uma aplicacdo continua f : |K| — |K| é chamada uma deformagao se f é homoto6pica a identi-
dade I\K|

52Um espaco X se diz contratil se a aplicacdo identidade de X é homotépica a uma aplicacdo

constante de algum ponto de X.
53Um espaco X tem a propriedade do ponto fixo se toda aplicacdo continua f : X — X tem um

ponto fixo.
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nao é de dar demonstragoes dos resultados citados, pois isto requereria todo
um capitulo (sic). E simplesmente um catalogo dos resultados necessérios:
uma breve descrigao dos produtos Tor e Ext, da formula (sic) de coeficiente

universal, com uma aplicacao na homologia.

Devemos ressaltar que os grupos de homologia com coeficientes arbitrarios sao de-
terminados pelos grupos de homologia com coeficientes inteiros através do Teorema dos
Coeficientes Universais para homologia. O mesmo acontece para os grupos de cohomo-
logia com coeficientes arbitrarios. As demonstragoes desses dois teoremas sao similares
exceto na utilizacao dos funtores Tor e Ext®*. Como exemplo, é apresentado o calculo

dos grupos de homologia do espaco projetivo P, com coeficiente em Zy e observado que
Hy(Py,7Z5) # 0 enquanto que Ho(Py,7Z) = 0.

O Apeéndice II trata dos grupos de cohomologia HI(K,G) de um complexo abs-
trato K, em que G é um grupo abeliano. De maneira similar ao feito para homologia,
mostra-se que toda aplicagdo continua f : |K;| — |K5| induz um homomorfismo
bem determinado f* : HY(Ky, G) — H(K,G), satisfazendo uma série de proprie-
dades que sao enunciadas por Lyra nas paginas 93 e 94. Exemplificando ele calcula
a cohomologia da n—esfera. Encerra o Apéndice II, e também o texto, com algumas

informagoes:

Enquanto do ponto de vista aditivo a cohomologia nada nos diz de novo,
visto ser determinada pela homologia, se tomarmos por outro lado, G =
um anel (por ex. o anel Z), possue (sic) a cohomologia uma estrutura

multiplicativa que é igualmente um invariante topologico. (p.94)

Ademais, Lyra diz que “esta estrutura adiciona algo de novo pois estruturas multi-
plicativas distintas sao compativeis com a mesma estrutura aditiva; trata-se do produto

43 2N

cup” 7, cuja definigao ele apresenta na pagina 95. Ainda segundo o autor:

Grande parte das pesquisas recentes tem sido em cohomologia devido a exis-
téncia desta estrutura multiplicativa e de outras operacoes cohomolégicas
que podem ser definidas. Homologia, no entanto, é a teoria natural para

usar juntamente com a teoria de homotopia. (p.95)

Complementa “para muitos problemas, cohomologia é a linguagem natural para ex-
primir conceitos necessarios. Como exemplo, podemos citar a teoria da obstrucao e a
extensao de aplicagoes”. Antes de finalizar o material, estabelece o 0 uso do Teorema de
de Rham que “a cohomologia a coeficientes reais de uma variedade pode ser calculada
a partir de suas formas diferenciais munidas da usual estrutura de anel graduado com
operador diferencial (p.96)”.

5*Maiores detalhes acerca desses dois funtores se encontram no capitulo 7 de (MUNKRES, 1984).
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No prefacio do texto, Lyra apresenta agradecimentos aos professores Alexandre A.

Martins Rodrigues e Chaim Samuel Honig “que tendo lido a primeira redagao déste

(sic) curso, fizeram valorosas sugestoes’.

Quanto as referéncias bibliograficas, essas encontram-se inseridas com o titulo “Pe-

quena Bibliografia’, na pagina II, no inicio da obra logo apés o Prefacio. Constam nela

as seguintes obras, transcritas exatamente como apresentadas no texto:

(1)

E. H. Spanier: “Algebraic Topology I”, notas mimeografadas da Univ. de

Chicago - definitivamente esgotadas. O prof. Spanier esté preparando, a partir

destas notas, um livro que muito promete

H. Cartan: Séminaire 1948-49. éste pode ser obtido de Secretarist Mathé-

matique, 11 rue Pierre Curie, Paris (V). (prego:1200 fr.)

L. Pontrjagyn: “Foundations of Combinatorial Topology” Greylock Press

(1952); boa introdugao cobrindo aproximadamente o mesmo caminho que o

presente curso.

Eilenberg & Steenrod: “Foundations of Algebraic Topology”, Princeton

Univ. Press (1952). O “approach” axiomético; dificil.

Seifert & Threlfall: “Lehrbuck der Topologie” (1934) reimpresso por Chelsea

Publ. 1947; existe traducao em espanhol. A melhor introdugao entre os livros

mais antigos.

S. Lefschetz: “Introduction to Topology”, Princeton U.P.1949. Excelente

livro, mas de leitura nao muito facil. Contém 6tima colegao de problemas.

S. Lefschetz: “Algebraic Topology” (Colloquium Publ. of the American

Math. Soc. 1942). Livro de leitura dificil, mas uma verdadeira mina de
informacoes e ideias; um dos marcos fundamentais no desenvolvimento da To-

pologia Algébrica. Bibliografia bem completa até 1942.

Patterson: “Topology” (Oliver & Boid, 1956). Excelente livrinho que da

bastante exemplos geométricos; 6timo para os que se iniciam nao perderem de

vista a espinha dorsal geométrica da Topologia Algébrica.

Aleksandrov & Hopf: “Topologie”, Springer 1935. Bem que algo antiquado

na forma de apresentagao, é um valioso livro que se mantém proximo ao con-

teudo geométrico.

Uma pequena bibliografia dos principais artigos classicos se encontra no livro
de Lefschetz (6).



Consideracoes Finais

O presente trabalho de Doutoramento teve como objetivo investigar o inicio da
pesquisa em Topologia Algébrica no Brasil, bem como apresentar uma biografia do
professor e pesquisador Carlos Benjamin de Lyra, uma das principais personagens nesse
processo. Além disso, buscou-se analisar a producao académica do citado professor.
Nesse sentido, alguns questionamentos nortearam este trabalho: como se iniciou o
desenvolvimento da pesquisa em Topologia Algébrica no Brasil? Qual a relevancia das
obras de Lyra nesse desenvolvimento? Que influéncia exerceu na formagao de novos

pesquisadores? Qual a repercussao de seus trabalhos junto & comunidade matematica?

A Faculdade de Filosofia Ciéncias e Letras da Universidade de Sao Paulo (FFCL —
USP) foi fundada em 1934 e para que lecionassem nela foram contratados professores
estrangeiros, dentre os quais destacamos Luigi Fantapié. Fantapié foi o responsavel
pela estruturacao do curso de Matemaética. Céandido Lima da Silva Dias, que em
1932 havia ingressado na Escola Politécnica, transferiu-se para o recém criado curso
de Matematica. Apoés concluir a Graduacao aperfeicoou-se em Topologia nos EUA
com Cartan e Spanier. Inicialmente foi auxiliar na Catedra de Analise Matematica,
sob responsabilidade de Omar Catunda, em seguida, com o retorno dos professores
estrangeiros a seus paises, foi conduzido a regéncia da Catedra de Complementos de
Geometria e Geometria Superior. Dias ainda foi responsével, segundo Gomide (2008,
p.93), pelo primeiro curso em Topologia Algébrica ministrado no Brasil, tendo sido um

de seus alunos Carlos Benjamin de Lyra.

Lyra nasceu em Recife-PE. Apds o falecimento do pai e novo casamento da mae
mudou-se com a nova familia para os EUA. L4, em viagens de trem, teve contato com o
célebre matemético Richard Courant que o influenciou na escolha da Matematica como
area de estudo. Apoés terminar os estudos secundarios e retornar ao Brasil, que impli-
cava numa escolha de nacionalidade, Lyra ingressou no curso de Matematica da FFCL.
Dessa vez, influenciado por Candido Dias, escolheu a Topologia Algébrica como campo
de pesquisa. Apoés terminar a Graduacao viajou & Franca para desenvolver estudos
pos-graduados. Assistiu aos seminarios de Cartan sobre espagos fibrados e as palestras
de Hurewicz sobre homotopia que o levaram a estudar a Teoria de Borsuk, tornando-se

este, posteriormente, foco de seu trabalho de Doutoramento. Ap6s o retorno ao Brasil,

118
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foi contratado em 1954 para atuar como segundo auxiliar na Céatedra de Analise Mate-
matica, ao lado de Elza Furtado Gomide. Ainda, em 1956, participou do International
Symposium on Algebraic Topology, Cidade do México, e em 1961 visitou, com bolsa
da Rockfeller Foundation, o Institute for Advanced Studies de Princeton. Tais fatos
nos fazem inferir que talvez tenha sido por este contato com outras culturas que Lyra
adquiriu um carater universalista. Devemos observar que seus interesses e opinioes nao
se limitavam apenas & Matematica, mas a ciéncia, arte e cultura como um todo. Tam-
bém, o contato com proeminentes pesquisadores estrangeiros possibilitou, mais tarde,
a vinda de muitos deles ao Brasil, o que contribuiu de maneira consideravel para o

desenvolvimento da Matematica no pais.

A obra de Lyra apresenta grande importancia para a Matemética no Brasil. Es-
pecialmente citamos “Introducao a Topologia Algébrica”, primeiro material didatico
sobre o tema publicado em lingua portuguesa. Nao podemos deixar de mencionar os
trabalhos de Doutorado e de Livre Docéncia que serviram de ponto de partida para
novas pesquisas. A importancia de Lyra como educador ainda identifica-se no fato de
ter influenciado estudantes na escolha de suas carreiras académicas. Apesar de nao
possuir descendéncia cientifica, os proeminentes professores e pesquisadores Gilberto
Francisco Loibel e Daciberg Lima Gongalves, que possuem vasta descendéncia, indi-
cam que foram fortemente influenciados por Lyra a prosseguir seus estudos na area de
Topologia Algébrica.

Com este trabalho, esperamos, acima de tudo, contribuir com o banco de inves-
tigacoes biograficas de matematicos importantes que atuaram no cenério brasileiro e,
também, ajudar na escrita da Histéria da Matematica brasileira, como o fez, por exem-
plo, Cavalari (2012) ao narrar em sua trabalho de doutoramento a trajetoria académica
do Professor Chaim Samuel Honig, que também atuou na USP por mais de quatro déca-
das, desenvolveu pesquisas relevantes e assumiu importantes atividades administrativas
e de organizacgao de sociedades e eventos matematicos de destaque no Brasil. Justifica-
se a escolha dessa abordagem no fato de que esse campo de investigagoes biograficas
esta aberto, visto que existe um grande nimero de matemaéticos brasileiros brilhantes
cujas trajetorias académicas merecem ser narradas e registradas no rol daqueles que

contribuiram com o desenvolvimento da pesquisa cientifica em nosso pais.

O pioneirismo desta pesquisa se caracteriza pelo fato de ser a primeira a ter como
objeto de estudo a Topologia Algébrica no Brasil, com a descricao biografica de um
ressaltante pesquisador matematico nesse campo, paralelamente ao levantamento e a
analise matemaéatica de sua obra com a identificacao de sua influéncia em termos de
conhecimento universal capaz de despertar o interesse em estudantes de sua época

para a pesquisa nessa area.
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