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DAS TRANSFORMADAS INTEGRAIS AO CALCULO
FRACIONARIO APLICADO A EQUACAO LOGISTICA

Autora: NAJLA VARALTA
Orientador: Prof. Dr. RUBENS DE FIGUEIREDO CAMARGO

RESUMO

Neste trabalho, apresentamos algumas defini¢oes de fungoes inerentes
ao Calculo Fracionario bem como as defini¢oes para Derivada e Integral Fracionarias.
Como um dos objetivos primordiais deste trabalho é solucionar problemas reais, foi
dado um enfoque a derivada fracionaria segundo Caputo, uma vez que esta definicao
¢é mais pertinente a este tipo de problema, como vamos ver mais adiante.

Apresentamos o modelo exponencial que descreve o crescimento bac-
teriano em um meio ideal e propomos uma generalizagao do mesmo via Calculo
Fracionario. Com o intuito de refinar a solugao dada pela classica equagao logistica
e ampliar o seu campo de aplicagoes no estudo de dinamicas tumorais, propomos e
resolvemos uma generalizagao para a mesma, utilizando o Calculo Fracionario, isto
é, substituimos a derivada de ordem 1 presente na equacgao ordinaria por uma de-
rivada de ordem nao inteira 0 < o« < 1. Em ambos os casos, a solu¢ao da equacao

fracionaria tem, como caso particular, a solugdo do modelo classico.
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Por fim, apresentamos a parte original deste trabalho, i.e., analisamos

a aplicabilidade do modelo Logistico Fracionario para a descrigao do crescimento de
tumores de cancer, isto é, sabendo os modelos de crescimentos tumorais presentes na
literatura, mostramos graficamente que o comportamento do modelo proposto é, em
diversos casos, mais conveniente para descrever o crescimento de tumores de cancer

do que os modelos usualmente utilizados.



FROM INTEGRAL TRANSFORMS TO FRACTIONAL CALCULUS
APPLIED TO LOGISTIC EQUATION

Author: NAJLA VARALTA
Adviser: Prof. Dr. RUBENS DE FIGUEIREDO CAMARGO

SUMMARY

This work presents the definitions of some important functions inherent
to Fractional Calculus as well as the definitions for Fractional Integral and Fractional
Derivative. One of the main goals of this work is to solve real problems, that is
why focus was given on fractional derivatives, in accordance with Caputo, once this
definition is more pertinent to this kind of problem.

It was introduced the exponential model wich describes bacterial
growth in an ideal way and it was proposed its generalization through Fractional
Calculus. In order to refine the solution given by the classical logistic equation and
expand its application range in the study of tumor dynamics, we propose and solve
its generalization, using the Fractional Calculus , i. e., we replace the derivative of
order 1 in the ordinary equation by a non-integer order derivative 0 < a < 1. In
both cases, the solution of the fractional equation has as a special case the solution

of the classic model.
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Finally, we present the original part of this work, i.e., we analyse the

applicability of the fractional logistic model to describe the growth of cancer tumor,
that is, we compare the model with some presented in the literature and showed

graphically that in several cases our model is more convenient than the usual ones.



1 INTRODUCAO

A principal motivacao para se estudar métodos para resolver equagoes
diferenciais é buscar entender o processo fisico que se acredita ser inerente a equacao
estudada. A importancia das equagoes diferenciais é que mesmo as equagoes mais
simples correspondem a modelos fisicos tteis, como, por exemplo, o crescimento de
uma populacao, proliferacao de uma doenga, sistemas massa-mola, circuitos elétricos,
dentre outros. A construgao, bem como a compreensao, de um processo complexo
¢ alcancada, em geral, através da compreensao de modelos mais elementares. Desta
forma, o conhecimento profundo e detalhado destes modelos mais béasicos é o pri-
meiro, e fundamental passo, para se estudar problemas mais complexos e detalhistas
(Boyce & DiPrima (2006)).

A arte de obter uma equacgao diferencial cuja solucao descreva bem a
realidade traz consigo uma enorme dificuldade, nas palavras de Albert Einstein “Toda
nossa ciéncia, medida contra a realidade, € primitiva e infantil e ainda assim a coisa
mais preciosa que temos”. Exemplificando, a dengue é um problema de dificil mode-
lagem pois, nao tem relagao somente com o ciclo de vida do mosquito transmissor,
estao também envolvidas varidveis como politicas governamentais de saneamento e
a intensidade das chuvas. Este tipo de dificuldade é verificada em praticamente to-
das as areas do conhecimento como, por exemplo, na economia, mercado de agoes,
previsao do tempo, dentre outros. De maneira geral, quanto mais préoximos estamos
de descrever perfeitamente um fenémeno, mais complexas sao as equagoes relativas
a ele.

Segundo Cohen (2004) “Mathematics is biology’s next microscope, only

better; biology is mathematics’ next physics, only better” (“A matematica é o proximo
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microscopio da biologia, s6 que melhor; a biologia é a proxima fisica da matematica,
s6 que melhor”), nesse sentido, a Biometria que visa o estudo nas diversas éareas
das ciéncias da vida através da modelagem matematica e simulacoes de biossistemas
vem tendo grande destaque, no caso particular da biologia do cancer em humanos.
E uma linha de pesquisa em desenvolvimento que descreve a maneira de surgimento
e tratamento da doenca, porém o nivel de detalhes contemplados por um modelo
de crescimento de cancer o torna muito dificil de ser estudado devido ao nimero de
varidveis e equagoes envolvidas (Rodrigues (2011)).

Neste contexto, o célculo de ordem nao-inteira, tradicionalmente
conhecido como fracionério!, desempenha um papel de enorme destaque. Sao intime-
ras as areas do conhecimento nas quais o calculo fracionario mostrou-se como uma
ferramenta precisa para se refinar a descricao de fendmenos naturais tais como pro-
babilidade, biomatemaética, psicologia, fungoes especiais, mecanica dos fluidos, feno-
menos de transporte, redes elétricas e recentemente na medicina (Camargo (2009).

A maneira canonica de utilizar essa poderosa ferramenta é substituir a
derivada de ordem inteira da equacao diferencial ordinéria ou parcial, que descreve
um determinado fendmeno, por uma de ordem nao-inteira. De maneira natural, esse
método nos conduz a equagoes diferenciais de ordem nao-inteira e a necessidade de
resolvé-las (Camargo (2009); Camargo et al. (2008); Podlubny (1999)). Usualmente,
a solucao de uma equacao diferencial fracionaria é dada em termos da ordem da
derivada e a solugao da respectiva equacao de ordem inteira é recuperada como
caso particular deste parametro e, em muitos casos, a ordem da derivada que torna
a solugdo da equagdo mais proxima da realidade nao é inteira (Camargo (2009);
Camargo et al. (2009a); El-Sayed et al. (2007)).

Por outro lado, a equacgao logistica foi publicada em 1838 por Pierre
Francois Verhulst para modelar o crescimento da populacao mundial baseado na ava-

liagao de estatisticas populacionais disponiveis, complementando a teoria do cresci-

'De fato, o nome calculo fracionario nao é o mais preciso ja que a derivada pode ser de ordem

real ou até mesmo complexa. Entretanto, por tradigao, este nome ainda é o mais utilizado.
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mento exponencial de Thomas Robert Malthus. Ela pode ser aplicada em modelos
com dependéncia temporal e possui uma vasta area de aplicacao, ja que os fatores
inibidores sao levados em consideragao. Por exemplo, se fossemos modelar a evolucao
da gripe A, os fatores inibidores poderiam ser o isolamento das pessoas infectadas, as
acoes governamentais e as formas de prevencao pelos meios de comunicacao. Além
disso, a equacao logistica se mostrou aplicdvel em uma série de eventos probabilisti-
cos e relacionados a teoria do caos e as dinamicas industriais e empresariais (Forys
& Marciniak-Czochra (2003); Verhulst (1838)).

Recentemente, a equacao logistica tem sido aplicada para descrever o
crescimento de populagoes, tanto em ambito laboratorial quanto em habitat natural,
sugerindo que os limitantes do crescimento exercem influéncia nos fatores de mortali-
dade e fecundidade com o crescimento populacional. Contudo o modelo logistico nao
explica muito bem em casos onde ha relagoes mais complexas atuando, como intera-
¢oes dentro de teias alimentares ou dependéncias de varios recursos, como ocorre na
maior parte dos casos na natureza. O modelo também nao é adequado para casos em
que o recurso ¢ abundante, ou seja, a populacao crescera ilimitadamente, sem uma
capacidade suporte, sendo mais adequado o modelo malthusiano. Com o intuito de
generalizar a equacao logistica e dar uma descri¢cao melhor para alguns desses even-
tos, El- Sayed, estudou a equagao logistica de ordem fracionaria por uma analise
numérica (El-Sayed et al. (2007); Erjaee et al. (2012); Forys & Marciniak-Czochra
(2003); Gatenby & Vincent (2013); Gatenby (2009); Gerlee (2013); Rodrigues et al.
(2011); Ricklefs (1996)).

No caso da dinamica tumoral, as células tumorais competem entre si
por recursos vitais e com isto, a equacao logistica é de suma importancia uma vez
que este modelo de dinamica populacional aborda tal interacao. Nas palavras de
Gatenby (2009) “Os principios para um bem-sucedido tratamento do cdncer pode
estar na dindmica evolutiva de ecologia aplicada”, mostrando assim, a importancia

da modelagem matemaética em epidemiologia e em biologia populacional (Murray

(2002)).
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Neste trabalho, estudamos a modelagem matemaética por meio de equa-
¢oes diferenciais, a metodologia das transformadas integrais, dando énfase a trans-
formada de Laplace, as fung¢oes especiais Gama, Gel’fand-Shilov e de Mittag-Leffler
e, por fim, ao céalculo fracionario e suas aplicacoes em equacoes diferenciais como fer-
ramenta para refinar a descricao de fendmenos naturais. Em relacao as aplicacoes,
apresentamos a solucao analitica da equagao logistica fracionéria e analisamos a apli-
cabilidade desta equacao fracionéria para melhorar a descricao da dindmica de tumor
de cancer e comparamos este modelo com alguns modelos classicos apresentados na
literatura. O trabalho esta dividido da seguinte forma:

No Capitulo 1 fazemos uma breve introdugao ao nosso trabalho.

No Capitulo 2 apresentamos algumas fung¢oes inerentes ao Calculo Fra-
cionario como a Funcao Gama, que é a generalizagao fracionaria do fatorial, a Fungao
Beta, algumas propriedades importantes destas fungoes e a Funcao de Mittag-Leffler
de um e dois parametros, funcao esta que esta para o Calculo Fracionario assim como
a Fungao Exponencial esta para o Calculo Classico.

No Capitulo 3 apresentamos um prelidio do calculo fracionario, sua
historia e algumas das primeiras defini¢oes e elucubragoes.

No Capitulo 4 definimos a integral de ordem arbitraria, estabelecemos
uma relacao entre integrais de ordens inteiras e fracionarias, demonstramos a validade
da lei dos expoentes para integrais fracionérias e, por fim, alguns exemplos.

No Capitulo 5, assim como foi feito no capitulo anterior, formalizamos a
defini¢cao de derivada fracionaria, apresentamos a definicao para derivada fracionaria
segundo Caputo e quais casos a lei dos expoentes se aplica para a derivada fracionéaria.

No Capitulo 6 apresentamos nossas aplicagoes. Primeiramente, abor-
damos o modelo exponencial, que descreve o crescimento de bactérias em um meio
ideal, feito isso, utilizamos a ferramenta do Calculo Fracionario para refinar sua solu-
¢ao. Além disso, apresentamos a classica Equacao Logistica e seu modelo Fracionério,

bem como sua solucao e sua aplicagao na dinamica tumoral.



2 FUNCOES ESPECIAIS

Tanto o estudo do calculo elementar quanto o do célculo fracionario,
estao intrinsecamente relacionados ao conhecimento das fungoes a eles relacionados,
suas defini¢oes, propriedades e caracteristicas.

Neste capitulo temos o objetivo de salientar algumas destas fungoes

inerentes ao calculo fracionario (de Oliveira (2005)).

2.1 Fungoes Gama e Beta

Sao ditas Funcoes de Euler de segunda e primeira espécies, as funcoes
Gama e Beta respectivamente, sendo estas de suma importancia para a Matemética,

no ambito teorico e pratico (de Oliveira (2005)).

2.1.1 Funcao Gama

A fungdo Gama, também conhecida como fungao Gama de Euler de
segunda espécie, I'(z), é indiscutivelmente a fungao bésica do Cdlculo Fraciondrio,
considerada uma generalizagao do conceito de fatorial, esta generalizagao permite o
calculo de n! no caso em que n € Z (Podlubny (1999)).

Esta funcao pode ser definida pela integral impropria:

['(z) = /000 e dt. (1)

Com Re(z) > 0, a integral é convergente.

Propriedade: A partir da definicao, para n € N, temos:

I'(n) = /000 e " dt = (n — 1)



Demonstracao: Vamos mostrar por indugao em n, assim temos:

i) Paran =1,
T(1) = / e~tdt = 1= 0.
0

it) Supondo valida para n a equagao (1), i.e., I'(n) = / ettt
0
Mostraremos assim, a validade para n + 1, isto é, I'(n 4+ 1) = (n)!.

Temos que
Fn+1)= / e 't"dt = [—e't"] ZSO + n/ e " tdt = nI'(n) = n(n — 1)! = n!
0 0

Logo, de i) e i) segue-se I'(n) = (n — 1)!.

2.1.2 Propriedades da Funcao Gama

Dentre as propriedades da fun¢ao Gama podemos salientar a mais ba-

sica, que consiste em:

L(z+1) =z0(2).

Claramente, integrando por partes, segue que:

[(z+1) = / e 'trdt = [—e '] ZSO + z/ e ' = 2T (2).
0 0

Uma outra propriedade que também é importante salientar é que a
fungdo Gama tem polos simples nos pontos z = —n, com (n =0,1,2,3...,).

Para tanto, reescrevendo a expressao (1), temos:

1 o]
I'(z) = / e ' dt + / e ' dt.
0 1

Com isto, a partir da expansao da série da funcao exponencial, pode-

mos reescrever a primeira integral como sendo:

Z (1) = Ldt.
; k!

k=0




Pois, se Re(z) = x > 0, entdao Re(z+ k) =z +k > 0e t* %o = 0.

Assim, podemos escrever
—t z—1 z—1
/0 2 ldt = /O Z k;' t dt

G (_1k ' k+z—1 - —1)F
=2 k!) /Ot dt_gk!((kﬁz)'

k=0

Em relagao a segunda integral, é definida considerando uma variével

z € C. Seja esta segunda integral ¢(z), assim temos:

0(z) = /°° ot — /OO =D m@)—t gy
1 1

A funcéo e~ & yma funcio continua em z e t para z arbitréario

et > 1. Além disso, se t > 1 (e assim In(¢) > 0), é uma fungao definida em z.

Considerando o plano dos complexos, isto é, sendo z da forma 2z =

x + yi, um dominio fechado e limitado D, e tomando xy = max[Re(z)], temos:

‘e—ttz—l‘ _ ’6(2_1) ln(t)—t‘.

Como z = x + yi, podemos reescrever

|€(x71)ln t‘ ’6 (yi) In( t)’

assim:

|6(;v—1)ln(t)—t| < e(aco—l)ln(t)—t _ e—ttaco—l'

Logo ¢(2):
i) Converge uniformemente em D;

i) E regular no dominio D;
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iti) Como o dominio D é arbitrario, as propriedades de ¢(z) sao

validas em todo o plano dos complexos.

Por (i), (ii) e (i), conclui-se que a integral ¢(z) é diferenciavel.

Considerando as consideragoes citadas acima, segue:

1 o] o) k 0
“tyae b (—DF 1 L
P(Z) = / € ttz ldt +/ (& ttz ldt = ~ 7 + e ttz dt
0 1 kZ:O k! k+z 1

Assim, I'(z) nos pontos z = —n, com n = 0,1,2,3,..., tem apenas

polos simples.

2.1.3 Funcao Beta

A fungao Beta, denotada por B(p, q), é definida a partir de uma integral

definida, ou seja:
1
Blng) = [ o -0 @)
0

Considerando a seguinte mudanga de variavel com ¢ = sen?®(f), temos:

jus

B(p,q) = 2/02 sen®?~1(0) cos®~1(6)db. (3)

2.1.4 Relagoes entre Funcao Beta e Gama

Uma relacao de suma importancia entre as funcoes Beta e Gama é

dada por:

B(p,q) = (4)

A priori, considere o produto:

F(p)F(q)—/ e“upldu/ e”vqldv—/ / e " P dudw.
0 0 o Jo

Introduzindo a mudanca de variavel v = 22 e v = y?, temos que:

L'(p)T'(q) = 4/ / e (@) 201y 201 gy,
o Jo



Tomando as coordenadas polares no plano x = rcos(f) e y = rsen(f), segue que:

us

L(p)T(q) = [2/ er2r2p+2qldr] [2/2 cos?~(0)sen®? 1 (0)d6 | .
0 0
Pela defini¢gao da fungao Beta expressa por (3), temos:

lxmrm>:23@ﬂ)/ ey
0

Assim, tomando na equacao acima t = r? na integral, obtemos:

I'(p)T'(q) = B(p, q) /O N e e,

com isto, ['(p)I'(¢) = B(p, ¢)T'(p + q). Logo, o resultado obtido é

B(p,q) =

2.2 Transformada de Laplace

A metodologia que iremos utilizar neste trabalho ¢ a Transformada de
Laplace (Camargo (2005)). Esta ferramenta serd fundamental para apresentarmos
nossas aplicagoes, em particular quando estudamos equagoes diferenciais de ordem
fracionaria.

Definicao 1 Seja f(t) uma fungao definida no intervalo 0 < t < oc.
Definimos a Transformada de Laplace de f(t), denotada por Z[f(t)] ou F(s), pela
integral:

F@zzwmzfﬁﬁmw,

0

onde o pardmetro da transformada, s, é tal que Re(s) > 0.
A convergéncia desta integral em uma regiao do plano complexo pode
ser garantida para uma classe ampla de fun¢oes denominadas admissiveis.
Definigao 2 Uma func¢ao f : [0,00) — R é chamada admissivel se
satisfizer as condi¢oes abaixo:

i) A funcao f for continua por partes em [0, 00).
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ii) Existirem duas constantes positivas M e p tais que |f(t)| < MeH,
para todo t € [0, 00).

A condigao i) equivale a dizermos que f(t) é de ordem exponencial p.
Sabemos que a transformada de Laplace de uma fungao admissivel existe e estd bem

definida (Camargo (2009)).

2.2.1 Convolucao

De maneira geral, a Transformada de Laplace do produto de duas fun-
¢oes nao ¢é igual ao produto das transformadas. Introduziremos um produto conve-
niente para que esta propriedade seja valida. Em nossas aplicagoes, esta propriedade
sera de suma importacia como veremos posteriormente.

Definigao 3 Sejam f(t) e g(t) duas fungoes de ordem exponencial « e
B, e com transformada de Laplace F'(s) e G(s), respectivamente, no intervalo [0, co).
Definimos Produto de Convolugao (ou apenas Convolugao) de f(t) e ¢(t), denotada

por (f * g)(t), como sendo (Boyce & DiPrima (2006); Camargo (2009)):

:/Otf(t—T dT—/f g(t —7)d (5)

Primeiramente, vamos calcular a transformada de Laplace do produto

de Convolugao, ou seja:

Z((f *g)(t)] = / et / F)glt— )

Introduzindo a mudanca de variavel 7 =t — 7, temos:

ZI(f*g)(t /df/ e~ f(r)g(r )

Para ¢t < 0 definimos g(t) = 0, o limite superior da integral ¢t pode ser

tomado oo, assim:

L(f % g)(8)] = / gy ar / " fm)eTdr = F(s)G(s), (6)

i.e., a transformada de Laplace do produto de convolucao é o produto das transfor-

madas.
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2.2.2 Transformada de Laplace Inversa

Utilizamos a transformada de Laplace na resolu¢ao de um problema de
valor inicial envolvendo equacoes diferenciais, obtendo assim uma equacao algébrica
e resolvemos esta equagao. Para recuperarmos a solugao do problema de partida
devemos definir o conceito de transformada de Laplace Inversa pelo teorema que se
segue (Camargo (2005)):

Teorema Seja a transformada de Laplace da funcao f(t), F(s) =
Z|f(t)]. Entao a transformada de Laplace inversa de f(t), L '[F(s)] = f(t), &

dada por:

1 Y+i00
i) 2—/ F(s)e®ds set>0
) = i J,

—ico
0 set <0.

Onde a integracao deve ser feita ao longo de uma reta s = v no plano
complexo, com s = x + yi,x,y € R. O nimero complexo v deve ser escolhido
de forma que todas as singularidades do integrando estejam a sua esquerda, i.e.,
Re(s) > ~. Nos casos em que hé pontos de ramificagdo, usamos o contorno de
Bromwich modificado enquanto que no caso onde nenhuma das singularidades é ponto
de ramificac¢do, podemos usar o contorno de Bromwich (Camargo (2005)).

Propriedade: Aplicando a transformada de Laplace inversa em (6),

temos:
L F(s)G(s)] = (f *9)(t).
2.3 Funcoes de Mittag-Leffler

Nesta se¢ao, vamos apresentar uma das mais importantes e utilizadas

funcgoes relacionadas ao Célculo Fracionario, a classica Funcao de Mittag-Leffler.

2.3.1 Funcao de Mittag-Leffler de Um Parametro

A generalizagao da funcao exponencial, que desempenha um papel de

enorme destaque na teoria de equacgoes diferenciais de ordem inteira é dita como
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fungao de Mittag-Leffler de um pardmetro (Camargo et al. (2006, 2009b)), denotada
por? E,(z). Trata-se de uma fungao complexa com dependéncia de um parametro

também complexo, com Re(a) > 0, estudada por Mittag-Leffler em 1903 (Mittag-
Leffler (1903b,a, 1905); Wiman (1905)). Esta fungao é expressa por:

=y (7)
— I'( ak + 1

Note que, tomando o = 1, segue que:

El(z):; k}—f-]_ Zk“_ )

podendo assim, ser considerada como generalizacao fracionaria da fung¢ao exponen-
cial.
2.3.2 Funcao de Mittag-Leffler de Dois Parametros

Agarwal (Argawal (1953)) propos dois parametros complexos a fungao
de Mittag-LefHler, e esta é de suma importancia para a teoria do calculo fracionéario.
Utilizando a metodologia das Transformadas de Laplace, Agarwal e
Humbert (Camargo (2009)) definiram algumas relagdes para esta fungao. A fungao

de Mittag-Lefller de dois parametros é definida por:

kzzol“akjLB (8)

sendo Re(a) > 0 e Re() > 0.

E facil verificar que quando 3 = 1, se reduz em:

2.3.3 Propriedades

Pode-se observar que segue da definicao:

2A notacao E,(z) sera usada quando a variavel for um ntimero complexo. Por outro lado, E (t)

e E, () serdo usadas quando a variavel admitir apenas valores reais.
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i) Eqp(z),coma=1ef =2

1,2(%) = = = - =
| |
— [(k+2) — (k+1)! =z — (k+1) z
ii)Eyp5(z), coma=1e =3
= = 1 < 22 e —1—=z2
E“’(Z):ZF k+3) Z | T 2L (k2! 22
k=0 k:O

Generalizando os casos exemplificados em (7) e (1), obtemos a seguinte
relagao:
E.p(z),coma=1 =m meNem>2:

= -Ei)

Eym(z) =

2.3.4 Casos Particulares

Exemplos:

i) Eap(z),coma=2e¢f=1:

By (2 ZI‘ 1) k) = cosh(z).
k=0 k=0
i) Eap(z),coma=2eff=2:
B i _ 1 i R senh(z)
2.2 T2k +2) 24=(@2k+1)! =z

k=0 k=0
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iii) Eap(2),coma=2e¢ =1

~ o (_1>k22k B e (_1>k22k B
Baa(=27) = ; PRk+1) & (2h) cos(2)
i) Eqp(z), coma=2e f3=2
oo (FDFR SN ()R sen(z)
Baa(=2) = ;F(TH) S @kt 2

2.3.5 Uma relagcao importante

Como foi visto anteriormente, apresentamos algumas relagoes para a
funcao de Mittag-Leffler. Salientaremos, nesta se¢ao, uma relagdo importante para
este trabalho.

Esta relagao é dada por:

1 — E,(—2z%)
e '

Ea,aJrl(_xa) = (9)

De fato, pela definicao da funcao de Mittag-Leffler com dois parame-
tros, temos:

an OlTL

Eaari(= ZFan—i—a—i— ZF n—|—1 1]

Sem perda de generalidade, podemos reescrever a tltima equagao da

seguinte forma:

1 ocn
EO[OC
+( %F n+ )+ 1]

Com isto,

2 @2 @)

FNa+1) T'2a+1) TI'Ba+1)
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assim, concluimos:

Q
~
\

Ea,aJrl (—Z'

Abaixo, apresentamos o grafico da rela¢ao (9) para alguns valores de

Funcéo de Mittag-Leffler
10 T

0=0.1

— «=0.3 I
0=0.5
———0=0.7

a=0.9

a
(X))

E
o kB N w s 0 o N © ©

Figura 1: Grafico de E, o+1(z*) para diferentes valores de «.

2.3.6 Transformada de Laplace

Com o intuito de obter a Transformada de Laplace para a funcao de
Mittag-Leffler, vamos calcular a transformada de Laplace da funcao t*e®.

Observemos que se |z| < 1,

e 1
\/0 e_teitht = E (10)

De fato, por meio da representacao em série de e* temos:

© 1 o (:tz)k o

t tzt tik

dt = = E t*dt.

/o ©° 1F= — k! /o ‘

k=0
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Devido a defini¢ao da fungao Gama (1), segue que:

D (k) = =

k=0

Aplicando a derivada em relacdo a z em ambos os lados da equagao

(10), obtemos:
> ; k!
/(; e pttkei tdt = m, Se ‘Z’ < 1.

Com a seguinte mudanca de variavel, £z = +a — p + 1, temos:

o k!
/ e_pttke:tatdt == W, Se R@(p) > |a|,
0

isto &, a transformada de Laplace da funcao tFe*o.
Com este mesmo procedimento iremos calcular a Transformada de La-
place da fungio t°~1E, s(at®). Pela definigao (8), temos que:

(ia)k /OO —styak+8-1
e st dt.
F(Oék + ﬁ) 0 c

NE

L [P By p(Fat®)] :/ e P B, g(£at™)dt
0

B
Il

0

Introduzindo a mudanca de variavel u = st e pela defini¢do (1), temos:

i(ia)k_li +a\* 1 1 s f
s“k+5_35k:0 s« ) sBl1FL saFq’

s«

Com isto, segue que:

a—p3
_ a s
L [P Eg g(Fat®)] = T (11)

2.4 Funcgao de Gel’fand-Shilov

Nesta secao, apresentaremos uma das fungoes primordiais do Calculo
Fracionario, a chamada funcao de Gel’fand-Shilov, funcao esta que é fundamental &
introducao da Integral Fracionéria, como vamos ver futuramente.

Definicao 4 Seja n um ntmero natural e ¥ um ntimero nao-inteiro,

definimos a fungao de Gel’fand-Shilov de ordem n e v respectivamente como:

tnfl tllfl

—— set>0

6,(0) = § =1 e on={ T
0 set <O. 0 set <O.

set >0
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Apresentamos abaixo, para alguns valores de «, o grafico da fungao de

Gel’fand-Shilov.

Funcao Gel fand-Shilov
T

T t +
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
v

Figura 2: Grafico da funcao de Gel’fand-Shilov.

2.4.1 Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace da funcao de Gel’fand-Shilov é dada por:
2L ga(t)] = s~ (12)

De fato, aplicando a Transformada de Laplace na fungao de Gel’fand-

Shilov, obtemos:

Zoa(t)] = /0 h e—stlfcza)dt = P(la) /0 h e St dt.

Introduzindo a seguinte mudancga de variavel: st = a = da = sdt,

segue que:

1 o a1 da 1 o a® ! sTe [
- —a - - N dg = —— —a afld )
F(a)/o © <3> s F(a)/o (™) 5% “ F(a)/o c “

Desse modo, pela definigao da fungdo Gama (1), temos:

—Q

S

216a(0)] = £y

[a) =577



3 CALCULO FRACIONARIO

O calculo de ordem nao inteira ou sua denominagao classica: Cdlculo
Fraciondrio, é quase tao antigo quanto o célculo de ordem inteira usual, porém por
nao ter interpretagoes fisicas e geométricas evidentes, o cdlculo fraciondrio nao foi
difundido da mesma forma que o calculo usual.

De fato, o célculo de ordem arbitrdria, teve sua origem em 30 de setem-
bro de 1695. Em uma carta, ’Hépital perguntou ao seu amigo Leibinz: “E possivel

estender o conceito de uma derivada de ordem inteira

dTL
D'y=—
4 dz™

quando n fosse iqual a %?”. Em tom afirmativo, Leibniz concluiu que: D2z seréd igual
a xvdz : x e finalizouw: “Este é um aparente paradozo do qual um dia importantes
aplicagoes serao obtidas” (Camargo (2009); Podlubny (1999); Miller & Ross (1993)).

Neste capitulo, vamos apresentar um preludio do calculo fracionario e

algumas das primeiras defini¢oes e elucubragoes.

3.1 Um prelidio ao Calculo Fracionario

Brilhantes matemaéticos contribuiram para a construgao do Calculo
Fracionario® (Camargo (2009)), dentre eles Euler, que escreveu que a utilizagao de
interpolagoes na derivada facilitaria na obtencao das derivadas de ordem genérica,

em 1730.

3Vamos utilizar a notacdo I quando nos referirmos ao operador integral e D para denotar o

operador derivada.
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A chamada Lei dos Expoentes, apresentada por Lagrange em 1772, foi

fundamental para a extensao do calculo fracionédrio, mesmo nao sendo valida para
toda funcao y quando n e m sao arbitrarios. Esta lei consiste em:

dm dn B dern
dom den? T dgmn

. (13)

Em 1819, Lacroix, almejando obter a derivada de ordem fracionaria de
um polinémio y = 2™, com n sendo um namero natural e m > n, definiu a derivada

fracionaria da seguinte forma:

d"® m)

— m=n 14
dzn” (m — n)!x ’ (14)

quando n nao é um namero inteiro, utilizando a fungao Gama (1), segue que:

dr L(m+1) _
= men, 15
dzn? F(m—n—l—l)x (15)

A atualmente conhecida como representagao integral de Fourier (Ca-

margo (2005)), foi apresentada em 1822 por Fourier da seguinte maneira:

fa) = 5= [ s [~ coslpla — lap.

Considerando k& € N, segue que:
i)n=(1+4k):

cos(z + %T) = —sen(x);

i) n = (2 + 4k):

cos(z + %) = — cos(x);

iii) n = (3 + 4k):

cos(z + %T) = sen(z);
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i) n = 4k:

cos(z + %T) = cos(z).

Com isto, temos:

n

n _ nr
T €08 [p(z — )] = p" cos [p(x a) + 5 } :
Para u arbitrario, Fourier definiu:
d* 1 [ L um
@) =5 [ @y [ preos [pla =)+ 5] ap

Em 1832, Liouville definiu a partir das contribui¢oes dadas por Abel e

Fourier a seguinte relacao (Camargo (2009)):
Dmeax — ameax

Para u arbitrario, concluiu que:
Dueax — aueax'

Naturalmente, se

podemos escrever para a derivada fracionaria a conhecida Primeira Formula de Li-

ouville:
D" f(x) = Z Cna,e"m”.

Sem perda de generalidade, esta expressao generaliza o conceito de
derivada, uma vez que v pode admitir um nimero natural, fracionario, real e até
mesmo complexo. Entretanto, como esta fungao é atribuida a uma particular classe

de fungoes, houve uma necessidade de desenvolver esta segunda defini¢ao:

o
[:/ u e dy,
0
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sendo a > 0 e x > 0.
Assim, introduzindo a seguinte mudanca de variavel t = xu, e tendo a

defini¢ao da fungao Gama (1), temos:

I :/ u e du = xa/ t* e tdt = 7T (a).
0 0

Introduzindo o operador D” em ambos os lados da equagao apresentada

acima e isolando x~%, obtemos:
—1) [
Dyl,—a — ( ) / ua—&—y—le—acudu’
I'(a) Jo
isto é,
DYy~ — (_1>Vr(a + V) x—(a—&-u)'

['(a)
Percebe-se que mesmo com tanto uso dos artificios mateméticos, a

a

formula vale apenas para fungoes do tipo =%, com a > 0.

3.2 Um dilema pertinente

Como ja foi dito neste trabalho, um dos motivos que dificultou o de-
senvolvimento do Calculo Fracionario foi o fato de a derivada fracionéaria nao possuir
uma interpretagao geométrica evidente.

Como vamos ver, a derivada de ordem fraciondria de uma constante
pode ser diferente de zero. Para que o calculo fracionario generalize o calculo de
ordem inteira, necessita-se trabalhar nesta controvérsia para que esta teoria seja
consistente. Este fato despertou grande interesse no pesquisador William Center que
dedicou algum tempo a esta questao (Camargo (2009)).

Para ilustrar este fato, utilizando o método de Lacroix para o calculo

1

das derivadas e utilizando 2" para denotar a constante, atribuindo 5 a ordem da

derivada, Center concluiu que
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Desta vez, se utilizarmos a segunda defini¢ao de Liouville, segue que:

[N

(—1)zI(a+3)
(a

Tomando o lim, o I'(a) = oo, William Center concluiu:

g (),

)1

—1)2T a+1
D32% = lim D?2~% = lim (=D=T( Q)x_(‘“ré) = 0.
a—0 a—0 I“(a

Com isto, Center nao afirmou qual das duas opgoes apresentadas era a

correta, pois em ambos os casos as defini¢goes eram bem estruturadas, porém afirmou

dvad
dzxv *

que este dilema se reduz ao fato do real etendimento de



4 A INTEGRAL FRACIONARIA

Neste capitulo apresentaremos a definicao de integral de ordem arbi-

traria e a validade da lei dos expoentes para integrais fracionérias.

4.1 Integrais de Ordem n

Introduziremos o operador integral I para definir a integral de ordem

t
— [ #ten
0
Com isto, temos:

IPf(t) =I[1f(t) // f(ty)dtydt.

Analogamente,

Pft) =I[1*f( / / / f(t3)dtsdtydt,.

Desse modo, a integral de ordem n pode ser definida por:

I"f(t) // / / / n)dtndt, q...dtsdtadt;.

Lema: Se G(x,t) é uma fungao continua em |[c, b|x[c, b], com ¢ < = < b,

/ dl’l/ G([El,t)dt:/ dt/ G([El,t)dl'l.

Em particular, para G(z1,t) = f(t) temos:

// ft)dx dt = //f (t)dtdz,.

A demonstragao deste lema pode ser encontrada em Stewart (2007).

interia n de tal forma que?:

entao temos que:

4Também definimos, por conveniéncia, que I°f(t) = f(t)
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4.1.1 Teorema

Considere f(t) : R — R integréavel. A Integral de ordem n € N ¢ dada
por (Camargo (2009)):

R R Y e e (L

na qual denotamos por * o produto de convolugao e ¢, (t) a fun¢ao de Gel’fand-Shilov.

De fato, por inducao matematica:

i) Paran = 1:

= [ty = [ e = a0« 10
ii) Consideremos valido: I"f(t) = ¢, (t) * f(t).

Mostremos que " f(t) = ¢,.1(t) x f(t), isto &,

M) = I ()] = I /(bn Y f (u du—// U= by,

n—l

A partir disso e utilizando o Lema anterior, temos:

mHf( / / v Tl (r)dudr.
n R

Assim, podemos escrever

n!

= [ D e = G () (1),

Como queriamos demonstrar, de (i) e (ii) tem-se que:

I"f(t) = ¢n(t) * f(1).

4.2 Integrais Fracionarias
Visto que é valido
I f(t) = on(t)  f(1),

denotaremos uma integral de ordem fracionéria v de f(t) segundo Riemann-Liouville

a partir das defini¢oes das funcoes Gama e Gel’fand-Shilov.
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4.2.1 Definigcao

Consideremos a fungao f(t) integravel. Definimos a integral fracionaria
de Riemann-Liouville de ordem v de f(t) denotada por I"f(t), como®:

I F(8) = 6u(t) = £(2) = / %

Naturalmente, a integral de ordem v, I”f(t), estd bem definida uma

f(r)dr.

vez que a ordem nao inteira restringue-se a funcao de Gel'fand-Shilov de ordem wv.
A generalizagao do operador integral de ordem inteira para o de ordem nao inteira

se da através da generalizagao fracionaria do conceito de fatorial pela fungao Gama.

4.2.2 Outras definicoes

Note que a escolha do limite inferior da integral é arbitraria. De fato,
existem outras duas escolhas para este limite que dao nome a outras definigoes.
Quando o limite inferior é —oo temos a defini¢ao de Liouville e quando este limite é
c, temos a definicao de Riemann, isto ¢°

Definigao 1: Sejam f uma fungao continua por partes em (0,00) e
integravel em qualquer subintervalo de [0, 00) e Re > 0, para t > 0, definimos C, a
classe de fungoes que satisfazem esta definicao, assim temos:

i) Versao de Riemann: com x > ¢

2@ = s [ @0 (17)
ii) Versao de Liouville:
Ol B L (18)

5Conforme dito na introducdo, alguns autores definem a integral de Riemann-Liouville como

sendo a mesma integral com o limite inferior igual a ¢ e nao 0.
5Vale ressaltar que em (17), (18) e (19), sdo operadores lineares, isto é, se denotarmos por I

qualquer uma dessas equagdes, f, g fungdes e «, [ constantes, temos:

Iof (t) + Bg(t)] = ad f(t) + BIg(t)
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iii) Versao de Riemann-Liouville:

oI f () = % / - 0 (1) (19)

Em nosso trabalho consideramos apenas a definicao de Riemann-

Liouville.

4.3 Lei dos expoentes para Integrais Fracionarias

A conhecida lei dos expoentes no calculo de ordem inteira diz respeito
as leis da soma e comutagao de expoentes dos operadores de derivada e integral.
Definimos a lei dos expoentes para integrais e derivadas com m,n = 0,1,2, ..., res-
pectivamente como I™[" = [t ¢ D™ D" = D™+",

Nesta secao, verificaremos que a lei dos expoentes é valida para in-
tegrais fracionarias, porém esta propriedade nao se aplica, em geral, quando nos
referimos as derivadas de ordem fracionaria como verificaremos no préximo capitulo.

Teorema Seja I o operador integral fracionario e a, 8 > 0 temos que
118 = o5, (20)

isto é, a propriedade de semigrupo e, consequentemente, a propriedade comutativa
(Atiyah & MacDonald (1969)), I“I° = I°1%, sdo satisfeitas.

Demonstracgao:

Consideremos a funcdo de Gel'fand-Shilov definida em (2.4), ¢, ().
Desse modo, como a > 0, ¢,(t) € C, isto é, esta fungao é localmente absolutamente
integravel em R™.

Sabemos que a integral fracionaria pode ser definida através do produto

de convolugao de duas fungoes, ou seja,

I9f(t) = ¢a(t) * f(1),

com o > 0.
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A partir disto, mostraremos a seguinte relagao:

Pa(l) ¥ Dp(t) = datp(t).

Reescrevendo esta igualdade através da definicao do Produto de Con-

volucao, segue que:

tra=1(p _ 2\B-1 B—1 t - N\ B-1
altyroalt) = [ TSI L [ (-0 e

Fazendo a seguinte mudanca de variavel v = § = d7 = tdu, temos por

(2) e (4),

Balt) * da(t) = v J/1< £ (1 — ) (tdu)
O T T @+ BB, B) Jo ! -

Assim,

tori*ﬁ*l

luo‘_l — )" Ydu
Na+mBm+ﬁLA() (1 - ) (du),

entao
toH—B—l

= fass(l).
Com isto, temos os seguintes resultados:
PI*f(t) = da(t) * f(t), com a > 0;
Z.Z.)gba(t) * Qbﬁ(t) = ¢a+ﬁ(t>‘
A partir disso, iremos demonstrar a lei dos expoentes para Integrais

Fracionarias do seguinte modo:

1917 f(t) = $a(t) * I° F(£) = da(t) * 05(t) * [(2).

Assim 7,

Garp(t) * f(1) = I f(2).

"Consideremos f de tal forma que I*f(t) é plausivel para todo a > 0.
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4.3.1 Alguns exemplos

Para ilustrar o calculo de integrais de ordem fracionaria, discutiremos
nesta subsecao, alguns casos triviais.

Exemplo 1) Célculo da integral de ordem nao inteira «, da fungao

f(t) = 1.
Temos,
0 0 ' o [T
1°t" = t)xt" = t— d
= [e=op [T ]
ou seja,
a T=t «
040 _ T _ t
@F(a> 7=0 F(Oé+ 1)

Exemplo 2) Calculo da integral de ordem nao inteira v do monémio
a* com p > —1, funcdo esta pertencente a classe® C .

Segue da defini¢gao em (19) que:

F(ly) /Ox(x — )T hrdt = F(ly) /Ox [x (1 - %)}H trdt.

Introduzindo a seguinte mudanga de variavel u = % a equacao pode

I'zh =

ser escrita:

F(lz/) /01 2 (1 — )" (zu)du = f;z; /Oluu(l —u)""du.

De acordo com a definicao da funcao Beta e a relacao mostrada em

I'gh =

(4), temos:
e _ Tle+1)
Ty B L) = F T

Assim, podemos escrever

xVTH,

I(p+1)

"2l = ———————
M'p+v+1)

vt (21)

8Classe C: Seja uma fungdo f continua por partes em (0,00), com —1 < g < 0, em uma

vizinhancga da origem onde sua integral fracionaria também é definida.



5 DERIVADAS FRACIONARIAS

No capitulo anterior, apresentamos uma versao fracionéria para o ope-
rador integral I” de ordem v com Re(v) > 0.

Vamos admitir, sem perda de generalidade, que a Integral Fracionaria
é uma antiderivada e atentemos também ao fato que a derivada é admitida como
operacao inversa a esquerda da integracao.

Neste capitulo, apresentaremos uma forma generalizada para o tao

4

conhecido e trabalhado operador diferencial D = +-.

Como vamos ver, o sucesso para a utilizacao do calculo fracionario, da-
se a partir de uma boa escolha do operador fracionario. Vamos apresentar algumas

das mais importantes defini¢oes para a derivada fracionéria.

5.1 Definigcao de Riemann-Liouville

Para definir a Derivada Fracionaria de Riemann-Liouville introduzire-
mos o operador derivada D, sendo este inverso a esquerda da integral fracionéaria,
it 4 d
isto & SIf(t) = f(t).

Considerando a lei dos expoentes (13), a definigdo de Riemann-

Liouville, baseia-se em (Camargo (2009)):

9Note que:
IWUH=Ameﬁ1=ﬂﬂ—ﬂm

Por outro lado, considerando F, uma primitiva de f(¢),

G0 =5 [ 5tyds = G1P@) - O] = 1)



30

Seja f um nimero complexo com Re(/3) > 0, considerando n o menor

inteiro maior que Re(f3), isto é, n — 1 < Re(f) < n e v =n — (3, temos entao que
0 < Re(v) <1.

Com isto, a Derivada de Riemann-Liouville de ordem § de f(z), com

x > 0, denotada por D? ¢

oD f(x) = D"[I"f(x)] = D"[6,(t) * (1)), (22)

onde:

D": a derivada de ordem n inteira,

I”: integral de Riemann-Liouville de ordem v conforme definido na
equagao (19).

Com isto, a derivada fracionaria de f(z) de ordem 3, com =z > 0 e
B € C , é um operador inverso & esquerda'® de I°, isto ¢, sejam J o operador

identidade e n um nimero natural, temos:
oDPIP = .

Para ilustrar a definicao apresentada, calcularemos a derivada de or-
dem ndo inteira § do monoémio z* com p > —1, Re(v) > 0e x > 0.

De fato, pela equagao (22) temos'!:
DP f(x) = D"[I"a"].

Pelo exemplo apresentado no capitulo anterior, sabemos que:

I'(p+1)

— T pvte
Flp+v+1)

1Yzt =

0Note também que, seja J o operador identidade temos

oDPIP = J £ 10 D8.

HTremos omitir os subindices do operador fracionario D quando estivermos utilizando a definicdo

de Riemann-Liouville, colocando apenas nos casos que possam apresentar alguma ambiguidade.
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Pela equacao (22), temos:

DPxt = D" —P(M+1) il Lp+1) v,

Flp+v+1) 'v4+p—n+1)

Como v =n — (8 a equagao acima pode ser escrita como:

F(/,L—'— 1) n—p

DBt —
T Tur1-p)"

(23)

5.2 Definigcao de Caputo

Segundo Caputo, a derivada fracionaria é a integral fracionaria de uma
derivada de ordem inteira que difere apenas na ordem dos operadores lineares (in-
tegral e derivada) da definigdo proposta por Riemann-Liouville na segao anterior
(Gorenflo & Mainardi (2000)).

Tomando 8 € C, Re(f8) > 0, considerando n o maior inteiro maior que
Re(B), ouseja, n — 1 < Re(f) <nev=mn-—0,isto ¢ 0 < Re(r) < 1, a derivada de

ordem 3 de f(z), com z > 0, denotada por D? & definida como sendo:

D!f(z) = I;[D" f(z)] = ¢, (t) x [D"f(t)]. (24)

Neste caso, tanto na definicao de Riemann-Liouville quanto de Caputo,
os indices tém o mesmo significado, com excecao do indice .

Claramente definimos, para o caso que 3 seja um niimero real, D? =
Dn, isto é'2,

i)n—1<p<n

8 . 1 ! fn(T) -
DO = T |, e

it) B = n:

DIf() = 1 (0).

12Como consequéncia da definigio, se 8 = n entdo DA|[f(x)] = " P[D" f(x)] = """ [D" f(x)] =

I°[D™f(z)] = D" f(x), isto ¢, a derivada usual é um caso particular. O caso da derivada segundo

Riemann-Liouville é analogo.
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Naturalmente, pelo fato desta definicao requerer a integrabilidade da
derivada de ordem n da funcao, a definicao proposta por Caputo é mais restritiva
que a definida por Riemann-Liouville. Com isto, vamos considerar esta hipotese
satisfeita, sempre que utilizarmos o operador D?.
Da mesma forma que apresentamos o calculo da derivada de ordem
nao inteira § para a derivada segundo a definicao de Riemann-Liouville, faremos o
mesmo célculo com func¢do f(z) = a*, com u > —1, u # 0, Re(v) >0e z > 0.

Para tanto, sabemos que:

i)

D'zt = M B
Mp=m+1)"
ii) De acordo com a equagdo (21):
TVt = F(,u —n+ 1) n—n—v

F'p—n+v+1)
De (i) e (ii), temos:

r 1 r 1
I"[D"xH] = Dzt =17 —(,u—i— ) o = (p+1) ghtv—n,
Fp—n+1) MNpu+v—n+1)

Tomando v = n — [ recuperamos o resultado obtido para a derivada

de ordem fracionéria segundo Riemann-Liouville, isto é,

Dfx“ — Mggufﬁ.
I(p+1-p)

5.2.1 Generalizacao da funcao ¢

Como vamos ver no proximo capitulo, a fungao de Mittag-Lefller é de

suma importancia para as nossas aplicacoes. Com isto, considere dois casos para a

fungao de Mittag-Lefler de um parametro: E,(t) e E,(t*). Iremos discutir breve-

mente qual destes casos é mais conveniente para generalizar e’ tanto para recuperar
d

e’ quanto a propriedade classica £e' = e'. Temos assim,



i) Caso E,(t):

a partir disso, temos:

Temos também que Lﬂ kzzo m —e

de d® tk

k=0

—Ea t) = — 1 4\
g 2ol = 3 T(ak+1)

= d = T(k+1) th—e
ZFr(akH):Zr(k—aﬂ)r(akﬂ)

t

+

EL (%)
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Para ilustrar este caso, apresentaremos um grafico para F,(t) e outro

para E,(—t), assim temos respectivamente:

Figura 4: Gréafico de E,(—t).

— a=2
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i) Caso E,(t*):

RV S o Ui
dte" dt* &= T'(ak + 1)’
assim:
i o ek _i Ilak+1) ¢ i o(k—1)
~dt*D(ak+1) = T(ak—a+1)T(ak+1) =T +1]

Tomando n = k£ — 1, obtemos:
= FE,(t"
nZ:O [(an+1) ().

Também temos que hm Z i k ) = e
(c

A seguir os graficos para os casos em que F,(t%) e E,(—t*) respecti-

vamente:

Eu(t")

Figura 5: Gréafico de E,(t%).

2+ :“ — a=1

— a=2

A Lt
4 /| 6 — a=3

— a=4

Figura 6: Gréafico de E,(—t*).
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Logo, E,(t%) é a generaliza¢ao mais conveniente para e'.

5.3 Riemann-Liouville x Caputo

Ressaltamos inicialmente que as derivadas fracionarias de Caputo e
Riemann-Liouville sao operadores nao locais, o que difere bastante estas defini¢oes
da definicao usual de derivada'®>. Com isto, para o éxito da utilizacao do calculo
fracionério requer a melhor escolha do operador derivada segundo a conveniéncia de
cada questao.

Antes de definirmos a derivada segundo Griinwald-Letnikov, apresen-
taremos nesta secao uma breve discugao envolvendo as defini¢oes segundo Caputo e
Riemann-Liouville, visto que elas diferem na ordem dos operadores integral e deri-
vada, ou seja, ao permutar a ordem da integral e a derivada fracionéria, alteramos o
resultado final.

De fato, seja uma funcao f(t) a qual possa aplicar a integral e a deri-

vada de ordem nao-inteira, entao:

DPf(t) = D"{I™ 7 f(8)] # I"°[D™ ()] = DI f(0).

Por outro lado, a comutagao entre os operadores integral e derivada é
possivel quando em ¢ = 0" pois f(t) e suas derivadas de ordem inteira menores que
m se anulam.

Para ilustrar este fato e para salientar que as versoes de Riemann-
Liouville e Caputo sao correspondentes em alguns casos, notamos que a derivada
fracionaria da fungao f(z) = z* de ordem 8 € R, com p # 0 e p > —1, coincidem
nestas condi¢des pois para todo n < m — 1, temos f™(0%) = 0.

De fato, integrando por partes m — 1 < f <m et > 0, resulta em:

m—1 k-
5 5 t (k) ()
DPf(t) = D]t +k§m EEEyEAN R

13De fato, estas definicdes sdo dadas a partir da integral e por isso preservam os chamados efeitos

de memoria (Camargo (2009)).
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Pela equagao (23), podemos reescrever a equagao acima como:
5 m—1 tk k) +
k=0

Com isto, a derivada fracionéria segundo Caputo, abrange tanto os
valores iniciais da fungdo f(t) quanto suas respectivas derivadas de ordem inteira
menores que m — 1. Este fato leva alguns autores a considerar a derivada segundo
Caputo mais precisa do que a de Riemann-Liouville, uma vez considerada a inter-
pretacao fisica desta definigao.

Como foi visto, as derivadas fracionérias segundo Riemann-Liouville e
Caputo coincidem para polinémios nao-constantes, mas diferem para contantes.

De fato, segundo Caputo, tomamos a derivada de ordem inteira da
funcao para posteriormente aplicarmos a integral fracionaria de ordem 3, com isto,

a derivada fracionaria de uma constante é nula, isto é'

DP? =0.

*

5.3.1 Transformada de Laplace

Um outro ponto que difere a definicao de derivada fracionaria de
Riemann-Liouville e Caputo é a transformada de Laplace. A transformada de La-
place para a derivada fracionéaria segundo Riemann-Liouville requer o conhecimento
de condigoes iniciais em termos das suas derivadas de ordem k£ =1,2,3,....m —1 e

da integral fracionaria I™~” de forma que, seja Z[f(t)] = F(s) em —1 < 3 < m,

temos: .
ZLIDPf(t)] = s"F(s) = ) D' P f(0%)sm1F, (25)
k=0
de forma analoga, temos para a inversa
m—1
7 DEI™ =P f(0)s™ 1% = DPf(t). (26)
k=0

4Note que as derivadas para polindémios néo constantes coincidem, diferem para os polinémios

1

constantes e para polindmios do tipo z~! usa-se a derivada segundo Weyl (Camargo (2009)).
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A transformada de Laplace para a derivada fracionaria segundo Caputo
(Podlubny (1999)) incorpora os valores iniciais da fun¢do e de suas derivadas de

ordem inteira que tem interpretagoes fisicas (Camargo (2009)). Assim temos:

m—1

LIDLf ()] = S"Fs) = Y fP0)"

=0

k
De fato, a partir da definicao da derivada segundo Caputo e aplicando

a Transformada de Laplace, segue:
L[Dlf)) =L I D" f(1)].
Pela definicao de integral fracionéria, temos:
L [DEW)] = 2 [I" D" (1)) = 2 [Bualt) « D"F(1)].

Como a transformada de Laplace do produto usual de duas funcoes,
geralmente nao é o produto das transformadas, definimos o Produto de Convolucao,
que é um produto conveniente para que a propriedade da transformada do produto
de convolucao seja o produto das transformadas. Com isto, utilizando o resultado

da equagao (12) temos

L [pm-p()] * L [D™f(1)] = 8" "L [D™ f(1)], (27)
ou seja, .
L [DIfW)] =" |smZ [f(0)] = Y s R r0(0)

Assim, podemos escrever

3

2 [DIf)] =s"2[f)] - )"0

0

b
Il

Salientando o caso particular em que 0 < <1 e m = 1, temos:
L [DIf(0)] = "2 [f(1)] — "1 f(0). (28)

De maneira analoga, sua transformada de Laplace inversa é dada por:
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m—1
L7 F(s) = Y f®(0)s" R = DIf(t).
k=0

Neste trabalho, utilizaremos a definicao da derivada fracionéria se-
gundo Caputo, uma vez que esta derivada é mais pertinente a problemas fisicos.
Para ilustrar este fato, considere o problema:

Sabendo que uma particula se desloca com aceleragao constante a(t) =
a e que sua velocidade inicial e posi¢do inicial sdo v(0) = 0 e S(0) = 0 respectiva-
mente, determine sua equagao de movimento S(t).

Solugdo: Sabemos que % = qa(t), % = v(t) e fo = a(t). Com isto,

temos

d
d—: = a(t) = v(t) = /adt = v(t) = at + e,
com c¢; uma constante.
Como v(0) = ¢1, temos v(t) = at + v(0).
Temos também
t2

0(0) + at = S(t) = /[U(O) +atldt = S(t) = v(0)t + “7 + oo,

as _
dt

com ¢y outra constante.

Da mesma forma, como S(0) = ¢, temos

at?
S(t) =S(0)+v(0)t+ 5
De acordo com o problema de valor inicial, temos que S(t) = %
Sabemos que ‘fTQS = a(t), com isto, iremos resolver a generalizacao

fracionéaria do problema anterior substituindo a derivada de ordem 2 por uma de

ordem 1 < o < 2, i.e., £25(t). Tomando Z[S(t)] = S(s), segundo a defini¢ao da

transformada de Laplace de Riemann-Liouville, temos

15500 = Zlan)],
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entao pela equagao (25) e com m = 2 obtemos
- k72 -k _ @
s*S(s) kZ:OD I75(0)s S
Assim, temos
s*S(s) — I2S(t)],m08' — DI**"1S(t)|,m0s® = %

Note que, como nao temos informagdes sobre I°~*S(t)|;—¢ nao con-

seguimos resolver este problema. Por outro lado, tomando a derivada de Caputo,

obtemos: .
a o k a—1-k __ g
$*5(s) — > S*(0)s =
k=0
Da mesma forma, temos:
s7S(s) — S(0)s°~ — §'(0)s°% = %
A partir das condigbes inicias do problema, S(0) = 0 e S'(0) = 0, segue
que
S(s) = aH = S(s) = as~ ") = S(t) = agaui(t).
80{

Por fim, temos

ta
S =T
Com « = 2, obtemos
() = o = (1) = ol
aF(S) a -

Desta forma, recuperamos a solugao do problema inicial. Mostrando

assim, a maior conveniéncia da definicao de Caputo.

5.4 Definicao segundo Griinwald-Letnikov

Apresentaremos a defini¢ao da derivada fracionéria segundo Griinwald-

Letnikov, sendo esta de grande aplicabilidade em problemas numéricos (Lorenzo &

Hartley (1998)).
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Considere uma func¢ao f(z) definida em um intervalo qualquer e seja

2o um ponto fixo no interior deste intervalo. Pela definicao de derivada, temos:

f(xo) — f(wo — h)

le(l’o) = llllir(l) . ,
DQf(xO) = }Ll_r)% f(l'O) - 2f(x0 —th) + f(l'o _ Qh)j

Pelo triangulo de Pascal e utilizando indugao matematica, segue que:

> meo(=1)" () o — mh]
o :

D" =1
flao) = limg
Com isto, a generalizagao da equagao acima é dada com [ € R para

D? calculado em z, da funcao f, isto ¢, a definicdo de Griinwald-Letnikov é expressa

por:

> omeo(=D)™ () f [0 — mh]
h? '

Vale ressaltar que o resultado obtido quando calculamos a derivada

DP f () = lim (29)

fracionaria de ordem (5 de um polindémio nao constante segundo Riemann-Liouville
ou Caputo, encontramos este mesmo resultado quando utilizamos a defini¢ao segundo
Griinwald-Letnikov, (Camargo (2009); Podlubny (1999); Miller & Ross (1993)) ou

seja,
I(p—pB+1)
Note que a equagao (29) é o paradoxo citado na carta de Leibniz para

I’Hopital em 30 de setembro de 1695.

oDPat = DPpt = (30)

5.5 Leis dos Expoentes para a Derivada Fracionaria

De maneira geral, os operadores D? e D nio satisfazem a propriedade
da chamada lei dos expoentes, diferentemente do operador integral visto anterior-
mente.

Para tanto, temos dois casos a considerar:



i)D*DPf(t) = DD f(t) #
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# DO f(1);
iW)D*DPg(t) # D" Dg(t) =

D4 t).

=3,

porém D2z f(t) # 0.

No caso (i), considere a equacdo (23) e seja f(t) = t~2 com
fracionaria a = 8 = 2

a ordem
obtemos: D2Dz f(t) = 0, da mesma forma, D2 Dz f(t) = 0

Em relac¢do ao caso (i7), ilustraremos o seguinte contra exemplo tam-
bém utilizando a equagao (23) e a = 1, porém agora g(t) = t2 ¢ 8

_ 3 ;
= 3. Assim,

porém

W
@

NI
[SI[9)

D+

w

|
~
Nl

9(t) = Dg(t) = =~
A partir disso, apresentaremos o seguinte teorema cuja demonstracao
completa esta em Miller & Ross (1993)

Teorema Seja f(t)

(t) ou f(t) = t*Intn(t), onde A > —1 e
= Zant”
n=0

com raio de convergéncia R, para 0 <t < R, sao validas as seguintes féormulas
i)pu>0e0<v<pu= DVIFf(t)=I'"f(t)
W) pu>0ev>pu= D'INf(t)

= DI f(1);
W) 0 <pu<A+lev>0= D"D'f(t)

t) = DY f(1).



6 APLICACOES

Neste capitulo mencionamos inicialmente algumas das mais diversas
aplicagoes do Calculo Fracionario. Estas aplicagoes abrangem amplamente o campo
do conhecimento classico, assim como equagao integral de Abel, problemas de visco-
elasticidade, e também aos campos menos conhecidos como divisores de tensao gene-
ralizadas, multipolos fracionarios, condutancia elétrica de sistemas biolégicos, entre
outros (Podlubny (1999); de Oliveira & Maiorino (2003); Camargo et al. (2008)).

Além de ter grande aplicabilidade em problemas advindos do célculo de
ordem inteira, o Calculo Fracionario descreve mais precisamente fendémenos naturais,
em destaque aos que tem dependéncia temporal, uma vez que ao comparar o calculo
de ordem inteira com o de ordem nao inteira, nota-se que as derivadas fracionarias
descrevem de maneira conveniente efeitos de memoria e propriedades hereditarias®®.

Como foi dito, a solucao de uma equacgao diferencial fracionéria é ex-
pressa em termos de um parametro correspondente a ordem da derivada e a solugao
da respectiva equagao de ordem inteira é recuperada para um valor particular deste
parametro. Em muitos casos, nao ¢ inteira a ordem da derivada que torna a solucao
da equagdo mais proxima da realidade (El-Sayed et al. (2007); Camargo (2009)). A
metodologia utilizada neste trabalho para analisar equagoes fracionarias sera a da
transformada integral de Laplace, isto é, vamos aplicar a transformada de Laplace na
equagao, obtendo assim uma equagao algébrica, resolver esta equacgao e, através da
transformada de Laplace inversa, vamos recuperar a solucao do problema de partida.

Consideremos agora, um particular problema que envolve o crescimento

de uma populacao de bactérias. Sabendo que nesta populacao o numero de bactérias

Dado o carater nio local das derivadas fracionarias.
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no instante ¢ varia em uma taxa proporcional a este ntimero, iremos resolver a equagao
diferencial ordinéria associada a este problema.

Sendo P(t) a populagao de bactérias e k a constante de proporcionali-

dade, temos:

dP(t) dP(t) dP(t)

Assim, podemos escrever
In P(t) = kt +Inc = P(t) = e*c.
Seja ¢ a populagao inicial, logo
P(0) = ¢ = P(t) = " P(0).

Abaixo, uma figura de bactérias em um meio ideal, isto é, uma subs-

tancia que permite a nutri¢ao, o crescimento e a multiplicacao dos microorganismos.

Figura T: Bactérias em um meio ideal. Figura extraida de:
http://www.rocketswag.com /medicine/disease-prevention /infectious-

diseases/bacteria/ What-Helps-Bacteria-Grow.html; acessada em 15 jan. 2014.

Como sabemos, ha uma série de fatores que influenciam o crescimento
da populagao tais como temperatura, quantidade de alimento, oxigénio, dentre ou-
tros. Naturalmente, uma condicao nao ideal destes fatores levariam a uma diminui-

¢ao no crescimento da populagao. Ao invés de considerar cada um destes fatores na
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equacao diferencial ordinéria, vamos supor que a taxa de variacao seja menor, i.e.,
vamos substituir a derivada de ordem 1 por uma derivada de ordem 0 < a < 1, ou

seja,
d*P(t)
dte

Utilizando o método das transformadas, segue:

— kP(t).

Z[DP(t)] = Z [kP()].

Iremos calcular separadamente cada lado da igualdade, dessa forma:
i) Primeiramente, iremos calcular o lado esquerdo da igualdade. Assim,

pela equagao (27) temos:
ZL[DP(t)] = ZL [n-o(t)D"P(t)] = Z [¢n-a(t)] L [D"P(t)] .

Pela definicao da derivada de Caputo, como 0 < a < 1 temos que

n =1, e considerando .Z[P(t)] = F(s), segue:
L b1-a(t)] L [DP(t)] = 5" '[sF(s) — P(0)] = s*F(s) — 5" P(0).
ii) O outro lado da igualdade temos:
L [kP(t)] = kZL[P(t)] = kF(s).
Por fim, de i) e ii):
sYF(s) — 5“1 P(0) = kF(s) = F(s)[s* — k] = s* ' P(0).
Assim,

s —k

Pela equacao (11) e tomando § = 1 e a = k, segue o seguinte resultado:

F(s) =

s*71P(0)

L [t°EL(kt*)] = o

Sabendo que P(t) = £~ ' [F(s)], temos:
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de onde podemos escrever

P(t) = P(0)E, (kt®).

Tomando o o — 1 na expressao anterior, temos

lim P(t) = lim P(0)E,(kt*) = P(0)e*.

a—1 a—1

Apresentamos abaixo o grafico do modelo exponencial que descreve o

crescimento de bactérias para alguns valores de a.

50}

— a=1

— a=4/5
— a=3/5
— a=2/5

Figura 8: Crescimento de bactérias em um meio ideal.

Pelo que concluimos, a solugao do céalculo de ordem inteira é um caso
particular da solucao fracionéaria. De fato, em tltimo caso, o célculo fracionério
abrange também a solugao do problema de ordem inteira, descrevendo-o assim, tao
bem quanto. Note que, quanto menor a ordem da taxa de variagao mais rapida-
mente se da o crescimento. Este comportamento inesperado é investigado no artigo

Camargo et al. (2014).

6.1 Equacao Logistica

A equagao logistica foi publicada em 1838 por Pierre Frangois Verhulst
para modelar o crescimento da populacao mundial e baseou-se na avaliagao de estatis-
ticas populacionais disponiveis, complementando a teoria do crescimento exponencial

de Thomas Robert Malthus. Ela pode ser aplicada em modelos com dependéncia
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temporal e possui uma vasta area de aplicacao ja que os fatores inibidores sao levados
em consideracao. Por exemplo, se fossemos modelar a evolugao da gripe A, os fatores
inibidores poderiam ser o isolamento das pessoas infectadas, as agoes governamentais
e as formas de prevencao pelos meios de comunicagao.

Além disso, a equagao logistica se mostrou aplicavel em uma série de
eventos probabilisticos e relacionados a teoria do caos e as dinamicas industriais e
empresariais (Forys & Marciniak-Czochra (2003); Verhulst (1838)).

Recentemente, a equacao logistica tem sido aplicada para descrever o
crescimento de populagoes tanto no ambito laboratorial quanto em habitat natural,
sugerindo que os limitantes do crescimento exercem influéncia nos fatores de mortali-
dade e fecundidade com o crescimento populacional. Contudo, o modelo logistico nao
explica muito bem em casos onde hé relagoes mais complexas atuando como intera-
¢oes dentro de teias alimentares ou dependéncias de varios recursos que ocorrem na
maior parte dos casos na natureza (El-Sayed et al. (2007); Erjaee et al. (2012); Forys
& Marciniak-Czochra (2003); Gatenby & Vincent (2013); Gerlee (2013); Rodrigues
et al. (2011); Ricklefs (1996)). Este modelo também nao é adequado para casos em
que o recurso ¢ abundante, ou seja, a populagao crescera ilimitadamente, sem ne-
nhuma capacidade suporte, sendo, neste caso, mais adequado o modelo malthusiano.

Neste trabalho, com o intuito de refinar a solucao dada pela cléssica
equacao logistica, cuja equagao é de suma importancia no estudo do crescimento de
populagoes, modelagem de crescimento de tumores de cancer, dentre outros, propo-
mos e analisamos uma generaliza¢ao para a mesma, substituindo a derivada ordinaria
da equacao por uma derivada de ordem nao inteira. Analisamos também, a aplicabili-
dade da equagao logistica fracionaria para refinar a descri¢ao na dinamica de tumores
de cancer e comparamos nosso modelo com alguns modelos classicos presentes na li-
teratura (Gerlee (2013); Phipps (2009)). Vale salientar que a versao fracionaria de
ordem 0 < a < 1 da equacao logistica classica foi solucionada numericamente por

El-Sayed et al. (2007), no entanto, nés apresentaremos a solugao analitica (Varalta

et al. (2014)).
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6.1.1 Modelo Classico

Em 1838, Verhulst publicou a equacao logistica definida como:

LN = kN (1 - M) . (31)

dt r
Aqui N(t) é o nimero de individuos no tempo ¢, k é a taxa de crescimento intrinseca
e r é a capacidade suporte. Sem perda de generalidade, tomando r = 1, esta equacao
pode ser reescrita da formas:

% N(t) = kN(8)]1 — N(1). (32)

Esta ¢ uma equacao do tipo separavel, entao:

dN

Assim, aplicando o operador integral em ambos os lados e por fragoes

1 1
—dN+ [ —— = .
/Nd TioN /kdt

Dessa forma, sendo In ¢ a constante de integracao, temos

parciais, obtemos:

InN +1In(l —N)!' =kt +Inc,

logo, a solucao obtida é:

Utilizando a condicao inicial, temos

1 1

NO)=— =l ]
(0) c*1+1:>C N(0)

Reescrevendo a solu¢do em fungao de N(0), temos:

1 1
a7 e -
1+|:W—1:|eikt

Note que além da equacao logistica ser do tipo separavel é também do

tipo Bernoulli, ou seja, é possivel resolver esta equacao nao linear introduzindo uma
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mudanca na variavel dependente, conveniente, que a transforma em uma equacao
linear. Isto é de grande valia, uma vez que utilizaremos o calculo fracionario e para
tanto, uma das condigoes para aplicar a Transformada de Laplace é que a dada
equagao seja linear.

Uma equagao diferencial ordinaria do tipo Bernoulli é da forma:

y () +p)y(t) = a(t)y"(t). (33)

Assim, introduzindo a mudanca de variavel v(t) = y'~"(t) = v'(t) =

1
(1 —n)y~"(t)y'(t), e multiplicando toda a equacdo por (1 —n)y~"(t), temos:

(1 —n)y ")y (t) + p(t)(1 —n)y'"(t) = (1 — n)q(t).

A partir disto, resulta em:

o' (8) +p(t)(L = n)o(t) = (1 —n)q(t).

sendo assim, uma equagao linear.

No caso proposto, a equagao logistica (32), é dada por:
N'(t) — kEN(t) = kN*(¢).

Fazendo a mudanga de varidvel proposta, isto é v(t) = N172(t) =

v(t) = N7}(t) = v'(t) = —=N"2(t)N'(t), segue que:
~N2E)N'(t) + kNHt) =k = v/ (t) + ko(t) = k.

Assim, podemos escrever
dv(t)
dt

A ultima equacao é do tipo separavel, logo

= k[1 — v(?)]. (34)

dv

— v

=kdt = In(l —v) =kt +lnc=1In(l —v) = —kt +1nc,
onde Inc¢; = —Inc e v =wv(t). Desse modo, temos

v(t) =1 —cre ™.
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Utilizando a condicao inicial, temos

U(O):l—cléclzl—v(()):l—m.

LOgO, podemOS escrever
1
) -
1 + [WO) — 1:| e kt

Note que 0 < N(0) < 1e lim N(t) = 1.

t—o00

v(t)=1- {1 — ﬁ} e M= N(t) =

6.1.2 Modelo Fracionéario

Vamos utilizar os resultados apresentados acima para propor uma ge-
neralizagao, via calculo fracionario, para a equacao logistica (34), isto é:

d®v(t)
dt>

= D(t) = k[1 — v(t)], (35)

naqual 0 < a <1.

Aplicando a Transformada de Laplace em ambos os lados, segue:
Z[D(t)] =kZL 1 —v(t)].

Utilizando a equagao (27), com m = 1 (ja que 0 < a < 1) iremos

primeiramente, desenvolver o lado esquerdo da igualdade, logo,
Z D% ()] = Z [pn-a(t)] x Z [D"0(1)].
Tomando n = 1, tem-se:
L [r-a(t)] * Z [Do()].-
De acordo com resultado obtido da equagao (12) e F(s) = ZLv(t)],

segue:

s* L [sF(s) —v(0)] = s“F(s) — s 1v(0).

Agora o segundo lado da igualdade,
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i)

KL —o(t)] = kL (1] — L [o(t)] = k E _ F(s)] |
Por fim, de (i) e (ii), temos:
~1 1 1 ~1
s*F(s) — s w(0) =k {g - F(s)} = s"F(s)+kF(s) =k {g} + 5% 0(0).

Dessa maneira, podemos escrever

F(s) :k[ s } +0(0) { G }

s+ k s+ k

Assim, obtemos:

o(t) = L L[o(t)] = LV [F(s)] = kL Lj: k} 4 u(0).2 ! [ s } .

A partir disso, pelo resultado da equagao (11),
0(t) = 17k B (— k1) + 0(0) Ea(—h17),

onde E, o11(—kt*) e E,(—kt*) sao as fungoes de Mittag-Lefller de dois parametros

e um parametro respectivamente.

Agora, pela equagao (9) com z® = —kt®, isto é E,ap1(—kt*) =
1—Ea(—kt) ,
— e temos:
v(t) = —[-1 4 Eu(—ktY)] + v(0) Eo(—kt*) = v(t) = 1 + Eo(—kt*)[v(0) — 1].

Uma vez que tomamos v(t) = 1/N(t), obtemos na variavel de partida:

1

NO=1 + [ﬁ - 1] Eo(—kte)

1
Note que, liH% N(t) =
a— S —k
1+ [ N (0) 1} ekt
inteira é um caso particular da solucao da respectiva equacao fracionéaria.

, ou seja, a solugao de ordem
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6.1.3 Analise Comparativa
Apresentamos a seguir o grafico da solu¢ao da equagao (35), tomando
N(0) = 0.2 e a capacidade suporte r = 1, para diferentes valores de «, temos:

A N(t)
1

0.8
0.6
0.4

0.2¢

Figura 9: Solucdo da equagao (35), em N (t).

Como tlim E.(—kt*) = 0 para todos os valores de 0 < a < 1, temos
—00

1
tlim N(t) = tlim - =1,
—00 —00 a
L+ [k = 1] Bal—hto)

ou seja, para os valores considerados, todas as solugoes convergem para o valor de

suporte.

6.2 DinAmica Tumoral

Com o artificio de investigacoes cientificas e a utilizagao da Mateméa-
tica na modelagem, na descri¢ao e até mesmo na predi¢ao de um dado processo fisico
podemos entender melhor alguns fenémenos biolégicos. Entretanto, tal utilizagao é
recente, em particular em tumores e cancer, pois ainda encontramos dificuldade em
modelar de forma satisfatoria os controles de crescimento. Os modelos encontrados
atualmente sao baseados em simulagoes computacionais, equagoes diferenciais e ajus-
tes de curvas, porém até os modelos mais sofisticados desconhecem o quanto que o

tamanho do hospedeiro interfere no crescimento neoplésico (cancer nao-controlado).
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Existem diversos modelos de crescimento de tumor na literatura, por-
tanto, é de suma importancia saber qual melhor se adapta com dados experimentais.
E fundamental compreender os pressupostos e as consequéncias de tais modelos, pois
muitas vezes esses modelos suportam modelos mais complexos de crescimento do tu-
mor (El-Sayed et al. (2007); Erjaee et al. (2012); Forys & Marciniak-Czochra (2003);
Gatenby & Vincent (2013); Gerlee (2013); Rodrigues et al. (2011)).

Pode-se considerar um volume de tecido como sendo uma “comunidade
celular” constituida por “espécies” de células mesenquimais e epiteliais em equilibrio
dindmico com o ambiente e uma com a outra (Gatenby & Vincent (2013)). Um
pequeno nimero de células tumorais produzidas através de sucessivas mutagoes nao-
letais comecam a interagir com a comunidade de células normais e nao as reconhece,
desencadeando assim, a aquisicao de espaco e dos recursos vitais da comunidade
existente.

Este tumor pode ser benigno, quando as células mutantes permane-
cem em um unico local com uma fronteira bem definida com as células normais ou
maligno, quando as células mutantes e as normais se misturam constituindo assim,
o cancer (Weinberg (2008)).

Na figura a seguir, apresentamos as dimensoes do tumor para humanos
segundo a divisdo celular (Rodrigues et al. (2011)). O tempo de duplica¢do da massa

tumoral diminui ao longo das divisoes, acarretando assim, a inibigao do crescimento

tumoral (Schaebel (1975)).



23

Indetectavel Clinicamente Geralmente
‘ detectavel letal
1 célula Teg e 19 e
0 @ o - o
10 micra
! } Tcm
| | i
o | |
10 Divisoes | | i
. ] 'r‘l I
20 Divisbes J !
R Rl |
30 Divisbes
< »|
40 Divisoes
primeiras
metastases

Figura 10: Tamanho do tumor em relagao as divisoes celulares. Figura retirada de

Rodrigues et al. (2011).

Alguns conceitos basicos relacionados ao cancer:

i) Metéstase: formacao de uma nova comunidade neoplasica a partir

de outra primaria, porém sem continuidade fisica entre as duas.

i1) Angiogénese tumoral: quando as células tumorais estimulam
a formacao de novos vasos sanguineos. Vale ressaltar que sem a ocorréncia de

angiogénese, nao ha metéstase e crescimento tumoral invasivo (Folkman (2002)).

A seguir, uma figura que representa a formagao de novos vasos sangui-

neos através de estimulos angiogénicos.
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Figura 11: Figura da angiogénese tumoral retirada de Rodrigues et al. (2011).

No caso da dinamica tumoral, a saturagao observada no crescimento
de vérios tipos de tumores nao é bem descrita pelo modelo exponencial (Vaidya &
Alexandro-Jr (1982)). Por este motivo, este modelo se aplica apenas para tumo-
res avasculares, isto é, quando a angiogénese tumoral nao tenha ocorrido, os quais
segundo Kerbel (2000), possuem em torno de 1 a 2 mm de didmetro no méximo
(Rodrigues (2011); Rodrigues et al. (2011)).

De fato, as células tumorais competem entre si por oxigénio e por re-
cursos vitais. Foi proposto um modelo de dindmica populacional que aborda tal
interagao por Lotka e Verhulst (Lotka (1925); Verhulst (1838)). Este modelo, conhe-
cido como Equacao Logistica, é expresso por:

d

N (1) = kN(1) [1 — @] : (36)

Na qual N(t) é o namero de células tumorais no tempo ¢, k é a cons-

tante de proporcionalidade em que k£ > 0 é taxa de crescimento intrinseca na qual as

células se dividem, r» > 0 é a capacidade suporte da populagao tumoral e (1 — @)

representa a competicao intraespecifica.

Como foi visto anteriormente, a solu¢ao da equagao (36) é dada por:
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r

N(t) = .
1+ [—N’("O) — 1] ekt
Note que tlir+n N(t) = r, indicando assim, a saturac¢ao de crescimento.
—+00

Para r> N e N/r < 1, a equagao (36) se reduz a:

d
ZN(t) = kN(2). (37)

A equagao (37) representa o crescimento exponencial pois nao ocorre

angiogénese em um tumor em estagio inicial, considerando-o constituido de uma

Unica populagao celular. Pode-se assim, admitir que sua taxa de crescimento é

proporcional ao ntimero de células tumorais N (t).

Apresentamos a seguir o grafico que contempla nosso modelo logistico

fracionério para alguns valores de . Consideramos a populagio inicial N(0) = 4x10°,

a capacidade suporte de células r = 102, k = 1072 /dia e com escala 1 : 1.000.000.000.

Nuamero de células tumorais (bilhdes)
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Figura 12: Crescimento tumoral, em N (t).

6.2.1 Modelos de Crescimento Tumoral

Existem diversos modelos de crescimento tumoral presentes na litera-

tura, com isto, ¢ de suma importancia conhecer qual é melhor descrito com dados

experimentais Gerlee (2013); Phipps (2009). Porém, percebe-se na literatura, que

o crescimento do tumor ndo segue uma lei universal Retsky (2004), entdao podemos
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mencionar outros dois modelos mais usados!®:

i) o conhecido modelo Logistico Generalizado, é dado por (Gatenby &

Vincent (2013)):
AN(t) N\’
——~=_-N({)|1—-——=
dt 0 Q ( k ’
no qual a escolha de 6 define a rapidez na qual a saturacao é atingida. De acordo
com Spratt et al. (1996), este modelo descreve melhor o crescimento de cancer de
mama .

Normalmente o parametro 6 é maior que 1. Note que, se § = 1 obtém-

se o modelo logistico. Por outro lado, se # — 07, utilizando o limite fundamental
. k=1

lim

z—0 €T

= In k, tem-se o modelo de Gompertz a seguir.
ii) Modelo de Gompertz (Gatenby & Vincent (2013)):

O (Y0,

Este modelo descreve melhor o crescimento volumétrico in vivo segundo Michelson
et al. (1987).

A seguir, apresentamos um grafico de modelos presentes na literatura
que descrevem o aumento da massa tumoral/volume ao longo do tempo, a partir do
modelo de crescimento exponencial simples de um parametro para os modelos mais
sofisticados, como Gompertz, Logistica Generalizada e Equacao Logistica Fracioné-

ria.

16Existem varios outros modelos que descrevem a dindmica de tumor de cAncer que nao seréo
mencionados aqui (Gatenby & Vincent (2013)), devido ao fato de que eles sdo muito semelhantes

aos que foram considerados.
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Figura 13: Crescimento de tumor em humanos de acordo com os modelos Exponen-

cial, Logistico, Gompertz e Logistico Fracionario.

Na figura 13, consideramos a populacdo inicial N(0) = 4x10° a
capacidade suporte de células r = 102, k = 1072/dia e para o modelo logistico

generalizado 6 = 2 com escala 1 : 1.000.000.000.

Uma desvantagem dos modelos usuais é que eles tendem para a capa-
cidade suporte de forma mais acelerada do que o esperado (El-Sayed et al. (2007);
Erjaee et al. (2012); Forys & Marciniak-Czochra (2003); Gatenby & Vincent (2013);
Gerlee (2013); Rodrigues et al. (2011)). Esta é uma das vantagens do modelo lo-
gistico fracionario pois, notamos que a medida que a ordem da derivada diminui a
convergéncia para o valor de suporte torna-se mais lenta. Esta convergéncia menos
acelerada para o valor de suporte condiz com o crescimento de alguns tipos de tumor
de cancer Rodrigues (2011); Rodrigues et al. (2011); Gatenby & Vincent (2013) o
que torna esta equagao bastante relevante para o estudo de dindmicas tumorais, uma
vez que, além contemplar a competicao entre as células tumorais por recursos vitais,

ela prevé que o tamanho maximo de um tumor leva mais tempo para ser atingido.



7 CONCLUSOES

O Calculo Fracionéario é tao antigo quanto o de ordem inteira. Por nao
ter uma interpretagao fisica tao evidente comecou seu desenvolvimento apenas na
matemaética pura, sem grandes aplicagoes. Entretanto, notamos que recentemente
essa valiosa ferramenta tornou-se evidente, em especial na modelagem de fenémenos
que possuem dependéncia temporal, uma vez que as derivadas fracionérias descre-
vem de forma conveniente efeitos de memoria quando comparado com as respectivas
derivadas de ordem inteira.

Neste trabalho, evidenciamos a importancia do Célculo Fracionario
para generalizar e refinar a solucao de equagoes diferenciais de ordem inteira, sendo
estas de suma importancia na descricao de diversos fendmenos no ambito bioloégico.
Com isto, propusemos uma generalizacao via Célculo Fracionario para a classica
equagao logistica e mostramos que o modelo fracionario oferece uma descricao melhor
que ou igual a do modelo classico, uma vez que a solugao da equagao fracionaria tem,
como caso particular, a solucao do modelo cléssico.

Aplicamos esta valiosa ferramenta na dindmica tumoral e tivemos um
resultado satisfatério pois notamos que & medida que a ordem da derivada dimi-
nui a convergéncia para o valor de suporte torna-se mais lenta. Esta convergéncia
menos acelerada para o valor de suporte condiz com o crescimento de alguns tipos
de tumor de cancer (Rodrigues (2011); Rodrigues et al. (2011)), o que torna esta
equagao bastante relevante para o estudo de dindmicas tumorais, uma vez que, além
de contemplar a competicao entre as células tumorais por recursos vitais, ela prevé
que o tamanho méximo de um tumor leva mais tempo para ser atingido.

Uma continuagao natural deste trabalho é estudar o sistema apresen-
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tado por Rodrigues (Rodrigues (2011); Rodrigues et al. (2011)) na versao fracionéria,
uma vez que sabemos o comportamento do crescimento tumoral e ji o descrevemos
no modelo fracionério, iremos analisar o crescimento ou decrescimento de tumores

de cancer sobre a acao de agentes quimioterapicos.
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