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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo determinar a primeira frequéncia natural de eixos rotativos
por meio de um software basico, Excel, e comparar com os valores encontrados em
laboratério. Quando um eixo € submetido a uma rotacdo, dependendo da frequéncia de
rotacdo utilizada, o eixo pode entrar em um estado de ressonancia, na qual a amplitude da
vibracdo torna-se bastante elevada. As frequéncias nas quais a ressonancia é observade
dependem de varios parametros do eixo, tais como 0 nimero de massas concentradas ao €eixc
associadas. Assim, para obter um programa computacional de facil manuseio e acesso, que
possibilite prever a frequéncia de ressonéncia de um eixo em rotacdo com “n” numeros de
massas concentradas estudou-se como a frequéncia varia com cada um desses parametros. (
programa computacional, como também as andlises, foi feito valendo-se do Método de
Rayleigh, que permitiu transformar um sistema continuo em discreto por meio da teoria dos
elementos finitos, o que provou que, quanto maior o numero de divisbes do eixo levado em
consideracdo no calculo da frequéncia natural, mais esse valor se aproxima do valor
experimental. Os resultados obtidos foram considerados satisfatorios ja que se aproximaram

dos resultados tedricos esperados.

PALAVRAS-CHAVE: Frequéncia Natural, Eixos, Excel, Visual Basic.
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ABSTRACT

This work aims to determine the first natural frequency of rotation shaft by using a basic
software, Excel, and to compare it to the values obtained in laboratory. When an axle is
submitted to a rotation, depending on the rotational frequency used, the axle can enter a state
of resonance, in which the amplitude of vibration becomes rather high. The frequencies in
which the resonance is observed depends on several parameters of the axle, including the
number of concentrated masses associated to the axle. Thus, to obtain a computer program of
easy use and access, which can preview the frequency of resonance of an axle in rotation with
‘n’ numbers of concentrated masses it has been studied how the frequency varies with each of
these parameters. The computer program and the analyses have been made using the Rayleigf
Method, which allowed the transformation of a continuous system to discrete through the
theory of finite elements, which has proved that, the bigger the number of divisions of the
shaft taken into consideration in the calculus of the natural frequency, the more this value gets
close to the real value. The results obtained have been considered satisfactory once these have

gotten close to the theoretical results expected.

KEY WORDS: Natural Frequency, shaft, Excel, Visual Basic.
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1 INTRODUCAO

O papel do engenheiro que trabalha com projetos mecanicos é buscar maior por maior
eficiéncia nos concepcdo de novas maquinas com reducdo de gastos, visando sempre
aumentar a lucratividade. Para isso sao tomadas algumas medidas de otimizacdo do lucro.
Uma delas é a reducdo de matérias-primas, ou a escolha de materiais alternativos.

No entanto, essa diminuicdo de matérias-primas ndo pode colocar em risco a qualidade
dos produtos. A analise da maxima freqiéncia em que se pode trabalhar um eixo, sem que o
mesmo nao chegue a ressonancia, levando a grandes amplitudes de oscilacdo, € muito
importante no projeto.

Com essa analise é possivel fazer conclusdes em relagdo a reducdo do material do eixo
com embasamento no estudo da frequéncia natural. Fenbmenos vibratérios como a
ressonancia de componentes em relacdo as velocidades de rotacdo do motor devem ser
levados em consideracdo, pois podem levar a estrutura a esforcos e desgastes excessivos
diminuindo sua vida util ou aumentando o desconforto do usuéario das maquinas. Atualmente,
conforme o relato de Coutinho (1994), o procedimento utilizado pela inddstria para testes
sobre o comportamento vibracional € basicamente experimental, o que envolve um alto custo
no desenvolvimento do produto.

Assim, é necesséria a implantagdo de métodos numéricos simples e precisos de forma a
predizer as frequéncias naturais dos componentes e a faixa de sua atuacdo. Para tanto, C
Método de Rayleigh oferece ndo sé rapidez e precisdo, como simplicidade e versatilidade
conforme nos dizem Pestel e Leckie (1963), Thomson (1978), Coutinho (1994) e Matos
(1997). Sera apresentada a comparacdo entre o0s resultados de analises dindmicas
experimentais e numéricas. A comparacdo é feita sobre um eixo de transmissdo com duas
massas concentradas, levando-se em conta toda a complexidade do problema.

Para compreensao da analise que sera feita se faz necessario prévio conhecimento de
conteidos da Mecanica, em particular sobre Resisténcia dos Materiais, Algebra Linear,
Geometria Analitica e Mecanica Vibratéria.

1.10BJETIVO

Criar um programa computacional que calcule a primeira freqiiéncia natural de eixos

rotativos utilizando um software basico, Excel.
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Determinar, por meio de ensaios e do software Excel, a freqiiéncia natural de eixos em
rotacdo. Com a finalidade de encontrar qual a rotacdo maxima na qual os eixos podem ser

submetidos antes de entrarem em ressonancia.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

Apoés a apresentacdo da introdugdo na secdo 1, sera feita uma revisdo bibliografica.
Inicialmente serd realizado um estudo tedrico sobre o Método Rayleigh e o célculo da
primeira freqiéncia natural de um eixo em duas situacbes distintas. Em seguida serao
apresentados os valores da primeira freqiéncia natural encontrados em laboratério. E por fim,
os resultados obtidos utilizando o programa criado para encontrar a frequéncia natural de
eixos com varias massas concentradas, baseado no método dos elementos finitos para
determinacao de frequéncia natural. Os valores de freqiiéncias naturais encontrados por esses

trés meios serdo comparados.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS E REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 FREQUENCIA NATURAL

Segundo Shigley (1969) frequéncia natural € um fendmeno que ocorre se um sistema,
apos um disturbio inicial, € deixado para vibrar por si proprio, a freqiéncia com a qual ele
oscila sem a presenca de forcas externas é conhecida como sua frequéncia natural. Um

sistema vibratorio com n graus de liberdade tera, em geral, n freqiéncias naturais distintas.

2.2 VIBRACAO

Segundo Borobia (2012), os termos movimento, oscilagdo e vibragdo nao séo
sinbnimos. Toda vibracdo é uma oscilacdo e toda oscilacdo € um movimento, mas esta
afirmacao néo pode ser feita no sentido inverso. Assim, uma roda se move, mas nao oscila, e
um péndulo simples oscila, mas néo vibra.

A diferenca especifica que delimita o significado do conceito de vibracdo pode ser
encontrada intervindo o conceito de energia. Tanto as oscilagbes como as vibracbes se
prolongam no tempo mediante um processo de conversdo entre distintos tipos de energia.
Assim, no péndulo simples os tipos de energia que intervém sao a energia cinética e a energia
potencial gravitacional. Pois bem, para que se possa falar de vibracdo de um sistema
mecanico é necessario que apareca um tipo de energia especial: a energia de deformacéo ou :
energia potencial elastica (ou elastoplastica).

Ainda segundo o autor, existem ou podem existir problemas de vibracbes onde se
apresentem esforgos variaveis com o tempo, ou também contribui¢cdes de energia que podem
dar lugar a fenomenos de vibragOes auto-excitadas. Em qualquer caso, a resolugcéo do
problema comporta a diminuicdo — na medida do possivel — dos esfor¢cos dinamicos, e um

adequado projeto para dar rigidez dinamica ao sistema mecanico.
2.3 CONCEITO DE GRAU DE LIBERDADE: SISTEMAS CONTINUOS E DISCRETOS
Segundo Borobia (2012), graus de liberdadecoardenadas generalizadage um

sistema mecéanico sado os parametros independentes que definem a posicdo e a configuracac

deformada de tal sistema.
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Nos sistemas mostrados na Figura 1, os graus de liberdade vém determinados pela
propria configuracdo do sistema. Se o sistema tem massas concentradas, as coordenadas qu
descrevem cada uma das massas sdo os graus de liberdade do problema. Em sistemas ot
estruturas formados por barras esbeltas de nés articulados ou ndés rigidos, € habitual tomar os
deslocamentos (e os giros, no caso dos nos rigidos) dos nés como graus de liberdade do
problema.

A .

/1 [ x| xat® T . f :
i — : — d - i -
/e, l c, | My st "y
13 <+

Iy "y -

Vim ik e b= l'

I K| .:l 4

G A A e S o S 777 g

Figura 1- Graus de liberdade dos sistemas (BOROBIA, 2012)

Figura 2 - Meio continuo (BOROBIA, 2012)

Borobia (2012), diz que em um meio continuo, conforme mostrado na Figura 2, é
impossivel especificar sua posi¢do ou sua configuracdo deformada com um namero finito de
graus de liberdade. Neste caso, sdo possiveis infinitos modos independentes de se deformar €
para que uma configuracdo deformada fique definida ha que se especificar a posicdo de cada
ponto, o que exige infinitos parametros independentes.

Um sistema discreto € aquele cuja posicdo deformada pode ser determinada mediante
um numero finito de graus de liberdade, e sistema continuo é quando este numero € infinito.
Na pratica, na maior parte das ocasifes ha que se conformar com uma solucdo aproximada,
que se obtém resolvendo unodelo matematico discretizado do sistema real conforme pode

ser observado na Figura 3, com um numero finito de graus de liberdade. Isto € discretizar um
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problema continuo: estabelecer um modelo matematico no qual o nimero de graus de

liberdade seja finito e, portanto solucionavel com a ajuda de um computador.

Figura 3a — Suspenso Sistema real Figura 3b - Modelo matematico discretizado
(BOROBIA,2012) (BOROBIA,2012)

Na pratica, existe um grande nimero de situacdes nas quais é possivel reduzir, mas nao
eliminar, as forcas de carater dindmico (variaveis no tempo) que excitam nosso sistema
mecanico, conforme mostra a figura 4, dando lugar a aparicdo de um problema de vibracdes.
Neste sentido, existem diferentes métodos ou formas de apresentar o controle das vibracgoes;
entre todos eles cabe destacar:

* O conhecimento e controle das freqiéncias naturais do sistema de forma a evitar a
presenca de ressonancias sob a acao de excitagcbes externas.

e Aintroducdo de amortizacédo ou de qualquer tipo de mecanismo dissipador de energia
para prevenir uma resposta do sistema excessiva (vibragbes de grande amplitude),
inclusive no caso de que se produza uma ressonancia.

* No uso de elementos isolantes de vibragbes que reduzam a transmisséo das forcas de
excitacdo ou das proprias vibracdes entre as diferentes partes que constituem nossos
sistemas.

* A incorporacdo de absorvedores dinamicos de vibracdes ou massas auxiliares
neutralizantes de vibracdes, conhecidos também como amortecimentos dinamicos,

com o objetivo de reduzir a resposta do sistema.
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Figura 4 — esquema de um motor de quatro cilindros (BOROBIA,2012)

2.4 RESSONANCIA

Segundo Rao (2008), entende-se por ressonancia mecanica a tendéncia do sistema fisico
para oscilar a sua maxima amplitude. Esta tendéncia depende da proximidade da frequéncia
de excitacdo das frequéncias naturais do sistema. A estas frequéncias, mesmo pequenas
amplitudes de excitagdo podem produzir elevadas amplitudes de vibragdo do sistema e,
eventualmente, conduzir ao seu colapso.

Nem sempre a ressonancia € um problema. Controlando as amplitudes com o
amortecimento estas podem ser utilizadas para fins Uteis. No entanto, na maior parte das vezes
ela é indesejavel.

A Ressonancia foi descoberta em 1602, por Galileu Galilei, quando ele estudava
péndulos, mas vale lembrar que o cientista alem&o Theodor von Karman foi um dos primeiros
a estudar o conceirto de ressonancia. Galileu Galilei, Félix Block, Edward Purcell e Jasper
Johns foram os fisicos que mais contribuiram no estudo da ressonancia. Um dos fatos mais
importantes ocorridos sobre o assunto foi a queda da ponte pénsil de Tacoma, cidade

americana as margens do pacifico. Durante o século XIX, em todo mundo, cairam pelo menos

dez pontes pénseis. O acidente ocorreu em 1940, com a ponte de Tacoma, trés meses apos
sua inauguracdo. Essa ponte tinha 2800 metros de comprimento. Varios estudos foram
realizados a respeito apos este fato, viabilizando a compreenséo das causas dessa catastrofe
impedindo a reincidéncia de outras semelhantes.

Apo6s o acidente com a ponte de Tacoma, em 1940, inGmeros estudos sobre ressonancia
foram realizados, o que, além de possibilitar o entendimento das causas da catastrofe, ajudou
a impedir a reincidéncia de outras catastrofes iguais. Houve também um aprofundamento do

conhecimento sobre ressonéancia ligado a eixos de rotacdo e, com o avanco da tecnologia,
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foram descobertas novas maneiras de amortecimento de sistemas mecanicos com o intuito de
evitar a ressonancia. A partir desse desenvolvimento tecnoldgico, além das industrias
fabricantes de eixos e maquinas portadoras de eixos rotativos, a Petrobras também iniciou
muitos estudos sobre o0 assunto para construir suas plataformas de maneira que essas nac

entrem em ressonancia com o mar.

2.5CONTROLE DAS FREQUENCIAS NATURAIS

Sabe-se que quando a frequéncia de excitagdo coincide com uma das frequéncias
naturais do sistema, ocorre um fendmeno de ressonancia. Segundo Borobia (2012), a
caracteristica mais importante da ressonancia € que da lugar a grandes deslocamentos,
amplificando de maneira importante as vibracées do sistema. Na maior parte dos sistemas
mecanicos, a presenca de grandes deslocamentos € um fendmeno indesejavel uma vez que
provoca a aparicéo de tensdes e deformagdes igualmente grandes que podem ocasionar a falh:
do sistema.

Em consequéncia, as condi¢cdes de ressonancia devem tratar de ser evitadas no projeto e
na construcdo de qualquer sistema mecanico. Nao obstante, na maior parte dos casos, as
frequéncias de excitacdo ndao podem ser controladas, sendo impostas pelos requerimentos de
carater funcional do sistema (por exemplo, velocidades de giro). Neste caso, 0 objetivo sera o
controle das freqUéncias naturais do sistema para evitar que ocorra ressonancia.

Para um sistema de um grau de liberdade, a frequéncia natsrgik/m pode ser
alterada variando tanto a massa (m) como a rigidez (k) do mesmo. Ainda que a definicao
tenha sido estabelecida para um sistema de 1gdl, a conclusdo obtida é, em geral, igualmente
aplicavel a sistemas de N graus de liberdade. Em muitas situacdes na pratica, contudo, a
massa néo é facil de mudar, ja que seu valor costuma vir determinado pelos requerimentos
funcionais do sistema (por exemplo, a massa do volante de inércia de um eixo vem
determinada pelo valor da energia que se quer armazenar num ciclo). Assim, a rigidez do
sistema € o parametro que se modifica de forma mais habitual na hora de alterar as
frequiéncias naturais de um sistema mecanico. Assim, por exemplo, a rigidez de um rotor pode
se modificar alterando o numero e colocac¢ao dos pontos de apoio (rolamentos).

Embora o amortecimento seja geralmente desprezado para simplificar a analise de um
sistema, especialmente na busca de suas frequéncias naturais, todos 0s sistemas mecanico
reais possuem algum grau de amortecimento. Sua presenca resulta em grande ajuda na maiol

parte dos casos, e inclusive em sistemas como 0s para-choques dos automoéveis e em muitos
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instrumentos de medida de vibragdes, a diminuicdo da vibragdo deve ser introduzida para
satisfazer os requerimentos funcionais.

Quando um sistema € amortecido sempre limita a amplitude da vibracdo. Se a forca ou
forcas de excitacdo sdo de frequéncias conhecidas, sera possivel evitar as ressonancias
alterando a frequéncia natural do sistema. Contudo, no caso do sistema ter que operar numa
determinada série de velocidades (como no caso de um motor elétrico de velocidade variavel
ou de um motor de combustdo), pode ndo sendo possivel evitar a ressonancia como um todo,
devido a série de condicbes de operacéo.

Em certas aplicacbes de carater estrutural, também € possivel introduzir o
amortecimento através das unifes. Por exemplo, as unibes aparafusadas ou rebitadas, ac
permitir certo deslizamento entre superficies, dissipam mais energia em comparacdo com as
unides soldadas. Portanto, para aumentar a amortizacdo de uma estrutura (sua capacidade d
dissipacéo de energia) sdo mais recomendaveis as unides aparafusadas ou rebitadas. Contudc
este tipo de unido reduz a rigidez do sistema e gera maiores problemas de corrosdo como
consequéncia das particulas que se desprendem devido a esse deslizamento na unido. Apesa
de tudo, se for necessario um projeto mecanico com valor alto de amortecimento, estas unides
devem ser uma possibilidade a ter em conta.

Outra possibilidade é fazer uso de materiais viscoelasticos que proporcionam valores
muito altos de amortecimento interno. Quando se emprega este tipo de material no controle de
vibracOes, isto é feito submetendo-os a acdo de tensbes cortantes ou tensdes principais.
Existem diferentes tipos de disposi¢coes. A mais simples € colocar uma capa de material
viscoelastico sujeita a outra de material elastico. Outra, mais habitual e que d& resultados
muito bons, é a formada por uma capa de viscoelastico entre dois de material elastico. Uma
desvantagem importante associada ao uso dos materiais viscoelasticos é que suas
propriedades mecanicas sdo muito afetadas pela temperatura, a freqiéncia das cargas

aplicadas sobre eles e a tensdo a qual estdo submetidos.
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3. METODOLOGIA
3.1 ANALISE TEORICA

3.1.1IMETODO DE RAYLEIGH

Segundo Rao (2008) o método de Rayleigh pode ser estendido para a determinacao de
um valor aproximado da frequéncia natural fundamental de um sistema discreto. Tal método

baseia-se no principio de Rayleigh, segundo o qual:

“A frequéncia de vibragdo de um sistema
conservativo que vibra em relagdo a uma posicdo de
equilibrio tem um valor estacionario na vizinhanga de um
modo natural. Na verdade, esse valor estacionario € um
valor minimo na vizinhanca do modo natural
fundamental.”

Sendo assim, seguindo este método, pode se deduzir uma expressdo para o valor
aproximado da primeira frequéncia natural de um sistema com varios graus de liberdade.
Segue assim uma maneira de expressar as energias cinética e potencial de um sistema

discreto com n graus de liberdade:

T=:>;"mly @3)

NR N

V==-3TlklY (4)

Suplbe-se que, para a determinagéo das frequéncias naturais, este seja 0 movimento
Y = x coswt (5)

Neste casoyexpressa o vetor de amplitudes (forma modal) denota a freqiéncia
natural de vibracdo. Sendo o sistema conservativo, a maxima energia cinética € igual a
méxima energia potencial
Tmax = Vimax (6)

Substituindo a Equacéao (5) nas equacdes (3) e (4), obtem-se

1 -
Trnax :EX T Tn]X(JU2 (7)

Vméx -

N |-

x [kl (8)
Ao igualarV,, s, e T,,4,, Obtem-se

2

->T -
w? =X 19x 9)
X

X T[m]

O lado direito da equacao 9 € conhecido cgumaciente de Rayleigh e € denotado por
R(%).
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3.1.1.1 PROPRIEDADES DO QUOCIENTE DE RAYLEIGH

Segundo Rao (2008R(x) possui um valor estacionario quando o vetor arbitiario
esta na vizinhanca de qualquer autove}*o?”. Para comprovar o que foi mencionado, o

vetor arbitrarioy é expresso em termos dos modos normais do sisgefiaomo

¥ =0x P +Gx PGy @+ (10)
Entao

FTklz =C2r Okl z D +C27 @kl @ +c27® k] 3 @ + - (11)
e

FTmlz=C27 O mlz @ +c2; @ mly @ +c23 @ [mlz @+ (12)

Os termos cruzados da fornege; ¥ O k] 7 De ¢ ¢ 7O mlz @ | i#j, sdo
zero pela propriedade da ortogonalidade. Utilizando as equacgdes (11) e (12) e a relacao
> MT - (i > MT - (i
O k] x® = w? ¥ O m] x @ (13)

0 quociente de Rayleigh da Equacéao (9) pode ser expressa como

2wtz W7 m] 3 Wac2wiz @ ml 3 @+
23 OT )3 W2 3 @ Thml 3 @

w? =R(¥) = (14)

Uma vez que os modos normais sejam normalizados, essa equagao acaba se tornando

2,2, 0,2, 2, .
=R(y) =252 (15)

C2+C2+
Caso a diferenca entrge o autovetory ™ for pequena, o coeficientd. sera muito

maior que os coeficientes remanescelftds # r), e a Equacéo (15) podera ser expressa

assim
C.
CFoPHCE Y (gh?wf
i=1,2,
R(¥) = S C; (16)
CR+CRE ()2
i=1,2,

i#r
Ja quelC;/C,| = & < 1 em ques; é um nimero pequeno para tdds r, a Equacéo
(16) resulta em
R(¥) = w?}{1 +0(e*)} 17)
Na qual0(e?) denota uma expressido ende segunda ordem ou de ordem superior. A
Equagdo (17) denota que, se a diferenga entre o vetor arbifféei@ autovetory Mfor

pequena de primeira ordem, a diferenca eRfrg) e o autovalow?Ztambém sera pequena de
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segunda ordem. O que denota que o quociente de Rayleigh tem um valor estacionario na
vizinhanca de um autovetor.
Conforme diz Rao(2008), o valor estacionario é, na realidade, um valor minimo na
vizinhanga do modo fundamentg], () para obter tal resultado, fazenmos: 1 na Equacéao
(16) e escrevemos
w03+3 (Gh) 2w}
i=2,3c,... =~ o2 + .2_2’3"“5-2(»-2 — w2

i=2,3,

R()_() =23 (wiz_w%)giz (18)

=23
Ja que, em geradl)i2 > w? parai = 2,3,++, a Equacéo (18) conduz a
R(¥) = w? (19)
O que denota que o quociente de Rayleigh nunca é mais baixo do que o primeiro
autovalor. Prosseguindo de maneira similar, € possivel mostrar que
R(¥) < w; (20)
O que demonstra que o quociente de Rayleigh nunca é mais alto do que o autovalor
mais alto. Assim, o quociente de Rayleigh proporciona um limite superiowparam limite

inferior paraw?.
3.1.1.2 FREQUENCIA FUNDAMENTAL DE VIGAS E EIXOS

Segundo Rao (2008), uma equacao mais simples pode ser deduzida para a frequéncia
fundamental da vibragéo transversal de uma viga ou de um eixo que suporta varias massas,
como volantes, polias, engrenagens, etc. Em tais casos, a curva de deflexdo estatica é utilizada
como uma aproximacao da curva de deflexdo dinamica.

Consideremos um eixo que suporta varias massas, como mostra a Figura 6. Considera-
se entdo que a massa do eixo seja desprezivel. A energia potencial do sistema é a energia de

deformacéo do eixo defletido, que € igual ao trabalho realizado pelas cargas estaticas. Assim,
1
Vinax = > (mygw; + mygw, + ) (21)
ondem;g é a carga estatica resultante da massa w; € a deflexdo estética total da

massam; resultante de todas as massas. Para oscilagdo harmonica (vibracao livre), a energia

cinética maxima devido as massas é
_ w? 2 2
Thax = 7(m1W1 + mywy + ) (22)

ondew é a frequéncia de oscilagéo. Igualafgg, eT,,s, , Obtem-se
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W = {g(m1w1+m2w2+---} %
(maw?+mywZ+--

(23)

Figura 5 — Eixo suportando massas concentradas (RAO 2008)

3.1.1.2.1 CALCULO DA FREQUENCIA NATURAL DOS EIXOS

e SISTEMA1
ml M
J \/
322 322 3282
Figura 6 — Sistema 1
Onde:
m, = 0,986 kg
m, = 0,988 kg

Deixo = 9,6 X1073 m

nd* _ m.(9,6x1073) 4
64 64

E =2,07 x101N /m?

| = = 4,17 x1071%m*

Para considerar a massa do eixo, iremos dividi-la, e somar-las 4s massas concentradas.
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_m
d= " (24)
dheo= 7830 kgfn?
Veivo =tr?. 1 = m.(4,8x1073) 2.0,965 = 6,98x10">m3
Entéo
m =d.V = 7830.6,9807° = 0,547kg
Nova distribuicéo:
ml’ me’
\/ J \/
322 322 322
Figura 7 — Sistema 1 com redistribuicdo das massas
Onde:

mj = m, + 227 =1,250kg

my = m; + 22 = 1,261kg

Considerando um eixo que suporta varias massas, a curva de deflexdo estatica € usada

como uma aproximacao da curva de deflexdo dinamica. Pela resisténcia dos materiais, a
deflexdo na viga, resultante de uma carga estatica P € dada por
F)

L

Figura 8 — Viga sob carga estatica



Pb
;I"I(F—bZ—xZ) 0<x<a

M[a2+x2—21x] a<x<l
6EIl

w(x)=

Aplicando a teoria no sistema 1

Deflexao resultante do peso da,’

e Nalocalizacdo da massa; (com x =0,322m ; b = 0,644m ; | = 0,966m)
Substituindo na Equacao 25
~1,26.9,81.0,644.0,322

!

2 _ 2 _ 2
wj 6 Bl 0,968 (0,9662 — 0,644% — 0,322?)
, - 1063 _ 2,125x1073
W1Z5pg3 oY ™M

» Nalocalizagdo da massa,’ (com a = 0,322m ; x = 0,644 ; | = 0,966 m)
Substituindo na Equacao 26

! = T126.981 .(0,966—0,644)
2 6.E.1.0,966

.((0,322)% + (0,644)% — 2.0,966 .0,644)

2,89
Wy = —— = 5,774x1073m
500,3

Deflexdo resultante do peso de sh

* Nalocalizagcdo da massa’nfCom x= 0,322m; b= 0,322m; |= 0,966m)

Substituindo na Equacao 25

W]_”: 1,26.9,81.0,322.0,322 . ( 0,9662 _ 0,3222 — 0’3222)
6.E1.0,966

wy'= 2222 - 1 857x1G m
500,3

* Nalocalizagdo da massa'nfCom x= 0,644m; b= 0,322m; |= 0,966m)
Substituindo na Equacéo 25

W2"= 1,26.9,81.0,322.0,644 . ( 0,9662 _ 0’3222 _ 0'6442)

6.E1.0,966

W= = 5 12551 m
500,3

24

(25)
(26)
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W= Wy’ + Wy = 2,125x10° + 1,857x1C = 3,982x10° m
Wo= W, + W," = 5,774 x10° + 2,125x10 = 7,899x1C m

1,26.9,81.(3,982x1073+7,899x103) 0,1165
o= = =,/1487,75
1,26.((3,982x1073)2+ (7,899x1073)2) 7,831x10~5

o= 38,57 rad/s= 368,32 rpm

» SISTEMA 2

2

ml”

430 L0& 430

Figura 9 — Sistema 2

Deflexao resultante do peso de m

* Nalocalizagdo da massa-fCom x= 0,43m; b= 0,536m; I= 0,966m)
Substituindo na Equacao 25

W1’= 1,26.9,81.0,43.0,536. ( 0,9662 _ 0,5362 _ 0’432)
6.E1.0,966
wi'= = 2 62x10° m
500,3

* Nalocalizagdo da massa rnCom x= 0,43m; b= 0, 536m; |= 0, 966m)
Substituindo na Equacao 26

wy'= 22028L096670536) g 432 1 05362 — 2.0,966.0,536)

6.E1.0,966

W,'= 1,29/500,3= 2,57x10m
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Deflexdo resultante do peso dm’,

» Nalocalizagdo da massa,’ (com x =0,43m ; b =0,43m ; | = 0,966m)
a=0,536m
Substitui Equagéo 25
. 1,26.9,81.0,43.0.43
Y T T 6 E1.0,966
wi-= 1,29/500,3= 2,57x18n

(0,966% — 0,432 — 0,432)

* Nalocalizagdo da massa,” (com x =0,536m ; b =0,43m ; | = 0,966m)
Substitui Equacao 25
. 1,26.9,81.0,536.0,43
Y2 = T 6 E1.0,966
wa=1,31/500,3 = 2,62x10m

(0,9662 — 0,432 — 0,5362)

w; =w; +w; =5,19x1073m

wy, = wjy +w, =519x1073m

o= 43,48 rad/s= 415,2 rpm

3.2 EXPERIMENTO EM LABORATORIO

O experimento teve como objetivo encontrar a primeira frequéncia natural de um

mesmo eixo com duas massas concentradas, em duas situagoes distintas.

Temperatura: Ambiente, 27°C

Densidade do Material: 7830 kgim

E: 207000000000 Pa

Massa 1: 0,986 kg

Massa 2: 0,988 kg

Comprimento do eixo: 0,966 m

Diametro do eixo: 0,0096 m
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3.2.1 EXPERIMENTO 1

O experimento 1 consistiu na divisdo do comprimento do eixo em trés partes iguais e as
massas foram posicionadas de maneira equidistantes.

Depois de posicionar as massas, foi acionado o motor acoplado ao eixo por meio de
uma correia. Com o aumento do numero de rotagcdes do motor, pode-se observar visualmente
0 eixo em sua primeira frequéncia natural. A medida da primeira frequéncia natural foi
mensurada através de um frequencimetro optico.

As figuras abaixo mostram o experimento.

Figura 10 — Eixo e cargas concentradas no experimento 1

Figura 11 — Frequencimetro éptico/mecéanico
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Abaixo encontra-se 0 esquema que representa a posicdo das massas no experimento 1.

Figura 12 — Esquema simplificado do experimento 1

Dados
my; = 0,986kg ;
m, = 0,988kg;
Eixo de Aco ¢ = 28495495 _ 9,6mm
o, =406 rpm

3.2.2 EXPERIMENTO 2

Para o segundo experimento, as massas foram realocadas de maneira que ficassem mais
proximas uma da outra, como mostrado nas figuras a seguir.
A primeira frequéncia natural do experimento 2 foi medida da mesma maneira que no

primeiro experimento.
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A figura 13 mostra a montagem do experimento 2.

Figura 13 — Eixo e massas concentradas no experimento 2

Abaixo se encontra 0 esquema que representa a posicdo das massas no experimento 2,
assim como os dados do experimento.

Figura 14 — Esquema simplificado do experimento 2

m; = 0,986kg
m, = 0,988kg
Eixo de Aco

dn=9,6mm

o, =370 rpm
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3.30 PROGRAMA

Para facilitar o calculo da frequéncia natural, foi criado um programa utilizando o
Excel. Em anexo encontra-se o fluxograma utilizado para a programacao em visual basic.

As figuras a seguir mostram o funcionamento do programa.

L it

entracla de dados

Digite o comprimento do eixo em metros

Cancelar

[=]

[1}

oo
2l

Figura 15 — Entrada de dados - comprimento

P o)

entrada de dados

Digite o diametro do eixo em metros

Cancelar

n NG
U, uuao

Figura 16 — Entrada de dados — diametro

P )

entrada de dados

Digite a densidade do raterial do eixe em kg/m’

Cancelar

Figura 17 — Entrada de dados — densidade

P o)

entrada de dados

Digite ¢ médule de elasticidade de material do

eixo 'E' em PASCAL
Cancelar

=TI
(LER T T TR,

Figura 18 — Entrada de dados — médulo de elasticidade



P

-

entrada de dados
Digite o ndmero de massas concentradas

Cancelar

5
Canezl |

Figura 19 — Entrada de dados — numero de massas

Figura 20 — Entrada de dados — valor da massa

P

-

entrada de dades
Cigite a posicdo da massa em metros

Cancelar

[l
Careslr |

ca
(%]
ra
ra

Figura 21 — Entrada de dados — posicdo da massa

P

-,

entrada de dados @

Digite o numerc de partes que o eixo serd dividido

Cancelar

mn
Uy

Figura 22 — Entrada de dados — nimero de divisbes do eixo

31
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Ficrosoft Excel @

O Walor da Frequéncia Matural em rad/s & 28 8764510019925

oK

Figura 23 — Valor da Frequéncia Natural em rad/s

Microsoft Excel @

O Valer da Frequéncia MNatural em rpm & 372, 394809770292

........................................

Figura 24 — Valor da Frequéncia Natural em rpm

3.3.1 RESULTADOS
3.3.1.1SISTEMA 1

A figura 25 mostra as dimensdes do sistema le logo abaixo tem-se uma tabela com os

valores de frequéncia natural encontrados no programa. E 0 mesmo sistema utilizado em
laboratoério.

ml mZ2

322 322 322

Figura 25 — Sistema 1

Tabela 1 — Frequéncia natural sistema 1

N w (rpm)
2 371,19
4 371,19
6 371,19




10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
200
500
1000

371,19
371,19
369,98
372,39
372,39
372,39
372,39
372,39
372,39
372,39
372,39
372,39
372,39
372,39

373
372,5
372
371,5
371
370,5
370
369,5

Frequéncia (rpm)

Frequéncia Natural versus Numero de Divisdes do Eixo

200 400

600

800

Numero de divisdes do eixo

1000

1200

Figura 26 — Frequéncia Natural em rgersusnimero de divisdes do eixo

3.3.1.2SISTEMA 2

A figura abaixo, figura 27, mostra a posi¢cao das massas do sistema 2

ml’ M2’

420

108

430

Figura 27 — Sistema 2

33



Tabela 2 — Frequéncia natural sistema 2

N « (rpm)

2 396,82

4 394,56

6 394,56

8 394,56
10 394,56
20 394,56
30 394,56
40 394,56
50 394,56
60 394,56
70 394,56
80 394,56
90 394,56
100 394,56
200 394,56
500 394,56

1000 394,56

Frequéncia (rpm)

397
396,5
396
395,5
395
394,5
394

Frequéncia Natural versus Niumero de Divisoes do Eixo

200 400 600 800 1000 1200
Numero de divisdes do eixo

Figura 28 — Frequéncia Natural em rpm versus nimero de divisdes do eixo

34
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3.4ANALISE GERAL DOS RESULTADOS

Pode-se observar que embora os valores da primeira frequéncia natural foram
encontrados de trés maneiras distintas, esses resultados sdo préximos, 0 que nao invalida os
métodos utilizados. No entanto, o programa em Excel apresenta uma maior vantagem por se
tratar de um programa que divide o eixo em varias partes, tornando o sistema mais préximo a
um sistema continuo.

Abaixo encontra-se uma tabela onde pode-se notar a pequena variagdo entre 0s
resultados.

Tabela 3 — Comparacéo entre os resultados

Sistema 1 368,32 rpm 406 rpm 372,39 rpm 8,4%
Sistema 2 415,2 rpm 370 rpm 394,56 rpm 6,4%

*O método analitico € o mesmo método utilizado no programa, porém a massa do eixo é desconsiderada

Vale resaltar que o rolamento presente nos mancais torna a movimentagcao do eixo mais
flexivel, e assim, ndo podemos considera-lo como um eixo bi-apoiado. Isso causa uma

divergéncia entre os valores teoricos e os valores experimentais.
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4 VIBRAGCAO LATERAL DE VIGAS
4.1 EQUACAO DE MOVIMENTO

Segundo Rao (2008) considerando o diagrama de corpo livre de um elemento de uma
viga mostrado na Figura 30, onkléx,t) € o momento fletolV(x,t) € a forca de cisalhamento
e f(x,t) € a forca externa por unidade de comprimento da viga. A forca de inércia que age
sobre o elemento da viga é

0w
pA(x)dx —(x, 1)

a equacao de movimento da forca na diregao Z é dada por
-WV+dV)+ flx,t)dx +V = pA(x)dx (x t) (27)

onde A(x) é a area da secdo transversal da viga@ & densidade da massa. A equacao de

movimento do momento em relagc&o ao eixo y que passa pelo ponto 0 da figura 29 tem como

resultado
(M + dM) — (V + dV)dx + f(x, t)dxdz—x —M=0 (28)
onde

dv=""dx e  dM="dx

e nao levando em consideragdo os termos que envolvem poténcias ao quadhgdasde

equacdes 27 e 28 podem ser escritas como

——(x t)+flxt) = pA(x) — (%, 0) (29)

5 (x, t)—Vix,t) =0 (30)
Darelagdd/ = dM /0x da Equagéo 29, a Equacao 29 assume o0s seguintes valores

—Z8 1) + £, 0) = pAG) 22 (x,0) (31)
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Figura 29 — Viga em flexdo (RAO 2008)

Pela teoriade Euler-Bernoulliou teoria de viga delgada ou final a relagdo entre o

momento fletor e a deflexdo pode ser escrita como
2w
M(x,t) = El(x) - (x, 1) (32)

ondel(x) € o momento de inércia de area da secédo transversal da viga em releig@oyao
E € o0 mddulo de Young. Substituindo a Equacdo 32 na Equacao 31, tem-se a equacao de

movimento para a vibracao lateral forcada de uma viga nao uniforme:
=B T 0] + pAG) 5E (6 = £, ) 33)
Para uma viga uniforme, a Equacéo 33 reduz-se a
E l — (x t) + pA (x t) = f(x,t) (34)

Para vibragéo livre, f(x,t)=0 assim, a equacéo de movimento torna-se

(x t) + (x t)=0 (35)
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onde

c= |[— (36)

4.2 VIBRACAO LIVRE

Segundo Rao (2008), a determinacdo da vibracdo livre € feita usando o método de
separacao de variaveis como
w(x, t) = W(x)T(t) (37)
Substituindo a Equacédo 37 na Equacédo 35 e rearranjando os termos, tem-se

¢ a*wx) _ 1 d’T(®)

W) dx*  T(t) dt?

=q=w? (38)

onde a=w é uma constante maior que zero. A Equacéo 38 pode ser escrita de duas maneiras:

d*w(x)

e~ BWE) =0 (39)
2
TR+ W) = 0 (40)
onde,
4 a)_z _ pAw?
ﬁ - c2 - El (41)

Resolvendo a equacao 40 tem-se
T(t) = A coswt + B senwt (42)
Na qual A e B sédo valores que sao determinados pelas condi¢cdes iniciais. Para

solucionar a Equacéao 39, considera-se

W(x) = Ces* (43)
C e s séo constantes. Assim, a equacgao auxiliar é

st=p*=0 (44)
As raizes séo

S12 = 1B, S34 = Eif (45)
Consequentemente, a solucdo da Equacéo 39 é

W(x) = CieP* + Ce™P* + Cye'P* + Cye™ P (46)

onde(y, C,, C; e C,sao constantes. Outra maneira de expressar essa equacao é
W(x) = CycosBx + Cysenfx + Cscoshfx + C,senhfx 47)

ou
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W(x) = C,(cosBx + coshfx) + C,(cosfx — coshfBx) + C;(senfx + senhfx) +
C,(senfix — senhfx) (48)

Segundo Rao (2008), Os valores dos C’s sdo determinados a partir das condicbes de
contorno.

As frequéncias naturais da viga sao calculadas pela férmula a seguir
_ p2 |EL _ 2 [_EL
©=p | a= 8D / AT (49)

® é denominada frequéncia natural de vibracdo e W&juncao caracteristica da viga.
Para qualquer que seja a viga, havera infinitos valores de modos normais para uma mesma
frequéncia natural associada. As constantes C’s nas equacgOes acima, e 0 Yaloa de
Equacao 24 séo determinados a partir das condigdes de contorno da viga.

O anexo B mostra uma figura que contém as condi¢cbes de contorno para a vibragao
transversal da viga.

Para o eixo que foi utilizado em laboratério, com as seguintes dimensdes:
Densidade do Material: 7830 kgim
E: 207000000000 Pa;
Comprimento do eixo: 0,966 m;
Diametro do eixo: 0,0096 m.

Considerando o eixo pinado-pinado, tem-se duenf} e asssim

(207000000000). (0,966)
7830.7.0,0096%0,966* /4

w = (m. 0,966)2\/

o = 1246,56 rpm

Se 0 eixo utilizado no experimento ndo estivesse suportando nenhuma massa

concentrada, a sua primeira frequéncia natural seria de 1246, 56 rpm.
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5. CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo desenvolver um programa em Excel capaz de calcular
a primeira frequéncia natural de eixos, levando em consideracdo a densidade do eixo,
comprimento do eixo, modulo de elasticidade, nUmero de massas concentradas e suas
localizagcBes. Pode-se observar que os valores da frequéncia natural tendem a um mesmo valor
a medida que aumenta o numero de divisbes do eixo, e que os valores encontrados séo
proximos dos valores experimentais.

A diferenca encontrada entre as analises numérica e experimental ocorre principalmente
devido a complexidade do problema. Porque ha impossibilidade de se isolar o componente a
ser analisado de todo o conjunto sem que ocorram alteragcdes nos resultados. Entretanto a
diferenca néo invalida o uso da analise numérica.

Foi possivel observar que a transformacéo do sistema continuo em discreto tornou a
resolucdo do problema mais simples, assim, esse resultado deve ser interpretado com bom
senso.

A divergéncia dos resultados de frequéncia natural encontrados em laboratério com os
resultados analiticos pode também ser justificada pela falta de preciséo na identificacéo visual
da frequéncia natural do eixo, embora o eixo vibre, € extremamente dificil dimensionar a

frequéncia que resultou nessa vibracao.
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ANEXO A — FLUXOGRAMA

INiclO

v

ENTRADA DE DADOS
(comprimento do eixo, diametro do
densidade do material do eixo, mddu
elasticidade, nimero de massas concent

eixo sera dividido)

posicdo das massas, nUmero de partes que o

eixo,
lo de
radas,

A 4

CALCULOS

sera feita o cdlculo da deflexdo.

Para cada massa, concentrada ou distribuida,

Sim
O<x<a

Pbx
_ 2 _p2_ .2
w(x) = Tl (1# = b= —x2)

SOMA DOS W’s

A 4

A

A 4

CALCULO DA FREQUENCIA NATURAL
_ g(myw, +m2W2)] 1,

(mywy + myws

FIM




ANEXO B — CONDICOES DE CONTORNO PARA A VIBRACAO TRANSVERSAL DE
UMA VIGA
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