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Resumo

Neste trabalho apresentamos critérios de estabilidade para pontos de equilibrio de
sistemas de equacoes diferenciais ordinarias nao lineares, em particular os métodos de
Lyapunov (direto e indireto). Analisamos também alguns critérios que nos possibilitam,
as vezes, determinar a existéncia ou nao de solucoes peridédicas. Em particular, uma
variagao do modelo presa-predador classico é analisada quanto & existéncia de solugao

periodica.

Palavras-chave: Sistemas de equacoes diferenciais ordinarias, Ponto de equilibrio, Es-

tabilidade, Funcao de Lyapunov, Solucao periodica.



Abstract

This work presents stability criteria for equilibrium points of nonlinear systems of
ordinary differential equations, in particular the Lyapunov methods (direct and indirect).
We also look at some criteria that enable us sometimes determine the existence of periodic
solutions. In particular, a variation of the classic predator-prey model is analyzed for the

existence of periodic solution.

Keywords: System of ordinary differencial equations, Equilibrium Point, Stability, Lya-

punov Function, Periodic Solution.
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1 Introducao

Periodicidade é um comportamento importante que aparece em muitos fendmenos fi-
sicos e biologicos. Depois de soluges constantes (oriundas de pontos de equilibrios), as
solucoes mais importantes sao as 6rbitas periddicas, cujas trajetorias sao curvas fechadas
no plano de fase. A presenca de um tnico movimento peridédico que atrai todas as so-
lugoes (proximas), isto €, de um ciclo limite estével, é um dos fenémenos caracteristicos
associados & equagoes diferenciais nao-lineares [1].

Periodicidade e comportamentos oscilatorios estao presentes em modelos populacionais
onde algum parametro envolvido varia periodicamente, como por exemplo, a capacidade
de suporte do meio. Em modelos epidemiologicos a periodicidade pode estar relacionada
com a sazonalidade de alguns fatores, como por exemplo a taxa de contato entre individuos
suscetiveis e infectados ou até mesmo, devido a propria estrutura do modelo. |2]

Nesse trabalho, apresentamos critérios de estabilidade para pontos de equilibrio de
sistemas nao-lineares, em particular os métodos de Lyapunov (direto e indireto). Moti-
vados pela existéncia de solucao peridédica no modelo classico presa-predador, analisamos
alguns critérios que nos possibilitam, as vezes, determinar a existéncia ou nao de solucoes
periddicas. Em particular, analisamos uma variagao do modelo presa-predador proposto
em [3] que, diferentemente do modelo classico, nao possui solu¢ao periddica.

No primeiro capitulo apresentamos as principais defini¢oes utilizadas neste trabalho
bem como um teorema que nos fornece uma condicao suficiente para um sistema ser
quase linear. Apresentamos um teorema que caracteriza, por meio de um sistema linear
correspondente, a estabilidade assintotica ou a instabilidade para sistemas quase lineares.
Apresentamos também um estudo qualitativo de um sistema via uma funcao de Lyapunov,
que é conhecido como o Segundo Método de Lyapunov.

No capitulo 3 analisamos a estabilidade de pontos de equilibrio dos modelos classicos
de competicao entre duas espécies e o modelo presa-predador. No capitulo 4 apresentamos
alguns critérios para determinarmos a existéncia ou nao de trajetorias fechadas (solugoes
periodicas).

No capitulo 5 apresentamos o modelo proposto em [3] que apresenta uma variagao do
modelo presa-predador de Lotka-Volterra e utiliza o critério de Dulac para mostrar a nao

existéncia de solucoes periodicas.
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Por fim apresentamos uma conclusao e um apéndice com alguns resultados que foram
utilizados no texto.
Para a confeccao das figuras presentes neste trabalho utilizamos os softwares Winplot

1.3 e wxMaxima 2.0.



2 Sistemas quase lineares

Apresentamos neste capitulo defini¢oes e resultados sobre estabilidade de pontos de
equilibrio para sistemas de equacoes diferenciais quase lineares, que sao 0s mais comuns
em termos de aplicacoes as mais diversas areas. As definicoes apresentadas neste capitulo

sdo baseadas em [1] e [4].

2.1 Algumas definicoes

Seja t um escalar real, D um subconjunto aberto de R™™! com um elemento de D
descrito por (t,x) e f : D — R"™ uma fungao continua, com 2’ = dz/dt. Uma equagao

diferencial é uma relacao da forma
2'(t) = f(t,z(t)) ou, simplesmente ' = f(t,x). (2.1)

Defini¢ao 2.1. Dizemos que x é uma solu¢ao de (2.1) no intervalo I C R se x é uma
funcao continuamente diferencidvel definida em I, (t,x(t)) € D, t € I e x satisfaz (2.1)

em I. Nos referimos a f como campo vetorial de D.

Definigao 2.2. Suponha (to,x¢) € D dado. Um problema de valor inicial para a equa-
¢io (2.1) consiste em encontrar um intervalo I contendo ty e uma solug¢io x de (2.1)

satisfazendo x(tg) = xo. Escrevemos este problema simbolicamente como
¥ = f(t,x), z(ty) = xo, t € I. (2.2)

Se existe um intervalo I contendo ty e uma fungdo x(t) satisfazendo (2.2), dizemos

que x € uma solugao de (2.1) passando por (to, o).

Se f(t,x) é continua em um dominio D, entdo o teorema de existéncia para equagoes
diferenciais implica na existéncia, de no minimo, uma solugao de (2.1) passando por um
dado ponto (tg, x¢) em D. Para qualquer (o, x¢) € D, seja (a(to, xo), b(to, xo)) 0 intervalo

maximo de existéncia de z(t,t, g) e seja £ C R"*2 definido como

E = {(t,to,[ﬁo) : a(to,l’o) <t < b(to,l’o), (to,xo) € D}

11
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Defini¢ao 2.3. Uma trajetoria através de (ty, o) € um conjunto de pontos em R dado
por (t,x(t,tg,z0)) para t variando entre todos os wvalores possiveis nos quais (t,to, xg)

pertence a E. O conjunto E € chamado de dominio de defini¢ao de x(t,to, xo).

Definicdo 2.4. Orbita de wma trajetoria é a projecio de uma trajetoria em R™, o espaco
das varidveis dependentes em (2.1). O espago das varidveis dependentes é normalmente
chamado de espago de estado ou espaco de fase. As coodernadas de fase para uma equacao

escalar de ordem n em x é o vetor (x1,xa,...,Zy,).

Definicao 2.5. Um sistema de n equacoes diferenciais de primeira ordem é chamado de

autonomo quando as funcoes f;, i = 1,...,n nao dependem explicitamente da varidvel
independente t, mas apenas das varidveis Ty, . ..,T,, isto €,
/
ml fl(xla 7$n)
/
t = ol 2)
2 2 &1y sy 4n
(2.3)
/
= falzr, . xn)

Nem sempre é possivel determinar uma solucao explicita para um problema de valor
inicial. Dessa forma, procura-se determinar o comportamento do sistema, analisando se

as solucgoes se aproximam ou nao de solucoes constantes.

Definigao 2.6. Os pontos onde f(x) =0, f = (f1, f2, ..., fn) se existirem, sao chamados

de pontos de equilibrio (ou pontos criticos) do sistema auténomo (2.3).

Observe que os pontos de equilibrio dao origem as solucoes constantes de um sistema
do tipo (2.3).

Definigao 2.7. Um ponto de equilibrio T do sistema (2.3) é dito estdvel se, dado qualquer

e >0, existe 0 > 0 tal que toda solucao x = p(t) do sistema, que satisfaz, em t = 0,

[lp(0) =[] <4, (2.4)
existe para todo t positivo e satisfaz

lp(t) — ][ < e (2.5)
para todo t > 0. Aqui || || denota a norma euclidiana em R™.

Vamos considerar o tempo inicial como ¢, = 0 pois o sistema é autoénomo. [1]

Definicao 2.8. Um ponto de equilibrio T ¢ dito assintoticamente estdvel se é estdvel e se

eziste 0o (6o > 0) tal que, se uma solugio v = ¢(t) satisfazendo

|(0) —Z[| < do, (2.6)
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entao
tlg;r)lo o(t) =T. (2.7)
Seja o sistema de n equagoes diferenciais lineares de primeira ordem
ry =pu)zr + ..o+ pra(O)z, + 91(t),
: (2.8)
. =pu()xr + .o+ pan(t) T, + ga(t)

Vamos considerar x(t), ..., x,(t) como componentes de um vetor x = z(t). Analoga-
mente, g1(t), ..., g,(t) sdo componentes de um vetor g(t) e p11(t), ..., Pun(t) sdo elementos
de uma matriz n x n, P(t). Assim, o sistema (2.8) é escrito em notagao matricial como

' = P(t)x + g(t). (2.9)
Definigao 2.9. Se todas as fungéoes gi(t), . .., gn(t) forem identicamente nulas no intervalo

I ={teR a<t<p}, dizemos que o sistema (2.8) é homogéneo; caso contrdrio, ele é

nao-homogéneo.
Definicao 2.10. Dizemos que as funcoes
r1=p1(t), ..., 2y = pu(t) (2.10)
formam uma solugao do sistema (2.8) no intervalo I se elas:
(1) sdo diferencidveis em todos os pontos do intervalo I e

(i1) satisfazem o sistema (2.8) em todo t € I.

Um dos sistemas mais simples, a saber, um sistema linear homogéneo de primeira

ordem com coeficientes constantes, de dimensao dois, tem a forma
= Az, (2.11)

onde A é uma matriz constante 2 X 2 e x é um vetor 2 x 1.
No Apéndice A mostramos que as solugoes para sistemas de equacoes diferenciais
lineares homogéneos sao da forma z = e, onde r é um autovalor de A e £ o autovetor

associado. Entéo, substituindo z = &e™ na equagdo (2.11), obtemos
(A—rl)¢=0. (2.12)
Os autovalores sao as raizes da equagao polinomial

det(A—rl)=0 (2.13)
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e os autovetores sao determinados pela equacdo (2.12), a menos de uma constante multi-
plicativa.

Como ja definido anteriormente, os pontos tais que Azr = 0 sao chamados de pontos
de equilibrio. Vamos supor que A seja invertivel (det A # 0) e portanto x = 0 é o Gnico
ponto de equilibrio do sistema (2.11).

As solucoes, que sao funcoes vetoriais que satisfazem a equacao diferencial, podem ser
vistas como uma representacao paramétrica de uma curva no plano x;xs. Observamos
essa curva como uma trajetoria ou um caminho percorrido por um objeto cuja velocidade
dx/dt é determinada pela equagao diferencial. O plano xjxs recebe o nome de plano de
fase e o conjunto representativo de trajetorias ¢ chamado de retrato de fase.

Para uma andlise completa das solugoes e plano de fase do sistema (2.11) consulte
Apéndice A.

Vamos agora considerar um sistema bidimensional nao linear
¥ = f(z). (2.14)

Nosso objetivo é investigar o comportamento das trajetorias do sistema (2.14) em uma
vizinhanca do ponto de equilibrio Z. Para isso vamos analisar quando ¢é possivel aproximar
o sistema ndo linear (2.14) por um sistema linear apropriado cujas trajetorias sejam faceis
de descrever.

Algumas perguntas podem surgir como: as trajetorias do sistema linear sao boas
aproximacoes das trajetorias do sistema nao linear? Como encontrar o sistema linear
apropriado? Para responder a essas perguntas vamos primeiramente definir o que é estar
proximo em um sentido apropriado. Sem perda de generalidade, vamos convenientemente
escolher o ponto de equilibrio como sendo a origem, pois se T # 0, sempre pode-se fazer
a substituicdo, u = x — 7 na equagdo (2.14).

Seja o sistema nao linear

' = Az + g(x) (2.15)

onde A é uma matriz real 2x2 e g(x) continua é dada por um vetor coluna 2 x 1. Suponha
que x = 0 é um ponto de equilibrio isolado, ou seja, existe um circulo em torno da origem
dentro do qual nao existe qualquer outro ponto de equilibrio. Admitindo que det(A) # 0
e assim 2 = 0 é o tnico ponto de equilibrio isolado do sistema linear 2’ = Ax.

Para que o sistema ndo linear (2.15) seja proximo ao sistema linear (2.11) é preciso

que g satisfaca a condicao

— 0 quando z — 0, (2.16)

ou seja, ||g(z)|| é pequeno comparado ao ||z|| proximo a origem.

Definicao 2.11. Um sistema de equagdes diferenciais da forma (2.15) que satisfaz (2.16)
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€ chamado de sistema quase linear na vizinhanca do ponto de equilibrio * = 0.

Exemplo 2.1. Vamos mostrar que o sistema abaixo é quase linear na vizinhanca do ponto

de equilibrio T = (0,0). Considere

dxy /dt = 2
i/ Tt (2.17)
dlL’Q/dt = I+ X2
que na forma da equagao (2.15) nos da
" (10 2
x x x
1 _ 1 + 2
i) 11 i) 0
Encontrando os pontos de equilibrio:
T1+2,=0 =121 =—12 (2.18)
T +25=0 (2.19)
Substituindo (2.18) em (2.19) temos
T3 — 2y =0= 29(x3— 1) =0= 129 =0ou x5 = 1.
Entao, se zo = 0 temos x; = 0. Analogamente se x5 = 1 entao z; = —1. Os pontos de

equilibrio do sistema (2.17) sao: (—1,1) e (0,0). Como det(A) =1 # 0, x = (0,0) é um
ponto de equilibrio isolado.
Notemos que as componentes de g tém derivadas parciais de primeira ordem continuas
lg@)Il _ V(0> +(23)* _ a3

lzll @)+ (22)2 /22 + a3

Fazendo uma mudanca para coordenadas polares,

To = rsend

{ r1 = 1rcosf (2.20)

obtemos

lim rsen’ 6 = 0.
r—0

Logo, o sistema (2.17) é quase linear em uma vizinhan¢a da origem.

Nem sempre calcular o limite (2.16) é uma tarefa facil e por isso o teorema a seguir
nos d& uma condicgao suficiente para que um sistema bidimensional seja considerado quase

linear.
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Para facilitar os calculos, vamos escrever o sistema (2.15) em forma escalar, resultando
em
¥ =F(z,y), v = G(z,y). (2.21)
Defini¢ao 2.12. [5/Dizemos que f : I — R é uma funcao de classe C", e escrevemos
f € C", quando f é n vezes derivdvel e, além disso, a fun¢io f™ : I — R é continua.
Quando f € C™ para todo n € N, dizemos que f € de classe C° e escrevemos f € C®. E
conveniente considerar f como sua propria “derivada de ordem zero” e escrever f(0 = f.
Assim, f € CY significa que f € uma funcdo continua.
Teorema 2.1. [1/O sistema (2.21) serd quase linear em uma vizinhanga de um ponto de
equilibrio T = (xo,yo0) sempre que as fungoes F' e G tiverem derivadas parciais continuas

até a sequnda ordem.

Demonstracao. Para demonstrar essa afirmacao, usamos o desenvolvimento de Taylor em

torno do ponto (xg,yo) para escrever F(x,y) e G(z,y) na forma:
F(z,y) = F(zo,y0) + Fi(2o, Y0)(x — o) + Fy(20,Y0)(y — yo) + m(z,y)

G(z,y) = G(x0,Y0) + G0, Y0)(x — o) + Gy(T0, Y0) (¥ — Yo) + m2(2,y),

onde 1 (z,v)/[(x — 20)2 + (y — yo)2]2 — 0 quando (z,y) — (z0,yo). Analogamente para

T2
Observemos que F'(zg,y0) = G(zo,y0) = 0, e que dx/dt = d(x — zo)/dt e dy/dt =
d(y — yo)/dt. Entdo o sistema (2.21) se reduz a

d [z—wx) _ [ Fe(wo,50) Fylwo,40)\ (= =20 m(z,y)
dat <y _y()) (G:v(x(byo) Gy(l‘o’yo)> (y - y0> " (772(x,y)> (222

ou, em notacao vetorial,

du Df
- %(370; Yo)u + n(z), (2.23)
onde u = (x — zo,y — yo)? e n = (n1,m2)T. Entdo, o sistema (2.21) satisfaz a condicao

(2.16).

Como consequéncia deste resultado, podemos observar primeiramente que se as funcoes
F e G forem de classe C?, entao o sistema (2.21) é quase linear, ou seja, ndo ¢ necessario
calcular o limite como no exemplo (2.1). Também observamos que o sistema linear que
aproxima o sistema nao linear (2.21) em uma vizinhanga do ponto de equilibrio (xg,yo) é

dado pela parte linear das equagdes (2.22) ou (2.23).

d (u Fy (g, F,(x, U
@ fur) (o, 90)  Fy(zo,0) 1 7 (2.24)
dt U2 Gx(x()v yo) Gy<x07 yo) Uz

onde u; = x — xy e us = y — yo. Para encontrarmos o sistema linear correspondente a um

sistema quase linear na vizinhanca de um ponto de equilibrio (xg, yo) basta utilizarmos a



Algumas defini¢oes

17

equagao (2.24). A matriz D f(xo, ) é chamada matriz jacobiana de f no ponto (o, o)
onde f(z,y) = (F(z,y),G(z,y)). O

Teorema 2.2. Se todos os autovalores da matriz de coeficientes A no sistema linear
x' = Ax tem partes reais negativas, entao seu ponto de equilibrio T = 0 é assintoticamente

estavel. Ainda mais, existem constantes positivas k e o tais que
lle20|| < ke™||2°|| para todo t >0, 2° € R2 (2.25)

Se um dos autovalores da matriz de coeficientes A tem parte real positiva, entdao o ponto

de equilibrio T = 0 € instdvel.

A

A matriz e?* é apresentada no Apéndice [B].

Teorema 2.3. Linearizacao: [6] Seja T = 0 um ponto de equilibrio dos sistemas quase

lineares (2.21) e do sistema linear (2.24) correspondente, onde f é uma funcio C'. Entdo:

(1) Se todos os autovalores da matriz jacobiana D f(T) tem partes reais negativas, entao

o ponto de equilibrio T da equagdo diferencial ' = f(x) € assintoticamente estdvel;

(2) Se pelo menos um dos autovalores da matriz Jacobiana D f(T) tem parte real positiva,

entdo o ponto de equilibrio T da equacdo diferencial ' = f(x) € instdvel.

Demonstragao. (1) Para analisarmos as propriedades de estabilidade de T vamos primei-
ramente fazer uma mudanga de variavel y(t) = = — Z(¢), de modo que o ponto de

equilibrio T de 2’ = f(z) corresponda ao ponto de equilibrio y = (0,0) do sistema
y' = fly@t) +7). (2.26)

Como o sistema (2.21) é quase linear, temos que f é de classe C'. Aplicando a

expansdo de Taylor na funcao f(y(t) + ) em torno do ponto T obtemos:

fly®) +7) = (@) + Df(@)y + 9(y) (2.27)

onde ¢(y) satisfaz
9(0,0) =0e Dg(0,0) = 0. (2.28)

Entao, como f(7) = 0, a equagao diferencial 4/ = f(y(t) + T) pode ser escrita na

forma
y' = Df(T)y+g(y) (2.29)

Vamos mostrar que o ponto de equilibrio nulo da equagao (2.29) é assintoticamente

estavel.
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Notemos que as propriedades (2.28) de ¢(y) implicam que préximo a origem g(y)
é “pequeno” comparado a y. Segue pelo Teorema do Valor Médio que para algum

m > 0, existe um € > 0 tal que
gl < mllyl[ se [lyl| <e. (2.30)

Retornando & equagao (2.29), suponha que y seja uma solu¢ao da equagao (2.29)
satisfazendo a condigao inicial y = (0,0) = y°. Se olharmos para g(y(¢)) como uma
fungao de ¢ entdo, usando a férmula da variagao das constantes (ver Apéndice [B|)

temos:

mwzemw@wﬁﬂe“ﬂ@@@»@. (2.31)

Embora a funcao y(t) apareca em ambos os membros da equacao (2.31), vamos usar

essa equagao integral para estimar ||y(¢)|| em termos de ||y°|| como uma fungio de ¢.

Suponha que as constantes k e « sao dadas como no Teorema 2.2, m > 0 tal que
mk < a e B.(0,0) = {y € R?||y|]| < €} tal que a equagao (2.30) é satisfeita. Segue

do Teorema 2.2 que

+

ly@)Il < ke[l (@) + /k‘ e m|ly(s)||ds. (2.32)

0

com |ly(s)|| < e e 0 < s < t. Multiplicando ambos os lados da desigualdade (2.32)

por e, temos:

eﬂ@@HSWﬁ@H+AkmeMMM& (2.33)

Se aplicarmos a desigualdade de Gronwall (ver Apéndice [C]) em (2.33), obtemos:

Iyt < Klly*(#)lle"™. (2.34)

Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por e~ ® segue que a estimativa

que estamos procurando é:

ly (@)1 < Klly*@)]]e @ ™", para |ly(1)]] < . (2.35)

Para concluir a demonstragao, seja 6 > 0 tal que kd < . Assim, ||y(t)|| < & sempre
que a — km > 0, o que prova a estabilidade de y(t). Ainda pela equagao (2.35),
concluimos que ||y(t)|| — 0 quando ¢t — +o0. Logo, o ponto de equilibrio y = (0, 0)

é assintoticamente estavel.

(2) A demonstracao deste resultado é também extensa e pode ser encontrada em [6].

]
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O Teorema de Linearizacao é também conhecido como primeiro método de Lyapunov

ou método indireto.

Exemplo 2.2. A equagao de movimento de um péndulo sem amortecimento é
d*0/dt+w?sen § = 0, com w? = g/L, onde g é a constante gravitacional e L o comprimento

do péndulo. Fazendo z = 6, y = df/dt obtemos o sistema

{dx/dt - Y (2.36)

dy/dt = —w?senx

Mostremos que o sistema nao linear acima é quase linear, obtendo o sistema linear
correspondente para cada um dos pontos de equilibrio.

Primeiramente vamos encontrar os pontos de equilibrio do sistema (2.36).

y —_=
2 —
—w senr =

Mas senx = 0 para x = +nm com n = 0,1, 2, ..., ou seja, os pontos de equilibrio do
sistema (2.36) sao (£nm,0), n=0,1,2,....

O sistema (2.36) serd quase linear em uma vizinhanca do ponto de equilibrio (zg, 7o)
sempre que as fungoes F'(z,y) e G(z,y) tiverem derivadas parciais continuas até a segunda,
ordem.

2 sen x sao diferencidveis, o sistema é quase linear em

Como F(z,y) =y, G(z,y) = —w
uma vizinhanc¢a de cada ponto de equilibrio.

As derivadas parciais sao dadas por
Fo(z,y) =0, Fy(z,y) = 1, Ga(z,y) = —w* cosz, Gy(z,y) =0,

e o sistema linear correspondente

’ 0 1 U1
o = n=01,2,... (2.37)
—w?cos(Enm) 0/ \us

Exemplo 2.3. Uma generalizacao da equacao do péndulo amortecido, ou de um sistema
massa-mola é a equacao de Liénard
d*x dx

— +e(@) -+ g(@) =0, (2.38)

Se c(x) for constante e g(z) = kx, entao esta equacao tem a forma da equacao linear
do péndulo. Suponhamos agora que ¢ é de classe C', g ¢ de classe C% e g(0) = 0.
Vamos escrever a equacao de Liénard como um sistema de duas equacoes de primeira

ordem e em seguida mostrar que o sistema ¢é quase linear em uma vizinhanca do ponto de
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equilibrio (0,0). Assim, fazendo a substitui¢do y = dz/dt, temos:
dy -0
Yy =0
Agora, vamos mostrar que (0,0) é ponto de equilibrio do sistema (2.39) resolvendo
_ _ -0
y =0

Substituindo x = 0 e y = 0 em (x) e usando o fato que g(0) = 0 temos que (0,0)
satisfaz (2.39) e portanto é ponto de equilibrio.

As derivadas parciais de F(z,y) =y e G(z,y) = —c(z)y — g(x), sdo

Fo(z,y) =0, Fy(z,y) =1, Gy(z,y) = = (2)y — ¢'(x), G,(z,y) = —c(x),

que sao continuas.

Logo o sistema é quase linear e o sistema linear correspondente préximo a origem é

d {ur 0 1 Uy
i () o o) () .

Os autovalores deste sistema linear sdo:

T2 =

—c(0) £ /[c(0)]” — 4¢'(0)
) :

A parte real para ambos autovalores é negativa se ¢(0) > 0 e ¢’(0) > 0. Para verificar

esse fato, vamos supor primeiramente que [c(0)]*> > 4¢'(0). Assim,

c(0) _ VI[e(0)]? — 4g'(0)

nETTy T 2 <0
_ A0 VIO —4g'(0) _ e(0) | VIO _
e7’2——2 + 5 <—2 + 2 =0.
Analogamente, supondo agora que [c(0)]* < 4¢'(0), temos
0 i 0 i
r o= —? - EZ e ro= —? + 52 , onde A = /4¢'(0) — [c(0)]2.

Se [c(0)]? = 4¢'(0) o autovalor de multiplicidade dois é negativo.
Entao pelo Teorema (2.3), o ponto de equilibrio (0,0) da equagdo nao linear (2.39) é
assintoticamente estavel.

Vamos supor agora que ¢(0) < 0. Como

r=-tQ JOP =4O, __ O JOF-40O

2 2 2 2
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(i) Se [c(0)]* > 4¢'(0) temos r; > 0. Se também ¢'(0) < 0 temos [c¢(0)]*—4¢'(0) > [¢(0)]?
e portanto o < 0. No entanto, se ¢’(0) > 0 temos ry > 0.

(ii) Se [¢(0)]? < 44'(0) entdo Re(r1s) > 0, onde Re(r;2) indica a parte real dos autova-

lores.

0
(iii) Se [c(0)]> —4¢'(0) = 0 entdo ryo = —g > 0, que tem multiplicidade dois.

Como em todos os casos pelo menos um dos autovalores tem parte real positiva, pelo

Teorema 2.3, o ponto de equilibrio (0,0) da equagao nao linear (2.39) é instavel.

2.2 O segundo método de Lyapunov

O segundo método de Lyapunov, também conhecido como método direto, por nao ser
necessario conhecer algo sobre as solucoes do sistema de equacoes diferenciais, é utili-
zado para chegarmos a conclusoes sobre a estabilidade ou instabilidade de um ponto de
equilibrio através da chamada funcao de Lyapunov, que é uma funcao auxiliar apropriada.

O segundo método de Lyapunov é uma generalizacao da teoria de sistemas de equacoes

diferenciais ordinarias de dois principios fisicos basicos [1]:

e Um ponto de um sistema conservativo ¢ estavel se e somente se sua energia potencial

tem um minimo local neste ponto;

e A energia total de um sistema conservativo é constante durante a evolucao do sis-

tema.

Em geral o método de Lyapunov ¢ utilizado quando nao conseguimos usar o teorema
de linearizagao, no caso em que os autovalores sao imaginarios puros.
Consideremos a equagao diferencial que governa o péndulo ndo amortecido (apresen-

tada no exemplo 2.2)

d*0
ﬁ—i_ %sen@ =0, com w? = %
Usando a mudanca de variavel
0 do
€Tr = = —
Y y dt?
obtemos o sistema de primeira ordem
dr
T (2.42)
dy g '
— = —=sgenz.

dt L
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Os pontos de equilibrio para este sistema sao

y=0
—%senx:O

=y=0, v=0,%m, 27, =37, ....

Para a origem, o sistema linear correspondente é

d U1 . 0 1 (51

dt ’LL2 —% O u2 ’
onde seus autovalores sao

r=+i, /2.

h

Como os autovalores sao imaginarios puros, nao podemos concluir sobre a estabilidade
da origem usando o teorema da linearizagao.
No entanto, como nao existe atrito atuando no sistema, sabemos que a energia total

é constante. Temos entao

Energia total = (Energia cinética) + (Energia potencial) = EC + EP

1
= imUQ + mgh

do
A velocidade do peso no final do péndulo é LE e portanto

1
EC = EmLzyQ.

Como a altura do peso do péndulo é dada por h = L(1 — cosf) temos
EP =mgL(1 — cos0).
Entao, a energia total é dada por

1
E = EmLQyZ +mgL(1 — cos ).
Como a energia é conservada

dE d d
== mLQy—y + mgL sen ey (2.43)

0
dt dt
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Substituindo (2.42) em (2.43) obtemos

— =mL% (—% sen m) +mgLsenf(y) = 0.

Proximo ao ponto de equilibrio (0,0) onde z, y sdo pequenos temos

1 1 2
E = §mL2y2 +mgL(1l —cosz) ~ érnLQy2 + mgL (1 — (1 — % +.. )>

1 1
~ —mL*y® + —mgLz*.
B Y+ 5 g
A condicao que F é constante entao requer que x e y satisfazem a equacao da elipse
Ve 2F

L g W
Podemos deduzir que as trajetorias que passam proximas ao ponto de equilibrio (0, 0)
nao irdo se afastar do mesmo. Entdo, o ponto de equilibrio em (0,0) é estavel (mas nao
necessariamente assintoticamente estavel).
A ideia principal por tras do método de Lyapunov é determinar como certas func¢oes
especiais (Fun¢oes de Lyapunov) variam ao longo das solugoes do sistema de equagoes

diferenciais X’ = f(X). Vamos comecar definindo essas funcdes.

Definicao 2.13. Seja U um subconjunto aberto de R? contendo a origem. Uma funcdo
V de classe C!

V:U =R tal que X — V(X);
é positiva definida em U se
(i) V(0) =0;
(i) V(X) > 0 para todo X € U com X # 0.
Uma funcao V real e de classe C' é negativa definida se —V ¢ positiva definida.

Exemplo 2.4. A funcado V(z,y) = 2% +y? é positiva definida, pois 22 +y? = 0 < (z,y) =
(0,0) e 22 + y?> > 0 V(z,y) € U com (z,y) # (0,0). Ja a fungao V(z,y) = = + y* ndo é
positiva definida em qualquer vizinhanca aberta da origem pois V (z,y) > 0 ndo ocorre
quando y? = —x (z < 0) com (z,y) # (0,0).

Para analisar a estabilidade ou nao de um ponto de equilibrio pelo método de Lyapunov
nos baseamos no comportamento da funcao V' ao longo das solucoes do sistema. Seja

@(t) = (z(t),y(t)) uma solucdo do sistema

X' = f(X), (2.44)
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onde X = [*]) e = F(z,y)
do X (y) f(x) (G(W)>.

Entao, pela regra da cadeia temos,

V((0) = 5o ()0 + 5 (O 0

ou ainda,
V'(e(t) = VV(e(t)) - fle(t))

onde f(x,y) = (F(z,y), G(x,y)), ou seja, V' & o produto interno do vetor f(z,y) com o
vetor gradiente VV (p(t)) de V' em ¢(t):

V() = fla,y) - VV(X) = ||f (= 9)|[IIVV (X)]] cos b, (2.45)

onde 6 & o angulo entre f(z,y) e VV(p(t)).
Com o teorema a seguir podemos analisar as possibilidades de estabilidade para o

ponto de equilibrio T = (0, 0).

Teorema 2.4. (Lyapunov) Seja T = (0,0) um ponto de equilibrio de X' = f(X) e V uma

fungao de classe C', positiva definida em uma vizinhanga U de (0,0).

(i) Se V'(X) <0 para X € U —{(0,0)}, entdo (0,0) € estdvel.

(i) Se V'(X) <0 para X € U —{(0,0)}, entdo (0,0) € assintoticamente estdvel.
(iii) Se V'(X) >0 para X € U — {(0,0)}, entdo (0,0) € instdvel.

Demonstragao. (i) Seja V uma fungdo positiva definida. Vamos tomar ¢ > 0 sufi-
cientemente pequeno de modo que B = {(z,y) € R% ||(z,y)|| <&} C U e seja
k= min{V(x,y); ||(x,y)|| =€}, que é positivo pois V & positiva definida. Pela
continuidade de V, existe § com 0 < § < ¢ tal que Bs(Z) C B e V(z,y) < k,
V(z,y) € Bs(Z). Vamos mostrar que a solu¢do constante z(t) = T iniciada na bola

de raio 0 é estavel, isto é,

llo(to) = || <6 =|lp(t) —Z|| <e, VE>0. (2.46)

Seja ¢ = min {s € (0,t]; ||¢(s) — T|| > €}, assim temos V(z(f)) > k. Por hipotese
V' <0, ou seja, V é nao crescente ao longo das solugoes, logo, V(x(t)) < V(z(t)) <

k= V(x(t)) < k, o que é uma contradi¢do. Assim, o ponto T é estéavel.

Os demais itens decorrem da geometria do vetor VV (X)) ([6]).
[

Definicao 2.14. Uma funcao positiva definida V' em uma vizinhancga aberta U da origem
¢ dita uma fungao de Lyapunov para X' = f(X) se V/(X) < 0 para todo X € U—{(0,0)}.
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Quando V'(X) < 0 para todo x € U — {(0,0)}, a funcdo V ¢ chamada uma fun¢io de

Lyapunov estrita.

Exemplo 2.5. Um caso particular da equagao de Liénard do Exemplo (2.3) é

onde g(0) =0, g(u) >0 para 0 < u < k e g(u) < 0 para —k < u < 0, isto é, ug(u) > 0
parax # 0, -k < u < k.

Essa equacao pode ser interpretada como descrevendo o movimento de um sistema
massa-mola com amortecimento proporcional a velocidade e uma forca restauradora nao
linear.

Fazendo x = u, y = du/dt, mostremos que a origem ¢ um ponto de equilibrio do

dx

a4 — ()

a Y (2.47)
FTF+y+gx)=0

sistema resultante.

Determinando os pontos de equilibrio temos

{ —0
—y —g(r) = 0.

Como ¢(0) = 0, substituindo z = 0 e y = 0 no sistema anterior temos que a origem é um
ponto de equilibrio.
Usando a funcao de Lyapunov abaixo, vamos mostrar que a origem é um ponto de

equilibrio estavel:

1 x
V(z,y) = §y2 —|—/ g(s)ds, —k <z <k.
0
Calculando V'(z,y),
dz d
Vi(a,y) = Voo +V, 20 = y(g(a) = 9(0)) + y(—y — g(x)) =

= g(x)y —y* — g(x)y = —y* < 0,V(z,y) € U\{(0,0)}.

Logo, pelo Teorema (2.4), a origem é um ponto de equilibrio estavel.

Mesmo com o amortecimento, nao podemos concluir a estabilidade assintética com
essa funcao de Lyapunov. A estabilidade assintotica do ponto de equilibrio (0,0) pode
ser estabelecida construindo-se uma funcao de Lyapunov melhor. No entanto, a analise
para uma fungao g geral é um pouco mais sofisticada e vamos mencionar apenas que uma

forma apropriada para V é:

1

Via) =5+ Aug(o) + [ als)ds,
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onde A é uma constante positiva a ser escolhida de modo que V' seja positiva definida e
V' seja negativa definida. Para o problema do péndulo [g(x) = senz], usamos V' como
na equacao precedente com A = % para mostrar que a origem ¢é assintoticamente estavel
(mais detalhes podem ser encontrados em [1]).

No capitulo seguinte apresentamos dois modelos classicos de dinamica populacional
que utilizam os resultados apresentados neste capitulo na analise da estabilidade dos

pontos de equilibrio existentes.



3 Modelos Populacionais

Modelos de Dinamica Populacional sao bons exemplos para ilustrarmos os resulta-
dos sobre andlise de estabilidade apresentados no capitulo anterior. Apresentaremos os

modelos classicos de competicao entre espécies e presa predador.

3.1 Espécies em competicao

O entendimento das interacoes entre populacoes é de fundamental importancia para
a previsao de extincao de uma ou mais populacoes ou até mesmo, sob que condicoes
essas populagoes podem coexistir. Apresentamos primeiramente, o modelo de competicao
entre duas espécies, que foi proposto inicialmente por Lotka-Volterra [1], [7], introduzindo
modificacoes na equacao logistica que incluiu os efeitos inibidores de cada espécie em
relacao a outra.

Considerando x e y as duas populagoes que estao em competicao, o modelo de Lotka-

Volterra é dado por:
dx

— =x(6g — o1 — 1Y)
dt (3.1)
W )
— = y(eg — 02y — ).
dt yle2 2Y 2
Os valores das constantes positivas €y, €3, 01, 09, ay € g irao depender das espécies

em questao e tém que ser determinados, em geral, através de observagoes.

Exemplo 3.1. Vamos discutir o comportamento qualitativo das solugoes do sistema

de. (3 1
aw T\ Y

que é um caso particular do sistema (3.1).

(3.2)

Os pontos de equilibrio sao obtidos resolvendo o sistema de equagoes algébricas

3 1 3
x(§—x—§y)—0 e y(Q—y—Zx>—0. (3.3)

27
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Sao eles: (0,0), (2,0), (0,2) e (3,1).

55

. ~ 4 7 .

Baseados no campo de dire¢oes na figura (3.1), parece que o ponto (5, 3) atrai ou-
tras solucoes e é, portanto, assintoticamente estavel, enquanto os outros trés pontos de
equilibrio sao instaveis. Para confirmar essa observacao, iremos analisar as aproximacoes

lineares perto de cada ponto de equilibrio.

5+Y
T ey L N A A A A A
e Y O A A A A A 'S
I P S | VAR R R AR A A A
&R&“\Rhé/ig)%‘_ill{'[l/{/{(
ﬂ&&‘\&“\"\'\zrdzsf&//t//yf
R L N Y Fm’/ﬁ/‘/‘/‘/(‘/
%&kk!&.h“\\l__f"‘_,r(e_,eﬂwﬁ
[P P e e e e e e e
s S A
S e Vo A T T T T
S A A B SRR I
L G N T N A G
A A
AR S A Y T T T A
CO AR A A A L A A A A
R A S A A
P A A A | T A
A N A L T T T " T Y

Figura 3.1: Campo de dire¢oes para o sistema (3.2).

O sistema (3.2) é quase linear numa vizinhanca de cada ponto de equilibrio. Vamos

obter o sistema linear proximo de cada ponto de equilibrio (xg, o). Para o sistema (3.2)

temos: . 3 3
Fz,y) = —2* = Swy + gz, Glv,y) = —y* — 7oy + 2y, onde
1 3 1
3 3
Gu(z,y) = Y Gy(x,y) = Ve 2y + 2.

Logo, temos:

d <U1> _ (Fx(anyO) Fy(xo,y0)> <u1> _
dt \ uy G (0, yo) Gy(xo,yo) U2

d fur) =2z~ S0+ 3 —3%0 & (3.4)

e (0,0). Esse ponto de equilibrio corresponde ao estado em que ambas as espécies

sdo extintas, como resultado da competigdo. Substituindo (xg, y9) = (0,0) em (3.4),
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obtemos o sistema correspondente:

d [uy g 0 Uy
i) (o)) 0

Supondo que u; = £e™ e substituindo em (3.5) temos

(02 ) () 6)

O sistema de equagoes algébricas tem uma solucao nao-trivial se e somente se o
determinante da matriz dos coeficientes é zero. Calculando seu determinante en-

contramos que r; = 3 e ry = % sao autovalores da matriz de coeficientes de (3.5) e

1 0
os autovetores sio ¢ = <O> e £ = <1>
1 0
Assim, a solucao geral é - c1 e + ¢y est,
U 0 1

Como os autovalores sao positivos a origem é chamada de n6 instavel do sistema

linear (3.5) e, também, do sistema nao linear (3.2).

(%, O). Esse ponto corresponde a um estado em que a espécie x sobrevive a compe-

ticao, mas a espécie y nao. O sistema linear correspondente é:

d [uy —g Uy
i) - )C) 0

Os autovalores e autovetores sao

e BN QSN [SV]

e sua solucao geral é

U1l 1 _ 3y —6
= e 2+ ¢y e
U9 0 19

3
2

e, portanto, ¢ um ponto de equilibrio instavel do sistema linear (3.6) e do sistema

Como os autovalores tém sinais opostos, o ponto ( O) ¢ chamado de ponto de sela

ndo linear (3.2).

(0,2). Nesse caso, somente a espécie y sobrevive. A andlise é semelhante a andlise

3

para o ponto (5, O). O sistema linear correspondente é:
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d (75} % 0 Ul
wle)- ()

Os autovalores e autovetores sao

5} 0
Ty = —2, 1) — : (2) — )
) § (_3> 3 1
“ = g e%t + ¢y 0 e 2
U9 -3 1

Logo, o ponto (0,2) também é um ponto de sela.

mr =

N | —

e sua solucao geral é

° (%, %) Esse ponto de equilibrio corresponde a um estado de coexisténcia das duas

espécies. Os autovalores e autovetores do sistema linear correspondente

d [uy —% — Uy
i) -3 D) o

gl ooy

Sao

(A1

—110 + /5100 —110 — +/5100 €
= 7" =
100 )2 100 ’

Il
N
| —
ot —
~___~
ass

S
I
VR
Lo
—_
~__

Portanto, a solu¢do geral da equacao (3.8) é

(751 11 —110++/5100, 2 —110—+/5100,
=C e 100 + o e 100 .
Us ) —11

Como ambos os autovalores sao negativos, o ponto de equilibrio (%, %) é¢ chamado
de no assintoticamente estavel do sistema (3.8) e do sistema nao linear (3.2). Todas

as trajetorias se aproximam do ponto de equilibrio quando ¢ — oo.

Podemos ver no exemplo (3.1) que em alguns casos, a competi¢ao entre as duas espé-
cies leva a um estado de equilibrio de coexisténcia, enquanto em outros casos a competicao
pode resultar na extin¢ao de uma das espécies. Analisando o sistema geral (3.1) encon-
tramos quatro possibilidades para pontos de equilibrio a partir da posicao relativa entre

as retas r e s, que sdo obtidas a partir de dx/dt = dy/dt = 0. (ver figura (3.2)).

e —ox—ay=0es: € — 0y —azxr =0 (3.9)
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Denotando por (X,Y) um ponto de equilibrio em qualquer um dos quatro casos, temos
que o sistema (3.1) é quase linear em uma vizinhanca de cada ponto critico, conforme o

teorema (2.1).

62/02~

€1/

€1/

62/02

x €/0n € /0, X
(b)
v y
€3/024 €1/
€1/ €2/0
€/az€ /0 X €/0y €fanx
(© d)

Figura 3.2: Os quatro casos para duas espécies em competigao (3.1).

Dentre os quatro casos possiveis (veja [1]), ilustrados na figura (3.2), a coexisténcia s6
serd possivel em (c) e (d). Para esses casos, encontramos os valores nao-nulos de X e Y

resolvendo as equagoes algébricas (3.9), onde obtemos:

€102 — €2 €201 — €1(¥

X: Y:

0102—0410627 0102—041042.

(3.10)

Ainda mais, como €; — 01 X — Y =0e €3 — 02Y — ax X = 0, o sistema linearizado

correspondente é dado por:

d [u - X —aX U
a(0)-Cov =) () o

cujos autovalores sao dados por:

—(O'lX + O'QY) + \/(0'1X —+ O'QY)2 — 4(0’10'2 — 061C(Q)XY

5 (3.12)

T2 =

Se 0109 — ajapy < 0 a expressao dentro da raiz quadrada na equagao (3.12) é positiva
e (01X +03Y)? —4(0109 — 1) XY € maior do que (07X +02Y)?, e entdo os autovalores
sao reais e de sinais opostos. Consequentemente, o ponto de equilibrio (X,Y’) é um ponto
de sela (instavel) e a coexisténcia das espécies nao é possivel.

No entanto, se o102 —ajas > 0, entao a expressao dentro da raiz quadrada na equagao

(3.12) é menor do que (01X + 02Y)% Os autovalores sio reais e distintos, ou complexos
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conjugados com parte real negativa. Observamos que:

(1 X +03Y)? — 4(0102 — a1ap) XY =
= (UlX)2 + 20102XY + (UQY)Q - 40102XY + 40&1@2XY =
= (O'lX)2 — 20’10'2XY + (O'QX)Z + 40610(2XY =

= (0’1X — JQY)2 + 4@1&2XY > 0.

Assim, como a raiz de (0,X — 02Y)? + 4oy XY & sempre positiva, os autovalores
nunca podem ser complexos. Portanto, o ponto de equilibrio € um né assintoticamente
estavel e uma coexisténcia sustentavel é possivel.
Vamos agora, relacionar esse resultado com as figuras (3.2)c e (3.2)d. Na figura (3.2)c,
da posicao relativa entre as retas temos:
€1 €2

— > —(610{2 > 620’1) e
01 (0]
€9 €1
—_— > —(62041 > 610'2).
02 aq

Usando essas desigualdades junto com o fato que X e Y dados pela equagao (3.10)
sao positivos, somos levados a desigualdade o109 < ajap. Assim, para este caso, o ponto
de equilibrio de coexisténcia das espécies € um ponto de sela.

Na figura (3.2)d, temos

€1 €2

— < —(61&2 < 620’1) e
01 Qg

€2

— < 6—1(62051 < 610’2).
092 (5]

Novamente, usando a condi¢ao de que X e Y sao positivos, nos leva a desigualdade
0109 > 9. Entao, o ponto de equilibrio de coexisténcia é assintoticamente estavel. Para

esse caso, podemos mostrar, também, que os outros pontos de equilibrio (0,0), (;—11,0>

e (O, 6—2> sao instaveis. Portanto, para quaisquer valores iniciais positivos para x e v,
02
as duas populacoes vao tender ao estado de equilibrio de coexisténcia dado pela equacao

(3.10). Mais detalhes sobre esse modelo podem ser encontrados em [1] e [7].

3.2 Modelo presa-predador

A predacao é um outro tipo de interacao entre populacoes em que a populagao preda-
dora usa a outra populagao (presa) como alimento. Assim, essa interagao é benéfica para
o predador e prejudicial para a presa, diferentemente do que ocorre para a competicao.

O primeiro modelo proposto para interacao presa-predador é atribuido a Volterra
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(1926), e considera que, na auséncia do predador, a presa cresce exponencialmente e, na
auséncia da presa, o predador tende a extincao.
Denotando por x e y as populagoes de presa e de predador, respectivamente, o modelo

é dado por

dz/dt = x(a — ay), (313)

dy/dt = y(—c + yx).

As constantes a, ¢, « e y sdo positivas onde a e ¢ sdo as taxas de crescimento de presas
e de mortalidade de predadores, respectivamente, e « e v descrevem o efeito da interacao
entre as populagoes.

Na sequéncia, temos por objetivo determinar o comportamento qualitativo das solu-

¢oes de (3.13), dada uma condigao inicial (xg, yo).

Exemplo 3.2. Iremos analisar as solucoes do sistema

dz/dt =z (3 — 1y) = 32 — Loy,

1 1

para x e y positivos.

Os pontos de equilibrio desse sistema sao obtidos resolvendo o sistema

3 1 1

1
29
equilibrio e o campo de dire¢oes para o sistema (3.14). Podemos observar que as trajetorias

Obtemos como pontos de equilibrio (0,0) e (3,3). A figura (3.3) mostra os pontos de

no primeiro quadrante podem sem curvas fechadas em torno do ponto de equilibrio (%, 3).
A seguir vamos examinar o comportamento local das solu¢oes proximas a cada ponto
de equilibrio. Primeiramente vamos encontrar o sistema linear correspondente, préximo

a origem. As funcoes

3 1
F(l‘,y) = 51‘ - §$y,
1
G(z,y) = —5y+ay,

possuem derivadas parciais continuas até segunda ordem. Sao elas:

3 1

1 1
Fy(xz,y) = 3~ 3¥ Golz,y) =y; Fy(zr,y) = —5%; Gy(z,y) = —5tz
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Figura 3.3: Pontos de equilibrio e campo de dire¢oes para o sistema (3.14).

Assim, o sistema correspondente é

3
20
dm) 2 “ (3.15)
dt 1 . .
U 0 —3 U2

3 1
1 27 é' 0 )
1 0
— - @ =
T2 27 f 1 )
de modo que a solucao geral é

“ =C L e%t + Co 0 e*%t.
U9 0 1

Assim a origem é um ponto de sela para ambos os sistemas, o linear (3.15) e o nao
linear (3.14), e portanto, instavel.

1
Agora, vamos analisar o sistema (3.15) proximo ao ponto de equilibrio (5, 3), onde

o sistema linear correspondente é

1

= 4 . 3.16
dt \ uy 3 0 Uz 10
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Os autovalores e autovetores da equagao (3.15) sao

3.
r = \/227 5(1) =

—_

ﬁ

[\
|
|

-

\.N.

78 2%
S
|

.. o N 1
Como os autovalores sdo imaginarios, o ponto de equilibrio (5,3 é um centro do

sistema linear (3.16) e, portanto, é um ponto de equilibrio estavel para esse sistema.

Observamos que o comportamento do sistema linear pode ser o mesmo, ou nao, do sistema
- 1 . - .

nao linear, de modo que a natureza do ponto (5, 3 | para o sistema nao linear nao pode

ser determinada por essa informacao.

Voltando para o sistema ndo linear (3.14) e dividindo-se a segunda das equagoes (3.14)

pela primeira, obtemos
dy _y(—3+7)

== 7 3.17
i~ 2 (3 1) 10
A equagao (3.17) é separavel e pode ser colocada na forma
1/3 1 1 1
—=z=—zy|dy= [ — | —= d
[5Gz 2 (0] o
3 1 1
21 “lnxg—y—x= 1
yIny+ e —cy—u k, (3.18)

onde k£ é uma constante de integracao e x e y sao positivos.
Embora nao possamos obter y como funcao de x, explicitamente, através da equacao

(3.18), & possivel mostrar que o grafico de (3.18) para um valor fixo de k ¢ uma curva
1
fechada em torno do ponto (5, 3). Logo, o ponto de equilibrio também é centro para o

sistema nao linear (3.14).

A figura (3.4) mostra um retrato de fase para o sistema (3.14). Para certas condigdes
iniciais, a trajetéria é uma curva fechada em torno do ponto de equilibrio, parecida com
uma elipse. A figura 3.5 mostra a dependéncia de x e y em ¢ para um conjunto tipico de
condigbes iniciais, onde observamos que z e y sdo funcoes periddicas de t (as trajetorias
sao curvas fechadas). Além disso, a oscilagdo da populagao predadora vem depois da

oscilacao de presas.

Podemos analisar o sistema geral (3.13) de maneira analoga ao exemplo anterior, onde

os pontos de equilibrio sdo (0,0) e (¢/7,a/a). Vamos agora analisar as soluc¢oes do sistema
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Figura 3.4: Retrato de fase para o sistema (3.14).
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Figura 3.5: Variacoes nas populagoes de presas e de predadores em relacao ao tempo para
o sistema (3.14).

linear correspondente perto de cada ponto de equilibrio.

O sistema linear correspondente préximo a origem:

d [u; a 0 Uy
i) -G ) () oo
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Os autovalores e autovetores sao

1
r =a, ® = :
1 § 0
0
= —c, €@ = ("),
2 § )

Logo, a solugdo geral da equagao (3.19) é:

1 0
Uy = ¢ eat + o e—Ct.
U2 O 1

Portanto, a origem é um ponto de sela e portanto, instavel.
Considerando agora, o ponto de equilibrio (¢/7,a/a) e fazendo a mudanga de variavel

r=(c/v)+uey=(a/v)+ v, temos o sistema linear correspondente:

d fu) 0 —ac/y\ (u
O

Os autovalores do sistema (3.20) sdo r = +iy/ac. Entao, o ponto de equilibrio é um
centro estavel para o sistema linear. Vamos dividir a segunda equacao pela primeira para

encontrar as trajetorias do sistema (3.20). Assim

dv  dv/dt  (ya/a)u
du ~ dufdt — (ac/y)v ~

%vvarﬂudu:O,

v a
ou
o? cv dv +v* au du = 0. (3.21)
Consequentemente,
v au® + o® cv® = k, (3.22)

onde k é uma constante de integracdo nao-negativa. Assim, as trajetorias do sistema
linear sao elipses.
Note que o sistema (3.13) pode ser reduzido a uma tnica equagao,
dy _ dy/dt _ y(—c+yx)

de  dz/dt  z(a—ay) (3.23)
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A equagdo (3.23) é separavel e assim temos:
a— oy —Cc+ vy
z(a—ay)dy = y(—c+ vyx)de = dy = dx,
Y
(2 — a) dy = (—E +7> dz,
Y x
(g—a) dy + <£—7> dr = 0.
Yy x
Integrando temos
alny —ay+clnx —yr =C, (3.24)

onde C & uma constante de integragio. I possivel mostrar que o grafico da equacio (3.24)
¢ uma curva fechada, para C fixo, em torno do ponto de equilibrio (¢/v,a/«). Para uma
demonstracao, ver pag. 55 de [8]. Portanto, o ponto de equilibrio também é um centro
para o sistema geral ndo linear (3.13).

Na analise da estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo de presa-predador do
sistema geral (3.13) vimos que temos um centro estavel como ponto de equilibrio para
o sistema linear e portanto nada podemos concluir sobre a estabilidade deste ponto de
equilibrio para o sistema nao linear. No entanto, como podemos ver em [8], apds mani-
pulacoes algébricas é possivel mostrar que o ponto de equilibrio que é centro estével para
o sistema linear é também um centro para o sistema nao linear.

Em [3] é apresentada a fun¢do V(x,y) abaixo para o estudo do equilibrio nao trivial.

x —ZE* o y _ *
v(x,y):/ 1 dn+;/ St dé,
. i,

Ul §
ondex*:fey*:g.
v o
Usando (3.13) temos

e assim

av _dVdI+dde_
S odxdt  dy dt
:c—m*dx+g y—y* d_y_

x dt vy Y dt
Entao, V(z(t),y(t)) = V(2(0),y(0)) = c e a solucdo de (3.13) para V(z(0),y(0)) é

uma solugao periodica de (3.13).

0.

Hsu [3] também apresenta exemplos de funcoes de Lyapunov para alguns modelos em

Ecologia e em particular, para algumas variagoes do modelo presa-predador cléssico.



4 Alguns critérios para a existéncia de

solucoes peridodicas

Periodicidade ¢ um fenémeno presente nos seres vivos, desde o ciclo celular, que go-
verna a taxa e o ritmo da divisao celular até o ir e vir de populacoes em seu meio natural.
As trajetorias de sistemas bidimensionais podem ser trajetorias fechadas no plano de fase.
Mas, em muitas situacoes, uma solucao peridédica é uma situacao final do processo, ou
seja, solugoes proximas tendem a essa solugao periodica. ([1]).

No entanto, um ciclo limite é uma trajetoria fechada e isolada. Isolada significa que
trajetorias vizinhas nao sao fechadas, ou seja, elas espiralam em direcao ao ciclo limite
ou afastam-se do mesmo. Em um plano de fase, um ciclo limite é qualquer trajetoria
fechada orientada e simples que ndo contém pontos singulares (pontos onde nao ha fluxo).
A curva deve ser fechada para que o ponto ao longo do ciclo retorne a sua posigao inicial
em intervalos de tempo fixo e entao execute o movimento peridédico. A trajetéria também
deve ser simples, ou seja, nao pode se cruzar pela propriedade de unicidade das equacoes

diferenciais.

Clmme instavel

Ciclo limite estavel Ciclo limite semi-estavel

Figura 4.1: Ciclos limites.

O que diferencia um ciclo limite de ciclos que circulam um centro é o fato que em um
ciclo limite as trajetorias adjacentes tendem para uma trajetoria fechada, ou seja, pontos
da vizinhanca irao se aproximar do ciclo limite se t — +00 ou t — —o0. Se isto acontecer,
(para todas as trajetorias adjacentes), o ciclo limite é estavel. Caso contrario dizemos que
¢ instavel. Em alguns casos diremos que é semi-estavel, como na figura 4.1.

Consideremos um sistema autéonomo nao linear

{”“"/ = F(zy) (4.1)
y = G(r,y).

39
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Em geral nao hd muitos métodos que podemos utilizar para concluirmos se h& ou
nao ciclos limites para o sistema (4.1). Procuramos ciclos limites em sistemas que fisica-
mente nos dao sugestoes que algo esta se repetindo, como por exemplo, a divisao celular.
Primeiramente vamos estabelecer critérios para a nao existéncia de ciclos limites.

Os dois critérios que seguem sao tteis para podermos excluir a presenca de um ciclo

limite, e por essa razao sao chamados de critérios negativos.

Teorema 4.1. Critério de Bendizson. Suponhamos que D € uma regiao simplesmente
coneza do plano (ou seja, D € uma regiao sem buracos). Se a expressio OF /0x + 0G [y
é nao identicamente nula (isto é, € diferente de zero para todo (x,y) em D) e nao muda

de sinal em D, entdo nao existem orbitas fechadas nessa regido.

Demonstracao. Suponhamos que exista uma orbita fechada C' na regiao D. Pelo Teorema

/ F(z,y)dy — G(x,y)dx = // (8—F + (9_G) dxdy, (4.2)

onde S é a regiao delimitada pela curva C.

de Green:

Pelo nosso sistema

de/dy dx  F(x,y) B
aydt =0 Glry) = G(z,y)dx = F(x,y)dy.

Logo, a integral de linha é zero e concluimos que

I (2 425) o

Mas, isto contraria a hipotese de que

F
0 - oG # 0 e nao muda de sinal.
dr Ay

Portanto, ndo existem orbitas fechadas [7]. O

Exemplo 4.1. Usaremos o Critério de Bendixson para concluir que nao héa ciclo limite

y =3z +1y>+ 2.

para o sistema

Calculando F, + G, temos:
F,+G,=32"+3y*+2>0,

para quaisquer z,y do plano. Assim, ndo hé trajetorias fechadas no plano xy.

Teorema 4.2. Critério de Dulac. Suponhamos que D € uma regidgo simplesmente coneza

do plano, e suponha que existe uma fun¢io B(z,y), continuamente diferencidvel em D,
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tal que a expressao

J(BF) 0(BG)
ox * dy

€ nao identicamente nula e nao muda de sinal em D. Entao nao hd orbitas fechadas nesta

T€g1a,0.

O critério de Bendixson é um caso particular do critério de Dulac, tomando
B(z,y) = 1.

Exemplo 4.2. O sistema

x’ Yy
y =-—z-y+a®+y’
nao possui orbitas fechadas no plano. Aplicando o critério de Bendixson temos:
F,+ Gy, =—-1+2y.

Assim, nao existem solucoes periddicas acima ou abaixo da reta y = %, onde F, + G, tem

1

sinal definido. Talvez possa existir uma orbita fechada que corte a reta y = 5.

Aplicando agora o critério de Dulac com B(z,y) = e > temos

0(BF)  9(BG) ) )

Y22 2 2
5 3y e ay[e (—z —y+2*+9°)

— _26—2:By _ 6—2:p + 26—2xy

= —e® <0VreR.

Como —e 2* tem sinal definido em R2, podemos assegurar que nao existem o6rbitas

fechadas em todo o plano.

Existe uma grande flexibilidade para a escolha da fungao B(z,y), porém a unica
condigao indispensavel é que ela seja continua. Ainda que o enunciado do critério de Dulac
em [9] ndo exija que a fun¢do B(z,y) seja positiva definida, as fungbes nesta referéncia
tem seus sinais definidos. O exemplo a seguir mostra que esta propriedade em geral é

desejada.

Exemplo 4.3. (Exemplo 3.3.19, p.70 de [10]) Para o sistema

T =yt oy
Yy =—x+ay,

F
aé ) + %G) =22+ y* > 0, V(2,9) # (0,0) e o critério de Bendixson per-
z Y

mite descartar a existéncia de solugoes periddicas. Se aplicamos o critério de Dulac com

temos
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B(x,y) = % — y?, que nao tem sinal definido, ji que se anula ao longo das retas y = +x,

obtemos:

J(BF) 0(BG)
ox + oy

que também nao tem sinal definido. Entao, nao podemos afirmar a auséncia de solucoes

= o'+ dxy — ¢,

periodicas. Se, ao contrario, tomarmos B(x,y) = 22 + y* (que é positiva definida) temos
JO(BF) N d(BG)
ox dy

solucoes periddicas segundo o critério de Dulac.

= 2% + 622y + y* > 0 para todo z,y > 0, e portanto nao existem

Devemos ressaltar que:

e Nem toda fungao de sinal definido funciona como B(z,y). No exemplo anterior se
J(BF) N J(BG)

5 oy = (e =) 307 4 ) que

B(z,y) = z*y* temos que
é de sinal indefinido.

Encontrar a funcao adequada pode demandar grandes doses de intuicao e criativi-
dade.

Agora que sabemos como excluir 6rbitas fechadas, iremos nos voltar para a tarefa
oposta: encontrar métodos para definir que existam oOrbitas fechadas em um sistema

particular. O teorema a seguir é um dos poucos nesta direcao.
Teorema 4.3. Teorema de Poincaré-Bendixzson : Suponhamos que
(1) R € um subconjunto fechado e limitado do plano;

(2) ' = f(x) é um campo vetorial continuamente diferencidvel em um conjunto aberto

contendo R;
(3) R nao contém qualquer ponto de equilibrio; e

(4) Existe uma trajetoria C' que estd “confinada” em R, no sentido que C inicia em R e

permanece em R para todo tempo futuro (Figura 4.2).

Entao C' é uma orbita fechada, ou tende para uma orbita fechada quando t — co. Em

qualquer um dos dois casos, R contém uma orbita fechada (mostrada na figura 4.2).

Quando aplicamos o teorema de Poincaré-Bendixson as condigdes (1)-(3) sdo mais
faceis de serem verificadas. Para verificar (4), como garantir que a trajetoria C' existe?
A ideia padrao é construir uma regiao de atracao R, isto é, um conjunto fechado conexo
tal que o campo vetorial aponta “para dentro” em todo lugar na fronteira de R (Figura
4.3). Entao, todas as trajetorias em R estdo confinadas. Se podemos também afirmar que
nao ha pontos de equilibrio em R, entao o teorema de Poincaré-Bendixson garante que R

contém uma oOrbita fechada.



43

‘

Figura 4.2: Trajetoria C' confinada em R

Figura 4.3: Regiao de atracao.

Exemplo 4.4. Considere o sistema

(4.3)

¥ =1 —y—x(2®+ 5y%),
y=x+y—y@®+y?)

Temos que a origem (zg,yo) = (0,0) é um ponto de equilibrio. Vamos analisar sua

estabilidade. Calculando as derivadas parciais temos que o sistema linear correspondente

d fu) 1—322—5y2 —1—10z0yo u
dt \ v 1—2x0yo  +1—2a2—-32) \v)
Logo, para (zg,yo) = (0,0), temos:
d fu\ (1 -1 u
d\v) \1 1 v]

Calculando os autovalores deste sistema linear

1—r =1 )
det 1 :0:>7"1’2:—|—1:|:Z.

1—17r

Como Re(ryz) > 0, temos que (0,0) é um ponto espiral instavel.



44

Agora vamos escrever o sistema (4.3) em coordenadas polares. Primeiramente vamos

mostrar que ' = xz’ +yy' e 0 = (xy — 2'y) /7>

= 0
{ v ey , com r >0, onde r =7r(t) e 6 = 0(t).
y =rsenf

Entao temos que
P4yt =r=r =22+ 192

Derivando r em relacao a t temos

d 1 d d
d_z — §(m2 + yz)_% (Qxd—f + de—?;> (pela regra da cadeia)
Logo,
1
r = ;(xx' +yy')
Portanto,

rr’ = xx’' +yy'.

De (4.4) obtemos:

ili_:f = 1" cosf + r(—sen6)d’

d
d—? =r'senf + r(cos )6
Multiplicando (4.6) por (rsenf) e (4.7) por (rcosf) vem:

rsen @ @ _ rr’ sen 6 cos @ — r?(sen )20
dt

d
(r cos O)d—?; = rr’sen 6 cos § + 1*(cos 0)*¢

Tomando a equagao (4.8) menos a equacgao (4.9), obtemos sucessivamente:

2’y — zy’ = —r?(sen0)?0’ — r?(cos 0)%¢',

'y — xy’ = —r?0'(sen? § + cos? 0),

g — vy —a'y
==z

(4.4)

(4.10)

Usando (4.5) e (4.10) acima demonstradas, o sistema (4.3) em coordenadas polares
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fica:
xvx' +yy = 2% — vy — 2%(2? + 592) + 2y + v* — v — 3 (2? + y?)
vz +yy = 2% +y? — (2% + y?)? — da*y?
rr’ =r? —rt — (22.r% cos? 6.r* sen? 0)
rr’ =% —rt —r(2.cosf.sen 6)?
% =7 —13—1r3(2.cosf.sen)? (usando sen(f + ) = 2senf cosb)
% =7r(1 —r?—r?sen?(20))

e também:

vy —yr' = 2* + zy — vy(2® + y?) — vy + v + vy(a? + 5y%)
xy —yr' = (22 + y?) — 23y — 2® + 23y + Hay?

vy —yax' = (2 +y°) + oy’

0'r* = r? + 4(r cos 0.13 sen® 0)

0'r? = r? + 4r*(cos §. sen® )
do

== 1 + 4r*(cos 6. sen® 0)

Logo, (4.3) em coordenadas polares:

dr
— =7r(1—7r?—r?sen?(20))
dt (4.11)
df 5 5

— =1+ 4r*(cosf.sen” 0)

dt

Queremos agora encontrar uma regiao onde as trajetérias se iniciam e permanecem

dentro da mesma. Para isso vamos impor condigbes para a primeira equacdo de (4.11).
A primeira condicao sera dr/dt > 0 (e encontramos um 7,,;,) e depois dr/dt < 0 (para
encontrarmos r,,q,). Assim vamos determinar uma regiao entre dois circulos onde se tem
uma trajetoria fechada.

Temos
dr

dt

Impondo a primeira condi¢ao dr/dt > 0, como r > 0 devemos ter

=r(1 —r* —r?sen®(20)).

1 —7r? —r?sen?(20) > 0.
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Z N .

Figura 4.4: Plano de fase para o sistema (4.3).

Como 1 + sen?(260) < 2, temos

r? (1 + sen?(26)) < 2r?

—7? (1 + sen?(20)) > —2r?
1—7r?(1+sen?(20)) > 1 —2r?
1

7

Vamos agora impor a condi¢ao dr/dt < 0, como r > 0 entdo devemos ter

Impondo que 1 — 2r? > 0, temos 7y, =

1 —7? —r?sen?(20) < 0.
Usando o fato que sen?(20) > 0, temos:
sen?(260) +1 > 1
r? (sen?(20) + 1) > r?
—r? (sen?(20) + 1) < —r?

1—r?(sen®(20) +1) < —r? +1

Impondo que —r? +1 < 0, temos 7pqz = 1.

Assim, encontramos dois circulos concéntricos com 7pin € Tmaz, tais que ¥ < 0 no
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circulo exterior e ' > 0 no circulo interior. Entao o anel 0 < 7, < 7 < T)ee SEra a
nossa regiao desejada. Note que para essa regiao nao ha pontos de equilibrio no disco
encontrado, desde que, r,,;, > 0 e assim o teorema de Poincaré-Bendixson implica na
existéncia de uma orbita fechada.

No capitulo seguinte apresentamos uma variacao do modelo presa-predador onde o

critério de Dulac é utilizado.



5 Variacoes do modelo classico

presa-predador

O modelo de Lotka-Volterra, embora nao seja totalmente realista com as complexas
relagoes que acontecem na natureza, mostra que simples interacoes de presa-predador
podem resultar em comportamento oscilatério das populacoes. Uma das suposicoes que
nao atende a realidade no modelo de Lotka-Volterra (3.13), é a de que o crescimento
da presa ¢ ilimitado na auséncia de predadores (y = 0). No modelo classico (3.13), os
termos que estao entre parénteses sao as taxas de crescimento per capita dependente das
densidades das populacoes. Para um modelo mais realista essas taxas de crescimento

deveriam depender de ambas densidades da presa e do predador como em

dr/dt = 2 F(x,y), 65.1)

dy/dt = yG(z,y),

onde F,G dependem da interacdo das espécies, dos tipos de espécies, etc.
Primeiramente, podemos esperar que a presa satisfaca um crescimento logistico na

auséncia de qualquer predador, como no modelo (3.13), ou que tenha uma dinamica de

crescimento similar e que possui uma capacidade de suporte. Entao, por exemplo, uma

equacao para a populagao da presa que seja mais realista pode ser da forma
dz/dt = zF(z,y), onde F(z,y) =7 (1 — %) —yR(z), (5.2)

onde R(x) é um dos termos de predacao discutidos abaixo e /3 é a constante de capacidade
de suporte para a presa quando y = 0.

O termo de predacao, é a resposta funcional do predador & mudanca na densidade
da presa e que geralmente mostra um efeito de saturacao. Em vez de uma resposta do
predador (azy), como no modelo de Lotka-Volterra (3.13), tomamos yzR(x) onde zR(x)
satura para um z suficientemente grande. Alguns exemplos sao

A Az All — e 7]

R(x) = 1 R(z) = oo R(z) = — (5.3)
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onde A e B e a sao constantes positivas.

Uma variagao do modelo classico de Lotka-Volterra é o proposto por Schoener (ver [8]).
Neste modelo, o crescimento das presas ¢ limitado e a taxa de crescimento da populacao de
presas, que no modelo de Lotka-Volterra era uma constante, serd agora representada por
uma funcao. As equacoes que descrevem o modelo presa-predador proposto por Schoener
Sa0:

dx/dt = rx (é - 1) — by,
v (5.4)
dy/dt = y(—c+yz),

onde r é uma constante real positiva e S é a capacidade de suporte.

Para uma anélise dos pontos de equilibrio do modelo de Schoener ver pag. 69 de Bessa
8]

A equagao da populacdo do predador, a segunda de (3.13), pode também ser modifi-

cada para ser mais realista do que a do modelo cléssico de Lotka-Volterra (G = (—c+~vx)).

Possiveis formas sao:

Glx,y) =k (1 - %) , G(x,y) = =\ + pR(x) (5.5)

onde k, §, A e u sdo constantes positivas e R(x) é como em (5.3). A primeira fungio
de (5.5) diz que a capacidade de suporte para o predador é proporcional & densidade da
presa.

Os modelos dados por (5.1), (5.4) e (5.5) sdo apenas alguns exemplos de muitos que
j& foram propostos e estudados.

Apresentamos a seguir uma variacao do modelo cléssico presa-predador proposto em
[3] e que, diferentemente do classico, nao possui solucoes periodicas.

Modelos classicos como o modelo de Lotka-Volterra podem ser usados em um ambiente
homogéneo, porém geralmente, o ambiente é heterogéneo e pode ser representado usando
um conjunto discreto de agrupamentos conectados por migragao. Na situacao mais sim-
ples, um grupo de dois agrupamentos é utilizado e o modelo matematico é composto de
duas partes, uma descrevendo a interacao presa-predador local e um descrevendo a dis-
persao de um agrupamento para o outro. No modelo a seguir, o objetivo foi estudar o
efeito da migracao do predador, que é dependente da densidade da presa, na estabilidade
do sistema presa-predador, assumindo que presas atraem predadores, isto é, predadores
permanecem em um dado agrupamento quando a densidade das presas é grande e deixam
esse agrupamento quando a densidade da presa é pequena.

Sejam ny(t) e ny(t) as densidades das populages das presas, no tempo ¢, localizadas
em dois agrupamentos. Os predadores sao representados pelas densidades da populacao
em seus ambientes p;(t) e po(t) no tempo t.

Assumimos que migragoes e interagoes bioticas (interagdes que se podem estabelecer
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entre os seres vivos que ocupam o mesmo ecossistema) tém duas diferentes escalas de
tempo caracteristicas: migragoes sao rapidas e o ritmo de crescimento populacional e
o ritmo de mortalidade bem como predacao sao lentos. Ao longo da escala de tempo
rapida, o total da populagao de presas (n(t) = ni(t)+no(t)) e da populagao de predadores
(p(t) = p1(t) + p2(t)) s@o constantes.

Ao longo da escala de tempo lenta, o total da populacdo de presas e o total da po-
pulagao de predadores (n e p) nao sao constantes. Considerando as equagoes das presas,
sua dinamica em cada agrupamento, ¢ representada por um termo positivo descrevendo
o crescimento natural e um termo negativo representando as presas mortas por predado-
res. Para as equacgoes do predador, consideramos uma constante de taxa de mortalidade
natural e assumimos que crescimento é proporcional a densidade de presas capturadas.

De acordo com as suposigoes anteriores, o sistema completo, ao longo da escala de

) t
tempo rapida 7 = — (onde t é a escala de tempo lenta ), proposto em 3] é da forma:
5

(

dn
— = (m/(p2)ny — mlp)m) +elrim — armipy]
dn
— = (m(p1)ny — m/(p2)ng) + 5[7“2”2 — a2n2p2]
jT (5.6)
% = (K'p2 — kp1) + e[=map1 + binup]
d
{ 0%2 = (kp1 — K'p2) + e[—mapa + banaps],

onde 7;(i = 1,2) representa a taxa de crescimento intrinseco da populacdo da presa no
agrupamento ¢. Como os agrupamentos tém caracteristicas distintas é assumido que
os parametros r; e ro podem ser diferentes. Consideramos o tipo mais simples I de
resposta funcional em cada agrupamento: a; e b; sao os paramentros de predacao no
agrupamento ¢. O termo m; ¢ a taxa de mortalidade natural do predador no agrupamento
i. Os parametros constantes k e k' representam as taxas de migracao do predador do
agrupamento 1 para o agrupamento 2 e inversamente. As taxas de migracao dependem

da densidade do predador, como a seguir:

m(p1) = ap1 + ag e m'(p2) = Bp2 + ap.

Quanto mais predadores sao encontrados em um agrupamento, mais as presas tendem
a deixar este ambiente. Em outras palavras, predadores tendem a aumentar a taxa de
migracao da presa em cada agrupamento. Note que ag, o e S sdo parametros positivos e
£ ¢ um parametro sem dimensao, significando que processos bidticos sao assumidos como
sendo lentos.

A referéncia [3] constr6i um modelo reduzido que é chamado de modelo agregado.
Este modelo, que é composto por duas equacoes, descreve a dinamica do total de presas
e predadores, ao longo da escala de tempo lenta t. O primeiro passo é desconsiderar a

parte lenta das equacoes e estudar apenas o modelo de dispersao rapida. Primeiramente
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é calculado o equilibrio para a parte do sistema com a escala de tempo rapida. Para isto,

define-se
n(t) = ni(t) +na(t) e p(t) = pr(t) + p2(t)

como o total de densidade das presas e dos predadores respectivamente e tomamos € = (
no sistema (5.6). Calcula-se os pontos de equilibrio do sistema obtido e tem-se o seguinte

ponto de equilibrio para a parte do sistema com escala rapida:

Pl = [P, Dy = H2p,
(5.7)

onde p; representa o ponto de equilibrio da proporgao da escala réapida do predador no
agrupamento i, enquanto 7;(p) nos da a mesma interpretacao para a populacdo de presas

na zona 7. Todas essas proporcoes sao dadas por:

B k' B k
/Ll_k+k,a ,MQ_k_i_k,? (58)
Qg+ Bpuagp _aptaup .
Ul(p)—m, Uz(p)—m

onde § = apy + Bus.

Utilizando o método de agregacao, dado em [3| retorna-se ao sistema inicial completo
(5.6), substituindo o ponto de equilibrio para a parte do sistema com a escala de tempo
rapida (5.7) e adicionando as duas equagoes das densidades locais das populacoes das

presas e predadores. Obtem-se o seguinte sistema, quando usamos a escala de tempo

lenta ¢:
n'(t) = ;(rn + anp — bnp?) = F(n, p)
1
"(t)=—-—M — (b 2) =
p'(t) p+5p+2a0(np+cnp) G(n,p),
onde

r = ao(ry + 12),

a = 11Bus + reapy — ap(arpy + aspiz),

(ol

= pia(a1B + asar),
(5.10)

M = mqyp + mapia,

b= ag(bip1 + bapta),

c = (b1 + bocx).

\
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Os pontos de equilibrio do sistema (5.9) sao dados por
n=0e —bp*+ap+r=0,

na segunda equagao temos uma raiz positiva, dada por

a+ a2+ 4rb

2b

p =
As p-nuliclinais sao dadas por:
p=0e — Mdp —2a9M + nb+ cpn =0,

a segunda p-nuliclinal pode ser escrita como

—bn + 200 M M (dp + 2a)
p=—""17969#Z9#9—oun=-———.
cn — Mo cp+b

De acordo com os valores dos parametros, existem duas situacoes:
(1) Caso 1: Se 2apc — bd < 0.
(2) Caso 2: Se 2apc — bd > 0.

Em qualquer um dos casos, temos dois pontos de equilibrio: (0,0) e (n*,p*) onde

. M((Sp*+2040)e* a-+ Va2 +4rb
n=———— — :

cp*+b P 2b
A matriz Jacobiana do sistema (5.9) é da forma:

r 4 ap — bp? n(a—25p)(5p+2a0) —6(r + ap — bp?)

J(n,p) = op + 2ag (dp + 2a9)?
’ bptep® _p nbrep) o c(dp+2a0) — b+ cp)
op + 2 op + 2 b (6p + 20)?

e Para o ponto de equilibrio (0,0), temos

’
— 0
J(0,0) = | 20
0 -M

. . . . r ~
Esta matriz tem dois autovalores reais com sinais opostos: S e —M, entao (0,0)
Qo
é sempre ponto de sela.
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e Para o ponto de equilibrio (n*, p*)

J(n*,p*) =

1 0 M (209a — bSp*? — dbagp* — 07)
(b + cp*)(6p* + 2a0) \ p*(b+ cp*)? p* M (209¢ — 6b) '

Esta matriz tem determinante positivo C":

p*M TS, %2 7 * 76, x2 7 *
C= m((ﬁp + 4bogp™ + 6r — 2apa), (bop*” + 4bagp™ + or — 2apa) > 0,

porque 4bagp* — 2apa = 2a9V a2 + 2rb > 0.
Seja B o traco da matriz Jacobiana, entao

p*M (2c9c — b)
(b + cp*)(dp* + 2a)’

e A = B? — 4C. Entao, temos dois autovalores para a matriz Jacobiana J(n*, p*)

dados por:
B—+VA B+ vA
Alz—eA2:+—seA>0
2 2
ou
B —iv—A B+iv—A
A1:+eA2:+ZTseA<O.

Entao, para a estabilidade do ponto de equilibrio (n*, p*), temos as seguintes situa-

coes:

(1) Caso 1: Se B < 0, temos dois autovalores com parte real negativa (quando
A > 0) ou dois autovalores complexos com partes reais negativas (quando
A > 0); e em ambos os casos, (n*,p*) é um ponto de equilibrio estavel (um

foco ou um no).

(2) Caso 2: Se B > 0, temos dois autovalores com parte real positiva (quando
A > 0) ou dois autovalores complexos com partes reais positivas (quando

A < 0); e em ambos os casos (n*,p*) é um ponto de equilibrio instavel.

O termo B pode ser igual a zero, e neste caso, a linearizacao do modelo agregado
nao é suficiente para concluir qualquer informacao sobre a dinamica do modelo agregado
nao-linear.

Demonstra-se que, para qualquer B # 0, o modelo agregado nao pode ter oOrbitas
fechadas usando o critério de Dulac. Para o caso B = 0, consultar [3].

Considerando o sistema (5.9), se definirmos
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entao temos:

_ 1 r _
F R _
(n,p) 5p+ 200 (p +a bp) ,

— M 1
G =——4+ —-(b
assim _ _
oF 0 oG 2a9c — Ob
on dp  (dp + 2ayp)?
. OF 0G . . o :
Como a expressao n + o nao muda de sinal para n e p positivos e usando o cri-
n P

tério de Dulac e o teorema de Poincaré-Bendixon, podemos concluir que quando B # 0
entao nao existe orbita fechada. Mas precisamente, quando B > 0, o ponto de equili-
brio (n*, p*) torna-se instavel enquanto que quando B < 0, este equilibrio é globalmente

assintoticamente estavel.



6 Conclusao

Buscamos neste trabalho o estudo de critérios de estabilidade de pontos de equilibrio
de equacoes diferenciais nao lineares, em particular, modelos bidimensionais. Em um
exemplo apresentado, o modelo presa-predador, foi possivel observar a existéncia de solu-
¢oes periddicas mesmo com todos os parametros constantes. Apresentamos entao, alguns
critérios que nos permitem, as vezes, analisar a existéncia ou nao de solugoes periddicas
para um determinado sistema. O estudo do artigo [3] nos possibilitou observar uma vari-
acao do modelo presa-predador que nao possui solucao periodica, utilizando-se o critério
de Dulac.
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A Sistemas Lineares Homogéneos com

Coeficientes Constantes

Um sistema linear homogéneo com coeficientes constantes é da forma
t' = Az, (A.1)

onde A é uma matriz constante n X n. A menos que se diga o contrario, iremos supor que
todos os elementos de A sao nimeros reais.

Se n =1, o sistema se reduz a uma tnica equacao de primeira ordem

dx
— =ax, A2
cuja solucao é x = ce®.
Queremos encontrar solucoes de equilibrio resolvendo Ax = 0. Suponhamos que

det A # 0, de modo que a tnica solucao de equilibrio é x = 0.

Para n > 2 vamos supor que a solugao do sistema (A.1) seja da forma
x =&, (A.3)

onde o expoente r e o vetor constante £ devem ser determinados. Substituindo x dado

por (A.3) no sistema (A.1), obtemos
rée’ = Age™.
Como e # 0 para todo t € R, obtemos A¢ = r&, ou
(A—rD)¢ =0, (A.4)

onde I é a matriz identidade n x n. Portanto, o vetor = dado pela equac¢ao (A.3) é uma
solugdo da equagdo (A.1), desde que r seja um autovalor e £ seja um autovetor associado
da matriz de coeficientes A.

Os autovalores 71, ...,7, (que nao precisam ser distintos) sao raizes da equagao poli-

a7



Autovalores reais e distintos
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nomial de grau n

det(A—rI) = 0. (A.5)

A natureza dos autovalores e dos autovetores associados determina a natureza da solucao
geral do sistema (A.1). Supondo que A é uma matriz real, existem trés possibilidades

para os autovalores de A:
(1) Todos os autovalores sao reais e distintos entre si.
(2) Alguns autovalores ocorrem em pares conjugados.

(3) Alguns autovalores sdo repetidos.

A.1 Autovalores reais e distintos

Se os autovalores sio reais e distintos, entdo existe um autovetor real £ associado a
cada autovalor r; e os n autovetores £, ... £ sdo linearmente independentes. Entdo

as solugoes que correspondem ao sistema diferencial (A.1) sao
g () = eWent M (t) = eMernt, (A.6)

Mostremos agora que estas solugoes formam um conjunto fundamental, calculando seu

wronskiano:
ggl)erlt o 5%”) ernt
WzW, .. ™) = : : (A7)
5&1)67"115 o g’r(ln) ernt
1 n
g’ g
— e(r1+...+rn)t
1 n
¢l U 3
A funcdo exponencial nunca se anula e os autovetores £, ... £ sdo linearmente in-
dependentes. Como o determinante no tltimo termo da equagdo (A.7) é diferente de
zero, podemos concluir que o wronskiano W[z™M, ... 2(](¢) nunca se anula. Entdo,
M .. 2™ formam um conjunto fundamental de solucdes. Assim, a solucao geral da

equagao (A.1) é da forma

= EWent . 4 £Memt, (A.8)
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A.2 Autovalores complexos

Os autovalores complexos aparecem sempre em pares conjugados, ou seja, se 1y =
A+ iu, onde X\ e p sdo reais, ¢ um autovalor de A (a matriz de coeficientes reais da
Equacao (A.1)), entdo ro = A — i também é um autovalor. Além disso, os autovetores
associados £ e £ também sio complexos conjugados. De fato, suponha que r e £

satisfazem

(A=rDE®M =0 (A.9)

Calculando o conjugado da equagao (A.9), obtemos

(A=7I)EW =0 (A.10)

Assim, 7, = 7 é um autovalor e £? ¢ um autovetor associado e as solucoes

= ¢
correspondentes da equacao diferencial (A.1) sao
e (1) = Went, 2@ () = Mt (A.11)

Note que buscamos solucbes reais, para isso vamos fazer 1) = a4 ib, onde a e b sio reais

e substituir na primeira equagao de (A.11), obtendo assim

zW () = (a+ib)eP Tt (A.12)
= (a+ib)e(cos ut + isen ut).

Separando x(!)(t) em suas partes reais e imaginarias, temos

zW(t) = eM(acosput — bsen pt) (A.13)
+ ieM(asen ut + bcos ut).

Escrevendo 2™ (t) = u(t) + iv(t), temos

u(t) = eM(acos ut — bsen put), (A.14)
v(t) = eM(asen ut + bcos ut)

que sao solugoes reais da equagao (A.1).

Agora vamos mostrar que u(t) e v(t), dados pela equacao (A.14) sdo linearmente
independentes.

Sejam r; = A +1ipu e 77 = A — iy um par de autovalores conjugados da matriz de
coeficientes A da equacdo (A.1): sejam £V = a + ib e €0 = a — ib os autovetores
correspondentes.

Vamos primeiramente mostrar que a e b sao linearmente independentes. Considere a
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equacio cia + cob = 0, vamos expressar a e b em funcao de ¢ e de @, obtendo:

M) — g+ ib 1) 4 g
{f_ atib _ &4 ED

Al
¢ =a—ib 2 7 (A15)
€D = aq+ib :>b_—z‘5(1>+@'@
—W:—a—i-ib 2

E entao substituindo em cja + cob = 0 temos:

(55) ()
C1 T + Co —_—

5 =0= (c1 — i02)§(1) + (e1m + icg)@ =0

Note que £é1) e £€() sdo autovalores linearmente independentes, entio, segue que
cp—1tca=0eci+1co=0=c =1cy e c1 = —1Cy

Assim ¢; = 0 e o = 0, consequentemente a e b sao linearmente independentes.
Para mostrar que wu(t) e v(t) sdo linearmente independentes, considere a equagio

cru(to) + cov(ty) = 0, onde ty ¢ um ponto arbitrario. Substituindo as equacoes de (A.14)
em ciu(ty) + cov(ty) = 0, vem

c (ekto(a cos pty — bsen uto)) + ¢ (eMO(a sen pty + bcos Mto)) =0

= Mo [a(cy cos ity + cosen pty) + b(—cy sen pty + ¢ cos pty)] =0

Como eMo £ 0, segue que, a(c; cos pty + cp sen utg) + b(—cy sen ity + ¢y cos pty) = 0. Mas,
como a e b sao linearmente independentes, entao

€1 COs ptg + cosen iy =0 N 1 COs uty
—cy sen ptp + ¢ cos it

= —cg sen ity
=0 cysen ity = co COS [itg
c1C cos” ity = —ciep sen® ity = cica(cos® pty + sen? uty) = 0,

cico=0=c; =00uc =0.

cosen utyg =0
Suponha ¢; = 0, entao 2 Hto = co = 0.
co cos ptg = 0

Analogamente temos que se ¢; = 0 entdo ¢; = 0, ou seja, concluimos que u(t) e v(t)
sao solucoes linearmente independentes.
Suponha que r; = A + i, ro = 77 e também que r3,

., T, sdo reais e distintas. Sejam
€D = a4 4b,6? = q — b, O .. £ o5 autovalores associados. A solucdo geral da
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equagao (A.1) é
z = cru(t) + cu(t) + c3E@e 4 4 e ™t

onde u(t) e v(t) sdo dadas pela equacao (A.14).

A.3 Autovalores Repetidos

Vamos considerar agora o tltimo caso onde a matriz A do sistema (A.1) tem autovalo-
res repetidos, com multiplicidade algébrica k£ > 2 e com multiplicidade geométrica menor
ou igual do que k.

Suponha que r = p é uma raiz de multiplicidade k£ da equacao
det(A—rI) =0. (A.16)

Entao temos duas possibilidades: ou existem k vetores linearmente independentes
associados ao autovalor p ou existem menos do que k desses vetores.
Para o primeiro caso, sejam €1 ... €™ os k autovalores linearmente independentes

associados ao autovalor p de multiplicidade algébrica k, entao
s () = eWert . a® () = eWert, (A.17)

sdo k solucoes linearmente independentes da equagao (A.1).

Assim, para este caso, nao faz diferenca que o autovalor r = p seja repetido, pois ainda
existe um conjunto fundamental de soluges da equagiao (A.1) da forma e™. Esse caso
sempre ocorre se a matriz de coeficientes for auto-adjunta.

Caso a matriz de coeficientes nao for auto-adjunta, entao podem existir menos do que
k vetores linearmente independentes associados ao autovalor p de multiplicidade algébrica
k e, assim, havera menos que k soluc¢oes da equagio (A.1) da forma e associadas a esse
autovalor. Entao para construir a solugao geral da equagao (A.1l), é preciso encontrar
outras solucoes de uma outra forma. Vamos a seguir mostrar como proceder neste caso.

Considere, novamente, o sistema (A.1) e suponha que r = p é um autovalor duplo de

A, mas que existe apenas um autovetor associado independente . Entao uma solucao é
g (t) = ge, (A.18)

onde ¢ satisfaz
(A= pl)€é =0, (A.19)

Baseado no procedimento usado para equacoes lineares de segunda ordem, vamos
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tentar encontrar uma segunda solugao do sistema da forma
x = Ote”, (A.20)
onde £ é um vetor constante a ser determinado. Substituindo = na equagao (A.1), obtemos
pote’ + deft = Adte”, (A.21)

resultando assim que § = 0 e portanto z = §te” nao é solugao nao-nula do sistema (A.1)
da forma (A.20).
Como a equagio (A.21) contém termos em e e te, a segunda solucio, aléem de dte?

deve conter um termo da forma ne”*. Vamos supor que a segunda solucao tenha a forma

de
x = §te” + ne’, (A.22)

onde § e 1 sdo vetores constantes. Substituindo (A.22) na equagdo (A.1) temos

pote’ + def + pneft = Aldte” + ne'| =
pote’ + e’'[6 + pn] = Ade”t + Ane.

De onde temos

po = A N (A—pl)o =0
o+pn =An =

Como § ¢ um autovetor associado ao autovalor p, entao, 6 = £. Se as condicoes acima
forem satisfeitas, entdo a equagao (A.22) é uma solucao para a equacao (A.1) e a solugao
geral de (A.1) é dada por

1 = c1€e” + cyléte’ + mef], (A.23)

onde 7 satisfaz (A — pl)n =¢&.



B Foérmula da Variacao das Constantes

Seja o sistema de equacoes diferenciais nao autonomo
= Ax + g(t), (B.1)

onde g é uma funcdo de classe C'. Com a intencdo de eliminar o termo contendo =,

introduzimos a nova variavel y(t) dada por
y(t) = e Aa(t), (B.2)

onde x(t) é uma solugao da equacao (B.1).
A matriz e’ é definida por e =T+ >,

podem ser encontradas em |[1].

n4mn

e satisfaz algumas propriedades que

Para obter a equagao diferencial na nova variavel, diferenciamos ambos lados da equa-
¢ao (B.2) com respeito a t:
Y = —Ae Mr 4 e My, (B.3)

Agora, se substituirmos a equacao (B.1) na equacdo acima, obtemos a desejada equa-
cao
y = My(t). (B4)

Suponha que especificamos a condicao inicial z(ty) = 2" para a equagao original (B.1).
Nas novas coordenadas, isto é o mesmo que especificar a condigao inicial y(to) = e~ 02°
para a equagdo (B.4). Para obter a solugdo y(t) satisfazendo a condi¢do inicial acima,

integramos ambos lados da equagao (B.4) de ¢y a t e rearranjamos os termos:

y(t) = e Mog® 4 /t e g(s)ds. (B.5)

to

Agora, substituindo a Equacdo (B.2) em (B.5), temos:

¢
x(t) = eA(t_tO)xO(t) + eAt/ e_Asg(s)ds.

to
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A expressdo representada pela equacdo (B.5) é chamada de Formula de Variagdo das

Constantes.



C Desigualdade de Gronwall

Seja K uma constante nao-negativa e sejam f e g fungoes continuas nao-negativas em

um intervalo a < ¢ < b satisfazendo

O <K+ [ fe)gls)ds a<e <,

entao
Ft) < Kelao@ids g < ¢ <p,

Demonstragao. Vamos definir h(t) = K + f(: f(s)g(s)ds, considerando f(t) < h(t) para
a <t <b. Observe que h(a) = K+ [ f(s)g(s)ds = K.
Agora derivando a func¢ao h(t) em relagdo a t e pelo Teorema Fundamental do Céalculo

temos:

W(t) = f()g(t), a <t <b.

Como ¢(t) é ndo-negativa e f(t) < h(t), entdo

Multiplicando a desigualdade acima por e~ Ja 9(s)ds temos,

W (t)e™ Ja 9% < p(t)g(t)e Ja 9 = [h(t)e_ Jagds|" <

ou seja,

d
dt

Vamos integrar a Equacao (C.1) em relagao a t no intervalo [a, b], obtendo assim

ht)e i 9<S>ﬂ <0. (C.1)

h(t)e o900 _ p(a) < 0= h(t) < Kela 9% ¢ <t <,
Da desigualdade f(t) < h(t), concluimos entao que

f(t) < Kelat©d g <t <,
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