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Resumo

Este trabalho estd relacionado ao estudo de bifurcacoes e orbitas periddicas de siste-
mas diferenciais suaves por partes planares em duas e trés zonas. Em sistemas com duas
zonas, estamos interessados em encontrar uma fronteira de separagao para um dado par
de sistemas suaves de tal modo que o sistema descontinuo, formado pelo par de sistemas
suaves, tem um continuo de érbitas peridédicas. Neste caso, denominamos a fronteira de
separacao como Fronteira de Centros. Para os sistemas com trés zonas, consideramos
sistemas lineares por partes continuo, em que a zona central é degenerada e na qual o
determinante da parte linear é nulo. Ao mover um parametro especifico, detectamos
algumas bifurcacgoes até entao desconhecidas, exibindo transicao de salto nos pontos de
equilibrios e o aparecimento de ciclos limite. Em particular, introduzimos a bifurcagao
Bainha de Espada, caracterizada pelo nascimento de um ciclo limite de um continuo de

pontos de equilibrios.

Palavras—chave: Sistemas Diferenciais Lineares por Partes. Ciclos Limite.

Bifurcagoes. Sistemas Diferenciais Nao Suaves.



Abstract

This work is related to the study of bifurcations and periodic orbits in planar piecewise
smooth differential systems with two and three zones. In the systems with two zones, we
are interested in finding a separation boundary for a given pair of smooth systems in
such a way that the discontinuous system, formed by the pair of smooth systems, has a
continuum of periodic orbits. In this case we call the separation boundary as a Center
Boundary. For the systems with three zones, we consider continuous piecewise linear
systems where the central one is degenerate, that is, the determinant of its linear part
vanishes. By moving one special parameter, we detect some new bifurcations exhibiting
jump transitions both in the equilibrium location and in the appearance of limit cycles.
In particular, we introduce the Scabbard Bifurcation, characterized by the birth of a limit

cycle from a continuum of equilibrium points.

Keywords: Piecewise Linear Differential Systems. Limit Cycles. Bifurcati-

ons. Non-Smooth Differential Systems.
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Introducao

O estudo de sistemas dinamicos tem como precursor trabalhos de mecanica celeste,
ja identificados no final do século XVI pelo astronomo e matematico alemao Johannes
Kepler. No entanto, o matematico francés Henri Poincaré é considerado um dos prin-
cipais criadores da teoria de sistemas dinamicos moderna, efetuando estudos em teoria

qualitativa de equagoes diferenciais, para mais detalhes veja [5].

O estudo de sistemas diferenciais lineares por partes tem como pioneiro Andronov e
seus colaboradores [1]. Esta é uma importante classe de sistemas diferenciais, devido a
sua capacidade de modelar um grande nimero de problemas de engenharia, veja (3, 4,
25, 38] e referéncias contidas nestes trabalhos, bem como modelos biolégicos, veja [12, 39,
40]. Apesar desta aparente simplicidade, ha ainda problemas em aberto relacionados a

estabilidade e as bifurcagoes.

No caso de sistemas lineares planares com duas zonas separadas por uma reta, um
grande esfor¢o tem sido empenhado para caracterizar o niimero méaximo de ciclos limite
no cenério descontinuo [2, 7, 10, 15, 21, 22, 23, 24, 29|, uma vez que para o caso continuo

estd totalmente resolvido em [19], veja também [36].

Este trabalho baseia-se nos artigos [9] e [16], os quais estao relacionados com o estudo
da Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias em campos de vetores suaves
por partes em duas e trés zonas, respectivamente. O estudo em duas zonas é apresentado
no Capitulo 1 e enquanto no Capitulo 2, é estudado o caso de trés zonas, em que o campo

de vetores considerado é continuo.

No Capitulo 1 descrevemos o importante papel da fronteira de separacao W entre duas

zonas. Apds usar uma poligonal como a fronteira de separacao entre duas zonas lineares,

13



14

Braga e Mello em [8] colocaram em evidéncia a importancia da fronteira de separagao
no numero de ciclos limite. No mesmo artigo, os autores exibiram um exemplo com sete
ciclos limite, tomando W como uma poligonal e declararam a seguinte conjectura em
tradugao literal, “Dado n € IN existe um sistema linear por partes planar de duas zonas
com exatamente n ciclos limite”; cujo texto original é dado por: “Given n € IN there is
a piecewise linear system with two zones in the plane with exactly n limit cycles”. Esta
conjectura foi provada pelos mesmos autores em [6]. Novaes e Ponce em [32] apresentaram

outra solucao para a Conjectura de Braga—Mello.

Em [6], os autores consideram sistemas lineares por partes compartilhando um ponto
singular do tipo foco, ambos na forma canonica de Jordan. No Lema 2.1 do respectivo
artigo, estda provado que existe uma fronteira de separacao linear por partes tal que o
sistema descontinuo é um centro. O primeiro capitulo deste trabalho ¢é inspirado neste
resultado. Estamos interessados em encontrar uma fronteira de separacao para um dado
par de sistemas suaves, de tal maneira que o sistema descontinuo tenha um continuo de
orbitas periddicas. Neste caso chamamos a fronteira de separacao de fronteira de centros.
Em [32], na prova da conjectura de Braga-Mello, a fronteira de centros considerada é o
eixo y, esta escolha torna-se possivel devido a particularidade dos autovalores do sistema
escolhido. Aqui, discutimos o caso de sistemas lineares por partes mais gerais, onde temos
dois focos nao necessariamente na forma canonica de Jordan. Lidamos nao somente com
sistemas lineares por partes, mas também com sistemas suaves por partes nao necessari-
amente lineares. Este resultado também esta relacionado com a estabilidade de sistemas

de controle com chaveamento, veja para consulta [33, 34, 41].

Considere pares de sistemas diferenciais de classe C", r > 2, como segue. Seja U C R?
um conjunto aberto e tome fi, fo : U — R? de classe C". Denotamos o par de sistemas

diferenciais

X = fi(X), (1)

X = fo(X), (2)

por Z = (fi1, f2). O conjunto de todos os pares Z = (f1, f2) de sistemas (1) e (2) denotamos
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por X" e para cada Xy € U, 1 = 1,2, denotamos a solucao de X = fi(X) que passa em
X no tempo t = 0 por 7, isto é, 7;(0, Xo) = Xo.

Seja W C U uma variedade suave por partes de tal modo que o conjunto U\ W possua
duas componentes conexas, isto é, U = U UUsUW | em que U; e U, sao conjuntos abertos
conexos. Dado o par Z = (fi, f2) definimos Zy = (f1, f2, W) como um sistema diferencial

suave por partes
v filX)se X e Uy UW, )
fo(X) se X € Uy UW.
Note que o sistema (3) aceita ser multivaluado em W, conforme é descrito na teoria de
Filippov [17].
Seja 3 C U uma variedade 1-dimensional transversal a ambos campos de vetores, (1)
e (2). Isto significa que fn;(X) := f;(X) -n(X) #0,VX € ¥,i = 1,2, com “” o produto
interno e n(X) o vetor normal a ¥ no ponto X. Dizemos que ¥ é uma se¢do transversal

para Z = (f1, f2) se fn;(X)fng(X) > 0 e uma secao de deslize para Z = (f1, f2) se
fn1(X)fna(X) < 0. Trataremos apenas casos em que fn;(X)fng(X) > 0.

Agora, apresentamos o significado de drbitas periddicas para Zy, dado por (3). As-
suma que existam pontos p, po € W, tempos positivos t1,t2 € R e solugdes v, de (1), sa-
tisfazendo p; = 71(0,p1), e 72 de (2), satisfazendo py = 72(0, p2). Dizemos que I' = T'; UT'y,
em que I'; = {v;(t,p;), 0 <t < t;}, é uma drbita periédica para Zy se py = v1(t1, p1),
p1 = Yalta,p2) eIy C Uy, i = 1,2. No caso em que temos um continuo de érbitas periddicas

para Zy, dizemos que W é uma fronteira de centros para Zy,, veja Figura 1.

I' w

Figura 1: Orbitas periédicas para o sistema Zy = (f1, fo, W).
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Dado um par Z = (f1, f2) € X", queremos construir uma variedade diferencidvel
por partes W de tal modo que W seja uma fronteira de centros para o sistema Zy =
(f1, fo, W). Ao longo do primeiro capitulo, apresentaremos algumas hipdteses sobre o par
Z e a secao transversal Y tal que a construcao seja possivel. Outra questao é, para um
par fixado Z = (f1, f2) € X" e uma segao transversal ¥, determinar o nimero maximo
de fronteiras de centros que contém Y. Um resultado deste trabalho que responde estas

questoes é o teorema que segue.

Teorema 1 (Fronteira de Centros). Considere Z = (fi, fo) € X" tais que fi e fo com-
partilham uma singularidade do tipo foco no ponto py, com a mesma orientacdo e com
estabilidades contrdrias, e um raio Xy com extremo py. Entao, existe uma variedade di-
ferenciavel por partes W tal que W D ¥g e W € uma fronteira de centros para Zy,. O
numero mdximo dessas variedades que satisfazem estas condicoes € cinco. Além disso,

esta cota superior € atingida, veja o Exemplo 1 a sequir.

Um enunciado mais preciso deste resultado é o Teorema 7 na Segao 1.4 do Capitulo 1.
Apés encontrarmos a fronteira de centros, nosso sistema torna-se estavel, mas nao as-
sintoticamente. Em [33] e [34] os autores consideram um par de sistemas instéveis e
determinam a fronteira de separacao com quatro zonas de modo a estabilizar assintotica-

mente o sistema.

Exemplo 1. [Cinco Fronteiras de Centros] Seja Z = (f1, f2) € X" um par de campos de
vetores lineares f1(X) = A1 X e fo(X) = Ay X, em que

—0.01 -1 0.5 —0.05
A = e Ay =
1 —0.01 20 0.5
Entio, considerando Yy = {(z,y) € R} = = 0ey < 0}, emistem cinco raios ),

1=1,...,5, dados por:

0 = {(z,y) € R?,y = —134.8775564625664 ...z, x > 0};
Q= {(2,y) € R?,y = —21.3368256507493 ...z, > 0}:
Q3 = {(z,y) € R?,y = 8.31842273952277...x, x>0 };
Q= {(z,y) € R?,y = —1.781004127809957 ...z, = < 0}; e,
Qs = {(0,y) €R%,y = 1.544443235738568 ... 2, « < 0}.
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Agora, tomamos W; = o U {(0,0)} U, parai=1,2.

Uma representacao geométrica do Exemplo 1, pode ser visto na Figura 2. No préximo

capitulo, daremos mais detalhes sobre o respectivo exemplo.

I'y (y)
Qy
Qy

1

[y (y)

2o

Figura 2: Cinco Fronteiras de centros. Em vermelho e azul, temos a trajetéria 'y (y) e

['5(y) respectivamente, ja em marrom, temos os raios €;, i =1,...,5.

Uma prova da conjectura de Braga—Mello para casos mais gerais que [6] e [32], é dada
na Secao 1.5 do Capitulo 1, em que os sistemas considerados nao estao necessariamente
na forma canonica de Jordan, nas condicoes das Hipdteses HL que apresentaremos no
proximo capitulo, o Teorema 6 que é a versao linear do Teorema Fronteira de Centros,
garante que existe uma semirreta {2 tal que ao considerarmos W = 35U {p } U 0 sistema
Zw é formado por um continuo de orbitas periddicas. Agora, de modo semelhante ao
que foi feito em [32], dado n € IN, podemos efetuar uma perturbagao da semirreta €2,
obtendo um curva de classe C' que denominamos por €. de modo que ao considerarmos
W = 3gU{po} U, o sistema Zy. contém exatamente n ciclos limite. Uma caracteristica
muito importante da variedade €2, é o fato que podemos controlar a localizacao dos n ciclos
limite, ou seja, podemos escolher a,b € R, , com 0 < a < b de modo que os n ciclos limite

cruzam a semirreta €2 a uma distancia da origem maior que a e menor que b. Assim, nas
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condicoes das Hipoteses HL que apresentaremos no proximo capitulo, temos o seguinte

resultado.

Teorema 2 (Perturbagao da Fronteira de Centros). Sejam Z = (f1, f2) € X" um par de
campos de vetores que satisfaz as Hipoteses HL, Yy uma semirreta com ponto final em
comum com o ponto singular py de fi e fo e W D ¥g uma fronteira de centros para o
par Z = (f1, f2). Entao, dadon € IN e a,b € Ry com 0 < a < b, podemos perturbar a
fronteira de centros W produzindo uma fonteira de separagcao W, de modo que o sistema
Zw. = (fi1, fo, We) possui exatamente n ciclos limite. Os ciclos limite de Zy,. sdo as
orbitas periodicas de Zyy que persistiram apos a perturbacao e eles cruzam a semirreta )

a uma distancia da origem maior que a e menor que b.

A prova deste teorema é dada na Se¢ao 1.5 do Capitulo 1 apés provarmos os resultados

necessarios para sua demonstracao.

No Capitulo 2, vamos apresentar alguns fenomenos de bifurcacoes que aparecem em
sistemas diferenciais lineares por partes continuos com trés zonas, sem a condicao de
simetria, mas sobre um caso degenerado especifico. Em particular, consideramos as con-
sequéncias do determinante nulo para a matriz Jacobiana da zona central. Como ire-
mos mostrar no Lema 1, estas hipéteses conduzem a um comportamento descontinuo na
evolucao do ponto de equilibrio com respeito ao parametro de bifurcacao selecionado; este
fato é contra intuitivo, pois o campo de vetores depende continuamente de tal parametro.

Em relagao a dinamica de bifurcacao, reproduzimos algumas bifurcagoes de equilibrio

na fronteira conduzindo a ciclos limite. Em particular, encontramos:

— uma geragao explosiva de um ciclo limite de um continuo de conexdes homoclinicas

e heteroclinicas, similar ao estudado em [13];

— a geracao de um pequeno ciclo limite que cresce linearmente com o parametro de

bifurcagao, como em [36]; e

— também encontramos algumas bifurcagoes especificas, como a que iremos introduzir
mais adiante, a bifurcacao bainha de espada, caracterizada pelo surgimento de um
ciclo limite de um continuo de pontos de equilibrio que, até nosso conhecimento e

pesquisa bibliogréafica, nao consta na literatura.
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Nosso foco de atencao, serd sobre sistemas diferenciais lineares por partes que tém trés
diferentes regides lineares separadas por retas paralelas, as quais podemos assumir, sem
perda de generalidade, como as retas t = —1 e z = 1, veja [11]. Assim, temos trés regioes

lineares, digamos

Sy ={(z,y) eR?*:x < -1}, Se={(r,y) eR?: -1 <x<1}

Sp={(z,y) eR*: 2> 1},

separadas pelas retas

Yy ={(z,y) e R*: x = £1}.

Além do mais, é bastante usual para estes sistemas exibir somente um ponto de equilibrio,
cuja posicao pode ser controlada pelo movimento de um parametro. Isto acontece em
particular quando todos os determinantes da parte linear dos sistemas envolvidos sao
positivos. Entao, sobre esta hipétese genérica, veja [11], e denotando por « o principal

parametro de bifurcacao, nosso sistema diferencial pode ser reescrito na forma de Liénard

y = g(z)—a,

na qual os pontos denotam a derivada com respeito a variavel de tempo 7,
tr(xr —1)+te, sex>1,

Fl) =4 tor, se el < 1. 5)
tr(x+1)—te, sex < —1,

dr(x —1)+de, sex>1,
9(x) =4 deu, se x| <1,

dp(x +1)—de, sex < —1.

Note que as trés matrizes que governam a dinamica no sistema (4) sdo

t, —1 te —1 tp —1
dL 0 dc 0 dR 0
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em que, tyz e dy com Z € {L,C, R} denotam, respectivamente, o trago e o determinante

em cada zona linear.

As equacoes acima incluem como casos particulares os que seguem. Se to =t e do =
dr, entao temos um sistema com somente duas zonas lineares distintas, completamente
analisado em [19]. Setr = t, dgr = dr e @ = 0, ent@o temos um sistema simétrico com trés
zonas lineares distintas, completamente analisado em [18]. Sistemas nao simétricos foram
considerados em [28] e [30]. O sistema com as equagoes citadas, também foi estudado em

[27], em que os autores consideraram a situagao dg > 0, tg =0 e do > 0.

Observagao 1. Note que sistemas diferenciais lineares por partes continuos sao Lipschitz,
sendo assim, eles satisfazem os resultados cldssicos de existéncia e unicidade de solugoes
bem como a dependéncia continua com respeito as condicoes iniciais e parametros. De
fato, as solucdes sao funcoes de classes C' e enfatizamos que vdrios resultados cldssicos
da teoria qualitativa de sistemas planares, veja [14], e em particular, os teoremas de

Poincaré-Bendizson e Dulac podem ser adequadamente estendidos para estes sistemas.

Nossa hipotese inicial sobre a unicidade do ponto de equilibrio exige que os deter-
minantes em todas as trés zonas sejam positivos. Aqui, consideraremos uma situagao
degenerada por assumir que o determinante na zona central seja nulo, isto é, do = 0,
mantendo as hipéteses originais dp,dr > 0. Estas configuracoes surgem de forma natural
quando se deseja analisar certas redes de Petri, veja por exemplo [31]. Considerando
as duas equagoes em (4), os pontos de equilibrios devem estar localizados nos pontos
(x,y) = (Z,7), em que T é alguma solugao de g(x) = o e § = F(Z), sendo agora

dr(x —1), sex>1,
g(x) =4 0, se |z <1, (6)
dp(r+1), sex<—1.
Assim, em relagao as solugoes de equilibrios do sistema (4)—(6), podemos afirmar a pri-

meira consequéncia das hipoteses acima. A prova deste primeiro resultado é imediata e

serd omitida.

Lema 1. Para o sistema (4)—(6), as sequintes afirmagoes valem:
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(a) para o < 0 o sistema possui somente um ponto de equilibrio, que estd na zona
esquerda, denotado por

a ot
er, = (Zr,yr) = (—1 + Ead—LL —tc) ;

(b) para o = 0 o sistema possui um continuo de pontos de equilibrio ndo isolados, que

estao na zona central, formando um segmento de equilibrios que denotamos por

Ec={(z,9): -1 <z <1,y =tcTl}e,

(c) para o > 0 o sistema possui somente um ponto de equilibrio, que estd na zona
direita, denotado por

t
6R:(‘TR7:&R): 1"‘&7%4‘150 .
dr’ dp

Podemos afirmar que, quando o passa por um valor critico o = 0, o sistema exibe uma
transicao de salto na posicao de equilibrio da zona esquerda para a direita, veja Figura
3. Esta transigao esta associada a troca de estabilidade e o tipo topolégico do equilibrio,
dependendo dos invariantes lineares tz,d; para as zonas externas, em que Z € {L, R}.
Também, como mostraremos posteriormente, a transicao pode estar acompanhada com o
aparecimento e desaparecimento de um ciclo limite. Neste sentido, em relagao aos tracos
tr,to,tg de cada zona, sabemos do critério de Dulac, que todos eles nao podem ter o
mesmo sinal para permitir a existéncia de ciclos limite.

Uma vez que o numero de diferentes possibilidades ¢ alto, aqui somente consideramos
casos em que ty < 0 e tg > 0, de modo que a transicao estd associada a passagem de um
ponto de equilibrio estavel para um instavel. Uma vez restrito tal caso, devemos distinguir
os diferentes sinais do trago tc e as diferentes dindmicas possiveis na zona externa (foco
ou nd). Para reduzir pela metade o nosso estudo, iremos impor que a dinamica na zona
direita ¢ do tipo foco, isto é, assumiremos t% — 4dg < 0.

Sempre que temos uma dinamica de foco na zona externa, é conveniente introduzir

alguns parametros cruciais, denominamos

t 12
’yzzﬁ, em que wy = dZ—ZZ (7)
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Figura 3: O grafico de z dependendo do parametro .

e Z € {L,R}. Note que 7z representa o quociente entre a parte real e imaginéria dos
autovalores complexos da correspondente parte linear. Recordamos que depois de meia
volta em torno de um foco, isto é, depois de um tempo 7 = 7/wyz, o fator de expansao ou

contragao para o raio polar da solucao é dado por

tz
2

e2” =¢e"% em que Z € {L, R},

veja [20] para mais detalhes.

A fim de estruturar todos os possiveis casos, podemos distinguir dois cenarios princi-
pais: a transicao de um no estéavel para um foco instavel e a transicao de um foco estavel
para um foco instavel. Neste ultimo caso, restringimos para sistemas com solugoes li-
mitadas para tempos positivos, isto é, sistemas dissipativos caracterizados pela condigao
vL +vr < 0, veja [36].

Antes de considerar estes dois cendarios separadamente, queremos enfatizar a possi-
bilidade de uma nova bifurcacao especifica de um ciclo limite na passagem da situagao
descrita no Lema 1 (b) para o Lema 1 (c¢). Em particular, consideramos a bifurcagao do
ciclo limite de um continuo de pontos de equilibrios F¢, sobre a condicao nao genérica

adicional t = 0. Devido a forma da bifurcacao do ciclo limite, lembrando uma bainha de
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espada, veja Figura 4, denominamos esta bifurcacao como bifurcacdo bainha de espada e,

até nosso conhecimento e pesquisas bibliograficas, ainda nao foi reportado na literatura.

Teorema 3 (Bifurcacao bainha de espada). Considere o sistema diferencial linear
por partes continuo (4)—(6), em que dy,dr > 0, tc =dc =0, t;, <0, tg > 0. Se ambas
dinamicas laterais sao do tipo foco satisfazendo a condicao v + yr < 0, ou temos uma
dinamica de no estdvel na esquerda e uma dinamica de foco instdvel na direita, entdo as

sequintes afirmacgoes valem:

(a) se a =0, entao o segmento de equilibrio Ec € um atrator global do sistema, embora

qualquer ponto em Ec € um ponto de equilibrio instdvel; e,

(b) Se a > 0 e pequeno, um ciclo limite estdvel envolvendo as trés zonas lineares bi-
furcam do segmento Ec¢, e circulam o ponto de equilibrio da zona da direita (foco

instavel) previsto pelo Lema 1 (c). Tal ciclo limite encolhe em altura aproximando

do segmento Ec e seu periodo tende para o infinito, quando o — 0F.

Figura 4: Bifurcacao bainha de espada. Aqui t;, = —0.75, tc = de¢ = 0, tg = 0.5 e
d;, = dgp = 1. Na figura da esquerda a = 0 e na figura da direita o = 0.001. Note o
formato do ciclo limite que bifurca do segmento de equilibrio semelhante a uma bainha

de espada. As curvas em vermelho correspondem ao gréfico de y = F(z).
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A prova deste teorema decorre de resultados apresentados posteriormente, apds ter es-
tudado separadamente os dois particulares cenérios envolvidos. No que segue, denotamos
por T, = (—1,—t¢) e Tr = (1,t¢) os pontos de tangéncia para o fluxo do sistema (4)—(6)
com X._ e X, respectivamente.

No cenario de transicao de um no estavel para um foco instavel, quando o parametro
de bifurcacao a atinge seu valor critico, isto é, a = 0, o sistema apresenta um laco
homoclinico Hy, no ponto 77, contendo um continuo de lagos heteroclinios no seu interior,
veja Figura 5. Se to > 0, na passagem de « negativo para « positivo, ocorre o surgimento

explosivo de um grande ciclo limite, o qual descrevemos no seguinte teorema.

Figura 5: O plano de fase critico na transicao né-foco. Aqui, o =0, t;, = 1.2, tc = 0.34,

tRZO.G,dLZO.l,dCZOGdRzl.

Teorema 4 (Transi¢ao né-foco). Considere o sistema diferencial linear por partes continuo
(4)-(6), em que dr,dg >0, dec =0, t;, <0 etr >0 com t2 —4d;, >0 e t% — 4dg < 0.

As sequintes afirmacoes valem.

(a) Setc < 0, entao um pequeno ciclo limite estdvel bifurca em o = 0 em uma bifurcacao
tipo equilibrio na fronteira envolvendo a zona central e a zona esquerda. Assim, para
a > 0 existe um ciclo limite que cresce linearmente com o valor do parametro o,
enquanto o ciclo limite nao entra na zona esquerda, isto €, enquanto se encontra em

ScUX, USg. Existe um certo valor ar > 0 tal que o ciclo limite estdvel tangencia
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Y. em Ty, para o« = ap. Para valores de a ligeiramente maiores que ar, o ciclo

limite intersecta as trés zonas lineares.

(b) Setc =0, entdo o ciclo limite estdvel intersecta as trés zonas lineares e bifurca do
segmento de equilibrio Ec em uma bifurcacao bainha de espada. Assim, para o > 0
existe um ciclo limite que aprorima-se do segmento Ec, com o periodo tendendo

para o infinito, quando o — 0.

(c¢) Setc >0, entdo para a orbita homoclinica Hy, que existe para o = 0 como previsto
na Proposi¢ao 1 (b), um ciclo limite estavel bifurca para oo > 0, isto €, o ciclo limite

aproxima de tal érbita homoclinica, quando o — 07,

Figura 6: Ciclo limite bifurcando da 6rbita homoclinica Hy, no caso do Teorema Transicao
né-foco (c¢). Aqui, t; = =1, tc = 0.2, doc = 0 e dg = 1. A 6rbita homoclinica Hrp,

corresponde a a = 0, enquanto o ciclo limite mostrado é para a = 0.03.

Agora, no cenario de transicao de um foco estavel para um foco instavel, no caso
quando to = 0, temos um resultado que garante a existéncia de um ciclo limite hiperbdlico
estavel. Portanto, para valores de to ligeiramente negativos tal ciclo limite persiste e na
transicao de @ > 0 para a < 0 temos o surgimento de outro ciclo limite, mas agora

instavel. Descrevemos este fenomeno no seguinte teorema.
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Teorema 5. Considere o sistema diferencial linear por partes continuo (4)—(6), em que

dr,dgr >0, do =0, tL<0€tR>0Comt%—4dL<0,t%—4dR<06’7L+’YR<0. As

sequintes afirmagoes valem.

(a)

(b)

Setc < 0, entdo um pequeno ciclo limite estavel bifurca em o = 0 em uma bifurcagao
do tipo ponto de equilibrio na fronteira envolvendo somente as zonas centrais e
direita. Assim, para o > 0 existe um ciclo limite que cresce linearmente com o valor
do parametro a, enquanto o ciclo nao entra na zona esquerda, isto €, enquanto se
encontra em ScUX USR. Existe um certo valor ap > 0 tal que o ciclo limite estdvel
€ tangente em X_ em T, para o = ap. Para valores de a ligeiramente maiores que

ar, o ciclo limite intersecta as trés zonas lineares.

Se tc = 0, entao o sistema sofre uma bifurcacao bainha de espada em o = 0; de
um segmento de equilibrio Ec passamos para um ciclo limite estdvel envolvendo as
trés zonas lineares para o > 0. Em outras palavras, este ciclo limite aproxima do

segmento Ec, com um periodo tendendo para o infinito, quando o — 0.

Se tc > 0, entao um pequeno ciclo limite instdvel I'y bifurca em o = 0 em uma
bifurcacao tipo equilibrio na fronteira envolvendo somente a zona central e a zona
esquerda. Assim, para o < 0 com |a| pequeno tal ciclo limite cresce linearmente
em tamanho com o valor de |a|, enquanto o ciclo nao entra na zona direita, isto €,
enquanto se encontra em Sy UY._USqc. Fxiste um certo valor ar < 0 tal que o ciclo
limite instdvel tangencia %, em Tg para o = ar. Para valores de « ligeiramente

matores que ar, o ciclo limite instavel usa as trés zonas lineares.

Além do mais, para ar < a < 0 existe pelo menos um ciclo limite estavel circulando

'y, de modo que temos a existéncia de pelo menos dois ciclos limite.

Recordamos que, na afirmacao (¢) acima assumimos que para ar < « < 0 existem

pelo menos dois ciclos limite circulando o foco estavel, veja Figura 2.11. Conjecturamos

que existe um valor a* satisfazendo a* < ar < 0 de modo que para todo o* < a < ar,

ambos ciclos limite usam as trés zonas lineares e colidem em um ciclo limite semi estavel

no valor @ = a* e desaparece para a < . Também, conjecturamos que nas situagoes
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Figura 7: Dois ciclos limite correspondendo ao Teorema 5 (c). Aqui a« = —0.04, t;, =

—0.95,tc = 0.3, tp = 045, d, =dg =1 e do = 0.

das afirmacoes (a) e (b) do teorema acima, o sistema (4)—(6) tem somente um ciclo limite
estavel.

Na Secao 2.6 do Capitulo 2, apresentaremos uma anélise parcial do modelo linear por
partes de Morris-Lecar [12], enfatizando o fato de que podemos aplicar as bifurcagoes

estudadas no respectivo capitulo em um modelo matematico concreto.



Capitulo 1

Fronteira de centros para sistema
diferenciais por partes planares de

duas zonas

1.1 Apresentacao do Capitulo

Este capitulo esta organizado como segue. Na Secao 1.2 apresentamos alguns resul-
tados técnicos com conceitos e provas de alguns lemas que sao cruciais para demonstrar
os principais resultados, Teoremas 2, 6 e 7. Na Secao 1.3 lidamos com a versao linear do
Teorema 1, no qual denominamos Teorema 6 e também detalhamos o Exemplo 1, lembra-
mos que este exemplo apresenta um par de sistemas que possui cinco maneiras distintas
de escolher a variedade de centros. Na Secao 1.4 afirmamos e provamos o Teorema 7,
que é uma versao com enunciado mais preciso do Teorema 1. quatro ciclos limite e tal
exemplo nao satisfaz as hipdteses de [6] e [32]. Por fim, na Secao 1.5 trabalhamos com
a prova do Teorema 2 que garante a existéncia de n ciclos limite através de uma per-
turbacao da fronteira de centros W e também apresentamos um exemplo de um sistema
linear por partes em duas zonas que contém quatro ciclos limite e tal exemplo nao satisfaz

as hipdteses de [6] e [32].

28



29

1.2 Resultados Técnicos

Definigao 1 (Hipdteses H e HL). Dado um par Z = (f1,f2) € X". Dizemos que Z
satisfaz as Hipoteses H se existe um ponto singular py de ambos os sistemas, tal que a
parte linear de f1 e fo no ponto py sio A; = (ailj)i’j:LQ e Ay = (a?j)i’jzl,g, respectivamente,

e as sequintes afirmagoes valem:
(i) tr(A4;) <0, tr(As) > 0;
(ii) Ay = (tr(Ay))? —4det(A;) < 0; Ay = (tr(As))? — 4det(Ay) < 0;
(iii) aj; >0, a3, > 0; e,
(iv) Hess(det(f1(X), f2(X)), po) # 0.

Em que, Hess(g,q) € o determinante da matriz Hessiana da fun¢do g no ponto q.

Se f1 e fo sao campos de vetores lineares, entdo dizemos que o par satisfaz as Hipoteses

HL quando (1), (ii) e (iii) sao verificados.
Na Definicao 1, as afirmacoes (i)—(iv) s@o requeridas pelos fatos:
(i) os pontos singulares dos sistemas f; e fo possuem estabilidades opostas;
(ii) os pontos singulares sao do tipo foco;
(iii) ambos os focos tém orientagao positiva (anti-horario); e,
(iv) sdo hipdteses para aplicar o Lema de Morse em alguns resultados técnicos.

Lema 2. Se o par de campos de vetores Z = (f1, fa) € X" satisfaz as Hipéteses H ou
HL, e ¥ € uma semirreta com ponto final em comum com o ponto singular de fi e fs,
entao, existe uma mudanga de coordenadas que translada o ponto singular para a origem
e transforma a parte linear de f1, calculada no ponto singular py, na sua forma canonica
de Jordan e leva ¥ em Sy = {(z,y) € R*,x = 0 ey < 0}. Além disso, nas novas

coordenadas, as Hipdteses H e HL ainda sao satisfeitas.
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Demonstracao. Primeiro aplicamos a translacao que leva py para a origem. Isto nao muda
a parte linear de ambos sistemas e nao troca a Hessiana da funcao det(f1(X), f2(X)).
Agora, aplicamos em ambos sistemas a mudanca de coordenadas linear J, que envia a
parte linear de fi na sua forma canonica de Jordan. E ¢bvio que uma mudanca de coorde-
nadas linear ndo muda o traco, determinante e a Hessiana da fungao det(f;(X), f2(X)).
Finalmente, aplicamos a rotagao que leva J(X) a ¥y = {(z,y) € R ,z = 0ey < 0}.
Também ¢ claro que a rotacao ¢ uma mudanga de coordenadas linear que mantém a forma
canonica de Jordan da parte linear do foco hiperbdlico. Entao, as afirmagoes (7) — (iv) da

Definigao 1 continuam validas. [

De agora em diante, vamos considerar que o par Z satisfaz as hipéteses H ou H L, tem
em comum um ponto singular na origem e a parte linear de f; esta na forma canonica
de Jordan, isto é, al; = al, e al, = —al,. Entao, tendo Z = (f1, fo) € X" satisfazendo
as Hipoteses H ou HL, os campos de vetores (1) e (2) sao escritos respectivamente da
seguinte forma:

X = A X + fi(X) (1.1)

X = A X + fo(X), (1.2)
em que fZ(O) = Dﬁ-(O) = 0, com i = 1,2. Além disso, iremos considerar o campo de
vetores fi. obtido de uma perturbacao linear de (1.1) como segue:

X = f1(X) = (A, + eld) X + f1(X). (1.3)

Notagao 1. Seja dado um ponto (0,y) € Xg, denotamos por v1(t, (0,y)), 72(t,(0,y)) e
Te(t, (0,y)) as trajetdrias passando por (0,y) definida por (1.1), (1.2) e (1.3) respecti-
vamente e satisfazendo v1(0,(0,y)) = 72(0,(0,y)) = 71(0,(0,y)) = (0,y). Considera-
mos que T1(y), To(y) e Thi-(y) sejam tempos positivos em que y1(—t,(0,y)), Y2(t, (0,y)) e

me(=t,(0,y)) gastam para retornar a ¥g, respectivamente. Assim, definimos:

(ii) Ta(y) = {12t (0,9)),0 <t <Ta(y)}; e,
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(iii) Tic(y) = {m(—1,(0,9)),0 <t < T1(y)}-

Uma representagao geométrica das trajetérias I'y(y) e I's(y) pode ser vista na Fi-

gura 1.1.

Figura 1.1: Trajetérias I'1(y) e I'y(y) apresentadas na Notagao 1; em vermelho I'y(y) e

em azul T's(y).

Como veremos mais tarde, as curvas I'1(y) e ['1-(y) devem interceptar a curva I'y(y).
A respeito da tangéncia e transversalidade, os pontos de interseccao tem propriedades

distintas. Para este proposito, apresentamos as duas defini¢oes que seguem.

Definicao 2. Sejam I C R um intervalo aberto com 0 € I, e o, 8 : I — R? duas curvas
suaves, dadas por a(t) = (a1(t), as(t)) e B(t) = (Bi(t), Ba2(t)), tal que a(0) = B(0) =p €
R2, o/(0) £ (0,0) e #/(0) £ (0,0):

e se ) (0) =0 e p1(0) # 0, entdo dizemos que a e B tem um contato de ordem um

em p,

o se o/ (0) #0 e 51(0) = 0, entdo dizemos que o e B tem um contato de ordem um

em p;
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o se a(0) # 0 e B1(0) # 0, entdo pelo Teorema da Fungdo Implicita existe uma
unica fungao diferencidvel t; = t1(z) tal que oy (t1(x)) — a1 (0) = = para todo x em
uma vizinhang¢a de © = 0; e existe uma unica fungao diferencidvel ty = to(x) tal
que B1(ta(x)) — 51(0) = x para todo x em uma vizinhanga de x = 0. Sejam f, e
fs fungoes reais diferencidveis definidas por fo(x) = aa(ti(z)) — a2(0) e fs(x) =
Ba(ta(x)) — P2(0). Dizemos que « e B tem um contato de ordem n em p se 0 =

J(0) = J(0) = -+ = £8P (0) = S5V (0) € SV (0) = £V (0) # 0 e

e se o(0) = B1(0) =0 entao a5(0) # 0 e 55(0) # 0. Assim, pelo Teorema da Fungdo
Implicita existe uma unica funcao diferencidvel t| = t1(y) tal que as(t;(y)) —ae(0) =
y para todo y em uma vizinhanca de y = 0; e existe uma unica fun¢ao diferencidvel
to = ta(y) tal que Ba(ta(y)) — P2(0) = y para todo y em wma vizinhanga de y = 0.
Sejam f, e fz fungoes reais diferencidveis definidas por fo(y) = a1(t1(y)) — a1 (0) e
fs(y) = Bi(ta(y)) — P1(0). Dizemos que a e  tem um contato de ordem n em p se
0= f4(0) = f5(0) = - = f&"~7(0) = 5"77(0) e f"(0) — f57(0) # 0.

Definigao 3. Suponhamos que T'y(y) intersecta Ts(y) em p € R Dizemos que 'y(y) e
[o(y) tem:

(i) wm contato transversal em p se I'1(y) e I'y(y) tem um contato de ordem um em p;

(ii) uwm contato tangencial de cruzamento em p se T'1(y) e T's(y) tem um contato de

ordem m, com n impar e maior que um, em p; e,

(iii) wm contato tangencial sem cruzamento em p se I'1(y) e ['y(y) tem um contato de

ordem n, com n par, em p.

Considerando a notag¢do da Defini¢ao 2. No caso (iii), dizemos que é um contato tan-
gencial externo em p se flgfzy)(O) — fggy)(o) > 0 (veja Figura 1.2-(a)), e dizemos que
¢ um contato tangencial interno em p se fé?gy)(O) - fgzy)(O) < 0 (veja Figura 1.2-(b)).
No caso (ii), dizemos que € um contato tangencial de cruzamento de entrada em p se
flgllzy)(O) — flgzzy)(()) < 0 (Veja Figura 1.2-(c)), e dizemos que é um contato tangencial de
cruzamento de saida em p se fé?gy)(O) — fézzy)(O) > 0 (veja Figura 1.2-(d)). No caso (i),

dizemos que é um contato transversal de entrada em p se det(f1(p), f2(p)) > 0 (Veja, por
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exemplo, o ponto py na Figura 1.2-(a)), dizemos que é um contato transversal transversal

de saida em p se det(fi(p), f2(p)) <0 (Veja, por exemplo, o ponto py na Figura 1.2-(a)).

Observagao 2. Em todos os casos da Figura 1.2 temos que I'y é uma drbita de (1), T'y
¢ uma orbita de (2) e I'y e I's possuem um ponto de contato tangencial em p. Assuma
que 'y € dada por a(t), tal que a(0) = p. Consideramos p1 = «(t1) e po = afts),
com t; < 0 < ty, pontos arbitrdarios na orbita I'y. Na Figura 1.2 estamos denotando
vij = fi(p;), parai,j =1,2. Aqui fi e fo sio campos de vetores que definem os sistemas
(1) e (2) respectivamente. Observe que det(viy,va1) € positivo nos desenhos (b) e (c), e
negativo nos desenhos (a) e (d). Observe também que det(via, va2) € positivo nos desenhos
(a) e (c), e negativo nos desenhos (b) e (d). Em outras palavras, podemos caracterizar

0s pontos de contatos tangenciais apenas analisando o comportamento da fungao d(t) =

det(f1(a(t)), f2(a(t))). Se d(t) passa:

de negativo para positivo, entao I'y e I'y tem um contato tangencial externo em p

(Veja Figura 1.2-(a));

de positivo para negativo, entao I'y e I's tem um contato tangencial interno em p

(Veja Figura 1.2-(b));

de positivo para zero e volta para positivo, entao I'y e I's tem um contato tangencial

de cruzamento de entrada em p (Veja Figura 1.2-(c)); e,

de negativo para zero e volta para negativo, entao I'y e I'y tem um contato tangencial

de cruzamento de saida em p (Veja Figura 1.2-(d)).

O ponto de contato tangencial (transversal) p de I';(y) com I'y(y) ocorre se, e so-
mente se, f1(p) e fo(p) sdo paralelos (transversais). Nos lemas apresentados na sequéncia,

exploramos cuidadosamente estas questoes.

Lema 3 (Equacdo de Determinante Nulo). Seja Z = (fi, fa) € X" um par de campos
de vetores e considere a regiao do plano D = {X € R? : det(fi(X), fo(X)) = 0}. As

sequintes afirmagoes valem:
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Figura 1.2: Pontos de Contatos Tangenciais.

(a) se Z = (f1, f2) € X" satisfaz as Hipoteses HL, entao D € composta por uma tunica
reta contendo a origem, um par de retas contendo a origem como unico ponto em

comum ou € composto apenas pela origem; e,

(b) se Z = (f1, f2) € X" satisfaz as Hipdteses H, entao em uma vizinhanca U da origem,
DNU é composta por duas curvas requlares com intersec¢cao apenas na origem ou

DNU é composta apenas pela origem.
Demonstragao. (a) Uma vez que fi e fy sdo lineares, temos que
det(f1(X), f2(X)) = det(A1 X, A X) = aa® + Bay + vy°
em que,
12 1 2.
Q= 11091 — Ap107y;
p= ahagz + aiﬂ%l - Q;W%Q - a%ﬂ%ﬁ €,
12 12
7 = Q1202 — G22072-

Portanto, obtemos as seguintes relagoes,

Hy := Hess(det(A1 X, A2 X),0) = 4ay — 5,
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em que Hess(g,q) é o determinante da matriz Hessiana da fun¢ado g no ponto g.
Note que, Hy é o discriminante de det(A4;X, A, X)/y? com respeito a x/y trocando
de sinal. Entao, o aspecto de D depende do sinal de H,;. Assim, se H; < 0, D
serd definido por duas retas reais passando pela origem. Se Hy; = 0, D ¢é definido
por uma unica reta passando pela origem. E, finalmente, se H; > 0, a equacgao
det(A1 X, Ay X) = 0 define um par de retas complexas e a origem é o tnico ponto

real contido em D.

Como o determinante é uma funcao bilinear, temos:
Hess(det(f1(X), f2(X)),0) = Hess(det(A; X, A2 X),0) = H,.

Uma vez que Hy # 0, podemos aplicar o conhecido Lema de Morse para nossa fungao

f = det(f1(X), f2(X)) em torno da origem. Portanto, existe um difeomorfismo
h: U — h(U) com U, vizinhanca da origem, tal que f(h(X)) = det(A;X, A, X)

para todo X € U. Utilizando a primeira parte deste lema, a prova esta feita.

O

Note que no item (a) do Lema 3 o conjunto D, pode ser constituido de uma unica

reta, ja no item (b) do mesmo lema, D N U nunca é composto por uma tnica curva, tal

impossibilidade decorre do item (iv) das Hip6teses H em que Hess(det(f1(X), f2(X)),0) #

0. Veremos esta andlise na Observacao 3. Denote R = (D U ¥,) N U, na qual U é uma

vizinhanca da origem dada pelo Lema 3. Para o caso f; = fo = 0, isto significa que fi e f»

sao sistemas lineares, e temos que a vizinhanca U é todo o plano cartesiano. O conjunto

R divide U em no maximo cinco regioes, cada uma dessas regioes denominamos setores e

a fronteira em comum de dois setores consecutivos denominamos razo.

Observacao 3. Note que na prova do Lema 3 a configuragcao de D depende do sinal de

H,. Daremos agora uma andlise mais completa:

(i) se Hy > 0, entdo a origem € o unico ponto contido em D. Consequentemente

det(f1(X), fa(X)) # 0 para todo X em U, e temos somente pontos de contato

transversal de T'1(y) e [y (y);
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(i) se Hy =0, entdo f1 e fy sao lineares, D € composto por uma unica reta contendo a
origem e o sinal da func¢do det(f1(X), fo(X)) € sempre ndo negativo ou nao positivo.

Pela Observagao 2, nao temos pontos de contatos tangenciais sem cruzamento de

[i(y) e Ta(y); e,

(11i) se Hy < 0, entao D NU € composto por duas curvas requlares que se interceptam
apenas na origem. E neste caso, como provaremos no Lema 6, I'1(y) e ['y(y) nao

possuem pontos de contatos tangenciais de cruzamento.

Observagao 4. Se as matrizes Ay e Ay estao na forma canénica de Jordan, temos que
0s parametros o, B e vy da funcdo polinomial det(A X, Ay X) = azx? + Bxy + yy? sdo:
a=~vefB=0. Assim, Hy = 40* > 0 e consequentemente, o conjunto solucao da equacao

det(A1 X, A2 X) = 0 na vizinhanga U é composta de um tinico ponto.

Lema 4. Sejam g, e go campos de vetores suaves definidos sobre R* e p € R? tal que
g1(p) # 0, g2(p) # 0 e Vdet(g1(p), g2(p)) # 0. Assuma que v1(t) e 2(t) sdo solugies de
g1 € g2, respectivamente, tal que 71(0) = 2(0) = p, 71(0) € paralelo a v45(0) e 1 cruza vy,
no ponto p. Entao, 1 e vy sao tangentes a curva det(gi(X), g2(X)) = 0 no ponto p.

Demonstracao. Aplicando o Teorema do Fluxo Tubular para o campo de vetores g; em
uma vizinhanca V' de p podemos encontrar uma funcao real diferenciavel f : V — R
tal que as trajetorias de g; coincide com a curva de nivel de f e o vetor gradiente de f,
denotado por V£, é igual ao campo de vetores ortogonal de g1, denotado por g;-. Podemos

assumir que f(71(t)) = 0 para todo t. Considere a func¢ao g(t) = f(72(t)). Entao temos

gt) = (VI(5®),%t) = (g1 (1), g2((t)))

= det(g1(12(1)), g2(72(¢)))-
Dessa forma, g(0) = f(p) = 0 e ¢’'(0) = det(g1(p), g2(p)) = 0. Observe que se g”(0) < 0

(1.4)

entdo t = 0 é um médximo local para a func¢do g. Isto implica que f(72(¢)) < 0 em uma
vizinhanga de t = 0, e entdo nesta situagao y2(t) nao cruza v, (t) pelo fato de f(y1(¢)) = 0.
Da mesma maneira nao podemos ter ¢”(0) > 0. Assim, ¢”(0) = 0. Derivando (1.4)
obtemos

g"(t) = (Vdet(gi(1a(t)), g2(12(t))), 15(t))

= (Vdet(g1(72(t)), g2(12(t))), g2(12(t))).-
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Entao, em ¢t = 0 temos (V det(g1(p), g2(p)), g2(p)) = 0. Isto implica que a trajetoria vo é
tangente a curva det(g;(X), g2(X)) = 0 no ponto p. O

Lema 5. Seja Z = (fi1, f2) € X" um par de campos de vetores sobre as Hipotese H ou HL
e considere I'1(y) e I's(y) dados pela Notagao 1. Se (0,y) € U N Xy entao, sobre pontos

de contatos tangenciais e transversais de I'1(y) com T's(y) afirmamos:
(i) pontos de contatos tangenciais ocorrem somente em DN U e,

(ii) os pontos de contatos transversais ocorrem dentro dos setores determinados por R

e existe no mdximo um ponto de contato transversal em cada setor.

Demonstragao. Iniciamos provando (i). Sabemos que X pertence a D N U se, e somente
se, det(f1(X), f2(X)) = 0, isto ¢, f1(X) e fo(X) sdo paralelos e entao a afirmagao (i) esta
provada.

Para (ii), é claro que os pontos de contatos transversais ocorrem no interior dos setores
determinados por R. Assuma que dois deles, que denominamos ¢; e gs, ocorrem em um
mesmo setor determinado por R. Com certeza, um deles é um ponto de contato transversal

de entrada e o outro é um ponto de contato transversal de saida. Assim,

det(fi(q1), f2(q1)) - det(fi(g2), f2(g2)) <O

e segue do Teorema do Valor Intermediario que existe um ponto gy no mesmo setor tal que

det(f1(qo), f2(qo)) = 0. Isto é uma contradigdo e finaliza a prova da afirmacao (ii). O

Lema 6. Seja Z = (f1, f2) € X" um par de campos de vetores sobre as hipoteses H e
considere I'1(y) e I's(y) dados pela Notagao 1. Entao T'1(y) e Ia(y) ndo tem pontos de

contatos tangenciais.

Demonstracao. Pelas Hipéteses H, Hess(det(f1(X), f2(X)), (0,0)) # 0. Entao, pelo Lema
de Morse, em uma vizinhanca U da origem, o conjunto D é composto pelo tinico ponto
(0,0) ou um par de curvas regulares passando pelo ponto (0, 0). E trivial a prova do caso
D = {(0,0)}, por isto serd omitida. No caso D # {(0,0)}, seja p # (0,0) pertencente a
D; é claro que V det(f1(p), f2(p)) # 0. Aplicando o Lema 4 concluimos que fi(p) ¢ um

vetor tangente a uma das curvas, que compoem o conjunto D, no ponto p.
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Agora consideramos o difeomorfismo de Morse h : U — h(U) dado pelo Lema 3 e
os sistemas f; = Dh™'o fioh, com i = 1,2. Por [26], o difeomorfismo de Morse é
dado por h(X) = X + O(]X|?). Dessa forma, segue que D f,(0) = A;; como a aplicacio
h é um difeomorfismo, temos que o vetor fi(h~'(p)) é paralelo a um raio, contido em
D = {X € R? : det(A;(X), 43(X)) = 0}, no ponto h~1(p). Isto é uma contradicao
pelo fato que, em coordenadas polares, a componente angular do sistema f; é da forma
0 = al, + O0,r), com al, > 0, e os raios em D sdo semirretas.

Para o caso f; linear, i=1,2; é suficiente considerar U = R? e h(X) = X.

]

Lema 7. [Bifurcac¢io dos pontos tangenciais| Seja Z = (f1, f2) € X" um par de funcoes
sobre as hipdteses H e considere T'1(y), T'a(y) e I'i(y) dados pela Notagao 1. Suponha
que para todo (0,y) € U N Xy as trajetorias I'1(y) e T'a(y) possuem n pontos de contatos
tangenciais internos, m pontos de contatos tangenciais externos e k pontos de contatos

transversais. Entao, para |e| suficientemente pequeno, temos que I'1.(y) e I'y(y) possuem:
(i) 2m + k pontos de contatos se e < 0;
(ii) 2n + k pontos de contatos se € > 0;

e todos eles sao pontos de contatos transversais.

Demonstragao. Em coordenadas polares, os sistemas (1.1), (1.2) e (1.3), respectivamente,
sao dados por:

7 =alr+ fu0,r),

0 =aly + fia(6,7),

r= f21(9,7")7
0= f22(977")7
e
r= (a%l + 5)T + f11(97r)7
0 =aly + f12(6,7),
em que f11(6,0) = f12(0,0) = %(9,0) = %(9,0) = 0 para todo 0. Tome p = (0, o)

um ponto de contato tangencial externo de I';(y) e I's(y), veja Figura 1.3, e denote por
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r1(0), m2(0) e ri-(0), respectivamente, as solugoes dos problemas de valores iniciais

(dr  ayr+ fu(f,r)

dQ N ab + fu(@,?”) ’

L T(_%) =Y,

( d?" f21<977‘)
d9 f22<9,7’)’

| 1(=3) =y

e

( dr _ (at, +&)r+ fi1(0,7)
d@ ab + flg(g, r) ’
r(=3)=v

\

™

Afirmamos que para s > —7, ¢ < 0 e y suficientemente pequeno, temos 71.(s) < r(s).

De fato,

e (aj, +&)r + f11(0,7)
re(s) +y = /_g aly + f12(60,7) @

</s abyr + f11(0,7)

= ajy + fi2(0,7)

Usando o fato que p = (6p,79) é um ponto de contato tangencial externo, esta claro que

df =ri(s) + .

r1(0p) = 72(0y) e para p > 0 suficientemente pequeno, temos r1(0) > 79(f) para todo

0 € [0o—p,00+p] \ {0o}. Assim, existe g9 < 0 tal que para todo e, com €9 < € < 0, temos

r1(6p — p) > 11(60 — p) > 12(60 — p)

r1(6o + p) > r1=(00 + p) > r2(60 + p).

Por outro lado, o fato que r1.(6y) < r1(6g) = r2(6y), segue do Teorema do Valor Inter-
medidrio que existe 0; € (6 — p, o) € 05 € (0o, 0y + p) tal que ri-(0;) = r2(0;) e r1(62) =
r9(f2). De acordo com o Lema 5 existem dois pontos p; = (01,7r2(61)) e pa = (02,72(62))
que sdo pontos de contatos transversais. Se € > 0, entdo ri.(0) > r1(0) > ro(6) para
todo 6 € [0y — p, 0y + p]. Isto implica que nao temos pontos de contatos neste intervalo.
O fato que |e| é arbitrariamente pequeno implica que os pontos de contatos transversais

sao mantidos. Entao, cada ponto de contato tangencial externo de I';(y) e T's(y) bifurca

em dois pontos de contatos transversais para € < 0 e desaparece para € > 0. De modo
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similar, podemos provar que cada ponto de contato tangencial interno de I';(y) e T's(y)
bifurca em dois pontos de contatos transversais para € > 0 e desaparece para ¢ < 0. Isto

conclui a prova. O

Figura 1.3: Intersecgao da curvas I'z(y) e I'1(y) nos pontos r5(61) e r2(6s).

Lema 8. Seja Z = (f1, f2) € X" um par de campos de vetores sobre as Hipdteses H
ou HL e considere T'1(y) e T'a(y) dados pela Notag¢ao 1. Denotando por ny, n. e n, 0s
numeros de pontos de contatos transversais, tangenciais sem cruzamento e tangenciais de

cruzamento de I'1(y) com T's(y), respectivamente. Entao, ne-n, =0 e ny + 2n. +n, < 5.

Demonstracao. A prova do lema é consequéncia da analise do sinal de H; o qual foi feito

na Observacao 3. Para esta prova, é suficiente demonstrar os seguintes resultados:
(i) ne-no =0;
(ii) se n, # 0 entdo n, +ny < 5; e,

(iii) se n. # 0 entao 2n, +ny < 5.
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Comegamos pela prova de (i), se Hy; = 0 (resp. Hy # 0) entao, pela Observagao 3,
n. = 0 (resp. n, = 0). Portanto, n. - n, = 0. Note que a anélise do caso Hy = 0 é
feita com f; e fy sendo campos de vetores lineares. Isto é necessario para satisfazer as
Hipoteses HL.

Para (ii) se n, # 0 por (i) n. = 0, consequentemente H; = 0 e f; é linear, para i = 1, 2.
Pela Observacao 3 o conjunto D divide U em dois setores e o conjunto R divide U em no
maximo trés setores. Assim, do Lema 5 segue que ny < 3 e n, < 2. Isto completa a prova
de (ii).

Finalmente, para a prova de (iii) se n, # 0 por (i) n, = 0 e consequentemente Hy # 0.

Assim, afirmamos:

(a) se um raio R; de R contem um ponto de contato tangencial sem cruzamento entao,

os setores adjacentes de R; nao possuem pontos de contatos transversais; e,

(b) pontos de contatos tangenciais sem cruzamento nao ocorrem em raios consecutivos

de R.

Para a prova de (a), seja p € R; um ponto de contato tangencial sem cruzamento e ¢ um
ponto de contato transversal em um setor adjacente de R;. Pelo Lema 7, para € adequado,
aplicamos a perturbagao linear (1.3) no sistema X=*f (X) e consequentemente o ponto
p bifurca em dois pontos de contatos transversais em uma vizinhanca de p e o ponto de
contato transversal persiste na vizinhanca de ¢. Assim, temos trés pontos de contatos
transversais em dois setores adjacentes do sistema perturbado, mas pelo Lema 5 isto é
uma contradigao.

Para a prova de (b) sejam p e ¢ pontos de contatos tangenciais sem cruzamento em raios
consecutivos R; e R;y1 respectivamente, com R;,R;y1 C R. Por (a) segue que dentro
do setor adjacente a R; e R;;1 nao temos pontos de contatos transversais. Assim, p e
q sao ambos pontos de contatos tangenciais sem cruzamento e sao de mesma natureza,
isto é, pontos de contatos tangenciais sem cruzamento externo ou interno. Pelo Lema
7, para um ¢ adequado, aplicamos a perturbagao linear (1.3) no sistema X =4 (X) e
consequentemente os pontos p e ¢ bifurcam em quatro pontos de contatos transversais

pertencentes a trés setores determinados por R. Pelo Lema 5 isto é uma contradicao e
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entdo a afirmacdo (b) estd provada.
Uma vez que o numero de setores determinados por R é no maximo cinco, segue das

afirmagoes (a) e (b) que 2n, +ny < 5. O

Lema 9. Seja Z = (f1, f2) € X" um par de campos de vetores satisfazendo as Hipdteses H
ou HL, e considere T'1(y) e T's(y) dados pela Notagao 1. Entao, para cada (0,y) € UNXy
existe um ponto no plano em que I'1(y) intersecta I'y(y). Além disso, se as Hipoteses H

sao satisfeitas, entao a intersec¢do € transversal.

Demonstragdo. De acordo com o Lema 2 podemos considerar ¥y = {(z,y) € R* x =
0ey < 0}. Sejally : ¥y — Xy a aplicagdo de Poincaré dada pelo sistema (1.2). Para
cada ponto (0,y) € Xg, com y < 0, temos que I5(0,y) = (0,21), com 2z < y. Isto é
verdade porque o sistema (1.2) tem um foco repulsor. Considere S(y) C ¥y o segmento
com pontos finais (0,7) e II5(0,y) = (0, z,). E ébvio que I'(y) = Ta(y) US(y) é uma curva
fechada.

Seja IT; : ¥y — X a aplicacdo de Poincaré dada pelo sistema (1.1). Agora usando
o fato que o sistema (1.1) tem um foco atrator, temos que I1;1(0,4) = (0, 22), em que
z9 < y. Seja 1 > 0 o tempo tal que v1(—71,(0,y)) = (0, 22). E ébvio que para £ > 0,
suficientemente pequeno, temos que y;(—¢, (0,y)) estd no interior de I'(y) e v (—m +
£,(0,y)) estd no exterior de I'(y). De acordo com a definicao da aplicagdo de Poincaré
I1;, é claro que o arco {71(¢,(0,y)), —71 +¢ <t < —e} ndo intersecta o segmento S(y).
Entao, isto implica que I';(y) intersecta I's(y) no ponto p distinto de (0, y).

Se as hipoteses H sao satisfeitas, entao pelo Lema 6 temos que p nao é um ponto de
contato tangencial de cruzamento. Uma vez que I';(y) cruza I';(y) em p temos que p é

um ponto de contato transversal. O

O préximo resultado é uma adaptacdo do Lema 1 de [33], para nossas hipdteses.
Considere o par de campo de vetores f; e f, satisfazendo as Hipéteses HL, X, € R?, com
Xy # 0 e [ a semirreta que passa por Xy e tem ponto final pg. Tome [~ e [T semirretas
com ponto final em pgy tal que o angulo em relagao ao eixo = calculado em [~ é menor que
o calculado em [ e angulo calculado em [t é maior que em [, veja Figura 1.4. Considere

também que o interior do setor determinado por I/ e [, com j € {—, +} esteja no interior



43

de um setor determinado por R. Pelo fato que as trajetérias v, (¢, Xo) e 72(t, Xo) cruzam

as semirretas [~ e [T para tempos negativos e positivos respectivamente, definimos:
e ¢ como a interseccao de v;(t, Xy) com [T, para i = 1,2; e,
e ¢, como a intersecgao de 7;(t, Xo) com [, para i = 1, 2.

Dessa forma, afirmamos um resultado semelhante ao Lema 1 de [33] como segue:

Lema 10. Sejam Z = (f1, f2) € X" um par de campo de vetores sobre as Hipdteses HL e
qfc 0s pontos de interseccao de v;(t, Xo) com a semirreta [, para i =1,2; como descrito

anteriormente. A respeito dos pontos qgt afirmamos:

i) Se det(f1(X), fo(X)) > 0, para todo X no setor determinado por |l e T, entdo
(i) (f1(X), fo(X)) P p ,

lgs 1l < lla[l;

ii) Se det(fi1(X), fo(X)) < 0, para todo X no setor determinado por | e I, entdo
( ) ( ) ;P p

oIl < llgs[l;

(iii) Se det(f1(X), fo(X)) > 0, para todo X no setor determinado por | e I, entao

gz I < llar |l e,

(iv) Se det(fi(X), fo(X)) < 0, para todo X no setor determinado por | e l~, entdo

g Il < flaz 1l

Demonstracao. Faremos a prova apenas para o primeiro caso, pois a prova dos outros
segue de modo andlogo. Considere o circuito C' dado pelo arco da curva = (¢, Xo) com
extremidades X e ¢, e pelos segmentos poq; e poXo, veja Figura 1.4. Uma vez que
det(f1(Xo), f2(Xo)) > 0 para todo X no interior do circuito C, segue que para tempo
positivo, a trajetéria ~o(t, Xo) entra no circuito C' cruzando v;(¢, Xo) no ponto X, e
sai do circuito pelo ponto g5 (Xj), e estes cruzamentos sao tnicos. Assim, temos que

la || < |l |]. A prova do lema estd terminada.
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Figura 1.4: Interseccao das trajetdrias ~;(t, Xy) com as semirretas I/ com i = 1,2 e

j < {+7 _}'
1.3 Caso Linear

Nesta secao apresentamos a versao linear do principal resultado deste capitulo (Te-
orema 1), isto é, consideramos o caso em que f;, com i = 1,2; sdo campos de vetores

lineares.

Teorema 6 (Fronteira de Centros - caso linear). Sejam Z = (f1, f2) € X" um par de
campos de vetores lineares que satisfazem as Hipoteses HL e Yo um raio com ponto final

em comum com o ponto singular py de fi e fo. Entdo, as afirmagoes valem:

(i) existe um raio 2, com ponto final py, tal que W = EqU{po} UQ € uma fronteira de
centros para Zy = (f1, f2, W); e,

(i) a cota superior para o mimero de raios €); distintos, com ponto final py, tal que
Wi = 3o U{po} UQ; € uma fronteira de centros para Zw, = (fi, fa, Ws), € cinco.

Além do mais, esta cota € atingida.

Demonstracao. Primeiro de tudo, de acordo com o Lema 2, podemos considerar
po = (0,0), Xo = {(0,y) € R%y < 0} e assumir que A; estd na forma canonica de
Jordan, em que f1(X) = A1X e fo(X) = A X.
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Para provar a afirmagao (i), considere a aplicagao C*, G : R* x R_ — R? definida por

G(t,s,y) = e?%(0,y) — e 1140, y), com y < 0. Queremos resolver
G(t,s,y) = 0. (1.5)

Pelo Lema 9, para cada y < 0 a equagao (1.5) possui pelo menos uma solugao (1, 72, y).

Podemos dividir (1.5) por —y > 0 e obter
eA25(0, —1) — e~ 140, -1) = 0. (1.6)

Entdo 7 = (7, 72) é uma solucdo de (1.6). Isto significa que os tempos de voo 71 e T
nao dependem do ponto inicial (0,y) € ¥y. Sabemos que o fluxo de um sistema linear,
para um tempo fixo ¢, leva semirreta com ponto final (0,0) em semirreta com ponto final
(0,0). Em particular, a imagem da semirreta X pelas aplicacoes e~41™ e e#2™ coincidem
e entdo, tal imagem é o raio §2 com ponto final (0,0). Entao, W = Xq U {po} U Q é uma
fronteira de centros para Zy = (f1, f2, W).

Agora, provamos a afirmacao (ii). De acordo com a construcao de €2 em (i) temos
que a fronteira de centros é dada pela intersecgao de I';(y) e I's(y), para (0,y) € Xo.
Lema 8 garante que para cada y < 0, I'y(y) NT'2(y) tem no maximo cinco elementos. Isto
implica que temos no maximo cinco fronteiras de centros da forma W; = %o U {po} U £2;.

Finalmente, o Exemplo 1 é uma prova que esta cota ¢é atingida. O

Agora, mostramos os detalhes do Exemplo 1 como segue.

Seja Z = (fi1, f2) € X" um par de campos de vetores lineares f1(X) = A1 X e fo(X) =

As X, em que
—-0.01 -1 0.5 —0.05
1 —0.01 20 0.5
Entao, existem cinco raios €2;, 2 = 1,...,5, como no Teorema 6, e eles sao dados por:

O = {(2,y) € R%, y = —134.8775564625664 ...z, = > 0};
0y = {(z,y) € R2, y = —21.3368256507493 ...z, x> 0};
O3 = {(z,y) € RZ,y = 8.31842273952277...2, x>0 };
Q= {(z,y) € R%,y = —1.781004127809957 ..., & < 0}; e,
05 = {(z,y) € RZy = 1.544443235738568 ...z, = < 0}.
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De fato, resolvendo numericamente a equagao (1.6) obtemos as solugoes:

(711, 721) = (6.275771311120894 . . ., 0.1472099548970395 . .. );
(712, T22) = (6.236352249719108 . .., 0.75306960711223 . ... );

(713, T23) = (3.261233618070344 . . ., 1.9649520341626272 . .. );
( )= (
( )= (

2.629977598472333 ... ,4.623573047888529 ... ); e,
0.5746034278947866 . . . ,4.789458190335897 ... ).

T14, T24

T15, 725

Assim, denotamos ¢; = e‘Ami(O, -1) = e2™i parai=1,...,5, e escrevemos

(0.007894119577290202.. . ., —1.0647395648297642 . . . );
(0.0498285069740593 . . ., —1.0631821653064175 . . . );

(0.12331238264053886 . . ., 1.0257645288981185 . . . );
(
(

0.5026329580685281 . .., 0.8951913733052014 . .. ); e,

1
a2
a3
44 -
qs —0.5466339180793478 . . ., —0.8442450566431993 . . . ).

Claramente os pontos ¢; estdo na interseccao I';(—1) com I'y(—1) e os raios €2; passam

pelos pontos ¢;, parai=1,...,5.
92
Iy (y)
Q4
Qs
0
'y (y)
Qs
Yo

Figura 1.5: Cinco Fronteiras de centros. Em vermelho e azul, temos a trajetéria I';(y) e

['5(y) respectivamente, j& em marrom, temos os raios §;, i =1,...,5.
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1.4 Caso Nao Linear

Nesta secao lidaremos com o caso nao linear. O proximo teorema é uma versao mais
detalhada do Teorema 1 e na sua prova alguns outros resultados obtidos nas se¢oes prévias

serao utilizados.

Teorema 7 (Fronteira de Centros -caso geral). Seja Z = (f1, fo) € X" um par de campos
de vetores que satisfaz as Hipoteses H e seja Yo uma semirreta com ponto final em comum
com o ponto singular py de fi e fo. Entao, em uma vizinhanca U de py, as sequintes

afirmacgoes valem:

(i) ewiste uma variedade unidimensional 2, com ponto final py, tal que W = (3 U

{po} UQ)NU € uma fronteira de centros para ZW|U (f1, fa, )‘U; e,

(ii) a cota superior para o nimero de variedades §; distintas, com ponto final py, tal que
Wi = (2o U{po} UQ)NU € uma fronteira de centros para Zy, ‘U (f1, fa, i)’U,

€ cinco. Além do mais, esta cota € atingida.

Demonstracdao. A prova esta organizada como segue. Na primeira parte da prova enunci-
aremos um conjunto de notacoes a respeito de algumas defini¢oes, recordaremos algumas
definicoes dadas anteriormente e também enunciaremos novas notagoes que serao usadas
na prova. Basicamente, usaremos a convencao que as notagoes com chapéu, por exemplo
i, sao referentes aos sistemas lineares e sem chapéu, por exemplo 7;, sao referentes a
sistemas nao lineares. Na segunda parte da prova, encontraremos uma curva §) e uma
vizinhanga U da origem, tal que, a curva (), a origem e X estao conectados, isto é,
W = (3o U{(0,0)} UQ)NU é uma fronteira de centros para ZW|U = (f1, f2, )‘U
Finalmente, na terceira parte da prova mostraremos que a curva {2 é de classe C".
Comecamos com a primeira parte da prova estabelecendo algumas notagoes. Como
no Teorema 6, pelo Lema 2, podemos considerar py = (0,0), Xg = {(0,y) € R%,y < 0} e
assumimos que A; estd na forma canonica de Jordan. De acordo com a nossa notacao,
equagdes (1.1) e (1.2), temos que f;(X) = A, X + fi(X), na qual f;(0) = Df;(0) = 0, para

i =1,2. Considere (0,7) = ¢ (x,y) a mudanga de coordenadas polares e denote:
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e 7;(t,(0,70)) a solugao de X = f;(X) satisfazendo a condiciio inicial ~;(0, (0, Yo)) =
(07y0)7 1= 1727

4i(t, (0,90)) a solucdo de X = A, X satisfazendo 4;(0, (0,40)) = (0,40), i = 1,2;

Bi(t, (0,90)) = v 0 %ilt, (0,50)) € Bilt, (0,50)) = ¥ 0 4L, (0,%0)), i = 1,2;

o T'i(yo) = {eM14(0,10),0 < t < 27/al,};

Ta(yo) = {e2(0,0),0 < t < 47/ /A5 };

o Ai(yo) = ¢(Ti(wo)) € Ai(yo) = ¢(Lilwo)), i = 1,2;

e D={X eR2:det(f1(X), (X)) =0}, R=DUZge S =(R): e,
e D={X eR?:det(4 X, 4,X) =0}, R=DUXpe S =1(R).

Sabemos que o conjunto R consiste de n raios, 1 < n < 5, o qual definimos 7A€j,
j =1,...,n. Pelo Lema de Morse existe um difeomorfismo h, definido em uma vizi-
nhanca Uy da origem, tal que k(D N Uy) = D N h(Up). Assim, temos R; = h(R;) e
também denotamos S; = ¢(R;) = {# = 6;} ¢ S; = ¢(R;), para j = 1,...,n.

Para a segunda parte da prova queremos obter a curva {2 e a vizinhanca U. A estratégia

para obter ) serd encontrar § > 0 e uma parametrizacao p : (—4,0) — R? de modo que

Q= {p(yo),0 < —yo < 6}

lim p(yo) = 0.

yo—0

Observe que pelo Lema 9 para cada yy < 0 existe um ponto p(yp) tal que fl(yo)
intersecta fg(yo) transversalmente em p(yp). Segue do Teorema 6 que existe um raio
R* # 7@, para todo j € {1,...,n}, tal que p(yo) € R* para todo yy < 0. Denote por
S* = (R*) = {0 = 0*}. E claro que existem 7, € {1,...,n} de modo que 6; < 6* < 6;.
Por simplicidade assumimos que i = 1 e j = 2, isto é S; e S, s@o raios consecutivos de S
tal que 0 < 0* < 0y (se n =1 entao Oy = 01 + 27).

Considere a faixa L, = {(6,7) : r < p}. Observamos que para um dado ¢; > 0 existe

p > 0 tal que, se 0 < r < p entao dis(gjﬂLr,SjﬂLr) <enj=1,...,ne YL, C .
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Tome U = ¢'(L,), do Teorema da Dependéncia Continua em Relagao as Condigoes

Iniciais e Parametros, segue que existe 9; > 0 tal que
se |yo| < &) entdo Ay(yo) C Ly, (1.7)

parat=1,2.

E claro que os sistemas X = A;X, satisfazendo as Hipéteses H, sdo focos. Assim,
em coordenadas polares, satisfaz 0 # 0. Segue que para cada yy < 0 o conjunto Ai(yo)
sao graficos de fungoes 7;(0,y0), @ = 1,2. Assim, §(yo) := ¥ (p(yo)) = (0*,71(0*,v0)) =
(0%, r2(6%,y0)). Agora, seja £, um nimero real que satisfaz 0 < ; < min{6, —6*,0*—0,}/3
e considere a faixa F' = {(0,7),|0 — 0*| < 2¢; e r < p}. Para um yo < 0 fixado, denote
por 7 = Ai(yo) N {0 = 6* £ 2¢1}, i=1,2; e n* o ponto médio entre 7 e 7.

Tome e5|yo| = min{dis(n*, A;(yo)),i = 1,2} e afirmamos que:

Al lim g5 > 0; e,

y0~>0

A2 existe um & > 0 tal que se |yo| < 2 entdo [|3;(¢, (0,40)) — Bi(t, (0,y0))|| < €2|wol-

De fato, para provar A1 temos que, em coordenadas polares, as solugoes dos sistemas (1)

™

2) = 9o, com ¢ = 1, 2; sao respectivamente

e (2) em que, 7;(

al T
71(0,90) = exp (%(9 + 5)) Yo; €,
as

0
r9(0,y0) = exp (/_W h(s)ds) Yo,

a3, cos O + (a2, + a3, )senf cos 0 + a3,sen’0

a3, cos 0 + (a3, — a3;)senf cos @ — af,sen?

em que h(f) =

Agora, vamos mostrar que

- min{dis(n¥, A;(yo)),i = 1,2}

> 0.
Yo—0 0]

Seja nt = (n;,n), sabemos que d(0) = (6 —n,)* + (r2(0,y0) — n,)? é o quadrado da
distancia entre n* e r5(#,y9) e o minimo da distancia ocorre em 6, tal que d'(6y) = 0.
Assim,

d'(0) = 2(0 — ng) + 2(r2(0,y0) — 0,7 )r2(6, yo)h(0)
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lim d'(8) = 2(6 —n,).

yo—0

Portanto, quando yy — 0 temos que

diS(U*,Az(yo)) = |7“2(7];',y0) —nt| =dis(nt,n3) = ||772 — 7 |

2
1 al T ng
- §em(@;m;+§o—ﬂmp<[gu@w>|m|
= L2+|yo|

com Lj constante positiva.

De maneira andloga, para i = 1,2 e j € {—, +}, podemos mostrar que
dis(n’, Ai(y0)) = L[yl

com L! constante positiva.
Assim,

lim e, = min{L}, i=1,2¢ej € {—,+}} >0

yo—0

Para provar A2, note que

’ <07 yO) + Rz<t7 yO)
Y0=0

v@@m:wwm+%hmwﬂ

€1 que
Rilt,
lim M

—0, i=1,2.
Y0—0 [yol

Uma vez que ;(t, (0,0)) = 0 e pela Observagao 2, na pagina 84 de [35], temos

o tt. 0,000

Entao, segue que 71(257 (07y0)) - ’AYZ(]Z (O;yo)) = Ri<t7y0)7 i = 1,2. Note que l/J é um

- (0,50) = €M+ (0,50) = Ai(t, (0,30)), i=1,2.

y0=0

difeomorfismo, entao a prova da afirmacao A2 esta terminada.

Considere V;(yo) a vizinhanga tubular de Ai(yo) com raio 5. Denote por A;r(yo) e
A (yo) as duas curvas regulares que determinam a borda de Vj(yo). O fato que I'y(yo)
intersecta I's(yo) transversalmente em p(yo) implica que A (yo) intersecta AF(yo) trans-

versalmente em F e pela escolha de e, temos que Af (1) intersecta AJ (o) em F. Denote
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Y

(91 0* 92

Figura 1.6: Construcao da vizinhanca tubular.

pi, i = 1,....4; os pontos dados por p1 = Af(yo) N AS (o), p2 = A7 (ye) N AS (o),
ps = AT (y0) N A3 (o) e pa = Af (o) N AZ (o) (Veja Figuras 1.6 e 1.9).

Seja K a regiao determinada pelos arcos pips, paps, p3ps € pap1 (veja Figura 1.9).
Para 0 < —yp < ¢ temos que K C F, e entao por (1.7) K estd contido em um setor
determinado por S. Pela Afirmacao A2, a trajetéria Aj(yo) nao cruza os arcos pip; € Paps
e a trajetéria As(yp) nao cruza os arcos pips € psps. Uma vez que Aq(yg) cruza pips e
p3pa e Aa(yo) cruza pops e pap1 temos que Aq(yp) intersecta As(y) em K e a interseccao
do ponto q(yo) = ¥(p(yo)) ¢ dnica.

Tome Q = {p(yo),0 < —yo < d}. Como

lim max{||X||, tal que X € T;(y0)} =0, i=1oui=2,
yo—0

segue que
lim p = 0.
yol 0 (Z/O) 0

Assim, temos que €) é conectado com a origem. Entao a segunda parte da prova esta
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Figura 1.7: Interseccao Transversal na vizinhanca tubular.

finalizada.

A 1ltima parte da prova consiste em provar a diferenciabilidade de ). Apenas obser-
vamos que a intersecgao de I'1(yg) com I'y(yo) em K é transversal, tal transversalidade
ocorre pelo fato de que K N D = (). Sejam sq e tyo tempos de voo necessérios para a
interseccao, isto €,

Y2(805 (0,%0)) = 71(—t0, (0, %0)) = p(¥o)-

Considere a equagao

®(t,s,y) =0, (1.8)

em que ® : R?> x R_ — R? é uma aplicagao de classe C" definida por ®(t,s,y) =

’72(57 (07y)) - 71<_t7 (Ovy))7 com y < 0. Observe que

det(I(s,1y®(to, s0,%0)) = det(f1(p(yo)), f2(p(v0))) # 0.

Entao, pelo Teorema da Fungao Implicita, existem aplicagoes de classe C", s = s(y) e
t = t(y), definidas em um intervalo aberto Iy o yo, tal que ®(¢(y), s(y),y) = 0. Assim,

temos que (2, em uma vizinhanga do ponto p(yo), é dada por

Q= {nt) 0,9) :y € lo}.

O fato de que, na vizinhaga do ponto p(y), a variedade €2 é imagem da aplicagao C",
71 (—=t(y), (0,y)) sobre o intervalo aberto Iy; implica que a variedade €2 ¢é diferencidvel no

ponto p(yp). Pela arbitrariedade de yy segue que a variedade 2 é diferencidvel.
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A prova de (ii) é similar a que é dada na prova do Teorema 6.

]

Note que a condigao (iv) na Definicdo 1 é apenas técnica. Observamos que todo par
de sistemas lineares que satisfas as condigoes (i), (ii) e (iii) da Definigdo 1 possui uma
fronteira de centros, veja o Teorema 6. Por exemplo, considerando o par fi(X) = A;X e

f2(X) = A2 X com

o par (f1, f2) satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii) e nao satisfaz a condi¢do (iv).

1.5 Perturbacao da Fronteira de Centros

Nesta secao, vamos demonstrar o Teorema 2 e dar um exemplo numérico em que o

teorema se aplica. Por praticidade, enuncimamos novamente o respectivo teorema.

Teorema (Perturbacdo da Fronteira de Centros). Sejam Z = (f1, fo) € X" um par de
campos de vetores que satisfaz as Hipoteses HL, Yo uma semirreta com ponto final em
comum com o ponto singular py de fi e fo e W D ¥g uma fronteira de centros para o
par Z = (f1, f2). Entao, dadon € IN e a,b € Ry com 0 < a < b, podemos perturbar a
fronteira de centros W produzindo uma fonteira de separagcao W, de modo que o sistema
Zw. = (fi1, fo, We) possui exatamente n ciclos limite. Os ciclos limite de Zy,. sdo as
orbitas periodicas de Zy que persistiram apos a perturbacdo e eles cruzam o raio €2,

obtido no Teorema 6, a uma distancia da origem maior que a e menor que b.

Demonstracao. Para a demonstragao, seguiremos os seguintes passos. Primeiro, partindo
do raio € obtida no Teorema 6, construiremos a curva 2. que estd C! préxima de Qy = Q,
quando € — 0, e por fim provaremos que de fato, o sistema Zy, tem exatamente n ciclos
limite que cruzam o raio {2 a uma distancia da origem maior que a e menor que b.
Seguindo o roteiro da demonstracao, vamos construir a curva {).. Para facilitar o

entendimento da construcao, rotacionamos, caso necessario, os campos vetoriais f; e fo
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e a semirreta Yo para que o raio €2 seja o semi-eixo positivo das abscissas. Para ¢, a e b

positivos, com a < b, seja a* a solucao da equagao

s (M) = e (7).

tal que a — (b —a)/2n < a* < a. Assim, definimos

Q. ={(z,y) eR? y = fo(x), v >0}

em que,

(calb—a) (mr(a* —a)

se 0 < x<a*;
2a*nm b—a ) -

Je(z) = < elb—a) coS (nﬁ(ﬂlj — a)) sea* <z <g e,

2nm b—a
hi(z)
fa()
T a* a

Figura 1.8: Representacao geométrica da escolha de a* para a funcao f.(x), sendo:

Ty = (2n721n)a7b, fl(«r) _ 5;51*7;:) COS < nn a_a a)) e f ( ) b a) cos (mrb(f;a)>.

Uma representacao geométrica da escolha de a* para a fundo f.(z) pode ser vista na

Figura 1.8. Note que, para provar que ). é de classe C!, é suficiente mostrar que f(z) é



95

de classe C!. Dessa forma,

( (b — * _
e a) Cos (mr(a a)) se 0 <z <a’

2a*nm b—a
fl(x) = —Esen w sea* <x<b; e,
2 b—a
0 sex >b.

\

que é continua. Portanto, . é de classe C*. Pelo fato de que f.(x) converge para a funcio
nula, na norma C!, quando ¢ converge a zero, temos que . estd C! préxima de Qy = Q.

Agora vamos mostrar que o sistema dado pelo campo Zy. tem de fato, exatamente
n ciclos limite. Para ¢ = 1,2; sabemos que o campo vetorial f; é transversal ao raio €2,
como (). converge para ) na norma C*, segue que para ¢ suficientemente pequeno, f;
é transversal a curva €).. Assim, podemos fazer o estudo da aplicacao de Poincaré P
do campo Zy,. sobre a curva €).. Uma vez que (). estd parametrizado pela varidvel x,
podemos trabalhar com a aplicacdo de Poincaré em z e afirmamos que P(z) = x se, e
somente se, f.(z) = 0. Como a equagao f.(x) = 0 tem exatamente n raizes, segue que a
aplicagao de Poincaré P () tem exatamente n pontos fixos, e consequentemente, o sistema
Zyw. tem exatamente n ciclos limite.

Para finalizar a prova do teorema, temos que demonstrar nossa ultima afirmagcao,

P(z) = x se, e somente se, f.(z) = 0. Para isto, tome X = (z, f.(x)) € Q..

— Se f.(x) > 0, denote por X a interseccao da 6rbita de (z, f-(z)) com Q e sejam [ e [T
semirretas que passam respectivamente por Xy e (z, f-(x)) ambas com ponto final em
po- Pelo Lema 10, se det(f1(V), f2(V)) > 0 (resp. det(f1(V), fo(V)) < 0) para todo
V mno setor determinado por [ e I, temos que |lg3 || < |l¢ || (vesp. |l&'|l < llgs ||,

portanto, P(x) # x; e,
— Se f.(z) < 0, por um calculo semelhante temos que P(z) # x.
A prova do teorema estd finalizada. n

Agora, daremos uma aplicacao do Teorema 2, em que apresentamos um exemplo de

um sistema linear por partes em duas zonas, cujos campos de vetores nao estao necessa-



56

riamente na forma canonica de Jordan, com quatro ciclos limite que cruzam o eixo x a

uma distancia da origem maior que um e menor que cinco.

Exemplo 2. Considere as matrizes A; e Ay dadas por

—2c—1 2¢ —2V/3c—1 +4c
A = e Ay =

—c —1 —c —1
em que
1617

1437 — 841n (efg‘*)

Facilmente, podemos ver que os campos vetoriais A1 X e Ay X satisfazem as Hipoteses

~ —0.891891.

CcC =

HL. Uma caracteristica especial desses campos de vetores é que, se tomarmos Yy como o
semi-eizo negativo das ordenadas e §2 como semi-eixo positivo das abscissas, a variedade
W = Yo U {po} UQ € uma fronteira de centros para o sistema Zy = (A1 X, Ay X, W).
Efetivamente, considerando as trajetorias dos campos A; X que passam por (0,—1) em

t =0 dadas por ;(t, (0,—1)) = (z;(¢, (0 — 1)), y;(t, (0 — 1))), com i = 1,2; temos que:

y1(=t,(0,—1)) = (2e'™“*sen(ct), et (— cos(ct) + sen(ct))); e,

Y2(, (0, —1)) = (—4e_t_‘/56tsen(ct), —e 1V (— cos(ct) + ﬁsen(ct))).

As tragetorias v1(—t, (0, —1)) e ya(t, (0, —1)) interceptam o semi-eizo positivo das abs-

. . T T ~
cissas para tempos respectivamente, tog = I e sy = 5o Agora, resolvendo a equagao
c c
x1(—to, (0, —1)) = x2(s0, (0, —1)) na varidvel ¢, obtemos
1617w

CcC =

o e—Tm/4 ’
14v/37 — 841n ( 7 )
Portanto, pela linearidade dos sistemas, temos que W € uma fronteira de centros para o

sistema Ly .

Para a construcao da variedade perturbada €. consideramos:

Q= {((L‘,y) S R2;y - f(I)}

em que
( ex
cos(m(a* —1)) se0<z<a
2a*m
fe(x) = Qicos (r(z —1)) sea*<x<5h
T
€
— >5
\ 27 et =
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Figura 1.9: Quatro ciclos limite do sistema (f1, fo, W.) com e =0,5,a=1e b=25.



Capitulo 2

Bifurcacoes tipo salto em sistemas
diferenciais lineares por partes

planares degenerados

2.1 Apresentacao do Capitulo

Este capitulo esta organizado como segue. Na Secao 2.2, apresentamos alguns resul-
tados técnicos com conceitos e provas de alguns lemas que sao cruciais para as provas dos
principais resultados, Teoremas 3, 4 e 5. Na Secao 2.3, lidamos com a Bifurcacao Bainha
de Espada, Teorema 3. Nas Secoes 2.4 e 2.5, descrevemos as bifurcacoes que ocorrem nos
cendrios de transi¢ao né-foco (Teorema 4) e foco-foco (Teorema 5), respectivamente. Por
fim, na Secao 2.6 analisamos o modelo linear por partes de Morris-Lecar, com o intuito

de expor as bifurcacoes deste capitulo em um modelo matematico.

2.2 Resultados Técnicos

Comegamos mostrando por fatos elementares sob algumas 6rbitas do sistema (4)—(6).

Lema 11. Considere o sistema diferencial linear por partes continuo (4)—(6), em que
dr,dp > 0, do = 0, t;, < 0 etr > 0 com t2 —4d, > 0 e t% —4dr < 0 e sejam

A < Ap < 0 os dois autovalores do campo de vetores esquerdo, isto é, A\y + A\p =t e

o8
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Ay - Ap =di. Para x < —1 as duas semirretas

Y=z + 1)+ — —to (2.1)
Au
€
&
y=Ap(x+1)+ +— —to, (2.2)
Ap

sao as variedades estdveis do nd (real ou virtual), sendo invariante pelo fluxo. Assim, os

pontos de interseccoes dessas retas com Y_ sao 0S pontos

1o+ 2 1ot 2
) C AU € ) C AD .

Demonstracdo. A reta y = mx + b é invariante pelo campo de vetores esquerdo se, e

somente se, y = mt, ou seja
dp(x +1) —a=mltr(x +1) —tc —mzx — b,
ou, equivalentemente
m? —mty +dp =0, (2.3)
a—dp+m(tp —tc —b) =0. (2.4)

Vemos que pela equagao (2.3), m é o autovalor da matriz correspondente ao campo de

vetores esquerdo, e pela equacdo (2.4) segue que

b:a—dL

+tr — to.

Entao, para provar a equacao (2.1), temos

a—d a— Ay
L+tL+tU=AUx+%+AU+AD—tC.
U U

y:)\U.’L'+

Portanto,

y:)\U(a:—i—l)%—ﬁ—tC.
Au

A prova da equagao (2.2) é andloga e o lema estd demonstrado. O]

Lema 12. Considere o sistema linear por partes continuo (4)—~(6) em quetc # 0 ede = 0.
Entao, para |z| <1 o segmento
a
Yy = tC{E + T
to

€ invariante pelo fluxo.
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Demonstracao. Como na prova do Lema 11, mas trabalhando com outro campo de veto-
res, a reta y = ma+b é invariante pelo campo de vetores central se, e somente se, y = muz,
ou seja,

—a=m(tecx —y) = m(tcr — tex — a/te)

ou equivalentemente,

m = tC
Portanto, o lema estd demonstrado. O
Para simplificar a nossa notagao, definimos % = {(z,y) €e R : z = —1,y > —tc},
> = {(z,y) € R : z = -1,y < —t¢}, T}, como a dérbita com ponto inicial em

Ty, seguindo para frente no tempo e I'y, como a drbita partindo do mesmo ponto mas
seguindo para tras no tempo, veja Figura 2.1. Claramente, F;L NI'z, =T5. Iremos usar
estas duas trajetorias como referéncias para futuros resultados. Em particular, podemos
enunciar o seguinte lema auxiliar, no qual somente consideramos a # 0, uma vez que para

a = 0, ambas as érbitas reduzem para o ponto 7T7,.

Lema 13. Considere o sistema linear por partes continuo (4)—(6). As sequintes afirmagoes

valem.

(a) Para a drbita Ty, = T'7, UT7, , a abscissa do ponto Ty representa o valor mdximo

de x quando a < 0 e o valor minimo quando o > 0.

(b) Se o < 0, entdo a orbita I'r, estd totalmente contida em Sy UX_, e seu conjunto
w-limite € o ponto de no estdvel. Além do mais, tal no estdvel também é o conjunto
w-limite para todas as orbitas partindo de Sy, e acima de I'y, . No caso contrdrio,
todas as orbitas com ponto inicial em Sy, e abairo Iy, obrigatoriamente toca ¥ em

um ponto (—1,y) comy < —tc e & > 0.

(c) Se a > 0, entdao podemos definir para a drbita I'r, dois pontos importantes Ay e
Ag; Ay € o primeiro ponto de intersec¢ao de I'y, com Xy indo para trds no tempo,
enquanto Ay representa o primeiro ponto de interseccdao de F’TLL com Yy indo para

frente no tempo. Em particular, os sequintes casos surgem:
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(i) setc =0, entdo a orbita I'r, satisfaz para |z| <1 a equagdo
2a(z + 1) = 3 (2.5)

de modo que ya, = 2/, e ya, = —2\/;

(ii) se tc > 0, entdo temos para os pontos Ay e Ay as inequagoes
Q@
tc<yA1<tc+t—eyA2<0<tc (2.6)
c

sao satisfeitas; e,

(1ii) se tc < 0, entdo temos que as inequagoes

(6]
tc<0<y,41 €tc+t—<y,42<tc
C

sao satisfeitas.

Figura 2.1: Representagao geométrica das trajetdrias F;L e I'z,, para @ < 0 no painel
(a) e @ > 0 no painel (b). No painel (b), também representamos os pontos A; e As. As

curvas em vermelho correspondem ao grafico de y = F(z).

Demonstragao. A afirmacao (a) segue facilmente do fato que & = a em T, Efetivamente,
para (z,y) € ¥_ temos

i=tei—y=tei—+a
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F=tpd—y =14 +a,

dependendo do campo de vetores escolhido para fazer os calculos. Como estamos cal-
culando as derivadas na reta * = —1 com & = 0, entao existe e é continua a segunda

derivada, cuja expressao é dada por & = a.

A afirmacao (b) é uma consequéncia da afirmacdo (a), uma vez que temos um maximo
com respeito a x para 'y, na abscissa do ponto Ty. Além do mais, para pontos em %
temos © < 0, de modo que a curva I'y, U Y1 define uma regiao positivamente invariante
ilimitada, na qual o né estdavel é o conjunto w-limite para todos os pontos da regiao. A

ultima afirmagao ¢ direta, uma vez que, para pontos abaixo de I';. , temos que & > 0.

Para mostrar a afirmagao (c¢), comegamos por analisar que agora temos um minimo
com respeito a = para I'y, na abscissa do ponto T7,. A existéncia dos dois pontos A; e
Ag vem do fato que em S¢ temos & < 0 para y > tox enquanto & > 0 para y < tex
e o coeficiente angular dos vetores no campo central tende a ser pequeno quando |y| é
suficientemente grande, pois

@_ Q

dr — tex —uy.

Para a afirmgao (i), quando t¢ = 0 temos

de y
dy o

Entao, resolvendo tal equagao diferencial com a condigao inicial y(—1) = 0, obtemos
20(z +1) = ¢,

e entao a afirmagao (i) segue. Para as outras afirmagoes, provaremos apenas (i7), ja que a
prova de (7i7) é andloga. Pelo Lema 12, areta y = tcx+a/te é invariante pelo fluxo, dessa
forma, temos que a trajetéria I';, nao intersecta a reta y = tox + a/to (veja Figura 2.2),
implicando

a

Yya, <tc+ —.
170]

Por outro lado, como vimos antes, para |z| < 1, se y > tox (respectivamente y < tox),

entdo & < 0 (respectivamente & > 0). Assim, para |z| < 1 a trajetéria I';, ndo intersecta
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Figura 2.2: Representagao geométrica em que a trajedria I';; nao intersecta o segmento
invariante {(x,y) € R*y = tcx + a/tc} e o segmento {(z,y) € R* y = tcxr}. Em
marrom, segmento invariante dado pelo Lema 12 {(z,y) € R? y = tcz + a/tc}; em roxo,

segmento {(z,y) € R* y = tcz}; e, em vermelho o grafico da fungao y = F(x).

a reta y = tcx (veja Figura 2.2), implicando em tc < y4,. Portanto, as inequacoes (2.6)

sao validas, ja que a prova de y4, < 0 < to € trivial. A prova do lema esta feita. O]

Antes de prosseguir, recordamos explicitamente o Teorema 1 de [36] que descreve uma
analise sobre a existéncia e unicidade de ciclos limite, sendo um importante resultado para
sistemas lineares por partes com apenas duas zonas, que sera necessario mais tarde. Tal
resultado sera util para nossos sistemas sobre as afirmacoes em que a dinamica estudada
exige apenas levar em consideragao duas zonas adjacentes. Em particular, a atencao sera

dada as zonas central e direita. Veja [36] para a prova.

Teorema 8. Considere o sistema diferencial

T = F(z)—uy, @7

y = g($)_a7
em que

trx sex <0,
Flz)=4¢ _ (2.8)
trr sex >0,
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JLx sex <0,
gl) =13 (2.9)
drr sex >0,
com apenas um ponto de equilibrio localizado na regiao x > 0, isto €, adp > 0, e ad;, > 0.

Assuma também que tp > 0 e t;, < 0. Entdo, as sequintes afirmacdes valem:

(a) Uma condi¢ao necessdria para a existéncia de orbitas periddicas € que o ponto de
equilibrio seja um foco, isto €, (tg)? — 4dg < 0, no qual implica dg > 0, de modo

quea>OeOZL20;6,

(b) Assumindo um foco na zona direita, isto ¢, (Ig)? —4dr < 0 e a > 0, o sistema
sempre tem uma Orbita periodica se d, = 0. Quando d, > 0 o sistema tem uma

orbita periodica se, e somente se,

tr tr
—+ —=<0.
Vdr Vdp

Em tal caso, a orbita periodica circula o foco e € um ciclo limite estdvel que € unico.

(2.10)

Observacao 5. FEste resultado serd aplicado posteriormente para obter conclusoes sobre
a dinamica dos nossos sistemas que envolvem apenas as zonas central e direita; para
isso, podemos assumir a translagio (x — 1,y — tc) — (x,y) e identificamos t;, = tc,

jL:dC:O,gR:tR, CER:dR eca—«uo.

Observagao 6. Sobre as hipdteses do Teorema 8, a condigdo (2.10) sempre se cumpre
quando temos a configuracao (nd estavel)-(foco instdvel), uma vez que temos

t t
}E S _27 0 < L~
Vdg Vdp

para quaisquer foco instdvel e né instdvel, respectivamente. Na configuragdao (foco estdvel)-

<2

(foco instdvel), a condi¢io (2.10) € equivalente a

t t
Yr+ L = ~R~ T — — < 0.
\/4dr — (tr)?  £/4dp — (t1)?

Para mostrar esta equivaléncia, € suficiente considerar a fungao auziliar h(§) = &/+/4 — &2,

a qual € impar e mondtona crescente no conjunto {§ € R; —2 < & < 2}; veja [36] para

detalhes.
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2.3 Biurcacao Bainha de Espada

Teorema (Bifurcacao Bainha de Espada). Considere o sistema diferencial linear por
partes continuo (4)—(6), em que dp,dg > 0, tc = dc = 0, t;, < 0, tg > 0. Se ambas
dinamicas laterais sao do tipo foco satisfazendo a condigcao v + vr < 0, ou temos uma
dinamica de no estdvel na esquerda e uma dinamica de foco instavel na direita, entdo as

sequintes afirmagoes valem:

(a) se a =0, entao o segmento de equilibrio Ec € um atrator global do sistema, embora

qualquer ponto em Eo seja um ponto de equilibrio instavel; e,

(b) Se o > 0 e pequeno, um ciclo limite estavel envolvendo as trés zonas lineares bifurca
do segmento E¢, e circula o ponto de equilibrio da zona da direita (foco instdvel) pre-

visto pelo Lema 1 (c). Tal ciclo limite encolhe em altura aprozimando do segmento

Ec e seu periodo tende para o infinito, quando o — 0.

Figura 2.3: Bifurcacao bainha de espada. Aqui t;, = —0.75, tc = dc = 0, tp = 0.5 e
d;, = dgp = 1. Na figura da esquerda a = 0 e na figura da direita o = 0.001. Note o
formato do ciclo limite que bifurca do segmento de equilibrio semelhante a uma bainha

de espada.

A prova deste teorema decorre de resultados apresentados posteriormente, apds ter

estudado separadamente os dois particulares cendrios envolvidos. A prova da afirmacao
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(a), segue das Proposicoes 1(a) e 3(b) e a prova da afirmagao (b) segue dos Teoremas
4(b) e 5(b). Note que temos apenas a versao super-critica da bifurcacdo, tal versao serd

0 Unico caso considerado.

2.4 'Transicao de um noé estavel para um foco instavel

Iniciamos analisando o plano de fase critico, isto é, o plano de fase para a = 0,

levando em conta os possiveis diferentes sinais do traco central.

Proposicao 1. Considere o sistema diferencial linear por partes continuo (4)—(6), em
que dr,dr > 0, a = dc =0, t;, <0 com t2 —4d;, > 0 (dinamica esquerda do tipo nd) e

tr >0 com t% —4dp < 0. As sequintes afirmagées valem.

(a) Se t¢ = 0, entdo o segmento Ec é um atrator global, sendo todos os pontos do
segmento, pontos de equilibrio instdveis; entretanto, o ponto T é o conjunto w-

limite de todas as orbitas partindo dos pontos que nao estao no segmento Ec.

(b) Setc >0, entao todos os pontos do segmento Ec sao pontos de equilibrios instdveis
e nao existem orbitas periodicas. FEntretanto, existem algumas orbitas especificas

como seque:

— uma conexao heteroclinica do ponto Tg para o ponto Ty,

— uma orbita homoclinica Hy, no ponto 17, que usa as trés zonas lineares, pas-
sando pelos pontos (1, —tc) e (£1,tc(1 + 2exp(myr)), e contendo todos os

pontos do segmento Ec com x > —1 em seu interior; e,

— duas conexoes heteroclinicas do ponto Ty, em cada ponto do segmento Ec com

—1l<ax<l.

Além do mais, o ponto Ty, € o w-limite para todas as orbitas que nao partem do

segmento F¢.

(c) Sete <0, entdo todos os pontos do segmento E¢ sao pontos de equilibrio estdveis,
mas nao assintoticamente estaveis. O segmento Ec € um atrator global para o

sistema e entao, nao temos orbitas periodicas.
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Figura 2.4: O plano de fase sob as hipdteses da Proposic¢ao 1 (b), quando o = 0, t;, = 1.2,
tc =034,tg =0.6,d, =0.1,dc =0 e dr = 1.

Demonstracao. Para todas as afirmacoes, a estabilidade dos pontos pertencentes ao seg-
mento F¢ é determinada pelo sinal de t¢, exceto quando to = 0. Neste tiltimo caso, como

a =0, da equagao (6), sabemos que a dinamica do campo de vetores central é dada por

T = Y,

y = 0.
Considerando todas as d6rbitas para valores nao nulos de y, temos que as orbitas sao retas
horizontais e que os pontos do segmento E¢ sao instaveis.

Do Lema 11, o campo de vetores esquerdo tem pelo menos uma semirreta invari-
ante com ponto final T}, a existéncia de érbitas periddicas é excluida para todas as
situacoes. Efetivamente, todas as orbitas periddicas devem circular pelo menos um ponto
de equilibrio, mas no nosso caso ele deve circular todo o segmento E¢, no qual isto nao
é possivel; caso contrario, a orbita peridédica deve interceptar tal semirreta invariante,
contradizendo a unicidade das orbitas. Portanto, nao existem érbitas periddicas.

Pode-se ver claramente que, exceto no segmento Eo, as 6rbitas na zona central sao
segmentos horizontais indo da esquerda para a direita para y < tcx e da direita para
esquerda para y > tcx. Note também que o ponto T, é um nd, como pode ser visto da

zona esquerda, e similarmente, o ponto Tk é um foco como pode ser visto da zona direita.
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Assim, definimos a semiaplicacao de retorno esquerda Pp(y) para todos os pontos (—1, %)
em YX_ com y > —to, de modo que a 6rbita de (—1,y) vai novamente para ¥._ no ponto

(=1, P(y)); trivialmente, vemos que para o = 0, temos

Pp(y) = —tc. (2.11)

Sobre ¥t podemos definir similarmente uma semiaplicacao de retorno direita Pgr para
todos os pontos (1,y) com y < to. Restringimos nossa atengao para o semiplano = > 1.
Temos um foco em Ty, = (1,tz) de modo que podemos calcular as solugdes escrevendo

th =20p edp = 012% + w% e usando a matriz exponencial

WR COs Wit + orsenwprt —wpgrsenwpt
t
e’R

WR
(0% + w?)senwrl Wg COS Wit — opsenwpt

a qual, para t = 7/wg é reduzida a

-1 0
BWWR
0 -1
Assim, para o tempo
t= 7T/(.UR
as solucoes satisfazem
z(m/wg) — 1 z(0) —1
= —™k : (2.12)
y(m/wr) — tc y(0) —tc

Portanto, tomando (z(0),y(0)) = (1,y) e definindo Pg(y) = y(7/wg), temos

Pr(y) =tc+ (tc —y)e™", (2.13)

veja [20] para mais detalhes.
Para mostrar a prova da afirmagao (a), resta-nos ver que como tc = 0 o ponto 77,
¢ o w-limite de todas as drbitas dos pontos que nao estao no segmento Fgo. Isto é evi-

dente se considerarmos que tais Orbitas, depois de dar meia volta na zona direita, se
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necessario, finalmente alcanga ¥ no ponto (—1,y) com y > 0. E suficiente entao, aplicar
a semiaplicac@o de retorno P, dada por (2.11).

Para terminar a prova da afirmacao (b), devemos prestar atenc¢ao na existéncia das
especificas e notdveis érbitas citadas no respectivo item, veja Figura 2.4. Uma vez que
a ultima afirmacao sobre o ponto 17, segue de um raciocinio similar ao feito na prova do
item (a). No que segue, tome uma érbita com ponto inicial (x,t¢) com || < 1. Mais
uma vez usando o fato que em S¢ as dorbitas sao segmentos horizontais, e tal érbita chega,
indo para frente no tempo, no ponto (—1,tc) e posteriormente aproxima-se do ponto 77
A mesma Orbita, no tempo para tras, aproxima-se do ponto Tg, e entao a existéncia das
conexoes heteroclinicas estd demostrada.

Tome agora como ponto inicial (z, —t¢) com |z| < 1. Tal érbita aproxima para tempo
passado do ponto T7; indo pra frente no tempo, ela chega no ponto (1,—tc) em 3., e
entdo, ap6s usar a aplicagdo Pr dada por (2.13), a 6rbita ird para ¥, no ponto (1,yy)
com

yir = to + 2tce™® = to(1+ 2e7F),

Entao, a érbita ird interceptar ¥_ em (—1,yy), para finalmente aproximar do ponto 7T7.
Assim, a existéncia da conexao homoclinica estd mostrada.

Consideramos agora como ponto inicial (£,7) na qual, uma vez fixado |z| < 1, consi-
deramos z < £ < 1 e n = tcx. Assim, o ponto (£,7n) esta localizado no conjunto formado
pelo triangulo {(x,y) € R? : |z| < 1 e tc < y < tcx}. Como antes, sua dérbita, no tempo
para tras, aproxima do ponto (z,7n) no segmento E¢, mas indo para frente no tempo che-
gando no ponto (1,7) em X ,. Em seguida, apds meia volta em torno do foco na fronteira,
ela vai novamente para X, e finalmente aproximamos, como antes, do ponto 7. Por um
argumento analogo, tomando agora —1 < £ < z e sem interseccao com >, conduz para
outra érbita heteroclinica de (x,tcx) para o ponto Ty. A afirmacdo (b) esta feita.

Para mostrar a afirmagdo (c), podemos primeiramente, ver que a estabilidade as-
sintotica nao pode ocorrer uma vez que os pontos de equilibrio nao sao isolados de modo
que, préximo de qualquer ponto de equilibrio, existem orbitas que nao tendem para ele
quando o tempo tende para infinito.

Para mostrar que o segmento F¢ é um atrator global, podemos comecar tomando como
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ponto inicial (z,y) comx < —1 ey > Ap(x+1)—tc (acima ou sobre a semirreta invariante
inferior do né. Claramente o ponto T, é o conjunto w-limite para todas estas orbitas.
Mantendo x < —1 e tomando agora pontos abaixo da tal semirreta invariante inferior,
concluimos facilmente que existem trés possibilidades: a érbita aproxima diretamente de
um ponto no segmento E¢; a orbita aproxima do segmento E¢o depois de dar meia volta
em torno do foco na fronteira Tg; ou finalmente, a érbita chega em um ponto sobre ¥ _
com y > —tc. Neste ultimo caso, vemos que o ponto 77 é mais uma vez o conjunto

w-limite e a prova da afirmacao esté feita. A proposicao esta demonstrada. n

Uma vez que, pela Proposicao 1, sabemos o comportamento para a = 0, avancamos
ao préximo resultado que ¢ a transicao do valor negativo para o positivo do parametro «,
sempre conduzindo para um ciclo limite. Além do mais, como serd mostrado no Teorema
4, o nascimento de tais ciclos limite pode ter diferentes comportamentos qualitativos,

apresentando para to > 0 carater explosivo.

Proposicao 2. Considere o sistema diferencial linear por partes continuo (4)—(6), em
que dr,dg >0, dc =0, t;, <0 etr >0 com t2 —4dy, > 0 e t% — 4dr < 0. As sequintes

afirmacoes valem:

(a) se a <0, entdo o ponto de equilibrio e, é um nd estdvel, sendo o atrator global do

sistema; e,

(b) se a >0, entao o ponto de equilibrio eg € um foco instdvel circulado por pelo menos

um ciclo limite estdvel.

Demonstragao. Sob as hip6teses da afirmacao (a), uma vez que o < 0, pelo Lema 1 existe
somente um ponto de equilibrio que é um no localizado em S;,. Consequentemente, pode-
mos aplicar a afirmagao (b) do Lema 13, de modo que necessitamos somente considerar o
ponto inicial em ScUX, USg. Para tais pontos em ScUX, USg temos § > 0, e apds dar
meia volta em torno do foco virtual, se necessério, devemos chegar a um ponto em X7;
entao, aplicando novamente a afirmagao (b) do Lema 13, vemos que o conjunto w—limite

¢ mais uma vez o n6. A afirmacio (a) estd demonstrada.

Para mostrar a afirmacao (b), iniciamos considerando a érbita FZE’ a qual é tangente

em Y_ e desce indo para a direita até bater em ¥, no ponto Ay com yu, < tc, veja o
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Lema 4(a). Para mostrar a afirmagao é suficiente considerar agora as orbitas partindo
do ponto By = (—1,a/A\y — t¢), isto é, o ponto onde a semirreta invariante superior
introduzida Lema 11 intersecta >_. Uma vez que o > 0, a érbita entra em S e desce

indo para a direita até bater em ¥, em um ponto (1,y,), com y; < ya,.

Figura 2.5: A fronteira do conjunto compacto positivamente invariante K5 é composta

pela orbita de By até By, a orbita de A; até T}, e os segmentos B1A; e Ty By .

Note que as 6rbitas ndo podem escapar para o infinito em S¢, uma vez que para |y|
suficientemente grande, a variagao angular das érbitas aproxima de zero. Se seguirmos
agora a 6rbita do ponto (1, %, ) devemos circular em meia volta o foco instavel para depois
bater em ¥, no ponto By com yp, > tc. Agora a orbita entrard em S¢ da direita para
a esquerda e duas possibilidades surgem. Primeira, assumimos que o ponto B; quando a
6rbita entra em S¢ estd localizado em X, e satisfaz yp, < ya,. Entao o segmento By Ay, a
orbita A,T7, o segmento 17, By e a 6rbita By B; formam uma curva fechada a qual define-
se um conjunto compacto positivamente invariante K5 contendo o foco instdvel no seu
interior, veja Figura 2.5; pelo Teorema de Poincaré Bendixson, concluimos a existéncia de
um ciclo limite estéavel totalmente contido em Sp U X, U Si. Note que neste caso, temos
um ciclo limite usando somente duas zonas lineares e garantimos que ele é Unico, para
isto podemos recorrer ao Teorema 8.

A segunda possibilidade é o caso yp, > ya,. Aqui, podemos seguir a 6rbita do ponto
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Figura 2.6: O conjunto compacto positivamente invariante K% para a > 0. K% é com-

posto pelo segmento B3 By e pela trajetéria By Bs.

By em S¢ até alcancar o ponto By em X1 entrando em Sy e batendo novamente em X_,
mas agora no ponto B3 € X_ com yp, > yp,. Agora o segmento B3By e a érbita By B
formam uma curva fechada, cujo interior define um conjunto compacto positivamente
invariante K%, veja Figura 2.6, e aplicando novamente o Teorema de Poincaré Bendixson,
concluimos a existéncia de pelo menos um ciclo limite. Sendo assim, ogora nao podemos

assumir a unicidade e a proposicao esta completamente demonstrada. O

Quando t¢ > 0, o ciclo limite previsto pela afirmacao (b) da Proposi¢ao 2 tende,
quando a@ — 0T, para a 6rbita homoclinica Hy, que existe para o = 0, veja Figura 2.8.
Portanto, neste caso, a transicao de valores negativo para positivo do parametro o d&
origem ao aparecimento subito de um grande ciclo limite; este fendmeno tem sido chamado
de ciclo limite super explosivo em [13]. Um fenémeno semelhante aparece quando tc = 0,
mas neste caso o ciclo limite bifurca do segmento de equilibrio F¢ em uma bifurcagao
especial definida neste trabalho, a bifurcacao bainha de espada. Finalmente, quando
tc < 0, temos outra bifurcacao especifica, bifurcacao de equilibrio na fronteira em o = 0,

o qual foi analisado em [36].
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Afirmamos na sequéncia nosso principal resultado para estes trés casos.

Teorema 9. Considere o sistema diferencial linear por partes continuo (4)—(6), em que

dr,dgp >0, dc =0, t;, <0 etg >0 comt3 —4d;, > 0 e t% —4dr < 0. As sequintes

afirmacoes valem.

(a)

(b)

(c)

Setc < 0, entdo um pequeno ciclo limite estavel bifurca em o = 0 em uma bifurcagao
tipo equilibrio na fronteira envolvendo a zona central e a zona esquerda. Assim, para
a > 0 existe um ciclo limite que cresce linearmente com o valor do parametro «,
enquanto o ciclo limite nao entra na zona esquerda, isto €, enquanto se encontra em
ScUXy USg. Eriste um certo valor ar > 0 tal que o ciclo limite estdvel tangencia
Y. em Ty, para o = ap. Para valores de « ligeiramente maiores que ar, o ciclo

limite usa as trés zonas lineares.

Setc =0, entao o ciclo limite estdvel usa as trés zonas lineares e bifurca do segmento
de equilibrio Ec em uma bifurcacao bainha de espada. Assim, para o > 0 ewiste um
ciclo limite que aproxima do segmento Ec, com o periodo tendendo para o infinito,

quando o — 0.

Se tc > 0, entao para a orbita homoclinica Hy, que existe para oo = 0 como previsto
na Proposi¢ao 1 (b), um ciclo limite estavel bifurca para o > 0, isto €, o ciclo limite

aprozima de tal érbita homoclinica, quando o — 07 .

Demonstra¢ao. Para mostrar a afirmacao (a), primeiro note que t¢ < 0 e tg > 0, de

modo que, quando « > 0 e pequeno, o tnico ponto de equilibrio previsto na afirmagao (b)

do Lema 1 estd proximo de ¥, , mas em Sg. Aqui, apds efetuar a translagao v — = — 1

ey — y — to, e negligenciando por um momento a zona esquerda, teremos um sistema

linear por partes com apenas duas zonas. Entao podemos aplicar diretamente a afirmacao

(b) do Teorema 8, tomando ¢;, como nosso tc e considerando o caso com d; = 0, que

desempenha o papel do nosso dg.

Para o sistema em duas zonas, é facil ver que reescalando x — aX e y — aY depois
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—

|

|

l
—1 r=1

Figura 2.7: O ciclo limite para a afirmagao (a) no Teorema 4 e 5 tomando o € {ay, ar, as},

em que 0 < oy < ar < as. Note que os dois ciclos limite menores sao homotéticos.

de suprimir o fator comum «, temos o novo sistema

X = F(X)-Y,

) (2.14)
em que
teX, se X <0,
F(X)= (2.15)
trX, se X >0,
e
0, se X <0,
9(X) = (2.16)

drX, se X >0.
Concluimos que, por um reescalonamento, nosso ciclo limite tem um tamanho que é
a vezes o tamanho do ciclo limite que existe para o = 1. Este argumento mostra que o
tamanho do ciclo limite cresce linearmente com « > 0 e portanto ele nasce com tamanho
pequeno e esta contido apenas em S¢ U Skg.
Se denotarmos como ar o valor de a correspondendo o ciclo limite no caso em que o

ciclo limite é tangente a >_ no ponto 7T}, nao é dificil ver que para 0 < a—ar << 1 o ciclo
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Figura 2.8: Ciclo limite bifurcando da 6rbita homoclinica Hy, no caso do Teorema 4 (c).
Aqui, t;, = =1, tc = 0.2, dc = 0 e dg = 1. A 6rbita homoclinica H;, corresponde a

a = 0, enquanto o ciclo limite mostrado é para o = 0.03.

limite persiste, agora também usando a zona esquerda Sy. Efetivamente, para o > ar, é
suficiente considerar a 6rbita partindo do ponto 77, que esté contida em Sc U Sk voltando
para X_ no ponto A, com y4 > —tc. De fato, tal érbita aproxima do ciclo limite que
deve existir se a zona central for prolongada para a esquerda. Esta érbita determina com
o segmento 17 A um circuito que define um conjunto compacto negativamente invariante
K}, veja Figura 2.9. Assim, usando o conjunto positivamente invariante K% definido na
prova da afirmacao (b) da Proposicao 2, veja Figuras 2.6 e 2.9, existe um ciclo limite
usando as trés zonas lineares. A afirmagao (a) esta feita.

Para mostrar a afirmacao (b), recordamos do Lema 13 (c) que a érbita I';, e I'j,
intersecta >, nos pontos A; e Aj, respectivamente. Afirmamos que a érbita do ponto
A, entra em Sy e, depois de dar meia volta em torno do foco estavel, vem novamente
para X, em um ponto Az com ya, > ya,, veja Figura 2.10. Isto nos permite definir um
conjunto compacto negativamente invariante KZ%. Efetivamente, se assumirmos ya, < y4,,
entdo o segmento AszA;, juntamente com as érbitas 'z, T e AyAs deve definir um

conjunto compacto positivamente invariante contendo o foco instavel em seu interior.
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Figura 2.9: Conjuntos compactos positimanente invariante K% e negativamente invariante
K!. K% é composto pelo segmento B3 By e pela trajetéria By Bs e K& é composto pelo
segmento AT}, e pela trajetéria Tr, A. Note que o conjunto K& estd totalmente no interior

do conjunto K3.

Consequentemente, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson podemos concluir a existéncia
de um ciclo limite estavel dentro de tal conjunto compacto. Mas isto é impossivel pelo
critério de Dulac, pois a divergéncia é positiva em Sk e nula em S, A afirmagao estéd
mostrada, e como uma consequéncia, o mesmo circuito fechado usado K% ¢ um conjunto
compacto negativamente invariante.

Agora, tomando o ponto By como ponto inicial, podemos construir exatamente como
na prova da afirmacao (b) da Proposigao 2 um grande conjunto compacto positivamente
invariante K} contendo o conjunto K% no seu interior. Assim, o ciclo limite estdvel
previsto na Proposi¢ao 2 esta localizado entre a fronteira de dois conjuntos compactos
K% e K} e entdo ele usa as trés zonas lineares apds a bifurcagdo bainha de espada.
Finalmente, nao é dificil ver que para ambos conjuntos compactos, seus limites quando
a — 07 é o segmento E¢. Além disso, o perfodo do ciclo limite é limitado inferiormente
por dois periodos de tempo necessarios para passar de Y para >, e vice versa; uma vez

que y = —a um simples calculo mostra que o tempo necessario para uma unica transicao
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Figura 2.10: O pequeno conjunto compacto negativamente invariante K2. K% é composto

pelo segmento A3 A; e pela trajetéria A As.

é igual a 2/y/a e entdo o periodo tende para o infinito quando az — 07.

A afirmagao (c) segue de um argumento similar. Usamos mais uma vez o ponto By
para construir como antes o grande conjunto compacto positivamente invariante K%. Si-
milarmente, podemos construir um pequeno conjunto compacto negativamente invariante
K?. Sob nossas hipdteses, agora estes conjuntos nao tem como limite um conjunto comum
quando o — 07. Sabemos que existe um ciclo limite entre a fronteira dos dois conjuntos
K% e K%. Quando o — 07, a fronteira de K% tende para a 6rbita homoclinica Hy, da
Proposicao 1. Entretanto, a fronteira de K% comporta-se de uma forma diferente, uma vez
que na zona central, a drbita 'y, tende para o segmento E¢. Isto pode ser rigorosamente
mostrado por considerar o segmento do Lema 12 que é um limite superior para a orbita
I'7, . De qualquer maneira, como o ciclo limite aproxima da 6rbita homoclinica Hr, na
parte inferior direita, devido a unicidade da solucao do sistema, ele também ird aproximar

da orbita homoclinica Hy, na parte superior esquerda. O teorema esta provado. O

Embora nao esteja explicitamente provado, conjecturamos que em todas as situacoes

do Teorema 9, o sistema (4)—(6) tem somente um ciclo limite que é estavel.
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2.5 Transicao de um foco estavel para um foco instavel

Aqui, consideramos que em ambas zonas externas temos dinamica do tipo foco e
podem surgir varios casos, dependendo das caracteristicas dos focos. Restringimos nossa
atencao para os casos em que a contracao do foco esquerdo é maior que a expansao no foco
direito. Isto implica que nao existem orbitas escapando para o infinito e entao todas as
orbitas sao limitadas para tempo positivo, o que é as vezes referido como comportamento
dissipativo. De [36], isto pode ser sempre garantido por vz, + vg < 0.

Como na Segao 2.4, comegamos por analisar o plano de fase critico, que é o plano de

fase para a = 0, sob a condigao de dissipatividade, isto €, v, + vr < 0.

Proposicao 3. Considere o sistema diferencial linear por partes continuo (4)—(6), em
que dp,dg > 0, a =dc =0, tp <0 com t2 —4dy < 0 (dinamica esquerda tipo foco) e

tr >0 com t% —4dr < 0 e yp +vr < 0. As seguintes afirmagoes valem.

(a) Setec =0, entao o segmento E¢ € o atrator global; entretanto, cada ponto do seg-
mento € instavel, uma vez que todas as orbitas que iniciam em pontos que nao estao

no segmento Ec sao curvas espiralando ao redor do segmento Ec e aprorimando

dele.

(b) Setec >0, entao existe pelo menos um ciclo limite hiperbélico estdvel I's circulando
o segmento de equilibrios Ec e seus pontos de intersec¢ao com ¥y e ¥ sao (1, yo)

e (£1,y1), nos quais,

1 4 2e™R 4 "(VL+VR)
1 — em(vL+7R)

Yo = to >to > 0,

1 4 2e™r + (L tIR)
1 — em(vz+7R)

Y1 = —tc < —te < 0.

(c) Sete <0, entao o segmento E¢, que € constituido por pontos de equilibrios estdveis,
mas nao assintoticamente estdveis, ¢ o atrator global e entao nao existem orbitas
periodicas. Todas as orbitas que iniciam nos pontos que nao estao no sequimento

E¢ tem como conjunto w-limite um ponto no segmento.
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Demonstracao. Seguimos um argumento paralelo da prova da Proposicao 1 tomando em
conta que agora o ponto 717, é um foco. Assim, temos para y < tc a semiaplicagao de

Poincaré direita

Pr(y) =tc + (tc — y)e™ %,

como antes, veja a equagao (2.11). Podemos definir para os pontos (—1, %) sobre ¥_ com

y > —to a correspondente semiaplicacao de Poincaré esquerda

Pr(y) = —tc — (y + to)e™*,

e recordamos que as orbitas de transicao dentro de S¢ sao segmentos horizontais.

Para mostrar a afirmagao (a), a instabilidade de todos os pontos do segmento FE¢
segue do mesmo argumento usado na Proposicao 1 (a). A atragao global do segmento
E¢ e a nao existéncia de orbitas periddicas segue diretamente do fato que quando a = 0,

temos

P(y) = 677(7L+7R)y’

a qual é¢ uma aplicacao contrativa, uma vez que vyr + vg < 0.
Para a afirmacao (b), tomando y > —t¢o, temos que Pp(y) < —tc e portanto a

espressao Pr(Pp(y)) estd bem definida e é dada por
P(y) = Pr(Py(y)) = te(1+ 2™ + €7r(’YL+’YR)) + yemr i), (2.17)

Agora, resolvendo a equagao P(y) = y, a tnica solugdo é o valor yy dado na afirmacao.
O valor de y; segue de forma anéloga.

Na afirmagao (c), podemos excluir a existéncia de 6rbitas periddicas de modo que a
unica possibilidade da existéncia deve estar associada ao céalculo prévio do valor de yy,
mas agora temos yy < tc < —t¢ o qual, estd fora da validade do dominio da aplicacao
P;. A respeito da estabilidade dos pontos do segmento FE¢, segue como na Proposicao 1

(c). O

No proximo resultado nao podemos estabelecer um resultado dual completo para a
Proposicao 2, como mostraremos depois, para o < 0 existem situacoes sem ciclos limite e

outros casos com mais de um ciclo limite, veja Figura 2.11.
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Proposicao 4. Considere o sistema diferencial linear por partes continuo (4)—(6), em
que dp,dr >0,dc=0,t, <0 etp>0 comti —4d, <0, t4 —4dr <0 ey, +vr < 0.
Se a > 0 entao o ponto de equilibrio er € um foco instavel circulado por pelo menos um

ciclo limite estdvel.

Demonstragao. Uma vez que a > 0 temos um foco instavel em (Zg,¥gr), veja Lema 1
(b). Sem calculos explicitos da aplicagdo de Poincaré, comegamos tomando como segao
de Poincaré a semirreta vertical {(z,y) € R?; x =Zg ey > yr}. Entdo, para pequenos
valores de §y = y — yg > 0, enquanto as drbitas circulam o foco e nao usam a regiao S¢,
podemos escrever

P(y) = e > g,

em que passamos do ponto (Zg,y) = (Tr, Yr + y) para o ponto (Tg,yr+ P(7)), depois de
uma volta completa em torno do foco. Assim, temos P’'(0) = e*™% > 1.

Para valores de ¢ > 0 suficientemente grande, sabemos que a érbita partindo do ponto
(Zr,y + yr) dard uma volta em torno do foco, entdo ela entrard em Sc e voltard para
S1, depois de dar meia volta em torno do ponto 77, para voltar para nossa secao de
Poincaré apés usar Sc. Além do mais, as duas segdes sobre Sc e na faixa B = {(x,y) €
R? : 1 < x < Ty} tais 6rbitas aproximam de segmentos horizontais quando y — oo,
enquanto o tempo de voo de S; a Sg \ B tende para m/wj e 7/wg, respectivamente.
Assim, diretamente vemos que a propriedade assintética da nossa aplicacao de Poincaré

é tal que
Pli
lim —2 W) _
§—>00 e”(’YL+’YR)y

Y

de modo que

lim P/(Q) = lim m — ™ t1R) 1.

Y—00 Y—00 g
Concluimos que o grafico de P tem pelo menos uma interseccao com a diagonal, e

entao o sistema tem pelo menos uma orbita periddica. O]

Agora, afirmamos nosso principal resultado para transicao de salto tipo foco-foco, que

assegura, sob certas hipoteses, a existéncia de pelo menos dois ciclos limite.
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Teorema 10. Considere o sistema diferencial linear por partes continuo (4)—(6), em que

dr,dr >0, do =0, tL<0€tR>0Comt%—4dL<0,t%—4dR<06’7L+’YR<0. As

sequintes afirmagoes valem.

(a)

(b)

Setc < 0, entdo um pequeno ciclo limite estavel bifurca em o = 0 em uma bifurcagao
do tipo ponto de equilibrio na fronteira envolvendo somente as zonas centrais e
direita. Assim, para o > 0 existe um ciclo limite que cresce linearmente com o valor
do parametro a, enquanto o ciclo nao entra na zona esquerda, isto €, enquanto se
encontra em ScUX USR. Existe um certo valor ap > 0 tal que o ciclo limite estdvel
€ tangente em X_ em T, para o = ap. Para valores de a ligeiramente maiores que

ar, o ciclo limite usa as trés zonas lineares.

Se tc = 0, entao o sistema sofre uma bifurcacao bainha de espada em o = 0; de
um segmento de equilibrios Ec passamos para um ciclo limite estavel envolvendo as
trés zonas lineares para o > 0. Em outras palavras, este ciclo limite aproxima do

segmento Ec, com um periodo tendendo para o infinito, quando o — 0.

Se tc > 0, entao um pequeno ciclo limite instdvel I'y bifurca em o = 0 em uma
bifurcacao tipo equilibrio na fronteira envolvendo somente a zona central e a zona
esquerda. Assim, para o < 0 com |a| pequeno, tal ciclo limite cresce linearmente
em tamanho com o valor de |a|, enquanto o ciclo nao entra na zona direita, isto €,
enquanto se encontra em Sy UY._USqc. Fxiste um certo valor ar < 0 tal que o ciclo
limite instdvel tangencia %, em Tg para o = ar. Para valores de « ligeiramente

matores que ar, o ciclo limite instavel usa as trés zonas lineares.

Além do mais, para ar < a < 0 existe pelo menos um ciclo limite estavel circulando

'y, de modo que temos a existéncia de pelo menos dois ciclos limite.

Demonstragao. A afirmagao (a) pode ser demonstrada exatamente como no Teorema 4

(a), mas agora, necessitamos de um conjunto compacto positivamente invariante K3,. Este

conjunto pode ser construido facilmente considerando que o ponto no infinito é repulsivo;

Assim, é suficiente considerar érbitas partindo de ¥ em um novo ponto (—1,y) com

y < 0 e |y| suficientemente grande, ao invés de By .
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Figura 2.11: Dois ciclos limite correspondendo ao Teorema 5 (¢). Aqui a = —0.04,

ty, = —0.95, tc = 03, tp = 045, dL = dR =1le dc = 0.

Para mostrar a afirmagao (b) notamos que quando @ > 0 podemos construir o conjunto
compacto negativamente invariante K2 como na prova do Teorema 4 (b). Enfatizamos que
este conjunto compacto K2 pode ser escolhido tao pequeno quanto queremos, selecionando
um pequeno valor de o > 0, uma representagao geométrica do conjunto K2 pode ser vista
na Figura 2.10.

Por outro lado, podemos construir um conjunto compacto positivamente invariante
K3, como segue, veja Figura 2.12. Primeiro, assumimos que o = 0, e tome um ponto
qualquer B = (—1,y) em T com y > 0; depois de dar uma volta completa em torno do

segmento F¢, esta 6rbita chega novamente em X em um ponto By = (—1,yr) com

A érbita BBp juntamente com o segmento BrpB determina um conjunto compacto
positivamente invariante. Permitindo agora « ser positivo, a érbita do mesmo ponto B
terminard em um ponto Bp = (—1,9F); se a é tomado suficientemente pequeno, entao
podemos assumir que §r < y, usando a dependéncia continua de solugoes com respeito
ao parametro «. Fechando a érbita de B a B com o segmento entre estes dois pontos

sobre ¥, definimos o conjunto compacto positivamente invariante K3. Obviamente, este
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Figura 2.12: O conjunto compacto positivamente invariante K3 no caso foco-foco quando

tc =0ea=0. K} ¢ composto pelo segmento BrB e pela trajetéria BBp.

conjunto K 3 pode ser escolhido tao pequeno como desejado, tomando o valor inicial de
y suficientemente pequeno. Além do mais, uma vez fixado o valor de a para construir o
conjunto K%, o conjunto compacto correspondente K2 satisfaz K2 C K%, e entéo devemos
ter um ciclo limite estdvel entre as duas fronteiras destes compactos. A afirmacao (b) esta
feita.

A primeira declaragao do item (c) em relagdo ao nascimento de um pequeno ciclo
limite instavel 'y, pode ser obtida considerando como um caso dual da afirmagao (a),
apos a mudanga de coordenadas (z,y,7) — (—z,y, —7).

Finalmente, a ultima afirmacao segue do fato que o ciclo limite instavel 'y existe,
define um conjunto compacto negativamente invariante o qual deve ser circulado por

outro ciclo limite estavel, devido a propriedade repulsiva do ponto no infinito. O

Recordamos que, na afirmagao (¢) acima assumimos que para ar < a < 0, existem
pelo menos dois ciclos limite circulando o foco estavel, veja Figura 2.11. Conjecturamos
que existe um valor o* satisfazendo o* < ar < 0 de modo que para todo o* < a < ar,

ambos ciclos limite usam as trés zonas lineares e colidem em um ciclo limite semi estavel
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no valor @ = a* e desaparece para a < «*. Também, conjecturamos que nas situagoes
das afirmagdes (a) e (b) do Teorema 10, o sistema (4)—(6) tem somente um ciclo limite

estével.

2.6 Um estudo de caso: o modelo linear por partes

de Morris-Lecar

Nesta secao, nosso objetivo é ilustrar os resultados tedricos deste capitulo em um
modelo concreto e nao trivial, no que segue, providenciamos alguns discernimentos para
os profissionais em modelagem matematica sobre como é possivel detectar as bifurcagoes
analisadas nas segoes prévias em modelos mateméticos. Seguindo [12], estudamos aqui
um modelo linear por partes de uma tnica atividade neural conhecida como o modelo de
McKean, veja também [37, 39, 40]. O modelo é obtido através de uma sistematica redugao

da equacao de Hodgkin-Huxley e leva a forma de duas EDOs nao lineares acopladas

Co = flv)—w+1, (2.18)
W= g(U,w)7

em que v significa a tensao, w é a variavel gating e

—v se v < a2,
fw)=¢ v—a sea/2<v<(14a)/2, (2.19)
l1—v sev>(1+a)/2

Aqui, C' > 0, I é o principal parametro de bifurcagao e f(v) é uma funcdo continua linear
por partes caricatura da cibica FitzHugh-Nagumo néo linear f(v) = v(1 —v)(v —a), em
que 0 < a < 1. A funcao g, que descreve a dinamica da variavel gating, pode ser escolhida
de varias maneiras; aqui adotamos a tao chamada funcao linear por partes Morris-Lecar
Tipo I

o(o,w) = (v —mw+ by —b)/mn, sewv<b, (2.20)

(v —yw +b*y —b) /72, sev>D,

em que, tipicamente 7; e 2 s@o constantes positivas e —a/2 < b* < (1 —a)/2,a/2 <b <

(14 a)/2, veja [12] para mais detalhes.
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Deve notar-se que as duas fungoes lineares por partes (2.19) e (2.20) induzem uma
particao no plano de fase em quatro regioes lineares cuja dinamica é governada pelas
diferentes matrizes lineares; as duas isoclinas f(v) —w + 1 =0 e g(v,w) = 0 determinam
o conjunto de equilibrios através de suas intersecgoes. Iremos usar as notagoes {L, C, R}
para as primeiras trés regides v < a/2, a/2 <v <beb<wv < (1+a)/2, respectivamente,

com matrizes associadas

—-1/C —-1/C 1/C —-1/C 1/C —-1/C
A = / / , Ac = / / , Ap= / / , (2.21)
Y -1 1y -1 1/ 1

e denotamos como RR a ultima regiao da direita v > (1 + a)/2, com
-1/C —-1/C
1/72 -1

Esta iltima regiao sera negligenciada na nossa anélise, pois o fendmeno que nos interessa

ARR =

nao requer esta consideragao, veja Figura 2.13.

Iniciamos por calcular o traco e o determinante em cada zona, ficando

1 1 1 /1 1 /1
02D wm 2 ) we (A,
e ( gl C\m o\
Portanto, para que o sistema esteja na condicao degenerada dc = 0 devemos escolher
v1 = 1. Enquanto C' < 1 podemos assumir tg = tc > 0 e assim, temos a possibilidade de

oscilagoes. Iremos assumir também -, < 1 para obter dr > 0, evitando entao a dinamica

de sela na regiao da direita.

Observacao 7. Note que a condicao degenerada dc = 0 € importante para que as duas
isoclinas tenham o mesmo coeficiente angular na zona central, veja Figura 2.13. FEsta é
uma regra pratica para obter ou evitar o comportamento de salto associado a bifurcacao

em estudo.

Também recordamos que uma mudanca linear apropriada de variaveis, nos permite
escrever o modelo na forma de Liénard (4)—-(6), assumidas no inicio deste trabalho, iden-

tificando entao a expressao explicita do parametro de bifurcagao «. Tal mudanca linear
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Figura 2.13: As duas isoclinas para o modelo linear por partes Morris-Lecar, determi-
nando quatro regioes lineares. Iremos focar a andlise na dinamica determinada pelas trés
primeiras regioes, que denotamos por L, C', e R. A interseccao das iséclinas determinam
o conjunto de pontos de equilibrios, que pode ser um tnico ponto ou um segmento com-
pleto, veja a Figura 2.14. Aqui, C =0.7, 1 =1, 15 =0.25,a = 0.25, b = 0.5, b* =03 e
I =0.

nao ¢é estritamente necessaria, uma vez que o traco e o determinante sao invariantes nesta
mudanca.

Aqui, é natural pensar em I como o parametro de bifurcacao, e entao o unico ponto
a ser enfatizado é a determinacao do valor critico para a bifurcacao. Recordamos que na
bifurcagao temos um continuo de equilibrios na regiao central; assim, usando v; = 1 e a

equacao para determinacao do equilibrio, devemos ter para a regiao central,

1/C —1/C (I -a)/C
— /¢ UI=a)fC)
1 -1 b=

Y

de modo que o valor critico sera
Icrit =a -+ b* — b
Assim, quando I = I temos um segmento de equilibrio, denotado por

Ec={(v,w):a/2 <v<bw=v+0b"—b}.
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Figura 2.14: Plano de fase para o modelo linear por partes de Morris-Lecar para C' = 0.7,
y1 =1, 7% =025, a=0.25 0=0.5 e b* = 0.3, na qual a constante é selecionada como
I = I = 0.05. O segmento intermediario é o continuo de equilibrios instaveis E¢, que

aparece cercado por um ciclo limite estavel.

Para determinar o tipo de dinamica na zona esquerda, calculamos

2o = (1 L) 8 P60l (C=3-2VD)(C -3 +2V)
g t C C C? 2 )

de modo que é do tipo né quando 0 < C' < 3 —2v/2 ~ 0.171573 e do tipo foco quando

3 —2v2 < C < 1. A respeito a zona direita, temos

1 >4 /1 1 R
t —4dp=|—=—-1) —=(——-1)=(=+1] ——.
e <C7 ) C7(72 ) (C' ) Ce
Assim, a dinamica da direita é do tipo foco sempre que

_ 4C
PSaror

Neste caso, tomando 3 — 2v/2 < C < 1, regido esquerda do tipo foco, para aplicar o
Teorema 5, devemos verificar a condigao dissipativa v + vg < 0. Da Observagao 6 apos

o Teorema 8, esta tultima condicao é equivalente a verificar se
i tr 1+C 1-C

Vi, " Van T vae e
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Figura 2.15: Plano de fase para o modelo linear por partes de Morris-Lecar para C' = 0.7,
1 =1, 7 =0.25 a=0.25 b=0.5e b* = 0.3. As imagens esquerda e direita sao para
I =0.047 e I = 0.053, respectivamente. A bifurcacao de salto é clara, e podemos perceber

a bi-estabilidade existente para valores intermediarios.

é satisfeita. Apods algumas manipulagoes algébricas, temos a inequagao equivalente

(1+C)?

<—
B S Yo Yor

em que para 3 — 2v/2 < C' < 1 acaba sendo uma exigéncia mais forte que a condicio
prévia para ter foco na direita.

Podemos resumir a condicao para aplicar os Teoremas 4 e 5 juntamente com suas con-
sequéncias no seguinte resultado. Observamos que para sermos rigidos, devemos verificar
que a notéavel érbita fechada que aparece para I = I satisfaz a condigao v < (1+a)/2,
assim, nao invadindo a quarta regidao negligenciada v > (1 + a)/2; mas isto nao é ne-
cessario, como em tal regiao a divergéncia trr € negativa e a notavel orbita fechada é
estavel. E claro que, para I — I > 0 e suficientemente grande, o equilibrio instavel ira
entrar na quarta regiao sendo estavel, entao conduzindo a outra bifurcagao de equilibrio

na fronteira, que nao sera considerada aqui.

Proposicao 5. Considere o sistema diferencial linear por partes continuo (2.18)—(2.20),
emque0<a<l,a/2<b<(l14+a)/2,71=1,e0<C < 1. Tomando I como o unico

parametro de bifurcacao com Iy = a+ b* — b, as sequintes afirmagoes valem:
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(a) 5 0 < C <3—-2V2¢e0 <y, <4C/(1+ C)?, entio o Teorema 4(c) se aplica.
Portanto para I < I..4 existe um no estavel, no qual torna-se instavel como todos
os pontos do segmento Ec para I = I.; com a orbita homoclinica circulando o
segmento E¢; desta orbita homoclinica um ciclo limite estdavel bifurca para I > I .
que circula o unico ponto de equilibrio, que apos um salto na sua localizacao torna-se

um foco instavel; e,

(b) s¢3—-2v2<C<1el<y<(1+C)?/(3—2C +3C?), entio o Teorema 5(c) se
aplica. Portanto, para I < .y com |I—1..| suficientemente pequeno, existe um foco
estavel circulado por dois ciclos limite, sendo o pequeno instavel e o grande estdvel.
O foco juntamente com todos os pontos do segmento Eqc sao instdaveis para I = I,
contendo somente um ciclo limite circulando E¢; e apos um salto na localizagao
ele € um foco instdvel isolado circulado pelo ciclo limite estavel para I — .4 > 0 e

suficientemente pequeno.

Finalmente, podemos ver em algumas simulagoes correspondendo a Proposigao 5 (b),
um dos casos mais interessantes, quando a bi-estabilidade é prevista. KEscolhemos os
parametros C' = 0.7, v3 = 1, 7o = 0.25, a = 0.25, b = 0.5 e b* = 0.3, de modo que
It = 0.05.

Usando os valores I = 0.047 e I = 0.053, concluimos o repentino nascimento de um
grande ciclo limite devido a troca de estabilidade do ciclo limite com um salto significante
na localizagdo dos equilibrios, veja Figura 2.15. Contudo, da Proposi¢ao 5 (b) sabemos
que para I < I com |I— I 4| suficientemente pequeno dois ciclos limite sao encontrados.
Efetivamente, na figura 2.16, correspondendo ao valor intermedidario I = 0.048 e I = 0.049,
observamos o pequeno ciclo limite instavel determinando a bacia de atracao do ponto de
equilibrio estavel, que coexiste com o grande ciclo limite estavel. Na figura esquerda, o
ciclo limite estavel usa as trés zonas, enquanto na figura direita o ciclo limite instavel estéa
na situagao correspondente ao crescimento linear, usando somente duas zonas.

Antes de finalizar, recordamos que uma anélise completa do modelo requer muito mais

paginas; aqui, apenas queremos enfatizar a utilidade dos resultados tedricos prévios.
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0.8

Figura 2.16: Plano de fase para o modelo linear por partes de Morris-Lecar para C' = 0.7,
v1=1,7 =025 a =025 b=0.5eb* =0.3. As imagens esquerda e direita sao para
I = 0.048 e I = 0.049, respectivamente. Estes valores intermediarios proximos do valor

critico de I, permite-nos estar conscientes da bi estabilidade caracteristica do o modelo.
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